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Résumé

Résumeé

La fissuration des couches d’enrobé bitumineux (EB) est un mode de dégradation majeur
des chaussées, dont la compréhension des divers mécanismes et facteurs responsables nécessite
entre autres le développement de modélisations théoriques et d’outils numériques. Dans ce cadre
cette thése s’intéresse a la fissuration des matériaux a rhéologie thermo-viscoélastique. Un modele
d’endommagement local est ainsi développé en se basant sur le principe de contraintes effectives et
la loi rhéologique de Poynting-Thomson. Le critére d’endommagement adopté repose sur le taux
de restitution d’énergie ¢€lastique. Ce modele est ensuite régularisé par I’approche Thick Level Set
(TLS). L’étude semi-analytique d’une barre 1D en traction monotone directe permet d’investiguer
I’aptitude de ce mod¢le a reproduire les principales observations expérimentales faites sur EB. Un
algorithme de calcul par méthode aux ¢léments finis permettant alors d’étendre la résolution au cas
de problémes 2D est proposé et implémenté dans le code de calcul eXlibris de I’ECN. Nous
montrons la capacité¢ de cet outil a simuler I’initiation et la propagation de fissure avec
endommagement d’une poutre viscoélastique chargée en flexion trois points. Les simulations
rendent compte du caractére plus ou moins fragile/ductile des résultats d’essais observés sur EB en
fonction de la température du matériau et de la vitesse de chargement. Ces travaux offrent ainsi une
base théorique et numérique pour de futures applications en Mécanique des Chaussées.

Mots clés : Thermo-viscoélasticité, Endommagement, Fissuration, Thick Level Set, Méthode des
éléments Finis, Enrobé bitumineux.




Abstract

Abstract

Fracture of asphalt concrete (AC) layers is a major mode of deterioration in pavements,
whose understanding of the various mechanisms requires the development of theoretical models
and numerical tools. In this context, the research focuses on damage and fracture in thermo-
viscoelastic materials. Hence, a local damage model is developed based on the principle of effective
stresses and the Poynting-Thomson rheological law. The damage criterion considered relies on the
elastic energy release rate. This model is then regularized according to the Thick Level Set (TLS)
approach. The semi-analytical study of the 1D rod subjected to monotonous direct tension is
performed to investigate the ability of the model to mimic the main experimental observations made
for AC materials. An algorithm dedicated to the finite element solution of 2D problems is proposed
and implemented subsequently in the eXlibris numerical code developed at ECN. The potential of
this model to simulate damage and crack growth from initiation to collapse is demonstrated through
the example of a viscoelastic beam under three-point bending test loading conditions. The
simulations reflect the more or less brittle/ductile nature of the test results observed on AC materials
depending on temperature and the loading rate. This work offers a theoretical and numerical basis
for future applications in pavement mechanics.

Keywords : Thermo-viscoelasticity, Damage, fracture, Thick Level Set (TLS), Finite elements
method, Bituminous mixtures.
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Introduction générale

Le réseau routier francais compte plus d’un million de kilométres gérés par I’Etat, les
communes, les départements et les concessionnaires routiers. Il est I’'un des plus denses d'Europe.
Ce réseau estimé a 2000 milliards d’euros, représente le premier patrimoine de 1’Etat.

Les chaussées dégradées nécessitent des travaux de rénovation et d’entretien afin de prolonger leur
durée de vie et garantir la sécurité des usagers. Le rapport présenté en 2018 a la Direction des
infrastructures de transport montre qu’environ 7 % du réseau national nécessite des travaux de
rénovation et 17 % des routes présentent un état de dégradation plus ou moins important. L’objectif
principal de 1’Etat et des gestionnaires routiers est d’optimiser les ressources financiéres a mettre
en place pour maintenir 1’état de ces structures. A titre d’exemple, pendant ces dix derniéres années,
en moyenne 666 millions d’euros par an ont été consacrés par I’Etat aux dépenses d’entretien et de
gestion du réseau routier national non concédé.

Une étude d’entretien de chaussée (au sein d’une étude plus générale a 1’échelle d’un réseau routier)
repose sur trois étapes qui consistent a :

e Réaliser le diagnostic de ’état actuel de la chaussée

e Estimer sa durée de vie résiduelle hors travaux d’entretien

e Proposer et comparer entre elles des solutions de maintenance, a la fois en termes de gain
de durabilité et de colt financier.

Le déploiement de ce type de méthodologie passe par I’amélioration des techniques actuelles
d’auscultation des chaussées mais aussi par des outils de modélisation numérique permettant de
rendre compte du comportement des structures de chaussées endommagées (aide au diagnostic) et
d’évolution de leur état, en fonction des différents scénarios d’entretien.

Cette these porte sur ce second volet, mais se situe encore relativement en amont des applications
envisagées dans le futur. Elle a pour principal objectif le développement d’¢léments théoriques et
codes de calculs permettant I’étude de I’initiation et de la propagation de fissures dans des structures
composées de matériaux a rhéologie thermo-viscoélastique, caractéristique du comportement des
enrobés bitumineux (EB). Son champ d’action se limite ici au cas de chargements monotones et
n’aborde pas les aspects de fatigue sous sollicitations mécaniques ou climatiques répétées. Les
outils développés dans cette thése peuvent s’appliquer dans un premier temps a I’interprétation des
essais de fissuration sur matériaux bitumineux pratiqués en laboratoire pour différentes conditions
de géomeétrie, de température et de vitesse de chargement.

Il a été pris le parti pour ce faire de s’appuyer sur I’approche TLS (Thick Level Set), récemment
développée a ’ECN (Mdes et al., 2010). Cette approche permet d’unifier les deux grandes familles
de modélisation numérique de fissuration des structures, a savoir la mécanique de
I’endommagement et la mécanique de la rupture. Elle repose sur une modélisation non locale de
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I’endommagement et une technique de transition entre états endommagé et fissuré. Dans cette
approche, 1I’évolution du dommage est représentée par la propagation d’un ensemble de courbes de
niveau (level set) dont dépend la variable d’endommagement. L’évolution du front
d’endommagement, séparant les zones saines et dégradées dans la structure, est imposée par une
quantité non locale intégrant en tout point du front des informations prises sur 1’épaisseur de la
bande endommagée. Au-dela d’une certaine longueur critique a partir du front, le matériau est
suppose complétement dégradé et une transition naturelle vers la fissuration est assurée par
utilisation de 1’approche XFEM.

Cette thése contribue ainsi a étendre 1’approche TLS au domaine des milieux viscoélastiques non
encore traité dans la littérature, ni dans les codes numériques.

Le mémoire est divisé en cing chapitres :

Le premier chapitre dresse un état de I’art des connaissances sur les propriétés physiques des
matériaux viscoélastiques de type bitumineux et les phénomenes liés a ces matériaux lors des essais
de rupture sous chargement monotone. Un méme matériau est notamment susceptible de subir une
rupture du type ductile ou fragile, selon les vitesses ou températures d’essai. On présente dans ce
méme chapitre les modéles rhéologiques qui permettent de modéliser les comportements dans le
domaine viscoélastique linéaire. L’approche TLS appliquée a I’élasticité et 1’algorithmique de
résolution associée sont détaillées en fin de ce chapitre.

Le chapitre 11 est consacré au développement d’une loi locale d’évolution d’endommagement dans
un milieu viscoélastique. Le modele rhéologique de Poynting-Thomson (PT) est utilisé comme
modele viscoélastique de référence. L’endommagement au sein de ce modéle est introduit a travers
le concept classique de contrainte effective. Sur la base des résultats expérimentaux tirés de la
bibliographie du chapitre I, un critére d’endommagement et une loi d’évolution associée sont
proposes. Le modéle obtenu est noté PTE (Poynting-Thomson Endommageable). Il peut étre
facilement étendu a un spectre de Kelvin-Voigt généralisé a nombre d’éléments finis, plus 8 méme
de représenter le comportement des matériaux bitumineux.

Le chapitre 111 décrit le développement, dans le cadre de I’approche TLS, de calcul semi-analytique
d’une barre 1D viscoélastique endommageable (PTE), chargée en traction. Le probléme est d’abord
formulé analytiquement en termes de vitesse afin de discuter certaines conditions d’existence de
solution. Les équations en vitesse sont ensuite intégrées numériquement par rapport au temps et a
la variable d’espace pour une étude compléte des solutions. Une comparaison qualitative de la
réponse du modéle par rapport a certains résultats d’essais de laboratoire sur bitume, trouvés dans
la littérature, est finalement réalisée.

Le chapitre 1V consiste a intégrer I’approche TLS viscoélastique dans la méthode aux éléments
finis en déplacement permettant d’effectuer des calculs 1D et 2D. Apres tensorialisation du modele
PTE, un algorithme de calcul explicite de prédiction-correction ainsi qu’un algorithme de résolution
couplée de I’ensemble des équations sont présentés. Ces deux algorithmes ont été intégralement
programmés en C++ dans un code EF 1D. L’algorithme de prédiction-correction est ensuite
implémenté dans le code eXlibris de I’Ecole Centrale afin de mener des simulations
bidimensionnelles. L’ensemble de ces algorithmes 1D et leurs implémentations est validé sur la
base de la solution semi-analytique du chapitre I11.

Le dernier chapitre de la thése traite de simulations 2D menées avec le module viscoélastique
endommageable d’eXlibris. On valide dans un premier temps 1’implémentation de 1’algorithme de
prédiction-correction sur ’exemple de la barre en traction maillée en 2D. On modélise ensuite un
essai de flexion trois points sur mortier bitumineux tiré de la bibliographie. Les résultats numériques
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obtenus sont comparées aux résultats experimentaux. Des simulations avec entaille initiale de la
poutre complétent les résultats de ce chapitre.

Ce travail ouvre vers de nombreuses perspectives présentées en conclusion générale de ce mémoire.

Cette thése a ¢été lancée dans le cadre de I'opération de recherche DEDIR de I'IFSTTAR
(Dimensionnement a 1’Entretien Durable des Infrastructures Routiéres) et est aujourd’hui en lien
avec le projet national DVDC (Durée de Vie des chaussées).
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Chapitre | : Synthése bibliographique

.1 Contenu et démarche

Ce chapitre dresse un rappel général sur la structure d’une chaussée et sur les problémes
que subissent les couches bitumineuses d’une structure routiere. Il servira comme un point de départ
pour comprendre le comportement mécanique des enrobés bitumineux (EB) et pour introduire les
essais de laboratoire qui permettent de caractériser le comportement fissuré de ces matériaux. La
fissuration représente un type parmi différents modes de dégradation des chaussées et sur lequel
nous ciblons notre recherche.

Tout d’abord, on présente les différentes couches qui constituent une chaussée, les modes de
fonctionnement et les pathologies que subissent ces structures. On parle également des enrobés
bitumineux et du comportement visqueux inhérent de bitume qui se trouve dans les mélanges
bitumineux et qui conférent au mélange une sensibilité & la température et la vitesse de chargement.

Le comportement viscoélastique réversible (sans endommagement) des matériaux bitumineux est
présenté dans le domaine fréquentiel ou temporel. Dans ces deux domaines, on présentera
également les modeles rhéologiques a spectre de relaxation continu et discret.

Concernant le comportement non réversible, on recense les essais de fissurations de la littérature en
donnant leurs avantages et inconvénients des principaux essais de fissuration qu’on a pu trouver
dans la littérature. L’essai de fissuration sous chargement monotone est retenu pour la suite de
I’étude.

Les principes de la mécanique de ’endommagement et de la mécanique de la rupture sont présentes
et on introduit I’approche TLS initialement développée pour les matériaux élastiques quasi-fragile.
L algorithme de calcul quasi-fragile et les techniques numériques développées pour cette approche
sont détaillés. Cette approche servira de socle pour le développement de cette these.
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1.2 Généralités sur les chaussées et les matériaux bitumineux

Une chaussée est une superposition des couches de différentes épaisseurs qui réagissent
ensemble afin de supporter les chargements extérieurs appliqués. Parmi les sollicitations appliquées
on peut distinguer celles dues au trafic (chargement vertical et horizontal) et celles dues aux
conditions climatiques comme le gel, et la pluie.

a s ) |
"5'5 f L] ¥ i
Trafic Gel Chaleur Froid Pluie

extréme extréme

Couche de base

Couches d‘assise

Couche de fondation

Couche de forme

Sol support

Figure I-1: Différentes couches d'une chaussée (https://www.techniroute.fr/vos-routes).

Cette structure est composée de trois parties principales (Figure 1-1), les couches de surface,
les couches d’assise et le sol support. Chaque partie est constituée d’une ou de plusieurs couches de
materiaux de différents types.

Les couches de surface sont les couches responsables de la transmission des chargements extérieurs
(du trafic et du climat) dans la structure de la chaussée. Les couches d’assise transfeérent ces
chargements par la suite vers le sol support. Ces couches possedent différentes fonctions, elles sont
congues de maniére a resister aux chargements tout en assurant les qualités suivantes :

e Meécaniques : performance liée aux propriétés mécaniques;
e Budgetaires : durée de vie et le colt de construction et de réparation;
e Sécurité et confort des usagers.

1.2.1 Les différents types des structures routiéres et les modes de
degradations
Suivant le mode de fonctionnement de ces structures multicouches, la composition et la

nature des matériaux utilisés dans les différentes couches, on peut regrouper les chaussées dans six
catégories (Figure 1-2) :

e Chaussée souple
e Chaussée bitumineuse épaisse
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e Chaussée mixte

e Chaussée semi-rigide

e Chaussée a structure inverse
e Chaussée béton

Parmi ces types, les chaussées souples, les chaussées avec assise en couches bitumeuses et les
chaussées mixtes constituent la majorité du réseau des routes sur le territoire francais.

P P
] L] LU
BB oo BB BB
&
GNT GB € GB
<SSty
GNT GB - GH b Oy -
sol lsz sol lsz sol lsz
- chaussée souple - - chaussée bitumineuse épaisse - - chaussée mixte -
P P
LLL] LLL] i
BB BB llll
GH o CB & . BRI
< L GNT =~ ° - g
Béton maigre
GH=O*= a iy :ng=
sol laz sol *8, sol ‘S,
- chaussée semi-rigide - - chaussée a structure inverse - - chaussée béton -

Figure I-2: Types et modes de fonctionnement de chaussées selon (Brabet 2012).

La Figure I-2 montre également la répartition des contraintes et des déformations dans les couches
des différents types de chaussées.

Les matériaux figurant dans la Figure I-2 sont listés dans le tableau suivant :

BB Béton Bitumineux

GNT Graves Non Traitées

MTLH Matériaux Traités au Liant Hydraulique
GB Grave-Bitume

GH Graves Hydrauliques

Tableau I-1: Les différents matériaux qui composent les couches d’une chaussée.

L’étude de la structure d’une chaussée tout enticére et le dimensionnement de ses différentes couches
ne font pas I’objectif de cette thése. On s’intéresse principalement aux couches constituées par des
matériaux bitumineux. Plus précisément, on s’intéresse a leurs comportements endommagés et

8
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fissurés observés pendant les essais de laboratoires sous chargement monotone. Sur la Figure 1-3
on présente quelques modes de fissuration qui se développent dans les structures routiéres sous
I’influence du trafic (fatigue) et du climat (effet thermique).

Alligator Cracks (Fatigue) Longitudinal Cracks (Fatigue) || Transversal Cracks (thermal) Block Cracking (thermal)

Figure 1-3: Les différents modes de fissuration d 'une chaussée (https://theconstructor.org/transportation).

En général, les fissures longitudinales et de faiengage (des fissures plus ou moins rapprochées en
forme du maillage) sont dues au phénomene de fatigue. Ce phénomene est causé par I’application
d’un chargement cyclique répété et dont le nombre cumulé des cycles dépasse une certaine valeur-
limite admissible. Parmi les premiers travaux qui penchent sur 1’étude de la dégradation des
chaussées par fatigue figurent les travaux de August Wohler (1860 et 1870). Il a introduit la notion
du nombre de cycles et la notion de la résistance a la fatigue.

L’autre phénomene de fissuration est di principalement a la variation de la température. Ce type de
fissuration thermique joue un réle tres important pour les climats extrémes. Sur la Figure 1-3 on voit
deux types de fissuration thermique, la fissuration transversale et la fissuration en blocs.

D’autres types de dégradations peuvent €galement apparaitre dans une chaussée, comme par
exemple le phénomeéne d’orniérage et la formation de nids de poule. Le premier est di
principalement a I’application d’un chargement mécanique sur une chaussée a température élevée,
tandis que le deuxieme phénoméne — détecté pour la premiére fois en France pendant la période
d’hiver de I’année 2001/2002 — est d0 principalement a des cycles répétés de gel et de dégel (Van
2017).

En plus des sollicitations mécaniques et thermiques, on peut également citer les sollicitations
hydriques et chimiques. Les sollicitations hydriques sont liées principalement a la pénétration et le
mouvement de 1’eau dans les couches d’une route (Pinzon and Such 2004) (Raab, Partl, and Abd
El Halim 2012). Les sollicitations chimiques sont dues par exemple a 1’utilisation du chlorure de
sodium comme un fondant routier pendant les périodes hivernales dans certains pays (SETRA
2011). Ces deux types de sollicitations, et surtout la sollicitation hydrique, peuvent affecter 1’état
d’une chaussée et contribuer a sa dégradation.

1.2.2 Les enrobeés bitumineux et leurs composants

Les couches bitumineuses d’une structure routiere sont constituées d’un mélange de
minéraux (granulats et fines) représentant environ 95% de la masse, et de liant hydrocarboné (le
bitume), ce mélange s’appelle 1’enrobé bitumineux.

Les granulats sont constitués par de gravillons et de pierres concassées. Ce dernier type de granulats
est largement utilis€ en France puisqu’il améliore la stabilit¢ mécanique du mélange di a la
formation des arétes vives qui permettent de bloguer le squelette (De La Roche 1996). En revanche,
les fines sont les fractions minérales de diamétre inférieure a 80 um.
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Le liant hydrocarboné (le bitume) est obtenu principalement par distillation en raffinerie des
pétroles bruts lourds. Ces bitumes sont regroupés en deux grandes familles selon leurs compositions
chimiques, a savoir les asphalténes (mélange hydrogéne et carbone) et les maltenes (résines et huiles
saturées). Le mélange bitume et fines s’appelle le mastic bitumineux. Lorsque par la suite on voudra
parler indifféremment de mastic ou d’enrobés, on utilisera le terme « mélange bitumineux ».

Le comportement mécanique du bitume est trés sensible a la température et a la durée d’application
du chargement, on parle donc d’une susceptibilité thermique et cinétique. La Figure 1-4 résume les
différentes classes de comportement qui subissent le bitume sous I’effet de la température et le
niveau de déformation (Olard et al. 2003).

. K ¥
[ failure /7
| .
Brittle | Ductile .
[ % n
K, I £r .t /;’urely Viscous “1
[ , s d
ps - (Newtonian)
—k - —-:— + m = I * =" Non-linearities
Linear Elabktic Linear viscoelastic
\ )
g 0°C “80°C 180°C
E and G ° E* and G*
thermal cracking ] rutting ,  mixing
i = fatigue < L > < compaction
< use of E* or G* > phenomenon in
S mixtures

Figure 1-4: Classes de comportement des bitumes en fonction de la température T et la déformation ¢ (Olard et al. 2003).

Ce mélange des granulats et de bitume confére un comportement viscoélastique et une dépendance
a la température. La teneur en bitume est donc un paramétre tres important lors de la fabrication du
mélange bitumineux. Il affecte directement le comportement de celui-ci.

Le comportement des EB peut étre classifié selon le nombre de cycles de chargement et I’amplitude
de déformation |e|. L’effet de ces deux paramétres est classifié par Di Benedetto selon 4 grands
classes de comportement (Di Benedetto 1990) (Olard et al. 2003):

e Le comportement viscoélastique linéaire est observé pour un nombre faible de cycles de
chargement (< 300) et un niveau de déformation qualifié comme faible (< 10~%) (voire la
section 1.3).

e Le comportement non linéaire caractérisé par une déformation de quelques pour cent. 1l est
observé pour un nombre de cycles tres faible.

e Le phénomeéne de fatigue est observé pour une faible déformation mais pour un nombre de
cycles de chargement de I’ordre de 10%.

e La quatrieme classe de comportement est définie par 1’apparition des déformations

permanentes qui se cumulent jusqu’a 1’apparition du phénoméne de 1’orniérage (Larsen and
Ullidtz 1997)(Heck 2001)(Piau and Hornych 2002)(Habiballah 2005).

Dans la section suivante, on abordera le comportement viscoélastique linéaire des enrobés
bitumineux (1* classe de comportement). Les principaux essais de laboratoire qui permettent de
caractériser ce comportement sont également présentes.

10
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1.3 Comportement viscoélastique linéaire des enrobés bitumineux

Le comportement des matériaux viscoélastiques est suppose linéaire si le principe de
superposition de Boltzmann (Boltzmann 1878) est Vérifié. Dans ce cas la fonction de fluage ou de
relaxation (cf. 1.3.3.1) est suffisante pour décrire le comportement de ce matériau (Salengon
1983). Ce principe de superposition stipule que la réponse finale d’un matériau soumis a des
échelons de sollicitations élémentaires est égale a la somme des réponses a chaque échelon de
chargement (Figure I-5).

(8]
a3
al 1
4' I
ol | :
. l l
1 T 1 1 t
I I
£ : : I I
I I [[R—
|~ I
: : |.// I
I I N I
! I I I
I 1, 1 I
| I— I I
e S U
tl t2 t3 t4

Figure I-5: Principe de superposition de Boltzmann.

Par définition un matériau viscoélastique est dit non vieillissant si I’effacement du chargement
appliqué conduit a un effacement total de la contrainte dans le matériau (o, — 0). On peut
également qualifier un matériau comme non vieillissant si I’absence des sollicitations mécaniques
ne conduit pas a une évolution de ses propriétés mécaniques dans le temps. Ce comportement
implique I’invariance du comportement du matériau par translation sur I’axe de temps (Figure 1-6).

Dans la section suivante, on présente les différents essais de laboratoires qui permettent de
caractériser le comportement viscoélastique linéaire non vieillissant des matériaux bitumineux.

sollicitation réponse

[}
i i
1 | [
! i - _a— -
Y > I
|‘__|_.“'__‘_, I‘_l_ ‘”—PI
T T

Figure 1-6: Comportement des matériaux viscoélastiques non vieillissants (Salengon 2009).
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[.3.1 Les essais de caractérisation du comportement reversible des enrobés
bitumineux

Le comportement des matériaux viscoélastiques peut étre caractérisé dans deux domaines,
a savoir le domaine temporel et le domaine fréequentiel. Ce dernier est largement utilisé dans les
laboratoires afin d’étudier le comportement des matériaux viscoélastiques comme le bitume et les
EB.

Parmi les essais de caractérisation du comportement de bitume dans le domaine temporel on peut
citer :

e Essai de fluage en flexion a basse température BBR (Bending Beam Rheometer)
e Essai de traction SHRP (Strategic Highway Research Program)

Ces deux essais sont congus et développés aux Etats-Unis dans le cadre du programme de recherche
SHRP afin de déterminer les propriétés rhéologiques des liants hydrocarbonés (Anderson and
Dongre 1995).

Dans le domaine fréquentiel, les essais de caractérisation des propriétés rhéologiques sont basés sur
I’application d’un chargement cyclique et sinusoidal centré a zéro a des fréquences et températures
variées. Dans ce domaine le niveau de déformation atteint dans le matériau doit é&tre maintenu faible
de fagon que le comportement du matériau reste linéaire. En général les hypothéses d’isotropie et
d’homogénéité sont adoptées dans la procédure de caractérisation des propriétés des EB.

Les essais de module complexe réalisés sur le bitume sont nombreux, parmi ces essais :

e L’essai de module complexe rhéometre plan-plan DSR (Dynamic Shear Rheometer)

e L’essai de traction-compression sur cylindre de bitume
Le premier essai est réalisé pour des températures faibles ( < TBA® —30°C), tandis que le
deuxieme est réalisé dans le domaine des températures intermédiaires. Sur la Figure I-7, les deux
types d’essais de module complexe réalisés sur le bitume sont présentés.

} d=dgysin(ot)

hMouvement

sinusoldal
Cisaillement i

plan-plan Bitume

R =Fy sin(et + )

@ (b)
Figure I-7: Essais de module complexe réalisés sur le bitume : (a) I'essai au rhéometre plan-plan (DSR) et (b) [’essai de
traction compression sur cylindre de bitume.

@ TBA : la température de ramollissement bille et anneau.
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Pour les EB, plusieurs types d’essais normalisés de module complexe (c’est-a-dire dans le domaine
fréquentiel) sont montrés sur le Tableau I-2 suivant :

Homogénéité

Géométrie Méthode d’essai Norme ST
des sollicitations

Traction indirecte (Brésilien) ASTM D 4123-82 Non homogéne

Traction-compression directe

EN 12697-26
. o Traction directe
Eprouvette cylindrique
Homogeéne

Compression directe ASTM D 3497-79

Compression directe AASHTO TP 62-07
Eprouvette
trapézoidale Flexion 2 points
- Flexion 3 poi EN 12697-26 Non homogeéne
Eprouvette exion 3 points
rectangulaire Flexion 4 points

Tableau I-2: Essais normalisés du module complexe sur EB, issus de (Doucet and Auger 2010).

Une autre classification des essais de laboratoire est basée sur 1’état de déformation et de contrainte
dans les éprouvettes a tester. On distingue alors les essais homogeénes et les essais hon homogénes
(Tableau 1-2). Pour ces derniers, des hypothéses de calcul supplémentaires sont nécessaires afin
d’obtenir le comportement du matériau puisque l’état de contrainte et de déformation dans
I’éprouvette varie d’un point a un autre.

Parmi les essais de module complexe réalisés sur les EB, on montre sur la Figure I-8 1’essai de
flexion deux points sur poutre trapézoidale et 1’essai de traction-compression sur éprouvette
cylindrique.

ooue

oouE

N AN
VARVARY

Figure 1-8: Essai non homogéne de flexion deux points sur poutre trapézoidale (gauche), et essai homogéne de traction-
compression sur éprouvette cylindrique (droite).

Dans les deux sections suivantes (1.3.2 et 1.3.3), on va présenter les méthodes d’exploitation des
résultats d’essais dans le domaine fréquentiel et temporel.

13
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1.3.2 Caracteérisation des enrobés bitumineux dans le domaine fréquentiel

Dans ce domaine, on applique sur 1’éprouvette une contrainte sinusoidale de la forme :

o(t) = Re(0,e"“Y) = Re(a*) = gycos(wt) (1-1)
ou g, est ’amplitude du cycle de contrainte appliquée et w la pulsation (w =27 f) en rad/sec.

La réponse viscoélastique en déformation a cette sollicitation est exprimée sous la forme suivante :

£(t) = Re(ge@t*9)) = Re(e*) = gycos(wt + &) (1-2)
ou & représente 1’angle de phase caractérisant le déphasage entre les signaux d’entrée et de sortie
(Figure 1-9). Ce paramétre est lie aux propriétés des matériaux viscoélastiques, il traduit la
dissipation d’une partie de 1’énergie par déformation.

€o
Jg

B/
- »

2/

Figure 1-9: Déphasage entre la contrainte imposée et la réponse en déformation pour un matériau viscoélastique.

Le module complexe E* est defini par :

* i(wt+6
. o WP R (1-3)
£ &€ &
ou |E*| est la norme du module complexe (module de rigidité), E' est la partie réelle (module
élastique dynamique de stockage) et E"' est la partie imaginaire (module visqueux ou module de
dissipation). Ainsi, on peut définir le module complexe soit par le module de stockage et de

dissipation, soit par sa norme |E*| et I’angle de phase . Dans ce domaine on peut également définir

*

un module de cisaillement dynamique G* = 2(1E+V*), un module de compressibilité dynamique K* =

et un coefficient de Poisson dynamique v* = v’ + iv"'. La partie imaginaire de v* est

*

3(1-2v*)’
parfois trés petite. Elle est donc négligée pour certains types d’essais (Charif 1991)(Doubbaneh
1995).

I.3.2.1 Caractérisation expérimentale des enrobés bitumineux

Les résultats d’essais de module complexe sur les matériaux bitumineux peuvent étre
représentés sur différentes courbes.

La courbe dans le plan de Cole-Cole —également appelé le plan complexe — est construite en tragant
la partie imaginaire E'’ en fonction du module élastique dynamique E’ du module complexe (Figure
I-11-b). En revanche, la courbe dans I’espace de Black est construite en tragant 1’angle de phase &
en fonction de la norme du module dynamique (le module de rigidité |E*|) en échelle semi-

14



Chapitre | : Synthése bibliographique

logarithmique (Figure I-11-a). Sur cette courbe on peut voir que pour les hautes températures, le
module de rigidité est tres faible.

T=-10°C T=0°C T=10°C —e—T=15°C
1.00E+05 T=20°C —8—T=30°C —8—T=40°C —e—T=50°C
©
a. d —
2 1.00E+04 o p 4 > < —9
g T —
2 = &
: ///, i
=1 L
& 1.00E+03 =
% - g —l
9
'g 1.00E+02
<)
=
1.00E+01
0 10 20 30 40 30
Frequences (Hz)

Figure 1-10: Isothermes du module de rigidite.

Les deux courbes présentées sur la Figure I-11 sont trés importantes dans la procédure de calage
des paramétres du modele viscoélastique (1.4.2). On a construit ces courbes sur la base des résultats
d’essai de module complexe (flexion deux points sur poutre trapézoidale) réalis¢ a 'IFSTTAR sur

des EB.

@ T=-10°C T=0°C y—T=10°C —>=T=15°C @ T=-10°C T=0°C T=10°C ==T=15°C
19 —=T=20°C —8=T=30°C =—p=—T=40°C =———T=50°C 4000 | 120°C —8—T=30°C ——T=40°C ——T=50°C
60 3500

2

ol 3000

w50 -

2 a 2500

T 40 s

: = 2000
30 w

S 1500

—

g2 1000

<
10 500
0 0
1.00000E+01 1.00000E+03 1.00000E+05 10 5010 10010 15010 20010 25010 30010

IE*I (MPA) E' (MPA)

Figure I1-11: Module complexe dans I'espace de Black (a) et dans le plan de Cole-Cole (b).

1.3.2.2 Principe d’équivalence temps — température PETT (fréquence — température) et la

construction des courbes maitresses

Les chercheurs ont observé que les courbes du module complexe dans le plan de Cole-Cole
et dans I’espace de Black se suivent mutuellement. On appelle les matériaux qui possédent cette
propriété — comme les enrobés bitumineux — des matériaux thermorhéologiquement simples.

En 1941, Leaderman a supposé 1’existence d’un parameétre de calage a; qui permet de superposer
les modules complexes (Leaderman 1943)(Schwarzl and Staverman 1952). Cette hypothése est
basée sur les observations expérimentales réalisées a différentes température et vitesse de
chargement (pulsation w). Il a constaté expérimentalement que le module complexe obtenu a
températures élevées est identique a celui obtenu a basses températures mais pour des temps de
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chargement plus grands (Dupuy 2009). La superposition entre les modules complexes est alors
obtenue en multipliant la fréquence (ou w) par le coefficient de translation a, (shift factor). Ce
dernier ne dépend que de la température de référence T, et de la température des isothermes (du
module complexe ou de I’angle de phase) a translater :

E* (@, T) = E*(war(T), Trer) 5 ar(Tref) =1 (1-4)
f(0) = ar(T)f (Trer) (1-5)

Ainsi, il suffit d’identifier une seule variable afin de décrire complétement la variation du module
complexe avec la fréquence (ou le temps) et la température.

Pour une température de référence de 0°C et les isothermes présentées sur la Figure 1-10, on a tracé
sur la Figure 1-12 la courbe des isothermes en fonction des fréquences translatées. La courbe ainsi
obtenue s’appelle la courbe maitresse. C’est la courbe « de référence » du module complexe pour
une température de référence donnée.

1.E+05
- —8—T=-10°C
o 1E+04
é T=0°C
w o
5 a(Tr,T=30°C) T=10°C
oo 7 =1 §°
& L.E+03 T=15°C
% —8—T=20°C
3 —e—T=30°C
O 1.E+02
= —e—T=40°C
—e—T=50°C
1.E+01 T=30°C
0,000001 0,0001 0,01 1 100 10000
Frequences equivalente (Hz)

Figure 1-12: Courbe maitresse de la norme du module complexe pour une température de référence de 0°C.

L’importance du principe PETT est qu’il permet d’élargir la marge de vitesses des
sollicitations imposees (fréquences) pour une température donnée vers des nouvelles vitesses
(fréquences translatées) qui ne sont pas atteignables expérimentalement. Dans la section suivante
nous présentons les principaux travaux développés pour le calcul de ce paramétre de translation a;.

1.3.2.3 Construction de la courbe maitresse et calcul du coefficient de translation

La construction de la courbe maitresse est basée sur I’approximation de Booji et Thoone
(Booij and Thoone 1982)(Chailleux et al. 2006) ou le coefficient de translation entre la température
de référence T, et la température T; est donné par :

j=ref
log|E*(T;,w)| — log|E*(Tjy1, w)| T
log(ar(Ty Trey) ~ Z |E*(7; ()T[,Tj+1) |E*(Tja )lE (1-6)
j=i 6moy (w)

o s (TiTje1)
ouU 6,0,

et T;,, pour une pulsation w.

(w) est la valeur moyenne de I’angle de phase calculée entre les deux températures T;
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Cette formule est basée sur les hypothéses suivantes (Chailleux, De La Roche, and Piau 2011) :

e I’unicité de la courbe du module complexe dans le plan Cole-Cole et dans ’espace de Black
e ladépendance du a; de la seule fréquence

Le calcul du coefficient de translation a; pour une température non mesurée T; peut-étre approché
par la formule de Williams, Landel et Ferry, également dite la loi WLF (Williams, Landel, and
Ferry 1955)(Ferry 1980) :

_CIEf (Ti - Tref)

(I-7)
G + Ty = Trep

1og(aT (Ti' Tref) =

ot les parameétres ¢/ et € sont les constantes de la loi WLF pour une température de référence
donnée.

Sur la Figure 1-13 nous illustrons la loi WLF utilisée pendant la construction de la courbe maitresse
montrée sur la Figure I-12. Afin de calculer les parametres de la loi, on a utilisé la méthode de
moindres carrés et le solveur non linéaire du logiciel Excel (Tableau I-3).

3.0
2.0

—WLF
1.0 \
0.0
-1.0 \
20 N
3.0 \
-4.0
5.0 \
6.0

-7.0
-20 -10 0 10 20 30 40 50 60

T(°C)

al

Log( at)

Figure 1-13: Identification des paramétres ¢} ¢}/ de la loi WLF pour T,op = 0°C.

CIef Czref

22.8 142.6

Tableau I-3: Paramétres de la loi WLF obtenus pour une température de référence T,..p = 0°C.

Cette loi nous permet de calculer les paramétres de translation a; d’une fagon continue (voir la
Figure 1-13). On peut également calculer les deux paramétres (C, et CJ°’") de cette loi pour une
autre température de référence T, tels que :

C;ef, = C;ef + Trefl - Tref (|'8)

¢ = e (-9)
Ces deux formules sont basées sur la propriété d’invariance de la loi WLF a la température de
référence choisie. Pour une température de référence T, = 10°C, les coefficients ¢}/ et ¢
calculés valent 21.29 et 152.57, respectivement. On peut donc construire les courbes maitresses
pour cette nouvelle température de référence.
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Une autre loi qui permet de calculer le coefficient de translation est la loi d’ Arrhénius :

6H (1 1
1 T;, T, =—|=- 1-10
Og(aT( i ref)) R (Ti Tref) ( )
ol R =8.314].mol 1. K™ est la constante des gaz parfaits et §H est I’énergie d’activation
apparente du matériau.

1.3.3 Caracterisation des enrobés bitumineux dans le domaine temporel

Les matériaux dont leurs comportements dépendent de I’histoire de chargement peuvent
étre décrits en se basant sur deux approches. La premiere approche est basée sur le concept des
variables internes (Coleman and Gurtin 1967). La deuxieme approche est basée sur un produit de
convolution — des intégrales héréditaires — ou seules les histoires des variables observables sont
prises en compte (Lubliner 1990). Dans les sections suivantes on présente succinctement ces deux
familles de description du comportement viscoélastique.

1.3.3.1 Description par fonction de fluage ou de relaxation

Dans le domaine temporel, le comportement des matériaux viscoélastiques linéaires peut
étre totalement décrit par la fonction de fluage ou de relaxation.

o £

i Pt >t
to ta

Figure I-14: Essai de fluage (a contrainte et température constante) et la réponse en déformation.

La réponse d’un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant a un échelon de contrainte est
donnée par :

e(t) = gy F(ty, t) (1-11)
ou F est la fonction de fluage. En revanche, la fonction qui relie la contrainte avec un échelon de
déformation imposée s’appelle la fonction de relaxation R. Les essais qui permettent d’obtenir ces
deux fonctions sont appelés les essais de fluage et de relaxation.

Pour une succession d’essais de relaxation et de fluage, la réponse est obtenue en s’appuyant sur le
principe de superposition de Boltzmann telle que :

g(t) = jtF(T, t)do(t) = o(ty)F (ty, t) + ]tF(r, t)a(r)dr (1-12)

0 0

Ici I’hypothése de non-vieillissement implique 1’invariance des propriétés mécaniques du matériau
en absence de sollicitations. Donc, le comportement du matériau dépend uniquement de la durée
d’application du chargement. Cette hypothése permet d’écrire :

e(t) =a(ty)F(t —ty) + jtF(t —1)d(t)dt=FQd (1-13)

to
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ou I’opérateur @ représente le produit de convolution entre deux fonctions.

De la méme fagon, la réponse d’un matériau viscoélastique linéaire soumis a une déformation
quelconque &(t) est obtenue par le produit de convolution :

t
o(t) = e(ty)R(t —ty) + J R(t—1)é(1)dt=RQ ¢ (1-14)
to
Dans les expressions de 1’équation (I-13) et (I-14), le principe d’équivalence temps-température est

introduit en réduisant la variable temporelle par le coefficient de translation a; :

F(,T) = Fr,,, (ai)
¢ (1-15)

R(T) = Ry, (a—T)

L’extension des lois de convolution 1D présentées ci-avant au cas tridimensionnel est possible (pour
un matériau isotrope) en écrivant les relations entre les composantes déviatoriques et volumiques
des tenseurs de déformation & et de contrainte a. Dans le cas particulier ou le coefficient de Poisson

v est suppose constant, ces deux relations se combinent dans une seule équation :

g(t) = ]tT(t -1,T) % ((1 +v)o(tr) — vtr(a)l)dr (1-16)
0

En général, le coefficient de Poisson obtenu a partir d’essais de module complexe dépend de la
fréquence et de la température d’essai, le coefficient v augmente avec 1’augmentation de la
température et la diminution de la fréquence. Sa valeur varie entre 0.2 et 0.5 (Chailleux et al.
2011)(Nguyen et al. 2009)(Benedetto, Delaporte, and Sauzéat 2007).

1.3.3.2 Description par des variables internes

Les variables internes sont des variables qu’on ne peut pas controler directement au
contraire des variables externes comme la température et le tenseur de déformations (Mandel 1980).

Ces variables cachées constituent la base de la méthode de 1’état local (internal state variable
theory) introduite par Coleman and Gurtin (1967). Cette théorie postule que pour pouvoir décrire
complétement 1’état thermodynamique d’un matériau, on a besoin des variables externes ainsi que
des variables internes. Ces derniéres sont, dans la plupart de cas, liées & des phénomeénes dissipatifs.
Prenons par exemple le cas des matériaux qui subissent les phénoménes de plasticité et de
viscoplasticité. Dans ce cas la déformation totale est écrite comme une partition en déformation
plastique et déformation élastique (Lemaitre and Chaboche 2004). L’une de ces deux déformations
peut étre prise comme une variable interne telle que :

E=¢ +¢& (1-17)
Dans le cas des matériaux viscoélastiques décrits par des modeles rhéologiques (1.4), les variables
internes sont également obtenues par partition de la déeformation totale (Sidoroff 1976). Prenons par
exemple le modele rhéologique de Poynting-Thomson (Figure 1-19), on peut décrire le
comportement de ce modeéle a partir de la variable observable € et la variable interne ; = € — &,.

Un résumé de 1’ensemble des approches qui sont basées sur la méthode de 1’état local est illustré
sur la Figure 1-15.

L’importance de la formulation du probléme viscoélastique en terme des variables internes réside
dans la capacité de I’approche de prendre en compte des informations liées a la microstructure. Par
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ailleurs, elle permet d’introduire des modéles physiques directement dans la formulation des
équations du probleme. Cette approche possede également des avantages liés a la procédure
d’implémentation numérique dans les codes de calcul (Severino P.C. Marques and Creus 2012).

Dans cette thése on a utilisé cette théorie afin de décrire le comportement viscoélastique des
matériaux bitumineux.
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Figure 1-15: Histoire de la théorie de I’état local et ses applications dans les différents domaines (Horstemeyer and
Bammann 2010).
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1.4 Modeles Rhéologiques

Les modeles rhéologiques sont des modeles qui permettent de rendre compte du
comportement des matériaux viscoélastiques non vieillissants. Ces modeles sont constitues par un
assemblage des modéles simples, comme le modele de Hooke et le modéle de Newton. Le premier
est caractérise par une déformation réversible et un rétablissement instantané apres libération des
sollicitations appliquées, il est représenté par un ressort (Figure 1-16-a). Le deuxiéme est caractérisé
par une deformation irréversible et une proportionnalité entre le chargement appliqué et le taux de
déformations, il est représenté par un amortisseur linéaire (Figure 1-16-b).

E n
NNNN— I

(@) (b)

Figure 1-16: Eléments de base pour les modéles rhéologiques, a-Ressort, b- Amortisseur linéaire.

Le ressort représente un comportement ¢lastique tandis que 1’amortisseur linéaire représente un
comportement visqueux. Les lois de comportement qui représentent la réponse de ces deux éléments
sont données par :

o =Es (1-18)
o= ng (|-19)
avec o la contrainte appliquée sur 1’¢1ément et € la déformation subie par ce dernier.

Le comportement réel des matériaux viscoélastiques peut étre décrit par un assemblage en paralléle
et en série de ces deux éléments de base (également appelés "unités"). La réponse de ces modéles
assemblés devient plus représentative du matériau viscoélastique lorsque le nombre des unités
constituant ce modéle est suffisant.

Dans la section suivante nous présentons les principaux modeles rhéologiques qui permettent de
simuler la réponse des matériaux bitumineux. Ces modeles sont classés en deux grandes familles,
les modeles a spectre de relaxation discret et les modéles a spectre de relaxation continu.

1.4.1 Modeles a spectre de relaxation discret

Les modeles rhéologiques a spectre de relaxation discret sont des modeles qui possedent un
nombre discret d’éléments ayant chacun une valeur de module E; correspondant a un temps de
relaxation ;. Cette section est consacrée a une presentation des principaux modéles rhéologiques
qui permettent de modéliser la réponse des matériaux bitumineux dans le domaine viscoélastique
linéaire.

NB: Deux outils numériques largement utilisés dans ce domaine sont la transformation de Laplace

et celle de Laplace-Carson. La transformée d’une fonction f(t) — définie dans le domaine temporel
— dans I’espace de Laplace Carson (LC) est donnée par :

LY @) =) = 57(5) =5 [ e forde (1-20)
ol f(s) = L{f(t)} est la transformée de Laplace de la fonction £ (t).
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1.4.1.1 Modele de Maxwell généralise

Le modele de maxwell généralisé (Figure 1-17) est formé d’un assemblage en parall¢le d’un
nombre fini des modeles de maxwell (un ressort en série avec un amortisseur linéaire).
L’importance de ce modéle est qu’il permet de simuler le comportement des matériaux bitumineux
en utilisant un nombre (N) suffisant des branches de Maxwell. Selon DI BENEDETTO, le nombre
minimal des branches de Maxwell pour &tre représentatif d’un comportement réel des EB est ¢gal
a 8 (EUROBITUME 1996) (Lee 1996) (Di Benedetto et al. 2001a).

E.

o

Figure I-17: Modele rhéologique de Maxwell généralisé.

La fonction de relaxation de ce modeéle est :

N
R(t) =E, + Z E;e b/t (1-21)
ou t; = n;/E; est le temps de relaxation de la branche i.

Dans I’espace de Laplace-Carson (LC), la fonction de relaxation de ce modéle s’écrit :

N
~ S
= E ———— [-22
1=

Le module complexe est obtenu apres remplacement de la variable (s) par (iw), ou i est le nombre
complexe et w = 2rf la pulsation harmonique. Ainsi le module complexe du modele prend la

forme :
E*(iw) = E., +2 lwE; _E, +Z lwrl
LW - i (|'23)
1 Lo 1+ it

Autrement dit, le module complexe est egal a la transformation de LC au point iw de la fonction de
relaxation du modeéle choisi. Ce passage entre le domaine temporel et fréquentiel est possible dans
le cadre de la théorie de la viscoélasticité linéaire (Mandel 1955) (Linder et al. 1986)(Piau and Heck
1996). La loi de comportement de ce modele est donnée par le produit de convolution ¢ = R @ &
défini par 1’équation (I-14) .
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1.4.1.2 Modele de Kelvin-Voigt généralisé

Le modéle de Kelvin-Voigt généralisé est constitué d’un ressort monté en série avec un
nombre fini (N) des modeles de Kelvin-Voigt (Figure 1-18).

L, E, E,

E W W W

oo

b =

[C 'L I'C
LI LEL LEL
7, 7, U

Figure 1-18: Modele de Kelvin-Voigt généralisé.

La fonction de fluage de ce modeéle est :

N
1 1
FO) =7+ ) =1 —e™n 1-24
(©) Eoo+,1Ei( e”/™) (1-24)
1=
et le module complexe s’écrit :

E*(iw) = i LR (1-25)
T\ LEL T E o,
i=

Ce modele permet de décrire correctement le comportement des matériaux viscoélastiques comme
le bitume et les EB pour un nombre suffisant de branche de Kelvin-Voigt.

La loi de comportement de ce modéle est donnée par le produit de convolution F @ & (voir
I’équation (I-13) en 1D). Une autre forme de la loi de comportement est donnée par 1’équation
suivante :

N
1 1
e(0) = | 7+ z ——— |o® (1-26)
i=1 B+ 57

e, oot 1 (D o NP
Dans cette derniere équation 1’opérateur différentiel (E) est traité comme une entité algébrique

(Severino P. C. Marques and Creus 2012).

1.4.1.3 Modeles de type Solide Linéaire Standard (SLS)

Les deux modeles de base du type SLS a trois éléments sont les modéles SLS-3V et SLS-
3M. Le premier est obtenu en montant un ressort en série avec une unité de Kelvin-Voigt (Figure
I-20). Dans ce cas les fonctions de fluage de I'unité de Kelvin-Voigt et du ressort isolé
s’additionnent (loi en série), alors que pour le modéle SLS-3M, ce dernier est obtenu en plagant un
ressort en parallele avec un modéle de Maxwell (Figure 1-23). Dans ce cas les fonctions de
relaxation s’ajoutent (loi en paralléle). Ces modeles permettent de représenter le comportement des
solides avec un nombre minimum d’éléments (ressort, amortisseur).
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1.4.1.3.1 Modele de Poynting-Thomson (PT)

Le modéle de PT — également dit Solide Linéaire Standard de Voigt a trois eléments
(SLS3V)— est obtenu en montant un ressort de rigidité E, en série avec un modéle de Kelvin-Voigt
(Figure 1-19).

-+
o =

Figure 1-19: Modeéle rhéologique de Poynting-Thomson (SLS3V).
La fonction de fluage du modele dans le domaine temporel est donnée par :
F(t) ! (1 _TL) + ! (1-27)
= — _ 1 e -
E ¢ E

0
et la fonction de relaxation s’écrit :

e 1 I_

Le comportement « aux limites » du modéle de PT est déduit de cette fonction de relaxation tel
que :

e Pour les tres grandes vitesses de chargement : on cherche la réponse instantanée de ce
modele (t — 0), alors on obtient : R(t —» 0) = E,. Le modéle dans ce cas est équivalent a
un ressort de rigidité E,.

e Pour les tres faibles vitesses de chargement : on cherche dans ce cas la réponse du modele
a I’infini (t - o). On obtient dans ce cas un module qui est équivalent a deux ressorts

. 7. EyE
montés en série tel que : R(t » ) = # :
0 1

En appliquant une contrainte constante ¢ = a,H (t), on obtient :

1 1 t
E(t) = 0y (E—O + E_1 (1 - e_?>> (|-29)

La réponse du modele de PT a ce type de chargement est illustrée sur la figure suivante :
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t

Figure 1-20: Réponse du modele SLS a une contrainte constante.
EoE;

avec g, = 2 g, = =2 E, est le module relaxé, il est égal &
R Eo+Eq

En appliquant une déformation constante € = ,H(t), I’évolution de la contrainte est donnée par :

E E E)\ EE _t _t
0 ( 0) 0 e T’>=09+ae T’ (1-30)

t) = 2
o(®) €°<E0+E1 E,)Ey + E,

E . . . . -
tel que v’ = T +1E . Cette evolution est présentée sur la Figure 1-21 :
0

1

0

=
©

ole ——
0 t
Figure 1-21: Réponse du modele SLS & une déformation constante.
EoE,
aveco(t=0)=o0y,=0,+0 =Eygyeto(t = o) =0g, =g, (—)
Eo+E;
La loi de comportement du modeéle est :
(1-31)

(Ey+ E)o+nc =Ey,(Eie +né)

et le module complexe s’écrit :
1+ 7,10? (1, —Dw
E'(iw) = E +i 1-32
(iw) 1+ (tw)? 1T (tw)? (32)
ou t et t; =n/E; sont le temps a I’équilibre et le temps caractéristique de relaxation,

respectivement et i est I’unité imaginaire. Le ressort de rigidité E, représente le module élastique

instantané du modele.
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Notons que les modeles de Kelvin-Voigt et de Maxwell sont des cas particuliers du modéle de PT.
Le premier est obtenu quand E, tend vers zéro, et le deuxiéme est obtenu quand le module E; tend
Vers zéro.

La Figure 1-22 montre la réponse du modele de Kelvin-Voigt, de Maxwell et de Zener (ou de PT) a
un essai de fluage et de relaxation :

‘A Y

Kelvin—Voigt

\ \\“-
— = N T— Zener
> T —
///cﬁ T \%\ _\\__________—_—_— S—
AR NO ~
- A — / 71
L —__ Maxwell
t t
(a) Essai de fluage (b) Essai de relaxation

Figure 1-22: Fluage et relaxation du modele de Maxwell, Kelvin-Voigt et Zener (ou Poynting-Thomson).

On voit que le modéle de PT est capable de prendre en compte le phénomeéne de relaxation des
contraintes. En revanche un seul temps de relaxation n’est pas suffisant pour étre représentatif du
comportement réel des matériaux bitumineux.

1.4.1.3.2 Modeéle de Zener (SLS-3M)
Le modéle de Maxwell standard a trois éléments, nommé Zener (SLS3M), est obtenu en
montant un ressort de rigidité E,, en paralléle avec un modele de Maxwell (Figure 1-23).

EO

El n

Figure 1-23: Modele de Zener (SLS3M).

La loi de comportement du modeéle est :

0+ 6 = Eye + L (E, + E,)é (1-33)
E, E,

La réponse de ce modele a une contrainte constante est identique a la réponse présentée sur la Figure

I-20. Sous une déformation constante, la réponse du modele est identique a celle de la Figure 1-21.

Les deux modeles SLS de Maxwell et de Voigt sont des modéles conjugués. Dans la section

suivante on présente la procédure de construction d’un modeéle conjugué et la méthode de calcul

des paramétres de celui-ci.
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1.4.1.4  Construction d’'un modele conjugué

Un modeéle conjugué est un modele qui permet, apres un choix convenable des parametres
de ce modgle, de trouver la méme réponse que celle du modele de base. La construction d’un tel
modele conjugué est réalisée en appliquant les régles d’ALFREY suivantes (Tschoegl 1989) :

e Une combinaison en série de deux éléments de types différents est remplacée par une
combinaison en paralléle de ces deux éléments dans le modéle conjugué et inversement.

e Le nombre de chaque type d’élément (ressort et amortisseur) reste le méme dans le modele
conjugué.

e La présence (resp. absence) d’un élément isolé dans le modele de base nécessite 1’absence
(resp. présence) d’un élément conjugué (Ressort <> Amortisseur) et isolé dans le modele
conjugué.

Calcul des parametres du modele conjugué

Prenons par exemple le modéle de Poynting-Thomson (SLS-3V). Le modele conjugué a ce dernier
est le modele de Zener (SLS-3M) présenté sur la Figure 1-23.

Dans la suite, les exposants M et V représentant les modules E; et E, sont adoptés pour distinguer
les modules de ces deux modeles.

La réponse de ces deux modeles pour un échelon de contrainte (ou de déformation) est identique.
Ainsi, on peut calculer les paramétres du modéle conjugué en comparant I’expression de la
déformation trouvée dans le plan de Laplace pour les deux modéles. La méme stratégie est valable
dans le domaine temporel :

O (134
) =—|=t+=5—— -
v s\Ey E/+1n's
_ 0o 1+7ts 1 EM 1
— 0 = + 1-35
Eu(s) = (E{)"’ F (BN + E{")rs) % <(E§4 TEMs BN T EMEY sa ¥ osy) )
L’¢galité entre les termes de ces deux équations conduit aux relations suivantes :
EV 2 EM 2
1 E{/

Application numérique

Considérons un modele de PT dont les paramétres sont donnés dans le Tableau 1-4.

(EY (KN /mm?) 22.58
EY (KN /mm?) 11
n (KN.j/mm?) 500

Tableau I-4: Paramétres du modele de PT (SLS-3V).

En appliquant les équations (I-36), on obtient les parametres du modele rhéologique conjugué de
Zener (SLS3M). Ces parameétres sont listés dans le Tableau I-5.
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Eo(KN/mm?) 7.4
E;(KN/mm?) 15.2
n (KN.j/mm?) 226

Tableau I-5: Paramétres du modéle conjugué de Zener (SLS3M).

Pour quatre vitesses de déformations imposées (¢ = a), les réponses du modéle de PT et de Zener
conjugué sont présentées sur la figure suivante :

30

25 ﬂ/,
= 20 4 il
§ fs/ i —8—a-1e-4 (SLS3M)
= i = a=1E-4 (SLS3V)
€
s —8—2a-2E-5 (SLS3M)
=
5 a=2E-5 (SLS3V)
O

—8—a-=1E-5 (SLS3M)
a=1E-5(SLS3V)

0 0.0005

0.001 0.0015

Déformation

0.002 0.0025

Figure 1-24: Réponse des modeéles standards conjugués (PT et Zener) sous différentes vitesses de déformations imposeées.

1.4.2 Modeles a spectre de relaxation continu et amortisseur parabolique

Les modeles a spectre de relaxation continu comportent un nouvel élément qui s’appelle
I’amortisseur parabolique (Figure 1-25).

h

Figure 1-25: Amortisseur parabolique.

La fonction de fluage associée a cet élément ayant la forme :

t
Fo=a:) (1-37)
ou a est une constante adimensionnelle, t est le temps caractéristique qui dépend seulement de la
température et I’exposant h est un scalaire compris entre 0 et 1.

h

Le module complexe associé a cet élément s’écrit :
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(iwt)"
al'(h+ 1)
avecT(n) = [ 000 t"le~tdt la fonction d’Euler de deuxiéme espéce (avec n strictement positif).

E*(iwt) = (1-38)

C’est un ¢lément rhéologique (Figure 1-26) qui peut étre consideré comme un élément intermédiaire
entre un ressort (pour h = 0 avec un module E = n/t) et un amortisseur linéaire (pour h = 1, dans
ce cas le module est égal & E = n w), et dont la représentation par un modele de Kelvin-Voigt
généralisé ou de Maxwell généralisé nécessite un nombre infini d’éléments (Olard 2003). 1l est donc
équivalent a un spectre continu avec une infinité de rigidités spectrales associées a une infinité de
temps de relaxation.

Im(E")
Amortisseur
linéaire | Amortisseur
parabolique
S =h—
Ressort LD,

Figure 1-26: Réponse d'un ressort, d'un amortisseur linéaire et d'un amortisseur parabolique sous chargement sinusoidal
dans le plan Cole-Cole.

1.4.2.1 Modéle de Huet

Le modéle de Huet (1963) est constitué d’un ressort de rigidité E, monté en série avec
deux amortisseurs paraboliques ayant une fonction de fluage F;(t) = at" et F,(t) = btk
respectivement (Figure 1-27).

—AAAH

E k h

7

Figure 1-27: Modele rhéologique de Huet.

Dans le domaine temporel, ce modele ne possede pas d’expression pour la fonction de relaxation.
En revanche la fonction de fluage est donnée par 1’équation (I-39) :

if,, @ , G

h k

Fit)=—| 1 -39
O=g " D T OTh+ D (-39)
Le module complexe du modele de Huet s’écrit :
Ee
E*(iw) = (1-40)

1+ (iwt) ™" + 6(iwt) 7K
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avec w : la pulsation (w = 2n*fréquence)
E,, : le module instantané (obtenu lorsque wt — ),
h, k : Les exposants des éléments paraboliques telsque 0 < k < h < 1,
¢ : constante sans dimension

La caractéristique importante de ce modele est qu’il facilite la prise en compte du changement de
température moyennant le principe d’équivalence temps-température. Afin d’étudier le
comportement du matériau viscoélastique a une température donnée, il suffit de modifier t (Pronk
2003) tel que :

©(T) = 70 ar(T) (1-41)

ou a; est un facteur de calibrage (de translation) et 7, est le temps de retard du modele a une
température de référence donnée.

Notons que ce modele ne permet pas de modéliser le comportement des enrobés bitumineux a hautes
températures et faibles fréquences ou le matériau possede une certaine rigidité.

1.4.2.2 Modele de Huet et Sayegh

La premiére amélioration du modele de Huet a été introduite par Sayegh (Sayegh 1967).
Sayegh a ajouté un ressort de rigidité E, en paralléle avec le modele de Huet (Figure 1-28) tel que
E, est beaucoup plus faible que la rigidité du ressort dans le modele de Huet (E, < E,). L’ objectif
principal était de surmonter le probleme du modéle de Huet lié a la rigidité nulle obtenue sous hautes
températures et basses fréquences.

E

A VAYAY,

AVAVAVa I |

E -E k h
* 0

Figure 1-28: Modeéle rhéologique de Huet et Sayegh (Sayegh 1967).

Le module complexe de ce modele s’écrit :

E, —E,
ot 1+ (iwt) ™+ §(iwt)7*
ou E,, est le module vitreux (obtenu pour wt — ), et E, le module statique obtenu pour mt — 0.
Notons que ce modéle n’admet pas d’expression pour la fonction de fluage dans le domaine
temporel.

E*(iw) = E (1-42)
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1.4.2.3 Modéle 2S2P1D

La deuxieme amélioration du modéle de Huet a été effectuée par Olard et Di Benedetto
(Olard 2003). Ils ont introduit un amortisseur linéaire en série avec les éléments paraboliques du
modele de Huet et Sayegh (Figure 1-29). Ainsi le nouveau modéle rhéologique est constitué par
deux ressorts (25 : Springs), deux amortisseurs paraboliques (2P : Parabolic dashpot) et un
amortisseur linéaire (1D : Dashpot).

L’amortisseur linéaire introduit dans ce modéle sert a améliorer le comportement viscoélastique des
matériaux bitumineux a basses fréquences et hautes températures dont le comportement du bitume
est purement visqueux.

—\ N

- F k h n

Figure 1-29: Modéle 2S2P1D.

Le module complexe de ce modele est donné par :

E*(iw) = Egy + Eo = Bog (1-43)
1+ 8(iwt)~* + (iwt)™" + (iwp1)~?*
ou B est un paramétre qui vérifie I’équation :
n = (Eo — Ego)BT (1-44)

Afin de modéliser le comportement des enrobés dans le cas unidimensionnel, il suffit de trouver les
sept paramétres du modele E,, Eq, k, h, 8, T et B. Deux autres parametres v, et vy, Sont nécessaires
pour le cas tridimensionnel.

E*(w) — Epg

EO - EOO
ou vy, et v, sont les coefficients de poisson statique et vitreux, respectivement.

v (w) = Yoo + (Vo — Vo) (1-45)
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Figure 1-30: Influence des parametres du modeéle de 252P1D dans le plan de Cole-Cole (Olard 2003).

L’influence des parametres de ce modéle dans le plan Cole-Cole est illustrée sur la Figure 1-30. Sur
ce plan les paramétres d’un modele rhéologique peuvent étre calés de fagon a ce que la réponse du
modele soit en accord avec les résultats expérimentaux. Des travaux de recherche menés par (Olard
and Di Benedetto 2003), (Sohm 2013) et (Larcher 2014) ont montré la pertinence de ce modéle. En
effet, il permet de bien décrire la réponse des matériaux bitumineux pour une large gamme de
températures et de vitesses de chargement.

Ces deux derniers modéles (Huet&Sayegh et 2S2P1D) prennent en compte le comportement des
matériaux bitumineux sous hautes températures (ou basses fréquences) et ne sont pas adaptés dans
cette thése puisque ce domaine est plutot li¢ a des phénomenes d’orniérage des chaussées. L’étude
des déformations permanentes ne fait pas 1’objectif de cette thése. Ainsi le modele rhéologique de
Huet est notre modele de base pour modéliser le comportement des matériaux bitumineux.

A noter également qu’il existe un modele généralisé développé a PENTPE nommé DBN ‘Di
Benedetto-Neifar’ (Di Benedetto and Neifar 2002)(Di Benedetto et al. 2001b). Ce modele permet
de prendre en compte le comportement des matériaux bitumineux sous différentes conditions de
chargements dans le domaine des petites déformations (comportement linéaire) et grandes
déformations (non-linéarité et écoulement plastique).

1.4.3 Décomposition spectrale

Afin de passer d’un modeéle a spectre continu @ un modele a spectre discret, on a étudié la
décomposition spectrale du modéle de Huet. Cette décomposition pourra s’ avérer utile dans le cadre
d’une implémentation future dans un code aux éléments finis car elle permet de s’affranchir du
calcul, a chaque pas de temps, des intégrales de convolution sur I’histoire du chargement.

Il existe deux approches pour faire la décomposition spectrale, soit en modele de Maxwell
généralisé (également appelé série de Prony), soit en modéle de Kelvin-Voigt généralisé.

1.4.3.1 Décomposition en série de Prony — calcul des parametres du modéle de Maxwell
généralisé

La série de Prony (modéle de Maxwell généralisé) est définie mathématiquement dans le

domaine fréquentiel par les équations (1-46) et (1-47). Dans ces expressions les modules de stockage
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E' et de dissipation E"" sont calculés en connaissant les parameétres E; et 7; du modele de Maxwell
généralisé (Figure 1-17) et la pulsation w.

(w7))?
E' Prony — EO + z i 1+ (al)_[ )2 (|'46)
n
. (wty)
E" prony = Z Eim (1-47)
i=1 L

L’identification des paramétres E; et 7; de ce modele est basée sur le calage des réponses
expérimentales et numériques sur les courbes maitresses du module de stockage et de dissipation.
La procédure de calage est expliquée dans I’article (Chailleux et al. 2011) et (Hammoum et al.
2009). Le probleme a résoudre est :

rEr,%,iTrillE*Prony - E*experimentale | (|'48)

Sous forme matricielle, cette équation s’écrit :

M (BY,, (@l
[B]Zm,n+1 * [E]n+1Prony = [[I]m [B]u ’ ] * [E]n+1 = [[E (w)] pr (|-49)

mn Prony [E (w)]m
2
oU [ ={11,..,1}%, [B]'mn €t [B]"mn ayant comme composant on) gy (om)
’ ’ 1+(wT;) 1+(wt;)

respectivement.

Notons que m est le nombre des fréquences choisies de la courbe maitresse pour le calage
expérimental-numérique sur les deux courbes maitresse de E’ et E"', et n represente le nombre des
branches de Maxwell dans le modele de Maxwell généralisé. Le vecteur [I],, est ajouté pour prendre
en compte la rigidité E, du ressort monté en paralléle avec les branches de Maxwell.

La résolution du systeme algébrique (I-49) est possible suivant deux approches, une approche
linéaire et une autre non linéaire. Dans la premiere approche, les temps caractéristiques t; (1 < i <
n) du modéle de Maxwell généralisé sont obtenus a partir de I’ensemble des pulsations w;

(Hammoum et al. 2009) :
[rog () v o ()] (50
T; = | lo y e aeen, 1O -
' 8 Wmax & Winin

Le probleme a résoudre devient un probléme linéaire de la forme A.x = b ou les composants du

vecteur x sont les modules E;, les seuls inconnus du probléme.

En revanche, dans la deuxieme approche (non linéaire), le module E; de chaque branche de Maxwell
et le temps de relaxation ; associé sont pris comme des inconnus. Ainsi le systéme des équations
a résoudre (1-49) devient non linéaire. La méthode de calage des parametres de la série de Prony et
la procédure d’identification des paramétres du modele de Huet sont implémentées dans le logiciel
Viscoanalyse développé a ’IFSTTAR (Chailleux 2005).

1.4.3.2 Décomposition spectrale du modéle de Huet en série de Kelvin-Voigt Généralisé

La décomposition spectrale du modele de Huet en série de Kelvin-Voigt généralise est basée
sur la définition d’un spectre continu et sur le remplacement des amortisseurs paraboliques présents
dans le modele de Huet par une série infinie de Kelvin-Voigt généralisé. Ainsi la fonction de fluage
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du modéle de Kelvin-Voigt généralisé étendue & un nombre infini de branches (N = o) permet
d’écrire :

+ oo 1 _E
F(t) = J; m(l —e T)d‘l.' (|-51)

ou F(t) est la fonction de fluage du modéle a décomposer, E(7) et les 7 sont les parametres du
spectre continu. Le but est donc de trouver une expression pour le module E(t) qui vérifie cette
équation.

Apres une série de transformations de Laplace, E (t) s’écrit :
E(D) :
T) = —F—"—"—< -
TL-Y{F ()} (1-52)
Prenons par exemple une fonction de fluage a spectre continu de la forme (t) = t*, dans ce cas
E(t) s’écrit :

T _Il-a)
TL-YFE())  ar®?
En appliquant cette décomposition spectrale sur 1’amortisseur parabolique du modéle de Huet de
coefficient h, on obtient :

E(t) =

(1-53)

+00

F(t) = a = f " Tt (1 - e‘%) dr; (1-54)
Eco Tiuot T(0+1) ) Eeo Tler T+ DIA—R) i
Le probleme a résoudre posséde la forme suivante :
+oo
F(lh— h) th = g, th = f 11— e_%')dri (1-55)

0
ou les inconnues de cette équation sont les temps caractéristiques ;. Ainsi il faut une infinité des
t; afin de vérifier cette équation.

Passage a un spectre discontinu

La decomposition du modéle de Huet en modéle de Kelvin-Voigt généralisé a nombre fini
des branches est basée sur (1) le passage a un spectre discret et (2) la minimisation de la différence
entre les fonctions de fluage de I’amortisseur parabolique et de la série finie de Kelvin-Voigt
généralisé sur un intervalle de temps donné :

+00 N Xi+1
1 t 1 t
F(t) =t"= C—f (1 -eT)dr C—z f xh-1 (1 —ex ) dx (1-56)
n 0 h i=0 xi

Une fois les temps caractéristiques t; sont calculés (par la méthode des moindres carrés par
exemple), les modules E;(t;) du spectre discrétisé associé a I’amortisseur parabolique de coefficient
h s’écrivent :
— h h-1
B = s Dra = (=57)

Dans le cadre de cette these, on a développé une procédure d’identification des paramétres de la
série de Kelvin-Voigt généralisé (Annexe A), cette procédure est implémentée dans un script écrit
en C++.
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Application numérique

Afin de vérifier la procédure de décomposition spectrale du modele de Huet développée (en
modele de Kelvin-Voigt généralisé), on a comparé la réponse des modeles rhéologiques a différents
types de chargement. On a également calculé la réponse du modéle KGV a partir de deux approches
incrémentales :

e Approche incrémentale basée sur le produit de convolution (Annexe B) (Ghazlan,
Caperaa, and Petit 1995)(Chazal and Mouto Pitti 2010; Chazal and Moutu Pitti 2009)
e Approche incrementale basée sur les variables internes

Le modéle de Huet utilisé pendant cette étude possede les paramétres listés dans le Tableau 1-6 :

E.,(Mpa) k h 5 T (Trep = 0°C)

30871.8 0.18643 0.58519 1.48724 2.39142
Tableau 1-6: Paramétres du modeéle de Huet.

Suite a la décomposition spectrale du modele de Huet en série de Kelvin-Voigt généralisé (N =
14), les paramétres du modéle de Kelvin-Voigt généralisé sont présentés dans le tableau suivant :

Amortisseur parabolique de Amortisseur parabolique de
coefficient h coefficient k
T; Ei T; Ei

0.00017424 0.0001507 0.00905003 0.00010954
0.0480445 1.4647FE — 05 0.0531921 2.5929F — 05
0.441124 5.8389F — 06 0.165723 1.0286F — 05
4.45509 2.2374E — 06 4.02024 7.6838E — 07
37.909 9.2047E — 07 34.0304 1.3518F — 07
359.951 3.6185E — 07 330.007 2.129F - 08
3599.98 1.3922E — 07 3300 3.2706E — 09

Tableau I-7: Paramétres du modéle de Kelvin-Voigt généralisé obtenus par décomposition spectrale.

On montre sur la Figure 1-31 la réponse du modele de Huet et de Kelvin-Voigt généralisé au
chargement donné sur la Figure 1-31-a.
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Figure 1-31: Réponse du modele de Huet et de Kelvin-Voigt généralisé obtenu par décomposition spectrale.

Le bon accord entre les quatre réponses de la Figure 1-31 montre que la décomposition spectrale
permet de remplacer le modéle rhéologique a spectre continu par un modele a spectre discret. On a
vérifié également la pertinence des approches incrémentales dans le calcul de la réponse des
matériaux viscoélastiques, une étape importante qui permet de remplacer le produit de convolution
tres couteux en terme de temps de calcul.

1.5 Essais de caractérisation du comportement a la fissuration des
Matériaux Bitumineux

L’étude de la dégradation des structures composées de matériaux bitumineux est possible
sur deux échelles, a savoir 1’échelle réelle et 1’échelle du laboratoire. Pour les essais a 1’échelle
réelle, la chaussée est soumise a un chargement similaire au chargement du trafic (passages
successifs des essieux des véhicules), comme par exemple pour I’essai au manége de fatigue de
I’'IFSTTAR, I’essai FABAC et I’essai AASHO. Ce type d’essais sert a étudier le comportement
d’une couche de chaussée en fatigue dii au chargement répété. En revanche, a 1’échelle des essais
de laboratoire on peut distinguer entre deux types de chargement, un chargement sous sollicitation
répétée (en force ou en déplacement) qui sert a étudier le comportement en fatigue des éprouvettes
de laboratoire, et un chargement de type monotone (en force ou en déplacement).

Dans la section suivante, une attention particuliére est portée aux essais de fissuration sous
chargement monotone. On montre les avantages et les inconvénients de chaque type d’essai, ainsi
que D’effet de la vitesse de chargement et de la température sur la réponse des éprouvettes de
matériaux bitumineux. Plus précisément, on s’intéresse a 1’effet de ces conditions d’essai sur la
résistance a la fissuration caractérisée par I’énergie de fissuration. Ce type d’essais est ce qu’on
cherche a modéliser dans le Chapitre V de cette thése.
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1.5.1 Fissuration sous chargement monotone

Dans cette thése on s’intéresse par la fissuration des EB sous chargement monotone. Un
recensement bibliographique des essais de laboratoire, qui permettent d’étudier le probléme de
propagation de fissure dans les MB, conduit a trois essais principaux :

e Essai de flexion trois points sur poutre entaillée : Single-Edge Notched Beam (SENB)
e Essai de traction directe sur disque entaillé : Disc-shaped Compact Tension (DC(T))
e Essai de flexion trois points sur poutre semi-circulaire : Semi Circular Bending (SCB)

Parmi ces essais, certains sont obtenus et développés par modification des essais de fissuration
utilisés sur autres matériaux comme le béton (I’essai de flexion SENB et SCB), d’autres sont de
nouveaux essais congus principalement pour ce type de matériau (I’essai DCT). Ces essais
permettent de prendre en compte les différents phénomeénes que subissent les matériaux bitumineux
comme la dépendance a la température, la dépendance a la vitesse de chargement, la non-linéarite,
etc. lls sont également exploités pour estimer la résistance a la fissuration a partir du calcul de
1’énergie de fissuration G..

Traction directe sur disque entaillé
DCT

Flexion trois points sur poutre semi
circulaire entaillée SCB

Flexion trois points sur poutre
entaillée SENB

(Wagoner, Buttlar, and Paulino 2005b)

(Krans, Tolman, and van de Ven

(Wagoner, Buttlar, and Paulino

1996)(Li et al. 2006) 2005a)

o 05

1 1.5 2
2 25 3 CMOD (mm)

15
CMOD (mm)

D | 150mm a |27.5mm épaisseur | 25 mm longueur 330 mm
W | 110mm d | 25mm diametre | 150 mm largueur 100 mm
® | 25mm C | 35mm entaille | 2.5 mm (largeur) épaisseur 75 mm
25 mm (profondeur)
as 5 7
= v -20°C, I = 272 ¥m® . cvmin Specimen No.t
) B e | TembEne | 2 ‘ [ 1= ]
: . o
2 - onie 5 O
i g oo Vitesse charg. | per—
z 2 g \ 24
, s \ .‘..; o : 2
05 .\:‘\*r o 1 0 . '
“‘\""v::::‘:ﬂ“m —a ' ‘ Loading 'I"imn (sec) . ) 7 00 0j5 8

Tableau I-8: Principaux essais de fissuration sous chargement monotone sur enrobés bitumineux, dimensions
recommandées des éprouvettes et exemples de résultats d’essais.

37



Chapitre | : Synthése bibliographique

L’essai SEB est I’essai le moins utilisé par les chercheurs pendant 1’étude du phénomeéne
de fissuration des matériaux bitumineux, principalement a cause de la difficulté d’obtenir des
éprouvettes issues de matériau prélevé in-situ (par carottage). Malgré cela, cet essai posséde certains
avantages :

e Le controle de I’essai

e Lazone de propagation de fissure est importante

e Larépétabilite

e L’¢tude de la rupture en mode mixte (par compensation de ’entaille de la ligne médiane
de la poutre).

Un autre essai de fissuration, ou les éprouvettes sont obtenues facilement par carottage in-
situ ou par fabrication en laboratoire, est I’essai de traction compacte sur éprouvette circulaire
DC(T). Cet essai fait partie de la norme ASTM D7313-07a. La premiére application de cet essai
dans le domaine des chaussées est présentée dans les travaux de Lee (Lee et al. 1999). En 2005
Wagoner et ses collaborateurs (Wagoner et al. 2005b) ont proposé de nouvelles dimensions de
I’éprouvette afin de remédier au probléme de rupture qui se localise prés de la zone d’application
du chargement (Figure 1-32). IIs ont également étudié ’effet du liant et des granulats sur 1’énergie
de fissuration du mélange (Wagoner et al. 2007). Cet essai est largement utilisé dans le domaine
des chausseées.

Figure 1-32: Probléme de rupture localisé prés de la zone d’application de chargement (Wagoner et al. 2005b).

L’essai de flexion sur poutre semi-circulaire (SCB) a été initialement développé par
Chong et Kuruppu en 1984 pour calculer la ténacité et le facteur d’intensité des contraintes pour
des matériaux comme les roches, le béton et la céramique (Chong and Kuruppu 1984). Ensuite, il a
été adopté par Li pour calculer la résistance a la fissuration des mélanges bitumineux a basses
températures (Li and Marasteanu 2004). Cet essai peut étre conduit également a des températures
« moyennes » comme dans les travaux menés par Al-Qadi et ses collegues au département du
transport a Illinois (IDOT) (Al-gadi et al. 2015). Ils ont introduit un nouvel indice FI (FI pour
flexibility index) qui quantifie la fragilité de la réponse des éprouvettes testées. Ils ont en plus étudié
I’effet de plusieurs mélanges bitumineux et 1’effet de la géométrie de 1’éprouvette sur la résistance
a la fissuration des EB (Ozer, Al-Qadi, Lambros, et al. 2016; Ozer, Al-Qadi, Singhvi, et al. 2016).

A noter que I’essai SCB posséde certains avantages vis-a-vis d'autres essais de fissuration, parmi
lesquels :

Simplicité dans la configuration de I’essai

Eprouvette de petite taille : cela permet d’économiser le cofit de fabrication
Reépeétabilité

Eprouvette obtenue facilement sur le site par carottage
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e Assure la corrélation avec la performance in situ
e Etude de la fissuration en mode | et en mode mixte (I et 11) possible (Lim, Johnston, and
Choi 1993)

En revanche, cet essai possede certaines limitations, comme par exemple celle liée a la taille et la
forme de I’éprouvette. Pour cet essai le phénomene de fissuration est réduit sur une petite zone (petit
ligament de fissuration). Par ailleurs, un effet de cambrage (arching effect) peut affecter les résultats
de I’essai (Wagoner et al. 2005b). Malgré ces inconvénients cet essai est largement utilisé dans le
domaine de la chaussée.

Une comparaison entre 1’essai SCB et 1’essai SENB en mode I et mode mixte de fissuration est
réalisée par (Artamendi and Khalid 2006). Ils ont trouvé que 1’énergie de fissuration obtenue a partir
de I’essai SCB est plus grande que celle obtenue a partir de I’essai SENB. Ils ont étudié également
le mode mixte de rupture avec les deux géométries d’essais. Les énergies de fissuration ainsi
obtenues sont plus grandes que celles obtenues en mode I.

1.5.1.1 Calcul de I’énergie de fissuration

L’énergie de fissuration est une mesure pertinente pour évaluer la résistance a la rupture des
materiaux. Par définition, il s'agit de 1’énergie nécessaire pour créer une unité de surface d’une
fissure. On présente dans la suite les méthodes de calcul de cette quantité a partir des résultats
d’essais de fissuration réalisés sur les matériaux bitumineux.

A basse température, le calcul de 1’énergie de fissuration est possible en s’appuyant sur la méthode
WFM (WFM pour work of fracture method) initialement développée pour le béton (Hillerborg
1985). Cette méthode postule que 1’énergie de fissuration correspond a 1’aire sous la courbe force-
déflection divisée par la surface de ligament projetée. L hypothese prise dans ce cas est que le travail
des forces appliquées — fourni par la machine d’essai — est totalement dissipé pour créer et propager
une fissure dans I’éprouvette.

Le calcul de I’énergie de fissuration par la méthode WFM, a partir d’un essai de flexion trois points
sur poutre entaillée, fait partie de la recommandation RILEM telle que :

Ge(a) = ———22 (1-58)

ol (a) est la longueur de I’entaille, W, est le travail des forces extérieures ( [ Fd§: Iaire sous la
courbe F-6), m la masse de I’éprouvette, &, la déflection a la fin de I’essai (c’est-a-dire pour F =
0), D et b sont la hauteur et I’épaisseur de la poutre, respectivement. A noter que cette approche de
calcul est également applicable sur ’essai de fendage par coin WST (wedge splitting test).

Les détails de calcul de 1’énergie de fissuration a partir de 1’éprouvette semi-circulaire entaillée
SCB sont présentés dans le rapport de RILEM (RILEM Technical Committee 50-FMC 1985).

A température intermédiaire

Selon les auteurs de I’AAPT (Association of Asphalt Paving Technologists), 1’énergie de
fissuration calculée a partir de la courbe force-déflection (F-§) est surestimée. Celle-ci n’est qu’une
forme apparente de 1’énergie de fissuration. En connaissant 1’énergie totale fournie par la machine
d’essai pour casser 1’éprouvette (I’aire sous la courbe F-§) et en faisant le bilan énergétique on
obtient :
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U,=U;+U, + Uy + U, (1-59)

En fait, pour pouvoir calculer ’énergie de création de fissuration U, directement a partir de
1’énergie fournie par la machine U,, il faut que (Petersson 1980) :

e L’énergie élastique emmagasinée U; soit négligeable

e L’énergie dissipée dans le volume de la structure U, (comme pour I'énergie dissipée due au
fluage) soit négligeable

e [’indépendance de calcul de I’énergie de la taille de I’échantillon

e La fissuration soit stable (sinon une partie d’énergie est dissipée par 1’effet dynamique)

Pour des essais qui sont menés a des températures intermédiaires, une partie de I’énergie est dissipée
due a la viscosité du mélange bitumineux. Cette contribution peut alors affecter la valeur de
I’énergie de fissuration si celle-ci est calculée par la méthode WFM.

Afin de remédier a ce probleme, les auteurs (Aragdo, Kim, and Javaherian 2012) ont introduit une
nouvelle methode pour calculer I’énergie de fissuration a partir de 1’essai SCB. Cette méthode est
basée sur la confrontation des résultats expérimentaux et numériques. Cette méthode consiste a :

e Réaliser des essais de fissuration (SCB) sous différentes vitesses de chargement.

e Modéliser ces essais de fissuration en utilisant une loi de comportement viscoélastique en
volume et une loi cohésive intrinseque avec effet de vitesse — comme celle proposée par
Espinosa et Zavattieri (Espinosa and Zavattieri 2001)(Espinosa and Zavattieri 2003) — dans
la zone de fissuration (1-60)(1-61).

e Caler les réponses numériquement sur les courbes expérimentales pour différentes vitesses
de chargement en modifiant les paramétres de la loi cohésive (I’énergie de fissuration
cohésive G, et la contrainte cohésive T, ...

e L'énergie de fissuration est ensuite obtenue en intégrant la force cohésive par rapport a la
distance de séparation.

1.5.1.2 Effet de la température et de la vitesse de chargement sur la résistance a la
fissuration des EB

Afin de comprendre 1’effet de la vitesse de chargement et de la température sur la résistance
a la fissuration des matériaux bitumineux, Im et ses collegues (Im, Kim, and Ban 2013) ont effectué
une série d’essais de fissuration SCB a des températures (-10, 0,21 et 30°C) et des vitesses de
chargement différentes (U =1,5,10 et 50 mm/min). Les éprouvettes d’essai ont été instrumentées
par des jauges et par la technique de corrélation d’image digitale pour décrire les phénomeénes qui
se produisent dans la FPZ (FPZ pour Fracture Process Zone, qu'on appelle aussi plus simplement
"Process Zone") pendant le déroulement de 1’essai. En paralléle des simulations numériques de
I’essai avec la méthode de la zone cohésive CZM ont été faites. Les hypothéses prises pour faire les
modélisations sont les suivantes :

e Le comportement viscoélastique en volume est décrit par le modele de Maxwell généralisé

o [’effet de la température est pris en compte en se basant sur le principe d’équivalence
temps-température PETT

e Coefficient de poisson constant (v = 0.35)

e Calcul 2D en contrainte plane
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e La zone de fissuration est décrite par un modele cohésif bilinéaire intrinséque avec une
démarche de calibrage de la partie ascendante de la courbe force-déplacement (pour réduire
I’effet de complaisance artificielle artificial compliance)

Apres calage des paramétres du modele cohésif sur les résultats expérimentaux et I’analyse des
résultats d’essai ils ont trouvé :

e Le calcul de I’énergie de fissuration a partir de la courbe force-NMOD & la courbe force-
NTOD (NMOD pour Notch Mouth Opening Displacement et NTOD pour Notch tip
opening displacement) surestime la valeur de 1’énergie de fissuration.

e Pour les basses températures (-10°C), I’énergie de fissuration est indépendante de la vitesse
de chargement (G, = cte).

e Pour des températures positives (21°C a 30°C) ’énergie de fissuration augmente avec la
vitesse de chargement (a 0°C c’est I’inverse).

e Pour la méme vitesse de chargement et pour des températures positives, G. diminue avec
I’augmentation de la température.

Ces résultats sont en accord avec d’autres études de la littérature (Fakhri et al. 2018) (Aragéo et al.
2012). Aragdo et ses collégues ont utilisé une loi cohésive intrinseque avec effet de vitesse. L effet
de vitesse est pris en compte dans la loi cohésive en utilisant I’approche proposée par (Espinosa and
Zavattieri 2001)(Espinosa and Zavattieri 2003). Les paramétres de la loi cohésive s’écrivent :

0
Thax = Tmax,ref [1 + BT ln( r ° )] (|'60)
eref
5, (1-61)
G = Gopey [1 s ln( . )]
eref

ou Br et B; sont des coefficients qui permettent de caler les résultats expérimentaux et des
modélisations sous différentes vitesses de chargement. T, gy rer €t G ep SONt les paramétres de la

loi cohésive pour une vitesse de saut de déplacement de référence (8, s )-
Apres I’étude de I’essai de fissuration SCB a une température de 21°C, ils ont trouvé que :

e Le calage des paramétres B et B, conduit a des valeurs non nulles et donc I’effet de vitesse
de chargement sur le phénoméne de fissuration n’est pas négligeable.

e La contrainte critique cohésive T,,, augmente avec 1’augmentation de la vitesse de
chargement.

e [’énergie de fissuration critique cohésive G, augmente avec 1’augmentation de la vitesse
de chargement.

e L’incorporation d’un effet de vitesse dans le volume seulement (a partir d’une loi de
comportement viscoélastique) n’est pas suffisante pour bien reproduire la réponse
expérimentale de la poutre semi-circulaire a différentes vitesses de chargement.

On doit noter que la géomeétrie de la poutre et la longueur d’entaille peuvent également affecter la
valeur de I’énergie de fissuration. L’étude expérimentale menée par Nsengiyumva (2015), a partir
de I’essai de fissuration SCB avec cinq différentes longueurs d’entailles, a permis d’investiguer
I’effet de I’entaille sur I’énergie de fissuration (I-33). Pendant cette étude, la température d’essai est
maintenue 21°C et une vitesse de chargement de 1 mm/min a été imposée.
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Figure 1-33: Effet de la longueur d’entaille : (a) les résultats d’essais sur la courbe force-déflection et (b) I’énergie de
fissuration calculée, issue de (Nsengiyumva 2015).

|.5.2 Essai de traction directe

L’essai de traction directe sur des éprouvettes cylindriques sert a déterminer la résistance
en traction o, et a étudier la ductilité des mélanges bitumineux. Cette contrainte o, est un paramétre
important dans certaines procédures d’analyse comme la procédure CMSE en fatigue.

Sur les enrobés bitumineux, I’essai de traction directe consiste a appliquer un chargement, a
vitesse de déformation (€longation) et température constantes, sur une éprouvette cylindrique de
150 mm de hauteur et 100 mm de diametre. Les résultats de cet essai sont présentés sur la courbe
force-déformation (Figure 1-34-b).

1,2E+03
Load cell ’ ’
Ot

1,0E+03 +

8,0E+02 A
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Tensile stress (kPa)
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Load 00E+00 & f 5,0E+03 1,0E+04 1,5E+04
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Microstrain (pe)
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Figure 1-34: Essai de traction directe, dimensions de I'éprouvette et exemples de réponses fragiles et ductiles, issue de
(Walubita, Simate, and Oh 2010).

La résistance a la traction des matériaux bitumineux, également appelée contrainte a la rupture, est
calculée a partir de la force maximale P,,,, obtenue avant rupture telle que :

Pmax (|'62)
TR?

ou R est le rayon de I’éprouvette cylindrique. La résistance a la déformation &, est la déformation
qui correspond a la contrainte a;, elle est donnée par :

Oy =

42



Chapitre | : Synthése bibliographique

AL (1-63)
gf = L_O

ou AL est I’élongation a B, et L, est la distance initiale entre les deux capteurs LVDT (Figure
1-34-a).

Pour cet essali, le critere de ductilité du matériau est basé sur la déformation & telle que pour une
valeur de &; supérieure a 3000 ue le matériau est supposé comme ductile. Ce critére a montré une
bonne corrélation avec la résistance a la fatigue (Walubita et al. 2010). Un exemple de réponse
fragile est la courbe A de la (Figure 1-34-b), pour cette derniére la déformation &, est inférieure a
3000 pe. En genérale, plus la déformation &, est grande plus le matériau est ductile, et plus la
résistance a la rupture o, est grande, plus le matériau est fragile. En se basant sur cette définition de
la ductilité, les résultats d’essais de traction directe sous différentes vitesses de chargement nous
permettent de détecter ce phénomeéne de transition entre réponse fragile et ductile. Sur la Figure

I-35, on remarque qu’en diminuant la vitesse de chargement, le comportement du matériau devient
plus ductile.
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Figure 1-35: Effet de la vitesse de chargement sur la réponse des enrobés bitumineux en traction uniaxiale (Park, Kim, and
Schapery 1996).

Ce phénomeéne de transition entre réponse fragile et ductile est également observé pendant des essais
de traction conduits a différentes températures ( pour une vitesse de chargement fixe (Figure 1-36)).
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Figure 1-36: Effet de la température sur la réponse des enrobés bitumineux en traction uniaxiale (Olard and Di Benedetto

2005).

Sur le bitume, on peut également voir cette transition entre réponse fragile et ductile en fonction
de la température et la vitesse de chargement a partir de I’essai de traction directe SHRP. Lors de
cet essai, on applique une charge de traction uniaxiale sur des éprouvettes en forme de | dans
une enceinte a environnement contrélé.

Cet essai a pour but de déterminer les propriétés a la rupture du bitume. Il permet de vérifier que
I’allongement a la rupture est supérieur a 1%. Ce niveau d’allongement définit le critére de ductilité
minimale. La rupture pour cet essai est définie par le point de la courbe contrainte-déformation a
contrainte maximale. Sur cette courbe, le classement du comportement entre fragile et ductile est
basé sur la définition de Kinloch (1987) tel que :

- Une rupture fragile apparait pour des faibles déformations et sans augmentation de la contrainte
apres la croissance du défaut.
- Une rupture ductile apparait lorsque la fissure se développe a un niveau de déformation

important

Un exemple d’une réponse fragile et ductile est présenté sur la Figure 1-37.
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Figure 1-37: Essai de traction directe sur bitume, transition entre réponse fragile et ductile.
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Dans la thése de Merbouh (2010), on trouve une description de la zone de transition entre le régime
fragile et ductile suivant la température et la vitesse de chargement (Figure 1-38).

Evolution des vitesses limites —8—Vrup Fragile
—&— Vrup Ductile
120
L [ R e - .
1M004--—--W—— -] Zone de transition |

______________________ Ductie/Fragile

Vitesse de déformation [mm/min]

Température moyenne [TC]

Figure 1-38: Transition du comportement de bitume entre la rupture fragile et ductile, these de Merbouh (2010).

En se basant sur les observations présentées ci-avant, on a posé un cahier des charges qui nous
servira par la suite de la these :

C1 - La contrainte maximale atteinte dans le matériau — également dite contrainte a la rupture —
augmente avec 1’augmentation de la vitesse de chargement et la diminution de la température.

C2 - La déformation a la rupture diminue avec 1’augmentation de la vitesse de chargement et la
diminution de la température.

.6 Mcécanique de I’endommagement et de la rupture

On presente dans cette partie les deux familles de modeles qui permettent de decrire la
fissuration dans une structure, a savoir la mécanique de I’endommagement et la mécanique de la
rupture. La premiére s’intéresse a la dégradation d’une structure d’un point de vue micromécanique
alors que la deuxiéme traite le probléme au niveau macro-mécanique. Pour ces deux approches, on
montre leurs applications dans le domaine de la chaussée. En fin, on introduit le modéle TLS
récemment développé (Moés et al. 2011) et qui permet de coupler ces deux approches. Les
avantages du modele TLS sont également présentés.

1.6.1 Mécanique de la rupture

La théorie de la mécanique de la rupture date de I’année 1921 quand Griffith (Griffith 1921)
montre la possibilité de caractériser la rupture d’un milieu fragile a partir d’une seule variable
globale, le taux de restitution d’énergie critique G, (Bui 1978)(Pommier et al. 2009).

Cette théorie porte sur 1’étude de I’effet d’une fissure macroscopique « existant » sur 1’état de
contrainte et de déformation au voisinage de la pointe de fissure. Elle s’applique aux matériaux qui
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se cassent d’une maniére fragile sans aucune déformation plastique. Pour ces matériaux fragiles,
Griffith a proposé un critére de propagation de fissure. Ce critére est appelé plus tard le critére de
Griffith pour la rupture fragile. Ce critére postule que I’extension de la fissure peut avoir lieu si
I’énergie libérée pour ouvrir une fissure d’une unité de surface A est égale ou plus grande que le
taux de restitution d’énergie critique :

G = G, — propagation (1-64)
ou G dérive de I’énergie potentielle totale P. Dans le cas des matériaux élastiques elle se réduit aux
deux termes suivants (Cailletaud et al. 2012) :

C= aP_lde audS 1 (0F a s
A 2)" a2 )aa" (1-65)
Sr Su
avec S est la partie de la frontiére S ol la force F® est imposée, et S, est la partie de la frontiére
ou le déplacement u® est imposé.

Une amélioration importante de cette théorie date de I’année 1956 quand Irwin (1957)
introduisirent la notion du facteur d’intensité des contraintes K en s’appuyant sur les travaux de
Westergaard (Westergaard 1939) et apres une étude exhaustive sur le probleme de singularité du
champ de contrainte au niveau de la pointe de la fissure. lls ont étendu également 1’approche de
Griffith vers le domaine des matériaux ductiles en ajoutant 1’énergie due a la plastification dans le
bilan énergétique. Suivant le mode de fissuration produit dans le matériau, c’est-a-dire suivant la
direction de propagation de la fissure par rapport a la direction du chargement, Irwin a introduit un
facteur d’intensité de contraintes qui permet d’approximer les champs de contraintes et de
déformations tout autour de la pointe de fissure. Les modes de fissuration et les champs singuliers
au voisinage de la pointe de fissure sont résumés dans le tableau suivant :

Mode |
(ouverture)

Mode Il
(glissement dans le plan)

Mode Il
(glissement anti-plan)

K i} 8.3 __ K B, 0 30
= c0s —(1 — sin — sin — i =— sin =(24-cos - cos —)
o @L\J&:(l smzam 3 ) Nz 5 5 o K sing
v 13 = Sing
Ko .6 6 3 vemr £
G Ki 08 e(l +sin o sin 36) 2= NE singcosycos= K
22 = cOs — sSin — sin — T 2 _ .
Vamr 2 2772 ! O3 =——cos
K S : ] 30 G Kur wse(l ‘{nexin 36) vem
3 12 = CcOos — — SIN — SIn —
Gl = L o5 sin - cos — V2mr 2 22 2Ky [ r 0
Vamr 202 2 wy= =t [T a9
Ky [ro 0 5. 28 w V2m 2
K r _B ) L0 “]_271 Esmi(h+1+_cos 5)
Uy = 5=/ 5z cos 5 (K—1+42sin" =)
2uy 2 2 2 -
KU r 5] ) 0
K - o o ”2:7271 ﬂcos;(w(flfkm“i)
1 : 2
= —1/z=sin-(x+1—-2cos" =
2= 50\ 27 505 os5)
Tableau 1-9: Modes de fissuration et les champs singuliers associés.
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A partir de la loi de comportement élastique linéaire et des champs de contraintes prés de la
pointe de la fissure, il est possible de relier les facteurs d’intensités de contraintes et le taux de
restitution d’énergie G tel que :

- K? + K3 N K_,Z,
E' 2u
pour un état de contraintes planes et de déformations planes,

(1-66)
E

2(1+v) ’

respectivement.

E
(1-v?)

ouu = E'estégal A E et

Pour les matériaux bitumineux, des études montrent que le taux de dissipation d’énergie
critique G, n’est pas constant (Bazant and Planas 1998), il dépend de I’histoire et de la vitesse de
chargement (Knauss 1970)(Yoon and Allen 1999). Par ailleurs, pendant les essais de fissuration
sur les matériaux bitumineux, la pointe de la fissure et la singularité des contraintes ne sont pas
souvent observées. Ainsi, la théorie de la mécanique de la rupture traditionnelle n’est donc pas
suffisante pour comprendre le phénomeéne de fissuration dans ces matériaux. Ramsamooj est parmi
les premiers auteurs a avoir parlé des limitations de cette théorie dans le domaine des matériaux
viscoélastiques comme les EB (Ramsamooj 1994).

Afin de remédier a ce probleme, les chercheurs ont choisi le modele de zone cohésive
(CZM)(Kim 2011)(Aragdo et al. 2012), une approche capable de résoudre le probléme de
singularité des contraintes et simple a implémenter dans les codes de calcul par éléments finis ou
par éléments discrets.

1.6.1.1 L ’approche de zone cohésive CZM

Dans le domaine des matériaux bitumineux, I’approche CZM (Cohesive Zone Model) a été
adoptée par les chercheurs a cause du succes de cette approche dans le domaine de la mécanique de
la rupture. Ce modele a été initialement appliqué dans le domaine des chaussées pour étudier la
résistance a la fissuration et la propagation de fissure dans les couches d’une route (Jeng and Perng
1991)(Jeng, Liaw, and Liu 1993).

C’est une approche phénoménologique qui s’appuie a la fois sur le concept de la mécanique des
milieux continus et sur la mécanique de la rupture. Elle a été développée initialement en 1960 par
Dugdale (Dugdale 1960) — pour étudier la taille de la zone plastique et la répartition des contraintes
en front de fissure — et par Barenblatt (Barenblatt 1962) qui a proposé une correction de la zone
plastique. Ce dernier a vérifié que pour le béton, il est possible d’avoir une contrainte finie sur les
levres de la fissure.

On trouve dans la littérature deux types de modeles cohésifs, les modeles intrinseques (Needleman
1987, 1990) et les modeles extrinséques (Hillerborg, Modéer, and Petersson 1976)(Petersson 1981).
La différence entre ces deux modeles est liee a la réponse du modele pendant la phase non fissurée.

L’intérét de I’approche CZM est qu’elle donne des informations sur le phénomeéne de fissuration
dans la process zone FPZ. La FPZ est une zone de fissuration fictive ou le phénomene de fissuration
est traduit dans D’approche CZM par une diminution progressive de la contrainte et une
augmentation de la séparation des surfaces suivant une tendance prédéfinie (Figure 1-39). Cette
tendance est donnée par la courbe traction-séparation « TS » du modele cohésif.

Dans la littérature, on trouve parfois des lois cohésives qui sont décrites par des courbes de TS
(Petersson 1981), d’autres sont données par des potentiels a partir desquels se déduit la relation
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entre la contrainte et le saut de déplacement tout le long des lévres de fissuration fictives (Xu and
Needleman 1994). Pour les matériaux quasi-fragiles comme les matériaux bitumineux, la process
zone est une zone d’adoucissement de taille comparable a la taille de la structure (Kim 2011). Cette
zone est entourée par une petite zone plastique qui est souvent négligeable dans I'analyse (Figure
1-40).
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Figure 1-39: Distribution des efforts et du saut du déplacement dans la zone cohésive (Dave et al. 2007).
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Figure 1-40: Zone de processus pour les matériaux quasi-fragiles (Kim 2011).

Parmi les lois les plus utilisées dans la littérature, la loi bilinéaire intrinséque possede des avantages
vis-a-vis d’autres lois. L’avantage de cette loi est qu’elle permet de remédier au probléme de rigidité
parasite lié aux lois intrinseques. Des études numériques de convergences sur la structure permettent
de bien choisir la pente de la phase ascendante de la loi cohésive de facon a minimiser 1’effet des
éléments cohésifs (Artificial Compliance).

Les essais de fissuration présentés ci-avant permettent de calculer les parameétres de fissuration du
matériau (I’énergie de fissuration G, et la résistance du matériau o.). Ces parametres nous
permettent de comprendre le comportement endommageable des matériaux pour un chargement et
une température donnée.

1.6.2 Mécanique de ’endommagement

La théorie de la mécanique de I’endommagement continu est initialement développée par
Kachanov en (1958). Elle repose sur la description continue de la dégradation par endommagement
d’une maniére progressive due a la création et au développement de micro-fissures et de
microcavités qui sont distribués dans le matériau (Kachanov 1986). Cette théorie est ensuite adoptée
par de nombreux auteurs comme par exemple Chaboche et Lemaitre (Lemaitre and Chaboche
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1985), Krajcinovic et Mastilovic (Krajcinovic and Mastilovic 1995). Ces derniers ont étudié le
choix de la nature de la variable d’endommagement (scalaire, tenseur d’ordre 2 ou 4 ou 6).

Contrairement a la théorie de la mécanique de la rupture qui nécessite 1’existence d’une
fissure dans le milieu a étudier, cette théorie a pour objectif de chercher I’apparition et la création
d’une fissuration a partir d’un matériau sain. La quantification de la dégradation est prise en compte
a partir d’une variable d’endommagement D, variant continiment dans I’intervalle [0,1] telle que
D = 0 correspond a 1’état sain du matériau et D = 1 correspond a un matériau completement
dégradé. Cette variable représente une densité surfacique de discontinuités. Selon Lemaitre
(Lemaitre, 1996), une mesure simple de I’endommagement est obtenue en calculant la surface
d’intersection de ’ensemble des micro-degradations dans un plan donné, c’est la base de la théorie
de I’endommagement uniaxial. Elle peut étre vue également comme la mesure de I’ensemble des
micro-défauts vus par un volume élémentaire représentatif (VER) :
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Figure 1-41: Distribution des défauts dans un VER, a gauche la configuration endommagée et a droite la configuration
effective.

Le calcul de D est basé sur la réduction de la section effective tel que :

=2=1- (1-67)

A noter que I’endommagement peut étre considéré comme un champ scalaire si 1’hypothése
d’isotropie est respectée, c’est-a-dire que la distribution spatiale des micro-fissures reste la méme
dans toutes les directions. S dans 1’équation (1-67) représente 1’aire de la section qui supporte
effectivement les contraintes. Ce principe conduit & la notion de la contrainte effective qui s’écrit :

F
on= R (1-68)
ou & représente le tenseur des contraintes effectives et n un vecteur quelconque normal a la surface
S. Le tenseur de contrainte de Cauchy o est relié au tenseur des contraintes effectives & — sous
I’hypothése d’appliquer la méme force sur le VER — par :

o= (1-D)o (1-69)
En combinant ce principe avec la théorie de I’¢élasticité linéaire, on peut arriver a la relation
contrainte - deformation du modéle élastique endommagé :

oc=(1-D)E:¢ (1-70)
ou I’évolution de I’endommagement est en générale liée a la définition d’une fonction seuil f qui
gere 1’évolution de cette variable. La phase d’endommagement et la phase de décharge ¢élastique
sont contrélées par les conditions de Kuhn-Tucker :
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f<0, D=0, fD=0 (1-71)
La définition d’un modéle d’endommagement de cette fagon est également possible dans le cadre
de la théorie des processus irréversibles. Dans ce cas la variable d’endommagement est prise comme
une variable interne et le modéle d’endommagement doit respecter les lois de la thermodynamique.
Ce formalisme de construction des modéles d’endommagement s’appelle le formalisme des
materiaux généralisés (Halphen and Nguyen 1975).

1.6.2.1 Probleme de localisation et techniques de régularisation

En général I’incorporation d’un modéle d’endommagement local dans un code de calcul EF
fait apparaitre le probléme de localisation des déformations et de I’endommagement dans une bande
d’épaisseur égale a la taille d’'une maille et d’orientation dépendant de la maille choisie. Ce
probléme conduit a une forte dépendance au maillage utilisé. D’un point de vue physique, ce
phénoméne peut conduire a des zones de localisation ou la dissipation est nulle (Bazant, Belytschko,
and Chang 1984). Et d’un point de vue mathématique ce probléme de localisation conduit a une
perte de I’ellipticité de I’opérateur tangent et donc une infinité des solutions pour le probléme
mécanique (Benallal, Billardon, and Geymonat 1993)(Bodin et al. 2004).

Pour remédier a ce probleme, des techniques de régularisations sont nécessaires, également
appelées des limiteurs des localisations. Parmi ces techniques on peut citer :

e Approche de Needelman (Needleman 1988) : elle sert a introduire un effet visqueux dans
le modéle de comportement adoucissant. Elle ne s’applique que pour les problémes aux
analyses dynamiques.

e Modéle d’endommagement a taux d’endommagement limité (Ladeveze 1992) : cette
approche n’est pas adaptée au calcul quasi-statique.

e Limiteurs de localisation basés sur une régularisation spatiale :

o Formulation non locale intégrale (Pijaudier-Cabot and Bazant 1987)
o Formulation a gradient implicite (Peerlings et al. 1996)(Peerlings 1999)
o Formulation a gradient explicite (Comi 1999)

Les différentes techniques de régularisation spatiale cherchent a régulariser une variable locale —
comme le champ de déplacement (Rodriguez-Ferran, Morata, and Huerta 2005), le tenseur des
déformations (Godard 2004) ou le taux de restitution d’énergie élastique (Pijaudier-Cabot and
Bazant 1987) — en appliquant un opérateur de régularisation sur cette variable et en utilisant une
longueur caractéristique sur laquelle la régularisation est effectuée. Ainsi, la variable a régulariser
en un point est affectée par les valeurs de cette variable au voisinage de ce point.

Autres que ces techniques de régularisation, on peut citer également 1’approche par champs de phase
(phase field) (Karma, Kessler, and Levine 2001)(Miehe, Welschinger, and Hofacker 2010) et le
modele ENL (Eikonal Non-Local) (Rastiello et al. 2018). Dans la section 1.6.3 on présente
I’approche TLS (Moés et al. 2011), un modele de régularisation efficace et qui posséde les
avantages des approches de la mécanique de I’endommagement et de la rupture.
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1.6.2.2  Application dans le domaine des chaussées

La dégradation des matériaux viscoélastiques est introduite dans la loi de comportement en
se basant sur le principe des contraintes effectives. Elle est appelée également approche de
Kachanov (Kachanov 1986). Cette approche a été utilisée pour la premiére fois sur le béton par
Mazars (Mazars and Pijaudier-Cabot 1989), puis a été étendue par Alimami pour modéliser
I’endommagement dans le domaine des chaussées (Alimami 1988). Elle a ensuite été adoptée par
par plusieurs auteurs pour modéliser la dégradation par endommagement dans le domaine
viscoélastique (Bodin 2002; Bodin et al. 2004)(Daniel et al. 2002; Darabi et al. 2011; Kim 1990;
Park et al. 1996).

Afin de coupler I’endommagement et la viscoélasticité, il suffit de réduire la contrainte
totale o(t) au pas de temps t par un facteur egal a (1 —D(t)), ou D(t) represente
I’endommagement du matériau a I’instant t. La loi de comportement viscoélastique
endommageable reliant la contrainte et la déformation s’écrit sous la forme :

a(t) ' .
1——D(t) = f_ooR(t - ‘L')S(T)d‘[ (|-72)

L’évolution de I’endommagement est obtenue a partir d’un certain critére qui fait évoluer la fonction

seuil. Pour un critere énergétique (Griffith 1921) initialement développé pour les matériaux fragiles,
la fonction seuil est donnée par :

fO)=Y®) -K(D®) (1-73)

et la loi de normalité :

fO<0 ; D@®>0 ; f(ODE)=0 (1-74)
ou Y (t) est le taux de restitution de 1’énergie élastique a I’instant t, K (D (t)) est une fonction qui
dépend de I’endommagement.

Viscoelastic Continuum Damage Mechanics (VECD)

La mécanique continue de I’endommagement des milieux viscoélastiques VECD est basée
sur les travaux de Schapery (Schapery 1981, 1987, 1997). Elle porte sur 1’étude de la performance
des EB en fatigue sous différentes conditions de chargement (Lee and Kim 2014; Safari et al. 2014;
Underwood 2016; Underwood, Kim, and Guddati 2010; Wen and Bahia 2009).

Cette approche est basée sur le principe de pseudo-déformation % (I-75), sur le principe de
correspondance élastique-viscoélastique (E-VE) (1-76) (afin de transformer le probléeme
viscoélastique en un probleme élastique équivalent) et sur la définition d’un module sécant C qui
dépend de I’endommagement S.

t

21 de
£ =z E(f—r)adr (1-75)
ko
R
0=—F= C(S)erR (1-76)

ou C(S) est le pseudo-module sécant, S la variable d’endommagement, E (t) le module de relaxation
et & le temps réduit. En général la relation C(S) est choisie de facon a recaler des résultats obtenus
expérimentalement. Parmi les formes trouvées dans la littérature (Kutay and Lanotte 2018) :
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C = exp(asS?)
C = Cyo— Cyy S0

ou a, b, Cyy, C;4, C;5 SONt les constantes de calibrages.

(1-77)

Cette approche a été initialement développée pour des problémes soumis a des sollicitations
cycliques. Ensuite, elle a été étendue par (Chehab et al. 2002) pour I’appliquer dans des scénarios
de sollicitation monotone. L’histoire du développement de cette théorie est résumée sur la Figure
1-42.

Schapery develops a single integral thermodynamic constitutive theory for

1964 | @ e . - :
describing nonlinear viscoelastic phenomenan.

1975 | Schapery derives theory fo describe crack initiation and growth in viscoelastic
media.

1981 | - Schapery derives theory to describe mechanical properties of viscoelastic
materials with distributed flaws by generalizing fracture theories.

1987 | - Schapery advances viscoelastic damage theory by linking driving mechanisms
to energy potentials.

1990 | - Kim and Little apply Schapery's generalized fracture theory to describe the
response of asphalt concrete beams to repeated loading.

1997 | - Kim et al. apply Schapery's work potential theory to describe asphalt concrete
fatigue under uniaxial fatigue loading.

Daniel demonstrates monotonic and cyclic loading equivalency using the
2002 | [formulation of Kimet al. Chehab et al. demonstrate the application of time-
temperature superposition principle under a state of growing tensile damage

Underwood and Kim verify the formulation of Chehab and its applicability to

T FHWA ALF mixtures under constant rate loading.

2010 Underwood et al. derive a simplified version of the damage model (S-VECD)
| [and reconcile the various approximations made in previous formulations.

2014 Sabouri et al. develop a generalized pseudostrain energy release rate failure

- |[criterion to unify fatigue failure across modes of loading.

Norouzi and Kim predict the fatigue cracking performance of in-service
2015 | | pavements using the Layered ViscoElastic pavement analysis for Critical
Distresses (LVECD) program that employs the S-VECD model.

2016 | @ [Wang and Kim develop a transfer function for fatigue cracking prediction by the
LVECD program.

Figure 1-42: Historie du développement de I'approche VECD, issue de (Association of Asphalt Paving Technologists 2016).

1.6.3 Approche TLS, modéle d’endommagement continu et non local

L’approche TLS (Thick Level Set), récemment développée a I’Ecole Centrale de Nantes
(Moés et al. 2011)(Stolz and Moés 2012), permet d’unifier les deux grandes familles de
modélisation numérique de fissuration des structures, a savoir la mécanique de I’endommagement
(pour gérer I’initiation de la fissure) et la mécanique de la rupture (pour gerer la propagation des
fissures). Elle repose sur une modélisation non locale de I’endommagement et une technique de
transition entre états endommagée et fissurée.

Dans cette approche, le probléme d’évolution de I’endommagement est étudié comme un probléme
de propagation d’un front d’endommagement I, qui est représenté par 1’iso-valeur d’une courbe de
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niveau ¢ ( NB: c’est une fonction distance signée telle que ¢ > 0 a I'intérieur de la zone
d’endommagement). La valeur de I’endommagement dans la zone endommagée dépendra de la
distance a ce front d’endommagement a partir d’une fonction D(¢@) appelée profil
d'endommagement. L’évolution du front d’endommagement — séparant les zones saines et
dégradées dans la structure — est calculée a partir d’une quantité non locale obtenue par intégration
en tout point du front des quantités prises sur 1’épaisseur de la bande endommagée. La zone
totalement dégradée (D = 1) est la zone ou la valeur de la Level Set (LS) est supérieure a une
certaine longueur critique .. Le front de fissuration séparant la zone totalement et partiellement
dégradée est ensuite détecté et une transition naturelle vers la fissuration est assurée en s’appuyant
sur la méthode XFEM (Moés, Dolbow, and Belytschko 1999).

Le modele TLS a été initialement développé (Moés et al. 2011) comme un modéle
d’endommagement non-local qui permet de gerer les différents scénarios de fissuration comme
I’initiation, la propagation, le branchement et la coalescence des fissures. Ensuite :

> N y N N 5 &
$ $ $ g $ $ $
i i i | i | |
(Moés et al.) (Bernard et al.) (Moés et al.) (v.d. Meer & Sluys) (Salzman et al.) (Moreau et al.) (Zghal et al.)
(Stolz & Moés) (P. Gémez et al.) (Rastiello et al.) (Léetal)
(Gorris et al.) (Cazes & Moés) (Chupin et al.)
(Moés et al.) (Moreau et al.)

Figure 1-43: Histoire du développement de I'approche TLS.

e (P.E. Bernard, Moés, and Chevaugeon 2012) ont proposé une premiere amélioration du
modele TLS au niveau de I’algorithme de calcul et I’approche de discrétisation spatiale.

e (Gorris 2012) a appliqué le modele TLS afin d’étudier le processus de fissuration transverse
et le délaminage des matériaux composites stratifiés. Ensuite (van der Meer and Sluys 2015)
ont étudié la délamination en mode II.

e (Moés, Stolz, and Chevaugeon 2014) ont couplé I’endommagement local et non local
(diffus) dans le modele TLS.

e (Moreau et al. 2015) ont étudié pour la premiére fois avec le modele TLS le probleme de
fissuration d’éprouvettes soumises a des chargements dynamiques.

e (Parrilla Gomez, Moés, and Stolz 2015) ont compare le modele TLS et le modéle de zone
cohésive CZM. lls ont montré la capacité du modele TLS a imiter le modele CZM en
choisissant d’une maniére convenable les paramétres du modele TLS.

e Une comparaison avec 1’approche par champs de phase (Phase Field) est réalisée dans les
travaux de (Cazes and Moés 2015).

e (Salzman, Moés, and Chevaugeon 2016) ont étendu le modele TLS pour le calcul des
problemes de propagation de fissure quasi-statique en 3D.

e (Rastiello, Moés, and Comi 2016) ont proposé une premiére extension du modele TLS vers
un modele d’endommagement bi-dissipatif en se basant sur les travaux de Comi (Comi
2001; Comi and Perego 2001).

e (Chupin et al. 2016) ont utilisé cette approche pour la premiére fois dans le domaine des
chaussées afin d’étudier la formation de bosses dans une chaussée semi-rigide.

e (Moreau et al. 2017) ont développé certains aspects numériques liés au modéle TLS. Ils ont

introduit la méthode Fast Marching Modes qui permet de calculer les champs non-locaux
d’une maniére efficace (cf. 1.6.3.2 mettre Fast Marching avant).
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e (Zghal et al. 2018) ont étudi¢ ’effet de la forme de I’entaille et du rayon des cavites sur la
rupture des éprouvettes dans le domaine quasi-statique a partir du modele TLS.
e Lesauteurs (L&, Moés, and Legrain 2018) ont proposé la deuxiéme version du modéle TLS
appelée TLSV2. Dans cette version, la variable d'endommagement n'atteint jamais la valeur
1, la dissipation nécessaire pour casser completement le matériau est prise en compte via
I'introduction d'une zone cohésive. Cette approche permet d’éviter le besoin d’intégrer des
valeurs de déformations infinies lorsque la variable d'endommagement tend vers 1. Elle
permet également de conserver la quantité nécessaire a dissiper. Dans cette version ils ont
amélioré la vitesse de convergence des solutions et ont également résolu certains problemes

liés a la version initiale du modéle TLS.

Dans les sections suivantes, on s’attachera a expliquer le principe du modeéle non-local, on présente
les équations du modéle local et ’approche de régularisation du modele TLS. On explique
également les aspects numériques utilisés pour I’extension du modéle TLS au domaine

viscoélastique (cf. chapitre 1V).

1.6.3.1 Principe de l’approche

On sait que la mécanique de la rupture ne permet pas de représenter les différents
phénomenes de dégradation d’un matériau (endommagement puis fissuration, branchement, etc.) et
que les modeles locaux d’endommagement souffrent de dépendance au maillage. L’approche TLS
permet de remédier ces deux problemes en couplant la mécanique de I'endommagement et de la
rupture. Elle est similaire @ un modéle d'endommagement du type non local intégral avec une

longueur d’intégration qui évolue.

Zone partiellement endommagée
0<D(p) <1

Zone saine
D=0

Figure I-44: Différents domaines de définition vus par le modele TLS.

(XFEM sur I.)

D=1

I: front d’endommagement (¢

o I[.: front de fissuration (LS ¢ = [,.)

Pour ce modele, la zone d’endommagement est donnée explicitement en fonction d’une courbe de
niveau (I, = I},—¢). Dans cette zone la variable d’endommagement est fonction de la distance au

front d’endommagement I, via une fonction appelée profil d'endommagement D (¢), paramétre du

modele TLS (Figure 1-45).

Cette fonction D(¢) dépend d’une longueur caractéristique [. (Deux exemples de profil
d'endommagement, linéaire et quadratique, sont donnés sur la figure 1-39), telle que la zone
totalement endommagée (D = 1) est la zone ou la valeur de ¢ est supérieure ou egale a [, (Figure
I-44). Une fois la zone de fissuration est identifiée, une discontinuité du champ de déplacement

Il
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représentant la fissure est introduite par la méthode X-FEM. Ainsi, le probléme d’évolution de
I'endommagement est représenté par la propagation d’une courbe de niveau (Level Set).

1.0
0.8
0.6
=
[@)
0.4
0.2 —— D(§) — lindaire
— D(¢) — quadratique
090 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

d_’ = ¢/l
Figure 1-45: Exemples de profil d’endommagement.

Afin de résoudre le phénoméne de localisation parasite inhérent au modele d’endommagement
local, le modele TLS consiste a limiter le gradient spatial de I’endommagement tel que :

IVDIl = £(D)) (1-78)

En choisissant une fonction bornée f(D) = D'(¢ (D)), cette derniere équation devient :

IVoll =1 (1-79)
, dans ce cas ¢ est une fonction de distance signee (positive dans (1.). Ici on présente la version
simplifiée ou le gradient ne peut pas évoluer, voir (Moés et al. 2014) pour le cas d’endommagement
diffus. Cette derniere équation s’appelle I’équation eikonale, elle admet la solution suivante :

p(x) = i;réirrol(llx—yll) (1-80)

L’équation (I-80) signifie que la valeur de la fonction ¢ au point x est égale a la distance minimale
séparant le point x du front d’endommagement I'. La dérivée de ||Ve|| = 1 par rapport au temps t
conduita:

V-V =0 (1-81)
Afin de respecter cette derniere équation, il faut que la vitesse ¢ soit uniforme le long du gradient
de ¢@. L’évolution de [I’endommagement est alors réduite a 1’évolution du front
d’endommagement Iy, puisque 1’endommagement et son évolution en tout point de la zone
endommagée peuvent étre deduits de la distance au front ', et la vitesse du front ¢.

La vitesse du front ¢ appartient a I’espace des champs qui sont constants suivant le gradient de ¢.
Cet espace Y est défini par :

Y= el*(Q), Vy-Vp=0} (1-82)
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On peut citer comme exemple de champs non locaux Y et H(D(¢)).

Afin de calculer la quantité non locale X € Y associée un champ local X, il faut résoudre le
probleme variationnel suivant :

J XX*D'(p)dQ = J XX*D'(p)dQ VX*eY (1-83)
Q4 Q4
On peut montrer que la variable non-locales X peut-étre écrit comme une valeur moyenne de la
variable locale X :

L(s) ’ @
;X090 (9) (1~ 55) do

19D (9 (1 - ﬁ%) de
C’est une quantité qui dépend de la position sur le front Iy, elle est constante le long du gradient de
¢. Notons que dans le code eXlibris, on n’utilise pas cette €quation pour calculer les champs non
locaux, par contre on s’appuie sur la méthode Lagrangienne et la méthode Fast Marching Modes
présentées dans la section 1.6.3.2.2.

X(s) =

(1-84)

Et puisque est la force thermodynamique responsable de 1’évolution du front d’endommagement
(Y) est calculée par intégration sur une longueur [ qui varie entre 0 et I, on peut dire :

e 1l s’agit d’une quantité non locale (obtenue par intégration). Ainsi la régularisation est
naturellement introduite dans ce modéle. On peut comparer cette régularisation a celle de la
formulation non locale intégrale mais pour une longueur d’intégration qui varie entre 0 et
..

e Pour une longueur d’intégration d’épaisseur nulle (I(s) = 0), la force thermodynamique
tend vers la quantité locale (Y ~ Y). Donc le passage entre le calcul local et non local est
automatique, ainsi la délocalisation est limitée dans des petites zones et n’est pas introduite
partout dans le domaine.

Ce modele possede plusieurs avantages vis-a-vis les autres approches présentées ci-avant, parmi
lesquels on peut citer :

1- La prise en compte de la transition entre la localisation (endommagement) et la fissuration.

2- La délocalisation n’est pas introduite sur tout le domaine, cela conduit une reduction
drastique du temps de calcul : La non localisation est restreinte a Q, contrairement a une
approche non locale intégrale par exemple, ou c'est tout le domaine qui est non local et ou
on doit calculer des intégrales sur tout le domaine. De plus, le probléme de propagation est
de dimension (n-1) (par exemple en 2D, on cherche a calculer la propagation du front, qui
est une ligne) ce qui réduit d'autant plus les temps de calcul.

3- L’indépendance au maillage en terme de I’énergie dissipée, c’est un modéle
d’endommagement non local.

4- 1l permet de prendre en compte I’effet d’échelle (material size effect) (Parrilla Gomez et al.
2017).

5- 1l permet de simuler des situations de branchement et de coalescence de fissures.
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1.6.3.2 Calcul des champs non locaux

On présente dans cette partie quelques aspects numériques liés a la discrétisation spatiale et
a la construction des champs non locaux.

1.6.3.2.1 Fast marching

La méthode fast marching est une méthode numerique utilisée pour avancer un front de
facon monotone (Sethian 1996) (Adalsteinsson and Sethian 1999). Elle permet de résoudre
efficacement 1’équation Eikonale. Cette méthode dérive de la méthode des surfaces de niveau LS
(LS pour Level Set) (Osher and Sethian 1988)(Osher and Fedkiw 2001). Ces méthodes numériques
sont utilisées dans nombreux problémes impliquant des interfaces qui se propagent et qui cherchent
a calculer la position de ces fronts (Tracking interfaces). Dans ces méthodes, le front T & suivre est
défini d’une maniére implicite, ¢’est-a-dire comme étant 1’iso-zéro d’une fonction ¢ (cf. équation
(1-85)). Cette derniere s’appelle la fonction Level Set. Ainsi, on peut géerer le probleme du
branchement et du chevauchement des interfaces d’une maniére efficace et naturelle (Figure 1-46).
Cette technique est largement utilisée dans le domaine du traitement de 1’image, dans les problémes
de front de flamme en combustion, dynamique des fluides, etc.

rO={ (xt) | ext)=0} (1-85)

z=®(x,3,1=50) z=®(x,,1=52) z=d(x,,1=90)

Lty ot

Figure 1-46: Evolution du contour z=0 de la fonction Level Set & (https://profs.etsmtl.ca/hlombaert/levelset/).

z=P(x,y,1=120)

L’équation d’évolution de la LS est donnée par :

0+ F|Vp| =0 (1-86)
ou ¢, est la dérivée de la fonction ¢ par rapport au temps t et F est la vitesse de propagation du
front (speed fonction). Cette équation est une équation hyperboligue non linéaire également appelée
1’équation de Hamilton-Jacobi.

Cette technique est utilisée dans le code eXlibris de I’ECN afin de propager le front
d’endommagement une fois I’avancée du front d’endommagement A¢g obtenue.

1.6.3.2.2 Fast Marching Modes Method

On a présente ci-avant le modele TLS et I’importance de calculer des champs non locaux
afin de régulariser le critére d’endommagement local. Deux algorithmes de résolution sont
développés et impléementés dans le code de calcul eXlibris, la méthode Lagrangienne et la méthode
Fast Marching Modes. Dans la suite on présente les méthodes de calcul des champs non locaux a
partir de ces deux techniques.
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La méthode Lagrangienne résout 1’équation (1-83) de fagon faible au moyen d’un multiplicateur
de Lagrange A € Y, qui permet d'imposer la condition X € Y :

__ h,> _
f(XX*D’((p) +ﬁlivx VXA + flc(m V) (VX" - Vg)dQ
Qy ¢ Q4

= ]X)?*D’((p)dﬂ vX* ey
o

(1-87)

j LV Vo) (VK -Vp)dQ=0 VA" €Y,
Q4

Yo ={y €L(Q)), y=0surly}

ou h, est la taille caractéristique du maillage. C’est la méthode adoptée dans les premiers travaux
sur le modéle TLS (Moés et al. 2011).

L’autre méthode, nommée Fast Marching Modes, est développée dans (Moreau et al. 2017). Elle
est basée sur la discrétisation de I'espace Y sur une base des fonctions appelées modes.

La construction des modes (M;);cs,,, OU Sy, désigne I'ensemble des modes, est liée directement aux
points d’intersection entre le front d’endommagement [}, et les bords des éléments du maillage, ces
nceuds constituent I’ensemble des modes Sy, (Figure 1-47). Les neeuds qui se trouvent dans la zone
d’endommagement (), appartiennent a I’ensemble N, alors que les noeuds de la zone saine (_
appartiennent a I’ensemble N_. L’ensemble des nceuds du maillage N est égal a N,UN_.

Les modes (M;) sont construits a partir de I’équation :

VM, -Vo" =0 Vi € Sy (1-88)
ou @™ est la discrétisation spatiale de ¢ obtenue par interpolation linéaire — avec les fonctions

d’interpolation linéaires L; — des valeurs aux nceuds ¢; telle que " (x) = ¥;cy @i Li(x). Les modes
M; sont discrétisés de la méme maniére :

M;(x) = z MiiLi(x) Vi€ Sy (1-89)
JEN4
Une fois I’équation (1-88) résolue (a I’aide de la méthode Fast Marching (\Voir (Moreau et al. 2017))
pour étendre les modes dans la zone d’endommagement suivant le gradient au front I,), on obtient

les modes (M;). La quantité non locale X est discrétisée sur la base des modes M; :

X = ) XM (1-90)
iESM
En injectant (1-90) dans I'équation (I-83), on obtient les coefficients X; via le produit matriciel
suivant :

{X} = (IM1{4})./((M]{B}) (1-91)
avec {X} = (X)ies,,» [M] = (M;)ies,, et opération (./) indique la division terme a terme. Les
JEN4

composants du vecteur {A} et {B} sont :

Ai=f XL;D(pM)dQ VieN, (1-92)
O\,
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Q\Q,

o]

\J@/r Sm

- N,
* N_

Figure I-47: [llustration des modes dans la zone d’endommagement, issue de (Lé 2018).

Dans cette these on a adopté cette méthode pour calculer des champs non locaux. Une comparaison
entre la méthode Fast Marching Modes et la méthode Lagrangienne est détaillée dans (Lé 2018).

1.6.3.3 Algorithme de calcul explicite en quasi-fragile

On présente dans cette partie 1’algorithme explicite de prédiction-correction pour des
matériaux pour des matériaux élastiques endommageables dont le comportement est indépendant
du temps (Moreau et al. 2017)(Lé 2018).

Dans les travaux menés jusqu'a présent sur la méthode TLS, la densité d'énergie libre, fonction
d'une variable d'endommagement scalaire D, est choisie de la facon suivante :

®(g, D) = %(1 —D)e:C:e (1-94)

ou C est le tenseur de Hooke d’ordre 4. Le tenseur des contraintes de Cauchy et le taux de restitution
d’énergie ¢lastique dérivent de cette énergie :

oo
o(g,D) = P (1-D)C:e (1-95)
v 1
=—=_¢gC: 1-96
D 28.((2.8 (1-96)

L’équation locale d’évolution de I’endommagement est donnée par un critére fonction du taux de
restitution d’énergie et d’une fonction d’adoucissement croissante H(D) :

f(Y,D)=Y-Y.HD)<0, D=0, f(Y,D)D=0 (1-97)

telle que H(D = 0) = 1, cette condition conduit au critére d’initiation local de la forme Y — Y, =
0. Cette fonction d’adoucissement n’a été introduite dans le modele TLS qu’apres le travail de
(Moés et al. 2014) afin d’étudier les matériaux quasi-fragiles (Le cas H(D) = 1 correspond a un
materiau purement fragile).
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La version non locale de cette équation d’évolution est donnée par :

fris =Y —=Y.H(D) <0, D =0, fTLST) =0 (1-98)
Cette équation s’écrit également sous la forme :
fris =Y =Y. H(D(9)) <0, ¢ =20, frsp=0 (1-99)
Le probleme mécanique a résoudre consiste a trouver u € C qui vérifie 1’équation d’équilibre :
f o(D,u): e(bu)dQ = J Ty.6udl’  Véu € C, (1-100)
Q Ir
avec :
C ={veH(Q),v=uysurl,} (1-101)
Les différentes conditions aux limites s’écrivent :
U= Ay sur [, (1-102)
o(u, @).n = AT,f sur Iy (1-103)
o(u,p).n=20 sur I, (1-104)

tel que wu,.r et T,..r sont le champ de déplacement constant de référence défini sur I, et le champ
de contrainte de référence défini sur I7.

Le chargement appliqué au sein de 1’algorithme explicite est donné sous la forme F = AF,., ou
F..r peut représenter les deux types de chargement appliqués sur I, et I, ce chargement de
référence est défini par I’utilisateur. Le facteur de chargement A est une inconnu du probléme.

Les équations régissant le probléme sont :

fa(D(fp”At),uﬁjﬁt e(du)dQ = fTrefﬁudF Véu € G,

Q Ir

(1-105)

ﬁ(ut+At,¢t+At) < 0’ A(pl — (¢t+At _ gDt) > O,fi(uHAt,(p”At)A(pi =0 Vi € SM (|_106)

maxAp; = APmax (1-107)
oU A@,,q, €St un paramétre numérique fixé par I'utilisateur, en général il est égal une certaine
fraction de la taille des éléments du maillage. L’équation (I-107) est une condition aux limites
supplémentaire imposée dans 1’algorithme explicite, elle consiste a limiter 1’avancement maximal
du front d’endommagement.

Connaissant les champs (uf, ¢, AY) a Dinstant t, Palgorithme explicite cherche ces champs a
’instant t + At (A%, pt+At, 16+A8)  Les étapes de résolution de ce probléme sont :

Etape 1

Une solution de référence uﬁj}ét est calculée a partir de 1’équation (I-108) pour un chargement
imposé F,.. et un état d'endommagement fixé, égal a ¢ :

fa(D(got),uﬁjft e(du)dQ = fTref.c?udF Véu € G, (1-108)
Q Ir
Etape 2
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Les champs non locaux ¥ et H de I’équation (I-99) sont calculés a partir de ¢° et uf}# (cf. 1.6.3.2.2).
Etape 3

Le facteur de chargement A**At est calculé afin de respecter 1’équation d’évolution du front
d’endommagement tel que :

b,*
A'= |min — (1-109)
iESM alt
avec :
t — Y t+At ,D’ t
b = (Y.H(D(¢"),D'(¢"))
ou (X, D'(¢)) représente la quantité non locale qui vérifie 1’équation :
])?D’((p)MidQ = ]XD’((p)Ml-dQ Vi € Sy (1-111)
+ +
Le champ de déplacement u® s'obtient simplement par :
ut = Atubet (1-112)

Etape 4

L’incrément du facteur de chargement AAP™% est ensuite calculé aprés linéarisation du critére
d’évolution de I’endommagement et la résolution du probléme de complémentarité linéaire (LCP)

fPred = £t + af AAPTEd — BEAg, Vi € Sy
pred pred _ , (|'113)
f; <0, Ap;=0, f7 Ap;=0 VieSy
tel que :
Bi = (=YH'(D(9"))D'(¢"), D'(¢"))
La condition (I-107) conduit a :
ﬂ'tA(pmax - f’t
APTed = min———>—— (1-115)
] 1ESM ai
Etape 5
Pour chaque mode i, on calcule ’avancement du front d’endommagement Ag; tel que :
t 4 Agpred gt
Ap; = max <O, flﬁ—tl> Vi€ Sy (1-116)
i
Etape 6
Le front d’endommagement est avancé :
Pt = ot + Ag (1-117)

Les champs uf*4t et A+A¢ sont calculés a partir de ’étape 1,2 et 3 du pas de calcul suivant.
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1.7 Bilan

Ce chapitre présent les principaux éléments nécessaires pour atteindre les objectifs de la
théese qui porte sur la modélisation de la fissuration dans les melanges bitumineux viscoélastiques.

Dans un premier temps on a présenté la structure d’une route et les différentes pathologies qui
affectent la durée de vie et le comportement de ces structures. Ensuite, on a présenté les méthodes
de caractérisation du comportement réversible des mélanges bitumineux dans les deux domaines
fréquentiel et temporel. On a présenté également les modeles rhéologiques qui permettent de
simuler leurs comportements. Pour ces modeles rhéologiques on a montré 1I’importance de passer
d’un modele a spectre de relaxation continu vers un autre a spectre discret et les approches qui
permettent d’obtenir la réponse des matériaux viscoélastiques d’ une maniere incrémentale.

Les différents essais de laboratoire étudiant la fissuration des EB ont été présenté. Un intérét est
porté aux essais sous chargement monotone, Ce type d’essai est ce qu’on cherche a étudier dans les
prochains chapitres. Pour ces essais, on a présenté I’effet des conditions de chargement comme la
température et la vitesse de chargement sur la résistance a la rupture des EB. Un méme matériau est
notamment susceptible de subir une rupture du type ductile ou fragile, selon les vitesses ou
températures d’essai. Dans la derniere partie de ce chapitre on a présenté les approches de la
mécanique de I’endommagement et la mécanique la rupture, leurs limitations et leurs applications
dans le domaine des chaussées. Enfin, on a présenté le modéle TLS qui bénéficie des avantages de
ces deux approches. Le principe de régularisation de ce modeéle, certains aspects numériques et
I’algorithme de résolution du mod¢le TLS sont détaillés. Ce modele nous servira de socle pour le
travail de cette thése.
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Chapitre 1l Développement d’un modele
d’endommagement local 1D base sur le modéle de Poynting-
Thomson
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Poynting-Thomson

1.1 Contenu et démarche

Ce chapitre aborde le développement d’un modeéle d’endommagement local basé sur le
modele viscoélastique de Poynting-Thomson (PT). Ce modele doit pouvoir rendre compte, au
moins qualitativement, de certains comportements caractéristiques des EB observés lors des essais
de rupture sous chargement monotone (chapitre I).

L’intérét du modele viscoélastique de solide linéaire standard de PT est qu’il permet de modéliser
les phénomenes de relaxation et de fluage avec un faible nombre d’éléments rhéologiques. Il offre
ainsi la possibilité de mener aisément des études analytiques ou semi-analytiques au niveau local.
Ce modeéle pourra étre étendu par la suite & un modele de Kelvin-Voigt généralisé a spectre plus
étendu, pour aller vers une modélisation plus réaliste des EB.

Le développement d’une loi de comportement viscoélastique endommageable passe par
I’introduction de variable(s) d’endommagement, par le choix d’un critére d’endommagement et la
proposition d’une loi d’évolution de la variable d’endommagement.

Dans le chapitre 111, ce modele local sera plongé dans le cadre du formalisme « régularisant » TLS
pour étre capable de modéliser le comportement endommageable des structures a comportement
viscoélastique de PT.

Le chapitre 1l se compose de quatre parties :

Dans la premiéere partie, on rappelle les principes de la thermodynamique et I’expression de
I’inégalité¢ de Clausius-Duhem qui nous permettront d’assurer la cohérence physique de la loi de
comportement développée ici.

Dans la deuxiéme partie, nous faisons choix du modéle de comportement de PT au sein duquel
I’endommagement est introduit au travers du concept de contraintes effectives. L’application de
I’inégalité de Clausius-Duhem & ce modele permet de mettre en évidence les termes de dissipation
liés a la viscosité d’une part et a I’endommagement d’autre part. Ces expressions conduisent aux
conditions a respecter pour une évolution thermodynamiquement admissible de 1’état du matériau.

Dans la troisiéme partie, on étudie deux types de critere d’endommagement : 1’'un basé sur la
dissipation viscoélastique et ’autre basé sur le taux de restitution d’énergie élastique. Les
conséquences de ces choix sont confrontées aux observations expérimentales faites sur des essais
de traction directe sur bitume et EB.

La quatriéme partie porte sur le choix de la loi d’évolution d’endommagement. Celle-ci doit étre
capable de rendre compte au niveau local d’une réponse (o, €) « adoucissante », et« non brutale »
(terminologie précisée plus loin) a I’initiation de I’endommagement, ceci a vitesse de déformation
imposée. Cette condition s’avére en effet nécessaire ultéricurement, d’une part pour des
considérations numériques liées a I’implémentation des lois locales dans la TLS, d’autre part pour
pouvoir rendre compte du phénomene de réponse fragile ou ductile des essais sur éprouvettes de
bitume ou d’enrobés, en fonction des conditions d’essais (température, vitesse de sollicitation). Les
réponses aux différents modeéles sont étudiées a la fois sur le plan analytique et sur le plan numérique
a partir d’un premier logiciel développé dans le cadre de cette thése.
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1.2 Viscoélasticité, endommagement, et principes de la
thermodynamique

11.2.1 Introduction
On présentera dans cette partie un rappel sur les deux premiers principes de la
thermodynamique, la dissipation, 1’entropie et I’expression de 1’inégalité de Clausius-Duhem.
11.2.2 Premier et second principes de la thermodynamique
11.2.2.1 Le principe de conservation d’énergie (premier principe)

Ce principe est connu sous le nom de la loi de conservation de 1’énergie. Il a été¢ formulé
pendant le 19° siecle par le physicien allemand Julius Robert Mayer (Mayer 1842) (Mayer 1862).

Ce principe stipule que la variation de 1’énergie totale d’un systéme de volume de matiére V' lors
d’une transformation est égale a la somme du travail des efforts extérieurs (dW,) exercés sur le
systeme et de la quantité de chaleur (dQ,) apportée au systeme :

d€ = dW, + dQ, (11-1)

Ce principe stipule également 1’existence d’une fonction d’état extensive U telle que la variation de
I’énergie totale du systéme est égale a la variation d’énergie interne et de la variation de I’énergie
cinématique X :

d€ =dU+dK (1-2)
D’ou I’énoncé du premier principe :

dU + dX = dW, + dQ, (11-3)

En introduisant 1’énergie interne spécifique e telle que U = fv pedV et en utilisant le principe des

puissances virtuelles, le premier principe pour les milieux continus conduit & 1’équation d’équilibre
de I’énergie interne :

d
duzafpedefa:édV+frdV—fq-ndS (11-4)
v v |4 av
ou p, r et q = q(x,t) sont respectivement la masse volumique (ou la densité spatiale), la densité

volumique de production interne de chaleur extérieure et le vecteur courant de chaleur par unité de
surface.

La forme locale spatiale de ce principe — dans le domaine des petites déformations (Lemaitre and
Chaboche 1990) — s’écrit :

de .
paza:£+(r—V.q) VxEV, Vvt (11-5)

11.2.2.2 Le deuxieme principe de la thermodynamique

La deuxieme loi de la thermodynamique stipule 1’accroissement du désordre dans un
systeme isolé de volume V d’une maniére irréversible. Pour ce principe, on définit une fonction

65



Chapitre II : Développement d’un modéle d’endommagement local 1D basé sur le modele de
Poynting-Thomson

thermodynamique extensive qui quantifie le désordre du systeme. Cette quantité s’appelle I’entropie
S et est associée a la température absolue T.

Le second principe stipule que le taux de production d’entropie est toujours supérieur au taux de
chaleur recue, divisé par la température (Lemaitre & Chaboche, 1990). La forme générale de la
seconde loi est :

ds—df dV>frdV 1 nas

dt —ae) PP =T T " (11-6)
v 14 av

ou s est I’entropie spécifique du matériau (entropie par unité de masse).

Le signe > traduit deux types de processus d’évolution possible ; 1’égalité correspond a un
processus réversible tandis que I’inégalité stricte correspond a un processus irréversible.

Par définition un processus thermodynamique entre deux états A et B (A->B) est dit réversible si
on peut retrouver 1’état initial A a partir de 1’état final B en suivant le méme chemin (Figure 11-1).

H

Figure I1-1: Processus réversible (a gauche) et irréversible (a droite) dans [’espace thermodynamique, |, €t u, sont les
variables thermodynamiques (Oliver and de Saracibar 2016).

Au niveau local, le second principe se récrit sous la forme :
ds /r q (11-7)
===V -—=)>

P (T vT)_o VXEV, Vt

11.2.2.3 Inégalité de Clausius-Duhem

L’inégalité de Clausius-Duhem s’exprime a partir de 1’énergie libre spécifique 3 définie

par :
Yp=e—Ts (11-8)
Partant du premier principe de la thermodynamique, I’équation (11-5) s’écrit :
pé—o0:e=r—-V-q) (11-9)

A partir du deuxiéme principe donné par 1I’équation (11-7) on obtient :
o> s : ! 11-10
ps == (pé—0:8) +=5q VT (11-10)

Puisque
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q_ . 1\ _1 1 _

Le regroupement des termes conduit a la relation suivante :
p(ée =T$)—0:&£< —%-VT (11-12)

En dérivant 1’équation (11-8) par rapport au temps t, on peut remplacer é — T$ par i + sT. On
trouve finalement I’inégalité de Clausius Duhem :

® = Py + Poperm = 02 & — p(3hp + sT) — % VT >0 (11-13)

ou la dissipation totale @ est égale a la somme de la dissipation intrinséque ®,,; et la dissipation
thermique @ perm = —%- VT.

Dans la suite on dit qu’un processus est thermodynamiquement admissible, si a chaque instant de
I’évolution du systéme 1’inégalité de Clausius-Duhem est respectée.

Dans le cas des processus de transformation isotherme (7' = 0) et uniforme (VT = 0) la dissipation
s’écrit :

O=d,, =0:&—pP=0 (11-14)

11.2.2.3.1 Application a un modele viscoélastique avec partition des déformations

En vue de la suite, appliquons (I1-14) au cas d’un modé¢le viscoélastique a variable
d’endommagement unique D avec partition des déformations sous la forme:e = V€ + £E,
Prenons comme variables d’état les quantités €, €"E et D et considérons la fonction (¢, €V, D).
(11-14) devient :
0y

VE _Hh—Z D> 11-15
g paDD_O ( )

( 61!1) . oy

7P ae) T PoevE

La considération d’évolutions réversibles non dissipatives (variations de déformations purement
élastiques) conduit a 1’égalité :

0y
=p— 11-16
o=p— (11-16)
et donc par suite a I’inégalité :
W . oY .
—p—T _GVE_ T P> 11-17
PoevEe ~PapPl =0 (1-17)

Notons —aVE et —Y les quantités associées a V£ et D telles que :

a a
—o"F = pL et -v=pt (11-18)

Une fagon d’assurer la positivité de (11-17) est de postuler I’existence d’un potentiel de dissipation
dual convexe ¢*(c"E,Y; &, &,,D) tel que :

VE _ 9 ) = 9¢° -
=0 ot D=°L (11-19)

Par la suite, on considérera I’hypothése de découplage thermodynamique qui suppose chacun des
termes de (11-17) est positif.
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Dans le cas de I'utilisation de potentiel de dissipation, une condition suffisante pour satisfaire cette
hypothése est d’écrire ¢* sous la forme de la somme des deux fonctions convexes
@*VE(cVE;,¢,,D) et *Y (Y; &, ¢4, D) conduisant aux relations :

. do*VE N de”
E=2 ot D=2

" doVE dy

(11-20)

Nota : il peut étre intéressant de sortir de cette hypothése pour construire des modéles avec
autoréparation.

11.3 Modéle de Poynting-Thomson endommageable et inégalité de
Clausius Duhem

L’objectif vis¢ de cette partie est de construire une loi de comportement avec
endommagement du modeéle viscoélastique de Poynting-Thomson (PT) en tenant compte de
I’inégalité de Clausius-Duhem pour avoir des évolutions thermodynamiquement admissibles.

[1.3.1 Modele de Poynting-Thomson

Comme rappelé au chapitre I, le modéle rhéologique de Poynting-Thomson (Figure 11-2)
est constitué d’un modele de Kelvin-Voigt (un ressort et un amortisseur linéaire montes en parallele)
monté en série avec un ressort de rigidité E,.

&
" 4 €o
El < >
E,
o~
n

&€

<@ o
5 22

Figure I1-2: Illustration d 'un modéle viscoélastique de Poynting-Thomson.

Les lois d’états pour ce mod¢le sont :

o=E, o=E &g +ne =E (g +1.&) (1-21)
e=¢& +& (1-22)
ou o est la contrainte commune au ressort de module E, et a 1’élément de Kelvin-Voigt, 7, = n/E;
le temps caractéristique du modele.

La loi de comportement du modeéle peut étre ramenée a une seule équation :
(Eo + E1)a(t) +n6(t) = Ey(Ese +né(t)) (11-23)

qui relie en un instant donné t la contrainte totale et sa vitesse ¢ a la déformation totale du modeéle
et sa vitesse &.

En imposant une vitesse de déformation constante (¢ = a), on peut calculer la réponse du modéle
de maniére incrémentale apres une étape de discrétisation temporelle :
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o(t + At) = o(t) + % (EoE1e(t) + Eqna — (Ey + E)a(t)) (11-24)

ou At est le pas de temps utilisé dans I’approximation de la vitesse 6 (t) telle que :
o(t+ At) —o(t)
At

Pour cette stratégie de calcul incrémental, il faut stocker les champs de contrainte et de déformation
a la fin de chaque pas de calcul afin de les utiliser a I’instant de calcul suivant.

(11-25)

g(t) =

On peut également calculer la réponse du modele de PT a partir de sa fonction de relaxation donnée
par :

E, —t Eo+E;
R(t) — EO -:El (El + Eoe ( E1Tq )) (||-26)

La réponse de ce modele a une vitesse de déformation constante € = a est calculée par le produit
de convolution :

t
. E,E, E,1, ( _t(Eo+El))
)=R®é=a| R@w)dv = t 1—¢ VB 11-27
=R ajo (v)dv aE0+E1< YR+ E ¢ ' (I1-27)

11.3.2 Modele viscoélastique endommageable basé sur le principe de contraintes
effectives

Afin d’introduire I’endommagement dans le mod¢le viscoélastique de PT, on a adopté dans
la suite de cette étude le principe de contraintes effectives présenté dans la section 1.6.2. La
contrainte effective ¢ s’écrit en 1D :

6=0/(1-D) (11-28)
ou D est une variable d’endommagement scalaire qui vaut 0 dans le cas du matériau sain et 1 pour
un matériau totalement endommagé. & représente la contrainte rapportée a la section qui résiste
effectivement aux efforts appliqués. Le principe de contrainte effective consiste alors a remplacer
o dans la loi de comportement du matériau sain par . Le modéle ainsi obtenu revient a un modeéle
de PT ou tous les éléments (ressorts et amortisseur) sont affectés par I’endommagement (Figure
11-3). Ce modele est désigné par la suite par I’acronyme PTE.

E] 4—0> (1—D)]'-:l 4——0»
W E, @ W -,
T S T
n " a-noyn &

— > < >

Figure 11-3: Modeéle viscoélastique endommagé de Poynting-Thomson PTE.

11.3.2.1 Modele PTE et inégalité de Clausius-Duhem

Les équations constitutives du modéle PTE s’écrivent :
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{ 0= (1—-D)Ey(¢—¢&) = (1—-D)E,s, (n-29)
0=(1—-D)E, &g + o’F =(1- D)Eie; + (1 —D)né
Oou encore :

Eoeo = E1&, + 1€y

{ R (11-30)

Ici, &, joue le role de la variable £"E de la section 11.1.2.3. Reconstruisons a partir de ces équations
les potentiels thermodynamiques du modele PTE. L’intégration de la premicre équation par rapport
a e conduita:

p(e,e1,D) = 5 (1~ D)Eo(e — £1)? + (&1, D) (11-31)
On en déduit :

_af(ser)_ _af(sllD)

VE _ (1 _ _ 11-32
0"F = (1= D)Eg(e—e) == — =0 =72 (11-32)
Or la seconde équation de comportement donne :
VE _ _ _
0" =0—(1—-D)E &g (11-33)
d’ou:
df (&;,D
UfenD) (1 — D)E, ¢, (11-34)
de;
et par intégration :
1 2 1 2
pY(e,1,D) =5 (1 = D)Eo(e = &)* + 5 (1 — D)E;ef + g(D) (11-35)

Comme attendu les deux premiers termes de i représentent 1’énergie élastique emmagasinée dans
les deux ressorts du modéle rhéologique. Pour rester dans un cadre classique, on posera g(D) = 0
d’ou:

1
donnant par dérivation par rapport a D, I’expression suivante de Y :

1 1 1 1

dite taux de restitution d’énergie élastique. La positivité de Y entraine la condition classique d’un
endommagement irréversible D > 0.

Par ailleurs, I’intégration de la relation :

a *VE VE
g, =2 ___°¢ (11-38)
doVE (1 -D)n
donne I’expression du potentiel de dissipation dual :
1 (O.VE)Z
WVE(GVE. D) = — 11-39
" (a""; D) 2 =Dn (11-39)

tel que ¢*(0; D) = 0. On reconnait le potentiel quadratique convexe associé a un amortisseur de
constante (1 —D)n avec 0 < D <1 qui permet donc d’assurer la positivité de la dissipation
visqueuse.
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Au final, la dissipation intrinséque s’écrit :

i . . . (0"F)?
Cbint = _pa_&‘gl _pa_DD = O'VE£1 +YD = m
1

Elle est bien positive pour D > 0,7 >0et0 <D < 1.

1 1 )
+ EE085+§E1812 D (11-40)

Deux critéres d’endommagement sont discutés ci-aprés assurant D > 0, 1’un dérivant d’un potentiel
¢*Y (ou plutét de sa transformée de Legendre Fenchel ¢?), I’autre non.

11.4 Etude de deux criteres d’endommagement

Afin de choisir un critére d’endommagement pour le modé¢le PTE, on a étudié deux cas :
I’un basé sur I’énergie dissipée, I’autre sur le taux de restitution d’énergie élastique. On cherche des
critéres conduisant a des résultats en accord avec les observations expérimentales de la section 1.5.2.
Pour rappel, on souhaite pour la simulation d’essais de traction directe, & température et vitesse de
déformation constantes, retrouver les propriétés suivantes (Figure 11-4) :

e La contrainte maximale atteinte dans le matériau — également dite contrainte critique —
augmente avec I’augmentation de la vitesse de chargement.
e La déformation a la rupture diminue avec I’augmentation de la vitesse de chargement.

Ici, on va déja voir si les deux propriétés ci-dessus sont satisfaites, d’un point de vue théorique, sur
les états de contrainte et de déformation a I’initialisation de I’endommagement. On sélectionnera
alors le critére pour la suite sur la base de ces considérations, tout en sachant (et comme nous le
verrons plus loin) que la contrainte a I’initialisation ne correspond pas nécessairement a la valeur
critique a rupture.

O max 2)

Omax (1 ’
max (1) o

» ¢

Sl'upture (2) 81'11pt111'e (1)

Figure 11-4: Essai de traction directe sur EB et réponse classique pour deux vitesses de déformation constantes (issue de
Olard 2000).

I1.4.1 Critére basé sur la dissipation intrinseque

On peut commencer par se poser la question de savoir si la dissipation intrinséque peut
admettre une majoration en présence d’endommagement et si sa valeur peut servir de critére.
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Considérons alors le critére :

=0, —P. <0 (1-41)
tel que

D=0 sif<0
D>0 sif=0 (11-42)

ou @, est supposée étre une caractéristique matériau égale a une constante strictement positive. Et :

1 1
Qi = (1 = DInéf + 5 %@—&)D+2&£D >0 (11-43)
Pendant la phase réversible, 1’état du matériau est sain et la vitesse d’évolution de la variable

d’endommagement est nulle (D = 0, D = 0). La dissipation dans le matériau est purement
visqueuse : ®;,,, = néL.

Il y aura donc initiation de I’endommagement pour la condition :

Dipe = P, = 77512 (”'44)

Afin de mieux appréhender la réponse du modéle PTE associée a ce critére d’endommagement,
envisageons les deux cas limites de vitesse de chargement suivant : £€(t) — oo et £(t) — 0.

Pour les grandes vitesses de chargement £(t), la réponse du modele se raméne a celle du ressort E,,
seul :

g (t) = €(t), & (t) = 0, 0(t) = Epe(t), 6"E = a(t) (11-45)
Dans ce cas la dissipation visqueuse s’écrit :
(6"F)? Eo
Qe = = e?(t)

Ainsi la contrainte atteinte au moment de I’initiation de 1’endommagement et la déformation
associée valent :
ini,c lnl [ee] 1
Op ne.; €p = E_ ne. (”'46)
0
En revanche, pour les faibles vitesses de chargement, le modéle s’apparente aux deux ressorts E, et
E, en série :

e(t); &(t) = e(t &(t) =
FRE 0 e~ e @~ pop

&) = £(t) (n-47)

Par conséquent pour n [ s(t)] < @, soit :

s‘(t)<E°+E1 P (11-48)
Ey n

le matériau ne subit pas d’endommagement. Par conséquent pour £(t) = 0 :

ini,0

o0 = oo ;M0 = foo (11-49)
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En comparant les contraintes de ces deux situations limites, on trouve que o5* obtenue sous faibles

vitesses de déformation est plus élevée que celle sous grandes vitesses de chargement, en
contradiction avec nos exigences de départ.

On observe la méme contradiction pour le cas intermédiaire de la Figure 11-5, montrant g% pour
deux vitesses de chargement différentes calculé pour un méme jeu de données.

0.02

0.015

Contraintes (GPa)

0.005

0 2 4 ini 8 10 12 14 16 . .18
gini
temps (sec) D

Figure 11-5: Réponses du modele viscoélastique de PT avec critére d'endommagement basé sur I'énergie intrinseque.
Evolution de la contrainte en fonction de la déformation pour deux vitesses de déformations imposées a, jusqu'a atteindre le
critére.

Par conséquent, on a éliminé ce type de critére par la suite.

Les résultats présentés sur la Figure 11-5 sont obtenus a partir de 1’équation (11-24) et les jeux de
données du Tableau IlI-1.

Ey(GPa) 22.53
E,(GPa) 11

7(s) 45.5

@ (Gpa.s™1) 107°
At (s) 1

Tableau I1-1: Paramétres de calcul.

11.4.2 Critere base sur le taux de restitution d’énergie €lastique

On revient ici sur le cas plus classique d’un critére basé sur le taux de restitution d’énergie,
comme fréquemment utilisé en comportement élastique. On considére ainsi le critére suivant :

f=Y-Y. <0 (11-50)
tel que

D=0 sif<0
D>0 sif=0
avec Y, une constante positive caracteristique du matériau.

(11-51)
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On étudie a nouveau les deux situations limites : €(t) — o et £(t) - 0.

Pour les vitesses de chargement élevées, comme déja vu :

g(t) = e(t), &1(t) = 0,0(t) = Eye(t) (11-52)
Le taux de restitution d’énergie Y s’écrit :
Ey a(t)?
Y~ —¢g(t)? = —— 11-53
30 =50 (11-53)
A T’initiation de I’endommagement :
o® = [2E, Y, (11-54)

11-55
ini,co __ 2YC ( )
SD = E_O

Pour les vitesses de chargement faibles :

~ 1 ~ _Fo ~ Lof1 .
eo(t) = ome(®), () = (D), 0(8) = 2 (0) (11-56)
soit :
1 1 1 EyE 1E,+E
Y = S Egeld(t) + = Ere2(t) ~ - ———e(t)? = ———— 5(t)? 11-57
> 050()"‘2 161 (1) 2E0+E1£() 2 E,E, a(t) ( )
A T’initiation de I’endommagement :
o EE
J[l)nl,O _ 2E Z_El' Y, (11-58)
0 1
11-59
D E0E1 c
Compte tenu des propriétés :
EoEy
<E
EgtEy 7 11-60
1 E,+E, (11-60)
Ey ~ EE
On obtient les inégalités :
O_éni,() < O_Dini,oo et ggu',o < géni,oo (”_61)

qui Vérifient cette fois-ci les conditions qu’on s’est fixées au départ. On va donc conserver par la
suite ce critére basé sur le taux de restitution d’énergie élastique.

Le comportement du modele de PT dans le domaine réversible pour les deux scénarios de
chargement limites (sous vitesse de déformation constante) est présenté sur la Figure 11-6. La courbe
en bleu représente un cas de chargement intermédiaire.
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ontrainte

C

Eini R .
D Déformation

Figure 11-6: Réponses viscoélastiques du modeéle PT avec critére d’endommagement sur Y pour les deux cas limites et une
vitesse de chargement intermédiaire.

11.4.2.1 Extensions possibles du modele

Notons que ce modeéle basé sur le principe de contraintes effectives et critére
d’endommagement en Y peut étre étendu naturellement au cas de spectres de fluage décrits par un
nombre quelconque d’éléments de Kelvin-Voigt en série (modéle de Kelvin-Voigt généralisé a n
éléments).

Plus généralement, il peut étre étendu au cas de modeles viscoélastiques représentés par leurs
fonctions de fluage F (t) et de relaxation R(t) en utilisant les lois de convolution suivantes :

o dy oe®
(11-64)

Y(t) = LlftftR(Zt —u—v)é(w)é(w)dudv
1-D()2), J,

Nota : I’intégrale double dans cette derniére équation représente 1’énergie ¢lastique emmagasinée
dans le spectre de fluage du matériau (Huet 1992).

[1.5 Loi d’évolution d’endommagement associée au critereY — Y, < 0

L’¢étude de la réponse du matériau pendant la phase endommageable nécessite la donnée
d’une loi d’évolution de la variable interne d’endommagement D.

Commencons par regarder ici le cas « le plus simple » d’une loi d’évolution associée au critére Y —
Y. < 0 donnée sous la forme de la loi de normalité suivante, également dite condition de Karush-
Kuhn-Tucker (Kuhn and Tucker 1951) :
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Y-Y.<0;, D>0; (Y-Y)D=0 (11-65)
Ces trois conditions peuvent s’exprimer a partir du potentiel convexe ¢* (V) tel que :

P¥(Y)=0 si0<Y<Y,

P;Y(Y) =400 siY >Y,
La loi de normalité dit alors que D appartient au sous-différentiel de ¢* : D € d¢;}Y.

(11-66)

Pour tenir compte de conditions d’endommagement unilatérales, ne pouvant se produire que dans
un état de traction, le potentiel précédent peut étre affecté du produit < € — &; >, soit :

@3’ (Vie,e) = 1" (Y) <e—e >, (11-67)
avec < € — g, >, la partie positive de la contrainte ¢ a un facteur positif pres.

Examinons alors le comportement en traction du matériau en cours d’endommagement. On va
montrer que son évolution est fortement « contrainte » (comme en élasticité) et mal adaptée a la
modelisation de déformations se poursuivant au-dela du point d’initiation de I’endommagement et
a une implémentation dans le cadre de la TLS (chapitres Il et V).

I1.5.1 Réponse du modele en cours d’endommagement

D’aprés le critétre d’endommagement présenté dans 1’équation (11-65), la phase
d’endommagement s’initie et se poursuit pour Y =Y.

Pour une évolution sur le critére, on a pour le modéle PTE :
ZYC - (Eogoz + Elglz) = 0 (||'68)

Dans le plan (&q,&,) une telle évolution s’inscrit sur le quart d’ellipse €, >0 et & >0, a
I’intersection avec la droite d’équation : &; + &, = £(t).

0.014 - debut de l'endommagement
| a surface de charge Y=Yc

0.012
—— Evolution de |'état du matériau

0.01

re=¢g +&

0.008

0.006

0.004

0.002

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
&1

Figure 11-7: Représentation de la surface de charge Y=Y, dans le plan (g, 1), et l'intersection avec la droite d’équation & =
& + &1,
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On peut déja observer que le point de tangence de ces deux fonctions détermine un majorant de la
déformation de rupture défini par :

’ZY (Ey + E;)
E?Tl%)gure = : EOE— (11-69)
1

Par ailleurs pour atteindre cette valeur, £(t) doit suivre une évolution bien particuliére. En effet,
pendant toute la phase d’endommagement, on a la relation :

(EO + El)SOZ - 2E1£80 + Elgz - ZYC = O (II‘?O)

conduisant aux deux expressions suivantes possibles de ¢, et g, en fonction de ¢ :

1% cas:
Eie+ J2(Ey + E,)Y, — EyE; €2 Ege — \/2(Ey + E,)Y, — EoE, &2
£ = . e = (11-71)
Ey +E, Ey+ E,
2™ cas
. Eie —\J2(Ey + E,)Y, — EoE, €2 .- Eoe +/2(Ey + E,)Y, — EoE, €2 (11-72)
0 Ey + E, ’ ! Ey+ E,
A titre d’exemple, supposons que le point de coordonnées (er Efin sg Ef in) atteint en fin de phase
purement viscoélastique vérifie I'inégalité Eqey =™ > Eye) ©/™, correspondant au premier cas ci-

dessus. Par continuité I’ensemble de 1I’évolution sur 1’ellipse se fera suivant les équations (11-71)
pour lesquelles Eyey > E;&;.

On peut alors en déduire deux équations régissant 1’évolution de &; en fonction de €. Par dérivation
directe de I’équation (II-71), on a d’une part :

g = Eo <1 + bae > (11-73)
Eq + E; V2(Ey + E))Y, — E E, €2
D’autre part, a partir de (11-71) et de la loi de comportement Eye, = E &; + né; :
né = Eogy — E1y = \J2(Eo + E1)Y, — EgE, €2 (11-74)
D’ou:
‘= E,+E; 2(Ey + E)Y. — E E,&? (11-75)

NEo  E,e+/2(E, + E)Y, — E,E, €2

Par intégration de cette équation a partir de la fin de la phase purement viscoélastique repérée par
tyE
fin

() t
E 2(Ey + E,))Y, — EyE €* + E,¢
NEg f V2(Eq + E)Y, — EgE, i 1€ 1o = fdt (11-76)
EO +E1 Z(EO +E1)YC_E0E1€
£fin tfin

Ou encore :
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&(t) e(t)
E.e Ey + E;
————de + de = t —tf -
f VD — qsz ° f P —qe* ° EoEiTy ( rin al-77)
gfm ?fn

avec .
p = 2(Ey + E)Y,
(11-78)
q = EoE;

On en déduit I’équation implicite d’évolution de la déformation totale en fonction du temps :

L an ( Jae® ) 2 1og(p — qe(0)?)
ﬁ Jp—qe®)) 24

L (11-79)

= ——=tan

ﬁ ’p _qsfin

E Eo + E;
—ilog (p— qf}’gzz) +

(t - fm

Cette équation montre que I’évolution locale des déformations en phase d’endommagement est
imposee en fonction du temps et donc fortement « contrainte » (Figure 11-8). Par contre seul le ratio
o/(1 — D) est déterminé au niveau de la loi de comportement.

0,025 [ gmax
__TEEfECQ_P
0,02 F
‘5 0,015 F
£
o
f'g 0,01 F
—@— phase d'endommagement
0,005 F phase viscoélastique
O 1 1 1 1 J
0 50 100 150 200 250
temps (s)

Figure 11-8: Exemple d’évolution de la déformation totale (t) en fonction du temps. La valeur asymptotique de déformation

Eripture = /P/q €st obtenue pour t — oo,
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1.6 Loi d’évolution d’endommagement avec adoucissement Y —
H(D)Y., <0

On examine ici une loi d’évolution d’endommagement comprenant une fonction
d’adoucissement H(D) supprimant la limite de déformation a la rupture &%, de la section
précédente.

La fonction H(D) est supposée croissante et égale a 1 pour D = 0. En reprenant 1’interprétation
graphique du paragraphe 11.5.1, ceci revient a pouvoir faire croitre dans le plan (&, ;) la surface
de déformation seuil, donnée par :

f=Y—-H(D)Y, (11-80)
La loi locale d’évolution de I’endommagement avec loi de normalité s’écrit donc :

f=Y-HDY,<0;D>0; fD =0 (11-81)

En termes de potentiel de dissipation, celle-ci revient a considérer les fonctions @i’ et ¢}
suivantes :

y¥(Y)=0 si0<Y<YH(D)
P (Y) =+ siY >Y.H(D) (11-82)
(pZY(Y; &, Ser) = (p;Y(Y’ D) <g-— 51 >+

La dérivée temporelle du critére (11-80) conduit a :
f=Y-YH(D)D (11-83)
La condition de consistance (f = 0) donne :

EOEOE.O + Elglg.l = YCHI(D)D (||‘84)

En dérivant 1’équation (11-22) par rapport au temps, on peut remplacer &, par (¢ — &;). Ainsi
I’équation (11-84) conduit a :

. _n(E)* + Y .H'(D)D
E =

— (11-85)
0<0
< _ 2
A partir de I’équation (11-30); on obtient n(&,)? = % , ainsi I"équation (11-85) s*écrit :
1 (Eygo — E161)* + Y.H'(D)D
g1 ¢ (11-86)

Eqeo
On trouve alors que 1’évolution de la déformation pendant la phase d’endommagement est liée a la
vitesse d’endommagement. Par conséquent, a vitesse de déformation imposée, une évolution de
I’état du modele PTE sera possible pendant la phase d’endommagement.

Pour une fonction H(D) constante (H'(D) = 0), comme dans le critere (11-50), 1’équation
d’évolution de la déformation (11-86) s’écrit :
§ = (Eggp — E161)?

(11-87)
nEz&o
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Cette équation est équivalente a celle présentée dans (l1-75). Ici, on remarque que la vitesse de
déformation ne peut prendre que certaines valeurs dépendantes de 1’histoire de chargement (e;, &, =
€ —&). Cela est en accord avec les résultats la section 11.5.

Le probléme d’évolution de ’endommagement peut étre également étudié comme un probléme de
complémentarité linéaire (LCP). Afin de construire ce probléme, on a besoin de linéariser le critére
d’endommagement sur un intervalle de temps [t; t + At] tel que :

f(t+At) = f(t) + Atf (11-88)

Ainsi, la loi d’évolution de I’endommagement associée a ce critére s’écrit :

fe+00)=f@)+At(Y —Y.H'(D)D)<0, D=0, f(t+A)D=0 (11-89)

Aprés remplacement de Y par son expression en fonction des déformations & et &, et £ (t + At) par
—z(t + At) on obtient :

2(t + At) = AtYH'(D)D — f(t) — At(Eoeoéy + Ere1€1) 2 0, (11-90)
D=0, z(t+A)D=0
Ce probléme d’évolution (11-90) peut étre considéré comme un probléme de complémentarité
linéaire. La forme générale d’un LCP (den Hertog, Roos, and Terlaky 1993) s’écrit :

LC(M,q): 0<x1l(Mx+q)=0 (11-92)
Un LCP consiste a trouver un vecteur x qui est a la fois faisable (c’est-a-dire vérifie les deux
inégalités) et complémentaire (c’est-a-dire Vérifie la loi de normalité x. (Mx + q) = 0).

Ce probléeme possede une solution unique, pour un vecteur q quelconque, si et seulement si la
matrice M est une P-matrice, ¢’est-a-dire que les déterminants de ses sous-matrices sont strictement
positifs (Cottle, Pang, and Stone 2009).

En écrivant la loi (11-90) sous la forme d’un LCP on obtient :

LC(M,Q): 0<D1(MD+Q)=0 (11-92)
tel que M = AtY.H' (D) et Q = —f(t) — At(Eyey€y + E1€,€1) Sont des scalaires.

L’équation d’évolution de I’endommagement est alors respectée pour Q quelconque (c’est-a-dire
pour une vitesse de déformation quelconque) et M strictement positif. Par conségquent on trouve une
condition sur la fonction d’adoucissement : H' (D) > 0.

11.6.1 Effet de la fonction d’adoucissement sur la réponse endommageable du
matériau

Afin d’investiguer 1’effet de la fonction H(D) sur les mécanismes qui peuvent apparaitre
pendant 1’évolution sur la surface seuil (11-80), on a étudié la réponse instantanée du modéle de
PTE. Cela est équivalent un modele de PTE sans aucune déformation visqueuse &, = & = 0. Ce
choix nous permet de discuter I’effet de H(D) sur la réponse du modele endommagée
indépendamment de I’histoire de chargement. Les équations du probleme deviennent :

o0 =(1—-D)E,e
1

(11-93)
Y = EEOEZ
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La loi de comportement écrite en vitesse et la condition de consistance (f = 0) s’écrivent :

6 = (1 —D)E,é — DE,e
E,eé =Y,.H'(D)D
La formulation du probleme en termes de vitesse permet d’obtenir a une relation entre la vitesse de
contrainte et la vitesse de déformation :

(11-94)

. 2HDD)\ . . _ .
o = ((1—D)—W>EOS—K&' (”-95)
ou K est le module tangent tel que :
2H(D
K= ((1 ~D) —ﬁ) E, (11-96)

Le signe de ce module déterminera le mécanisme subit par le matériau pendant 1’évolution de
I’endommagement :

si K > 0 : comportement durcissant

{si K < 0 : comportement adoucissant
ou le mécanisme d’adoucissement indique une diminution de la contrainte lors de 1’augmentation
de la déformation.

(11-97)

Dans cette thése on a proposé une fonction d’adoucissement de la forme :

HD)=(1-pD)% 0<pB<1l,a>0 (11-98)
Cette fonction vérifie les conditions : H'(D) > 0 et H(D = 0) = 1. Dans ce cas le module tangent
donné par (11-96) s’écrit :

B 2(1 —BD)

K—((l—D)—T E (11-99)

Le signe du module tangent est lié au signe de la différence entre deux fonctions N(a) et M(8, D)
données par :
{ N(a) =«
2(1-p8D)
M(B,D) = ———= 11-100
(B.D) =275 (11-100)

ksign(l() = sign(N — M)

ou N(a) est une fonction indépendante de ’endommagement D et M (B, D) est une fonction
croissante en D (pour B < 1). L’évolution de ces deux fonctions (pour a =2.5 etf =
0.8,0.9,0.95, 1) en fonction de I’endommagement est présentée sur la figure suivante :
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121 M(B =1.0)
-------- M(B =0.95)
ol M(B=0.9)
. M(B=0.8)
— N=a=25
5 g
=
)
[}
s 69
4_
2_

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Endommagement : D

Figure 11-9: Evolution des fonctions N (a) et M(B, D) de la fonction H(D).

On voit sur la Figure 11-9 un exemple des fonctions N(«) et M(B, D) avec des paramétres « et
qui permettent de passer entre le mécanisme d’adoucissement et de durcissement. En comparant la
position de la courbe N par rapport a la courbe M on peut dire:

e Poura < 2, on trouve un mécanisme d’adoucissement quelle que soit la valeur de § puisque
M (B, D) est une fonction croissante en D et sa valeur minimale égale & 2 (pour D = 0 et
B = 1). Dans ce cas N () est toujours au-dessous de M (B, D).

e Poura > 2etp =1, le seul mécanisme possible est le durcissement.

e Pour a>2 et g <1, le comportement du matériau évolue entre le durcissement et
I’adoucissement avec 1’évolution de 1’endommagement. Pour une valeur fixe de «,
I’augmentation de 8 conduit & une phase de durcissement plus large.

La fonction H(D) proposée permet donc de prendre en compte les mécanismes de durcissement et
d’adoucissement. Par conséquent, pour un matériau élastique endommageable, on peut savoir le
mécanisme subit par le matériau, pour un niveau d’endommagement donné, a partir du choix des
paramétres a et B de la fonction H(D) (11-98). En revanche, pour le modéle PTE, la viscosité du
modele va affecter la réponse de celui-ci ainsi que le moment de I’apparition des mécanismes
d’adoucissement et de durcissement pendant 1’évolution de I’endommagement. Cependant, 1’étude
présentée ici nous donne un apercu sur le comportement du modele pendant la phase
d’endommagement en fonction des parametres de la fonction H(D).

11.6.2 Application numérique

L’objectif de cette partie est d’examiner I’influence de la loi d’évolution d’endommagement
locale (11-81) sur la réponse du modele de PTE & des vitesses de déformation imposées.

Les parametres choisis pour le modele viscoélastique sont listés dans le Tableau I1-2. Le taux de
restitution d’énergie critique Y, est pris égal & 0.0005 MPa et les parametres « et 5 de la fonction
H(D) = (1 — BD)~* valent a 1.2 et 0.9 respectivement.
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Pour étudier la réponse du modéle PTE et sa dépendance a la vitesse de chargement. On a imposé
trois différentes vitesses de déformations (2e~*;5e™*;1e~3 s71). L’influence de ces vitesses sur

la réponse du modele est illustrée sur la Figure 11-10.

E,(MPa) 12500
E,(MPa) 5000
n(MPa.s) 5000
Tableau 11-2: Parameétres du modele viscoélastique de PTE.
3.5
|
3 |
2.5
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= 1
c
o
© 05
0
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Figure 11-10: Evolution de la contrainte en fonction de la déformation totale pour différentes valeurs de vitesse de
déformation imposée.

La Figure 11-10 montre que la nouvelle loi d’évolution d’endommagement (11-81) rendre compte
du comportement adoucissant pendant la phase d’endommagement (qui Se commence au niveau
des rectangles noirs) contrairement a la loi associée a la surface seuil f =Y —Y_. Cette derniére
conduit & une rupture brutale au moment de I’initiation de I’endommagement pour un chargement
a vitesse de déformation imposée. La rupture brutale a été également obtenue pour deux autres
modeles viscoélastiques endommageables de PT (Figure 11-11). L’étude analytique et les résultats
numeriques obtenus a partir de ces deux modeéles ne sont pas présentés ici.

&1 €1
—_— &0 - o
E, < > (1-D)E, < =

(a) (b)
Figure 11-11: Deux modeles viscoélastiques endommageables de PT qui ne sont pas basés sur le principe de contraintes

effectives.
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[1.7 Autres formes possibles de la surface seuil d’endommagement

On a montré, a partir de 1’étude présentée dans la section 11.6, que la dépendance de la
fonction seuil d’endommagement a la variable d’endommagement D permet de remédier au
probléme de rupture brutale au moment de I’initiation de I’endommagement lorsque la vitesse de
déformation est imposée. On peut également imaginer une autre forme de la loi d’évolution de la
variable d’endommagement telle que :

1 /Y\7 .
a (7(:) siYy > YC

0 SiY <Y,
ou t,,4 représente un parametre de fluidité visco-endommageable. Cette loi d’évolution s’écrit sous
la forme de la loi de normalité (I11-81) mais avec une fonction d’adoucissement dépendante de la
vitesse d’endommagement :

D= (11-101)

H(D) = (tpaD)"* (11-102)
On peut également imaginer une fonction d’adoucissement dépendante de la variable
d’endommagement et de sa vitesse D telle que :

H(D,D) = HD) + H(D) = (1 — BD)% + (r,D)"* (11-103)

Une comparaison entre les réponses du modéle de PTE — a vitesse de déformation constante égale
ale™3 s~1-obtenues avec les trois formes de la fonction d’adoucissement H est illustrée sur Figure
11-12 et Figure 11-13. Pour cette étude on a pris les parametres viscoélastiques du modele de PTE
comme ceux du Tableau I1-2. Les parametres de la fonction H(D) sont pris comme ceux du
probléme présenté dans la section 11.6.2 (¢ =1.2 et g =0.9), 7,4 €t q valent 1.5 et 2,
respectivement.

6 r

=—H(D)
e H (D)
V‘E)‘ > 3 "\,, — H (Dl D)

Contrainte [MPa]
w IS

N
T

2:5

temps [s]

Figure 11-12: Evolution de la contrainte pour trois différentes formes de la fonction d’adoucissement.

84



Chapitre II : Développement d’un modele d’endommagement local 1D basé sur le modele de
Poynting-Thomson
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Figure 11-13: Evolution de I'endommagement pour trois différentes formes de la fonction d adoucissement.

On remarque que les trois formes de la fonction d’adoucissement permettent de rendre compte
d’une réponse sans rupture brutale au moment de I’initiation de I’endommagement.

1.8 Bilan

Ce chapitre présente le développement unidimensionnel d’un modéle de comportement
viscoélastique endommageable (not¢ PTE) au niveau local. Il s’agit d’une premicre étape de ce
travail de thése qui dans les chapitres suivants s’intéressera, en particulier, a 1’écriture tensorielle
de ce modele, a sa régularisation par approche non-locale TLS et a son implémentation dans un
code de calcul par éléments finis.

La loi de comportement développée repose sur le modéle viscoélastique de Poynting-Thomson (PT)
dans lequel I’endommagement est introduit suivant le principe des contraintes effectives.
L’application des principes de la thermodynamique a ce modele permet d’établir des conditions sur
I’évolution des variables internes conduisant a un processus thermodynamiquement admissible.

Le choix d’un critere d’initiation de I’endommagement est ensuite abordé. On retient un critere basé
sur le taux de restitution d’énergie élastique qui doit permettre de rendre compte des observations
expérimentales faites sur matériaux bitumineux. La loi d’évolution de I’endommagement associée
a ce critere fait intervenir une fonction d’adoucissement H (D) qui permet d’obtenir, si on le souhaite
vis-a-vis du probléme étudié, une rupture non brutale au moment de [I’initiation de
I’endommagement, a vitesse de déformation & imposée. L’influence du choix de la fonction
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d’adoucissement (3 fonctions étudiées) sur la réponse du modeéle PTE a € donnée est finalement
discutée en fin de chapitre.

86



Chapitre III : Etude structurelle 1D de la réponse d’une barre & comportement viscoélastique
chargée en traction dans le cadre de I’approche TLS

Chapitre 111 : Etude structurelle 1D de la réponse d’une barre
a comportement viscoélastique chargée en traction dans le
cadre de I’approche TLS
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Chapitre 111 : Etude structurelle 1D de la réponse d’une barre a comportement viscoélastique
chargée en traction dans le cadre de I’approche TLS

[11.1Contenu et démarche

L’incorporation d’un modé¢le d’endommagement local dans un calcul structurel nécessite
de passer par des méthodes de régularisation. Ces méthodes, qui sont indispensables dans le cas des
matériaux adoucissants, servent a contraindre les solutions et a limiter leur forte dépendance au
maillage lors de calculs éléments finis EF (probleme de localisation des déformations). Parmi les
méthodes de régularisation, on trouve les modéles d’endommagement non-local pour lesquels les
critéres et lois d’évolution dépendent en un point donné des grandeurs locales et de leurs valeurs
dans un certain voisinage caractérisé par une longueur interne. L’approche TLS qu’on retient par la
suite rentre dans cette catégorie de modeles.

On va ainsi introduire ici le modéle PTE du chapitre précédent dans le formalisme de I’approche
TLS en unidimensionnel. L’extension au cas 2D est traitée dans le chapitre IV. On considére ainsi
le cas d’un barreau viscoélastique endommageable soumis & un chargement de traction. On établit
dans un premier temps la réponse du probléme en vitesse qui permet de discuter de I’existence de
solutions a allongement croissant du barreau. L’étude plus spécifique de la solution au moment de
I’initiation de I’endommagement fait ressortir des propriétés a donner a la fonction d’adoucissement
de fagon a satisfaire les conditions que nous nous sommes définies au chapitres I.

La réponse de la barre en phase d’endommagement est obtenue de maniere incrémentale par
intégration de la solution du probléme en vitesse. On vérifie que la solution respecte les deux
conditions C1 et C2 définies en fin de chapitre | pour toutes vitesses de chargement (ou
températures).

Les calculs développés pour le modéle PTE sont ensuite étendus au cas d’un modéle a spectre de
fluage plus riche (modéle de Kelvin-Voigt généralisé).

Les solutions développées dans ce chapitre servent par la suite de référence pour la validation de la
résolution plus générale par éléments finis des problémes viscoélastiques endommageables par TLS
(chapitre V).
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[11.2Formulation 1D non locale du critere d’endommagement du
modele PTE suivant I’approche TLS

L’objectif de cette section est de transformer le critere d’endommagement local de la loi de
comportement PTE en critére non local dans le cadre du formalisme TLS. Ce passage est réalisé en
1D dans ce chapitre, ce qui permet en méme temps d’avoir une vision simplifiée de I’approche TLS.

Rappelons la loi d’endommagement locale avec fonction d’adoucissement :

f=Y—-—HD)Y,<0;, D>0; fD=0 (111-1)
L’approche TLS repose sur la régularisation du critére d’endommagement sur une bande

d’endommagement d’épaisseur [ comprise entre O et la valeur maximale [, qui est une longueur
caractéristique d’entrée du probléme. Cette régularisation est basée sur :

e La limitation du gradient spatial de I’endommagement en reliant la variable
d’endommagement a une fonction de distance signée ¢. Celle-ci représente la distance
minimale séparant un point (qui se trouve a I’intérieur de la bande endommagée) du front
d’endommagement I, (frontiére entre zones saine et endommageée) défini par ¢ = 0. Par
construction |Ve| = 1. En supposant I, positionneé en x = [ et la zone endommageée en x <
[, alors ¢ =1 — x. La valeur maximale [ de ¢ est alors atteinte en x = 0. Lors d’une
évolution le taux d’endommagement sur le segment [0, [] est donné par D ,, (¢)¢ soit encore

—D'(x)I. La relation entre ¢ et D est donnée par un profil d’endommagement croissant
D(¢), un paramétre du modele TLS (Figure 1-44).

Une relation entre la vitesse du front T, et la variable non locale Y. Celle-ci est prise égale a la
moyenne pondérée par la fonction poids D,(¢) (ou ce qui revient au méme ici D'(x) =
D,x(go(x)) = —D,(p(go(x))) de la variable locale Y sur 1’épaisseur de la bande endommagée
(Bernard et al., 2012) :

l
_ Y(x)D'(x)dx
Y:f" l( D) (111-2)
J, D' (x)dx
De la méme maniére on peut définir les quantités non locales suivantes :
l - l
- Ddx ____ H(D)D'dx
D=f° ; H(D =f°(—) (111-3)

L, I
J, dx J, D'dx
L’ensemble des équations (I11-2) et (I1I-3) conduisent a 1’égalité suivante entre dissipations

d’énergie locale et non locale dues a I’endommagement (Lé et al. 2018) :
!

f YDdx = 17D (111-4)
0
De plus, compte tenu de la relation D = D'(¢)¢ et ¢ = i= quantité indépendante de x :

l l
le(D)D dx =H(D) ¢ f D'dx = H(D) fDdx =1HD)D (111-5)
0 0

0

Les deux conditions Y — H(D)Y, < 0 et D > 0 impliquent alors :
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[,(Y = H(D)Y,) D'dx

=Y-Y.HD) <0 11-6
folD’(x)dx (D) = (111-6)
et
%flbdxzﬁzo (111-7)
Par ailleurs : ’
flfD dx = fl(y — Y,H(D))Ddx = I[Y — Y,H(D)]|D (111-8)
D’ou puisque fD =0 0: ’
[V - Y. HD)]D =0 (111-9)

Au final, on obtient donc la forme non locale de la loi d’évolution d’endommagement (I1-81) qui
sera retenue par la suite :

F=Y-Y.HD)<0; D>0; fD=0 (111-10)

En considérant la fonction ¢(x,t) = I(t) — x et en notant @(t) = ¢ .(x,t) = i(t) la relation ci-
dessus peut se réécrire en fonction de ¢ sous la forme que 1’on retrouvera plus loin en 2D le long
des normales au front :

f=Y-YHD)<0; $ =0; fp=0 (11-11)
Celle-ci découle de la relation :
l
t D(0
= l]Ddx = l] oP(D)dx = J (p() D,dx —pr(t) (1-12)

0 0
avec D(O) > 0.

Il est & noter que dans le cas de la fonction linéaire D (@) = ¢/I., I’expression de f se simplifie en :

f= lfY(x)dx——fH(D)dx = lfY((p)d fH(D)d(p (1-13)

Sans changer de notation, on peut ainsi conS|derer la fonction de charge suivante :

l

l
f=|Y(p)de—Y, | HD)de (111-14)
[rio-rz |

0
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[11.3Probleme de barre a comportement PTE en traction

Afin d’aborder 1’é¢tude de la réponse d’un milieu viscoélastique endommageable en
approche TLS, on considere le probleme de traction directe 1D sur une barre a comportement PTE.
Commencons par étudier la formulation du probléme en vitesse qui nous permettra de discuter du
choix des parametres du modele TLS et de leurs effets sur la réponse de la barre.

La barre de longueur L est supposée encastrée en x = 0 et soumise a I’instant t & une vitesse de
déplacement imposée U en x = L.

On suppose que I’endommagement s’initie a I’encastrement et que dans le cadre TLS la zone
endommagée a I’instant ¢t est comprise entre x = 0 et x = [(t) avec I(t) < l.. Le segment [I(t), L]
est quant a lui supposé sain (D = 0).

< le > U
F E D=0 -
S, L :

Figure I11-1: Barre en traction 1D, développement d'une bande d'endommagement d'épaisseur [(t) a l'instant t.

A Dinstant t, la fonction de distance signée ¢(x, t), calculée au point d’abscisse x est égale a la
distance séparant ce point du front d’endommagement d’abscisse [(t), soit : @(x,t) = I(t) — x. La
position du front d’endommagement est définie par le zéro de la fonction ¢ a I’instant t.

Pour le probléeme en vitesse, les valeurs des champs de déplacement, déformation, contrainte,
endommagement sont considérées connues a I’instant t pour x € [0,L]. La résolution de ce
probléme consiste a calculer les champs de vitesse de ces mémes quantités a I’instant ¢ (Figure
I11-2) et au final & calculer par intégration I’évolution d’ensemble de 1’état de la barre. Le probléme
en vitesse peut étre éventuellement résolu de fagon semi-analytique par discrétisation spatiale.

Tandis que I’intégration temporelle peut étre faite par discrétisation par rapport au temps (Figure
11-3).
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G?
§ =1{D?
£,7

Contrainte

Déformation

Figure I11-2: Probléme en vitesse : détermination de I’évolution de I’état de la barre a l'instant t.

Etat de la barre connu d l Résolution du probléme en vitesse Intégration temporelle par
linstant t avec discrétisation spatiale discrétisation en temps

Figure 111-3: Stratégie pour résoudre le probleme mécanique.

Il est a noter que le probléeme en vitesse permet de détecter les instabilités (ex. snap-back) de la
réponse de la barre en cours d’endommagement, notamment lors de pilotage a force ou déplacement

impose.

[11.3.1Equations du probleme en vitesse

On suppose d’emblée 1’existence d’une zone saine et d’une zone endommagée. L’évolution
avant initiation de I’endommagement s’en déduira en faisant [(t) = 0.

On omet dans les notations ci-dessous la dépendance en temps des différentes grandeurs (ex. [(t) =
[). On cherche a exprimer I’ensemble des relations régissant les évolutions des champs : u(x, t),

£(x, t), €(x, b)), & (x, t), 6(x, 1), D(x,t) et de la position i(t) du front.
Nota : on considére D comme une fonction de x a travers la relation : D(x) = D(<p(x)).
Sur I’ensemble de la barre (zones saine et endommagée), on a les équations suivantes :

Conditions limites cinématiques :

2(0) =0 (111-15)
w(l)=U (111-16)

Compatibilité cinématique :
£ =1, (111-17)
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L -
Jédle] (111-18)

En supposant I’absence de forces de volume, I’équation d’équilibre conduit a un champ de
contrainte homogene dans la barre a tout instant, soit :

ox)=o0 (1-19)
6(x) =6 (111-20)
Loi de comportement (décomposition des déformations) :
§=¢y+ & (111-21)
Y = %Eoeg + %Elef (1-22)
Y = Epeoy + E1 646, (111-23)

Dans la zone saine (pour I < x < L) on a de plus :

D = D = 0 et la relation de comportement :

o

0 = = 111-24
€o E, ( )
P _9 _&a (111-25)
! Eit 7T
R < < (111-26)
E-hTA E, Et
D’ou en particulier la relation entre g et € :
6 = Eyé + 6@ (1-27)
snd — Eofo 9
avec 6, = - (81 El)
Dans la zone endommageée (pour 0 < x <) :
La dérivée de 1’équation (11-29), par rapport a t s’écrit :
. B . . () — SHD@E0() ]
6 =—=D(x)Eyey(x) + (1 D(x))Eoeo(x) = &y(x) D) (11-28)

Ce qui donne I’expression de la vitesse de déformation &,(x) en chaque point de la bande
endommagée connaissant ¢ et D.

A partir de I’équation (11-29),, on déduit I’expression de la vitesse de déformation &; pour I’unité
de Kelvin-Voigt :

a £(x)
E;t(1 —D(x)) T

& (x) = (111-29)

On en déduit la relation :

6 + D(x)Eygo(x) o 3 & (%)
(1-D)E, Et(1-D(x)

£(x) = &, (%) + & (x) = (111-30)

Considérons dans la suite des calculs le profil d’endommagement linéaire D(¢) = ¢/, soit :

I(t) —x
le
D(x,t) =0 pour x > I(t)

D(x,t) = pour x < [(t)

(11-31)
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La condition de charge dans la zone endommaggée s’écrit donc :

l l
f= f Y(x)dx — f Y.H(D)dx =0, D>0 (111-32)
0 0
La dérivée par rapport au temps t de £ conduit & la condition de consistance suivante :
d [t a [t .
— =— 111-33
Tt <JO Y(x)dx) 3 (L YCH(D)dx>l ( )
soit :
oL .
Y(x =Dl +f Y(x)dx =Y. H(D(x = 1))+ l—f Y.Hpdx (11-34)
0 cJ0

Or pour x = I, le critere local f =Y — Y.H(D) est nul. D’ou :

L i
] Y(x)dx = —j Y.Hpdx (111-35)
0 leJo =

ou encore comme D = i/, :
. l l
Dj YCH,Ddx = j (EOEOéO + Elglél)dx (“I‘36)
0 0

Aprés le remplacement des expressions de &, (111-28) et &; (111-29) dans 1’équation (111-36), on
obtient :

l & ol € 1 01
Jo ((1 - D)) dx zh ((1 —10)) dx =z Fer®dx
l Ey&y? l Ey&y?
fo (YCH,D - 10_00) dx fo (YCH,D - 10—0D> dx

L’équation (111-37) fournit une relation entre la vitesse d’endommagement D (ou vitesse de front)
et le taux de contrainte 4.

(11-37)

En notant :
l
€o
= 111-38
A J;)l—Ddx ( )
B—fl g (111-39)
“L1i-p ™
l
C= .[ Eig% dx (111-40)
0
L l_ X Eogoz
= - 1-41
G L(YCH,D< 5 ) 1_D>dx (111-42)
1’équation (111-37) prend la forme suivante :
. A oB—-C
= ¢— 11-42
D GG + C ( )

ou les scalaires 4, B, C, G sont connus a 1’instant ¢.
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L’expression (I11-42) permet d’éliminer D dans 1’équation (111-30) et de trouver une relation entre
¢ — € indépendante de la vitesse d’endommagement en chaque point de la zone endommageée :

(- pw)E) . E((1-D@)a@-F - aw lo8 - )
T oo | EX

(11-43)
Cette relation a la forme d’une loi élastique avec contraintes initiales (exprimée en termes de
vitesse) :

0 =E(x)é+ d,(x) (11-44)

ou E et g; sont des quantités connues a I’instant t données par :

— D(x))E,
E@) ‘—1  Fato) 4 (111-45)
et
g (-p@)a @ - - a0 T
op () = NG, (111-46)
+ ==

Cette relation avec celle de la zone non endommagée va permettre de résoudre pour la barre le
probléme en vitesse sous forme d’un calcul structurel élastique avec contraintes initiales.

Dans la zone endommagée, on a donc :

— Gy (x)
=—" 11-47
{00 =705 (111-47)
Dans la zone non-endommagée homogéne :
. _0—dy?
- h 111-48
e=—f ( )

Une comparaison avec la relation ¢ — € obtenue dans la zone endommagée et non-endommagée est
présentée dans le Tableau Il1-1.

zone endommagée zone saine

6 = E(x)é(x) + 65(x) 6 = Egé + 6

Tableau I11-1: Loi de comportement dans la zone saine et endommagée.
Par intégration spatiale de & sur le domaine [0 ; L] on obtient :
Lodx Lo, (x) dx — Gl .
o"f —f 2 (%) +(L— ) i =U (111-49)
o E(x) o EM) Ey

Finalement, on arrive a 1’expression (I11-50). Elle nous permet de déterminer 1’évolution de la
contrainte dans la barre soumise a la vitesse de déplacement U en x = [ :
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165, (x) dx opd
U+ hE() + (L =D 11:50)
T [ Tl

0E(x)

ou les intégrales figurant dans 1’équation (I11-50) sont connues a I’instant t. Pour simplifier les
écritures, posons :

Uh(x)dx
M = f TEG) (111-51)
Ldx
= 111-52
V- 5w (152

L’équation (I11-50) prend alors la forme suivante :

. O.nd

U+M+(L-DF—
0

—1

Ey

(111-53)

o=

N+L

Résolution suivant les modes de pilotage

A vitesse de déplacement imposée U en x = L, on vient de voir le calcul de la vitesse de
contrainte dans la barre ¢ a partir de 1’équation (111-53). Ensuite, la vitesse d’endommagement D (ou
la vitesse du front d’endommagement [) s’obtient a partir de 1’équation (111-42). Une fois ¢ et D
calculés, on trouve les vitesses &, et &, sur toute la barre a partir des équations (I111-24)— (111-30).
En conséquence, on déduit le champ de vitesse de déformation ¢ = £, + £;. On obtient ainsi toutes
les dérivées temporelles des champs a I’instant ¢.

A vitesse de force F imposée, on peut calculer la vitesse ¢ par la relation ¢ = S ou Sestla

section de la barre. Dans ce cas on obtient directement la vitesse d’endommagement D (ou du front

[) a partir de I’équation (I11-42). Les autres étapes de calcul des champs (&, £;, £) sont comme celles
du probleme a vitesse de déplacement imposée.

Théoriquement, pendant la phase d’endommagement on peut également envisager un
chargement & vitesse de front d’endommagement imposée [ . L’intérét de ce type de chargement
réside dans 1’obtention par intégration en temps d’une solution continue permettant de passer les
points a tangente horizontale (instabilité du pilotage en force) ou verticale (instabilité du pilotage
en déplacement, snap-back) de la courbe F(U).

Pour résoudre le probléme en vitesse pour ce type de chargement, on calcule tout d’abord la vitesse
d’endommagement (D =i/1,). Ensuite, I’évolution de la vitesse de contrainte & est obtenue & partir
de I’équation (111-42). A la fin les vitesses (&,, £;, €) sont calculées comme présenté ci-avant.

Les algorithmes de calcul sont détaillés dans la section 111.3.4.
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111.3.2Etat de la barre au moment de I’initiation de 1’endommagement et
discussion

Au moment de I’initiation de 1’endommagement noté t9, on se trouve sur la surface de
charge avec les conditions suivantes :

l=0;D=0;D¢O;Y=YC (111-54)
Dans ce cas, en utilisant la régle de I’Hopital pour [ — 0 la vitesse d’endommagement est déduite
de I’équation (I11-37) :

. 1 1({ted+0e —Eg?
p=—=-( 0100 0 (111-55)
. T\ Y.HY —Eye,?
avec H) = Hp(D = 0).
De la méme facon, pour D = | = 0 I’équation (I11-43) conduit a :
¢ = E(x)£(0) + 6y, (111-56)
avec :
Y.H% — E &,?
E(x) =cst = EO%
Vel (11-57)
|5 = Eo(Ei&1 — 0 ) (Y H) — Eggo® + Eq£1€)
" TE Y HY

ou gy, est un terme qui dépend de 1’état de la barre au moment de I’initiation de I’endommagement.

Au moment de Iinitiation de 1’endommagement, regardons la condition D > 0 pour les modes de
pilotage & U imposé ou [ imposé. Examinons en méme temps le signe de ¢.

Pilotage & U imposé croissant

Pour t3*, on conserve la relation ¢ = U/L qui prévalait avant endommagement sur la barre
encore intacte et homogeéne. Le taux de contrainte ¢ reste donc égal a sa valeur en ¢t~ donnée par :
¢ = E,U/L + 6/**. Autrement dit la courbe F(U) est continue et dérivable en t2. En cet instant, ¢
et &, &y, € sont positifs comme aisément vérifiables pour un élément de PT soumis & un chargement
monotone croissant. Le numérateur :

Num = Tgod- + 0-81 - Elglz =T 806- + E1T glél (“I‘58)
de D est dans ce cas positif et le signe de D dépend donc de celui du dénominateur :

1
Denom =Y .HY — Eye? = E(EOSOZ + E1e,2)HY — Egey? (111-59)
D’aprés cette expression, une condition suffisante (mais exigeante) pour assurer D > 0 pour toute

vitesse de chargement U > 0 est d’avoir H} > 2. En effet pour des vitesses tendant vers 1’infini,
& — 0 etdonc Denom = E,&,? G H,% — 1) > (0 pour H,(L)) > 2.

En envisageant a I’opposé une vitesse de chargement tendant vers 0, Denom prend la valeur :

1 2

Denom =Y.H) — Eg&% = 5(

A PP (111-60)
E, E,) " E

97



Chapitre III : Etude structurelle 1D de la réponse d’une barre a comportement viscoélastique
chargée en traction dans le cadre de I’approche TLS

qui conduit & la condition nécessaire, moins exigeante que la précédente, H9 > 2/(1 + ?) pour
1

assurer D > 0 atd*.

On rappelle toutefois que ces considérations qui assurent la condition Denom > 0 ne sont valables
qu’a I’initiation de I’endommagement. Elles ne permettent pas nécessairement de borner
ultérieurement D pendant la phase d’évolution de I’endommagement et de garantir a tout instant
I’existence d’une solution a pilotage U imposé (les instants auxquels ’existence de solution
disparait peuvent étre interprétés comme donnant lieu a une rupture brutale pour ce mode de
pilotage).

Pilotage & I imposé croissant

Dans ce cas, la condition D > 0 est vérifiée par nature puisque D = /1. L’équation (I11-37)
fournit le taux de contrainte ¢ a I’instant t3* :
Y.H —Epe,2 1 1
A — = (gg, — E.&.2 11-61
o & . e, (o0& 1819) ( )
qui n’est donc plus en général égal a la valeur ¢ = EU/L + 6** en t3~. Il n’y a donc plus de
condition spécifique a imposer sur HY autre que H) > 0.

Par ailleurs, on peut montrer que F(U) n’est plus nécessairement C,; (dérivable) en t3. En effet en
notant [¢] le saut du taux de contrainte a t3, soit :

6t =6+ [4] (111-62)
le saut de vitesse en extrémité de barre est donné par :

L[6]
3 (111-63)

en remarquant que seule la déformation ¢, réagit instantanément au saut de ¢ pour la barre encore

Ut=U"+

intacte (&, = (Ei — 81) /T est indépendant de ¢). D’ou la différence de pente :
1

+ - 4 - HH(U_—E)
AR o B

qui est non nulle en général en viscoélasticité.

I11.3.3Réponse de la barre par résolution numérique du probléme en vitesse

On a développé un premier programme pour calculer numériquement la réponse de la barre
en nous appuyant sur la solution analytique du probléme en vitesse. Ce dernier est résolu par
discretisation spatiale du segment [0, L] ; I’état de la barre a chaque instant est obtenu par intégration
numerique en temps des taux d’évolution des différents champs issus du probléme en vitesse.
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[11.3.3.1 Discrétisation spatiale

Faisons le choix suivant des variables d’état de la loi PTE locale (Tableau 111-2):

Variables observables Variables internes
& &

D

Tableau 11-2: Variables d’état du modéle de PTE.

La déformation ¢, du ressort isolé est déduite de la déeformation ¢ et de la déformation ¢, : g, = € —
;. L’ensemble de ces champs ainsi que la valeur de ¢ a I’instant t doivent étre conservés pour le
calcul incrémental de la réponse de la barre au temps suivant ¢t + At.

La discrétisation spatiale du domaine [0, L] va permettre de :

1- Calculer les intégrales (111-37) — (111-53) par la méthode des rectangles

2- Calculer les taux des différents champs et leur cumul dans le temps (1 < e < n)

3- Gérer ’avancement du front d’endommagement que 1’on fait coincider avec les nceuds du
maillage par un choix adéquat des pas de temps successifs

Le segment [0, L] est découpé en n éléments S, de méme longueur Ax (intervalles [x,, x,41] =
[(e — 1)Ax, eAx]). On note n, le nombre d’éléments variable en fonction des incréments de temps
de la zone endommageée (1 < e < ny, 0 < x < | = nyAx). Dans les applications la valeur limite [,
de [ est choisie comme un multiple de Ax : I, = n Ax.

Les champs de déformations et d’endommagement sont supposés constants par élément.

A titre d’exemple, I’intégrale figurant dans 1’équation (111-38) approximée par la méthode des
rectangles donne :

Na

ng
1
€o €o €o,e
. d z} Ay = £ A 111-65
J(;l—D x 11_D|Se x 1-D, X ( )
e=

e=1

0U &y, €t D, sont les champs de déformation et d’endommagement de 1’¢lément S,.
L’endommagement dans un élément (S,) est détermine en se basant sur :

e Le choix du profil d’endommagement D(¢p) = D, = D(¢(x,)), éq. (111-31)

e Le calcul de la fonction de distance signée ¢, approximée par sa valeur ¢(x,) (distance
séparant le nceud gauche d’un €lément S,, et le front d’endommagement (Figure 111-4)). Pour
un front d’endommagement situé en [ = nyAx a I’instant ¢, la valeur de ¢ pour le segment
S, est donné par :

o Six,<l=2>¢px)=epx,)=1—x,
o Six,>l=2¢9px)=0

Ce choix permet d’assurer la condition ¢ = [ sur S; et notamment pour x = 0. En particulier,
D(x =0) =1pourl =1..
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X
I_> CP(Xe) . )
b'Sl S, i U
¢ o © @ ¢ ©¢ ¢ e © ® © ©® o © ¢ © ommm)
T 1= ngAx g

Neeud sur le front
d’endommagement

Figure I11-4: Discrétisation spatiale de la barre.

111.3.3.2 Discrétisation temporelle

L’intégration en temps d’une fonction temporelle X (t) est basée sur le schéma d’Euler
explicite :

X(t+ At) — X(¢t)

At
ou At est I’incrément de temps entre les deux instants de chargement t; et t;,, = t; + At. Celui-ci
fournit la valeur X(t + At) = X(t) + X(t)At connaissant At, X(t) et X(t) issu de la résolution du
probléme en vitesse. Cette relation est utilisée pour tous les champs et en tout nceud. De fagon a
faire avancer le front d’endommagement d’un élément a chaque pas de temps, At est calculé en
fonction de la quantité [ du probléme en vitesse : At = Ax/i. Pour s’assurer d’une bonne précision
de calcul, on cherche a avoir At < t (temps caractéristique t de ’amortisseur ) ce qui impose un
choix de Ax tel que : Ax < It.

Xt ~ (111-66)

111.3.4 Algorithmes de calcul & U ou [ imposé

L’algorithme du logiciel développé en 1D repose en premier sur un pilotage a déplacement
d’extrémité de barre U(t) imposé. Ce mode de pilotage est maintenu tant qu’il permet de vérifier
la condition D > 0. L’absence de solution au-dela peut étre interprétée comme donnant lieu & une
rupture brutale de la barre a cet instant ¢, pour U imposé. Néanmoins de fagon a étendre la réponse
théorique F(U) de la barre (snap-back) pour t > t,, I’algorithme est programmé ensuite a vitesse
de front d’endommagement [ imposée. En viscoélasticité, ce mode de pilotage conduit & autant de
réponses différentes que de vitesses [ imposées. Par choix, on considére ici que des vitesses I élevées
ne mettant en jeu que le ressort E, de la loi PTE et ne conduisant qu’a des calculs élastiques
endommageables. Dans ces conditions, le calcul peut étre mené a accroissement Al fixé (Al = Ax
par incrément de calcul) permettant de s’affranchir du choix de la vitesse physique { d’avancée du
front.

1" mode de pilotage : a vitesse de déplacement imposée U

Pour simuler des conditions courantes d’essai, le déplacement U (t) est supposé linéaire en
fonction du temps : U(t) = Ut avec U constant.

100



Chapitre III : Etude structurelle 1D de la réponse d’une barre & comportement viscoélastique
chargée en traction dans le cadre de I’approche TLS

La Figure 111-5 détaille I’algorithme utilisé pour calculer I’ensemble des champs inconnus a I’ instant
t + At pendant la phase d’endommagement.

Calcul viscoélastique avant
endommagement

Y
Chargement U imposée
. Champs connus a l'instant t

£(t), &1(6), U(t)

|

Calcul des intégrales
A,B,C,G,MetN

-

i

Calcul de 6
Equation (I1I-53)

Calcul de D Equation (I11-42)
Calcul | = D1,

Chargement a I imposée
Figure I1I-7

Oui

Calcul de At
At = Ax/(Dl,)

Mise a jour et stockage
I(t+At) = I(t) + Ax
& (t + At) e(t + At)
eq.(I1-24, II1-26, I11-29, I11-30, I11-66)

Figure 111-5: Algorithme de calcul pour un chargement du type vitesse de déplacement imposeée.

2°™ mode de pilotage : a avancement de front Al imposé

Ce mode de pilotage est utilisé pendant la phase d’instabilité du pilotage en U. Comme déja
mentionné, on suppose ici que les phénomenes sont rapides et que le comportement local du
materiau est élastique endommageable associé au module E,. Ceci revient dans les équations a faire
tendre t vers I’infini. Les équations du probleme en vitesse deviennent alors :

. Ax
D = T (en prenant At = 1) (1n-67)
c
GD
= — 111-68
6= (11-68)
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£(x) = % dans la zone endommagée (111-69)
E(x) = Eiodans la zone non endommagée (1-70)
&, (x) = 0 partout (1-71)
. L—1
U=<N+ )a (11-72)
E,

L’algorithme de résolution est présenté sur la Figure I11-6. L’utilisation de cet algorithme sera
présentée dans le paragraphe I11.5.

. )
Chargement: l imposée
Champs connus a l'instant t

(1), &(0), 1(D)

\

Calcul des intégrales
AG

&

Calcul de D
D = Ax/l,

}

Calcul de 6
Equation (III-68)

|

calcul de €, U
Equation (ITI-69-70-72)

/

Calcul de
I(t +At) = I(t) + Ax
g (t+ At) = &(0)
s(t+ At) = (t) + € (puisque At = 1)
U(t + At) = U(t) + U (puisque At = 1)

Figure I11-6: Algorithme de calcul pendant la phase d’endommagement a avancée de front imposée.

[11.4Extension du comportement matériel de la barre a un modeéle
viscoélastique de Kelvin-Voigt genéralise endommageable

Des résultats de la littérature montrent que le modéle viscoélastique de Kelvin-Voigt
généralisé a une dizaine d’éléments (de 10 a 15 éléments) est capable de modéliser le comportement
des matériaux bitumineux pour une large gamme de températures et de vitesses de chargement
(Olard and Di Benedetto 2005)(Olard 2003)(Di Benedetto et al. 2001a)(Lee 1996). En fait, ce type
de modéle peut étre vu comme une décomposition spectrale finie et approchée de la fonction de
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fluage du modele de Huet qui permet de bien simuler la réponse des EB (De La Roche 1996)(Neifar
and Di Benedetto 2001)(Olard and Di Benedetto 2003)(Nilsson, Isacsson, and Hopman 2002).

On obtient ainsi une généralisation du modele de PT pour les enrobés bitumineux (Figure I11-7).
Les éléments sont caractérisés par les couples (E;, n;) définissant les temps caractéristiques t; =
n;\E;. La détermination de ces paramétres a partir d’une fonction de fluage donnée a été vue en
bibliographie (cf. 1.4.3). Le principe d’équivalence temps-température important pour ces matériaux
peut étre simplement obtenu en faisant dépendre les amortisseurs n; (ou les temps caractéristiques
7;) d’une méme fonction multiplicative de la température a(@). Le couplage thermomécanique est
achevé en se basant sur le principe d’équivalence temps-température PETT présenté dans le chapitre
I (cf. 1.3.2.2).

Le temps caractéristique t; de 1’unité de Kelvin-Voigt a une température 6 est donné par :
7,(0) = a(0)Tirer (111-73)
ou T;,.r €st le temps caractéristique de I’élément de Kelvin-Voigt pour une température de

reférence 6,.r et a(6) est le coefficient de calage temps-température (appelé aussi facteur de
translation).

A
v

11 11 1]

4] i a1

My UF; i
4+—> 4+ —r 4+—>

En € €1

Figure 111-7: Modéle de Kelvin-Voigt généralisé a n unités de Kelvin-Voigt.

L’avantage de la stratégie adoptée pendant le développement analytique — approche incrémentale
basée sur variables internes — réside alors dans sa simplicité d’extension a de tels modeles de
comportement généralisés. Il suffit de considérer comme variables internes ¢; toutes les
déformations des eléments de Kelvin-Voigt (Figure 111-7).

Les lois d’état pour le modele de Kelvin-Voigt généralisé sont :

o = (1—D)E,g, (11-74)

o = (1 —D)E;(g; + 1;¢;) néquations (i = 1:n) (1-75)
n

s=60+28i (111-76)
i=1

1 n
Y =5 Eoco® + Z E&; (I-77)
i=1

Pour introduire I’endommagement on s’appuie a nouveau sur le principe de contraintes effectives.
Ce principe conduit a I’expression de 1’énergie libre de 1’équation (111-78).
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n
E=(1- D)E(E &7 +ZE.5.2) (111-78)
2 0c0 i<l
i=1

En suivant la méme méthodologie que celle du paragraphe 111.3.1, une extension des parameétres
B, C ... convenable dans les équations (I111-38)— (I11-41), (111-51) et (111-52) nous permet de résoudre
le probléeme de propagation du front d’endommagement dans la barre a partir de 1’algorithme
détaillé sur la Figure 111-5. Les termes & modifier sont les suivants :

B:Z%f()l((liiD))dx (111-79)

i=1
L
C= Zf—j & 2dx (111-80)
L Z%(Eigi — o) (11-81)
o, (x) dx (111-82)
M= ] TEG)

() _ o[ 1 [6 B —C]
ECo (- D)<(1 D)Z<> Z(ﬁ) —SoT> (111-83)

L’autre changement qu’on doit apporter a I’algorithme présenté dans ce chapitre est 1i¢ au stockage
des variables internes associées aux unités de Kelvin-Voigt (g; ,i = 1: n).

L’algorithmique de traitement de ces équations n’est pas présentée dans ce manuscrit. Son
implémentation dans le code C++ 1D de la barre a été validée par comparaison avec le cas PTE en
ne conservant qu’un élément de Kelvin-Voigt dans le modéle de comportement généralisé.

La partie suivante est dédiée aux applications numériques dont le but principal est d’étudier 1’effet
de la vitesse de chargement et de la température sur la réponse de la barre. L’étude de I’effet des
paramétres du modele TLS (H (D), L., D(¢)) est reportée au chapitre suivant qui aborde le probleme
en 1D et 2D par €léments finis.

[11.5Application numerique : Modélisation de I’essai de traction directe

On étudie dans cette partie la réponse de la barre sous différentes conditions de chargement.
On examine d’abord le cas PTE avant de traiter le cas de Kelvin-Voigt généralisé endommageable.

Les résultats sont comparés sous I’angle qualitatif aux observations faites en laboratoire sur 1’essai
de traction direct pour EB effectué a différentes vitesses de déplacement imposées. En particulier,
nous nous intéressons au caractere fragile/ductile de la réponse de la barre en fonction de la vitesse
de chargement.

111.5.1Loi PTE et réponse & U imposée

Soit une barre de 800 mm de longueur tirée en traction a vitesse de déplacement constante
U. Cette barre est supposée constituée d’un matériau viscoélastique endommageable a
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comportement PTE. Les paramétres du modele viscoélastique sont choisis selon le Tableau I11-4
sur la base du comportement d’un EB (voir plus loin).

Pour le mode¢le d’endommagement TLS, on a choisi une longueur caractéristique [, = 80 mm et le
profil d’endommagement linéaire: D(¢) = ¢@/l.. L’autre choix porte sur la fonction
d’adoucissement H (D). Pour cette étude, on a adopté la forme suivante :

1
H(D) = m (|||-84)

aveca > 0et0 < B < 1. H(D) vérifie la condition H(0) = 1 et est croissante. En effet, sa dérivée
donnée par :

ap
(1 —_ ﬁD)a+1
est positive. En particulier pour D = 0, H,(0) = af.

Hy(D) = (111-85)

Les valeurs a et B prises dans cette section figurent dans le Tableau I11-3. La valeur de g < 1
permet de borner la fonction H(D) et sa dérivée en D = 1. Les valeurs retenues pour a et 8 vérifient
de plus la condition aff > 2 qui rend le modéle viable sans rupture brutale, a I’initiation de
I’endommagement pour toute vitesse de chargement.

Contrairement aux propriétés rhéologiques du Tableau Il1-4, le choix des parametres du modele
TLS ne résulte pas a ce stade d’essais de laboratoire.

l. (mm) 80
Y.(MPa) 3.00E — 05
a 3
B 0.9

Tableau I11-3 : Paramétres du modele TLS.

Concernant les parameétres du modele viscoélastique de PT, ils sont choisis afin d’avoir les
propriétés suivantes (caractéristiques des ordres de grandeur d’un enrob¢ bitumineux a température
ambiante) :

e Un module de rigidité équivalent |E*| = 10*MPa pour une fréquence de 10Hz
e Un angle de phase n = 30°

Connaissant la fréquence f = w/2m et le module de rigidité E = |E*| et en se donnant le ratio b =

E \ . R . . Yy .
E—1 = 0.4, le probléme se résume a la résolution de I’équation (111-86) pour le calcul de T et aux
0

calculs de E,et E; donnés par (111-87) et (111-88).

2(bw)? — 1 (tgb(("n)) +b(1+b) =0 (111-86)
E, = —tg(m)b(1 + b) +Ttl:i)(n)(b + 1)? + thw Ecos(n) (111-87)
E, = bE, (111-88)

On obtient en 1’occurrence les valeurs suivantes :
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i 7(s) E;(MPa)
0 - 14000
1 2.59E — 02 5600

Tableau I11-4: Valeurs des paramétres du modele viscoélastique de Poynting-Thomson considérés par la suite.

11.5.1.1 Stabilité de [’algorithme vis-a-vis des discrétisations temporelle et spatiale

On a commencé par tester 1’effet sur les résultats numériques de I’incrément de temps At et
du pas de discrétisation spatiale Ax. La vitesse de déformation moyenne imposée est égale a U /L =
2.1073s71,

La Figure 111-8 montre la superposition quasi-parfaite des courbes a(%) pour trois différents pas de

;e . . At . e N
temps. Une bonne précision de calcul est obtenue pour un ratio - inférieur a 1/10.

La Figure 111-9 montre la superposition quasi-parfaite des courbes (%) pour différentes valeurs de
Ax. Une convergence dans la réponse de la barre est obtenue pour un ratio I./Ax supérieur a 10.

Les carrés noirs et les croix noires présentés sur ces deux figures indiquent le moment d’initiation
de ’endommagement et le moment de la rupture, respectivement.

Ces résultats montrent 1’aspect non-local régularisant du modéle d’endommagement TLS qui
conduit a une réponse indépendante du maillage en dega d’un certain pas Ax.

1 ~
09 | X Rupture
0.8 m Début de 'endommagement
. 07
e
s 0.6
g 05 —e- At=1E —3s
® 04 —&— At=2E —3s
e At=3E — 3s
S 03 —@- At=5E —3s
0.2 —e— At=13E —2s
0.1
0 1 I 1 J
0.E+0 5.E-5 1.E-4 2.E-4 2.E-4 3.E-4

Déformation moyenne

Figure 111-8: Effet de la discrétisation temporelle sur la réponse de la barre.
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Figure 111-9: Effet de la discrétisation spatiale sur la réponse de la barre.

111.5.1.2 Effet de la vitesse de chargement

Le code développé nous permet de regarder a présent ’effet de la vitesse de chargement U
sur la réponse de la barre.

La Figure 111-10 montre ainsi I’évolution de la contrainte dans la barre en fonction de la déformation
moyenne U /L pour trois vitesses de déformation moyenne a = U/L.

Les courbes montrent une premiere partie purement viscoélastique qui se termine au niveau des
rectangles noirs (points notés VE-VD pour transition « viscoélastique »-« viscoélastique

endommageable »). Les courbes a(%) se prolongent ensuite par une phase croissante bien que
viscoélastique endommageable et pour deux d’entre elles présentent une courte phase finale avec
diminution de contrainte.

On remarque a partir de la comparaison entre les courbes que la contrainte a la transition VE-VD
croit avec ’augmentation de la vitesse de chargement. On voit surtout que la contrainte maximale
augmente avec I’augmentation de la vitesse de chargement et que 1’élongation a la rupture diminue.
Notre modele est donc cohérent avec la réponse classique des EB obtenue pour I’essai de traction
directe en laboratoire (Figure 1-35 et Figure 11-4).

En plus, on remarque sur la Figure I111-10 qu’avec 1’augmentation de la vitesse de chargement,
I’augmentation de la contrainte aprés 1’apparition de ’endommagement (VE-VD) devient plus
faible. Ainsi la réponse de la barre devient plus fragile (voir la définition de Kinloch donnée dans
la section 1.5.2). On peut alors dire que le modéle qu’on a développé permet de prendre en compte
« qualitativement » le phénomene de transition entre rupture fragile et ductile.
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Figure 111-10: Evolution de la contrainte en fonction de la déformation moyenne U/L pour différentes vitesses a=U/L.

Cette transition entre réponse fragile et ductile est observée pendant les essais de traction direct
réalisés sur les EB (Walubita et al., 2010) et sur le bitume (Largeaud et al. 2004) (Maillard 2005).
Pour le bitume, les chercheurs ont trouvé que son comportement évolue rapidement en fonction de
la vitesse de chargement et la température. Ce comportement dépend fortement des conditions
d’essai. Largeaud (2004) a montré que « dans les conditions standard d’essais de traction directe,
le liant peut passer de 1’état fragile a 1’état ductile pour une variation de température d’environ
(~1°C) ». Une autre étude remarquable sur le bitume est effectuée par Merbouh (2010). Il a réussi
a décrire la zone de transition entre le régime fragile et ductile suivant la température et la vitesse
de chargement (Figure 1-38).

111.5.1.3 Effet de la température

On présente ici I’influence de la température sur la réponse de la barre pour une vitesse de
chargement donnée en faisant varier le parametre = suivant la loi 7(8) = a(6)t,., precisée en
section I11.4. La vitesse de déplacement imposée est ici de 1.6 mm/s soita = 2 x 1073 s71. Les
résultats de modélisation sont montrés sur la Figure I11-11 pour les températures 8, = 15.9°C et
#, = 10°C conduisant a des viscosités classées en sens inverse n; < 1,.

Pour calculer le facteur de translation a(8), on a adopté 1’approche de Witczak (Rowe and Sharrock
2011) (Chehab et al. 2002) :

log(a(0)) = ay + a,0 + a,06? (111-89)
Pour une température de référence 6, = 6,, les coefficients a,, a, et a, valent 5.95, —0.4 et
0.0017 respectivement.
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Figure I11-11: Effet de la température sur la réponse d'une barre chargée par une vitesse de déplacement égale a 1.6 mm/s.

On constate qu’en augmentant la température de 10 a 15.9°C, la contrainte maximale devient plus
petite et 1’élongation a la rupture plus grande. Le comportement de la barre devient plus ductile.
L’effet est le méme que celui d’une vitesse de chargement plus lente a température constante et est
en accord avec les observations expérimentales pour 1’essai de traction direct (cf. section 1.5.2).

111.5.2Prolongement de la réponse & U imposée en situation de snap-back

Comme vu précedemment, il est possible de prolonger la courbe o(U/L) en situation de
snap-back en passant a un pilotage en i et & un comportement a ¢, figé.

Les Figure 111-12 et 111-17 montrent un tel exemple de calcul qui reprend les données de la Figure
[11-11 pour @ = 15.9°C. La courbe & U imposée qui conduirait & une rupture brutale admet comme
prolongement possible la courbe notée « U — [ imposée ».

1.2
Sans endommagement
T ——U-1I imposée
U imposée
=08 | M Début de l'endo.
o
2
o ;=
.“':’ 06 |
g
=
=
]
O o4 |
02 f
0 _“‘ 1 1 1 1 ]
0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04 2.50E-04

Déformation moyenne U(L)/L

Figure 111-12: Réponse de la barre pendant la phase stable et instable (U =1.6 mm/s, 8 = 15.9°C).
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Les courbes 111-14 et I11-15 montrent I’évolution de ’endommagement a I’encastrement et la
déformation moyenne au cours du temps pour les phases stable et instable. Par choix, le pas de
temps At non défini algorithmiquement en phase instable a été fixé ici 2 0.001 s < 7.

On observe sur cet exemple que le dommage atteint une valeur déja élevée, proche de 0.9, en fin de
phase stable tout en conservant un niveau élevé de contrainte proche du pic. Mais ce niveau de
contrainte et de contrainte effective associée reste toutefois compatible avec le niveau de
déformation moyenne impose a cet instant en raison de la courte longueur de la zone endommagée
vis-a-vis de la longueur totale de la barre (rappel I./L = 1/10). Le passage a [ imposé permet
d’atteindre quasiment la valeur D = 1.

Endommagement

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
temps (s)

Figure 111-13: Evolution de I'endommagement a [ encastrement (U =1.6 mm/s, 8 = 15.9°C).
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Figure 111-14: Evolution de la déformation moyenne de la barre (U =1.6 mm/s, 8 = 15.9°C).

L’évolution de I’endommagement dans la barre (a différents instants de calcul) est présentée sur la
Figure 111-15. La valeur de I’endommagement dans la zone endommagée décroit linéairement le
long de la barre jusqu’a atteindre une valeur nulle sur le front d’endommagement. Cette évolution
est directement liée au choix du profil d’endommagement linéaire D (¢).
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Figure 111-15: Evolution de I'endommagement dans la barre au cours de I'essai de traction, obtenue & partir de la solution
semi-analytique.

La sensibilité de la réponse de la barre aux parameétres a,f et a la fonction D(¢) a également été
étudiée. Les résultats de cette étude sont reportés au chapitre suivant qui traite le probléme par la
méthode des éléments finis.

111.5.3Loi de Comportement de Kelvin-Voigt généralisé : chargement a U
Imposée

L’¢étude du probléme est étendue ici au cas d’une barre endommageable a comportement

viscoélastique de Kelvin-Voigt généralisé a n = 9 éléments. Les paramétres du modele (Tableau

I11-5) sont issus des travaux de Darabi (2013). Ils sont obtenus a partir de 1’essai de module
complexe sur EB a la température de 10°C.

7; (s) E; (Mpa)
0 33333
0.0001 100000
0.01 33333
0.1 50000
1 10000
10 6666
100 1111
1000 1000
10000 200
100000 166

Tableau I11-5: Paramétres du modéle de Kelvin-Voigt généralisé a 9 unités de Voigt en série avec un ressort, issus de
(Darabi et al. 2013).

Pour cette étude, on a appliqué trois niveaux de vitesses de chargement. La réponse de la barre pour
ces différentes vitesses de chargement est présentée sur la Figure 111-16. Les courbes de fluage avant
endommagement permettent de vérifier le bon fonctionnement du code de calcul déeveloppé (non
montré ici).
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Figure 111-16: Réponse de la barre sous trois différentes vitesses chargement a=U /L.

A partir des contraintes obtenues & la rupture et les déformations moyennes associées, on trouve
que I’augmentation de la vitesse de chargement conduit a une réponse plus fragile. Ce qui
correspond aux résultats d’essais de laboratoire et en cohérence avec la réponse de la barre a
comportement de PTE (Figure 111-10). Par conséquent, on peut dire que 1’ensemble des conclusions
tirées en se basant sur la loi PTE sont valables.

[11.6Bilan

Ce chapitre a permis d’intégrer en 1D les lois d’évolution d’endommagement local
développées dans le chapitre Il (PTE et Kelvin-Voigt généralis¢ endommageable) au sein de
I’approche non locale TLS. II constitue une étape vers le traitement du probléme 2D par éléments
finis du chapitre suivant.

Le chapitre repose sur 1’étude semi-analytique de la réponse d’une barre chargée en traction. La
résolution du probleme est basée sur une formulation en vitesses et conduit au développement de
programmes C++ permettant divers modes de pilotage du chargement pour les lois PTE et Kelvin-
Voigt généralisé endommageable.

Les exemples numériques traités permettent de retrouver un certain nombre d’observations
expérimentales faites sur des essais sur EB en traction directe, a savoir :

e Augmentation de la contrainte maximale et diminution de la déformation moyenne a rupture
avec I’augmentation de la vitesse de chargement ou la diminution de la température du
matériau (réponse plus fragile).

e Relation théorique entre vitesse de chargement et contrainte critique, semblable a la loi

proposée dans la littérature pour introduire ’effet de vitesse dans la réponse en fissuration
des MB.

Le probléme étudié ici constitue une solution de référence. Elle permettra de valider le code de
calcul aux ¢éléments finis faisant 1’objet du chapitre suivant.
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Chapitre IV : Généralisation 3D du modele PTE+TLS et implémentation dans le code de calcul
eXlibris

IVV.1 Contenu et démarche

Ce chapitre se penche sur I’extension 2D/3D du chapitre précédent avec pour objectif
I’¢tude de structures viscoélastiques endommageables débouchant sur 1’initiation et la propagation
de fissures. Cela passe par la prolongation 2D/3D des développements théoriques précédents et le
développement d’un module de calcul au sein du code par EF eXlibris de 1’Ecole Centrale de
Nantes.

Pour rappel, on s’appuie dans nos développements sur la technique TLS (Thick Level Set)
pour régulariser la loi d’évolution d’endommagement locale et sur la technique des courbes de
niveau pour gérer 1’évolution du front d’endommagement. La résolution numérique du probléme
d’évolution dans le cadre de cette approche demande :

1. a suivre I’évolution du front d’endommagement [, qui limite les zones saine et
endommagée

2. acréer une nouvelle zone endommagée quand le critére d’endommagement est atteint

3. aintroduire une fissuration — enrichissement cinematique par la méthode XFEM — une fois
que la valeur maximale de la courbe de niveau dépasse la longueur caractéristique [, qui
joue également, aux cOtes des fonctions d'adoucissement H(D) et de forme
d’endommagement D (¢), un réle important dans 1’approche TLS.

Ce chapitre est ainsi composeé des actions principales suivantes :

e Etablissement de la loi de comportement viscoélastique tridimensionnelle du modéle de
Poynting-Thomson endommageable (PTE) écrite en vitesse.

e Ecriture de la formulation variationnelle de 1’équation d’équilibre écrite en vitesse.

e Détermination des équations d’évolution de I’endommagement en formalisme TLS et de la
variable interne liée a 1’unité de Kelvin-Voigt.

e Discrétisation spatiale et temporelle des équations du probléme.

e Développement d’un nouvel algorithme de prédiction-correction.

On s’attache au travers de cette derniére action a détailler les étapes de résolution de
I’ensemble des équations mécaniques.

Deux autres algorithmes de résolution par EF du probleme viscoélastiqgue endommageable
1D sont par ailleurs présentés. Développés en C++ indépendamment du code eXlibris et appliqués
a I’exemple de la barre en traction, ils ont servi a compléter 1’étude semi-analytique du chapitre 111
et a prototyper 1’algorithme de prédiction-correction introduit dans eXlibris.

Au final, I’ensemble de ces algorithmes est validé a partir de la solution semi-analytique de
la barre viscoélastiqgue endommageable en traction, développée au chapitre I11. Par ailleurs, pour
les cas en dehors du cadre de la solution analytique, une auto-validation est effectuée entre les codes
1D et le module eXlibris.
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V.2 Généralisation de la loi de comportement endommageable PTE en
3D

Commencons par étendre en 3D le modéle viscoélastique de PT. On se limite ici a la loi
suivante, inspirée de la loi de Hooke, caractérisée par un unique coefficient de Poisson v en posant :

£=¢g® + ge) (IV-1)
o = Aotr(e@) + 2u,e© (IV-2)
0 =0 +® =2 tr(e)1 + 2u, €V + (A, tr (VD)1 + 20, E@D) (IV-3)

avec :

e [ le tenseur d’identité d’ordre 2

o £(® et £ sont les tenseurs de déformations dans 1’élément élastique associé a E, et dans
I’élément Kelvin-Voigt (quantités équivalentes a &, et &; du cas unidimensionnel, Figure
11-2).

e 0 et 6™ sont les tenseurs (d’ordre 2) des contraintes élastiques et des contraintes
visqueuses de 1’élément Kelvin-Voigt.

o 1, et pu, sont les coefficients de Lamé associés a E, et un coefficient de Poisson v donné
(constant) par :

Ao

= vEo = iE B _ g V-4
T A+wi—2v) 0 HeT oy TR (IV-4)

e ], et u, sont les coefficients de Lamé associés a E; et au méme coefficient de Poisson que

précédemment :
A = vEs =JE __ B (IV-5)
LT 0w —2v) M MT gy T
e 1 =n/E, le temps caractéristique du modele 1D
5 v ~ _ 1 _ - . R
A= RO = s coefficents adimensionnels.

Cette loi suppose aussi que les temps caractéristiques associés aux tenseurs volumique et
déviatorique sont les mémes.

D’autres choix de modeles seraient possibles mais nécessiteraient I’introduction d’un nombre plus
important de parametres. Ce point nous a semblé secondaire dans le cadre de ce travail.

Il est commode de réécrire les équations précédentes sous formes indicielles en adoptant la
convention de sommation sur les indices répétés. Les composantes du tenseur des contraintes dans
le ressort isolé s’écrivent alors :
0, = Ci’j-ls,gf) = Eofi’j-ls,gi) (1V-6)
avec le tenseur d’élasticité donné par :
Ci’j'l = 2066 + Ho(5ik5jl + 5i15jk) = Eoéi’j'l (IV-7)
et € = (C}') = tenseur adimensionnel = 16;;8;; + (8 8j + 616;x)-
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Le tenseur des contraintes associé au ressort de la branche élastique de Kelvin-Voigt s’écrit :
el kl(el) (ve ve
ai(]. ) = Cij e ( ) = Elele,(d ) (Iv-8)
Concernant les composants du tenseur des contraintes associ¢ a I’amortisseur linéaire, ils sont
donnés par la formule :
v kl(v) .(ve 3 ~ .(ve A ve ve

o = € eS? = 1 (X660 + A(Sudi + 5udu) ) €57 = EytChIEGY =nCleq®  (IV-9)
La loi de comportement 3D de ce modéle ramenée a la déformation totale s’obtient par la méme
stratégie que celle utilisée en 1D (Annexe C). Elle s’écrit :

EiEo \ ra Eon IRy
o= (2 y IV-10
% = (EO n El) Cij &+ <EO +E; )C” Sl <E1 n EO) % (IV-10)

Dans le cas 1D on retrouve 1’équation suivante du chapitre II :

E.E E
:< 01) N ol . n (IV-11)

€ £ — o
Ey, + E; Ey+ E; Ey, + E;
A partir de I’équation (IV-10) on peut obtenir la loi de comportement viscoélastique
endommageable en s’appuyant sur le principe de contraintes effectives (11.2.2.1) :

EiEy \ zp Eon —_— ( Tk, ) .
5 = [——e 5 IV-12
% = (EO n E1> Gt <E0 n E1> Gt~ \g 75 )% (IV-12)
avec :
O'..
Gij =7 _"D (1V-13)
et donc :
7T T (- D)2
On obtient ainsi la loi de comportement suivante du modéle PTE :
. E,+E D E E,
6= (1= D)E,CKéy, — < ° 14 — D) o+ (1 — D)( , )Cklskl (IV-15)
On vérifie que cette équation redonne la forme trouvée en 1D (Annexe C) :
E,+E D
a'=(1—D)E0£'—<O 1+1_D>0+(1— (1V-16)

L’¢énergie libre associée au modeéle 3D est donnée par :

(1-D)E,
2
conduisant au taux de restitution d’énergie €lastique :

_ (1—D)E, _
we) 1Y — _e@0). ¢ (£ — @) 4 LT PEL ey & e (V17
Y(g,e79,D) (e —&¥):.C: (e — ™) + & Cie ( )

0y _Ey
oD 2

L’équation (IV-17) traduit un comportement symétrique en extension-contraction. Pour une
réponse plus proche des observations expérimentales il conviendrait de rendre la loi de

Y = e—&):C: (g — &) + %s(”e): C: e (IV-18)
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comportement dissymeétrique en extension-contraction. A titre d’exemple en élasticité, (P. E.
Bernard, Moés, and Chevaugeon 2012) ont utilisé la fonction potentielle suivante :

Y(e, D) = u(1 — a;D)e? + % (1 — aD)tr(e)? (Iv-19)

ou u et A sont les coefficients élastiques de Lamé, ¢; les valeurs propres du tenseur des déformations
€. a; et a sont des scalaires compris entre 0 et 1 permettant de passer d’un comportement élastique
linaire (a; = @ = 1) a un comportement asymétrique en extension-contraction pour 0 < a;, a <
1. Cette démarche serait & étendre en viscoélasticité dans de futurs travaux.

I\V.3 Equation d’équilibre d’un solide PTE en régime quasi-statique

Considérons un solide déformable 2 c R4 (en pratique, d = 2 ou 3) a comportement PTE,
et notons I' la frontiere de £2. Deux types de conditions aux limites peuvent étre prescrites sur I :

e déplacement imposé sur une partie I}, de la frontiere (condition de Dirichlet)
e force imposée sur une partie I, de la frontiere (condition de Neumann)

Les parties I}, et Iy constituent une partition de la frontiere I, ¢’est-a-dire :

e En tout point du bord, une condition aux limites est prescrite : I' = I}, U Iy
e Une seule condition aux limites est prescrite en tout pointdu bord : I, NIy = @

Figure IV-1: Domaine d’étude et frontiéres de L & déplacements et efforts imposeés.

Notons que la possibilité que I’'un de ces deux fronts soit vide est possible, dans ce cas on parle d’un
probleme de Dirichlet ou de Neumann.

L’équation d’équilibre du solide en quasi-statique s’écrit :

o+ fi=0 dansQ (Iv-20)
ou f; est la force volumique appliquée sur le domaine 2 dans la direction i. La version en vitesse
de I’équation d’équilibre s’écrit :

6;;+fi=0 dansQ (IV-21)
Soit U I’ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissible a zéro, défini par :

U={u ={u}u € H(Q), u; = 0sur I'p} (1V-22)
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L’application du principe des puissances virtuelles pour un champ de déplacement test u* € U,
conduit a la formulation faible de I’équilibre en vitesse :

fei*jdijdﬂ = fufFidF+ fﬁu{‘d[) Yu; €U (1V-23)
0 Iy 0
ou:
e F; sont les composantes du vecteur force imposé sur I.
e ¢&;; sont les composantes du tenseur des déformations £ = £(u") associé au champ de
2 * R 1 * *
déplacement u;, tel que : ej; = - (ui; +ujy).

En reportant la loi de comportement (I\VV-15) dans 1’équation (IV-23) on obtient le probléme en
vitesse suivant a résoudre :

Trouver @ cinématiquement admissible tel que :

~ . * D * > *
n

2 Iy (IV-24)

. 1—-D)E,E,\ . Ey+E
+ffiu§‘d[2 - f <(TY¢> Clleye;d0 + f%aﬁs{‘jdﬂ Vu; € U
n 0N 0

Equation d’équilibre en 1D du probléme en vitesse

En utilisant la formulation faible (variationnelle) de 1’équation d’équilibre quasi-statique et
la loi de comportement unidimensionnel du modéle PTE (1V-16), on obtient en 1D pour le probleme
de la barre encastrée en 1’une de ses extrémités soumise au pilotage U donné a I’autre extrémité
(I'y = ©) et sans force de volume (f = 0;f = 0) :

Pour t donné, trouver  cinématiquement admissible (u(x = 0,t) = 0, u(x = L, t) = U(t)) tel
que :

f <E0(1 —-D)é-— a fD)D> e(u)d =

o (IV-25)

_I<ME> (u)dn +!'[(EOT-|-El)0£(u*)dQ Vu' el

Cette équation est utilisée dans le développement de nos programmes C++ 1D apres discrétisation
spatiale et temporelle qui serviront pour la validation des développements EF 2D/3D implémentés
dans le code eXlibris.
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I\V.4 Equation d’évolution non locale de I’endommagement

On présente dans cette partie la formulation de la loi d’évolution non locale de
I’endommagement en 2D par approche TLS qui généralise les calculs vus en 1D. Le principe
consiste a la base a intégrer les quantités locales — comme le taux de restitution d’énergie élastique
Y et le taux critique Y.H(D) — le long des rayons perpendiculaires au front d’endommagement [,.
Les longueurs d’intégration le long du front d’endommagement varient pendant 1’évolution de la
zone d’endommagement , (Figure IV-2) entre la valeur 0 au moment de I’initiation de
I’endommagement jusqu’a atteindre la longueur critique [,..

Pour un point du front d’endommagement I, (level set ¢ = 0) d’abscisse curviligne s, cette loi
d’évolution non locale s’écrit :

f($) =Y(s) =Y H(s) <0, ¢(s) =0, f(s)p(s) =0 (1V-26)
avec

fol(s) X(p,5)D' (@, s) (1 — %) do

(s 1y [
Jo 'D'(¢,9) (1 —m) de

ou p(s) est le rayon de courbure du front I, en s (P.E. Bernard et al. 2012). Afin de calculer les
quantités non locales de type X par éléments finis, une méthode équivalente consiste a chercher X €
Y solution du probléme variationnel suivant sur le domaine endommagé Q. :

X(s) =

(IV-27)

f XD’ (p)dQ = f XX'D'(p)d2 VK €T

ol Q.

avec :

T={Fel2(Q,): V5.Vp=0;ie 5(p,5) = 5(s)} (IV-28)
Y représente I’espace des champs constants suivant le gradient de ¢, ou autrement dit sur chacun
des rayons normaux au front I.

Figure IV-2: Interfaces et domaines géométriques caractéristiques de la méthode TLS (Moreau et al. 2017).
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Deux methodes pour résoudre ce probleme sont possibles (Lé 2018), a savoir la méthode
Lagrangienne et la méthode de Fast Marching Modes (voir section 1.6.3.2). Dans la suite, on
utilisera la deuxieme méthode (cf. 1V.6.2).

I\V.5 Equation d’évolution de la variable interne £(¢)

Pour fermer le systéme d’équations du probléme en vitesse, reprécisons la vitesse £7®) en
fonction de & et €. Celle-ci est donnée par élimination de £(® et o entre les équations V-1, IV-
2, IV-3 ets’écrit :
é(ve) _ & EO + El

L €kl — ” e,E'{e) (1v-29)

V.6 Discrétisation spatiale

On a présenté dans les sections précédentes la forme continue de I’ensemble des équations
mécaniques régissant 1’évolution d’une structure viscoélastique endommagée. Ces équations sont
résumees par :

N D .
2 Ty (IV-30)

)
E - E,+E

— ] (#) 1- D)EOCi’j-leklel?“de + ](On—l)aﬁefjdﬂ Yu; €U

0 0

fF=T-V,H<0, $=0, f¢p=0 surT, (IV-31)
Ey,+E E
o) 4 %e("e) = ;0 £ surQ (1V-32)

Dans la suite, on présente tout d’abord la discrétisation spatiale de 1’équation d’équilibre en 1D.
Ensuite, la méthode Fast Marching Modes est appliquée au probléme d’évolution du front
d’endommagement afin de discrétiser et calculer les champs non locaux définis dans la zone
d’endommagement Q, (cf. section 1V-4). L’équation d’évolution de la variable interne £¥®
(IV-32) est évaluée au niveau local.

IVV.6.1Discrétisation spatiale de 1’équation d’équilibre

On présente dans cette partie la discrétisation spatiale de 1’équation d’équilibre (en 1D) dans
le domaine quasi-statique pour un corps a comportement viscoélastigue endommageable PTE.
Celle-ci sert au développement du logiciel EF 1D qu’on a développé pour la résolution du probléme
de barre. En 2D, ces opérations sont prises en charge par le code eXlibris de ’ECN.

Considérons le domaine 2 discrétisé en sous-intervalles 2, de taille A, tel que 2 = U, 0Q,.
L’équation d’équilibre (I\VV-25) se réécrit :
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eXlibris
Zﬂon(l—D)se(u)d.Q zf(l—D)Dg(u)dQ —JFudI’
Z(Eo E;) f e(u)d, — f (1= D)E ee(u)da, (IV-33)
Yu*eu

Pour chaque élément, approximons les différents champs a partir de fonctions d’interpolation EF
de type affine et les valeurs nodales des champs de vitesse et déplacement aux nceuds i de ces
éléments :

u = [N}{U;}
e =Vu = V[N|{U;}
é = V[N|{U;} (1V-34)
= [N]{U;}

&' = V[N]{U;}
Le champ d’endommagement est supposé constant par élément. La vérification de 1’équation IV-
33 pour tout ensemble U; conduit a :

Z on(l—De) VIN]T{U;}VIN]dn Z f(1 De) NI"dQ, =F f[N 17ar
e 0,
Z (Eo + E;) f NITda, (IV-35)

= E;El f (1= D)VIN]"VINI{U}d2,
e Qe

soit sous forme algébrique :

[KD){U}—{M(D)} = {F} + {H} (1V-36)
La matrice[K(D)] est la matrice de rigidité du systéme. Cette derniére est formée par 1’assemblage
des matrices élémentaires K, (D) :

[K.(D)] = Eo(1 - D,) f [N]"VIN]da, (IV-37)

Estimons les quantités élémentaires [K,(D,)], {M (De)} et {H,}.
Ona:

[N] =[Ny N;]= [1—£ a (1V-38)

ou l, = A, est la longueur de I’élément 2,. On obtient :

EoS 1 -1
[Ke(D)] === =D [ 7] (1IV-39)
avec S est la section du corps (exemple : la section d’une barre en 1D).
Le vecteur M (D) est ’assemblage des vecteurs élémentaires M, (D,) :

- D, . DS =
{M.(D.)} = f(la_—De)V[N] dn, =(10——De)[+ﬂ (IV-40)
e

121



Chapitre IV : Généralisation 3D du modele PTE+TLS et implémentation dans le code de calcul
eXlibris

Le vecteur H figurant dans 1’équation (1\VV-36) est obtenu par assemblage des vecteurs élémentaires
H,:

(B +Ey) oo BBy [ . |
(e} =2 j aVINT"da, - =2 j (1 - D)VINITVIN](U}d2,
_(§0+E1)as[_1] (1fDe)EoEls[1 —1][111] (Iv-41)
R 1l -1 11y,

= {0} — [T {U;}

En 2D, I’étape de discrétisation géométrique du probléme est gérée par le logiciel gmsh (Geuzaine
and Remacle 2009). Il permet de créer le maillage aprés définition de la géométrie de la structure
(ensemble de points et de contours) et de la densité du maillage sur les nceuds sommets. Dans les
applications numériques présentées au chapitre V, on adopte toujours un maillage triangulaire
raffiné Iégerement dans les zones d’intérét (ex. lieu du chemin de propagation possible d’une
fissure).

Les opérations de calcul des matrices et vecteurs élémentaires ainsi que leur assemblage seront
effectués en utilisant les fonctions préprogrammeées du code eXlibris.

IV.6.2Discrétisation spatiale 2D de 1’équation d’évolution de I’endommagement

L’¢équation d’évolution de I’endommagement (ou du front d’endommagement), pour un
point du front Iy d’abscisse curviligne s, est donnée par :

f(s) =T(s) = VH(s) <0, ¢(s) 20, f(s)@(s) =0 (IV-42)

La discrétisation spatiale du front d’endommagement [}, est obtenue par intersection entre le front
d’endommagement et les bords des ¢éléments du maillage. Ces nceuds contribuent a définir
I’ensemble des modes S, associés au front d’endommagement. L’équation (I\V-42) s’écrit alors :

fi<0, ¢;=20, fp;=0 Vi€eSy (1V-43)
Le critére f; est évalué pour un mode i donné — défini sur le front — en s’appuyant sur la méthode
Fast Marching Modes tel que :

_ JoYD'(@)MdQ [, Y.H(D(9))D' (p)M;dQ
fi= [oD'@MdQ [ D'(9)M;d0

ou la construction des modes (M;);es,, et le calcul des intégrales en 2D sont détaillés dans la section

(1.6.3.2.2). En 1D ces intégrales sont calculées dans la bande d’endommagement par la méthode

des rectangles en adoptant les mémes hypotheses que celles de la solution semi-analytique

présentées dans le chapitre Il (les champs sont supposés constants par élément).

=Y, - Y.H,D) (IV-44)

Dans la section 1V.7.3 on présentera 1’approche developpée pendant la these pour résoudre les
équations d’évolution du front d’endommagement dans un milieu viscoélastique.
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V.7 Discrétisation temporelle

Dans cette section, on passe d’une formulation en vitesse du probléme a une formulation
incrémentale par approximation par différences finies des termes de dérivée temporelle.
IV.7.1Formulation incrémentale de 1’équation d’équilibre
Nous retenons le schéma d’intégration temporelle d’Euler explicite :
X(t+At)—X(¢) AX (Iv-45)
At At

avec At l’intervalle de temps entre 2 instants de discrétisation successifs. Ainsi les vitesses
d’endommagement, de contrainte et de déformation s’écrivent a I’instant ¢ :

X(t) =

Ao a(t+At) —a(t)

dOdyvs At
{0 ~ % _ e(t+ AAtz —&(t) (IV-46)
by ~ % _D(t+ AA?r —D(b)

On écrit par la suite les indices de dépendance temporelle en exposant. La discrétisation en temps
de la loi de comportement (équation (IV-15)) conduit alors a 1’équation :
~ AD E,E;(1—-DY) _ Ey,+E
Ag = E,(1 — DY)C:Ag ——— o' + Atyc: gt — AtMGt
(1-D%)
En 1D, I’équation d’équilibre (IV-36) associée a cette forme incrémentale de la loi de comportement
s’écrit :

(IV-47)

[K(DH){AU} — {M(AD)} = {AF} + At{H"} (I\v-48)

avec AU = Ut+At — Ut Cette équation montre qu’en connaissant 1’état du solide a I’instant ¢ et en
imposant un incrément de chargement AF, on peut calculer le champ de déplacement a I’instant t +
At a partir de 1’équation (IV-48) une fois que ’avancement du champ d’endommagement AD est
déterminé (le calcul de AD est détaille dans la partie suivante).

En modifiant 1égerement le schéma d’intégration temporelle, on peut trouver une autre forme
incrémentale de la loi de comportement du modéle de PTE (cf. Annexe C) telle que :

g AD E,E,(1 — Dt+At) _
Ac = Ey(1 — D) C: Ae — ——— gt + At — i )c;

gt
-9 .
(B + E)(L— D) (V-49)
n(1— DY)

Cette écriture a I’avantage d’annuler la contrainte lorsque la variable d’endommagement D'
atteint 1 (voir Annexe C).

En quasi-statique, la discrétisation temporelle du champ des contraintes et des efforts extérieures
imposés tel que a*+4¢ = gt + Ao et Ft*At = F¢ + AF permet d’écrire la forme faible de I'équation
d'équilibre a I’instant t + At (sans forces de volume) sous la forme :
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JAO‘:S(u*)d.Q + ]Gt:s(u*)dﬂ = JAF.u*dF+ JFt.u*dF vu* elu (IV-50)

) Iy Iy
Cette équation fait apparaitre le résidu sur I’équilibre au pas de temps t défini par R =
fFNFt.u*dF—fnct:s(u*)dQ. Ce terme, théoriquement nul, est toutefois conservé dans

I’algorithme de résolution numérique de type prédiction-correction utilisé plus loin pour assurer
I’équilibre a I’instant t + At apreés 1’étape de correction (voir fin de la partie 1VV.8.1). On peut faire
apparaitre également un résidu dans 1’équation (IV-48). Dans ce cas cette équation s’écrit comme
présenté dans (IV-53),.

En injectant I’expression de Ao (1V-49) dans I’équation (1\VV-50), on obtient :
f(1 — DAY Ae: C: e(ut)d — fA—Dat-e*dQ = fAF wdr
0 . . (1 _ Dt) . .
0

I'n
(Eo + E;) (1 — D4

— f (%) (1 — DAOYE et C: e(u?)dQ + f

¢ *)d
a-o9H ° £(u’) (IV-51)
+ J Ft.u*dlr — J ot:e(u*)d Vvu* €U
Iy 0

La discrétisation spatiale de cette équation conduit a :

[K(D**4){AU} — {M(AD)} = {AF} + At{H(D*, D***)} + {R"} (Iv-52)
Les équations d’équilibre discrétisées sont alors :
équation d'équilibre 1
[K(D){AU} — {M(AD)} = {AF} + At{H'} + {R"}

(IV-53)

équation d'équilibre 2
[K(D*A){AU} — {M(AD)} = {AF} + At{H(D*, D***")} + {R"}

On remarque que la matrice de rigidité figurant dans 1’équation (IV-53), dépend de la valeur de
I’endommagement a I’instant t + At. L’équation d’équilibre (1V-53), est celle adoptée dans le code
de calcul eXlibris (en 2D). En revanche, on a utilisé I’équation (1VV-53); pendant le développement
d’un algorithme de calcul en 1D (dit algorithme couplé (1V.8.2)).

IV.7.2Formulation incrémentale de 1’équation d’évolution de la variable interne
(ve)
£

La vitesse d’évolution du tenseur des déformations €® (ou de la déformation &; en 1D)
est donnée par I’équation suivante :

E Ey+E

Dt - D gwert (IV-54)
n n

Apres le choix d’un schéma d’intégration explicite de Euler, I’évolution de cette variable interne

est gouvernée par 1’équation :

é(ve),t —
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eXlibris
AeWe) = gve)t+At _ g(ve)t — At%et _ At#gve),t (|V-55)

La connaissance de 1’état de la structure a I’instant t et du pas de temps At est alors suffisante pour
calculer I’incrément de la variable interne Ae™®) en tout point. Les valeurs de £ sont calculées
aux points d’intégration et stockées d’un pas de temps a ’autre. Dans le code eXlibris, on a
développé une stratégie de stockage et de mise a jour de ces variables internes. Cette stratégie est
détaillée dans 1’ Annexe E.

IV.7.3Intégration temporelle de 1’équation d’évolution de I’endommagement et
probléme de complémentarité linéaire LCP

On cherche dans cette partie a calculer I’avancement du front d’endommagement a 1’instant
t + At pour une structure composée d’un matériau viscoélastique.

La discrétisation temporelle de 1’équation d’évolution du front d’endommagement (IV-43) permet
de calculer I’avancement du front A¢g; associé a un mode i € S,, — défini sur le front — tel que :

f<0, Ap, 20, f*Ap,=0  VieSy (1V-56)
t+At _ ot

ou Ag; = ¢, @;.

Le critere d’endommagement a I’instant ¢t + At est donné par :

fiHAt _ fQ+ Yt+AtIt D'(¢t+At)MidQ ) fQ+ Y.H (D(gD,H_At)) D’((pt+At)MidQ
Jo, D (¢4 M;dQ Jo, D (9t+49M;dQ (IV-57)
— Yi _ YCHi(Dt+At)
ou la variable d’endommagement D"2* est liée & la valeur de @'+ par le profil d’endommagement
D(¢), qui est une donnée du probléme.

Une prédiction z,:*4¢ de ce critére d’évolution a I’instant t + At peut étre obtenue par linéarisation
par rapport & Ap, AU et Ae™e) :

z;tHhe = prrit pred — £ A + YH(AD) + AE( M) ViE Sy (IV-58)
avec :
I2
t / t t ]
o O Jo, YH'(D(@D)D (9)M;dQ vies,
! dg Jo, D (99Md0)
a0) affAU Jo, €AY EC: (&' ~ @)D (9HM,;dQ ies
Y: = — = - l
l ou Jo, D' (@M;d0 o ve9
t Ae@®: E,C: (0¥t — YD (@H)M,d
2 2e@) = %Ag(ve) _ Ja, oC: (p )D () M; i
ve !
0¢ Jo, D (@9Md0
€Sy
ou p est le rapport entre les deux rigidités E, et E; tel que p = %
0
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NB : pendant le calcul de Bf, 1a variation par rapport au domaine d’intégration est négligée (difficile
a calculer numériquement). Cela est équivalent a figer le domaine d’intégration €, entre le pas de
temps t et t + At.

Une approximation de 1’équation d’évolution de I’endommagement a I’instant ¢t + At s’écrit alors :

—z,"A = BEA@; — yE(AU) — 2L(Ae@®) — fE > 0,
Ap; >0, z Ap; =0 Vi€ESy
En appliquant le principe du probleme de complémentarité linéaire LCP (cf. section I1.6), I’unicité
de ce probléme en (z;°t2¢, Ag;) est assurée pour des valeurs de B} positives. Ceci conduit aux
conditions :

(IV-60)

, 2
o JoYH' (D(@9)D” (99)M;dS)
l Jo D (9")M;dQ
La solution du probléme donnée par :

>0 VieSy (Iv-61)

(IV-62)

fit yf(AUpréd)t + A Ae“"”)) VieS,
,[)’.
1

fournit les valeurs d’avancement de front recherchées Ag;.

A(pi = max <O,

Un choix convenable de la fonction d’adoucissement H(D) et du profil d’endommagement D (¢)
conduit a respecter les conditions (IV-61).

V.8 Algorithmes de resolution du probleme discrétise

On suppose connu 1’état de la structure a I’instant t. Le passage a I’instant t + At demande
au final a résoudre les équations suivantes :

[K(D*+4)]{AU} — {M(AD)} = {AF} + At{H(D*,D****)} + {R"}
E E,+E
As@®) = A2 gt — A0~ 1 c(wet
& t - & t - & (|V-63)
zHA = fT— BiA@, + yH(AU) + 2;(Ae@D) <0, Ap, =0, z!TALAp =0 Vi

€ Sy

Dans les parties suivantes, on commence par présenter un algorithme de prédiction-correction. Il
est basé sur le découplage entre [’équation d’équilibre et 1’équation d’évolution de
I’endommagement (staggered algorithm). Cet algorithme est implémenté dans le code eXlibris
pour mener des simulations bidimensionnelles. 1l a conduit au développement d’un nouveau module
de calcul dans eXlibris, reprenant en partie des fonctions déja existantes du code de calcul. On I’a
également implémenté dans un code de calcul EF en 1D. Une comparaison entre les résultats de ces
deux implémentations sur un cas simple (essai de traction directe) est présentée dans le chapitre V.
Elle permet de valider I’implémentation numérique de 1’algorithme de prédiction-correction dans
le code eXlibris.

Ensuite, un autre algorithme de calcul unidimensionnel est proposé dans ce chapitre. Cet algorithme
(dit algorithme coupl€) est basé sur le calcul des équations mécaniques d’une maniere couplé. Au
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méme titre que la solution analytique du chapitre 111, il sert a vérifier la pertinence de 1’algorithme
de prédiction-correction a partir de la modélisation de 1’essai de traction uniaxiale en 1D.

IV.8.1Algorithme de prédiction-correction

On présente dans cette partie un algorithme de calcul — dit de prédiction-correction — qui
permet de résoudre le probleme mécanique de viscoélasticité endommageable au niveau d’un pas
de temps. Les équations mécaniques a résoudre sont resumées dans (1V-63).

p . . ) : AF . AU,
Pour un pas du temps At donné et une vitesse de chargement imposee (F = oulg = A—td), on

suppose que les champs de déplacement Ut, d’endommagement D (¢") et de la variable interne
£We)t sont connus a I’instant t. Le probléme consiste a calculer ces champs a ’instant t + At.

Les étapes de résolution de ce probléme sont les suivantes :

Etape 1

On commence par une étape de prédiction. Cette étape consiste a trouver une solution de prédiction
AU,,q en prenant I’hypothése suivante : le champ d’endommagement n’évolue pas entre I’instant
t et I’instant t + At. Pour cette étape, 1’équation d’équilibre a résoudre possede la forme suivante :

[K(D)]{AU,ea} = At{H(D")} + {AF} + {R} (1V-64)

Etape 2

La solution du probléme de prédiction est introduite dans la loi d’évolution du front
d’endommagement (IV-63)5. L’avancement du front A¢g; est calculé pour tous les modes i € Sy,
par 1’équation (IV-62) :

ff + yi(AUpTéd) + ﬂ'l( As("e))>
B;

ou Iincrément A®® est obtenu a partir de I’équation (IV-63),.

Ap, = max <0,

Pendant cette étape, on vérifie que I’avancement maximal du front d’endommagement ne dépasse
une certaine valeur critique A@,,,, que 1’on se donne en fonction de la taille des éléments; sinon,
on repart de I’étape 1 en divisant le pas de temps par 2 :

Si max(Aq)i)iESM <Ag, - étape suivante
, At (1V-65)
Si maX(A(pi)iesM >Ap, - At= - — étape 1

Etape 3

L’étape 3, dite de correction, consiste a résoudre le probléme mécanique d’équilibre pour
I’avancement du front A déterminé en étape 2 et ’increment At correspondant. L’objectif ici est
de calculer I'incrément du champ des déplacements corrigés AU, qui vérifie 1’équation
d’équilibre suivante :

[K(D*™*2)]{AUcor} = {AF} + {M(AD)} + At{H(D*, D***)} + {R*} (IV-66)

127



Chapitre IV : Généralisation 3D du modele PTE+TLS et implémentation dans le code de calcul
eXlibris

Pour ceci, le front d’endommagement est avancé (@2t = @t + Ag) afin de calculer la matrice de

rigidité et le vecteur H qui dépendent de I’endommagement D", Rappelons que celui-ci est
calculé a partir du profil d’endommagement par :

DEAL = p(qt+ht) (Iv-67)

Etape 4
Cette dernicre étape d’actualisation des champs porte sur les déplacements et la variable interne
£ en faisant :
Ut+At = Ut + AUcorr (|V'68)
8(ve),t+At — g(ve),t + Ae(ve) (|V-69)

L’ensemble des champs et la fonction level set @ +A¢ sont ensuite stockés afin de les utiliser au pas
de temps suivant (approche incrémentale).

Connaissant a l'instant t
Ut, D((pt), e(ve),t

< At,Fou Uy,

\ 4

Calcul du probléme de prédiction
AUpyeq équation (IV-64)

A 4

Calcul de I'avancement du front A¢
équation (IV-62)

Non
At/2

Avancement du front
@It = ot 4 A — D(ptHAt)

|

calcul du probléme de correction
AU o €quation (IV-66)

|

Calcul des champs a l'instant t + At
U= gL AL,
ge)t+At gauation (IV-69)

Stockage de U Gt g(ve)vt+At' (pt+At

Figure IV-3: Algorithme de prédiction-correction pour calcul incrémental dans le domaine viscoélastique avec l’approche
TLS.
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Aspects numériques et calcul du résidu

On remarque dans cet algorithme 1’absence d’itérations multiples a convergence sur le
champ de déplacement, nécessitées a priori par la formulation (IVV-63). Les seules itérations dans
cet algorithme portent sur le pas de temps At afin de limiter I’avancement maximal du front
d’endommagement. En revanche, pour assurer un calcul fiable et afin de respecter 1’équation
d’équilibre quasi-statique aux différents pas de temps, on conserve le résidu sur I’équilibre a
I’instant de calcul courant comme présenté dans 1’équation (I\V-50). Cette opération permet d’éviter
I’accumulation d’erreurs d’un pas de calcul a I’autre.

IV.8.2Algorithme couplé 1D

Contrairement au précédent algorithme, celui présenté ici est basé sur la résolution
simultanée des équations du probléme, a savoir 1’équation d’équilibre et 1’équation d’évolution de
I’endommagement. L’équation d’évolution de la variable interne &; (en 1D) est utilisée pendant le
calcul du scalaire 4;( Ag;) figurant dans 1’équation (IV-59). A ce titre, elle est incorporée dans
I’équation d’évolution du front d’endommagement.

En revanche, sous sa forme actuelle I’algorithme ne permet de traiter que le cas du profil
d’endommagement D (¢) linéaire. De plus, on suppose les champs g, &4, €, D constants par élément
de maillage ..

L’équation d’équilibre utilisée dans cet algorithme est celle donnée par 1’équation (IV-53);.
L’équation d’évolution du front d’endommagement (on a un seul front en 1D) et celle d’évolution
de la variable interne &; sont combinées sous la forme algébrique suivante :

1
'WAU + Abg = —B (IV-70)

tel que :

l
A=Y —%(f H(D)chx> ~Y(x =1)—Y.H(D(x = 0))

| o
B = J;) E(Elgl —Ey(e — &) (m - 5131) dx (IvV-71)

1
~ ﬁ Z (E ef — Eo(e® —&1)) (1 D, - E13f) le

e€,
L’équation (IV-70) est la forme algébrique discrétisée en temps et en espace de 1’équation

d’évolution du front (III-34) (obtenue apres 1’élimination de &,).

Le vecteur W figurant dans 1’équation (IVV-70) est ’assemblage des vecteurs élémentaires W, qui
sont nuls dans la zone saine. Le vecteur élémentaire associé a un élément de maillage e € (, de la
zone endommageée s’écrit :

W, = Ey(ef — e)[-1 1] (IV-72)
Le systéme d’équations mécaniques a résoudre s’écrit alors sous la forme :

Kwny —Mwa] AU, 1) H(N y +AF + R
tw, A A 1 (IV-73)
(1,N) (1,1) P, 1) 2B
At 1,1)
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En connaissant le pas de temps At et en imposant un incrément de chargement AF tel que le taux
de chargement vaut F = AF /At, on peut par la suite résoudre le systéme d’équations (1V-73). Pour
un chargement a vitesse de déplacement imposée, on utilise la méthode classique d’élimination (on
change les lignes de la matrice et les seconds membres correspondant aux conditions de Dirichlet).
Notons que dans cet algorithme EF-1D, on impose en réalité 1’avancement maximal du front
d’endommagement tel que A@ = A@,, 4, soit égal a la taille d’un élément du maillage Ax (comme
pour la solution semi-analytique présentée dans le chapitre 111). Dans ce cas, on cherche a calculer
le pas de temps At. Ainsi, le systéeme d’équations a résoudre est réécrit sous la forme :

AU
Ko _H(N,l)] (1”'1’ _ [M(N,l)Afl’max+ AF + R (IV-74)

Wany Ban v —A1,1)APmax

Apres résolution de ce systeme d’équations, on obtient 1I’incrément du champ de déplacement AU
et du pas de temps At. L’état de la barre a I’instant t + At est ensuite calculé par :

ULt = Ut 4 AU
A (pt+At = @' + APpax (IV-75)
t
Agl = ? (Eost - (EO + El)Slt) - Slt+At = glt + ASl

V.9 Validation numérique des algorithmes proposés a partir de 1’essai
de traction directe 1D

Cette partie présente les résultats obtenus a partir des 2 codes que nous avons développés
en 1D (algorithme couplé et de prédiction-correction). Ceux-ci peuvent étre comparés entre eux et
avec la solution analytique du chapitre I11. lls seront également comparés au chapitre V avec les
résultats de eXlibris pour un maillage 2D simulant la barre.

Tout d’abord, on commence par comparer la réponse purement viscoélastique d’une barre non
endommageable pour deux différents types d’essai, a savoir I’essai de fluage & contrainte constante
et I’essai a vitesse de contrainte ¢ imposée constante.

Ensuite, on s’intéresse au comportement endommageable de la barre en traction uniaxiale sous
vitesse de déplacement constante.

IVV.9.1Réponse de la barre pendant la phase réversible

Le comportement viscoélastique de la barre est donné par le modele rhéologique de PT dont
les valeurs de parameétres sont données dans le Tableau IV-1. La longueur et la section de la barre
sont égales a 800 mm et 100 mm?.

Paramétres du modeéle de PT

EO (kN/mm?) 23
E1 (kN/mm?) 11
n(kN.j/mm?) 500

Tableau IV-1: Parametres du modele de PT (Mesquita and Coda 2001).
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IV.9.1.1 Essai de fluage

Pour un essai de fluage, la force appliquée sur la barre est maintenue constante. La contrainte
imposée o pendant cet essai est donnée dans le Tableau IV-2. La vitesse de chargement F utilisée
en entrée des codes EF 1D est introduite en faisant :

e Alinstantt =t, =0,F = oS/At

o Pourt>ty,, F=0

At(jours) 1
Durée de l'essai(jours) 450
Contrainte imposée g (KN /mm?) 0.005
Pas de discrétisation spatiale Ax 2mm

Tableau IV-2: Paramétres pour [’essai de fluage.

Afin de rester dans la phase réversible du comportement de la barre, on impose une valeur tres
¢levée du taux de restitution d’énergie critique Y.

La Figure 1\VV-4 compare les évolutions du déplacement U(t) au bout de la barre (point A) la réponse
pour la solution analytique et celles issues des codes EF. On constate la superposition des trois
courbes.

0.6
E 0.5
E
= 04
C
'g = Analytique
s 03 & EF-couplé
@ A EF-Pred/Corr
£ 0.2
s
\D.
a 0.1

0

0 100 200 300 400 500
temps (j)

Figure IV-4: Evolution du déplacement au point d’application du chargement, comparaison entre la solution analytique et
EF.

I1V.9.1.2 Essai de traction a vitesse de contrainte constante

Pendant cet essai, une vitesse de contrainte ¢ de 0.0005 KN /(mm?2. s) est appliquée sur la
barre. L’évolution du déplacement au point A pour les trois méthodes de résolution est présentée
sur la Figure 1\VV-5. On remarque un bon accord entre les trois réponses.
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Pour cette étude, le pas de temps et le pas de discrétisation spatiale sont pris égaux a 1 jour et 2mm,
respectivement.

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
04
0.2

¢ EFPred/Corr
A EFcouplé

e Analytique

Déplacement au point A (mm)

0 10 20 30 40 50 60
temps (j)

Figure IV-5: Evolution du déplacement au point d’application du chargement pour un essai d vitesse de contrainte imposée.

IVV.9.2Phase endommageable

On s’intéresse ici a la réponse viscoélastique endommageable de la barre sous vitesse de
déplacement imposée. Les objectifs sont :

e Comparer la solution semi-analytique développée dans le chapitre 111 avec la réponse des
algorithmes EF 1D.

e Vérifier la justesse de 1’algorithme de prédiction-correction et son implémentation.

e Etudier I’effet du choix du profil d’endommagement et les paramétres de la fonction H(D)
sur la réponse de la barre.

Les parameétres du modéle PTE sont donnés dans le Tableau 1V-3.

EO (N/mm?) 14000
E1 (N/mm?) 5600
n(N.s/mm?) 145
Y, (MPa) 3.00E — 05
a 3
B 0.9
[.(mm) 80

Tableau IV-3: Paramétres du modele PTE.

Les coefficients a et 8 présentes dans le Tableau IV-3 sont ceux de la fonction H(D) = (1 — BD)™“
adoptée dans cet étude.
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eXlibris

IV.9.2.1 Essal

de traction a vitesse de déplacement imposée

Pendant I’essai de traction uniaxiale, une vitesse de déplacement U(A) est imposée au bout
de la barre (point A). Ce type de chargement représente le type de sollicitation appliquée pendant
les essais de laboratoire. Dans un premier temps, un profil d’endommagement du type linéaire

(D((p) = ;’—;) est adopteée.

Pour une vitesse U(A) = 1.6mm/s, ’évolution de la contrainte dans la barre calculée a partir des
différents outils développés est présentée sur la Figure 1V-6. Le pas de temps pour cette simulation
est pris égal a 0.01 s, et Ax égal & 2 mm.

Contrainte (MPa)

0.9
0.8 4 EFPred/Correc
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

1

— Analytique

A EFcouplé

B VEVD

0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04

Déformation moyenne U(L)/L

2.50E-04

Figure IV-6: Evolution de la contrainte dans la barre & vitesse de déplacement imposée.

Le carré en vert (VE-VD) de la Figure 1V-6 indique le début de la phase d’endommagement. Pour

cette simulation, 1’évolution de I’endommagement maximal est présentée sur la Figure 1V-7.

2

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Endommagement D

0.3

0.2

0.1

0

Analytique

A EFcouplé
¢ EFPred/Corr

0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04

Déformation moyenne U(L)/L

2.50E-04

Figure IV-7: Evolution de I'endommagement maximal dans la barre.
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Ces deux figures montrent le bon accord entre les réponses semi-analytique et EF. En particulier,
on peut dire que la stratégie de prédiction-correction proposée permet de résoudre les équations
mécaniques d’une maniére efficace tout en respectant 1’équation d’équilibre et 1’équation
d’évolution de I’endommagement.

La section suivante porte sur 1’incidence de la forme de la fonction D (¢) sur la réponse de la barre
calculée a partir de 1’algorithme de prédiction-correction.

1V.9.2.2 Effet du profil d’ endommagement D (¢p) sur la réponse endommageable de la barre

Trois fonctions de forme d’endommagement différentes ont été utilisées pendant I’étude de
la réponse d’une barre chargée a vitesse de déplacement constante. L’algorithme de calcul adopté
pour cette étude est celui de prédiction-correction (en 1D).

Les fonctions de forme choisies dans cette étude sont données par le Tableau V-4 et tracées sur la
Figure 1V-8.

Type D()
Linéaire (Lin) ¢
L
Quadratique (Poly?2) 22 _ (¢ 2
(1)
Cubique (Poly3) ©\? 3_29
(@) (-27)
Tableau IV-4: Profils d’endommagement envisageés.
1.0
—— D(@) - Lin
—— D(@) — Poly2
0.8/ — D(@)—Poly3
0.6
S
Q
0.4
0.2
%%0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
@ =oll

Figure IV-8: Tracés des profils d ‘endommagement.

L’effet des fonctions de forme d’endommagement sur la réponse de la barre est présenté sur la
Figure 1VV-9. Pour cette étude la vitesse de déplacement imposée est égale a 1.6 mm/s et les
parametres a et § valent 1.5 et 1.
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0.8

0.7 —8—Lin

Contrainte (MPa)

0 0.00005 0.0001 0.00015 0.0002

Déformation moyenne

Figure IV-9: Effet du profil d’endommagement sur la réponse de la barre.

On remarque que la forme cubique conduit a une rupture brutale au moment de I’initiation de
I’endommagement (VE-VD). En revanche, la forme quadratique conduit & une réponse avec
adoucissement. Pour ce dernier profil d’endommagement, la déformation moyenne atteinte dans la
barre a la fin de ’essai est la plus élevée. Par conséquent, le profil quadratique conduit a une réponse
moins fragile que celles obtenues a partir des profils d’endommagement linéaire et cubique (NB :
la croix noire indique le moment de la rupture).

Il faut noter qu’un algorithme de calcul 1D basé sur une discrétisation implicite en temps a été
¢galement développé (Annexe D). Pour différentes formes de profil d’endommagement, on a trouvé
un bon accord entre les réponses obtenues par cet algorithme et celles obtenues par 1’algorithme de
prédiction-correction.

IV.9.2.3 Effet des paramétres de la fonction d’adoucissement (a et B) sur la réponse
endommageable de la barre

L’effet de a sur la réponse endommageable de la barre (pour 8 = 1) est illustré dans cette
section. Pour cette étude, le profil d’endommagement quadratique et une vitesse de déplacement

imposee de 1.6 mm/s sont choisis. La réponse de la barre pendant 1’essai de traction est présentée
sur la Figure 1V-10.

On voit sur cette figure que des valeurs de a supérieures a 1.45 permettent d’avoir une réponse a
déplacement imposé avec adoucissement jusqu’a rupture compléte de la barre pour D = 1.
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Contrainte (MPa)

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008
Déformation moyenne

Figure IV-10: Effet du parametre a sur la réponse endommageable de la barre pour un profil d endommagement
quadratique.

La méme étude est menée pour la fonction d’endommagement D () du type linéaire. La réponse
de la barre est présentée sur les courbes de la Figure 1V-11.

Contrainte (MPa)
o o o
N w ()]

—_——2.2
— )
0.3 —8—1.5
0.2 1
0.1
0 qL
0 0.00005 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003

Déformation moyenne

Figure IV-11: Effet de a sur la réponse de la barre pour un profil d’endommagement D (¢) du type linéaire (8 = 1).

En comparant la réponse de la barre obtenue en utilisant ces deux fonctions de forme
d’endommagement (pour f = 1 et @ = 1.5), on remarque que le profil d’endommagement linéaire
conduit a une réponse plus fragile.
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V.10 Bilan

Ce chapitre a décrit le développement de deux algorithmes de calcul par la méthode des
élements finis. Le premier, dit de prédiction-correction, est celui qui a été implémenté dans le code
eXlibris (code écrit en C++ Orienté Objet). Lautre algorithme — dit algorithme couplé — est restreint
ici au cas unidimensionnel. Ces algorithmes ont été validés par comparaison entre eux et par rapport
a la solution semi-analytique du chapitre Il1.

Différents aspects liés aux parametres du modeéle TLS ont été investigués a partir des applications
numeriques. La figure suivante résume les aspects étudiés et la stratégie de validation des codes
numeriques :

Validation des algorithmes EF

/ ‘

Solutlon semi-analytique ‘ Solution EF (algo préd-corr) ’ ‘ Solution EF (algo couplé)
Etude des paramétres du Etude de la pertinence du schéma de
modele TLS prédiction correction proposé

Figure 1V-12: Stratégie de validation des différents algorithmes développés dans ce chapitre.
Les résultats du chapitre montrent les points suivants :

e [’algorithme de prédiction-correction basé sur un schéma d’intégration temporelle explicite
et introduit dans eXlibris est validé dans le cas 1D.

e Les parametres de la fonction d’adoucissement H (D) affectent directement le mécanisme
d’endommagement dans la barre. On peut obtenir un comportement plus ou moins fragile
suivant le choix des parametres de cette fonction.

e Le profil d’endommagement de type quadratique permet de rendre compte, dans certaines
conditions, d’une réponse adoucissante de la barre a déplacement imposé jusqu’a D = 1.
La fonction D (¢) linéaire ne le permet pas.

L’interprétation d’essais de laboratoire (en 2D) a partir du code eXlibris est présentée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre V : Application du module eXlibris TLS
viscoelastique a la simulation d’essais de fissuration
monotone sur materiaux bitumineux
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Chapitre V : Application du module eXlibris TLS viscoélastique a la simulation d’essais de
fissuration monotone sur matériaux bitumineux

V.1 Contenu et démarche

Dans le chapitre I, on a présenté les principaux essais de fissuration réalisés sur EB. Le
chapitre V s’intéresse a la modélisation des essais de traction 1D et de flexion 3 points a partir du
module TLS développé dans le cadre de cette these. L’objectif est d’évaluer la pertinence du code
EF en comparant la réponse des simulations numériques et les observations expérimentales.

La simulation de I’essai de traction directe permet de s’assurer du bon fonctionnement du
module eXlibris développé en 2D.

On présente ensuite la modélisation de I’essai de flexion trois points & chargement monotone
sur poutre rectangulaire composée de mortier bitumineux. Notons qu’aucune étude de fissuration
de ce type sur enrobé bitumineux « a température ambiante » n’est recensée dans la littérature.

Les parameétres du modeéle viscoélastique de PT sont calés sur la premiére phase des courbes force-
déplacement expérimentales en considérant celle-ci sans endommagement. La stratégie de calage
est basée sur le développement d’une solution analytique qui donne la force sous le point de
chargement en fonction de la déflection imposée sur la poutre.

Ces parametres sont utilisés pour modéliser 1’essai de fissuration a différentes vitesses de
déplacement imposées. Les courbes force-déflection obtenues sont comparées sur la totalité des
courbes expérimentales. Une étude de I’effet d’entaille sur la réponse de la poutre est également
présentée.

A la fin du chapitre, une étude paramétrique est menée afin d’investiguer 1’effet des paramétres Y,
et [, du modéle TLS sur la réponse de la poutre.
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V.2 Essai de traction directe

La modélisation 2D de I’essai de traction directe constitue une premiere étape pour valider,
par comparaison avec les résultats des chapitres Il et 1V, I’implémentation de 1’algorithme de
prédiction-correction dans le code de calcul eXlibris 2D.

V.2.1 Description du cas test

On considere sur la Figure V-1 une barre de longueur L=800 mm et de hauteur h=100 mm
chargée en traction a vitesse de déplacement imposée (U = 1.6 mm/s).

h =100 mm

RERR
=

L =800mm

F 3
v

Figure V-1: Géométrie de la barre et conditions aux limites.

Un maillage triangulaire structuré a été adopte pour cette simulation. 1l est constitué de 320 éléments
suivant la longueur de la barre et 2 éléments suivant la largeur. Les hypothéses de calcul prises pour
la modélisation 2D sont :

- Etat de déformations planes

- Coefficient de Poisson nul afin de simuler la réponse unidimensionnelle de la barre

- Avancement maximal du front A, pris égal a la taille moyenne des éléments du
maillage.

Pour initialiser le positionnement de la zone endommagée, on considére prés de 1’encastrement une
petite bande d’épaisseur égale a la taille d’un élément du maillage (la zone rouge de la Figure V-1)
a faible valeur d’endommagement uniforme e. Cette zone permet d’imposer la zone d’initiation et
la direction de propagation du dommage. Ce choix a été fait car le comportement de la barre pendant
la phase réversible est homogene et par conséquent 1’absence de cette zone endommagée conduit a
un endommagement diffus dans toute la barre.

Les propriétés du modeéle viscoélastique de PT sont données dans le Tableau V-1.

EO (N/mm?) 14000
E1 (N/mm?) 5600
n(N.s/mm?) 145

Tableau V-1: Paramétres du modéle viscoélastique de PT.

Concernant les paramétres du modéle d’endommagement, on choisit un taux de restitution d’énergie
critique Y, égal a 3.10"°MPa et une longueur caractéristique [, égale a 80 mm. La fonction
d’adoucissement est celle proposée dans le chapitres 1l et IV (H(D) = (1 — fD)™%).
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fissuration monotone sur matériaux bitumineux

V.2.2 Choix d’un profil d’endommagement linéaire

Les Figure V-2, Figure V-3 et Figure V-4 montrent pour D(¢) = lf et différentes valeurs

des parametres a et B de la fonction d’adoucissement H (D) que nous retrouvons les résultats 1D.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04

Contrainte (MPa)

0.3
0.2
0.1

0.00005 0.0001 0.00015 0.0002
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Figure V-2: Essai de traction directe, comparaison entre la réponse EF en 1D et 2D pour a = 3 et § = 0.9.
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Figure V-3: Essai de traction directe, comparaison entre la réponse EF en 1D et 2D pour a = 2 et § = 0.9.
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Figure V-4: Essai de traction directe, comparaison entre la réponse EF en 1D et 2D pour a« = 1.2 et § = 0.9.

On retrouve — comme montré dans le chapitre IV — que pour une valeur de B fixe, la phase
d’endommagement, la contrainte au pic et la déformation moyenne a la rupture augmentent avec
I’augmentation du coefficient a.

V.2.3 Choix d’un profil d’endommagement quadratique
La Figure V-5 montre la comparaison des réponses 1D et 2D pour le d’un profil
2
d’endommagement quadratique D (@) = 213— (lf) et pour a = 2, B = 0.9. La courbe 2D coincide

avec la courbe 1D jusqu’a atteindre la rupture brutale pour celle-Ci.
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Figure V-5: Essai de traction directe, comparaison entre la simulation en 1D et 2D pour un profil d'endommagement du type
quadratique, @ = 2,8 = 0.9.

Plusieurs simulations ont été lancées pour d’autres couples de a et B donnant des réponses « moins
fragiles » que ci-dessus.
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La Figure V-6 présente I’exemple de la réponse obtenue pour a = 1.5 et g = 1.
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Figure V-6: Essai de traction directe, comparaison entre la simulation en 1D et 2D pour un profil d'endommagement du type
quadratique, a = 1.5, =1.

Ces résultats valident I’implémentation numérique de 1’algorithme de prédiction-correction dans
eXlibris.

V.3 Essai de flexion 3 points sur poutre rectangulaire

Parmi les essais de laboratoire les plus utilisés pour caractériser le comportement fissuré des
matériaux bitumineux (mortier, bitume seul) sous chargement monotone, figure 1’essai de flexion
3 points. Le but de cette partie est de modéliser cet essai a partir du code EF-2D eXlibris. On cherche
spécialement a retrouver, a partir des simulations numériques, la réponse expérimentale issue des
travaux de Tabakovic (2010).

V.3.1 Données d’essai et hypotheses de calcul

L’essai est pratiqué sur une poutre de mortier bitumineux BCM (BCM pour Binder Course
Mortar) composé d’un mélange de bitume, de sable et de fines de roches concassées. La poutre
posséde une longueur de 260 mm, une hauteur de 40 mm et une épaisseur de 20 mm. La zone
d’application du chargement et les conditions aux limites sont présentées sur la Figure V-7. L’essai
est mené en flexion 3 points a vitesse de chargement constante jusqu’a rupture.
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Figure V-7: Géométrie de la poutre en flexion trois points et conditions aux limites.
Afin de mener des modélisations numériques 2D, on adopte les hypothéses suivantes :

- Etat de déformations planes

- Coefficient de Poisson v = 0.2

- Comportement symétrique en traction-compression

- Variable d’endommagement scalaire et endommagement isotrope

- Le principe d’équivalence temps-température est supposé valable (1.3.2.2)
- Matériau viscoélastique linéaire PTE

On commence par identifier les parametres viscoélastiques du modéle de PT dans le domaine
réversible. On présente ensuite les résultats des simulations numériques obtenus pendant la phase
d’endommagement et de fissuration de la poutre.

V.3.2 Comportement réversible a vitesse de déplacement constante et calage des
parameétres du modele viscoélastique

Rappelons I’expression de la fonction de relaxation pour le modéle de PT :

EO —t(E0+E1)
R = E E EytT V-1
() o+ E1< 1t Epe 1 ) (V-1)

Considérons un essai de flexion trois points sous vitesse de déplacement imposée. La force sous le
point de chargement peut étre calculée par :

Ft)=gRQ®u (V-2)
ou g est le coefficient de forme, égal a la force qui résulterait de la poutre élastique de module

d’Young unitaire soumise a un déplacement unitaire. g a la dimension d’une longueur ; son
expression est donnée par :

(V-3)

L’opérateur @ represente le produit de convolution entre la fonction de relaxation R(t) et la vitesse
de déplacement 1 , soit :

t

RQQu= f R(t —v)u(v)dv (V-4)

0
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Dans le cas d’un chargement a vitesse de déplacement constante u = a = cte, ce produit de
convolution se simplifie au calcul intégral suivant :

t

RRu= af R(v)dv (V-5)
0
Pour le modele rhéologique de PT, on obtient :
E.E; E,t _t(50+51))
F(t) = t 1- EyT V-6
© gaE0+E1< +E0+E1< ¢ (V-6)

Notons que la déflection d sous le point d’application du chargement est égale a at. Ainsi, on peut
exprimer la force F en fonction de la déflection telle que :

F(d) = g—2 (d+ Eota (1—3—%('5"51'51))) (V-7)

Ey+E; Ey+E;

Cette équation permet de calculer analytiquement la force en fonction de la déflection pendant la
phase réversible sous vitesse de déplacement constante. On s’appuie sur cette équation afin de caler
les parametres du modele viscoélastique de PT (c.-a-d. E,, E; et T) en se basant sur les résultats
d’essais de laboratoire de Tabakovi¢ et al. (2010) (Figure V-8).

A cette fin, on utilise les valeurs expérimentales de force obtenues pour la deflection égale & 1mm
supposee étre en phase réversible et pour les trois vitesses de chargement du Tableau V-2.

Vitesse de déplacement imposée 0.01 0.1 1
a (mm/s)

1.95 6.54 32

F(dyer = 1mm) Expérimentale

Tableau V-2 Valeurs la force F en fonction de la vitesse de déplacement imposée obtenues pour la déflection de « référence »
égale & 1mm (Tabakovi¢ et al. 2010).

En résolvant le systéme de trois équations a trois inconnues issu de ces données, on obtient les trois
valeurs suivantes des parametres du modele PT :

E, (Mpa) 2674
E; (Mpa) 97
T (s) 29

Tableau V-3: Paramétres du modele de PT obtenus apreés calage.

On montre sur la Figure V-8 une comparaison entre les courbes analytiques (\V-7) obtenues pour
les parametres calés et les résultats d’essais de flexions 3 points pour les trois vitesses de
chargements. On verifie la coincidence des points analytiques et expérimentaux pour d,..; = 1mm
et plus généralement un assez bon accord entre les débuts des courbes analytiques et expérimentales.
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Figure V-8: Comparaison entre la réponse expérimentale et analytique de I’essai de flexion 3 points pour trois vitesses de
déplacement imposées.

Un calage Iégérement meilleur est obtenu pour le calcul EF avec le jeu de paramétres suivants qui
est retenu par la suite. La réponse expérimentale et celle obtenue par le calcul EF sont présentées
sur la Figure V-9.

E, (Mpa) 2300
E; (Mpa) 100
T (S) 26

Tableau V-4: Paramétres du modéle PT retenus pour la suite.

w w5 b U
v © U»n O u»n O

Force (N)
N N
o

-
w

— EXpérimentale

10
———EF (2D)

0 0.5 1 1.5 2 2:5 3 35

Déflection (mm)

Figure V-9: Comparaison entre la réponse expérimentale et EF-2D.
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V.3.3 Etude du comportement fissuré a vitesse de déplacement imposée

On poursuit ici la comparaison entre résultats expérimentaux et résultats des simulations EF
obtenus au-dela du domaine réversible. La comparaison est effectuée pour la vitesse de déplacement
imposée de Imm/s.

Pour étudier la réponse de la poutre pendant la phase d’endommagement, On a SUPpPOSE que
I’endommagement s’initie a partir d’un niveau de déflection égal a 2 mm (pour la vitesse de
chargement la plus élevée 1 mm/s). Cette hypothése conduit a un taux de restitution d’énergie
critique Y, de 0.014 MPa.

Concernant les parametres du modéle TLS, on a choisi le profil d’endommagement de type
quadratique et la fonction d’adoucissement H(D) = (1 — BD)~% avec les parametres présentés
dans le Tableau V-5.

2 _ (2)2
D(¢) e\l
H(D) (1-pD)™*
a 1.5
B 1
[, (mm) 4
Y. (MPa) 0.014
AQrmax 0.9L,

Tableau V-5: Paramétres du modéle TLS utilisés dans la simulation de [’essai de flexion 3 points.

Les coefficients a et § de la fonction d’adoucissement H (D) ont été choisis en se basant sur 1’étude
du barreau en traction (V.2).

L’avancée maximale du front d’endommagement Ag,, ., €st choisie de maniére a rester inférieure
a la taille moyenne 1,,, des éléments du maillage dans la zone d’endommagement et de fissuration.
Sur le chemin de la fissure, la taille des éléments est choisie inférieure a [./8. Ce choix vise a
améliorer le calcul des champs non locaux dans la zone d’endommagement (voir 1V.8.1).

Figure V-10: Maillage 1 - éléments triangulaires non structureés.

La Figure V-11 montre la comparaison entre les réponses expérimentale et numérique qui sont
stables toutes les deux a vitesse de déplacement imposée. Le triangle noir figurant sur cette courbe
indique le moment d’initiation de ’endommagement (Y = Y,).

Le triangle rouge de la Figure V-11 indique le moment de «création » d’une fissure dans la
simulation de I’essai. A ce moment, une bande d’endommagement de largeur égale a 2[,. s’est
développée et une fissure est introduite aprés une étape d’enrichissement cinématique — au milieu
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de cette bande — par la méthode XFEM. Les chutes de force « en cascade » au-dela du triangle rouge
sont liées a la propagation de la fissure.

Les cercles rouges (numérotés de 1 a 4) sont liés aux cartes d’endommagement qui Se trouvent a
droite de la Figure V-11. On voit sur ces cartes le développement de la hauteur de la bande
d’endommagement par rapport a la hauteur h de la poutre pour les instants 1,2,3 et 4.

A Debut de 'endommagement ' =—m—— = —_———
50 A Debut de la fissuration
40
£ 30
[+1]
b
(=]
(¥
20
—&—EF-2D
10 .
Experimentale
0 d
0 5 10 15 20
Déflection (mm)

Figure V-11: Comparaison entre la réponse expérimental et EF(2D) pour une vitesse de déplacement de 1 mm/s.

On a tracé sur la Figure V-12 la carte d’endommagement sur la poutre déformée a la fin de la
simulation. La couleur bleue correspond a la zone saine ou I’endommagement est nul. La zone de
couleur rouge foncé indique une valeur d’endommagement qui vaut 1. Au milieu de cette zone, on
remarque la propagation d’une fissure. On voit également la propagation du front
d’endommagement (level set [})) sur la carte en gris et noir. On observe que celle-ci s’opére sans
élargissement.

damage_100 Y
0 0.5 1 1z_x
L ]

Figure V-12: Propagation du front d'endommagement et développement d'une fissure au milieu de la poutre.
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Pour cette simulation un seul cceur du processeur de calcul (single core CPU) a €té utilisé. La durée
de la simulation est de 16 minutes (Tableau V-6).

Nb éléments de | Nb pas de temps Nb CORES Mémoire (GB) | Temps CPU (s)
maillage
21650 100 1 2 928

Tableau V-6: Détails liés a la simulation numérique et le temps de calcul nécessaire.

Le temps CPU figurant dans le Tableau V-6 représente le temps nécessaire pour faire le calcul EF
exclu de tout post-traitement.

V.3.4 Discrétisation spatiale et effet du maillage

Les courbes suivantes visent a comparer la réponse de la poutre pour quatre maillages de
finesse différente (Tableau V-7). Les maillages 1 et 4 sont dans un ratio de 2.

Maillage Nb nceuds Nb éléments
Mesh 1 (base) 10843 21660
Mesh 2 7647 15284
Mesh 3 7365 14704
Mesh 4 5312 10614

Tableau V-7: Maillages utilisés pour étude de sensibilité des résultats.
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40 / Experimentale
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Figure V-13: Discrétisation spatiale et effet du maillage sur la réponse de la poutre.

150



Chapitre V : Application du module eXlibris TLS viscoélastique a la simulation d’essais de
fissuration monotone sur matériaux bitumineux

Globalement, on observe des résultats assez proches pour les quatre maillages.
Concernant la dispersion observeée sur les courbes force-déflection, on peut 1’expliquer par :

o La taille du maillage qui affecte directement le calcul des champs non locaux dans la zone
d’endommagement.

e La taille moyenne du maillage dans la zone d’endommagement qui controle 1’avancement
maximal du front d’endommagement A@,;, -

V.3.5 Reponse sous différentes vitesses de déplacement

On étudie dans cette section I’effet du taux de chargement sur la réponse de la poutre. Six
vitesses de déplacement sont appliquées. La réponse de la poutre est présentée sur la Figure V-14
dans le plan force-déflection.

Up=10 mm/s
» —&—Up=1.5 mm/s

—&—Up=1 mm/s
40 —&—Up=0.9 mm/s
Up=0.7 mm/s

—e—Up=0.1 mm/s
30 d

Expérimentale

A VE-VD

Force (N)

20

10

0 5 10 15 20

Déflection (mm)

Figure V-14: Effet de la vitesse de déplacement U sur la réponse de la poutre.

On remarque sur les courbes de la Figure V-14 que la force maximale augmente avec la vitesse de
chargement, ce qui est en accord avec les résultats expérimentaux. En revanche, on remarque que
seules deux vitesses de déplacement imposées (1 et 0.9 mm/s) conduisent numériquement a une
phase stable a force décroissante. Celles-ci correspondent aux cas ou sont apparues des fissures qui
se sont propagées de facon stable. Les courbes simulées pour U < 0.9 mm/s conduisent & des
ruptures brutales (au niveau des croix rouges) contrairement aux observations expérimentales
(Figure V-16).

A notre avis, cet écart entre modéle et essai est lié¢ & I"utilisation du modéle viscoélastique de PT
dont la décomposition spectrale de la fonction de fluage est tres réduite par rapport a celle des
materiaux bitumineux. On sait en effet que ceux-ci sont bien mieux représentés par exemple par le
modele de Huet a spectre continu infini (cf. 1.4.2.1) ou éventuellement par un modele Kelvin-Voigt
généralisé a grand nombre d’éléments (Figure V-15).
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Ces modeéles peuvent alors donner lieu en fonction des vitesses de chargement imposees a des
valeurs d’énergie élastique emmagasinées dans leur spectre de fluage différentes de celles de

Poynting-Thomson, conduisant donc a des valeurs et évolutions différentes des taux de restitution
d’énergie ¢lastique Y.

En fait, le domaine de vitesse U pour lequel la composante viscoélastique de la réponse du modéle
est significative au moment ou I’on atteint Y, est limité. Les vitesses faibles ou élevées conférent au
matériau un comportement élastique de module EyE,/(E, + E;) ou E, comme le montrent les
courbes quasi-linéaires de la Figure V-14 pour U = 0.1 mm/s ou U > 1.5 mm/s. Dans ces cas, le
comportement de la poutre est comparable a celui d’une poutre élastique dont on sait que la réponse
TLS en flexion 3 points est instable & déplacement imposé et se comporte en snap-back des
I’initialisation de I’endommagement. Ceci explique les résultats de la Figure V-14.

4500
=== Huet

4000 A ’.‘Q

3500 - g 0 B f10H;
:u;]’ 3000 i ‘\; rb f=1 Hz
e [ ‘& A f=0.1H:
3 2500 d \
2 2000 {
E $ \
% 1500 fé 1
< | 1
2 1000 l A

500 3

0 . i —B3 : .
0 10000 20000 30000 40000 50000
Partie reelle (E')

Figure V-15: Réponse du modele de Huet et de PT dans le plan Cole-Cole (partie imaginaire E'" du module complexe versus
partie réelle E").

Cette Figure illustre la différence de comportement entre des modeles a spectre de fluage large et
réduit. La courbe bleue se rapporte ici a un enrobé bitumineux bien décrit par le modéle de Huet ;
la courbe verte résulte d’un calage du module complexe autour des conditions 15°C et 10Hz. On
voit sur cette figure la petite marge de fréquences ou le modele de PT représente convenablement
I’EB. On remarque de plus qu’une réduction de la fréquence de 10Hz a 1Hz réduit énormément le
module de dissipation (E'") du modéle PT qui devient alors presque élastique.
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Figure V-16: Effet de la vitesse de chargement sur la réponse de la poutre, comparaison entre les résultats numériques (EF-
2D) et expérimentaux.

On peut montrer sur cet exemple que la courbe F(d) toutes choses étant égales par ailleurs ne
dépend pour le modéle PTE que du facteur adimensionnel Ut (ou Un) comme attendu & partir du
théoréme de Vaschy-Buckingham de 1’analyse dimensionnelle. Ceci vient du fait que le seul temps

caractéristique a intervenir dans le modele (composantes réversible et endommageable) est le temps
T.

La Figure V-17 illustre cette propriété pour deux courbes obtenues avec (Ul,rh) et (U, =

Uy/2,1m, = 2n,). Le faible écart entre ces courbes provient des discrétisations spatiale et
temporelle.

50 ~*= [, = 1mm/s n =2600MPa.s

e 02 = 0.5mm/s n; = 5200 MPa.s

Expérimentale
40

A VE-VD

w
o

Force (N)

20

10
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Déflection (mm)

Figure V-17: Réponse de la poutre pour deux vitesses et viscosités différentes.

Le méme raisonnement appliqué au modéle de Huet ou a un modéle Kelvin-Voigt généralisé dont
la viscosité de I’ensemble des amortisseurs du spectre de fluage est affectée par une méme fonction
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a(#) multiplicative montre que la réponse F(d) dépend globalement du facteur Ua(0) et vérifie le
principe d’équivalence temps-température. Qualitativement ceci revient a dire que diminuer (resp.
augmenter) la température d’essai revient a augmenter (resp. diminuer) la vitesse de chargement a
température constante. Ce principe est observe sur les résultats d’essais par plusieurs auteurs
(Chehab et al. 2002)(Nguyen et al. 2013).

V.3.1 Influence des parametres [, et Y,

Commencons par regarder la réponse de la poutre pour deux longueurs caractéristiques [,
différentes : la longueur de 4 mm utilisée dans les simulations précédentes et la longueur de 6 mm.
Le choix de ces longueurs résulte des considérations ci-dessous sans étre base sur des essais de
laboratoire.

Dans ses travaux Z Bazant fait intervenir une longueur caractéristique définie comme la largeur de
la bande de localisation des déformations. Pour les bétons cimentaires ou bitumineux celle-ci est
souvent prise égale a trois fois la taille maximale des agrégats (Bazant and Pijaudier-Cabot 1989)
(Bodin, De La Roche, and Pijaudier-Cabot 2006).

Dans I’approche TLS, la bande de localisation est de largeur 21, (cf. 1.6.3) ce qui conduit au choix :

3
e =5dq (V-8)
ou d,, est la taille maximale des agrégats dans le mélange bitumineux. En prenant pour un mortier
bitumineux d, = 4 mm on aalors [, = 6 mm.

La Figure V-18 montre les résultats obtenus pour les deux longueurs caractéristiques. On observe
que la courbe pour la plus grande valeur de [, est au-dessus de I’autre et présente une allure plus
réguliere.

60
—@—lc=6mm
50 lc=4mm
; Experimentale
40 A// A VEVD
—_ & fi ti
= ® issuration
g 30
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20
10
0
0 5 10 15 20 25
Déflection (mm)

Figure V-18: Effet de la longueur caractéristique I, sur la réponse de la poutre.
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Figure V-19: Effet du taux de restitution d'énergie critique sur la réponse de la poutre.

La Figure V-20 se référe a deux calculs effectués pour les valeurs Y, = 0.014 MPa et Y, =
0.020 MPa. Comme attendu, la courbe avec la valeur de Y. la plus grande conduit & une
initialisation plus tardive de I’endommagement et a une valeur pic plus ¢levée. On observe qu’elle
reste ensuite au-dessus de I’autre courbe.

Dans le cadre élastique, Zghal et al. 2018 ont établi ’expression de 1’énergie de fissuration G, du
modele TLS pour un front de fissure se translatant de fagon auto-similaire. Pour une valeur [; de la
longueur de la bande endommagée :

1 _
H(D)
G.(lg) =1,21.Y, | —==dD V-9
( d) d J g(D) ( )
avec dans le cas D (¢) quadratique,
g(D) =D (D)l =~¥1-D (V-10)

A= fDH(D)dD (V-11)
0

L’équation (V-9) traduit la moyenne pondérée de la dissipation locale du matériau multipliée par la
longueur et 1’épaisseur (2.) de la zone d’endommagement.

D’aprés cette expression, 1’énergie de fissuration croit avec le produit .Y, et peut expliquer en
¢lasticité les différences d’aires comprises sous les courbes force-déflection des Figure V-19 et
V-24. Cette explication ne peut étre entierement reprise ici dans la mesure ou ces courbes integrent
deux sources de dissipation: la dissipation visqueuse et la dissipation due a
I’endommagement/fissuration. Par conséquent, I’aire sous la courbe force-déflection ne traduit pas
seulement le travail dissipé di a la propagation de la fissure. Un bilan énergétique plus affiné et
notamment sur la base de modéles rhéologique plus fidéles (Huet ou Kelvin-Voigt généralisé)
pourrait étre riche d’enseignement pour une meilleure compréhension de la fissuration des
materiaux bitumineux.
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Le calcul de différentes formes de dissipation pendant les essais fissuration mériterait d’étre étudié¢
une fois la loi comportement de Poynting-Thomson est etendue a une loi de Kelvin-VVoigt généralisé
a N branches. L’avantage du modéle TLS est qu’il permet de séparer les différentes sources de
dissipation. Cet avantage n’a pas été utilisé a ce stade mais mériterait de 1’étre pour I’identification
du modéle par des essais de laboratoires.

V.3.2 Effet d’entaille sur I’essai de flexion 3 points

Les exemples suivants sont purement numériques et destinés a montrer qu’il est possible de
simuler des essais sur corps d’épreuve entaillés comme souvent pratiqué dans les essais ( essai SCB
(Nsengiyumva 2015) ou SENB (Wagoner et al. 2005a)). Considérons ainsi la poutre a
comportement PTE ( Tableau V-4 et VV-5) de la Figure V-7 entaillée verticalement a sa base sur son
axe de symétrie sur une hauteur e de 8 mm correspondant a un ratio h/e = 40/8 = 5. Les calculs
sont effectués pour deux épaisseurs d’entaille de 2 mm et 0.5 mm. On impose sur ces deux poutres
une vitesse de chargement égale a 1 mm/s.

On retient la méme densité de maillage que pour le maillage 1 du Tableau V-7 et le pas de temps
initial At = 0.5 s.

Les résultats des simulations pour les deux poutres entaillées sont présentés sur la Figure V-21. On
montre sur cette figure également la réponse de la poutre non entaillée étudiée dans la section
(V.3.3). Les losanges noirs sur cette figure montrent le début de la phase d’endommagement et de
fissuration.
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Figure V-21: Effet de I'entaille sur la réponse de la poutre PTE en flexion 3 points.

On remarque, Figure V-21, que les réponses des deux poutres entaillées sont a peu pres identiques.
La largeur d’entaille n’a pas d’effet.

En revanche, I’existence d’une entaille réduit la capacité de la poutre a résister au chargement
appliqué. La contrainte maximale atteinte pour la poutre entaillée (26 N) est environ 1.6 fois plus
faible que celle atteinte dans la poutre non entaillée (43 N). Des ratios de cet ordre de grandeur sont
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Chapitre V : Application du module eXlibris TLS viscoélastique a la simulation d’essais de
fissuration monotone sur matériaux bitumineux

observés par Nsengiyumva (2015) pour I’essai SCB sur EB et un rapport rayon/e de 5 (Figure
1-33).

La Figure V-23 (zoom sur la zone d’entaille au-dessous du poingon) montre 1’évolution du champ
d’endommagement en cours de calcul. On peut constater que la zone d’endommagement s’initie en
pointe d’entaille et remonte verticalement au droit de celle-ci & épaisseur bornée par 21.. Sur la carte
la plus a droite on apergoit 1’isovaleur ¢ = [. qui délimite une zone trés étroite a la verticale de
I’entaille jusqu’a une cote z > h/2, révélatrice dans le calcul de la présence d’une fissure. Celle-Ci
est plus visible sur la configuration déformée de la Figure V-22.

damage_090 Y
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Z X
I P |

Figure V-22: Carte d’endommagement a la fin du calcul et position de la fissure.

damage_004 damage_010 damage_030 damage_090

Figure V-23: Avancement du front d'endommagement a différentes étapes de calcul.
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fissuration monotone sur matériaux bitumineux

V.4 Bilan

Une étude numérique a partir du code eXlibris 2D a été conduite dans ce chapitre sur deux
essais de laboratoires : 1’essai de traction directe et I’essai de flexion trois points.

On a validé I’algorithme et I’implémentation du code eXlibris 2D sur I’essai de traction directe par
comparaison aux résultats du chapitre 1\VV. De maniere générale, les temps de calcul des exemples
2D traités dans ce chapitre sont de 1’ordre de 15 minutes au maximum.

L’étude de la poutre en flexion montre une réponse stable de la courbe F(d) a déplacement imposé
sous certaines conditions de vitesse de chargement. Dans ce cas, les courbes numériques sont assez
proches des courbes expérimentales obtenues sur mortier bitumineux. En dehors de ces conditions
de chargement, le modele rend toujours compte de I’augmentation de la force maximale avec la
vitesse de chargement. En revanche, il conduit a des ruptures instables aussi bien du c6té des
vitesses élevées que faibles, contrairement aux observations expérimentales. Un enrichissement du
modele rhéologique viscoélastique vers un modele de Huet ou Kelvin-Voigt généralisé devrait
permettre de remédier a ces écarts.

Le code eXlibris permet également de modéliser des essais sur éprouvette entaillée et permet de
retrouver au moins qualitativement [’effet retrouvé en laboratoire d’une force maximale
décroissante avec la longueur d’entaille.
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux effectués dans cette thése ont conduit au développement d’un modéle
rhéologique viscoélastiqgue endommageable et a son intégration au sein d’outils de calcul permettant
I’¢tude de ’initiation et de la propagation de fissures dans des structures composées de matériaux
bitumineux.

On résume ci-dessous les points importants obtenus pendant ces travaux de these.

- Lanbibliographie montre que les essais de fissuration sur matériaux bitumineux sont susceptibles
de présenter un comportement fragile ou ductile suivant la température et la vitesse de
chargement. Dans les essais a déplacement monotone imposé (traction directe ou flexion), ceci
se traduit en particulier par une force maximale qui augmente avec la vitesse de chargement ou
la diminution de température. A 1’inverse, le déplacement a rupture augmente avec la
diminution de la vitesse de chargement ou I’augmentation de température.

- Un modéle d’endommagement local PTE, basé sur le modéle viscoélastique de Poynting-
Thomson et le principe de contraintes effectives, a été construit. Le respect des observations
expérimentales rappelées ci-dessus conduit au choix d’un critére d’endommagement basé sur
le taux de restitution d’énergie é€lastique et I’introduction d’une fonction d’adoucissement
pouvant ne dépendre que de D.

- Le modele local PTE est introduit dans le formalisme de I’approche TLS en 1D afin d’étudier
semi-analytiquement la réponse d’une barre chargée en traction directe. Ce probleme formulé
en terme de vitesse nous a permis de discuter de I’existence de solutions a allongement croissant
du barreau.

- Le calcul semi-analytique d’une barre (PTE) en traction directe traité dans le cadre TLS a
conduit a une solution de référence permettant de valider les algorithmes EF 1D et 2D
développés dans cette theése. Ce calcul est étendu en 1D au cas d’un modeéle de Kelvin-Voigt
généralisé plus représentatif d’un matériau bitumineux.

- Les modeles 1D PTE et Kelvin-Voigt genéralisé permettent de retrouver les caractéristiques
fragile et ductile de 1’essai de traction en fonction de la vitesse de chargement appliquée,
mentionnées en bibliographie. L’application du principe d’équivalence temps-température au
niveau de la rhéologie des modéles viscoélastiques permet de retrouver automatiqguement les
mémes conclusions au niveau du comportement a la fissuration de la barre en fonction de la
température. Ceci est en fait valable pour tout essai réalisé sur un corps de preuve homogene.
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L’algorithme de prédiction-correction en EF 2D implémenté dans un nouveau module
viscoélastique endommageable d’eXlibris permet d’étendre les comparaisons essais-
simulations a d’autres géométries et conditions aux limites.

Pour certaines conditions de vitesses de chargement et de températures, les simulations
effectuées sur poutre en flexion trois points conduisent & des résultats satisfaisants par rapport
aux observations expéerimentales effectuées sur mortier bitumineux. En dehors de ces conditions
les calculs conduisent a des ruptures brutales sans doute liées a un spectre de fluage trop pauvre
du modéle rhéologique de Poynting-Thomson.

Le cas de corps d’épreuves entaillés peut étre géré de maniére automatique sans effort ou
hypothése de calcul supplémentaires.

En moyenne, la durée de simulation EF 2D du probléme de flexion trois points est de 15 minutes
sur un seul ceeur de processeur de calcul ce qui montre pour ce type d’application I’efficacité et
la rapidité du code de calcul développé.

La thése a permis de mettre en place un code de calcul EF pour modéliser I’initiation et la
propagation de fissures dans des structures a comportement viscoélastique. Ce point constitue un
aspect important et novateur du travail de these. Cependant, il existe certaines limitations qui
ouvrent la voie a de nombreuses perspectives d’extension de modéles et d’applications.

On a montré I’'importance d’étendre la loi de comportement du modéle de PT vers un modéle a
spectre de relaxation plus large. 1l serait utile de pouvoir étendre le module 2D de eXlibris a la
prise en compte d’un modéle de Kelvin-Voigt généralisé plus représentatif des matériaux
bitumineux et de reprendre la comparaison essai-modéle sur cette base. En particulier une
meilleure représentation de la distribution d’énergie élastique dans le spectre de fluage des
matériaux devrait permettre d’améliorer le caractére prédictif du comportement des EB a la
fissuration.

L’utilisation d’un potentiel d’énergie libre asymétrique en extension-contraction serait
nécessaire afin de prendre en compte les effets unilatéraux sur I’endommagement et la
fissuration. Une forme possible du potentiel pourrait s’inspirer de la formulation utilisée par
Bernard (2012) pour un matériau élastique standard.

L’étape précédente permettrait en particulier de modéliser des essais de fissuration en mode |1
et/ou en mode mixte (I et II) qui au sein de I’approche TLS ne demandent pas a priori
d’hypothéses complémentaires.

Un point qui nous apparait important également dans le domaine des chausseées est la
comparaison croisée des différents essais de fissuration (monotones) pratiques en France et a
I’international (ex : essai SENB?, SCB3, DCT* (cf. 1.5.1)). L’outil développé ici permet
d’envisager la mise au point d’une loi de comportement viscoélastique endommageable
générique pour enrobés bitumineux qui permettrait a travers le modele TLS et pour un méme
matériau et les mémes valeurs numériques des parameétres de la loi de comportement, de tester

2 SENB : Single-Edge Notched Beam
3 SCB : Semi-Circular Bending
4 DCT : Disc-shaped Compact Tension
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le passage d’un essai a 1’autre. Il serait alors intéressant d’évaluer a partir de tels calculs la
possibilité de parvenir a une loi de comportement intrinséque des EB vis-a-vis de la rupture,
indépendamment des types d’essais effectués.

Du coté du comportement des chaussées le modéle pourrait étre appliqué dans un premier temps
a I’étude de la fissuration sous sollicitations lentes thermiques, apres prise en compte dans le
code de calcul de températures variables et de déformations thermiques. Mais 1’approche TLS
devrait pouvoir se préter egalement a la modélisation de la fatigue des matériaux viscoélastiques
qui domine les mécanismes d’endommagement et de fissuration sous charges de trafic.
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Annexe A : Décomposition spectrale et calcul des parametres
du modele de Kelvin-Voigt généralisé

La décomposition spectrale d’une fonction de fluage, F(t), d’un amortisseur parabolique
en série de Kelvin-Voigt généralisé s’écrit :
+00
1 _t
Fo) =t =— Th‘1<1—ef)dr 0<h<1 (A-1)
h
0

ou t indique le temps caracteéristique de la cellule de Kelvin-Voigt. Le scalaire C;, figurant dans

cette équation est égal a mh_h) .

Le passage a un spectre de fluage procede en deux étapes.

Le domaine des temps caractéristiques (0, +o) est d’abord décomposé sur une échelle
logarithmique avec des intervalles de longueur D;. L’intégrale (I-56) s’écrit alors :

+oo Ti+1 +00
1 _t 1 _
F(t)=th= - f Th=1 (1 —et ) dr = C_Z G(T)D; (A-2)
h i=0 Ti h i=0

ou les temps caractéristiques discrets T; sont calculés de maniére & assurer la derniére égalité
(Figure A-1).

A |

3.x10°0}F | t

1 =1t (1 _ e_?) |

25%x107°¢} E :

2.x1070}F |

1.5%x1070F i

1.x1070} i ;
5.%x1077 |

- | L e gy g L — : Tit+1 T
Ti 2000 4000 6000 8000 10000

d
< >

D;

Figure A-1: Décomposition spectrale, approximation de la surface sous la fonction G par un rectangle

Le passage discret implique maintenant de ne garder qu’un nombre N de terme dans la série.
Cette approximation conduit a un modéle de Kelvin-Voigt généralisé permettant de remplacer le
modele de Huet sur une gamme de fréquences (ou vitesses de chargement) contrainte.

Pour que les temps caractéristiques du spectre discrétisé soient optimises sur un intervalle de temps
[0, t¢], un algorithme de minimisation a été proposé pour calculer les parametres du modele tel que :
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tf 2

) N
min R(t, 7;) = Ef (Chth - Z G(T)D; ) dt
' i=0

0

(A-3)

ou R est le résidu qu’on doit minimiser. La méthode de Newton a été utilisée afin de résoudre cette

équation et les valeurs initiales des paramétres /™ sont prises égales aux valeurs au milieu de
chaque intervalle D;.

Ces étapes de calcul et la technique de minimisation sont implémentées dans un code écrit en C++.
Cet outil numérigque nous a servi pendant les travaux de la thése afin de décomposer le modele de
Huet en modele de Kelvin-Voigt généralisé a N branches.

La décomposition spectrale de la fonction de fluage F(t) = t", donnée dans le tableau 1-6, conduit

aux temps optimisés rf”t présentés dans le tableau suivant :
Di T (s) TP (s) E’PY(MPa)
0.01 0.0005 0.00017424 0.0001507
0.09 0.05 0.0480445 1.4647F — 05
0.9 0.1 0.441124 5.8389E — 06
9 4 4.45509 2.2374E — 06
90 34 37.909 9.2047E — 07
900 330 359.951 3.6185E — 07
9000 3300 3599.98 1.3922E — 07

Tableau A-1: Les temps caractéristiques initiaux et optimisés du modele de Kelvin-Voigt généralisé.

Les modules E; de chaque branche du modéle de Kelvin-Voigt généralisé sont calculés a partir de

1’équation (I-56).

Pour un mode¢le a 7 branches, les évolutions de la fonction de fluage de I’amortisseur parabolique
et des fonctions de fluage du modele Kelvin-Voigt généralisé sont présentées sur la figure 2.

F(t)=t"

16 HModele de KVG optimisé

Modele de KVGi nitiale

14 .
12 -
o 10 _
i 8 B
6 -
4 -
2 —

0 l | ] | | | l

0 2 4 6 8 10 12 14
temps [s]

16

Figure A-2: Comparaison entre les fonctions de fluage du modele de Huet et de Kelvin-Voigt généralisé (KVG).

Les temps caractéristiques initiaux et optimisés du modéle de Kelvin-Voigt genéralisé.
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Annexe B: Approche incrémentale pour calcul
viscoélastique

L’approche incrémentale présentée ici est basée sur les travaux de (Ghazlan et al.

1995)(Chazal and Mouto Pitti 2010; Chazal and Moutu Pitti 2009). Elle permet d’obtenir la réponse

en déformation des matériaux viscoélastiques linéaires non vieillissants d’une maniére
incrémentale. La loi de comportement de ces matériaux est donnée le produit de convolution :

3 3 ¢
0
g;(t) = Z Z f]ijkl(t —T)%d‘f (B-1)
k=1 I=1 —c0

Pour un modeéle de Kelvin-Voigt généralisé, la fonction de fluage de ce modeéle est :

M
J@© =1+ Y (1 —emiym (B-2)
m=1
avec J° = 1/E°, ou E° est le module élastique, A,, = 1/7,,, et J™ = 1/E™

Aux instants t,, et t,,,; I’équation (B-1) s’écrit :

3 3 In 9
o

gij(tn) =Z Z ]ijkl(tn—’[)a—:ld’[
k=1 1=1 - (B-3)

> 3 tnt1 aakl

€ij(tns1) = z Zf Jijia (b1 — T)?dT
k=1 =1 ~%
L’incrément de déformation Ae;;(t,,) est alors :

Ag;j(tn) = € (tns1) — &;(tn) (B-4)

Cet incrément de déformation s’écrit également sous la forme de la somme d’un terme li¢ au pas de
chargement courant et d’un terme qui dépend de I’histoire de chargement &;;(t,,) tel que :

th+1
S doyy .
Ag;j(t,) = z z f Jijier (Ens1 —T)Fdf‘kgij(tn)
k=1 1=1 i
i 9
= Z znijkl Aoy (t,) + &;(tn)
k=1 1=1

avec &;;(t,) contenant toute I’histoire de chargement pour t < t,, et donné par :

(tn) =i Z Wi (tn) =i Z i (1= e ) g () (B-6)
k=1 [l=1

tn

m doy, (T
QDZ‘lkl(tn) = -[]i}rll(l e ~ijki (tn—r)ﬂdﬁr (B-7)

et

ot

165



Annexe B : Approche incrémentale pour calcul viscoélastique

L’intervalle de temps [0, t,., 1] est découpé en n segments de méme longueur At. De plus, sur
chaque intervalle du temps At la contrainte est supposée constante. Cela conduit a :

3 3 A ( ) tn+1
Okl t ~
Beg(t) = Y 3 S [ e — D)+ 8y () (8-9)
At,
k=1 I=1 tn
et I’équation (B-7) s’écrit sous la forme incrémentale suivante :

B0l Wil 1 _ gt 3] (B-9)

—ATh At
(p{?kl(tn) = <ngz(tn—1)-€ EAUR At m
n-1 Aijkl

L’algorithme de calcul 1D, implémenté dans un code écrit en C++, est décrit dans la Figure B-1.

For (]’ ...) boucle sur les pas du chargement // en contraintes imposées dans notre cas
= {
For (‘p’ ...) boucle sur les branches de Kelvin-Voigt généralisé
/

At ;
e®@,)) =o@,j—1e = + p 80 (t-1)
Ep Oty

} /

For (‘k’ ...) boucle sur les branches de Kelvin-Voigt généralisé

o
(1 —e ™ ) // Ey, et T, les paramétres du KVG

24

{ &) += (1 = e_""> k) }
For (‘k’ ...) boucle sur les branches de Kelvin-Voigt généralisé
A_ti
f; — i — Tk _ _r;‘.
{  S+= Ep(l At}(l e )) }
PI(j) = (i+s)(o—j+1 —0;)

Ag; = £() + PI(j)

8/'+1 = Ej + AE']

W,

Figure B-1: Algorithme de calcul incrémental basé sur la fonction de fluage du modéle de Kelvin-Voigt généralisé.

Cet outil de calcul a été utilisé pendant 1’étude de la stratégie de décomposition spectrale présentée
dans I’Annexe A. Il permet de calculer la réponse du modele de Kelvin-Voigt généralisé d’une
maniere incréementale. Des exemples de calcul sont présentés sur les figures suivantes. Les réponses
obtenues par cet outil sont montrées sur les courbes de ‘KV-gen approche inc- MOUTOU PITTTI".
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Contraintes (MPa)

F
&
g
8

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps(sec) : _ temps(sec) ; i
Figure B-2: Premier type de chargement : Contrainte imposée. Figure B-3: Deuxieme type de chargement : Contrainte imposee.

deformations

0.2 Modele de Huet —+—
R Modele de KV-gen prod. convolution —>¢—

0.1¢F KV-gen approche incr- MOUTOU PITTI —3%—
| KV-gen approche incr- Var. intemes — 11—

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps(sec)

Figure B-4:Réponses de différents modeles rhéologiques au premier type de chargement (Figure B-2).

0.035 T T T T
Modele de Huet ——
0.03 Modele de KV-gen prod. convolution —»¢— -]
KV-gen approche incr- MOUTOU PITTI ———
0.025 - KV-gen approche incr- Var. intemes ——— =
wv
S 002} ~
m©
E
S 0.015 —
o
o
0.01 - =
0.005 |- —
0 : | l | l L | L |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps(sec)

Figure B-5: Réponses de différents modéles rhéologiques au deuxiéme type de chargement (Figure B-3).
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Annexe C : Loi de comportement du modele de Poynting-
Thomson endommageable en 1D

1% loi incrémentale

Afin de coupler I’endommagement avec le modéle viscoélastique de Poynting-Thomson,
on a adopteé le principe des contraintes effectives, ce qui nous amene au modele présente sur la
Figure C-1.

&1
- . €o
(1-D)E, < >
(1-D)E,
o B

1-D)7 .

< —

Figure C-1: Modele viscoélastique endommagé de Poynting-Thomson
La contrainte dans le ressort isolé est donnée par :

o = (1 - D)Eoso (C‘l)
Cette contrainte est égale aussi a celle dans la branche du Voigt :

La déformation totale de ce modele est egale & la somme des déformations ¢, et g; :

81 =& — 80
) £ = é—& (C-3)
A partir de cette derniére équation et 1’équation (C-1), on peut calculer la déeformation et la vitesse
de déformation de la branche de Kelvin-Voigt telles que :

e=el+$0—>{

o ) . g D
TE(1-D) 1T TE@A-D) ’E(1-D)
Aprés le remplacement de &; et €; dans 1’équation (C-2), on trouve la loi de comportement du
modeéle a I’instant t telle que:

(C-4)

& =€

Dt E,E,(1— DY (Eo + Ey)
6t = Ey(1 = D)ét ——————gt + = et — o
’ (1-DYH n n
En adoptant un schéma d’intégration temporelle d’Euler du type explicite, la dérivée d’un champ X
par rapport au temps est approximée par :

‘ (C-5)

Xt+At _ Xt AX

Xt~ =— (C-6)
At At
Ainsi, la loi de comportement s’écrit sous la forme incrémentale suivante :
EoE,(1—-D") (Eo + E1)
Ao = Ey(1-DY)Ae — ——— 0" + At—— et —At——7* (C-7)
° (1-DYH n n
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Annexe C : Loi de comportement du modéle de Poynting-Thomson endommageable en 1D

2°" loi incrémentale

Aprés discrétisation temporelle de I’équation constitutive (C-2), on obtient :

Ae
ot =(1-DYHE &'+ (1 — Dt)nA—tl (C-8)
L’incrément de la contrainte Ag est donné par :

Ao = 0.t+At _ o.t — (1 _ Dt+At)E080t+At _ (1 _ Dt)EOEOt (C_g)
Cet incrément s’écrit alors :

R AO- == (1 - Dt+At)E0AEO - EogotAD (C-lO)
A partir de 1’équation constitutive (C-1), on trouve :

O.t

t — C-11
SO (1 _ Dt)EO ( )
Ces deux derniéres équations nous donnent :
Ao otAD

(C-12)

A =
€o (1- Dt+At)EO + (1 _ Dt+At)(1 _ Dt)EO

Aprés remplacement de &, “par €' — g,° et Ag; par As — Ag, dans 1’équation (C-8), et I’utilisation
de I’équation (C-11) et (C-12), on trouve la loi de comportement du modéle sous forme
incrémentale :

AD E,E,(1 — Dt*+At
Ac = Eg(1 — Dt)Ae ———— gt + At — 1 ) &t
(=09 n (C-13)
pp EotED A - D) |

n  @a-b9H °
La différence avec la loi donnée par 1’équation (IV-47) réside dans la discrétisation temporelle de
la loi d’état (C-1). La loi incrémentale (C-13) posséde une meilleure propriété que celle de
I’équation (IV-47) lorsque la variable d’endommagement D' atteint 1. Dans ce cas on obtient :

AD
Ao = ——— gt C-14
o (1 — Dt)O' ( )
ce qui conduit a :
AD ot
Gt — gt _ =05 ol =(1-D'— AD)m (C-15)

Notons que AD = Dt*At — Dt 1a contrainte & I’instant ¢t + At devient :

t

o
t+At 1— Dt+At —
? ( )(1 — DY)

Donc loi de comportement donnée par 1’équation (C-13) permet de représenter le phénomene de
dégradation totale (¢(D = 1) = 0) contrairement a celle de 1’équation (IV-47).

0 (C-16)
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Annexe D : Algorithme de calcul implicite en temps (1D)

La loi d’évolution de la variable interne &; s’écrit a I’instant t + At :

E Ey+E
t+At _ _0£t+At _ -0 1 e

n n
L’algorithme de calcul implicite est basé sur un schéma d’Euler du type implicite, ainsi la dérivée

él 1t+At (D-l)

&, "t figurant dans I’équation (D-1) s’écrit :

t+At _ .t

. t+ar €1 €1 (D-2)
“1 At
Les deux équations (C-16) et (D-1) conduisent a :
E At n
t+At 0 t+At t
€ = £ + € D-3
! (Eo + EDAt + 17 (Eo + EDAt +7° ! (B-3)
et la loi d’évolution de &; s’écrit sous la forme incrémentale :
Ag; = ! (ePHAE — g, 8) (D-4)
U7 (B + EAt + 1 !
La loi d’état du ressort de rigidité E, s’écrit a I’instant t + At sous la forme :
gttat — (1- Dt+At)E0€0t+At (D-5)
ou la déformation g,t+4¢ = gt+At — ¢ t+At cela conduit a :
gHHAE = (1 — DEHALYE (gtHAL _ ¢ AL (D-6)
Les deux équations (D-3) et (D-6) donnent :
gttit — (1 _ Dt+At)(1 _ a)E0€t+At _ (1 _ Dt+At)bEO€1t (D_?)
— EpAt _ n
aveca = (Eo+E1)At+n eth = (Eo+EAt+n

Rappelons la forme faible de I'équation d'équilibre (sans forces de volume) en quasi-statique :

fa”“s(u*)dﬂ = fF”“u*dI‘ vu*elu (D-8)
o) Iy

ou U est I’ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissible a zéro.

Le remplacement de ot*4¢ de I’équation (D-7) dans cette derniére équation conduit a :

f (1 = DH2AY(1 — @)Eyet ™t e(u)dn
. (D-9)
= fF“Atu*dF + .[(1 — DA pe te(ut)dR vu* € U

Iy 0

Une étape de discrétisation spatiale permet d’écrire cette équation sous la forme algébrique
suivante :
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Annexe D : Algorithme de calcul implicite en temps (1D)

[K(Dt+At)]{ut+At} — C{FHM} + {G(DHM)} (D-lO)

(Eg+Eq)At+n

tel que c = Py

Pout cet algorithme, la loi d’évolution de I’endommagement est comme celle donnée dans
1I’équation IV-86-3 ainsi que pour les expressions du critére d’endommagement linéarisé f t+Atpred

(IV-82). La seule différence est dans le calcul du terme A( Ag;). Pour cet algorithme implicite,
I’incrément Ae; donné par 1’équation (D-4) est calculé explicitement par :

Agy

— t+At,predy _ o t D-11
By T — e (0-12)

ol uttatpred ot calculé a partir de la résolution du probléme d’équilibre de prédiction :

[K(Dt)]{uHAt,pred} — C{FHM} + {G(Dt)} (D-12)

Ainsi, on peut suivre les mémes étapes que celles de 1’algorithme de prédiction-correction présenté
dans la section 1V.8.1. Les seules modifications sont portées sur I’équation d’équilibre (D-10) et
sur I’équation d’évolution de la variable interne (D-4).
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Annexe E : Stratégie de stockage des variables internes

Afin de mener des calculs incrémentaux et gérer I’évolution de la variable interne € ® dans
le code de calcul bidimensionnel eXlibris, on a développé une stratégie qui permet de :

e Stocker les variables internes €€ au niveau des points de Gauss ;
e [Faire la mise a jour des variables internes a la fin de chaque pas de calcul ;
e Evaluer ces variables aux points de Gauss.

La stratégie de stockage des variables internes £ est concue sur la base de la bibliothéque STL
(Standard Template Library). Pour ce faire, on a utilisé les tableaux associatifs (map) qui sont des
classes conteneurs de cette bibliotheque. Ces tableaux sont optimisés pour des opérations de
recherche, de modification ou d’ajout trés efficaces.

Les maps sont organisés en forme d’un tableau qui associe une variable (peut prendre différents
types) a chaque clé de ce tableau. Afin de profiter de ce conteneur pour développer une stratégie de
stockage et de mise & jour des variables internes €€, on a pris les entités du maillage comme clés
du tableau. A chaque clé on a associé un tenseur des déformations £,

Clé Variable
Entité du maillage:
- Tenseurs
élément
(ve)
€1 891
(ve)
en Eep

Tableau E-1 : La stratégie développée pour stocker les variables internes dans le code eXlibris.

La mise a jour de ces variables internes est basée sur un évaluateur qu’on a cré¢. Cet évaluateur
passe sur les clés du Tableau E-1 et réalise les étapes suivantes :

e Récupérer les composants du tenseur £€)t associés a une clé donnée.

e Stocker les composants du tenseur £ dans une variable locale (matrice 3x3).

o Appliquer les équations (1V.86-2 et 1V.92-2) afin de faire une mise a jour de g(Vet+At,
e Stocker la matrice associée a cette clé dans le tableau.

Notons que la stratégie de stockage présentée ci-avant représente un cas simple (pour un seul point
de Gauss par élément du maillage). Dans le cas général ou on a m points de Gauss par élément, il
faut stocker une liste (ou un vecteur) de matrices pour chaque élément de maillage (Tableau E-2).
Dans chaque matrice de cette liste, on stocke les tenseurs de déformations associés au point de
Gaussl (1 <1l <m).

Entité Liste des matrices associées aux m points de Gauss
(ve) (ve) (ve)
Ej €pg—1 Epg-1 Epg-m

Tableau E-2: Stratégie de stockage des variables internes pour m points de Gauss par élément E;.
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Modélisation de la fissuration en milieu viscoélastique par approche Thick Level Set pour application au

cas des enrobés bitumineux.

Mots clés : Thermo-viscoélasticité, Endommagement, Fissuration, Thick Level Set, Méthode des éléments Finis,

Enrobé bitumineux.

Résumeé: La fissuration des couches d’enrobé
bitumineux (EB) est un mode de dégradation majeur
des chaussées, dont la compréhension des divers
mécanismes et facteurs responsables nécessite entre
autres le développement de modélisations théoriques
et d’outils numériques. Dans ce cadre cette these
s’intéresse a la fissuration des matériaux a rhéologie
thermo-viscoélastique. Un modéle d’endommagement
local est ainsi développé en se basant sur le principe
de contraintes effectives et la loi rhéologique de
Poynting-Thomson. Le critére d’endommagement
adopté repose sur le taux de restitution d’énergie
élastigue. Ce modéle est ensuite régularisé par
I’approche Thick Level Set (TLS). L’étude semi-
analytique d’une barre 1D en traction monotone

directe permet d’investiguer I’aptitude de ce modele a
reproduire les principales observations expérimentales
faites sur EB. Un algorithme de calcul par méthode
aux ¢léments finis permettant alors d’étendre la
résolution au cas de problemes 2D est proposé et
implémenté dans le code de calcul eXlibris de I’ECN.
Nous montrons la capacité de cet outil a simuler
I’initiation et la propagation de fissure avec
endommagement d’une poutre viscoélastique chargée
en flexion trois points. Les simulations rendent
compte du caractere plus ou moins fragile/ductile des
résultats d’essais observés sur EB en fonction de la
température du matériau et de la vitesse de
chargement. Ces travaux offrent ainsi une base
théorique et numérique pour de futures applications en
Mécanique des Chaussées.

Modeling of fracture in viscoelastic medium using the Thick Level Set approach for application to

bituminous materials.

Keywords :
Bituminous mixtures.

Thermo-viscoelasticity, Damage, fracture, Thick Level Set (TLS), Finite elements method,

Abstract : Fracture of asphalt concrete (AC) layers is
a major mode of deterioration in pavements, whose
understanding of the various mechanisms requires the
development of theoretical models and numerical tools.
In this context, the research focuses on damage and
fracture in thermo-viscoelastic materials. Hence, a
local damage model is developed based on the principle
of effective stresses and the Poynting-Thomson
rheological law. The damage criterion considered
relies on the elastic energy release rate. This model is
then regularized according to the Thick Level Set
(TLS) approach. The semi-analytical study of the 1D
rod subjected to monotonous direct tension s
performed to investigate the ability of the model to

mimic the main experimental observations made for
AC materials. An algorithm dedicated to the finite
element solution of 2D problems is proposed and
implemented subsequently in the eXlibris numerical
code developed at ECN. The potential of this model to
simulate damage and crack growth from initiation to
collapse is demonstrated through the example of a
viscoelastic beam under three-point bending test
loading conditions. The simulations reflect the more
or less brittle/ductile nature of the test results observed
on AC materials depending on temperature and the
loading rate. This work offers a theoretical and
numerical basis for future applications in pavement
mechanics.




