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Résumé

Cette these s’inscrit dans des travaux liés aux problématiques des structures assemblées. Apres
une analyse et une synthese des différentes échelles de modélisation mises en jeu afin de détermi-
ner 'amortissement dans les liaisons, le manuscrit met en évidence les changements d’échelles,
soient les réductions de modele. La résolution des problemes de vibration non-linéaire mettent
en jeu de nombreuses méthodes numériques. Le cadre de la these étant le régime permanent,
I’équilibrage harmonique est la méthode clé, couplée a une résolution originale de type point
fixe. En fonction du cas d’étude, trois pistes de résolution sont proposées. Si on connait tout du
comportement, I’étude de la structure compléte se résume a la résolution d’un systeme différen-
tiel. La question est « comment le résoudre de maniere efficace ? » Une comparaison de quatre
formulations différentes du méme probleme dans les domaines temporel et fréquentiel, avec ou
sans régularisation des forces hystérétiques, permet d’apporter des réponses a cette question. Si
cela n’est pas possible ou déraisonnable, il faut alors essayer de décomposer le probleme. Une des
solutions afin d’accélérer le processus est de réduire le modele. Pour cela une nouvelle base de
réduction de la partie non-linéaire est introduite. Sa construction prend appui sur un indicateur
énergétique et son utilisation sur un abaque. Enfin, si la construction de cet abaque est impos-
sible, il est alors nécessaire d’avoir un calcul complet avec générations séquentielles d’abaques
dynamiques de la sous-structure. Cette méthodologie adaptative alterne les résolutions tempo-
relle et fréquentielle respectivement sur les domaines non-linéaire et linéaire sans recours a une
méthode incrémentale type AFT.

Mots clés — Vibrations non-linéaires, structures assemblées, amortissement, méthode d’équi-
librage harmonique, réduction de modeles.

This thesis is part of work related to the problems of assembled structures. After an analysis and a
synthesis of the different modeling scales involved in order to determine the damping in the joints,
the manuscript highlights the scales changes, i.e. model reductions. Many numerical methods
are used to solve nonlinear vibration problems. The framework of the thesis being steady-state
vibrations, the Harmonic Balance Method is commonplace. Here it is coupled with an original
fixed point algorithm. Depending on the case study, three resolution paths are proposed. If we
know everything about the behavior, the study of the complete structure can be summarized to
the resolution of a differential system. The question is "how to solve it efficiently 7" A comparison
of four different formulations of the same problem in the time and frequency domains, with or
without the regularization of hysterical forces, provides answers to this question. If this is not
possible or unreasonable, then one must try to decompose the problem. One way to speed up
the process is to reduce the model. For this purpose a new basis for reducing the non-linear part
is introduced. Its construction is based on an energy indicator and its use is based on a chart.
Finally, if the construction of this chart is impossible, it is then necessary to have a complete
computation with sequential generations of dynamic charts of the sub-structure. This adaptive
methodology alternates the time and frequency resolutions respectively on non-linear and linear
domains in a non incremental way.

Keywords — Non linear vibrations, jointed structures, vibration damping, Harmonic Balance
Method, model order reduction.
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Introduction

Ce mémoire de these traite de la dynamique des structures assemblées et tout particulierement
de 'amortissement non-linéaire généré par celles-ci. Un travail de réflexion sur une méthodologie
de résolution des problemes de dynamique des structures sous sollicitations harmoniques a donc
été mis en place; ces travaux se situent dans le prolongement de ceux effectués par Peyret [1]
et Festjens [2] au laboratoire Quartz, mais également au laboratoire Femto-st dans le cadre de
deux projets de recherche MATAS (Maitrise de I’Amortissement Induits dans les ASsemblages)
et CLIMA (Conception de Llaisons Mécaniques Amortissantes).

La problématique des structures assemblées, qu’elles soient boulonnées ou rivetées, est en appa-
rence simple. Ces structures sont les plus répandues et les plus étudiées. La fonction premiere
d’un boulon ou d’un rivet est de réaliser le maintien en position d’une liaison encastrement.
Par conséquent, il semble logique dans un premier temps de dimensionner ces assemblages par
une approche statique. Néanmoins ce type de structure reste un sujet d’étude principalement
de par l'amortissement important que génere ce type de liaison complete. Ce dernier est dii
au micro-glissement des surfaces en contact dans l'interface. Le bon dimensionnement de ces
liaisons est donc de nature a améliorer le comportement vibratoire des structures. Actuellement,
les méthodes de calculs numériques permettent de déterminer assez précisément les modes et
fréquence propres d’une structure, mais ’effet de ’amortissement, qui quantifie le niveau vi-
bratoire et donc le risque de détérioration, est toujours déterminé par des essais expérimentaux
cotliteux.

La difficulté premiere dans la détermination de I’amortissement réside dans le caractere multi-
échelles de I’analyse d’une liaison. Le propose une classification des échelles ainsi que
les modélisations mathématique de l'interface de contact et physique des corps en présence. Le
passage d’une échelle a une autre, soit la réduction de modeéle, est également introduit.

Dans le but de prédire le niveau vibratoire, des méthodes de résolution numérique sont utili-
sées. Le présente l'intérét de la simulation numérique afin de résoudre des problémes
multi-échelles possédant des non-linéarités de contact et de frottement. On différenciera dans ce
chapitre, les méthodes associées a la détermination du comportement en régime transitoire, de
celles associées a la détermination du niveau vibratoire en régime permanent harmonique. Un
focus important sera fait sur 'Harmonic Balance Method qui sera a la base des méthodes numé-
riques mises en place dans ce mémoire. Enfin une méthodologie de résolution afin de déterminer
le niveau vibratoire d’une structure assemblée sous chargement harmonique sera proposée.

Le définit un cadre d’étude autour d’un mode propre. Il sera supposé une faible non-
linéarité et un découplage modal, cadre des theses citées précédemment. Dans ces conditions,
quatre méthodes de résolution, deux dans le domaine temporel (avec ou sans régularisation des
non-linéarités) et deux dans le domaine fréquentiel (avec ou sans régularisation) seront mises en
place et confrontées sur des indicateurs pertinents.

Si I’étude souhaitée ne peut se limiter a I’étude autour d’un mode propre, le cadre du [chapitre IT]]
n’est plus valide. Par conséquent, le probleme devenant d’une grande complexité, il est important
de réduire la taille de celui-ci. Le présente la construction d'une base principale des
sollicitations a caractere énergétique. Le processus de création de cette base privilégiée sera

xi
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soumis a deux études de cas. Les choix importants lors de la génération de cette base seront
discutés. Enfin, un des apports de cette base est de permettre la mise en place d’une méta-
modélisation par abaque sur une liaison proposée par Festjens [2].

Enfin une méthodologie de résolution d’un probleme de structure assemblée est décrit dans
le Cet algorithme prend notamment appui sur un algorithme de type point fixe
couplé a une méthode de relaxation dynamique. Un exemple d’application sur un systeme a
quelques degrés de liberté sera proposé avant d’ouvrir le débat a des structures a grand nombre
de degrés de liberté générés par la méthode des éléments finis.

1 Bibliographie

[1] Nicolas PEYRET : Dissipation de [’energie mecanique dans les assemblages : effet du frotte-
ment en sollicitation dynamique. These de doctorat, Université Paris-Est, 2012.

[2] Hugo FESTJENS : Contribution d la caractérisation et a la modélisation du comportement
dynamique des structures assemblées. These de doctorat, Centrale, 2014.
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Modélisation multi-échelles des
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tion mises en jeu afin de déterminer I’amor-
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Chapitre I. Modélisation multi-échelles des structures assemblées

1 Positionnement de la problématique

1.1 Intérét industriel

L’étude de grandes structures passe par la connaissance et la modélisation des phénomenes
physiques mis en jeu dans des « petites » liaisons réparties de maniere sporadique. On est alors
en droit de se questionner sur le temps d’étude accordé a ces liaisons dans d’aussi grandes
structures. La réponse est simple : ces liaisons ont beau étre réduites en volume, elles n’en
restent pas moins primordiales dans le comportement dynamique de la structure compléte. En
effet, ces assemblages, au sein d’une structure, géneérent deux types de phénomenes :

— d’une part une perte de rigidité, par rapport a une structure monobloc de méme géométrie
nominale, générant un décalage des fréquences de résonance;;

— de l'autre un amortissement supérieur a 'amortissement structurel intrinseque des ma-
tériaux ; le facteur d’amortissement associé a ce dernier est d'un ordre de grandeur de
~ 0,001 % alors que celui généré par les phénomenes intérieurs aux liaisons se quantifient
entre 0,1 % et 5 %.

Par conséquent, la modélisation et 'identification de 'amortissement sont des problématiques
fondamentales a prendre en compte deés la phase de dimensionnement des structures. La raison
principale est que celui-ci influe fortement sur le niveau de réponse vibratoire de la structure.
Quelques grands secteurs industriels se retrouvent confrontés a cette problématique. Citons
de maniére non exhaustive I'automobile, I'aéronautique ou encore le génie civil a travers des
problématiques de vibro-acoustiques des caisses en blanc (liaisons mécano-soudées - fig. -
Balmes et Germes [1]), de structures porteuses de type CubeSat (liaisons boulonnées - fig.
voir Peyret et al. [2] ou encore [3]) ou des ouvrages d’art haubanés (liaisons boulonnées et rivetées
- fig. [[.1d voir Gonzélez et al. [4]).

(a) Caisses en blanc - Forum| (b) Deux unités de type Cube-  (c) Pont haubané - Wikipedia -
Audi Sat - IsiSpace Panoramio

FiGURE 1.1 — Exemples d’applications ou la connaissance de I’amortissement est contraignante
a la conception

En ingénierie, les études numériques sur les liaisons assemblées se résument a des :

— études linéaires globales de la structure (structure + liaisons) ;

— études autour de 'amortissement introduit pour dissiper de 1’énergie sous forme de frot-
tement ou l'exemple, le plus traité de la littérature, est la roue aubagée ou le contact
aube/rotor est modélisé par des frotteurs.

Dans le cas des études linéaires, les ingénieurs rajoutent, a cette modélisation élémentaire, un
amortissement modal qui peut provenir d’essais de caractérisation dynamique. Les temps de cal-
cul sont rapides, mais les résultats sont éloignés du comportement réel de la structure complete.
La quantification de 'amortissement induit par les liaisons est un sujet de préoccupation tres
important puisque sa méconnaissance conduit a des erreurs de dimensionnement. Malheureuse-
ment les simulations sont tres lourdes, complexes et cotiteuses. En effet, la difficulté premiere de
ce type d’étude réside dans le probleme d’échelle puisqu’il faut tout autant décrire les phéno-
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menes modaux a 1’échelle de la structure qu’estimer les dissipations énergétiques a une échelle
microscopique dans les liaisons. Par conséquent, ’approche détaillée dans cette these utilise la
sous-structuration des structures assemblées en utilisant des méthodes de réduction et des mé-
thodes numériques permettant d’estimer le comportement dynamique d’une structure assemblée,
en régime permanent, avec différents niveaux de simplification.

Dans les bureaux d’études, le dimensionnement des structures utilise de plus en plus la simulation
numérique. Toutefois, les ingénieurs se limitent souvent a des modeles et des méthodes simples
et éprouvées comme les modeles linéaires des structures et la méthode des éléments finis. Le
dimensionnent reste donc un dimensionnement préliminaire qui permet de « tracer » les grandes
lignes de la structure; le dimensionnement fin étant réalisé par des campagnes d’essais et de
corrections empiriques. Cette approche peut apparaitre archaique, mais elle converge finalement
grace a l'expérience des ingénieurs. L’objectif de ce travail est de faire gagner quelques itérations
dans cette démarche grace a 'utilisation de modeles plus réalistes et a I'utilisation de méthodes
efficaces tout en étant portables dans un environnement industriel.

1.2 Amortissement dans les structures

Par observation, I'amplitude des oscillations de la structure en régime libre s’amenuise avec le
temps. Cette perte d’énergie existe puisque des forces s’opposent au maintien du mouvement :
ce sont des forces d’amortissement. Ce phénomeéne physique nait concrétement de différentes
sources. Zoghaib et Mattei [5] mettent en évidence les sources de dissipation ainsi que leur
contribution relative sur une plaque en aluminium libre. Ils identifient ’amortissement di a la
viscosité de lair, a la pression de radiation acoustique et aux phénomenes thermo-élastiques et
celui dli aux phénomenes visco-élastiques. On peut alors catégoriser ’amortissement en deux
grandes familles : les amortissements interne et externe. La figure illustre les différentes
origines de ’amortissement.

Concernant 'amortissement externe a la structure, on peut différencier trois grands types
d’amortissement. Le premier est 'amortissement dti & un couplage fluide/structure. C’est I'inter-
action fluide/structure qui modifie la réponse vibratoire. Il y a action du fluide sur la structure
et inversement. On parle alors de couplage [6 [7]. Ce couplage fait alors intervenir un écoulement
fluide, tout le temps présent, mais parfois négligeable.

Le deuxieme type est di d¢ un élément extérieur a la structure. On peut citer les exemples
d’utilisation de matériaux visco-élastiques [8, [9] ou encore des amortisseurs couplant ressort et
action fluidique ou bien des frotteurs a contact sec [10, [I1]. Le dernier type d’amortissement
extérieur est celui di au couplage passif, actif ou semi-actif de matériaux piézo-électriques. Ce
type de matériaux possede la capacité, sous charge mécanique, de générer des charges électriques.
La situation inverse est également possible, puisque lorsqu’on soumet le matériau a une différence
de potentiel, celui-ci se déforme. Par conséquent il est possible de transformer un signal électrique
en déformation et inversement. On peut alors les utiliser soit en actionneur, soit en capteur. Il
est ainsi possible de controler 1'état vibratoire de la structure [12), [13].

Enfin I’étude de l'origine de 'amortissement interne nous conduit a définir deux types d’amortis-
sement. Le premier, intrinséque a la structure, provient du comportement des matériaux obéis-
sant a des lois élasto-visco-plastiques dépendantes de la température, de 'amplitude ou encore
de la fréquence des déformations. Il faut rappeler que cet amortissement est tres faible, de I'ordre
de cent fois plus faible par rapport & ’amortissement induit par les liaisons [14]. Cette deuxiéme
source d’amortissement est due a 1’énergie dissipée par les micro-glissements dans les interfaces
de contact entre les différents constituants [15].

1.3 Historique

D’un point de vue historique, on dégage trois grandes approches :
— des études académiques de liaisons élémentaires [17), 18] ;




Chapitre I. Modélisation multi-échelles des structures assemblées
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FIGURE 1.2 — Sources d’amortissement pour une structure assemblée [16]

— des études localisées au niveau de l'interface aux échelles super-microscopique et micro-
scopique ayant pour objectif de déterminer l'influence de la lubrification ou
bien de déterminer 'usure locale des composants (fretting, tribologie) [19] ;

— des études modélisant la dissipation d’énergie par un amortissement modal sur la structure
compleéte ; Pamortissement étant compris dans I’étude globale [20, 2T, 22].

De nombreuses études ont été menées afin de comprendre et de modéliser 'origine des pertes
énergétiques dans les assemblages. Ces études peuvent étre divisées en deux grandes catégories
selon le mécanisme de dissipation qu’elles utilisent : macro-glissement ou micro-glissement.

La base de modélisation de ce phénomeéne est le micro-glissement, signifiant qu’il n’y a pas
de déplacement relatif entre les pieéces en contact. Ce micro-glissement prend source dans les
liaisons de la structure elle-méme. Les travaux les plus célebres portent sur le comportement
de deux poutres encastrées-libres possédant une interface longitudinale, travaux réalisés par
Goodman et Klumpp [I5] en (fig . Ces deux poutres sont serrées I'une contre 'autre
par un chargement uniforme p’ et soumises a un effort tranchant F' appliqué de maniere quasi-
statique. Citons également, I’exemple de deux poutres a recouvrement longitudinal pré-chargées
uniformément et soumises a une force latérale par Metherell et Diller [23] en (fig. [L.3B) ;
mais encore un assemblage par recouvrement longitudinal riveté, Earles [24], ou bien encore des
poutres & recouvrement longitudinal boulonnées, Esteban et Rogers [25] (fig [[.3¢]), ou enfin un
assemblage de barres avec glissement en rotation dans les liaisons par Beards et Williams [26].
Ces travaux anciens restent toujours les références pour améliorer la compréhension des phéno-
menes et les outils de simulation. Néanmoins des travaux plus récents ont permis de se rapprocher
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(a) Poutres encastrées-libres & recouvrement longitudinal soumise & une pression de serrage p
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(b) Un assemblage de poutres a recouvrement longitudinal soumis & une pression de serrage p’
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(c) Une poutre libre-libre possédant un assemblage par recouvrement boulonné soumise & un
effort axial F’

FIGURE 1.3 — Différentes configurations d’étude de liaisons élémentaires

de conditions plus réalistes d’un point de vue technologique :
— la Brake-Reuss beam [27], une structure prismatique composée de deux poutres avec une
interface d’assemblage boulonnée ; cet assemblage est utilisé dans le cadre de round-robin
tests qui sont des essais de mémes échantillons par des laboratoires différents de facon a
valider les méthodes d’essais ou évaluer la qualité des laboratoires
— une poutre bi-encastrée, ot dans une interface donnée, la charge normale reste constante
et uniforme au cours du cycle alors que le cisaillement suit le chargement (sinusoidale en
Poccurrence) dans le temps ; la modélisation des cas de chargement de cette structure est
développée dans [28] alors que I'approche expérimentale est décrite dans [29] ;
— la Orion beam est une éprouvette constituée de 2 poutres minces, sur lesquelles sont
usinées 3 surépaisseurs de contact afin de mieux maitriser les pressions de contact, voir
130].
Pour modéliser la dissipation d’énergie dans les applications dynamiques structurelles, les ap-
proches classiques sont d’utiliser 'amortissement visqueux [31], ou Pamortissement structurel
[25, 32] qui a d’autres noms tels que 'amortissement hystérétique linéaire, ’amortissement du
matériau, la rigidité complexe ou encore ’amortissement interne. La principale différence entre
les deux approches est que I’amortissement visqueux induit une dépendance fréquentielle artifi-
cielle. Par conséquent, dans cette étude, I’amortissement sera modélisé comme étant structurel.
De plus, Berthillier et al. [33] et Nanda et Behera [34] ont identifié une dissipation d’énergie
fortement dépendante de I'amplitude de la charge. Cette dépendance induit des effets non li-
néaires. Pour modéliser le comportement hystérétique, les pertes énergétiques sont calculées en
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FIGURE 1.4 — Cas d’étude récents

utilisant la loi de Coulomb (sous-sous-section 2.1.1|) dans les modeles éléments finis [35]. Pour
les modeles localisés, les modeles de Dahl ou d’Iwan (sous-sous-section 2.3.1)) sont fréquemment
utilisés, voir Oldfield et al. [36]. Segalman [37] a essayé d’unifier ces propositions en proposant
un modele local de type boite noire s’appuyant sur quatre parametres.

2 Echelles de modélisation des structures assemblées

La modélisation des assemblages fait intervenir des échelles tres différentes depuis les phéno-
menes tribologiques dans l'interface jusqu’aux modes de vibrations basses fréquences. Cette
section a pour objectif de proposer une classification des échelles rencontrées dans les problémes
de dynamique des structures assemblées. Ce choix est orienté et peut donc étre critiqué. Néan-
moins, il permet de comprendre quelles sont les approches, modélisations physiques et références
associées a chacune de ces échelles. Ces échelles, de la plus locale a la plus globale, sont :

— D’échelle super-microscopique : la plus locale représentant les contact élémentaires ;

— D’échelle microscopique : celle représentant les contacts multiples, les défauts de rugosité
liés aux aspérités;

— P’échelle mésoscopique : échelle des sous-structures décrites par leur géométrie nominale
acceptant les défauts de forme les plus macroscopiques et considérant les matériaux et
les interfaces homogénéisés ;

— T’échelle macroscopique : I’échelle des vibrations.
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2.1 Echelle super-microscopique

A cette échelle, le niveau d’observation est Iaspérité nominale et plus précisément le contact
entre deux aspérités. La description de I'interface ameénera a préciser les comportements normal
(probleme de Signorini) et tangentiel (Coulomb) et & rappeler la relation contrainte/déformation
(Hertz et Mindlin). Dans un deuxiéme temps, la modélisation physique des corps en présence
sera proposeée.

2.1.1 Modélisation de ’interface

Contact — comportement normal (probléme de Signorini). Ce probléme est la brique
élémentaire a l’ensemble des modeles de structures assemblées. C’est aussi celui qui décrit le
probléme le plus « simple », celui de deux corps en contact.

Dans un premier temps, attardons nous sur la description du contact de Signorini (ﬁg. On
considere deux solides S et So pouvant entrer en contact. La zone de contact peut prendre trois
géométries : ponctuelle, linéique ou surfacique. On désigne par 7 le vecteur directeur du plan
tangent de contact II. et par i le vecteur déplacement relatif entre ceux-ci. Alors la grandeur
scalaire u,, = .7, grandeur représentative du déplacement projeté sur la normale, représente
le jeu entre ces deux corps. De plus, on définit la pression de contact p entre Sy et Sy par
p=. (g . fi) avec g le tenseur des contraintes.

FI1GURE 1.5 — Définition du contact de Signorini

Les conditions de contact (conditions aux limites) sur le domaine de contact I'; sont :
— une condition cinématique d’impénétrabilité de la matiere régie par I’équation |L.1| (fig. |I.6a))

u, > 0, absence de contact

(L.1)

Uy > 0 <
"= {un = 0, contact

— une condition mécanique de transmission d’effort (ou intensilité) régie par I’équation
(fig. [L.6) ;

p > 0, contact

pzo@{ (12)

p = 0, absence de contact

— une condition énergétique (ou complémentarité linéaire) régie par I’équation [I.3| (fig. [[.6c]).

p = 0, décollement (1.3)

u, = 0, contact

pun=O<:>{

On peut regrouper, décrire graphiquement ces trois conditions et les combiner, afin d’obtenir le
graphe de la condition de contact unilatéral (fig. [[.6d).

Le probléme du contact ainsi posé introduit une relation non-univoque, semi-définie positive et
non-différentiable en u, = p = 0. Par conséquent, ce probleme est difficile & traiter mathéma-
tiquement parlant. Le regroupement de ces trois conditions, appelé loi de contact de Signorini,
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Uy, — —> Unp — — Unp — Unp

(a) Condition d’impé-  (b) Condition de trans-  (c¢) Condition énergé- (d)  Condition de
nétrabilité mission d’effort tique contact unilatéral

F1GURE 1.6 — Représentations graphiques des conditions de contact

s’écrit :
Uy > 0
p=>0 (1.4)
Upp =0

Contact — comportement tangentiel (Coulomb). De maniére générale, les critéres de
frottement sont choisis de la forme f(d:) < 0 ou f (%) est une fonction convexe et ; est le
vecteur des contraintes tangentielles. Dans ces conditions, le domaine de non glissement est défini
par l'intérieur du domaine convexe. Deux critéres de frottement sont principalement utilisés :
les criteres de Tresca et de Coulomb.

Le critere de Coulomb est défini par la fonction f suivante :

f(@t 1, p) = (|Gl — e (p,p) <0 et a = pulpl (L5)

la valeur algébrique du parametre o dépend du coefficient de frottement de Coulomb p et de
la pression de contact p. En définissant ainsi ce critére, on identifie la forme géométrique de la
fonction f : un cone. La condition de non glissement est alors définie par ’appartenance de &
a l'intérieur du cone. Pour &y appartenant a la frontiere du cone, on est alors en présence de
glissement. La direction de glissement 7 de ;7 est donnée par la normale au critére en o;. La
vitesse de glissement s’exprime alors sous la forme :

w7 = 3 (L.6)

avec 8 > 0, c’est-a-dire que la vitesse de glissement et la contrainte tangentielle sont colinéaires.
En reprenant I’ensemble des équations et on peut résumer alors le comportement
tangentiel par une formulation classique :
si |G| < plp| alors B =0et 4 =0 (L.7)
si ||6¢]] = p|p| alors B> 0 et w7 = B0} '

On peut représenter ce systeme d’équations [[.7) sous la forme de deux figures : la premiere
représentant graphiquement le critére sous sa forme conique (ﬁg; la seconde la fonction
contrainte tangentielle fonction de la vitesse de glissement (ﬁg. Encore une fois, on se
trouve en présence d’une relation non-univoque et non-différentiable induite par la notion de
seuil.

Contact : relation contrainte/déformation (contact de Hertz et Mindlin). En tri-
bologie le contact de Hertz est une description de la contrainte entre deux objets en contact

8
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FI1GURE 1.7 — Représentations graphiques de la loi de Coulomb

sous chargement normal. La description proposée par Hertz| s’applique au contact entre deux
ellipsoides de rayons de courbure différents [3§].
Les travaux de Mindlin élargissent cette théorie [39]. En s’appuyant sur deux sphéres parfaite-
ment lisses chargées normalement et tangentiellement, il détermine la distribution des contraintes
tangentielles. Il parvient aux conclusions suivantes :
— la traction tangentielle au plan de contact et la force appliquée sont paralléles entre elles ;
— les courbes représentatives de l’iso-traction sont des ellipses homothétiques;
— la zone de contact se divise en une zone circulaire d’adhérence et un anneau périphérique
de micro-glissement.

2.1.2 Modélisation des corps en présence

Pour |Hertz, les corps en contact sont des solides de forme ellipsoidale (eq. et fig. équation
réduite dans un repére orthonormé convenable), semi-infinis (surface de contact petite devant
les autres dimensions des solides), de dimension et géométrie parfaites. De plus, les hypotheses
sur le matériau sont 1’élasticité, 'homogénéité et 1’isotropie. A partir de ces hypotheses, Hertz
démontre deux types de résultats en fonction de la zone de contact initiale. Si celle-ci est un
point alors la surface de contact est une ellipse dont les dimensions dépendent de l'effort, des
courbures locales, des matériaux et de la position relative des deux plans contenant les courbures
maximales de chaque solide.

2 2 2 - !
T Y z B a ‘
St t gz 1=0 (1.8) |

T
FI1GURE 1.8 — Représentation graphique d’une ellipsoide

Un résultat important des travaux réside dans le fait que, malgré la linéarité de la loi de com-
portement des matériaux (loi de Hooke), la relation force appliquée F'/pénétration d ne l'est
pas : F o< d3/2.

Signorini| pose son probleme en supposant un corps élastique S; qui occupe une région (g, de
I’espace dans son état non déformé. Ce corps est en contact avec un autre corps S, rigide,
par une portion I'; de sa frontiére. On soumet le corps élastique S; a des contraintes &', sur
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I'c =T's, —I';. Le probleme étant élasto-statique, la solution devra vérifier :
— D’équation de la mécanique des milieux continus (eq. [[.9) ;

dive = 0 (1.9)

— la loi de comportement du matériau, soit la loi de Hooke (eq.[[.10) ot (A, i) est un couple
de deux coeflicients réels appelés coefficients de Lamé du matériau.

o =\Tr(e) L+2pe (1.10)

En injectant 1’équation dans 1’équation on obtient 1’équation dite équation de
Navier-Cauchy (formulation en déplacement). Une fois le champ de déplacement @ déterminé,
on peut retrouver les déformations puis les contraintes.

UAT + (1 + A) grad (diva) = 0 (L11)

La solution de ce probléme recherche le champ de déplacement 4 tel que 4 vérifie :
— Déquation [[L.11];
— les conditions aux limites :

— g1l =0 sur ['¢;

- &t = 6 sur Fz N

— la loi de contact de Signorini décrites par I’équation [[.4]
La résolution utilise une approche énergétique [40]. Néanmoins, les niveaux de contraintes tres
élevés dans l'interface ameéne a reconsidérer la structure méme de l'interface. C’est dans cet
objectif qu’en tribologie, la notion de 3®™¢ corps a été introduite. Ce troisiéme corps repré-
sente I’ensemble des particules détachées le long de l'interface par les phénomenes dissipatifs de
frottement. Par conséquent, la physique devient différente.
Le principe est le suivant : au lieu de faire évoluer les coefficients de frottement au cours de l'es-
sai, on prend délibérément le parti d’effectuer une simulation explicite des débris. Une premiere
possibilité consisterait a les considérer comme un milieu granulaire, mais cette solution a été
écartée, afin de privilégier les aspects contact/adhésion et de mieux c