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Introduction

« Le mathématicien est un oiselier
capturant dans une voliére des
oiseaux aux brillantes couleurs. »

Platon

Mathématiques et biologie, voici un bien curieux mariage! Et pourtant c’est bien a l'interface
entre ces deux disciplines que vont s’'inscrire les travaux présentés ici...
Sila biologie apparait comme une science essentiellement descriptive, qui a pour but de détailler
les mécanismes du vivant, elle est aussi une science quantitative et prédictive. L'observation du
monde qui nous entoure, permet aux scientifiques de définir des "regles " qui selon eux régissent
certains mécanismes. Pour confirmer leurs intuitions, a partir de ces données, ils construisent des
modeles qui ont pour but de représenter de facon indépendante, les phénomeénes étudiés.
Ainsi les mathématiques trouvent naturellement leur place dans I’étude des modeles suggérés par
les biologistes.
Par le passé de nombreuses collaborations entre ces deux domaines ont conduit a des résultats
fructueux. L'équation de Michaelis-Menten régissant la vitesse d'une réaction catalysée par un en-
zyme, les équations de réaction-diffusion d’Alan Turing expliquant la morphogenese, le modele de
la phyllotaxie de Couder-Douady sont autant d’exemples d'une collaboration entre biologistes et
mathématiciens.

Dans cette thése, nous étudierons d'un point de vue mathématique des modeles de dyna-
mique des populations suggérés par des écologues. Il s’agit d’ une branche de I'écologie qui s’in-
téresse a la fluctuation dans le temps du nombre d’individus au sein d'une population d’étres vi-
vants. Ce pan de la biologie est trés riche et de nombreux modeles existent déja, chacun adapté a
une situation bien particuliere. Les modeles les plus basiques sont ceux de Mathuls et Verhulst. Ils
datent du 19 eme siecle et décrivent la dynamique d'une population isolée. Ensuite des modeles
plus complexes ont vu le jour comme ceux de Lodka-Voltera qui décrivent la compétition entre
des proies et leurs prédateurs ou ceux de Leslie modélisant une communauté structurée en age.

Plus récemment, les scientifiques se sont intéressés a des modeles probabilistes. En effet cer-

tains phénomeénes comme le déplacement d’'un animal, la mort ou la naissance d’individus, les
aléas environnementausx, la réplication de 'ADN semblent étre fondamentalement aléatoires. Ces
diverses sources d’aléas ont donné naissance a une grande variété de modeles probabilistes et
donc a une littérature tres vaste sur le sujet. On citera de facon non exhaustive les ouvrages de
MELEARD [2016], BACAER [2009] and GOEL et RICHTER-DYN [1974] qui présentent quelques uns
de ces modeéles.
C’est dans cette branche que se situent les travaux présentés ici. Nous étudierons donc des mo-
deles probabilistes qui simulent I’évolution d'une population composée de plusieurs especes dans
le temps. Ces derniers sont une généralisation des modeles neutres et sont inspirés des modeéles
de génétiques des populations. L' ouvrage de CROW et KIMURA [1970] présente quelques uns de
ces modeles. IIs peuvent étre cependant utilisés pour modéliser la dynamique d’une forét, d'une
prairie ou plus généralement d'une communauté dans laquelle les espéces sont d’égales compé-
titrices.
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La partie 1 décrit en détail ces modeles. Néanmoins, nous donnons maintenant quelques élé-
ments de modélisation pour comprendre le contexte dans lequel nous nous placons.

Pour fixer les idées, on pourra prendre en guise d’exemple le cas d'une forét, composée de plu-
sieurs especes. Au sein de cette forét les especes sont supposées avoir les mémes exigences (nu-
triments, lumiére, eau etc...) et seront donc d’égales compétitrices. Cette forét est en interaction
avec les foréts aux alentours, des especes pourront étre introduites ou réintroduites via un pro-
cessus d'immigration (des graines pourrons étre transportées par des oiseaux ou par le vent par
exemple). Enfin chaque espéce est sensible aux conditions environnementales, c’est a dire que
selon des parameétres environnementaux, certaines auront plus de facilités a se reproduire que
d’autres. Par exemple des gelées tardives auront tendance a défavoriser des espéces précoces ou
au contraire, de fortes chaleurs les favoriseront. Ainsi un parameétre de sélection propre a chaque
espéce et aléatoire permettra de prendre en compte les affinités de cette espéce avec son environ-
nement.

Nous nous intéresserons principalement a I’évolution de la biodiversité au sein d'une commu-
nauté de ce type.

Bien évidemment le terme de biodiversité est un peu vague, et nous aurons besoin de définir
des notions mathématiques, précises, capables de retranscrire, de mesurer, le fait que la diver-
sité des especes au sein de la population étudiée est plus ou moins riche. Tout au long de cette
étude, le terme de biodiversité prendra mathématiquement plusieurs sens. Nous utiliserons le
terme de "persistance" pour signifier que les espéces initialement présentes dans un milieu per-
durent dans le temps. Nous choisirons aussi de travailler avec 'indice de Simpson qui peut s’in-
terpréter comme une mesure de la biodiversité. Cet indice couramment utilisé en écologie pour
mesurer 'abondance a été proposé par Simpson a la fin des années 50, et repris dans de nom-
breux articles traitant des modéles neutres : ETIENNE et OLFF [2004], SIMPSON [1949]... L'indice
de Simpson mesure la probabilité que deux individus sélectionnés au hasard (et uniformément)
appartiennent a la méme espéce. Il varie donc de 1 a 0 et permet d’exprimer la dominance d'une
espece lorsqu’il tend vers 1, ou la codominance de plusieurs especes lorsqu’il tend vers 0. Ainsi
c’est un bon indicateur de I'hétérogénéité de la communauté. D’autres indices existent comme
I'indice de Shannon ou I’entropie. Mais I’étude de ces derniers n’apportent pas plus de précisions
sur les comportements mis en évidence ici.

Nous essaierons donc de construire et d’utiliser des outils mathématiques pour comprendre I'évo-
lution de la diversité au cours du temps de ces modeles de dynamique des populations.

D’autres études comme la répartition spatiale des individus pourraient faire I'objet de résultats
intéressants, mais les modeles utilisés sont bien différents de ceux présentés ici.

Les travaux exposés dans cette thése s'organisent de la facon suivante :

— La premiere partie sera consacrée a I’étude des modeéles neutres sans variance environne-
mentales. Il s’agit de modeles dans lesquels les espéces sont d’égales compétitrices, la dis-
persion des individus dépend d'un processus de naissance et de mort et d'un processus
d’'immigration. Nous étudierons deux modeles Markoviens. Le premier est composé d'un
réservoir infini, c’est a dire qu’'a chaque événement d’'immigration, une espéce nouvelle est
introduite dans la communauté. Le second, plus réaliste, est composé d'un réservoir évo-
luant dans le temps. On modélisera sa dynamique par un processus de naissance et mort
semblable a celui d'un modele neutre. On supposera tout de méme que le réservoir n’évolue
pas a la méme échelle de temps que la communauté, ce dernier étant supposé a I'équilibre
stochastique. Nous détaillerons aussi les outils mathématiques qui nous permettent d’ob-
tenir des informations sur I'évolution de la biodiversité. En particulier nous adopterons un
point de vu "backward", c’est a dire que nous remonterons la généalogie des individus pour
obtenir la loi de I'abondance des espéces.

Enfin nous conclurons cette partie par la présentation du modeéle qui est I'objet d’étude
principal de cette these. Il s’agit d'une généralisation des modeéles neutres au sens ou les es-
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peces sont soumises aux fluctuations de 'environnement. Deux sources différentes d’aléas
seront donc a prendre en compte. La premiére est due a I’environnement et sera le plus sou-
vent modélisée par une chaine de Markov discréte et la seconde, dépendante en partie de la
premiére, est due au processus de naissance et de mort. Le fait de rajouter de la sélection va
rendre 'approche traditionnelle, "backward", trop compliquée pour étre utilisée. Nous uti-
liserons donc d’autres outils, en particulier nous adopterons ici une approche "forward" du
probleme, c’est a dire que nous ne nous intéressons plus a la généalogie de la communauté
mais directement a la dynamique suggérée par le modele.

Ensuite, pour comprendre I’évolution du processus discret quand la population est grande
nous serons amenés a considérer d'une part une diffusion continue en temps et d’autre part
un PDMP.

— Laseconde partie est dédiée a I'étude de I'approximation du modele discret décrit en partie
1.4 par une diffusion, en sélection et immigration faibles. c’est a dire que nous supposerons
que la sélection et 'immigration sont inversement proportionnelles a la taille de la popu-
lation. Nous présenterons un premier théoreme qui donne une estimation de I’erreur com-
mise lors de cette approximation. Ensuite nous donnerons une méthode qui permet d’ob-
tenir les moments de I'indice de Simpson dans ce cas précis et donc de comprendre 1I’évo-
lution de la biodiversité en fonction des parametres. On complétera ce travail en donnant
des informations sur le comportement en temps long de ce processus : mesure invariante et
vitesse de convergence vers cette mesure.

— La troisieme partie traite de 'approximation du modele discret décrit en partie 1.4 par un
PDMP lorsque 'immigration et la sélection sont fortes, c’est a dire que leurs valeurs ne dé-
pendent pas de la taille de la population. Nous énoncerons un théoréme quantifiant I’erreur
commise lors de cette approximation.

Puis nous nous demanderons si en absence d'immigration il peut y avoir conservation de la
biodiversité.

Une notion mathématique adaptée a cette question est le concept de persistance développé
par Michel Benaim et Sébastien Schreiber. Apres avoir repris quelques généralités sur cette
théorie, nous donnerons des conditions sur les parameétres de sélections pour qu'il y ait per-
sistance dans le temps des espéces initialement présentes.

A l'inverse, nous mettrons aussi en avant des cas ou une espece envahit définitivement la
communauté.

— Enfin ces travaux ont fait I'objet de trois articles disponibles en quatriéme partie.
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Chapitre 1

Modeles neutres en écologie

« After years, I have deeply regretted
that I did not proceed far enough

at least to understand something of
the great leading principles of
mathematics : for men thus
endowed seem to have an
extra-sense. »

C.Darwin
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CHAPITRE 1. MODELES NEUTRES EN ECOLOGIE

1.1 Introduction

Au début du 20eme siécle les écologistes ont tenté d’expliquer la structure des communautés
d’étres vivants en partant du principe selon lequel, chaque espéce occupe une niche qui lui est
propre. Plus précisément, si deux espéces ont des exigences écologiques identiques et sont donc
en compétition pour une méme ressource, I'une finit par s’approprier le milieu au détriment de
l'autre.

Par ce principe, ils mettent en relation la diversité des especes observées et la complexité du mi-
lieu.

Si cette théorie largement développée au siécle dernier apporte des réponses probantes, il s’avere
que dans certains cas elle ne peut parvenir a justifier I'existence de certaines populations. Par
exemple, certaines foréts tropicales présentent plus de cent especes d’arbres différentes sur un
hectare. Et plusieurs de ces especes ont clairement des exigences écologiques similaires, et pour-
tant elles partagent la méme niche (cf: CONDIT et collab. [1996]).

Par conséquent, la diversité des especes présentes sur une méme niche écologique ne peut étre ex-
pliquée par la complexité du milieu, mais plutét par la dynamique des individus présents sur cette
niche. C’est a partir de ce constat que les théories neutres en écologie ont vu le jour. Un des ou-
vrages marquant a ce sujet est le livre “The Unified Neutral Theory of Biodiversity and Biogeogra-
phy” (HUBBELL [2001]) paru en 2001. Son auteur Stephen Hubbell, s’'inspire de théories similaires
déja utilisées en génétique des populations par CROW et KIMURA [1970], et en biogéographie
par MACARTHUR et WILSON [1967], pour construire un modele axeé sur trois grands principes :

1. L'équivalence des especes : cette hypothese stipule que des especes différentes appartenant
alaméme communauté sont d’identiques compétitrices. C’est a dire qu’elles ont les mémes
taux de naissance, de mortalité, de dispersion et de spéciation. Les individus au sein d'une
méme espéce sont eux aussi SUpposés égaux.

2. LChypothese nulle : la taille de la communauté étudiée reste constante dans le temps. Cela
signifie en particulier que le milieu est saturé i.e toute la place disponible est occupée par
les individus, ce qui est le cas des foréts tropicales par exemple.

3. Interférences avec une méta-communauté : certains individus provenant d'un environne-
ment extérieur appelé méta-communauté peuvent immigrer dans la communauté étudiée.
Ce processus a pour but de conserver de la biodiversité.

Ce modele permet donc de construire des patrons dont la composition de la communauté

sera uniquement due a la dispersion stochastique des individus. Les modeéles neutres ont connu
un franc succes au cours des années 2000. Les travaux de HUBBELL [2001], CONDIT et collab. [2002]
et JABOT et CHAVE [2009], ont permis de montrer que les prédictions de ce modele étaient cohé-
rentes avec les observations et les mesures d’abondances d’espéces effectuées sur certaines foréts.
Un autre aspect intéressant de ce modele est qu'’il est mathématiquement abordable. Le nombre
restreint de parametres et la dynamique Markovienne en font un modele relativement simple.
La prochaine section est dédiée a I'étude mathématique de ce modele. Nous présentons donc le
modele de Moran avec immigration et sans sélection. Il décrit I’évolution d’'une population dans
le temps, chaque événement correspond a la mort d'un individu et a la naissance d'un autre. L'im-
migration pourra étre représentée de deux facons :

— La premiere est d'utiliser un réservoir infini c’est a dire qu’a chaque événement d’'immigra-
tion, une nouvelle espece est introduite dans la communauté. Ce modele sera valide quand
le nombre d’espéces sera trés grand par rapport a la taille de la communauté et que le taux
d’'immigration est faible (iles, vallées isolées...).

— Laseconde est d’utiliser un réservoir constant dans le temps composé seulement d'un nombre
fini d’espéces. Ainsi 'immigration pourra introduire des individus d’espéces déja présentes
dans la communauté.

La troisieme section sera dédiée a la présentation d'un modele avec sélection et immigration dont
I’étude seral’'objet des parties suivantes.
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1.2 Modele de Moran avec réservoir infini

Le processus de Moran a été introduit en génétique des populations en 1958 (cf : MORAN
[1958]) pour décrire la dynamique probabiliste dans une population finie de taille constante dans
laquelle plusieurs alleles sont en compétition pour la domination. De fagon similaire il modélise
la dynamique stochastique d’'une population dans laquelle plusieurs especes, étant d’égales com-
pétitrices, cohabitent.

1.2.1 Présentation du modele
Nous considérons une population, dont la taille restera constante dans le temps et composée
de plusieurs espeéces.
Notation 1. Soient :
— Jlataille de la communauté (population) étudiée.

— X! la proportion d’individus de 'espéce i € N dans la communauté a I'événement 7 € N. On
note .% 'ensemble des valeurs possibles pour cette variable, .} = {0, %, w1}

— X, le vecteur d’abondance ayant pour coordonnée i, X},.

La dynamique d’évolution suit le schéma suivant :

1. Lindividu désigné pour mourir sera choisi uniformément parmi les individus de la commu-
nauté.

2. Celui qui le remplace choisira son parent dans la communauté avec probabilité 1 — m (filia-
tion) ou sera d'une nouvelle espéce avec probabilité m (immigration). Le parametre m est
compris entre 0 et 1.

Remarque 1. D'un point de vu biologique le parametre m représente les interactions entre la
communauté étudiée et I'environnement extérieur, plus de détails sur le role du parametre m
se trouvent dans GILLESPIE [1976] . Dans le cas d'une forét, le phénomene d’ immigration cor-
respondrait aux individus introduits par I'intermédiaire des oiseaux ou des vents qui transportent
des graines.

1.2.2 Premiéres propriétés

On suppose, dans cette partie, m > 0.
Le processus a temps discret (X},) ;-0 est une chaine de Markov a valeurs dans I = {0, %, .., 1}, ayant
un seul état absorbant 0.
On peut calculer les probabilités de transition d'un état vers ’autre. Sur un pas de temps, la pro-
portion d’individus peut varier d'une quantité A = % C’est a dire que I'espéce i peut :

— gagner un individu avec probabilité P i,
— perdre un individu avec probabilité P i _
— ne pas varier avec probabilité 1 - P i, —P,i_

Les probabilités sont définies si dessous :

P, = PX,,, =x+AX,=x=01-x)(1-mx'
Puo = P, =x-AK,=x) =2 (m+1-m(1-x)),
Limmigration rajoute toujours de nouvelles especes sans réintroduire celles déja présentes

dans la communauté. Alors chaque espéce présente va finir par disparaitre pour laisser place a
une autre. La propriété suivante justifie ce phénomene.
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Proposition 1.
Soit m>0. Le processus a temps discret (X},) ,>0 est une sur-martingale positive vérifiant
Ex[Xp] = x(1— %)” .
Par conséquent,
P(lim X, =0) =1
n—oo

Démonstration.
Pour justifier cela, calculons I'’espérance conditionnelle sur un pas de temps :

mx

j i 1
[E[X51+1 _xlxln =x]= T(Pxi+ _Pxi_) = —T

Cette quantité étant négative ou nulle, (Xﬁl) n>0 €st bien une sur-martingale. Ensuite en condition-
nant par rapport au temps précédent on obtient :

m

PIEX], | = x(1-yn

Ex[X}]=(1- ;

Ce qui conclut la preuve. O

Puisque chaque espéce est vouée a disparaitre il est 1égitime de vouloir calculer le temps moyen
de survie d'une espéce :

Notation 2.
On note T le temps aléatoire défini par : T = inf{n :X}l =0}.
(Comme les X! ont la méme loi, on choisit X" ici.)

Proposition 2.

Le temps de survie moyen d’'une espéce dans la communauté, présente initialement en quantité x,
. s . N _x]z s . N x]

est inférieur a - et supérieur a -2

Démonstration.

On a dans un premier temps [Ex[XZ] <P(T=n)x1+0xP(T<n)<P(T=n)

Ensuite, Ex[1X},] = Ex DX}, 1jxi 1] = Ex[jxi o] = P(T > 1)
Les deux inégalités donnent donc E, [Xil] <P(T>n)<[E, [Xil]]
En appliquant le fait que Ex[T] = ). P(T > n), on en déduit I'inégalité x%] <E,[T] < x—’i; O

n=0

1.2.3 Evolution de la répartition des especes

Dans cette partie on ne s’intéresse plus a la dynamique d’une espéece en particulier mais a
I’abondance c’est a dire au nombre d’espéeces représentées par un nombre d’individus a un instant
donné.

Notation 3.
Soit w}, le nombre d’espéces comportant i individus au temps 7.
Soit encore W, le vecteur de taille J ayant pour iéme coordonnée , w},.
J .
On note encore # ={W: Y iw' =17}
i=1
Proposition 3. On suppose m > 0. Le processus a temps discret Wy, est une chaine de Markov irré-

ductible et apériodique sur U'ensemble fini # . Il existe donc une mesure de probabilité sur W telle
que lim P(W, = W) = u(W)
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Pour obtenir cette mesure invariante, il est nécessaire de regarder le probléme sous un autre
angle, celui du coalescent, c’est dire que 1'on va remonter le temps. Le coalescent est un modele
rétrospectif (backward) issu de la génétique des populations qui utilise un échantillon d’indivi-
dus et étudie I'histoire de ces individus sous une certaine dynamique. Ce point de vue va nous
permettre de simplifier les calculs. En effet, la généalogie de I’échantillon est simulée génération
apres génération en remontant le temps, donc seules les parties intéressantes sont calculées. Cette
approche est différente de I'approche classique (forward) décrite ci-dessus qui consiste a consi-
dérer une population et a simuler son évolution génération apres génération en avancant dans le
temps. La théorie du coalescent est née en 1982 avec KINGMAN [1982] et s’est développée au fil des
ans avec notamment les travaux de DONNELLY et TAVARE [1995], NEUHAUSER [1997]. Aujourd’hui
la coalescence fait 'objet d'une théorie qui dépasse le cadre de cette présentation. Pour approfon-
dir le sujet on peut consulter les livres de WAKELEY [2006], PITMAN [2006], BERESTYCKI [2009].

Interprétation backward

Considérons donc une abondance donnée, dont on aimerait connaitre la probabilité sous la
mesure invariante.

On va alors remonter les générations.
ATinstant 0 la communauté est composée de J individus, mais a I'instant précédent seuls ] — 1 de
ces individus étaient présents. Lun d’eux est "récent" dans la communauté. Celui-ci vient soit du
réservoir et est alors d'une nouvelle espéce, soit d'un des J — 1 individus présents a I'étape précé-
dente dont il est le fils.

Alors a I’étape suivante (en remontant le temps) on a:

— coalescence de deux individus de I’échantillon avec probabilité : (1 — m)

ou

— spéciation avec probabilité : m

Maintenant I’échantillon qui nous intéresse est constitué de J — 1 individus. Alors le dernier
évenement produit est encore soit une coalescence avec probabilité 1 — m soit 'apparition d'une
nouvelle espéce avec probabilité m. Mais la probabilité qu'une coalescence concerne notre échan-

tillon de taille J -1 est U}(IJ)—_UI_)Z), de méme la probabilité qu'une spéciation affecte notre échantillon

est 5.
Ainsi conditionnellement au fait que I'événement précédent n’affecte que I’ échantillon étudié, la
probabilité d’avoir :

_ ) U=20-D)

(1—m) 55

) 0=20=17 »
70-D

— une coalescence est : 71
mT+(1—m

-1
m=

— une spéciation est : .
b (= T

Notons que ces probabilités sont faciles a calculer car le choix du "mort" et du nouvel arrivant ne
dépend pas de 'espéce par le principe de neutralité. Le choix de ces deux individus est en effet
uniforme.
Plus généralement pour un échantillon de taille k, le dernier évenement qui s’est produit
conditionnellement au fait qu’il concerne I’échantillon étudié est une :
—m) k=D

R -y _ _ 8
— coalescence avec probabilité () BET ~ 170"
my k-1
— ou une spéciation avec probabilité A EED = =1’
— m(J-1
avec 0 = 5.
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Tables 2 6
Clients

B

FIGURE 1.1 - Processus des restaurants chinois arrété apres 6 étapes.

Maintenant puisqu’on cherche la probabilité d'une abondance sous la mesure invariante, cela
laisse supposer que le temps écoulé jusqu’a cette abondance est infini. Autrement dit on peut re-
monter le coalescent dans le passé jusqu’a obtenir un seul individu, I'ancétre commun de I'échan-
tillon initial.

Si maintenant on part de cet ancétre pour aller vers le présent, sur cette lignée chaque événe-
ment sera I'apparition d’'un nouvel individu (au bout de k-1 étapes la population sera de taille k).
Celui-ci sera le fils d’'un ancétre avec probabilité ﬁ ou d’'une nouvelle espéce avec probabilité
% ol k est la taille de la population avant I'apparition du nouvel individu. S’il y a filiation par
neutralité, le choix du pére est uniforme.

Ce processus est en fait identique a celui des processus des restaurants chinois (cf : CHAFAT et col-
lab. [2013]), arrété ici apres J étapes, qui est encore équivalent a celui de 'urne de Hoppe encore
arrétée apres J étapes, se référer a MELEARD [2016] pour plus de précisions.

La partie suivante est dédiée a la présentation de ces modeles.

Urne de Polya-Hoppe et restaurants chinois.

1. Restaurants Chinois :
Soit un restaurant composé dans notre cas de tables circulaires numérotées de 1 a J. On
s'intéresse a la disposition de clients numérotés de 1,2, ...,] venant successivement s’asseoir
aux tables selon la dynamique suivante :

— Le premier s’assied a la premiere table.
— Une fois les k premiers clients assis a 7 tables différentes le k + 1 client s’assoit a une
nouvelle table avec probabilité % ou a coté d'un client déja assis avec probabilité ﬁ.

Dans ce modele, les tables correspondent aux espéces et le nombre de clients assis a la table
j correspond au nombre d’individus de I'espéce j dans le modele précédent.

Notons w!, le nombre de tables comportant i clients aprés que 7 clients soient assis. Et W,

le vecteur ayant pour coordonnée i, w!,. Soit encore v(W,) la probabilité d’obtenir un tel
vecteur avec le processus des restaurants Chinois.

2. L'urne de Polya-Hoppe :
Considérons une urne composée initialement d'une boule blanche ayant un poids 6. A chaque

évenement on va rajouter une boule dans I'urne selon le principe suivant :
Au kiéme événement, une boule est tirée puis est remise dans I'urne.

10
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O @)

FIGURE 1.2 — Evolution du processus des urnes de Hoppe arrété aprés 4 étapes.

— si la boule tirée est blanche on rajoute dans 'urne en plus de la blanche une boule
d’une nouvelle couleur de poids 1.

— Si une boule colorée est choisie, on la remet dans 'urne en rajoutant une autre boule
de la méme couleur et de poids 1.

On effectue J tirages de la sorte, avec J couleurs possibles. Le choix de la boule blanche cor-
respond al’apparition d’'une nouvelle espece et le choix d'une boule colorée a un événement
de filiation.

Avantle (k + 1)-iéme tirage, il ya donc k + 1 boules dans I'urne. La boule blanche sera choisie
avec avec probabilité %, une autre boule avec Wlk-

Notons w}, le nombre de couleurs ayant i boules (la blanche exclue) apres n tirages. Et W,
le vecteur ayant pour coordonnée i, wfl. Soit encore V(W) la probabilité d’obtenir un tel
vecteur avec le processus de 'urne de Hoppe.

Théoreme 1. Le coalescent de taille], le processus des restaurants Chinois et l'urne de Hoppe arrétés
apres] étapes sont des processus équivalents, au sens oit pour toutW € %, u(W) = v(W) = V(W).

Démonstration. La preuve de ce résultat se trouve par exemple dans CHAFAT et MALRIEU [2016].
O

L'analogie entre ces modéles va faciliter le calcul de la loi d’abondance a I’équilibre.

Mesure invariante et loi d’Ewens

C’est aI’Australien Warren Ewens que I’on doit la formule que I'on va étudier dans cette partie.
Elle a été découverte en étudiant un probleme de génétique des populations dans les années 1960.
Plus d’'informations sur le sujet se trouvent dans son livie EWENS et WARREN [2004] ou dans celui
de KINGMAN [1980].

Théoréeme 2.
Soit] la taille de la communauté et W € % alors

P[W] ) ]l[ ! (e)wi u 0 ]l[(e+ [ —1)
= — — |- ou = 1 —

Oy jy wilhi g
Démonstration. 11 suffit donc de montrer que la distribution des clients autour des tables pour le
processus des restaurants chinois est donnée par la formule d’Ewens. Soit W € . Assimilons la
répartition des clients autour des tables a une permutation non ordonnée, c’est a dire qu’il n'y a

11
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pas d’ordre a I'intérieur de chaque cycle. En effet chaque disposition des clients correspond une
unique permutation non ordonnée et inversement. Notons qu’autour de chaque table les clients
s’assoient selon le sens horaire donc toutes les permutations ordonnées ayant les mémes nombres
alintérieur de chaque cycle correspondent a une méme disposition des clients autour des tables.
De méme 'ordre entre des cycles n'intervient pas. Le numéro des clients suffit a déterminer I'ordre
de création des tables. Par exemple la permutation qui correspond au schéma 1.1 est {1,2,4}{3, 6}{5}.
A chaque élément de %], on peut associer plusieurs permutations. Par exemple la précédente est
associé aWg =(1,1,1).

Par neutralité, les individus sont identiques et donc deux permutations ayant le méme nombre de
cycles de méme taille, c’est a dire qui correspondent au méme élément de % ont la méme proba-
bilité d’arriver. Alors la probabilité P[W] recherchée correspond au nombre de permutations d'un
ensemble de J éléments ayant w! cycles de longueurs 1,w? de longueur 2, etc... multiplié par la
probabilité d’avoir une permutation en particulier.

Lemme 1.
La probabilité d'obtenir une permutation o associée a Wy est

)]
Y wf

Or=1
0y

J .
P(o) = [[Gi-1!™
i=1

Démonstration.
Tout d’abord le terme 05 est commun a la probabilité de toutes les permutations de taille J. Seul le
numérateur va nous intéresser. Pour qu'une permutation ¢ soit associée a Wy il faut

J J
— quiilyaiteu ) w]k tables occupées et doncilyaeu ) w]k choix de nouvelles tables d’olt
k=1 k=1

J i
— ensuite [] (i —D!" correspond aux éléments de spéciation. Pour que ¢ ait un cycle de lon-
i=1
gueur i il faut que i — 1 clients se soient assis a c6té de ceux déja présents. Le second avait

un choix, le second en avait trois et ainsi de suite. Ceci justifie le (i — 1)!“’11.

O

Lemme 2.

. PSRN A !
Le nombre de permutations associees a un meme W] est exactement I

wj j
I, (0" w)t

Démonstration. 1l faut dénombrer les permutations non ordonnées ayant wI1 cycles de longueurs

1, wI2 cycles de longueurs 2... etc

Pour cela on choisit w]l nombres parmi J que 'on range dans wI1 cases sans tenir compte de I'ordre

des cases, puis 2w]2 parmi J — w]1 éléments que l'on range dans wI2 cases de deux éléments sans

tenir compte de 'ordre des w]2 cases, et ainsi de suite.
2 wf) (2 w? -2

X...x1

J—w! ( 2 2 ) J-w! -2w?

Cequidonne( ]1)><( J) x J Mx . 1=—12 O
w
J

2 w?! 3 ;L
2wy ] 3wy I, 7wt

Enfin la multiplication des deux quantités donne le résultat.
O

Rappelons que I'indice de Simpson moyen a I’équilibre est la probabilité que deux individus,
pris de facon uniforme dans la population a I’équilibre stochastique, soient de la méme espece,
on le note .7,.

12
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Définition 1. On note .7, 'esperance de I'indice de Simpson calculé pour une population sup-
posée a I'équilibre stochastique.

Corollaire 1. Lindice de Simpson moyen a l'équilibre, .7, (calculé pour la mesure invariante du

1
processus) vaut 13-

Démonstration.
Placons nous au temps ¢, pour que deux individus soient de la méme espece il faut :

— soit qu’ils aient été affectés par le dernier événement et que celui-ci soit une filiation

— soit qu'il soient de la méme espéce au temps ¢ — 1 et donc qu’ils n’aient pas été affectés par
le dernier événement.

Alors si on note D(?) la probabilité qu’au temps t deux individus sélectionnés uniformément
au hasard soient de la méme espece, on obtient :

Di=—2"I1 ipp-na-—2It LY 42
TI0-1)0+]-1 J0-1)J-1+6 0+J-1 JO-1)
- _ipu-na- N
TJO+T-1) J0-1+0) JJ—-1+6))

Si maintenant on se place a I’équilibre, on a qu = E[D(#)] = E[D(¢ —1)] et en remplagant dans
I'équation précédente, on obtient : .7, = ﬁ

O

1.3 Un modele plus réaliste

Ce modele et la présentation qui suit sont inspirés des travaux de ETIENNE et OLFF [2004] et
ETIENNE [2005]. Nous reprenons leurs résultats en détaillant un peu plus la preuve.

1.3.1 Présentation

Considérons maintenant deux communautés. La premiere que I'on nommera le "réservoir"”
sera de taille R et aura une dynamique similaire a celle décrite dans la partie précédente 1.2. Elle
évoluera avec un taux 0 . On peut relier 0 aux différentes données du modéle de la méme facon
qu’'en 1.2.3. La seconde, celle que I'on étudie a encore la méme dynamique qu’en 1.2 cependant
lors d'un événement d’immigration le nouvel arrivant sera choisi uniformément au hasard dans
la premiére communauté. Elle sera de taille J et évoluera a taux I.

Hypotheéses 1. On suppose que :

— Les deux communautés sont supposées a 1’équilibre stochastique. C’est a dire que 1'abon-
dance des espéces dans le réservoir suit la loi d’Ewens avec un taux 6.

— Leréservoir et la communauté évoluent avec deux échelles de temps différentes, le réservoir
évoluant tres lentement par rapport a la communauté.

— Les hypothéses de neutralité (au sein des individus d'une méme espéce et entre les espéces)
sont conservées.

Bien entendu le fait de considérer un modele plus complexe va rendre les calculs plus diffi-
ciles. Le modele est encore Markovien et on pourrait calculer les probabilités de transition entre
les états. Cependant la vision "backward" va toujours nous permettre, sous les hypothéses précé-
dentes, d’obtenir la loi du vecteur d’abondance.

Ce qui suit est inspiré des travaux de ETIENNE et OLEF [2004].
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: poo

. | tauxd'
immigration
theta

. communauté

FIGURE 1.3 - Schéma résumant ce modele.

1.3.2 Laloidu vecteur d’abondance

On considere donc une abondance donnée W on suppose de plus que la communauté est a
I’équilibre (c’est a dire que le temps dans le passé est infini) et que la population est de taille ] fixée.

On cherche donc a calculer la probabilité d’obtenir une abondance particuliere W (cf 3) sous
la mesure invariante. Cependant pour obtenir cette probabilité il faut remonter la généalogie des
individus qui représentent cette abondance.

Cette généalogie est en deux parties, une premiere concerne la communauté étudiée une se-
conde s’effectue dans le réservoir sous réserve de connaitre la répartition des ancétres.
Ainsi, si on connait, pour chaque individu, son ancétre et 'espece de cet ancétre on sera en me-
sure de connaitre I'espece de chaque individu.
Une facon équivalente de voir les choses et de dire que I’on est en mesure de calculer la probabilité
d’'une abondance particuliére a condition de connaitre le nombre d’ancétres de chaque espéce et
le nombre de descendants de chacun.
Introduisons les notations suivantes qui seront valables dans toute cette section :

Notation 4.
Soient les quantités suivantes :

— A :le nombre d’ancétres dans le réservoir de la population étudiée.
— S :le nombres d’especes.

— J; :lenombre d’'individus de 'espece i parmi les J.

— a; :le nombre d’ancétres de I'espéce i (3_a; = A).

— aj,j :le jéme ancétre de I'espece i.

— n;,j :le nombre de descendants de I'ancétre j de I'espece i

— 0; =1{nj,q,,.., Nj 4} la descendance ancestrale de I'espece i

— ¢ : le nombre d’espéces dans la communauté ayant la méme descendance ancestrale .
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— ¢ j :le nombre d’ancétres de I'espece i ayant j descendants

evolution
dans le 1 ,AT\ 53
pool o3
allalz?al3 a2laz2 a3la32a33 -
I | p 4 A=8
al=3,a2=2,a3=3
evolution
dans la
communauté
n22 n33 Jindividus
n11 n12 ni3 n21 n3l n32

FIGURE 1.4 — Schéma résumant la coalescence.

On peut résumer I'information, grace aux ensembles suivants .45 = {{nlyl T,y by e 18,140 108 g }}.
Ou de fagon équivalente grace a Ns(J1, ...,Js) = {(d1,1, ., P1,J,) o0 (B, s 350}
Cependant, plusieurs de ces ensembles ménent a la méme abondance W. Il faut donc sommer
leurs probabilités. On obtient alors :
P(W) =) P(Ns)

La somme étant sur les Ng menant a ’abondance désirée.
Par ex, si W = (1,1,1), alors S = 3 et ] = 6, numérotons les especes dans |'ordre croissant de leur
nombre d’individus. On obtient alors six Ng qui meénent a cette abondance, ils sont exactement :
N; ={1,(0,1),(3,0,0)},N5 = {1,(2,0),(3,0,0)}, nN3 = {1,(0,1),(1,1,0)}, N3 = {1,(2,0),(3,0,0)}, N3 =
{1,(0,1),(0,0, )}, N5 ={1, (2,0, (0,0, 1)}.

Il reste maintenant a calculer P(Ng).

Théoréme 3.
Supposons connus les Gy, i, j =S et Ng défini comme précédemment. Alors
J! 65 A ,
_ x — 16 - % x — TG - P
[T, T, G TS wat Ba L

P(Ng) =

oita; est le nombre d’espéces ayant i ancétres et p; le nombre d’ancétres ayant i descendants.

Eléments de preuve 1.

Reprenons la vision en coalescent, qui comme on I’a vu est équivalente au niveau de la loi a un
processus des restaurants chinois.

La généalogie se divise ici en deux temps. La premiere étape se situe dans le réservoir et concerne
la généalogie des ancétres de la population étudiée. Labondance des ancétres suit la loi d’Ewens
décrite précédemment. La seconde partie concerne la généalogie des individus de la commu-
nauté, on remonte le temps jusqu’a obtenir les ancétres issus du réservoir.

Le fait de considérer que le réservoir évolue a une échelle de temps beaucoup plus grande que la
communauté nous assure que le réservoir aura peu évolué durant le temps qui sépare 1'ancétre
commun de la communauté étudiée.
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Autrement dit 'ordre d’arrivée des ancétres dans la communauté ne dépend pas de la dynamique
du réservoir.
On va simuler la coalescence en simulant deux processus des restaurants chinois indépendants :

un qui donnera les ancétres avec un taux 0 et un autre qui donnera la population actuelle sachant
quels sont les ancétres avec un taux I.

o O O

FIGURE 1.5 — Premiere simulation des restaurants Chinois donnant la répartition des ancétres.

Repartition des individus sachant les ancétres

FIGURE 1.6 - Principe des restaurants Chinois pour ce modeéle

On obtiendra donc des tables de tables (cf:1.6) qui sont représentées par des permutations de
permutations d'un ensemble a J éléments.

Par exemple une possibilité d’événement correspondant a Ng est {{2} :{1,4}; {5}{3, 6}}.
Cela signifie que 'espéce 1 avait un ancétre qui se retrouve dans la communauté actuelle, que
I'espéce deux avait un ancétre qui a eu un descendant, que I'espece trois a eu deux ancétres 'un
n’'ayant pas de descendant autre que lui et le second en a eu un.

Remarque?2. 1. Dans tousles cas, tous les vecteurs de permutations correspondant a un méme
Ns auront la méme structure. Par exemple {{.}; {., .}; {.}{.,.}} pour N3.

2. Le fait de connaitre Ng nous permet de connaitre le nombre d’espéces et I’abondance des
ancétres de chaque espece. Or, toutes les trajectoires du "double processus des restaurants
chinois" ayant le méme nombre d’ancétres et le méme nombre d’espéces ont la méme pro-
babilité d’arriver. Il suffira donc de calculer la probabilité d'une trajectoire et de la multiplier
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par le nombre de trajectoires.

Commencons par calculer le nombre d’événements menant a un certain Ng, les individus sont
numérotés de 1 aJ selon leur ordre de passage :

Lemme 3. Soit un Ns fixé alors le nombre de trajectoires du "double processus des restaurants Chi-

nois" correspondant aNg est ———— q)]_!_ S .
Hi=1 [Hjl:1 (jhred (bl.j'] Hl:l !

Eléments de preuve 2. Ce nombre correspond donc au nombre d’ensembles de S permutations
dont la iéme est composée de a; cycles dont le jeme est de taille n; ; . Cela correspond si on re-
prend I'exemple de la remarque précédente 2 au nombre d’ensembles différents que I'on obtient
en rangeant les nombres 1,..,6 dans {{.};; {.,.}; {.}{., .}}.

Plus généralement considérons un Ng ou de facon équivalente un .#5. Rangeons par classes
toutes les espéces ayant la méme descendance ancestrale et notons les gy, ...,0; un représentant
de chaque groupe. Notons encore |o;| le nombre d’individus compris dans o;

Toutes les espéces appartenant a une méme classe ont le méme nombre d’individus, choisis-
sons donc |o1|ys, nombres parmi les J puis répartissons les dans chacune des especes sans tenir

compte de 'ordre des espéces car par le principe des restaurants chinois ’espéce arrivée en pre-
(|Ul lWoq ) < (ICT] I(Woy 71)) y
X

Lx1

mier sera celle ayant le plus petit nombre et ainsi de suite. Ce qui donne (| o IIW ) ol v oy
o1 o1
J!

T possibilités puis recommencons avec les ] — |o1|Ww, nombres restants pour les
Yo, llo1 1Y, U101 [We,)!

especes de la classe de o, et ainsi de suite ...

Ce qui nous donne au total ,Lpossibilités.

I1 \Uui!|0'i|wui
i=1

Maintenant que I’on a attribué les individus a chaque espece, au sein de chaque espece, il faut
les répartir selon leur ancétre. Le nombre de possibilités correspond donc au nombre de permu-
tations que I'on peut obtenir a partir de J; nombres avec a; cycles dont le jéme est de taille n; ;.
Ce calcul est le méme que celui déja fait dans la partie précédente 2.

On obtient alors ]'[5_ # ossibilités.
i=1 HJj’:] (j!)¢l'](pi,j! p

Il reste maintenant a multiplier les deux quantités obtenues. En remarquant que ]_[?:111- =

1
1 lo;¥°i, on obtient le résultat annoncé.
i=1

LemmeA4.
La probabilité d’obtenir un ensemble de permutations aJ éléments correspondant a unNg est g—A [1G-

A
1)I% x II—] [1(i — 1) oit a; est le nombre d’especes ayant i ancétres etP; le nombre d’ancétres ayant i
descendants.

Démonstration. Remontons la généalogie a partir de la communauté étudiée, on aboutit alors a
un échantillon de A ancétres qui sont par exemple numérotés selon leur ordre d’arrivée dans la
communauté. (cf figure 1.7)

La probabilité d’obtenir un tel échantillon est obtenue par le méme raisonnement que dans le

lemme 1, en simulant un processus de restaurants chinois de A étapes évoluant a taux 0. Elle vaut
P(op) = g [1(i — D!%ou1 a; est le nombre d’espéces ayant i ancétres.
Maintenant il faut calculer la probabilité d’obtenir I'abondance désirée connaissant I'espéce de
chaque ancétre. Mais cela revient a calculer la probabilité d’obtenir une permutation composée
de A cycles avec 3; cycles de longueur 1, f, de longueur 2 etc... (B; étant le nombre d’ancétre ayant
i descendants) avec un processus des restaurants chinois a taux I.
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A Coalescence dans

temps la communauté POOL
echelle 1
taux=I
¢ Premier ancétre .
? eomzmClmmy second ancétre .

ﬁ: troisiome ancétre ®
I I¢ dernier ancétre .

FIGURE 1.7 — Schéma de coalescence avec les ancétres.

Une telle probabilité vaut % TG - 118,

Enfin la probabilité d’obtenir un ensemble de permutations a J éléments correspond a la pro-
babilité d’obtenir une abondance particuliere d’ancétre via la dynamique du réservoir multiplié
S

par la probabilité d’obtenir I’ensemble de permutation sachant les ancétres. Soit au final g—A TG -
A s _
DI x TG - P

O

Enfin par neutralité, les ensembles de permutations codant pour un méme Ng ont tous la

méme probabilité d’arriver. Et donc la probabilité d’obtenir une abondance W via ce modele est,
si on note Q) '’ensemble des Ng correspondants a W :

IA

[T6 -«

| S
PW)=) L xi

. [T - (1.1)
@ T, (0, GO TS we - Oa

]

1.3.3 Indice de Simpson

Rappelons que I'indice de Simpson moyen a I’équilibre est la probabilité que deux individus,
pris de facon uniforme dans la population a I’équilibre stochastique, soient de la méme espece,
on le note ..

Proposition 4. Lindice de Simpson moyen a l'équilibre (calculé pour la mesure invariante du pro-

cessus) vaut . pq = ﬁ X ﬁ

Démonstration. 11 est alors possible de calculer la probabilité que deux individus pris au hasard
ne soient pas de la méme espece. En effet, pour cela, il faut et il suffit que ces individus n’aient pas
le méme ancétre et que leurs ancétres respectifs ne soient pas de la méme espece. Ainsi comme
ces deux événements sont indépendants on obtient : 1 —.%,, = 1%6 X ﬁ
Le calcul de chacune de ces quantités est analogue a celui du corollaire 1.

O

On notera la présence du facteur % en plus par rapport au modele de la partie précédente.

Quand 0 est grand, ce facteur vaut presque 1 et on doit étre proche de la situation précédente. En
effet 0 grand signifie que I’on favorise 'apparition de nouvelles especes et donc le pool est proche
d’un pool uniforme. Regardons sur quelques exemples comment ceci influe :
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Simpson en fonction de ©@
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FIGURE 1.8 — Comparaison des indices de Simpson des deux modeles (théoriques). On a tracé ici 1 — .4
pour différentes valeurs de 6.

Remarque 3. On notera que ce modele a tendance a augmenter !'indice de Simpson par rapport
au modele avec pool uniforme. Ceci signifie que certaines espéces sont représentées avec un plus
grand nombre d’individus. En effet, l1a proportion des individus dans le réservoir n’étant plus uni-
forme, une espeéce sera en proportion dominante dans le pool et elle aura alors tendance a envahir
davantage la communauté.

1.3.4 Conclusion et perspectives.

Méme si la théorie de la coalescence est tres riche et mathématiquement tres pertinente, ses

applications sont assez limitées. En effet pour former une généalogie on est obligé de supposer
qu’on se situe a I’équilibre stochastique, et donc cette théorie ne nous permet pas d’obtenir I'évo-
lution d’'une espéce sur un temps relativement court ou la situation initiale joue encore un role
important. De plus une expression telle que 1.1 est en réalité tres peu pratique car le Ng ne sont
pas faciles a lister en général, surtout quand la taille de la population étudiée est grande. C’est ici
une des principales limites de 'interprétation "backward" d’un tel modéle.
Un autre argument majeur qui nous a permis de montrer I’équivalence au niveau de la loi entre
le processus des restaurants chinois arrété a J étapes et le coalescent de taille J est le fait que les
espéces et les individus étaient d’égaux compétiteurs. Si on veut rajouter de la sélection alors la
généalogie devient encore plus complexe. Plusieurs modeles incluant la sélection ont déja été éla-
borés, on pourra consulter les travaux de KLUTH et BAAKE et de ETHERIDGE et GRIFFITHS [2009]
ou plus récemment ceux de CASANOVA et SPANO [2018] et CASANOVA et SMADI [2019] pour plus
d’informations a ce sujet.

1.4 Modele "neutre" avec sélection et immigration.

Lintérét principal de ce modele neutre est qu’il prédit des distributions d’abondance d’es-
peces assez proches de celles que 1'on observe dans la réalité comme nous ’avons déja évoqué
dans l'introduction.

En revanche, ces modeles prédisent des durées de vie d’especes irréalistes. Par exemple, RICKLEFS
[2006] estime qu’'une espéce de passereaux européens, composée de 14.43 x 108 individus, et ayant
une espérance de vie de 3 ans mettrait, selon ce modele neutre, 86 x 106 années pour s'éteindre.
Ceci est clairement beaucoup trop long.

De telles incohérences ont été aussi mises en évidence sur des foréts. En particulier CHISHOLM
et collab. [2014], en étudiant 4000 espéces d’arbres sur une durée de plus de 20 ans montrent que
la variance de la taille de population d'une espéce était en réalité plus grande que celle générale-
ment prédite par les modeles neutres.
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Il semblerait alors que des mécanismes autres que la dynamique stochastique décrite précédem-
ment jouent un role prépondérants. Il s’agirait de prendre en compte dans notre modele les varia-
tions environnementales aléatoires comme les changements climatiques, 'apparition ou la dis-
parition de prédateurs ou de maladies spécifiques (ou autres phénomenes extérieurs) favorisant
ou défavorisant certaines espéces.

Suite a ce constat, de nombreuses études ont été effectuées sur des modeles comportant de la
sélection environnementale tout d’abord pour valider la cohérence de ces modeles par rapport
aux données mesurées sur le terrain. On citera par exemple les travaux de KALYUZHNY et collab.
[2015], JABOT et LOHIER, KRONE et NEUHAUSER [1997]. Mais aussi d'un point de vu plus théorique,
avec les études de GRIFFITHS et TAVARE [1994], DEPPERSCHMIDT et collab. [2012], STEINRUCKEN
et collab. [2013], DANINO et collab. [2016], FUNG et collab. [2017], GRIESHAMMER [2018], DANINO
et collab. [2018], DANINO et SHNERB [2018b], DANINO et SHNERB [2018a], CORON et collab. [2018],
GILLESPIE [1985], TAYLOR [2008].

Cette partie sera donc dédiée a la présentation d'un modele avec sélection environnementale
dont nous ferons I’étude dans les parties suivantes. Il a été suggéré par KALYUZHNY et collab. [2015]
et peut étre rapproché des modéles modeéles "neutres" car le processus stochastique de sélection
est supposé d’espérance nulle. Ainsi chaque espece évolue dans des périodes de temps ol 'en-
vironnement est favorable ou défavorable de sorte qu’en moyenne sur une grande période une
espéce n'est pas plus favorisée qu'une autre.

La dynamique sera la méme que celle décrite précédemment, le seul changement s’effectuera au
niveau du choix du parent lors d'un évenement de filiation, c’est a dire lors du remplacement d'un
individu par le fils d'un autre individu de la communauté.

Notation 5.

Soient :
— Jlataille de la communauté étudiée.

— S=1{1,...,S+1} avec S + 1 le nombre total d’espéces pouvant étre présentes dans la commu-
nauté. (On choisit S+1 car comme la taille de la communauté est constante, la connaissance
des S premieres espéces permettent de déduire la quantité d’'individus de la S + 1°7"¢),

— X! la proportion d’individus de 'espéce i € S dans la communauté a I'événement n € N. On
note .#; '’ensemble des valeurs possibles pour cette variable, .#; = {0, %, v 1}

— X, le vecteur d’abondance ayant pour coordonnée i, X',.

Le processus d’évolution suit le schéma suivant, al'étape n :

— Lindividu désigné pour mourir sera choisi uniformément parmi les individus de la commu-
nauté.

— Celui qui le remplace choisira son parent dans la communauté avec probabilité 1 — m,, (fi-
liation) ou un parent issu du processus d’immigration avec probabilité m, (immigration).
Le parametre m; est compris entre 0 et 1, il peut étre dépendant du temps et aléatoire.

— S'ily aimmigration le parent choisi est de I'espéce i, avec probabilité p’, i € S.
Les p;, sont tels que Y p}, =1, ils peuvent aussi étre aléatoires. On note p,, le vecteur ayant
i€S
pour coordonnée i, p},.
Xt (1+5])
S+1
1+ Y Xkgk
. k=1
Les s!, i € S, représentent des avantages sélectifs (fitness) dus a I’environnement. Ils peuvent
donc dépendre du temps et étre aléatoires. La probabilité décrite précédemment corres-

pond a l'instant n au poids de 'espéce i divisé par le poids totale de la communauté.

— Lors d’'une filiation, le parent est choisi comme étant de |'espéce i avec probabilité
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. . N . . ; 5t —58+1
On supposera aussi s%“ = 0, quitte a re-normaliser tous les coefficients par s}, = 1”+§s”+1 .
n

Enfin on note s, le vecteur ayant pour coordonnée i, s,.

On se place en environnement aléatoire, c’est a dire qu’on supposera que les processus niy, py, S
sont Makoviens, indépendants entre eux. Leurs lois dépend d'un environnement extérieur, indé-
pendant de I’espace ou est défini X;.

Notation6. — On note toujours .¥; Lindice de Simpson au temps ¢ pour ce modele, il s’ex-
prime a partir des X} :
S+1

o 1
Sr=) Xi(Xj-—=)€l0,1]
i=1 J-1

— On note encore U,, = (X, My, pn, Sx) le vecteur donnant I'état de la population et de I'envi-
ronnement au temps 7.
Remarque 4.
Le choix fait ici pour introduire de la sélection est 'un des plus simples, et s’inspire de modeles
issus de la génétique des populations précédemment cités.
Il existe bien sir de nombreuses possibilités pour le choix de la loi de (s;);en, dans la suite on
s'intéressera essentiellement au cas d'un processus de sauts.

Ici la sélection influence seulement le choix du pére lors du processus de filiation et n’a aucun
effet sur la mortalité. Ce choix peut étre critiquable mais est justifié d'un point de vu biologique
par les travaux de CHESSON et WARNER [1981] et KALYUZHNY et collab. [2015].

_filiation

Communauté étudiée

Probabilité 1- m

Foréts voisines

immigration

FIGURE 1.9 — Schéma de la dynamique Markovienne

La dynamique est donc composée de deux processus distincts, 'immigration qui a pour consé-
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quence de conserver de la biodiversité en rajoutant des individus d’espéces potentiellement dis-
parues dans la communauté et le processus de filiation qui modélise les interactions dans un mi-
lieu fermé. Seul il conduirait a I'invasion définitive de la communauté par une seule espece.

Il est bien stir possible de simuler la dynamique temporelle de ce modele. Les graphes suivants

en donnent une premiere idée .
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FIGURE 1.10 - Trajectoires de .; pour m =0
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FIGURE 1.12 — Trajectoires de X; pour m =0
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MC mean and trajectories

A o .
AR
h W

0.8 q

JoAN

0.4

Xt

0.2 4

w W“L’w. ’
Hﬁu‘,ﬁ f’u% phl V::ﬁh Vﬂ}t

T
o] 2000 4000 6000 BDOU 1000()
Time

0.0 4

FIGURE 1.13 — Trajectoires de X; pour m # 0

Sont tracés sur ces figures différentes trajectoires de .7} (figures 1.10 et 1.11) et de X; (figures
1.12 1.13) pour m = 0 et m # 0 ainsi qu'une moyenne Monte-Carlo calculée a partir de 100 trajec-
toires (courbe verte foncée). Lorsque m est nul une espéce envahit définitivement la communauté
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1.12 en un temps qui semble fini et 'indice de Simpson moyen tend vers 1 (1.10) . En revanche si m
est non nul, méme si une espéce envahit la communauté, le processus d'immigration permet de
réintroduire d’autres especes (1.13). En moyenne I'indice de Simpson semble converger en temps
long vers une valeur fixe (1.11) différente de 1.

Un modele numérique nous donne une intuition sur le comportement des processus cepen-
dant une étude mathématique approfondie est nécessaire pour comprendre complétement la dy-
namique de ce modele. Le chapitre suivant est donc dédié a I’étude mathématique de ce proces-
sus.
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Chapitre 2

Etude de la dynamique en sélection faible

« Une preuve mathématique n'est
en fait qu'une suite de trivialités.
Enfin, localement du moins... »

J-M Bismut
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CHAPITRE 2. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FAIBLE

2.1 Premiere approche

Cette partie a fait 'objet d'un article ( GUILLIN.A et collab. [2018]) écrit avec Arnaud Guillin et
Franck Jabot, dont le texte intégral se trouve dans cette thése au chapitre 4. Nous nous contente-
rons ici de rajouter quelques détails et de reprendre les grands axes de son contenu.

Cette partie est donc dédiée a I'étude du modele décrit en page 21. Nous n’adopterons pas un
point de vue "backward" (comme c’était le cas dans les parties 1.2 et 1.3), mais plutdét un point
de vu "forward", c’est a dire que I'on part d’'une situation initiale donnée et on regarde 1'évolution
étape par étape du processus.

Ceci va étre possible car le processus est Markovien. On peut donc décrire I'évolution du vecteur
d’abondance X, grace aux probabilités de transition d'un état vers l'autre.

Lors d'un pas de temps, une espéce i donnée peut soit perdre, soit gagner un individu soit rester
au méme nombre d’'individus. Les probabilités de ces évenements sont données ci-dessous

Proposition 5.
Supposons connus s, ms, py, pour tout n, alors les probabilités de transition sur un évenement sont :

_ i b
Puy = PXi, =x +T|X”_x)

. . X' +st
= (1-x" mnpi,+(1—mn);T”) ,
1+ Y xksk
k=1
i i1
P._ = IP(XnH:x—TIXn:x))
. . xi (1 +sh)
= x| ma(l=pp)+1=mp) | 1= ————],
1+ Y xksk
k=1

_ i il i L
Pavg = Py =x'+ 10X, =/~ 51X, =)
. ; x(1+sh) o
= x/ mn(l—pn)+(1—mn)T, i #].
1+ Y xksk
k=1

De plus
1 EX!  —XEIX, = x] = APy, —Pyi)

n+1

2. VariX!  -Xi|X,=x]= Az((Pxi+ +Pui_)— Py, — Pxi_)z)

n+1
Démonstration.
Commencons par la premiére partie de la preuve. Prenons par exemple P, . Pour que I'espéce i
gagne un individu, sachant X, il faut que cette espéece ne soit pas choisie pour mourir et ceci se
produit avec probabilité 1 — x* car le mort est choisi uniformément.
Ensuite il faut que I'espece i soit choisie pour remplacer le mort, la probabilité de cet événement

xA+sh) L. A i . . .

est — 2 siil yafiliation, ou p’ §’il y a immigration.

1+ Y xksk
k=1
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CHAPITRE 2. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FAIBLE

Ceci permet d’obtenir P,:, Notons que le choix du mort et du successeur se produisent simulta-
nément.
Un raisonnement similaire nous permet de calculer les autres quantités.
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que la variation de population sur un pas de temps
est de I'ordre de %, ainsi on perd une telle proportion avec probabilité P,._ ou on la gagne avec
probabilité P, . Ce qui nous donne le résultat pour I'espérance et de fait pour la variance.

O

Remarque>5.

Pour déterminer la probabilité de transition d'un état vers I'autre de 1'espéce i, on doit nécessai-
rement connaitre I’état de toute la communauté, c’est a dire le vecteur X,,.

Si maintenant on suppose qu’il n’y pas de sélection, c’est a dire que Vi, s’ = 0, seule la quantité
X! est nécessaire pour obtenir les probabilités de transitions. C’est a dire IP(XZ = X+ AIX, =
X) = [P’(Xf1 = xi+ AIXZ =x!).0n peut donc étudier la variable X; sans avoir d’'information sur les
Xj, j#1.

Cette remarque fait écho au probleme déja évoqué en 1.3.4, en effet 'hypothése de neutralité
n’étant plus vérifiée, on ne peut déterminer I'évolution d'une espece sans celle du reste de la com-
munauté.

Par ailleurs, cela complique aussi beaucoup les calculs dés que le nombre d’espéces et d’indivi-
dus est grand. La matrice de transition dans le cas sans sélection est simplement de taille J? alors

qu'avec sélection elle est de I'ordre de (! Es)z.

Pour remédier a ce probléme nous avons choisi d’approcher la dynamique stochastique de ce mo-
déle par une diffusion continue en temps quand la population devient grande.

De telles méthodes sont couramment utilisées en génétique des populations (se référer a KIMURA
[1983], WAXMAN [2010] par exemple).

2.1.1 Approximation diffusion en sélection faible

Avant d’énoncer le théoreme d’approximation diffusion, revenons sur la proposition 5. Quand
la taille J de la population tend vers I'infini, I'échelle de temps a laquelle on regarde nos processus
n'est plus la bonne. La variance et 'espérance tendent vers zéro. Il ne faut donc plus regarder
I’évolution étape par étape mais par paquets de plusieurs évenements.

Remarque 6. La derniere partie de la propriété montre bien que I'espérance est de I'ordre de %

alors que la variance est d’ordre ]%, le choix que I'on va faire pour conserver une partie stochas-

tique dans notre équation limite est de considérer que la variation infinitésimale en temps est de
I'ordre de le, c’est a dire que 1'on se place a une échelle ol1 une unité de temps correspond a J éve-
nements . D’autres choix auraient conduit a des équations déterministes ol seuls les parametres

s, m pourraient étre aléatoires. Cette étude fera I'objet du chapitre 3.

Si on considére donc qu'un pas de temps correspond a J* événements comme le suggere la
remarque précédente, pour que I'espérance n’explose pas quand la taille de la population grandit
on est obligé de se placer en "sélection et immigration faible". C’est a dire que I'on va supposer
que les coefficients de sélection et d'immigration sont inversement proportionnels a la taille de la
communauté.

Proposition 6.
SoitA; = Ilg etn=t2etm' () = m(t) xJ, s'(£) = s(t) xJ .
Quand] tend vers linfini :

1. E[Ximt—x"lxt:x]: m’t(pi—x")+x"(s’t"—kggxks;k) x Ay +0(Ay)
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2. Var[Xl;Mt — XX, =x]=2x' 1= xHA,+0(A))

3. CoviXi,, Xi, \ X;=x]=-2x'x'Ar+0(Ar) Vi#L

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoreme d’approximation diffusion.

2.1.2 Théoreéme d’approximation diffusion

Pour que cette limite en grande population ait du sens il faut bien str que les processus (m') et
(s') convergent eux aussi. Le choix fait ici est que ces deux processus convergent vers un processus
de sauts ayant un nombre d’états fini et pour générateurs Q™ et Q°. Les hypotheses plus détaillées
se trouvent en partie 4.1 . Ce choix n’est pas exhaustif : on aurait pu supposer que ces deux proces-
sus convergent vers une diffusion par exemple. La preuve de ce théoréme sera faite dans les deux
cas en partie 4.1 (article 2).

Théoréme 4. Quand] tend vers lUinfini, la suite de processus (X]t) >0 converge en loi pour la topolo-
gie de Skorokhod vers le processus X ; dont les coordonnées sont solutions de I'équation différentielle
stochastique suivante

X m; x (pt-X1) +X1 (s}— > xks’;)
Xt keS

: = d[-l‘O'(Xt)dBt (2.1)
XS
da t mtx(p§—X§)+X§’ (s?— y st’t‘)
keS
ou ¢ vérifie 6.0" = a avec a;,j = —2xix ifi#jeta;; = 2xi1=xY) . s = Ilim s]t] et m; =
— 00

Jlim mlt] sont deux processus Markoviens de saut de générateurs Q° et Q™ et de conditions initiales
—00
; J : J
so = lim Js;et mg = lim Jmy,.
0 ]—»ooI 0 0 ]—»ooI 0

Remarque 7. En dimension un, c’est a dire avec deux especes, on retrouve la célébre équation de
Wright-Fisher avec sélection et immigration :

dXt = mt(p—Xt) + Stxt(l —Xt)dt+\/ 2X[(1 —Xt)dBt (2.2)

Cette équation tres utilisée en génétique des populations et la littérature est vaste a ce su-
jet. Pour plus de références a ce sujet, on pourra consulter les ouvrages de HUILLET [2007], DAW-
SON.DA [2009] et EPSTEIN et MAZZEO [2010].

s
Remarque 8. En grande population, 'indice de Simpson au temps ¢ vaut .%; = Y (X’t)z. Il est
i=1

solution d'une équation différentielle non autonome. (cf proposition 7)

Proposition 7.
Posons s
D= (Xi(1-X)) - Y XX/ (1-X(A-X])
i=1 j<i
et notons

S s
PS+1=1—ZPi, et XS+1:1_ZXl
i=1 i=1

Alors lindice de Simpson est solution de l'équation suivante :

S .. . S+l .
A =20-S) -2 siX|(S—-XD+2my; (Z plx’t—ﬂ) dt+dM,
i=1 i=1

ot My est une martingale que l'on n'explicitera pas.
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Le drift est composé de trois termes, le premier est le drift que I'on retrouve dans le cas neutre
sans sélection ni immigration. On notera que dans ce cas I’équation est autonome et que 'on peut
facilement obtenir I'expression de 'indice de Simpson moyen au cours du temps.

Démonstration.
La preuve est un calcul qui utilise la formule d’'Ito vectorielle. Notons b, le drift et o, la matrice
de diffusion de 'EDS (2.1).

0.7, .
ds = [ZZaxx’(Xl, XS)cht(z Do (j, l)+2 s X)) dt
ij
+dMart;

Avec ¥ :—2+2]§1X1+2xl ¥ = = 4.
Alors si on calcule les termes de cette somme, on a tout d’abord :

074 S . S i S ivwiyl 1 S Jyyl
Z X, o XDby() = =25 Y (14X + Y XDXIX] - (] — 1+ Y XD}
i=1 OXi i=1 i=1 j=1

S s .
+2) (14X + Y XD (me(pi - X}
i=1 j=1

S S i s . S .
=—28¢X}(—Z Z Z(X;)Z—X}H—Zx{)
i=1 =i

j=1

S
*L+
i=1
S S . s ., S .
# L PG X023 X0 - Y 00)° - L XX
i=1 i=1 i=1 i=1 i,j

+ zmt(pSH -1+

:—2stx}(1—2ZX’; Z XXMZ(X,) -X})

i=1 i,j=1
S+1
+2m( Y p,x’—(1+2ZX’ Z(xt) -y xix))
i=1 i=1 i=1 i,j
S+1

= 25X} (S~ XD +2m(Y. piXi—.7)
i=1

j
Ensuite comme otcr? =as,onabien Y o.(i,1)o.(j,]) = a;(i, j) et enfin
I=1

1 0%
Ezaxxt(x XS)xZot(z Do, D) 2x2at(z =D
]

i,j i,j

En additionnant ces deux quantités et en prenant I'espérance on trouve bien le résultat an-
noncé. O

2.1.3 Preuve du théoreme

Nous donnerons dans cette these deux preuves de ce résultat. La premieére se trouve en 4.1 (an-
nexes) et prouve la convergence en loi du systeme discret vers la diffusion. La seconde est quan-
titative et donne un ordre de grandeur de cette erreur en fonction de J. Cette seconde méthode a
fait 'objet d'un article disponible en section 4.2 coécrit avec Gorgui Gackou et Arnaud Guillin. Les
deux sont écrites dans la cas simplifié de deux especes mais la méthode présentée se généralise a
un nombre plus grand d’especes.
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CHAPITRE 2. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FAIBLE

Premiére preuve : un probleme de martingale

Le but de cette preuve est de se ramener a un probleme de martingale, ces méthodes ont été
développées par STROOCK et VARADHAN [1997]. Nous reprendrons en partie leurs travaux.
Soit U, = (X4, s¢) tel que X; soit solution de I'EDS (2.1). Et s; le processus Markovien de saut véri-
fiant P(s;4p = §'Is; = 5) = hQg ¢ + 0(h).

On cherche a montrer la convergence en loi du processus U]t vers U;. C’est a dire pour une
classe de fonctions assez régulieres (°°), E[f (Ult) - fU)] —0.
Pour cela, on considere le générateur de U; noté L + L. Alors f(Uy) =Ly f + L f + d.# ou .4 est
une martingale donc U; est solution du probleme de martingale associé a Ly + L. Et d’autre part
on définit A f(U) = [ f(y) - f(U)dm;(U,dy) ot pour k€N, € [%, B[, (U, I) = (U, =
PU’,, eTU)).

2 2

Ensuite dans un premier lemme on démontre que J?A’ f converge uniformément vers L, f +
L;f.Etque donclalimite de U{f est solution du probléme de martingale associé a L +Ls. Enfin, on
conclut par le fait qu’il existe une unique solution a ce probleme de martingale. Puisque U; vérifie
ce probléme, la convergence est assurée.

Seconde preuve : une méthode quantitative

Cette seconde preuve est inspirée de I'article ETHIER et NORMAN [1977] et a été étendue au
cas avec sélection dans 'article disponible en partie 4.2 et disponible sur Hal GACKOU et collab.
[2019]. Nous traitons ici seulement le cas avec sélection constante ( le cas de la sélection aléatoire
est disponible en section 4.2).

Pour énoncer le théoreme donnant I'ordre d’erreur entre le processus discret et 'approxima-
tion diffusion, nous devons d’abord nous placer a la méme échelle de temps.
Rappelons qu’en sélection faible, une unité de temps t correspond a J? événements, on pose alors
n = [J%t]. Notons %’ 'espace des fonctions j fois dérivables dont la jéme dérivée est continue.
Considérons Y{‘ le processus défini sur [0,]J2T] de générateur

L= xa-0 2 + Haxtt -+ mp -
—sz xaxz ]sx X m(p—x ox

On va montrer la convergence dans |'échelle de temps associée au processus discret, c’est a dire la
convergence de Y, vers X;,. Il faut donc discrétiser le processus YIt en prenant sa valeur aux entiers,
Y{”. On compare alors ces deux processus discrets sur un intervalle de temps fini [0,]J°T] avec la

norme |||y qui est définie comme le || f|l; = sup|f(x)| oul} = {% :1=0,1,2,---,]J}.
JCEIj

Théoréme 5.

Soit x € Ij, f € €*(1). Plagons nous en immigration et sélection faibles, i.e s = ST/ etm = mT/ pour
s'eR, m' € Ry. Soit f € €*(I), alors il existe des fonctions positives a, b etK (qui dépendent de m' et
s' mais ni de t ni de f) telles que q(t) = a(e?* —1) :

4 .
Tl
IFD N+ 1 £ @ =

Ol +1f ])+K1 )

J J2

[Ex[f(X]mZ])—f(Y{ﬂz])] “J =q (

Démonstration.
Notons dans un premier temps (S, f)(x) = [Ex[f(XL)]Vn eNet(T:f)(x)= [Ex[f(YIt)] Vt=0.
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Tout d’abord nous commencons par nous ramener, en utilisant des sommes télescopiques au
résultat suivant :

n-1
ISnf =Tnflly< Y 1681 =T Tiflly (2.3)
k=0

Ce résultat nous permet maintenant d’étudier simplement la différence des deux processus sur un
pas de temps.

Or, sur un pas de temps, S; varie au plus de I'ordre de % et un développement limité en population
donne 'existence de { € [0, 1] tel que :

J ) ) fP@ g el g s
XD =@+ Y 00X —x)+T(X1 - X) +§(X1 -x)° 9 (x)
! 2.4)
1
+ 5% -0 P
Et en prenant I'espérance :
(S1)(x) =Ex[fX)]
1
= f0) + FOOELX] - x] + i (X -0 P (%) 2.5)
1 1
+ Q[Ex[(xll -3 f® ) + Z[Ex[(x’1 -0* P
Ensuite un développement limité en temps donne :
1
(T1.)(x) = (To f)(x) + (To )P () (1= 0) + wy 5 (Tof) @ (x)
- (2.6)

= fO+L 0+ %(sz)(x)

I reste maintenant a faire la différence pour obtenir un développement limité de ||(S; — T1) f .
Ceci est détaillé en section 4.2, lemme 1.
On montre que pour f assez réguliere, il existe Ylp YJZ d’ordre ]% et K; une constante vérifiant :

K
1681 =Tl < IV} ool F @y + b ool £ @ lly + 5
On aimerait alors appliquer ce résultat a T f, pour cela deux propriétés restent a vérifier.

1. La premiere est de s’assurer que Ty f est assez réguliére a condition que f le soit, c’est a dire
que Ty : ¢’ — €/, pour j = 1,...,4. Pour que le développement précédent soit applicable a
T ().

On se référera a ETHIER [1976] (théoreme 1) pour la justification de ce résultat.
2. Laseconde est de vérifier que I'on peut contréler les ||(T, )], j € {1,2,..} :

. j .
T AP SeXp(Cj]%)kZ ar il f2
=1

avec ¢; une constante indépendante de J.

La démonstration de ce résultat se fait par récurrence.
Linitialisation est immédiate.
Pour controler (T, f))
il faut dans un premier temps utiliser I'équation de Chapman Kolmogorov pour obtenir I’équation
différentielle suivante :

3 .. - ~ -~
a(p(]) — qu)(J) _ Vj(p(]) +qu)(1 1)
q)(j) ©,) = f(j)
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LoV (x) =LoW + j ]2 RN

jG-1 .s(1-2x)-
T

-sj(j—-1

—] .

et ¢(¢,x) = (T, f)(x). Si maintenant y; est nul, ce qui est le cas si s = 0, la dérivée d’ordre j —1
n’intervient plus.

vj(x) =

V=

Alors on peut trouver une certaine fonction ¥ telle que 2wV =L; w0, w0 (0,,) = fWet,
par le principe du maximum, obtenir le résultat : IPW) < f .

Cependant la présence de y; complique un peu les choses, on va devoir utiliser la formule de
Feyman-Kac pour exprimer ¢/’ comme I'espérance d’un processus dépendant lui aussi de ¢\~
Heureusement ’hypothése de récurrence va nous permettre de contrdler ¢/~ et donc de contrd-

ler 1. Se référer a ETHIER et NORMAN [1977]

Une fois ces deux propriétés démontrées, on peut exhiber une fonction R; indépendante de J
vérifiant :

n—-1
ISnf=Tuflly < Z(n(sl—Tl)kanl
n—-1
< > | IV1llooll (T f) ”||;+||y2||oo||(ka)‘2)||I+o(]4))
k=0

k=0

2
=Y lyjlloo Z ar, il f Py Z exp(c; ]2) +o(12)
]’:

J—+o00

2
< Y IyjlleoR 72 ||f“’||1+0(]2) — 0
j:

car pour J assez grand

1—exp(cj]ﬂ2)

;aul;oexp(c] ) S

i=1 1- ep( )
SJZM_,_O(l)
C]' ]2

xXp(cj3)—1

etR](t)—sup 7

JeN

sup max (Iy IR]-(t)Ig) eta(l-eb) = max R;(1). Alors si () = a(1 - eP"), on obtient le résultat
JeN je{1,2 Jell,... 4}
annoncé :

est fini car 7 est de I'ordre de J2. Donc il existe a, b € Rtels que a(1 — e??) =

q(t)

”Snf Tnf”] = — J

=1 P+ @) +0 ( ]2)
O

Remarque 9. La constante obtenue g est ici exponentielle en temps, car la quantité cJ—2 est de
I'ordre de t dans I’équation (?2). On peut en fait trouver une certaine condition sur les parametres
en 'occurrence m > |s| telle que cette constante devienne linéaire en temps. Nous reviendrons sur

cette remarque dans la partie 4.2.
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Application 1. Cette preuve permet de quantifier 'erreur entre I'indice de Simpson obtenu a partir
du modele discret et celui calculé a partir de EDS (2.2).

Corollaire2. Soit.%; = X% + (1 -X,)? avecX; solution de l'équation (2.2). Et Ytl l'indice de Simpson

du modele discret 6. Alors

g0 1
;o)

Ex[i}—%”:4

Puisque I'on sait estimer [, [553 ] ,enfonctionde [, [Yt] il reste maintenant a calculer précisé-
ment cette derniere quantité. Malheureusement il est impossible d’obtenir une formule explicite
pour Ey [Yt] . Néanmaoins la partie suivante va nous fournir une estimation de I'espérance de I'in-
dice de Simpson.

2.2 Approximation des moments

Quel est 'intérét d’approcher la dynamique discrete par une diffusion sinon de rendre son
étude plus facile... Dans cette partie nous allons donner une facon d’approcher les moments de la
variable aléatoire X; solution de ’équation (2.2) pour un environnement s déterminé (non aléa-
toire).

Le résultat présenté sera énoncé et prouvé pour deux especes par souci de clarté. Il reste ce-
pendant vrai pour un plus grand nombre d’especes.

2.2.1 Lasélection complique le calcul des moments

Notons (M’;)ieN la suite des moments de la variable X; i.e Mlt = Ex[(X[)i]. Notre but ici est
par exemple de calculer le premier moment de la variable aléatoire X, noté M.. Supposons tout
d’abord qu’il n'y a pas de sélection alors 'EDS devient :

dXt = m(p —Xl»)dt+\/ ZXt(l —Xt)dBt XO =X 2.7)

T
Et en prenant I'espérance, puisque [0 v/ 2X;(1-X,)dB; est une martingale, M! est solution de
I’équation suivante :

dM! = (mp - mMbdt

et on en déduit :
m

M! = (x-p)e ™ +p

On peut ensuite par récurrence et grace a la formule d’It6 obtenir les moments d’ordre supé-
rieurs, M%, M?[’, ... sans trop de difficultés.

Remarque 10. On voit sur cet exemple I'intérét de se ramener a un modele continu, le calcul sto-
chastique et les outils de la théorie de la mesure nous permettent de calculer relativement simple-
ment les moments de X;.

Rajoutons maintenant la sélection, X; est solution de I’équation (2.2) et M} vérifie :

dM} = (mp — mMj + sM; — sM5)d ¢t

Autrement dit le calcul du moment d’ordre 1 nécessite la connaissance du moment d’ordre 2
etil nous est impossible de fermer le systéme comme dans le cas sans sélection.
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2.2.2 Approximation des moments

Regardons cependant ce qui se passe pour le moment d’ordre n, M.
La formule d’It6 donne :

d[E[(X,)"] - [E[i(Xt)i_lm(p—Xt)]dt+ i[E[(Xt)i_l(l X)) x (X, +i-1)|dr

Et si maintenant on regarde le dernier terme dans I’équation précédente on s’apercoit que le
terme en sX, est négligeable devant i dés que i est assez grand. De plus (X;)? "1 (1-X,) est de'ordre
de %, ce terme devient aussi négligeable dans I’équation pour i assez grand.

Ainsi si on calcule un assez grand nombre de moments on pourra boucler le systeme et donc
obtenir les moments comme solution d’'un systéme différentiel ordinaire.
Le théoreme suivant formalise cette intuition :

Théoréme 6.
Soit A la matrice tri-diagonale dont les coefficients sont d;1,; = (i + pym) (i +1), @;,; = i(s;— i+
1-my), Gjj+1=—iS; foriin{l,...,n—1}and G, ,=-nn-1+my)

Soit encore le systeme différentiel suivant

th :A? X Mrdt‘FCgtdt
ol Cgt = (mtpt,O,...,O)t.
eme

Alors pour j fixé (indépendant de n), la j coordonnée de la solution M, converge quand n

(la taille du systeme différentiel) tend vers Uinfini vers le j*™¢ moment de X;. Lerreur définie par
E NI (5.)E-1 ,
max IMI est au plus de l'ordre de
0<i<n -1
Vrllslgs!
(n-1!

Remarque 11.

Pour obtenir une précision plus importante on est en fait obligé de résoudre un systeéme linéaire de
plus en plus grand. Néanmoins la convergence étant plus qu’exponentielle, en pratique on pourra
se contenter de systéme de petite taille (20 environ).

2.2.3 Preuve du théoréme
Nous donnerons ici les principales idées de la preuve, le détail se trouvant en section 4.1.
Pour démontrer ce résultat, il faut controler I’erreur entre Mé et 1\7I’t pour i < nolun est la taille
du systéme. Définissons donc I'erreur A}, par

Mi—M,’
(-1

AP = (s x :
Remarque 12. ~

Le fait de multiplier pour i fixé la différence M’t —M’; par un coefficient indépendant de n modifie la
vitesse de convergence de la i**¢ coordonnée de I’erreur mais pas le fait que cette quantité tende
vers 0. En revanche elle force les coordonnées dépendantes de 7 a tendre vers 0. Ainsi il nous suffit
maintenant de montrer que ||A}| tend vers 0, ce qui n'est pas forcément le cas de M’; - Mi sii
dépend de n.
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Lerreur comme solution d'un systeme différentiel

Nous allons maintenant exprimer A} comme la solution d’un systeme différentiel. Le résultat
suivant se démontre a partir de la formule d’It6 appliquée a (X;)*.

Proposition 8. A} est solution du systeme différentiel suivant

AN =AT" x A"de+pltdt
) t t t M 2.8)

Al'=0
oll

a} b} 0)

¢, a; b

A} = )
cf‘z a?_l b;’_l

(0) ci-l o al

avec

aizi(st—(i—l)—m[), i<n
al=-n((n-1)+my)

bi=-i* i<n

cizsti(l— n_ltpt)) i<n
i—1
5 (8¢ n-1
i’ =,..,0,uH" et ul= T nsEXI1-Xp)].

On peut alors exprimer I'erreur en fonction de la matrice A7 et fi}! en résolvant'équation (2.8).

Corollaire 3. La solution de (2.8) peut s'écrire

t t
A?=f exp(f AZ)ﬂqu
0 q

Controle de la quantité A} (7) ]

I1 faut maintenant choisir une norme pour démontrer la convergence, en fait quand » aug-
mente, la dimension du systeme augmente et donc les normes ne sont a priori pas équivalentes.
Nous choisissons arbitrairement la norme 2, un résultat similaire peut étre démontré a partir
d’autres normes.

Pour controler [|A} (1) |2, il va falloir avoir des informations sur A} et p'.
Cependant, on peut démontrer que

n-1
1. u} estau plus del’ordre de (:Z‘_l)!

2. Gréce aux disques de Gershgorin, on peut démontrer que les valeurs propres de |, x[ AanHT +
A du sont uniformément majorées en n.

(Ces deux résultats sont démontrés en 4.1)
Montrons donc, que sur un intervalle de temps fixé, | A} || tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini.
Le fait que les valeurs propres soient uniformément bornées nous incite a utiliser la norme de
Frobénius définie par, |Alr = tr(ATA).
Nous avons donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
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2

IIAn(t)IIZ—Hf exp(f A du)p dq
2
<rx Zf (exp(f AZdu)ﬂZ) dq
— 0 k

2

exp( A”du)pq dq
( A du) I l5dg
F
2
< t? x sup exp(f AZdu) x sup |u"?
x€[0,7] X F  x€[0,1]

Puis

2

t t
=Tr (exp ([ Aﬁdu) X exp (f AZdu))
F X X
t
=Tr (exp ([ Al + (AZ)Tdu))

= ; exp (A])

<nx max (exp(A;))
ie{l...n}

T

t
exp (f Aﬁdu)
X

N t
ol les A7 sont les valeurs propres de [ A” + (A% du .

Et maintenant, le point 2 nous permet de montrer que .rgax} exp(A7) ne dépend pas de n. On
1€l...n

peut donc trouver une constante ¢, vérifiant

sup
x€[0,1]

t
exp(f Aldu)
X

<Vnxc
F

et donc une constante C telle que

allslzt < G/nllsl!

n-1! = (n-1!

AT (D)2 <Vnep x

Remarque 13. 1. La constante C ainsi déterminée dépend bien str du temps, la méconnais-
sance des valeurs propres de la matrice A} ne nous permet pas d’en dire plus sur son com-
portement en fonction du temps. Néanmoins, la vitesse de convergence plus qu’exponen-
tielle en 7, nous permet d’utiliser ce résultat pour des temps assez longs.

2. Ce résultat et la méthode utilisée en preuve se généralisent a un plus grand nombre d’es-
peces. Plus d’'informations sont disponibles en section 4.1.

2.2.4 Quelques applications
Moments du processus de Moran avec sélection

Ce dernier théoréme donne une estimation de I'’erreur commise lors de I'approximation des
moments de 'EDS (2.2). De plus, le théoreme 4 quantifie I'erreur lors de I'approximation diffusion.
On peut donc obtenir en corollaire de ces deux théorémes, une estimation de I'erreur entre un
moment de I'indice de Simpson calculé a partir de I'EDS et celui du modele initial.
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Approximation for Simpson index average

— Es] _—
S MC mean -

/

° e °
= S ®

Simpson index average

°
o

0.0 4

0 2000 4000 6000 8000 10000
time

FIGURE 2.1 — Approximation de I'espérance de 'indice de Simpson

Corollaire 4.

Soit n la taille du systéme linéaire choisi pour approcher les moments de lUeds de Wright-Fisher par
la méthode du théoreme 6 . Soit encore] la taille de la communauté du modele de Moran et q la
fonction définie en 5.

Soit .77} l'espérance de l'indice de Simpson obtenu a partir de (2.2) en prenant x pour condition
initiale, alors

n-1
Vnls:% L 4w +0(1)

n—1)! ] i1

Remarque 14. Lerreur est donc composée de deux termes, I'un issu de ’approximation du modeéle
discret par une diffusion, qui est d’autant plus petit que la population est grande et 'autre du a
I'approximation des moments qui dépend de la taille du systéme approchant. La figure 2.1 donne
un exemple de comparaison entre I'indice de Simpson calculé a partir du modele discret et 'indice
de Simpson obtenu avec I'approximation des moments.

|[Ex[5%1] — SN < |[Ex[553 —54] |+ I[Ex[ﬂt] — N <

Ce théoréme donne une bonne approximation des moments de I'indice de Simpson pour un
environnement déterminé. Si maintenant on souhaite obtenir le comportement moyen de l'in-
dice de Simpson avec un environnement aléatoire, on peut utiliser une méthode Monte-Carlo
sur I'environnement. On simule plusieurs trajectoires de s;, on approche les moments de X; par
la méthode présentées ci-dessus pour chacune des trajectoires, puis grace a un estimateur de la
moyenne on trouve le résultat souhaité. Cependant, il serait plus intéressant de pouvoir obtenir di-
rectement les moments de X;, sans passer par du Monte-Carlo. L'application suivante donne une
facon de procéder dans le cas ou la sélection est une fonction d'une diffusion de Wright-Fisher .

Comparaison entre un modeéle neutre et un modéle "neutre en moyenne".

On suppose, dans cette partie que I’environnement se comporte comme une fonction affine
d’un processus de Wright-Fisher. Soit donc v; un processus solution d'une diffusion de Wright-
Fisher sans sélection, de parametres m® et p°. Soient encore deux constantes c, b telles que s; =
cv; + b. Alors le processus (X, vy) est solution de

(dX[) _ (mt(pt —Xt) + S[Xt(l —Xt)) dt+ (\/ th(]. —Xt)
dvy mi(p; —vy) V2v(1—vy)

Dans cette équation le processus v; peut étre assimilé a une nouvelle espéce. Comme on sait
approcher les moments pour deux especes, on sera en mesure d’ obtenir une approximation des
moments de X;.

)dBt 2.9)

Remarquons que si vy = % et p; = %, alors E[vy] = %Vt. De plus on peut choisir ¢ et b de sorte
que, E[s;] =0, V¢. Dans un tel cas le modele précédent est neutre "en moyenne".
On peut alors comparer la dynamique d'un modéle neutre a celle du processus précédent, "neutre
enmoyenne". Les deux figures suivantes présentent I’évolution de 'espérance de I'indice de Simp-
son pour deux valeurs différentes des parametres.
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Compare with neutral dynamic

— E[st]
0.80 E[St] neutral

Simpson index
°
2
N

0.70
0.68 \ -

0 5000 10000 15000 20000
time

FIGURE 2.2 — Comparaison avec le cas neutre.
Les valeurs approchées de E[.¥;] sont obtenues
avec la méthode précédente a partir de I'ap-
proximation en grande population Xy = 0.1,
m®* =0.5 m=2, p=0.5, ¢ =5, la taille du sys-

téme approchant est 144.

Compare with neutral dynamic

— — E[St]
0.66 E[St] neutral
0.64

Simpson index

0 5000 10000 15000 20000
time.

FIGURE 2.3 — Comparaison avec le cas neutre.
Les valeurs approchées deE[.7;] sont obtenues
avec la méthode précédente a partir de I'ap-
proximation en grande population Xy = 0.5,
m®*=1,m=2, p=0.5, ¢ =3, la taille du systeme
approchant est 144.

Loi du temps d’atteinte de 1 ou 0.

Dans le cas sans immigration, un individu envahit la communauté presque slirement en un
temps fini (se référer a la section 2.3.1). Lapproximation des moments permet d’obtenir une ap-
proximation de la fonction de répartition de Ty, le premier temps d’atteinte de 1 par le processus.
En effet on peut connaitre X;l pour n assez grand et donc puisque ,1121;10 E[X)" =1xP(T; < 1)

obtenir P(T; < ). Le méme raisonnement avec 1 — X; donne P(Tj < 1).

distribution fonction for T1

02001 — p(T1>t)
0175
0.150
0.125
0.100
0.075
0.050

0.025

0.000

[ 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000

FIGURE 2.4 — Distribution fonction of T; for m =
0, p=0.5,Xp =0.2, s = 2. The size of the approa-
ching linear system is 100

Lapproximation des moments établie précédemment nous permet d’obtenir des informations
sur I'évolution du processus sur un temps relativement court. En effet I'’erreur obtenue n’est pas
indépendante du temps (cf remarque 13), il faudra donc d’autres outils pour comprendre le com-
portement de la solution de I'équation (2.2).

2.3 FEtude en temps long.

Dans cette partie nous nous intéresserons au comportement du processus en temps long.
Admet-il une mesure invariante, ou au contraire est-il absorbé par 0 ou 1? Les résultats présentés
ici sont pour la plupart bien connus. On pourra reprendre les travaux de GOEL et RICHTER-DYN
[1974] et FELLER [1954] pour plus de détails.

L'immigration a pour but de réintroduire de la diversité dans la communauté, nous allons vé-
rifier que son role est indispensable au maintien de la diversité. En effet, on aurait pu penser que
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les variations environnementales a elles seules peuvent suffire a éviter qu'une espéce envahisse la
communauté.

2.3.1 Unmodele sans immigration.
Considérons donc I’équation :
dXt = SXt(l—Xt)dt'i'\/ 2Xt(1—Xt)dBt (2.10)

Si la sélection est constante au cours du temps alors I’espece la plus favorisée devrait envahir
la communauté. La propriété suivante, bien connue, confirme cette intuition :

Proposition 9.
Soit T o le temps d’atteinte de 1 ou 0 par X, alors

1. T 9 < oo presque siirement, quelque soit la condition initiale X.

2. Sigestsolution de
x(1-x)g"(xX)+sx(1-x)g'(x)=-1 et g0)=g1)=0 (2.11)

alorsEx, [T1,0] = gXo).

3. P(Ty > Tp) = &=l

es-1 "~
Remarque 15. 1. On ne peut trouver une expression explicite pour g, en revanche il est facile
d’approcher g(Xop) numériquement.

2. Danstousles cas E[.¥;] convergera vers 1 en temps long. L'ajout de sélection, constante dans
le temps, modifie les temps d’atteintes .

Qu’en est-il maintenant si s; est un processus de sauts oscillant entre deux valeurs I'une favo-
risant la premiere espéce et 'autre la seconde?
Dans un premier temps nous montrons que I'indice de Simpson est strictement croissant si les
valeurs des fitness sont trop faibles. Ainsi, il ne peut y avoir conservation de la biodiversité.

Proposition 10. Soit |s{llo la plus grande valeur possible pour s*. Alors si pour tout i, || s} lleo < %,
lindice de Simpson est croissant en absence d’'immigration. Dans ce cas, la sélection ne peut étre la
source d'une augmentation de la biodiversité.

Démonstration. cf: 4.1
O

La propriété suivante nous assure que méme si les parametres de sélection sont assez grands,
une espece envahira la communauté en temps fini presque stirement.

Proposition 11.

Soient sy > 0, T > 0 et s; une fonction constante sur les intervalles [kT, (k + 1)T], k € N pouvant
prendre les valeurs sy ou —sy de fagon aléatoire.

Soit le processus définit par

dX; = s X;(1-Xpdt+/2X;(1-X;)dB; (2.12)
Soitenfin Ty o =inf{t,X; =0 ou X;=1}alorsP.(T19<o0)=1.

Démonstration. La démonstration de ce résultat est disponible en partie 4.1.

et repose sur une technique classique :

On montre que partant de n'importe quel point de [0,1], en un temps T fixé arbitrairement petit
le processus peut atteindre les extrémités du segment avec une probabilité non nulle. Donc sur
chaque intervalle de temps [kT, (k + 1)T], le processus peut atteindre 0 ou 1 avec une probabilité
non nulle et indépendante de K. On conclut en comparant la probabilité que notre processus
atteigne 1 ou 0 a une loi géométrique. O
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Remarque 16.

1. On a choisi ici d’énoncer cette proposition avec une sélection constante sur des intervalles
de la forme [kT, (k + 1)T]. On aurait pu choisir s; comme un processus de saut a valeurs
dans {sg, —sp}, 1a structure de la preuve resterait la méme et la conclusion de la proposition
précédente resterait toujours valable.

2. Notons tout de méme que le terme stochastique dans I’équation (2.10) est en partie la cause
de ce résultat. En effet, il permet a partir de n'importe quel point de 10, 1[ d’atteindre 0 ou 1
en un temps quelconque avec une probabilité non nulle. Ce phénomeéne est donc a priori
propre au fait que I'on soit en sélection faible. Nous verrons dans le chapitre 3.3 que la sé-
lection seule peut maintenir de la diversité.

Ainsil’absence d'immigration conduit assurément a I’extinction d'une des deux espéces, méme
si les changements sont trés fréquents. Pour obtenir une estimation de la loi du temps d’atteinte,
on pourra se référer a la section 2.2.4.

2.4 Le modele avec immigration et sélection

On suppose maintenant que s,m et p sont constants dans le temps.

Cette section a pour but de déterminer le comportement en temps long de la loi du processus
X;. On va montrer que la loi de X; converge vers une mesure a densité, notée m, quand ¢ tend vers
I'infini. Ensuite, nous verrons que la convergence vers cette mesure est exponentielle en temps
dans12.

2.4.1 Mesure invariante

Nous reprendrons ici les travaux effectués par Feller FELLER [1952], FELLER [1954] ou encore
SENO et SHIGA [1984].
Le processus X; solution de (2.2) est Markovien et évolue dans un intervalle borné par 0 et 1.
Selon les valeurs de m, p et s, le processus aura des comportements différents au voisinage de
letO.
On a déja vu que si m = 0 alors 0 et 1 sont des états absorbants atteints par le processus en un
temps fini presque stirement. (Il en est de méme si m est non nul et si p vaut 0 ou 1.)

Maintenant si m et p sont non triviaux, 0 et 1 ne sont plus absorbants.
Autrement dit I'immigration empéche l'invasion définitive de la communauté par une espéce.
Plus encore, pour certaines valeurs de m et p ces deux états ne sont pas accessibles.

Proposition 12.
Létat 1 (respectivement0) est accessible par le processusX; ssi m(1 — p) <1 (respectivement mp < 1)
et régulier sinon.

Dans le cas ou ni 0 ni 1 n’est accessible, la mesure invariante ne chargera ni 0 ni 1. On montre
alors qu’elle a une densité que 'on peut déterminer grace a I’équation de Kolmogorov rétrograde.

() =cx y"P L x (1 - y)™I=P~1 exp(sy) (2.13)

1
La constante c est choisie de sorte a ce que f n(y)dy=1.

On peut alors numériquement se donr?er une idée de l'influence des parametres s et m sur
I'espérance et la variance de I'indice de Simpson en temps long.

Cette propriété se généralise a un plus grand nombre d’espéces. Nous donnerons la forme de
la mesure invariante dans ce cas:

Une mesure stationnaire pour la diffusion donnée par I'’équation (2.1) :
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FIGURE 2.5 — Sont représentées ici la variance et 'espérance de I'indice de Simpson a I’équilibre en fonction
de m pour plusieurs valeurs de s. p=0.5 et la taille du systeme approchant est 100.
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FIGURE 2.6 — Sont représentées ici la variance et 'espérance de I'indice de Simpson a1’équilibre en fonction
de s pour plusieurs valeurs de m. p=0.5 et la taille du systeme approchant est 100.

S+1 . .
nis(dx) = C x exp( > slx’xf) x ()P =L x (xSThymP
ij=1

S+1

_ldxl...dxs

s s .
OuxStl=1-Y xletpS*1=1- Y pi, s5t1 = 0. C est une constante qui vérifie [ ms(dx) = 1.
. =

i=1 i=
(Cerésultat a été élaboré par ETHIER et KURTZ [1981]; GRIFFITHS [1979]; WRIGHT [1977-1978])
S’il est intéressant de connaitre la mesure invariante du processus, il est tout autant de savoir
a quelle vitesse la loi du processus converge vers cette mesure invariante.

2.4.2 Vitesse de convergence a I'équilibre

Le but de cette partie est de quantifier la vitesse convergence la loi de X; vers la mesure m au
cours du temps. Pour cela nous allons utiliser une méthode de convergence par inégalité fonction-
nelle. D’autres méthodes auraient été envisageables, certaines utilisent notamment des fonctions
de Lyapunov, mais ne donnent pas forcément de résultats quantitatifs.

Pour plus de précisions a ce sujet ce référer a ANE et collab. [2000] .

Rappelons dans un premier temps que le processus X; a pour générateur .’ et pour mesure
invariante m, notons P; f(x) = E[f (X)X = x] et s la loi de X; .

Proposition 13.
Supposons que nous savons établir une inégalité de Poincaré pour la mesure . associée au généra-
teur £ et que £ est symétrique dans12 i.e,

1
Vary(f) < cpf (%) x x(1 - x)dn(x)
0
Alors T, converge vers Tt dans 12 de fagon exponentielle :

Varg(P,f) < e 2@ Vary(f)
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ot cp est la constante de Poincaré.

Démonstration.
La preuve de ce résultat se trouve dans ANE et collab. [2000].

Remarque 17. Linégalité de Poincaré se trouve dans la littérature sous la forme :

1
Vary(f) < cvfo -fZ(f)dn

Dans notre cas .2 (f) = m(p—x) f'+ sx(1 —x) f'+ x(1 — x) f" et comme [ Z(f)dn = 0, on en déduit
fol -fZ(fdn= fol(f')z(X) x x(1—x)dmn(x).

Dans la suite on notera dv(x) = x(1 — x)dmn(x).

Ainsi si w, associé au semi groupe de générateur . vérifie une inégalité de Poincaré, on est en
mesure de contrdler la vitesse de convergence en loi de 1, vers m.

Proposition 14. Soits > 0, alors l'inégalité précédente de Poincarré est vérifiée, i.e. pour f suffisam-

ment réguliere
s gell-M)s

1
Vary (f) < min(a, —)[ 2 (x) x x(1 = x)dn(x)
0

m
oit M est la valeur médiane de nt. Et donc; converge vers n dans 12 a vitesse exponentielle :

s g (1-M)s
—Zmax(‘i gel~M)s

Vary(P:f)<e mem )Varn(f).

Démonstration. La preuve est en section 4.1 et se base sur des conditions de Hardy et des argu-
ments de perturbation. O

Remarque 18. S’il est possible d’obtenir une vitesse de convergence dans le cas de la dimension
un, les choses se compliquent en dimension plus grande. On pourrait comme le fait SHIMAKURA
[1977], obtenir une expression du trou spectral qui est eSHUETS par un argument de pertur-
bation du type Holley-Stroock. Malheureusement, ce n’est pas possible d’utiliser ici cet argument
car en dimension supérieure, on ne dispose pas d’inégalité de Hardy. Il serait par ailleurs possible
de dériver 'inégalité de Sobolev logarithmique, et d’obtenir convergence entropique (et en varia-
tion totale) mais les constantes ne sont pas explicites dans ce cas.

2.5 Conclusion et perspectives

Ce premier chapitre était consacré a I’étude de la diffusion approchant le modéle de Moran en
sélection et immigration faible.
Nous avons estimé I’erreur entre le modeéle discret et son approximation diffusion. Puis nous avons
donné une méthode pour approcher les moments de la diffusion de Wright-Fisher, ce qui nous
permet de comprendre le comportement de la solution de cette EDS sur un intervalle de temps
borné.
Au final, ces deux approximations permettent d’approcher les moments du processus discret de
Moran en grande population et donc ceux de I'indice de Simpson.
Ensuite nous nous sommes concentrés sur le comportement en temps long du processus dans les
cas ou les parametres de sélection et d'immigration sont constants. Nous avons explicité la mesure
invariante et donné une vitesse de convergence vers cette mesure.
Malheureusement les méthodes utilisées ne sont valables que pour la dimension une et il est dif-
ficile d’obtenir des constantes explicites en dimension plus grandes.
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En dimension un, un axe de recherche qui pourrait étre exploré est d'étudier le comportement

de la diffusion unidimensionnelle de Wright-Fisher dans le cas ot les parameétres de sélection et
d’'immigration sont aléatoires (processus de saut par exemple).
Le comportement en temps long d’un tel objet est, plus délicat a étudier. Il faudrait d’abord s’as-
surer qu’il y a existence d'une unique mesure invariante. Ceci pourrait éventuellement étre fait au
moyen de fonctions de Lyapunov en reprenant les travaux de MEYN et TWEEDIE [1993a], MEYN
et TWEEDIE [1993Db]. Cette théorie établie par Meyn et Tweedie permet d’obtenir la convergence
exponentielle de la loi du processus vers la mesure invariante, cependant les constantes ne sont
pas explicites en général. Pour étre plus précis, il faudra, comme on I'a fait dans cette section se
ramener a des inégalités fonctionnelles du type Poincaré.

Nous avons aussi vu que sans immigration, une espece envahissait définitivement la commu-
nauté. Un autre sujet qui pourrait étre abordé est d’étudier la loi du processus ou encore de I'indice
de Simpson, conditionnellement au fait que toutes les especes survivent. Ceci nous donnerait des
informations sur la distribution des individus quand la biodiversité est conservée. Ainsi, on peut
se demander quel est le comportement de cette loi en temps long? Admet elle une mesure quasi-
stationnaire? Est elle unique? Quel est I'influence des aléas environnementaux sur cette distri-
bution? Plusieurs ouvrages traitent des distributions quasi-stationnaires et pourraient étre utiles
pour répondre a cette question : MELEARD et VILLEMONAIS [2012], CATTIAUX et collab. [2009] .

Dans la partie suivante, nous allons nous concentrer sur le second choix que nous aurions pu
faire pour approcher le modele discret, le cas de la sélection forte (se référer a ETHIER et NAGYLAKI
[1989] et KIMURA [1964]pour plus de détails).
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Chapitre 3

Etude de la dynamique en sélection forte

« “Il est dans la probabilité que
mille choses arrivent qui sont
contraires a la probabilité. ” »

Henri Louis Mencken
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3.1 Convergence en sélection forte

Dans cette section, on montre que la dynamique du modele présenté en section 1.2.1 peut étre
approchée par un PDMP (processus déterministe par morceaux) quand J tend vers I'infini.

Comme pour la partie 2.1, on définit une nouvelle échelle de temps qui dépend de J. Cepen-
dant cette fois-ci, comme le suggere la remarque 6, on admet qu'un pas de temps correspond a J
évenements. Les parametres de sélection et d'immigration ne sont plus inversement proportion-
nels a la taille de la population comme dans la section précédente. C’est ce qui justifie le nom de
sélection forte.

Ce choix d’échelle nous conduit a étudier un processus multidimensionnel déterministe par
morceaux.

3.1.1 Approximation diffusion

La propriété suivante est analogue a celle énoncée en 6, on ’adapte ici a la nouvelle échelle.

Proposition 15.
SoitA; = % etn=t1J.
X, est toujours le vecteur d'abondance au temps n.

xi(l—xi)sf,

1+ Y xksk
keS

1 EXE =X [X, = x] = § [ ma(ph— x1) + (1-my)

2. VarXps1 = x' X, = x1 = O(3)

3. CovlX}, X}, X, =x1=0(p), i#l

n+1’

La derniére partie de la propriété 15 montre bien que 'espérance est de 'ordre de % alors que

la variance est d’ordre le En considérant une échelle en % la variation de variance sur un pas de
temps sera négligeable en grande population. Ce choix nous conduit a conserver une sélection et
une immigration indépendante de la taille de la population et donc a obtenir des équations déter-

ministes ou seuls les parameétres s, m, p peuvent étre aléatoires.

Hypothese (A).

— leprocessus (p,) est supposé constant, ceci correspond a un réservoir indépendant du temps;

— le processus (m{i) est une chaine de Markov autonome, on note alors rh]t = m{ﬂ | son pro-

longement constant par morceaux. Il prend ces valeurs dans un ensemble fini noté E,, et
uniformément borné en J. Soit P 5, (m, m', t) la probabilité de transition de m vers m’ en un
temps t et supposons de plus que pour m # m’,

1
Ilim P (m, m, T) xJ=Q"(m,m')

est bien défini;

— Le processus (s),) est une chaine de Markov autonome, on note alors son prolongement

continu par morceaux S‘Jt = slm |- Elle prend ces valeurs dans un ensemble fini E; et est uni-

formément bornée en J. Notons Py (s, s, f) ces probabilités de transition et supposons de
plus que pour s # ¢/,

1
]lim Py (s, s, T) x]=Q%(s,s"

est bien défini.
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— Les processus (m;,) et (s,) sont supposés indépendants.

Ces hypotheses concernant les limites des probabilités de transition ont pour but d’assurer la
convergence en loi de s et m vers des processus de sauts Markoviens quand ] tend vers 'infini.
On peut maintenant énoncer notre résultat d’approximation diffusion :

Théoreme 7. Supposons (A), alors quand] tend vers Uinfini la suite des processus (X]t) JeN converge
en loi pour la topologie de Skorokhod vers X; dont les coordonnées sont solutions du systeme diffé-

rentiel suivant :
1 1 ]S%_kZSX];Sf
mi(p; —X)+(1-m)X; —=——
P: t t 1+k§§X’fsf

- : dr (3.1)

axs s§- ¥ Xfsf
! me(pS = X5) + (1 — mp)XS —ks_—
¢ t ¢ 1+k§§x’;sf

ax}

avec sy = lim §]t

Q™ et pour conditions initiales sy = lim 5(1) etmy=limm

et m; =lim rh]t les processus Markoviens de saut ayant pour générateurs Q° et

J
0

Remarque 19. Nous avons choisi d’énoncer ce théoréme pour un nombre S d’espéces. Dans la
suite nous nous contenterons d’étudier les cas S = 1 et S = 2, nous supposerons aussi que seule la
sélection est aléatoire.

Le processus obtenu est un processus Markovien déterministe par morceaux (ou encore PDMP
pour piecewise deterministic Markov processes). Il évolue selon la dynamique déterministe de
I'équation (3.1) a s et m fixés pendant une certaine durée de temps puis, change de comporte-
ment et adopte une autre dynamique quand le parameétre s ou m change de valeur. Pour plus de
précisions sur la construction et I’étude de ces processus on peut consulter les travaux de DAVIS
[1984], BENAIM et collab. [2015]et SCHREIBER et collab. [2011].

On peut par ailleurs donner une estimation de I'erreur commise lors de I'approximation en
grande population. C’est I’objet du prochain théoreme énoncé ici pour deux espéces mais facile-
ment généralisable a un plus grand nombre d’espeéces.

Considérons le processus Z;, prenant ses valeurs dans .# = [0.1] x Eg, défini a partir du géné-
rateur suivant, pour f dans ¢! (.%) :

_sx(1-x) 0 4sQs.s
Lysf(x,8)= 1+ axf(x,s)+S§E J

=Ly f(x,8) +Lsf(x,5)

(fx, s = f(x,9)

Cela correspond au générateur du processus 3.1, écrit dans I’échelle de temps du processus discret
pour deux espéces.
On va donc comparer Z; au processus X, décrit en partie 1.4 sur I'intervalle de temps fixé [0, T].
On choisira lanorme || flly = sup |f (%)I déja utilisée en partie 4.2

k=UT]

Le théoréeme suivant donne une estimation de cette erreur :

Théoréme 8. SoientT,f(x,s) =Eys[f(Z,)] et f € €3(F) alors il existe une fonction C; au plus expo-
nentielle en temps et une fonction k; linéaire en temps vérifiant quand] (la taille de la population)
tend vers l'infini :

C
IExslf Z0 = F DTy < = (17 + 17 Py + 1,21

1
||f||1+0(]—2)

+ kr max
s,s’eE

JPs s — (sts,s’

49



CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FORTE

Démonstration. La preuve suit le méme raisonnement que dans I'article GACKOU et collab. [2019]
présent en partie 4.2 et résumé en partie 2.1.3. O

On va maintenant étudier le PDMP défini par (7).

3.2 FEtude des champs de vecteurs

Pour comprendre le PDMP, il est nécessaire d’étudier au préalable le champ de vecteurs pour
chaque parametre. Existe t-il des points d’équilibre, des points attractifs ? Cette section est dédiée a
I'étude du champ défini par (3.1) pour s € Eg non aléatoire, m et p fixés. Nous traiterons seulement
les cas de deux et trois espéces.

Notation7. On note :

s .
1. & ={X/ ¥ X' <1}I’espace dans lequel évolue le processus,
i=1

2. & ={X€E/3i <S+1,X! =0} I'espace d’extinction d’au moins une espéce,

3. & ={X€Ey/X' =0} I'espace d’extinction de I'espece i.

3.2.1 Endimension un

On étudie ici le cas ou1 S=1 (2 espéces).
On supposera de plus m, s, p constants dans le temps.
Le systeme dynamique, pour S=1, a pour équation :

X:(1-Xp)
ax; = -X 1- -
r=mp-X)+1A-m)s 175X,

La premiere proposition consiste a s’assurer que la quantité X, reste bien dans [0, 1] au cours
du temps.

Proposition 16.
Le segment |0, 1] est une zone piege dans le futur pour le systeme différentiel précédent. En particulier
siXp €10,1] alorsX; est défini surR et Vt,X; € [0,1].

Démonstration. Si m est nul, 0 et 1 sont des solutions stationnaires, ainsi par Cauchy lipschitz
toute solution vérifiant X, €]0, 1[ reste dans ]0, 1].

Sim#0etp <1, il suffit de vérifier que le champ est rentranten 0 et en 1.

En 0%, lim dX; = mpdt > 0 donc le champ est rentrant en 0.

En17,limdX;=m(p—-1)dt <0 etle champ est bien rentrant en 1.

Si maintenant p = 1 et m # 0 alors 1 est une solution stationnaire et le champ est rentrant en 0, par
les mémes arguments que précédemment, [0, 1] est bien une zone piege dans le futur. O

Proposition 17. Si m # 0 alors il existe un unique point stationnaire dans [0, 1].

Démonstration. Soit x un point stationnaire alors x vérifie F(x) = m(p—x) + sxl(i—;f) = 0 Autrement
dit x est solution d'un polynéme de degrés deux donc, au plus, deux choix sont possibles. Remar-
quons déja que F(0) > 0 et F(1) < 0, donc il existe une solution au moins dans [0, 1] a I’équation
F(x) = 0. De plus comme il s’agit d'un polynéme de degrés deux, l_ilol.}F(x) = +o0o0 nécessairement la
deuxieme solution est dans | — oo, 0].

Le cas ou m =0 est le seul cas o1 0 et 1 sont deux points stationnaires. O

Corollaire 5. Supposons m # 0 et notons xeq l'unique point stationnaire de [0, 1] alors toute trajec-
toire rentrant dans [0, 1] converge vers Xeq quand t — oo.

Démonstration. Une trajectoire qui reste confinée dans un compact converge nécessairement en
dimension 1 vers un point stationnaire. O
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Proposition 18. Supposons m = 0 alors 0 et 1 sont deux points stationnaires. Si s > 0 (respective-
ment s < 0) alors 1 est attractif (respectivement répulsif) et 0 est répulsif (respectivement attractif).

Eléments de preuve 3. 1l suffit de regarder le sens du champ.

Remarque 20. Si m = 0 les points 0 et 1 ne sont plus atteignables en temps fini par le processus
contrairement au cas discret.

Létude du systeme dynamique en dimension un reste basique, mais se complique en dimen-
sion 2. Pour illustrer les propos ci-dessus, on a tracé quelques trajectoires de X; pour différentes
valeurs de s,m, p.

Trajectoires: m,s,p= [0.2, 1, 0.5] Trajectoires: m,s,p= [0, 1, 0.5]

® a=0.2 10
e a=03
e a=os (X}

a=0.7
08 €1=0.99 0.8

Evolution X
°
o
Evolution X
°
@

o
@

o

@

0.4 0.4 ® C=02
e =03
0.3 0.3 ® (=05
a=0.7
021 @ a1=0.99

o
Y
[

°
w

10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Temps Temps

Trajectoires: m,s,p= [0, -0.8, 0.5]

® =02
® d=03
® d=05
08 a=0.7
€1=0.99

Evolution X

[ 5 10 15 20 25 30
Temps

FIGURE 3.1 - Représentation des trajectoires dans diverses situations.

3.2.2 Endimension deux

L'étude du systéme dynamique en dimension deux devient un peu plus technique. Lexistence
d’un unique point d’équilibre et le fait qu’il soit attractif n’est plus aussi simple qu’en dimension
une.

Dans cette partie, S = 2, i.e le systéme est composé de 3 espéces. On choisira pour plus de
clarté de noter X¢, Y; et Z; la proportion de chacune des especes a I'instant .

Notation 8. On notera encore m le parametre d'immigration, s¥, s¥ les parametres de sélection
de chacune des deux espeéces et p*, p¥ les proportions dans le réservoir de chacune des espéces.
Toutes ces quantités sont supposées constantes dans le temps.

On notera Prqm =10, 13 x] — 1,00[%et Param = (m, p*, p¥,s*,sY) €Puram-

L'équation associé au systeme dynamique pour S = 2 devient :

x_ - Fa. 1 s 114
X, mp™ =X + (L =mX; 1+XFs*+Y, 57

i dt (3.2)
aYe) \m(p¥-Y)+1-m)Y, s s

1+X, 85 +Y, sV

Remarque 21.
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L'équation 3.2 peut s’écrire sous la forme :

X _ _ (1+8M)X,
ax, mp” =X+ 1 -m) 1+XFsx+y, s
= dt (3.3)
(1+s)Y,
le‘ mpy—Yt+(1—m)m

Commencons par nous assurer que pour toute condition initiale vérifiant 1 = Xg + Yo + Zo, le
processus solution de (3.2) vérifie cette égalité pour tout temps ¢,i.e 1 =X;+Y;+Z; quelque soit la
valeur des parametres. Par conséquent le PDMP vérifiera lui aussi cette condition pour tout temps
L.

Proposition 19.

Ici, & ={(x,y) tq x€][0,1]1,0<y<1-x} estunezone piege dans le futur pour le systeme diffé-
rentiel (3.3). C'est a dire que pour toute condition initiale (x, y) € & le processus (Xy,Y;) restera dans
& pour tout temps t.

Démonstration. Pour démontrer cela, il faut justifier que le champ est rentrant le long des contours
de &. On supposera que m est strictement positif ainsi que p* et p?. Les contours se divisent donc
en trois parties :

1. La premiere est A} ={(x,y) € &/x =0}

On a dX(0,y) = mp*dt > 0. Autrement dit le champ est rentrant le long de A;.
2. Laseconde est Ay ={(x,y) € &/y =0}

On a de méme dX(x,0) = mp? > 0 et le champ est encore rentrant le long de A,
3. Latroisieme est A3 ={(x,y) e &/y=x—1}.

Alors

dX m(Px_Xt)‘F(l—m)Xt(l—Xt)m
(x,1-x) = dt (3.4)
dy m(p? =1+X,) - (- mX, (1 -X) xai=s

et
dX(x,1-x)+dY(x,1-x)=—-m(Q-p*—p’)dr<0

Donc le champ est encore rentrant le long de As.
Les cas particuliers ou py, ou py, ou m, est nul se traitent de la méme facon . O

Théoréme 9.

Supposons m # 0 alors le systeme dynamique 3.2 admet un unique point stationnaire dans & et
pour toute condition initiale de &, le processus (X, Y;) converge vers ce point en temps long pour
tout Param € Param-

Démonstration. Supposons dans un premier temps que m, p*, pY¥, sy et s; sont strictement posi-
tifs et démontrons le théoreéme dans ce cas particulier.

On démontrera |'existence puis 'unicité.

Existence

Commencons par montrer qu’il n’existe aucune trajectoire cyclique.

Lemme 5. Si sy et sy sont positifs ou nuls alors le systéme dynamique nwadmet pas de trajectoire
cyclique.

Démonstration. Par 'absurde, supposons qu’il existe y une orbite périodique, y; = (Yf,yf ) On
introduit I'intégrale le long de y pour ¢ une fonction de R? — R :

f pdXdy — pdYdx = f GAX(y)dy]dt,—ddY(y)dyidt
Y

:f(de(Yt)dY(Yt)dtt —pdY(y)dX(y)dt=0
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Appliquons aussi la formule de Green-Riemann, selon le sens de parcours de y, on obtient :

f pdXdy—ddYdx = + f 3 ddX +0,pdYdxdy =0 (3.5)
Y Y

Avec la formule 3.3 en prenant ¢p(x, y) = j on trouve :

mp 1-m)(1+s9)s*
XY)2  Y2(1+ s*X+sYY)2

drbdX = —

De méme par symétrie, 9,bdY < 0.

Ces deux quantités ne sont pas strictement nulle donc ’équation 3.5 ne peut étre nulle. D’ou la
contradiction.

Ainsi il n'y a pas de cycle dans &'. O

Alors, nécessairement, comme & est une zone piege compacte ne possédant pas de cycle, il
existe au moins un point stationnaire dans & et pour toute condition initiale dans &, le processus
(X¢,Y) est défini pour tout temps.

Montrons qu'’il existe un unique point stationnaire :

Unicité
On considere dans la suite (xg, yp) vérifiant le systeme suivant :

1-m)Q+sYx o

X0, Vo) = mp”* —xo +
I (%0, y0) P 0 1+s*x0+ Yy

(X0, yo) = mp”’ — +(1_m)(1+sy)y°:0 >
§ix0. Jo pr Yo 1+s*x0+ sV 0
Lemme 6.
Soit (xo, yo) vérifiant (3.6) alors :
e O<mp*<xpetO<mp’<yp
1-m)(1+sH A-m@A+sY) (3.7)
<let—— <1

1+s*x0+ sYyo 1+s*x0+ sYy0

. . . , . 1-m)(1+s%) x,
Démonstration. Puisque (xo, yo) vérifie (3.6), comme Wﬂyyo"

toirement, 0 < mp™* < xp, (on ade méme 0 < mp’ < yy).

est positif ou nul, alors obliga-

. . , . (1-m)(1+5%) xo

De plus puisque 0 < mp,, on obtient nécessairement que —Xo + 35y 7y, < 0 et donc
A-md+sh sme U=m(+s’)
Ty <1 (de méme sy, < U O

Supposons alors qu’il existe un autre point stationnaire dans & noté (x, y;) différent du pré-
cédent, alors, sans perdre de généralité on peut supposer y; > yp.

Lemme 7. Soient (x1,y1) et (xg, yo) deux points vérifiant (3.6) tels que y1 > yo alors nécessairement
X1 < Xp.

Démonstration. Montrons d’abord que x; # xo en effet fixons xy et considérons y tel que g(xp, y) =
0, y est donc solution d'un polyndéme de degrés deux ayant —s? pour coefficient dominant, il y a
donc au plus deux solutions. Notons que g(xp,0) = mp? = 0 et remarquons de plus que comme s’
est positif, le terme dominant est négatif. Alors les deux racines de ce polyndme seront nécessaire-
ment de signe opposé. Ainsi une seule peut vérifier la condition d’appartenance a [0, 1]. Autrement
dit pour tout x fixé, il existe au plus un y vérifiant (3.6).

Ainsi comme y; # yp nécessairement x; # Xp.
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Ensuite remarquons que 0y f (., y) et 0y, f (x.y) sont toutes deux décroissantes. Alors comme y; > yq
pour que f(x1, y1) = f(xo, yo) il faut nécessairement que x; < xo.
O

Lemme 8.
Supposons s* et s¥ strictement positifs alors au plus un point de & vérifie (3.6).

Démonstration. On raisonnera par 'absurde. Soient (x1, y1) et (xp, o) deux points vérifiant (3.6)
tels que y; > yy alors par le lemme précédent x; < xo.

Considérons donc la quantité strictement positive suivante, puis en utilisant le lemme 2 :

1-m)Q+sHx N 1-m)1+sYx

Xp—X1=— 1+ s%x; + sV y 1+5%x0 + 57 o
(1= m)(1 4 55— LT T y0) F XL+ $Ty)
(1+8%x0 + 87 y0) (1 + s¥x1 + Y 1)
(1= )1+ st AF )+ 0570 = Yo)
(L+s*x0 + sV yo) (1 + s%x1 + 87 y1)
=(xp — x1) 1+s'y  (-md+s) + x18¥(y1—yo) (1-m)(1+s")
1+s*x1+8Yy1 1+s%x0+8Yyy 1+s*x1+sYy1 1+ 5% x0+ Yy
<(x0—x1) sy o=y
1+s%x+8Yy;  1+8s5x;+sVy
donc

1+s'y - x187(y1 = ¥0)
1+s*x+8Yy1) 1+s¥x+sYy

(xo—x1)[1-

et

s¥
(X0 —x1) <(y1-— yO)s_x
Maintenant par un raisonnement similaire on obtient le résultat symétrique :

sx
(Y1—y0) <(xo - x1)§

En couplant les deux on aboutit a (y; — yo) < (1 — yo) qui est une contradiction. O

Lemme 9. Le point stationnaire (xg, yo) est un puits. C'est a dire que toute solution de (3.2) démar-
rant suffisamment proche de (xy, yo) converge vers ce point dans le futur.

Démonstration. La preuve de ce résultat est classique, on va considérer le linéarisé de I’équation
3.2 en (xp, yo) et montrer que ces valeurs propres sont strictement négatives.
La jacobienne du champ D(xy, yp) s’écrit :

S IO, 0 1) B VL
_ 1+85*x0+5Y y0) 1+s*x9+57Y yo
D(xo, yo0) = Ays Yo 14 Dyrst)
T I+ x0+87 Y0 -1+ T+55x0+57 Yo
_ (1-m)(1+s) _ (1-m)(1+sY) FAté 1+s"yo x
Avec Ay = Trstxo+s7 30 Ay = Trstxors'y, Par la propriété 3.7 et comme T y0tsTxy < 1 (cars
. - . Ay(1+sY Ay(1+5%x0) fats
et sV sont supposés positifs). On sait que —1 + #Jrs{% et—1+ m sont négatifs et donc

que la trace de D(xyp, yp) est aussi négative.
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Regardons maintenant le déterminant :

Ac(1+sY Ay (1 + s%xp) AyAL ST sV yox
detD(xg, yo) = _1+x(—53’0))(_1+ Y 0) | SySx YoXo

1+ s*x0 + sYy0) 1+s*x0+sYy0 1+s*x0+ sV y0
Ax(1+ 5V y0) Ay(1+s*xg) AyAy
B 1+ s%xp + sYy0) B 1+ s%x0+ Yy - 1+s*x0+sYy0
Z1-Ax—Ay—AxAy

>(1-A0(1-4)) >0

Le déterminant est strictement positif et la trace est négative. Les valeurs propres de D(xp, yp) sont
alors toutes les deux strictement négatives et cela pour tout m, s* >0, s¥ > 0.
Le point stationnaire (xg, o) est donc un puits.

O

Le lemme précédent nous assure qu’il n’existe pas d’orbite homocline et le premier qu'il n’y a
pas d’orbite cyclique. Le théoréme de Bendixon-Poincarré (cf: SERGE [1995]) permet de conclure
qu'il existe un unique point stationnaire dans & et que toute orbite ayant pour condition initiale
un élément de & converge vers ce point stationnaire.

On a alors démontré le résultat pour py, py, m, s* et s strictement positifs .
Sil'une de ces quantités est nulle on peut calculer simplement la valeur du point fixe et donc véri-
fier qu'il en existe un unique.
Il reste donc a traiter le cas ol1 s* ou s¥ est négatif. Supposons alors sans perdre de généralité que
s¥ <0etque s* <sY.

En posant Z; = 1 -X; - Y, le systéme 3.3 est équivalent au systeme :

1-152)7
m(l-p*-p)-Z,+1Q-m s -
dzt ( P P ) ! ( ) I_Z]z? lisx +Y, (Sljl+ivs)‘ :
= dt (3.8)
1+ W=Dy
dYt mp}’ _Yt + (1 - m) (k SXIH )(syt—sx)
=2 vrw Y r

~ X - Y _g* . . op 2 o < s 2
Ennotant §* = 3,8 = (sl — )| qui sont bien deux quantités positives, on se raméne au cas précé-

dent et on montre I’existence d'un unique point fixe (zy, yo). Et donc par la relation xy = 1 —zg — yo

on en déduit un unique point stationnaire (xo, yo) dans E. Par les mémes arguments que ceux uti-

lisés dans le lemme 9, on peut montrer qu’il s’agit d'un puits et on conclut de la méme maniere.
O

Remarque 22. Un tel point (xy, yp) n’est pas facilement exprimable en fonction des parametres en
général.

Le théoreme suivant va caractériser le champ de vecteurs quand m est nul. Il reste vrai en
dimension quelconque, il est énoncé ici dans le cadre général. Notons au préalable & = {(x, y,2) €
&lxyz # 0}, 'intérieur de &

Théoréme 10.
Soient m =0 et X; la solution de 3.2
Supposons que s* £ si, V] # k and s™ = max;<s s’ est strictement positive.

S
AlorsL(x) = - ) xk sk est une fonction de Lyapunov stricte pour (3.1). Et X; converge vers ey, le
k=1

m'¢™e pecteur de la base canonique.

Démonstration. Soit ¥ un voisinage de e;,,. démontrons que L décroit strictement le long des tra-
jectoires.
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~dL(X,) 1
dt 1+35_) siXd iz

Zs

] 1

1 S
1+zs sfxf k=1

> kk2
S PIERY
k=1

2

s

Puisque Z Xk =1, la quantité Z (sk)sz ( > st’f) peut étre interprétée comme étant la va-
k=1 k=1 k=1

riance d’une variable aléatoire prenant les valeurs s* avec probabilité X’f pour tout k. Donc cette

quantité est positive, et L est une fonction de Lyapunov .

k

Résolvons maintenant dL(X‘) (X) =0, ou de fagon équivalente Z skxk [ sk — Z sIXi|=0inv.
k=1 j=1
Puisque 7 est un voisinage de e, tous les s kxk sont non nuls, en particulier sz;” # 0. Notons

alors 1 ., I ceux qui sont non nuls.

n ..
Donc ¢ d n ALK x) = 0 est équivalent a s = ¥ s/X/ pourtout k < n. Mais puisque les s* sont supposés
j=1

étre tous différents, nécessairement n = 1 et X’; = 0 si k # m. Et le seul point de ¥ qui vérifie
LX) (X) = 0 est e
Donc L est une fonction de Lyapunov stricte 7.

m s
. ax N ,
AlorssiXye &, Xg' #0, et —->0car s — ). s/X/ >0 doncaubout d'un temps suffisamment
j=1
long X; sera dans 7.
Le théoreme de Lyapunov conclut cette preuve. O

Corollaire 6. Supposons m =0 alors les points (0,0), (1,0) et (0,1) sont des points d’'équilibre, deux
sont instables et un est stable.

Remarque 23. Le théoréme 12 donne une vitesse de convergence dans ce cas ci.

Les graphiques suivants ou1 sont représentés des champs de vecteurs ainsi que plusieurs solu-
tions partant de conditions initiales différentes, illustrent les résultats précédents.

Champ de vecteurs: m,sx,sy= [0.2, 0.4, 0.2] Champ de vecteurs: m,sx,sy=[0.2, -0.6, 0.1]

10 10
® attractor R

[ S| ® attractor
=109, 0.1] NN 07
cI=[0.1, 0.1] A
CI=[0.1, 0.8]

cI=[0.9, 0.1]
ci=[0.1,0.1]
cI=[0.1,0.8] 0.30 N

Evolution Y
Evolution Y

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 o0 02 0.4 0.6 0.8 10
Evolution X Evolution X

FIGURE 3.2 - Champs de vecteurs dans le cas m # 0

Remarque 24. Les champs ont étés présentés ici pour deux et trois espéces, leurs comportements
sont similaire en dimensions plus grandes.

3.2.3 Conclusion et perspectives.

Apres avoir étudié les champs de vecteurs a parameétre constant, on peut se concentrer sur le
comportement du PDMP.
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Champ de vecteurs: m,sx,sy= [0, 0.4, 0.2] 1o Champ de vecteurs: m,sx,sy= [0, -0.6, 0.1]

attractor !
ci=[0.9,0.1]

N~ Ly Vo

Evolution Y
Evolution Y
o
£y

o
>

attractor N
€1=[09.0.1] . <
ci=[0.1,0.1]
IIIIIII1 e c=lo1,08 ]

) 02 04 06 08 10 oo 0z 04 06 08 10
Evolution X Evolution X

FIGURE 3.3 - Champs de vecteurs pour m = 0 . Sont représentées 3 trajectoires.p* = p¥ =0.3

Létude d’un tel processus est mathématiquement complexe. Nous allons, dans la suite, cibler un
cas d’étude précis. Le fait que le parametre m soit aléatoire n’est en fait que peu pertinent, son role
étant essentiellement de réintroduire de la diversité ce qui est intéressant est qu'il soit toujours nul
ou non. (Le cas ou m peut prendre plusieurs valeurs, dont certaines mais pas toutes sont nulles,
présente peu d’intérét).

Si, m # 0 alors les champs de vecteurs qui déterminent le comportement du processus seront si-
milaires a ceux de la figure 3.2. Toute trajectoire est attirée par un point d’équilibre non explicite
et convergera vers ce point en temps long. Il serait intéressant de pouvoir déterminer le compor-
tement en temps long du PDMP, en particulier le support et la forme de sa mesure invariante. Ce-
pendant de tels résultats sont mathématiquement tres compliqués a obtenir avec les outils dont
nous disposons.

Si m =0, en revanche, les champs de vecteurs ont un équilibre facile a déterminer 3.3. Il s’agit des
sommets de E. C’est pour chacun d’eux, une espece, en 'occurrence la plus favorisée, qui envahira
la communauté. Cependant que se passe t-il en environnement aléatoire ?

On a montré dans le chapitre précédent, propriété 11, que dans un cas de figure similaire, mais en
sélection faible, une espéce envahissait la communauté de facon définitive. Dans la section sui-
vante nous étudierons ce cas précis, mais en sélection forte .

Ainsi dans la suite, nous supposerons que m = 0 et que seul le parameétre de sélection est un pro-
cessus Markovien de saut.

3.3 Etude du processus en environnement aléatoire

Le but de cette partie et de prouver qu’en oscillant entre des environnements favorisant alter-
nativement des especes différentes on peut conserver de la biodiversité, méme en absence d’'im-
migration.

Notons que si le processus solution de (3.1) a pour condition initiale un état ou1 toutes les especes
sont représentées alors au cours du temps, méme en environnement constant (non aléatoire),
aucune espece ne disparaitra. Les points d’équilibre ne sont atteignables qu'au bout d'un temps
infini. Il faut donc donner une définition bien précise de ce que signifie "conserver de la biodi-
versité", on utilisera le terme de "persistance". Ceci sera l'objet de la prochaine section. Les deux
suivantes sont consacrées al’étude de la dynamique en sélection forte dansles cas S = 1 puis S = 2.

3.3.1 Notations et quelques propriétés

Dans tout ce qui suit, on supposera m=0.
Nous présentons les notations et quelques propriétés qui nous seront utiles par la suite. Nous
reprendrons par souci de cohérence les notations utilisées par BENATM [2018], BENATM et collab.
[2015].

Notation 9. On note :

57



CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FORTE

— M=&xE={X,s)/ X xi=1,seB} e compact dans lequel évolue le processus solution
i€{l..S+1}
de I’équation (3.1).
— X, =X}, ...X?“) et (Up) >0 = X4, 1) r>0 le processus évoluant dans M ayant pour condition
initiale (x, s),

— My ={Xs)/ [I x'=0,seE}l'ensemble d’extinction, c’est dire les valeurs de M pour
i€fl..S+1}

lesquelles une espece est absente,
— M* =M/M,

L'équation vérifiée par le PDMP est la suivante :

dX;
— =G, (Xy)
dr 3.9)
P(Strn = Sklse = sj) = Gljykh +o(h)
-3 sk
avec ch, Xy) = Xleét (Xy) et Ff;t (Xy) = —5— et qj i les coefficients de Q°, le générateur du
1+ ¥ X,
k=1

processus de saut s; .

On adopte ici le point de vue de BENAIM [2018], c’est a dire que I’on choisit de considérer S +1
équations méme si en posant X5+ = 1-Y; <S X' la derniére s’exprime en fonction des précédentes.
Ce choix permet entre autre d’étre cohérent avec la définition de My, qui utilise les S + 1 especes.
Ainsi, on peut conserver de la symétrie dans le systeme. De plus on fixe s3*! toujours 2 0.

Proposition 20.

S
Le générateur deU, estLf(X,i) = Y. G¥ of XD+ X qij(fX ) - fX D)
k=1 j

Si 9xk
i 0x ]EEX

Les définitions qui suivent n’ont pas forcément de lien entre elles, mais nous seront utiles pour
la suite. La suivante va étre indispensable pour définir la notion de persistance.

Définition 2.
Soit (H’t’) >0 lamesure d’occupation du processus U, définie pour Uy = (x, s), par

1 T
H}FL(B) = Tf() ]l{UteB}dS,VBEQ(M)

Pour tout Borélien B de M, I1j(B) mesure la proportion du temps que passe le processus Uy
dans B.

Définition 3.
On note P; f(u) =E,[f(U;)], une mesure p est dite invariante pour le processus U si

fPrf(u)dpsz(u)dp

Définition 4.

Une mesure de probabilité est dite ergodique pour un un processus Markovien si elle est invariante
et extrémale pour ce processus. Cela signifie qu’elle ne peut s’écrire comme une combinaison
convexe non triviale d’autres mesures invariantes. On note &,¢(B)(M) 'ensemble des mesures
de probabilités ergodiques, c’est a dire telles que pour tout p dans @e,g(M) , M(M) = 1.

Remarque 25. Si le processus Markovien de saut vérifie ¢; j # 0 pour tout i # j, alors il admet une
unique mesure invariante. Elle est de la forme ps = p18s, +... + px s, avec les p; dans R . Ils sont
exprimables en fonction des ¢; ; grace a la formule (p;...px) x Q =0.
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Nous définissons maintenant la notion de persistance au sens de SCHREIBER.S [2012]. Sché-
matiquement, un processus est persistant par rapport a My si on peut trouver un compact de M*
tel que le processus passe un temps arbitrairement long dans ce compact. Ceci signifie que le pro-
cessus peut visiter un voisinage de My mais il n'y restera pas confiné. Une notion plus forte, la
H-persistance est donné par BENATM [2018].

Définition 5.
Lensemble {(U;);>0,Up € M"} est dit persistant par rapport a My si pour tout € > 0 il existe un
compact pour la topologie produit usuelle de R” x Eg, K € M* tel que pour tout x dans M* :

P(ltir%infﬂ?(Ke) >1 —e) -1
Remarque 26. D’un point de vue biologique, cela signifie que toutes les espéces initialement pré-

sentes, ne s’éteindront pas sur des périodes de temps arbitrairement grandes.

Nous donnons maintenant une condition suffisante de persistance.

Définition 6.
Soit g € Perg(My), et pj(B) = u(B x s;).
Le taux d’invasion de 'espéce i par rapport a p est défini par :

Nw= Y [ Fmdy;.
1< j<K VA
Théoréme 11. BENATM [2018]
Pour p € Z,,¢(My), supposons qu'il existe des réels positifs {c',1<i <K} tels que
Y A (w >0
i<S+1

Alors le processus solution de (3.9) est H-persistant (et donc persistant) par rapport a My.

3.3.2 Deux espeéces et deux environnements.

La finalité de cette partie va étre de trouver des conditions sur les parametres de sélection et
de saut pour qu'’il y ait persistance des deux espéces.

Contexte

Hypotheses 2. Dans cette partie on supposera :

— S=letm=0.
— E =1{(51,0), (s2,0)}, c’est a dire que 'on ne considére que deux environnements.
— q12 >0 et g21 > 0, alors (s7)>0 a une unique mesure invariante p; = p;8s, + p20s,, oll

_ Y2 __ qi2
p1= T2t G2 etpz= q2+q21°

Remarque 27. 1l est possible de considérer plus de valeurs pour les fitness, le raisonnement sui-
vant s’adapte facilement a un nombre plus grand d’environnements. On se contente, ici, de deux
environnements pour alléger les notations.

On rappelle I'équation du PDMP, on notera X; a la place de X% pour simplifier les notations :
{ dXt _ St — StXt
dt o 1+ StXl’

On notera encore M = {(x,y)/x+y =1} x E et Mg ={(0,1),(1,0)} x E.

(3.10)

Remarque 28. Les mesures ergodiques de My sont faciles a obtenir ici : Z2,,¢(Mg) = {2 = 89,1 x
Mg, 1 = 81,0 X s}
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Comportement en temps long du PDMP.

Intuitivement, le fait qu’il y ait persistance dépend des valeurs de s; et s;, et des coefficients de

Q.

Comme exemple, prenons le cas simple ot s et s, sont strictement positifs. Alors X! est toujours
strictement croissante au cours du temps et converge vers 1. Il n'y a donc pas persistance.

La propriété suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir de la persis-
tance.

Notation 10. Considérons

ANo=p1s1+prss and A= Sl+ %2
0= P1S1tp2%2 1= I911+s1 p21+Sz'

Ces quantités correspondent au taux de croissance moyen de X aux points 0 et 1, respectivement.

Proposition 21. 4 situations sont envisageables :

1. SiAy<0,alors Ay >0, et, pour tout x €]0,1[ eti € Eg,

1
Py, i (limsup—log(Xt) < AO) =1.

t—oo [

En particulier, 'espéce 1 va s'éteindre a vitesse exponentielle.

. Si Ay <0, alors Ay > 0, et, pour tout x €]0,1[ eti € Eg,

1
Py, (limsur) —log(1-X,) < A1) =1.

t—oo [

En particulier, 'espéce 2 va s'éteindre a vitesse exponentielle.

. SiAg>0etA >0, alors il existe une unique mesure invariante n telle que n({0} x Eg) = m({1} x

E) = 0. De plus, n est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0,1] xE .
Sa densité est calculable et il existe C,0,y > 0 tels que, pour tout (x,i) € (0,1) x E et tout t = 0,

1Py (Xs €)=ty < CUx) 0 + 111 = x| %) e,

En particulier, les deux espeéces persistent.

. Si Ag = 0 ou Ay =0, les seules mesures invariantes du processus (X, s) sont | et |y . Et le

processus n'est pas persistant.

Démonstration. La preuve se situe en partie 4.3 . O

Remarque 29.
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Cette propriété se généralise a un nombre plus grand d’environnements.

Si pour les mémes valeurs de parametres, on considere la seconde espece comme réfé-
rence (au niveau des fitness), 1 — X, sa fitness deviendra —%. Alors, la condition de per-
sistance précédente peut étre interprétée comme "en moyenne les parametres de sélection
de chaque espece doivent étre positifs".

On retrouve la condition de persistance nécessaire déja évoquée a savoir, s; et s, doivent
étre de signes opposés.

On peut multiplier la matrice Q par un nombre non nul la condition précédente de persis-
tance est inchangée. Elle ne dépend donc pas du taux de sauts.

Dans le cas o1 Ag =0 ou A; =0, il faut étudier le processus au cas par cas pour déterminer
quelle espéce va envahir la communauté.

Ce lemme donne la densité de la mesure invariante.
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Lemme 10. Supposons que le processus est persistant alors I1 est absolument continue pour la me-
sure de Lebesgue sur (0,1) x E. De plus, en notant h; et hy les densités deIl(:,0) etI1(-, 1), respective-
ment. On a pour tout x € (0,1),

H(x)
hi(x) = ——,
| fH(x0)]
ol
H(x) = C(1 — x)P1 xR0,
aveco = 0{;;;2 P =a(l+s1)(1+s2) et C une constante positive telle que fo1 (hy+hy) = 1. En particulier

siAg =0 ou Ay =0, le processus ne peut admettre de mesure invariante.

Exemple 1. Supposons que p; = py, i.e les probabilités de transition d'un état vers I'autre sont les
mémes. Alors,simplifions les conditions Ay > 0 ou A; > 0 pour obtenir

-1
1425
S2 > —81

S <

Remarquons que si s; est inférieur a —0.5 la premieére condition est automatiquement vérifiée.
Prenons le cas particulier o1 s; = 1. Les conditions de persistance s’écrivent donc s, < %1
Pour illustrer ce résultat, nous avons tracé une trajectoire du processus et son comportement

moyen pour deux valeurs de s, proches de %1

s1,s2=[1,-0.4] sl,s2=[1,-0.3]

0.8 0.8

. M )
x —_ X x — X
0.4 0.4

02 02

o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Time Time

FIGURE 3.4 - Espérance de X; calculée dans chacun des deux environnements, (moyenne calculée par
Monte-Carlo avec 500 trajectoires

sl,s2=[1,-0.4] sl,s2=[1,-0.3]

0.3

0.8

0.6

05

0.4

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Time Time

FIGURE 3.5 — Une trajectoire de X; dans chacun des deux environnements.

Remarque 30. Pour s, = —0.4, le processus semble étre persistant, (cf figure 3.5 ), il revient toujours
visiter une zone éloignée de 'ensemble d’extinction. Alors que pour s = —0.3, il semble converger
vers My.

Une fois le comportement du processus compris pour deux espéces, on peut se concentrer sur
une étude plus générale. Certaines propriétés vont étre généralisables a un nombre quelconque
d’especes et d’environnements.
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3.3.3 Propriétés générales

Dans cette partie nous allons décrire le comportement du processus dans certains environne-
ments particuliers. On conservera les notations de la partie 3.3.1.

On supposera de plus que la chaine de Markov (s;) ;> est irréductible sur E. Elle admet donc
une unique mesure invariante sur E, p = p1 85, +...+ px9s,.

La méme espéce est toujours la plus avantagée

Le premiers cas que nous présentons ici est celui ou la méme espéce est toujours la plus fa-
vorisée. Conformément a I'intuition, nous montrons que cette espéce envahit la communauté a
vitesse exponentielle.

Théoréme 12. Supposons que pour tout j €{1,...,K} eti €{2,...,S + 1}, on est dans la situation out
s; > s;?, et posons

K s}—s;.
A= min pj +>0.
Zsiss+1j:l 1+ Sj

Alors, pour tout x € M avec xI>0er pourtouts€E,ona

1
Pxs|limsup—loglX;—eill = —-A|=1.
—o0 t
Remarque 31. Ce théoréme fait écho a celui déja énoncé dans le cas déterministe (théoreme 10).
Il le complete en donnant une vitesse de convergence.

Quand une espece est toujours la meilleure, elle envahit la communauté. Un résultat plus gé-
néral serait qu'une espece défavorisée dans chaque environnement par rapport a une méme es-
peéce s’éteint.

Une espeéce est toujours défavorisée par rapport a une autre.

Sans perdre de généralité, supposons que l'espéce 1 est toujours défavorisée par rapport a la
S + 1eme. Cela se traduit par le fait que dans chaque environnement ces parametres de sélection
sont négatifs, i.e s} < 0 quelque soit i.

On supposera de plus qu’a I'état initial I'espéce S + 1 est présente, i.e x5+! > 0.

On va donc prouver que dans cette situation I'espece 1 va disparaitre. Comme l'illustre la fi-

S
gure 3.6, le champs est toujours entrant dans 'ensemble Ej, = {(x', ..., x5) € & : x1 < b1 - ¥ x5},
k=2
pour tout b €]0, 1[. Donc si le processus entre dans Ey, il ne peut s’en échapper.

S
Considérons 'hyperplan de la forme Ay, : (x4..,x9Hed& : x1=b(1- Y x5 for bin 10,1[. 1l
k=2

s’agit de I'hyperplan passant par les points bey, es,..., es, oil e; est le i‘" vecteur de la base cano-
nique, et E; I'ensemble sous Ay. La prochaine proposition nous assure que, pour chaque environ-
nement, le champ est rentrant dans E,.

Proposition 22. Supposons que pour touti€l,..,S, s% <0, alors pour tout b dans 10,1[, Ey, est une
zone piege dans le futur pour le processus X ;.

Démonstration. La démonstration se trouve en 4.3 O
Corollaire 7. Supposons s} < 0 pour tout i. Alors le processus X;, ayant pour condition initiale

(x,..., x5%Y) telle que 1 - Y5 _ | x¥ >0, vérifie lim X! =0. Et l'espece 1 s'éteint.
- —00
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Vector field: sx,sy= [-0.2, -0.3] Vector field: sx,sy=[0.2, -0.3]
. c1=[0.5, 03] NS <~
ci=[0.8, 0.12] \
ci=[0.1, 0.54] \
\
)
'
'

ci=[0.5, 0.3]
ci=[0.8, 0.12]
ci=[0.1, 0.54]

b=0.6 b=0.6

FIGURE 3.6 — Une trajectoire de X; dans chacun des deux environnements.

Démonstration. Deux comportements vont étre a distinguer ici :

— soit le processus atteint en temps fini les ensembles Ej, Vb et dans ce cas X! converge vers
0, mais il peut y avoir coexistence des autres especes (cf figure 3.9).

— soitil converge tangentiellement a un Ay et dans ce cas une espéece envahit la communauté.

Les détails de la preuve sont en 4.3 O

Remarque 32. Le résultat du théoreme 12 est en fait un corollaire du corollaire 7, car si une espece
est toujours la plus favorisée alors les autres espéces sont toujours défavorisées par rapport a celle-
ci, elles vont donc s’éteindre. Cependant le théoréme 12 donne une vitesse d’invasion.

Dans cette partie, nous donnons des conditions suffisantes pour qu'une espéce ait une pro-
babilité d’invasion non nulle . De plus, nous montrons que dans le cas ol une espéce a une pro-
babilité strictement positive d’envahir la communauté, alors aucune des autres espéces ne peut
envahir la communauté. Pour ip € {1,...,S + 1}, on pose

K si— gt

_ i

Aiy =max 2 Pt

0 j=1 1+s j

Théoréme 13. Supposons que pourip € {1,...,S+1}, A;, <0. Alors, pour touta € (A,0), il existen >0
et un voisinage U de e;, tel que, pour tout x € U et tout s € Eg,

. 1
P(xs |limsup —log|X; —e; [ =a|=n.
t—oo [
De plus, pour tout i # ip, ona A; >0, et il existe b > 1,€ >0, 0 et ¢ > 0 tels que, pour tout x € &\ &y,
seEeti#i,
E(5 (") < e+ x— el ™),

15 =inf{r=0:|X; —e;| = €.

Ce théoreme stipule que quand A;, < 0, 'espece iy a une probabilité positive d’envahir la com-
munauté, alors que si A;, >0, 'espéce iy ne peut coloniser toute la communauté. Par ailleurs, au
plus une espéce peut vérifier la condition A;, <0.

Remarque 33. Dans cette section aucun théoréme ne traite de la persistance. Avec les outils dont
nous disposons actuellement, nous ne pouvons énoncer des résultats généraux de persistance. En
effet, on obtient des conditions explicites de persistance grace au théoréme 11. Ce dernier néces-
site de connaitre la forme explicite des mesures ergodiques sur My, qui est de dimension S — 1. Or,
si ces dernieres sont calculables en dimension une, elles deviennent "moins faciles" a obtenir en
dimension plus grande.

On va s’intéresser maintenant au cas de trois especes. Les théorémes utilisés précédemment
vont étre utilisés dans cette partie pour comprendre le comportement en temps long du processus.

63



CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FORTE

3.3.4 Le casde trois espeéces et deux environnements

On choisit ici de traiter le cas de deux environnements. Le but de cette partie étant de montrer
que dans tous les environnements possibles on ne peut obtenir de la persistance. On donnera en-
suite un exemple de persistance pour trois espéces et trois environnements.

Comme on I'a vu en partie 3.2.2, 'espace d’extinction My correspond ici aux bords du triangle
défini par les sommets (0, 0), (1,0), (0,1). Ainsi la compréhension du comportement en temps long
nécessitera la connaissance des mesures invariantes du processus sur My. Et notamment son com-
portement sur chacune des arétes du triangle, ce qui revient a étudier le processus avec seulement
deux espéeces. Autrement dit I'étude avec deux espéces est nécessaire pour obtenir des résultats
avec 3 especes.

Introduction

Pour plus de clarté on reprendra les notations X, Y, Z a la place de X1, X2 X3. On notera de plus
s et ry les avantages sélectifs en environnement k € {1,2} des espéces X et Y, respectivement. On
adoncE = {s; = (s1,71,0),82 = (52, 72,0)} et on exclut le cas trivial o1 81 # s5.
Les équations gérant la dynamique sont les suivantes :

dxX; o se— s Xy — 1Yy
dr t1+stXt+rth
ayy o re—sXe—1Yy
dr t1+stXt+rth

On a encore les notations suivantes :

(3.11)

— Ms=p18s, + p2bs,
— E={xy),x€(0,1],0<y<1-x}et&={(x,y) €& :xy1—x—y) =0}
— M=&xEand My =&, xE.

— éaoi ={X = (x,y,2)/X.e; = 0} 'ensemble de &, correspondant a I'extinction de 'espéce i.

Il est plus délicat dans ce cas-ci de définir les mesures ergodiques sur My, en effet le nombre de
mesures dépend de I'environnement. Il y a toujours p3 = §(,0) ® s, M2 = 8(0,1) ® Us and p; = d(1,0)®
Ws, les Dirac en chaque sommet. Mais sur chaque arréte du triangle il peut y avoir d’autres mesures
ergodiques. Elles correspondent au cas ol les especes présentes sur cette arréte persistent. On les
note v;, pour i € {1,2,3}. i correspond a I'espéce qui a disparu sur le support de la mesure v;, ou
encore au numéro de I'arréte qui contient le support de cette mesure (cf :figure 3.7).

La propriété suivante donne plus de précisions a ce sujet :

Proposition 23.
Soient :
1 1 n ra2
Ay=piri+par2, A=-p1 -p2
0=P P 1 p 1+r1 P 1+r2
2 2 S1 $2
Ay=pi1s1+p282, AJ=-p1 - p2
0=P P 1=TPiatp 1+ s
3 rn—3: ro—$% 3 S1—1n S2—12
Ay =p1 + p2 v A=pm 2
1451 1+s$o 1+n, 1+

o

Alors le processus admet une mesure ergodique, v; sur <§’0i x E si et seulement si Af) >0et Ai > 0. De
plus, cette mesure est unique et admet une densité explicite.

Démonstration. 1l s’agit d'un corollaire de la proposition 21. O

64



CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FORTE

FIGURE 3.7 - Comportement du processus au voisinage de chaque sommet.

Remarque 34. Comme dans le cas déterministe, le comportement au voisinage d'un sommet, sur
une arréte, est déterminé par les valeurs de la jacobienne du champs en ces points. Les quantités
AZ, k€1{0,1}, j €{1,2,3} correspondent a une "moyenné" de la valeur de la jacobienne du champs
par rapport a la mesure ps. Enl'occurrence, le signe de Aé et Ai déterminera le comportement du
processus sur la face i sur un voisinage de I'extinction, respectivement de I'invasion pour 'espéece
i.

Par rapport au théoreme 11 et a la proposition 24, il est important de connaitre les taux d’'in-
vasion pour montrer qu'’il y a persistance ou non. Plus de détails se trouvent en partie 4.3. Nous
donnons maintenant la valeur des taux d’invasion (6) pour chacune des mesures ergodiques :

M1 | M2 | M3 \2! V2 V3
1] 0 [ AY| A || Ci(gh+3) 0 0
2| Ay 0 | A} 0 Co(ig1 + 1) 0
3| A2 Al] 0 0 0 C e~ o)

TABLEAU 3.1 — Taux d’invasion

Le tableau se lit de la fagon suivante, par exemple sur la premiére colonne, A; (1) =0, Ap(pl) =
A3 etc...
0

Ces informations vont étre essentielles pour comprendre le comportement en temps long du
PDMP Avant cela, nous avons choisi de regrouper les environnements en fonction de I'ordre des
avantages sélectifs dans chacun d’eux:

— Commencons par les cas ol une espeéce, par exemple Y, est toujours défavorisée par rapport
aune méme autre espéce. Par le corollaire 7, cette espéce est vouée a s’éteindre. Ces cas cor-
respondent, quitte a réordonner les espéces aux environnements suivants :

{ s1>0>n {
or

0>r2>s
Dans tous ces cas, I'espéce Y va disparaitre. Il y a alors plusieurs cas envisageables pour le
comportement en temps long des deux autres especes. Cela dépend maintenant du com-
portement du processus sur I’axe {y = 0}. Si on est dans la situation 1 ou 2 de la proposition
21, alors une des deux especes envahira la communauté. En revanche, si on est dans la si-
tuation 3 de la proposition 21, il y aura persistance des deux autres especes (cf : Figure 3.8 et
3.9).

s1>0>n

s1>0>n
S2>12>0

s1>0>n
0>s>r

$5>0>1

Maintenant, quitte a réorganiser si nécessaire 'ordre des especes, nous sommes dans la si-
tuation suivante :
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PDMP evolution :

0.6

Sc .\ e «
0.4+ g

021 E

0.04

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
x

FIGURE 3.8 — Une réalisation du PDMP pour laquelle I'espéce Y s’éteint et les deux autres cohabitent. Les
environnements sont s; = [0.4,—0.1] et s = [-0.3,-0.2].

PDMP evolution :

1.04
0.8
0.6

5 \z\/\A e <«
0.4+
02+

0 02 04 06 08 10

x

FIGURE 3.9 — Une réalisation du PDMP pour laquelle les especes Y et Z s’éteignent. Les environnements
sont [0.4,0,2] et [0.1,—0.2].

{ s1>0>n (3.12)

ro>0>8

Dans cette situation, les espéeces X et Y sont alternativement avantagées puis désavantagées
par 'environnement. L'espéce Z reste neutre au cours du temps. Nous allons maintenant
voir que sous cet ordre de fitness plusieurs comportements sont possibles. En fonction de
la valeur des parametres, on peut aboutir en temps long a différentes situations : invasion
par une espéce, disparition d'une seule. Mais dans aucune situation il ne pourra y avoir
persistance de toutes les espéces.

L'espéce neutre envahit la communauté

Le but de cette partie est de donner des conditions suffisantes pour qu'une espéece envahisse
la communauté dans le cas de figure (3.12). On imagine bien que si 'espece X par exemple, (le
role de X et Y est symétrique), admet un avantage sélectif treés fort dans un premier temps, et peu
faible dans un second, elle va envahir la communauté. Mais qu’en est il de I'espéce sans avantage
sélectif? Peut elle profiter de la compétition des deux autres espéces pour envahir le milieu?

Les figures suivantes donnent une idée des deux champs de vecteurs correspondant a chaque
environnement :

Le théoréme suivant donne des conditions pour que l'espéce neutre envahisse la commu-
nauté. Il s’agit en fait d’'une application du théoréeme 13. On obtient ainsi une vitesse d'invasion de
la communauté par cette espece.

Ces conditions peuvent étre généralisables aux deux autres espéces.
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Vector field: sx,sy= [0.33, -0.33] Vector field: sx,sy= [-0.375, 0.25]
10 10 10

ci=[0.5, 0.3]

ci=[0.8, 0.12]
ci=[0.1, 0.54]
b=0.6

SaIa e ci=[05,03]
N e C1=[08,012]
e ci=[01,054]
e b=06

FIGURE 3.10 — Champs de vecteurs pour |'envi- FIGURE 3.11 — Champs de vecteurs pour I'envi-
ronnement [%, %]. ronnement [%3, 0.25].

Théoréme 14. Supposons que A} <0 et A3 < 0. Et posons
A =max(Ag,A3) <0

Alors, pour tout (x,y) € E\ES, et tout s € Eg,
. 1

P(x,ys |limsup —log| X, YOl < A =1.
—o00 t

Nous donnons un exemple pour illustrer ce résultat.

Exemple 2. Soient sy =1/3, r; = -1/3, s, = —=3/8 et rp, = 1/4. Choisissons ¢q; = ¢, c’est a dire que
les taux de sauts d'un état vers I'autre sont les mémes. On a donc p; = p2 = % Alors

Ainsi la conclusion du théoreme 14 est valide donc I’espéce neutre peut profiter de la compétition
des autres especes pour envahir la communauté. Des illustrations de ce résultat sont données en
figure 3.12.

PDMP evolution :

0.0

FIGURE 3.13 - Lespece neutre envahie la
communauté. Valeurs des environnements
[0.33,-0.33] et [-3/8,0.25]

FIGURE 3.12 — Comportement du processus au
voisinage de chaque sommet.

Puisque I'espece, jamais favorisée, peut profiter de la compétition des deux autres pour enva-
hir la communauté, on pourrait penser que ces trois especes peuvent cohabiter. La section sui-
vante nous affirme que ceci est impossible. Dans toutes les situations possibles au moins une
espece va disparaitre.

Absence de persistance.

Pour montrer ’absence de persistance, nous allons montrer que pour chaque valeur des pa-
rametre de sélection, au moins une espece disparait. Nous savons déja que la seule configuration
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possible nous permettant éventuellement d’avoir persistance est celle décrite en 3.12.

La propriété suivante nous donne un critere de non persistance et stipule que si une mesure
ergodique de My, v;,i € {1,2,3} a un taux d’'invasion négatif, alors il existe des conditions initiales
pour lesquelles la mesure invariante du systéme va converger vers cette mesure ergodique. Il n'y
aura donc pas persistance puisque son support est dans M.

Les démonstrations des propriétés suivantes sont en partie 4.3.

Proposition 24.
Supposons que pour une espéce i, v existe et vérifie \;(v;) <0 alorsV(x,y,$) € M/M;’)

. 1 ;
Px,y,s) limsup - log X} < A;(vi) | =1.
—o0 t

En particulier, 'espéce i va s'éteindre et il ne peut y avoir persistance.

Nous montrons maintenant que dans tous les cas au moins une mesure ergodique a un taux
d’invasion négatif. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le nombre de mesures ergodiques
vi, 1€1{1,2,3}:

La premiere propriété nous assure qu’il existe au moins une mesure ergodique sur une face :

Proposition 25. Supposons que tous les sommets des triangles soient répulsifs, i.e pour chaque i €

3
{1,2,3}, X Aj(uy) >0, alors il existe une mesure invariante sur une aréte du triangle.
j=1

FIGURE 3.14 — Comportement du processus dans la situation précédente

Ensuite on traite le cas ou il n'y a qu'une seule mesure invariante :

Proposition 26. Supposons qu'il existe une unique mesure invariante sur une des face du triangle,
la i°™ par exemple, alors \;(v;) < 0.

Si maintenant il y a plusieurs mesures invariantes, alors la propriété suivante nous dit que le
seul cas ou il peut ne pas y avoir de taux d’invasion négatif est le cas ou il existe uniquement deux
mesures ergodiques sur les faces 1 et 2 et aucune sur la face trois :

Proposition 27. On a les équivalences suivantes :
)\1(V1) <0e )\Z(Vg) <0e )\3(V3) >0 s112< 81
Cependant la propriété suivante nous affirme que ce cas est impossible :

Proposition 28. Si il existe deux mesures ergodiques sur les arétes 1 et 2, alors nécessairement il en
existe une sur l'aréte 3 et A3(v3) <0.

Dans ce cas, on est dans la situation de la figure 3.15.

Ainsi il ne peut y avoir persistance dans le cas de trois espéces et deux environnements. Nous
allons maintenant montrer que si on considére trois environnements et 3 especes alors on peut
trouver des configurations pour lesquelles il y a persistance.
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FIGURE 3.16 — Trois mesures invariantes.

3.3.5 Persistance des trois especes.

Nous nous intéressons maintenant au cas de la persistance des trois especes. Nous cherchons
des conditions suffisantes sur les parameétres de sélection pour obtenir cohabitation des trois es-
peces en temps long.

On peut raisonner de la méme facon qu’au par-avant.
Dans un premier temps, on calcule les taux de croissances moyens de X; en chaque sommet :

Ay=pir+pera+psrs, Al=-p d - P2 & - Ps3 &
0 S 1+ 1+7 1+713
S1 S2 S3
A% = p1s1+pasa+p3s3, Ai=-p; - p2 - Pp3
p p P3ss, A =mPir p1+32 p1+33
3 rn—3:s ro—3$ rs—3$3
Ay=p1 2 3 ,
1+s; 1+so 1+s3
Ag_psl_rl psz—rz pS3—T3
=p1 2 3 .
1 1+r1 1+r2 1+I’3

Le premier contexte dans lequel on pourrait esperer se placer pour montrer la persistance est

celui de la figure 3.12. Malheureusement comme dans le cas de 3 environnements cette situation
est impossible. Si on suppose que tous les sommets sont répulsifs, il existe nécessairement une
mesure ergodique non triviale v;.
Alors pour prouver la persistance avec le théoreme 11, il est nécessaire de pouvoir calculer les taux
d’invasions A; (v;) pour d’éventuelles mesures invariantes v;. Il faut donc obtenir une expression
de la densité de la loi du processus en une dimension. Pour cela on peut reprendre le méme rai-
sonnement qu’'en 10, montrer que la mesure ergodique I1 admet une densité. On définit encore h;
la densité de I1(., i) pour i € {1,2,3}. Alors h;,i € {1,2,3} est € et verifient I'équation de Fokker-
Planck :

—hi(qr2+q13) +Genha+qs1hs =—(g1h1)
—ha(goy + G2,3) + qr2h1 + g3 ohs = (g2h2)’ (3.13)
—h3(gs 2+ q31) + qi3hi + goshe = (gshy)
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Malheureusement cette équation n’est pas évidente a résoudre contrairement au cas de deux
environnements. Il sera alors compliqué d’obtenir une formule explicite pour les taux d’invasion
Ai(vi).

Nous ne donnerons donc pas de conditions générales sur les parameétres environnementaux pour
obtenir de la persistance. Nous nous contenterons par la suite d’exhiber deux cas particuliers d’en-
vironnements pour lesquels on obtient de la persistance.

Exemple 3.

Dans cet exemple on suppose ¢;,j = g1, Vi, j, k, 1 € {1,2,3} , et s = [1,%], Sp = [_Tl,%l], S3 =
(53]

Avec ces valeurs on trouve :

Iy a donc 3 mesures ergodiques v;, i € {1,2,3}, (cf figure 3.15).

A l'aide du théoréme ergodique, nous allons pour chacune de ces mesures pouvoir calculer
numériquement les taux d’invasion A;(v;). Plus de détails se trouvent en partie 4.3. Nous trou-
vons néanmoins A (vy) = 0.0191, A2(v2) = 0.0594, A3(v3) = 0.090. C’est a dire que tous les taux
d’invasions sont positifs non seulement pour les mesures ergodiques associées aux dirac sur les
sommets, mais aussi pour les trois autres mesures ergodiques v;, i € {1,2, 3}, on conclut donc qu'il
y a persistance dans cette situation.

PDMP trajectory, X0=[0.4,0.3]

FIGURE 3.17 - Trajectoire du PDMP ol toutes les espéeces persistent, T=1000, les fitness sont celles de
I'exemple précédent.

Remarque 35. Un exemple de persistance dans le cas ou une espéce n’est jamais la plu favorisée
est donnée en partie 4.3.

La propriété suivante donne des informations sur le support de la mesure invariante du pdmp.

Proposition 29. Supposons ques1, sy, 83 vérifient

s1>0>n
{ry>58>0 (3.14)
0>r3>s3
ou
s1>r1>0
112>0>8) (3.15)
0>s3>r13
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Alors si le processus est persistant :

1. La mesure stationaire I1 vérifie s I1(M,) = 1 est unique et absolument continue par rapport d
la mesure de Lebesgue;

2. Il est de support plein;

3. Sidepluso:=syr3—rp83+ 8311 — S113+ S112 — So11 # 0, alors, il existe C, 0,y > 0 tels que, pour
tout (x,y,s) e My ettoutt =0,

1

—t — e_Yt.
ye 1-x- y)e

1
”P(x,y,s) Use)-Ilrv=C ) +
X

3.4 Conclusion et perspectives

Nous avons montré dans ce chapitre, qu’en sélection forte, le processus de Moran décriten 1.4
peut étre approché par le PDMP vérifiant I'équation 3.1. On a pu donner un ordre de grandeur de
I'erreur commise lors de cette approximation.

Ensuite nous avons étudié le processus défini en 3.1 dans le cas de deux espéces. Dans ce cas par-
ticulier, I'étude est compléte, on sait déterminer le comportement en temps long du PDMP pour
n’'importe quel environnement.

Du cas de deux espéces nous sommes passé au cas a trois especes et deux environnements. La
encore nous sommes capable de caractériser le comportement du processus en temps long pour
diverses environnements. En particulier nous montrons que nécessairement une espece va dispa-
raitre.Et donc qu’il ne peut y avoir persistance.

Pour espérer obtenir un phénomene de persistance, il faut s’intéresser au cas de trois environ-
nements et trois especes.

Nous sommes dans cette situation incapables pour l'instant de donner des conditions suffi-

santes de persistance. Néanmoins nous avons pu exhiber des cas particuliers pour lesquels les
especes cohabitent.
On peut émettre la conjecture qu’il faut au moins autant d’environnements que d’espéces pour
espérer obtenir de la persistance. Cette conjecture est pour I'instant seulement démontrée dans
les cas de deux et trois espéces. Prouver ce résultat dans le cas général peut étre un futur axe de
recherche.

Un des premiers problémes auxquels nous sommes confrontés est le fait que nous sommes

incapables, méme en dimension un, de déterminer une formule explicite pour la mesure inva-
riante dés que le nombre d’environnements est supérieur ou égal a trois. Quand bien méme on'y
arriverait, il est impossible de déterminer explicitement la mesure invariante pour trois espéeces.
Ainsi pour 3 et pire pour 4 especes nous ne pouvons déterminer des conditions suffisantes de
persistance. En effet le théoréme qui nous permet d’obtenir de la persistance (cf : théoréeme 11)
nécessite de connaitre la forme des mesures ergodiques de My. Et celles ci ne sont pas facilement
calculables dés que I'on a trois espéces ou plus.
La méthode utilisée ici est donc limitée, il faudrait pouvoir élaborer des critéres de persistance qui
ne nécessiteraient pas la connaissance des mesures ergodiques. Peut étre que par I'intermédiaire
de certaines fonctions de Lyapunov adaptées a ce probléeme, nous pourrions obtenir des condi-
tions de persistance, certes moins générales, mais suffisantes pour répondre a la question.

3.5 Références

BENAIM, M. 2018, «Stochastic persistence», arXiv :1806.08450v2. 57, 58, 59

BENAIM, M., S. LE BORGNE, E MALRIEU et P.-A. ZITT. 2015, «Qualitative properties of certain pie-
cewise deterministic markov processes», Annales de I'IHP, vol. 51, n° 3, p. 1040 — 1075. 49, 57

71



CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE EN SELECTION FORTE

Davis, M. H. A. 1984, «Piecewise-deterministic markov processes : A general class of non-

diffusion stochastic models.», Journal of the Royal Statistical Society, vol. 46, n° 3, p. 353-388.
49

GACKOU, G., A. GUILLIN et A. PERSONNE. 2019, «When can the discrete moran process be replaced
by the wright-fisher diffusion», ArXiv :1905.04040. 50

SCHREIBER, S., M. BENAIM et K. ATCHADE. 2011, «Persistence in fluctuating environments», Jour-
nal of Mathematical Biology, vol. 62, p. 655-683. 49

SCHREIBER.S. 2012, «Persistence for stochastic difference equations : A mini review», , n® 18, p.
1381-1403. 59

SERGE, C. 1995, «Théoréme de poincaré-bendixson», Le journal de mathématiques des éléves,
vol. 1, n° 3. 55

72



Chapitre 4

Articles

« La péche a la ligne c’est comme
les mathématiques en cela qu'on ne
peut jamais complétement
Uapprendre. »

Isaac Walton

Sommaire

4.1 Article 1 : On the Simpson index for the Moran process with random selection
and immigration

....................................... 74

4.2 Article2:When can the discrete Moran process be replaced by the Wright-Fisher
diffusion? . ... .. ... i e e e e e 113

4.3 Article 3: Moran model with random switching . . .................. 143

73



CHAPITRE 4. ARTICLES

4.1 Articlel:On the Simpson index for the Moran process with random
selection and immigration.

Cet Article a été co-écrit avec Franck Jabot et Arnaud Guillin.

Indice de simpson au cours du temps
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indice de simpson
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FIGURE 4.1 - Augmentation de la biodiversité lors d'un changement de fitness
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ON THE SIMPSON INDEX FOR THE WRIGHT-FISHER
WITH RANDOM SELECTION AND IMMIGRATION

ABSTRACT. Moran or Wright-Fisher processes are probably the most
well known model to study the evolution of a population under environ-
mental various effects. Our object of study will be the Simpson index
which measures the level of diversity of the population, one of the key
parameter for ecologists who study for example forest dynamics. Fol-
lowing ecological motivations, we will consider here the case where there
are various species with fitness and immigration parameters being ran-
dom processes (and thus time evolving). The Simpson index, is difficult
to evaluate when the population is large, except in the neutral (no se-
lection) case, because it has no closed formula. Our approach relies on
the large population limit in the "weak" selection case, and thus to give
a procedure which enable us to approximate, with controlled rate, the
expectation of the Simpson index at fixed time. We will also study the
long time behaviour (invariant measure and convergence speed towards
equilibrium) of the Wright-Fisher process in a simplified setting, allow-
ing us to get a full picture for the approximation of the expectation of
the Simpson index.

Key words :  Simpson index, multidimensional Wright-Fisher process, ran-
dom selection, random immigration, moment’s closure .

1. INTRODUCTION

Community ecology has been shaked by the book of Hubbell Hubbell [2001]
that elaborated on the idea that the dynamics of ecological communities
might be mainly shaped by random processes. A number of predictions made
by this neutral theory of biodiversity have been indeed corroborated by em-
pirical evidence (Hubbell Hubbell [2001], Condit et al.Condit et al. [2002],
Jabot and Chave Jabot and Chave [2009]). This good performance of neutral
models for reproducing empirical patterns has stimulated the mathematical
study of neutral ecological models (Etienne Etienne [2005], Fuk et al Fung
et al. [2017a]), in connection with the rich body of work on evolutionary
neutral models (Volkov et al. Volkov et al. [2003], Ewens Ewens and Warren
[2004], Muirhead and Wakeley Muirhead and Wakeley [2009]).

More recent empirical evaluations of neutral predictions on tropical forest
data have focused on the temporal dynamics of individual populations and
have shown that the temporal variance of population sizes was actually larger
than the one typically predicted by neutral models (Chisholm et al. Chisholm
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et al. [2014]). These authors have suggested that this may be due to species-
specific responses to the temporal variability of the environment. Subsequent
modelling studies have elaborated on this idea (Kalyuzhny et al. Kalyuzhny
et al. [2015], Jabot and Lohier Jabot and Lohier [2016], Krone and Neuhauser
Krone and Neuhauser [1997] and more mathematically-oriented contribu-
tions on this topic have since been made (Coron et al. [2018]; Danino et al.
[2018]; Danino and Shnerb [2018a,b]; Danino et al. [2016]; Depperschmidt
et al. [2012]; Fung et al. [2017b]; Grieshammer [2018]; Griffiths and Tavaré
[1994]; Steinrucken et al. [2013]; Taylor [2008]). All these studies share the
same idea that community dynamics is influenced by a species-specific se-
lection coefficient and that this selection coefficient is temporally varying,
so that good and bad periods are subsequently experienced by all species
within the community.

The aim of this contribution is to provide a comprehensive study of a simple
model encapsulating this kind of ideas within a weak selection framework.
Subsequent works within a strong selection framework will complement the
present study.

Indeed, the simplest model for the evolution of population is the Moran
model (or its cousin the discrete Wright-Fisher model), in which in a given
population an individual is chosen to die (uniformly in the population) and
then a child chooses his parent proportionally to the abundance in the pre-
vious population. One may also add immigration, i.e. a probability that the
child comes from another community, and selection so that some species (or
traits) have a selective advantage. Kalyuzhny et al Kalyuzhny et al. [2015],
to bypass the neutrality of the model, chosed to consider immigration and
selection as random processes (independent of the Moran system), but which
preserves neutrality "in mean". One of the main objective is of course to
study the effect of these models on biodiversity and its evolution. There are
many ways to measure biodiversity. We will focus here on the Simpson index
Simpson [1949], usually considered in neutral model Etienne and Olff [2004]
and being the analogue of homozygocity in population genetics Karlin [196b]
: it measures the probability that two individuals uniformly chosen may be
of the same species. More precisely denoting X* the number of individuals
of species 7, S the number of species and J the toal size of the population,
the Simpson index is given by

ixz(){l—1
(T 1)

thus varying (roughly) from 0 to 1, from maximal to minimal diversity. Us-
ing backward approach, and Kingman’s coalescent, an explicit formula may
be given for the (asymptotic in time) Simpson index in the neutral case with
immigration as ﬁ as otherwise it is 1 as a particular species will almost
surely invade all the population. Note that a closed formula (even for the
expectation) of the Simpson index at a given time, is usually not reachable.
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We will consider in this paper this Moran model with immigration and se-
lection as general random process. As said previously such models were
recently considered for example by Griffiths Griffiths [1979]; Griffiths and
Tavaré [1994], Kalyuznhy et al Kalyuzhny et al. [2015] for a simulation study,
and that encouraged us to study the Simpson index. The backward approach
constitutes the works of Krone and Neuhauser Krone and Neuhauser [1997];
Neuhauser and Krone [1997] leading to new coalescent type processes which
are however quite difficult to study and may not give a closed formula for the
Simpson index. A recent work by Grieshammer Grieshammer [2018] consid-
ers a forward in time approach but he does not focus on the Simpson index.
Our approach is only forward here. As is often done in population genetics,
we will consider the large population approximation. Our first task is then
to justify this asymptotic to a Wright-Fisher diffusion process in random
environment in the weak immigration and selection case. As a flavour, with
only two species, the evolution of the proportion of one species is given by

dXt = mt(pt — Xt)dt + StXt(]- - Xt)dt + 4/ 2Xt(]. - Xt)dBt

where m; is the immigration process, p; the probability that this species is
chosen, and s; the selection advantage. And the Simpson index become

S+1 ‘
Fr=y (X])?
i=1
The Simpson index is then a quadratic form involving the proportion of each
species :

S S+1
A5 =21 %) =2 siX[(S — X}) + 2my (Zpixg‘ - 5@) dt + dM,

i=1 =1

where M; is a martingale.

The equation for the expectation of the Simpson index is therefore not closed.
We will then introduce a quantitative approximation procedure for the ex-
pectation of the Simpson index, in the quenched case (corresponding to a
given random environment) and in some particular case in the annealed case
for two or more species.

We will also study in some simple case (constant parameter) the long time
behaviour of the Simpson index. Very schematically our approach is the
following :

(1) approximate the expectation of the Simpson index for the Wright-
Fisher process by a deterministic ODE;

(2) approximate the infinite time expectation of the Simpson index by
the finite time, through evaluation of the speed of convergence to-
wards equilibrium of the Wright-Fisher process.
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(3) numerical experiments showing the effect of random selection related
to the neutral case, using a simple algorithm.

In Section 2, we quickly introduce the Moran model in random environment
and it large population limit, the Wright-Fisher diffusion. Section 3 is ded-
icated to approximating the moments of Wright-Fisher’s diffusion and thus
to those of Simpson’s index. Some applications are given next In Section 4,
we focus on the two species case where the approximation of the Simpson
index is studied in the quenched case as well as its long time behaviour.
Section 4 generalises to a large number of species and also considers the an-
nealed case when the selection parameter has a particular form (a variant of
a Wright-Fisher process). The last section contains technical proofs or recall
some known results for the Wright-Fisher process.

2. THE MORAN MODEL IN RANDOM ENVIRONMENT AND ITS
APPROXIMATION IN LARGE POPULATION, THE WRIGHT-FISHER
DIFFUSION.

2.1. Discrete model with selection and immigration.

In this section we describe in detail the discrete model, i.e. the Moran
process, which is the basis of our study. One may also consider here the
Wright-Fisher discrete process with adequat change. The Moran process is
an evolution of population model, in which a single event occurs at each time
step. More precisely each event corresponds to the death of an individual
and the birth of another who replaces it.

We consider a population, whose size is constant over time equal to J, com-
posed of S + 1 species . The proportion of the i species at the n* event is
denoted X!, i € S={1,....S+1},n €N,

As usual one we know (Xfl)izl,“?s, we deduce the proportion for the last

S
species, Xt =1 -3 X7
=1

1=
We note X, the species vector or abundance vector having for coordinate i,
X} . The dynamics of evolution follows the following pattern at the step n:

(1) The individual designated to die is chosen uniformly among the com-
munity.

(2) The one which replaces it, chooses his parent in the community with
probability 1 — m,, (birth event) or a parent from the immigration
process with probability m,, (immigration). The quantity m,, varies
between 0 and 1, it can be random and time dependent.

(3) If there is immigration the chosen parent is from the species ¢, with
probability pi, i € S. The pi, verify > pi, = 1 and can be time de-

€S
pendent and random. We note p for tlele vector having for coordinate
i Py
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(4) In a birth event, the chosen parent is of the species ¢ with probability
XE(1+si)
S+1 :
1+ > Xksk
k=1
The st,i € S are the selection parameters , they may be time depen-
dent and random. Furthermore, we assume s;?“ = 0. Indeed, we

can obtain it from any configuration by changing all the coefficients
5, —551!

1455+

by sf, =

We will assume throughout this work that m,,p,, s, are autonomous, in
the sense that their evolution do not depend on (X,,),>0. We will further
assume that (my,, pp, sp)n>0 is @ Markov chain. Note also that my,, pn, sn
may also depend in some sense of the size of the population J, but we do
not add another superscript to get lighter notations.

This model therefore describes a Markovian dynamic in which selection and
immigration play an important role. Immigration already introduced by
Hubbell Hubbell [2001] avoids the definitive invasion of the community by a
species. Selection changes the dynamics of a species related to the neutral
model( Kalyuzhny et al. [2015]). The temporal evolution of the population
could be simulated numerically from the transition matrix of the Markov
system. Let us describe precisely these transition probabilities for the evo-
lution of proportions. The assumption for the dynamics for the immigration
and selection will be given later on.

Let 2 be the vector having for coordinate i, z* and suppose m,,, p, known.
Denote A = %, so for the 7 species:

P, = P(X!,=z+AlX,=1)

T

(14 s%)
S+1 ’
1+ Y aksk
k=1

= (1 - xl) mnpjz + (1 - mn)

Py = P(X.,, =2—AlX,=x)

Tt — n

i1+ s%)
S+1 ’
1+ > aksk
k=1

= 2 m,(1-p)+Q—my) | 1-
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Privgi- = P({ijﬂ =2+ A}N {X7j1'+1 =) — A} X, = =)
. i (1 + s .
= [ ) ) TS
14 3 aksk
k=1

With the dynamics of (my,, pn, sn) given, one may of course simulate exactly
the vector of proportion X,, and thus evaluate the expectation of the Simpson
index, which is what we will do to validate our approximation procedure, but
when the population size J is very large, it may be computationally too costly
(and even impossible). Thus we will approach the dynamics of this model
by a stochastic differential system continuous in time.

2.2. To a limit in large population.
In this section, we explain how approaching the dynamics of the preceding
model by a diffusion, and associated process for the immigration and selec-
tion processes, when J goes to infinity.

We need to define a J dependent time scale. Indeed, when J goes to infinity,
the time scale has to change, expectation and variance are about % and %,
and goes to 0 when J goes to infinity. It corresponds to considering a large
number of event for the Markov chain, to obtain a non-trivial convergence
of our discrete process towards a limit process, i.e. not look at the event-by-
event evolution as we did before but in packets of several events.

Several choices for scales are possible, each one leads to study a different

process. We choose to study a continuous multidimensional diffusion in time.

2.2.1. Diffusion approximation.

In this section we assume that s, and m,, depend on J, for a sake of clarity
we write s; and m;..

Assumption (A).

o Let define in this section Xg] = X2

e the process (p,) is assumed to be constant, which corresponds to a
non evolving pool of immigration;

e the process (m;) is an autonomous Markov chain, and consider its
rescaled piecewise linear extension Th;] =J m‘{t 72 which is assumed

to take values in a finite set E,, and uniformly bounded in J (in

the majority of cases, this set does not depend on J). Let denote

P,s(m,m/ t) its transition probabilities and assume for all m # m/,

. 1
Jh_)n’oloPmJ (m,m/, J2> x J? = Q(m,m)

is well defined;
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e the process (s;) is an autonomous Markov chain, and consider its

rescaled piecewise linear extension §/ = J S‘L]t g2 which is assumed
to take values in a finite set E and uniformly bounded (in J). Let
denote P,s(s,s',t) its transition probabilities and assume for all s #

s,

J—00

is well defined.
e The processes (my,) and (s,) are supposed to be independent.

1
lim P,s (5,5’, J2> x J2=Q%(s,s)

These assumptions about the limits of transitions probabilities are intended
to ensure the convergence in law of s and m towards Markovian jump pro-
cesses when J goes to infinity.

Xy
Denote again Ut‘] = | § taking values in F = F, X E; X E,, a compact

set of R29+1,
We are now in position to state our diffusion approximation result.

Theorem 1. Assume (A)
then when J goes to infinity the sequence of processes (U )i~o converges in

law for the Skorokhod topology to the process (Ut = (Xt,st,mt)>t o whose
>

first coordinate is solution of the following stochastic differential equation

my X (pf — X}1) + X} <3t1 -2 Xka)

dX} keS
: = : dt+o(X3)dB; (1)
dXy S _ xSy 4 xS (&5 _ S xkgk
my X (pg §)FXP s — 2 XS
keS
where o is such that 0.0* = a with a; j = —2x'27 ifi # j and a;; = 22*(1—2")

And where s; = lims/J and m; = limm/.J are the Markovian jump pro-
cesses with generators QQ° and Q™ and for initial conditions sy = lim JSOJ
and mg = lim ng.

Proof. A quantitative proof of this result is given in Gackou et al. [2018]. It
can also be proved by the usual Martingale Problem Method see for example
W.Stroock and Varadhan [1997]. O

Let us give some remarks

(1) We may also consider the proportions p; random but their law would
be J dependent (through the change of time) and it is in disharmony
with the biological model which assumes the pool independent of the
community size.

(2) Other types of processes for s would have led to similar results, for
example we could take a diffusion, with obvious modifications.
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2.2.2. Simpson index.
Our main object to quantify the biodiversity will be the Simpson index :
S+1
=3 (Xiy? (2)

i=1
Cy
with X7 =1 - Y X7,
=1

Notice that this expression is the limits of the discrete Simpson index when
J goes to the infinity. Its dynamic is given by a non autonomous stochastic
differential equation.

Proposition 2. Denote as usual pfJrl =1->pi, and th+1 =1-

S
> Xt
i=1

1=
So the Simpson index is solution of the following equation :

S S+1
ds = [2(1 — ) =2 siX{(S — X]) +2my (Zpixg - yt) }dt + dM;
i=1 =1

where My is a martingale.

The drift is composed of three terms, the first is the drift in the neutral case
without immigration (autonomous equation), the second is a term due to the
presence of selection only and the third to the presence of immigration.

This proposition follows from It6’s calculus and details may be found in
Section 5. As we will consider mainly the evolution of the expectation of the
Simpson index, we do not describe the martingale term.

Now that the large limit SDE is established, we may consider the approx-
imation of the Simpson index. We will first consider a simplified case, but
which contains all the main difficulties: the two species case.

3. APPROXIMATION OF THE SIMPSON INDEX IN THE QUENCHED OR
DETERMINISTIC CASE : THE TWO SPECIES CASE.

In this part, we study a population of only two species. The equations ob-
tained are in dimension one and the quantities are easier to calculate. It is
a basic example to understand the dynamic in greater dimension.

In all this section we will suppose that the selection and immigration pro-
cesses are deterministic, which also amounts to consider the quenched case,
i.e. we fix the random environment (immigration and selection), as our goal
will be to give a numerical method to approximate E[.#;] at a lower cost. We
will see in the next section how to consider the annealed case for a very par-
ticular case of selection and immigration. In a second part, we will look for
constant selection and immigration the behaviour of the process in long time.
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The one dimensional Simpson index is
S = (X)* + (1 - Xy)*

Following the result of the previous section we are thus interested in the case
where X; and .} dynamics are given by

dXt = mt(pt — Xt)dt —+ StXt(l — Xt)dt —+ \/ 2Xt(1 — XtdBt (3)
1
dfﬂt =4Xt(1 — Xt) X <1 + St(Xt — 2)) dt + th(pt — Xt)(QXt — 1)dt

+2(2X; — 1) 2X,(1 — X;)dB, (4)

where m; and s; are the rescaled limit immigration and selection processes.

Comment 1. There is a first interesting feature when analysing the in-
stantaneous behaviour of the dynamic of .#; in the case where there is no
immigration (and thus the Simpson index will tend to 1): when |[s;| < 2, the
drift of .#; is always positive so that a even variability if the selection is small
does not change the trend to non diversity. At the opposite, if the selection is
sufficiently strong it may change locally the behaviour of the Simpson index,
and we may thus imagine that change of fitness may lead to oscillation of
the Simpson index. We will illustrate this phenomenon numerically.

We will now concentrate on a method to approximate all the moments of
X¢, and thus an approximation of E[.%].

3.1. Approximation of the moments of Xj.

3.1.1. The approzimation theorem.

As remarked earlier the momentum of .%; can not be calculated directly,
as the equation of E[.#}] is not autonomous(3). However we only need to
evaluate the first two moments of X;. We will see that it will be more difficult
than planned. Indeed, taking expectation in (4) (recalling that m; and s;
are considered deterministic), we get:

dE[X1]) = [mapr — miB[Xy] + s¢ (E[X,] — E[(Xt)z])} dt (5)

By analyzing (5), we cannot express the first momentum of X; without the
second moment and when considering the second moment, the third will ap-
pear and so on. It is thus impossible to express the momentum of X; as the
solution of an autonomous equation (except for the trivial case where s; = 0)
Nevertheless, the following theorem gives a way of obtaining an approxima-
tion of the first moments of X; by solving a differential system whose size is
all the greater that one wishes to be precise.

Theorem 3. Denote fl? the tridiagonal matriz of size n, whose coefficients
are given by aiy1; = (i+pemg)(i+1), @i = i(se —i+1—my), QG ip1 = —iSt
foriin{1,...,n—1} and app = —n(n —1+my)
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Let consider the following system of ordinary differential equations

dM; = A} x Mydt + €dt
B T
Wy = (Xo, (X0)2, ., (X0)")
where 6, = (mypy, 0, ..., 0)T

So for j fized, the j* coordinate of the solution M; converges when n (the
size of the differential system) tends to infinity towards j" momentum of X;.
Denote by ||s]|ec the supremum of s in Es, and ¢ a constant, independent of

J, then the error, define by max |W(st)i’1], is at most
0<i<n (i-1)!

Vsl o

(n—1)!

As seen from the upper bound, the convergence is quite fast and even enable
to approximate the Laplace transform of X; quite efficiently. It is mainly
due to the fact that we have only two species here. We will see in the next
section what happens for three species and will explain how it deteriorates
with the number of species.

3.1.2. Proof of the theorem. We will begin by considering the error between
the solution of our approaching system and the real solution. For practical
reasons, each coordinate of the error is multiplied by a coefficient independent
of the system size. Let us begin by giving the (non autonomous) system of
ordinary differential equations verified by the moments of X;

Proposition 4. Let M; being the vector of size n, having for coordinate i
the E[(X3)!] (up to n'™ moment). My is solution of

dM; = AT x Mydt + G,dt + Bydt
My = (Xo’ (X0), ..., (Xo)n>
where By = (0, ...,0,ns;E[(X;)"(1 — X3))T

Proof.
It is of course a simple consequence of Itd’s Formula (X)":

dX; =iX;™ ( (me(pe — Xo) + 5: X (1 — Xy)) x (i = 1)(1 — Xt))dt + d.a,
= — Z'St(Xt)i+1 +1 (St — (Z — 1) — mt) (Xt)l + Z(Z -1+ mtpt)(Xt)ifldt + d%tt

where .# is a martingale and by taking the expectation

(7)

AE{(X)'] = —isiB[(X0) i (50— (1= ) =m) E[(X0) |i(i—1mepe E[(X0) e

to recover the coefficients of the matrix A}

O
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We define the vector of errors A} by

M-
N\ i—1 t t
Aiﬁ (Z) - (St) X (Z — 1)| )

and we introduce also i = (0, ...,0, u*)” with

)n—l

L X B (1= X))

Note that when we multiply, for ¢ fixed, the difference M;—M; by a coefficient
independent of n, the speed of convergence of the i*" coordinate of the error

change but not the fact that this quantity tends towards 0. On the other
hand, it forces the dependent coordinates of n to tend to 0. So we just need

to prove that ||A?|| goes to 0, which is not the case for M; — M;.

Proposition 5. A} is the solution of the following differential system:

AAT — AT x Aldt + fibdi
{ (8)

n _
n=
and
a; b (0)
ot ai b
n o _
t = .
A oapt ot
(0) ™t q
with
ay=i(sy—(i—1)—my), i<n
ap = —n((n—1)+my)
bi=—i*> i<n
. . myp
ci—stz<1—iti> <n
Proof.

Indeed, by substraction,

d(MP — NIP) = A7 x (M — ) dt + 0 dt.
snE[(X)" (1 — X,)]
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This involves for all k£ < n

d(MF — MF) = k(k — 1 + pemy)(MF~Y = MF1)at
+ k(st — (k — 1) — my)(MF — MF) — ksy(MFdt — MFat.
(St)k—l

Next, we multiply bym,

(Mtk_1 — Mtk_l)sf_z sik(k — 1+ pimy)

kny _
kskfl ~
+ ﬁ (St - (]f — 1) —mt)(Mtk — Mf) dt
- Sf(Mtk+1 _ Mtk-i-l) ,
k=dt
(F)!
= (ks:(1 - thtl) YARTI L (s, — (B — 1) — my) AR — B2ARLR gy,
Now if k=n,
dAY" = n [St (1 - ;nipt1> AP~ (my 4+ — 1)AP"
gi-1
+ﬁ5tE[Xf(l —~ Xt)}] dt
We thus find the coefficients of the previous equation system. O

We may now provide the solution to the system of equation for the error.

Proposition 6. The solution of (8) can be written

t t
ap = [Cow ([ az) igaa
0 q

Proof. First, the solution of (8) can be written as the solution of the homo-
geneous system and a particular solution.

t t t q
A} = Kexp </ AZdu) + exp (/ AZdu) / exp (—/ AZdu) iy (q)dq
q 0 0 0
As A} = 0 necessarily £ = 0 and A} = fg exp <fqt Aﬁdu) @ (q)dq. O

We will now show that, for a fixed time interval, || A}||2 is uniformly bounded
by a quantity which goes to 0 when n goes to infinity. In the following, for
A a matrix, ||A||r = tr(AT A) stands for the Frobenius norm. Thanks to the
formula of the previous proposition:
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2

A7) 3 = H / exp< Azdu) g
2
t 2
5 ([l [ o))
q k
t 2
<t x Z/ (exp (/ AZdu) /]Z) dq
k=1 0 q k
t t 2
<t/ exp (/ AZdu) Ryl dgq
0 q
t 2
< t/
0

2
t
exp ( / Aﬁdu)
q F
< 2 x sup

t
exp </ AZdu)
z€[0,t] T

The following easy lemma gives us an upper bound for the two previous

I7ig 13dq

2

x sup |ul?
F  z€[0,]

norms:
Lemma 7.
If X €[0,1] then sX"(1—X) = O(%) and there is a constant ¢, independent
of n such that sup |ul| < sup € [0,¢]s? (ncjl),
z€[0,t] ’
Proof. The maximum of X"(1 - X) on [0,1] is achieved in ;5. Its value is
(1 - n+1 )n x TH
This quantity is of the order of l when n goes to infinity.
The upper bound of y7' follow. O

Next,

2

o ( ([ ) o[ Agdu))
_Tr <exp < / an g (Ag)%m))

= exp ()
b

< AF
n x iel?l(?).;}( exp(A7))

t
exp ( / AZdu)

where the A7 are the eigenvalues of f; A" 4 (AN du
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Then if r?ax}exp()\f) is independent of n, there is a constant ¢z indepen-
i€{l..n
dent of n verifying

<V/n X co
F

sup
z€[0,t]

t
exp(/ Aydu)

And then there exist a constant C such as

allslat _ G/ls)n

HA?(t)HQ <\/ECZ X (n — 1)! = (n _ 1)!

It remains to show that the eigenvalues of f; A" 4+ (AM)T du (which are real)
have an upper bound independent of n.

a b
bioaf b
Proposition 8. Let A? + (AM)T = with
bp% apt bt
bt ay

ai:%(st—(i—l)—mt), i<n
ap = —n((n—1)+my)

b= w1 = ) (i
Z_

then the eigenvalues of f;(AZ)T + Aldu are uniformly bounded in n .

Proof. To prove this result we need to use Gershgorin’s disk Gerschgorin
[1931]. The eigenvalues of f;(AZ)T + A7ldu are included in the union of the
disk D; whose centers are the i term on the diagonal ( f; al,du) and for
radius the sums of the coefficients norms on the i line except the diagonal
term(| f; bi~tdu| + |f£ bidul). Tt is important to consider the forms of the
discs in our case. As we have to show that the eigenvalues have a upper
bound independently of n. We just need to look at the shape of the discs for
i and n big enough. From the matrix if i < n, their centers are

% (/;sudu—(z'—1)(t—:c)—/;mudu>
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and their radius are equal to

t t t
/ bi—ldu / b du| = / Sui (1-@”{‘) — (i —1)%du
x T T L=

t
/ suli+1) (1 - %) — i2du
l‘ 1

t ¢
= z/ sudu—(i2—2i)(t—x)—|—i/ mydu

t t
z/ Sudu—iz(t—x)—i/ mydu
x x

+

+

+ +0(1)

= 2i <(i—1)(t—x)—/wtsudu+/:mudu) +0(1).

So the maximum value for an eigenvalue of fi(AZ)T + A} du belonging to D;

is
/ al,du + / bildu / bl du
¢ t
=2 (/ Sudu — (1 — 1)(t — x) —/ mudu>
x x

+2i ((i - /t Sudu + /t mudu> +0(1)
= 0(1) ’ ’

as soon as ¢ is big enough. If i = n the same reasoning is still working. So
the eigenvalues of (A™)” + A" have an upper bound independent of n. [

_|_

This property concludes the proof and we get the following upper bound

G/nls)5 !
(n—1)!

The constant C' depends on time (exponentially) and therefore this algo-
rithm will be less accurate if we look at the behavior of the process in long
time. This result gives a satisfactory approximation of the .#;’s moment.
Convergence is very fast, and the algorithm boils down to solving a linear
differential system. To ensure the interest of this method we can compare
the expectation of Simpson’s index obtained by a Monte Carlo method from
the discrete model to that obtained with this approximation. The Figure 1
presents such an approximation.

1A (B)lloo < 1AF®)]2 <

3.2. Numerical applications.

The simulations presented in this part are obtained from the previous theo-
rem. The values of s, m,p are those of the large population approximation
and not that of the discrete model. The size of the approaching system will
be usually between 80 and 144 depending on the needed precision.
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Compare MC mean with approximate expectation Compare MC mean with approximate expectation

—— mean MC

—— approximate expectation 07 f""“

=04 — meanMC
o —— approximate expectation

0 250000 500000 750000 100000A25000CL500000L75000®000000 0 250000 500000 7500001000002 50000L50000(75000@000000

FIGURE 1. Are plotted the approximate values of E[.#;] and
E[X;] by the precedent method from the approximation in
large population and by MC method from the discrete model.
The number of simulated trajectories for MC mean is 500
(red and blue), J = 1000,m = 2,p = 0.5,Xy = 0.2, s switches
between 2 and —2 at regular time intervals, the size of the
approaching linear system is 100.

3.2.1. Influence of s on Simpson Index.

In this part, p = 0.5. Now we know how to approximate the expectation of
%, so we can verify the influence of s on this quantity. Let us make precise
a statement enounced when deriving .%;.

Comment 2.
If ||s|loo is smaller than 2 and if m = 0, E[.#] is increasing.

Indeed, if we refer to the equation of dE[.#] (cf (4)), we see that if ||s|lec < 2,
the quantity 4X;(1—X¢) x (14 s;(X; — 3)) is positive for all t > 0 whatever
the initial condition, so Simpson’s index mean is always growing.

In other words, selection alone can not bring about a renewal of biodiversity.

On the other hand if for some t, s; > 2, E[.#}] can decrease. In this case the
more the selection is important, more the decay is pronounced. We will see
in the last part that this phenomenon can be generalized to a larger number
of species. Figure 2 present these different behaviours with respect to s and
Figure 3 the combination of initial parameters and selection under which the
Simpson’s index is decreasing.

3.2.2. Approzimation of T1, Ty, T1 0.

In the special case where m; = 0, a species inevitably invaded the community
in a finite time. We define by T}, (respectively Tp), the smallest time from
which the process X; reaches 1 (respectively 0) and 119 = min(T1,Tp).
Thanks to the approximation of moments we can obtain an approximation
of the T3 distribution function . In fact we know (X;)" for n big enough
and so since nlgr;o E[(X:)"] = 1 x P(Th < t) we obtain P(Ty < t). The same
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Negativ slope area for St
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FIGURE 3. The

FIGURE 2. Several colored area rep-
trajectories of resents the pairs
E[#] are drawn (X,s) for which
for different s. the slope of the
Xp =0.1, m=0. Simpson’s  index

will be negative.

way with 1 — Xy gives P(Ty < t). Figure 4 gives an approximation of the
distribution function of 77 when there is no immigration.

distribution fonction for T1

0.2001 — p(T1>t)
0.175
0.150
0.125
0.100
0.075
0.050

0.025

0.000

o 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000

FIGURE 4. Distribution function of 77 for m=0,p=0.5,Xy =
0.2, s = 2. The size of the approaching linear system is 100

We can use the same method to obtain Ty, the probability that .7} is equal
to 1 at time ¢.

4. LONG TIME BEHAVIOR

Two cases are distinguished in this part, the case m = 0 and the case m # 0.
In this first case there is no immigration and necessarily a species invade
the community. Invasion times and the probability that the species with a
selective advantage will invade the community are calculated. In the second
case the system admits an invariant measure, we explain it and we specify
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the speeds of convergence towards this measure. More details about the
behavior of stochastic processes in long time can be found in Méleard [2016]
and Goel and Richter-Dyn [1974].

4.0.1. The case without immigration (m = 0): absorption.
The results in this section are partially well known and we include them only
to get a full picture of the behaviour of the Simpson index.
Recall that .#; satisfies the equation
1

45, = 4X,(1 — X;) % (1—|—st(Xt - 5))dt+th. (9)
If there is no more immigration the states 0 and 1 are absorbing, and it is
then well known that the process reaches them in finite time almost surely.
Por more details on the subject refer to Méleard [2016]. Let T} et T the hit
times of 1 and 0 for the random variable X; et T1 ATy =17 9.

Proposition 9. Suppose sy = s € R,
(1) T10 < oo almost surely, for all initial condition X.

(2) Let g be the solution of
z(1 = z)g"(x) + sx(l-2)g'(x) = =1 et g(0)=g(1)=0  (10)
then EXO [TLO] = g(Xo).

(3) BT < Tp) = =551

e s5—1

The proof consists in an adaptation of results of chapter 2.3.6 of Méleard
[2016].

Let us consider some particular case which illustrates that the same be-
haviour may be obtained with varying selection. Suppose T > 0 and s; is
a constant function on intervals [kT, (k + 1)T], k € N which can take the
values sy or —sg for sg > 0, randomly. We will establish a result similar to
the constant case. Let us begin by the following lemma which asserts that
without selection one may reach the boundary at any time.

Lemma 10. Consider the following process

dXy =+/2X(1 — X4)dBy (11)
Note Ty = inf{t, X; = 1}, an initial condition x €]0,1] and a time t .
ThenP,(Ty < t) > 0, in other words, 1 is accessible for X; from any non-zero
initial condition and in a as little time as one wants.

This result is known since Kimura Kimura [1955] Kimura [1954], we never-
theless give a short proof in appendix.

Of course, this result may be adapted for the process dX; = sX;(1— X;)dt +
V2X(1 — X;)dBy. Indeed if s > 0 the drift goes in the right direction. Else,

if s < 0, we obtain a symmetric result by replacing in the previous reasoning
T1 by T().
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Proposition 11.

Let so >0, T > 0 and s; a constant function on the intervals [kT, (k+1)T],
k € N which can take the values sog or —sg values randomly.

Let consider the process

dXt = StXt(l — Xt)dt + 2Xt(l — Xt)dBt (12)
Finally T1 o =inf{t, Xs =0 ou X; =1} then Py(Thp < o0) = 1.

Proof. The idea is to show that for each time interval of size T, the probabil-
ity of reaching 1 or 0 is non-zero and independent of the position where the
process is located. So we compare the probability that our process reaches
1 or 0 to a geometric law. So let us first show that V¢ €]0,T],3a > 0, such
that Vz € [0,1],P,(T10 < t) > a. Suppose s > 0 on [0,7] and denote
gi(x) = P.(T; < t), i € {0,1}. Both functions are continuous, go is de-
creasing and go(0) = 1, go(1) = 0, whereas g; is increasing and g;(1) = 1,
91(0) = 0. Then there exist a zg €]0, 1] such as go(zo) = g1(x0) = a4+. And
by the previous lemma since s does not vary on ]0, 7] we have that oy > 0.
A symmetric reasoning for s < 0 guarantees us the existence of a a— > 0.
Let o = 2min(a—, ay), a is then strictly positive and Vz € [0, 1], Py (T <
t) = Py(Th < t)+Py(To < t) > a. Then, for t € [nT,(n + 1)T], using
previous inequality:

P (Tho < t) 2P, (T1,0 < nT)
ZE, []1T1,0<(n—1)T] + Ex[]lT110>(7L71)T]P)X(n71)T(Tl,o < T)]
2P, (T < (n—=1T) +a x Eg[l = g, < n-1)7]
>(1—a) x ]PX(”_”T(TLO <(n-1DT)+«
>ata(l—a)+..+al—a)"1>21-(1-a)
We obtain when n goes to infinity P, (71,0 < oo) = 1. O

Even with frequent changes of fitness, a species always ends up invading the
community if m is zero. We may then consider the process with immigration.
Note that while preparing this paper, comparable (and even more general)
results were obtained (in the multi-allelic case) by Coron et al Coron et al.
[2018].

4.0.2. The case with immigration (m # 0): invariant measure.

Assume now s, m and p are constants. The long time behaviour for varying
selection and immigration is far more complicated and may lead to interest-
ing behaviour that will be considered in another paper. We thus consider
the following process:

dXt = m(p — Xt) + SXt(l — Xt)dt + 2Xt(1 — Xt)dBt

and will consider the long time behaviour using Poincaré inequality rather
than Meyn-Tweedie’s theory leading to poor estimates of speed of conver-
gence.

Our process (X;)i>0 is Markovian and evolves in a range bounded by 0 and

93



CHAPITRE 4. ARTICLES

94

1. At first we will ask ourselves what is the behaviour of our process in the
neighbourhood of 0 and 1, by considering the criterion given by Feller Feller
[1952, 1954]. According to the values of m, p and s, our process will have
different behaviours in the neighbourhood of 1 and 0. We have already seen
that if m = 0 then 0 and 1 are absorbing states reached by the process in a
finite time almost surely. (The same hold if m is non-zero and if p is 0 or 1.)
Now if m and p are not trivial, 0 and 1 are no longer absorbing. In other
words, immigration prevents the invasion of the community by a species.
Moreover, for some values of m and p these two states are not accessible, i.e
the process can not reach them in a finite time.

Proposition 12. The state 1 (respectively 0) is accessible by the process
(X1)e=0 if and only if m(1 —p) < 1 (respectively mp < 1) and regular other-
wise.

The proof will be given in section 6.3. In the case of inaccessible or reflective
boundaries (which is our the case), the law of the process (X;);~o admit a
density and converges in long time to an invariant measure. This measure
has a density, denoted w. In addition 7 is a solution of the Fokker-Planck
equation:

2
(mp —y) +sy(1 —y)) + ZTZy(l ~y)

Om

0= 3y

The solution of this equation is:
m(y) = e x y™ 1 x (1 — y)" P71« exp(sy) (13)
The constant ¢ is chosen so that fol m(y)dy = 1.

The following Figures 5 and 6 show the influence of the parameters on the
expectation and the variance of Simpson’s equilibrium index.

E[St] at equilibrium for several s VarSt] at equilibrium for several s

ifh
U

00 25 50 75 100 125 150 175 200
mo mo

FIGURE 5. Expectation and variance of the Simpson index
at equilibrium against m for several values of s, p=0.5
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VarSt] at equilibrium for several m Var[St] at equilibrium for several m
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FIGURE 6. Here are plotted the variance and the expecta-
tion of the simpson index at equilibrium against s for several
values of m. p=0.5, size of linear approaching system is 100.
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FIGURE 7. Here are plotted the variance and the expecta-
tion of the Simpson index at equilibrium against p for several
values of s. m=2, size of linear approaching system is 100.

Let us now quantify the convergence to equilibrium. Recall at first that
the process X; has for generator .Z and for invariant measure 7. Denote
P, f(z) = E[f(X:)|f(0) = x] the associated semigroup. In fact, when s = 0,
the full spectrum is known, see for example Shimakura Shimakura [1977]
which provides a spectral gap value m. It will imply an exponential conver-
gence to equilibrium in L2.

Proposition 13. Let us suppose that s > 0. The following Poincaré in-
equality is valid, i.e. for every smooth function f

e 86(1—M)s

1
Vary(f) < min (—, —) /0 f%(x) x x(1 — z)dn(x)

m m

. . . s (1—M)s
where M is a median of w. We define moreover C), = min (%, &T) As

a consequence m; converge to w in L2 exponentially:

Varg (Pf) < 6_2%” Varz(f).
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Proof. Using usual Holley-Stroock’s perturbation argument we easily deduce,
that the Poincaré constant is at most e®/m. We will now use Hardy’s type
condition (see for example Ané et al. [2000]) for Poincaré condition, that we
recall now

Lemma 14. Let 7w and v be two measures and M the median of .

Let
1 z q
B]T/[: sup/ dﬂ'/ ——dt, M—sup/ dﬂ'/ —dt
a>M Jz M (1) a<M

If By, et BIT/[ are bounded, then the following Poincaré mequalz’ty holds
Vary(f) < CP/flzdz/.

In addition, the optimal constant cp verifies

1
B max(Bj;, By;) < cp < 4max(B};, By;)

We apply the lemma to 7 and v = z(1—xz)m using both sides of the estimates.
Denote 7y and vy the case where s = 0 and the Poincaré constant is m. Then

B* = Sup/ dﬂ'/ —dt
M z>M M (1)
—st
= sup Stdﬂ'o( )/ © it
M

e>M Jy vo(t)
1—M)s p+.0
< e( )SBM

The same reasoning shows that B};* < B;jo. O

Of course, one can do easily the same for s < 0 using a symmetric reasoning.
If the order is good with respect to the immigration parameter, as the case

= 0 is optimal, it is an open question to look at the dependence with
respect to the selection parameter. We may also consider a convergence in
entropy, via the logarithmic Sobolev inequality without selection established
by Stannat Stannat [2000] or Miclo Miclo [2003] and the same line of proof
using Holley-Stroock perturbation argument or the Hardy type condition for
logarithmic Sobolev inequality (see again Ané et al. [2000]). Note that the
convergence in entropy entails a convergence in total variation via Cszisar-
Pinsker-Kullback inequality, but the constant involved are less explicit so we
omit the details.

This quantitative long time behaviour enables us to give an error while ap-
proximating the asymptotic Simpson index (being a smooth function of the
species). As usual, an L? decay will enable us to consider long time behaviour
for initial measures whose density with respect to the invariant measure is
bounded, which could prevent starting from a Dirac measure. However due
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to regularization, and so waiting a time tg, enables (loosing on the constants
in the decay) to start from a Dirac measure. See for example Bakry et al.
[2008].

5. GENERALIZATION TO A LARGER NUMBER OF SPECIES OR IN RANDOM
ENVIRONMENT

In this section we provide extensions of the two species case to 1) finite
number of species, 2) two species case in a particular random environment,
namely Wright-Fisher diffusion environment.

5.1. Expectation approximation for three species.

In fact we will give the main ideas for S = 2. Extension to a larger number
of species is only technically involved and requires no further arguments.
Denote X; and Y; the proportions of the two main species, s¥ and s} their
selection parameters and pf and p{ their proportions in the pool. The immi-
gration parameter will still be denoted m;. The method presented for S = 1
in the previous section can be generalized to a larger number of species. It
will have of course some limitations: greater the number of species is, larger
will be the size of the approaching linear system. In fact, the derivative of
the expectation of order n involves only the expectation of lower and higher
order in the case of two species. Now with 3 species we also need to know
the expectation of the form E[X]'Y/}] for k,n in N. We will thus need a
system of size N2. We present here the extension of our approximation for
3 species.

dX;\  (mu(pf — Xi) + Xi(sF — Xist — Yis))
(dl@) = ( mo(p! — Vi) + Yi(s! — Xys? — Yyst) ) T oK Yi)dBy (14)

where o verifies 0.0*(x,y) = a(z,y) with

a(z,y) =2 (m(l;yx) y(Ixny

We have to calculate d(XJ'Y}F) with It6’s formula :
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A(X7YF) =(me(pf — Xi) + Xe(ser — XysP — Vis?))n X7 1Y dt
+ (mu(p} = Vo) + Ya(s) — Xest — Yas]) ) RX[ Y dt
+nn—1)1 - X)X WE+k(k— 1)1 - )XY dt
— 2k XPYRdt + dat,
=X En(myp? +n —1)dt
+ X7V e (myp] + K — 1)dt
+ XPVFE(—me(n + k) — 2kn — k(k — 1) — n(n — 1) + nsy + ks})dt
— XY sy (n + k)t
= X[V s (n + k)t
+ d. (15)

here .#; is a martingale. Then dE[X['Y}] is expressed in terms of 4 other
quantities which complicates the one dimensional calculations. Moreover we
must define what are the neglected expectations on which we will make an
approximation, that is how to close the system. We can decide we make an
approximation to the order N then that we neglect all the terms of higher
order in the expression of dE[X]'Y;¥] where max(n,k) = N.

Suppose we want to get the expectation up to order N we need exactly
Zgzl 2k +1 quantities. And so the size of the approaching differential linear
system will be of order (N + 1)2.

The following figure represents the complexity of the problem, for example
dE[X;Y;] is expressed as a function of the expectations of the quantities to
which the blue arrows point.

X +—XY— Y

v N
X2 X2y X2y?2 Y2X Y2

Algorithmically it is not very difficult to build the matrix approaching the
expectations of the diffusion. We must begin by giving a vector composed of
the different expectation of size (N + 1)2. For that, let us define an applica-
tion that transforms the expectation of order (n,k) that is to say E[X]Y}]
into an integer which corresponds to its coordinate in the expectation vec-
tor. Next we build the matrix A, as in the case of two species from the
coefficients calculated in 15. We consider as error each expectation (n, k)
with maz(n,k) > N in the It6 formula. So that the error is composed of
2N + 1 terms. And the approximation boils down to solving numerically
a linear system. As an example consider the case N = 1, we therefore
involve four expectations which are E[X"Y*],k,n € {0,1}. The order im-
posed by ¢ is therefore (1, E[X],E[Y],E[XY]). Three terms compose the
error: E[s¥ X2], E[s]Y?],2E[(s¥ + s/)XY?2]. We can also, as in the case of
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two species, prove the convergence of this algorithm by following exactly the

same pattern as in the one species case. The renormalizing coefficients of
z\n(Y\k

the expectation (n, k) then become % It can similarly be shown

2 z JY\N
that the error is at most of the order of %

The extension to a larger number is straightforward and will entail an error of

42N
the order %, and it will still be reasonable but requires computations
of a system of size N° which may be prohibitive for large S.

Numerical applications. We can easily program such an algorithm and check
that the results obtained are in agreement with quantities obtained by Monte
Carlo method. See following figures:

Basic example

Approximation for Simpson index average E[X] and E[Y] approximation

— Es) — 05 —

S MC mean - T —

0.8
0.4 T
Y —
g < -~
. g
. g o.
’ €

o 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
time time

FIGURE 8. On the left hand side expectation of the Simpson
index and Monte Carlo mean, and on the right hand side
expectations of each species and their Monte Carlo means

We consider here a case with no immigration and constant selection param-
eter. The number of simulated trajectories for MC mean is 1000, J = 1000,
m =0, Xo=0.5,Yy =0.3, s, = 2, s; = 1, the size of the approaching linear
system is 144. Figure 8 plots approximate values of E[.#}] and E[X}] by the
precedent method from the approximation in large population and by MC
method from the discrete model.

Time dependent parameter case

In this second example, we consider once again a case without immigration
and time dependent selection parameter. The number of simulated trajecto-
ries for MC mean is 1000, J = 1000, m = 0, Xo = 0.5, Y5 = 0.3, sy = 2, s, is
piecewise constant taking two values 4 and —4 at regular time intervals, the
size of the approaching linear system is 144. Figure 9 plot the approximate
values of E[.#;] and E[X}] by the precedent method from the approximation
in large population and by MC method from the discrete model.
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Approximation for Simpson index average

S MC mean

_——

o 2000 4000 6000 8000 10000

FIGURE 9. Left hand side Simpson

— ES] — 0.

E[X] and E[Y] approximation

0 2000 4000 6000 8000 10000
e

index, right hand with

the expectations of the three species.

5.2. When the selection is a diffusion
a method to get the moments of Xy, and

. In the third Section we gave
thus E(#) for a time depen-

dent immigration/selection parameter. If these parameters are random but

autonomous, it gives a way to approximate

the expectation of the Simpson

index by doing a Monte Carlo mean with respect to the environment, passing
from quenched to annealed. It would be however more interesting to eval-
uate directly the expectation of the Simpson index without further Monte
Carlo simulations. It seems quite impossible to give a general algorithm for

every environment but we will give in this

section an efficient approxima-

tion method in a particular case. We consider for the selection parameter s;
a rescaled Wright-Fisher diffusion, whose leading Brownian motion is inde-
pendent of the one leading the SDE for the species evolution. This choice
assures us that s; is a diffusion evolving in a bounded set and the choice

of the different parameters leads to a wide
immigration.

5.2.1. The expectation approximation.

choice of a Moran process with

Let us just give first the diffusion approximation result for this particular
case, whose proof is even simpler as it relies on usual approximation diffusion

for Markov chains.

Theorem 15. Assume that (v)),en is a Moran process without selection
with size J and the parameters m® et p°. Let ¢ and b two constants, and

J

define the selection parameter as s} = cv; —b Vn € N. Assume moreover,

that (Xy,)n>o follow a Moran process with s

ize J and parameters (mp)nen,

(Pn)nen and (Si)neN describe in the first part. Let U;{ be the process having

for coordinates X;! et v;.

Then when J goes to infinity, the process Ut{ﬂ converges in law to the pro-
cess Uy which coordinates are solutions of the following stochastic differential

equation.:

dvy mi* (p] — vy)

(m) _ <m;<pt — X)) + 81X, (1 - X») ds < 2X,(1 - Xt>) dB; (16)

2’[)75(1 — Ut)
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mS
where s; = % = cvy — b, my = Tt mp® = St

To approach the expectation of U; we use the method describe previously
for three species, here v play the same role as a third species. However the
dynamics is not exactly the same, the It6 formula gives us:

d(XTF) =X Yofn(mips +n — 1)dt
+ XPoF R (miEp; + k — 1)dt
+ vaf( — (mj 4+ b)n — kmi® — k(k — 1) —n(n —1))dt

+ X7 ok nbdt
+ Xt endt
— X et (17)
+doty (18)

with .#; a martingale. Then as previously we close our system, for a given
N, and to do so to neglect all the terms of higher order in the expression of
dE[X]'vf] where max(n, k) = N. And now the algorithm is able to calculate
all the expectations of the form E[X]*vf] and so obtain the expectation of
the Simpson index. The proof follows the same pattern. The renormalizing
coefficients of the expectation (n, k) in the proof allow to control the eigen-
values of the matrix thanks to the Gershgorin disks as before. Many choices

are possible and we take here the coefficient é/lu—kx This choice leads to a
n:K:

. N2
convergence speed at most of the order of KR

E[X] and E[v] approximation

N\
0.6 4 : . _”

05 e —
c
3
€ 04 ElX]
s — ElV]
2 / X MC mean

3971 Vv MC mean

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
time

FIGURE 10. Are plotted the approximate values of E[v;] and
E[X¢] by the precedent method from the approximation in
large population and by MC method from the discrete model.
The number of simulated trajectories for MC mean is 5000,
J =1000, Xg =0.2, 99 =07, m* =4, m =2, p=p° = 0.5,
¢ =3, b= 0.5 the size of the approaching linear system is 144
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5.2.2. Comparison with the neutral model.
In this part we compare the case where s is "neutral on average", to the
neutral case with s = 0. Thanks to the previous method one can for ex-
ample calculate the average Simpson index in the case where the selection
expectation is 0. For it let’s take p® = 1/2, vg = 1/2 (this enforces ¢ = —2b).
The following figures show the results:

Simpson index

Simpson index

0.62

Compare with neutral dynamic Compare with neutral dynamic

— — E[st]
E[St] neutral
045

/

Simpson index
o
2
5

o
w
&

0.30

— Var[st]
Var[St] neutral

5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000
time time

FiGURE 11. Comparison with neutral case. Approximate
values of E[.] and E[X;] by the precedent method from the
approximation in large population Xg = 0.5, m®* =1, m = 2,
p = 0.5, ¢ = 3, size of the approaching linear system is 144

Compare with neutral dynamic Compare with neutral dynamic

20000

— E[st]
E[St] neutral

0.65

Simpson index
°
2
3

o
@
&

\\ 0.50
-

— Var[st]
Var[St] neutral

N

5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000
time time

F1GURE 12. Comparison with the neutral case. Approximate
values of E[.] and E[X;] by the precedent method from the
approximation in large population Xg = 0.1, m® = 0.5, m =
2, p= 0.5, ¢ = 5, size of the approaching linear system is 144.

20000

We thus see that a selection even if neutral in mean, involves deeper mech-
anism which lead to a different behaviour than the neutral one. Of course
the Simpson index involves not only the expectation of one species but also
the moment of order two.
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5.3. Effect of selection on increase of biodiversity.

We have already seen in the case of two species that selection alone could
contribute to the decrease of the average Simpson index in the absence of
immigration. There was however a threshold for s under which such a phe-
nomenon could not occur. We sort of generalize it here to any number of
species.

Proposition 16. Note as previously S+ 1 the number of species in the com-
munity with s; the selection parameter for species i. Then if all ||si]|co are
less than % the Simpson index is increasing to 1 in the absence of immi-
gration. In other words, the selection can not be the source of the diversity

nereasing.

Proof. Assume all the si,Vt are between a and —av . First write:

S
1- =2 Xi1-Xx)-) Xix]

i=1 i
s s s
=Y XA -X)+) X/(1-) X))
i=1 i=1 i=1
S+1

-3 X x))
=1

Then,
dE[.#] =2E[1 — ] — 2B>_ siX{(# — X])]dt

i=1

S S
OE[1 - = 3 sXI— 1) = 3 X1 = X))
=1

=1
S — A — S siXi(A 1) —a > Xi(1 - X))dt
=1 =1

S S
SE[(1 - )1+ Y siX)) - a > Xi(1 - X))ldt
i=1 =1

S S S
S0E[(1-A)1—a+ ) siXD)+ad Xi(1-) Xj)dt

i=1 =1 =1

S
>2E[(1— ) (1 —a+ Y siX])dt
=1
22E[(1 - #)(1 — 2a)]dt

and so if Vi, < 3 , dE[.#] > 0 and E[.}] is increasing.
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Moreover for a > 0, we solve previous inequality and so it exists a constant
K such as E[.7}] > 1 4+ Ke~ (1729t 'We conclude .%; tends to 1 when t goes
to infinity. And this conclude the proof.

([l

Remark that this bound is certainly not optimal, as the two species case
indicates but true for each S.

5.4. Long time behaviour.

We will once again assume in this part s, m,p are constants. If m = 0 then
a species will still invade the community definitively. On the other hand, if
m # 0, the law of the vector of abundance, converges in a long time to a
unique invariant measure. Consider the generator of the diffusion (16) which
is the generator of the Wright-Fisher diffusion with selection and mutation:

Lf@) =), ml(%—mj)mjLz (m(p’ —a') +a! (5’ - mlsz>> agg(;)
= =1 i=1

A reversible and stationary measure for the diffusion (16) is given by (see
for example Ethier and Kurtz [1981]; Griffiths [1979]; Wright [1978]:

S+1
s - 1_ S+1__
ms(dr) = C X exp Z stziad | x (2™ 1 x Lx (2™ Yy ...dzg
i,5=1
S S
Where 257! =1 — 3 2% and p°*! =1 - 3 pf, s9t1 = 0. C is a constant
i=1 i=1

just like [7g(dz) =1.
Of course, when s and m are time dependent, periodic for example, an
invariant measure will not exist. The next figure presents the approximate
values of E[.#;] and E[X}] for i in {1,2,3} by the precedent method from
the approximation in large population and by Monte Carlo method from
thr discret model. The number of simulated trajectories for Monte Carlo
mean is 5000, J = 500, m is a time dependant piecewise process, it takes
alternatively the values of 3 and 0 at regular time intervals. Xy = 0.5,
pz = 0.33, Yo = 0.3, py = 0.33, sy et s, are Markovian jump processes, the
size of the approaching linear system is 144.

Concerning the long time behaviour, we may once again refer to Shimakura
[1977] for the spectral gap which is e(5*+1) =i s /m by Holley-Stroock’s per-
turbation argument. Unfortunately, it is not possible to refine this argument
as there is no Hardy’s type inequalities in this case. Once again it is also
possible to derive a logarithmic Sobolev inequality, and thus convergence in
entropy (and total variation) but constants are less explicit.

6. PROOFS

In this section we gather the proofs, technical or more or less well known.
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Approximation for Simpson index average EIX] and E[Y] approximation
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FIGURE 13. E[.%] FIGURE 14. E[X;],E[Y}]

6.1. Proof of the diffusion approximation, Theorem 1.

In the following proof we’ll get back to a martingale problems. All the

results used in this section can be funded in W.Stroock and Varadhan [1997]

p267-272.

For the sake of clarity, assume that m = 0, and that S = 1.

The multidimensional case is treated exactly the same way.

We can put h = 712 and U means here (x,s) where x € E, and s € E.

Let a(U) = 2(1 ), b(U) = sz(1—z) and L, f(U) = b(U) x 9L(U) +a(U) x

2

%(U) the generator of the SDFE (16) and Lsf(U) = Y Qsyf(x,y) the
yEE;s

generator of a Markovian jump process applied to a function depending of

the population variable. For I' € E, we define for k € N, t € [jkg‘, k—ﬁl[ )

77U, T) = 75U ,T) = P(UL,, € T|U% ). Let’s start with the following
gz 57 72
lemma

Lemma 17. (W.Stroock and Varadhan [1997] p268)
Let f be a C™ function, U = (x,s) € E, x Es, note A;f(U) = [ f(y) —
F(U)dm;(U,dy) then J?Asf converges uniformly to Ly f + Lsf
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Proof.
Asf(U / fly) = f(U)dm;(U,dy) = / f(z,w) — f(z,s)dr (U = (x,s),dy)

_ /E F(zw) — f(, 8)dr (U, dy)
= [ 5w) = faew) + fow) = Fla i (U.d)
:/ fz,w) = f(z,w)dr (U, dy) +/ f(z,w) = f(z,s)dm; (U, dy)
E
:/Ef(z,w) — f(z,w)dm;(U,dy) + Z f(z,w) — f(x,s)PY(z,y,h).

webg

Via Taylor’s formula, we obtain

/ f(z,w) — f(z,w)dm (U, dy) = E[f (Xt1n, St40) — f(2, 8¢10)|Us = (2, 5)]

2
= I (o, SR o — U] + o, SR Koo — U

82
* axéfs (@, $)E[Xop — 2|U)Ese4n — 5|0 + OE[|Usrr, — Uel*U4)).

we give the limits of the previous quantities,
o lirr(1) sup | +E[X/, — z|U/]|| = b(z, s) by the second propriety (??),

o hm sup & FE[(X/,,—2)?|U/]|| = a(z, s) by the second propriety (?7),

. hmsupH E(X{ , — «|U/]E[s],,, — s|U/]|| = 0 because
|]E[St+h slU| = | Z w =S¢ PJ s¢,w, h)l
weFs
< - Pj(sy,w, h),
IEgéE(SW yl Z 7(st,w, h)
wEES/St

o hn%sup]E[H o —UlBIUY] = 0 because [y sup |y;—u;[*m; (U, dy) — 0
1<S

and by the previous point.
Then, going to the limit in the previous expression,

lim sup |4, £(U); = Laf (U) = Luf(U)
1
g%ig(l)s%p |h/Ef(z,w) — f(z,w)dr;(U,dy) — L. f(U)|
1 .

wekls
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And this expression conclude the proof.

O
Now let f be €°°, then
[[tJ2|—1
Eu[f(U)]) = f(U)+Bu | D> Bl (Ugsnn) — FUGIUG]
k=1
[[tJ2|—1
=fU)+By | Y. Asf(Urn)
k=1
[[tJ2|—1 b
= /(U) +Ey kzl A7 (Usn)

and so
[tJ2|—1

EU[f(Ut{Lh) — f(U) - Z EAJf(Uk;h)} =0
k=1

[tJ2]—1
e f(U))— fU)— > 2A;f(U) is a martingale for .

Moreover, note the sum is a Riemann sum and the previous lemma ensures
when J tends to infinity the convergence of

tJ2|-1
[¢T2] A

fU) = fW) = > A (Ukn)
k=1

towards .
f(Ut) - f(U) - /0 me(Us) + Lsf(Us)dS'

We need now to find a probability measure on the Borel sets of the canonical
space €([0,1], R) verifying the martingale problem for L, + L.

Let ([0, 1], R) be set of continuous function on [0, 1] to R and let denote
by % the Borel sets of €([0,1], R). Let us show now that 7; admits an
adherent value in the space of probability measure on % with the norm

| [ fdn;|
| floo

(which is a norm since the 7 are supported in [0, 1]).

Let note yf = [ fdm;.

Let (fn)n be a dense sequence in €([0, 1], R) then (7 f,)s is a sequence of
R having an adherence value in R because it is uniformly bounded by | f,|cc-
Then by diagonal extraction, eventually for a subsequence, 7 f, converges
to a certain ¢y, in R for all n. And by the uniformly continuous extension
theorem, we define ¢ for all f of ([0, 1], R). And since ¢y is a linear form,

||| = sup
fec
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the Riesz-Markov theorem ensures the existence of a unique measure p such
that [ fdu = ¢y. Since this is true for all f € €, by considering the constant
function equal to 1, we find u(2) = 1 and p is a probability. The convergence
of ||y — p|| to 0 is then immediate in view of the chosen norm.

Thus our sequence w; admits an accumulation point. So, there is at least
one 7 and one X process that satisfy the martingale problem associated with
L, + Ls.

And so 7 verifies [ f(U;) — f(U) — fo L. f(Us) + Lsf (Ug)dsdr (U, Ut) = 0.
So it exist at least a solution to the martingale problem for L, + L

If the uniqueness of this martingale problem is verified then the process
converges in law to the diffusion process (our (X¢);~o) defined by a, b and
thus and s the jump process of generator @, since they are both solutions of
the same problem of martingale. The proof of uniqueness is quite standard,
following Ethier Ethier [1976] when s, m, p constant. A straightforward
modification allows to obtain the result for s, m, p random.

6.2. Proof of Lemma 10.

Proof. Assume that to = inf{¢,P,(Th <t) >0} > 0.

to is well defined. Remark that E[X;] is constant in time because X is a

bounded martingale. Then 0 < z = tlim E[X: = 1 x P,(Th < Tp) + 0.
—00

Moreover E, [T} o] < oo, indeed see proposition 9 with s = 0, and so P, (77 <
o0) > 0. Then, let Ay > 0 be such that tg — 2A; > 0. We will show then
that there is y such thatP, (77 < A;) > 0.

If that was not the case then Vy € [0, 1],P, (71 < A;) =0 and

Py (Tl < to) =E; ]1T1<t0] - []1T1<t0 X (]1T1<At + ]1T1>At)]
E, ]1T1<At] +E; []1T1<t0 X ]1T1>At]

E;17,>A, X ]P)XA (Tl < tg— At)]
Eellr>aExy, [nsa, - Ex, s, [Ani>a,
X Plnynya, (Tt <to — (n+1)A]]].

[
[
z[]lT1<to X Iry>a,) = Eo[lnysa, Elr <ty Xa,]]
[
[

Let us choose n such that tg — (n +1) < A¢. Then I7y>a, X Ppya, (11 <
to — (n + 1)At) < ]1T1>AtP(n+1)At (Tl < At) =0 and Px(Tl < to) = 0 which
is contrary to the assumptions. Now, we show that P, (77 < to — A¢) > 0:
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ARV
E =5 =5 =

P, (Th <to— A¢) = Ex[lry<to—n, X (I1,<to—24, + 11,510-24,)]
Z[]1T1<t0 Ay X ]lTy<t0 QAt]
I[]lT <tp— 2AfE []lT1<t0—At|TyH
o[U1,<to—28,Py(T1 < to — A¢ = Ty))]
Eo[L7, <to—2a,Py(T1 < Ay)]

>P (T <t0—2At)X]P) (T1<At)
But we know that P, (77 < A¢) > 0 by the previous calculation and the local
uniform ellipticity of diffusion also ensures us that P, (T, < to — 2A;) > 0.
So we obtain P, (77 < tg — A¢) > 0 which is contrary to the fact that ¢g > 0.
So Vt > 0,P, (11 < t) > 0 which concludes the proof of the lemma. O

WV

6.3. Proof of Proposition 12.
Let us consider the speed measure and the scale function as in Feller Feller
[1954] and a €]0, 1].

m(y) = 2y(11_y)exp(/ay s+ T;L((f_;v))dx) (speed measure)

=cX ymp_l x (1— y)m(l_p)_1 x exp(sy), c€eR

! Yo mp—7)
= ea:p(—/ s+ ————=dz)dy (scale function)
/a a iE(l - LL')
t
= c’/ y " x (1 — y)_m(l_p) x exp(—sy)dy, c €R.
a
Then 1 is reachable if and only if p(1) < oo and fll (1) = p(y)m(y)dy < .
2
It is easily seen that p(1) < oo if and only if m(1 — ) <1

Next, [1(u(1) — pu(y)m(y))dy < oo if and only if (1) — [ p(y)m(y) is inte-
2
grable on a neighborhood of 1. But

1
(1) — p(y)m(y) < / g (1 — ) TmUImP)ympl(] g ymp) LSy s g
Yy

1
< 6/ (1—2)"™P g x (1 — y)m@—p)—l;
Y

g,

| ™

for some constant ¢. This quantity is well defined and integrable on a neigh-
borhood of 1. So 1 is reachable if and only if m(1 —p) < 1.

Now if m(1—p) < 1, 1 is not reachable, it is regular (reflective barriers) if and

only if m(y) is integrable. It is indeed the case here, —1 < m(1 —p) —1 < 0.
Of course the same holds for 0.
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4.2 Article 2 : When can the discrete Moran process be replaced by the
Wright-Fisher diffusion?

Cet Article a été co-écrit avec Gorgui Gackou et Arnaud Guillin.
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QUANTITATIVE APPROXIMATION OF THE DISCRETE
MORAN PROCESS BY A WRIGHT-FISHER DIFFUSION.

ABSTRACT. The Moran discrete process and the Wright-Fisher model
are the most popular models in population genetics. It is usual in order
to understand the dynamics of these models in order to use an approx-
imating diffusion process, called Wright-Fisher diffusion. Here, we give
a quantitative large population limit of the error done by using the
approximation diffusion in the presence of weak selection and weak im-
migration in one dimension. The approach is robust enough to consider
the case where selection and immigration are Markovian processes, with
limits jump or diffusion processes.

1. INTRODUCTION

Diffusion approximation is a technique in which a complicated and in-
tractable (as the dimension increases) discrete Markovian process is replaced
by an appropriate diffusion which is generally easier to study. This technique
is used in many domains and genetics and population dynamics are no excep-
tions to the rule. Two of the main models used in population dynamics are
the Wright-Fisher (see for example FISHER [1922],FISHER [1930],WRIGHT
[1931], WRIGHT [1945]) and the Moran MORAN [1958] models which describe
the evolution of a population having a constant size and subject to immigra-
tion end environmental variations. In the case of a large population limit, it is
well known that the Moran process is quite difficult to handle mathematically
and numerically. For example, the convergence to equilibrium (independent
of the population size) or the estimation of various biodiversity index such
as the Simpson index are not known. It is thus tempting to approach the
dynamics of these Markovian processes by a diffusion, called the Wright-
Fisher diffusion, see for example ETHIER [1976], ETHIER et KURTZ [1986]
or KIMURA.M [1983], and work on this simpler (low dimensional) process to
get good quantitative properties.

A traditional way to prove this result is to consider a martingale problem,
as was developed by Stroock and Varadhan in W.STROOCK et VARADHAN
[1997]. See also DAwSON.DA [2009], ETHIER et KURTZ [1986] and ETHIER
et NAGYLAKI [1989] to illustrate the Wright-Fisher process with selection but
they do not provide any estimate of the error. This technique ensures us that
the discrete process converges to diffusion when the size of the population
grows to infinity. If the setting is very general and truly efficient, it is usually
not quantitative as it does not give any order of the error done in replacing
the discrete process by the diffusion for a fixed population size. To obtain an
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estimation of this error we will consider another approach by Ethier-Norman
in ETHIER et NORMAN [1977a] (or ETHIER et NORMAN [1977b]), which
makes for a quantitative statement of the convergence of the generator using
heavily the properties of the diffusion limit. For the Wright-Fisher model
with immigration but without selection they showed that the error is of the
order of the inverse of the population size, and uniform in time. Our main
goal here, and the improvements compared to the existing results, will be to
consider the more general model where

(1) weak selection is involved
(2) immigration and selection may be also Markov processes.

To include selection, constant or random is of course fundamental for modeli-
sation, see for example EWENS et WARREN [2004], DEPPERSCHMIDT et col-
lab. [2012], KALYUZHNY et collab. [2015], DANINO et collab. [2016], FUNG
et collab. [2017], DANINO et SHNERB [2018a], DANINO et SHNERB [2018b]
for recent references. Also, to study biodiversity, a common index is the
Simpson index called also heterozigosity, which is intractable in non neu-
tral model (see ETIENNE et OLFF [2004] or ETIENNE [2005] in the neutral
case), and is not even easy to approximate via Monte Carlo simulation when
the population is large. Based on the Wright-Fisher diffusion, an efficient
approximation procedure has been introduced in JABOT et collab. [2018].
Other properties, such as estimating the invariant distribution of the Moran
process or fixation probabilities when the population is large are intractable.
It is thus a crucial issue to get quantitative diffusion approximation result in
the case of random selection to get a full approximation procedure for this
biodiversity index.

We will focus in this paper in the two species (or dialellic) case. We
may then denote te the proportion of one species by X7 when the total
population size is .J, and Y/ the rescaled Wright Fisher process (see section
2). Let us now state the main result of this paper: for f regular enough,
when immigration and selection are weak (namely scaled in 1/J) we have

E. [/ (X{p) - 10|, < 57
J

| J

where K (t) may be exponential or linear in time (¢) depending on the coeffi-
cients of immigration (or mutation) and selection. One point is that we may
consider here random immigration and selection (under proper scaling).

It gives the first order of the error made in approximating the Moran model
by the Wright-Fisher diffusion in weak selection and immigration when the
population size tends to infinity. Here the error is inversely proportional to
the population size.

K(t)

Let us give the structure of this paper. First in Section 2, we present
the Moran model. As an introduction to the method, we first deal with the
case of a constant selection and we find an error of the order of the inverse
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of the population size but growing exponentially or linearly in time. It will
be done in section 3. Sections 4 and 5 deal with with the case of random
environment. Section 4 considers the case when the limit of the selection is
a pure jump process and Section 5 when it is a diffusion process. We will
indicate the main modifications of the previous proof to adapt to this setting.
An appendix indicates how to adapt the preceding proofs to the case of the
Wright-Fisher discrete process.

2. THE MORAN MODEL AND ITS APPROXIMATION DIFFUSION.

Consider to simplify a population of J individuals with only two haploid
species (in genetics diallelic). At each time step, one individual dies and is
replaced by one member of the community or a member of a distinct (infinite)
pool, which is called immigration (but can also be interpreted as mutation in
genetics). We may refer for example to ETHERIDGE [2011] or MORAN [1958]
in the genetically point of view for the description of this simple birth and
death process, or in HUBBELL [2001]; KALYUZHNY et collab. [2015] in the
population dynamics point of view. To clarify this mechanism of evolution,
let us introduce the following parameters:

e m is the immigration probability, i.e. the probability that the next
member of the population comes from the exterior pool;

e p is proportion of the first species in the pool,;

e s is the selection parameter, which acts as favoring one of the two
species when the parent is chosen in the initial population.

Let us first consider that m, p and s are functions depending on time (but
not random to simplify) and taking values in [0, 1] for the first two and in
] = 1;400][ for the selection parameter.

Note that this process may also be described considering mutations, rather
than immigration but there is a one to one relation between these two in-
terpretations. Our time horizon will be denoted by T, it corresponds to the
upper limit of the time interval during which the process evolves.

Rather than considering the process describing the number of elements in
each species, we will study the proportion in the population of the first
species. To do so, let I = {% :4=20,1,2,---,J}, and we denote for all f
in B(1;), the bounded functions on Iy,

171y = max | (z)].

And for bounded a function g : R — R, we denote by ||g|| = sup|g| the
supremum norm of g.

Then, let C? the set of i times continuously differentiable functions, and
for f € C, let f® be the it" derivative of f .

Let X,{ , with values in I;, be the proportion of individuals of the first
species in the community.

In this section, X/ is thus the Moran process, namely a Markov process
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evolving with the following transition probabilities: denote A = %

z(l+s
PO =0 ALK =) = (1= 2) (o + (1= ) T2
=P,
z(l+s
P(X7{+1 =z —A|X;l] = 37) =T (mn(l _pn) + (1 _mn)(l — 1(—}—1‘5:))>
=PFP,._
P(X)  =x|X] =2)=1— Py — P,_.

To study the dynamical properties of this process a convenient method
developped first by Fisher Fisuer [1922], FisHer [1930] and then Wright
WRrIGHT [1931], WRIGHT [1945], aims at approximating this discrete model
by a diffusion when the size of the population tends to infinity.

In the special case of the Moran model with weak selection and weak im-
migration, meaning that the parameters s and m are inversely proportional
to the population size J, we usually use the process {Y}J }e>0 taking values
in I =[0,1] defined by the following generator:

1 02

= ol -2) 1[saf:(l —z)+m(p— )] 0

Ox? + J or’

Note that, in weak selection and immigration, s = s’/J and m = m//J,
so the process defined by {Z;}i>0 = {Yﬂt}tzo do not depend on J. Its
generator is

L

2

Z=z(1 —J:)% + [s'z(1 — ) —|—m'(p—ac)]8%c

or equivalently by the stochastic differential equation

dZ; = 22,1 — Z)dB, + [8' Zi(1 — Zy) +m/ (p — Zy)] dt.

Our aim is to find for sufficiently regular test function, say f € C*, an

estimation of :
e rzw] - B[ty

for 0 <t < 7T and for all z in I;. By replacing Z; by YJJQt

B (10| B [£07)] |,

for0<t<T ,and x € I;.
So equivalently it is convenient to study, if we note n = [J?t] :

I [£6)] — B [£5D)] 1

on0<n<J?T ,and z € I;.

we thus get :
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Note, once again, that such a limit has been derived (non quantitatively)
in many papers, by the martingale methods (or convergence of the generators
in this simple setting), see for example ETHERIDGE [2011] where it is even
hinted that the order of error should be 1/J but no quantitative statements
are given. The only quantitative statement that we know is given by Ethier-
Norman ETHIER et NORMAN [1977a] without selection and in the constant
non random case.

3. ESTIMATE OF THE ERROR IN THE APPROXIMATION DIFFUSION FOR
CONSTANT WEAK IMMIGRATION AND SELECTION

3.1. Main result. We now give our main result in the case where immigra-
tion and selection are constant. It gives an estimation of the error done when
the discrete Moran process X,, converges toward the Wright-Fisher diffusion
process Y,,. The method used here is that developed by Ethier and Norman
in ETHIER et NORMAN [1977a] and ETHIER et NORMAN [1977b], we extend
there results to the case of a constant selection here, we still find a error
inversely proportional to the population size.

Theorem 1. Let us consider the weak immigration and selection case, so
that s = 57/ and m = m7/ for some s’ € R, m' € Ry (J large enough). Let
f € C(I), then there exist positive functions a, b and K (depending on m’
and s' but not on f) such that:

If we suppose moreover that m' > |s'| then there exists a positive constant a
such that

4 .
(s +1r@1) |, 2
J J?

E, [£(X{ ) = £ )] | < ate —1)

4
(@)
(Ol + 1) &M
J J?

E, [£(X{ ) = F(0)] | < att+1)

Remark 1. By considering s = 0 then b = 0 and we find back the uniform
in time approximation diffusion with speed 1/J. Our method of proof, requir-
ing the control of some Feynman-Kac formula based on the limiting process,
seems limited to give a non uniform in time result. Our hope is that we may
get weaker conditions than m > |s| to get linear in time estimates. Another
possibility is to mix these dependance in time approximation with known er-
godicity of the Wright-Fisher process, as in Norman NORMAN [1977]. It is
left for future work.

Remark 2. We have considered to simplify s = 57/ and m = m7, but one
may generalize a little bit the condition to locally bounded s and m such that

limJs < oo and lim Jm < co. In the same way, one can also follow closely
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our proofs to get estimates based directly on s,m,p without requiring any
scaling (in the population size).

Remark 3. The following figures show that the obtained rate % is of the
good order. Indeed, on the left figure, the trajectory is (roughly) proportional
to %, whereas it has a quasi-constant (random fluctuations) trajectory if we
multiply the error by J.

Error in approximation diffusion Error in approximation diffusion

0.018
0.016 12
0.014
0,012 -

5 10

% 0.010 &
0.008 08 °
0.006

0.004 . 0.6

FiGURE 1. Conditions: s =1, m = 0.2, p = 0.5, Xy = 0.7,
for each point 1000 trajectories has been simulated . Left
hand side : Monte Carlo estimation of the error in the ap-
proximation, using f(x) = z. Right hand side: same Monte
Carlo estimation of the error times J.

Remark 4. By using an approximation procedure, one may show that for
f € C%(I), then there exist positive functions a, b and K (depending on m/
and s') such that:

E, [£(X{m) = £ |, < ate” =) (1FPloe + 1P 0) )

so that we may relax assumptions on the derivatives of f but only gets asymptotic
result. One can also get non asymptotic results with an approximation procedure of
C? functions by C* functions, but then losing the decay in 1/J (by playing with the
approzimation bounds and the already obtained decay rate 1/J).

lim ’
J—o0

3.2. Application: Simpson Index. This index commonly used in ecol-
ogy to measure abundance was proposed by Simpson in the late 1950s,
and repeated in many articles dealing with neutral models: ETIENNE et
OLFF [2004], SiMPSON [1949] ... The Simpson index measures the proba-
bility that two individuals randomly selected (and uniformly) belong to the
same species. It thus varies from 1 to 0 and makes it possible to express the
dominance of a species when it tends to 1, or the codominance of several
species when it tends to 0. Thus it is a good indicator of the community’s
heterogeneity and in geneteics is known as heterozigosity.

Let denote S the Simpson index for the discrete Moran process, and S; the
Simpson index for the Wright-Fisher diffusion. Note in each case it is a poly-
nomial function of X, or Y; verifying: Sy = Y;(1 — Y;). It exists an efficient
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algorithm able to approximate E[S;| see JABOT et collab. [2018]. Let denote
by S; this approximation and ¢; the error made in this approximation.
Then, thanks theorem 1 it is possible to estimate the full error made in the
approximation of E[S/] by S; :

5 - 1] .0 -S| + 58 - S

o SN (1)

The following figure compare S[t2 7] calculated by Monte-Carlo with 1000
trajectories, with S;. Parameters are J = 1000, m =0, s = 1.

Approximation for Simpson index average

— Hs) —

S MC mean

0.8 /
o
&
g

o 2000 4000 6000 8000 10000
time

FIGURE 2. Simpson index expectancy

Remark 5. There are also other applications that can be considered, such as
estimating the stationary distributions, fixation probabilities, average time to
fization to a mutant. It has been explored for example in Biirger-Ewens be9,
McCandlish-Epstein-Plotkin cep or Chuley &al CHUMLEY et collab. [2018]
for the fixation probabilities. Note however two important characteristics
of our results. The first one is that our bounds depend on time, so that
for the estimation of the invariant probability measure it may needs a careful
tuning of the speed of convergence to equilibrium of the Wright-Fisher process
and a quite large J to get good approximations. Of course, when the errof
between the Moran process and the Wright-Fisher one is linear, it may give
interesting results with a limited size of population. The second point is
that we need to consider reqular functional, and fization probabilities are
by essence discontinuous (namely an indicator function). It will thus need
further approximations to consider such a case that we will consider in future
work.

3.3. Proof. The proof relies on three factors:
(1) a "telescopic" decomposition of the error;
(2) a quantitative estimate of the error at time 1 of the approximation
of the Moran process by the diffusion;
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(3) quantitative control of the regularity of the Wright-Fisher process.

Note also that in the sequel we will not make distinction between function
on C(I) and their restrictions on I;.

Let S,, be defined on B(I;) (the space of bounded functions on 1) by :

As is usual S, verifies for all & in N the semigroup property, namely that

Spir = SuSh.

Let T} be the operator defined on the space of bounded continuous function
by :

(T.f)(2) = Eo[f(Y)] Wt=0.

It also defines a semigroup Tsy¢ = 1513, Vs > 0.
Thanks to these properties, we have

n—1
SuTof = SoTnf =D SntThf = Sn-t1Ter1f

k=0
n—1

= Snk-151Tkf = Sn-i1TiTif
k=0
n—1

= Sp_k-1(S1 — T1)Tif
k=0

and as ||Spfl|l; < ||f|l; by triangular inequality, we get ¥n € N, Vf €

(L),
n—1 n—1

1S f = Taflls <D 1Sn-k-1(S1 = T))Tefllr < D NSt = T1)Tefll- (1)
k=0 k=0

We have two main terms to analyze : S; — T} for a "one-step" difference
between the Moran process and the Wright-Fisher diffusion process, and Ty, f
for which we need regularity estimates.

Control of (S1 — T1).
Let us first study, for f in C* | (S; — T1)f. The main goal is to obtain the
Taylor expansion of this function when J is big enough.

Lemma 1. Assume s > —1-+¢ and write s' = Js, then there exists K1(e) > 0
such that Ki(e) is independant of J
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o|m’ + s m'p+ I+ /(14 |s')
18— Tyl < ST gy, o T T 171
4 .
K ( 2 15915)
+ }4

Proof. Let us begin by some known facts on the Wright-Fisher diffusion
process. Note, as usual for this diffusion process

th*f_Lf

- =0,Yf € C*(I).

J
The Chapman-Kolmogorov backward equation reads

%(th)(x) = L(T,f)(2) = Ti(Lf)(x)

and more generally if f is enough regular, for j in N it is possible to define
L7 the j — th iterate of L, it verifies :

o9 ,
@(th)(@“) = (L f)(z),Vz € I,t > 0.
For this proof, we only need to go to the fourth order in j. So let f € C4(I)
(possibly depending on J), using Taylor theorem for (7 f)(x) there exists
ws, independent of J, such that :

(Tif)(@) = <Tof>(w>+(Tof)<”<:c><1—0>+w2%<Tof><2><x>

lim
t—0

= J(@)+ (L)) + L) (2)
Recall
L f(a) = 22 gy 4 2D 22 g
By direct calculations, we have
z(1—x2))?
224y = DL oy
N [2(1 - 233);(1 — 1) N 2x(1 — x)(sx(l;ga:) +m(p — 3:))} £6) ()
—2z(1 —x)
e
N 2z(1 —z)(s(1 — 22) —m) + (1 — 2z)(sz(1 — x) + m(p — x))
73
sz(l —x) +m(p —z))? —2sz(l —x
NCIEDELTUEE) s PRI = ()
G BRI R ERTORE): POy
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Remark now that by our assumption on the boundedness of the successive
derivatives of f that there exists Ky (depending also on m/,p, s")

K
L2 f]ls < =

Thus, in the following this term could be neglected.

Let us now look at the Moran process and so get estimates on S;. The
quantity X; — x is at least of the order of % and when J goes to infinity,
goes to 0. So using Taylor’s theorem, there exists ¢ such that :

2) (4
56 = )+ (0@ =)+ L0 —0)? 4 6 =010 e)
1
+ (X =0 1)
and thus
(S1f)(@) = Eal f(X7)]
= (@) + FO@EX] —a] + (X 2P (3)

+ 3,E (X7 = 2)") P (@) + EE:E[(XI —2)' f9(Q)
Direct estimates on the centred moments of the Moran process give :
se(l—x)(1—m) m(p—x)

Eo[X{ —a] = J(1+ sx) J )
J 9 1 (I—=m)(1+ s)x(1l —2z)

Eo[(X{ — )?) = 7 (mp(1 - 22) + e +z) )

B, [(X] — 2)?] < Ky }4 (6)

B[]~ 2)') < iy (")

where K3, Ly are constant (independent of .J).
We may then consider (S7 —T1)f through (3) and (2) so that there exists
a constant K such as :

(51)(x) — (T f) (@) =D @EL[(X] — )] + 1M(Xf - x>21f<2> (@)
+$Ex[(Xi] — )’ fO(z) + 1 ]E (X7 — )Y
(8)
(e + F @)
and

(2 19],)

($19)(@) = (@H@)| < I1FOls + B + —=

9)
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with
_ —sz(l —x)(m + sx)
= J(1+ sx)
vy = 52 [mp(l —2z) + (1= m)(ll——'&——z)xx(l —22) _ x(1-— 21:)}
_ % [mp(l or) a1 — 22) 20 = xl);:;u + S)] :

As selection and immigration are weak, v{ and v are at most of the order

of % Then the fact that s > —1 4+ € and x < 1 implies ﬁ < % and we

obtain :
S |m’ + s m'p + I +m'(1+|s')
(81— Tyl < IRy 4 TRE 17l
K (@) (1@ + 1791
+ 7
which concludes the proof. O
In the following we write :
Je |S/|m/ + S/2
L 4eg3
e mp+ e (148
T2 = 2eJ3

Regularity estimates on Ty.

We have now to prove regularity estimates on 7. By [ETHIER, 1976, Th.1],
we have that T}, : C7(I) — CY(I) for all j. Assume for now that f € C*(I)
and Vj € {1,2}, Vk < j, there are ¢; and aj; € RT independent of J such

that:

J
T DNy < e aijll £9), (10)

i=1

with ¢; = sup [j(j —1) — Js(1 —2z) — Jm|.
z€(0,1]
Let us see how to conclude under the assumption that (10) is satisfied.
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First it exists a continuous (time dependent) function R; independent of
J and a function of €, K(¢) such that:

n—1
Suf = Tuflls < 3118 = TOTif |
k=0
4 .
5 NNl
<5 | S hmno + £ )=
k=0 | =1
2

Z |Zaz7]||f(’)||JZexp(cJ Jz

]:
4 J
) Zlawllf(”llJ Z exp(c; z)
==
+ Ki(e)? 7
4 .
2 El 1F 95 R;(t)
N e ‘ ) -
< X
<SP DRI x N + KOE o 0
because if J is big enough,
g 1 —exp(cjTs)
J2
S s S (59 ) = o, o)
i=1 J i=1 1= exp(%)
SJQeXp(cjﬁ) -1 L0 < 1 >
Cj J?
- exp(cj+5)—1 . . . 2 :
and R;(t) = sup 75 is finite because n is of the order of J=. So it
JeN
exists a, b € R such as a(1—e%) > sup max <|'y‘»]’E|Rj(t)J3) and a(1—eb) >
JeNje{1,2p \
max _R;(t). The conclusion follows:
je{1,... 4}
311501
S
fOL 4 12l | 2
[ [ — 10|, < ater — 1) | W R | 5

This concludes the proof in the first case. Indeed, we see that the function
R;(t) is exponential in time in the general case.

But we will see later how, when some additional conditions are added on
m' and s’, one may obtain a linear in time function.
We will now prove the crucial (10). It will be done through the following
proposition.
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Proposition 1. Let ¢(t,x) = (Tyf)(z), * € I; and t > 0. Assume f €
CIT2(I) then for fived t, ¢(t,z) € CI*2(I) and for j € N, Yk < ], there are

cjand ay j € R independent of J such as ||¢(t,z))|| < exp(c;j45) Z ar || F®|
k

Proof. First remark that the Chapman-Kolmogorov backward equation may
be written :

0
0= Lo, 6(0..) = f
The following lemma gives the equations verified by %gb(j):

Lemma 2. Let ¢\9) be the j™"derivative of ¢ with respect to = then we get:

¢(J J¢ — v + wj(ﬁ(j*l)7 $9)(0,.) = fU)
where
LoV = LgW) +j 2x¢(j+1)
-1 s(1—2x) —
i1
o = sy(i )

Let us remark that there are two new terms when there is selection in
Moran processes, i.e. 1; which will lead to the dependence in time of our
estimates handled via the Feynman-Kac formula, and one in v; which will
be the key to the condition to get only linear dependence in time.

Proof.
A recurrence is sufficient to prove this result; for simplicity’s sake let us only
look at the case j=1

o (0 0
o 2 (Zs) = L
8t¢ Oz <3t¢> B 8:(:L¢5
0 (a:(l - m)d)@) n sz(l —x)+m(p— $)¢(1))

S ox\ J? J
z(l -2
= 2D g J<sm<1 — o) +m(p— )¢ + L2
+ (8(1 —2x) — m)—gb(l)
— 2z (9 s(1—2x)—m
— (L Q) 2= = a0
_ L1¢(1) 5(1 — 21’) ¢(1)
J
: (1) 4+ 1= 2x oM
With Li¢ L™ 5> we find the good initial coefficients. O
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Let us now use the Feymann-Kac formula to get ,

FO(Y7) exp (— /Ot 1) + = s(1 - 2ﬁ{>du>

t .
sj(J—1) i1y, i h m 1) | m- s(1=2¥) 4.
_ / ; U=D(¥)e -Jo 7 dh

0

with }N’tj the process having L; for generator. Then look first in j = 1. As
we are in regime of weak selection and weak immigration,

16@ (z,0)]| < Ex

1FD )| exp (; sup J(m 8(129:)”

z€[0,1]
t
<10 lexp (o)

where \; = sup J(m — s(1 —2x)) = m/ + || is independent of J . The
z€[0,1]
case j = 1 is proved.

We will then prove the result by recurrence: suppose true this hypothesis

until j — 1.

For j > 1, denote ¢; = sup |J?vj(x)|, and remark that c¢; is no equal to
z€[0,1]

zero and is independent of J because the selection and immigration are weak.

Thus

t
||q25(])(t m)HJ <E, |f(j)(YJ % +/SJ 1)H¢J 1)(Y'])||J€ ,2 dh
0

t
. hc;
< NfD | e 72 MW)(] 1)||J/eﬂjdh
0

; et 8 teg
< Hf(J)HJe i 4 M”(w 1)HJ ( T 1)
Cj

<D ge 72

i1
t J JS] -1 ey
+explej135) D ang-allf Pl s )( " _1>
e “

ol

5 (G A Jsj(j — 1)
= <|f(])($)||J+€Cj1ﬂZak,j1|f(k)|Jcj)

k=1
vy
E (Z ak7j||f(k)||J> :

k=1

-+
o
.

N
o
)
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The ag ; do not depend on J, because w the ay j—1 and exp(; J2)

can be bounded independently of J.

To conclude we have to justify that c; is finite for all j. For it we just
need to note that the processes §7tj are bounded by 0 and 1 for all j.
This is partly due to the fact that their generator ngb(j) () = Lol +
jl}%cﬁ(j*l) has a negative drift at the neighbourhood of 1 and a posi-
tive in the neighbourhood of 0 and the diffusion vanish at these points,
see FellerFELLER [1954]. This argument completes the proof. O

Let us now consider the case where m > |s|, we will show in this case we
obtain a linear in time dependance rather than an exponential one. Then,
in the equation (11) we can use the following:

t
6@l < 11F VN exp(—=5A1)

l6® Dl < ex (1Dl + 1721)

where ¢ is a constant independent of time. And then,
n—1

ISnf = Tnflls < Z 1(S1 = T)Tif s

<Z<|V

k
<y |||f(1)HJZeXP —3 X ) +

k=0
1
e (ﬂ)
€ € 1
< max( ] D x e+ 1) (1O + 171) +0 (33

because if J is big enough,

- k 1-— X A
3 exp(—t xag) = TSR XA
J 1— exp(—ﬁ)

(@)D + |||<ka)<2>||]+0( ))

(1Dl + 172115

and ¢ = max(cy, c2) is independent of J and independent of time.

4. RANDOM LIMITING SELECTION AS A PURE JUMP PROCESS

To simplify, we will consider a constant immigration, in order to see where
the main difficulty arises. The results would readily apply also to this case.
Let us now assume that s is no longer a constant but a Markovian jump
process (sp)nen With homogeneous transition probablhty (P /). We are in

the weak selection case so s, is still of the order of % 5 and takes values in a
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finite space Eg, having the cardinality K
Assume furthermore it exists a transition matrix @ € Mg (R) such as

PlyxJ? — Qs Vs # s (11)

J—400

As in the previous section, (X;),cn is the Moran process, but with a Markov-
ian selection and (X )neN takes values in I;. Finally denote W,/ = (X7, s,,).
Consider now the processes W,/ tacking values in .# = [0.1] x E, defined by
the following generator:

2
Luof(2,5) =75 <1—x>%f<x,s>+}[sx<1—x>+m<p—x>]g%f<m,s>

+Z Q“ (z,8") = f(z,8)) VfeCF)

s'eE

Its first coordinate is the process Y;’ having the same generator as in
the first part and the second is §; the Markovian jump process having
(Qs,s)s,sek, for generator and 75 for transition rates.

As in the previous part we want to quantify the convergence of (W) yen to-
wards (W,/)en in law, when J goes to infinity. We now write f (@) for the the
jth derivative in z of f. And let denote in this section, for f:I; x Es — R,
Ifll; = sup |f(z,s)|. Moreover Tif(z,s) = Eys[f(W)] and S, f(z,s) =

IyxEs

B o[ f(W)].
Theorem 2. Assume Vs and Vf € C*(F), Tyf(.,s) is in C*(F) . Let f

such as Vs f(.,s) € C*(.#) then it exists a, b € R and a function ko linear
in time (t) which verifies when J goes to infinity:

IN

bt 1
A= (104 152),)
171

E; s [f(W[}]J?]) - f(W[{JQ])} HJ

+ kg max ’J P g — Qs

s,s'€E
a(e® —1) i
+ (TZHJI()HJ.
i=1

The theorem shows the balance between the approximation of the Moran
process and the random selection process.

Proof. The structure of proof is the same as for constant selection. Let us
focus on the first lemma, where some changes have to be highlighted.
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130

Lemma 3. There exists bounded functions of (x,s), F}-] (5 = 1,2) of the
order of %, and a constant K' such that :

(St = T)flly < [T LD+ T3P

4 .
K’ 2 1791

J Qs i=
Ps,s’ - ﬁQS,S’ Hf(x78/) - f(l', S)HJ + T

>

s'eE

Proof. We provide first the equivalent of (1) in our context, i.e. there exists
|wh| < 1 such that

(Sy — T1) f(x, 8) =Eq. [ Fxy, 51)} — f(@,8) — Losf(@, s) + whLe 2 f(z, 5)
=Eos [£(X{ 1) = (X 5)| + Eo [ £(X{ 1 5) = fla,5)]

- fo(xa 5) - Z %Qs,s’ (f(xv S/) - f(mv s))

s'eFE
+wy L f(x,s)

Note that L%Sf is still of the order of ﬁ, then
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(51 =10 f (. 5)] < [E

[Es[ﬂxl,sl) fars)lx{ =x1]] — Lof(a,s)
B [J(X19) = f@.9)] = Y Qs (fl@s) = f(a.9) |

s EE'
4 )
K ; 171
= =2
Z Ps,s’(f(Xijv S/) - f(Xi]73)) - %Q&s’(f(xa 3,) - f(xa 3)):|

s'eE

+

4 .
K;IIJ”(”)HJ
S

Z Ps,s’(f(Xi]v 8/) - f(:E, S/)) + f(iE, 5/) (Ps,s’ - 3;625,3’>:| ‘

s'eE

Eo [£(X{.15) = F(@,5)] = Laf (2, 9)] +

+ | — Ps,s/f(Xi]7 3) + %Qs,s/f(xa S)‘
K 2 1£O1s
B[ (XY 9) = (@, 9)] = Laf ()| + —F—
< [E[7(x{,s) - f<a:,s>} ~ Lof(z,5)| (12)
| 2 Pos (B [F(XT ) = fla, )] + Ea[f(5) = F(XT 5)]) |
s'er (13)
2 P = QeI @8 = S )]s (14)
s'eE
4
K10l
+ %

Let now look at the order in J of each term of the previous inequality.
First with the arguments used in (9), there exists K; constant , I'{ and I'y
of the order of % such as :

K,

B [£(X1,5) = £(9)] = Lol ) < LD+ 0417+ F

Then recall that P ¢ is of the order of % and by the same calculations than

n (4), | Eo[f(X{,s") = f(x,s)]| is also of the order of Jz so (13) is at most
of the order of ﬁ
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Finally (14) can be written

S o 2P~ 0nQu| ) — 1)1

s'eE

and by (11) is at least 0(%).

Note, if f is Lipschitz in the second variable, since s is of the order of %,
it is possible to obtain a better order, o(%).

Anyway,

(81 = T1) f (. )| <ITYIILFD )+ T 1172
1
£ 3 S|P — QoI55 — Fla )l

s'eE
Kl

+ 7

Note that the lemma 2 holds even if s is no longer constant. Indeed L is
not affected by the derivative in z. So we get Vj € {1,2}and Vk < j, that
there exist cjand aj, ; € R* independent of J such that :

. " J '
(T f) D < exp (c;ﬂ> Z%JHJC(J)HJ

k=1

with ¢} = zl[t)pﬂ l7(j—1) — Js(1 —2x) — Jm)|.
We still have T}(., s) : C2(I) — C?(I),¥s. And then, there exists a continuous
function R; at most exponential in time and a linear function of time kg
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independent of J verifying:

n—1
1Snf = T flls <D (1St = T)Twf s
k=0
n—1
(IP 10T D + [P
k=0

1
+ 3 5| PP - aQu|ITf @) ~ Tt @, 9)lls

s'eE

+O<;>>
<> Zak]nfﬁnjzexp(Jﬂ)w(;)

1£1l7

+k 0 max ‘J Pss/ asts/

<Z|FJ|R O+ ko mas | 2P — QI £]1
Jj=1

1
+0 (J2) J%—+>oo 0

because if J is big enough,

k.j o
k=1 1- eXp(J2)

and Rj(t) is finite and independent of .J, because n = [J?t] is of the order of
J?. Finally, it exists a, b € R such as a(exp(bt)fl) = sup max \FJ\R t).J3.

JeNje{1,2}
Then
a(exp(bt) —1
1507 = T fls < LRI gy \|f<2>|\J)
o max [Py = a,Qu 1l + O(55).
And this concludes the proof. O

5. RANDOM LIMITING SELECTION AS A DIFFUSION PROCESS

In this section, we assume that the limiting selection is an homogeneous
diffusion process. Once again for simplicity we will suppose that the immigra-
tion coefficient is constant. First consider the following stochastic differential
equation:
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\[
d.7) = J2b(5"])dt+—a(5ﬁ )dB;

yo =S

with b and o are both bounded and lipschitzian functions, i.e.: V¢t > 0,s,s’ €
R, it exists & > 0 such that :

[b(s) = b(s")| + lo(s) — o(s")| < Lls = §|
for some constant L. These assumptions guarantee the existence of strong
solutions of (#1)t>0 and (#)>0 has for generator
o P P b 0
S J2 952 J? 0s

Let .% = .%7,, then the process (%)tgo) is independent of J.

tJ2
A% = V20 (F)dB; + b(F)dt, Sy =s.

Let is T € N, use now the standard Euler discretization and consider
U?),.< 27 defined by the relation:
n/n<

U1 = U/ + ﬁb(UkJ) + V20 (U{) (B4, — BY)
where the quantity (Bj, — B{ )< 7 are i.i.d and follow a .4(0, J2)
It is of course possible to use another discretization to approach 5””] and

the following method will still hold. There is however a small issue: in the

model described in first part, for rescaling argument, the selection parameters

must be in ] — 1, 00[. Our Markov process (. );>0 is in R.

It is thus necessary to introduce the function h : R — E where FE; is a

close bounded interval included in | — 1 4 ¢, 00| for some € > 0.

We assume h is in C? and is of the order of %, so let is h = % . We consider

now h((-#))¢>o0 for the selection parameter.

Let denote in this section, for f: Iy x R = R, || f||; = sup |f(x,s)|.

I;xR

Note that to have a non trivial stochastic part in our final equation, we need
as in the first section that h is of the order of % Many choices are possible
for h and will depend on modelisation issue.

Let us give back the definition of our Moran process in this context.

Pri = (=) (mo+ (1= m) D)

P =2z (m(l—P)+(1_m) <1_w>>
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Its first moments are given by, still denoting A = J—1,
N (I =m)h(s)z(l - a:)}

E, [ X, —2|X] =2,U] =s] = A[m(pfx)

1+ h(s)z
Var (X7{+1 —z| X! =2, U = s) _ Az[(l — m)h(ls)j;(hl(s—);)(l — 21)
—m)h(s)z(1 —2)\ 2
ot =240 (mip )+ E=RUE =) |

As in the previous case we use the process (Y;J ) >0 having the following

generator to approach the Moran process when J tends to infinity with
m=m'/J:

z(1 — ) 92
%%(x, s) + %[m(p — )+ h(s)z(l — m)]%(m, s)

So our aim is to give an upper bound for the error done when

(XT{7U7{) J::o (YnJ%sﬂﬁ])

Ly f(x,5) =

Let denote by H the generator of the two dimensional process (Y}j] .7 )

z(1—-2) 02 1 0

T@+ﬁ [h(s)x(l—x)—km(p—x)} %‘i‘
Let now state the main result of this section:

Theorem 3. Let f be in C* then there exists a, b € Rt such that

a(e? — 1
HEx,s (f(X[{J2]7 Z[{ﬂ]) - f(Y[;t]J?]a S[{JQ})) HJ Sf)

bt
A1 D 5 4 1500,

Proof. Let P, be the operator defined on the space of bounded functions on
E by:

7) L 0(s) 0
J2 9s2 J? Os

H=LJ+L]=

IV £lls + [Hessf[].7)

(Puf) (2, 5) = Bus [ £ (X1, 0) |
It is of course a semigroup so that P4y = PPy, Vm,n € N. In parallel, let
()0 be defined on the space of bounded continuous functions by :

(Tif) (w,8) = B[ £ (7, 7) |
also verifying, T} s = T513,Vs > 0,t > 0. The starting point is as in the first
part of (1),

n—1

|Puf(a,s) = Tuf(z,9)| < 311 (Pr = T1) Tafll-

k=0
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We now focus on the quantity || (P, —T1) Tk f||s, the following lemma
gives a upper bound of the quantity || (P, — T1) f||; for f in C*.

Lemma 4. Let f be in C4 it exists 4] ,and 3 such as :

0 0?
1P 5) = (T ) )l = e £ 5) + 28 o 5 + O )

J J 1
where vi and 7y are of order 3.

Proof. We will use the same methodology than before. First the Taylor
expansion (in space) of P; gives:

(Prf)(z,8) =f(z,8) + Ez [Xi] - :1:} %f(x, s)+Eg s [UlJ - s} %f(x,s)
o2 02
b 3B [(X] = 2] 2 F(a5) + S B [0 — 9] 5 (s 5)

0? 1
3x05f(x’ s) +0(ﬁ)-

+ 2E, [(Xi’ —2)(U{ - 8)}

Indeed we have the quantities:

- 1 (1 —m)h(s)z(1 — z)
bt ] - O )
7] - o2 o Lt 12
Em,s Ui] - 8:| = &{Z)
2 b2 S 20‘2 s 20.2 s 1

o] 0

it a0 ] =Lt o
b(s) (1 —m)h(s)z(1 — ) 1
= =3 mlp—a) + — s | -0l

£, [(X] - )’ = 0(5;), B, [07 9] = 0L,

And the Taylor expansion of 77 in times gives:

(T0f) (2,5) = F,3) + L2 (o) + LL (2, ) + O(75).
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Indeed it is easy to see that H? is O(%) Do now the difference

(P —Th)f(x,s) =Eg [Xi] - x} gf(x,s) +Eus [Ui] - s} %f(:c,s)

ox
1 7 51 0
+ §]Ez,s |:(X1 - .73) }@f(ma S)
82

+ 5B [0 = 5] 23 5w

- Lif(xvs) - L;]f(x, S) + O(i)
Finally,
(P —Th)f(z,s)

_ 1 w(m + h(S)-T) %f(xa S)

JL 1+ n(s)x
N h(s)z? + z(1 — 2x)(h(s) — m — mh(s)) — 22(1 — x)h(s) O? 9t s)
1+ h(s)x ox?
b2 (s 1
PO o)+ 0.
Let us Conclude by taklng the norm to get
h(s)z(l —x)
J
vy = sup ————(m + h(s)x
! (2,5)EEs X 01]=]‘ 1+h() ( (s))
J (1 —=m)(1+ h(s))z(1 —2x)
vy = sup mp(l — 2z) + —x(l -2z
2 (z,5)€Esx[0,1] 2J2 ‘ ( ) 1+ h(8>$ ( )
so that we obtain the result. O

Then (11) still holds for this case as the proof of 1 is exactly the same, so
the end follows as in the first part. U

6. APPENDICES: WRIGHT-FISHER DISCRETE MODEL AND ITS
APPROXIMATION DIFFUSION

Let consider the Wright-Fisher discrete model with selection and immigra-
tion. The population still consists of two species, immigration and selection
are still the same. But the Markovian process X7} evolves according to the
following probability:

J _
]ID(XnJrl |Xﬁ]:$>:<k>Pf(1_Px)Jk

with P, = mp+ (1 —m) qiigf

At each step, all the population is renewed, so this process goes J times
faster than the Moran process. And we usually, in the case of weak selection
and immigration, use the diffusion {Y;}+~o defined by the following generator
to approach this discrete model, when the population goes to infinity.
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2
L= i:17(1 - x)% + (sz(l —z) + m(p — x)) %

Theorem 4.
Let f be in C°(I) then there exist a, b € RT, depending on m’ and s’ (but
not on f), and a constant K which satisfy when J goes to infinity:

5 .
PO F ¥
||Ez [f(X;{)} —E, [f(YnJ)} ||J Sa(ebt . 1) Z ||fJ n Kl—l -

i=1

Proof. Even if the structure of the proof is the same as for the Moran model,
however the difference of scale (in % now) causes some small differences.
Mainly, the calculation of the {~;};c(1,2,34) is a bit different. Note that we
need to have f € C® in the previous theorem, which is stronger than for
the Moran process. The main explanation comes from the calculation of
E[(X;]., — z)¥|X;] = 2], for which for the Wright-Fisher discrete process it

is no longer of the order of ﬁ Let us give some details.

First consider the moments {E[(X;L]_H — x)k|X;{ = ] }tr<s:

sz(l —x)

EIX,1 — alX]] = a] =m(p - ) + 2

n

sz(l — x))

J_2J__l_l —_
B, — o)1 = o] =1 =)+ 5 (mp =)+ 50

J

+ <m(p— z) + m> +0(=)

Bl(X] 4 - x)g\Xn‘] =z| =z(x—1)(2z — 1)%

_ %33;@ — 1)(m(p —z)+ sz(l — x)) + O(%)

4 1 1
E[(X;l]Jrl - x) \X;{ = 1] :ﬁ&vz(l — 3:)2 + O(ﬁ)

5 1
E[(XJ{H - 95) |X7{ = 7] ZO(ﬁ)-

To get a quantity of the order of % we need to go to the fifth moment of
X7 11—, so in the Taylor development we need to have f in C5. Then,
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L'f(x) :Mf@) (z) 4+ sz(1 —z) +m(p — z) fV (z)

2J
22 (@) =D
[2(1 —2x)x(l—z) 221 —z)(sz(l —x)+m(p—x) £O) ()
4.J2 2J
—2z(1 —x)
+ 4.J?
N 2¢(1 —2)(s(1 —2z) —m) + (1 — 2x)(sz(l —x) + m(p — x))
2J
sx(l—z)+m(p—x))?
(sz(1 )4432 (p—1x)) }f(z)(x)
n —2sx(l —x)

2J
+ (s(1 = 20) = m)(s2(1 — @) + m(p — 2)) | £V (@)

I3 (r) = O()

We are now able to give the expression of the {7;};ef1,23.4}, as in the
lemma 1.

Lemma 5.
It exists bounded functions of x, {’Yj}je{l’g’g} such as when J is big enough,

K
1Sy =T fllg < P IFD s + g 121 + g 1L+ j;
where fori=1,...,3, |v/| is of the order of %

Proof. The proof of this lemma is exactly the same as in lemma 1. Just the
calculations are a little bit more tedious:

7 —sz(l—ux)

M=+ (s(1 = 22) —m)(sz(l - 2) + m(p — z))
;g —z(l—z)  xs(62® — Tx + 1) + m(4a?® — 2zp — = — p) 1
BT T 47 o)
7 x(x—1)(2z—1) 1
BET e o)
1
74J = O(ﬁ)
([
The end of the proof follow exactly the same pattern.
O
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So the Wright-Fisher dynamics causes harder calculations than the Moran
model but the spirit of the proof is the same. All the methods studied in
this paper can be adapted in order to treat the Wright-Fisher model.
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4.3 Article 3 : Moran model with random switching

Cet Article a été co-écrit avec Arnaud Guillin et Edouard Strickler.

PDMP evolution :
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PERSISTENCE IN THE MORAN MODEL WITH RANDOM
SWITCHING

ABSTRACT. The paper is devoted to the study of the asymptotic be-
haviour of Moran process in random environment, say random selec-
tion. In finite population, the Moran process may be degenerate in
finite time, thus we will study its limiting process in large population
which is a Piecewise Deterministic Markov Process, when the random
selection is a Markov jump process. We will then study its long time
behaviour via the stochastic persistence theory of Benaim [2018]. It will
enable us to show that persistence can occur, i.e. asymptotic coexis-
tence of all species, when there are enough switching possibilities. This
is true even if one species has never a predominant selection.

Key words : random selection, PDMP, Stochastic Persistence, Moran
Process

INTRODUCTION

Population dynamics is a complex phenomenon in which environment
plays a determining role. In particular, environmental fluctuations may be
a determining factor to conserve biodiversity. Some works on this subject,
such as Kalyuzhny et al. [2015], Jabot and Lohier [2016], have already high-
lighted its influence on a population evolution and its primary role in the
stability of ecosystems. From a theoretical point of view, it has also been
proved that environmental fluctuations may permit coexistence in models
where a constant environment does not ( Armstrong and McGehee [1976],
de Mottoni and Schiaffino [1981], Chesson [1982], Danino et al. [2018] and
Chesson and Warner [1981]).

Among all these mathematical models able to include environmental vari-
ations, one of the most known in ecology but also in population genetics is
the Moran model Moran [1958] with selection and immigration. It is a birth
and death process: in a given population, an individual is chosen to die uni-
formly in the population and then a child chooses his parent proportionally
to the abundance in the previous population. Environment influences birth
(and eventually death), each species has a fitness that gives individuals of
the same species more or less probabilities of being chosen as parents com-
pared to the neutral case. The fitness changes randomly through time, and
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are modeled by a Markov chain.

Immigration represents interactions between the community studied and
the external environment, its main role is to introduce new species or rein-
troduce a species and so to conserve biodiversity. One can also consider
mutation, but in fact it has the same impact on the process, as we are in
a fixed population size. Without immigration (or mutation) and for a fixed
population size, it well known that a species invade definitively the commu-
nity in a finite time Kluth and Baake [2013]. But what happen for large
population? Our objective is to prove that, in the large population limit (i.e
the population size goes to infinity), environmental fluctuations can be suf-
ficient to conserve biodiversity in the Moran model. It will be done through
the notion of stochastic persistence developed by Benaim and Schreiber in
Schreiber et al. [2011] and in Benaim [2018].

Let us present the structure of the paper and the main results we obtain.
In a first section, we present the Moran Model with random selection and
we obtain a quantitative approximation of this discrete process (rescaled in
time with respect to the size of the population) in the limit in large popula-
tion towards a particular Piecewise Deterministic Markov Process (PDMP),
which is the content of Section 1 and particularly Theorem 2. We thus have
to study this PDMP in which only the selection parameter is random and
is a pure jump Markov process. For two species the PDMP is the following
(we only need to follow the dynamic of one species):

dX;  Xi(1-Xy)
dt ot 1 + StXt (1)
Py s(st4n = sklst = s5) = gjh +o(h) if j#k
where s; is our selection jump Markov process taking values in some finite
space.

In order to understand the long time behavior of this process, it is first
particularly informative to understand this dynamic when the selection is
constant, which is done in Section 2.

Then we will consider the long time behavior when the selection is a
jump Markov process. To this end we introduce in Section 3 the notion of
conservation of biodiversity, taken from Schreiber Schreiber [2012], see also
Schreiber et al. [2011]. We use the the definition of stochastic persistence
Benaim [2018] which (roughly) asserts that the process spend (a.s.) an
infinite time away from the absorbing boundaries.

Section 4 is dedicated to the case where there are two species and a switch
between two different environments. It is sufficient as more possible values of
the environment may be captured by this setting, as the important feature is
to switch from one favorable environment to a defavorable one. Proposition
1 gives explicit condition to get stochastic persistence or extinction of one of
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the species. For example, in Example 1, when the jump rates are constant
and equal, stochastic persistence is ensured as soon as the two values of
the selection process satisfies —s1 < so < —s1/(1 + s2), that we illustrate
numerically.

The general case is treated (partially) in Section 5, where are exhibited
conditions under which a species may go to extinction or one species invade
the other ones. However criterion for stochastic persistence given by Benaim
[2018] are quite difficult to handle in more than 2 species as it requires the
explicit knowledge of all the ergodic measures. Therefore we consider and
detail the case of 3 species in Section 6. When there are only two differ-
ent environments, unfortunately there is no stochastic persistence. However
some interesting phenomenon takes place such as a specie never favored nor
defavored may nevertheless invade the community. Turning to three different
environments we exhibit numerical conditions under which stochastic persis-
tence occurs.

An appendix gathers the proof of Theorem 2 and some useful lemma.

1. MORAN MODEL WITH SELECTION AND IMMIGRATION AND ITS LARGE
POPULATION LIMIT

1.1. Presentation of the model.

The Moran process was introduced in population genetics in 1958 Moran
[1958] to describe the probabilistic dynamics in a constant size population
in which many alleles compete for dominance. Similarly, it models the sto-
chastic dynamics of a population in which several species coexist. In this
section we describe in details the discrete model, i.e. the Moran process. A
particularity of this model is that an event occurs at each time step. More
precisely each event corresponds to the death of an individual and the birth
of another who replaces it.

We consider a population, whose size is constant over time equal to J, com-
posed of S + 1 species . The proportion of the i species at the n* event is
denoted X!, icS={1,..,S +1}, neN.

As usual once we know (Xfl)izlj_’g, we deduce the proportion for the last

S5 ,
species, X1 = 1 — 3> X!, We denote by X,, = (X!),—1, s the species
i=1

vector or abundance vector. The dynamics of evolution follows the following
pattern at the step n:

(1) The individual designated to die is chosen uniformly among the com-
munity.

(2) It is replaced by an individual that chooses its parent randomly in
the community. The parent is then of the species ¢ with probability

Xi(1+s%)
S+1 :

14+ > Xksk
k=1
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The (s!,)ies are the selection parameters (or fitness) which evolve through
time. They can be seen as an advantage (or a disadvantage) giving more
weight to the i'" species. In a neutral case, where all the species have the
same fitness, the above probability is equal to Xfl, meaning that no species
is advantaged.

We denote by s,, the environment at step n, i.e the vector having for
it" coordinate s%. In the following, (sy)n>0 will be a Markov chain taking
values in a finite space E with cardinality K. Furthermore, we assume that
for all n > 0, s7+! = 0. Indeed, we can obtain it from any configuration by
zi _zS+1
8f+§%n“
take initially positive fitness, that the coefficients belong to the set | — 1; oo

We assume throughout this work that (s,),>0 is autonomous, meaning
that its evolution does not depend on (X,,)n>0. We further define U, as the
vector composed of X,, and s,,.

This model therefore describes a Markovian dynamic in which a species
invades definitively the community almost surely in a finite time. This is
due to the absence of immigration. Some works, such as Danino and Shnerb
[2018] and Danino et al. [2018], give an estimation of the absorbing time
in non random environment. However, the invasion time is increasing with
the population size J. Our main goal is to understand the behaviour of the
process when the population is large. Do environmental switch improve or
reduce biodiversity?

The species vector (X,)n>0 is a Markovian random process. Let us de-
scribe the transition probabilities. Let x be the vector having for coordinate
i, '. Denote A = %, so for the i species:

changing all the coefficients by s¢, = . This assumption forces, if we

i | w1+ s)
Py = P(Xiy =2+ AUy = (2,5,) = (1 —a') o
1+ > aksk
k=1
Pu_ = P(szﬂ =z' — AU, I(x,sn)) =1 1—% ,
1+ Y abksk
k=1
i i j ; |21+ s
Privyi- = PHX, ="+ A}0{X] | =2/ — AU, = (z,s,)) = 2’ %
1+ 3 aksk
k=1

When the population size J is big, understanding the temporal evolution
of the population is not easy from a mathematical and computing point of
view. Thus we will approach the dynamics of this model by a continuous-
time random differential equation when the population is large.
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1.2. In large population. Let us start with the following proposition that
characterises the order (relative to J) of the expectation, variance, and co-
variance of the abundance variation of a species during an event:

Proposition 1.
Let Ay = % and n =tJ. When J goes to infinity, we have :

. . Yy ) S
(1) ElX}1 — X0|Un = (2,580)] = Ja’ (S% - $k8ﬁ> (14 3 a*sp)~t,
k=1

(2) Va’r[XTH-l - Xn‘X = (;U’ Sn)] = O(%L

(3) COU[Xi+17X7lz+1|U = (:U, Sn)] = O(%)

n

This proposition shows that the expectation is of the order of % whereas
the variance is of order % Considering a scale in %, the variation of variance
over a time step becomes negligible in large population limit. Thus, we
should obtain a limit process where only s could be random. With this choice,
we keep a selection independent of the size of the population and the limit
process is usually called the "strong selection approximation", see Ethier
and Nagylaki [1989] and Kimura [1964]. It is opposed to another possible
choice, the "weak selection approximation", which consists in considering
the selection inversely proportional to the size of the population. The paper
Guillin et al. [2018] deals with this other possibility.

To emphasise the dependence on J, we use in this section the notation
U/ = (X, s)). We give an approximation result under the following as-

n» n
sumption.

Assumption 1. There exists a finite set £ such that, for all J, the process
(5))n>0 is an autonomous Markov chain defined on E. Moreover, if we denote
by P/, the transition probability of (s;)n>0, then for all s # &, there exist
g > 0 and Qs,s > 0 such that

lim JP/, = 0,Qs s
J—o00

We consider the rescaled piecewise linear extension 5/ = s‘{t J| of (87)n>0-
Let denote by P (s, s, t) the transition probabilities of 57, then forall s # &/,

1
lim Py, (s, s ) x J = as;Q(s,s).
J—o0 J

We also consider the interpolated continuous-time process (X;)¢>0 of (X )n>0
defined by

~ [tJ]]
Xg:X[’tJJ+J<tJ (X{UHlefW),

and we set (U )>0 = (X7, 3/)¢>0. Theorem 2 below means, under Assump-
tion 1, when J tends to infinity the sequence of processes (U{);>o converges
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towards (Uz)i>0 = (X4, $t)e>0, where (Xi)¢>0 is solution of

st— > Xpsf
1 kes
t ke ok
1 1+> X[s
dXt kes Lo
C = : di (2)
sP— 3 Xpst
S keS
o1+ ) XFsk
kes

Xy

and (s¢)¢>0 is a continuous time Markov chain with a@ for generator.

The process (Uy)>0 is a Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP).
It evolves according to the deterministic dynamics of the equation (2) for
some s fixed during a random time with exponential distribution. Then
its behavior changes and adopts another dynamic when the parameter s
switches. This kind of process was introduced by Davis Davis [1984]. The
PDMPs’ have become ubiquitous in stochastic modelling of various phenom-
ena. They are applied to neuroscience Pakdaman et al. [2010a], Pakdaman
et al. [2010b], Pakdaman et al. [2012], genetics Crudu et al. [2012], ecol-
ogy Benalm and Lobry [2016], internet traffic Chafai et al. [2010], Fontbona
et al. [2012], Fontbona et al. [2016], Bardet et al. [2013]. See also Azais et al.
[2014], Benaim et al. [2015] and Cloez et al. [2017] and the references therein
for more details and applications.

For (U)¢>0 and more generally for Markov processes, we use the following
standard notations. If i is a probability measure, we let P, denote the law
of (Uy)¢>0 knowing that Uy has distribution y, and E, denote the associated
expectation. In the special case where = §(, ), then we write P s instead
of Pg, .

Consider now the process (Z/)i>0 = (Uy/;)i0, taking values in & =
[0.1] x E. Its generator acts on f in €1(.#) as :

sx(l—x) O ast,s’ )
(1£Lsar)}8xf e S%J(fw ) = [(,5))

= LC’f(xv S) + LDf(xa S)

Recall that our aim is to compare (U} )¢>o with (U;)¢>0. We will be interested
in quantities of the type

Lf(x,s) =

E..o | £ (07) - 1)

for f: .7 — R regular enough and (z,s) € I; x E, where I; = {% : i =

0,1,2,---,J} is the state space of (X;/),>0. On the space of continuous
functions f : .# — R, we consider the semi-norm || f||; = max |f(x,s)|.
(z,8)€ljxE

For k > 1, we say that f : # — R is of class C* if for all s, the map
fs: x> f(x,s)is of class C. In that case, we denote by f* the application

defined on .# by f*)(z,s) = ) (x).
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The following theorem gives an estimation of the error of approximation
of our initial Moran process by our PDMP.

Theorem 2. There exist a function q : Ry — Ry at most exponential and
a function k : Ry — Ry linear in time such that for all f € C3(.%), for all

t>0,
7y e (1) (2)
o B [F(OF) = 100) < G (151 + 100+ 1521)
1
+ ki ;2%355 ‘JPs,s’ - ast,s’ HfHJ + O(ﬁ)

The sketch of the proof is the same as in the article Gackou et al. [2019].
The complete proof is in appendix. To understand the general dynamic
of the PDMP, we first study the vector field of the equation (2) for a non
random environment. The following section is dedicated to this study.

2. VECTOR FIELD FOR CONSTANT PARAMETERS.

In all this section, we assume that s is a constant process. In particular,
(Xt)t=0 is a deterministic process, solution of the ODE

st—>" XFsk
X1 __kes
ax} t1+y XEsk
dt kes
: = : (3)
dx; s5—3 Xpsk
dt S kES
X 14+ Xksk
kes

Let us first define the space where the process X; evolves:
S
S . 7
&={XeR{:) X' <1}
i=1

Note that & can also be seen as the unit simplex in dimension S+1: & ~ A =
S+1 s
{X € Riﬂ : Zl X? =1}. That is why, for X € &, we set X5+ = 1—'2:1X’.
1= 1=
For1<:¢<S+1, welet é"oi be the extinction set of species 7 :
&={Xecé& : X =0}.
We also denote by & the extinction set, i.e the set where at least one species

is extinct:
S+1

s=J 4.
=1

For 1 < S, let e; denote the it vector of the standard basis and set esy+1 = 0.
The point e; correspond to the invasion of species i, that is, species 7 is the
only species in the system. Note that when we see the process as a process
in A, egyq is the (S + 1) vector of the standard basis. Finally, we set
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&L = &\ &, the set where species i is not extinct and & = &\ & the set
where none of the species is extinct.

Let us remark that &y corresponds to the edges of the set &, and & to the
interior of &. It is also easily seen that &, & , &, gfr and & are invariant
sets for X; i.e X; € & (respectively &, &, @“’fr, &4) if and only if Xy € &
(respectively &, & , &L, &4 ).

The following theorem states that when the environment does not switch,
the species with the highest fitness will invade the community.

Theorem 3. '
Let Xt be the solution of (3). Assume that sk £ s1 for all j # k and set

m = arg max s’.
i<S+1

Then if X§* > 0, X; converges to ep,.
Proof. By assumption, s™ > s’ for all j # m. In particular, this implies

s
that s™ > > s/ X7, with strict inequality as soon as X™ # 1. In particular,
J=1

xS 0, and thus X{" is non-decreasing. Since X/" is bounded above by 1,

dt =
dXT”,
we conclude that X{" converges to some X™ and =~ goes to 0. Now assume

that X§* > 0, then since X}" is increasing, X™ > 0. Thus lim;_, d)d(—ttm =0

S+1 . . .

implies that lim; 00 Y. (s™ — s7)X] = 0, which due to s™ > s/ implies that
=1

limy oo X = 0 for all j # m. This concludes the proof. O

Remark 1. One can actually prove that X; converges to e,, exponentially
(sm—sk)
14s™

fast, with rate A := —min . For a proof of this result, we refer to

k#m
theorem 9.

Remark 2. If some fitnesses are the same, i.e. s/ = s’ for some i # j, then
the same proof shows that all the species that do not have the best fitness
go to extinction. In other words, for all i such that s < s™, species i goes
to extinction.

Figures 1 and 2 give some examples of vector fields and the trajectories
for different initial conditions for one particular vectors field.

The following sections deal with the random process with switched envi-
ronments. First we treat the case of two species, which is basic but essential
to understand the behavior of our population with more species.

3. GENERAL FRAMEWORK AND TOOLS

In this section, (s¢)¢~o is Markovian jump process taking values in a finite
space E = {s1,..., sg } and having for generator (Q; ;)i<ij<i. Let sé- be the
selection parameter of the i* species in environment 5j.

In the discrete model, even if (s;)¢~0 is @ Markov chain, one species invades
the community in a finite time almost surely. This property may still be
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Vectors field sx,sy=[ 0.4, 0.2] Vectors field  sx,sy=[-0.6, 0.1]
10 10 10
ALV e aractor P 44| 447/ ] i
P PR Ve
Ny e asogo1ly il NN o
- VAN e a=[01,01]) 44 !
08 - = - R 08 08 A
L. e c=leL08],
A A 0.8
RN
R
> 0.6 bt 0.6 > 0.6
0.6
04 0.4 0.4
0.4
attractor
0.2 0.2 R N
02 1c=[09,01] - \ 02
I€=[0.1,0.1] - N
1c=[0.1,0.8] \
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

FIGURE 1. Vectors fields and trajectories for different initial
conditions (3 species)

Trajectories: s=1 Trajectories : s=-0,8

1.0

1€=0.2
e =03
e =05
1c=0.7
1C=0.99

0.9

0.8

08

0.7

0.6

05

04 1€=0.2

0.2
e c=05

1c=0.7
1C=0.99

03

0.2
0.0

FIGURE 2. Trajectories of X; for different initial conditions (S=2).

preserved in weak selection (see for example Guillin et al. [2018], where
examples are given on the selection process leading to a reachable boundary).

In strong selection, even if the selection is deterministic, it is impossible
for a species to reach the extinction set in finite time but the process may
concentrate in a neighbourhood of extinction and no longer emerge over
time, i.e., extinction occurs at an infinite horizon and it is equivalent to a
loss of biodiversity. In the following, we prove that under some assumptions,
in strong selection it is possible to conserve biodiversity in the community.
Moreover we give some information on the long time behavior of the process.

3.1. General framework. In this part, we recall some recent results of
Benaim Benaim [2018] that will be used in the paper. With the notations of
the previous section, we set M = & x E, My = &y x E and My = M \ M.
We define in a similar way M¢ and M.

We consider the process (U)o = (X4, s¢) on M starting from (z, s) and
defined by :
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dXy

“dt =Gy, (Xt) (4)
Py s(St4n = Sklse = s5) = qixh +o(h) if j#Ek
si_ i ok Xk
with G%(X) = X'F!(X) and F!(X) = —*—— and g are the generator

coefficients of the Markovian jump process.
Finally let (II});~o be the empirical occupation measure of the process
(Ut)t>0, for Uy = u = (x, s), defined by

1 /T
WB) = 1 [ Lwemds, VB < B(0)

0

3.2. Stochastic Persistence.

The following definition follows from Schreiber [2012].

Definition 1. The family {(U;);~0,Up C M} is stochastically persistent
with respect to M if for all € > 0 there exists a compact set K. € Mt such
that for all u in M™:

PliminfII}(K) >1—¢) =1
t—0

This definition means that all the species, initially present, stay away
from the extinction set over arbitrary long periods of time. Persistence with
respect to M) is defined in the same way.

Definition 2. A probability measure is said to be ergodic for a Markovian
process if it is invariant and extremal for the process, meaning that it cannot
be written as a nontrivial convex combination of other invariant measures.
For a Borelian set B of M, we denote by P.4(B) the space of ergodic
probability measure such as for all g in Pe,q(B) , p(B) = 1.

We recall the definition given in Benaim [2018] of the invasion rates with
respect to an ergodic probability measure in Z.;.q(Mp).

Definition 3. For p € Pe.q(My), we introduce pj(B) = u(B x s;j). The
invasion rate of species i with respect to u is defined by :

PRSI ACTC
1<Kk Y Mo

Remark 3. The intuition behind these quantities is the following. On the
one hand, from equation (4), we see that whenever X{ # 0, one has
t

1 . 1 . 1 :
—log(X}) = / F! (Xy)du + —log(X§).
t t )y o t

In particular,

1 o1t
o) ~ 7 [P (X)du
t t o o
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as t — 0o. On the other hand, Birkhoff ergodic’s Theorem states that for
€ Perg(My), for p almost every ug, Py, almost surely,

lim © Fi (Xy)du= /M FL(x)dpj(x) = X (n).

t—oo t 0

Thus, )\i(u) represent an exponential growth rate of species ¢ near MS.

The following theorem is a consequence of [Benaim, 2018, Th. 6.1]. It
gives sufficient conditions for the process to be persistent with respect to M}
and My, respectively.

Theorem 4. (1) Assume that for all p € Pepg(ME), N() > 0. Then
the process given by (4) is H-persistent with respect to Mé.

(2) Assume that there exists positive numbers {c',1 < i < S + 1} such
that, for all p € Perg(My),

Z ¢ Ni(p) > 0.

1<i<S+1
Then the process given by (4) is H-persistent with respect to My.

The first point of the above theorem can be interpreted as follows. If for
some species i, one has \;(p) > 0 for all y € Pe4(M{), then the face &
is repulsive : if the process start in o@}r and close to the face &, then the
process is in some sense pushed away from éa(f. The second point states that
the process is pushed away from every face, and thus concentrates on the
interior M of the domain.

3.3. Behavior near a common zero. The previous theorem gives some
way to understand the behavior of the process near the boundary &%, which
corresponds to the extinction of species i. It is also important to understand
the process near the vertex e;, which corresponds to the invasion of species
i. Since the {e;};<s+1 are common zero of the vector fields Gs, we can
use the recent results of Benaim and Strickler [2019] and Strickler [2018].
According to these papers, the behavior of the process (U)i~o near e; for
some 1 < ¢ < S+ 1 is controlled by the behavior of the linear process
Vi = (Y, s¢), where (s¢)¢>0 is the Markov process with generator Q and Y*
evolves according to

dYy

dt
where A is the Jacobian matrix of G at ;. Assume with no loss of generality
that i = 1. Then A% = DGj(e) is given by

sl
Al = (Test ¥
s 0 D)’

Al %
- Ast}/t )
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where * is a 1 x (S — 1) vector and Dg is a (S —1) x (S — 1) diagonal matrix

given by
2 1 S _ 1
Ds:diag<s s ...,s s)'

14 st 14 st
In the particular case i = S + 1, (recall eg4q = 0),

DGy(eg41) = diag(s', ..., s%).

4. STUDY FOR TWO SPECIES IN A TWO-STATES ENVIRONMENT

We consider in this section S = 1, i.e there is only two species in the
community. The vectors field has the form:

dX} 15t — s X}

d P14 s X} )
dX}? 5 —51 X}
dt 1+ StXt

As before, since X} + X? = 1, we only study (X});0, that we denote
simply by (X¢)i>0. Thus we are interested in the study of

X, | Xi(1-X) ©)
dt 1+ StXt

Moreover, we assume that K = 2, the community evolves in two different
environments. The selective parameters takes values in £ = {(s1,0), (s2,0)}.
It is possible to take more than two values for the fitness, and the following
reasoning still hold. We restrict this study to the case of two values to
simplify the notations. Assume moreover ¢ := ¢q12 > 0 and g2 := g21 > 0,
and so (s¢)¢>0 has an unique invariant probability measure pu = p1ds, +p20s,,
where p; = qquq2 and py = ql‘ﬁ% . We set M = [0,1] x E and My =
{0,1} x E. It is easily checked that Pe;q(Mo) = {1, 2} = {60 ® p1, 61 @ pu}.
To avoid trivial switching, we assume that s; # so, and without loss of
generality, we assume that s; > sp. For ¢ € {1,2}, we define g; : [0,1] = R

by

z(1—x)
) =
We set

S1 S92
Ag = p1s1 +pass and A = — + .
0 P151 D252 1 <p11—|—81 p21+82>

These quantities are the average growth rate of (X;);>0 at 0 and 1, respec-
tively. The following proposition gives the behavior of the process according
to the signs of Ag and A;.

Proposition 5. We can describe four regimes :
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(1) If Ao < 0, then Ay > 0, and, for all z € (0,1) and s € E,

t—o0

1
P,s <lim sup;log(Xt) < A0> — 1.

In particular, species 1 goes extinct.
(2) If Ay <0, then Ag > 0, and, for all z € (0,1) and s € E,

t—o00 t

1
Pys <limsup —log(1—X;) < A1> =1.

In particular, species 2 goes extinct.

(3) If Ao > 0 and Ay > 0, there exists an unique invariant probability
measure m such that w({0} x E) = 7n({1} x E) = 0. Moreover,
w is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on
[0, 1] x E with explicitly computable density, and there exist C,6,~v > 0
such that, for all (z,s) € (0,1) x E and all t > 0,

IPps(Xt €)= mllry <C((x) 0 + (1 —2) %)

In particular, both species persist.
(4) If Ao = 0 or Ay = 0, then the only invariant probability measures of
the process ((Xt,st))t>0 are p1 and po .
In particular, the process is not persistent.

Proof. We prove (1), the proof of (2) being the same as the one of (1) by
switching species 1 and 2. Assume that Ag < 0. In particular, so < 0 and
p1S1 < —pa2sg, which implies that

1 1
—A < — - <0,
! <1+31 1+82)p2$2

proving that A; > 0. Now since Ay > 0, [Benaim and Strickler, 2019, Th.
3.1], implies that there exist ¢ > 0 and 1 > 0 such that for all z € (0,¢) and
seklk

1 A
Py o(limsup - log(X;) < =) > 1. (7)
t—o0 t 2

On the other hand, because A1 > 0, there exists by Theorem 3.2 in Benaim
and Strickler [2019] € > 0 such that for all « # 0,

P, s(7 <o0) =1, (8)

where 7 = inf{t > 0 : X; < 1 —¢}. Finally, because 0 is a globally
asymptotically stable equilibrium of f° on [0,1), one can show that there
exists a constant C' > 0 such that for all € [0,1 — &,

P.o(Z €U x E) > C. (9)

Like in [Benaim and Lobry, 2016, Th. 3.1], Equations 7, 8 and 9 enable to
conclude the proof of point 1.
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We pass to the proof of point (3). Since Ag and A; are positive, [Benaim
and Strickler, 2019, Th. 3.2] implies that for all £ > 0, there exists 1 > r >0
such that, for all (z,s) € (0,1) x E, almost surely

1 t
lim inf / Ticxcirds>1—¢e.
0

t—oo t

This implies that the the sequence (II;);~¢ is almost surely tight in (0, 1).
Moreover, every limit point of (II;) is an invariant probability measure for
(Xt,5t)) o0 (see [Benaim, 2018, Th. 2.1]). Thus, the process admits an
invariant probability measure 7 on (0,1) x E. Uniqueness, absolute conti-
nuity and convergence in total variation easily follow from Theorem 4.10 in
Benaim [2018] and Theorem 4.4 in Benaim et al. [2015].

Point (4) is proven in the following lemma as in Hurth and Kuehn [2019].

O
Remark 4. Note that this property still holds for any number of environ-
ments K, with Ag = > pis; and Ay = — > p; 1«skis~ )
i<K i<K '

In the following lemma, we describe more precisely the case where the
growth rates are positive by computing explicitly the density of the invariant
probability measure concentrated on (0,1) x E.

Lemma 6. Assume that (Up)i>0 admits an invariant probability measure 11
on (0,1) x E. Then II is absolutely continuous with respect to the Lebesque
measure on (0,1) x E. Moreover, denote by h1 and hg the densities of I1(-,0)
and TI(-, 1), respectively. Then for all x € (0,1),

L H@)
hile) = @)

where
H(z) = C(1 — x)Ptigato,
with a = LXL2 gnd B = a(1 + s1)(1 + s2) and C the positive constant such

T s1s2]
that fol(hl + ha) = 1. In particular, if Ao =0 or Ay =0, U cannot admits
such an invariant probability measure.

Proof. Let us assume that (U;)¢~0 admits an invariant probability measure II
on (0,1) x E. This implies that s; > 0 and so < 0. Indeed, by Proposition 5,
if Ag < 0, Xy converges almost surely to 0, and in particular cannot admit an
invariant probability measure on (0,1) x E. Thus we need Ay > 0 and since
we have assumed that s; > so, this implies s; > 0. For the same reason,
Ay must be non-negative, implying sy < 0. Thus, all the point in [0, 1] are
accessible, yielding that the support of IT has to be [0, 1] x E (see Proposition
3.17 in Benaim et al. [2015]). Moreover, since for every = € (0,1), f!(z) > 0,
the weak bracket condition hold and II is unique and admits a density with
respect to the Lebesgue measure (see Benaim et al. [2015] or Bakhtin and
Hurth [2012]). Moreover, this also implies by Theorem 1 in Bakhtin et al.
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[2015] that the densities h; are C* on (0,1). Thus, hy and hg satisfy the
Fokker-Planck equations (see e.g [Bakhtin et al., 2015, section 7.2|, Benaim
and Lobry [2016], or Du et al. [2014]) :

{fhhl —q@hy = —(91h)

@1h1 — @2ha = (g2h2)’ 10)
Now, one can check that the functions given above satisfy these equations.
Moreover, since hy and ho are densities, they satisfy fol hi + hy = 1; in
particular they are integrable on (0, 1). This is the case if and only if Ag > 0
and Ay > 0. Therefore, if you assume that Ag = 0 or A; = 0, (U;)¢>0 cannot
admit an invariant probability measure on (0,1) x E, for otherwise it would
have densities satisfying equations 10, hence densities that are not integrable
on (0,1), a contradiction. O

Example 1. Consider p; = po, i.e the jump rate are the same for both
environments. So, let simplify conditions 3) of property 5 to obtain the
following conditions of persistence:

1+ 281
SS9 > —81

S <

Note that if s; is smaller than —0.5 the first condition is automatically
verified.

Then take the particular case s; = 1. Then the previous condition to have
persistence becomes sy < %1
To illustrate, we plot the comportment of the process for two values of so
close to %1, —0.3 and —0.4.

s1,52=[1, -0.4] s1,52=[1,-0.3]

10 1.0 .
0.8 0.8
y M )

x —x x —x

0.4 0.4

0.2 0.2

0.0 0.0

FIGURE 3. Plots of the average of (X;)i~o for different fit-
nesses, obtained by Monte Carlo method with 500 trajecto-

ries.
Note that for s5 = —0.4 the process seems to be persistent whereas for
s = —0.3 it seems to be absorbed quickly. So the numerical simulations are

consistent with the condition giving by Proposition 5 .
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s1,52=[1,-0.4]
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s1,52=[1,-0.3]
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FIGURE 4. Trajectory of (X¢)¢>o for two different fitness

Example 2. This second example illustrate the case 4) of Proposition 5.

Assume as in the previous example p; = ps and take s; = —s2, so Ag =0
2
and A; = 12—5312 >0

s1,52= [0.4, -0.4]

|

o 1000 2000 3000
Time

4000

5000

0.8

0.6

04

02

0.0

51,52= [0.4, -0.4]

400 600 800 1000
Time

FIGURE 5. Trajectories of (X;)¢~0 and the average of (X;)i>0
for different fitness, obtain by Monte Carlo method with 500
trajectories. Parameters are s1 = —s9 = 0.4, q120 = g21 =
1/2.

As stipulated in Proposition 5, the process is not persistent. Moreover,
the fact that Ay is positive prevents species 2 from extinction. The numerical
simulations suggest that the first species disappears.

Example 3. In this example, we illustrate Lemma 6. Recall that if the
parameters are such that the process is persistent, then the invariant distri-
bution II on M have explicit densities, given by

C
hi(z) = ﬁ(l — x)Phalgetol(] 4 g,
S
where o = "1;1'232‘ and S = o(1 + s1)(1 + s2). In particular, it can exhibits
several behaviour at the boundaries 0 and 1, according to the sign of SA; —1
and aAg—1. Let us fix so = —0.2, and jump rates g1 = g2 = ¢. In particular,

p1 = p2 and the process is persistent if and only if 0.2 < s; < 1/3. Fix ¢ = 1.

159



CHAPITRE 4. ARTICLES

Then, it is easily seen that SA; — 1 > 0 if and only if s; < 1/4; whereas
alp —1 > 0 if and only if s; > 1/4. In particular, if s; € (0.2,1/4), then
lin% hi(z) = 400 and lim1 hi(z) = 0, whereas if s; € (1/4,1/3), then we
T T—

have the converse situation, i.e. lim h;(x) = 0 and lim h;(x) = +o0o0. This
z—0 z—1

is illustrated in Figure 6. Now fix so = —0.2 and s; = 0.27. Then, once
again it is easy to check that SA; —1 > 0 if and only if ¢ > 0.259/5; whereas
alg — 1> 0 if and only if ¢ > 10/7. Thus, we have three regimes :

(1) if ¢ < 0.259/5, then h;(x) goes to infinity both at 0 and 1;
(2) if ¢ € (0.259/5,10/7), then h;(x) vanishes at 0 and explodes at 1;
(3) if ¢ > 10/7, then h;(z) vanishes both at 0 and 1.

Plots of h; are presented in Figure 7 for situation (1) and (3), situation
(2) is plot on the right of Figure 6. This example shows that even if the
process is persistent, the stationary distribution II certainly does not give
mass to 0 and 1, but can be concentrated close to the extinction points. In
the example with s; = 0.27, s = —0.2 and ¢ < 0.259/5, the intuition is the
following. Since ¢ is very small, the environment s takes a really long time
before changing. During this time, the process is getting really close to the
boundary (say 0 if we are following s3), and spend a huge time here. When
a switch occurs, the process goes away from 0 fast enough, and come close
to 1 where it spends again a long time, and so on. In particular, it is much
more likely that a switch occurs in the neighbourhood of 0 or 1, than in the
middle. That is why, the process does not stay for a long time in the middle
part, and concentrates near the boundaries.

35 4

30

25

20

FIGURE 6. Plot of hy for ¢ = 1 and s; = 0.21 (left) and
s1 = 2.07 (right)

These examples concludes the study for two species. We now generalise
some properties to a larger number of species and any number of environ-
ments. The space M is no longer a line but a tetrahedron and the extinction
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35 0.9
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20

FIGURE 7. Plot of hy for s = 0.27 and ¢ = 0.04 (left) and
q = 2 (right)

set My correspond to the face of M. Of course some intuitive behavior, as
the fact that if a species has always the best fitness, it invades the commu-
nity, is still true. But many arguments used in previous part to prove these
results are specific to dimension one and does not hold anymore.

5. GENERAL RESULTS

In this section we keep the notations of part 1.1. We assume that the
Markov chain (s;);>0 is irreducible on E. Hence, it admits a unique invariant
probability measure on F, denoted by p = p1ds, + ... + Prds-

We describe now some behavior of the process in some remarkable envi-
ronments.

5.1. Sufficient conditions for a species to invade (or not) the com-
munity. In this section, we provide sufficient condition for a species to have
a positive probability of invading the community. Furthermore, we prove
that if one species have a positive probability to invade the community, then

all the other ones cannot invade. For ig € {1,...,5 + 1} , we set
K 7 20
st —s
A;, = max J J
O i ;pj 1+ sé-o

Theorem 7. Assume that for some ig € {1,...,S+ 1}, A;y, < 0. Then, for
all v € (A,0), there exist n > 0 and a neighbourhood % of e;, such that, for
allx € % and alls € E,

. 1
Pas) (113;8010113 7 log || Xz —eio|| < a) > .
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Furthermore, for all i # iy, we have A; > 0, and there exist b > 1, >0, 6§
and ¢ > 0 such that, for all x € &\ &y, s € E and i # io,

B, (€7) < c(1+ ||z — e ),

where
E=inf{t >0 : || X; —el| > e}

Proof. Without loss of generality, we assume that ig = 1, and we set A = Ay.
We set Mg = &} x E and Mt = M\ M.

First, we note that e; = (1,0,...,0) is a common zero for all the Gj,
s € E, and that for all i > 2, 5& is a common invariant face for the process.
Moreover, the Jacobian matrix of G at e; is given by

_s!
As = | s - )
0 Dy

where * is a 1 x (S — 1) vector and Dg is a (S —1) x (S — 1) diagonal matrix
given by

52— st 59 — st
e )
By assumption, A < 0, which implies by Theorem 2.7 in Strickler [2018] (or
Proposition 2.5 in Strickler [2018] and Theorem 3.5 in Benaim and Strickler
[2019]) that for all a € (A,0), there exists n > 0 and a neighbourhood % of
e1 such that, for all z € % and all s € F,

D, = diag (

. 1
Pizs) (1125;1? n log || X —e1]] < a) >,

which concludes the proof of the first assertion.
We now prove the second assertion. Let ¢ # 1. Since A; < 0, we have

J J
> P i <0
j=1 1+ J

As in Proposition 5, we can show that this last inequality implies that
K 1 i
St — 8%
J J
E Dj = > 0
j=1 1+ 5j

and thus that A; > 0. Without loss of generality, we assume now that
1=S5+1. We set

K

Ao :minz Y
S+1 7 P 1p] IR
]:

and we distinguish two cases. If Ag, , > 0, Proposition 2.5 in Strickler
[2018] and Theorem 3.5 in Benaim and Strickler [2019] conclude the proof.
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If Ag,, <0, we assume without loss of generality that there exists ko such

K K
that > pjsé? >0 for k < ko and ) pjs;? < 0 for k > kg. We set
j=1 =1

ko
1,....ko _ k
@pO - ﬂ gO ’
k=1

which is the set of extinction of the kg-th first species. This set is invariant
for all the vector fields G5. Moreover, the Jacobian matrix of G5 at egy1 = 0
is given by
DGy(e;) = diag (s', . .., ss) .

Now, by definition of kg, the assumptions of Theorem 2.8 in Strickler [2018],
except for the accessibility of 0 from 5’01""’k0, are satisfied. However, since
Strickler [2018|[Theorem 2.8 (iii)| is a local result, and since we get a prob-
ability of convergence to 0 which is bounded below in a neighbourhood of 0
in é"ol "”’ko, a localisation argument similar to the one given in Hening and
Strickler [2019] enables us to conclude. O

This theorem states that when A;, < 0, species ig has a positive probabil-
ity to invade the community, while if A;, > 0, species iy cannot invade the
community. Furthermore, it is only possible to have one species satisfying
A;, < 0. Let us finish by an interesting related result that up to now we can
only pose as a conjecture.

Conjecture 8. If A;, < 0, then for all x with % # 0 and all s € E,
. 1
P (hm sup — log || X; — ei, ]| < Ai0> =1.
t—o0 t

5.2. The same species has always the best fitness.

In this section, we prove that if one of the species has always the best
fitness, then this species take the upper hand on every over one. We have
the following result, which generalizes Theorem 3:

Theorem 9. Assume that for allj € {1,..., K} andi € {2,...,S+1}, one
has sjl» > s?, and set

K Si. — 31,
A= max — J <.
2<i<S+1 lej I
]:

Then, for all x € & with ' > 0 and all s € E, one has

1
P.s (hm sup + log || Xt —e1]] < A) =1.

t—o0

Proof. We use Theorem 3.8 in Benaim and Strickler [2019]. By Theorem 7,
we know that for all o € (A, 0), there exists 7 > 0 and a neighbourhood %
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of e;, such that, for all x € % and all s € E,

. 1
Pla.s) (113; Sup 5 log [| Xt — e, || < a) > 1.

Furthermore, since e; is an asymptotically stable equilibrium whose basin
of attraction is éafr for each G5, we deduce that the point e; is accessible
from é"ﬁ for the PDMP. This means that each neighbourhood of e; can be
reached with positive probability by the process (see Benaim et al. [2015] for
a precise definition). Since the set é?' is not compact, we have to study the
behavior of the process near 501 to conclude that the process converges to e;
with probability one from everywhere in @pl"’. For all s € E, we have

S
st — 3 siat
Fl(l‘) — z;l
14 ) stat

i=1
By assumption, for all z € &}, one has F}(z) > 0. This implies that for
all € Perg(&)), M(p) > 0. In particular, the process is H - persistent
with respect to &;. Therefore, by [Benaim, 2018, Proposition 8.2], there
exists a Lyapunov function for the process near 501 and thus Hypothesis 3.7
in Benaim and Strickler [2019] is satisfied for the set M;". This concludes
the proof by Theorem 3.8 in Benaim and Strickler [2019]. O

5.3. A species is always disadvantaged with respect to the other
species in each environment.

With no loss of generality, we assume the species 1 is always disadvantaged
with respect to the other species. More precisely for each environment, the
species 1 has a negative fitness. We assume moreover that the last species is

s
not extinct, i.e 1 — > 2 > 0.
k=1
We now prove in this situation that the species 1 is going to 0. The strategy

is to show that the vector field is always entering in Ej = {(z',...,2°%) € E :

S
x1 < b(1 = 3 2¥)}}, for all b €]0,1[. Hence, if the process enters in Ep, it
k=2
cannot escape Ejp. Then, we prove, for all b €]0, 1], the hitting time of Ej is
finite.

Let us consider the hyperplane of the form Ay : {(z!,...,2%) € E : 21 =
S
b(1— " 2¥)} for bin ]0, 1[. This is the hyperplane passing through the points
k=2
beq, ea, ..., E, where e; is the i*? vector of the natural base, and E} is the area
under Ay. The following proposition proves that for each environment, the
vector field is entering in Ej,.

Proposition 10. Lets; be such that s} <0 fori € 1,..,K, then for all b in
10,1[, Ey is a trap area for the process X;.
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Proof. Consider a fixed environment and note s* the fitness of the k** species.
Let us start by remarking that v, = (1,0, ..., b) is an orthogonal vector of the
hyperplane Ay, pointing outward Ej,. Now, we look at the sign of projection
S
of the vector field (Xm, ...,dXS) at the point d§, = (b(l -3 2k, 22, ...,3:5)
k=2
of Ay on vp. If the result is strictly negative for all  and b in ]0, 1], along
Ay, the vector field is entering in Ej,.

<(dX1, ...,dXS)(éb);vb> <0
o5 (3] o (S o)) o
& bs! (1—;:95’“) <0

& st <0

Therefore, the vector field is entering in Ej, if and only if s' < 0. But we
assumed s; < 0 for each i, so for all environments the vector field is entering

in Ep. This concludes the proof. ([

Corollary 11. Assume that s} < 0 for each i. Then the process (Xit)t>o,
S

starting at (z*,..., 251 such that 1 — 3 x¥ > 0, verifies tlim X}=0.In
k=1 0

particular species 1 goes to extinction.

Proof. Denote now by b, the intersection between the hyperplane passing
through the points X;, eo,..., F and the straight line directed by e;. By
the previous propriety , for all ¢t , Ejp, is a trap area. Moreover the species
1 has in each environment a strictly negative fitness, so by the previous
calculation the vector field on Ay, is strictly entering. Consequently, b; is
strictly decreasing and b; converges to by,. Note that by definition and the
previous proposition, for all ¢ > 0, th < bs. Hence, if by, = 0, th converges
to 0.

If byim # 0, the process converges to Ay, . Necessarily the process con-

verges to an invariant area included in Ay, . But according to the previous
S

proposition, on each point of Ay, ~where (1 -3 xk> 2 0, all the vector
k=1

fields are strictly entering in Fjp, . So this invariant area is also included

S
in (1 => mk>, which implies X! = by;,, X1, Since by, # 0, we conclude
k=1
that X! = 0. Thus, species one goes to extinction in all cases.
O

Remark 5. A immediate corollary of this property is, if a species has always
the best fitness in each environment, then it invades the community. Note
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that Theorem 9 above proves this fact independently and gives the rate of
convergence.

Let us now give an example to illustrate this property .

Example 4. Consider the case of three species and two environments, we
take the notation of part 6.1.

Assume the species Y has always a negative fitness, and the fitness are
ordered like :

s1>0>nr
0>mre > 89
In Figure 4 are plotted the phase portrait of the vectors fields for each envi-
ronment.
Vector field: sx,sy= [0.2, -0.5] Vector field: sx,sy= [-0.6, -0.3]

10 10

'
"

[ 3.0
R

] + -

{ @ CI1=[0.03,0.7] 25
| e =[085 01]
c1=[0.3, 0.6] 2.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 8. Vectors fields and trajectories for the previous
configuration of fitness

In this situation A, is a straight line in red on figure 9 and the v} corre-
spond to the direction of the green straight line.

Vectors field  sx,sy= [-0.6, -0.3]

0.8 4

024+~

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

F1GURE 9. Illustration of Ay and vy.
Figure 9 shows that the field is entering in Ejp, and this true for each b.

The conclusion follows, the Y species goes to extinction. The following figure
illustrate a trajectory where the species Y has always a negative fitness.
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PDMP evolution :

0.4 ‘.\

FIGURE 10. A PDMP trajectory where the 2" species goes
to extinction. The values of environments are s; = [0.4, —0.1]
and sy = [—0.3,—0.2].

We now look at the case of three species and two jumps rates. Previous
theorems find their application in this particular case. The two dimensional
study made in Section 4 is also necessary to understand the long time behav-
ior of the process. The space of extinction My corresponds here to the side
of the triangle defined by the apex (0,0), (1,0),(0,1). Thus understanding
the long time behavior requires knowledge of the invariant measures of the
process on My. In particular the behaviors of the process on each side of
the triangle, which corresponds to studying the process with only two species.

6. THE CASE OF 3 SPECIES

6.1. Introduction. For sake of simplicity, when there are only three species,
we use the notations X, Y and Z, instead of X!, X2, X3. We also denote
by s and 7 the fitness in environment k € {1, ..., K} of species X and Y,
respectively (remember that we have set the fitness of the third species to
be 0). Since we have for all t > 0, X; +Y; + Z; = 1, we are interested in the
following equations :

dX; x5t st Xy — 1Yy

dt - tl‘f’StXt"‘TtY}/

dYy o re— 51Xy — 1Yy

dt tl—i—StXt-l-T’tY;t
The community still evolves in two different environments. The fitness
takes values in £ = {s; = (s1,71,0),....,8x = ($k,7k,0)}. To avoid trivial
switching, we assume that s; # s; if i # j. Assume yet that (s;);>0 has

(11)

K
a unique invariant probability measure p = > p;ds;. The set of ergodic
i=1

measures of the process on My, Peq(Mp), depends on the values of the
environment. This set always contains uz = d(0,0) ® p, pi2 = d(,1) ® 4 and
p1 = 6(1,0) @ i, the Dirac masses on each vertex. But on each side, it may
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have one other ergodic measure. It corresponds to persistence of the two
remaining species on this side. Let’s give more details about it:

Proposition 12. Let define

K K
1_ . 1_N\N~_, T
AO_ZP’LTM Al—z p11+ri
i=1 =1
K K s,
2 _ G 2 _ . v

K K
N I
A3 = by A3:§: 2 v
0 Zizlpzl‘f'si B R

Then the process admits an (unique) ergodic measure, v; on int(&) x E
if and only if Ay >0 and A} > 0.

Proof. This property is a corollary of Proposition 5. ([

When A(i) and A’i are positive, we denote by v; the unique ergodic measure
on int(&y) x E.

Remark 6. The signs of A} and A¢ determines the behavior of the process
on side 7 in a neighbourhood of the extinction and the invasion, respectively,
for the i*" species.

6.2. Study for two environmental states.

Now we assume K = 2, then u = p1ds, +p20s, with p; = qquqz and py = qﬂ;(p
We now describe the different possible regimes according to the values of

the parameters.

e If a species, for example Y, is always disadvantaged with respect to
the same other species in each environment, by Corollary 11, this
species goes to extinction.

Reorganising the order of species if necessary, it corresponds to

s1>0>m7m s1>0>m7r s1>0>mr s1>0>nr
{0>r2>52 {0>52>r2 ") 59> 0> 1y {32>r2>0

Then, there are several possibilities for the two remaining species,
depending on the behavior of the process on the axis {y = 0}. If
we are in the situation 1 or 2 of the Proposition 5, then a species
will invade the community. However, if we are in the situation 3 of
Proposition 5, there is persistence of both other species (see Figure
6.2).

e Else, reorganising if necessary the order of species, we are in the fol-
lowing situation :
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PDMP evolution :

FIGURE 11. A PDMP trajectory where species Y goes to
extinction and both other species persist. The values of en-
vironments are s; = [0.4, —0.1] and sp = [—0.3, —0.2].

(12)

s51>0>nr
rog >0 > S9

We see in the following that several behaviors are possible. Ac-
cording to the values of the fitness, each species, even the neutral, can
invade the community (see Theorem 14). However, it is not possible
to have persistence of all the species.

Before describing the possibilities for the case (12), we compute the inva-
sion rates for each species.

6.2.1. Computation of the invasion rates. Referring to Theorem 4, it is im-
portant to describe the set of the ergodic measures on My and to compute,
for each species, the associated invasion rate. We know that there are at
least three ergodic probability measures on My, namely p1, po and ps. Ac-
cording to Proposition 12, there are at most three other ergodic probability
measures on My, denoted by v, 1o and v3. We now compute the invasion
rates of species ¢ with respect to each of these ergodic measures. We detail
the computations for species 1, they are similar for the other species.

Lemma 13. We have
K K o
_ e — A2 — 21— T a3 —
A1(ps) = ;:1 pisi = A5, Ai(u2) = ;:1 P Ay, Ai(pn) =0.

Moreover, when v1,vo and v exist, we have

/\1(V3) = )\1(V2) = O

S S
>\1(V1)=< 2 +—1> Ch,

[ro| — |r
where C1 is an explicitely computable positive constant.

and
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170

H1 | B2 | B3 141 ) V3
110 A‘;’ A(Q) Cl(l%l + ‘f,—;l) 0 0
2/ A3 0 [A] 0 Colreh + 1) 0
3 A% A% 0 O O Cd(_‘sfjrl‘ - ISQT—QTQ')

TABLE 1. Invasion rates

K . .
Proof. Recall that for all u € Perg(Mp), M(p) = >, fMo F'(z,y)du'(z,y),
i=1
with
si — (six + 13y)
1+ sz +ry
In particular, the formulae for A\;(u3) and Ai(p2) are immediate from the
definitions of pe and ps. The fact that A\j(u1) = Aa2(v2) = A3(v3) = 0 is
straightforward from [Benaim, 2018, Theorem 5.1 (i)]. It remains to compute
A1(v1). First, we note that by Proposition 12, v; only exists if pora+pir1 > 0

and pa%- + piyi; < 0. In particular, it can only exists if o and ry are
of opposite signs. Next, we know by Lemma 6 that in this case, v; admits a

density with respect to the Lebesgue measure on Mg, which is given by
Gy)(A +riy)
y(1 = y)|ril

for some function G similar to the function H given in Lemma 6. Thus,

Fi(z,y) =

gi(y) =

1
M) = /0 F(0,9)g1(y) + F2(0,1)g2(y)dy

_ /1 (52 — 1oy N 51 — rly) G(y) dy
0 [rol Il ) y(1—y)

Now, since ¢ and r1 have opposite signs, we have for all y € (0,1)

sy—Ty | SL—T1Y _ S2 | S1
1|’

|ro] r] o

which implies that

1
s2 81 G(y)
A(v1) = —I—)/ ——dy.
= () | v
and concludes the proof. O

The invasion rates for species 1, as well as for species 2 and 3 are summed
up in Table 1. As for C7, Cy and C3 are positive constant that may be
computed. However, since it is sufficient to know the signs of the invasion
rates, it does not really matter to have the exact expression of the Cj.
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6.3. Environment favours and disadvantages alternately two species,
the other one stay neutral over time. With no loss of generality, we
assume the environment promotes and disadvantages alternately the first
and the second species. So without regard to order, only one configuration
is possible:

51> 0>y, rg > 0> so. (13)

In this configuration, many different situations are possible for the long
time behavior. In the following we highlight some of them. Mainly, we
discuss about the situation where the neutral species (the third in the last
configuration) invade the community. Then we prove that persistence of the
three species is not possible with only two environments.

6.3.1. The neutral species invades the community. In this section, we use
results of Section 5.1 to provide sufficient conditions for the invasion of the
neutral species. We also give an example of parameters satisfying theses
conditions.

Theorem 14. Assume that A} < 0 and A3 < 0. Set
A =max(A},A%) <0
Then, for all (x,y) € &\ &, and all s € E,

. 1
Flager (Hmsup Flog |06, 7)) <) = 1

Proof. With the notations of Theorem 7, A = Ag, and thus, by this theorem,
for all & € (A,0), there exists n > 0 and a neighbourhood % of 0 such that,
for all (x,y) € % and all s € E,

. 1
Prag (1msun ¢ log (X Y0l <a) 2 0.
—00

Now, we prove that the point 0 is accessible from & jf By Lemma 26, 0 is
accessible if and only if it is accessible for the vector fields given by gs(x,y) =
(z(s' — (s'z +rly)),y(r' — (x'z 4+ rly))). Consider the convex combination
9p = P19s, + P29gs,. Then g, = gs,, where s, = p1s; + pasa. Now, since
A(l) and A% are negative, s, = (sp,7p,0). Hence, by Theorem 3 and Lemma
26, the flow generated by g, converges to 0 for all initial condition in @@E
In particular, 0 is accessible from é”fj with the vector fields gs, hence it is
accessible for ((X, Yt)>t>0'

Finally, as for the proof of Theorem 9, we have to show that the face & is
repulsive. We use Theorem 4. We know that .,,(&5) contain pq, u2 and
possibly v3. Furthermore, by Lemma 13, Proposition 5 and the assumption
that A} < 0 and A2 < 0, we have that

A3(p1) = A2 >0 and A3(u2) = A} > 0.
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172

Moreover, since we are in the situation

s1>0>n
rg >0> 89’

the assumption Aé =7r1+1ry <0 and A% = s1 4+ s9 < 0 is equivalent to
—ry > rg > 0 and —s9 > s; > 0, which implies 7189 > 79s;. Hence, by
Proposition 19 below, A3(v3) > 0 which concludes the proof.
O
Example 5. Take s = 1/3, r1 = —1/3, sy = —3/8 and 3 = 1/4. Choose
q1 = @2 so that p; = py = % Then
1 1 1
Al — . 2 _ _ 1. 3__ 14
07 g O 4y 0Ty
thus conclusion of Theorem 14 holds. Illustrations are given in Figure 14.

PDMP evolution :

08

. \\§ .

0.0

FIGURE
FIGURE 13. Neutral
12. behavior species invade
of the process on a the community.
neighbourhood of Environment val-
each vertex. ues [0.5,—0.7] and
[—0.8,0.2].

An immediate corollary of Theorem 7 is the following, which gives a suf-
ficient condition for non invasion of species 3.

Corollary 15. Assume that A} > 0 or A3 > 0. For e > 0, define
7 =inf{t > 0 [[(X¢, V2)|| > €}.

Then, there exist e > 0, b > 1, 8 > 0 and ¢ > 0 such that, for all (z,y) €
&\ &, and all s € E,

Erys) (€ ) < e(1+||(z,y] 7).

In particular, species 3 cannot exclude the two other species.
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6.3.2. Persistence is impossible for three species and two environments. We
show in this section that persistence is not possible with only two envi-
ronments. The following section will give an example of persistence for 3
environments.

The following lemma, which is a consequence of results in Benaim [2018],
Benaim and Lobry [2016] and Benaim and Strickler [2019], ensures us that
if an edge has an attractive index, then the process converges to this face,
thus preventing persistence of the process.

Lemma 16. Assume that for some species i, v; exists and that Ai(v) < 0.
Then, for all (x,y,s) € M\ M,

1 ,
. L N < () ) = 1.
P((xvy)vs) (hm sup t log(Xt) =~ )\z(Vz)) 1

t—o00

In particular, species i goes to extinction and persistence is not possible in
that case.

The strategy to prove the lack of persistence is the following. First, we
know by Theorem 7 that when one vertex is attractive (i.e satisfies A; < 0),
the corresponding species has a positive probability to invade the community,
hence preventing the persistence of the process. Thus, we will assume that
all the vertex are repulsive. Then, we show that under this assumption, there
is always, in the configuration (12), at least one non-trivial ergodic measure
(supported by an edge). Finally, we prove that among all the ergodic measure
V1, Vo, U3, there is a species with a negative invasion rate with respect to
this measure, which shows that this species has a positive probability to
disappear and thus that persistence is not possible.

Proposition 17. Assume that all the vertex of the triangle are repulsive,
i.e for each i € {1,2,3}, A; > 0. Then necessarily there exists an invariant
measure on a side of a triangle.

Proof. We prove this result by contradiction. Refers to proposition 5, if on
the edge i, A} and A} are positive, there exists an invariant measure on this
edge. Thus the only configuration possible to obtain no invariant measure
on the edges, when the vertex are repulsive is the one given in Figure 14 (or
the symmetrical case). On the one hand, one has, with the configuration of
figure 14, the following inequalities :

1 r2 71 79
A= — — <0 — <
1 P11+T1 P21+T2 pll+r1 p21+r2
S1—"T1 So —T9 S1 S92
A3 = >0 > —
1 pll—i—rl p21—‘r7’2 p11+T1 p21+7"2

and thus

r1S9 < 7r2S].
But on the other hand, we have:
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FIGURE 14. Impossible situation.

S1 S9 71 2
A= - — >0 — >
! p11+81 p21+52 p11—|—81 p21—|—32
r1T — 81 r9 — 89 S1 S2
A} = <0 < —
0= Py TR P S TP
which imply
T182 > 1281,

a contradiction.
O

The previous proposition states that there exists at least one ergodic mea-
sure on a edge of the triangle. The following proposition deals with the case
where there is only one such measure :

Proposition 18. Assume it exists exactly one invariant measure on a edge
of a triangle, then a species has an negative invasion rate with respect to this
measure. And this species goes to extinction.

Proof. Two case have to be considered :

(1) The invariant measure is on the face 3.
(2) The invariant measure is on the face 1 (or symmetrically on the face
2).
Let us consider first the case 1, we are in the situation of the figure
15 (or in a symmetrical case):

So the following inequalities hold :

1 ] 1 T2
A= — — <0 — <
1 p11+7'1 p21+r2 p11+r1 p21+7“2
S1—71T So — 7T S1 52
NB=piTh 272 4 P -

= >
p11+r1 p21+7"2 147 p21+7"2

we obtain 7159 < r9s1, and so A3(v3) < 0.
By lemma 16, species 3 goes to extinction.
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FI1GURE 15. Ergodic measure on each edge.

For the case 2, the same reasoning is still valid. Species 1 goes to extinc-
tion.

O

The following property clarifies the conditions to obtain negative invasion
rates. Moreover it states, it’s impossible to obtain three positive invasion
rates \;(v;) for i € {1,2,3} :

Proposition 19. The following equivalences hold:
)\1(V1) <0& )\2(1/2) <0< )\3(V3) >0 < s1rg < S9rq

Proof. Remember, we are in situation 6.2, it may possible to simplify the
following inequalities :

S S
/\1(1/1)<0 <~ —1+—2<0 < 71189 > 8172
Ira]  ra
1 T2
)\2(1/2)<0 <— — 4+ — >0 <= 7189 > S179
ls1| sz
T r
/\3(1/3) >0 <— _|81 —17‘1| — |82 —27‘2| >0 < risy > s1ra
And we find the result. O

The previous property states it impossible have persistence if we have two
invariant measures on the faces 1 and 3 or 2 and 3. Because necessarily one
of the invasion rates compared to one of these two measure is negative

Proposition 20. If there exist two invariant measures on face 1 and 2,
necessarily it exists one on face 3 and A3(v3) < 0.

Proof. Assume it exists an invariant measure on edge 1 and 2. Let’s prove
A} and A$ are strictly positive. We are in the situation of figure 16
Then we have
51 52
p11+81 —p21+32

A(l):rl +p1 +rop2 >0

A =-— >0
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FIGURE 16. behavior of the process on a neighbourhood of
each vertex.

and
T — 81 T2 — 52
A} =
0 =PI + P2 1+ 59
S, 52 pir1+pare + pirise + pasim
14 51 1+ 59 (1—|—81)(1+S2)

A(lj + p171S2 + pPasiTy

(1 + 81)(1 + 82)

Note that pir1se and pasiry are positive because r1, so are both negative
and sy, ro are both positive. So A3 is positive.

A similar reasoning gives the same condition for A$.

= A2+

Let us conclude the proof by noting that

A} = p1s1 + pas2 > 0
= 5179 > S9r1 <= MA3(v3) <0

A(l) =71+ p1+1rop2 >0
And species 3 goes to extinction.

O

Corollary 21. If there are exactly two or three invariant measures, at least,
an invasion rate \;(v;), is negative.

Proof. The proof is direct with property 19 O

It is impossible to obtain persistence with only two environments and
three species. In the next section we give an example of persistence with
three species and three environments.

6.4. Persistence for 3 species and 3 environments. In this part we
give two examples of a system with 3 species and 3 environments which is
persistent. In the first example, each species has, in one environment, the
best fitness. In the second, the last species has never the best fitness.
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With obvious notations, we set

A(l) =pir1+pare +pars, Al =-—p1 1 _T_lrl BRCE] :—27“2 RSN -:37"3

Af = p1s1 + pas2 +p3s3, AT =—p1 1 ilsl IR —7—232 RS —T—383

A3 — P 7“11_:8511 +p27”12—:;’22 _'_p37’13_:88337
-

To prove persistence, with theorem 4, we need to calculate the invasion
rates \;(v;) for possible ergodic measures v; (remember if k # i, Ap(v;) = 0).
Thus, we need to obtain an explicit formula for the v; density. We could
follow the same reasoning as in lemma 6. If (U;);~o admits an invariant
measure on (0,1) x E, II, it is absolutely continuous with respect to the
Legesgue measure and admits a density. We still define h; the density of
II(.,43) for i« € {1,2,3}. The h; are in ¥ and verifie the Fokker-Planck
equation :

—hi(qi2 +q13) + q21h2 +g31h3 = —(g1h1)’
—ha(g2,1 + q2,3) + q1.2h1 + g3 2hs = (g2h2)’ (14)
—h3(g32 + q3,1) + q1,3h1 + @2.3h2 = (g3h2)’

Unfortunately, the explicit computation of (h;) now becomes tedious, and
thus we have no explicit expression for the invasion rates A;(v;). In the
following example, we compute numerically the invasions rates \;(v;) and
show that we are in the situation of Theorem 4.

Example 6. In this example, we assume ¢;; = qry, Vi, J, k, 1 € {1,2,3} ,
and S1 :{17%}7 S2 :{_717_71 y 83 :{%1)% .
And it follows

1 5 5 1 5
A== A== A2=— AN==, A== A=-.
076 t3e 0 360 e 036 6
Then there are exactly 3 ergodic measures v;,i € {1,2,3}, so we are in
the same situation than picture 16.

For each of them, we approximate the invasion rate, i.e the quantity
Ai(y) = féadeFg(x)dV,(x) A way of doing it, since the measure is er-
godic, is to use the ergodic theorem. So if (X4, s;)i>0 is the PDMP define by
equation 2 and starting in int(&}) x E, + fOT Fi (Xy)dt 7 Xi(vi).

—>400
Note the initial point (Xo, s9) has no influence on the previous result. In the
following we chose arbitrary initial conditions, others would have led to the

same results.
We proceed as follows:
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e Simulate a large number of PDMP trajectories (1000), on [0, 7] for
T big enough and starting in int(&}) x E.

e For each simulation calculate fOT F! (Xy)dt.

e Take the average on the trajectories to improve our result.

Results :
In each simulation we take T' = 80 and the number of trajectories simulated

is 1000.
(1) For Xy =[0,0.5],s2 = s1 we obtain A\;(v1) = 0.0191
(2) For Xy = [0.5,0], s2 = s1 we obtain \a(r2) = 0.0594
(3) For Xy =1[0.5,0.5], 82 = s1 we obtain A\z(v3) = 0.090
For this configuration of environments we obtain positive invasion rates.
So it proves, using 4, that persistence is possible for 3 species and 3 environ-
ments.

PDMP trajectory, X0=[0.4,0.3] PDMP trajectory, X0=[0.4,0.3]

10

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

FIGURE 17. A PDMP trajectory. T = 1000. Left figure:
X = [0.4,0.3]. Right figure: Xy = [0.01,0.8]

Example 7. We now give an example of persistence in which a species has
never the best fitness. Let us choose as parameters ¢; ; = qi4, Vi, j, k,l €
{1,2,3} , and s; = {0.1,—0.3}, sy = {—0.33,0.1}, s3 = {0.27,0.25}.

So that,

AJ =05, A} =013, A2=0.04, A?=0.19, AJ=0.26, A}=0.20.

As in the previous example, there are exactly 3 ergodic measures v;,i €
{1,2,3} and we are in the same situation than Figure 16.
Let us calculate the invasion rate, with the same method :

(1) For Xy = [0,0.5], s2 = s1 we obtain A (vq) = 0.016
(2) For Xy =[0.5,0],s2 = s1 we obtain A\y(r2) = 0.019
(3) For Xy = [0.5,0.5], s2 = s we obtain A3(r3) = 0.009
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PDMP trajectory, X0=[0.4,0.3]

FIGURE 18. PDMP trajectory, T=1000, X, = [0.45,0.5].

The invasion rates are strictly positive so we conclude that in this example;
we have persistence, even if the last species has never the best fitness. A
trajectory of the PDMP is plotted in Figure 18.

In the two previous examples, the process is persistant, and thus admits at
least one stationnary distribution IT such that II(My) = 1. The numerical
simulations presented in Figure 6 suggest that in the case of Example 6,
that II has full support, i.e. its support is the whole space M. The following
proposition proves this fact, as well as the exponential convergence of the
process towards II for general coefficients.

Proposition 22. Assume that s1, so, S3 are such that

s1>0>nr
r9 >S9 >0 (15)
0>1r3 > s3

or
s1>r; >0

ro > 0> 59 (16)
0>s3>rs
Then, if the process is persistent :

(1) The stationary distribution 11 satisfying IL(My) = 1 is unique and
absolutely continuous with respect to the Lebesque measure;

(2) II has full support;

(3) If furthermore o := sars — ross + s3r1 — 8173 + 8172 — 911 # 0, then
there exist C, 0,y > 0 such that, for all (z,y,s) € My and all t >0,

1 1 1 vt
1P (44,6 (Ut € -) = |7y < C (F + ¥ + m) e

Proof. We only do the proof in the case (15); it can be proved in the same
way for (16).
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For i € {1,2, 3}, we denote by (04(x))t>0 the flow generated by G; := G
and started at z. That is, ¢}(x) is solution to

{%“ = Gi(}(2))
wh(x) = .

Form > 1,1 = (i1,...,im) € {1,2,3} and u = (uy,...,un) € R}, we
denote by ®;, the composite flow: ®,, = o™ o... 0l . For x € M and
t > 0, we denote by O;" (z) (resp. O (x)) the set of points that are reachable
from x at time ¢ (resp. at any nonnegative time) with a composite flow:

Of (z) = {®L (2), (i,v) € E™ xRT,meN,v + ...+ v, =t}

i

ot (z) = | Of ().
>0
We define the set of points that are accessible from & as

I'= ﬂ Ot (x).
TEEY

According to Corollary 4.6 and Remark 14 in Benaim [2018] and to Theorem
3.4 and Proposition 3.11 in Benaim et al. [2015], I’ x E is included in the
support of II for all stationary distribution II such that II(My) = 1. Thus,
point (2) is proved if we show that T' = &.

For z € & and i € {1,2,3}, we let 7% (z) and +’ () denote the positive
and negative orbit, respectively, of  under the flow ¢’, namely :

Vi) ={gi(x),t = 0}, ' (x) = {pi(z),t <0}

In situation (15), for all z € &, 7% (z) is a regular curve linking z to e;,
while 7¢ (z) is a curve linking z to e;;1, where i + 1 is taken modulo 3. We
claim that for all z,y € & with x # y, there exist 7,7 € {1,2,3} such that
vi(z) N 'y]_(y) # 0. In that case, let z € v (z) N v (y) # 0. Then, there
exist t,s > 0 such that z = pi(z) = goj;s(x). Hence, by the flow property
of ¢/, we get y = gog o ¢i(z), and thus y is accessible from z. This shows
that & C O (z), for all z € &, hence & C T and point (2) is proven since
& D I'. We now prove the claim. Let z,y € & with x # y. Then the
vi (z),i € {1,2,3} are three regular curves linking x to each vertex of &,
while the 'yi(aﬁ),i € {1,2,3} are three regular curves linking y to each vertex
of &. In particular, at least one of these three first curves has to cross one
of the three other, which proves the claim.

We pass to the proof of point (1). Let z € &. Then, there must exists
a point y € i (z) such that G1(y) and Ga(y) are linearly independent. If
not, one would have for all y € v} (z), G1(y) = a(y)Ga(y) for some negative
function «, which would imply that v} (z) = 72 (z). This is a contradiction
since 74 () is a curve linking x to e; while 42 (z) is a curve linking = to
e3. Hence, the weak bracket condition holds at y which belongs to I', thus
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IT has to be unique and absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure by Corollary 6.3 in Benaim [2018].

To prove point (3), we also use Corollary 6.3 in Benaim [2018]. According
to this corollary (which is a consequence of results in Benaim et al. [2015]
and Bakhtin and Hurth [2012]), it suffices to find an accessible point (z,y)
(thus a point in &) such that G (z,y) — Ga2(z,y) and Ga(x,y) — G3(x,y) are
lineary independent. One can check that

1o —
et (G — G, Gy = Ga) (o) = 2 =20

where h(z,y) = (1 + s1z + my)(1 + sox + roy)(1 + s3z + rzy) > 0. In
particular, if sorg — 1983 + s37r1 — S173 + S172 — S9r1 # 0; G1(x,y) — Ga(x,y)
and Ga(z,y) — Gs(x,y) are lineary independent and point (3) is proven. [

(82T3—T283+83T1—517“3—|—817”2—527“1),

Remark 7. Using the same kind of proof, it can be shown that II has full
support in more general situation. Indeed, the assumption that the process is
persistent implies that each of the species has exactly once the worst fitness.
Indeed, if one species (say 1) has never the worst fitness, it has to be better
than another one (say 2) in each environment, which implies that species 2
will go to extinction according to Corollary 11. Moreover, if the process is
persistent, by Theorem 9, none of the species can have the best fitness in
every environment. Thus, in the persistent case, we are either in case 15 or
16, that are handled by the previous proposition, or in a situation like in
Example 7. That is

s1>0>m7r

ro > 0> 59 (17)

sg>1r3 >0
With the same notations as in the proof of the previous proposition, one can
see that the v° (y) for i € {1,2,3} are still three regular curves linking one
to each vertex of &. However, now v} (z) and 43 (z) are curves linking = to
ey, while %Qr(x) is a curve linking = to es. To be able to conclude as in the
previous proof, we need ez = 0 to be accessible from z. This is for example
the case if one can find ay, as,az > 0 such that

a1581 + asss +azs3 <0 and  airy + asre + azrz <0, (18)

by the argument given in the proof of Theorem 14. In this case, e; € OT ()
and as before, /() has to have a nonempty intersection with one of the
fyi_(y), and we can conclude that in this situation, II is unique and has full
support. In Example 7, take a; = as = 1/2 and az = 0, then (18) is satisfied
and thus II is unique and has full support. Note also that the condition
SoT3 — 1283 + S3r1 — S1T3 + S172 — Sor1 # 0 is satisfied, thus the process
converges exponentially fast to II.

6.5. Conclusion. In this part, we treat the whole case of tree species and
two environments, and we prove persistence is impossible in this situation.
On the other hand, if we deal with 3 species and 3 environments, we are
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able to exhibit configurations where persistence is possible. Of course many
other configurations of fitness gives persistence to. But, we actually are
unable to give explicit conditions on fitness to characterize them. However
numerical (deterministic) approximations may be used for each environment.

In view of the results of the previous sections, we formulate the following
conjecture, that we have proved for 2 and 3 species.

Conjecture 23. Persistence of the system is possible if and only if there are
at least as many environments as there are species.

7. APPENDIX

7.1. Proof of Theorem 2. Let (U/)n,>0 = (X;,s])n>0 be the Moran
model described in section 1.1, (Ui)i>0 = (X¢, st)t>0 the PDMP given by
equation 2 and (Z{)i=0 = (Xy/, $¢/s)t=0 the PDMP in the time scale of the
discrete process, whose generator is given by L.

Our goal is to quantify the difference
Ex,s (f(Ut) - f(UtJ)>

for f : # — R regular enough. First note that, since Uy = ZtJJ, we can
rewrite this difference as

Evs (£(2) = $(2}5) ) +Bas (£(Zs)) = FUL 1)) ¥Eas (FU] 5 - £T)).

We first show that the first and last term of the above quantity can easily
be controlled. For all ¢t > 0 and J > 1, one has 0 <t — % < %, hence Lt—JJJ
converges to t. The probability that (s,),>0 perfomes a jump at time ¢ is

zero, hence, almost surely, for J big enough, s L) = s¢. In particular, if f is

C', one has

[(Ze0) = FZa)] < 1FON | X = X e

)

where Hf(l)” = maX(; s)e.s |f€l,(‘r)| Let CG = MaX(y s)e.s |G8(x)|7 then

t
/WJ Go (Xa)du

J

[tJ] Ca
< t— —— < —
_< Ni CG_ Ja

)Xt—XM
J

which implies

C
|£(Zes) = F(Zea)| < 15V
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Furthermore, UtJ = ( X’if , §,g] ) and by definition, 5;57 = S‘L]t J| and
. LtJJ
|7 - X{iy| =7 (t [ Xty = XPo

= ‘XéJJ+1 - ij‘ :
Thus,

Ky — X < U2
[tJ]+1 — X[t 7

Ees (£(U7hs) = F@)] < 1 DIEx.,

because the difference between X/ 41 and X is at most 1/J. Therefore, one
can look at the difference

Ez s (f(Z[]tJJ) - f(ULJtJJ))

because
Eas (FU) = FUL))| < 1P VN2 + B (£(280) = £U)))-

We set T} f(z, s) = E, 5 (f(Z{)) and S;C]f(x, s) = Eg (f(X;])). When there
is no ambiguity, we shall drop the exponent J on T and S7. With these
notations, our aim is to control || T, f — Sy f|7, where n = [t.J|.For this, we
can use the following inequality, proved in Gackou et al. [2019] :

Cg—f—l

n—1
ISnf = Tuflls <D (St = T)Tef s (19)

Thus we are reduced to the study of ||(S1 —T1)g||s for g regular enough. We
start by the following lemma :

Lemma 24. There exists y0,71,72 > 0, such that for all g € C3(.7),
ast s

M )
gl g lJ
1S1-Tglls < vollllr 151 4, ] J2” +2) | P lg HJ+0( 5)-

, —
J2 5,8
s'#s

Proof. We first show that for g which is C?3,

1 1
Tlg(x7 S) = g(a:, 3) + Lg(l‘, 3) + ing(‘rv S) + O(ﬁ)
et (Z;)i>0 be the semigroup associated with the PDMP (Uy)>0 : Qig(z,s) =
E; s(g(Ut)) and & its generator :
se(l—2x) 0

Zg(@,s) = (1+ sx) oz7

S) + Z ast,s’ (f(stl) - f(xa 3)) .

s'elE
Then, one has T} = &;,; and L = 1.,% It is well known that for g in the
domain of .Z,

0
aﬂtg(x,s) =P Lg=L Py
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In particular, if g and Zg are in the domain of .Z, then Z;q is twice differ-
ential with respect to time and

62
@«@tg(% 5) = «@tiﬁQQ = 32321697

where .£?g = £(Zg). In the case of PDMP, it is possible to prove that
when ¢ is C2, then both ¢ and Zg are in C3.
Thus, we obtain the following Taylor development :

Tig(x,s) = P9(x, s)

= 4(0,) + 3L0(0,9) + 5 5L 0(2,9) + O(35)

2J2
=g(x,s)+ Lg(x,s) + §L29(:Jc, s) + O(ﬁ)
Hence,
Sig—Tig=519—9—Lg— %ng + 0(%)-
Moreover, we have
S19(z,5) = Eqs (g( i]a 51))

=P/ Eaus (9(X7,5)) + > PLiBes (9(X7,5),
s'#s
which leads to (we drop the J in P ¢ for better readability)

Slg(x,s) - Tlg(st) = Ex,s (g(Xi]7S)) - g(mas) - LCQ<$7S)
(Pss — 1) (E s(g (Xi],s)) - g(x,S))
+ZPss zs X17 ))_g(xvsl))
s's
ast s
+ s,s" T (g(l’,Sl) —g(I,S))
% (e =20)
_ %LQ (2,5) + O(—=

J3 )

We now prove that the three first terms are of order 1/.J2, with bounds con-
trollable by the derivative of g. Note that by definition of L?, it is immediate
that there exist some constants 7, 7] and ~5 such that

lolls /Mgl lg®ls
12905 < % 55"+ gy

Since in one step, the difference X{ —z is of order 1/.J, we have the following
Taylor development :

E., (9(X{,5)) = g(x s’)—l—@(x s"E [XJ—m]—F@(:E s')lE [(x{ —x)2]+0(i)
z,s \G\A1 s g\x, oz x,5|<% 1 g2 B85 e 1 73
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By Proposition 1 and definition of L¢, we thus have

2)
|E;cs ( Xl ,5)) (.’E,S) — ch(fl'f,s)| S ||gJQH +O( )

The previous Taylor development also gives that

T,s 17 gx,s)’_ J JQ)

Now, since for all s' # s, limj_ o P, /J asQs ¢, we have Py ¢ = O(1/J),
which concludes the proof. U

+0(

Let f € C3(#). In view of inequality 19, we want to apply Lemma 24 to
Ty f, for 0 < k < n — 1. For this, we need to prove that T} f is regular for all
t > 0, and to give an estimate on the derivative of T;f :

Lemma 25. Let C = max(, gc.s |‘98% (z)| and K = max, )¢ |D*Gy(x)|.
Then for all f € C*(.#), for all t > 0,

(2 )V < exp(C)]| £V,
and
12 < expCt) (117D + KL
In particular,
(TGO < exp(C V],

and

ITn®| < esp20) (1rO) -+ K1572).

Proof. For s € E, we denote by ¢f(x) the flow generated by G and started
at x. That is, ¢ (x) is solution to

0ps (x s

5 = Gali(e)
i) = .

By C* regularity of Gy, for every t > 0, z — ¢f(z) is C®°. Let (Sp)n>0

and (Tn)nzo denote the sequence of postjump locations and of jump times
of (s¢)i>0, respectively. Under P, 5, one has

5
X! = cptN%N .09 (@),

where we have denoted X} the process X; to emphasis the dependence on z.
From this equation, since the sequences (Sy,)n>0 and (T},),>0 do not depend
on x and since every ¢°® is C°°, one deduce that x — X7 is C'*° almost surely.
We can also write

t
Xf:x—&—/ Gs, (X3 du,
0
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that we can differentiate with respect to x to find

aX”—H/tDG x2) 2 xzay
At 0 Sul Ul Gy

Using Gronwall’s inequality, we deduce that

0
7X:E Ct.
ox

Differentiating once again, we find

2
/ D2Gsu(X””)< X"”) du + / DGy, (XF) 88 XZdu,

which leads to

62
‘ain'” < K (e
xXr

Using once again Gronwall’s inequality, we deduce that

XZ < K(eC’t ) Ct S Ke2Ct.

82
=

Now let f € C?(.#), then

SO0 = (51 (X2 05 X
and thus
9 iy
e X0 < 170
Furthermore,

2 . g . o ..\ (0 e 3 e
@f(Xt ,St) = (85[;2f> (Xt ,St) <8$Xt> + <81Uf> (Xt 7575)@)(} )

hence

2
I 50| <

e (11 @) + K111
(]

We can now finish the proof of Theorem 2. Using inequality (19) and
Lemma 24 applied to g = T} f, we have :
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n—1
1Snf = Tufl < D _11(S1 = TOTRf|

k=0

1 n—1 ) )

< = 3 (vl Tefll + T Al + 2l T3 1)
k=0
n—1

S SS l

D DDA VTR EeTE

k=0 s'#s

Now, since n = [tJ], we get that 3277, O(%) = O(%) Moreover, by

Lemma 25, we have

n—1 n—1

<
D@HDN< IO et = ||f(1)|\
k=0 k=0

“‘Q &\Q
—_

Since €7 — 1> % and n = [tJ| <tJ, we get

n—1 ) . etc_
S ITAHDI < V)T ——

For the same reason, we get that
2tC 1

n—1
2) (1) 2 e
3 T) I< (IO + K1F20) T e

hence

=2 2T I+ T 1+ I T2 A1)
k=0

1 t2C_1 W) K62t0_1 @)
t
< 3 (Bl m U+ k1 )

This, together with the fact that

nz:lz PJ _asts

s,s’
k=0 s'#s

”kaH < |J - ast,s/| Hf“

conclude the proof of Theorem 2.

7.2. A lemma for accessibility. This section is devoted to the statement
and the proof of a lemma which is useful for accessibility issue. Let E be
a finite set, and for all i € E, let f; : R — R be a globally integrable
vector field. For i € E, we denote by (pi(x));>0 the flow generated by f;
and started at z. That is, ¢i(x) is solution to

{6‘%@ = fi(pi(z))
o) = .
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Form > 1,1 = (i1,...,im) € {1,2,3} and u = (uy,...,un) € R}, we
denote by ®i the composite flow: ®i, = pim o...0 902}1. For z € RY and
t > 0, we denote by O}:t(:v) (resp. O;{(x)) the set of points that are reachable
from x at time ¢ (resp. at any nonnegative time) with a composite flow:

Of (x) = {®}(2), (i,v) € E™ xR, m e Nvy + ... + v, = t},

Of (z) = J Of,(2).

>0
For B C R, We define the set of points that are accessible from B (with the
vector fields (f;)icg) as

Trp =) 0f(x)
reB

These accessible sets are linked to the support of invariant probabiliy measure
of PMDP, see e.g. [Benaim et al., 2015, Proposition 3.17]. With these
notations, we have the following lemma :

Lemma 26. Let (f;)ice and (gi)ice be two families of globally integrable
vector fields on R, Assume that for all i, there exists a positive, Lipschitzian,
bounded function h; : R — R such that g; = h;fi. Then, for all x € R, one
has

O?(x) = O;(aj).
In particular, for all B C R¢

Uyp="TLgp.
Proof. Since g; = h; f;, one can find, for all i € F' and x € Rd an increasing
bijection a;, : [0, +00) — [0+ c0) such that, for all t > 0, ¥j(z) = ¢!, ) (x),

where 1" and ¢; are the flow generated by g; and f;, respectively. Now, let
y € (’)}r(x) Then, there exists (i,v) € E™ x R such that

y=@y(x) = ¢l 0. 0 (2).
Hence,

y=uin 0.0y

(tm) ag! (u1)

v v (),
G 0--00id (@)
and so y € O;(az). Since the functions « are bijective, we can prove the

converse inclusion, hence the equality of Oj[(x) and O (z) O

With the notations of the main sections of this paper, one has

GS(:E) = hS(IE)fS(CC),
where hg(x) = 1+ s'a! + ... 4+ 525 and fi(x) = 2'(s’ — (s'a? 4+ ... +
s92°)). The particular interest of the lemma lies in the fact that a convex
combination of the f is given by the function with the convex combination
of the coefficients. That is, if (as)ser are nonnegative such that > as =1,
and if we set for s, = ) _pass, then Y agfs = fs,.
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Annexe A

Liste des symboles

A Nombre d’ancétres dans le réservoir de la population étudiée. 14, 20
a; Nombre d’ancétres de I'espece i (3_a; =A). 14

ai,j Lejéme ancétre de I'espece i. 14
€/ Espace des fonctions j fois dérivables dont la jéme dérivée est continue. 32

& Ensemble des valeurs prises par le vecteur d’abondance X;. 50, 55
&y Espace d’extinction d’au moins une espéce. 50
é"oi Espace d’extinction de I'espece i. 50

e; Le iéme vecteur de la base canonique. 62
I; Espace d’états de la chaine de Markov discréte. 7

J Nombre d’individus dans la communauté. 7, 20

J; Nnombre d’individus de 'espece i parmiles J. 14
Z Génerateur d'un semi-groupe de transition de la solution d’'une EDS. 43

M Espace dans lequel évolue le PDMP. 57

m Parameétre d'immigration. 7

M* Ensemble de M dans lequel toutes les espéces sont présentes. 57
My Espace d’extinction d’au moins une espéce pour le PDMP. 57

S Lensemble des especes. 20

M’; Le ieme moment de X;. 35

Ms Mesure invariante du processus de saut s;. 59
ni,j Le nombre de descendants de I'ancétre j de I'espece i. 14

Perg(B) Ensemble des mesures de probabilité ergodiques sur B. 58

¢;,; Le nombre d’ancétres de I'espece i ayant j descendants. 15

1t Mesure invariante d'un processus Markovien. 42, 43

s Mesure invariante dans le cas de S especes.. 43

pl, Proportion d’individus de 'espece i dans le réservoir au temps 7. 20

Vs Le nombre d’espéces dans la communauté ayant la méme descendance ancéstrale o. 14
P;f(x) Semi-groupe de transition de la solution X; d'une EDS. 43

IT¥ Mesure d’occupation du processus U;. 58
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Q™ Générateur du processus d'immigration. 48

Zeq Lindice de Simpson aI'équilibre. 12, 13
o; Ladescendance ancestrale de 'espece i. 14
% Indice de Simpson. 21, 30

si, Valeur de I'indice de sélection d 'espéce i au temps 7. 20

Ty Premier temps d’atteinte de 0 par le processus (temps d’extinction). 40
T; Premier temps d’atteinte de 1 par le processus (temps d’invasion. 40
T1,0 Premier temps d’atteinte de 0 ou 1 par le processus (min(T;, Tp)). 41

0 Taux d’évolution du réservoir. 13

U, U, = Xy, mp, P, Sn), le vecteur donnant 'état de la population et de I'environnement au
temps n.. 21

v; Processus de diffusion borné. 39
w!, Nombre d’especes dans la communauté représentées par i individus au temps n. 8

X, Levecteur ayant pour coordonnée X’n 7,20, 48

X; Proportion de I'espéce 1 dans la communauté dans le cas ol S = 3, sinon il s’agit du vecteur
ayant pour coordonnée i, X’t 51,57

X!, Proportion de I'espéce i dans la communauté au temps n. 7, 20
Y; Proportion de I'espéce 2 dans la communauté (utilisé dans le cas de ot S = 3). 51

Z; Proportion de I'espéce 3 dans la communauté (utilisé dans le cas de ot S = 3). 51
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