
HAL Id: tel-03041562
https://theses.hal.science/tel-03041562

Submitted on 5 Dec 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Corrélations d’appariement dans des gaz de Fermi
ultra-froids et dans la matière de neutrons

David Durel

To cite this version:
David Durel. Corrélations d’appariement dans des gaz de Fermi ultra-froids et dans la matière de
neutrons. Physique Nucléaire Théorique [nucl-th]. Université Paris-Saclay, 2020. Français. �NNT :
2020UPASP032�. �tel-03041562�

https://theses.hal.science/tel-03041562
https://hal.archives-ouvertes.fr






Remerciements

Que dire après ces trois années passées à IJCLab, où IPN si on se place avant la fusion. À
l’heure où je réfléchis à la manière d’écrire ces remerciements, je me dis que la justice, qui
impose de remercier touts ceux que j’ai croisé à leur juste valeur, m’empêche justement de
procéder à un listage de noms. Certains seraient inévitablement mis en avant par rapport
à d’autres (pour de bonnes ou de mauvaises raisons...). C’est pourquoi je fais le choix de
raconter l’histoire de ces trois ans (et même un peu plus) plutôt que de faire un véritable
annuaire de chaque cas contact.

Mon histoire avec l’IPN commence lors de mon stage de M1 que j’effectue dans le groupe
PHEN, pour y faire de la physique hadronique expérimentale. Au cours de mon M2,
je découvre que la physique nucléaire ne se limite pas au modèle en couches, bien au
contraire, mais se situe à un véritable carrefour de tout un tas de domaines aussi riches
les uns que les autres. Fasciné par cette branche de la physique (souvent méprisée) que je
découvre, je prends contact avec Michael Urban 1, mon futur directeur de thèse pour effec-
tuer mon stage de M2 sur la croûte interne des étoiles à neutrons. Merci à lui de m’avoir
fait confiance. Et l’aventure commence en me retrouvant stagiaire dans le groupe théorie
de l’IPN. Durant ce stage je rencontre les membres de l’équipe ainsi que les doctorants
et post-doc mais le plus important, j’entends parler d’un projet d’envergure : la fusion.
Celle-ci a pour but de fusionner cinq laboratoires de la vallée entraînant une restructu-
ration interne menant à la fusion du groupe théorie avec un autre laboratoire de théorie.
Cette première rencontre a été l’occasion pour moi de griller les saucisses au barbecue des
théoriciens. Arrive alors l’heure du concours de l’école doctorale pour attribuer, ou pas,
la si précieuse bourse de thèse. S’ensuit alors un stress insoutenable au moment d’ouvrir
le courriel qui allait décider de mon avenir. Mais si vous êtes en train de lire ces lignes,
vous vous en doutez, c’est que la nouvelle a été bonne.

Me voici donc thésard à l’IPN, que dire ensuite ? Cela a été une très bonne expérience.
Bien sûr je ne vais pas être original en disant qu’il y a des hauts et des bas, des moments
où on en a vraiment marre, où rien ne marche et où on se dit qu’on est vraiment bon
à rien. Encore merci à Michael qui ne m’a jamais laissé tomber et qui a toujours été là
quand j’ai eu besoin d’aide. Dans les autres points négatifs, je pense ne pas être le seul
à avoir eu à subir Condor qui asséchait nos cœurs tant désirés. Je profite de ce moment
pour signaler que je trouve toutes les critiques sur le CESFO injustes et que j’y ai bien
apprécié la nourriture (surtout les olives vertes). Dans une thèse, il y a aussi de bonnes
choses, heureusement. La joie immense de publier son premier article, cette sensation de
poser sa petite brique à l’édifice de la physique, je pense que ce n’est pas rien. C’est aussi

1. je mentionne quand même le nom de mon directeur de thèse

iii



Remerciements

l’occasion de voir d’autres lieux, entre l’école à Florence, et les conférences à Varsovie et
à Toulouse, ce fut aussi des moments agréables. D’un point de vue plus comptable, le
contrat doctoral permet de toucher son premier salaire régulier. Cela m’aura permis de
m’acheter la moto de mes rêves : la Yamaha YZF R6 (de 2009).
Comment ne pas remercier la merveilleuse équipe de doctorants du groupe, ceux qui sont
déjà partis et ceux qui restent. Pour parler de ce qui reste, j’ai été enthousiasmé chaque
jour de la semaine par toutes nos discussions (scientifiques, politiques, économiques, so-
ciales et tant d’autres) à tel point que je suis maintenant confiant dans l’idée que nous
saurons être acteur de notre avenir. Vous me manquerez sincèrement. Je leur souhaite
évidemment bon courage pour la suite malgré le covid et surtout sa gestion exemplaire
par notre gouvernement de choc. Cela me donne l’occasion de mentionner l’autre maladie
qui a fait trembler le groupe avant le covid : la tuberculose. Tout le groupe a ainsi dû
passer des tests et l’ironie veut bien sûr que les deux qui ont été testés positif soient ceux
qui ont été le moins en contact avec le patient zéro.
Enfin comment ne pas parler de ce qui a animé, et anime toujours la vie du groupe 2, la
fameuse fusion. Durant mes trois années de thèse, j’ai vu ce thème récurrent être abordé
au point de polariser de plus en plus les discussions entraînant inévitablement de nom-
breuses tensions pour finir inexorablement vers la fission du groupe. Quelle tristesse de voir
maintenant des gens qui autrefois rigolaient ensemble faire maintenant salle à café à part.

Comme le dit le vieil adage, le temps passe vite. Me voilà donc en troisième année.
Année un peu bizarre grâce au covid qui est venu chambouler un peu le planning de fin
de thèse. Le (premier ?) confinement aura été l’occasion de rédiger une bonne partie du
manuscrit au prix de voir mon tour de taille s’agrandir. Passé cette période particulière-
ment pénible 3, il vient naturellement la question de la soutenance. Le stress est encore
une fois venu du covid et des possibles mesures surprises qui pouvaient tomber n’importe
quand, comme l’annulation de la soutenance ou encore l’obligation de présenter en vidéo-
conférence. Merci aux membres du jury, à ceux qui ont fait le déplacement mais aussi
à ceux qui ont dû y assister par vidéoconférence. Évidement merci aux membres de ma
famille qui ont fait beaucoup de route pour m’entendre parler de truc incompréhensible
pendant deux heures. Et enfin merci aussi à mes amis qui ont aussi fait le déplacement
pour assister à ma soutenance.

Je vais sortir de l’univers de l’IPN pour dire quelques mots à propos du réel plaisir que j’ai
eu à pratiquer les arts martiaux. J’ai découvert l’aïkido à l’université lors de mon M1 que
j’ai pratiqué année après année jusqu’à ma troisième année de thèse. De là, j’ai découvert
une discipline cousine, l’aïkibudo (et le kobudo) que je pratique toujours dans un club
composé de membres formidables. Si vous lisez ces lignes, ce fut de très bons moments
passés en votre compagnie et j’espère que mon avenir professionnel me donnera assez de
souplesse pour pouvoir continuer la pratique avec vous.

À Orsay, le mardi 27 octobre 2020
David

2. enfin de ce qui l’en reste
3. Je parle du confinement, pas de la rédaction : tourner en rond dans 18 m2 pendant deux mois donne

un avant-goût de la vie carcérale (le viol en moins). Merci du fond du cœur pour cette punition collective.

iv



Sommaire

Remerciements iii

Sommaire v

Présentation générale 1

I Matière de fermions corrélés

1 Fermions fortement corrélés et crossover BCS-BEC 5

2 Application de la RPA dans les gaz de Fermi polarisés à température
nulle 19

3 Application de la r-RPA dans les gaz de Fermi à température nulle 31

4 Corrélations dans la matière à neutrons à température finie 51

II Phonons de grandes longueurs d’onde dans la croûte in-
terne des étoiles à neutrons

5 Étoile à neutrons : quelques généralités 75

6 Théorie effective de la croûte interne : aspect superfluide 81

7 Déformations élastiques de la croûte et résultats 95

Conclusions 117

Annexes

A Développement analytique de la fonction J A1

B Base des fonctions chapeaux B1

C Calculs de la self-énergie et des nombres d’occupation à température
finie C1

v



SOMMAIRE

D Quelques mots sur les EDF D1

E Équation d’Euler-Lagrange E1

Bibliographie I

Index XI

Table des matières XIII

Table des figures XVII

Table des tables XXI

vi



Présentation générale

La superfluidité est un phénomène physique qui a été découvert au vingtième siècle et
dont la compréhension se fit sur des décennies. Le phénomène supraconducteur a été mis
en évidence par Kamerlingh Onnes en 1911 et le premier superfluide fut créé en 1935 à
partir de l’hélium 4. Si la superfluidité bosonique fut rapidement reliée au mécanisme de
condensation de Bose-Einstein (BEC), la superfluidité fermionique sera comprise avec la
théorie de Bardeen, Coopper et Schrieffer (BCS) qui fournie la description microscopique
de ces phénomènes. En dessous d’une certaine température, les effets de milieu vont per-
turber l’état fondamental des fermions de tel sorte que l’état le plus stable est un état
apparié. On a ainsi la formation de paires de deux fermions qui globalement se comportent
comme des bosons.
Ce phénomène d’appariement responsable de la superfluidité et de la supraconductivité
joue un rôle important aussi bien dans la description des noyaux atomiques que dans la
matière nucléaire. Celle-ci se rencontre justement dans les étoiles à neutrons qui possèdent
une structure interne assez variée. Si le cœur est constitué de matière homogène ce n’est
pas le cas de la croûte qui possède une structure cristalline. En particulier la structure de
la croûte interne contient un gaz de neutrons superfluides.
Il est cependant difficile de tester les modèles de superfluidité directement à partir des
étoiles à neutrons. Mais ces phénomènes d’appariement apparaissent aussi dans les gaz
d’atomes froids que l’on sait piéger en laboratoire. L’avantage de ces systèmes est que l’on
contrôle complètement l’interaction entre les atomes du gaz. On peut alors choisir l’inten-
sité des corrélations d’appariement dans le gaz et donc parcourir le crossover BCS-BEC
c’est-à-dire passer d’un gaz où les corrélations sont faibles (type BCS) à un condensat
de molécules (type BEC). Dans la zone du crossover, les corrélations d’appariement sont
importantes et une théorie de champ moyen comme BCS échoue à décrire correctement
le superfluide. Des théories au-delà du champ moyen doivent donc être utilisées.

La première partie de cette thèse se concentre sur les corrélations d’appariement dans
les gaz d’atomes froids et dans la matière de neutrons. Pour calculer ces corrélations, on
utilise le formalisme de la matrice T dans le milieu. Ce formalisme ne permet pas de
décrire la phase superfluide, ainsi toute notre étude se portera sur la phase normale. La
transition vers la phase superfluide est déterminée quand une instabilité apparaît dans la
matrice T .
Le chapitre 1 est une introduction générale qui reprend les bases des phénomènes super-
fluides. On effectue une brève présentation du crossover BCS-BEC afin de bien préciser
le vocabulaire propre aux gaz d’atomes froids.
Les progrès techniques en matière de piège permettent maintenant de constituer des gaz
polarisés c’est-à-dire avec une asymétrie de spin. Ces gaz polarisés permettent l’exis-
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Présentation générale

tence d’une nouvelle phase d’appariement appelée phase Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov
(FFLO). Cette polarisation rend moins favorable la formation de paires et permet à un
gaz à température nulle de rester dans la phase normale s’il est au-dessus d’une polarisa-
tion critique Pc. Notre étude porte donc sur ces gaz polarisés à température nulle. Dans
le chapitre 2, on applique le formalisme de la matrice T dans le milieu pour calculer les
corrélations d’appariement. Ce formalisme porte aussi le nom de RPA particule-particule
(pp-RPA).
Le formalisme de la pp-RPA se base sur un état fondamental non-corrélé et sous-estime
donc les corrélations. Dans le régime du crossover où les corrélations sont grandes, il de-
vient nécessaire d’utiliser des théories au-delà du champ moyen. Dans le chapitre 3, on
applique l’une d’elles qui porte le nom de RPA-renormalisée (r-RPA). Ce chapitre fait l’ob-
jet de la publication [Durel et Urban, 2020a]. La r-RPA est une approche auto-cohérente
dans laquelle on utilise les nombres d’occupation calculés avec la RPA pour former un
état fondamental corrélé. On doit alors observer une réduction de la polarisation critique,
surestimée avec un calcul RPA.
Le chapitre 4 rompt avec les gaz d’atomes froids puisque l’on s’intéresse à la matière à
neutrons qui a fait l’objet de la publication [Durel et Urban, 2020b]. Les corrélations sont
toujours calculées avec le formalisme de la matrice T mais cette fois-ci à température finie.
Les corrélations nous permettront de mieux caractériser la température critique de tran-
sition superfluide Tc en particulier à faible densité qui correspond au régime du crossover.

La deuxième partie de cette thèse concerne la croûte interne des étoiles à neutrons. Elle
fait l’objet de la publication [Durel et Urban, 2018, Durel et Urban, 2020c]. La croûte
interne est formée d’une structure cristalline entourée d’un gaz de neutrons superfluides
et d’un gaz d’électrons. La structure cristalline est composée de noyaux, appelés clusters,
riche en neutrons. À la limite avec le cœur, ces clusters vont se déformer et prendre la
forme de cylindres et de plaques ce que l’on appelle les phases pasta. Le chapitre 5 consiste
en une présentation générale des étoiles à neutrons et des différentes structures qui la com-
posent. On y présente également le rôle de la croûte interne dans les phénomènes observés
comme le refroidissement de l’étoile ou les glitches.
Dans la thèse [Martin, 2016], il est développé un calcul basé sur l’hydrodynamique su-
perfluide pour calculer le couplage entre les neutrons superfluides et les clusters. Dans le
chapitre 5, on reprend les résultats hydrodynamiques qui y sont développés pour construire
à partir d’un modèle de coexistence de phase, une densité Lagrangienne associée au mou-
vement des neutrons superfluides couplés aux clusters.
Dans le chapitre 6, on étend notre densité Lagrangienne pour prendre en compte les défor-
mations élastiques du réseau pour la phase cristalline mais aussi pour les phases pasta. De
là, il est possible de calculer les modes propres associés aux déformations et ainsi calculer
la capacité calorifique de la croûte interne.
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Chapitre 1

Fermions fortement corrélés et
crossover BCS-BEC

Ce chapitre est une présentation très générale des systèmes de fermions corrélés. Il contient
une présentation générale du crossover BCS-BEC dans les gaz d’atomes froids qui sera le
sujet des chapitres 2 et 3. Il contient aussi quelques éléments sur la matière de neutrons
qui sera traité dans le chapitre 4.

1.1 Introduction générale

La physique des systèmes complexes, dans le sens où ils sont constitués d’un grand nombre
d’éléments, fait naturellement émerger un grand nombre d’effets physiques. Les propriétés
du système ne se décrivent pas comme la somme des propriétés individuelles de ses consti-
tuants. Les effets de milieu vont gommer les propriétés microscopiques et faire émerger des
effets collectifs macroscopiques. C’est un problème bien connu des physiciens nucléaires.
Personne ne prétend décrire le noyau atomique à partir du Lagrangien de la chromody-
namique quantique (QCD). Les degrés de liberté pertinents à cette échelle vont être les
nucléons et l’interaction nucléaire qui s’applique résulte d’une interaction nucléon-nucléon
effective dans le milieu.

Un des plus beaux exemples de phénomène physique qui émerge des effets de milieu est la
supraconductivité. Elle illustre parfaitement un phénomène qui fut compris des décennies
après être observé. Historiquement, cela commence en 1908 quand Kamerlingh Onnes par-
vient à liquéfier de l’hélium à 4,2 K. Cela permet en 1911 à Holst et à Kamerlingh Onnes
de mesurer la résistance électrique du mercure à basse température et d’observer que celle-
ci disparaissait en dessous d’une température critique Tc = 4,15 K [Kamerlingh Onnes,
1911]. Deux ans plus tard, Kamerlingh Onnes découvre qu’un champ magnétique dé-
truit ce phénomène supraconducteur. En 1933, Meissner et Ochsenfeld observent qu’un
champ magnétique est totalement expulsé d’un supraconducteur [Meissner et Ochsenfeld,
1933]. En 1935, les frères London 1 [London et London, 1935, London, 1935] proposent
la première description de la supraconductivité. Plus précisément, il s’agit d’un modèle
phénoménologique de l’électromagnétisme associé à un supraconducteur, modélisé par un
fluide normal et un superfluide au sens bosonique. Cette superfluidité bosonique sera ob-

1. Fritz London (1900-1954) et Heinz London (1907-1970)
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servée dans l’hélium 4 en 1937 par Kapitza [Kapitza, 1938] et indépendamment par Allen
et Misener [Allen et Misener, 1938]. En 1950, Ginzburg et Landau proposent une théorie
phénoménologique basée sur les transitions de phase pour décrire la supraconductivité.
Mais c’est finalement en 1957 que Bardeen, Cooper et Schrieffer publient la théorie qui
porte leurs noms (théorie BCS) [Bardeen et al., 1957] qui explique l’origine microscopique
de la supraconductivité comme la formation de paires entre les fermions (paires de Co-
oper).

Les phénomènes de supraconductivité et de superfluidité sont intimement liés, le pre-
mier concerne l’appariement de particules chargées et le second de particules neutres. Ces
phénomènes se rencontrent dans beaucoup de systèmes physiques : des supraconducteurs
en matière condensée jusqu’aux noyaux des atomes, en passant par les étoiles à neutrons.
Parmi ces systèmes se trouvent les gaz d’atomes froids. Les progrès techniques en matière
d’optique permettent la réalisation de pièges de plus en plus sophistiqués capables de
contenir un gaz de fermions et de l’amener à des températures très basses. Ceci a permis
d’observer pour la première fois un condensat de Bose-Einstein (BEC) en 1995. Un avan-
tage majeur des gaz d’atomes froids est le contrôle direct de l’intensité de l’interaction
entre les fermions grâce à la résonance de Feshbach. Cela en fait un outil très intéressant
car il permet de mimer des systèmes de fermions en interaction comme par exemple la
matière de neutrons telle qu’elle existe dans les étoiles à neutrons, le tout pouvant être
testé en laboratoire. C’est dans ce système qu’a été réalisée pour la première fois la tran-
sition continue d’une paire de Cooper (état BCS) à un dimère (état BEC), ce que l’on
appelle couramment le crossover BCS-BEC [Greiner et al., 2003].

1.2 Gaz d’atomes piégés

1.2.1 Les pièges

Le piégeage magnétique classique, typiquement un piège de Penning, nécessite l’utilisation
de particules chargées et ne peut pas être utilisé pour piéger des gaz d’atomes. L’usage
de piège magnéto-optique 2 (MOT) permet à la fois de piéger des particules neutres et de
les refroidir.
Commençons d’abord par définir ce qu’est le refroidissement par laser utilisé dans ces
pièges. Le refroidissement du gaz est obtenu en diminuant les vitesses des atomes : on
veut donc que chaque atome ressente une force de freinage qui diminue sa vitesse. En
envoyant des ondes à des longueurs d’onde spécifiques sur ces atomes, l’absorption et
l’émission de photons va provoquer un transfert d’impulsion ce qui se traduit par une
pression de radiation qui va freiner ces atomes. Plus précisément, l’absorption est contrô-
lée par la direction du faisceau alors que l’émission est spontanée donc isotrope, ce qui
ne change pas l’impulsion de l’atome en moyenne. Mais pour qu’il y ait refroidissement,
l’absorption de photons ne doit être possible que pour les atomes allant « trop vite ». Pour
cela on utilise l’effet Doppler [Hänsch et Schawlow, 1975]. On appelle ωL la pulsation du
laser et ωA la pulsation de résonance de l’atome. Du fait de l’effet Doppler, la pulsation du
laser (photon d’énergie ~k) dans le référentiel de l’atome allant à la vitesse v sera ωL + kv
si l’atome avance dans la direction contraire au faisceau laser et ωL − kv si l’atome avance

2. Magneto-Optical Trap en anglais
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dans la même direction que le faisceau laser. En imposant que l’impulsion du laser ωL soit
inférieure à ωA, on garantit que seuls les atomes allant à l’encontre du faisceau vont être
ralentis.
Mais cette technique de refroidissement laser n’est pas suffisante pour confiner le gaz, pour
cela il faut lui appliquer un champ magnétique quadrupolaire. Le champ magnétique va
par effet Zeeman lever la dégénérescence sur le nombre quantique magnétique et donc
modifier les niveaux d’énergie de l’atome qui conditionnent le spectre d’absorption des
photons. La dépendance spatiale du champ magnétique entraîne à son tour une dépen-
dance spatiale de la force associée à la pression de radiation agissant comme une force de
rappel et dont l’intensité est d’autant plus grande que l’on s’éloigne du centre du piège.
Cette technique de piégeage a été mise en place pour la première fois par [Raab et al.,
1987].

Le refroidissement par laser permet d’amener le gaz à des températures de l’ordre du
millikelvin. Pour atteindre des températures inférieure au microkelvin, il faut utiliser un
refroidissement par évaporation [Hess et al., 1987]. Cela consiste simplement à éliminer les
atomes ayant les vitesses les plus élevées (les plus énergétiques) permettant aux atomes
restant de se thermaliser à une température plus basse. Cette thermalisation est juste-
ment problématique pour les fermions qui à cause du principe de Pauli, vont de moins en
moins collisionner entre eux à mesure que la température du gaz diminue. Il existe deux
stratégies pour contourner ce problème. La première consiste à utiliser un gaz qui possède
des états de spins différents pour permettre les collisions entre ces espèces différentes.
La deuxième, appelée refroidissement sympathique, fait appel à un gaz de bosons qui lui
n’a pas de problème de thermalisation et qui au contact du gaz de fermions, permet son
refroidissement [Tarruell, 2008].

La figure 1.1 montre une photo d’un gaz de lithium piégé.

Figure 1.1 – Photo d’un gaz de lithium piégé.
Source : http ://www.lkb.upmc.fr/ultracoldfermigases/lithium-2/
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Chapitre 1. Fermions fortement corrélés et crossover BCS-BEC

1.2.2 Résonance de Feshbach et interaction

Les atomes du gaz vont collisionner dans un potentiel V qui a la forme d’un potentiel de
Van der Waals V (r) ∼ C/r6 avec r la distance inter-atomique. L’Hamiltonien du système
s’écrit alors H = p2/(2µ) + V (r) où µ est la masse réduite du système (ici µ = m/2).
Dans le cas où l’interaction décroît rapidement (plus vite que 1/r3), la fonction d’onde Ψ
de deux atomes s’écrit dans la limite asymptotique :

Ψ(r) ∼
r→+∞

ei k · r + f(k, θ, φ)
ei kr

r
(1.1)

où la fonction f est l’amplitude de diffusion. Elle est directement reliée à la section efficace
différentielle dσ/dΩ = |f(k, θ, φ)|2. Compte-tenu de la symétrie sphérique du potentiel, il
est commode de développer le problème en ondes partielles. Dans ce cas la section efficace
totale s’écrit [Aslangul, 2012] :

σ(k) =
4π

k2

+∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2
(

δl(k)
)

(1.2)

où δl est le déphasage. La contribution de l’onde partielle l est d’autant plus petite que l
est grand. À basse énergie, comme c’est le cas dans les gaz d’atomes froids, seule la prise
en compte de l’onde s (l = 0) est nécessaire. Dans le cas où l’impulsion k est petite, on a
σl=0 = 4πa2 où a est la longueur de diffusion qui se définit comme :

lim
k→0

1
k

tan δl=0(k) = −a (1.3)

À basse énergie, la longueur de diffusion a suffit à décrire complètement l’interaction.
Dans le cas d’une interaction répulsive, la longueur de diffusion est positive alors que
pour une interaction attractive, la longueur de diffusion peut être positive ou négative.
Connaître le signe de a n’est donc pas suffisant pour connaître le caractère attractif ou
répulsif de l’interaction.

Tout l’intérêt de la longueur de diffusion est de caractériser l’intensité de l’interaction à
basse énergie. Celle-ci se met même à diverger quand l’énergie d’un état lié s’approche de
l’énergie du continuum [Levinson, 1949]. Il est aussi possible d’envisager un cas plus com-
plexe où les particules pourraient diffuser dans deux canaux couplés entre-eux. Dans ce cas
la résonance de diffusion porte le nom de résonance de Feshbach [Feshbach, 1958, Fano,
1961]. Son intérêt est qu’une variation de l’écart entre ces deux canaux modifie l’écart
entre l’énergie de l’état lié et l’énergie du continuum et donc de la longueur de diffusion
a.
Pour contrôler ce potentiel entre les atomes, on utilise le couplage qui existe entre les
degrés internes des atomes. Pour des atomes alcalins, il existe deux potentiels distincts,
l’un correspond à l’état triplet (S = 1) et l’autre à l’état singulet (S = 0). Le processus de
diffusion a lieu dans le canal ouvert où les deux atomes qui interagissent sont dans l’état
triplet (les deux ont le même spin). Mais compte-tenu du couplage entre l’état triplet et
singulet dû au champ magnétique, les deux atomes peuvent basculer dans le canal fermé
du potentiel singulet qui admet un état lié. La résonance se produit lorsque l’énergie de
l’état triplet coïncide avec l’énergie de l’état lié singulet. La figure 1.2 illustre ces deux
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1.2. Gaz d’atomes piégés

r

V (r)

0
canal ouvert

canal fermé

VS=1

VS=0

Eb E

Figure 1.2 – Principe de la résonance de Feshbach. La courbe bleue représente le potentiel
du canal ouvert (de la diffusion) en fonction de la distance inter-atomique r et la courbe
rouge celui du canal fermé qui admet un état lié à l’énergie Eb. La résonance se produit
quand l’énergie E des atomes incidents est identique à celle de l’état lié Eb.

canaux de diffusion.
Comme un champ magnétique agit différemment sur l’état triplet et l’état singulet, son
intensité permet de choisir l’énergie à laquelle ces deux énergies coïncident, donc l’énergie
à laquelle se produit la résonance. En définitive, l’intensité du champ magnétique appliqué
permet de contrôler directement la longueur de diffusion. Ces deux quantités se relient
par la paramétrisation [Dalibard, 2006] :

a = abg

(

1 − ∆B

B − B0

)

(1.4)

Les paramètres abg, ∆B et B0 dépendent de la nature du gaz piégé. La figure 1.3 montre
que l’on peut parcourir tout le crossover BCS-BEC (voir section suivante) en faisant
changer l’intensité du champ magnétique.
Le point particulier où la longueur de diffusion diverge s’appelle la limite unitaire.
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B

a

0

BCS

BEC

limite
unitaire

Figure 1.3 – Illustration simplifié de la longueur de diffusion a en fonction du champ
magnétique B. Quand a est positif et proche de zéro, on est dans le régime BEC et quand
a est négatif et proche de zéro, on est dans le régime BCS.

1.3 Description de la superfluidité

1.3.1 La superfluidité fermionique

Les fermions sont des particules dont le spin est un nombre demi-entier. Un gaz de fermions
sans interaction obéit à la distribution de Fermi-Dirac :

fF(ξk) =
1

eβ ξk + 1
(1.5)

avec
ξk = εk − µ (1.6)

où εk = ~
2k2/(2m) le spectre en énergie avec m la masse du fermion et k son impulsion,

µ est le potentiel chimique et β = 1/(kBT ) avec T la température du gaz.
La différence fondamentale des fermions par rapport aux bosons est le caractère anti-
symétrique de leur fonction d’onde. Ainsi deux fermions identiques ne peuvent pas occu-
per le même état quantique, c’est le principe d’exclusion de Pauli. Les fermions occupent
donc les états disponibles par énergie croissante comme on le voit sur la figure 1.4.
À température nulle, il n’est pas possible (à l’équilibre) d’occuper des états excités, toutes
les particules sont contenues sous le niveau de Fermi. Il est d’usage de nommer énergie de
Fermi EF l’énergie de ce niveau ainsi que toutes les quantités qui en découlent : impulsion
de Fermi kF =

√
2mEF/~ et température de Fermi TF = EF/kB. La densité est aussi reliée

à l’impulsion de Fermi : pour des fermions (s = 1/2), on a la relation kF = (3π2ρ)1/3

qui sera utilisé par la suite. À température finie ou quand on regarde un système excité,
on qualifie de particules les fermions occupants un état excité (au-dessus du niveau de
Fermi). Ces excitations entraînent des états inoccupés en dessous du niveau de Fermi que
l’on qualifie de trous.

On appelle gaz de Fermi libre un système de fermions sans interaction à l’équilibre. Si
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1.3. Description de la superfluidité

EF

︸
︷
︷

︸

trous

︸
︷
︷

︸

particules

bosons fermions

Figure 1.4 – Représentation schématique des états que peuvent occuper des bosons et
des fermions. À gauche on représente des bosons qui occupent tous l’état fondamental
(condensation de Bose-Einstein). À droite on représente un système de fermions à tem-
pérature non nulle. Le trait plein indique le niveau de Fermi à l’énergie EF.

cette interaction n’est pas nulle mais que les états sont reliés au gaz de Fermi libre, on
le qualifie de liquide de Fermi. Néanmoins quand cette interaction entre les fermions est
attractive et en dessous d’une certaine température critique Tc, il apparaît une instabilité
dans l’état fondamental du gaz qui ne peut donc plus être considéré comme un liquide de
Fermi. Il devient plus favorable aux fermions de former des paires, dites de Cooper [Co-
oper, 1956], qui est la base de la théorie BCS [Bardeen et al., 1957]. Ces paires de Cooper
ont une impulsion totale nulle et se comportent comme des bosons. On appelle ∆ le gap
d’appariement qui représente l’énergie de liaison de la paire. Cette superfluidité BCS est
à l’origine de la supraconductivité dans les métaux et est aussi présente dans les gaz
d’atomes piégés, les noyaux atomiques et dans les étoiles à neutrons.

Pour dire quelques mots sur la théorie BCS, on va rappeler les grandes lignes des étapes
de calculs. Commençons par l’ansatz de la théorie BCS qui s’écrit [Bardeen et al., 1957] :

|ΨBCS〉 =
∏

k

(uk + vk c†
k,↑ c†

-k,↓) |0〉 (1.7)

où uk et vk sont des coefficients complexes (sauf à l’équilibre où ils sont réels). |0〉 repré-
sente le vide de la théorie. Les coefficients c†

k,σ et ck,σ sont respectivement les opérateurs
de création et d’annihilation pour des fermions d’impulsion k et de spin σ. On écrit ensuit
l’Hamiltonien à deux corps pour un système soumis à une interaction V :

H =
∑

k,σ

ξk c†
k,σ ck,σ +

1
N

∑

k,k′

Vkk′ c†
k,↑ c†

-k,↓ c-k′,↓ ck′,↑ (1.8)

Pour simplifier l’Hamiltonien ci-dessus, on utilise l’approximation de champ moyen : pour
deux opérateurs A et B, on a dans cette approximation AB ≃ 〈A〉B + A〈B〉 − 〈A〉〈B〉 où
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Chapitre 1. Fermions fortement corrélés et crossover BCS-BEC

〈 〉 désigne la valeur moyenne. En appliquant cette approximation, on obtient l’Hamilto-
nien BCS :

HBCS =
∑

k,σ

ξk c†
k,σ ck,σ +

1
N

∑

k,k′

Vkk′

(

〈c†
k,↑ c†

-k,↓〉 c-k′,↓ ck′,↑

+ c†
k,↑ c†

-k,↓ 〈c-k′,↓ ck′,↑〉 − 〈c†
k,↑ c†

-k,↓〉 〈c-k′,↓ ck′,↑〉
)

(1.9)

L’étape suivante consiste à changer les variables de notre Hamiltonien BCS. Pour cela,
on applique les transformations de Bogoliubov-Valatin [Bogolyubov, 1958, Valatin, 1958]
qui s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

(

γk,↑

γ†
-k,↓

)

=

(

u∗
k −vk

v∗
k uk

)(

ck,↑

c†
-k,↓

)

(1.10)

Il est d’usage d’introduire le gap d’appariement ∆ qui s’écrit par définition :

∆k
def= − 1

N

∑

k′

Vkk′〈c-k′,↓ ck′,↑〉 (1.11)

De même, on définit l’énergie Ek telle que :

Ek =
√

ξ2
k + ∆2

k (1.12)

En minimisant l’énergie associée à l’Hamiltonien BCS, on arrive finalement à l’équation
2ξk u∗

k vk +∆∗
k v2

k −∆k u∗ 2
k = 0. En écrivant le gap sous la forme ∆k = |∆k| eiφ, on aboutit

aux relations reliant uk et vk qui s’écrivent :

|uk|2 =
1
2

(

1 +
ξk

Ek

)

|vk|2 =
1
2

(

1 − ξk

Ek

)

uk vk =
∆k

2Ek

(1.13)

Grâce à ces relations que l’on vient de déterminer, l’Hamiltonien HBCS s’écrit simplement :

HBCS =
∑

k

Ek

(

γ†
k,↑ γk,↑ + γ†

-k,↓ γ-k,↓

)

(1.14)

En revenant à la définition du gap ∆k, on obtient l’équation de gap qui sous sa forme
usuelle s’écrit :

∆k = − 1
N

∑

k′

Vkk′

1 − 2fF(Ek′)
2Ek′

∆k′ (1.15)

L’équation de gap peut se réécrire différemment et nous donner des informations sur l’ex-
pression de la température critique Tc. Prenons l’exemple d’un gaz de fermions subissant
une interaction de contact V (k, k′) = g (avec g < 0). Sous forme intégrale et avec cette
interaction de contact, l’équation de gap devient :

∆p = −g
∫

d3k
1 − 2fF(Ek)

2Ek

∆k (1.16)
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1.3. Description de la superfluidité

À la température critique T = Tc, on a ∆ → 0 et Ek → |ξk|. En utilisant la propriété que
1 − 2fF(−x) = −(1 − 2fF(x)), l’équation (1.16) devient :

1
g

+
∫

d3k
1 − 2fF(ξk)

2ξk

= 0 (1.17)

On définit la fonction J tel que

J(ω) =
∫

d3k
1 − 2fF(ξk)

ω − 2ξk

(1.18)

On a alors un critère pour déterminer la température critique : à T = Tc, on a :

1
g

− J(ω = 0) = 0 (1.19)

Ce critère est un résultat général (critère de Thouless [Thouless, 1960]) qui sera utilisé
dans les chapitres suivants pour déterminer la température critique.

À titre d’illustration, on peut calculer la température critique dans la matière de neu-
trons uniforme représentée sur la figure 1.5. Cette étude sera l’objet du chapitre 4. Pour
modéliser l’interaction neutron-neutron, on a utilisé l’interaction effective Vlow−k.

0

0.5

1

1.5

T
c
(M

eV
)

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

kF (fm−1)

Figure 1.5 – Température critique Tc dans la matière de neutrons uniforme. L’interaction
neutron-neutron V (k, k′) utilisée est une interaction effective Vlow−k.

Dans le cas des gaz d’atomes froids, la température critique est donnée dans la limite
de couplage faible par l’expression [Calvanese Strinati et al., 2018] :

Tc

EF

=
8eγ

πe2
eπ/(2a kF) (1.20)

Avec cette formule, on voit que Tc augmente avec kF, tandis que dans la matière de
neutrons Tc augmente d’abord pour diminuer ensuite (voir figure 1.5) à cause de la portée
finie de l’interaction neutron-neutron.
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Chapitre 1. Fermions fortement corrélés et crossover BCS-BEC

1.3.2 La superfluidité bosonique

Les bosons sont des particules dont le spin est un nombre entier. Un gaz de bosons sans
interaction obéit à la distribution de Bose-Einstein :

fB(ξk) =
1

eβ ξk − 1
(1.21)

avec ξk donné par l’équation (1.6). Le phénomène de condensation se produit lorsque la
température du gaz devient inférieure à une température critique T BEC

c [Bose, 1924, Ein-
stein, 1924, Einstein, 1925a, Einstein, 1925b]. Dans ce cas, un nombre macroscopique de
particules du gaz remplissent le niveau fondamental en énergie. Il s’agit d’un état quan-
tique macroscopique qui se manifeste par exemple dans le cas de l’hélium 4 superfluide.

Dans le cas qui nous concerne ici, on considère des bosons composites. Du côté BEC
du crossover, la paire de Cooper (qui du côté BCS existe uniquement grâce aux effets de
milieu) va former un vrai état lié de masse mB = 2m où m est la masse d’un fermion.
On va maintenant déterminer la température critique T BEC

c de condensation pour un gaz
de bosons sans interaction. On appelle NB le nombre total de bosons contenus dans un
volume V à une température supérieure à la température critique de condensation (ce qui
revient à considérer µ < 0). Le nombre NB de bosons s’écrit :

NB =
∫ +∞

0
ρ(ε) fB(ε − µ) dε (1.22)

où g est la densité d’états des bosons et qui vaut dans notre cas :

ρ(ε) = (2sB + 1)
V

4π2

(2mB

~2

)2/3 √
ε (1.23)

avec sB le spin des bosons. Se placer au dessus de la température critique est une condition
nécessaire pour que l’équation (1.22) soit valable car à la limite de condensation (µ → 0),
le nombre de bosons dans l’état fondamental est plus important que le nombre de bosons
dans les états excités. L’approximation qui consiste à calculer N avec une intégrale n’est
alors plus valable. Il faut alors écrire NB = NB

0 + NB
1 avec NB

0 le nombre de bosons
dans l’état fondamental et NB

1 le nombre de bosons dans un état excité calculé avec la
formule (1.22).
Revenons au calcul de T BEC

c . On définit la fonction fn, tel que :

fn(x) =
1

Γ(n)

∫ +∞

0

tn−1

1
x

et − 1
dt =

+∞
∑

k=1

xk

kn
(1.24)

où Γ est la fonction Gamma d’Euler. On reconnaît quand x = 1 la fonction Zêta de
Riemann fn(1) = ζ(n). Avec cette fonction fn, l’équation (1.22) se réécrit :

NB =
(2sB + 1) V

Λ3
f3

2
(eβ µ) (1.25)

avec Λ =
√

2π~2/(mB kBT ) la longueur d’onde thermique de De Broglie. La condensation
se produit lorsque µ → 0. Dans ce cas on a T = T BEC

c et

NB

V
=

(2sB + 1) ζ(3
2
)

Λ3
(1.26)
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Chapitre 1. Fermions fortement corrélés et crossover BCS-BEC

du côté BEC ou juste réduite du côté BCS 4. Ce phénomène se rencontre en matière
condensée et porte le nom de réseau d’Abrikosov.

Figure 1.7 – Images du réseau de vortex durant la transition d’un gaz dans la phase
BCS à la phase BEC en fonction de l’intensité de l’interaction. Source [Zwierlein et al.,
2005]

La limite unitaire où la longueur de diffusion a diverge (1/(a kF) = 0), est une limite
intéressante car le système qui est microscopiquement très complexe, est macroscopique-
ment très simple car toutes les grandeurs thermodynamiques deviennent proportionnelles
à l’énergie de Fermi EF à température nulle. C’est ce que l’on appelle l’universalité. Par
exemple, on a µ = ξ EF où ξ est le paramètre de Bertsch. Ceci est aussi valable à tempé-
rature finie, dans ce cas les grandeurs deviennent aussi des fonctions de T/TF. À la limite
unitaire, peu importe la densité du système, les propriétés seront les mêmes.

Le régime du crossover est une zone où les corrélations entre les particules vont être
grandes. Une théorie de champ moyen comme BCS va donc échouer à décrire de tels
systèmes. C’est donc une zone d’intérêt pour tester les théories allant au-delà du champ
moyen et de manière générale toutes les théories traitant du problème à N -corps.
La première théorie qui permet de connecter les deux extrémités du crossover est la théorie
de Nozières Schmitt-Rink (NSR) [Nozières et Schmitt-Rink, 1985]. Il s’agit d’une théorie
au-delà du champ moyen que nous aborderons dans le prochain chapitre. En particu-
lier, dans le chapitre 4, nous mettrons en évidence quelques problèmes intrinsèques de
la théorie NSR. Pour cela des corrections à NSR ont été apportées comme la théorie de
Zimmermann-Stolz (ZS) [Zimmermann et Stolz, 1985] que nous aborderons aussi dans le
chapitre 4. Ces théories ont déjà été appliquées dans le cas des gaz d’atomes froids non-
polarisés pour décrire l’évolution de la température critique de transition vers la phase
superfluide dans crossover BCS-BEC comme le montre la figure 1.8.
Sur cette figure, on retrouve les résultats présentés dans les sous-section 1.3.1 et 1.3.2 à

4. Du côté BCS, c’est le gap d’appariement qui doit être nul le long de ces lignes et non plus la densité
qui dans ce cas reste non-nulle car les particules restent présentes bien que non-appariées.
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1.4. Gaz de Fermions polarisés
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Figure 1.8 – Température critique Tc de la transition vers la phase superfluide en fonction
de l’intensité de l’interaction 1/(a kF). La limite BCS se trouve à gauche du graphique
et la limite BEC à droite. La courbe en pointillé violette représente le calcul BCS et la
courbe en tirets-points verte le calcul BEC. La courbe en tirets bleus représente le calcul
NSR et la courbe continue rouge le calcul ZS. Source : [Pantel et al., 2014]

savoir les limites asymptotiques BCS et BEC.

1.4 Gaz de Fermions polarisés

Dans tout ce qui est traité précédemment, il est implicitement supposé que le gaz est
constitué de particules de spin up et de spin down en proportion égales. Mais les pro-
grès expérimentaux permettent maintenant de piéger des gaz dont les constituants sont
différents par exemple des particules ayant des masses différentes ou des gaz possédant
une asymétrie en spin. On s’intéresse ici à ce deuxième cas, c’est-à-dire à un gaz dont
le nombre de particules de spin up et de spin down est différent, on parle alors de gaz
polarisé . En appelant ρ↑ et ρ↓ respectivement la densité des particules up et des particules
down, la polarisation P se définit comme :

P =
ρ↑ − ρ↓

ρ↑ + ρ↓

(1.29)

Par convention, on prendra toujours ρ↑ > ρ↓ afin d’avoir P > 0. Cette polarisation du gaz a
un effet très important sur la superfluidité car elle permet un nouveau type d’appariement
appelé FFLO proposée par Fulde et Ferrel [Fulde et Ferrell, 1964] et indépendamment par
Larkin et Ovchinikov [Larkin et Ovchinnikov, 1964]. Dans un superfluide type BCS, une
paire a une impulsion totale nulle mais dans un gaz polarisé, la différence des niveaux de
Fermi entre les particules up et down favorise l’apparition de paires ayant une impulsion
non nulle comme le montre la figure 1.9.
Cet appariement de type FFLO est en compétition avec l’appariement type BCS. Nous
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k↑
Fk↓

F k↑
Fk↓

F

gaz non polarisé
phase BCS

gaz polarisé
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c

Figure 1.9 – Représentation des impulsions de la paire dans le cas BCS et FFLO. Dans
l’appariement type BCS (figure de gauche), l’impulsion totale de la paire est nulle. Dans
l’appariement type FFLO (figure de droite), les sphères de Fermi des particules up et des
particules down ne sont pas confondues (cercle bleu et rouge) et l’impulsion totale de la
paire est non nulle.

verrons dans le chapitre 3 comment l’un est privilégié par rapport à l’autre pour un gaz
de fermions à température nulle.
De façon plus générale, la polarisation du gaz va rendre moins favorable l’appariement des
particules. Par exemple, là où un gaz non polarisé est toujours superfluide à température
nulle, un gaz polarisé va pouvoir rester dans la phase normale si sa polarisation P dépasse
une certaine polarisation critique Pc. De même, la température critique va être modifiée
avec la polarisation. Ceci a fait l’étude d’une partie de la thèse [Pantel, 2014].

1.5 Perspectives

Dans les deux chapitres qui suivent, nous nous intéresserons aux gaz de fermions polari-
sés à température nulle. Plus précisément, on va chercher à caractériser les corrélations
d’appariement dans la phase normale (non superfluide) de ces gaz durant le crossover
BCS-BEC. Une des approches standard est l’approximation des phases aléatoires (RPA)
dans le canal particule-particule (pp). Par construction, cette théorie sous-estime les cor-
rélations du milieu, en particulier dans le régime du crossover. Nous mettrons alors en
place dans le chapitre 3 une extension de la RPA, appelée RPA renormalisée (r-RPA)
censée mieux traiter les corrélations. On pourra alors calculer la polarisation critique Pc

du gaz durant le crossover.

La RPA particule-particule utilise le formalisme de la matrice T dans le milieu à tempé-
rature nulle. Ce formalisme peut être appliqué à d’autres types de systèmes comme par
exemple la matière à neutrons à température finie. Dans le chapitre 4, nous décrirons
ce système en utilisant le formalisme à la matrice T à température finie. La principale
différence provient, outre la température, de la nature de l’interaction qui devient une
donnée du problème et plus un paramètre modifiable.
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Chapitre 2

Application de la RPA dans les gaz de
Fermi polarisés à température nulle

Ce chapitre constitue un rappel concernant la RPA particule-particule appliquée à un gaz
de Fermi polarisé à température nulle. On y présente le calcul de la fonction de vertex
ainsi que les nombres d’occupation calculés avec l’équation de Dyson tronquée au premier
ordre. La nouveauté concerne le calcul des nombres d’occupation avec l’équation de Dyson
qui nécessite le calcul explicite de la self-énergie.

2.1 Introduction

C’est dans les gaz d’atomes froids qu’à été réalisé pour la première fois le crossover BCS-
BEC. La résonance de Feshbach permet un contrôle direct sur la longueur de diffusion a
qui elle-même caractérise l’intensité de l’interaction. Les progrès croissants dans la phy-
sique des pièges permettent maintenant d’étudier des gaz dont la population de spin up et
différente de la population de spin down [Shin et al., 2008b]. Ces gaz sont dits polarisés.
Comme on l’a vu dans le chapitre précédent, les gaz de fermions deviennent superfluides en
dessous d’une température critique Tc. Ainsi un gaz de fermions non polarisé à tempéra-
ture nulle est toujours superfluide quelle que soit l’intensité de l’interaction. À température
nulle, la polarisation du gaz va rendre moins favorable la formation de paires. La pola-
risation joue donc un rôle analogue à la température dans un gaz non polarisé. On peut
donc avoir un gaz non-superfluide au-delà d’une certaine polarisation critique Pc. L’étude
de l’appariement dans le contexte des systèmes asymétriques n’est pas réservée aux gaz
d’atomes froids mais se rencontre aussi dans le cas de l’appariement proton-neutron dans
la matière nucléaire asymétrique [Stein et al., 2014] ainsi que dans le contexte de la QCD
avec la supraconductivité de couleurs dans le cas de la matière de quarks qui implique
également des particules de différentes masses [Alford et al., 2008].

Le calcul des corrélations d’appariement du gaz dans la phase normale tout le long du
crossover se base en général sur l’approche NSR à température finie [Nozières et Schmitt-
Rink, 1985]. Cependant cette approche ne donne pas de bons résultats dans le cas des gaz
polarisés [Liu et Hu, 2006, Parish et al., 2007]. Elle prédit par exemple une susceptibilité
de spin négative i.e. µ↑ < µ↓ pour ρ↑ > ρ↓. Face à ce problème de la polarisation du gaz,
de nombreuses variantes et extensions de la théorie NSR ont été proposées [Chen et al.,
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température nulle

2007, He et al., 2007, Kashimura et al., 2012, Pantel et al., 2014]. Ces approches sont
toutes basées sur le formalisme de la matrice T dans le milieu et traitent la self-énergie de
manière plus cohérente que dans le cas de NSR. Pour synthétiser toutes les études théo-
riques qui abordent l’appariement dans les gaz de fermions polarisés, on peut se référer
aux revues [Radzihovsky et Sheehy, 2010, Chevy et Mora, 2010, Gubbels et Stoof, 2013].

Pour calculer les corrélations d’appariement dans le gaz, nous allons nous baser sur l’ap-
proximation en échelle de la matrice T dans le milieu qui à température nulle est équivalent
à ce qu’on appelle en physique nucléaire l’approximation des phases aléatoires 1 dans le
canal particule-particule (pp-RPA). À noter qu’il est plutôt courant de désigner par le
terme RPA, la RPA dans le canal particule-trou. Ici, il est toujours sous-entendu, si ce
n’est pas précisé, que la RPA désignera toujours la pp-RPA.
La pp-RPA est applicable dans la phase normale du gaz, c’est-à-dire pour une polarisation
toujours supérieure à la polarisation critique Pc. Cette étude est faite dans l’article [Ur-
ban et Schuck, 2014]. Pour décrire la phase superfluide, donc le cas P < Pc, il faudrait
généraliser le formalisme de la matrice T en utilisant les fonctions de Green-Gor’kov de
manière similaire à ce qui a été fait dans le cas non polarisé à température finie comme
par exemple dans [Pieri et al., 2004].

2.2 Formalisme de la matrice T à température nulle

2.2.1 Équation de Lippmann-Schwinger

Le calcul des corrélations d’appariement dans le gaz repose sur le formalisme de la matrice
T dans le milieu. La contribution principale provient des diagrammes en échelle [Fetter
et Walecka, 1975]. La fonction de vertex Γ est obtenue en resommant l’ensemble de ces
diagrammes qu’il est d’usage d’écrire sous la forme implicite présentée sur la figure 2.1.

Γ = + Γ

Figure 2.1 – Représentation diagrammatique de la fonction de vertex Γ.

À partir de cette représentation diagrammatique, l’expression de la fonction de vertex Γ
s’écrit :

Γ(q, q′, k, ω) = V (q, q′) +
∫ d3p

(2π)3
V (q, p) G

(2)
0 (p, k, ω) Γ(p, q′, k, ω) (2.1)

avec V (q, q′) l’interaction entre deux fermions. Cette équation porte le nom d’équation
de Lippmann-Schwinger. La fonction de Green à deux particules G

(2)
0 s’exprime comme

G
(2)
0 (p, k, ω) =

∫ dω′

2iπ
Gσ

0 (k
2

+ p, ω′) Gσ̄
0 (k

2
− p, ω − ω′) (2.2)

1. Random Phase Approximation en anglais
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où σ̄ est le spin opposé à σ et G0 sont des fonctions de Green libres. Dans le formalisme
de température nulle, la fonction de Green libre s’écrit :

Gσ
0 (k, ω) =

θ(kσ
F − k)

ω − εk − iη
+

θ(k − kσ
F )

ω − εk + iη
(2.3)

En introduisant l’expression de Gσ
0 (2.3) dans l’expression de G

(2)
0 (2.2) et en appliquant

le théorème des résidus, on arrive à une expression de G
(2)
0 qui s’écrit :

G
(2)
0 (p, k, ω) =

θ(kσ
F − |k

2
+ p|) θ(kσ̄

F − |k
2

− p|)
ω − εk

2
+p − εk

2
−p − iη

+
θ(|k

2
+ p| − kσ

F ) θ(|k
2

− p| − kσ̄
F )

ω − εk

2
+p − εk

2
−p + iη

(2.4)

Le premier membre contient la contribution des trous et le second la contribution des
particules.

2.2.2 Fonction de vertex

L’équation de Lippmann-Schwinger déterminée dans la sous-section précédente est écrite
pour un potentiel V quelconque. L’interaction entre les atomes peut être modélisée par
un potentiel de Lennard-Jones illustré sur la figure 2.2.

r

V (r)

r0
d

Figure 2.2 – Illustration du potentiel de portée r0 que subit un ensemble de particules
espacées en moyenne par la distance d.

Dans le cas d’un gaz d’atomes froids la portée r0 de l’interaction est de l’ordre de 0,1 nm
alors que la distance moyenne d entre les atomes est de l’ordre de 1 µm. Puisqu’il y a
quatre ordres de grandeur entre la distance interatomique et la portée de l’interaction,
on peut modéliser l’interaction par une interaction de contact V (q, q′) = g, où g est la
constante de couplage. En appliquant ce modèle d’interaction à l’équation (2.1), on arrive
donc à une expression plus compacte de la fonction de vertex qui devient :

Γ(k, ω) =
1

1/g − J(k, ω)
(2.5)

avec la fonction J qui s’écrit :

J(k, ω) =
∫ d3p

(2π)3
G

(2)
0 (p, k, ω) (2.6)
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Au vue de l’équation (2.4), il est commode de décomposer la fonction J en une partie trou
et une partie particule tel que J = Jhh +Jpp. Il est nécessaire de régulariser ces expressions
car la fonction Jpp diverge. Cette procédure de régularisation est présentée dans [Urban
et Schuck, 2014] ce qui nous donne la constante de couplage g telle que

g =
4πa

m
(2.7)

et les fonctions Jhh et Jpp qui valent :

Jhh(k, ω) = −
∫ d3p

(2π)3

n↑(|k
2

+ p|) n↓(|k
2

− p|)
ω − εk

2
+p − εk

2
−p − iη

(2.8)

Jpp(k, ω) =
∫ d3p

(2π)3





[

1 − n↑(|k
2

+ p|)
] [

1 − n↓(|k
2

− p|)
]

ω − εk

2
+p − εk

2
−p + iη

+
m

p2



 (2.9)

avec n↑ et n↓ les nombres d’occupation respectivement pour les particules up et down.
Dans notre cas i.e. celui de la RPA, les expressions pour les nombres d’occupation sont
n↑(k) = θ(k↑

F − k) et n↓(k) = θ(k↓
F − k).

Le calcul de la fonction J se fait analytiquement, les expressions détaillées sont présentées
en annexe A. La figure 2.3 représente la fonction J pour deux valeurs d’impulsions.
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Figure 2.3 – Parties réelles (courbes bleues) et imaginaires (courbes rouges) de la fonction
J en fonction de ω. La polarisation est fixée à k↓

F = k↑
F/2 et l’interaction à a k↑

F = −2.
On a fixé k = 0 pour la figure (a) et k = 0,3 k↑

F pour la figure (b). Dans la figure (a), on
remarque les deux singularités logarithmiques en ω = ε↑

F et ω = ε↓
F.

L’énergie de séparation entre les états deux particules et les états deux trous est donnée
par

ΩF =
k↑2

F + k↓2
F

2m
(2.10)

2.2.3 Self-énergie

La self-énergie Σσ peut se calculer directement à partir de la fonction de vertex [Urban
et Schuck, 2014] :

Σσ(k, ω) = −i
∫ d3p

(2π)3

∫ dω

2π
Gσ̄

0 (p, ω′) Γ(|k + p|, ω + ω′) (2.11)
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2.2. Formalisme de la matrice T à température nulle

La figure 2.4 représente la self-énergie Σσ d’un point de vue diagrammatique.

p+ k, ω + ω′, σ̄

k , ω , σ k , ω , σ

ΓΣσ(k, ω) =

Figure 2.4 – Représentation diagrammatique de la self-énergie Σ.

En pratique, la formule (2.11) se simplifie en séparant la contribution des trous et des
particules i.e. Σ = Σhh+Σpp, on arrive aux parties imaginaires suivantes [Urban et Schuck,
2014] :

Im Σσ
hh(k, ω) = −

∫

p>kσ̄
F

d3p

(2π)3
θ(ΩF − ω − εp) Im Γ(|k + p|, ω + εp) (2.12)

Im Σσ
pp(k, ω) =

∫

p<kσ̄
F

d3p

(2π)3
θ(ω + εp − ΩF ) Im Γ(|k + p|, ω + εp) (2.13)

La partie réelle de Σ est calculée à l’aide de la relation de dispersion :

Re Σσ(k, ω) = v.p.
∫ +∞

−∞

dω′

π

Im Σσ(k, ω′)
ω′ − ω

(2.14)

où v.p. désigne la valeur principale de l’intégrale. La figure 2.5 illustre le comportement
de la partie réelle et imaginaire de la la self-énergie.
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Figure 2.5 – Comportement de la self-énergie en fonction de ω. La figure (a) concerne
la partie réelle et la figure (b) la partie imaginaire. Les courbes bleues sont associées aux
particules de spin up et les courbes rouge aux particules de spin down. Les paramètres
utilisés sont : k = 0, k↓

F = k↑
F/2 et a k↑

F = −2.
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Le calcul numérique de la self-énergie étant difficile, il est nécessaire de connaître son
comportement pour mieux fixer les bornes d’intégration. Ainsi il existe une valeur ωmin

tel que Im Σσ(k, ω < ωmin) = 0. L’énergie du centre de masse devant être positive, on
a ωmin + p2/(2m) = (k + p)2/(4m) ce qui implique une longueur maximale au vecteur
p − k de |p − k|max =

√
2k2 − 4mω. Comme |p − k|max = k + pmax, on arrive finalement

à l’expression :

ωmin = −ΩF − k2

2m
− 2k

√

ΩF

m
(2.15)

Pour de très hautes énergies, la particule ne voit plus les effets de milieu et se comporte
comme une particule libre. On peut alors faire un développement asymptotique à haute
énergie de la self-énergie pour ω qui nous donne :

Im Σσ(k, ω) ∼
ω→+∞

−2 kσ̄ 3
F

3π

√
ω

1
a2 + ω

(2.16)

2.3 Nombres d’occupation...

L’expression pour les nombres d’occupation s’écrit formellement [Fetter et Walecka, 1975] :

nσ(k) = −i
∫ dω

2π
eiωη Gσ(k, ω) (2.17)

Le calcul des nombres d’occupation dépend de la façon dont on habille la fonction de
Green Gσ. On utilise ici deux méthodes différentes :

Gσ = Gσ
0 + Gσ

0 Σσ Gσ
0 (2.18)

Gσ =
1

1/Gσ
0 − Σσ

(2.19)

L’expression (2.18) correspond à l’équation de Dyson tronquée au premier ordre. Il s’agit
de la méthode la plus employée pour le calcul des nombres d’occupation dans la RPA
standard. On désignera sous le nom de RPA(1st) les résultats obtenus avec cette méthode.
Dans l’expression (2.19), on utilise l’équation de Dyson complète et les résultats seront
labellisés sous le nom de RPA(∞). La figure 2.6 illustre d’un point de vue diagrammatique
le calcul des nombres d’occupation avec ces deux méthodes.

2.3.1 ... dans le cas de la RPA(1st)

Le calcul des nombres d’occupation basé sur la RPA(1st) correspond au calcul de la
RPA standard. C’est aussi dans le cadre de cette approximation (équation (2.18)) que se
construit la théorie NSR à température finie [Nozières et Schmitt-Rink, 1985]. Comme
toujours, on sépare la partie troue et la partie particule, ce qui nous donne les expressions
pour les nombres d’occupation [Urban et Schuck, 2014] :

nσ(k < kσ
F ) = 1 +

∫ d3p

(2π)3

∫ +∞

ΩF

dω

π

θ(kσ̄
F − |p − k|)

(ω − εk − εp−k)2
Im Γ(p, ω) (2.20)
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2.3. Nombres d’occupation...

nRPA(1st) = + Σ

nRPA(∞) = + Σ +

Σ

Σ

+ ...

(a)

(b)

Figure 2.6 – Représentation diagrammatique des nombres d’occupation (a) dans le cas
de la RPA(1st) et (b) dans le cas de la RPA(∞).

nσ(k > kσ
F ) = −

∫ d3p

(2π)3

∫ ΩF

−∞

dω

π

θ(|p − k| − kσ̄
F )

(ω − εk − εp−k)2
Im Γ(p, ω) (2.21)

où ΩF est l’énergie de séparation entre l’état à deux particules et à deux trous donnée par
l’équation (2.10).
Comme le montrent les formules précédentes, le calcul explicite de la self-énergie n’est pas
nécessaire ce qui allège et facilite énormément le calcul.

À température nulle, le volume de la sphère de Fermi d’un gaz fermions en interaction
est le même que pour un gaz de fermions libres. Cette propriété est nommée théorème
de Luttinger [Luttinger, 1960]. Ainsi l’impulsion de Fermi kσ

F est toujours celle du gaz de
Fermi libre et cela pour n’importe quelle interaction. La conséquence immédiate de cela
est la conservation du nombre de particules up et down qui s’écrit à travers la densité
comme

ρσ =
kσ 3

F

6π2
(2.22)

Les nombres d’occupation calculés avec la RPA(1st) vérifient le théorème de Luttinger [Ur-
ban et Schuck, 2014] c’est-à-dire que les corrélations ne changent pas la densité des par-
ticules. Néanmoins on observe un effet non physique quand l’intensité de l’interaction
devient trop forte. Le facteur de quasi-particule

Zσ = lim
η→0

[

nσ(kσ
F − η) − nσ(kσ

F + η)
]

(2.23)

qui représente la hauteur du saut au niveau de Fermi peut devenir négatif. On parlera dans
ce cas de marche négative. La figure 3.4 schématise la forme des nombres d’occupation et
la représentation du facteur Z.

2.3.2 ... dans le cas de la RPA(∞)

Dans le cadre de la RPA(∞), on utilise l’équation de Dyson complète (2.19). Dans ce cas
le calcul des nombres d’occupation nécessite une étape intermédiaire qui est le calcul de la
fonction spectrale Aσ. L’expression de la fonction spectrale nécessite celle de la self-énergie
et s’écrit :

Aσ(k, ω) = −Im
1

ω − εk − Σσ(k, ω − Uσ)
(2.24)
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Dans l’expression ci-dessus de la fonction spectrale, on a introduit la quantité Uσ pour
corriger le déplacement en énergie du pic de quasi-particule induit par la partie réelle de
Σ. Le remplacement de ω en ω − Uσ dans l’argument de Σσ est nécessaire pour que la
self-énergie ait le bon comportement à l’énergie de Fermi qui est maintenant décalée de
Uσ. Ceci nous donne l’expression de Uσ qui est :

Uσ = Re Σσ(kσ
F , εσ

F) (2.25)

La figure 2.7 permet de cerner le comportement de la fonction spectrale.
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Figure 2.7 – Représentation de la fonction spectrale Aσ en fonction de ω. Les paramètres
utilisés sont : k = 0, k↓

F = k↑
F/2 et a k↑

F = −5. La courbe bleue est la fonction spectrale
pour les particules up et la courbe rouge pour les particules down.

La fonction spectrale Aσ s’annule à la nouvelle énergie de Fermi ω = εσ
F + Uσ et est com-

posée de deux pics de part et d’autre de ce point. Le premier pic est très prononcé alors
que le deuxième est beaucoup plus étalé en impulsion.

À la séparation entre les particules et les trous, la fonction spectrale change de signe
ce qui donne la relation de normalisation suivante :

∫ +∞

εσ
F+Uσ

dω

π
Aσ(k, ω) −

∫ εσ
F+Uσ

−∞

dω

π
Aσ(k, ω) = 1 (2.26)

Les nombres d’occupation sont obtenus à partir de la fonction spectrale par la relation

nσ(k) = ±
∫ εσ

F+Uσ

−∞

dω

π
Aσ(k, ω) (2.27)

avec + pour les trous et − pour les particules. Néanmoins le calcul des nombres d’oc-
cupation pour les trous nécessite d’intégrer sur le pic présent dans la fonction spectrale,
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intégrale qui numériquement est difficile à calculer. Pour contourner cette difficulté, on
intègre toujours sur l’intervalle où il n’y a pas de pic et à l’aide de la relation (2.26) qui
normalise la fonction spectrale, on déduit l’intégrale sur l’intervalle complémentaire. De
là, on utilise finalement les expressions :

nσ(k < kσ
F ) = 1 −

∫ +∞

εσ
F+Uσ

dω

π
Aσ(k, ω) (2.28)

nσ(k > kσ
F ) = −

∫ εσ
F+Uσ

−∞

dω

π
Aσ(k, ω) (2.29)

Les nombres d’occupation calculés avec cette méthode ne présentent pas de marche né-
gative mais ne vérifient pas exactement le théorème de Luttinger.

2.3.3 Résultats

Dans cette sous-section on présente plus en détail les résultats pour les nombres d’occupa-
tion calculés avec les deux méthodes présentées précédemment. La figure 2.8 compare les
nombres d’occupation calculés avec la RPA(1st) à la même polarisation mais pour deux
interactions différentes.
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Figure 2.8 – Nombres d’occupation calculés avec la RPA(1st). La courbe bleue est le
calcul effectué pour une interaction a k↑

F = −2,5 et la courbe rouge pour a k↑
F = −5. La

polarisation est identique pour les deux calculs k↓
F = k↑

F/2.

On observe clairement la marche négative pour les particules down (Z↓ < 0) pour la
courbe rouge (a k↑

F = −5) associée à une interaction assez forte. La RPA(∞) résout ce
problème de marche négative. La figure 2.9 compare les nombres d’occupation calculés
avec la RPA(1st) et la RPA(∞).
Même quand le calcul de la RPA(1st) ne produit pas de marche négative, on constate que
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Figure 2.9 – Comparaison entre des nombres d’occupation calculés avec la RPA(1st)
(tirets rouges) et la RPA(∞) (courbe bleue). Les calculs sont effectués à la polarisation
k↓

F = k↑
F/2 et pour l’interaction a k↑

F = −4.

les corrélations restent inférieures dans le cas de la RPA(∞). On peut approximer les fac-
teurs Zσ à partir de la self-énergie. En prenant k = kσ

F et ω = εσ
F, on a Zσ

1st ≃ 1+dΣσ/dω et
Zσ

∞ ≃ 1/(1−dΣσ/dω). En combinant ces deux expressions, on obtient que Zσ
1st = 2−1/Zσ

∞.
Ainsi on a Zσ

1st < 0 quand Zσ
∞ < 1/2. On retrouve également que Zσ

∞ ≃ Z1st quand ceux-ci
sont proches de un.
Cependant la méthode de la RPA(∞) viole le théorème de Luttinger. Les résultats quan-
titatifs de cette violation seront donnés dans le chapitre suivant.

2.4 Perspectives

La RPA permet le calcul des corrélations du milieu au travers des nombres d’occupation.
Mais par construction, la RPA détermine ces corrélations à partir d’un état fondamental
non corrélé ce qui les sous-estime dans le cas de forte interaction. La RPA(1st) qui utilise
l’équation de Dyson tronquée au premier ordre présente un effet non-physique d’un facteur
Zσ négatif (marche négative) quand l’intensité de l’interaction est trop élevée. La RPA(∞)
utilise l’équation de Dyson complète et ne présente pas cet effet de marche négative mais
viole le théorème de Luttinger (non conservation du nombre de particules).
Il existe de nombreuses extensions à la RPA dont l’une est la RPA renormalisée (r-RPA)
et dont l’application fait l’objet du chapitre suivant. Cela sera aussi l’occasion de comparer
des résultats de la RPA et et de la r-RPA notamment tout ce qui concerne la polarisation
critique.
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Chapitre 3

Application de la RPA renormalisée
dans les gaz de Fermi à température
nulle

Ce chapitre est la suite directe du chapitre précédent où nous avons expliqué le calcul
des nombres d’occupation avec la RPA. Nous allons présenter ici une extension de la
RPA appelée RPA renormalisée. Son principe est de réintroduire les nombres d’occupation
calculés avec la RPA dans la fonction de vertex pour obtenir un processus auto-cohérent.
Ce chapitre mettra aussi en avant les résultats concernant le contact et surtout sur la
polarisation critique et la transition FFLO.

3.1 Introduction

Le chapitre précédent consistait à poser les bases de la pp-RPA appliquée à un gaz de
fermions polarisés à température nulle. La RPA donne des résultats satisfaisants du côté
BCS pour des interactions assez faibles mais sous-estime les corrélations dans la région
du crossover. Les résultats obtenus pour la RPA(1st) présentent un effet non physique
quand l’interaction devient trop intense avec cet effet de marche négative visible dans
les nombres d’occupation contrairement à la RPA(∞) qui résout ce problème de marche
négative mais viole le théorème de Luttinger là où la RPA(1st) le respecte.
En fait la RPA décrit les corrélations dans le milieu à partir d’un état fondamental non
corrélé. Ceci explique que la RPA ne traite pas bien les corrélations dans le cas où celles-ci
sont importantes.

Différentes extensions de la RPA ont été développées afin de mieux traiter les corréla-
tions. L’une de ces extensions est la RPA auto-cohérente 1 (SCRPA) [Dukelsky et al.,
1998, Schäfer et Schuck, 1999, Hirsch et al., 2002] qui se base sur un état fondamental
RPA corrélé. En pratique, la SCRPA n’a été appliquée qu’à des modèles jouets simples
et n’a jamais été mise en œuvre dans des modèles réalistes compte tenu de sa difficulté à
être implémentée. Cependant, il existe une approximation à la SCRPA qui est la RPA re-
normalisée 2 (r-RPA) [Catara et al., 1996, Delion et al., 2005], qui au lieu d’utiliser l’état

1. Self-consistent RPA en anglais.
2. Renormalized RPA en anglais.
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fondamental corrélé, se base uniquement sur les nombres d’occupation corrélés dans le
calcul.

Ce chapitre sera aussi l’occasion d’aborder la polarisation critique. Comme on l’a vu
au chapitre 1, il existe d’autres formes d’appariement que BCS dans un gaz polarisé.
L’une de ces phases et la phase de Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov (FFLO) [Fulde et
Ferrell, 1964, Larkin et Ovchinnikov, 1964] caractérisée par un paramètre d’ordre oscil-
lant correspondant à des paires avec une impulsion totale non nulle.
La phase FFLO a une importance particulière car elle est théoriquement prédite sur une
grande partie du diagramme de phases car plus favorable à un appariement de type BCS.
Mais jusqu’à présent, dans les expériences menées sur les gaz de Fermi polarisés effectuées
sur la résonance, i.e. à la limite unitaire [Partridge et al., 2006, Shin et al., 2006, Shin
et al., 2008b], et au niveau du crossover BCS-BEC [Shin et al., 2008a, Olsen et al., 2015],
la phase FFLO n’a pas été observée. On observe une séparation de phase avec d’un côté
un état apparié et de l’autre un état non apparié. Néanmoins, ces expériences ont été
menées dans des pièges harmoniques qui rendent difficile l’observation de la phase FFLO
si elle existe. L’utilisation de pièges plats pourrait clarifier cette question à l’avenir.

3.2 Mise en œuvre de la r-RPA

3.2.1 Principe de l’auto-cohérence

L’idée de la r-RPA est de réintroduire les nombres d’occupation calculés avec la RPA
dans la fonction de vertex de départ et d’itérer le processus jusqu’à la convergence. Ainsi
les nombres d’occupation présent dans les expressions (2.8) et (2.9) de Jhh et de Jpp ne
sont plus des fonctions de Heaviside mais les nombres d’occupation corrélés. Cette ap-
proximation peut être justifiée en utilisant la méthode de l’équation de mouvement pour
la fonction de Green à deux particules [Dukelsky et al., 1998]. La r-RPA ne peut pas se
représenter formellement sous forme de diagramme de Feynman mais peut quand même
s’interpréter comme une approximation de la fonction de Green à deux particules obte-
nues en habillant les propagateurs à une particule apparaissant dans les diagrammes en
échelle présentés sur la figure 3.1.

Γ = + J Γ

Figure 3.1 – Définition de la fonction de vertex dans la r-RPA. Les nombres d’occupation
auto-cohérents sont réintroduits dans le propagateur à deux particules J . Bien que cette
approximation ne s’écrive pas en terme de diagramme, il s’agit d’un moyen d’approximer
l’habillage des lignes bleues épaisses du diagramme.

La nouvelle fonction de vertex Γ sert ensuite au calcul de la self-énergie et des nombres
d’occupation avec les mêmes formules que pour la RPA. Cette procédure itérative est
répétée jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. Dans ce formalisme, la RPA n’est
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donc que la première itération du calcul auto-cohérent. L’inclusion des corrélations dans
le calcul du propagateur à deux particules J va adoucir la singularité logarithmique pré-
sente dans Re J responsable de l’instabilité de la phase normale [Fetter et Walecka, 1975].
La figure 3.2 montre les parties imaginaires et réelles de J dans la RPA et la r-RPA. La
figure est présentée pour une impulsion proche de zéro mais non-nulle pour une meilleure
visibilité. On remarque que cet adoucissement provoqué par l’auto-cohérence permettra
à la phase normale de rester stable à une polarisation plus faible.
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Figure 3.2 – Partie imaginaire et réelle de J en fonction de ω dans le RPA et dans la
r-RPA pour k = 0,01 k↑

F et k↓
F = k↑

F/2. Les lignes bleues continues représentent J avec des
nombres d’occupation non corrélés et les lignes rouges en pointillée sont obtenues avec
des nombres d’occupation auto-cohérents pour une intensité d’interaction a k↑

F = −2.

Au chapitre précédent, nous avons défini deux modes de calcul pour les nombres d’occupa-
tion nommés RPA(1st) et RPA(∞). Nous aurons ainsi deux manières d’itérer le processus
qui sera naturellement nommés r-RPA(1st) et r-RPA(∞). La figure 3.3 synthétise les dif-
férents processus itératifs.
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3.2. Mise en œuvre de la r-RPA

3.2.2 Mise en place numérique

Du point de vue de l’implémentation numérique, on décompose les nombres d’occupation
en une partie continue et une partie marche telle que :

nσ(k) = Zσ θ(kσ
F − k) + nσ

c (k) (3.1)

comme présenté sur la figure 3.4. La partie continue nσ
c est une fonction continue de k mais

pas dérivable en kσ
F . Pour cette raison, on utilise deux splines cubiques pour interpoler

nσ
c : une spline pour la partie trou (k < kσ

F ) et une spline pour la partie particule (k > kσ
F ).

Cette partie s’étendant à l’infinie, il est problématique de passer une spline jusqu’à des
très grandes valeurs de k. Pour cela, on utilise la transformation

k̃ =
k

√

k↑ 2
F + k2

(3.2)

qui permet de contenir la distribution en impulsion entre 0 et 1.

k

nσ(k)

kσ
F

0

Zσ

nσ
c (k) Zσ θ(kσ

F
− k)

Figure 3.4 – Schéma des nombres d’occupation. On les décompose en une partie marche
de hauteur Zσ et une partie continue nσ

c .

À partir de l’expression (3.1), il devient possible de décomposer le calcul auto-cohérent
de J en plusieurs parties pour éliminer les fonctions θ des intégrales. Cette procédure est
présentée en annexe A.

3.2.3 Nombres d’occupation convergés

La r-RPA est un processus itératif pour traiter les nombres d’occupation de manière
auto-cohérente. Quand on parle des nombres d’occupation calculés avec la r-RPA, il est
sous-entendu qu’il s’agit de ceux obtenus à la convergence du processus itératif. Les cor-
rélations du milieu étant sous-estimées avec la RPA, on s’attend à ce qu’elles soient plus
importantes avec la r-RPA. Il faut aussi envisager les deux méthodes possibles, à savoir
la r-RPA(1st) et la r-RPA(∞).
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Commençons par comparer les résultats entre la RPA(1st) et la r-RPA(1st). La figure 3.5
compare les nombres d’occupation entre la RPA(1st) et la r-RPA(1st) pour la même po-
larisation et deux valeurs différentes d’interaction.
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Figure 3.5 – Nombres d’occupation up et down pour la polarisation k↓
F = k↑

F/2 (P =
0,778) calculés avec la RPA(1st) (ligne bleue continue) et la r-RPA(1st) à la convergence
(tirets rouges). La figure (a) utilise l’interaction a k↑

F = −2 et la figure (b) a k↑
F = −3.

L’encart montre un zoom sur la marche négative non-physique (Z↓ < 0) qui apparaît
sur les nombres d’occupations down dans le processus auto-cohérent dû à de trop fortes
corrélations.

Le premier résultat concerne le cas des faibles interactions, i.e. −1 < a k↑
F < 0 (limite

BCS). Dans ce cas, la r-RPA (qu’elles soient 1st ou ∞) n’apporte quasiment aucune cor-
rection à la RPA. Cela s’interprète facilement puisqu’une faible interaction entraîne de
faibles corrélations qui sont déjà correctement évaluées par la RPA. Même dans le régime
du crossover la r-RPA apporte une faible correction pour une interaction modérée comme
on le voit sur la figure 3.5 (a). À l’inverse, dans le cas d’une interaction plus forte comme
on le voit sur la figure 3.5 (b), la RPA prédit déjà de fortes corrélations qui vont être lar-
gement amplifiées par la r-RPA(1st) qui ne guérit pas la pathologie de la marche négative
(Zσ < 0) mais au contraire précipite son arrivée. De plus, dans le cas où la marche né-
gative apparaît déjà dans la RPA(1st), la r-RPA(1st) amplifie encore plus son amplitude.

Dans le chapitre précédent, ce problème de marche négative qui apparaît en RPA(1st)
(basée sur l’équation de Dyson tronquée au premier ordre) est corrigé avec la RPA(∞)
qui utilise l’équation de Dyson complète. La figure 3.6 compare les nombres d’occupation
calculés avec la r-RPA(1st) et la r-RPA(∞).
En prenant une interaction suffisamment intense, la r-RPA(1st) (lignes bleues) produit
une marche négative pour les nombres d’occupation des particules down alors que la r-
RPA(∞) (tirets rouges) garde toujours un facteur Zσ positif. Mais de même qu’avec la
RPA(∞), la r-RPA(∞) ne respecte pas le théorème de Luttinger comme on le verra de
manière quantitative dans la sous-section suivante.
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Figure 3.6 – Nombres d’occupation calculés avec la r-RPA(1st) (ligne bleue) et la r-
RPA(∞) (tirets rouges) pour la polarisation k↓

F = k↑
F/2 (P = 0,778) et l’interaction

a k↑
F = −4. La hauteur de la marche Z↓ calculé avec la r-RPA(∞) est positive alors que

celle calculé avec la r-RPA(1st) est négative.

3.2.4 Limitation de la r-RPA

La r-RPA, tout comme la RPA, comprend certaines limitations et pathologies qu’il convient
ici de présenter. Dans la limite du polaron c’est-à-dire l’existence d’une particule down
dans un gaz de particules up (P → 1), la r-RPA n’a aucun effet sur le résultat RPA. En
effet dans cette limite, les nombres d’occupation des particules up et down sont quasiment
les fonctions θ(k↑

F −k) et θ(k↓
F −k) ≃ 0 et l’auto-cohérence qui se base justement sur l’écart

à ces fonctions θ ne peut pas avoir d’effet. De même, la limite du polaron n’est pas bien
traitée avec la RPA qui nécessiterait l’inclusion d’autres classes de diagrammes dans la
matrice T que ceux en échelle.

Il existe un problème inhérent au processus auto-cohérent de la r-RPA dans sa façon
directe de remplacer les nombres d’occupation présents dans la fonction de vertex par
ceux issus du calcul RPA. Cette inclusion est une approximation qui de manière exacte
utilise la représentation spectrale du propagateur à deux particules J (voir chapitre 15.2
du livre [Blaizot et Ripka, 1986]) :
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Ainsi les états à deux-trous et deux-particules doivent nécessairement rester de chaque
côté de l’énergie de séparation ΩF. Cela implique que le continuum à deux trous Im Jhh

doit être nul au delà de ΩF et inversement pour le continuum à deux particules Im Jpp

qui doit être nulle en dessous de ΩF. Ceci est le cas pour la RPA mais ce n’est pas le cas
avec la r-RPA, comme la montre la figure 3.7 où l’on voit que Im Jhh s’étend sur la partie
à deux-particules et inversement.
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Figure 3.7 – Contribution des états deux trous et deux particules à la partie imaginaire
de J en fonction de ω pour k = 0 et k↓

F = k↑
F/2. La ligne verticale en tirets noirs à l’énergie

ΩF représente la séparation entre ces deux états. Comme on peut le voir, chaque courbe
se prolonge dans la zone d’énergie de l’autre.

Un autre problème concerne la violation du théorème de Luttinger (conservation du
nombre de particules). En effet à température nulle, les corrélations ne doivent pas chan-
ger la densité des particules [Luttinger, 1960]. Ainsi, en appelant ρσ la densité calculée à
partir des nombres d’occupation, quel que soit le calcul, on doit toujours avoir ρσ = ρL

σ

où ρL
σ = kσ 3

F /(6π2) est la densité calculée en utilisant la position de la surface de Fermi
kF (théorème de Luttinger satisfait). Il est démontré que la RPA(1st) vérifie exactement
le théorème de Luttinger [Urban et Schuck, 2014] ce qui n’est pas le cas des trois autres
types de calculs. Pour mesurer quantitativement cette violation, on définit l’erreur relative
∆σ

rel = |ρL
σ −ρσ|/ρσ. La table 3.1 contient les valeurs de cette violation pour une interaction

a k↑
F = −2,5 et une polarisation k↓

F = k↑
F/2.

RPA(1st) r-RPA(1st) RPA(∞) r-RPA(∞)

∆↑
rel 0 0,053 % 0,073 % 0,013 %

∆↓
rel 0 0,45 % 2,9 % 2,1 %

Table 3.1 – Erreur relative ∆σ
rel (violation du théorème de Luttinger) pour les différents

calculs RPA et r-RPA avec les paramètres a k↑
F = −2,5 et k↓

F = k↑
F/2.

La RPA(∞) et la r-RPA(∞) violent très clairement le théorème de Luttinger. Cette vio-
lation est d’autant plus grande que l’interaction est forte ou que la polarisation est proche
de la polarisation critique. On s’attend donc à une très grande violation à la limite uni-
taire à la polarisation critique. En revanche, on remarque que la r-RPA(1st) ne viole que
très légèrement le théorème de Luttinger comparativement à la r-RPA(∞) et il est donc
possible que l’erreur observée soit due à l’accumulation des erreurs numériques.
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3.3 Contact

Le comportement des nombres d’occupation à grande impulsion contient des informations
relatives aux propriétés du système. Dans le cas d’une interaction de contact, le compor-
tement asymptotique est connu et vaut pour k ≫ kσ

F , nσ(k) ∼ C/k4. Ce coefficient C est
appelé contact et est indépendant du spin [Tan, 2008a, Tan, 2008c] comme on peut le voir
sur la figure 3.8. On a alors :

C = lim
k→+∞

k4 n↑(k) = lim
k→+∞

k4 n↓(k) (3.4)
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Figure 3.8 – Partie continue nσ
c multipliée par k4 des nombres d’occupation n↑ et n↓

en fonction de k̃ pour voir leur comportement jusqu’à l’infini. On utilise les paramètres
k↓

F = k↑
F/2 et a k↑

F = −2. Les courbes bleues sont associées à la RPA(1st) tandis que les
courbes rouges sont associées à la RPA(∞). On voit que pour k ≫ kσ

F les deux courbes
se confondent, la valeur du contact étant le point en k̃ = 1 (avec k̃ donnée par (3.2)).

Quand on compare nos deux méthodes, à savoir la RPA(1st) et la RPA(∞), pour calculer
le contact, on constate que la valeur de celui-ci est identique. On remarque dans le cas de
la RPA(1st) que les valeurs de k4 n↑(k) et k4 n↓(k) se rejointe assez vite (courbes bleues),
aux alentours de k̃ = 0,9 qui équivaut à k = 2 k↑

F dans ce qui est présenté sur la figure 3.8.
Pour la RPA(∞), ces quantités ne se rejoignent vraiment qu’aux alentours de k̃ = 1
(courbe rouge), c’est-à-dire à la valeur du contact C. Le fait que les courbes convergent
moins rapidement l’une vers l’autre provient de la quantité U défini par l’équation (2.25)
servant à corriger le déplacement du pic de quasi-particule.

Il existe différentes notations et définitions du contact. En ce qui concerne les gaz d’atomes
piégés, il est plus commode d’utiliser le contact intégré sur le volume du système. Celle
que l’on adopte ici est celle de Tan qui est plus commode pour les systèmes uniformes.
Le contact peut aussi être retrouvé dans le contexte de la théorie des champs [Braaten et
Platter, 2008].
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La valeur du contact peut être reliée à différentes propriétés thermodynamiques du gaz [Tan,
2008a, Tan, 2008b]. Par exemple, on a la relation [Tan, 2008a]

d(E/V )
d(−1/a)

=
C

4π m
(3.5)

qui relie l’énergie par unité de volume à l’intensité de l’interaction.

La RPA et la r-RPA nous donnant accès aux nombres d’occupation, on est capable de
déterminer la valeur de contact C. La figure 3.9 montre la dépendance du contact en
fonction de l’intensité de l’interaction (a) et de la polarisation (b) pour la RPA(1st) et la
r-RPA(1st). Dans la limite de faible interaction, on peut utiliser le développement pertur-
batif du contact. Celui-ci est donné dans [Calvanese Strinati et al., 2018] pour un gaz non-
polarisé à température nulle. Dans cette limite, on a simplement E/V ∼ g ρ↑ ρ↓ avec g la
constante de couplage donnée par (2.7). Cela nous donne directement E/V = 4π a ρ↑ ρ↓/m
et avec la formule (3.5), on obtient la formule du contact dans le cas la limite de faible
interaction :

C = 16π2 a2 ρ↑ ρ↓ (3.6)

qui est représenté par la courbe noire sur la figure 3.9 (a).
La valeur du contact est quasiment identique entre les calculs de la RPA et de la r-
RPA. Nous ne savons pas si les petites différences entre les deux calculs sont dues à la
précision numérique de l’auto-cohérence où non. Les résultats obtenus avec la RPA(∞)
et r-RPA(∞) sont identiques à ceux de la RPA(1st) et de la r-RPA(1st) à la différence
que n↑ et n↓ se rejoignent très tard comme on l’a vu sur la figure 3.8.
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Figure 3.9 – (a) Dépendance du contact en fonction de l’intensité de l’interaction pour
k↓

F = k↑
F/2. Dépendance du contact en fonction de la polarisation P pour a k↑

F = −2 et
a k↑

F = −1. La ligne bleue continue est le résultat obtenu avec la RPA et la ligne en
tirets rouges celui obtenu avec la r-RPA. Ces courbes sont tracées jusqu’à la polarisation
critique. La ligne noire en tirets-points dans la figure (a) est la valeur du contact en théorie
des perturbations.
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3.4 Polarisation critique

3.4.1 Transition FFLO

La théorie de la RPA (respectivement de la r-RPA) ne décrit que la phase normale du
gaz et ne peut pas décrire la partie superfluide. En effet, il apparaît une instabilité dans
la matrice T au moment de la transition vers la phase superfluide. Savoir où se trouve
cette instabilité nous donne l’endroit de la transition. Ce critère pour connaître le lieu
de la transition porte le nom de critère de Thouless [Thouless, 1960] et nous dit que la
transition vers la phase superfluide a lieu quand un pôle apparaît dans la matrice T en
ω = ΩF soit lorsque 1/g − J(k, ω = ΩF) = 0. Pour être dans la phase normale, il faut que
la condition 1/g − J(k, ω = ΩF) < 0 soit vérifiée pour toutes les valeurs de k.

Dans un gaz non polarisé, le seul type d’appariement possible est de type BCS où la
paire à une impulsion totale nulle. Or dans un gaz polarisé, on a vu qu’il existe un autre
type d’appariement (FFLO) où la paire à une impulsion totale non-nulle. La figure 3.10
illustre le comportement de 1/g − J en fonction de k pour différentes valeurs de pola-
risation. On voit clairement que le maximum n’est pas forcément en k = 0 mais qu’au
contraire le pôle va d’abord apparaître pour k 6= 0. Cette valeur de k qui engendre la
première apparition du pôle sera noté kFFLO. Ainsi on a :

1/g − Re J(kFFLO, ΩF) = max
k

[1/g − Re J(k, ΩF)] (3.7)

Et donc par définition, à la polarisation critique, on a :

1/g − Re J(kFFLO, ΩF) = 0 (3.8)

À la polarisation critique, on a donc la formation de paires, qui dans le cas de la phase
FFLO, ont une impulsion non nulle kFFLO. Cette impulsion correspond plus ou moins à
la norme du vecteur d’onde des oscillations du paramètre d’ordre dans la phase FFLO.
Cependant, notre théorie ne nous dit pas si la phase appariée correspond à un état de
Fulde-Ferrel (FF) avec un seul vecteur d’onde [Fulde et Ferrell, 1964], un état de Larkin-
Ovchinnikov (LO) avec des modulations spatiales du paramètre d’ordre mais sans phase
variable [Larkin et Ovchinnikov, 1964], ou encore à des états plus compliqués avec une
structure cristalline.

En revenant sur la figure 3.10, on peut déjà comprendre comment se déroule la transition.
La figure représente la fonction 1/g−Re J(k, ΩF) en fonction de k pour différentes valeurs
de polarisation. Dans le cas de la RPA, J est indépendant de l’interaction. Augmenter
l’intensité de l’interaction, c’est-à-dire 1/g, revient simplement à translater les courbes
vers le haut et donc à augmenter la polarisation critique qui est associée à un kFFLO plus
élevé. La figure 3.11 représente la valeur de kFFLO dans le cas de la RPA et de la r-RPA(∞)
à la polarisation critique en fonction de k↓

F/k↑
F. On voit que plus la polarisation augmente,

plus la valeur de kFFLO diminue. On a fait le choix de tracer la dépendance de kFFLO en
fonction de k↓

F/k↑
F et non en fonction de P du fait de la violation du théorème de Luttinger.

On observe aussi que kFFLO est modifié dans la r-RPA(∞) par rapport à la RPA et que
cet écart est d’autant plus grand que la polarisation est grande.
Sur la figure 3.11, on remarque que la valeur de kFFLO s’arrête brusquement à une valeur-
limite qui vaut k↓

F/k↑
F = 0,224 pour la RPA et k↓

F/k↑
F = 0,435 pour la r-RPA(∞). Là
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k

1/g −Re J(k,ΩF)

kFFLO k↑
F

0

1

g
−

m

4πaM

P < Pc

P = Pc

P > Pc

P = PL

P = 1

Figure 3.10 – Comportement typique de 1/g − Re J(k, ΩF) (calculé avec la RPA pour
a k↑

F = −1,913) en fonction de k pour différentes valeurs de polarisation P . Pour les trois
polarisations les plus élevées (les trois courbes les plus basses, violette, noire et bleue), le
système est en phase normale. La ligne verte continue correspond à la polarisation critique
Pc où la fonction s’annule pour une valeur de k qui correspond à kFFLO. La courbe rouge
en points-tirets est obtenue pour la valeur de la polarisation qui donne le pôle en k = 0
(superfluidité type BCS), qui se trouve ici dans la région superfluide FFLO.

encore, la figure 3.10 nous explique ce qui se passe. Quand on regarde les différentes
courbes, on remarque que plus la polarisation augmente, plus le maximum en k (qui est
responsable de la phase FFLO) s’aplatit. À une polarisation P = PL la valeur du maximum
en k = kFFLO est identique à la valeur du maximum local en k = 0. Pour des polarisations
telles que P > PL, le maximum global se trouve en k = 0, et la valeur en k = kFFLO est
devenue un maximum local. La phase FFLO disparaît alors car moins favorable et on à un
appariement avec des paires d’impulsions nulles. Cette valeur PL qui marque la transition
entre un appariement type FFLO en un appariement avec des paires d’impulsions nulles
est appelée point Lifshitz L qui est représenté dans le diagramme de phases schématique
de [Son et Stephanov, 2006].
Le cas limite en P → 1, i.e. k↓

F/k↑
F → 0 correspond à la limite du polaron. L’intensité de

l’interaction aM k↑
F à laquelle cette polarisation critique se produit vaut :

1

aM k↑
F

=
4π

m k↑
F

J(k, εF ; k↓
F = 0) =

2
π

− 1
π

√
2

ln

(√
2 + 1√
2 − 1

)

≃ 0,24 (3.9)

Puisque aM > 0, cette limite se situe du côté BEC du crossover. Cette valeur est identique
pour la RPA et pour la r-RPA qui comme on l’a vu précédemment est identique à la RPA
dans la limite du polaron. Ce point associé à aM k↑

F correspond à la transition polaron-
molécule M discuté dans [Prokof’ev et Svistunov, 2008, Punk et al., 2009]. Au delà de cette
limite, toute particules down ajouté au système formera obligatoirement une molécule et
le système reste donc entièrement superfluide.
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Figure 3.11 – Valeur de kFFLO en fonction de k↓
F/k↑

F avec la RPA (ligne bleue continue)
et avec la r-RPA(∞) (ligne rouge en pointillé). Dans la RPA, la valeur de kFFLO est
indépendante de l’intensité de l’interaction. Pour la r-RPA(∞), nous avons utilisé la valeur
a k↑

F tel que P = Pc pour chaque k↓
F/k↑

F. La phase FFLO disparaît dans le RPA lorsque
k↓

F/k↑
F < 0,224, et dans le r-RPA(∞) lorsque k↓

F/k↑
F < 0,435.

3.4.2 Implémentation numérique

Comme on l’a vu dans la sous-section précédente, l’équation (3.8) est seulement satisfaite
à la polarisation critique. Ceci nous donne la méthode à suivre pour trouver la polarisation
critique pour une intensité d’interaction a et k↑

F. En pratique, on fixe k↑
F = 1 ce qui ne

restreint pas la généralité car nous utilisons k↑
F comme échelle. En fait, on ne cherche pas

directement Pc mais k↓
F,c qui permet ensuite le calcul de Pc. La méthode itérative à l’étape

i est la suivante :

étape 1 : on se donne une polarisation au travers de k↓
F, i

étape 2 : on détermine le maximum en k = kmax de 1/g − Re J(k, ΩF) pour k↓
F

étape 3 : on évalue la quantité h = 1/g − Re J(kmax, ΩF)

- si h < 0, on est dans la phase normale
→ retour à l’étape 1 avec k↓

F,i+1 > k↓
F, i

- si h > 0, on est dans la phase superfluide
→ retour à l’étape 1 avec k↓

F,i+1 < k↓
F, i

- si h = 0, on est à la polarisation critique
→ k↓

F,c = k↓
F, i et kFFLO = kmax

Si le calcul de la polarisation critique avec cette procédure ne présente pas de problème
avec la RPA, elle est en revanche problématique dans le cas de l’auto-cohérence. En effet
pour la RPA, la fonction 1/g − Re J(k, ΩF) est calculable peu importe la polarisation et
c’est le calcul des nombres d’occupation qui sera aberrant si on se trouve dans la région
superfluide. C’est là que se situe le problème car ce sont ces mêmes nombres d’occupation
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qui sont réutilisés dans le calcul de J . Ainsi l’itération i + 1 n’est plus calculable si l’itéra-
tion i est passée dans la zone superfluide. Or ceci est toujours le cas car l’auto-cohérence
augmente les corrélations qui font baisser la valeur de k↓

F,c. La figure 3.12 illustre cette
situation : le k↓

F,c de la r-RPA (donc des itérations successives) se trouve toujours dans
des conditions où la RPA prédit une zone superfluide.

k↓
F

1/g −Re J(kFFLO,ΩF)

région
superfluide

RPA

0
k↑

F

k↓
F,c r-RPA

RPA
r-RPA

k↓
F,c RPA

Figure 3.12 – Comportement schématique de la valeur maximale de la fonction 1/g −
Re J(k = kFFLO, ΩF) en fonction de k↓

F pour un k↑
F fixé. La ligne bleue continue est obtenue

à partir de la RPA et la ligne rouge pointillée à partir de la r-RPA. Comme on peut le voir,
la polarisation critique obtenue à partir de la r-RPA se trouve dans la phase superfluide
de la RPA.

Nous sommes confrontés à ce problème car nous initialisons le calcul avec des nombres
d’occupation non-corrélés (des fonctions de Heaviside) et chaque itération augmente ces
corrélations. Pour résoudre ce problème, nous allons initialiser le calcul avec des nombres
d’occupation très corrélés pour que cette fois-ci, chaque itération diminue ces corrélations
et donc k↓

F,c de manière à ne jamais entrer dans la zone superfluide. Ceci est possible car
les nombres d’occupation que l’on obtient à la convergence sont indépendants de ceux
utilisés pour l’initialisation. La construction de ces nombres d’occupations d’initialisation
ñσ se fait à partir de ceux de la RPA en utilisant une intensité d’interaction ã = α a
(α < 1) puis on leur applique un facteur β > 1 tel que

ñσ(k < kσ
F ) = 1 − β

(

1 − nσ(k)
)

ñσ(k > kσ
F ) = β nσ(k)

(3.10)

Pour maximiser ces corrélations, on choisit β = 1/(1−Z↓) ce qui fait disparaître la marche
des down pour les nombres d’occupation d’initialisation. En pratique, on prend α = 0,7.
La figure 3.13 illustre ces nombres d’occupation d’initialisation très corrélés et leur valeur
convergé dans un calcul de RPA(1st).
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Figure 3.13 – Nombre d’occupation up et down pour la polarisation k↓
F = k↑

F/2
(P = 0,778) et l’interaction a k↑

F = −2. Les lignes bleues continues représentent les
nombres d’occupation utilisés pour l’initialisation du calcul auto-cohérent de la pola-
risation critique. Les lignes rouges en pointillés représentent les nombres d’occupation
convergés dans le calcul du r-RPA(1st).

3.4.3 Diagramme de phases

Dans la sous-section précédente, nous avons vu comment déterminer la polarisation cri-
tique à une valeur d’interaction donnée. On construit alors le diagramme de phases pré-
senté sur la figure 3.14 donnant la polarisation critique en fonction de l’intensité de l’in-
teraction. Mais avant de le présenter, il est important de préciser que l’instabilité que l’on
détecte dans la phase normale correspond à une transition de phase de second ordre vers
la phase superfluide. Une transition de premier ordre de la phase normale vers la phase
superfluide avec une région de coexistence s’étendant à une polarisation plus élevée que
notre polarisation critique Pc ne peut pas être visible avec notre théorie car cela nécessi-
terait de calculer l’énergie de la phase superfluide.

Ce diagramme comporte deux types de courbes du fait de la violation du théorème de
Luttinger. Les courbes épaisses représentent la polarisation critique Pc calculée avec les
nombres d’occupation qui violent le théorème de Luttinger. Les courbes fines représentent
au contraire la polarisation critique que l’on obtiendrait si le théorème de Luttinger était
satisfait pour la dernière itération c’est-à-dire P L

c = (k↑ 3
F − k↓ 3

F,c)/(k↑ 3
F + k↓ 3

F,c).

Comme la RPA(1st) vérifie le théorème de Luttinger, on a P L
c

(

RPA(1st)
)

= Pc

(

RPA(1st)
)

(ligne bleu fine). Étant donné que la RPA(∞) utilise les mêmes nombres d’occupation non
corrélés que le RPA(1st), il est clair que P L

c

(

RPA(∞)
)

= Pc

(

RPA(1st)
)

. La réduction de

Pc

(

RPA(∞)
)

(ligne bleue épaisse) proche de l’unitarité est donc uniquement due à la vio-
lation du théorème de Luttinger. La violation du théorème de Luttinger dans la RPA(∞)
et dans la r-RPA(∞) devient de plus en plus importante au fur et à mesure que les corréla-
tions augmentent. Cette violation commence à devenir visible dans la zone des paramètres
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Figure 3.14 – Polarisation critique obtenue à partir du critère de Thouless en fonction de
−1/(a k↑

F). Les lignes épaisses correspondent à Pc calculée avec les nombres d’occupation
et les lignes fines à P L

c que l’on obtiendrait si le théorème de Luttinger était satisfait.
Les lignes bleues continues représentent le calcul RPA. Les lignes rouges sont pour la
r-RPA(1st), leurs prolongements en pointillé indiquent la présence d’une marche néga-
tive (Z < 0). Les lignes vertes en tirets sont pour la r-RPA(∞). La croix noire est la
prédiction théorique extraite de la figure 1 de la référence [Bulgac et Forbes, 2008]. Nous
montrons également des résultats expérimentaux pour la limite de la région de coexistence
correspondant à une transition de phase du premier ordre vers une phase superfluide non
polarisée. Les données proviennent des références [Shin et al., 2008a, Shin et al., 2008b]
et [Olsen et al., 2015].

d’interaction et de polarisation où la RPA(1st) et le r-RPA(1st) donnent une marche né-
gative. Au contraire, dans r-RPA(1st), nous avons Pc

(

r-RPA(1st)
)

≃ P L
c

(

r-RPA(1st)
)

pour toutes les valeurs d’interaction, ce qui laisse penser que le théorème de Luttinger est
satisfait pour la r-RPA(1st) et que le petit écart que l’on observe provient de l’accumula-
tion des erreurs numériques. Enfin, le traitement de la RPA et de la r-RPA avec l’équation
de Dyson évite les nombres d’occupation avec des marches négatives mais engendre à son
tour des caractéristiques non physiques.

Dans tous les cas, les polarisations critiques calculées avec la r-RPA(1st) (courbes rouges)
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et la r-RPA(∞) (courbes vertes) sont toujours plus faibles que celles calculées avec la
RPA (courbes bleues). La courbe de la r-RPA(1st) utilise deux styles de lignes : la ligne
continue devient des points à 1/(a k↑

F) ≃ −0,675 pour marquer la présence de la marche
négative dans les nombres d’occupation. Mais même avec la marche négative (courbe en
points), il est toujours possible de faire converger le calcul numérique jusqu’à un certain
point proche de la limite unitaire. Ce problème de marche négative n’existe pas avec la
r-RPA(∞) ce qui rend possible de parcourir l’ensemble des interactions pour décrire la po-
larisation critique. Du côté BCS, c’est-à-dire pour des faibles interactions, la r-RPA(1st)
et la r-RPA(∞) donnent des résultats similaires compte-tenu que les nombres d’occupa-
tions sont très peu corrélés dans cette région.

En fait la polarisation critique est la même dans la RPA et dans la théorie de champ moyen
comme le montre la figure 6 (a) de [Calvanese Strinati et al., 2018] (dans cette figure, Pc

est une fonction de 1/(a kF) = (1+P )1/3/(a k↑
F)). Celle-ci prédit aussi la phase FFLO mais

pas de séparation de phase [Pao et Yip, 2009] ainsi que la figure 6 (a) de [Calvanese Stri-
nati et al., 2018] (dans cette figure, Pc est une fonction de 1/(a kF) = (1 + P )1/3/(a k↑

F)).
La RPA prédit une polarisation critique Pc = 0,834 à la limite unitaire. Le calcul mené
à partir de la fonctionnelle de la densité d’énergie (ASLDA) ajustée sur les résultats de
Monté-Carlo quantique (QMC) [Bulgac et Forbes, 2008] prédit une polarisation critique
Pc = 0,562 à la limite unitaire (croix noire sur la figure 3.14). Comme on s’y attend, la
RPA surestime largement ce résultat qui est amélioré par le r-RPA(∞) qui donne, tou-
jours à la limite unitaire, Pc = 0,543 et P L

c = 0,709. Cependant même si cette première
valeur est en meilleur accord avec le résultat de ASLDA que la deuxième, il résulte en
partie de la violation du théorème de Luttinger et donc des effets non-physiques.

Sur ce diagramme, on remarque aussi les points particuliers que l’on a définis dans la
sous-section 3.4.1. Le premier d’entre eux est le point Lifshitz L qui caractérise la transi-
tion entre un superfluide type FFLO (k 6= 0) à un superfluide type BCS (k = 0). Cette
transition est directement visible sur la figure 3.14 par un pli dans les courbes (marqué par
les flèches noires). Dans le cas de la RPA, cette transition se produit pour une interaction
aL k↑

F = 0,210 et Pc = 0,902 (P L
c = 0,978). Dans la r-RPA(∞),cette transition se produit

pour une interaction aL k↑
F = 0,131 et Pc = 0,636 (P L

c = 0,848).
L’autre de ces points remarquables est le point M qui correspond à la transition polaron-
molécule [Prokof’ev et Svistunov, 2008, Punk et al., 2009]. À la limite de ce point, le peu
de particules down présentes dans le système quasiment entièrement polarisé (P → 1)
ne forment plus une mer de Fermi de polarons mais un condensat de molécule BEC avec
une impulsion totale nulle. Cette transition se produit du côté BEC du crossover, plus
précisément lorsque a = aM. Dans cette limite, on trouve d’après l’équation (3.9) que
1/(aM k↑

F) ≃ 0,24 que l’on peut comparer à la valeur exacte 1/(aM k↑
F) ≃ 0,9 [Prokof’ev

et Svistunov, 2008]. La raison pour laquelle la RPA sous-estime la position du point M
provient de l’approximation que l’on fait dans la matrice T en ne considérant que les
diagrammes en échelle. Ces diagrammes ne mettent en jeu que deux particules (2p) et
n’incluent pas les corrélations à trois particules un trou (3p-1h) et d’ordre supérieur né-
cessaire dans cette limite [Punk et al., 2009]. On remarque aussi que la r-RPA n’a aucun
effet dans cette limite et termine vers le même point de M obtenu avec la RPA. Ceci était
prévisible car comme on l’a déjà vu précédemment, l’auto-cohérence n’a aucun effet dans
la limite du polaron (P → 1).
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En ce qui concerne les points expérimentaux (points violets et cercles bruns) [Shin et al.,
2008b, Shin et al., 2008a, Olsen et al., 2015], ils ne représentent pas la transition FFLO
mais une séparation de phase. En effet dans ces expériences, on observe une transition de
phase de premier ordre avec une séparation de phase en un superfluide non polarisé d’un
côté et une phase normale polarisée de l’autre. Ceci semble être en bon accord avec les
résultats de Monte-Carlo quantique (QMC) qui n’incluaient pas la possibilité de phases
de type FFLO [Pilati et Giorgini, 2008]. Expérimentalement, la polarisation critique à
laquelle se produit la séparation de phase est plus faible que celle obtenue dans le calcul
de champ moyen [Pao et Yip, 2009]. Il est donc possible qu’il y ait une transition continue
(de second ordre) vers la phase FFLO avant que la séparation de phases ne se produise,
ce qui correspond qualitativement au scénario proposé dans [Bulgac et Forbes, 2008] pour
le cas de l’unitarité.

3.5 Conclusion

La r-RPA s’inscrit dans un processus basé sur un calcul auto-cohérent des nombres d’oc-
cupation. En ce sens, elle est elle-même une approximation de la RPA auto-cohérente.
La mise en œuvre de la r-RPA dans les gaz de fermions polarisés est pertinente car elle
réduit la polarisation critique qui est surestimée dans le cas de la RPA. À la limite uni-
taire, la r-RPA donne un résultat plus proche de [Bulgac et Forbes, 2008]. De manière
générale, la r-RPA permet de mieux traiter les corrélations du milieu dans des systèmes
où l’interaction est assez intense. En revanche, les pathologies déjà présentes dans la RPA
se retrouvent aussi dans la r-RPA. Dans la RPA(1st) et la r-RPA(1st), le facteur de
quasi-particule Z à la surface de Fermi, c’est-à-dire la hauteur du pas dans les nombres
d’occupation, devient négatif quand l’interaction devient trop intense (ce que l’on appelle
la marche négative). Les nombres d’occupation de la RPA(∞) et la r-RPA(∞), qui consi-
dèrent l’équation de Dyson complète, ne présentent jamais de marche négative mais viole
le théorème de Luttinger, c’est-à-dire que les nombres d’occupation ne conservent pas le
nombre de particules.
Parmi les autres résultats intéressants, on peut citer le contact qui contient l’informa-
tion du comportement asymptotique à grande impulsion des nombres d’occupation. On
remarque que l’auto-cohérence, telle qu’elle est construite dans la r-RPA, ne change qua-
siment rien à cette valeur du contact.
L’autre point très important est la transition de la phase normale vers la phase super-
fluide. Cette transition est visible dans notre formalisme comme une instabilité dans la
matrice T (critère de Thouless). Dans la plus grande partie du diagramme de phases, on
observe que c’est la phase FFLO qui apparaît en premier. On est aussi capable de voir
quand celle-ci n’est plus favorable (point Lifshitz) et quand le système accepte des états
liés (point M : transition polaron-molécule).

La phase FFLO est prédite théoriquement dans les systèmes de gaz asymétrique, c’est-
à-dire déséquilibré en spin comme ce qui est traité ici, mais aussi asymétrique en masse
c’est-à-dire un gaz constitué de deux composants de masses différentes. Cependant son
existence reste une question ouverte aujourd’hui 3. En fait, il existe une compétition entre

3. mardi 28 avril 2020
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3.5. Conclusion

la séparation de phase qui est-ce que l’on voit dans les expériences, et la formation de la
phase FFLO [Son et Stephanov, 2006, Bulgac et Forbes, 2008, Bedaque et al., 2003, Liu
et Wilczek, 2003]. La r-RPA ne peut traiter que la phase normale du gaz ce qui la rend
inemployable pour traiter le problème de la séparation de phase qui demanderait le calcul
de l’énergie de la phase superfluide.
Il est peut-être possible de réconcilier la phase FFLO et la séparation de phases si on
interprète la phase FFLO (la phase LO pour être précis) comme une « séparation micro-
phase » périodique [Radzihovsky et Sheehy, 2010]. Il est tout de même nécessaire de noter,
comme par exemple dans [Radzihovsky et Sheehy, 2010], que les expériences sont réalisées
avec des pièges qui utilisent un potentiel harmonique, ce qui rend difficile la visualisation
de la phase FFLO. Il est à espérer que les futures expériences réalisées avec des pièges à
fond plat clarifieront cette question.

Comme on l’a dit précédemment, la r-RPA est une méthode auto-cohérente basée sur
les nombres d’occupation. Il existe d’autres méthodes auto-cohérentes pour traiter les
corrélations dans le milieu. L’une de ces méthodes se base sur les fonctions de Green
auto-cohérente aussi appelé formalisme de Luttinger-Ward quand les systèmes considérés
sont à température finie. Cette méthode est numériquement très exigeante mais donne
de bons résultats pour décrire la température critique dans le crossover BSC-BEC. Les
fonctions de Green auto-cohérentes ont été appliquées pour étudier le crossover BCS-BEC
à température finie, en particulier le diagramme de phases des gaz non polarisés [Hauss-
mann, 1994, Haussmann et al., 2007] et polarisés [Frank et al., 2018]. Dans [Pieri et
Strinati, 2017], il a été montré que dans le formalisme de Luttinger-Ward, le théorème de
Luttinger est satisfait exactement avec l’équation de Dyson complète.
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Chapitre 4

Corrélations dans la matière à neutrons
à température finie

Dans ce chapitre, on reprend le formalisme de la matrice T introduite dans les chapitres
précédents mais cette fois-ci pour décrire la matière de neutrons à température finie. On
pourra alors calculer les corrélations du milieu afin de mieux évaluer la température cri-
tique de transition vers la phase superfluide.

4.1 Introduction

Les gaz d’atomes froids constituent un système de fermions en interaction qu’il est pos-
sible de piéger en laboratoire. Un des avantages de ces systèmes est le contrôle que l’on
a sur l’interaction entre les atomes. On peut alors passer d’un gaz fortement corrélé, à
des régimes de couplage faible, reproduisant ainsi le crossover BCS-BEC. Mais il existe
d’autres systèmes qui font intervenir des fermions en interaction, la matière nucléaire est
un de ces exemples. Ainsi dans les noyaux, il existe des corrélations d’appariement entre
deux protons, deux neutrons et un proton avec un neutron. Dans une certaine mesure, la
matière à neutrons peut décrire les phénomènes d’appariement qui se produisent à l’inté-
rieur d’une étoile à neutrons.

Nous étudions ici un système composé uniquement de neutrons en interaction. Contraire-
ment aux gaz d’atomes froids, l’interaction entre les neutrons n’est pas un paramètre que
l’on peut modifier mais une donnée physique qu’il faut modéliser. Pour cela on a recours
à une interaction effective de basse impulsion nommée Vlow−k. Il est possible de remplacer
cette interaction par une interaction séparable plus simple afin de faciliter les calculs.
Comme dans tous les systèmes fermioniques, la superfluidité va apparaître en dessous
d’une certaine température critique Tc. Dans la limite des hautes densités, les corrélations
d’appariement sont faibles et la théorie BCS suffit à décrire ces systèmes. Mais pour de
faibles densités, les corrélations d’appariement sont importantes [Baldo et al., 1995, An-
drenacci et al., 1999, Baldo et al., 2004, Matsuo, 2006] et il est nécessaire d’aller au-delà
du champ moyen pour obtenir une description réaliste de ce milieu.
Par analogie avec les gaz d’atomes froids où la longueur de diffusion a était le paramètre
pertinent pour décrire de crossover, c’est ici, dans la matière à neutrons, la densité qui
sera ce paramètre. Ainsi le régime BCS se situe à haute densité alors que le régime du
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crossover s’obtient pour des densités plus faibles. Comme il n’existe pas d’état lié pour le
di-neutron, il est impossible de passer du côté BEC ou même d’atteindre la limite unitaire
avec la matière à neutrons. On sera limité par la longueur de diffusion neutron-neutron qui
se situe aux alentours de 18 fm (expériementalement, on a : a = −18,7 ± 0,6 fm [Gonzá-
lez Trotter et al., 1999], a = −16,59(117) fm [Babenko et Petrov, 2013]).

Pour traiter ce système, on utilise à nouveau le formalisme de la matrice T dans le milieu
introduit dans le chapitre 2. La différence ici est que l’on traite un système à température
finie et sans polarisation. De même que dans les chapitres précédents, on est limité à
décrire le système dans la phase normale et non dans la phase superfluide.
Le principe reste cependant identique à ce qui a été fait dans le chapitre 2 à savoir que l’on
va construire une fonction de Green habillée à partir de la fonction de Green libre et de la
self-énergie. L’approche habituelle est celle de Nozières et Schmitt-Rink (NSR) [Nozières
et Schmitt-Rink, 1985] (NSR). Cette approche se révèle problématique car elle présente
des pathologies qu’il est nécessaire de corriger pour obtenir des résultats cohérents. Cette
pathologie de la théorie NSR provient du fait qu’elle comptabilise comme des corréla-
tions le décalage du pic de quasi-particule causé par la partie réelle de la self-énergie.
D’autres approches comme celle de Zimmermann et Stolz (ZS) [Zimmermann et Stolz,
1985] corrigent cette pathologie en soustrayant des corrélations, ce décalage du pic de
quasi-particule en soustrayant la partie réelle de la self-énergie à la position du pic. Une
approche intermédiaire utilisée dans [Ramanan et Urban, 2013] consiste à ne soustraire
que la self-énergie Hartree-Fock (HF) de la self-énergie totale. Puisque nous calculons ex-
plicitement la self-énergie, nous pourrons aussi habiller la fonction de Green en considérant
l’équation de Dyson complète.

4.2 Quelques mots sur les interactions effectives

Dans le cas de la matière à neutrons, la portée de l’interaction r0 est de l’ordre de 2,5
fm (r0 = 2,83(11) fm dans [Babenko et Petrov, 2013]) pour une distance entre neutrons
de l’ordre de 2,5 à 16 fm (on se réfère à la figure 2.2). L’interaction de contact qui par
définition ne prend pas en compte la portée de l’interaction est donc une très mauvaise
approximation dans le cas de la matière à neutrons.
Pour modéliser l’interaction neutron-neutron, on utilise une interaction effective de basse
impulsion nommée Vlow−k. Cette interaction se base sur les méthodes du groupe de renor-
malisation 1 (RG). Ces méthodes permettent de séparer les modes de faibles impulsions
de ceux ayant des impulsions élevées [Bogner et al., 2010]. Le principe de construction de
Vlow−k consiste à résoudre l’équation de Lippmann-Schwinger en faisant varier le cut-off Λ
qui apparaît sur l’impulsion relative. Le choix de la valeur du cut-off étant arbitraire donc
non physique, la matrice T ne doit pas dépendre de ce choix. Il faut donc déterminer les
éléments de matrice de l’interaction qui laisse inchangée la matrice T un cut-off Λ donné.
L’utilisation d’une coupure nette 2 ne se révèle pas être un choix efficace et on utilise en
pratique un régulateur ayant une forme de type gaussien ou de Fermi-Dirac pour adoucir
le cut-off.

1. Renormalization Group en anglais
2. sharp cut-off en anglais
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4.3 Formalisme de la matrice T à température finie

4.3.1 Équation de Lippmann-Schwinger

Le calcul des corrélations est réalisé à partir du formalisme de la matrice T . La démarche
est identique à celle effectuée au chapitre 2 c’est-à-dire que l’on resomme l’ensemble des
diagrammes en échelle comme illustrée sur la figure 2.1. La différence notable ici provient
du potentiel chimique qui est fixé dès le départ contrairement aux chapitres précédents
où l’on fixait kF. L’énergie ω est donc référencée par rapport à µ (on peut avoir ω < 0)
contrairement au formalisme de température nulle où on a ω > 0. Cela ne change pas
l’équation de Lippmann-Schwinger qui relie la fonction de vertex Γ à l’interaction v(q, q′)
entre deux fermions :

Γ(q, q′, k, ω) = v(q, q′) +
∫ d3p

(2π)3
v(q, p) G

(2)
0 (p, k, ω) Γ(p, q′, k, ω) (4.1)

où G
(2)
0 est la fonction de Green à deux particules qui s’écrit à température finie dans le

formalisme de Matsubara :

G
(2)
0 (p, k, iω) =

1
β

∑

n

G0(|k
2

+ p|, iωn) G0(|k
2

− p|, iω − iωn) (4.2)

avec ξk = k2/(2m) − µ. Après le calcul analytique de cette somme et le prolongement
analytique sur ω, on obtient le fonction de Green retardée :

G
(2)
0 (p, k, ω) =

1 − fF(ξ|k/2+p|) − fF(ξ|k/2−p|)
ω − ξ|k/2+p| − ξ|k/2−p| + iη

(4.3)

En ce qui concerne les unités, on pose m = 1 dans les formules qui suivent. En pratique,
cela revient à considérer les unités d’énergies en fm−2 à la place des MeV avec le facteur
de conversion : 1 fm−2 = 41,44 MeV. Ce facteur provient du rapport ~

2/mn avec mn la
masse du neutron. Avec l’expression de la fonction de Green à deux particules, on peut
effectuer l’intégrale angulaire qui apparaît dans l’équation (4.1). Pour cela on définit la
fonction Ḡ0 qui s’écrit :

Ḡ0(p, k, ω) =
1
2

∫ 1

−1
d(cos θ) G

(2)
0 (p, k, ω) =

Q̄(k, p)

ω + 2µ − k2

4
− p2 + iη

(4.4)

avec Q̄ le facteur de blocage de Pauli qui vaut 3 :

Q̄(k, p) =
2T

k p
ln

(

1 + e[(k/2+p)2−2µ]/(2T )

1 + e[(k/2−p)2−2µ]/(2T )

)

− 1 (4.5)

À partir de l’expression (4.4), l’équation (4.1) devient :

Γl=0(q, q′, k, ω) = vl=0(q, q′) +
2
π

∫ pmax

0
dp p2 vl=0(q, p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
Γl=0(p, q′, k, ω) (4.6)

3. On a

∫ 1

−1

1

eax+b + 1
dx =

1

a
ln

(

1 + ea−b

1 + e−a−b

)
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avec

p0 =

√

ω + 2µ − k2

4
(4.7)

L’indice l = 0 indique que la grandeur correspondante est définie dans la base des ondes
partielles ce qui fait apparaître un facteur multiplicatif de 4π 4.

4.3.2 Valeurs propres de Weinberg

Dans le chapitre 2, on a pu simplifier l’équation de Lippmann-Schwinger en utilisant une
interaction de contact qui est une bonne approximation dans les gaz d’atomes froids mais
pas dans la matière de neutrons. Pour calculer la fonction de vertex Γ, on est donc obligé
de résoudre directement l’équation intégrale (4.6). Une méthode pour résoudre ce type
d’équation est d’utiliser la méthode des valeurs propres de Weinberg. On cherche à diago-
naliser l’opérateur V G2, c’est-à-dire résoudre l’équation aux valeurs propres V G2 U = λ U
avec λ les valeurs propres et U la matrice contenant les vecteurs propres. Sous forme in-
tégrales, cela revient à résoudre l’équation :

2
π

∫ pmax

0
dp p2 vl=0(q, p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
u(p, k, ω) = λ(k, ω) u(q, k, ω) (4.8)

Pour résoudre cette équation intégrale, on discrétise le plan suivant q et q′ en une grille
ayant n points dans chacune des deux directions. On développe ensuite la fonction u dans
la base des fonctions chapeaux construites à partir de splines cubiques sur un support fini.
Ces fonctions chapeaux sont décrites dans l’annexe B. Ces fonctions chapeaux rendent les
intégrales assez simples à calculer d’où leur intérêt malgré le fait que cette base n’est pas
orthogonale. Dans cette base des fonctions chapeaux la fonction u s’écrit :

u(q, k, ω) =
∑

i

ci(k, ω) ϕi(q) (4.9)

En injectant cette expression dans l’équation (4.8) et en prenant les valeurs de q sur les
points du réseau ie. en q = qi, on obtient l’équation :

∑

j

2
π

∫ pmax

0
dp p2 vl=0(qi, p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
ϕj(p) cj(k, ω) = λ(k, ω)

∑

j

ϕj(qi) cj(k, ω) (4.10)

Pour faciliter l’écriture, on définit trois matrices :

Mij =
2
π

∫ pmax

0
dp p2 vl=0(qi, p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
ϕj(p)

Aij = ϕj(qi)

Cj = cj(k, ω)

(4.11)

Pour ce qui est de la matrice M , on peut calculer analytiquement sa partie imaginaire
qui vaut :

Im Mij = −2 vl=0(qi, p0) Q̄(k, p0) ϕj(p0) (4.12)

4. Ainsi Γ(q, q′, k, ω) = 4π Γl=0(q, q′, k, ω).
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La partie réelle devant se calculer avec une relation de dispersion. Avec ces trois matrices,
l’équation (4.10) devient :

∑

j

Mij Cj = λ
∑

j

Aij Cj . (4.13)

Ou de façon plus condensée, M C = λ A C, ce qui nous donne finalement :

A−1M C = λ C (4.14)

4.3.3 Calcul de la fonction de vertex

La sous-section précédente était la première étape de la résolution de l’équation de
Lippmann-Schwinger (4.6). Pour commencer, on exprime la fonction de vertex dans la
base des fonctions chapeaux :

Γl=0(q, q′, k, ω) =
∑

m,n

cmn(k, ω) ϕm(q) ϕn(q′) (4.15)

Pour simplifier l’écriture, on définit Cmn = cmn(k, ω). Ainsi en injectant la relation (4.15)
dans l’équation (4.6) et en plaçant les points q et q′ sur les points du réseau i.e. en q = qi

et en q′ = qj, l’équation de Lippmann-Schwinger se réécrit donc :
∑

m,n

Cmn ϕm(qi) ϕn(qj) = vl=0(qi, qj)

+
∑

m,n

ϕn(qj)
2
π

∫ pmax

0
dp p2 vl=0(qi, p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
ϕm(p) Cmn

(4.16)

On reconnaît les matrices M et la matrice A définie dans la sous-section précédente. On
définit la matrice Vij = vl=0(qi,qj). Ainsi l’équation (4.16) devient :

∑

m,n

Aim Cmn
tAnj = Vij +

∑

m,n

Mim Cmn
tAnj (4.17)

où tA est la matrice transposée de A. Sous sa forme matricielle, l’équation précédente
s’écrit directement A C tA = V + M C tA ce qui nous permet d’écrire l’expression de la
matrice C :

C = (I − A−1M)−1 A−1 V (tA)−1 (4.18)

avec I, la matrice identité et on note Ṽ = A−1 V (tA)−1 qui contient les éléments de
matrice de l’interaction exprimés dans la base des fonctions chapeaux.
C’est à cette étape qu’intervient le travail réalisé à la sous-section précédente. La matrice
A−1M s’écrit sous la forme d’une matrice diagonale D à l’aide de la matrice de passage
P , soit A−1M = P D P −1 avec D = diag(λ1, λ2, ..., λn) et P = (v1 v2 ... vn) avec λi les
valeurs propres et vi les vecteurs propres. On a alors :

C = P (I − D)−1 P −1 Ṽ (4.19)

Les éléments de matrice Cij introduits dans l’équation (4.15) nous donne la fonction de
vertex sur les points de la grille suivant q et q′ pour des valeurs de k et de ω données.
En passant une spline cubique à deux dimensions par ces points on obtient directement
la fonction de vertex. La figure 4.1 montre le comportement de la fonction de vertex Γ.
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Figure 4.1 – Comportement de la fonction de vertex pour k = 0, q = q′ = 0,5 fm−1,
µ = 24 MeV et T = 1,01 Tc(µ). Le calcul est effectué en utilisant l’interaction Vlow−k avec
le cut-off Λ = 2 fm−1.

La fonction de vertex nous permet de déterminer la température critique Tc. Comme
dans les chapitres précédents, le critère de Thouless [Thouless, 1960] qu’à la température
critique, un pôle apparaît dans la matrice T . Cela revient à résoudre l’équation :

Re Γ−1(q, q′, k = 0, ω = 0 ; T = Tc) = 0 (4.20)

Néanmoins, avec la méthode que l’on a mise en place pour calculer la fonction de vertex,
on peut déterminer la température critique à partir des valeurs propres de Weinberg
λ(k, ω) que l’on a calculées précédemment. Cette méthode est expliquée dans [Ramanan
et Urban, 2013]. Quand on regarde l’équation (4.19) qui définit la matrice contenant la
valeur de la fonction de vertex sur les points du réseau, on remarque qu’il est nécessaire
que la matrice I − D soit inversible. À la température critique, cette matrice ne doit plus
être inversible ce qui implique qu’au moins une des valeurs propres est égale à un. Plus
explicitement, on atteint la température critique quand :

max λi(k = 0, ω = 0 ; T = Tc) = 1 (4.21)

4.3.4 Cas d’une interaction séparable

Les deux sections précédentes nous permettent de résoudre l’équation de Lippmann-
Schwinger (4.6) pour une interaction v quelconque. Dans le cas de la matière à neutrons,
on utilise un potentiel Vlow−k pour représenter l’interaction neutron-neutron. Les éléments
de matrices de cette interaction ont été calculés pour différentes valeurs de cut-off et sont
disponibles à partir de [Ramanan et Urban, 2018]. Le potentiel Vlow−k pour la valeur du
cut-off Λ = 2 fm−1, est très proche d’une interaction séparable, c’est-à-dire que le potentiel
se met sous la forme :

v(q, q′) = g F (q) F (q′) (4.22)
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où F est un facteur de forme de l’interaction et g la constante de couplage. En introduisant
cette interaction séparable dans l’équation de Lippmann-Schwinger (4.6), on observe que
l’interversion de q en q′ ne change rien ce qui nous permet d’écrire que Γ(q, q′, k, ω) =
γ(k, ω) F (q) F (q′) avec

γ(k, ω) =
1

1/g − J(k, ω)
(4.23)

Dans cette expression, la fonction J s’écrit :

J(k, ω) =
2
π

∫ +∞

0
p2F 2(p)

Q̄(k, p)
p2

0 − p2 + iη
dp (4.24)

avec p0 défini par l’équation (4.7).
Pour reproduire l’interaction Vlow−k, on utilise un facteur de forme gaussien de telle sorte
que l’interaction séparable Vsep associé s’écrive :

Vsep(q, q′) = g e−q2/q2
0 e−q′2/q2

0 (4.25)

Les deux paramètres à ajuster sont alors la constante de couplage g et la largeur de la
gaussienne q0. Un moyen pour obtenir ces paramètres est de les ajuster pour reproduire la
courbe de température critique obtenue avec une interaction Vlow−k dans l’approximation
BCS. Ces données sont présentées dans [Martin et Urban, 2014] 5 et sont reportées dans
la table 4.1.

L’interaction neutron-neutron (nn) séparable donnée dans la table 4.1 donne une lon-
gueur de diffusion a = −15,87 fm, on est donc très proche de la limite unitaire. Il est
intéressant de voir ce que donnerait cette interaction dans le cas de la limite unitaire.
Pour cela on augmente artificiellement de valeur de g jusqu’à ce que la longueur de diffu-
sion a diverge. Cette valeur de g pour la limite unitaire est donnée dans la table 4.1.

gl=0 (fm−2) q0 (fm−1)

interaction nn −1,644 1,367

limite unitaire −1,834 1,367

Table 4.1 – Paramétrisations de l’interaction séparable. La première ligne correspond
à un ajustement sur la température critique dans le cas de l’interaction Vlow−k avec le
cut-off Λ = 2 fm−1. La deuxième ligne correspond à la limite unitaire.

Cette interaction séparable donne une très bonne approximation de la température cri-
tique Tc en fonction du potentiel chimique µ comme le montre la figure 4.10. Pour cette
raison, nous effectuerons certains calculs avec cette interaction au lieu de l’interaction
Vlow−k.

5. La valeur de g donnée dans [Martin et Urban, 2014] vaut g = −856 MeV.fm3 que nous exprimons
ici en fm−2 dans la base des ondes partielles d’où la relation gl=0 = g mn/(4π ~

2).
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4.4 Self-énergie

Pour pouvoir habiller les fonctions de Green, on doit passer par le calcul de la self-énergie
Σ qui s’exprime à partir de la fonction de vertex Γ que l’on a calculée ci-dessus. Ainsi
l’expression de la self-énergie s’écrit [Ramanan et Urban, 2013] :

Σ(k, iωn) =
∫ d3p

(2π)3

1
β

∑

m

G0(p, iωm) Γ( |k−p|
2

, |k + p|, iωn + iωm) (4.26)

Les étapes du calcul de la self-énergie sont présentées dans l’annexe C. On montre notam-
ment que la self-énergie contient deux termes : un terme Hartree-Fock ΣHF indépendant
de l’énergie et un autre terme ΣE dépendant en énergie de telle sorte que :

Σ(k, ω) = ΣHF(k) + ΣE(k, ω) (4.27)

Dans l’annexe C, on montre que la self-énergie Hartree-Fock s’écrit :

ΣHF(k) =
∫ d3p

(2π)3
V
(

|k−p|
2

, |k−p|
2

)

fF(ξp) (4.28)

Puisque la self-énergie Hartree-Fock a uniquement une composante réelle, on a donc
Im Σ = Im ΣE. Une relation de dispersion sur Im ΣE ne permet donc pas d’inclure
la contribution Hartree-Fock. La partie réelle de la self-énergie s’écrit donc :

Re Σ(k, ω) = ΣHF(k) − v.p.
∫ +∞

−∞

dω′

π

Im Σ(k, ω′)
ω − ω′

(4.29)

Le calcul de ΣE est aussi présenté en annexe C. On effectue ensuite le prolongement
analytique qui nous permet d’obtenir l’expression de la self-énergie pour les fréquences
réelles. La partie imaginaire de la self-énergie s’écrit alors :

Im Σ(k, ω) = −
∫ d3p

(2π)3
[fF(ξp) + fB(ω + ξp)] Im Γ( |k−p|

2
, |k + p|, ω + ξp) (4.30)

La figure 4.2 représente la partie réelle et imaginaire de la self-énergie Σ.
La partie imaginaire de Σ (courbe rouge) présente deux pics de part et d’autre de ω =
0. Dans les conditions T = Tc et k < kF, le pic situé à ω > 0 devient très étroit et
très haut à mesure que le potentiel chimique µ se rapproche de zéro. Cela est la cause
de deux complications. La première est de nature numérique car le calcul de la partie
réelle est délicat dans cette zone. La deuxième est de nature physique car ce pic dans
la partie imaginaire génère à son tour un pic dans la partie réelle (courbe bleue). Cela
rend extrêmement sensible la valeur de la soustraction (voir sous-section suivante) aux
alentours de kF.

4.5 Nombres d’occupation

Maintenant que l’on a déterminé l’expression de la self-énergie, on est capable de construire
une fonction de Green habillée qui tient compte des corrélations du milieu. La première
façon que l’on a de calculer les corrélations est d’utiliser l’approche de Nozières et Schmitt-
Rink (NSR), qui correspond en terme de diagramme avec la RPA(1st) vue dans les cha-
pitres précédents. La différence ici provient du potentiel chimique µ qui est fixé et non
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Figure 4.2 – Comportement de la self-énergie pour k = 0, µ = 5 MeV et T = Tc(µ). Le
calcul est effectué en utilisant l’interaction Vlow−k avec le cut-off Λ = 2 fm−1.

plus kF comme c’était le cas à température nulle. Dans la théorie NSR, la fonction de
Green habillée s’écrit :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn) Σ(k, iωn) (4.31)

À partir de cette expression, on peut calculer les nombres d’occupation dans le cadre
NSR nNSR. Le détail des calculs est présenté en annexe C. On trouve finalement que
nNSR(k) = n0(k) + nc

NSR(k) avec n0 = fF(k) les nombres d’occupation libre et

nc
NSR(k) = f ′

F(ξk) ΣHF(k) +
∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2
(4.32)

L’approche NSR n’est cependant pas satisfaisante comme le montre la figure 4.3 (b) qui
illustre bien les effets non physique de ces nombres d’occupations. En fait, la partie réelle
de la self-énergie produit un déplacement du pic de quasi-particule que la théorie NSR
comptabilise comme faisant partie des corrélations ce qui n’est pas le cas. Par exemple, si
on considère une self-énergie constante (de type ΣHF), la formule (4.32) (dont il ne reste
plus que le premier terme) n’est qu’un développement perturbatif des nombres d’occupa-
tion n(k) = fF(ξ⋆

k) d’un gaz non corrélé de quasi-particules d’énergie ξ⋆
k = ξk + ΣHF(k).

Le problème de la théorie NSR provient du fait que le calcul n’est pas auto-cohérent. On
calcule alors la self-énergie à partir d’une densité qui n’est pas la bonne.

Ce problème a été résolu pour un système électronique par [Zimmermann et Stolz, 1985]
puis pour la matière nucléaire par [Schmidt et al., 1990, Stein et al., 1995, Jin et al., 2010].
Dit simplement, il faut éliminer le déplacement du pic de quasi-particule du calcul des
corrélations.
Dans le formalisme des fonctions de Green auto-cohérentes, on devrait calculer la matrice
T et la self-énergie avec des fonctions de Green habillées G = 1/(ω − ξk − Σ) [Frank
et al., 2018]. Dans le cadre de l’approximation des quasi-particules, celles-ci peuvent être
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approchées avec un propagateur G⋆
0 = 1/(ω − ξ⋆

k) avec

ξ⋆
k = ξk + Re Σ(k, ξ⋆

k) (4.33)

où Σ est calculé avec G⋆
0 de manière auto-cohérente de façon à calculer les corrélations à la

bonne densité. Ainsi on obtient la quantité à soustraire pour laisser inchangée la position
du pic ce qui nous donne la fonction de Green habillée :

G(k, ω) =
1

ω − ξk − Σ(k, ω)
=

1
ω − ξ⋆

k − [Σ(k, ω) − Re Σ(k, ξ⋆
k)]

(4.34)

En pratique, comme notre self-énergie ne contient qu’une partie de l’interaction totale,
nous n’avons pas le moyen de calculer ξ⋆

k, on pourrait par exemple utiliser une fonction-
nelle pour calculer la masse effective et le déplacement du potentiel chimique. Dans la
matière à neutrons, la masse effective est proche de la masse libre [Buraczynski et al.,
2019]. Le reste peut être absorbé dans un décalage du potentiel chimique qui n’impacte
pas nos résultats car nous ne calculons pas de quantités thermodynamiques. Pour cette
raison, on utilise directement ξ⋆

k = ξk.

Comme présenté dans [Ramanan et Urban, 2013], une première approximation consiste
à ne soustraire que la partie Hartree-Fock de la self-énergie. Cela évite le calcul de la
self-énergie complète, mais surtout on s’attend à ce que se soit la self-énergie Hartree-
Fock qui soit le terme dominant. Une autre approximation standard est de tronquer
l’équation (4.34) au premier ordre. On a dans ce cas l’expression de la fonction de Green
habillée :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn)

[

Σ(k, iωn) − ΣHF(k)
]

(4.35)

De même que pour NSR, les calculs sont présentés en annexe C et on obtient ns-HF(k) =
n0(k) + nc

s-HF(k) avec n0 les nombres d’occupations libres et

nc
s-HF(k) =

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2
(4.36)

Bien entendu, rien ne nous empêche de soustraire la self-énergie totale puisque l’on a son
expression. Dans ce cas, on a :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn)

[

Σ(k, iωn) − Re Σ(k, ξk)
]

(4.37)

Les calculs sont encore une fois présentés en annexe C et on obtient ns-tot(k) = n0(k) +
nc

s-tot(k) avec n0 les nombres d’occupations libres et

nc
s-tot(k) = v.p.

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω)
(ξk − ω)2

(4.38)

Dans les trois méthodes ci-dessus, le calculs des corrélations se fait en partant de l’équation
de Dyson tronquée au premier ordre. Mais on peut aussi considérer l’équation de Dyson
complète (équivalent de la RPA(∞) dans les chapitres précédents). On a ainsi :

G(k, iωn) =
1

1/G0(k, iωn) −
[

Σ(k, iωn) − Re Σ(k, ξk)
] (4.39)
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4.6. Pseudo-gap

Là encore, on impose au pic de quasi-particule de se situer en ω = ξk. On définit ainsi la
fonction spectrale

A(k, ω) = −Im
1

ω − ξk −
[

Σ(k, ω) − Re Σ(k, ξk)
] (4.40)

qui nous permet de calculer les nombres d’occupation nD avec l’équation de Dyson com-
plète

nD(k) =
∫ +∞

−∞

dω

π
A(k, ω) fF(ω) (4.41)

La figure 4.3 montre la forme des nombres d’occupation pour les différents types de calculs
que l’on a définit ci-dessus.
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Figure 4.3 – Nombres d’occupation à T = 1,01 Tc(µ) avec µ = 1 MeV pour la figure (a)
et µ = 20 MeV pour la figure (b). La courbe en pointillé noire représente les nombres
d’occupation libre. La courbe en tirets-point verte représente les nombres d’occupation
NSR. Les nombres d’occupation avec soustraction HF (s-HF) et soustraction totale (s-tot)
sont représentés respectivement par la courbe en tiret rouge et par la courbe en double
tiret violette. Les nombres d’occupation calculés avec Dyson sont représentés par la ligne
bleue.

La figure (b) illustre bien la pathologie de la théorie NSR. Quand on regarde la for-
mule (4.32), on voit bien que la dérivée de la fonction de Fermi va produire un pic en
kF.

4.6 Pseudo-gap

Quand on se place en dessous de la température critique Tc, on remarque que la densité
d’états s’ouvre pour laisser une bande d’énergie inaccessible aux particules, ce que l’on
appelle le gap d’appariement. Si au-dessus de Tc une telle ouverture n’est pas possible,
on peut dans certains cas observer une bande de densité d’états réduite, c’est ce que l’on
appelle le pseudo-gap. La fonction spectrale calculée avec la formule (4.40) est capable de
nous donner des informations sur le pseudo-gap. En particulier, l’apparition d’un double
pic dans celle-ci est particulièrement favorable à la présence d’un pseudo-gap. La figure 4.4
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Figure 4.4 – Cartographie en deux dimensions de la fonction spectrale pour µ = 2 MeV
et T = 1,01 Tc(µ) avec l’interaction séparable. Sur la figure (a), on voit clairement la
position du pic situé en ω = k2/2 et on distingue aussi le double pic pour k < kF. La
figure (b) est un zoom de la figure (a) dans la zone où il y a le double pic responsable du
pseudo-gap. On voit clairement la zone d’évitement en k = kF et la disparition du double
pic pour k > kF.

représente une carte de la fonction spectrale.
On voit clairement le double pic pour k < kF ainsi que l’évitement significatif de la position
des pics en k = kF. Pour quantifier la présence du pseudo-gap, on définit la densité de
niveaux N par la formule :

N(ω) =
1

2π3

∫ +∞

0
A(k, ω) k2 dk (4.42)

La figure 4.5 montre la densité de niveaux calculée pour différentes valeurs du potentiel
chimique à la température critique correspondante. Les calculs ont été effectués avec
l’interaction séparable.
Les différences de largeurs des pics que l’on observe sur les densités de niveaux pour les
différents potentiels chimiques proviennent du choix de tracer N en fonction de ω et non
en fonction de ω/µ. Dans ce cas, les pics auraient la même largeur.

4.7 Densité corrélée

4.7.1 Interaction séparable

Les nombres d’occupations que l’on a déterminés à la section 4.5 nous permettent de
calculer la densité ρ associée avec la formule :

ρ = 2
∫ d3k

(2π)3
n(k) (4.43)

En pratique, on sépare la densité en deux parties telle que ρ = ρ0 + ρc avec ρ0 la densité
libre et ρc la densité corrélée calculée avec NSR, la soustraction HF ou la soustraction
totale. Dans le cas de Dyson, on obtient directement les nombres d’occupations corrigés
des corrélations et donc la densité totale ρ. Si on veut obtenir la densité des corrélations,
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Figure 4.5 – Densité de niveaux pour plusieurs valeurs du potentiel chimique µ à la
température critique Tc(µ) correspondante. La ligne bleue correspond à µ = 1 MeV, la
ligne verte en tirets-points correspond à µ = 5 MeV, la ligne rouge en tirets correspond à
µ = 10 MeV et la ligne rose en double tirets correspond à µ = 20 MeV.

on a ρc = ρ − ρ0.
La figure 4.6 représente le rapport de la densité corrélée ρc sur la densité libre ρ0 en
fonction du potentiel chimique µ pour les différents calculs de corrélation. Cette figure
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Figure 4.6 – Rapport de la densité corrélée sur la densité libre en fonction du potentiel
chimique µ pris à la température critique Tc(µ) qui y est associé. La courbe rouge repré-
sente le calcul NSR, la courbe verte la soustraction HF, la courbe violette la soustraction
totale et la courbe orange à Dyson.

nous montre encore une fois le problème qui existe avec la théorie NSR (courbe rouge) à
savoir qu’elle comptabilise le décalage du pic de quasi-particule comme des corrélations.
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Ainsi dans la limite de couplage faible, c’est-à-dire pour des grandes valeurs du poten-
tiel chimique, les corrélations restent très importantes alors qu’elles devraient tendre vers
zéro. Ce problème est résolu pour les trois autres méthodes où la densité corrélée tend
bien vers zéro à haute densité. Cependant soustraire uniquement la self-énergie HF comme
présentée dans [Ramanan et Urban, 2013] surestime encore beaucoup les corrélations com-
parativement à la soustraction totale de la self-énergie ou à Dyson.
Les corrélations calculées avec la soustraction totale et Dyson sont quasiment identiques
en amplitude, mais sont beaucoup plus faibles que celles obtenues avec la soustraction HF.
Avec kF = (3π2 ρ)1/3, on peut regarder l’effet des corrélations sur la température critique
en fonction de la densité.
Puisque le calcul des valeurs propres de Weinberg fait partie du calcul de la fonction de
vertex, on sait directement si l’on est dans la phase normale ou non. La détermination de la
température critique se fait donc par cette méthode. La figure 4.7 montre la température
critique Tc en fonction de kF pour les différentes possibilités de calculs des corrélations.
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Figure 4.7 – Température critique Tc en fonction de kF. La courbe noire représente le cas
libre, la courbe rouge le cas NSR, la courbe verse la soustraction HF, la courbe violette
la soustraction totale et la courbe orange le cas Dyson.

Comme on l’a mentionné précédemment, le fait que la densité NSR ne tende pas vers zéro
dans la limite de haute densité entraîne cette translation de la courbe NSR visible sur la
figure 4.7 comme mentionné dans [Inotani et al., 2019], ce qui est un effet non-physique.
Dans les autres cas, les courbes corrélées tendent vers le cas libre à haute densité ce qui
est le résultat attendu puisque cette limite correspond à la région de couplage faible où
la théorie BCS est valable.
Les densités corrélées calculées avec la soustraction totale et Dyson étant quasiment iden-
tiques, il est difficile de distinguer ces deux courbes sur la figure 4.7. Mais d’une manière
générale, les densités corrélées étant assez faibles devant la densité libre, la correction
apportée par les corrélations sur le cas libre est assez faible.

Afin de mieux comprendre où se situent les différents régimes de couplage, on trace le
rapport Tc sur EF en fonction de kF comme présenté sur la figure 4.8.
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Figure 4.8 – Rapport de Tc sur EF en fonction de kF pour l’interaction séparable. La
courbe bleue représente le cas libre, la courbe rouge le cas NSR, la courbe verse la sous-
traction HF, la courbe violette la soustraction totale et la courbe orange le cas Dyson.

La limite de couplage faible, où la théorie BCS est valable, se situe quand Tc/EF est petit
devant un. Encore une fois, on voit clairement que NSR ne tend pas vers le cas libre à
haute densité. Dans le cas de la soustraction HF, la région du crossover se situe quand
Tc/EF > 0,07 ce qui donne approximativement 0,1 6 kF [fm−1] 6 0,9. Pour la soustrac-
tion totale ou Dyson, la région du crossover est plus petite, on observe une déviation par
rapport au cas libre pour Tc/EF > 0,17 ce qui donne 0,1 6 kF [fm−1] 6 0,6.

4.7.2 Limite unitaire

Les faibles corrélations que l’on obtient avec la soustraction totale ou Dyson sont assez
étonnant. Un moyen de tester ces méthodes est de calculer les corrélations dans la limite
unitaire et vérifier que l’on retrouve les résultats connus. Pour cela, on se réfère à la sous-
section 4.3.4 où nous avons modifié la valeur de la constante de couplage g de l’interaction
séparable pour que celle-ci corresponde à la limite unitaire.
À la limite unitaire, la portée de l’interaction devient négligeable quand kF tend vers
zéro. L’interaction est alors semblable à une interaction de contact et on doit retrouver
les formes semblables au crossover BCS-BEC dans le cas des gaz d’atomes froids. La fi-
gure 4.9 nous montre le rapport Tc/EF en fonction de kF dans cette limite unitaire.
Dans le cas kF = 0, on retrouve bien les résultats des gaz d’atomes froids. Plus préci-
sément, on a dans le cas libre Tc/EF ≃ 0,5 et dans le cas corrélé (NSR, soustraction
HF et soustraction totale) Tc/EF ≃ 0,23 ce qui est compatible avec les résultats obtenus
dans [Sá de Melo et al., 1993] pour NSR et dans [Pantel et al., 2014] pour la soustraction
totale (ZS).
À par le calcul NSR, les autres courbes tendent bien vers le résultat BCS à haute densité.
On trouve également que le comportement des courbes pour NSR et la soustraction totale
est analogue à celui obtenu pour le crossover BCS-BEC à savoir que la courbe NSR est
strictement croissante du côté BCS alors que la courbe de la soustraction totale a son
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Figure 4.9 – Rapport de Tc sur EF en fonction de kF à la limite unitaire. La courbe bleue
représente le résultat BCS, la courbe rouge le cas NSR, la courbe verte la soustraction
HF, la courbe violette la soustraction totale et la courbe orange le cas Dyson.

maximum du côté BCS.

4.7.3 Dépendance du choix de l’interaction et du cut-off

Il est intéressant de regarder plus en détail l’effet que peut avoir le cut-off sur le calcul
des corrélations. Comme nous disposons des éléments de matrice de l’interaction Vlow−k

pour différentes valeurs de cut-off, nous allons pouvoir calculer les densités corrélées pour
ces différentes valeurs. La figure 4.10 indique la dépendance en cut-off de la température
critique Tc en fonction du potentiel chimique µ.
Pour des faibles µ, la température critique est indépendante du cut-off. On estime que la
température critique Tc reste inchangée pour µ [MeV] . 4 (Λ [fm−1])2. Ainsi, la dépendance
en cut-off n’est significative que pour des potentiels chimiques élevés. La température cri-
tique reste inchangée pour des cut-off supérieurs à 2 fm−1. Ainsi la comparaison entre
les différents cut-off n’a de sens que pour des valeurs du potentiel chimique qui laissent
inchangés la température critique soit µ < 5 MeV pour Λ = 1 fm−1, µ < 10 MeV pour
Λ = 1,5 fm−1 et ainsi de suite.

L’approximation du potentiel Vlow−k par un potentiel séparable (ajusté sur le cut-off Λ = 2
fm−1) est une bonne approximation comme on le voit sur la figure 4.10 au point que nous
avons effectué l’essentiel des calculs avec celle-ci. Comme exemple de comparaison, on ex-
prime le terme de soustraction (c’est-à-dire Re Σ(k ,ξk)) en fonction de k comme présenté
sur la figure 4.11.
Sur la figure, on voit clairement la dépendance en cut-off pour les grandes impulsions.
Pour le cut-off Λ = 1 fm−1, Re Σ tend plus rapidement vers zéro que pour les cut-off
plus élevés. On montre aussi Re ΣHF calculé pour la self-énergie Hartree-Fock (courbes en
pointillé). On remarque immédiatement la dépendance en cut-off et cela indépendamment
de l’impulsion k. Cette dépendance en cut-off est beaucoup plus faible quand on regarde
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alors que les courbes en pointillé représentent la self-énergie Hartree-Fock. Les courbes
oranges représentent le calcul avec l’interaction séparable et les courbes bleues, rouges et
vertes sont associées respectivement aux cut-off Λ = 1, 1,5 et 2 fm−1.
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Re Σ calculée avec la self-énergie totale (Hartree-Fock plus matrice T ). Comme on l’a
précisé précédemment, l’interaction séparable que l’on utilise (courbe orange) coïncide
très bien avec les autres courbes calculées avec l’interaction Vlow−k.

Une autre quantité pertinente dont on peut évaluer la dépendance en cut-off est la densité
corrélée. On reprend alors son calcul pour différentes valeurs de cut-off pour les quatre
modes de calcul possibles. La figure 4.12 représente le rapport de la densité corrélée sur
la densité libre ρc/ρ0 en fonction du potentiel chimique µ.
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Figure 4.12 – Densités corrélées à la température critique en fonction du potentiel chi-
mique pour les quatre modes de calcul des corrélations et pour différentes valeurs de cut-
off. Les valeurs des cut-off utilisés sont Λ = 1 fm−1, 1,5 fm−1, 1,8 fm−1, 2 fm−1, 2,5 fm−1 et
3 fm−1 représentés respectivement par les courbes rouges, vertes, violettes, oranges, bleues
et noires. La figure (a) correspond au calcul NSR, la figure (b) au calcul de la soustrac-
tion HF, la figure (c) au calcul de la soustraction totale et la figure (d) au calcul utilisant
Dyson.

Pour interpréter ces figures, il faut bien entendu garder en tête la dépendance de Tc avec
le cut-off présentée sur la figure 4.10. Ainsi, il est normal que pour le cut-off Λ = 1 fm−1,
on observe une déviation par rapport aux autres cut-off pour µ > 5 MeV puisque Tc n’est
plus le même. Pour cette raison, on arrête les courbes quand la déviation de Tc devient
visible comme on l’a précisé dans le deuxième paragraphe. Une fois cela pris en compte,
on peut comparer les résultats sur les intervalles de µ pertinent. En comparant ces quatre
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graphes, on remarque que les densités corrélées dépendent des valeurs du cut-off mais de
façon plus ou moins grande suivant le type de calcul utilisé. Ainsi on voit clairement des
différences dans les densités corrélées avec le calcul NSR et le calcul utilisant la soustrac-
tion Hartree-Fock. Cette dépendance n’est quasiment plus visible pour les calculs utilisant
la soustraction totale et Dyson. Cette dépendance est surtout visible pour la valeur du
cut-off Λ = 1 fm−1 et cela pour les quatre modes de calcul. Pour les autres valeurs de
cut-off, la dépendance est moins visible pour NSR et la soustraction HF tandis que pour
la soustraction totale et Dyson, toutes les courbes se confondent. Ce résultat permet de
justifier la méthode de soustraction totale qui fait disparaître la dépendance en cut-off de
l’interaction dans le milieu alors qu’elle a été seulement construite pour être indépendante
du cut-off dans le vide.

4.8 Questions ouvertes

4.8.1 Limitation de la soustraction

La figure 4.11 est intéressante pour une autre raison que de montrer la dépendance en
cut-off. En effet, elle représente la valeur de la soustraction que l’on effectue pour corriger
le déplacement du pic de quasi-particule. Sur la figure 4.13, on représente à nouveau cette
dépendance pour le cas de l’interaction séparable.
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Figure 4.13 – Partie réelle de la self-énergie Σ évaluée en k et ξk en fonction de k pour
l’interaction séparable (courbe bleue). La valeur de kµ =

√

2m µ/~2 approxime la position
de kF. La ligne en pointillé rouge n’est pas issue d’un calcul mais suit à la main ce que
serait un nouveau type de soustraction qui éviterait ce saut en kµ.

En définissant kµ =
√

2m µ/~2 qui estime approximativement kF, on remarque un saut
important dans cette région. Il existe différentes façons d’effectuer cette soustraction.
L’une d’elles consiste à négliger la dépendance en impulsion k et de la prendre en k = kF,
on soustrait ainsi Re Σ(kF, ξkF

). En regardant le graphe, on voit qu’il s’agit d’une très
mauvaise approximation, d’une part parce que la dépendance en k est importante et de
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l’autre parce que l’on fixe cette valeur dans la zone du saut où la fonction varie fortement
(aux alentours de kµ).
La soustraction que l’on effectue dans ce chapitre, représentée sur le graphe, n’est pas non
plus entièrement satisfaisante car on supprime des effets physiques en soustrayant cette
marche aux alentours de kµ. Il est probable que cette soustraction réduise de manière
trop brutale le pseudo-gap et les corrélations du milieu. Qualitativement, on ne devrait
pas soustraire cet effet de marche mais suivre la courbe que l’on représente en pointillée
rouge. Cette courbe n’est pas issue d’un calcul mais pourrait être une solution ad-hoc :
pour k < kµ, on n’utilise plus le calcul de Re Σ mais un prolongement monotone de cette
fonction.

4.8.2 Effet de l’auto-cohérence

Le calcul des nombres d’occupation qui vient d’être mené dans ce chapitre est analogue
à celui du chapitre 2 dans le sens où le facteur de blocage de Pauli est calculé à partir
de fonctions de Green non corrélés. La RPA renormalisée utilisée au chapitre 3 permet
l’inclusion des nombres d’occupation corrélés dans un processus auto-cohérent. L’appli-
cation de cette méthode à la matière à neutron reviendrait à calculer un nouveau facteur
de blocage donné par la formule (4.5) à partir de la substitution :

1 − fF(ξk/2+p) − fF(ξk/2−p) → 1 − n(|k/2 + p|) − n(|k/2 − p|) (4.44)

avec n(k) les nombres d’occupation corrélés. Cependant, la r-RPA n’est pas applicable
dans ce cas car le facteur de blocage Q̄(k, p) calculé de façon auto-cohérente de s’annule
pas en p = kµ ce qui implique que la partie imaginaire de la fonction de vertex Γ ne
s’annule pas en ω = 0. Ceci rend la suite du calcul auto-cohérent impossible puisque dans
le calcul de la self-énergie, la partie imaginaire de Γ doit s’annuler là où la fonction de
Bose fB diverge.
On peut tout de même estimer l’effet qu’aurait la première itération sur la température
critique Tc. En utilisant les nombres d’occupation calculés avec l’équation de Dyson com-
plète (4.41) dans le régime de couplage faible et en appliquant la substitution (4.44), on
obtient un nouveau facteur Q̄ qui change de signe quasiment en ω = 0. En utilisant l’in-
teraction séparable, on calcule la fonction J (1) suivant l’équation (4.24) avec le nouveau
facteur Q̄ calculé avec les nombres d’occupation corrélés. On peut alors déterminer la tem-
pérature critique en résolvant l’équation Re J (1)(k = 0, ω = 0; T = T (1)

c ) = 1/g. Comme
il est impossible de calculer les nombres d’occupation pour une température inférieure à
T BCS

c , on extrapole le comportement de J (1) jusqu’à T (1)
c en supposant que J (1) suit la

même forme que J . Cette procédure est représentée sur la figure 4.14.
La prise en compte des corrélations dans la première itération de cette auto-cohérence
a un effet très important puisque l’on obtient une réduction de la température critique
de 30 % pour µ = 20 MeV. Cela indique que la prise en compte de l’auto-cohérence doit
réduire significativement la température critique. Cette réduction de Tc avait déjà été
discutée dans [Cao et al., 2006] où la prise en compte du facteur de quasi-particule Z
déterminé par un calcul Brückner diminuait significativement la température critique Tc.
Cette réduction est aussi observée dans [Ding et al., 2016] avec les fonctions de Green
auto-cohérentes.
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Figure 4.14 – Partie réelle de J(k = 0, ω = 0) pour µ = 20 MeV en fonction de la
température T . La courbe tiret point bleu représente le calcul habituel, qui utilise le facteur
Q̄ donné par la formule (4.5), tandis que la courbe verte représente J (1) obtenue lorsque les
fonctions de Fermi dans le facteur de Pauli sont remplacées par les nombres d’occupation
donnés par l’équation (4.41). La courbe en pointillé rouge est une extrapolation de J (1) à
T (1)

c sous l’hypothèse qu’elle a la même forme que J .

4.9 Conclusion et perspectives

Le formalisme de la matrice T dans le milieu rend possible le calcul des corrélations
dans la matière à neutrons. Pour modéliser l’interaction neutron-neutron, on utilise une
interaction effective de basse impulsion nommée Vlow−k. Il est possible de la remplacer
par une interaction séparable, ajusté sur la température critique, qui donne des résultats
semblables mais qui facilite les calculs, notamment numérique ce qui permet de réduire
fortement le temps de calcul.
Cette étude est l’occasion de présenter les défauts de la théorie NSR qui ne tend pas vers la
théorie BCS à haute densité dans la limite de couplage faible. Grâce aux nombres d’occu-
pation, on comprend que la théorie NSR assimile le déplacement du pic de quasi-particule
à des corrélations. Il convient donc de soustraire des corrélations cette contribution du
pic. Dans [Ramanan et Urban, 2013], on soustrait uniquement la partie Hartree-Fock, ce
qui est suffisant pour faire tendre les corrélations vers zéro dans la limite de couplage
faible. Pour aller au-delà de cette approximation, on soustrait la self-énergie complète, ce
qui a pour effet de réduire davantage les corrélations et donc les effets de crossover. Avec
le calcul explicite de la self-énergie, on est aussi capable de calculer les corrélations en
passant par l’équation de Dyson complète et non plus tronquée au premier ordre comme
il est coutume de le faire. Les résultats obtenus sont similaires à ceux de la soustraction
complète. Cette méthode nous donne néanmoins accès à la fonction spectrale qui met en
évidence la présence d’un pseudo-gap dans la matière à neutron.

La mise en place d’un calcul auto-cohérent dans l’esprit du chapitre précédent, c’est-
à-dire en réinjectant les nombres d’occupation corrélés dans le calcul initial de la fonction
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de vertex n’est pas possible ici. Malgré cela, l’utilisation des nombres d’occupation cal-
culés avec Dyson donne une fonction Q̄ dont les propriétés sont quasiment respectées.
Cela permet d’estimer dans certaines régions la température critique Tc calculée avec la
nouvelle fonction de vertex (basée sur des nombres d’occupation corrélés). On observe
dans ce cas une baisse importante de la température critique Tc ce qui va dans le sens
d’autres résultats.

Le calcul numérique est basé sur la lecture des éléments de matrice de l’interaction
Vlow−k. On s’attend à ce que les effets de milieu affectent l’interaction entre les neutrons
et conduisent à des effets d’écrantage. On pourrait ainsi étendre nos résultats en utilisant
d’autres types d’interaction comme des interactions écrantées calculées dans [Urban et
Ramanan, 2020]. On s’attend dans ce cas à avoir des corrélations encore plus faibles car
l’écrantage va réduire l’attraction de l’interaction.
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Chapitre 5

Étoile à neutrons : quelques généralités

Ce chapitre a pour but de fournir au lecteur une présentation rapide des étoiles à neutrons
et de leurs caractéristiques. En partant de leur formation jusqu’à leur description interne,
on cherche ici à donner quelques éléments généraux pour avoir une vue générale de cet
astre. On attachera une importance particulière à la croûte interne qui est l’objet d’études
de cette partie.

Dans toute cette partie, on utilisera ~ = c = kB = 1.

5.1 Évolution stellaire

La vie d’une étoile est conditionnée par sa masse. C’est sa masse qui détermine sa durée
de vie mais aussi le résidu qu’elle deviendra après sa mort. Tout commence avec l’ef-
fondrement du nuage stellaire qui donne naissance à la proto-étoile qui va finalement se
stabiliser quand la température du cœur permet le démarrage des réactions de fusion nu-
cléaire qui vont générer la pression de radiation nécessaire pour compenser l’effondrement
gravitationnel. L’étoile entre alors dans une phase appelée séquence principale où le cœur
transforme les protons en noyaux d’hélium 4. Une fois le nombre de protons insuffisant,
une nouvelle étape commence : la transformation de l’hélium en carbone. L’étoile est
alors devenue une géante rouge. Quand l’hélium vient à son tour à manquer, deux sont
scénarios possibles : sa masse est supérieure à environ 8 M⊙ (M⊙ est la masse du Soleil 1)
et la fusion du carbone en éléments plus lourds peut se faire, ou sa masse est inférieure
à cette limite et l’étoile n’est plus capable de fusionner du carbone. Dans ce dernier cas,
la gravitation reprend le dessus et l’étoile s’effondre sur elle-même jusqu’à être stoppée
par le blocage de Pauli des électrons. Les couches extérieures de l’étoile sont expulsées
pour former une nébuleuse planétaire avec en son centre le résidu de l’étoile : la naine
blanche [Acker, 2019].
Dans le cas où la masse de l’étoile est supérieure à environ 8 M⊙, les réactions de fusion
nucléaire peuvent se poursuivre jusqu’à atteindre le noyau de fer. Au-delà de ce noyau, la
fusion n’est plus possible et la gravitation reprend le dessus provoquant l’effondrement de
l’étoile sur elle-même menant à une supernova de type II. Le déroulement de la supernova
n’est pas encore bien compris. L’étoile peut évoluer en une étoile à neutrons ou en un
trou noir mais ce qui détermine cette évolution reste incertain. Parmi ces facteurs, on a

1. 1 M⊙ = 1.99 × 1030 kg
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principalement la limite pour la masse de l’étoile qui se situerait entre 25 M⊙ et 40 M⊙

mais aussi sa vitesse de rotation ou encore sa métallicité.

5.2 Description des étoiles à neutrons

En résumant très grossièrement, une étoile à neutrons est un astre extrêmement compact
composé à l’essentiel de neutrons maintenus ensemble par la gravité. Cette idée qu’un
tel astre puisse exister n’est pas nouvelle et remonte à 1934, deux ans après la décou-
verte du neutron, proposée par Baade et Zwicky [Baade et Zwicky, 1934]. La confirmation
observationnelle ne se fera qu’en 1968 par Jocelyn Bell [Hewish et al., 1968] qui étudia
avec Anthony Hewish, son directeur de thèse, l’émission en onde radio de la scintillation
interstellaire. Ils mesurèrent un signal périodique de 1,337 s qu’ils supposèrent d’abord
d’origine extraterrestre (au sens d’une civilisation) 2 avant de l’interpréter comme l’émis-
sion radio d’une étoile à neutrons en rotation.

En terme d’ordre de grandeur, une étoile à neutrons a une masse de l’ordre de 2 M⊙ [De-
morest et al., 2010] et un rayon de 10 km [Yakovlev et al., 2001]. Un calcul naïf nous donne
une densité moyenne ρ = 9,5 × 1014 g.cm−3. En la comparant à la densité de saturation
nucléaire ρ0 = 2,8 × 1014 g.cm−3 dans les noyaux, on voit clairement que la description
des étoiles à neutrons est un défi majeur pour la physique nucléaire.
La description qui consiste à considérer les étoiles à neutrons uniquement composées de
neutrons n’est évidemment pas pertinente, il y a un équilibre entre la désintégration des
neutrons n → p + e− + ν̄e d’un côté et la capture électronique p + e− → n + νe de l’autre.
Cet équilibre β entraîne l’existence de protons et d’électrons dans l’étoile et implique
l’existence de différentes structures suivant la densité à laquelle on se place. Toutes ces
structures sont très bien détaillées dans [Potekhin, 2010] dont on fait ici un rapide résumé.
La figure 5.1 résume ces différentes parties.

L’atmosphère : Il existe une fine couche de plasma qui entoure l’étoile, de l’ordre de
quelques centimètres, et qui est comparable à une atmosphère. La modélisation de cette
atmosphère reste une question ouverte car elle dépend très fortement de la température
et du champ magnétique. Celle-ci se compose d’hydrogène et éventuellement d’autres élé-
ments (hélium, carbone) si un processus d’accrétion de ces éléments existe. La présence
de cette atmosphère modifie le spectre thermique de l’étoile que l’on observe sur Terre.

La croûte externe : La croûte externe s’étend sur 0,3 à 0,5 km depuis la surface. Aux densi-
tés présentes (106 à 1011 g.cm−3) les noyaux s’organisent dans un réseau cristallin entouré
d’un gaz d’électrons relativistes assurant la neutralité de l’ensemble. La proportion de
neutrons dans les noyaux augmente au fur et à mesure que l’on s’enfonce dans la croûte.
Dans les étoiles à neutrons suffisamment chaudes, il existe une enveloppe (aussi appelé
océan) entre la croûte externe et l’atmosphère constituée d’un plasma d’ions totalement
ionisés et d’électrons dégénérés non relativistes [Lai, 2001]. Cet océan constitue un liquide
coulombien et n’a pas de structure cristalline.

La croûte interne : La croûte interne s’étend sur 1 à 2 km. Elle commence lorque la
densité est supérieure à celle de la drip density c’est-à-dire que les noyaux ne peuvent
plus absorber de neutrons. Ces neutrons en excès forment alors un gaz qui entoure les

2. Le signal sera baptisé Little Green Men (trad : petits hommes verts).
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Figure 5.1 – Schéma montrant les différentes structures de l’étoile en fonction de la
profondeur. Source : [Chamel et Haensel, 2008]

noyaux. De même, compte tenu des densités, une partie de ces neutrons va être super-
fluide. Il est plus courant de parler de clusters plutôt que de noyaux au vu des effets
de milieu qui donnent à ces clusters des propriétés différentes de celles des noyaux ha-
bituels. À des densités qui atteignent 0.5 ρ0, la compétition qui existe entre l’énergie de
surface et l’énergie coulombienne va modifier la forme des clusters qui vont se structurer
en phases « pasta » [Ravenhall et al., 1983]. Dans ces phases, les clusters vont s’allonger
pour prendre la forme de cordes (phase spaghetti) plus s’aplatir pour prendre la forme de
plaques (phase lasagne). Ces phases pasta sont parfois regroupées dans la littérature dans
une sous-structure de la croûte appelée le manteau.

Le cœur externe : Le cœur externe s’étend sur plusieurs kilomètres à des densités allant de
0,5 ρ0 à 2 ρ0. Il est constitué de matière homogène comprenant des neutrons superfluides,
de protons supraconducteurs et d’électrons et muons dégénérés quand la densité est suf-
fisamment élevée [Potekhin, 2010].

Le cœur interne : Le cœur interne a une densité ρ > 2 ρ0 et une profondeur de plusieurs
kilomètres. Cette forte densité oblige la matière à se réorganiser au-delà même des nu-
cléons. Sa composition reste une question ouverte et dépend des modèles théoriques : la
présence d’hypérons, la condensation de pions, la condensation de kaons ou encore un
déconfinement des quarks [Potekhin, 2010].

5.3 Les observations concernant la superfluidité

Comme sonder directement la structure d’une étoile à neutrons est impossible, le seul
moyen d’obtenir des informations sur elle sont les observations. Parmi celles-ci, on peut
citer l’émission d’ondes électromagnétiques et d’ondes gravitationnelles ou encore son re-
froidissement (observé avec les ondes électromagnétiques). On pourrait aussi ajouter sa
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masse qui permet d’affirmer ou d’infirmer certaines équations d’état.
Une source d’information sur la superfluidité dans l’étoile concerne le phénomène de glitch.
En effet, après l’explosion de l’étoile en supernova, la conservation du moment cinétique
impose à l’étoile à neutrons une vitesse angulaire très élevée, jusqu’à plusieurs dizaines
de tours par seconde. L’étoile à neutrons possède aussi un champ magnétique de l’ordre
de 1012 G [Chamel et Haensel, 2008] dont les pôles ne sont généralement pas confondus
avec l’axe de rotation de l’étoile. Cela fait de l’étoile un dipôle magnétique conduisant
à l’émission périodique d’ondes électromagnétiques, ces étoiles sont alors appelées pul-
sar. On observe pour certains pulsars le phénomène de glitch, c’est-à-dire l’augmentation
soudaine de leurs vitesses angulaires suivit d’un temps de relaxation assez long. Ce phé-
nomène renforce l’hypothèse de l’existence de neutrons superfluides dans la croûte interne
car contrairement au réseau cristallin (solide) dont la vitesse de rotation diminue avec le
temps, la partie superfluide de la croûte interne ne ralentit pas. Il arrive donc un moment
où l’écart entre les deux vitesses de rotation est suffisamment grand pour que la partie
superfluide communique une partie de son moment cinétique au réseau cristallin des clus-
ters qui regagne de la vitesse. Ce phénomène est visible sur la figure 5.2.

Figure 5.2 – Illustration du phénomène de glitch. Le graphe du haut montre l’historique
des fréquences sur une période de 5,4 ans. Les deux zooms sur la figure montrent les
glitches, c’est-à-dire une augmentation brusque de la fréquence de rotation. Le graphe
du bas représente les mêmes données sans le comportement linéaire décroissant. Figure
extraite de [Kaspi et Gavriil, 2003].

Un autre phénomène observable est le refroidissement des étoiles à neutrons au cours du
temps. La température de surface des étoiles à neutrons peut être déterminée à partir
de leurs spectres en rayons X. C’est une des informations qui nous permet de tester les
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modèles théoriques sur la superfluidité dans les étoiles à neutrons.
Une des méthodes pour déterminer son âge est d’assimiler l’étoile à neutrons à un dipôle
magnétique. La connaissance de sa période de rotation P et de sa variation au cours du
temps Ṗ nous permet alors de connaître son âge [Shapiro et Teukolsky, 1983, Di Gallo
et al., 2011]. La figure 5.3 montre les courbes des refroidissements pour des étoiles de
masses différentes.

Figure 5.3 – Évolution de la température de surface en fonction de l’âge de l’étoile.
La figure de gauche montre l’évolution de la température de surface pour différentes
étoiles en fonction de leur âge, source [Kaminker et al., 2001]. Les courbes pleines repré-
sentent les prédictions avec un cœur superfluide. Les courbes traits et les courbes points
représentent les prédictions avec un cœur de neutrons superfluide. Les courbes traits-
points représentent les prédictions avec un cœur sans superfluidité. La figure de droite
montre des prédictions théoriques de refroidissement pour différents scénarios d’apparie-
ment, source [Fortin et al., 2010].

On remarque clairement une très forte dépendance à la masse de l’étoile dans le proces-
sus de refroidissement. Les étoiles de masses élevées (M ∼ 1,5 M⊙) présentent une chute
de température très rapide alors que les étoiles de masses plus faibles (M ∼ 1,3 M⊙)
ne présentent pas ce phénomène de palier. On distingue trois phases dominantes dans le
refroidissement des étoiles à neutrons isolées [Yakovlev et al., 2004] :

∗ pour t . 100 ans, phase de relaxation
∗ pour t . 105 ans, refroidissement par émission de neutrinos venants du cœur
∗ pour t & 105 ans, refroidissement par émission de photons

Le processus le plus efficace d’émission de neutrinos par le cœur de l’étoile porte le nom
de processus Urca porté par les réactions n → p+e− + ν̄e et p+e− → n+νe. Pour que ces
réactions puissent avoir lieu, il faut que les impulsions de Fermi des protons, neutrons et
électrons (on néglige l’impulsion des neutrinos) vérifient pF n < pF p + pF e ce qui implique
une densité suffisante, de l’ordre de la densité de saturation ρ0 = 2,8 × 1014 g.cm−3.
Les étoiles à neutrons suffisamment massives vérifient cette condition sur la densité et
peuvent donc générer un important flux de neutrinos par un processus Urca direct. Pour
les étoiles moins massives, ce processus devient moins favorable pour être complètement
interdit dans les étoiles les plus légères. Dans ce cas il faut considérer un processus Urca
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modifié dans la croûte [Gusakov et al., 2004]. Ce processus a lieu à la frontière du cœur
et de la croûte. Le processus Urca modifié consiste en un processus Urca où des protons
ou des neutrons vont s’ajouter à la réaction directe pour jouer le rôle d’un catalyseur
permettant au processus d’avoir lieu. Le processus Urca modifié a un rendement de six à
sept ordres de grandeur plus petit que le processus Urca direct.
Le palier que l’on observe vers t ≃ 100 ans pour les étoiles massives correspond au pro-
cessus Urca direct qui se met en place, le processus Urca modifié est négligeable dans ce
cas. Les étoiles moins massives ne peuvent pas se refroidir par un processus Urca direct
et leur refroidissement est plus lent.

La contribution des neutrinos au processus de refroidissement de l’étoile à neutrons joue
donc un rôle fondamental mais ce n’est pas le seul comme la montre la figure 5.3 où
le refroidissement de l’étoile dépend très fortement de la superfluidité qui existe dans la
croûte. Il convient alors de décrire précisément comment chaque élément de la croûte in-
terne participe à la chaleur spécifique. Les contributions dominantes vont provenir du gaz
d’électrons dégénérés qui assure la neutralité électrique, les phonons du réseau cristallin
associés aux déformations élastiques de la croûte et les phonons des neutrons superfluides
qui sont couplés avec les clusters. [Page et Reddy, 2012].
À basse température, les phonons à grande longueur d’onde sont les plus pertinents pour
caractériser les propriétés thermodynamiques de la croûte. Ces phonons ont une longueur
d’onde plus grande que le pas du réseau cristallin formé par les clusters. Ces phonons
peuvent alors être décrits par une théorie effective [Cirigliano et al., 2011] de basse énergie
dont les degrés de liberté sont les déplacements des clusters et la phase du gap d’appa-
riement des neutrons superfluides. La théorie microscopique ne sera nécessaire que pour
calculer les paramètres de la théorie effective.

5.4 Perspectives

Certaines propriétés de l’étoile comme son refroidissement nécessitent de connaître le
comportement de phonons avec une longueur d’onde plus grande que la taille du réseau.
Un calcul microscopique n’est pas pertinent dans ce cas-là, en plus d’être lourd en moyens
de calcul. Une théorie effective qui prendrait comme paramètres les vitesses des protons
et neutrons superfluides moyennés sur plusieurs cellules est alors parfaitement adaptée à
décrire des phonons de grandes longueurs d’onde.

78



Chapitre 6

Théorie effective de la croûte interne
des étoiles à neutrons : aspect
superfluide

Ce chapitre présente la théorie effective pour décrire le mouvement global des neutrons
superfluides et des protons. On développera la construction de la densité Lagrangienne
associée à ces contributions ainsi que celle des électrons. L’énergie cinétique sera calculée
à partir de l’approche hydrodynamique et l’énergie potentielle à partir d’un modèle de
coexistence de phase. Tout ce qui concerne les déformations élastiques sera traité dans le
chapitre suivant.

6.1 Retour sur la croûte interne

Le chapitre précédent donnait une description qualitative de la structure des étoiles à
neutrons. Dans cette partie, on revient sur la croûte interne qui est l’objet d’études de ce
chapitre et du suivant. Pour cela, on revient plus en détail sur la structure de la croûte
interne afin de pouvoir décrire quantitativement les effets qui se produisent dans celle-ci.

6.1.1 Structure de la croûte interne

Comme on l’a mentionné précédemment, la croûte interne est caractérisée par un excès
de neutrons qui ne peuvent plus être contenus dans les clusters et vont former un gaz à
l’extérieur de ceux-ci. Une autre caractéristique est la présence de neutrons superfluides
présents à la fois dans les clusters et dans le gaz. Si le gaz de neutrons superfluides est
indépendant du reste des nucléons, ce n’est pas le cas des autres neutrons qui vont être
liés au mouvement des protons. Cette propriété est appelée entraînement.
La croûte interne est organisée dans une structure cristalline où les clusters sont arran-
gés dans un réseau cubique. Les phases pasta (phase lasagne et spaghetti) ont plutôt les
propriétés de cristaux liquides. Dans tous les cas, il est possible de modéliser la croûte
interne par un réseau cristallin. Pour des raisons de faisabilité, il est courant d’utiliser
l’approximation de Wigner-Seitz , c’est-à-dire que l’on découpe le réseau en zone indépen-
dantes comme le montre la figure 6.1.
Ces zones indépendantes sont les cellules de Wigner-Seitz qui correspondent à la première
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Figure 6.1 – Représentation en deux dimensions d’une cellule de Wigner-Seitz dans le
cas d’un réseau hexagonal (phase spaghetti). La zone grisée est la cellule de Wigner-Seitz
exacte associée au cluster central et le cercle rouge est la cellule approchée de même aire.

zone de Brillouin dans le réseau réciproque. Compte-tenu des géométries que l’on a pour
les réseaux cristallins (BCC, hexagonal), on fait l’approximation que les cellules Wigner-
Seitz sont sphériques avec un rayon RWS de telle sorte que le volume de cette sphère soit
le même que la cellule exacte.

Maintenant que l’on a défini le cadre pour décrire la croûte interne, on peut définir son
contenu. La cellule de Wigner-Seitz de rayon RWS a en son centre un cluster de rayon RN

et on note u la fraction de volume qu’il occupe. Chaque cellule est électriquement neutre
et on suppose que la densité d’électron ne est constante dans celle-ci. Le fait que l’on
suppose qu’il existe un découpage net entre le cluster et le reste de la cellule est en fait
une approximation. Cela nous permet de définir la région 1 et 2 respectivement comme
la région qui entoure le cluster et la région du cluster. On note nn,i et np,i respectivement
les densités des neutrons et des protons dans la région i (i = 1, 2). Dans la croûte interne,
tous les protons sont contenus dans les clusters ce qui implique np,1 = 0. Les grandeurs n̄n

et n̄p sont les densités moyennées sur la cellule des neutrons et des protons. La figure 6.2
résume ces notations. La géométrie particulière des phases pasta font que les densités des
neutrons superfluides et des neutrons liés sont contenus dans les matrices ns

n et nb
n avec

ns
n + nb

n = n̄n ✶ où ✶ est la matrice identité.

6.1.2 Dynamique microscopique de la croûte interne

La sous-section précédente a permis de définir les notations et les grandeurs pertinentes
pour décrire la croûte. Se pose maintenant la question du calcul de ces quantités. La
description de l’entraînement, c’est-à-dire le calcul des matrices ns

n et nb
n est réalisé en

se basant sur l’approche hydrodynamique [Martin et Urban, 2016] qui a fait l’objet de
la thèse [Martin, 2016]. L’approche hydrodynamique prédit un entraînement assez faible
contrairement à l’approche antagoniste, basée sur la théorie des bandes, qui elle prédit un
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ξ ϕ̄ ϕ

r

ϕ

Figure 6.5 – Représentation des grandeurs effectives ξ et ϕ̄. Le champ de déplacement
des protons dans le cluster est moyenné pour faire émerger un champ de déplacement
global du cluster ξ. La phase du gap d’appariement ϕ qui varie fortement dans chaque
cellule peut être remplacée par une grandeur ϕ̄ dont la variation est beaucoup plus douce.

Il est possible de relier ce champ de déplacement ξ à la variation de volume δVWS de la
cellule. On a :

δVWS

VWS

= ∇ · ξ (6.2)

Cette formule nous servira pour tout ce qui concerne les déformations et l’élasticité. Mais
les grandeurs ξ et ϕ̄ nous permettent aussi de définir les vitesses moyennes des protons
(et neutrons liés) et des neutrons superfluides, respectivement up et un qui s’écrivent :

up = ξ̇

un =
1
m

∇ϕ̄
(6.3)

où le point indique la dérivée par rapport au temps. On peut donc écrire l’expression de
l’énergie cinétique T = Ts + Tn avec [Martin et Urban, 2016] :

Ts =
1
2

m u†
n ns

n un (6.4)

Tn =
1
2

m u†
p (nb

n + n̄p ✶) up (6.5)

où Ts correspond à l’énergie cinétique des neutrons superfluides tandis que Tn correspond
à l’énergie cinétique des particules normales (les protons et les neutrons qui sont liés à
leurs mouvements). Pour ce qui est des matrices ns

n et nb
n, les expressions des composantes

sont calculées pour un cluster isolé dans un gaz infini de neutrons superfluides [Epstein,
1988, Magierski et Bulgac, 2004]. Les calculs numériques effectués sur un réseau périodique
confirment que s’est une excellente approximation [Martin et Urban, 2016]. On retranscrit
ici ces expressions pour une meilleure lisibilité.

Phase lasagne :

nb
n, xx = nb

n, yy = 0

nb
n, zz =

u(1 − u)(1 − γ)2

(1 + γu − u)
nn,2

(6.6)
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atomiques en fonction du nombre de nucléons. On voit que que les noyaux se positionnent
entre un modèle rigide et un modèle complètement superfluide. On peut donc supposer
que le modèle hydrodynamique reste valable dans le gaz, mais qu’il surestime la propor-
tion de neutrons superfluides dans les clusters. On introduit un paramètre δ (0 6 δ 6 1)
qui caractérise la proportion de neutrons superfluides dans le cluster tel que le courant de
neutrons microscopique dans le cluster s’écrit nn,2 δ vn + nn,2 (1 − δ) vp avec vn la vitesse
microscopique des neutrons définie à l’équation (6.1) et vp la vitesse microscopique des
protons. Ainsi δ = 1 redonne l’approche hydrodynamique et δ = 0 interdit toute super-
fluidité dans le cluster. La densité nb

n dans la phase cristalline peut donc s’écrire [Martin
et Urban, 2016] :

nb
n = u

(

1 − δ +
(δ − γ)2

δ + 2γ

)

nn,2 (6.9)

6.3 Équilibre des phases et énergie potentielle

6.3.1 Modèle de coexistence de phases

Dans cette section, on s’intéresse au calcul de la densité d’énergie potentielle U à partir
d’un modèle de coexistence de phase entre le gaz de neutrons qui entoure le cluster (phase
1) et les clusters (phase 2). Dans ce calcul on ne tient pas compte de l’énergie coulom-
bienne et de l’énergie de surface. On ne prend pas non plus en compte la présence des
électrons. Ces contributions que l’on écarte ici seront traitées dans le chapitre 7 lorsque
l’on parlera de l’énergie due aux déformations.

Avant de passer explicitement au calcul des conditions d’équilibre entre les phases, on
développe les expressions de la densité d’énergie, de la densité de neutrons et de protons
en fonctions de la fraction de volume u à l’équilibre. Les barres représentent les quantités
moyennées. On a,

ε̄ = u ε2 + (1 − u) ε1 (6.10)

n̄n = u nn,2 + (1 − u) nn,1 (6.11)

n̄p = u np,2 (6.12)

On développe les expressions précédentes au premier ordre afin de de pouvoir exprimer
les variations de la densité δn̄n et δn̄p. On obtient alors :

δn̄n = u δnn,2 + (1 − u) δnn,1 + (nn,2 − nn,1) δu (6.13)

et
δn̄p = u δnp,2 + np,2 δu (6.14)

En injectant l’équation (6.14) dans l’équation (6.13), on peut faire disparaître le terme δu
et on trouve

δn̄n = (1 − u) δnn,1 + u δnn,2 − γp (δn̄p − u δnp,2) (6.15)

avec
γp =

nn,1 − nn,2

np,2

(6.16)

Pour construire la densité d’énergie à partir de la coexistence de phases, on suit la méthode
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présentée dans [Kobyakov et Pethick, 2016]. Compte tenu des approximations que l’on a
définies précédemment, on peut écrire les conditions d’équilibre qui existent entre les
clusters et le gaz :

équilibre des pressions : P1 = P2
def= P

équilibre des potentiels chimiques : µn,1 = µn,2
def= µn

Une variation au premier ordre de la densité de protons et de neutrons implique de garder
l’équilibre δP1 = δP2 qui s’écrit quand on développe :

nn,2 δµn + np,2 δµp,2 = nn,1 δµn (6.17)

La condition d’équilibre pour le potentiel chimique des protons n’est pas pertinente ici
car tous les protons sont contenus dans les clusters i.e. np,1 = 0. On peut donc exprimer
le potentiel chimique des protons µp,2 à l’intérieur du cluster en fonction du potentiel
chimique des neutrons. On trouve simplement que δµp,2 = γp δµn.
On exprime ensuite les variations des densités δnn,1, δnn,2 et δnp,2 autour de l’équilibre
en fonction du potentiel chimique des protons et des neutrons. Ces expressions peuvent
toutes s’exprimer en fonction de δµn grâce à la relation (6.17) :

δnn,1 =
∂nn

∂µn

∣

∣

∣

∣

∣

1

δµn (6.18)

δnn,2 =

(

∂nn

∂µn

∣

∣

∣

∣

∣

2

+ γp
∂nn

∂µp,2

∣

∣

∣

∣

∣

2

)

δµn (6.19)

δnp,2 =

(

∂np

∂µn

∣

∣

∣

∣

∣

2

+ γp
∂np

∂µp,2

∣

∣

∣

∣

∣

2

)

δµn (6.20)

où |i signifie que la dérivation est effectuée dans la région i.

En injectant les relations (6.18), (6.19) et (6.20) dans l’équation (6.15), on obtient l’ex-
pression du potentiel chimique des neutrons

δµn =
δn̄n + γp δn̄p

Γ
(6.21)

avec

Γ = (1 − u)
∂nn

∂µn

∣

∣

∣

∣

∣

1

+ u
∑

a,b=n,p

γa γb
∂na

∂µb

∣

∣

∣

∣

∣

2

(6.22)

où γn = 1 et γp défini par (6.16).

Le calcul des dérivées ∂na

∂µb
nécessite de connaître l’équation d’état pour la matière nu-

cléaire. Pour cela on utilise la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) présentée
en annexe D.
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6.3.2 Énergie potentielle

On définit la densité d’énergie potentielle grand-canonique E :

E = ε̄ − µ(0)
n n̄n − µ(0)

p n̄p (6.23)

où ε̄ est la densité d’énergie définie par l’équation (6.10) tandis que µ(0)
n et µ(0)

p sont les
paramètres de Lagrange correspondant aux valeurs des potentiels chimiques à l’équilibre.
Ces paramètres sont nécessaires pour imposer les contraintes de notre modèle, sans cela,
la condition d’équilibre serait des particules qui s’éloignent toutes les unes des autres pour
obtenir une densité d’énergie nulle.
En se servant des relations (6.10), (6.11), et (6.12), on peut calculer l’expression de la
différentielle du premier ordre E(1) def= δE qui vaut :

E(1) = (1 − u) (µn,1 − µ(0)
n ) δnn,1 + u (µn,2 − µ(0)

n ) δnn,2 + u (µp,2 − µ(0)
p ) δnp,2

+ [(ε2 − ε1) − µ(0)
n (nn,2 − nn,1) − µ(0)

p np,2] δu
(6.24)

À l’équilibre, E est minimale donc E(1) = 0 ce qui nous conduit à

ε2 − ε1 = µ(0)
n (nn,2 − nn,1) + µ(0)

p np,2

µn,1 = µn,2 = µ(0)
n et µp,2 = µ(0)

p

(6.25)

qui sont les conditions d’équilibre que l’on a utilisées dans la sous-section précédente à
savoir l’égalité des pressions et l’égalité des potentiels chimiques.

On calcule ensuite la différentielle du deuxième ordre E(2). En ne gardant que les termes
non nuls et après simplification, on a :

E(2) =
1
2

(1 − u)
∂µn

∂nn

∣

∣

∣

∣

∣

1

(δnn,1)2 +
1
2

u
∑

a,b=n, p

∂µa

∂nb

∣

∣

∣

∣

∣

2

δna,2 δnb,2 (6.26)

En injectant les relations (6.18), (6.19) et (6.20) dans l’équation (6.26) et après simplifi-
cation, on arrive finalement à l’expression très simple :

E(2) =
1
2

Γ δµ2
n (6.27)

La densité d’énergie potentielle U qui est égale par définition à E(2) s’écrit grâce à l’équa-
tion (6.21) :

U =
1

2Γ
(δn̄n + γp δn̄p)2 (6.28)

6.4 Densité Lagrangienne sans déformation

6.4.1 Densité Lagrangienne de la matière à neutrons superfluide

Dans cette sous-section, on veut déterminer la forme de la densité Lagrangienne d’un gaz
de neutrons superfluide uniforme. Cela nous servira ensuite dans la sous-section suivante
où nous traiterons la densité Lagrangienne de la croûte qui contient à la fois des neutrons
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et des protons normaux et des neutrons superfluides.
De façon générale, la densité Lagrangienne Ln de la matière à neutrons s’écrit [Son et
Wingate, 2006, Greiter et al., 1989] :

Ln = P
(

µ(0)
n − ϕ̇ − 1

2m
(∇ϕ)2

)

(6.29)

où P (µn) est la pression de la matière à neutrons, ϕ la phase du gap d’appariement et
µn le potentiel chimique des neutrons. L’exposant (0) indique une quantité à l’équilibre.
Pour ce qui nous intéresse, on développe au deuxième ordre la densité Lagrangienne ci-
dessus [Son et Stephanov, 2006]. En ne gardant que les termes jusqu’au deuxième en ϕ̇ et
∇ϕ, on obtient :

Ln = P (µ(0)
n ) − n(0)

n ϕ̇ − n(0)
n

2m
(∇ϕ)2 +

1
2

∂nn

∂µn

∣

∣

∣

∣

∣

µ
(0)
n

ϕ̇2 (6.30)

où n(0)
n est la densité de particules puisque ∂P

∂µn
= nn. Pour comprendre ce que représente

la quantité ϕ̇, on remarque que ∂P
∂ϕ̇

= − ∂P
∂µn

= −nn donc

ϕ̇ = −∂µn

∂nn

δnn = −δµn (6.31)

La densité Lagrangienne (6.30) a un profil assez atypique, le terme cinétique s’exprime
avec des dérivées spatiales en ϕ alors que le terme en énergie potentielle s’exprime avec
une dérivée temporelle ϕ̇2 et il y a en plus un terme linéaire en ϕ̇. On va donc regarder à
quoi ressemble la densité Hamiltonienne H associée à Ln. On calcule le moment conjugué
πϕ au champ ϕ qui est donné par :

πϕ =
∂Ln

∂ϕ̇
= − ∂P

∂µn

= −nn (6.32)

La densité Hamiltonienne s’écrit alors :

H = πϕ ϕ̇ − Ln =
nn

2m
(∇ϕ)2 + ε − µ(0)

n nn (6.33)

avec ε = µnnn − P . La densité Hamiltonienne s’écrit donc toujours H = Ts + U où
Ts est l’énergie cinétique des neutrons superfluides et U l’énergie potentielle. La densité
Lagrangienne Ln d’un gaz uniforme de neutrons superfluide prend donc la forme :

Ln = U − Ts − nnϕ̇ (6.34)

6.4.2 Densité Lagrangienne associée à la croûte

Dans cette sous-section, on veut écrire la densité Lagrangienne L0 décrivant le mouvement
des protons, des neutrons superfluides et des neutrons liés dus à l’effet d’entraînement.
En se servant de la partie précédente, on sait que pour conserver la bonne densité Hamil-
tonienne, la densité Lagrangienne va s’écrire L0 = U + Tn − Ts − A où U est la densité
d’énergie potentielle donnée par l’équation (6.28), Ts et Tn sont les énergies cinétiques des
neutrons superfluides et des particules normales définies par les équations (6.4) et (6.5) et
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A est un terme linéaire proportionnel à ˙̄ϕ. On suppose que la forme de ce terme linéaire
doit être A = ˙̄ϕ ∇†α ξ avec α une matrice constante à déterminer. Il existe un autre choix
pour la forme de A. On sait que A ne change pas la densité Hamiltonienne, on aurait donc
pu aussi choisir A = ξ̇ · β ∇ϕ̄ avec aussi la matrice β à déterminer. Bien entendu, l’une
ou l’autre des expressions de A conduit au même résultat.
Maintenant que l’on a tous les éléments, on sait que la densité Lagrangienne sans défor-
mation s’écrit :

L0 =
1
2

Γ ˙̄ϕ2 +
1
2

m ξ̇ · (nb
n + n̄p ✶) ξ̇ − 1

2m
(∇ϕ̄) · ns

n ∇ϕ̄ − ˙̄ϕ ∇ · α ξ (6.35)

Il reste maintenant à déterminer la constante α. On commence par écrire l’équation de
continuité pour les neutrons. Le courant des neutrons jn s’écrit :

jn = ns
n un + nb

n up =
1
m

ns
n ∇ϕ̄ + nb

n ξ̇ (6.36)

En appliquant l’équation de continuité, on obtient directement :

∂

∂t
(δn̄n) = − div jn = − 1

m
∇ · ns

n ∇ϕ̄ − ∇ · nb
n ξ̇ (6.37)

D’autre part, on peut déterminer cette dérivée en utilisant les équations d’Euler-Lagrange
pour la densité Lagrangienne L0 donnée par l’expression (6.35). Le moment conjugué πϕ

à ϕ̄ s’écrit :

πϕ =
∂L

∂ ˙̄ϕ
= Γ ˙̄ϕ − ∇ · α ξ (6.38)

De là, on s’intéresse à l’expression de Γ ˙̄ϕ. À partir des équations (6.21) et (6.31), on a
directement δn̄n = −Γ ˙̄ϕ−γp δn̄p. L’équation (6.2) nous permet d’écrire que δu = −u ∇ · ξ

qui a son tour nous dit que δn̄p = −n̄p ∇ · ξ. En combinant toutes ces expressions dans
l’équation (6.38), on obtient :

δn̄n = −πϕ + ∇ · (−α + γp n̄p ✶) ξ (6.39)

L’équation d’Euler-Lagrange pour ϕ̄, dont le calcul est détaillé dans l’annexe E, nous
permet une nouvelle expression pour πϕ qui s’écrit :

dπϕ

dt
= ∇ · ∂L0

∂(∇ϕ̄)
= − 1

m
∇ · ns

n ∇ϕ̄ (6.40)

En dérivant l’équation (6.39) par rapport au temps et en y injectant l’expression de πϕ

trouvée à l’équation (6.40), on trouve que :

∂

∂t
(δn̄n) = − 1

m
∇ · ns

n ∇ϕ̄ + ∇ · (−α + γp n̄p ✶) ξ̇ (6.41)

Par identification entre les équations (6.37) et (6.41), on a α = nb
n + γp n̄p ✶.

Puisque l’on connaît la valeur de la constante qu’il faut rajouter à la densité Lagran-
gienne pour qu’elle vérifie l’équation de continuité, on peut écrire en toute généralité la
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densité Lagrangienne L0 décrivant l’entraînement des neutrons superfluides dans la croûte
interne des étoiles à neutrons :

L0 =
1
2

Γ ˙̄ϕ2 +
1
2

m ξ̇ · (nb
n + n̄p ✶) ξ̇ − 1

2m
(∇ϕ̄) · ns

n ∇ϕ̄ − ˙̄ϕ ∇ · (nb
n + γp n̄p ✶) ξ (6.42)

Le terme linéaire en ˙̄ϕ s’interprète donc comme un terme de couplage entre les neutrons
superfluides et les protons (et neutrons liés). Il est analogue au terme gmix présenté dans
[Cirigliano et al., 2011] mais généralisé pour tenir compte des phases pasta.

6.5 Contribution des électrons

Dans toute notre théorie, nous faisons l’hypothèse que les électrons suivent instantané-
ment le mouvement des protons pour assurer la neutralité de la charge électrique moyenne.
Cette approximation est valable uniquement si la longueur d’onde des modes est très su-
périeure à la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi. On ne prend donc pas en compte
l’amortissement des modes en grande partie générées par les électrons [Kobyakov et al.,
2017].

La neutralité électrique dans chaque cellule nous donne n̄e = n̄p. Comme on suppose
la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi bien supérieure à la taille de la cellule, on peut
considérer que la densité des électrons ne est constante i.e. ne = n̄e. Finalement la densité
l’énergie des électrons dépend uniquement de n̄p autrement dit que ε̄e = εe(n̄p). L’énergie
potentiel Ue des électrons s’écrit :

Ue =
1
2

∂2εe

∂n2
e

(δne)2 =
1
2

∂µe

∂ne

∣

∣

∣

∣

∣

ne=n̄p

(δn̄p)2 (6.43)

On peut simplifier l’expression précédente avec δn̄p = −n̄p ∇ · ξ et µe = (3π2 ne)1/3 prove-
nant d’un gaz de fermion dégénéré sans interaction. En écrivant la densité Lagrangienne
des électrons Le = −Ue, on arrive à l’expression :

Le = −1
2

K (∇ · ξ)2 (6.44)

avec

K =
(

π

3

)2/3

n̄4/3
p (6.45)

Le module de compression K est obtenu en faisant varier n̄p en gardant µn constant ce
qui correspond à nos conditions d’équilibre. À noter que le module de compression K̃ de
la référence [Kobyakov et Pethick, 2013] est différent puisqu’il est calculé en faisant varier
n̄p en gardant n̄n constant.

6.6 Conclusion

En se basant sur une approche hydrodynamique de la croûte interne, nous avons déve-
loppé une théorie effective dont les variables ξ et ϕ̄ décrivent respectivement le champ
de déplacement des particules normales (protons et neutrons liés) et la phase du gap
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d’appariement moyennée afin de le rendre lentement variable. Un modèle de coexistence
de phase nous a permis de caractériser la contribution de l’interaction forte à l’énergie
potentielle. Nous avons également généralisé le terme de couplage dans le cas des phases
pasta. Ceci nous a permis d’écrire la densité Lagrangienne décrivant le mouvement des
protons, neutrons liés et neutrons superfluides.
La contribution des électrons à été faite en considérant que le gaz d’électrons suit ins-
tantanément le mouvement des protons. À la suite de cela, on a pu calculer la densité
Lagrangienne associée à la compressibilité du gaz d’électrons.
Il reste maintenant à prendre en compte les énergies de déformations dues aux énergies
coulombiennes et surfaciques responsables de l’élasticité de la croûte traitée dans le cha-
pitre 7.
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Chapitre 7

Déformations élastiques de la croûte et
résultats

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé la forme générale de la densité Lagran-
gienne pour décrire le mouvement des protons et des neutrons en tenant compte de l’effet
d’entraînement ainsi que du mouvement des électrons. Par contre, nous n’avons pas tenu
compte des énergies coulombiennes et surfaciques responsables des déformations élastiques
de la croûte. C’est justement l’objet de ce chapitre dans lequel nous allons décrire l’élasti-
cité pour les trois phases. Ce sera également l’occasion de discuter des résultats concernant
les modes propres de vibrations ainsi que la capacité calorifique associée à chacun de ces
modes.

7.1 Introduction

La croûte interne des étoiles à neutrons présente différentes structures suivant sa densité :
la phase cristalline, la phase spaghetti et la phase lasagne. Dans le chapitre précédent,
nous avons développé une théorie effective pour décrire le couplage des neutrons super-
fluides avec les protons et les neutrons liés dans chacune des trois phases. Nous avons
aussi inclus la contribution du gaz d’électrons que l’on suppose suivre instantanément le
mouvement des protons.
L’énergie de déformation du réseau contribue elle aussi à l’énergie du système. En effet,
les modes de compression et de cisaillement du réseau vont être déterminés au travers de
l’énergie coulombienne et surfacique dont on a pas tenu compte au chapitre précédent.
Pour rendre cela plus visible, la figure 7.1 illustre les déformations possibles pour la phase
lasagne. On y voit un mode de cisaillement et des modes de compression de la plaque
elle-même et des plaques entre-elles.
La méthode pour déterminer ces modes de déformation sera la même pour les trois phases
de la croûte interne. On calculera la densité d’énergie coulombienne et surfacique pour en-
suite déterminer les déformations pertinentes et calculer les coefficients associés. La densité
Lagrangienne LC+S de ces déformations viendra compléter les densités Lagrangiennes L0

et Le présentées au chapitre précédent. La connaissance de toutes ces contributions nous
permettra de déterminer les modes propres de vibrations et donc la capacité calorifique
associée.
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(a) (b) (c)

x

z

Figure 7.1 – Exemple de déformations qui changent l’énergie coulombienne et surfacique
pour la phase lasagne. Les flèches représentent le champ de déformation ξ. La figure (a)
montre un cisaillement dans le plan (x,z). La figure (b) montre une compression par
déplacement des protons à l’intérieur de la plaque. Et la figure (c) montre une compression
par rapprochement des plaques entre-elles.

7.2 Phase lasagne

7.2.1 Énergie coulombienne et surfacique

Dans cette partie, on cherche à déterminer la densité d’énergie surfacique εσ et coulom-
bienne εC pour une cellule Wigner-Seitz dans la phase lasagne. On appelle VWS son volume
et S une surface arbitraire telle que VWS = 2 RWS S. On utilisera bien-sûr l’axe de symétrie
de la cellule qui est centré sur l’axe de la lasagne.
En appelant σ la tension de surface, la densité d’énergie de surface s’exprime comme
εσ = σ Scluster/VWS. Ici, on a Scluster = 2S donc

εσ =
σ

RWS

(7.1)

Pour déterminer la densité d’énergie coulombienne dans la cellule, il faut connaître l’ex-
pression du champ électrique E dans celle-ci. Pour des raisons de symétrie, le champ
électrique sera dirigé suivant l’axe z perpendiculaire à la lasagne. Comme on suppose
chaque cellule électriquement neutre, on a le même nombre de protons et d’électrons dans
la cellule ce qui implique pour les densités que ne = n̄p = u np,2. La charge entre 0 et z à
l’intérieur du cluster vaut Q2 = S e np,2 (1 − u) z avec e la charge élémentaire (e > 0) et z
la distance au centre de la cellule. La charge entre RN et z à l’extérieur du cluster vaut
Q1 = S e np,2 u (RWS − z). En utilisant le théorème de Gauss, on écrit le champ électrique
E dans la cellule

E(z) =

{

4π e np,2 (1 − u) z 0 6 z 6 RN

4π e np,2 u (RWS − z) RN 6 z 6 RWS

(7.2)

Par symétrie, on ne considère que la moitié de la cellule ie. z > 0.

De façon générale, la densité d’énergie coulombienne s’écrit :

εC =
1

VWS

∫

VWS

1
8π

E2(r) d3r (7.3)
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En utilisant les symétries du système, on arrive à l’expression :

εC =
1

2RWS

∫ RWS

0

1
4π

E2(z) dz (7.4)

Cette densité d’énergie coulombienne contient les contributions de l’intérieur et de l’ex-
térieur du cluster c’est-à-dire εC = u εC2 + (1 − u) εC1, ou de manière plus compacte
εC = ε̃C2 + ε̃C1 avec

ε̃C2 =
1

2RWS

∫ RN

0

1
4π

E2(z) dz =
2π

3
(e np,2 RWS)2 u3 (1 − u)2 (7.5)

ε̃C1 =
1

2RWS

∫ RWS

RN

1
4π

E2(z) dz =
2π

3
(e np,2 RWS)2 u2 (1 − u)3 (7.6)

À partir de ces deux contributions, la densité d’énergie coulombienne εC moyennée sur
toute la cellule s’écrit donc :

εC =
2π

3
(e np,2 RWS)2 u2 (1 − u)2 (7.7)

On note εCσ = εC + εσ la somme de la densité d’énergie coulombienne et de la densité
d’énergie de surface. On suppose que le cluster et la cellule sont en équilibre ce qui nous
permet d’écrire la condition d’équilibre ∂εCσ/∂RWS = 0. Ainsi la tension de surface σ
n’est pas un paramètre supplémentaire, mais s’exprime à partir des quantités connues (à
l’équilibre) :

σ =
4π

3
(e np,2)

2 R3
WS u2 (1 − u)2 (7.8)

7.2.2 Densité Lagrangienne des déformations

On cherche ici à caractériser les déformations pertinentes pour la croûte. La première
contribution va venir de la variation d’énergie coulombienne et surfacique εCσ de la cellule.
On ne considère ici que des variations de u et de RWS. Le couplage entre δµn et ξ en gardant
µn et np,2 constant est nul selon [Kobyakov et Pethick, 2016]. On note UCσ,1 la différentielle
du deuxième ordre, on obtient :

UCσ,1 =
1
2

∂2εCσ

∂R2
WS

(δRWS)2 +
∂2εCσ

∂RWS ∂u
δRWS δu +

1
2

∂2εCσ

∂u2
(δu)2 (7.9)

Dans le cas des lasagnes, on a δVWS = VWS ∂zξz avec VWS = S RWS, d’où δRWS = RWS ∂zξz.
On a bien-sûr toujours δu = −u ∇ · ξ. En injectant ces relations dans l’équation (7.9) et
en regroupant les termes, on trouve que UCσ,1 s’écrit :

UCσ,1 =
1
2

∂2εCσ

∂u2
u2 (∂xξx + ∂yξy)2 +

[

∂2εCσ

∂u2
u2 − ∂2εCσ

∂RWS ∂u
RWS u

]

(∂xξx + ∂yξy)(∂zξz)

+
1
2

[

∂2εCσ

∂R2
WS

R2
WS − 2

∂2εCσ

∂RWS ∂u
RWS u +

∂2εCσ

∂u2
u2

]

(∂zξz)2

(7.10)

En introduisant les coefficients B11, B13 et B33, on a par identification avec l’équa-
tion (7.10) :

UCσ,1 =
1
2

B11 (∂xξx + ∂yξy)2 + B13 (∂xξx + ∂yξy)(∂zξz) +
1
2

B33 (∂zξz)2 (7.11)
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avec les coefficients qui ont pour expressions :

B11 =
4
3

C0

(

6u2 − 6u + 1
)

B13 =
4
3

C0

(

2u2 − 1
)

B33 =
4
3

C0 u2

(7.12)

où C0 est une constante qui nous servira dans tout ce chapitre et qui vaut 1 :

C0 = π e2 n̄2
p R2

WS (7.13)

Ces contributions correspondent à des modes de compression qui font varier l’énergie
coulombienne et surfacique dans la cellule. Une déformation de cisaillement constant dans
le plan (xz) où (yz) ne contribue pas à l’ordre deux puisque l’on a δRWS ∼ (∂zξx)2

et idem pour ξy. Pour prendre en compte des cisaillements dans le plan (xz) où (yz)
comme présenté sur la figure 7.1, il est nécessaire de prendre des termes d’ordre supérieur
en dérivée. On appelle UCσ,2 la différentielle qui prend en compte cette contribution du
cisaillement. UCσ,2 s’écrit [Pethick et Potekhin, 1998] :

UCσ,2 =
1
2

K1

(

∂2
xξz + ∂2

yξz

)2
(7.14)

avec K1 la constante de cisaillement. La méthode pour déterminer K1 et son calcul est pré-
senté dans [Pethick et Potekhin, 1998]. Il faut considérer un déplacement ξz = ξ0 cos(kx)
et on calcule la variation d’énergie au second ordre. Le terme K1 s’identifie à la déforma-
tion proportionnelle à k4 ξ2

0 . Après le calcul de la densité d’énergie pour cette déformation,
on peut identifier l’expression de K1 qui vaut [Pethick et Potekhin, 1998] :

K1 =
4
15

π e2 n̄2
p R4

WS (1 − u)2
(

1 + 2u − 2u2
)

(7.15)

On peut maintenant écrire de densité Lagrangienne Ld = −UCσ,1 −UCσ,2 associée à l’éner-
gie coulombienne et surfacique :

LC+S = − 1
2

B11 (∂xξx + ∂yξy)2 − B13 (∂xξx + ∂yξy)(∂zξz) − 1
2

B33 (∂zξz)2

− 1
2

K1 (∂2
xξz + ∂2

yξz)2
(7.16)

On a maintenant tous les éléments pour décrire la phase lasagne à savoir la densité La-
grangienne L0 et Le déterminées au chapitre précédent et la densité Lagrangienne LC+S

déterminée ci-dessus. Les équations du mouvement s’obtiennent en appliquant les équa-
tions d’Euler-Lagrange présentées en l’annexe E pour ϕ̄ et ξ. En écrivant ces deux quan-
tités sous la forme d’ondes planes, on se ramène à un problème matriciel où les valeurs
propres ωi s’exprime en fonction du vecteur d’onde k.

1. On garde en tête que n̄p = u np,2.
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7.2.3 Synthèse des contributions

Entraînement :

ns
n =







n̄n 0 0
0 n̄n 0
0 0 ns

n,zz





 nb
n =







0 0 0
0 0 0
0 0 nb

n,zz







où

nb
n,zz = (1 − γ)2 u (1 − u)

1 + γu − u
nn,2 ns

n,zz = n̄n − nb
n,zz

avec γ =
nn,1

nn,2

et u =
RN

RWS

Densité Lagrangienne :
L = L0 + Le + LC+S

avec

L0 =
1
2

Γ ˙̄ϕ2 +
1
2

m n̄p

(

ξ̇2
x + ξ̇2

y

)

+
1
2

m (nb
n,zz + n̄p) ξ̇2

z − n̄n

2m





(

∂ϕ̄

∂x

)2

+

(

∂ϕ̄

∂y

)2




− ns
n,zz

2m

(

∂ϕ̄

∂z

)2

− γp n̄p
˙̄ϕ

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)

−
(

nb
n,zz + γp n̄p

)

˙̄ϕ
∂ξz

∂z

Le = −1
2

K

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y
+

∂ξz

∂z

)2

LC+S = −1
2

B11

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)2

−B13

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)(

∂ξz

∂z

)

−1
2

B33

(

∂ξz

∂z

)2

−1
2

K1

(

∂2ξz

∂x2
+

∂2ξz

∂y2

)2

Coefficients de déformation :

K =
(

π

3

)2/3

n̄4/3
p

B11 =
4
3

π e2 n̄2
p R2

WS (6u2 − 6u + 1) B13 =
4
3

π e2 n̄2
p R2

WS (2u2 − 1)

B33 =
4
3

π e2 n̄2
p R2

WS u2 K1 =
4
45

π e2 n̄2
p R4

WS (1 − u)2 (1 + 2u − 2u2)

Équations du mouvement :
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































− ω 1 0 0 0 0 0 0
A21 −ω 0 A24 0 A26 0 A28

0 0 −ω 1 0 0 0 0
0 A42 A43 −ω A45 0 A47 0
0 0 0 0 −ω 1 0 0
0 A62 A63 0 A65 −ω A67 0
0 0 0 0 0 0 −ω 1
0 A82 A83 0 A85 0 A87 −ω

































































ϕ̄

i ˙̄ϕ
ξx

iξ̇x

ξy

iξ̇y

ξz

iξ̇z

































= 0

avec

A21 =
n̄n

Γ m
k2

x +
ns

n,zz

Γm
k2

z A24 =
γp n̄p

Γ
kx A26 = 0 A28 =

nb
n,zz + γp n̄p

Γ
kz

A42 =
γp

m
kx A43 =

K + B11

m n̄p
k2

x A45 = 0 A47 =
K + B13

m n̄p
kx kz

A62 = 0 A63 = 0 A65 = 0 A67 = 0

A82 =
nb

n,zz + γp n̄p

m (nb
n,zz + n̄p)

kz A83 =
(K + B13) kx kz

m (nb
n,zz + n̄p)

A85 = 0 A87 =
(K + B33) k2

z + K1 k4
x

m (nb
n,zz + n̄p)

7.2.4 Résultats

La première chose à considérer est la symétrie particulière de la phase lasagne comme
la montre la figure gauche 7.2. L’invariance par rotation autour de l’axe z nous permet
de considérer sans perte de généralité un vecteur d’onde k dans le plan (xz) tel que
kx = k sin θ, ky = 0 et kz = k cos θ avec θ l’angle entre l’axe z et le vecteur k. De plus, les
lasagnes sont invariantes sous cisaillement dans le plan (xy), une déformation suivant ξy

a donc un mode propre ω = 0. Les seuls modes positifs vont donc être engendrés par ϕ̄,
ξx et ξz.

Avec la connaissance de ces modes propres ωi, on peut y associer les vitesses du son
vi = ωi/k correspondantes. La figure droite 7.2 montre la vitesse du son (en unités de c)
pour les trois modes propres en fonction de l’angle θ. Pour cela nous avons pris les valeurs
données dans le tableau 7.1 ci-dessous.

ρB (g.cm−3) nB (fm−3) RWS (fm) RN (fm) nn,1 (fm−3) nn,2 (fm−3) np,2 (fm−3)

1,27 × 1014 0,0767 9,94 3,90 0,0644 0,0890 0,0075

Table 7.1 – Tableau contenant les paramètres utilisés pour le calcul des vitesses présen-
tées sur la figure 7.2. Les grandeurs ρB et nB sont respectivement la masse volumique et
la densité baryonique de la croûte. Les paramètres du tableau sont calculés dans [Martin
et Urban, 2015] à partir d’un calcul de Thomas-Fermi étendu (ETF).

Pour analyser plus en détail ces trois modes, on peut observer qu’ils sont tous mélangés
i.e. ils sont couplés les uns aux autres. Mais en regardant les vecteurs propres associés à
chacun de ces modes, on peut quand même définir les contributions dominantes. Ainsi,
en première approximation, le mode le plus élevé (courbe verte) est le mode longitudinal
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Figure 7.3 – Capacité calorifique pour les lasagnes en fonction de la température pour les
différents modes. La courbe verte représente le mode longitudinal et évolue proportionnel-
lement à T 3. La courbe bleue représente le mode superfluide et évolue proportionnellement
à T 3. La courbe rouge est associée au mode transverse et évolue proportionnellement à T 2.
La courbe en pointillée noire est la capacité calorifique pour le gaz d’électron qui évolue
proportionnellement à T .

comportement en T 2 a déjà été trouvé [Di Gallo et al., 2011, Urban et Oertel, 2015] avec
une dépendance angulaire différente de celle présentée ici. À ces trois modes, on rajoute
la capacité calorifique du gaz d’électron cv = 1

3
µ2

e T qui domine complètement les autres
modes pour des températures inférieures à 3 · 109 K.
Le terme de cisaillement porté par le coefficient K1 est essentiel pour la capacité calorifique
car sans ce terme, on aurait ω(θ = 90̊ ) = 0 et cv divergerait. Cela implique une forte
dépendance en K1 pour la valeur de cv. Le calcul de cv dépend aussi du cut-off π/(2RWS)
de l’intégrale sur kz. En principe une théorie effective n’est valable que pour des impulsions
bien en-dessous du cut-off donc on ne devrait même pas appliquer la relation de dispersion
sur ω pour des k jusqu’à π/(2RWS).

7.3 Phase spaghetti

7.3.1 Énergie coulombienne et surfacique

De la même manière que pour la phase lasagne, on cherche à déterminer la densité d’éner-
gie surfacique εσ et coulombienne εC pour une cellule Wigner-Seitz dans la phase spaghetti.
On appelle VWS = πR2

WSh son volume avec h une hauteur arbitraire. On utilisera bien-sûr
l’invariance par rotation autour de l’axe z qui est dirigé suivant l’axe du spaghetti.
En appelant σ la tension de surface, la densité d’énergie de surface s’exprime comme
εσ = σ Scluster/VWS. Ici, on a Scluster = 2πRNh donc

εσ =
2σ

√
u

RWS

(7.18)
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Pour déterminer la densité d’énergie coulombienne dans la cellule, il faut connaître l’ex-
pression du champ électrique E dans celle-ci. L’invariance par rotation autour de l’axe
z impose au champ électrique d’être contenu dans le plan (xy). La charge à l’intérieur
d’un cylindre de rayon r 6 RN vaut Q2 = πh e np,2 (1 − u) r2 avec e la charge élémentaire
(e > 0) et r la distance au centre de la cellule. La charge à l’extérieur du cluster (r > RN)
vaut Q1 = πh e np,2 u (R2

WS − r2). En utilisant le théorème de Gauss, on écrit le champ
électrique E dans la cellule :

E(r) =















2π e np,2 (1 − u) r 0 6 r 6 RN

2π e np,2 u

(

R2
WS

r
− r

)

RN 6 r 6 RWS

(7.19)

Avec l’expression (7.3) donnant la densité d’énergie coulombienne et compte tenu des
symétries du problème, on a :

εC =
1

R2
WS

∫ RWS

0

1
4π

rE2(r) dr (7.20)

Cette densité d’énergie coulombienne contient les contributions de l’intérieur et de l’ex-
térieur du cluster c’est-à-dire εC = u εC2 + (1 − u) εC1, ou de manière plus compacte
εC = ε̃C2 + ε̃C1 avec

ε̃C2 =
1

R2
WS

∫ RN

0

1
4π

rE2(r) dr =
π

4
(e np,2 RWS)2 u2 (1 − u)2 (7.21)

ε̃C1 =
1

R2
WS

∫ RWS

RN

1
4π

rE2(r) dr =
π

2
(e np,2 RWS)2 u2

(

− ln u − 3
4

+ 2u − 1
2

u2
)

(7.22)

En sommant les deux contributions, la densité d’énergie coulombienne εC dans la cellule
de Wigner-Seitz s’écrit donc :

εC =
π

2
(e np,2 RWS)2 u2 (u − ln u − 1) (7.23)

On note εCσ = εC + εσ la somme de la densité d’énergie coulombienne et de la densité
d’énergie de surface. En utilisant la condition d’équilibre ∂εCσ/∂RWS = 0, la tension de
surface σ vaut :

σ =
π

2
√

u
(e np,2)

2 R3
WS u2 (u − ln u − 1) (7.24)

7.3.2 Densité Lagrangienne des déformations

Avec les mêmes considérations que pour la phase lasagne sur les variations de εCσ, la
différentielle du deuxième ordre UCσ,1 s’écrit :

UCσ,1 =
1
2

∂2εCσ

∂R2
WS

(δRWS)2 +
∂2εCσ

∂RWS ∂u
δRWS δu +

1
2

∂2εCσ

∂u2
(δu)2 (7.25)

Dans le cas des spaghettis, on a δVWS = VWS (∂xξx + ∂yξy) avec VWS = π R2
WS h, d’où

δRWS = 1
2

RWS (∂xξx + ∂yξy). On a toujours δu = −u ∇ · ξ. En injectant ces relations dans
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l’équation (7.25) et en regroupant les termes, on trouve que UCσ,1 s’écrit :

UCσ,1 =
1
2

[

1
4

∂2εCσ

∂R2
WS

R2
WS − ∂2εCσ

∂RWS ∂u
RWS u +

∂2εCσ

∂u2
u2

]

(∂xξx + ∂yξy)2

+

[

∂2εCσ

∂u2
u2 − 1

2
∂2εCσ

∂RWS ∂u
RWS u

]

(∂xξx + ∂yξy)(∂zξz)

+
1
2

∂2εCσ

∂u2
u2 (∂zξz)2

(7.26)

En introduisant les coefficients B11, B13 et B33, on a par identification avec l’équa-
tion (7.26) :

UCσ,1 =
1
2

B11 (∂xξx + ∂yξy)2 + B13 (∂xξx + ∂yξy)(∂zξz) +
1
2

B33 (∂zξz)2 (7.27)

avec les coefficients qui ont pour expressions :

B11 =
1
2

C0 (2u − 1)

B13 =
1
2

C0 (3u − 2)

B33 =
1
4

C0 (11u − 3 ln u − 9)

(7.28)

où C0 est défini par l’équation (7.13).

De manière analogue aux lasagnes, une déformation de cisaillement constante dans le
plan (xz) ou (yz) ne change pas l’énergie au deuxième ordre en amplitude contraire-
ment à un cisaillement dépendant de z. Cette contribution en énergie s’écrit [Pethick et
Potekhin, 1998] :

UCσ,2 =
1
2

K3 (∂2
z ξx + ∂2

z ξy)2 (7.29)

Pour le calcul du facteur K3 on se base sur l’article [Pethick et Potekhin, 1998] en utilisant
la densité d’énergie coulombienne pour un spaghetti cylindrique dans un réseau hexagonal.
On considère un déplacement ξ(z) = ξ0 cos(kz) avec ξ et ξ0 des vecteurs contenus dans
le plan (xy). La densité d’énergie coulombienne s’écrit alors 2 :

εC =
8π e2 n2

p,2 u

R2
WS

∑

lmn

′ [Jn(klm · ξ0) J1(klmRN)]2

k2
lm(k2

lm + n2k2)
(7.30)

Le symbole prime indique que le cas l = m = n = 0 est exclu. Le vecteur klm = l b1 +m b2

est le vecteur du réseau réciproque où b1 et b2 ont une norme b = 3−1/4
√

8π/RWS et sont
inclinés de 60̊ l’un par rapport à l’autre. klm désigne la norme de klm tel que k2

lm =
b2 (l2 + m2 + lm). Les fonctions J sont les fonctions de Bessel cylindrique [Abramowitz et
Stegun, 1964]. En développant l’équation (7.30) en k et ξ0, on identifie le coefficient K3

au terme proportionnel en k4 ξ2
0 . L’expression de K3 vaut alors :

K3 =
8π e2 n2

p,2 u

R2
WS

+∞
∑

l=−∞

′
+∞
∑

m=−∞

(

J1(klmRN)
)2

k6
lm

(7.31)

2. Dans l’équation (12) de [Pethick et Potekhin, 1998], il manque un facteur u (qui s’écrit w dans leurs
notations).
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Cette somme à la particularité de converger extrêmement vite compte tenu de son déno-
minateur en k6

lm. En ne prenant que les premiers termes de la somme, on arrive à une très
bonne approximation de la limite qui nous donne :

K3 ≃ e2 n2
p,2 R4

WS u

32π2
√

3

[

27
(

J1

(

3−1/4
√

8π u
))2

+
(

J1

(

31/4
√

8π u
))2

]

(7.32)

Contrairement aux lasagnes, il existe encore une autre contribution dans le cas des spa-
ghettis qui correspond à un cisaillement dans le plan (xy). Cette énergie de déformation
UCσ,3 s’écrit :

UCσ,3 =
1
2

C66

[

(∂xξx − ∂yξy)2 + (∂yξx + ∂xξy)2
]

(7.33)

Le coefficient de déformation 3 C66 est identique pour les deux termes en raison de l’in-
variance par rotation de 60̊ du réseau hexagonal. La détermination de C66 nécessite là
encore de connaître l’expression de la densité d’énergie coulombienne pour cette déforma-
tion. Cette fois-ci, le cisaillement change la forme du réseau réciproque, plus précisément,
une déformation ∂yξx

def= ξxy change les vecteurs du réseau réciproque en b
′

1 = b1 et
b

′

2 = b2 +ξxy

√
3/2 b1 (avec b1 qui est dans la direction y). Dans ce cas la densité d’énergie

coulombienne εC s’écrit :

εC =
8π e2 n2

p,2 u

R2
WS

∑

lm

′

(

J1(k
′

lmRN)
)2

k
′ 4
lm

(7.34)

où k
′

lm = l b
′

1 + m b
′

2. On développe l’expression (7.34) à l’ordre en ξ2
xy associé au terme

C66. Pour simplifier la somme, on utilise la symétrie par rotation de 60̊ du réseau qui
nous permet de modifier les indices selon (l, m) 7→ (−m, l + m). Pour un couple (l, m)
donné, on note (l(n), m(n)) les indices obtenus après n rotations de 60̊ . En particulier
(l(0), m(0)) = (l(6), m(6)) = (l, m). Un terme alm sommé sur l et m pourra s’écrire :

∑

lm

alm =
∑

lm

1
6

5
∑

n=0

al(n) m(n)
def=
∑

lm

a
(sym)
lm (7.35)

afin d’expliciter la symétrie de rotation. En appliquant cette méthode sur εC, on obtient
l’expression pour C66 :

C66 = 2π e2n2
p,2 u2

∑

lm







(

J2(klm RN)
)2

k2
lm

+
4J1(klm RN)J2(klm RN)

k3
lm RN

−
(

J1(klm RN)
)2

k2
lm







(7.36)
Il est possible de calculer ces trois sommes à l’aide de transformées de Fourier. On rappelle
que pour une fonction f qui dépend de r (dans le plan (xy)) et qui a la périodicité du
réseau hexagonal, on peut développer f en série de Fourier :

f(r) =
∑

lm

f(klm) ei klm · r

f(klm) =
1

|A|
∫

A
f(r) e−i klm · r d2r

(7.37)

3. On note ce coefficient C66 par analogie avec les notations utilisées en matière condensée [Ashcroft
et Mermin, 1976].

103



Chapitre 7. Déformations élastiques de la croûte et résultats

où f(klm) vont être les coefficients de la série. A est définie par la cellule de Wigner-Seitz
porté par les vecteurs du réseau hexagonal. Son aire a pour valeur |A| =

√
3 L2/2 = π R2

WS.
On considère les trois fonctions suivantes et leurs transformées de Fourier :

f1(r) = θ(RN − r)  f1(k) =
2RN

R2
WS

J1(k RN)
k2

f2(r) = rx θ(RN − r)  f2(k) =
2iR2

N

R2
WS

kx J2(k RN)
k2

f3(r) = (R2
N − r2) θ(RN − r)  f3(k) =

4R2
N

R2
WS

J1(k RN)
k2

(7.38)

À l’aide de la relation bien connue 4

|A|
∑

lm

f(klm) g(klm) =
∫

A
f(r) g(r) d2r (7.39)

il devient possible de calculer les sommes associées aux fonctions (7.38), ce qui nous
donne :

∑

lm

J1(klm RN)2

k2
lm

=
1
4

R2
WS

∑

lm

J2(klm RN)2

k2
lm

=
1
8

R2
WS

∑

lm

J1(klm RN) J2(klm RN)
k3

lm

=
1
16

RN RWS

(7.40)

En utilisant ces résultats dans l’équation (7.36), on arrive au résultat finalement très
simple :

C66 =
1
4

C0 (7.41)

À noter que les coefficients K3 et C66 ont été calculés sans inclure les effets d’écrantage de
l’interaction coulombienne. Pour inclure ces effets d’écrantage, il faut remplacer l’expres-
sion k2

lm + n2k2 de l’équation (7.30) par k2
lm + n2k2 + k2

TF où k2
TF = (4e2/π)(3π2 ne)2/3. En

incluant l’effet de kTF dans les calculs de K3 et C66, on constate que cet effet d’écrantage
est très faible ce qui justifie notre approche de le négliger. En plus de cela, nos résultats
analytiques concordent avec ceux présentés sur la figure 2 de [Pethick et Potekhin, 1998].

La densité Lagrangienne liée aux déformations élastiques des spaghettis LC+S = −UCσ,1 −
UCσ,2 −UCσ,3 est maintenant complète et on peut inclure les autres contributions L0 et Le

déterminées au chapitre précédent. En appliquant les équations d’Euler-Lagrange (E.10)
pour ϕ̄ et ξ, on obtient les équations du mouvement.

7.3.3 Synthèse des contributions

Entraînement :

ns
n =







ns
n,xx 0 0
0 ns

n,yy 0
0 0 n̄n





 nb
n =







nb
n,xx 0 0
0 nb

n,yy 0
0 0 0







4. Théorème de Parseval-Plancherel.
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où

nb
n,xx = nb

n,yy = u
(1 − γ)2

1 + γ
nn,2 ns

n,xx = ns
n,yy = n̄n − nb

n,xx

avec γ =
nn,1

nn,2

et u =
R2

N

R2
WS

Densité Lagrangienne :
L = L0 + Le + LC+S

avec

L0 =
1
2

Γ ˙̄ϕ2 +
1
2

m (nb
n + n̄p)

(

ξ̇2
x + ξ̇2

y

)

+
1
2

m n̄p ξ̇2
z − ns

n

2m





(

∂ϕ̄

∂x

)2

+

(

∂ϕ̄

∂y

)2




− n̄n

2m

(

∂ϕ̄

∂z

)2

− (nb
n + γp n̄p) ˙̄ϕ

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)

− γp n̄p
˙̄ϕ

∂ξz

∂z

Le = −1
2

K

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y
+

∂ξz

∂z

)2

LC+S = − 1
2

B11

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)2

− B13

(

∂ξx

∂x
+

∂ξy

∂y

)(

∂ξz

∂z

)

− 1
2

B33

(

∂ξz

∂z

)2

− 1
2

C66





(

∂ξx

∂x
− ∂ξy

∂y

)2

+

(

∂ξx

∂y
+

∂ξy

∂x

)2


− 1
2

K3





(

∂2ξx

∂z2

)2

+

(

∂2ξy

∂z2

)2




Coefficients de déformation :

K =
(

π

3

)2/3

n̄4/3
p

B11 =
1
2

π e2 n̄2
p R2

WS (2u − 1) B13 =
1
2

π e2 n̄2
p R2

WS (3u − 2)

B33 =
1
4

π e2 n̄2
p R2

WS (11u − 3 ln u − 9) C66 =
1
4

π e2 n̄2
p R2

WS

K3 =
e2n2

p,2R
4
WSu

32π2
√

3

[

27 J2
1

(

3−1/4
√

8πu
)

+ J2
1

(

31/4
√

8πu
)]

Équations du mouvement :
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































− ω 1 0 0 0 0 0 0
A21 −ω 0 A24 0 A26 0 A28

0 0 −ω 1 0 0 0 0
0 A42 A43 −ω A45 0 A47 0
0 0 0 0 −ω 1 0 0
0 A62 A63 0 A65 −ω A67 0
0 0 0 0 0 0 −ω 1
0 A82 A83 0 A85 0 A87 −ω

































































ϕ̄

i ˙̄ϕ
ξx

iξ̇x

ξy

iξ̇y

ξz

iξ̇z

































= 0

avec

A21 =
ns

n,xx

Γ m
k2

x +
n̄n

Γm
k2

z A24 =
nb

n,xx + γp n̄p

Γ
kx A26 = 0 A28 =

γp n̄p

Γ
kz

A42 =
nb

n,xx + γp n̄p

m (nb
n,xx + n̄p)

kx A43 =
(K + B11 + C66) k2

x + K3 k4
z

m (nb
n,xx + n̄p)

A45 = 0 A47 =
K + B13

m (nb
n,xx + n̄p)

kx kz

A62 = 0 A63 = 0 A65 =
C66 k2

x + K3 k4
z

m (nb
n,xx + n̄p)

A67 = 0

A82 =
γp

m
kz A83 =

K + B13

m n̄p

kx kz A85 = 0 A87 =
K + B33

m n̄p

k2
z

7.3.4 Résultats

De même que pour la phase lasagne, l’invariance par rotation autour de l’axe z qui contient
le spaghetti comme la montre la figure gauche 7.4, on peut considérer sans perte de géné-
ralité un vecteur d’onde k suivant x et z tel que kx = k sin θ, ky = 0 et kz = k cos θ avec
θ l’angle entre l’axe z et l’axe x. La chose nouvelle par rapport à la phase lasagne est le
cisaillement dans le plan (xy) qui est permis pour la phase spaghetti. À cette déformation
est associée un mode transverse avec le vecteur de déplacement ξ dirigé dans la direction
y ce qui donne à ce mode la particularité d’être découplé des trois autres.

Avec la connaissance de ces modes propres ωi, on peut y associer les vitesses du son
vi = ωi/k correspondantes. La figure droite 7.2 montre la vitesse du son (en unités de c)
pour les trois modes propres en fonction de l’angle θ. Pour cela nous avons pris les valeurs
données dans le tableau 7.2 ci-dessous.

ρB (g.cm−3) nB (fm−3) RWS (fm) RN (fm) nn,1 (fm−3) nn,2 (fm−3) np,2 (fm−3)

1,06 × 1014 0,0640 12,75 5,63 0,0541 0,0938 0,0128

Table 7.2 – Tableau contenant les paramètres utilisés pour le calcul des vitesses pré-
sentées sur la figure 7.4. Les grandeurs ρB et nB sont respectivement la masse volumique
et la densité baryonique de la croûte. Les paramètres du tableau sont les calculs ETF
de [Martin et Urban, 2015].

Encore une fois, de manière analogue aux lasagnes, on peut attribuer une contribution
dominante à chaque mode. Les deux modes ayant les vitesses les plus faibles sont des
modes transverses, la courbe violette étant le mode découplé, tandis que le mode ayant
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Figure 7.5 – Capacité calorifique pour les spaghettis en fonction de la température pour
les différents modes. La courbe verte représente la contribution du mode longitudinal
et évolue proportionnellement à T 3. La courbe bleue représente la contribution du mode
superfluide et évolue aussi proportionnellement à T 3. La courbe violette est la contribution
du mode découplé qui évolue proportionnellement à T 5/2. La courbe rouge est associée au
dernier mode transverse et évolue proportionnellement à T . La courbe en pointillée noires
est la capacité calorifique pour le gaz d’électron qui évolue proportionnellement à T .

7.4 Phase cristalline

7.4.1 Densité Lagrangienne des déformations

Pour la phase cristalline qui s’organise dans un réseau cubique centré (BCC), il n’y a que
trois coefficients élastiques qui sont indépendants : C11, C12 et C44 [Ashcroft et Mermin,
1976]. Le module d’élasticité isostatique 5 s’écrit (C11 + 2C12)/3 et on admet qu’il est
complètement dominé par les électrons au travers du coefficient K ce qui nous permet de
négliger l’énergie coulombienne et surfacique. Ceci nous permet d’écrire :

C11 = K − 1
3

(C11 − C12)

C12 = K +
2
3

(C11 − C12)
(7.42)

Il reste alors à prendre en compte le cisaillement dont la variation en densité d’énergie
s’écrit :

UCσ,3 =
1
2

(C11 − C12)
∑

i=x,y,z

(

∂iξi − 1
3

∇ · ξ

)2

+
1
4

C44

∑

i6=j

(∂iξj + ∂jξi)
2 (7.43)

Les calculs des coefficients C11 −C12 et C44 sont présentés dans les références [Fuchs, 1936]
et [Ogata et Ichimaru, 1990]. En utilisant la notation C0 introduite à l’équation (7.13),

5. Bulk modulus en anglais.
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on obtient :

C11 − C12 = 0,6545 C0

C44 = 0,2437 C0

(7.44)

Des corrections d’écrantage ont été calculées pour ces coefficients [Baiko, 2015] mais sont
négligeables dans le cas de la croûte interne. Le rapport (C11 − C12)/C44 ≃ 0,27 montre
que l’anisotropie du cristal est très importante 6.
La croûte étant probablement un polycristal composé de nombreuses cristallites orientées
aléatoirement, on peut utiliser un module de cisaillement effectif obtenu par une moyenne
appropriée [Kobyakov et Pethick, 2015]. Cette procédure semble très raisonnable pour la
description de phénomènes macroscopiques tels que les vibrations de l’étoile, mais elle
n’est probablement pas adéquate pour nous. En effet nous considérons des phonons dont
les longueurs d’onde sont plus grandes que la périodicité du réseau mais pas nécessaire-
ment plus grande que la taille des cristallites.

La densité Lagrangienne liée aux déformations élastiques des cristaux LC+S = −UCσ,3

est maintenant complète et on peut inclure les autres contributions L0 et Le déterminées
au chapitre précédent. En appliquant les équations d’Euler-Lagrange de l’annexe E pour
ϕ̄ et ξ, on obtient les équations du mouvement.

7.4.2 Synthèse des contributions

Entraînement :

ns
n =







ns
n 0 0

0 ns
n 0

0 0 ns
n





 nb
n =







nb
n 0 0

0 nb
n 0

0 0 nb
n







où

nb
n = u

(1 − γ)2

1 + 2γ
nn,2 ns

n = n̄n − nb
n

avec γ =
nn,1

nn,2

et u =
R3

N

R3
WS

Densité Lagrangienne :
L = L0 + Le + LC+S

avec

L0 =
1
2

Γ ˙̄ϕ2 +
1
2

m
(

nb
n + n̄p

)

ξ̇
2 − ns

n

2m
(∇ϕ̄)2 − (nb

n + γp n̄p) ˙̄ϕ ∇ · ξ

Le = −1
2

K (∇ · ξ)2

LC+S = −1
2

(C11 − C12)
∑

i=x,y,z

(

∂iξi − 1
3

∇ · ξ

)2

− 1
4

C44

∑

i6=j

(∂iξj + ∂jξi)
2

6. Dans un milieu isotrope (C11 − C12)/C44 = 2.
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Coefficients de déformation :

K =
(

π

3

)2/3

n̄4/3
p

C11 = K − 1
3

(C11 − C12) C12 = K +
2
3

(C11 − C12)

C11 − C12 = 0,6545 π e2 n̄2
p R2

WS C44 = 0,2437 π e2 n̄2
p R2

WS

Équations du mouvement :
































− ω 1 0 0 0 0 0 0
A21 −ω 0 A24 0 A26 0 A28

0 0 −ω 1 0 0 0 0
0 A42 A43 −ω A45 0 A47 0
0 0 0 0 −ω 1 0 0
0 A62 A63 0 A65 −ω A67 0
0 0 0 0 0 0 −ω 1
0 A82 A83 0 A85 0 A87 −ω

































































ϕ̄

i ˙̄ϕ
ξx

iξ̇x

ξy

iξ̇y

ξz

iξ̇z

































= 0

avec

A21 =
ns

n

Γ m
(k2

x + k2
y + k2

z) A24 =
nb

n + γp n̄p

Γ
kx A26 =

nb
n + γp n̄p

Γ
ky A28 =

nb
n + γp n̄p

Γ
kz

A42 =
nb

n + γp n̄p

m (nb
n + n̄p)

kx A43 =
C12 k2

x + C44(k2
y + k2

z)

m (nb
n + n̄p)

A45 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kxky A47 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kxkz

A62 =
nb

n + γp n̄p

m (nb
n + n̄p)

ky A63 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kxky A65 =
C12 k2

y + C44(k2
x + k2

z)

m (nb
n + n̄p)

A67 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kykz

A82 =
nb

n + γp n̄p

m (nb
n + n̄p)

kz A83 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kxkz A85 =
C11 + C44

m (nb
n + n̄p)

kykz A87 =
C12 k2

z + C44(k2
x + k2

y)

m (nb
n + n̄p)

7.4.3 Résultats

Dans la phase cristalline, l’anisotropie du milieu que l’on a mis en évidence à la sous-
section 7.4.1 nous impose de choisir le vecteur d’onde k le plus général possible. Cette
anisotropie implique que la vitesse du son va à la fois dépendre de la colatitude θ et de la
longitude φ comme indiqué sur la figure 7.6.
De même que pour les lasagnes et les spaghettis, on peut associer la vitesse du son
vi = ωi/k à chaque mode propre ωi. La figure 7.7 montre la vitesse du son (en unités
de c) pour les quatre modes propres en fonction de l’angle φ pour quelques angles θ. Les
paramètres utilisés pour le calcul sont donnés dans le tableau 7.3 ci-dessous.
Malgré le couplage entre ces quatre modes, les deux modes dont les vitesses sont les plus
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7.4. Phase cristalline

Figure 7.6 – Définition des angles θ et φ.

ρB (g.cm−3) nB (fm−3) RWS (fm) RN (fm) nn,1 (fm−3) nn,2 (fm−3) np,2 (fm−3)

9,87 × 1013 0,0595 14,86 8,05 0,0505 0,0950 0,0146

Table 7.3 – Tableau contenant les paramètres utilisés pour le calcul des vitesses présen-
tées sur la figure 7.7. Les grandeurs ρB et nB sont respectivement la masse volumique et
la densité baryonique de la croûte. Les paramètres du tableau sont calculés dans [Martin
et Urban, 2015] à partir d’un calcul de Thomas-Fermi étendu (ETF).

élevées sont essentiellement des phonons longitudinaux et les deux autres dont les vitesses
sont plus faibles sont plutôt des phonons transversaux. La dépendance en angle des pho-
nons longitudinaux et très faible comparativement aux phonons transverses qui ont une
dépendance angulaire très forte.

Le calcul de la chaleur spécifique dans le cas des cristaux est plus simple que dans le cas
des lasagnes ou des spaghettis. Tous les modes ω sont proportionnels à k, nous n’avons
pas eu besoin d’inclure des termes d’ordre supérieur (comme UCσ,2 par exemple) dans
la densité Lagrangienne. La capacité calorifique définie par l’équation (7.17) intégrée sur
tout l’espace de k devient dans l’approximation des faibles températures (comme c’est le
cas pour que la théorie effective soit valable) :

cv,i =
2π2 T 3

15 〈vi〉3
(7.45)

avec 〈vi〉 la vitesse du mode i définie comme

〈vi〉 =

(

∫ dΩ
4π

1
v3

i

)−1/3

(7.46)

où Ω représente l’angle solide. Comme l’on sait que la capacité calorifique des quatre
modes évolue proportionnellement à T 3, on choisit de représenter sur la figure 7.8 la vi-
tesse moyenne 〈vi〉 pour les quatre modes en fonction de la densité baryonique ρB de la
croûte où existe la phase cristalline.
Dans le calcul de la vitesse moyenne 〈vi〉, nous avons pris en compte le paramètre δ que
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φ = 0
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Figure 7.7 – Dépendance de la vitesse du son pour les quatre modes en fonction de
l’angle φ pour cinq valeurs de θ : θ = 0, π/6, π/4, 0,955 et π/2 qui correspondent à
cos θ = 1,

√
3/2, 1/

√
2, 1/

√
3 et 0. La vitesse du son se lit comme la distance radiale entre

la courbe et l’origine du graphe. À noter que l’échelle des vitesses est différente pour la
partie du haut (ondes transverses) et la partie du bas (ondes longitudinales).

l’on a introduit dans la sous-section 6.2.2 pour corriger de manière ad-hoc la violation
de l’approche l’hydrodynamique dans les clusters. On rappelle que δ = 1 ne change pas
les résultats de l’hydrodynamique alors que δ = 0 implique que tous les neutrons dans
le cluster suivent le mouvement des protons. Dans le cas δ = 0, on retrouve les résultats
de [Sedrakian, 1996].
Les points présentés dans la figure 7.8 sont extraits de [Chamel et al., 2013] et ont été
calculés à partir d’un modèle basé sur la théorie des bandes [Chamel, 2012]. Le modèle hy-
drodynamique utilisé ici produit des phonons dont les vitesses sont plus élevées que celles
du modèle de la théorie des bandes. On trouve une explication à cela par la différence du
taux d’entraînement prédit par les deux modèles : entraînement fort (ns

n petit) dans le
cas de la théorie des bandes et entraînement faible (ns

n grand) dans le cas de l’hydrody-
namique. Cet entraînement faible va dans le même sens que [Watanabe et Pethick, 2017]
basé sur une approche complétement différente. En remplaçant artificiellement nos valeurs
de ns

n/n̄n par les résultats de [Chamel, 2012], on obtient un accord raisonnable avec les
vitesses des phonons de [Chamel et al., 2013] malgré une composition de croûte légère-
ment différente. Néanmoins avec une diminution de δ, les vitesses des phonons deviennent
plus petites et se rapprochent un peu mieux des résultats de [Chamel et al., 2013]. Dans
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Figure 7.8 – Vitesse moyenne 〈vi〉 (en unités de c) pour les quatre modes en fonction
de la densité baryonique ρB de la croûte où existe la phase cristalline. Les figures (a)
et (b) représentent cette vitesse respectivement pour les deux modes longitudinaux et
transverses. Le paramètre δ est défini dans dans la sous-section 6.2.2 pour prendre en
compte la violation de l’approche l’hydrodynamique dans le cluster. Ces courbes ont été
calculées avec les paramètres des calculs ETF de [Martin et Urban, 2015]. Les points sont
extraits de [Chamel et al., 2013].

tous les cas, on constate que l’on évite le croisement entre les phonons longitudinaux du
réseau et les phonons superfluides grâce au terme de couplage.

7.5 Conclusion

Pour conclure sur ce chapitre et cette partie, nous avons construit une théorie effective
pour décrire la dynamique des phonons de grandes longueurs d’onde à l’intérieur de la
croûte interne des étoiles à neutrons. Notre densité Lagrangienne prend en compte l’effet
d’entraînement mais aussi les déformations élastiques du réseau. L’application de cette
théorie effective nous permet de calculer les vitesses des phonons et les capacités calori-
fiques dans les phases lasagnes, spaghettis et cristallines. Quand on regarde la vitesse des
phonons, on remarque une très forte dépendance angulaire peu importe la phase consi-
dérée. Certains phonons transversaux ont même des vitesses nulles à certains angles qui
vont changer l’évolution de la capacité calorifique à basse température [Di Gallo et al.,
2011, Urban et Oertel, 2015].
La question qui reste ouverte pour le moment concerne le phénomène d’entraînement.
L’approche de l’hydrodynamique superfluide qui est utilisée ici prédit un entraînement
beaucoup plus faible que l’approche qui utilise la théorie des bandes [Chamel et al., 2013].
Cela explique pourquoi les vitesses des phonons dans la phase cristalline sont plus élevées
que celles présentées dans [Chamel et al., 2013]. Pour trancher cette question il serait
nécessaire de faire un calcul complet basé sur la QRPA qui n’est possible que dans une
cellule de Wigner-Seitz [Khan et al., 2005, Inakura et Matsuo, 2017] et pas dans le cas
de la structure périodique de la croûte. Pour pallier ce problème, il faudrait coupler le
calcul de quasi-particule-RPA (QRPA) dans une cellule de Wigner-Seitz avec l’approche
hydrodynamique.
Dans cette étude, comme dans [Martin et Urban, 2016, Di Gallo et al., 2011], nous n’avons
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pas pris en compte l’entraînement microscopique lié à la dépendance de la masse effec-
tive microscopique des neutrons à l’intérieur du cluster sur la densité de protons (et vice
versa) [Borumand et al., 1996] car cet entraînement semble faible [Urban et Oertel, 2015].
Une chose à noter est liée à l’amortissement des phonons qui n’a pas été pris en compte
dans ce travail mais qui est important quand on s’intéresse à des questions liées à la
contribution des phonons à la conductivité thermique [Ashcroft et Mermin, 1976]. Cet
amortissement est porté par le couplage électron-phonon [Kobyakov et al., 2017], dont
la dynamique n’est pas encore complètement traitée, de la diffusion des phonons sur les
impuretés et des processus impliquant plus de deux phonons [Page et Reddy, 2012]. Ce
couplage phonon-phonon peut être inclus en considérant les termes d’ordre supérieur dans
les champs ϕ̄ et ξ.
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Dans cette thèse nous avons traité dans une première partie des corrélations d’apparie-
ment dans les gaz polarisés à température nulle ainsi que dans la matière à neutrons.
Dans une seconde partie, nous avons construit une théorie effective de la croûte interne
des étoiles à neutrons pour décrire les modes propres de vibrations et donc la capacité
calorifique.

Le problème de la polarisation critique et de la phase FFLO est encore un problème non
résolu aussi bien théoriquement qu’expérimentalement. Le calcul des corrélations d’appa-
riement dans le régime du crossover nécessite l’utilisation de théories allant au-delà du
champ moyen. En effet dans le chapitre 2, nous avons utilisé la RPA particule-particule
(pp-RPA) pour calculer la polarisation critique et nous avons constaté qu’elle était lar-
gement surestimée à la limite unitaire. Néanmoins la pp-RPA, équivalente au formalisme
de la matrice T dans le milieu à température nulle, permet plusieurs façons de calculer
les corrélations. Nous avons développé deux d’entre-elles, l’une est la manière standard
où l’on utilise l’équation de Dyson tronquée au premier ordre (ce que l’on a appelé la
RPA(1st)) et l’autre dans laquelle on utilise l’équation de Dyson complète (ce que l’on
a appelé la RPA(∞)). Le principal problème de la RPA(1st) est l’apparition de ce que
l’on a appelé une marche négative dans les nombres d’occupation quand l’interaction de-
vient trop intense. Néanmoins ceux-ci vérifient le théorème de Luttinger, c’est-à-dire qu’ils
conservent le nombre de particules. La RPA(∞) corrige cet effet de marche négative mais
viole le théorème de Luttinger.
Dans le chapitre 3, on applique une extension de la RPA standard appelée RPA renor-
manisée (r-RPA). Son principe est d’utiliser les nombres d’occupations calculés avec la
RPA dans un processus auto-cohérent. Ainsi on les réinjecte à la place de ceux utilisés
pour l’initialisation du calcul RPA jusqu’à la convergence de ceux-ci. La RPA renorma-
lisée utilise donc un état fondamental qui contient déjà des corrélations. Dans le régime
du crossover, la r-RPA génère donc des états plus corrélés que ceux de la RPA. La pola-
risation critique est ainsi réduite et est compatible avec d’autres résultats dans la limite
unitaire. Néanmoins les problèmes de marches négatives et de violation du théorème de
Luttinger persistent avec la r-RPA. Une autre pathologie qui apparaît est le dépassement
des états à deux trous dans les états à deux particules et inversement. Même si cet effet
est relativement faible il s’agit bien d’un effet non-physique.
L’autre sujet important est la phase FFLO qui consiste en un type d’appariement où la
paire à une impulsion non-nulle. Il est à noter que cette phase n’a jamais été mise en
évidence expérimentalement. Au cours de notre étude, nous obtenons une phase FFLO
aussi bien avec la RPA qu’avec la r-RPA. Nous trouvons aussi le point où celle-ci dispa-
raît (point Lifshitz) pour laisser place à un appariement de type BCS. Dans la limite du
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polaron, c’est-à-dire où la polarisation du gaz tend vers un, l’utilisation de la RPA n’est
pas pertinente car les corrélations sont données par d’autres classes de diagrammes que
les diagrammes en échelles qui sont les seuls que l’on a utilisés. La RPA donne alors les
nombres d’occupation du gaz libre et le processus auto-cohérent de la r-RPA ne change
rien. La comparaison avec les expériences se révèle délicate car ce qui est observé est une
séparation de phase avec d’un côté un superfluide type BCS et de l’autre un gaz normal
entièrement polarisé. Cette séparation de phase se situe dans la zone superfluide qui ne
peut pas être obtenue avec notre théorie qui ne décrit que la phase normale. L’utilisation
de pièges à fond plat pourrait à l’avenir permettre d’observer la phase FFLO, si elle existe,
avant la séparation de phase.

Dans le chapitre 4, on applique à nouveau le formalisme de la matrice T dans le mi-
lieu mais cette fois-ci dans la matière à neutrons. La différence ici est que le système est
à température finie et sans polarisation. Pour modéliser l’interaction neutron-neutron, on
a recours à une interaction effective de faible impulsion nommée Vlow−k ainsi qu’à son
approximation par une interaction séparable. Le calcul des nombres d’occupation montre
clairement la pathologie propre à la théorie NSR de comptabiliser le déplacement du pic
de quasi-particule comme faisant partie des corrélations. Régler ce problème nécessite de
soustraire ce décalage du pic des corrélations à partir de la partie réelle de la self-énergie.
Nous avons testé trois méthodes : la première où l’on ne soustrait que la self-énergie
Hartree-Fock, la deuxième où l’on soustrait la self-énergie complète et la dernière où l’on
soustrait la self-énergie complète en prenant l’équation de Dyson complète. Ces méthodes
de soustraction redonnent bien le résultat BCS à haute densité ce qui est le résultat at-
tendu. La soustraction complète et Dyson donnent des densités corrélées assez faibles ce
qui limite fortement le crossover et donnent de bons résultats concernant l’indépendance
de la valeur du cut-off de l’interaction. Nous avons également mis en évidence la difficulté
concernant le choix du type de soustraction qu’il sera nécessaire de clarifier à l’avenir.

La deuxième partie de cette thèse se concentre sur la croûte interne des étoiles à neu-
trons. On a développé une théorie effective pour décrire le comportement d’une onde
ayant une longueur d’onde plus grande que le pas du réseau. Les paramètres de cette
théorie sont basés sur une approche hydrodynamique développée dans [Martin, 2016].
Nous avons découpé le problème en deux parties. Dans la première, on s’intéresse unique-
ment à l’aspect dynamique des neutrons superfluides couplés aux clusters ainsi qu’au gaz
d’électrons. À partir d’un modèle de coexistence de phase, on a pu exprimer la densité
d’énergie potentielle à partir des densités et des potentiels chimiques de chacun des com-
posants. De là, on a construit une densité Lagrangienne basée sur les grandeurs ξ et ϕ̄
qui sont respectivement le champ de déplacement des particules normales et la phase du
gap d’appariement moyennée des neutrons superfluides.
Le chapitre 7 concerne la deuxième partie du problème qui est l’élasticité de la croûte. Le
réseau de la croûte interne se divise en trois zones : la phase cristalline, la phase spaghetti
et la phase lasagne. Les géométries particulières des deux dernières phases impliquent
des déformations assez atypiques. Pour chacune des trois phases, on définit les termes
qui contribuent jusqu’au deuxième ordre en déformation et on calcule les coefficients de
déformations qui y sont associés. On a alors pour chacune des trois phases une densité La-
grangienne comprenant le couplage des neutrons superfluides aux particules normales, le
gaz d’électron et les déformations élastiques. Le chapitre 7 contient également les résultats
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concernant la propagation d’une onde de grandes longueurs d’onde par rapport au pas du
réseau. On obtient ainsi les modes propres de vibrations du réseau ce qui nous donne la
chaleur spécifique de la croûte. On remarque que s’est finalement le gaz d’électrons qui
domine la chaleur spécifique de la croûte interne. Les géométries particulières des phases
pasta font apparaître des modes dont la chaleur spécifique est proportionnelle à T , T 2 ou
encore T 5/2.

L’approche hydrodynamique prédit un entraînement assez faible en comparaison d’une
autre approche, basée sur la théorie des bandes, qui prédit un entraînement assez fort.
La limitation de l’approche hydrodynamique repose sur le calcul de l’entraînement dans
les clusters. La manière ad-hoc de corriger ce problème est d’introduire un paramètre qui
limite la superfluidité dans les clusters. Même avec ce paramètre, la chaleur spécifique
reste différente des résultats de la théorie des bandes.
Cette théorie effective pourrait être étendue pour prendre en compte d’autres contribu-
tions. Par exemple des déformations qui contribuent à l’ordre trois du champ de dépla-
cement ou encore des termes de couplage phonon-phonon. Cela permettrait à la théorie
d’être utilisée dans des modèles de transport.
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Annexe A

Développement analytique de la
fonction J

Dans cette annexe, on développe les expressions de la fonction J , nécessaire au calcul
de la fonction de vertex Γ. Ces développements se feront pour la RPA où il est possible
d’obtenir une expression analytique de J mais aussi pour la r-RPA où l’on peut en partie
simplifier les expressions.

A.1 Fonction de vertex en RPA

A.1.1 Position du problème

La fonction de vertex Γ s’exprime à partir de la fonction J . Plus précisément la fonction de
vertex contient deux contributions. La première provient de la fonction J et la deuxième
provient des pôles qui peuvent apparaître à cause du dénominateur. Ainsi la fonction de
vertex s’écrit [Urban et Schuck, 2014] :

Im Γ(k, ω) =
Im J(k, ω)

|1/g − J(k, ω)| − π
∑

i

Si(k) δ
(

ω − Ωi(k)
)

(A.1)

avec Ωi le i-ième pôle de la fonction Γ. La fonction Si associée au pôle Ωi s’écrit :

Si(k) =





dJ

dω

∣

∣

∣

∣

∣

ω=Ωi





−1

signe
(

ΩF − Ωi

)

(A.2)

avec ΩF l’énergie de séparation définie à l’équation (2.10).

Il convient maintenant de calculer explicitement la fonction J . On rappelle que dans
la RPA, la fonction J = Jhh + Jpp s’écrit :

Jhh(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

θ(k↑
F − |k

2
+ p|) θ(k↓

F − |k
2

− p|)
q2

cm − p2 − iη
(A.3)

Jpp(k, ω) = m
∫ d3p

(2π)3

[

θ(|k
2

+ p| − k↑
F) θ(|k

2
− p| − k↓

F)
q2

cm − p2 + iη
+

1
p2

]

(A.4)
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Annexe A. Développement analytique de la fonction J

avec qcm l’impulsion du centre de masse qui s’écrit

qcm =
√

m ω − k2/4 (A.5)

Ces intégrales contiennent des fonctions θ qui rendent en pratique infaisable leur calcul
numérique direct. La coupure brutale induite par les fonctions θ rend impossible une
évaluation précise de l’intégrale ou alors demande un nombre très important de points
d’intégrations ce qui augmente très fortement le temps de calcul. Il est donc nécessaire
d’évaluer analytiquement ces expressions. Les arguments dans les fonctions Jhh et Jpp

conduisent à définir plusieurs zones d’intégration synthétisées sur la figure A.1.

k

2

qcm

0 k↓
F k↑

F

k↓
F

k↑
F

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Figure A.1 – Schéma représentant les différentes zones nécessaires au calcul de J . Le
quart de cercle rouge, de rayon ΩF, représente l’énergie de séparation entre l’état deux
particules - deux trous. Les courbes bleues représentent la position des pôles. Sur cette
figure, un seul des deux est réellement visible, l’autre situé près de k↓

F est en pratique très
peu visible.

Pour chacune des dix zones, on définit les fonctions Nhh et Npp respectivement pour les
trous et pour les particules :

Nhh(k, p) =
1
2

∫ z2

z1

θ
(

k↑ 2
F − k2

4
− p2 − kpz

)

θ
(

k↓ 2
F − k2

4
− p2 + kpz

)

dz

z1 = max
(

− 1 ; − 1
kp

(k↓ 2
F − k2

4
− p2)

)

et z2 = min
(

1 ; 1
kp

(k↑ 2
F − k2

4
− p2)

)

(A.6)

et

Npp(k, p) =
1
2

∫ z2

z1

θ
(

k2

4
+ p2 + kpz − k↑ 2

F

)

θ
(

k2

4
+ p2 − kpz − k↓ 2

F

)

dz

z1 = max
(

− 1 ; 1
kp

(k↑ 2
F − k2

4
− p2)

)

et z2 = min
(

1 ; − 1
kp

(k↓ 2
F − k2

4
− p2)

)

(A.7)

A2



A.1. Fonction de vertex en RPA

Ces expressions nous servent pour exprimer les parties réelles et imaginaires de Jhh et Jpp.
On a ainsi :

Im Jhh(k, ω) = −m qcm

4π
Nhh(k, qcm)

Re Jhh(k, ω) = − m

2π2

∑

i

∫ p2

p1

p2

q2
cm − p2

Nhh, i(k, p) dp
(A.8)

et

Im Jpp(k, ω) = −m qcm

4π
Npp(k, qcm)

Re Jpp(k, ω) =
m

2π2

∑

i

∫ p2

p1

[

p2

q2
cm − p2

+ 1

]

Npp, i(k, p) dp
(A.9)

avec qcm l’impulsion du centre de masse définie par l’équation (A.5).

A.1.2 Fonctions utilisées

Pour rendre plus lisible les expressions analytiques de la fonction J , on définit ici quelques
formules et fonctions qui serviront dans toute cette section.
Les parties imaginaires de J pourront s’exprimer à partir des trois expressions suivantes :

A1 =
k↓ 2

F − (k/2 − qcm)2

2 k qcm

(A.10)

A2 =
k↑ 2

F + k↓ 2
F − k2/2 − 2q2

cm

2 k qcm

(A.11)

A3 =
(k/2 − qcm)2 − k↑ 2

F

2 k qcm

(A.12)

Pour ce qui est des parties réelles de J , on définit les fonctions suivantes qui nous seront
utiles par la suite :

F0(p) =
p

2π2
− qcm

4π2
ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p + qcm

p − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

(A.13)

F1(p1, p2) =
p1 − p2

2π2
− qcm

4π2

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p2 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p1 + qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)]

(A.14)

F2(p1, p2) =
p1 − p2

4π2
+

p2
1 − p2

2

8π2k
− m ω − k↑ 2

F

8π2k

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 + qcm

p1 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)]

− qcm

8π2

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p1 + qcm

p2 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)] (A.15)

F3(p1, p2) =
p1 − p2

4π2
+

p2
2 − p2

1

8π2k
− k↓ 2

F − m ω

8π2k

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 + qcm

p1 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)]

− qcm

8π2

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p1 + qcm

p2 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)] (A.16)
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Annexe A. Développement analytique de la fonction J

F4(p1, p2) =
p2

2 − p2
1

4π2k
+

2m ω − k↑ 2
F − k↓ 2

F

8π2k

[

ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 − qcm

p1 − qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ ln

(∣

∣

∣

∣

∣

p2 + qcm

p1 + qcm

∣

∣

∣

∣

∣

)]

(A.17)

A.1.3 Expressions de J

Commençons d’abord par la partie imaginaire de J . Celle-ci a une expression différente
pour chacune des dix zones de découpage.

zone 1 : qcm 6 k↓
F − k/2

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
(A.18)

zone 2 : k↓
F − k/2 < qcm 6 k↑

F − k/2 ∧ k/2 − k↑
F 6 qcm 6 k/2 + k↓

F

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
A1 (A.19)

zone 3 : k↑
F − k/2 < qcm 6

√

(k↑ 2
F + k↓ 2

F )/2 − k2/4

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
A2 (A.20)

zone 4 : k↑
F − k/2 6 qcm 6 k/2 − k↑

F

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
(A.21)

zone 5 : k/2 − k↑
F < qcm 6 k/2 − k↓

F ∧ qcm > k↑
F − k/2 ∧ qcm 6= (k↑

F + k↓
F)/2

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
A3 (A.22)

zone 6 : k/2 − k↓
F < qcm 6 k/2 + k↓

F ∧ qcm >
√

(k↑ 2
F + k↓ 2

F )/2 − k2/4

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
A2 (A.23)

zone 7 : k/2 + k↓
F < qcm 6 k/2 + k↑

F ∧ qcm > k↑
F − k/2

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
A3 (A.24)

zone 8 : qcm > k↑
F − k/2 ∧ qcm > k↑

F + k/2

Im J(k, ω) = −m qcm

4π
(A.25)
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A.1. Fonction de vertex en RPA

zone 9 : qcm < k/2 − k↓
F ∧ qcm < k↑

F − k/2

Im J(k, ω) = 0 (A.26)

zone 10 : k/2 + k↑
F < qcm < k↑

F − k/2

Im J(k, ω) = 0 (A.27)

Pour la partie réelle de J , on exprimera séparément la contribution des trous et des parti-
cules pour une meilleure visibilité. En effet, on a simplement Re J(k, ω) = Re Jhh(k, ω)+
Re Jpp(k, ω).
On commence par la contribution des trous. Il est nécessaire de distinguer deux cas sui-
vant que k↑

F < 3k↓
F ou non.

Premier cas k↑
F < 3k↓

F

• k = 0,
Re Jhh(k, ω) = −F1(0, k↓

F − k
2
) (A.28)

• 0 < k 6 k↑
F − k↓

F,

Re Jhh(k, ω) = −F1(0, k↓
F − k

2
) − F3(k↓

F − k
2
, k↓

F + k
2
) (A.29)

• k↑
F − k↓

F < k 6 2k↑
F,

Re Jhh(k, ω) = −F1(0, k↓
F − k

2
)−F3(k↓

F − k
2
, k↑

F − k
2
)−F4

(

k↑
F − k

2
,

√

k↑ 2
F

2
+ k↓ 2

F

2
− k2

4

)

(A.30)

• 2k↑
F < k 6 k↑

F + k↓
F,

Re Jhh(k, ω) = −F3(k
2

− k↓
F, k↑

F − k
2
) − F4

(

k↑
F − k

2
,

√

k↑ 2
F

2
+ k↓ 2

F

2
− k2

4

)

(A.31)

• k > k↑
F + k↓

F,
Re Jhh(k, ω) = 0 (A.32)

Deuxième cas k↑
F > 3k↓

F

• k = 0,
Re Jhh(k, ω) = −F1(0, k↓

F − k
2
) (A.33)

• 0 < k 6 2k↓
F,

Re Jhh(k, ω) = −F1(0, k↓
F − k

2
) − F3(k↓

F − k
2
, k↓

F + k
2
) (A.34)
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Annexe A. Développement analytique de la fonction J

• 2k↑
F < k 6 k↑

F − k↓
F,

Re Jhh(k, ω) = −F3(k
2

− k↓
F, k

2
+ k↓

F) (A.35)

• k↑
F − k↓

F < k 6 k↑
F + k↓

F,

Re Jhh(k, ω) = −F3(k
2

− k↓
F, k↑

F − k
2
) − F4

(

k↑
F − k

2
,

√

k↑ 2
F

2
+ k↓ 2

F

2
− k2

4

)

(A.36)

• k > k↑
F + k↓

F,
Re Jhh(k, ω) = 0 (A.37)

Et enfin, on finit par la contribution des particules à la partie réelle de J .
• k = 0,

Re Jpp(k, ω) = F0(0, k↑
F + k

2
) (A.38)

• 0 < k 6 k↑
F − k↓

F,

Re Jpp(k, ω) = F0(0, k↑
F + k

2
) + F2(k↑

F − k
2
, k↑

F + k
2
) (A.39)

• k↑
F − k↓

F < k 6 k↑
F + k↓

F,

Re Jpp(k, ω) = F0(0, k↑
F + k

2
) + F2(k↓

F + k
2
, k↑

F + k
2
) − F4

(

√

k↑ 2
F

2
+ k↓ 2

F

2
− k2

4
, k↓

F + k
2

)

(A.40)

• k > k↑
F + k↓

F,

Re Jpp(k, ω) = F0(0, k↑
F + k

2
) + F2(|k↑

F − k
2
|, k↑

F + k
2
) − F3(k

2
− k↓

F, k
2

+ k↓
F) (A.41)

A.2 Fonction de vertex en r-RPA

A.2.1 Expression de J dans la r-RPA

Le développement de la fonction J est aussi nécessaire dans le processus auto-cohérent. En
effet les fonctions θ qui apparaissent dans les expressions (A.3) et (A.4) sont remplacées
par les nombres d’occupations corrélés nσ qui se décompose en deux parties :

nσ(k) = Zσ θ(kσ
F − k) + nσ

c (k) (A.42)

En incluant cette expression dans (A.3) et (A.4), on obtient respectivement pour les trous :

n↑(|k
2

+ p|) n↓(|k
2

− p|) = Z↑ Z↓ θ(k↑
F − |k

2
+ p|) θ(k↓

F − |k
2

− p|)
+ Z↑ θ(k↑

F − |k
2

+ p|) n↓
c(|k

2
− p|)

+ Z↓ θ(k↓
F − |k

2
− p|) n↑

c(|k
2

+ p|)
+ n↓

c(|k
2

− p|) n↑
c(|k

2
+ p|)

(A.43)
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A.2. Fonction de vertex en r-RPA

et pour les particules :
[

1 − n↑(|k
2

+ p|)
] [

1 − n↓(|k
2

− p|)
]

= 1 + Z↑ Z↓ θ(k↑
F − |k

2
+ p|) θ(k↓

F − |k
2

− p|)
+ Z↑ θ(k↑

F − |k
2

+ p|) n↓
c(|k

2
− p|)

+ Z↓ θ(k↓
F − |k

2
− p|) n↑

c(|k
2

+ p|)
+ n↓

c(|k
2

− p|) n↑
c(|k

2
+ p|)

− Z↑ θ(k↑
F − |k

2
+ p|) − Z↓ θ(k↓

F − |k
2

− p|)
− n↓

c(|k
2

− p|) − n↑
c(|k

2
+ p|)

(A.44)

On reconnaît le produit des fonctions θ dont le calcul fait l’objet de la section précédente.
Les fonctions nσ

c sont interpolées par des splines cubiques et n’ont donc pas d’expressions
analytiques. En revanche, il est nécessaire de faire disparaître toutes les fonctions θ pour
pouvoir intégrer ces expressions avec une précision suffisante.
En injectant les relations (A.43) et (A.44) dans les expressions (A.3) et (A.3), on obtient
que la partie imaginaire de J dans le cas auto-cohérent s’écrit :

Im J(k, ω) = 2 Z↑Z↓ Im Jhh(k,ω) − m qcm

4π
+ 2 Im Ic(k,ω)

+ 2 Im I1(k,ω) + 2 Im I2(k,ω) − Im I3(k,ω)

− Im I4(k,ω) − Im I5(k,ω) − Im I6(k,ω)

(A.45)

De même pour la partie réelle de J dans le cas auto-cohérent, on a :

Re J(k, ω) = Re I3(k,ω) + Re I4(k,ω) + Re I5(k,ω) + Re I6(k,ω) (A.46)

où les fonctions I sont définies dans la sous-section suivantes.

A.2.2 Définitions des fonctions I

On définit ici les intégrales nécessaires au calcul de J dans le cas de l’auto-cohérence.

Ic(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

n↑
c(|k

2
+ p|) n↓

c(|k
2

− p|)
q2

cm − p2 − iη

Im Ic(k, ω) = −m qcm

8π

∫ 1

−1
n↑

c

(

√

k2

4
+ q2

cm + kqcmz
)

n↓
c

(

√

k2

4
+ q2

cm − kqcmz
)

dz (A.47)

* * * * * *

I1(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

Z↑ θ(k↑
F − |k

2
+ p|) n↓

c(|k
2

− p|)
q2

cm − p2 − iη
z0 =

1
kqcm

(

k↑2
F − k2

4
− q2

cm

)

Im I1(k, ω) =



































0 si z0 < −1

−m Z↑

8π

∫ z0

−1
nc

↓
(

√

k2

4
+ q2

cm − kqcmz
)

dz si − 1 6 z0 6 1

−m Z↑

8π
qcm

∫ 1

−1
nc

↓
(

√

k2

4
+ q2

cm − kqcmz
)

dz si z0 > 1

(A.48)
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* * * * * *

I2(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

Z↓ θ(k↓
F − |k

2
− p|) n↑

c(|k
2

− p|)
q2

cm − p2 − iη
z0 =

−1
kqcm

(

k↓2
F − k2

4
− q2

cm

)

Im I2(k, ω) =



































−m Z↓

8π
qcm

∫ 1

−1
nc

↑
(

√

k2

4
+ q2

cm + kqcmz
)

dz si z0 < −1

−m Z↑

8π

∫ 1

z0

nc
↑
(

√

k2

4
+ q2

cm + kqcmz
)

dz si − 1 6 z0 6 1

0 si z0 > 1

(A.49)

* * * * * *

I3(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

n↑
c(|k

2
+ p|)

q2
cm − p2 + iη

Im I3(k, ω) = −m qcm

8π

∫ 1

−1
n↑

c

(

√

k2

4
+ q2

cm + kqcmz
)

dz (A.50)

* * * * * *

I4(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

n↓
c(|k

2
− p|)

q2
cm − p2 + iη

Im I4(k, ω) = −m qcm

8π

∫ 1

−1
n↓

c

(

√

k2

4
+ q2

cm − kqcmz
)

dz (A.51)

* * * * * *

I5(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

Z↑ θ(k↑
F − |k

2
+ p|)

q2
cm − p2 + iη

z0 =
1

kqcm

(

k↑2
F − k2

4
− q2

cm

)

Im I5(k, ω) =































0 si z0 < −1

−m Z↑

8π k

(

k↑2
F −

(

k
2

− qcm

)2
)

si − 1 6 z0 6 1

−m Z↓

4π
qcm si z0 > 1

(A.52)

Re I5(k, ω) = −mZ↑
[

F1(0, k↑
F − k

2
) + F2(k↑

F − k
2
, k↑

F + k
2
)
]

(A.53)

* * * * * *
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I6(k, ω) = −m
∫ d3p

(2π)3

Z↓ θ(k↓
F − |k

2
− p|)

q2
cm − p2 + iη

z0 =
−1

kqcm

(

k↓2
F − k2

4
− q2

cm

)

Im I6(k, ω) =































−m Z↓

4π
qcm si z0 < −1

−m Z↓

8π k

(

k↓2
F −

(

k
2

− qcm

)2
)

si − 1 6 z0 6 1

0 si z0 > 1

(A.54)

Re I6(k, ω) = −mZ↓
[

F1(0, k↓
F − k

2
) + F3(k↓

F − k
2
, k↓

F + k
2
)
]

(A.55)

Les fonctions F qui apparaissent sont celles définies dans la sous-section A.1.2. Quand
la partie réelle n’est pas explicitement écrite (cas de Ic, I1, I2, I3 etI4), cela signifie que
celle-ci est calculée à partir d’une relation de dispersion.
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Annexe B

Base des fonctions chapeaux

Cette annexe présente la base des fonctions chapeaux. On y développe comment construire
cette base ainsi que ses propriétés. On met enfin en pratique cette base pour l’intégration
numérique de l’équation de Lippmann-Schwinger.

B.1 Présentation

On considère un réseau de n points qi avec 1 6 i 6 n ordonnés par ordre croissant. La
base des fonctions chapeaux ϕ est une base de splines construite de telle sorte que la
fonction ϕi soit un polynôme cubique dans chaque sous-intervalle [qi ; qi+1], qu’elle soit
maximale en qi et que ϕi(q 6 qi−2) = 0 et ϕi(q > qi+2) = 0 comme l’illustre la figure B.1.

q

ϕ(q)

qiqi−2 qi+2

ϕi

Figure B.1 – Illustration de la fonction chapeau ϕi centrée en qi. Pour q 6 qi−2 et pour
q > qi+2, on a ϕi(q) = 0.

Les fonctions chapeaux sont aussi construites pour que ses dérivées premières et secondes
soient continues sur les points du réseau.
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Annexe B. Base des fonctions chapeaux

B.2 Construction de la base

B.2.1 Construction des fonctions chapeaux

Pour construire ces fonctions chapeaux, on utilise des fonctions auxiliaires gi. L’algorithme
présenté dans [Törnig et Spellucci, 1990] donne la procédure pour obtenir l’expression de
ϕi. L’algorithme s’écrit :

g
(0)
i (q) = (qi − q) θ(qi − q)

g
(p+1)
i (q) =

g
(p)
i (q) − g

(p)
i−1(q)

qi − qi−p−1

ϕi(q) = g
(4)
i+2(q)

(B.1)

On voit que cet algorithme a besoin de conditions supplémentaires pour pouvoir fonction-
ner. Si au départ on voulait obtenir n fonctions chapeaux ϕi en qi avec 1 6 i 6 n, on
aura besoin pour cette construction des fonctions ϕ0 et ϕn+1 qui par définition s’étendent
respectivement sur les intervalles [q−2 ; q2] et [qn−1 ; qn+3]. On a donc besoin de six points
supplémentaires sur le réseau. Ce nouveau réseau de points q′

i se construit alors simple-
ment en ajoutant trois points supplémentaires de chaque côté du réseau qi comme le
montre la figure B.2.

q1 q2 qi qn−1 qn... ...

q′−2 q′−1 q′0 q′1 q′2 q′i q′n−1 q′n q′n+1 q′n+2 q′n+3
... ...

Figure B.2 – Intervalles utilisé pour la construction des fonctions chapeaux. Le premier
est celui sur lequel on veut définir les fonctions ϕ1 à ϕn et le deuxième est celui nécessaire
pour construire la base.

B.2.2 Mise sous la forme d’une base carrée

Les fonctions chapeaux que l’on a construites ci-dessus posent un gros problème pour
être utilisées sous la forme d’une base car pour n points de réseaux, on construit n + 2
fonctions chapeaux. Or cette base doit être utilisée dans un problème de diagonalisation
ce qui implique nécessairement des matrices carrées.
Pour cela on renomme ϕ̃ les fonctions chapeaux construites précédemment à partir de
l’algorithme (B.1). Les fonctions chapeaux ϕ que l’on cherche à construire doivent former
une base carrée. Pour cela on va inclure la contribution de ϕ̃0 (respectivement de ϕ̃n+1)
dans ϕ1 et ϕ2 (respectivement dans ϕn−1 et ϕn).
Pour une fonction f quelconque, son expression dans la base des fonctions chapeaux ϕ̃
vaut :

f(q) =
n+1
∑

i=0

ci ϕ̃i(q) (B.2)
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avec ci les coefficients de pondération. En choisissant comme condition aux limites f ′′(q1) =
0, on obtient que

f ′′(q1) = c0 ϕ̃′′
0(q1) + c1 ϕ̃′′

1(q1) + c2 ϕ̃′′
2(q1) = 0 (B.3)

Cette équation nous donne directement l’expression de c0. Cette opération s’effectue de la
même manière en imposant f ′′(qn) = 0 et on arrive à une expression de cn+1. En imposant
que la fonction f vérifie la relation :

f(q) =
n+1
∑

i=0

ci ϕ̃i(q) =
n
∑

i=1

ci ϕi(q) (B.4)

on arrive aux expressions :

ϕ1(q) = ϕ̃1(q) − ϕ̃′′
1(q1)

ϕ̃′′
0(q1)

ϕ̃0(q)

ϕ2(q) = ϕ̃2(q) − ϕ̃′′
2(q1)

ϕ̃′′
0(q1)

ϕ̃0(q)

ϕi(q) = ϕ̃i(q) 3 6 i 6 n − 2

ϕn−1(q) = ϕ̃n−1(q) − ϕ̃′′
n−1(qn)

ϕ̃′′
n+1(qn)

ϕ̃n+1(q)

ϕn(q) = ϕ̃n(q) − ϕ̃′′
n(qn)

ϕ̃′′
n+1(qn)

ϕ̃n+1(q)

(B.5)

On a alors formé une base de n fonctions chapeaux à partir d’un réseau de n points.

B.3 Expression de la matrice Mij

La base des fonctions chapeaux permet d’effectuer les intégrations sur des intervalles bien
délimités. Ainsi pour l’expression de la matrice Mij qui intervient dans la recherche des
valeurs propres de Weinberg 4.3.2, la partie réelle de Mij s’écrit :

Re Mij =
2
π

v.p.
∫ qj+2

qj−2

dp p2 v(qi, p)
Q̄(k, p)
p2

0 − p2
ϕj(p) (B.6)
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Annexe C

Calculs de la self-énergie et des
nombres d’occupation à température
finie

Cette annexe détaille les calculs effectués dans le chapitre 4 sur la matière à neutrons.
On y développe le calcul des sommes de Matsubara qui apparaissent dans la self-énergie
et dans les nombres d’occupation.

C.1 Somme sur les fréquences de Matsubara

Le calcul des corrélations dans le formalisme des fonctions de Green à température finie
fait intervenir des sommes sur les fréquences de Matsubara. De façon plus explicite, le
formalisme de température finie fait intervenir des sommes 1/β

∑

n g(iωn) avec g une
fonction quelconque et β = 1/T où T est la température. Basé sur le théorème des
résidus, le formalisme de Matsubara permet le calcul de ce genre de somme.
Pour cela on considère le produit fF(z) g(z) où fF est la fonction de Fermi. Les pôles de
la fonction de Fermi se situent en z = iωn avec

ωn =
(2n + 1) π

β
(C.1)

avec n un entier relatif. Le théorème des résidus nous permet de calculer l’intégrale sur un
contour C entourant l’axe imaginaire et qui exclut les pôles de g. La figure C.1 représente
cette situation. On a donc :

1
2iπ

∮

C
fF(z) g(z) dz =

∑

n

Res
(

fF(zn)
)

g(zn) (C.2)

Le calcul du résidu nous donne Res
(

z → iωn

)

= −1/β ce qui nous permet d’écrire
directement :

1
β

∑

n

g(iωn) = − 1
2iπ

∮

C
fF(z) g(z) dz (C.3)

À partir de cette équation, nous allons pouvoir calculer les sommes suivantes qui appa-
raissent dans les calculs de la self-énergie et des nombres d’occupation.
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Annexe C. Calculs de la self-énergie et des nombres d’occupation à
température finie

Im z

Re z

Figure C.1 – Pôles de la fonction de Fermi fF marqués par les croix rouges en iωn avec
n un entier relatif. La croix verte représente le pôle de la fonction g. Le contour C utilisé
dans l’équation (C.2) est celui entourant l’axe imaginaire.

La première somme s’écrit :

S1 =
1
β

∑

m

1
iωm − ξp

1
iωn + iωm − ω′

= − 1
2iπ

∮

C

1
z − ξp

1
z − ω′ + iωn

fF(z) dz (C.4)

On a clairement deux pôles, le premier en z = ξp et le second en z = ω′ −iωn. La figure C.2
illustre cette situation.

Im z

Re z

Figure C.2 – Contour d’intégration pour le calcul de la somme S1. Les croix rouges
représentent les pôles de la fonction de Fermi et les deux croix vertes sont les pôles de la
fonction à intégrer.

On a Res (z → ξp) = lim
z→ξp

1
z − ω′ + iωn

fF(z) =
fF(ξp)

ξp − ω′ + iωn
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C.1. Somme sur les fréquences de Matsubara

et Res (z → ω′ − iωn) = lim
z→ω′−iωn

1
z − ξp

fF(z) =
fF(ω′ − iωn)
ω′ − iωn − ξp

De plus, on a fF(ω′ − iωn) =
1

eω′e−iωn + 1
=

1
−eω′ + 1

= −fB(ω′) d’où

S1 =
fF(ξp) + fB(ω′)
iωn − ω′ + ξp

(C.5)

* * * * * *

La deuxième somme s’écrit :

S2 =
1
β

∑

n

1
iωn − ξk

= − 1
2iπ

∮

C

1
z − ξk

fF(z) dz

S2 = fF(ξk)
(C.6)

* * * * * *

La troisième somme s’écrit :

S3 =
1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

= − 1
2iπ

∮

C

1
(z − ξk)2

fF(z) dz (C.7)

On a Res (z → ξk) = lim
z→ξk

d
dz

fF(z) = f ′
F(ξk) d’où

S3 = f ′
F(ξk) (C.8)

* * * * * *

La quatrième somme s’écrit :

S4 =
1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

1
iωn − ω

= − 1
2iπ

∮

C

1
(z − ξk)2

1
z − ω

fF(z) dz (C.9)

On a Res (z → ω) = lim
z→ω

fF(z)
(z − ξk)2

=
fF(ω)

(ω − ξk)2

et Res (z → ξk) = lim
z→ξk

d
dz

fF(z)
z − ω

=
(ξk − ω)f ′

F(ξk) − fF(ξk)
(ω − ξk)2

d’où

S4 =
fF(ω) − fF(ξk) + (ξk − ω)f ′

F(ξk)
(ω − ξk)2

(C.10)

La cinquième somme s’écrit :

S5 =
1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

1
ξk − ω

= − 1
2iπ

∮

C

1
(z − ξk)2

1
ξk − ω

fF(z) dz (C.11)

On a Res (z → ξk) = lim
z→ξk

d
dz

fF(z)
ξk − ω

=
f ′

F(ξk)
ξk − ω

d’où

S5 =
f ′

F(ξk)
ξk − ω

(C.12)
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Annexe C. Calculs de la self-énergie et des nombres d’occupation à
température finie

C.2 Self-énergie

Par définition de la self-énergie, on a :

Σ(k, iωn) =
∫ d3p

(2π)3

1
β

∑

m

G0(p, iωm) Γ
(

|k−p|
2

, |k + p|, iωn + iωm

)

(C.13)

On utilise ensuite la relation de dispersion pour Γ qui inclue aussi la potentiel V :

Γ( |k−p|
2

, |k + p|, iωn + iωm) = V ( |k−p|
2

, |k−p|
2

) −
∫ dω

π

Im Γ
(

|k−p|
2

, |k + p|, ω
)

iωn + iωm − ω
(C.14)

En introduisant cette expression dans (C.13), on obtient deux termes tels que Σ = ΣHF +
ΣE. Le premier de ces termes correspond au terme Hartree-Fock et s’écrit alors :

ΣHF(k) =
∫ d3p

(2π)3

1
β

∑

m

G0(p, ωm) V ( |k−p|
2

, |k−p|
2

) (C.15)

La somme qui apparaît correspond à S2 calculée dans la section précédente ce qui nous
donne directement :

ΣHF(k) =
∫ d3p

(2π)3
V ( |k−p|

2
, |k−p|

2
) fF(ξp) (C.16)

On passe maintenant au deuxième terme qui correspond au calcul de ΣE. On introduit ce
terme (la relation de dispersion) dans l’équation (C.13) ce qui fait apparaître la somme
de Matsubara dans l’expression de la self-énergie qui devient :

ΣE(k, iωn) = −
∫ d3p

(2π)3

∫ dω

π
Im Γ( |k−p|

2
, |k + p|, ω)

1
β

∑

m

1
iωm − ξp

1
iωn + iωm − ω

(C.17)
Le calcul de la somme dans la section précédente nous permet d’écrire l’expression de la
self-énergie :

ΣE(k, iωn) =
∫ d3p

(2π)3

∫ dω′

π

fF(ξp) + fB(ω′)
iωn − ω′ + ξp

Im Γ( |k−p|
2

, |k + p|, ω′) (C.18)

On effectue le prolongement analytique iωn = ω + iη ce qui nous donne :

ΣE(k, ω) =
∫ d3p

(2π)3

∫ dω′

π

fF(ξp) + fB(ω′)
ω − ω′ + ξp + iη

Im Γ( |k−p|
2

, |k + p|, ω′) (C.19)

En particulier, la partie imaginaire de Σ s’écrit directement :

Im ΣE(k, ω) = −
∫ d3p

(2π)3

[

fF(ξp) + fB(ω + ξp)
]

Im Γ( |k−p|
2

, |k + p|, ω + ξp) (C.20)

C.3 Nombres d’occupation

Les nombres d’occupation se calculent à partir de la fonction de Green G tel que :

n(k) =
1
β

∑

n

eiωnη G(k, iωn) (C.21)
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Calcul dans le cas libre :

Dans le cas libre, on a simplement G(k, iωn) = G0(k, iωn) où G0 est la fonction de Green
libre qui s’écrit :

G0(k, iωn) =
1

iωn − ξk

(C.22)

où ξk = εk − µ = k2/(2m) − µ. Ainsi les nombres d’occupation libres n0 s’écrivent sim-
plement :

n0(k) = fF(ξk) (C.23)

Calcul dans le cas NSR :

La fonction de Green s’écrit dans la théorie NSR :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn) Σ(k, iωn) (C.24)

On reconnaît dans la première partie de l’équation de la contribution n0 plus haut. La
deuxième partie contient les corrélations et on appellera nc

NSR les nombres d’occupation
associés à ces corrélations.
Il y a une subtilité dans la self-énergie qui s’écrit :

Re Σ(k, ω) = ΣHF(k) − v.p.
∫ +∞

−∞

dω′

π

Im Σ(k, ω′)
ω − ω′

(C.25)

où ΣHF est la self-énergie Hartree-Fock.
On a ainsi directement l’expression de nc

NSR à partir de l’équation (C.21) :

nc
NSR(k) =

1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

[

ΣHF(k) −
∫ +∞

−∞

dω

π

Im Σ(k, ω)
iωn − ω

]

(C.26)

En séparant les deux termes, on obtient :

nc
NSR(k) = ΣHF(k)

1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

−
∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

1
iωn − ω

(C.27)

On reconnaît les deux sommes calculées dans la section 1 ce qui nous permet d’écrire
l’expression finale des nombres d’occupations dans la théorie NSR :

nc
NSR(k) = f ′

F(ξk) ΣHF(k) +
∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2
(C.28)

Cette intégrale se calcule sans problème numériquement car le pôle en ω = ξk est annulé
par le numérateur.

Calcul dans le cas soustraction HF (s-HF) :

La fonction de Green s’écrit avec la soustraction Hartree-Fock :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn) [Σ(k, iωn) − ΣHF(k)] (C.29)
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Il n’est pas nécessaire de refaire les calculs dans le cas de cette soustraction du terme
Hartree-Fock. À partir de la définition de la self-énergie donnée par l’équation (C.25), on
voit directement que le terme Hartree-Fock disparaît et on a directement :

nc
s-HF(k) =

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2
(C.30)

Calcul dans le cas soustraction totale (s-tot) :

La fonction de Green s’écrit avec la soustraction totale :

G(k, iωn) = G0(k, iωn) + G2
0(k, iωn) [Σ(k, iωn) − Re Σ(k, ξk)] (C.31)

Avec la relation de dispersion pour Σ, on a :

Re Σ(k, ξk) = ΣHF(k) − v.p.
∫ +∞

−∞

dω

π

Im Σ(k, ω)
ξk − ω

(C.32)

À partir des expressions des self-énergies (C.25) et (C.32), on a :

nc
s-tot(k) = −

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

1
β

∑

n

1
(iωn − ξk)2

[

1
iωn − ω

− 1
ξk − ω

]

(C.33)

On reconnaît les deux sommes calculées dans la section 1 ce qui nous permet d’écrire
l’expression finale des nombres d’occupation avec la soustraction Hartree-Fock :

nc
s-tot(k) = v.p.

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω)
(ξk − ω)2

(C.34)

Pour calculer la valeur principale de cette intégrale, on additionne et on soustrait le terme
(ξk − ω)f ′

F(ξk), ce qui nous donne :

nc
s-tot(k) =

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2

+ f ′
F(ξk)

∫ +∞

−∞

dω

π

Im Σ(k, ω)
ξk − ω

(C.35)

On reconnaît dans le deuxième terme de l’équation la relation de dispersion pour la self-
énergie. En utilisant l’équation (C.32), on obtient :

nc
s-tot(k) =

∫ +∞

−∞

dω

π
Im Σ(k, ω)

fF(ξk) − fF(ω) − (ξk − ω)f ′
F(ξk)

(ξk − ω)2

+ f ′
F(ξk)

[

ΣHF(k) − Re Σ(k, ξk)
]

(C.36)
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Annexe D

Quelques mots sur les EDF

D.1 Description (succincte) du problème nucléaire

La description théorique du noyau atomique est un problème redoutable. Les nucléons qui
le composent sont en trop grand nombre pour pouvoir traiter le problème exactement. À
cela se rajoute l’interaction nucléaire qui peut être vue comme un résidu de l’interaction
forte à l’échelle des nucléons et qui n’a donc pas de forme analytique.
Décrire le noyau n’est pas impossible pour autant. Le modèle phénoménologique de la
goutte liquide développé en 1935 par Weizsäcker [Weizsäcker, 1935] permet de décrire
globalement les masses des noyaux en utilisant une approche basée sur l’énergie de co-
hésion d’une goutte. C’est le modèle en couches [Mayer, 1948] qui propose la première
description microscopique du noyau de manière analogue aux couches électronique de
l’atome à la différence que le champ n’est pas extérieur mais généré par les nucléons eux-
mêmes. Une nouvelle étape sera franchie avec l’apparition d’interactions effectives comme
l’interaction de Skyrme [Skyrme, 1958] ou de Gogny [Dechargé et Gogny, 1980] qui se base
sur une approche phénoménologique plutôt que sur un calcul ab-initio d’une l’interaction
nue nucléon-nucléon.

Une approche utilisée en chimie quantique pour résoudre le problème à N -corps est la
théorie de la fonctionnelle de la densité 1 (DFT) [Hohenberg et Kohn, 1964]. Les prin-
cipes de la DFT ne sont pas tout à fait exportables en physique nucléaire du fait que le
champ qui lie les nucléons entre-eux n’est pas un champ externe mais le champ produit
par les nucléons eux-mêmes. On parlera plutôt de fonctionnelle de la densité d’énergie 2

(EDF) qui brise puis restore les symétries de l’hamiltonien nucléaire pour ainsi décrire les
déformations du noyau, l’appariement, etc.

D.2 Application à la croûte interne

D.2.1 La fonctionnelle de Skyrme

Comme on l’a mentionné précédemment, les interactions effectives sont des outils puis-
sants pour décrire les propriétés des noyaux ainsi que de la matière nucléaire. Une des

1. Density Functionnal Theory en anglais
2. Energy Density Functionnal en anglais
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fonctionnelles les plus utilisées est la fonctionnelle de Skyrme. Une de ces caractéristiques
est d’être de portée nulle.
L’expression de la densité d’énergie E s’écrit [Vautherin et Brink, 1972] :

E =
1

2m
(τn + τp)

+
1
4

t0

[

(2 + x0) ρ2 − (2x0 + 1) (ρ2
n + ρ2

p)
]

+
1
24

t3 ρσ
[

(2 + x3) ρ2 − (2x3 + 1) (ρ2
n + ρ2

p)
]

+
1
8

[t1 (2 + x1) + t2 (2 + x2)] ρ τ

+
1
8

[t2 (2x2 + 1) − t1 (2x1 + 1)] (ρn τn + ρp τp)

+
1
32

[3t1 (2 + x1) − t2(2 + x2)] (∇ρ)2

− 1
32

[3t1 (2x1 + 1) + t2(2x2 + 1)]
[

(∇ρn)2 + (∇ρp)2
]

+
1
2

W0

[

j · ∇ρ + jn · ∇ρn + jp · ∇ρp

]

− 1
16

(t1x1 + t2x2) j2 +
1
16

(t1 − t2) (j2
n + j2

p)

(D.1)

Avec τ = τn + τp, ρ = ρn + ρp et j = jn + jp respectivement l’énergie cinétique, la densité
et le courant. Les indices n et p désignent respectivement les neutrons et les protons.

D.2.2 Équation d’état de la matière nucléaire

Le coefficient Γ défini par l’équation (6.22) contient des termes reliant la densité au po-
tentiel chimique. Pour calculer ces termes il nous faut une équation d’état de la matière
nucléaire. La fonctionnelle de Skyrme définie précédemment va nous permettre d’obtenir
cette équation d’état.
Nous nous plaçons dans le cas d’une description de la matière nucléaire infinie asymé-
trique. On pourra donc négliger les termes de gradients, de spin-orbite et tensoriels pour
ne garder que les termes dépendant des densités ρn et ρp. L’expression de la fonction-
nelle (D.1) devient dans ce cas :

ε =
~

2

2m
τ

+
1
4

t0

[

(2 + x0) ρ2 − (2x0 + 1) (ρ2
n + ρ2

p)
]

+
1
24

t3 ρσ
[

(2 + x3) ρ2 − (2x3 + 1) (ρ2
n + ρ2

p)
]

+
1
8

[t1 (2 + x1) + t2 (2 + x2)] ρ τ

+
1
8

[t2 (1 + 2x2) − t1 (1 + 2x1)] (ρn τn + ρp τp)

(D.2)
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D.2. Application à la croûte interne

avec τ = τn + τp et ρ = ρn +ρp. La densité d’énergie cinétique τi (i = n, p) est directement
reliée à la densité ρi par la relation :

τi =
3
5

(

3π2
)2/3

ρ
5/3
i (D.3)

Concernant le choix de la paramétrisation de la fonctionnelle de Skyrme, on prendra la
paramétrisation SLy4 [Chabanat et al., 1998] dont les valeurs des paramètres sont données
dans la table D.1.

t0 = −2488,913 (MeV.fm3) t1 = 486,818 (MeV.fm5)

t2 = −546,395 (MeV.fm5) t3 = 13777,0 (MeV.fm3+3α)

x0 = 0,834 x1 = −0,344

x2 = −1,0 x3 = 1,354

σ =
1
6

Table D.1 – Paramétrisation SLy4 de la fonctionnelle de Skyrme

L’expression (D.2) ne faisant intervenir que des termes dépendant de la densité, on peut
calculer directement le potentiel chimique des protons et des neutrons ainsi que ces dé-
rivées. On note δij le symbole de Kronecker. Le potentiel chimique µi = dε/dρi s’écrit
alors :

µi =
~

2

2m

(

3π2
)

2
3 ρ

2
3
i +

1
2

t0 [(2 + x0) ρ − (2x0 + 1) ρi]

+
1
24

σ t3 ρσ−1
[

(2 + x3) ρ2 − (2x3 + 1) (ρ2
i + (ρ − ρi)2)

]

+
1
12

t3 ρσ [(2 + x3) ρ − (2x3 + 1) ρi]

+
3
40

(

3π2
)

2
3 [t1 (2 + x1) + t2 (2 + x2)]

(

ρ
5
3
i + (ρ − ρi)

5
3 +

5
3

ρ ρ
2
3
i

)

+
1
5

(

3π2
)

2
3 [t2 (1 + 2x2) − t1 (1 + 2x1)] ρ

5
3
i

(D.4)

Et la dérivée du potentiel chimique µi par rapport à la densité ρj s’écrit :

dµi

dρj

=
2
3
~

2

2m

(

3π2
)

2
3 ρ

− 1
3

i δij +
1
2

t0 [(2 + x0) − (2x0 + 1) δij]

+
1
24

σ(σ − 1) t3 ρσ−2
[

(2 + x3) ρ2 − (2x3 + 1) (ρ2
i + (ρ − ρi)2)

]

+
1
12

σ t3 ρσ−1 [2(2 + x3) ρ − (2x3 + 1) (ρi + ρj)] +
1
12

t3 ρσ [(2 + x3) − (2x3 + 1) δij]

+
1
8

(

3π2
)

2
3 [t1 (2 + x1) + t2 (2 + x2)]

(

ρ
2
3
i δij + ρ

2
3
j (1 − δij) + ρ

2
3
i +

2
3

ρ ρ
− 1

3
i δij

)

+
1
3

(

3π2
)

2
3 [t2 (1 + 2x2) − t1 (1 + 2x1)] ρ

2
3
i δij

(D.5)
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Annexe E

Équation d’Euler-Lagrange

Cette annexe détaille le calcul des équations d’Euler-Lagrange pour les densités Lagran-
giennes obtenues pour la croûte.

Les densités Lagrangienne que l’on a obtenues dans les chapitres 2 et 3 contiennent des
termes en ϕ et en ξi (i = x, y, z) ainsi que leurs dérivées temporelles et spatiales d’ordre
un et deux. Les équations d’Euler-Lagrange « habituelles » ne traitent pas ces cas-là, il
est nécessaire de les généraliser à des cas plus généraux.

La densité Lagrangienne qui traite de la partie superfluide contient des termes en ϕ̇
et en ∂iϕ (on omet ici volontairement la barre sur ϕ pour ne pas alourdir les notations).
L’action S du système s’écrit donc :

S =
∫ t2

t1

L (∂iϕ, ϕ̇, t) dt (E.1)

On écrit ϕ(t) = ϕ0(t) + ε η(t) où ϕ0 est la fonction qui rend l’action S extrémale, η est
une fonction qui vérifie η(t1) = η(t2) = 0 et ε ≪ 1. Ainsi, on a :

S(ε) =
∫ t2

t1

L (∂iϕ0(t) + ε ∂iη(t), ϕ̇0(t) + ε η̇(t), t) dt (E.2)

En dérivant l’action S par rapport à ε, on obtient

dS

dε
=
∫ t2

t1

[

∂L

∂(∂iϕ)
∂iη(t) +

∂L

∂ϕ̇
η̇(t)

]

dt (E.3)

puis en intégrant les deux termes par parties, nous permet de réécrire la dérivée comme :

dS

dε
= −

∫ t2

t1

[

∂i
∂L

∂(∂iϕ)
+

d
dt

∂L

∂ϕ̇

]

η(t) dt (E.4)

L’action comme on l’a construite ici, avec le chemin ϕ0 qui la rend extrémale, nous permet
d’écrire que dS/dε(ε = 0) = 0 ce qui nous donne l’équation d’Euler-Lagrange pour ϕ :

d
dt

∂L

∂ϕ̇
+ ∂i

∂L

∂(∂iϕ)
= 0 (E.5)
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Annexe E. Équation d’Euler-Lagrange

La densité Lagrangienne qui traite du champ de déplacement ξi contient des termes en
∂j∂kξi, en ∂jξi et en ξ̇i. On reprend exactement les mêmes étapes que précédemment.
L’action S du système s’écrit :

S =
∫ t2

t1

L (∂j∂kξi, ∂jξi, ξ̇i, t) dt (E.6)

On exprime ξi comme ξi(t) = ξi,0(t) + ε ηi(t) avec ξi,0 la fonction qui rend S extrémale, la
fonction ηi qui vérifie ηi(t1) = ηi(t2) = 0 et ε ≪ 1. La dérive de l’action S par rapport à
ε s’écrit :

dS

dε
=
∫ t2

t1

[

∂L

∂(∂j∂kξi)
∂j∂kη(t) +

∂L

∂(∂jξi)
∂jη(t) +

∂L

∂ξ̇i

η̇(t)

]

dt (E.7)

En intégrant par parties deux fois le premier terme et une fois les deux autres, on obtient :

dS

dε
=
∫ t2

t1

[

∂j∂k
∂L

∂(∂j∂kξi)
− ∂j

∂L

∂(∂jξi)
− d

dt

∂L

∂ξ̇i

]

η(t) dt (E.8)

Par construction, on a dS/dε(ε = 0) = 0 ce qui nous donne l’équation d’Euler-Lagrange
pour ξi :

d
dt

∂L

∂ξ̇i

+ ∂j
∂L

∂(∂jξi)
− ∂j∂k

∂L

∂(∂j∂kξi)
= 0 (E.9)

Pour résumer, les équations du mouvement s’obtiennent à partir des équations d’Euler-
Lagrange suivantes :

d
dt

∂L

∂ ˙̄ϕ
+ ∂i

∂L

∂(∂iϕ̄)
= 0

d
dt

∂L

∂ξ̇i

+ ∂j
∂L

∂(∂jξi)
− ∂j∂k

∂L

∂(∂j∂kξi)
= 0

(E.10)

respectivement pour ϕ̄ et ξi. En supposant que ϕ̄ et ξ se mettent sous la forme d’ondes
planes :

ϕ̄ = ϕ̄0 ei (k · r−ωt)

ξ = ξ0 ei (k · r−ωt)
(E.11)

les équations du mouvement se ramènent à un problème matriciel où les valeurs propres
ωi s’expriment en fonction du vecteur d’onde k.
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