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Chapitre 1

Introduction

Cette thése est consacrée principalement a I’étude de I’équation des ondes sur les espaces globalement
et localement symétriques de type non compact. L’équation des ondes est une équation aux dérivées
partielles du second ordre qui décrit la propagation des ondes, comme les ondes de l’eau, les ondes
sonores, les ondes sismiques etc. Issu de I’étude des vibrations d’une corde de violon, le comportement
des ondes a été modélisé progressivement par Daniel Bernoulli, Joseph-Louis Lagrange, Jean le Rond
d’Alembert et Leonhard Euler entre autres au dix-huitiéme siécle. Depuis cette époque-la, ’équation des
ondes devient un sujet de plus en plus important en physique classique (acoustique, électromagnétique,
dynamique des fluides, ...) et en analyse mathématique (analyse harmonique, EDP, théorie spectrale, ...).
Formellement, une équation des ondes homogeéne s’écrit

OPu(t,z) — Agu(t,z) = 0.

Cette équation fait partie de la famille des équations d’évolution, ou la variable en temps t joue un role
particulier. Dans U'interprétation physique, les solutions w(¢, ) de cette équation décrivent les ondes qui
se déplacent a vitesse 1 au cours du temps ¢t dans une certaine direction. L’équation des ondes est dis-
persive, c’est-a-dire que les solutions de I’équation sous la forme d’ondes qui ont des longueurs d’onde
différentes ont des vélocités différentes. La propriété de dispersion fait I’'objet de nombreux travaux depuis
les années 80. Une application importante de cette propriété est d’établir I'inégalité de Strichartz, qui
consiste & controler les solutions de I’équation dispersive linéaire en termes des données initiales (et de la
partie non-homogene éventuelle) en utilisant les normes espace-temps mélangées. Il est bien connu qu’une
telle inégalité sert & déterminer les conditions de régularité minimale sur les données initiales assurant
I’existence de solutions de I’équation semi-linéaire correspondante.

L’équation des ondes est étudiée dans divers contextes. Nous parlons briévement de certains travaux
concernés en indiquant les références afin d’éviter d’introduire trop de notations a ce stade, les détails se
trouveront dans Sect. 1.2. La théorie a tout d’abord été développée dans le cadre euclidien, ou I'inégalité
de Strichartz et l'existence (locale et globale) de solutions ont été établies successivement, ainsi que des
estimations élémentaires telles que les estimations du noyau, les estimations dispersives, les estimations de
smoothing local, etc., voir par exemple [Kap94; GiVe95; LiS095; GLS97; KeTa98; DGKO1|. Nous nous
référons au livre [Tao06] ot Tao a donne un panorama des équations dispersives sur les espaces euclidiens.

Compte tenu de la théorie euclidienne considérable, il est naturel d’examiner I’équation des ondes sur
les variétés générales pour comprendre I'influence de la géométrie sur le comportement de ses solutions.
Nous nous penchons sur celles & courbure strictement négative dont les premiers exemples sont les espaces
hyperboliques. En utilisant les techniques dérivées de ’espace euclidien, les résultats sur les espaces hy-
perboliques réels apparaissent tout d’abord dans [Fon94 ; Fon97], et puis dans [Tat01; MeTall ; MeTal2].
Peu de temps aprés, Anker, Pierfelice et Vallarino ont établi les estimations optimales en utilisant les
outils de l’analyse harmonique sphérique [APV12; AnPil4], et les ont étendues aux espaces de Damek-
Ricci [APV15], qui contiennent tous les espaces symétriques non compacts de rang un. Il vaut la peine de
mentionner que ’on a de meilleures propriétés de dispersion en courbure négative, ce qui implique une
famille large des paires admissibles pour 'inégalité de Strichartz. Considérant les résultats obtenus en
rang un, il est naturel de se demander si nous avons des propriétés similaires sur les espaces symétriques



non compacts de rang général.

D’un point de vue global, un espace riemannien symétrique est une variété riemannienne qui posséde
une symeétrie autour de chaque point, c’est-a-dire une isométrie involutive laissant le point fixe. Ceci gé-
néralise la notion de réflexion en un point dans la géométrie euclidienne ordinaire. Du point de vue de la
théorie de Lie, un espace symétrique est un espace homogéne G/K, ot G est un groupe de Lie connexe et
K C G est un sous-groupe de Lie compact fixé par une involution. Cela signifie que tous les points dans
I’espace sont essentiellement comparables. Les espaces symétriques ont été découverts par Elie Cartan en
1926 et ont fait I'objet d’études approfondies, d’abord par lui, puis par de nombreux autres. La classifica-
tion compléte des espaces symétriques irréductibles est accomplie dans [Car26 ; Car27], nous nous référons
plutdt au livre subséquent de Helgason [Hel78], ol le contenu est bien organisé et les notations sont plus
accessibles. Nous nous intéressons aux espaces symétriques de type non compact. Ce sont des variétés
riemanniennes & courbure strictement négative qui comprennent de nombreux exemples importants tels
que les espaces hyperboliques et les matrices spéciales définies positives. Dans cette thése, nous regardons
aussi les espaces localement symétriques (de type non compact). Ce sont les variétés riemanniennes qui
sont localement isométriques & des espaces symétriques. Par exemple, les variétés connexes et complétes
de courbure négative constante sont localement symétriques.

L’analyse harmonique sur les groupes de Lie semi-simples et sur les espaces symétriques, appelée
analyse harmonique sphérique, est un sujet qui a connu une forte expansion depuis les années 50. Elle
relie plusieurs domaines fondamentaux des mathématiques tels que la théorie des nombres, la théorie
de représentation, la théorie de Fourier et la théorie des équations aux dérivées partielles. L’analyse
harmonique sphérique devient naturellement elle-méme une branche centrale en mathématiques contem-
poraines. Aprés les travaux pionniers de Gel’fand et de Harish-Chandra sur les fonctions sphériques, les
outils élémentaires de cette théorie ont été perfectionnés progressivement par leurs disciples. Les livres de
Helgason [Hel62; Hel78; Hel00] et de Gangolli et Varadarajan [GaVa88| rendent cette théorie élégante
plus accessible en résumant systématiquement ces travaux avec les commentaires et les détails. Cepen-
dant, ces outils n’ont pas été immédiatement appliqués a I’étude des équations d’évolution. Ce n’est qu’a
partir des années 80 qu’ils ont été effectivement utilisés afin d’obtenir des résultats optimaux sur un tel
sujet, voir [Stro81; AnLo86; Ank90; Ank92; AnJi99; CGM93; CGMI5]. Comme le disent Anker et Ji
dans leur article [AnJi99] : « The reason may be that time was needed to digest and refine the formidable
work of Harish—Chandra and his followers ». Au cours des deux décennies suivantes, les équations dis-
persives ont commencé a étre discutées sur les espaces symétriques. La plupart des résultats obtenus se
fondent soit sur les structures géométriques particuliéres, par exemple sur les espaces symétriques de rang
un [AnPi09; ToSt09; AnPil4], soit sur 'hypothése de la régularité forte pour I'équation, voir [Hasll1].
Les problémes concernant les résultats optimaux des équations dispersives restent toujours ouverts sur
les espaces symétriques généraux.

Tao mentionne dans [Tao06] que « The analysis of PDE is a beautiful subject, combining the rigour
and technique of modern analysis and geometry with the very concrete real-world intwition of physics and
other sciences ». La recherche sur les espaces symétriques la rend encore plus intéressante, nous devons
souvent combiner des techniques empruntées & la théorie des groupes, & la théorie des représentations,
a l'analyse harmonique et aux équations aux dérivées partielles, ces interactions produisent parfois des
surprises imprévues.

Plan de la thése. Cette thése est composée de six chapitres et d’'une annexe. La premiére partie
concerne 1’étude de I’équation des ondes sur les espaces symétriques non compacts G/K de rang général.
Nous considérons tout d’abord dans Chap. 2 le cas ot G est complexe, la méthode de la phase stationnaire
utilisée dans ce chapitre peut étre appliquée a certains cas ot G est réel, en la combinant avec la paramétrix
de Hadamard ainsi que la décomposition spectrale que nous introduisons dans Chap. 3, nous obtenons les
résultats analogues sur les espaces symétriques non compacts généraux. Chap. 2 et Chap. 3 reprennent
les articles :

e [Zhw20] Wave equation on certain Riemannian noncompact symmetric spaces, prépublication.
(arXiv:2007.11724)

e [AnZh20b] Wave equation on general Riemannian noncompact symmetric spaces, avec J.-Ph. Anker,


https://arxiv.org/abs/2007.11724

prépublication. (arXiv:2010.08467)

La deuxiéme partie est constituée de Chap. 4 et Chap. 5, consacrés aux espaces localement symétriques de
type non compact. D’un part, nous étendons I’étude de I’équation des ondes sur les espaces symétriques &
certains espaces localement symétriques. D’autre part, nous établissons une caractérisation pour le bas du
L? spectre du laplacien sur les espaces localement symétriques. C’est un analogue en rang supérieur des
résultats obtenus par Elstrodt, Patterson, Sullivan et Corlette en rang un, qui améliore les estimations
établies par Leuzinger et Weber en rang supérieur. Ces deux chapitres reprennent les articles :

e [Zhw19] Wave and Klein—Gordon equations on certain locally symmetric spaces, & paraitre dans
The Journal of Geometric Analysis. (arXiv:1809.05468)

e [AnZh20a] Bottom of the L? spectrum of the Laplacian on locally symmetric spaces, avec J.-Ph.
Anker, prépublication. (arXiv:2006.06473)

Suivant Particle céleébre de Bérard [Bér77], nous détaillons dans ’annexe la construction de la paramétrix
de Hadamard sur les espaces symétriques.

Références générales. La premiére référence compléte et autonome qui rend la théorie des espaces
symeétriques accessible est, a la connaissance de Pauteur, le premier livre de Sigurdur Helgason [Hel62].
Dans ce livre, Helgason expose la théorie de Cartan sur les espaces symétriques du point de vue de la
géométrie différentielle et de la théorie de Lie. De plus, le dernier chapitre contient une bréve introduction
a lanalyse sur les espaces symétriques (formules d’intégration, analyse de Fourier, opérateurs différentiels
invariants). Suite aux développements intervenus au cours des décennies suivantes, Helgason a développé
ce dernier chapitre sous forme d’un deuxiéme livre [Hel00], qu’il a complété ensuite par un troisiéme livre
[[Tel94]. 11 a par ailleurs publié une version révisée et détaillée [[el78| des premiers chapitres des [[Tel62].
Ces ouvrages de Helgason sont devenus des références standard dans le domaine.

Une autre référence classique est le livre de Gangolli and Varadarajan [GaVa88], ou les auteurs se
sont concentrés davantage sur I’analyse des fonctions sphériques. Nous nous référons également aux ou-
vrages de Knapp [Kna96] et d’Eberlein [Ebe96] pour les connaissances de base sur la théorie de Lie et la
géométrie des variétés a courbure négative. Concernant les équations aux dérivées partielles dispersives,
nous nous référons aux livres de Cazenave [Caz03], de Tao [Tao06] et de Sogge [Sog08].

Notation et convention. Tout au long de cette thése, le symbole A < B entre deux expressions
positives signifie qu’il existe une constante C' > 0 telle que A < CB. Le symbole A < B signifie que
B < A £ B. Dans ce qui suit, un espace symétrique désigne qu’un espace riemannien globalement
symétrique de type non compact et de rang général a moins que nous ne soulignions spécifiquement le
contraire.


https://arxiv.org/abs/2006.06473
https://arxiv.org/abs/1809.05468
https://arxiv.org/abs/2006.06473

1.1. PRELIMINAIRES

1.1 Préliminaires

1.1.1 Structure des espaces riemanniens symétriques

Une variété riemannienne connexe X est dite (globalement) symétrigue si pour chaque point x € X, il
existe une isométrie involutive de X dont x est un point fixe isolé. Un espace symétrique est un espace
homogeéne au sens ol deux points quelconques de X peuvent étre envoyés I'un sur I’autre par une isométrie
de X. Autrement dit, tous les points d’un espace symétrique sont essentiellement les mémes. Dans cette
thése, nous adoptons plutot le point de vue de la théorie de Lie : soient G un groupe de Lie semi-simple
connexe non compact de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de G, alors le groupe quotient
X = G/K est un espace symétrique de type non compact.

Sur un espace symétrique, la symétrie géodésique en chaque point s’étend toujours en une isométrie de
la variété entiére. Sur une variété riemannienne générale, une telle symétrie géodésique ne sera peut-étre
qu’une isométrie locale qui ne pourra pas étre étendue en une isomérie bien définie sur la variété entiére.
Dans ce cas, on dit qu’elle est localement symétrique. Précisément, une variété riemannienne connexe Y
est un espace localement symétrique s’il existe un espace symétrique X et un groupe I' des isométries de
X tels que I' agit de maniére libre et proprement discontinue sur X et, Y est isométrique a I'\X. Dans
notre contexte, X = G/K est un espace symétrique de type non compact et I" est un sous-groupe discret
sans torsion de G qui agit de maniére libre et proprement discontinue sur X. Alors Y = I'\X est bien un
espace localement symétrique de type non compact.

Exemple 1.1.1. ([Morl5, p.14]) Le demi-plan de Poincaré
H>={2¢€C| Imz > 0}
est un espace symétrique : H? = SL(2,R)/SO(2). Nous définissons g : H> — H? par g(z) = z + 1,

et désignons par T' = (g) un sous-groupe de H? engendré par g. Alors T\H? est un espace localement
symétrique, mais pas un espace (globalement) symétrique.

@)

FIGURE 1.1 — s n’est pas une isométrie bien définie sur T'\H2.

Soient © = —1 414 et y = 1 + i deux points dans H2. Désignons par p € iR le point médian du
segment géodésique joignant x et y, et par s la symétrie géodésique en p. Alors s(x) =y, il existe a > 1
telle que s(i) = ai car l'aze imaginaire est également une géodésique. Comme i = x + 1 = g(x), x and
i représentent en fait le méme point dans T'\H?. Néanmoins, s(x) — s(i) = —1 + (1 — a)i n’est pas un
entier, donc s(z) et s(i) ne représentent pas le méme point dans T\H?. Autrement dit, s n’est pas une
isométrie bien définie sur T'\H?2.



1.1. PRELIMINAIRES

Structure riemannienne. Désignons par g 'algébre de Lie semi-simple de G. Soient X; et Xo deux
éléments dans g, alors ad X7 ad X5 est une transformation linéaire de g dans lui-méme. La forme bilinéaire
symétrique

B(X17X2) = Tr(adX1 ang)

est appelée la forme de Killing sur g, d’aprés la personne qui I’a introduite. Soit # un automorphisme
involutif de g, on dit que 6 est une involution de Cartan si la forme bilinéaire symétrique

(X1,X5) = —B(X1,0X5)

est définie positive. Un tel produit scalaire définit une métrique riemannienne G-invariante sur X. L’espace
localement symétrique Y, équipé de la structure riemannienne héritée de X, est également une variété
riemannienne. Nous désignons par d(-,-) la distance riemannienne commune sur X et Y.

Systéme de racines. D’aprés la décomposition de Cartan au niveau de l'algébre de Lie, on peut écrire
g=top

avec p le complémentaire orthogonal de ¢ dans g par rapport a la forme de Killing. On identifie p avec
I’espace tangent en 'origine 0 = e/ de X. On se fixe a un sous-espace abélien maximal de p, et désigne
par ¥ C a le systéme de racines de (g,a) dans a' : ¥ = {a € a~ {0} | g # {0}}, ot

go={Xe€g|[X,H =(o,X)X, VH € a}

est le sous-espace propre associé a la racine o € ¥. On appelle m, = dim g, la multiplicité de la racine
a. Notons par W le groupe de Weyl associé au systéme de racines X, c’est-a-dire le sous-groupe du
groupe d’isométries de ¥ engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux murs (les hyperplans
orthogonaux aux racines de ). On définit par ¥+ I’ensemble des racines positives de maniére suivante :
on fixe H € a hors des murs, puis 'on pose 7 = {a € ¥ | (o, H) > 0}. Alors la chambre de Weyl positive
associé au systéme Y1 est donnée par

at ={Heal|{a,H) >0, Va e X7}

On note par at son adhérence. Notons aussi par & = {a € % | 2a ¢ X} ? I'ensemble des racines
positives réduites, et par X5y = {a € XT | a # B+, V8,7 € Xt} I'ensemble des racines simples qui
constituent une base de a. Désignons par p la demi somme des racines positives comptées avec leur
multiplicités :

1
P=3 Z Mo Q.
aext

Le vecteur p appartient & a™ et ne dépend que de la structure géométrique du systéme de racines de
(g,a). On va voir qu’il joue un roéle important et se retrouve partout dans ce qui suit.

Dimension et rang de ’espace. On dira que 'espace symétrique X est de rang (réel) £ si dima = ¢,
I’espace localement symétrique Y est dit de rang ¢ lorsque X est de rang ¢. Désignons par d la dimension
commune de X et Y, et par D la dimension a l’infini ou pseudo-dimension de ’espace X :

d=0+ Y me et D=L+25]],

aext

1. Dans certaines littératures, les auteurs ont mis ’accent sur la différence entre a et son espace dual a*. On note que la
structure particuliére de a* ne joue aucun réle dans notre contexte. Grace au produit scalaire introduit ci-dessus, ou peut
identifier tout sous-espace de g avec son espace dual.

2. Helgason choisit la convention § ¢ 7.
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ou |2 est le cardinal de I’ensemble des racines positives réduites. Il n’est pas possible de comparer d
et D sans préciser la structure géométrique de X. Par exemple, en rang un, D = 3 est fixé, mais d > 2
est arbitrairement grand; lorsque G est complexe, on a d = D; dans le cas ot X est une forme réelle
normale, d = £ + |XF| est plus petit que D.

Exemple 1.1.2. (Espaces symétriques de rang un). Un espace symétrique de rang un est l'un des quatre
types d’espace hyperbolique : H*(R), H*(C), H"(H) ou H?(0), ou H (resp. Q) désigne le corps des
quaternions (resp. octonions).

X H"(R) H"(C) H" (H) H?(0)
G SOg(n, 1) SU(n, 1) Sp(n, 1) Fy(—20)
SO(n) S[U(n) x U(1)] Sp(n) Spin(9)
mi n—1 2(n —1) 4(n —1) 8
ma 0 1 3 7
d n 2n 4n 16
p et n 2n+1 11

TABLEAU 1.1 - Espaces symétriques de rang 1.

Ici Fy_o0) est un groupe de Lie non compact exceptionnel, Spin(9) un groupe spinoriel de dimension
9 et SOg(n, 1) est la composante connexe, qui contient l’identité, du groupe orthogonal de Lorentz

SO(n.1) = {g € SL(n + LR) | g (Ig _01> - (IO" _01> 3

Le groupe unitaire et le groupe symplectique de Lorentz sont définis de la facon similaire. Lorsque £ =1,
a est identifié avec Uespace euclidien R, ’ensemble des racines positives réduites ¥ ne contient qu’une

seule racine, alors D = 3 et le seul espace symétrique de rang un avec G complexe est l’espace hyperbolique
H3(R).

Exemple 1.1.3. (Matrices spéciales définies positives). Soient G = SL(n,R) and K = SO(n,R), alors
X = G/K est un espace symétrique non compact de rang n — 1 et de dimension

n(n2—1) 1) = (n—1)2(n+2).

X consiste en les n X n matrices définies positives de déterminant 1. Par exemple, lorsque n = 3,
a = {diag(ry,ro,73) | 71,72,73 ER, 1 + 79 +1r3 =0}
est un ensemble des matrices diagonales de trace 0. Le systéme de racines de sl(3,R) dans a est Ay :
Y={e;—e;, 1 <i#j<3}
Le systeme de racines positives comprends trois éléments :
YT ={ei—ej, 1 <i<j<3}={diag(l,-1,0), diag(0,1,—1), diag(1,0,—1)}
o B a+f

et le systeme de racines simples est X5 = {a, 8}. La chambre de Weyl positive associé au systéme SV est
donné par

Cl+ = {diag(Tlvr%rS) ca | L >Tre > 7"3}
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FIGURE 1.2 — Systéme de racines As.

Décomposition des groupes de Lie semi-simples. La décomposition de Cartan au niveau du groupe
de Lie s’écrit :

G = K(expat)K.
Elle provient de la décomposition polaire G = K expp, dans laquelle 'application (k, X) — kexp X
est un difféomorphisme de K x p sur G. La décomposition de Cartan joue un role important dans les
études sur les espaces symétriques : pour chaque élément g € G, il existe toujours ki, ks € K et H € at
tels que g = kq(exp H)ke. Autrement dit, nous pouvons simplifier le probléme concernant les fonctions

K-bi-invariantes en passant d’un espace symétrique au sous-espace euclidien a. Par ailleurs, la mesure de
Haar sur G s’écrit

/Gdg f(9) :const./del /u+ dH §(H) /Kdlcg f(kq(exp H)k2),

avec la densité
§(H) = H (sinh{a, H))™* < { H M}ma (2o ) VH € at.
’ 1+ (o, H)
aext aext

Ici, la constante a été calculée explicitement dans [AnJi99, p.1041].

Désignons par N le sous-groupe de Lie de G associé a la sous-algébre nilpotente

n= @ da-

aext

La décomposition d’Iwasawa
G = N(expa)K

généralise la facon dont une matrice réelle carrée peut étre écrite comme produit d’'une matrice triangu-
laire supérieure et d’une matrice orthogonale. Dans cette décomposition, 'application (n, a, k) — nak est
un difféomorphisme de N x A x K sur G. Nous n’utilisons pas directement cette décomposition dans la
suite, mais sa a-composante intervient dans la formule intégrale des fonctions sphériques.
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Série de Poincaré. On peut estimer certains noyaux sur les espaces localement symétriques en utilisant
les estimations du noyau obtenues sur les espace symétriques. L’exemple le plus simple est série de
Poincaré qui est définie par

Py(z,y) = Z e~ sd@y) Vs >0, Vx,y € X. (1.1)
~erl

Remarquons que P,(x,y) est [-invariante au sens que Ps(x,y) = Ps(712,v2y) pour tout v1,7v2 € I, alors
Py(x,y) est aussi considérée comme une fonction définie sur Y x Y. Nous désignons par

() =inf{s > 0| Ps(x,y) < +oo}

son exposant critique. Comme I' C G est un sous-groupe discret d’isométries, une application de I'inégalité
triangulaire implique que la valeur de ’exposant critique 6(I') ne dépend pas du choix des points z,y € X.
Nous pouvons aussi la définir par

log N
4(T") = limsup log Nr(z,y)

Ve,y € X
R—+o0 R

en utilisant la fonction de comptage orbitale

Ng(z,y) = {y €T | d(z,vy) < R}|.

Autrement dit, 6(T") mesure le taux de croissance exponentiel des orbites de I" en X. Il est bien connu que
o(T") € 10,2|p|], et 6(I") atteint son maximum si I' est un réseau, c’est-a-dire Y = I'\X est de volume fini,
voir [A1b99].

Dans le cas de rang un, X = H"(F) est un espace hyperbolique, ot F =R, C, H ou O (dans ce cas
n = 2), voir Exemple 1.1.2. Nous désignons par 0H"(F) la sphére a Uinfini de H”(F) qui est identifiée
avec une spheére (d — 1)-dimensionnelle. Fixons un point z € H*(IF) quelconque, I’ensemble limite Ar du
sous-groupe discret I' est donné par

Ar = Tz N OH™(F).

Désignons par Conv(Ar) Uenveloppe convexe dans H"(IF) de I’ensemble limite Ar. Alors T est dit conveze
cocompact si le groupe quotient I'\ Conv(Ar) est compact. Dans ce cas, pour tout s > §(I'), il existe
C > 0 tel que

Py(x,y) < CP4(0,0) Vz,y € H"(F),

c’est-a-dire que la série de Poincaré est uniformément bornée, voir Lemma 4.3.3.

FIGURE 1.3 — Enveloppe convexe dans H?(R) de 'ensemble limite Ar.
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1.1.2 Décomposition barycentrique de la chambre de Weyl

Nous présentons dans cette partie 'idée de la décomposition barycentrique pour la chambre de Weyl,
voir Sect. 3.2.3 pour les propriétés détaillées. Cette méthode nous permet de surmonter une difficulté bien
connue dans ’analyse sur les espaces symétriques de rang supérieur : la densité de Plancherel n’est pas un
symbole différentiel en général. Soient X5 = {a1,...,ap} le systéme des racines simples et {A1,...,Ap}
sa base duale dans a, qui est définie par

(aj, Ap) =05 V1<j k<L
Remarquons que at = RTA; + --- + Rt A,. Nous rappelons

<O‘j7ak>§0 Vlﬁ]?'ékﬁga
(Aj,Ap) >0 V1< k<L

Désignons par B 'enveloppe convexe de W.A; U --- LU W.A; et par & sa frontiére polyédrique. Alors
BNat est le ~simplexe de sommets 0, Ay, ..., Ay, et GNat est le (—1)-simplexe de sommets Ay, ..., Ay.
Le pavage suivant est obtenu en regroupant les subdivisions barycentriques des simplexe & Nw.at :

G = U U w.G;

weW 1<5<¢

G;={ eGnat | (a;,\) = 112?§£<ak’ A}

Qg
(SP)

FIGURE 1.4 — Exemples des subdivisions barycentriques dans As et dans As.

Les vecteurs dans & ont les propriétés importantes qui nous permettent de manipuler la densité de
Plancherel en rang supérieur. Mais cela ne sert pas directement aux calculs suivants, il faut trouver
les bonnes fonctions plateaux lisses convenables pour lesquelles nous pouvons faire ’analyse. Pour cette
raison, nous projetons le pavé & sur la sphére unité :

S@= U ws
weEW 1<5<0

ot S; sont les projections des subdivisions barycentriques &; sur la sphére "unité. Nous établissons une
version lisse de la partition de I'unité

Z Z Lo.s; (Ti\\\) =1 p-p-

weW 1<;5<0
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de la fagon suivante : considérons une fonction plateau lisse x : R — [0, 1] telle que x(r) = 1 lorsque r > 0
et x(r) = 0 lorsque r < —¢; pour une constante ¢; > 0 & spécifier, nous supposons

Xw.s; (A) = H X<<w'|oj\k’ )\>)x<<w'aj’ A) ;|<w'ak’ )\>> YA € a~ {0},
1<k<t k]

pour chaque w € Wet 1< j </

As

FIGURE 1.5 — Exemple de la projection dans As.

Alors
X=D_ D Xus,
weW 1<5<¢

est une fonction W-invariante et non nulle sur a ~\ {0}. De plus, X est un symbole homogéne d’ordre 0.
Désignons par

Xw.§; = ——=2 sur a~ {0},

nous obtenons enfin

DD Xws, =1 sur a~ {0} (1.2)

wEW 1<;5<¢

On verra que, dans le support de chaque x..s;, la densité de Plancherel devient un symbole différentiel
lorsqu’on la dérive dans la direction w.A;.

1.1.3 Analyse harmonique sur les espaces symétriques

Désignons par S(K\G/K) Pespace de Schwartz des fonctions K-bi-invariantes sur G et par S(a)"
le sous-espace des fonctions W-invariantes dans 1’espace de Schwartz S(a). La transformation de Fourier
sphérique H, définie par

HIO) = /G dr p_x(2)f(z) VA€a, Vf € S(K\G/K),

est un isomorphisme entre S(K\G/K) et S(a)". La transformation de Fourier sphérique inverse est
donnée par

flx) = Co/d)\ e 2oa(@HI(N) Ve e G, Vf € S(a)W (1.3)
a
ou Cp > 0 est une constante dépendant uniquement de la structure géométrique de X, qui a été calculée

explicitement, par exemple, dans [GaVa88, Theorem 6.4.1] et [AnJi99, Theorem 2.2.2]. Nous parlons de
la fonction sphérique @y () et de la fonction de Harish-Chandra c()\) dans les paragraphes suivants.

10
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Fonctions sphériques. De méme que le noyau exponentiel e**) dans la théorie de Fourier euclidienne,
la fonction sphérique ¢, joue un role essentiel dans ’analyse harmonique sur les espaces symétriques. Pour
chaque A € ac, @) est une fonction propre K-bi-invariante réguliére pour tous les opérateurs différentiels
invariants sur X, en particulier pour le laplacien :

—Axpr(x) = (A2 + |p[H)er(2),
©a(0) = 1.

Dans le cas non compact, la fonction sphérique est donnée par la formule intégrale
ox(z) = / dk efAteAk2)  y) e q, Vo e X,
K

ou A(kzx) est la a-composante unique de kx dans la décomposition d’Iwasawa G = N(expa)K, voir
[Hel0O, p.418]. Le comportement de @y a été étudié par Harish-Chandra et par Trombi et Varadarajan
(voir [GaVa88| et [AnJi99]). Nous avons juste besoin de lestimation élémentaire

loa(z)] < po(z) VA Ea, VzeX,
ou

polexp H) =< {H1+ aH} —{e.H) VH € at.

aext

Fonction ¢ de Harish-Chandra et densité de Plancherel. Nous évitons d’'introduire I’expression
intégrale (compliquée) de la fonction ¢ de Harish-Chandra. D’apreés la formule explicite de Gindikin et
Karpelevi¢, voir par exemple [DKV79, pp.43-50] et [AnJi99, pp.1041], cette fonction est donnée par

c(\) = H caQZ:ii) VA€ a,

aext
ou
(a, a, ) ;
c (U) _ F((a,gf) + %ma) F(% <<a,2>> + ima + l’fn2oz) F(“}) ' F(§v + ima)
T({555) P& 4 Img) Do+ sma) T(Fo+ Ima + Smaa)

est un symbole inhomogéne sur R d’ordre my, + mo, pour chaque a € Ej‘ . La densité de Plancherel
|c(X)| 72 est donc un produit de symboles unidimensionnels, mais pas un symbole sur a en général,
voir par exemple [Hel92; BOS95] o les auteurs ont étudié le principe de Huygens sur certains espaces
symétriques et ont expliqué cette difficulté technique pour le cas général. Nous pouvons également écrire
c(A\) = b(A\)7w(iX\)~! avec

7)) = H (ct, \) et b(\) = H ba(<06,)\>>

aEEj ani <a7a>

ot b, (v) = |a|?ive, (v). Nous savons que 7()) est un symbole homogene d’ordre |27 |, mais b(\) ne lest
pas en général. En fait, toutes les dérivées de b(A\)*! sont majorées par

b = [T @+ [, ND='F

aenf

ma+moq
2

Y\ € a—iat.

En conséquence, la densité de Plancherel satisfait le comportement asymptotique

- - _ AP~ si A <1
A 2 _ ‘XQ b 2 o ,A 2];+ ,A Ma+maa—2 < | s 1,
lc(V)[7% = 7(A)?[b(N)] E|E|+<O¢ Y2(1+ [{a, A)]) SR AN

En utilisant la décomposition barycentrique (1.2), xw.s, (A)|c(X)| "2 devient un symbole inhomogeéne quand

on la dérive dans la direction w.A;. Cette technique nous permet d’estimer le noyau des ondes sur les
espaces symétriques de rang supérieur, voir Chap. 3.

11
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Exemple 1.1.4. Lorsque G est complexe, U'analyse sur les espaces symétriques X = G/K devient plus
simple grice aux expressions élémentaires de la fonction sphérique et de la densité de Plancherel. Dans ce
cas, toutes les racines sont réduites, alors ¥;7 = XT. Pour chaque racine o € X1, on a toujours my, = 2,
donc p =73 cs+ . En plus, la densité de Plancherel devient

e =7\ = ] (@
aext

qui est un polynome homogene de degré d— L. Selon [Hel00, Chap IV, Theorem 4.7], la fonction sphérique
pour G complexe est également donnée par

or(exp X) = J—1/2(X)/ de /((AdR)Az) gy x e p
K

ot J désigne le jacobien de ’application exponentielle de 1 équipé de la mesure de Lebesgue a X équipé de
la mesure riemannienne. Il est définie par

7)) =] (W)m VX €p, (1.4)
aext

alors

JH)TV2=T] (<°‘H>>) x{ ITa+ <a,H>)%}e-<PvH> VH € at. (1.5)

sinh{o, H
ex+ aext

Remarquons que J(H)_l/2 = o(exp H) pour tout H € a lorsque G est compleze. Nous pouvons écrire la

formule inverse de la transformation de Fourier sphérique comme
f(z) = const. gpo(x)/d)\ Hf(N)e H(AdR)A2) vieS@W.
p

Cette formule est utilisée dans Chap. 2 pour estimer le noyau des ondes dans le cas ot G est compleze.

1.1.4 Outils d’analyse fonctionnelle sur les espaces symétriques

A la fin de cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces fonctionnels
que nous utilisons fréquemment dans cette thése. Les références générales sont [Ste70b; BelLo76; Tri92],
nous nous aussi référons a [Ank90; Ank92] pour I'analyse sur les espaces symétriques.

Espace de Sobolev. Soient 0 € R et 1 < ¢ < +00. Nous désignons par H?%(X) I'image de L4(X) sous
I'opérateur (—Ax)~ % équipé de la norme
I fllzreacey = I1(—A%) % || Lagx)-
Lorsque o = N est un entier naturel, HV:¢(X) coincide avec I'espace de Sobolev classique
WHI(X) = {f € LX) | V/f € LU(X) Vje[1,N]}

défini au moyen des dérivées covariantes. Nous écrions H?(X) au lieu de H?%(X) pour simplifier la
notation. Les deux versions suivantes du plongement de Sobolev seront utilisés. Le premier est standard,
il sert & élargir la famille des paries admissibles pour 'inégalité de Strichartz. Le deuxiéme concerne les
fonctions K-bi-invariantes sur X, nous en avons besoin pour estimer le développement asymptotique du
noyau.
Théoréme 1.1.5 (Plongement de Sobolev). Soient 1 < p1,ps < 400 et 01,02 € R tels que

d d

o1 —02 2> ———>0.

a g2

Alors H°+9(X) C H?2%2(X). Autrement dit, il existe une constante C > 0 telle que
I fll o202 () < Cll fll v x),

pour toute fonction f raisonnable sur X.

12
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Théoréme 1.1.6 (Plongement de Sobolev pour les fonctions K-bi-invariantes, [Ank92, Lemma 2.3]).
Soit o > %. Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

[f(expa®)| < Ce™ || fllyoy  Vf € HO(K\G/K)

ou zt € at désigne la composante radiale de x dans la décomposition de Cartan.

Phénomeéne de Kunze-Stein.? Le phénoméne de Kunze-Stein concerne le comportement par rapport
aux espaces LP du produit de convolution sur les groupes de Lie semi-simples, voir [KuSt60; Cow78;
Ton00a]. C’est un outil important pour obtention d’inégalités dispersives sur les espaces symétriques.
Nous aurons besoin d’une version particuliére de ce phénoméne pour les fonctions K-bi-invariantes. Le
théoréme suivant a été établi par Stein [Ste70a] et par Herz [Her70] pour ¢ = 2. Pour ¢ > 2, nous obtenons
le résultat suivant en reprenant la démonstration de [APV11, Théorém 4.2] dans le cas des espaces de
Damek-Ricci.

Théoréme 1.1.7 (Phénomeéne de Kunze-Stein pour les fonctions K-bi-invariantes). Soit f € Li (K\G/K).

loc
Alors
2

H . *f||Lq'(X)_>Lq(X) < {/de <P0($)\f(x)|%}a

pour tout 2 < q < 0.

Ce phénoméne a été étendu a certaines classes d’espaces localement symétriques [LoMa09 ; LoMal4].
Dans Chap. 4, nous établissons une version L? du phénomeéne de Kunze-Stein sur Y = I'\X dans le cas
o X est un espace symétrique de rang un et §(T") < p.

Théoréme 1.1.8 (Phénomeéne de Kunze-Stein sur Y). Supposons que X est un espace symétrique de
rang un et 6(I') < p. Alors

|- % ey < /G dz po()|f(z)

pour toute fonction f raisonnable et K-bi-invariante dans G.

Interpolation de Stein. Le théoréme d’interpolation de Stein, qui généralise le résultat classique de
Riesz-Thorin, est un résultat utile pour une famille analytique d’opérateurs. Ce tout premier résultat de
Stein est encore trés fréquemment utilisés aujourd’hui dans 'analyse mathématique. Dans cette thése, il
est un ingrédient indispensable pour établir la propriété de dispersion.

Théoréme 1.1.9 (Théoréme d’interpolation de Stein, [Ste56]). Supposons que T, est un opérateur qui
dépend analytiquement de o dans la bande 0 < Reo < 1. Si T, est uniformément borné de LP*(X) dans
L1 (X) quand Reo = 0, et de LP2(X) dans L9%2(X) quand Reo = 1, alors Ty est borné de LP?(X) dans

q0 1 _1-6, 6 1 _1-6 , 6
L*(X) wee o = Y T @ T et0<f=<1

1.2 Principaux résultats obtenus

Nous énongons les résultats obtenus dans cette thése. La premiére partie concerne ’équation des
ondes sur les espaces symétriques non compacts de rang supérieur. Aprés avoir établi les estimations
ponctuelles du noyau, les propriétés de dispersion et les inégalités de Strichartz, nous démontrons que
I’équation des ondes semi-linéaire correspondante est globalement bien posée avec les donnés initiales
de régularité faible. Cela généralise les résultats précédemment obtenus sur les espaces symétriques de
rang un. Nous examinons des problémes d’analyse sur les espaces localement symétriques dans la seconde
partie. D’une part, nous étudions les équations des ondes et de Klein-Gordon sur une classe d’espaces
localement symétriques de rang un. D’autre part, nous caractérisons le bas du spectre L2 de —Ay sur les
espaces localement symétriques de rang supérieur.

3. Nous nous référons a [Fef95] pour un résumé des travaux de E.M. Stein et de ses collaborateurs.
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1.2.1 Equation des onde sur X

Nous adoptons le méme stratégie que dans le cas euclidien : aprés avoir trouvé les estimations ponc-
tuelles du noyau, on en déduit les propriétés dispersives selon un argument d’interpolation ; ensuite nous
établissons 'inégalité de Strichartz en utilisant la méthode TT™ classique et la décomposition dyadique de
Keel-Tao pour le point critique ; enfin, nous étudions le probléme de Cauchy semi-linéaire correspondant
par le schéma du point fixe reposant sur 'inégalité de Strichartz. Comme les résultats concernés sont bien
connus en rang un, nous nous concentrons sur le cas des espaces symétriques de rang supérieur. Lorsque
£ > 2, nous avons a la fois d > 4 et D > 4 selon (3.2). Cela nous permet d’éviter le cas 2-dimensionnel,
ou les estimations continent des termes logarithmiques additionnels.

Estimation ponctuelle du noyau. Afin de simplifier les énoncés et d’éviter les singularités éventuelles,
nous considérons la famille analytique d’opérateurs sur X :

We = (_Ax)f%eit\/fo

e

dans la bande verticale 0 < Reo < . Cette technique classique a déja été utilisée pour l'opérateur

des ondes sur les espaces hyperboliques, voir [APV12; AnPil4]|. La fonction 1"(% — 0), qui apparait
naturellement dans la théorie des distributions de Riesz, nous permet de traiter le point critique o = %,
tandis que la fonction exponentielle permet de borner les expressions dans la bande verticale. Nous nous

référons a [Ste93, Chap 9] pour plus de détails sur cette technique.

d+1
2

Désignons par wy le noyau de convolution K-bi-invariant de Wf :
Wi f@) = £+3 @) = [ dyare o

ol f est un fonction raisonnable définie sur X. Selon la formule d’inversion de Fourier sphérique (1.3),

0_2

/dA IOV 2px (@) (JA2 + [p]?) = 5 VNP,

(& = o) Ja

wy (x) = const.

Observons que I’approche réalisée sur les espaces hyperboliques peut étre étendue aux espaces symétriques
de rang supérieur avec G complexe, mais ne fonctionne plus pour G réel, parce que la densité de Plancherel
n’est pas toujours un symbole différentiel en général. Afin d’étudier une telle intégrale oscillante, nous
avons besoin de la diviser en plusieurs morceaux selon que ||, [t] et % sont petits ou grands, et puis
nous étudions respectivement chaque morceau par un argument différent. Hormis la méthode standard
de la phase stationnaire, nous avons encore besoin de la paramétrix de Hadamard [Bér77; CGMO1] et
de la décomposition barycentrique de la chambre de Weyl (Sect. 1.1.2). I’énoncé suivant, qui regroupe
les estimations obtenues dans chaque cas différent, nous permet de présenter clairement le résultat.
Pour établir la propriété de dispersion, il faut reprendre les estimations précises (voir Theorem 3.3.5,
Theorem 3.3.9 et Theorem 3.3.12).

Théoréme I (Estimation ponctuelle du noyau). Il existe N € N tel que, pour tout o € C avec Reo = %,

lestimation suivante est valable pour tout x € X :

d—1
N B it~z si 0< |t <1,
()] < 1+ [zt Ne e
wf (@) S (L+[27]) i % si [t > 1,

ou zt € at désigne la composante radiale de x dans la décomposition de Cartan.

Nous conjecturons que ces estimations sont optimales en temps et la condition de régularité est bien
critique. Notons que l'analyse du noyau est plus simple lorsque Reo > %. La puissance N de la partie
polynomiale sera précisée pour chaque cas différent.
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

En temps petit, les estimations sont semblables sur les espaces euclidiens, les espaces hyperboliques et
les espaces symétriques de rang supérieur. Mais en temps grand, ca devient complétement différent. Sur
un espace euclidien d-dimensionnel, la décroissance en temps grand est identique a celle en temps petit.
Sur un espace symétrique de rang un, la décroissance en temps grand est |t|*%.

Propriété de dispersion. Une fois les estimations ponctuelles du noyau établies, les étapes suivantes
sont similaires & celles sur I’espace hyperbolique réel. En utilisant le phénoméne de Kunze-Stein et ’argu-
ment d’interpolation pour la famille analytique d’opérateurs W dans la bande verticale 0 < Reo < %7
nous déduisons les propriétés de dispersion suivantes.

Théoréme I (Propriété de dispersion). Soient 2 < ¢,¢ < +00 et 0 > (d+ )max{ — ¢,5 — z}. 1l
existe une constante C' > 0 telle que les inégalités dispersives suivantes sont valables :
|t‘—(d—1)max{%_l 11y si 0< |t| <1,

Wl <C
IWE N £ar 32— Loy < {|t—€f si|t] > 1,

En comparaison avec la propriété dispersive sur ’espace euclidien
C(d—1)(i_1
WYl Lo Rty Lorey S 1] (@-1z=q) vt € R,
I’estimation en temps petit est essentiellement identique, mais celle en temps grand est considérablement

améliorée, au sens o on obtient une forte décroissance qui ne dépend ni de ¢ ni de ¢. Cela nous permet
d’établir I'inégalité de Strichartz globale pour une grande famille de paires admissibles.

Inégalité de Strichartz. Considérer le probléeme de Cauchy linéaire

(1.6)

{agu(t, ) — Axu(t,z) = F(t,z),
u(0,2) = up(x), Oli=oult,z) = uy(x),

dont la solution est donnée par la formule de Duhamel :

sint\/fAXu . t < sin(t — s)v/—Ax
e+ [ o B

L’inégalité de Strichartz globale s’exprime au moyen de la norme temps-espace mélangée :

u(t,x) = (costy/—Ax)up(x) + F(s,x).

1

llull Lo ;-0 (x)) = dt |(=Ax) " Fult, ) s )
A %)

des données initiales et de la partie inhomogéne F'. En utilisant la méthode TT* classique basée sur la
propriété de dispersion Théoréme II, nous ’établissons pour une grande famille de paires admissibles :
une paire (p, q) est appelée admissible si (%, é) appartient au triangle

(o) e Ll <) [5G Ul 0

Théoréme III (Inégalité de Strichartz). Soient (p,q) et (p,q) deuz paires admissibles, et supposons

IR

Y

Alors toute solution u du probléme de Cauchy linéaire (1.6) satisfait l’estimation suivante :

[VexxullLe(rm-aa(x)) S llwollmr sy + lluilley + 1Fl Lo (1,509 x0)- (1.8)
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

1
q
Y S @
2 Keel-Tao
r_ 1 /
2 d—1
1
p
0 ] 1
2

coté eulicdien

FIGURE 1.6 — Admissibilité en dimension d > 4.

En comparaison avec l'espace euclidien, ici nous avons les mémes conditions de régularité pour o et
o, mais la famille des paires admissibles pour 'espace symétrique est beaucoup plus large que celle pour
R?, qui correspond juste au coté inférieur du triangle (1.7). Comme cela a déja été observé sur I'espace
hyperbolique réel, c’est une conséquence d’une meilleure dispersivité en courbure négative. Par rapport a
I’espace hyperbolique, la propriété de dispersion Théoréme II nous donne plus de décroissance en temps
grand, mais cela n’améliore pas 'inégalité de Strichartz sur les espaces symétriques de rang supérieur.
En fait, pour établir (1.8), il suffit d’avoir |[t|~17° avec € > 0 dans I’estimation dispersive en temps grand.

De fagon similaire a ’espace euclidien ou a I’espace hyperbolique, I’ensemble des paires admissibles
(1.7) peut étre élargi en utilisant le théoréme du plongement de Sobolev Théoréme 1.1.5.

Corollaire IV. Soient (p,q) et (p,q) deuz paires correspondant au carré

o5 < (05)U{(:5)}:

1
q

=

FIGURE 1.7 — Admissibilité étendue en dimension d > 4.

q P
que 0 > o(p,q). Alors linégalité de Strichartz (1.8) est encore valable pour toute solution du probleme

de Cauchy linéaire (1.6).

Supposons que o € R satisfait o > o(p,q), o o(p,q) = %(% — %) -+ max {O, %(% - l) - l}, et
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

Equation des ondes semi-linéaire. En utilisant I'inégalité de Strichartz établie ci-dessus et le schéma
du point fixe, nous étudions le probléme de Cauchy semi-linéaire suivant

O2u(t,z) — Axu(t,z) = F,(u(t,z)), (1.9)
w(0,2) = ug(x), Ili=ou(t, ) = ui(z), '
avec une non linéarité de type puissance
By @) Sl et By (u) = Fy(o)] S (Jul" ™ + o 7w — v (1.10)

ol v > 1. L’existence globale des solutions d’équations des ondes semi-linéaire sur R? fait I’'objet de la
conjecture de Strauss. Il s’agit de déterminer la puissance critique comme 'infimum de v € (1, v.(d)] telle
que le probléme de Cauchy (1.9) ait une solution globale pour des données initiales petites. Ici

4
d)=14+—
désigne la puissance conforme. Le premier résultat dans cette direction a été obtenu pour d = 3 [Joh79],
ou John a démontré Pexistence globale pour v > 1+ v/2 et Pexplosion pour v < 1+ v/2. Ensuite, Kato
[Kat80] a indiqué que la solution globale n’existait pas pour d =1 ou 1 <y < 1+ 7. Strauss [Stragl]
a conjecturé que la puissance critique 7o (d) pour d > 2 est la racine positive de ’équation quadratique

(d—=1)75 = (d+ 1)y —2=0,

autrement dit,

1 1 1 1 \2 2

d) =+ —+f(GHo=s) +5 1 vdx2

Yo(d) 2+d—1+\/2+d—1 + > >

La non-existence de solutions globales pour 1 < v < 7(d) a été obtenue par Glassey [Glag1] (d = 2),
John (d = 3) et Sideris [Sid84] (d > 4). La partie positive de la conjecture a été démontrée pour toute
dimension en plusieurs étapes, voir par exemple les travaux [KIPo83; GLS97; Tat01] et les références
qu’ils contiennent pour plus de détails sur la conjecture de Strauss dans le contexte euclidien.

En courbure négative, I'existence globale avec les données initiales petites a été prouvée, sur les espaces
hyperboliques réels de dimension d = 3 [MeTall; MeTal2] et puis de dimension d > 2 [AnPil4], pour
tout v € (1,7.(d)]. C’est-a-dire que, sur ces espaces hyperboliques, il n’y pas de phénoméne analogue
a la conjecture de Strauss. Ensuite, les résultats similaires ont été étendue aux espaces de Damek-Ricci
[APV15], qui contiennent tous les espaces symétriques de rang un. Récemment, I’existence globale est éta-
blie sur la variété riemannienne compléte et simplement connexe avec la courbure sectionnelle strictement
négative [SSW19], et sur les variétés asymptotiquement hyperboliques non-captivées [SSWZ19], ou il y
a le phénoméne analogue comme sur les espaces hyperboliques. On note que ces résultats de I’existence
globale sont aussi valables pour certaines puissances super-conformes v > 7.(d).

En utilisant l'inégalité de Strichartz (Théoréeme III) avec une large famille de paires admissibles,
nous étendons le résultat de lexistence globale obtenu sur I’espace hyperbolique réel [AnPil4] & tous
les espaces symétriques non compacts de rang supérieur. Précisément, nous démontrons que le probléme
de Cauchy semi-linéaire (1.9) a une unique solution qui dépend de fagon continue des données initiales
petites, autrement dit, nous démontrons que (1.9) est globalement bien posée dans une un espace fonc-
tionnel raisonnable. Pour énoncer le théoréme suivant, nous avons besoin d’introduire quelques notations.
Considérer les puissances

L3 , 2 {1+di2 si d<5,
Nn=1l+- "=1+ a=1 . 32 > V3= 4-1 3 d—3 3 d—1 .
d G+ T+m—\/(7+m)2—4m si d>6,
et les courbes suivantes

_d+1  (d+1)(d+5) 1 _d+1 1 _d 2
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

Théoréme V. Le probléeme de Cauchy semi-linéaire (1.9) est globalement bien posée pour les donnés
initiales petites dans H°(X) x H°~Y(X) a condition que

c>0 si 1<vy<y,

o >o1(7) st <y <, (111)
o = 032(7) st 72 <7 < e(d),

o > 03(7) si e(d) < v < s

Précisément, dans chaque cas, il existe 2 < p,q < +o0o tels que pour des donnés initiales petites uy €
H(X) et uy € H* LX), le probleme de Cauchy (1.9) posséde une unique solution dans l’espace de
Banach

C(R; H? (X)) N CY(R; H*~1(X)) N LP(R; LI(X)).

0 a
|
|
|
d
25 >
|
|
|
|
|
| P <
| e
| 7
|
|
| 03
|
|
|
1 | 0—2
5 n
1 o1
|
0 O----------—~ ; : 1 >
1 i V2 Ve 73 Y

FIGURE 1.8 — Condition de régularité (1.11)

1.2.2 Equation des ondes sur certains espaces localement symétriques

Considérons 'opérateur pseudo-différentiel D = /—Ay — |p|? + k2 avec £ > 0. L’équation de Klein-
Gordon

{8t2u(t733) +DZu(t,x) = F(t,x), (1.12)

uw(0,x) = ug(x), O|t=ou(t,x) = uyi(x),

est bien comprise sur les espaces symétriques de rang un [AnPil4]. On note que (1.12) est une équation
des ondes lorsque xk = |p| et devient une équation des ondes shiftée lorsque x = 0. Nous allons étendre les
résultats obtenus sur I'espace symétrique X a Uespace localement symétrique Y = I'\ X sous les hypothéses
suivantes :

(a) X est de rang un,
(b) I' est convexe cocompact,
(c) 6(T) < p.
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

Commentons ces hypothéses. Nous considérons les espaces symétriques de rang un parce que, d’une part,
on dispose de bonnes estimations du noyau en rang un (maintenant aussi en rang supérieur); d’autre
part, la condition de convexe cocompacité fournit une classe riche et intéressante d’exemples en rang un,
mais par contre une classe assez limitée et moins intéressante en rang supérieur. La convexe cocompacité
produit une borne supérieure uniforme de la série de Poincaré, qui est cruciale pour démontrer la propriété
de dispersion. La condition de pression §(I') < p a plusieurs conséquences : Y est une variété de volume
infini, son trou spectral A\g(Y) = p? est le méme que X, et Y posséde un phénoméne de Kunze-Stein L?
qui est essentiel pour la propriété de dispersion. Ce travail est inspiré par [FMMI8], ou les auteurs ont
traité I’équation de Schrodinger sur une classe d’espaces localement symétriques vérifiant des conditions
légérement différentes.

Comme sur les espaces symétriques, nous désignons par D = /—Ay — |p|? + K2 avec K > 0, et par
w{ le noyau de convolution K-bi-invariant de ’opérateur

WY = ——5——D77¢"P.

N o)

dans la bande verticale 0 < Reo < %. Le noyau sur Y est exprimé comme une moyenne sur le groupe
du noyau sur les espaces symétriques X :

O (z,y) = Y & (y \yw)  VeyeX (1.13)
yel’

Lorsque 6(T") < p, I'opérateur des ondes associé a ce noyau posséde I’expression intégrale :
Wefe) = [ dyoreaf)  vresw)
Y

(voir Proposition 4.3.1). Comme sur les espaces symétriques X, nous démontrons une propriété de dis-
persion et établissons une inégalité de Strichartz pour une grande famille des paires admissibles sur les
espaces localement symétriques Y vérifiant les trois conditions (a), (b) et (c).

Théoréme VI (Propreté de dispersion sur Y). Soient d > 3,2 < g < +oo et o > (d+1)(3 — %) Alors
il existe une constante C' > 0 telle que

it~ DG si 0< |t <1,

wWell, . <C
IWE o (v)— L) < {|t|—3 si [t > 1.

Remarque 1.2.1. En dimension d = 2, il y a un facteur logarithmique additionnel pour [’estimation en
1 1 2
temps petit, qui devient [t|~ 273 (1 — log [t|)' 7.

Théoréme VII (Inégalité de Strichartz sur Y). Soient (p,q) et (p,q) deux paires admissibles au sens

que (%, %) et (%, %) appartiennent o l’ensemble

(o)D)= =5 G- NU{0) Ga-a=)) 0w

Supposons que o et a remplient les conditions de régularité

d
02i<1—1) ot &zﬂ(l—i).
2 2 q 2 2 q

Alors toute solution u du probleme de Cauchy (1.12) satisfait lestimation suivante :

Vexyull Lo m-aa(vy) S llwollmreyy + luillzeeyy + 1Fl Lo (1,500 (o)) - (1.15)

De plus, l’ensemble admissible peut étre élargi au carré

0-3) % 0.3 U{02) (3-7=3)}
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1.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS

Q=

Keel-Tao

SR

F1GURE 1.9 — Admissibilité pour Y en dimension d > 4.

en utilisant le plongement de Sobolev. Autrement dit, l'inégalité (1.15) reste valable pour toutes les solu-
tions de (1.12) a condition que o > o(p,q) et o > o(p,q), ot

-4 2) eme{o 451 (G 2) - )

Remarque 1.2.2. Une version de Théoréme VII reste encore valable en petites dimensions d = 2 et
d = 3, voir Sect. J.4.1. En comparaison avec le triangle admissible (1.7) sur les espaces symétriques,
(1.14) perd son bord a droite. La raison en est que la méthode TT* utilisée pour prouver l'inégalité de
Strichartz ne fonctionne plus dans le cas critique ou p = 2 et q < 2%. La méthode de décomposition
dyadique de Keel et Tao [KeTa98] prend en charge ces points critiques, mais elle requiert une propriété
de dispersion plus forte en temps petit qui est similaire au Théoreme II. Une telle estimation découlerait
de

~o _d—1
107 |Laeyy S 1E17 2 Yo < |t < 1

qui n’est pas connu pour linstant sur Y. Cependant, ces points critiques ne sont pas concernés pour
étudier existence de la solution du probléme de Cauchy semi-linéaire correspondant. Par conséquent
nous obtenons les résultats suivants qui sont analogues aur espaces symétriques.

Théoréme VIIL. Supposons que Y vérifie les trois conditions (a), (b) et (c). Alors il existe 2 < p,q <
+oo tels que le probleme de Cauchy semi-linéaire

O2u(t,z) + D2u(t,z) = F,(u(t,z)),

u(0,2) = uo(x), Ali=ou(t, ) = u1(z),

avec une non linéarité de type puissance (1.10), est globalement bien posé dans LP(R; L4(Y)) pour des
donnés initiales petites dans H°(Y) x H°~Y(Y), a condition que o satisfasse (1.11).

1.2.3 Caractérisation du bas du spectre L? de —Ay

Nous venons de définir le noyau des ondes (1.13) sur les espaces localement symétriques a 1’aide du
noyau défini sur les espaces symétriques. Afin d’étudier un tel noyau, nous devons souvent analyser la
série de Poincaré. Notre dernier résultat dans cette thése est de caractériser le bas du spectre L? de —Ay
en utilisant certaines séries de Poincaré modifiées. Ce résultat est un analogue en rang supérieur de la
caractérisation obtenue par Elstrodt, Patterson, Sullivan et Corlette en rang un. Rappelons qu’on peut
exprimer \o(Y), le bas du spectre L? de —Ay, en termes de exposant critique §(I') et de la demi somme
des racines positives p lorsque Y est de rang un.
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Théoréme 1.2.3 ([Els73a; Els73b; Els74; Pat76; Sul87; Cor90]). Dans le cas de rang un, nous avons

(1.16)

{p2 si 0<4() < p,
p* = () - p)? st p <o) < 2p.

En utilisant la notation pp;, = min
estimations suivantes en rang supérieur.

HeaF ”HH:1<p, H) € (0,]p|], Leuzinger et Weber ont établi les

Théoréme 1.2.4 ([Leu04; Web08]). Dans le cas général, nous avons

e Borne supérieure :

2 si 0<46() <|pl,
Mol(Y) < Ipl2 i i 0= T) < ol
lp[* = (6(T") = [pl) st [p| <0(T') < 2[p|.
e Borne inférieure :
lol? si. 0<6(I') < pmin,
No(Y) > | (1.17)
{max{o; o7 = G0) = puin)®} S i < 0T < 2lgl,

Selon I'approche utilisée dans [Ank90; Ank91; Ank92], nous remplagons la distance riemannienne
d(-,-) par la distance polyédrique

d(z,y) = (ﬁ, (y o)ty Va,yeX,

ot (y~'x)T est la at-composante de y~'x dans la décomposition de Cartan. Désignons par

Pi(z,y) = Z e=sd (@) Vs >0, Vz,y € X,
yel

la série de Poincaré associée a la distance d'(-, ), et par 6'(T") = inf{s > 0 | P!(z,y) < +00} son exposant
critique. En appliquant les arguments de [Cor90] a la série de Poincaré modifiée P.(z,y), nous démontrons
le résultat suivant, qui améliore légérement la borne inférieur (1.17), au sens o nous nous débarrassons

de Pmin-

Théoréme IX. La borne inférieur pour le bas \o(Y) du L? spectre de —Ay satisfait

() = P s 0<8(0) < ol
TP -@@—lo)? st el < 8T) < 20l

Ensuite, nous considérons une famille des distances combinant d(-,-) et d'(-,-) :
ds(z,y) = min{s, |p|}d (z,y) + max{s — |p|,0}d(z,y) Vs >0, Vo,y € X.

Désignons par P (x,y) la série de Poincaré associée a la distance ds(-,-) et par §”(T") son exposant
critique. Nous établissons enfin la caractérisation de Ag(Y) en termes de 6”(T") et |p| sur les espaces
localement symétriques de rang général.

Théoréme X. La caractérisation suivante est valable pour le bas \o(Y) du L? spectre de —Ay :

No(Y) = I st 0<6"(T) <|pl,
ol = (6"(I') = |p])? st [pl <6"(I) < 2lp|.
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Comme |p| = p en rang un, on aura dans ce cas dy(-,-) = sd'(-,-) = sd(-,-) pour tout s > 0, alors
6" (T") = §(T"). On retourne donc la caractérisation du rang un.

Remarque 1.2.5. SiT est un réseau, autrement dit, si Y = T\X est de volume fini, alors \o(Y) =0 et
0"(T) = o"(T) = 6(T) = 2|p|. Comme l’a souligné Corlette [Cor90] en rang un et Leuzinger [Leu03] en
rang supérieur, si G a la propriété (T') de Kazhdan, alors les conditions suivantes sont en fait équivalentes :

(a) T est un réseau, (b) Ao(Y) =0, (c) 6(T) = 2|p|, (d) 6”(T) = 2|p|.
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Chapitre 2

Wave equation on certain noncompact
Riemannian symmetric spaces

Ce chapitre reprend l'article [Zhw20] soumis a la revue.

Résumé : Dans ce chapitre, nous démontrons les estimations ponctuelles du noyau et les propriétés
dispersives optimales pour équation des ondes linéaire sur des espaces symétriques non compacts G /K
de rang général avec G complexe. En conséquence, nous établissons les inégalités de Strichartz pour une
grande famille de paires admissibles, et en déduisons que, comme sur les espaces hyperboliques, I’équation
semi-linéaire correspondante est globalement bien posée pour les données initiales de régularité faible.

This chapter resumes the article [Zhw20] submitted to the journal.

Abstract : In this chapter, we prove sharp pointwise kernel estimates and dispersive properties for the
linear wave equation on noncompact symmetric spaces G/ K of any rank with G complex. As consequences,
we establish Strichartz inequalities for a large family of admissible pairs and prove global well-posedness
results for the corresponding semilinear equation with low reqularity data as on hyperbolic spaces.
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

This paper is devoted to study the dispersive properties of the linear wave equation on noncompact
symmetric space G/K of any rank with G complex, and their applications to nonlinear Cauchy problems.
This theory is well established for the wave equation on R? with d > 3 :

{afu(t,x) — Agau(t,z) = F(t,2),
u(0,z) = uo(z), Olt=ou(t,z) = ui(x),

where the solutions u satisfy the Strichartz inequality :
IVexratllLe(ra-oama)) S luoll grgay + il pogay + 1Fl Lo (1,15 2 (mey) -

on any (possibly unbounded) interval I C R under the assumptions that

2 q

H(3-1). 5= - D),

0="3 2

and the couples (p, q), (5, ) € (2,400] x [2,29=1) fulfill the admissibility conditions :

1os2(-1), 1=42(3- D).

Notice that this inequality also holds at the endpoint (2, 2%) when d > 4, but fails without additional
assumptions when d = 3 (see [GiVe95] and [KeTa98] for more details). These estimates serve as a tool in
order to find minimal regularity conditions on the initial data ensuring well-posedness for corresponding
semilinear wave equations, which is addressed in [Kap94], and almost fully answered in [LiS095; GLS97;
KeTa98; DGKO1].

Given the rich Euclidean theory, several attempts have been made in order to establish Strichartz
inequality for dispersive equations in other settings. We are interested in Riemannian symmetric spaces
of noncompact type where relevant questions are now well answered in the rank one case, see for instance
[Fon97; Tat01; MeTall; MeTal2; APV12; AnPil4] on hyperbolic spaces, and [APV15] on Damek-Ricci
spaces. A first study of the wave equation on general symmetric spaces of higher rank was carried out in
[Has11], where some non optimal estimates were obtained under the strong smoothness assumption.

In this paper, we prove sharp estimates for the non-shifted wave equation on noncompact symmetric
spaces G/K of any rank with G complex. In this case, the Harish-Chandra c-function and the spherical
function have elementary expressions, which allow us to analyze accurately the wave kernel. For lack of
such expressions in general, our present approach is limited to the class of symmetric spaces G/K with
G complex, and maybe to a few other cases.

Consider the operator W7 = D 7¢itV=2% defined on the symmetric space X = G/K, for suitable
exponents o € C, where p denotes the half sum of positive roots, and D = \/—Ax — |p|? + p2 is the
differential operator with a fixed constant p > |p|. To avoid possible singularities, we may consider the
analytic family of operators

0,2

We = D—O’elt\/—AX
d+1 '
E
in the vertical strip 0 < Reo < %EL, see (2.11). We denote by @¢ its K-bi-invariant convolution kernel.

Our first and main result is the following pointwise kernel estimate, which summarizes Theorem 2.3.1
and Theorem 2.3.3 proved in Sect. 2.3.

Theorem 2.1.1 (Pointwise kernel estimates). For all o € C with Reo = %, there exists N € N such
that the following estimates hold for all x € X :

t|= = it 0<|t <1,

G () < 14+ SL’+ Ne—(p,:c+)
w7 (z)] < ( [z 7]) |t|_% if |t >1,

where x+ € at denotes the radial component of X in the Cartan decomposition.
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Remark 2.1.2. These kernel estimates are sharp in time and similar results hold obviously in the easier

case where Reo > %. The value of N will be specified in Theorem 2.3.1 and Theorem 2.5.3. Howewver,
the polynomial (1 + |z*|)N is not crucial for further computations since there is an ewxponential decay

following.

By interpolation arguments, we deduce our second result.

Theorem 2.1.3 (Dispersion property). Let 2 < ¢,§ < 400 and 0 > (d+ 1) max(5 — =, 5 — 3). Then
there exists a constant C' > 0 such that the following dispersive estimates hold :

1 11 1

el -c |¢| (4D max(z3—g3—9) if 0<|t|<1,
PALTE)=LIE) =7 g-5 it |t > 1.

Remark 2.1.4. At the endpoint ¢ = § = 2, t — €™V ~2% is a one-parameter group of unitary operators

on L*(X).

Remark 2.1.5. These estimates, which are proved on real hyperbolic spaces in [AnPil}], extend straight-
forwardly to all the noncompact symmetric spaces of rank 1, and more generally to all Damek-Ricci spaces.
In these cases, the large time decay is |t|’%, where « 8 » corresponds to the so-called dimension at infinity
of X. In higher rank, the dimension at infinity coincides with the manifold dimension d of G/K if and
only if G is complez.

Remark 2.1.6. In [CGMO02], M. Cowling, S. Giulini and S. Meda have described the LP-L? boundedness
of a semi-group of operators related to the shifted Laplacian in constant time t = 1 on general noncom-
pact symmetric spaces. However, sharp dispersive properties with a general t € R* are crucial for proving
Strichartz type inequalities and for studying related PDE problems. Along the lines in [CGM02], we may
derive a sharp dispersive inequality in small time |t| < 1. But as mentioned by these authors, their method
does not yield good estimates in large time.

This paper is organized as follows. After recalling some basic notations and reviewing harmonic ana-
lysis on noncompact symmetric spaces in Sect. 2.2, we derive pointwise kernel estimates in Sect. 2.3. We
prove the dispersive estimates by interpolation arguments in Sect. 2.4. As a consequence, we deduce in
Sect. 2.5, Strichartz inequalities for a large family of admissible pairs and obtain well-posedness results
for the associated semilinear wave equation. In Sect. 2.6, we discuss similar results on a class of locally
symmetric spaces.

2.2 Preliminaries

We review in this section some elementary notations and facts about noncompact symmetric spaces.
We refer to [Hel78; Hel00; GaVa88] for more details.

Let G be a complex semisimple Lie group, connected, noncompact, with finite center, and K be a
maximal compact subgroup of G. The homogeneous space X = G/K is a Riemannian symmetric space
of noncompact type and dimension d > 3. Let g = £ & p be the Cartan decomposition of the Lie algebra
of G. The Killing form of g induces a K-invariant inner product on p, hence a G-invariant Riemannian
metric on X, whose tangent space at the origin is identified with p.

Fix a maximal abelian subspace a in p. The rank of X is the dimension ¢ of a. Let ¥ C a be the root
system of (g,a) which is reduced, and denote by W the Weyl group associated to . Choose a set ¥T
of positive roots, let at C a be the corresponding positive Weyl chamber and a* be its closure. Notice
that d = £ + 2|27 in our case. As usual, p € a¥ denotes the half sum of positive roots, counted with
their multiplicities, which is given in our case by p = > .54 @. It is well known that the spectrum of
the negative Laplace-Beltrami operator —Ax on L*(X) is the half-line [|p|2, +00).
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Denote by n the nilpotent Lie subalgebra of g associated with 1, and by N the corresponding Lie
subgroup of G. Then we have the following two decompositions of G :

G = N (expa) K (Iwasawa),
G =K (expa+t)K (Cartan).

In the Cartan decomposition, the Haar measure on G writes
/ dx f(x) :const./ dky / dH 6(H)/ dko f(k1(exp H)k2), (2.1)
G K at K

where

MH%:II@mMmH»%<{I11fgﬂﬂfémm vH € oF.
aext aEXt ?

Denote by S(K\G/K) the Schwartz space of K-bi-invariant functions on G. The spherical Fourier trans-
form H is defined by

HO) = /de F@o (@) YAEa Vf € S(K\G/K).

Here ¢, € C*°(K\G/K) denotes the spherical function of index A € ac, which is a radial eigenfunction
of the Laplace-Beltrami operator Ax satisfying

—Axpa(x) = (AP +[p]*) a(2), (2.2)
eA(0) = 1.
In the noncompact case, the spherical functions are given by
or(z) = / dk efrtpAkz)) VA € ag, (2.3)
K
where A(kx) is the unique a-component in the Iwasawa decomposition of kx. It satisfies the basic estimate
loa(@)] < polx) VA €a, Ve €X| (2.4)
where
polexpH) = [] oo H) { IT A+ H>)}e’<p’H> VH € at. (2.5)
sinh (o, H) ’
ex+ aext
If G is complex, we have also
ox(@) = pola) [ dk cHabin) (2.6)
K

Denote by S (a)" the subspace of W-invariant functions in the Schwartz space S (a). Then H is an
isomorphism between S(K\G/K) and S (a)"”. The inverse spherical Fourier transform is defined by

flz) = const./d/\ lc(N)| " 2oa (@) Hf(N) Vz e G, Vf e S(a)V, (2.7)

where c()) is the Harish-Chandra c-function. If G is complex, the Plancherel density reads

V)% = 7(A)? = TTaess (@ N7, (2.8)

and in particular, the inverse spherical Fourier transform (2.7) becomes
f(z) = const. () / d\ Hf(N) p—i((ad k). Az)
p

Recall at last the asymptotic expansion of the Bessel function of the first kind :
T (r) ~ 7126t Z aj(m)r= + rY2emr Z b (m)r—7 as 1 — 400, (2.9)
=0 J=0

where a;(m) and b;(m) are suitable coefficients.
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2.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

2.3 Pointwise estimates of the wave kernel

In this section, we derive pointwise estimates for the K-bi-invariant convolution kernel wy of the
operator W7 = D¢tV —A% on the symmetric space X :

Wef(2) = f o+ (z) = /G dy o (y~'2) F (),

for suitable exponents o € C. Via the spherical Fourier transform and (2.2), the negative Laplace-Beltrami

operator —Ax corresponds to |A|2+|p|2, hence the operator D to y/JA[2 + p2. The inverse spherical Fourier
transform implies that

W () = const./ AN JeOV)|"2 (A2 + 72) -3t VIREHIAP ) (). (2.10)

As already observed for hyperbolic spaces (see for instance [APV12]), the classical Euclidean rescaling
method fails since this kernel has different behaviors depending whether ¢ is small or large. We will prove
sharp time pointwise estimates for this kernel along the lines of [AnPil4].

Consider smooth even cut-off functions xo and x+, on R such that

Xo(r) =1 it |r| <1,

w(r) =1 d
X0(r) + Xoo (r) an {Xoo(r) =1 if || >2.

Let us split up
Wi (z) =w? 0 (x) + Wi (x)
- C"“St'/ X xBN)[eN)[72 (A2 + 57)~ BtV o (2
a
M CO““'/ X X5 (N[N 72 (A% + %)~ EVINEHRE o ()
a

where x§(A) = xo(JAl/|p]) and X2 (A) = x(|A|/|p]) are radial cut-off functions defined on a. We shall
see later that the kernel wy**°(z) has a logarithmic singularity on the sphere |z| = t when o = L. To
get around this problem, we consider the analytic family of operators

2

— e’ o QP P
W™ = di1 Xgo< —Ax - |P|2)D aelt\/TX’ (2.11)
(% -9
in the vertical strip 0 < Reo < % and the corresponding kernels

~0,00 662 _ _z 2 2
W) = mrma / dA X5 N)eN)[72 (AP + 77~ Ee VIR g, (@),

D& —0) Ja

Notice that the Gamma function will allow us to deal with the boundary point ¢ = %, while the
exponential function ensures boundedness at infinity in the vertical strip.
Theorem 2.3.1. Let 0 € C. The following pointwise estimates hold for the kernel wf’o :

(i) For allt € R*, we have
Wi ()] S wol@).

(ii) Assume that |t| > 1 and % <

Then

1
5-

o,0 -4 a—t
wi (@) S 172 (1 [2]) > po(w).
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2.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

Proof. By symmetry we may assume that ¢ > 0. Recall that

w?(z) = Const./ dX XN |e(N)] 72 (A2 + p2) BtV IR ) (1), (2.12)

a
(¢) follows from the representation (2.8) and the estimate (2.4) that
@IS [ DN @) £ go)
[Al<2lpl
We prove (i4) by substituting in (2.12) the integral representation (2.3) of ¢ and the expression (2.8)

of |e(A\)| 2. Specifically,

wf’o(x) = const. / dk e<p’A(kI)>/ dX a(X) e IAZ+lp[2+i(X, Alkx))

K a

where a(\) = x5(A)7(N)2(|A|? + p?) 3. Since

[ b el a0 — o),
K

it remains to estimate the oscillatory integral
Io(t,z) = / dX a(\) et
a

with amplitude a(A) and phase

() = VIR + 1P + (5. 0),

where A = A(kz) is a vector in a such that |A(kz)| < |z|. This is achieved by carrying out in our case,
the stationary phase analysis described in [Ste93, p. VIIL.2.3]. The critical point Ao of the phase v is
given by

(Mol +1p%) 220 = =4

Hence

ol = o (1 = 1) 7> < ol (1 = 1) 2. (2.13)

t2

Denote by B(Ag,n) the ball in a centered at A :
B(A()vn) = {)\ €a | |>\_>\0| < 77}7

where the radius # will be chosen later. Notice that if @ < 1, then |Xo| < % and |A| < |p| + n for all

A € B(Xo,n). Let Py be the projection onto the vector spanned by ﬁ Then [A]?Py = A ® A and the
Hessian matrix of 1 is given by
Hess p(\) =(1A2 + o) "2 1, — (A2 + o) "2 A ® A
_3
=(IA + 1o 72 {lpl*Px + (A + [p*) (Ze = Pr) }
ol | 0

=(I\2 + [p?)"2 ,
IEHIPRE 0 aae o+ 1oy

which is a positive definite symmetric matrix. Hence A is a nondegenerate critical point. Since V41(Ao) =
0, we have

1

P(A) — (o) = (A — AO)T{ / ds (1 —s)Hess(Ao + s(A — X)) }(A - o),

0

=M(\)
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2.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

where M () belongs, for every A € B(\g,n), to a compact subset of the set of positive definite symmetric
matrices. We introduce a new variable = M(A)Z (A — o), then |u|> = ¥(X) — 1(X) and p = 0 if and
only if A = A\g. Notice that for every k € N, there exists Cy > 0 such that

IVEM(A\)2| < Cp YA€ B(Ao,n). (2.14)

Denote by J(X) the Jacobian matrix such that du = det [J(A)] d), then we can choose 1 > 0 small enough
such that

det [J(N)] > %det [M(A)%] YA € B(Xo, 7). (2.15)

Now let us divide the study of Iy(¢, z) into two parts, corresponding to the decomposition

Io(t, z) :/ X x;,; (Na(A) et +/ A X, (Na(A) PO,
a

a

=I5 (t,2) =If (t,z)

associated with the smooth cut-off functions

Go=x(B5) g = (5

Estimate of /; (t,x). Notice that supp x,; C B(Ao,n). There exist 0 < 71 < 72 such that u € B(0,71)
implies A € B(\g,7), and A € B(\g, n) implies u € B(0,72). By substituting ¥(\) = |u|> +1¥(\o), we get

I (t) =D [ duam)e”
a
where the amplitude

(A1) = x5 (A1) X6 AT Aw))* (IMw)I? +7%) 7% det [J(A(w)] ™ (2.16)

is smooth and compactly supported in B(0,72). We deduce, from (2.14) and (2.15) that a(A(w)) is
bounded, together with all its derivatives. Let ¥ € CS°(a) be a bump function such that ¥ = 1 on
B(0,7). Let M > £ be an integer. Then

Iy (t,@) = ") / d e [el P a (A ()] (),

a

where the coefficients of the Taylor expansion of el#”a(\(1)) at the origin :

e a(A(p)) = Z e’ + Ronr (),

|k|<2M
satisfy
lex] £ (), (2.17)
and the remainder
IVaRon ()] S >0 YO <k <2M +1, (2.18)

according to (2.13) and (2.16). By substituting this expansion in the above integral, I (¢, z) is equal to
the sum of following three terms :

L=y Ck/du gitlil? o= Inl? b

|k|<2M ¢

I = /d“ eitmlzRQM(M)‘?_MZSC(M)’
a
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and

= e (5 o) (360 -1).

|k|<2M

In order to estimate I, we write the integral as a product
+oo
= > CkH/ dpj M5 eVl
|k|<2M  j=1

where

+m 2 .
/ dp; e*(l’”)“ju?’ =0

— 00

if k; is odd, while

+o0 ) ) ki1 +oo )
/ dp; 67(17“)#?#?7 =2(1- it)*JT/O dzje*zzg‘zfj

— 00

by a change of contour if k; is even. From (2.17), we obtain

d—~¢ B
SRS (@)Hfé = t’%(m) <t 4,

since % < % Next, we perform M integrations by parts based on

.
githul? — _ & O itlup? (2.19)
2t Zl 3,%

and obtain
I, = O0(t™™),

according to (2.18). Finally, as p — (Z\k\S2M ck,uk)e_m|2 (X(1) — 1) is exponentially decreasing and

vanishes near the origin, we perform N > % integrations by parts based on (2.19) again and obtain
Iy =0t N).
By summing up the estimates of I, Is and I3, we deduce that

5 (t2)| S E(1+[a]) (2.20)

Estimate of Iar (t,z). Since the phase ¥ has a unique critical point Ag, then for all A € supp Xj,_ ,

Va(\) # 0. In order to get a large time decay, we estimate the oscillatory integral I (¢,z) by using
several integrations by parts based on

. 1, ~ -1 0 .
it (N) . it ()
e = = (B () ;le Mgy (2.21)

where

D) = ARIAR + [p2)7% + (4,0)
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is a nonzero symbol of order zero for all A € supp X;; . After performing N such integrations by parts,
Iy (t, ) becomes

I (t,z) = const.(it)_N/a dx et { zZ:a& ~)\/ }N{X;()\)a(/\)}

<+oo

for every N € N. The last integral is finite since the amplitude a is supported in B(0, 2|p|) thanks to the
cut-off xf. Hence

13 (o) St (2.22)

for every integer N > 0. According to (2.20) and (2.22), we conclude that
f @) S Vo)l [ di oA < o] ' o)

O

Remark 2.3.2. In the proof of Theorem 2.3.1, we have replaced the spherical function @y (x) by its ge-
neral integral expression (2.3). Moreover, this proof also works without using the explicit expression (2.8)
of the density |c(A\)| 2. Thus we can derive similar estimates for any symmetric space G/K by the same
approach.

Theorem 2.3.3. Let 0 € C with Reo = %. The following pointwise estimates hold for the kernel
w2 (t,x), for allt e R* and z € X :

_ -t if |t <1,
e < {107 0 ool
N DYoo) i 21,

for every N € N.

Remark 2.3.4. Similar estimates hold in the easier case Reo > d+1 . By symmetry we assume again

|z | 1
that t > 0. We divide the proof into two parts, depending whether 5+ > 5 or not.

Proof for % > % Substituting the integral representation (2.6) of ¢, allows us to write the kernel as

i M@t 2o 2w

Wy (x) = const.

| AN 4 ) ST,

p

=1 (t,z)
We split up I (¢, z) into two parts
I (t,x)

Foltir) = [ ah NG WA + 7) Tt VT

p

+/ dA X5 (INXE () (IA? 4 p%) ~ F et VAP e =it

p

14 (t,2)

by using the smooth radial cut-off functions xf(t\) and x% (tA). The first integral I:_(¢,z) vanishes if
t > 2 and is easily estimated as follows, if 0 < < 2:

I (t,2)] < / A XN YL (VA Reo < =% / DN <
p p

31



2.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

for all 0 € C with Reo = % In order to study the second integral I (¢,x), we introduce polar
coordinates and rewrite
“+oo
It (t,z) = / dr xP(tr) X0 (1) (r? + p?) " S ettV el do(X) e H@A) (2.23)
0 [X|=r

Here the inner integral is a modified Bessel function. Specifically
/ do(A) o = rdja] 5% T s (rlal), (2.24)
|A|=r

where J(4_9)/2 denotes the classical Bessel function of the first kind. Since I (¢, z) vanishes if tr < |p|,

we may restrict ourselves to tr > |p|, hence r|z| > % > %. Then from (2.9), there exist constants C;
and C such that

Jaz (rlz]) = CFf (rla]) ™% 4 O (rla]) 727" 4 R(r]a]), (2.25)
where the remainder R(r|z|) is O((r|x|)*%) Substituting (2.24) and (2.25) in (2.23) implies
I (@) =I5M (t o) + 152 (t,2) + 1% (8 @)
d—1

— +oo g 3 3
—Cf |27 / dr X0 (tr) X2 (1) (12 + P2) = 577 it/ HP gilalr
0

“+o0
+Cd’|w|_%/ dr XEo (1) X2 () (r? + 7) B etV el ilelr
0
_a—z [T 2, 2\—g 4 it /Tl
+ 2|7 dr XG(tr) X8 (r)(r” + p7) " 2r2e PUR(r|x]).
0

On the one hand, the last integral is estimated as follows :
3 ap [T 2
I Sl [ dr e () 2,
0

for all ¢ € C with Reo = %. Hence

+oo
23t )] < a5 / dr 2 < |o| =5 (2.26)
[p]
for large time and
3 d+1 +OO 2 d+1 d—1
23t )] < o]~ 5 / dr 72 < tla =% < o~ F (2.27)
[plt—1

for small time.

On the other hand, in order to estimate I (t,x) and I1:?(¢, ), it is sufficient to study the integral

a

Thltn) = [ dr e + ) B I e
0
Notice that

Xbo (1)X5o (tr) = {X&(T) e =2, (2.28)

X2 (tr) if t<3.
We split up fjo(t, x) into three parts, corresponding to the decomposition

I () = TH(t ) + T2 (8 2) + I3 (t, @)
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where
+(X> - . . .
2t ) = / dr X2 (r)xP (tr) (r? + ﬁa)_%r% {ev 24l _ eitretilelr,
0
~ Foo d—1 - .
TLA(ta) = [ dr ) T {0 4 7)o,
0

and

FLto) = [ dr )t o) e
0

for all 0 € C with Reo = %.

Estimates of f;‘ol and I 2. The first two parts are easily estimated. By using
SV _gitr Z0()  and (4 7)"F —r 0 = O(r Feo2)
for all r € supp x%,, we obtain

IDYtz) =0() and  I12%(t,z)=0(1) (2.29)

o0

for all 0 € C with Reo = %.

Estimate of IJ73. We claim that

II23(t,2)| < |Imo]| + (2.30)

1
[Tmo|
Co

Denoting by & =t + |z|, we divide our estimate into two parts, depending whether |¢]| > %I or not.

o If |¢| > 2| [ we perform an integration by parts based on e*" = g ar e*". Then

o~ ) +m . .
Ijo’?’(t,x) = % / dr %" {Xoo Yx2 (tr) _1_”"‘”}. (2.31)
0

If the derivative hits either x2 (r) or r=!=¢Im7 then the corresponding contributions to (2.31) are
bounded by

C(1+ |Imol).

If the derivative hits x%2_(¢r), which matters only in the case ¢ < 2, according to (2.28), then the
corresponding contribution to (2.31) is bounded by

2|plt™!
C’t/ drr~! < 2(In2)C.
\

plt=1

Hence I73(t,z) = O(1 + |Imo|) for all t > 0 and z € a satisfying %l > % and |t + |z|| > i

1
2 2[p
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o If |¢] < ﬁ, we split up

1
£l . .
I+3 t QZ’ / / dT’ X )Xp (t?") T,fllemoezgr’

We estimate both terms by performing different integration by parts. On the one hand,

1

1€l —1—iImo. p P 13
o X (r)x8o(tr) €

_ i —ilmo i&r 7i i ‘% —ilmo i&r
v XEo (M)XEo (1)’ 25T — o oy {xoo )X5 (tr)et" }
=ow — o) ()
1
=0 .
(|Ima|)
On the other hand,
+oo ) )
[ e )
1
TeT
1 & —1—iImg|T="100 i oo i&r —iImo
= €N (Mo () M e/, dr e* {xoo )XE(tr) rm i me

T

= 0(1)

=0(1+ |Imo]).

= O(1+|Imoa|) (*x)

Let us explain the estimates () and (xx). In both cases, the derivative @ produces 3 or 2 terms,
depending whether ¢ € (3,2) or not. The contributions of 2" = ige'" to ( ) and of Fr—1-ilme =
—(1+iImo)r=271M7 o (+x) are easily dealt with. The contribution of 2% (r), whose support is
contained in the interval [|pl, 2|p|], to (x) is obviously bounded, while its contribution to (*x) vanishes,
as % > 2|p|. Consider finally the contributions of %Xé}o (tr) = t(x%,) (tr) when t is small. Regarding

2|p|t™

(%), it is easily estimated by ¢ f‘ -1

In this case, it is estimated by

dr = |ol. Regarding (xx), notice that it vanishes unless |£| > ﬁ.

t 2|plt™!
1€l Jippe-—1

This concludes the estimate of (2.30).

drr=t < 2|p|In2.

We deduce from (2.29) and (2.30) that
I (t,z) = Ot + Cy).
By combining this estimate with (2.26) and (2.27), we get next
L] £ Colal ™5 S Cot™ "7,
if ¢ is small and
5] £ Coltle]™ T + 127 F) S Cot ™V (14 ) V=5

if ¢ is large, for any N € N. Together with the estimate of I, this allows us to conclude the proof of
Theorem 2.3.3 in the case % > % O

Remark 2.3.5. This proof relies on the expression (2.6) of spherical functions, which is available if G
18 complex but not in general.
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2.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

Proof for % < 1. Substituting the expressions (2.3) of ¢, and (2.8) of [c(A)|~? implies

02

T((d+1)/2—0)

Wy (x) = const.

/de e<PvA<Ik>>/ AN X2 (N) T2(N) (A + %)~ E et

=11 (t,2)

[A(zR)| - |=]

t ST s
has no critical point in the support of x%2,, and II.(t, ) makes sense after several integrations by parts
based on (2.21).

Since we know from (2.13) that the critical point Ay of ¢ satisfies || < %. Hence 1

1
27

Consider first the large time case where ¢t > 1. After performing IV integrations by parts based on
(2.21), Il (t,z) becomes

IToo(t, ) = comst.(it) ™ / ax et - i ai o %}N{x&u) () (A2 + 7% F ]

If some derivatives hit x2 (), then the range of integration reduces to a spherical shell where |A\| < |p| and

we obtain the bound O(t~). Otherwise, since (in the support of x2.) A, (12()\)) o2 (A) and (|A|2+p%)~ 2

are inhomogeneous symbols of order 0, 2|7 | and —Reo = —il respectively, we have

TToo(t,2)| St~ / 0 Yoo WAPIEIReo=N < =N
a

provided that N > Reo = %. Hence, for all t > 1 such that % < %,

G (@) < ¢V /K dhe ePACR) — N (),

for all ¢ € C with Reo = di and for every integer N > d“
Notice that the same argument implies snnllar estimates in small time with t~ =2, where the negative
power is too large. In order to reduce it to t~ = , we split up I1 I (t,x) into two parts

oot z) = I (t,x) + I1._(t,2)

- / AN BN XE () T2() (A2 + 72)~ Feie)

a

+ / AN X (VX2 (N) T2() (A2 + 7)~ Feitv ),

a

where ﬁ;(t, x) is easily estimated :
—1

Tt s [ dX [MEZFIRer < 423t 4Rea—t _ 4=t (2.32)
IpI<IAI<2]plt~1

for all 0 < t < 1 and for all ¢ € C with Reo = %. After M integrations by parts based on (2.21),
—+
IT_(t,z) becomes

T ) = com ™ e Zaa o g N =) (8 + )75}

()

Hence

7 - +— — — d’F +i_ _
|IIOO(t7J?)‘ 5 t M d\ |)\|2|E |-Reoc—M ,S t M/ ar 7‘2‘2 |-Reo M+Z.
[IA[>|plt—1 r>plt-t T
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2.4. DISPERSIVE ESTIMATES

Therefore, for all o € C with Reo = %, we have

d—1
2

—+
[T (t,x)] <t~ My-dtReotM _ =5 (2.33)

provided that M > 951, From (2.32) and (2.33), we deduce that
G @IS T [ ket i (),
K

for all 0 < t < 1 such that % < % and for all ¢ € C with Reo = % Thus we have proved the last case,

and the proof of Theorem 2.3.3 is complete. O

Remark 2.3.6. In the last proof, we have used the integral expression (2.3) of the spherical function
(), which holds in general, and the particular expression (2.8) of the Plancherel density |c(\)| =2 when
G is complex. In general, |c(\)| =2 is not a polynomial, nor even an inhomogeneous symbol of order d— ¢,
which is known to be a major difficulty in higher rank analysis.

2.4 Dispersive estimates

In this section, we prove our main result about the L7 L4 estimates for the operator W7 = DoeitV=Ax,
We introduce the following criterion based on the Kunze-Stein phenomenon, which is a straightforward
generalization of [APV11, Theorem 4.2] and which is crucial for our dispersive estimates.

Lemma 2.4.1. Let k be a reasonable K-bi-invariant function on G. Then

2

-6l Lo s oy < {/Gdz @0($)‘KZ(I)|%}‘Z

for any q € [2,+].

Proof. For s € [2,4+00), we define A as the space of all K-bi-invariant functions on G such that
/de wo(x)|k(z)]|*/? < co.

Given k in A, we set

a= ([ do wntlel?)"

For s = 400, we denote by A the space of L*°(G, dx) K-bi-invariant functions on G and by ||.|| 4., the
L*>°-norm. We show in the following that, for any ¢ € [2, +00], we have

I%]

LY (@) * A, C LYG),
which yields our lemma. The case where ¢ = 2 follows by Herz’s criterion (see [Cow97]) :
I skl < [ do pola)ln(a)] = s
for every k in Ay. When ¢ = 400, taking f in L'(G) and s in A, we have that for every X in G,
|f # w(2)] < /Gdy F)I(y™ )] < I&llac 1l o)
By interpolation between the cases ¢ = 2 and g = 0o, we obtain that

[L*(G), LY(@)], * [A2, Ax], C [LP(G), L®(G)],
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2.4. DISPERSIVE ESTIMATES

with 8 = 2/g. On the one hand,

[L*(G),LYG)], = L7 (G) and [L*(G),L™(G)], = LY(G).

On the other hand, since
[L1(G, woda), L™ (G, podz)], = L9*(G, poda),

we have [Ag, .Aoo]e = A,. This concludes the proof of Lemma 2.4.1. O

2.4.1 Small time dispersive estimate

Theorem 2.4.2. Assume that 0 < [t| < 1,2 < ¢ < +00 and 0 = (d+1)(5 — %) Then

||]5—O’6it\/—Ax S M(d—l)(%—% .

||L<z’ (X)—La(X)

Proof. We divide the proof into two parts, corresponding to the kernel decomposition wf = w; 0y wy .
According to Lemma 2.4.1, we have

2
q

a,0 0,0 a
[| - %y HLq/(x)_wq(x) < {/de po(z)|wy (x)|2} :

By using the Cartan decomposition, together with the fact that 6(H) < 62</’7H>7 we obtain
[ ds ool @t 5 [ dt potilur® e,
a
According to Theorem 2.3.1 and to the estimate (2.4) of the ground spherical function ¢, we obtain next
[ ot P e 5 [ an (1 e GO < o
a a

for any ¢q € (2, +00). Hence
,0
| por ()= La(xy < +00

For the second part w;">, we use an analytic interpolation between L2-L? and L'-L* estimates for the
family of operators W, defined by (2.11) in the vertical strip 0 < Reo < 4. When Reo = 0, the
spectral theorem yields

W 20— r2e) S llev 2%

lL2x)—r2x) = 1.
for all £ € R*. When Reo = %, Theorem 2.3.3 gives

d—1

W s pee ) S N00F ey SE77
By applying Stein’s interpolation theorem for an analytic family of operators, we obtain

L (1-0),

3 oo _d-1_
”Wt : ||L‘Z'(X)—)LQ(X) St @ 6)7

with 6 = %. In conclusion,

d —(d—1)(i1_1
IWE N Lo ) ey S [EI74 DG,

for0<|t|<1,2<q<+ooand0:(d+1)(%f%). O
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2.4. DISPERSIVE ESTIMATES

2.4.2 Large time dispersive estimate

Theorem 2.4.3. Assume that [t| > 1,2 < ¢ < +oo and o = (d+1)(5 — %) Then

< |t|_%

-0 itv—A
[ID~7e" X”Lq’(X)—>Lq(X) ~

Proof. We divide the proof into three parts, corresponding to the kernel decomposition
0 0
wf =Wy uny @i + Ly po ey + @/
By using Lemma 2.4.1 and Theorem 2.3.1, we have

- *{]1 B(0, ) }”Lq (X)—=La(X)

s{ / 4H po(H)wf* (H)[ 100 )
{Heat:0<|H|< £}

Sf%{/ dH (1+|H|)? (d+1) (3 1)<p,H>}
|H|<“|

<400

Qo

and

2
| - *{EX\B(O)%‘)wg’O}\\Lq/(XHLq(X) < {/ dH (1+ |H\)5(d+1)e*(5—1)<p7H>}q

[t]
|H|>5

which is O(|t|~V), for any N € N. Instead of w; >, we consider again the kernel w;*>°. The associated
operators satisfy

WPl ysrem St YN €N,

when Reo = %, according to Theorem 2.3.3. By applying Stein’s interpolation theorem for an analytic

family of operators and by summing up these estimates, we obtain

_d
W Lo ()= Lacxy < 16172,

for [t| > 1,2 < ¢ < +oo and o = (d + 1)( ). O

1_
2

Q=

Remark 2.4.4. The standard TT* method used to prove the Strichartz inequality breaks down in the
critical case. The dyadic decomposition method carried out in [KeTa98] takes care of the endpoints, but
it requires a stronger dispersive property than Theorem 2.4.2 in small time, namely our main theorem.

Proof of Theorem 2.1.5. Tt follows from Theorem 2.4.2, Theorem 2.4.3 and the L9 kernel estimate

It|= =, if 0<|t] <1,

wa < w + ~ 0,00
e zagey < ey + 157 Naae {w_ e

for 2 < g < 400 and 0 = %(% — %) Indeed, by using standard interpolation arguments between

d—1
IWE Nl pace S Ioflliaco S5
HWtU”L'I'(X)—)LOO(X) Sllwfllpaxy St™7,
IWellLz -2 x) = 1,
for small time and

a

IWE L —Lae) S HW?HLQ Stz
a
IWE | por (X)—=L>(X) ~ ||Wt ||Lf1(x 5 [
IWE Lo )= pagx) S 1172
for large time, we conclude. O

38



2.5. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

2.5 Strichartz inequality and applications

Let 0 € R and 1 < ¢ < oo. Recall that the Sobolev space H?4(X) is the image of L?(X) under the
operator (—Ax)~ %, equipped with the norm

£ 10y = (=A%) % fll Locx)-
If 0 = N is a nonnegative integer, then H?9(X) coincides with the classical Sobolev space
WhIX) = {f € LYX) | V4f € LI(X), V1 <j < N},

defined by means of covariant derivatives. The following Sobolev embedding theorem is used in next
subsection.

Theorem 2.5.1. Let 1 < q1,q2 < 00 and 01,02 € R such that o1 — o9 > (% - (%2 > 0. Then

Ho 0 (X) € H2%(X). (2.34)

We refer to [Tri92] for more details about function spaces on Riemannian manifolds. Let us state next
the Strichartz inequality and some applications. The proofs are adapted straightforwardly from [APV12;
AnPil4] and are therefore omitted.

2.5.1 Strichartz inequality

Recall the linear inhomogeneous wave equation on X :

{afu(u x) — Axu(t,z) = F(t,x), (2.35)

w(0,2) = up(x), O|r=oult,x) = ui(x).
whose solution is given by Duhamel’s formula :

Sint\/—Axu . P sin(t — s)v/—Ax s 2)ds
eeat A M SR

We consider first the case d > 4 and discuss the 3-dimensional case in the final remark. Recall that a
couple (p, q) is called admissible if (%, %) belongs to the triangle

(G e O3l 03) 1525 G- DIU{E)}

u(t,x) = (costy/—Ax)up(z) +

Q=

N
|

SRl

FIGURE 2.1 — Admissibility in dimension d > 4.
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2.5. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

Theorem 2.5.2. Let (p,q) and (p,q) be two admissible couples, and let

a+1 (1 1 ~ a+1 (1 1
UZT(i—a) and UZT(i_E)'

Then all solutions u to the Cauchy problem (2.35) satisfy the following Strichartz inequality :

”vRXXuHLP(I;H*G,Q(X)) S ”uOHHl(X) + HU1HLZ(X) + ||F||Lza’(1;Hc‘r,<i’(x)) : (2.36)

The admissible range in (2.36) can be widen by using the Sobolev embedding theorem.

Corollary 2.5.3. Assume that (p,q) and (p,q) are two couples corresponding to the square

.5 (5) U{(09)}

1
q

Q=

SRl
SR

N |=

FIGURE 2.2 — Admissibility in dimension d > 4 and d = 3.

Let 0,5 € R such that o > o(p,q), where

d+1,1 1 d—1,1 1 1
o0 =5 (5 ) rmx {057 (5- ) -}
and similarly & > o(p,q). Then the Strichartz inequality (2.36) holds for all solutions to the Cauchy
problem (2.35).

Remark 2.5.4. Theorem 2.5.2 and Corollary 2.5.3 still hold true in lower dimension d = 3 with similar
1
1

proofs. But the endpoint (%, Y is excluded from the admissible triangle in this case.

—1

2.5.2 Global well-posedness for the semilinear wave equation

We refer to [APV12; AnPil4] for more detailed proofs of the following well-posedness results. By
using the classical fixed point scheme with the previous Strichartz inequality, one obtains the global
well-posedness for the semilinear equation

Oult, x) — Axu(t, x) = F, (u(t, z),
{U(O, CC) = Uo(.’[), at|t:0'u(t, CL’) — U1(CU) (237)

on X with power-like nonlinearities F' satisfying

B @] S lul” and By (u) = By@)] < (Ju T Ju—vf Yy >1
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and small initial datas ug and u;. For every d > 3, consider the following powers

1.3 ) 2 1+ 4 if d<s5,
m=1+-= 7=+ 2 0 VBT d-1 3 d—3 3 d—1 :
d St T+m_\/(7+m)2_4m if d=6,

and the following curves

d+1 (d+1)(d+5) 1 d+1 1 d 2
o1(v) = 1 3d y— & oa(v) = T4 5ot o3(y) = 5
2d

In dimension d > 3, the equation (2.37) is globally well-posed for small initial data in H? (X) x H°~}(X)
provided that

o>0 if 1<vy<n,
o =o1(7) if i <y<,
o = 02(7) if e < < e(d),
o > o3(7) if ye(d) <v <.

Observe that one obtains the same global well-posedness results on noncompact symmetric spaces of
arbitrary rank with G complex as on real hyperbolic spaces, without further assumptions.

2.6 Further results on locally symmetric spaces

Let T be a discrete torsion-free subgroup of G. The locally symmetric space I'\X, equipped with the
Riemannian structure inherited from X becomes a Riemannian manifold. Consider the Poincaré series

Py(m,y) =Y e 5> 0, 2,y X,
vel

and denote by §(T") = inf{s > 0 | Ps(z,y) < oo} its critical exponent. In [Zhw19], the author has studied
the wave equation and has obtained similar Strichartz inequality and global well-posedness results as in
Sect. 2.5, in the case where I'\X is a rank one locally symmetric space such that ' is convex cocompact
and 0(I") < |p|. Recall that,in the rank one setting, I" is called convex cocompact if the quotient group
I'\ Conv(Ar) is compact, where Conv(Ar) is the convex hull of the limit set Ap of I'. While this notion
yields many interesting examples in rank one, it is known to yield a rather limited class in higher rank
(see [KILe06] and [Qui05] for more details).

However, thanks to our wave kernel estimates Theorem 2.3.1 and Theorem 2.3.3, we can study along
the lines of [Zhw19] the wave equation on higher rank noncompact locally symmetric spaces, under slightly
different assumptions :

(1) G is complex,

(2) o) < pl,
(3) there exists C' > 0 such that for all z,y € X, Py(z,y) < CPs(0,0).

The first assumption ensures sharp wave kernel estimates on X, from which we can deduce wave kernel
estimates on I'\X. Notice that such information is still lacking for G real. The second assumption plays
the same role as in rank one. On the one hand, it ensures that the wave kernel on I'\X is well defined. On
the other hand, there is a L? Kunze-Stein phenomenon under this assumption. In order to get the desired
dispersive estimates on I'\X, a uniform upper bound of the Poincaré series is required. Notice that we
could deduce the last condition (3) from the convex cocompactness of I' in rank one. We refer to [Zhw19]
and the references therein for more details about wave type equations on locally symmetric spaces.
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Chapitre 3

Wave equation on general noncompact
Riemannian symmetric spaces

Ce chapitre reprend l'article [AnZh20b] écrit en commun avec Jean-Philippe Anker et soumis a la
revenue.

Résumé : Dans ce chapitre, nous établissons les estimations ponctuelles du noyau et les propriétés
dispersives pour I’équation des ondes sur les espaces symétriques de type non compact et de rang général.
Ceci est réalisé en combinant la méthode de la phase stationnaire et la paramétrix de Hadamard, et
en particulier, en introduisant une décomposition spectrale subtile, qui nous permet de surmonter une
difficulté bien connue dans ’analyse de rang supérieur, a savoir le fait que la densité de Plancherel n’est
pas un symbole différentiel en général. En conséquence, nous déduisons l'inégalité de Strichartz pour une
grande famille de paires admissibles et en déduisons que, comme sur les espaces hyperboliques, I’équation
semi-linéaire correspondante est globalement bien posée pour les données initiales de régularité faible.

This chapter resumes the article [AnZh20b| written in collaboration with Jean-Philippe and submitted
to the journal.

Abstract : In this chapter, We establish sharp pointwise kernel estimates and dispersive properties for
the wave equation on noncompact symmetric spaces of general rank. This is achieved by combining the
stationary phase method and the Hadamard parametriz, and in particular, by introducing a subtle spectral
decomposition, which allows us to overcome a well-known difficulty in higher rank analysis, namely the
fact that the Plancherel density is not a differential symbol in general. As consequences, we deduce the
Strichartz inequality for a large family of admissible pairs and prove global well-posedness results for the
corresponding semilinear equation with low regularity data as on hyperbolic spaces.

Summary
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

This paper is devoted to prove time sharp kernel estimates and dispersive properties for the wave
equation on noncompact symmetric spaces of higher rank. As consequences, we prove the Strichartz in-
equality and study their applications to associated semilinear Cauchy problems. Relevant theories are
well established on Euclidean spaces, see for instance [Kap94; LiS095; GLS97; KeTa98; DGKO01], and
the references therein.

Given the rich Euclidean results, several works have been made in other settings. We are interested
in Riemannian symmetric spaces of noncompact type, where relevant questions are now well answered
in rank one, see for instance [Fon97; Ton00b; Tat01; MeTall; MeTal2; APV12; AnPil4] on hyperbolic
spaces, and [APV15] on Damek-Ricci spaces. A first study of the wave equation on general symmetric
spaces of higher rank was carried out in [Hasll1], where some non optimal estimates were obtained un-
der a strong smoothness assumption. Recently, time sharp kernel estimates and dispersive properties
have been proven in [Zhw20] on noncompact symmetric spaces G/K, with G complex. In this case, the
Harish-Chandra c-function and the spherical function have elementary expressions, which is not the case
in general.

In this paper, we establish pointwise wave kernel estimates and dispersive properties for the wave
equation on general noncompact symmetric spaces, which are sharp in time and which extend previous
results obtained on real hyperbolic spaces [APV12; AnPil4] to higher rank. The main challenge is that
the Plancherel density involved in the wave kernel is not a polynomial, nor even a differential symbol
in general. To bypass this problem, we consider barycentric decompositions of the Weyl chambers into
subcones and differentiate in each subcone along a well chosen direction.

For suitable o € C, we consider the wave operator W7 = (—Ax)~ % eV ~2% associated to the Laplace-
Beltrami operator Ax on a d-dimensional noncompact symmetric space X = G/K. To avoid possible
singularities (see Sect. 3.3.2), we consider actually the analytic family of operators

2
e’ o o RS
- (~Ax) 2 " —Ax (3.1)
d (—Ax
N(&L o)
in the vertical strip 0 < Reo < %. Let us denote by w{ its K-bi-invariant convolution kernel. Our first
main result is the following pointwise estimate, which summarizes Theorem 3.3.5, Theorem 3.3.9 and
Theorem 3.3.12 proved in Sect. 3.3.

Theorem 3.1.1 (Pointwise kernel estimates). Let d > 3 and o € C with Reo = %, There ezist C > 0
and N € N such that the following estimates hold for allt € R* and r € X :

it = it 0<|t| <1,

o) < C 14 $+ N€—<Pvf+>
jwf ()| < C(L+[=7]) 1t~ % if |t >1,

where xt € at denotes the radial component of x in the Cartan decomposition, and D = £+ 2|%F| is the
so-called dimension at infinity of X.

Remark 3.1.2. These kernel estimates are sharp in time and similar results hold obviously in the easier
case where Reo > £ The value of N will be specified in Sect. 3.5. However, the polynomial (1+ |z +[)N

s mot crucial for further computations because of the exponential decay e~ (™).

By interpolation arguments, we deduce our second main result.

Theorem 3.1.3 (Dispersive property). Assume that d > 3, 2 < q,q < +00 and 0 > (d + 1) max(

%, % — %) Then there exists a constant C > 0 such that following dispersive estimates hold :

1
2

||~ D max(3-5,5-) it 0<|t| <1,

W e oy o) < € {|t|—’§ it |t > 1.
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Remark 3.1.4. At the endpoint ¢ = ¢ = 2, t — €*™V=2 is a one-parameter group of unitary operators
on L*(X).

Remark 3.1.5. Theorem 3.1.1 and Theorem 5.1.3 generalize earlier results obtained for real hyperbolic
spaces [APV12; AnPil)] (which extend straightforwardly to all noncompact symmetric spaces of rank
one), or for noncompact symmetric spaces G/K with G complex [Zhw?20]. Notice that D = 3 in rank one
and that D = d if G is complex.

Remark 3.1.6. For simplicity, we omit the 2-dimensional case where the small time bounds in Theo-
rem 3.1.1 and Theorem 3.1.53 involve an additional logarithmic factor, see [AnPil/j, Theorem 3.2 and
4.2]. Notice that d > 4 in higher rank, see (3.2).

Let us sketch the proofs of our main results. We prove the dispersive properties of W by using inter-
polation arguments based on pointwise estimates of w{, which are sharp in time. By the way, let us point
out that the kernel analysis carried out on hyperbolic spaces [AnPil4] can not be extend straightforwardly
in higher rank, since the Plancherel density is not a differential symbol in general. Consider the Poisson
operator P, = e~ "V=2% for all 7 € C with Re > 0. Along the lines of [Sch88; GiMe90; CGMO02], we
can write formally our wave operator (3.1) as

2

Wy “ ! /de oip
=TT T 587 Poit-
F(% —a) (o) Jo

Our analysis is focused on kernel estimates of the Poisson operator P,_;; where s € RT and t € R*. We
lz]

T (z € X) are small or large. Specifically,

adopt different methods depending whether s, |t| and

e If s is bounded from above and % is sufficiently small with |¢| large, we develop an effective stationary
phase method based on barycentric decompositions of Weyl chambers described in Sect. 3.2.3. In each
subdivision, the Plancherel density becomes a differential symbol for a well chosen directional derivative,

see Sect. 3.3.1.

e If s is bounded from above but % is large (with [¢| small or large), we estimate the kernel along the
lines of [CGMO1], where Cowling, Guilini and Meda have studied the Poisson operator P, for 7 € C
with Re7 > 0. Unfortunately, their estimates are not sharp when 7 is large and nearly imaginary,
which happens in our context when s is small and [¢| is large. To deal with this case, we resume
and improve slightly their method by writing down more explicitly the Hadamard parametrix on

noncompact symmetric spaces along the lines of [Bér77], see Sect. 3.3.2.

e If s is large, the kernel is estimated by using the standard stationary phase method, which is similar
to the rank one analysis, see Sect. 3.3.3.

This paper is organized as follows. We recall spherical Fourier analysis on noncompact symmetric
spaces and introduce the barycentric decomposition of Weyl chambers in Sect. 3.2. Next, we derive
pointwise wave kernel estimates in Sect. 3.3. By using interpolation arguments, we prove in Sect. 3.4 the
dispersive property for the wave operator. As consequences, we establish the Strichartz inequality for
a large family of admissible pairs and obtain well-posedness results for the associated semilinear wave
equation in Sect. 3.5. We give further results about the Klein-Gordon equation in Sect. 3.6.

3.2 Preliminaries
In this section, we first review briefly spherical Fourier analysis on noncompact symmetric spaces. Next

we introduce a barycentric decomposition for Weyl chambers, which will be crucial for the forthcoming
kernel estimates.

3.2.1 Notations

We adopt the standard notation and refer to [[el78; Hel00] for more details. Let G be a semisimple
Lie group, connected, noncompact, with finite center, and K be a maximal compact subgroup of G. The
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homogeneous space X = G/K is a Riemannian symmetric space of noncompact type. Let g = ¢ p be
the Cartan decomposition of the Lie algebra of G. There is a natural identification between p and the
tangent space of X at the origin. The Killing form of g induces a K-invariant inner product on p, hence
a G-invariant Riemannian metric on X.

Fix a maximal abelian subspace a in p. The rank of X is the dimension ¢ of a. Let ¥ C a be the root
system of (g, a) and denote by W the Weyl group associated to ¥. Once a positive Weyl chamber a* C a
has been selected, X7 (resp. X or XF) denotes the corresponding set of positive roots (resp. positive
reduced roots or simple roots). Let d be the dimension of X and D be the dimension at infinity of X :

d=L+3 cxt+ Ma and D =/(+42]Zf], (3.2)

where m,, is the dimension of the positive root subspace g,. Notice that one cannot compare d and D
without specifying the geometric structure of X. For example, when G is complex, we have d = D ; but
when X has normal real form, we have d = ¢ + |X;F| which is strictly smaller than D. Since we focus on
the higher rank analysis, we may assume that d > 3.

Let n be the nilpotent Lie subalgebra of g associated to ©* and let N = expn be the corresponding
Lie subgroup of G. We have the decompositions

G =N (expa) K (Iwasawa),
G=K (exp aT‘) K (Cartan).

In the Cartan decomposition, the Haar measure on G writes

/Gf(x)da::const./del /a+ dx™* 6<x+)/}<dk2 f(ky(expa™)ky),
with

o) = [ Gmba@™)™ =<{ [] M}mae<zp,z+> ——

+
a€xt ex+ L+ {a,2%)
Here p € a™ denotes the half sum of all positive roots o € ¥ counted with their multiplicities m,, :

_ 1
pP=3 Z(NEE+ Maor.

3.2.2 Spherical Fourier analysis on symmetric spaces

Let S(K\G/K) be the Schwartz space of K-bi-invariant functions on G. The spherical Fourier trans-
form H is defined by

HIO) = /G dr o x(x)f(x) VAca, VfeSE\G/K),

where gy € C*(K\G/K) denotes the spherical function of index A € ac, which is a smooth K-bi-invariant
eigenfunction for all invariant differential operators on X, in particular for the Laplace-Beltrami operator :

—Apy(z) = (|)\|2 + \P\Q) ().

In the noncompact case, spherical functions have the integral representation
ox(z) = / dic efAtrAk2) g ) e qg, (3.3)
K

where A(kz) denotes the a-component in the Iwasawa decomposition of kz. It satisfies the basic estimate

lor(z)] < po(z) VAEaQ VzeQG,

46



3.2. PRELIMINARIES

where

wolexpa™ { H 1+ {a,z" } —(p,2™) Vat €at.

aexf

Denote by S(a)"' the subspace of W-invariant functions in the Schwartz space S(a). Then # is an
isomorphism between S(K\G/K) and S(a)"'. The inverse spherical Fourier transform is given by

f(z) = Co / X [V o) HF(N) Yo eG, VfeSaY

where Cjy > 0 is a constant depending only on the geometric structure of X, and which has been computed
explicitly for instance in [AnJi99, Theorem 2.2.2]. By using the Gindikin & Karpelevi¢ formula of the
Harish-Chandra c-function (see [Hel00] or [GaVa88]), we can write the Plancherel density as

2= T Jealia )2, (3-4)

aenf
with
o (v) = DU+ ima) PG Gt dmat3man) _Tin) I (3ot 2ma)
a - F(({; Z))) e DR L(iv+3ma) T(Zv+imatimea)’

2 {a, )
Since |c,| ™2 is a homogeneous symbol on R of order m, + ma, for every a € ¥, then |c(A\)]|72 is a
product of one-dimensional symbols, but not a symbol on a in general. The Plancherel density satisfies

AP~ if A <1,

N2 = 2L+ (e, Ay metmae=? <
eI = T (@ X2+ [t ) N{MH S,

aexs

together with all its derivatives.

3.2.3 Barycentric decomposition of the Weyl chamber

Let X = {a1,...,as} be the set of positive simple roots, and let {Aq,...,As} be the dual basis of a,
which is defined by

<Oéj,Ak> = 0jk V1 < j, k < L. (35)
Notice that at = RTA; + --- + Rt A, and recall that

{<aj,ak>so VI<j#k<L,

3.6
(Aj,Ax) >0 V1<j k<l (3.6)

(see [Hel78, Chap.VII, Lemmas 2.18 and 2.25], see also [Kor93, p.590]). Let B be the convex hull of
W.AL U--- U W.Ay, and let & be its polyhedral boundary. Notice that % N at is the ¢-simplex with
vertices 0, Ay, ..., Ay, and & Nat is the (¢ — 1)-simplex with vertices Ay, ..., As. The following tiling is
obtained by regrouping the barycentric subdivisions of the simplices & Nw.at :

e=J U ws; (3.7)

wWEW 1<5<

where

G;j={ eGnat | (a;,\) = 112;1;(((@;9,)\>}.

Remark 3.2.1. &; is the convex hull of the points

A+ +Ag,
T

where {Ag,, ..., A} runs through all subsets of {A1,...,A¢} containing A;.
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Qo
S

Ay

F1GURE 3.1 — Examples of barycentric subdivisions in As and in Ag.

Lemma 3.2.2. Letw e W and 1< j <I. Then

(i) a root o € X is orthogonal to some vectors in the tile w.6; if and only if a is orthogonal to its
verter w.\;.

(i1) (w.Aj,\) > %\Aj|2 for every A € w.6;.

Proof. (i) Let us show that (o, w.A;) = 0 if there exists A € w.&; such that (o, A\) = 0. By symmetry,
we may assume that w = id and that « is a positive root. On the one hand, since « is spanned by the
positive simple roots aq, ..., ap, we have

a= Z (o, Ap)ag

1<k</(

with (a, Ag) € N. On the other hand, since (a1, ), ..., (ag, A) are the barycentric coordinates of A €
& Nat, we have

A= > (g, Ak (3.8)

1<k</(

which is a convex combination. In particular, (a;, A) > 0 for all A € &;. Hence the inner product

() = D (o, Ag) (o, A) (o, A)

1<k<t — 37 >0 ]

cannot vanish unless (o, A;) = 0.

(i1) By symmetry, we may assume again that w = id. By taking the inner product of A; with (3.8),
we obtain

(M50 = 3 (g, Ar)a, A) = (A5 (0, 0) + D (A, Ax) (o, A) > %lAj\Z,

1<k<( >3 NG >0

according to the property (3.6), and the fact that (a;, A) is the largest barycentric coordinates for A € &;.
O

Now, consider the tiling of the unit sphere obtained by projecting (3.7) :

S@= U ws

wEW 1<j<

where S; are the projections of the barycentric subdivisions &; on the unit sphere.
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F1GURE 3.2 — Example of the projection in Ag

We establish in the following a smooth version of the partition of unity

Z Z lw,sj(‘—g\\l) =1 a.e..

weW 1<5<4

Let x : R — [0,1] be a smooth cut-off function such that x(r) = 1 when r > 0 and x(r) = 0 when
r < —c1, where ¢; > 0 will be specified in Remark 3.2.5. For every w € W and 1 < j < ¢, we define

s (N) = H X((w.ak, A))X(<w.aj, A) — (w.ag, )\>> A€ a~ {0},

1<k<Lk#] Al Al

and

-y
weW 1

Xw.S;»
<j<t

which satisfy following properties.

Proposition 3.2.3. Let w € W and 1 < j < {. For all A € a~ {0}, we have
(i) Xw.s;(w.A) = Xs,;(A) and X is W-invariant.
(i) Xw.s; =1 on w.S;, and then X > 1 on a~ {0}.
(ii3) Xw.s, and X are homogeneous symbols of order 0.

Proof. (i) follows from immediately from their definitions. In order to prove (i), we may assume that
w = id by symmetry. For all A € §;, we have

(o, A) >0 and (0, A) > (o, A

for every 1 < k < £ with k # j, hence Xs,(\) = 1. We deduce straightforwardly that X > 1 on a ~\ {0}.

(#1) is obvious, since X<W> and X(W) are homogeneous symbols of order 0 for all
A€a~{0}and 1 <k </

O

For every w € W and 1 < j </, we set

Xw.S; = X

on ax {0}. Above properties yield that x..s; (w.\) = xs,(\) and x..s; is a homogeneous symbol of order
0. In particular, we have

Z Z Xw.s; = 1 on a~ {0}. (3.9)

weW 1<;5<0

In addition, the vectors in the support of x,,.s; satisfy further properties, which require some preliminaries.
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Lemma 3.2.4. There exits co > 0 such that, if A € a satisfies
_62|)‘| < <ak7>‘> < <aj7)‘> + 62‘)‘| Vk € {]-7 s 7£} ~ {J}v
for some 1 < j < £, then {a;, A) > ca|A|.

Proof. By homogeneity, we may reduce to |A\| = 1. Since all norms are equivalent on a, there exists c¢3 > 0
such that

> How A =es YA€ S(a). (3.10)

1<j<¢
Set ¢ = 5%. On the other hand, if
—02§<ak,)\>§202 VkE{L...,f}\{j}7

then (o, A) > 2¢p. Otherwise,

D Haw NI = [{ag, N+ [aws V)| < 26es = s,

1<y<e <2c¢s k25 <9e,

which contradicts (3.10). On the other hand, if
2c2 < {ag, A) < (a;,A) +c2
for some k € {1,...,¢} ~ {j}, then (o, \) > ¢5 is obvious. O

Remark 3.2.5. We clarify in this remark all the constants appeared in this subsection. Denote by L, the
highest root length and by Lo the sum of lengths of all the generators

L, = max (o, Ag) and Ly = Z [Ak|.
1<k<t 1<k<t

In addition, we denote by My and My the shortest and the longest generators

M; = min |A d My = Agl.
L= e A = g [

2
Then we choose ¢1 > 0 such that ¢1 < ¢ min{%17 Mj\jlh}, where co = % with cg defined in (3.10). Let

cy = ¢ — Lici and c5 = M1202 — MsLscq. Notice that Ly € N*, ¢1 < ¢a, ¢4 > 0 and ¢5 > 0. All these
constants depend only on the geometric structure of the roots system corresponding to X.

The following result is an analog of Lemma 3.2.2 for the wider regions supp Xu.s; -

Proposition 3.2.6. Let w e W and 1 < j <. Then
(i) a root o € ¥ satisfies either (o, w.\j) =0 or

[{a, )| > ea Al VA € supp xw.s; (3.11)

(ii) [(w.Aj, A\)| > cs5|A| for every A € supp Xuw.s; -

Proof. (i) By symmetry, we may assume that w = id and that « is a positive root. Notice that (o, A;) is
a nonnegative integer, we suppose that (o, A;) > 0 and let us prove (3.11). As

—c1|A[ < {ap, A) < {aj, A) + A VA €esuppxs;, Yk € {1,.... 00\ {j},
we have indeed

(o, A) = Z (oo, Ag){ag, )

1<k<t

= (a, Aj) (g, A) + Y (e, Ag) (@, A) > (ea — Luer)|A| = eal Al
>1 > k#j -
> >ca| A >—c1|A|
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according to Lemma 3.2.4 since ¢; < cs.

(11) By symmetry, we assume again w = id. By taking the inner product of A; with (3.8), we obtain,
for every A € supp xs;,

<Aj’>‘> = Z <Aj7Ak><ak7)‘>

1<k<t

A1 (o, A+ (A, Ag) (o, A) > (MPea — MaLacey)|A| = cs|A].
N —— ——

N——
>M2 >alAl PP IA ARl 2—alAl

O

Remark 3.2.7. The partition of unity (3.9) plays an important role in the kernel analysis carried out
i Sect. 3.3. It allows us to overcome a well-known problem in spherical Fourier analysis in higher rank,
namely the fact that the Plancherel density is not a symbol in general. This new tool should certainly help
solving other problems.

3.3 Pointwise estimates of the wave kernel

In this section, we derive pointwise estimates for the K-bi-invariant convolution kernel w{ of the
operator W7 = (—Ax)~ %€V ~2% on the symmetric space X :

WS = i @) = [ dyei e
for suitable exponents o € C. By using the inverse formula of the spherical Fourier transform, we have

wi (z) = CO/d)‘ eI 2 @A (@) (IA]? + |p|?) ™ F el VIR
a

Let us point out that the analysis of this oscillatory integral carried out on hyperbolic spaces or on sym-

metric spaces G/K with G complex (see [AnPil4; Zhw20]) does not hold in general since the Plancherel

density |c(\)|~2 is no more a differential symbol. We write

1 oo ! 2 2
)/ ds s771 Co/d/\ \c(/\)|—2<p/\(x)e—(s—lt) [A[2+[pl2
0 a

wy (z) = m

Ps—it (:C)

according to the formula

1 teo g
r % = —/ i s%e 5" Vr>0.
L'(o) Jo S

Here ps—_;¢ is the K-bi-invariant convolution kernel of the Poisson operator Ps_;;. Let us split up wy (z) =

w?°(x) + w?™(z) with

. LI 7,00 L[ .
@) = g [ AT ad @) = s [ ds s o)

NG o

We shall see in Sect. 3.3.2 that the kernel w°(x) has a logarithmic singularity on the sphere |z = ¢

when o = %. To bypass this problem, we consider the analytic family of operators
=50 602 1
Wy = —/ ds s°'P,_y (3.12)
D(HE —o0)T(0) Jo
—_———
Co,q
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in the vertical strip 0 < Reo < % and the corresponding kernels

1
&7 (z) = Ca,d/o ds 87 'ps_i () VreX

Notice that the Gamma function F(% — o) allows us to deal with the boundary point o = %, while

the exponential function ensures boundedness at infinity in the vertical strip. More precisely, by using
the inequality

1
IT(z)| > T'(Rez) (cosh(rImz)) 2 Vz € C with Rez > 1
(see for instance [DLMF, Eq.5.6.7]), we can estimate
|Coal S lollo — &5t emlimel-(me)® (3.13)

for all o € C with 0 < Reo < 2£L.

We divide the argument into three parts depending whether || and ‘IJ;I‘ are small or large. When

is sufficiently small, we estimate wao in Theorem 3.3.5 by combining the method of

t|
stationary phase with our barycentric decomposition of Weyl chambers; when % is large, we estimate

7% in Theorem 3.3.9 by using the Hadamard parametrix along the lines of [CGMO1]; w? ™ (z) is easily
handled by a standard stationary phase argument, see Theorem 3.3.12.

t| is large but |‘

3.3.1 Estimates of &""(z) when |t| is large and ! \tl is sufficiently small.

According to the integral expression (3.3) of the spherical functions, we write

1
o0 (z) :Cg,dCo/dee@’A(kw»/o ds s 1 (s,t,2),

where

I(s,t,x) = /dA lc(\)| e sV AP HIRE gitve (V)

a

is an oscillatory integral with phase
(N = VIR TP + (F ). (3.14)

Let us split up
I(s,t,x) =1 (s, t,x) + I (s, t,2) = /d/\xo /d)\xoo

by using smooth radial cut-off functions xf and x2, = 1 — x§, where x5(\) equals 1 when |\| < |p| and
vanishes if |A| > 2|p|. Then we have the following estimates for I~ and I

Proposition 3.3.1. There exists 0 < Cy < % such that the following estimates hold when 0 < s < 1,
[t| > 1 and ||t| <Cs:

I~ (s, t,z)| S ¢ = (1 + |x|) (3.15)
and
I (s, t,2)| S eI, (3.16)

for every N € N.
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Remark 3.3.2. Cx; is a small constant depending only on the geometric structure of the root system 3,
which will be specified later in the proof of (3.16). Notice that the upper bounds (3.15) of I~ and (3.16)
of I™ hold uniformly in s € (0,1).

Proof of the estimate (3.15). Recall that

I (s,t,x) = /dA ao(s, A)ett¥t )

a

is an oscillatory integral with amplitude
ag(s, A) = xG(N)[e(A)|“2em VIR

and phase 1;(\) which is defined by (3.14). The amplitude ag(s, A) is compactly supported for |A| < 2|p],
and the phase 9 has, in the support of X/, a single nondegenerate critical point A\g which is given by

(Mol + [p?) 200 = =2 (3.17)

where A = A(kx), and which satisfies

2
ho| = [pltl(1 — 25y =2 < o1 — 12 )-3 < L (3.18)

as |A| < |z| and ‘zl < Cy < . We conclude by resuming straightforwardly the computations carried out
in the proof of [th\ 20, Theorem 3.1]. For the sake of completeness and for the reader’s convenience, we
include a detailed study of the oscillatory integral I~ in the next lemma. O

Lemma 3.3.3. Let s € Ry and |t| > 1. Consider the oscillatory integral
I (s,t,2) = / dhag(s, ) ¥
a

where the phase is given by
e = VIR + [ + (5.0
and the amplitude

ag(s, A) = xL(\) [e(N)| "2 e~ sVl

vanishes unless |A| < 2|p|. Then, for all x € X such that % < Cs,

lp]
8,

(s, t,0)| S 7 (14 [a]) 7

Remark 3.3.4. The proof of this lemma is similar to the proof of [Zhw?20, Theorem 3.1.(i1)], except that
our amplitude involves the general Plancherel density and in addition a Gaussian factor depending on s.

Proof. By symmetry, we may assume that ¢ > 1. Recall that the critical point Ay of the phase 1 is given
by

_1
(Mol? +1pl) 7200 = =% (3.19)

and satisfies

2 2
ol = ol B = 125) =3 < Jpllba - )3 < Lol (3.20)

lzl ~ 1
as |A| < |z] and 2 < 5. Denote by

B(Ao,n) ={A € al|]A = Ao <n}
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the ball in a centered at Ao, where the radius n will be specified later. Notice that |A| < |p| + n for all
A € B(Ag,n). Let Py be the projection onto the vector spanned by ﬁ Then [A]?Py = A® X and the

Hessian matrix of 1, is given by
Hess ¢::(A) = (A" + p*) 77 L = (AP + o) 2 A @ A
_3
= (A2 + [p*) 72 {[pl*Px + (IA” + [p[*) (Ze — Px)}

lol? \ 0

= (A2 +pl?) "2
0 | (A% + |p|*) Le—s

which is a positive definite symmetric matrix. Hence \g is a nondegenerate critical point. Since V,9:(Ao) =
0, we write

Pr(A) — ¥e(Ao) = (A= Ao)" { /o ds (1 —s) Hess 1y (Ao + s(A — Ao)) } (A= 2o),

M(X)

where M (M) belongs, for every A\ € B(\g, ), to a compact subset of the set of positive definite symmetric
matrices. We introduce a new variable ;= M(X)2 (A — Ag), then |u|2 = ¥ (A) — ¥ (Xo) and p = 0 if and
only if A = Ag. There exist 0 < 7y < 72 such that p € B(0,7;) implies A € B(\g,n), and A € B(Ao,7)
implies u € B(0,72). Notice that for every k € N, there exists Cj > 0 such that

IVEM(A)2| < Cp YA€ B(o,n). (3.21)

Denote by j(A) the Jacobian matrix such that dp = det[j(\) ]dA, then we can choose 1 > 0 small enough
such that

1 1
det[j(N)] > §det[/\/l()\)§] YA€ B(\,n). (3.22)
Now, we split up
I (s, t,x) =1, (s,t,2) + I (s,t,x)

- / dAXG(A) ag(s, A) e ) + / dA X (A) ag(s, A) Ve

a a

where xg : a — [0,1] is a smooth cut-off function which vanishes unless A — Xo| < Z, xJ(A) = 1 if
A= Xo| < 4, and xL =1—xg.

Estimate of I;. We estimate I, by using the stationary phase analysis described in [Ste93, Chap.VIII
2.3]. Notice that supp x( C B(Xo, 7). By substituting 1:(\) = |u|? + 1¥:(Xo), we get

Iy (syty2) = O [ (s, M) 0

a

where the amplitude

(s, M) = XBO) X)) [ ()2 e~ VIREIPHOF det] (A (1)) ]! (3.23)

is smooth and compactly supported in B(0,72). We deduce, from (3.21) and (3.22) that a(s, A(n))
bounded, together with all its derivatives. Let xz, € C2°(a) be a bump function such that xz, = 1
B(0,72). Then

is
on

I7 (s, t, @) = eltteo) /du X, (1) eitlul? e—lulz{elul2 s, M)t

a
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Let M = [g] + 1 be the smallest integer > Q, the coefficients of the Taylor expansion

elnl? a(s, Mp Z e 1F + Ronr ()
|k|<2M
at the origin satisfy
ler] S le(ho)| 72 (14 s)F e sV Hol < (D=t (1 4 g)k e=lols, (3.24)

according to (3.20), and the remainder satisfies
(V7 Ronr ()] < |uPMHIn (1 4 5)2MA M elols w0 <n < 2M 4 1. (3.25)

By substituting this expansion in the above integral, I (s,t, ) is the sum of following three terms :

k _it|p —|ul?
I = cr | dppFe ul? g=lul
|k|<2M a

b= /du X (1) Rang () e1” e 1l”,
a
and
= > Ck/du{xnz ) — 1} b ettt eIl

|k|<2M a
To estimate I, we write

L = Ck H/ dpj 5 et Hfj

|/c\<2M j=1

where

“+oo
/ dp; e~ (=it} M?j =0

— 0o

if k; is odd, while

+o0 ) + 400 )
/ dp; e~ (=g )k py’ =2(1- zt) /0 dz; e % z?

— 00

by a change of contour if k; is even. We deduce from (3.24)

L] S8 (BP0 (14 s)M el 4% [ =55 e e

since %‘ < Cyx. Next, we perform M integrations by parts based on

itlp? — it|p|?
e —5 Z] 1 |M|2 8u e (3.26)

and obtain

lel

Lo 47 (14 9008l g 0 1

according to (3.25). Finally, as p + pu¥ e lnl? (x(r) — 1) is exponentially decreasing and vanishes near the
origin, we perform N > % integrations by parts based on (3.26) again and obtain

lel

1] <St™N (14 5)2Mem 25,

By summing up the estimates of I7, Is and I3, we deduce that

S

N

Iy (s,t,2)| St77 (L+ |2)) = C (14 s)2HBelels <= % (14 |z)) 7T e B " (3.27)
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Estimate of I . Since the phase ¢, has a unique critical point Ay which is defined by (3.19) and
satisfies (3.20), then for all A € supp x7,, we have V,1:(A) # 0. In order to get large time decay, we
estimate

I (st ) = /dA XL (A) ao(s, A) eit¥e )
a

by using several integrations by parts based on

et ) = L)~ Y (A A1) D itve(V),

I=L AN+ i

where

e 417

)= RETE

is a smooth function, which is bounded from below on the compact set (supp x'L) N (supp x4 ), uniformly
in %. After performing N such integrations by parts, I_(s,t, z) becomes

14

const. (it) ™V /ud)\ ettve() { - Z 88/\j o WO(A)* (\/ﬁ + %)] }N{XZO(A) ao(s, /\)}

j=1

where the last integral is bounded from above by (1 4 s)N e~ lrls < e~'%'5. Hence

lel

I (s,t,z)| < tNe 28 (3.28)

for every N € N. By combining (3.27) and (3.28), we conclude that

lol

(st 2)| St% (L a) 7 e 5.

Let us turn to the oscillatory integral
It (s, t,x) = /d/\ X (Ne(V)[ZemsVIAFFIPE gitve (),
a

which vanishes unless |\| > |p|. According to (3.18), ¢; has no critical point in the support of x2,. In rank
one or in higher rank with G’ complex, one can handle this integral by performing several integrations by
parts. This approach fails in general since the Plancherel density |c()\)|~2 is not a differential symbol. To
get around this problem, we split up the Weyl chamber according to the barycentric decomposition car-
ried out in Sect. 3.2.3, and perform integrations by parts based along a well chosen directional derivative
in each component.

Proof of the estimate (3.16). According to the partition of unity (3.9), we split up

I+(87t,$) = Z Z Iﬂ).Sj(Z.T"r)

weEW 1<5<0
with 7 = s — it, and we estimate
T (i7.8) = [ A, () X% (N eV 27 (3.20)
a
by performing integrations by parts based on
eV = —%731“,%.2”(» Ouw.p, e Vi, (3.30)
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Notice that

Ou.; Ui (V) = {wAy, s — 90

is a symbol of order 0, which satisfies in addition

Aj,A A(kx
Y P

S AL AL AGe) s e lal
Z 5 e ISR 2 U5~ Mefy

on (supp Xuw.s;) N (supp x%,) according to Proposition (3.2.6), where the constants c5 and M, are specified

in Remark 3.2.5. By choosing Cy; = min{ VIR %} , we obtain

|Ow.A;Pir (N)| > V2oles > 0.

Let us return to (3.29), which becomes

Iw.Sj (iT, .’E) =N /d)\ e‘”ﬁir()x)

a

% {0, 0 gtimon ) s, (OX&(N]e(N)[ 72},

after N integrations by parts based on (3.30). If some derivatives hit x2_()), the above integral is reduced
to the spherical shell |A| < |p| and thus converges. Assume that no derivative is applied to x2 (\) and
that

e N; derivatives are applied to the factors m,
Ay Dir

e N derivatives are applied to x..s;(A),
e N3 derivatives are applied to |c(\)]| 72,

with N = N; + Ny + N3. The contribution of the first item is O(|]A|7™), as Ow.A;Vir(A) is a symbol or
order 0, which stays away from 0. Similarly, the contribution of the second item is O(|A|72), as xu.s, (A)
is a symbol of order 0 according to Proposition 3.2.3. As far as the third item is concerned, the derivatives
(Ow. Aj)Nf’ are applied to the various factors in (3.4). According to Proposition 3.2.6, for every A in the
support of x..s,, any root o € ¥ satisfies either (a,w.A;) = 0 or [(a, A)| 2 |A[. On the one hand, if
(a,w.Aj) =0, all derivatives

(aw-Aj)Na|Ca(<aa )‘>)‘_2 V N, € N*

vanish. On the other hand, if (o, w.A;) # 0, we use the fact that |c,|™2 is a symbol on R of order
Mea + Mag, together with (3.11), in order to estimate

[(uw.n,) ¥ lea({as M) 72 S [a, A)metmae=Ne < [y[metmee=Ne ¢ N, € N*
for A € (supp xw.s;) N (supp x4,). Hence
(B, )V leN)[72 = O(A" M) VA€ (supp Xu.s;) N (Supp X5 )-

In conclusion,

|Iw.S,-(iT71')| 5 |T|7N\/d)\ |/\|d7Z7N17N27N3 /S |t|fN

a

provided that IV > d, and consequently

I (s,t,2) = O(|t| ™).
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3.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

We deduce from (3.15) and (3.16) that, for all 0 < s < 1, |t| > 1 and % < Cy,

D—¢
2

[I(s,t,2)| S 875 (1+ |z]) (3.31)

uniformly in s. Notice that

0 ,
Sel(s.ti) = = [ dN e[ I F T e sVIFTIP i
a

has the same phase as I(s,t,x). Hence the estimate (3.31) holds for %I(s, t,x) by similar computations.
Since

1 1
/ dss” 1I(s,t,x) = [% s7 I(s,t,x)](l) - %/ ds s % I(s,t, ),
0 0

we deduce that
1
‘C’U,d/ ds safll(s,t,x)’ < |t|*% (1+ |x|)¥
0
according to (3.13). Then we obtain the following kernel estimate of @y 9,
Theorem 3.3.5. There exists 0 < Cx < % such that the following estimate holds, when |t| > 1 and

lz| d+1 .
L

T < Cyx, uniformly in the vertical strip 0 < Reo <

B @) S [HF (1 + [2]) 7 o (@). (3.32)

3.3.2 Estimates of &7°(z) in the remaining range

Recall that 7 = s — it with ¢ € R* and s € (0,1) throughout this subsection. We are looking for
pointwise estimates of

pr(N)

1 e N
o0 (z) = Cg’d/o ds s77! Co/d)\ lc(\)|"2pa () e TV IR Ve eX,
a

pr(z)

where p,(x) is the Poisson kernel and p,(A) denotes its spherical Fourier transform. This subsection
focuses on pointwise estimates of p, along the lines of [CGMO1, pp.1054-1063].

Remark 3.3.6. Notice that the Gaussian factor ensures the convergence of the integral defining p,, but

yields a large negative power s~%. Then @f’o converges under the strong smoothness assumption Reo > d.

We will sharpen it to Reo = %. Notice that the stationary phase method carried out in the previous
Ed]

subsection fails since the critical point can be very large when il s not bounded from above.

As in [CGMO1], let us denote by p¥(v) = the Poisson kernel on R. We may write

5o(\) = e~ VIR _ / dv pE(v) cos(o/PELpP)  VAea.
R

Consider a smooth even cut-off function x : R — [0, 1], which is supported in [—v/2,1/2], and equals 1 on
[—1,1]. Denote by xr = Xx(55) with 7' = v/2 (uniformly in ¢) when [t| < 1 or T = v/2|t| when [¢| > 1.
Then yr is supported in [-2v/2T, 21/2T] C (—3T, 3T). We denote by a, and b, the K-bi-invariant kernels
of operators

“+o0o
A, = / dv xr(v) p*(v) cos(vy/—Ax)

oo
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3.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

and
Be= [ o 1= xa)}E(0) costoy/ B2,

Then p, = a-+ b, and a, is supported in a ball of radius 3T in X by finite propagation speed. b, is easily
estimated by straightforward computations, see Proposition 3.3.8. In order to analyze a., we will expand
cos(vy/—Ax) by using Hadamard parametrix.

Let {R7 |z € C} be the analytic family of Riesz distributions on R defined by

INE it r>0,

R(r) = |
0 if r<0,

for Rez > 0. The K-bi-invariant convolution kernel ®,, of the operator cos(vy/—Ax) has the asymptotic
expansion

[4/2) .
®,(exp H) = J(H)"2 Y 47* [o| Up(H) R (02 — |H[?) + Eg(v, H) (3.33)
k=0

where
o= ILCRE)
aext

denotes the Jacobian of the exponential map from p equipped with Lebesgue measure to X equipped with
Riemannian measure. Moreover, the coefficients satisfy

ViUr = 0O(1) (3.34)
for every k,n € N, and the remainder is estimated as
|Eg(v, H)| < (14 0)3E e (0 H), (3.35)

The Hadamard parametrix has been described and applied in various settings, see for instance [Bér77;
Hor94 ; CGMO1]. For the reader’s convenience, we give in Appendix A some details about this construction
in the particular case of noncompact symmetric spaces. By resuming the proof of Lemma 3.3 in [CGMO01]
(see Appendix B for details), we deduce the following expansion of the K-bi-invariant convolution kernel
a, of the operator A, :

[4/2]
ar(exp H) = % JH)"2 Y 4P ULHE)T (4L — k) (H]? + 72" + E(r, H) (3.36)
k=0
where
|E(r, H)| < TP (log T — log s) e~ »H) Y H e at. (3.37)

Remark 3.3.7. As a consequence, we may deduce that

" t|= = if |¢| is small,
lar(exp H)| S s=% e~ 80
t]3(z+1) log |t| if |¢| is large,

for all H € at. However, we cannot apply straightforwardly such estimates to study the kernel wy, since
it kills the imaginary part of o and yields a logarithmic singularity on the sphere |x| =t when o € C with
Reo = 4£1,

2

99



3.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

The following proposition concerning the estimate of b, will be proved by straightforward computa-
tions.

Proposition 3.3.8. Let N > d be an even integer. Then
|b- ()] S (L4 [t) ™ wo(x) (3.38)
for every x € X and for every 7 = s — it with s € (0,1] and t € R*.

Proof. Let is study

21 [*e 1
B =2 [ o = xn0)) g costo BT

™

which vanishes unless v > 27T. By performing N integrations by parts based on

1 9?
cos(vy/[A[2 + [p[?) = "I+ 1pP 902 cos(vV/ A2 +[p[?),

we obtain

2T _N _n [T S
Br(A\) == (=)= (AP +[p) "2 /O dv cos(vy/ A2+ [p]2) ()N (A2).

™

Since v > 2T, we have |72 4+ v?| > v? uniformly in 7 = s — it. Hence

B () < I (AP +1pl*) / :)O oo N TN (AP + o) %
By the inverse formula of the spherical Fourier transform, we deduce
o) = | [ a\le()I ox) B,
S TN wo(z) /adAIC(A)I‘2 (AP + 1o~ %
where the last integral converges provided that N > d. O

According to the asymptotic expansion (3.36) of a, and to the estimate (3.38) of b,, we establish the

. . . ~c.0 . .
ointwise estimates of @7 in the case where 2 is bounded from below.
t []

Theorem 3.3.9. Let o € C with Reo = %. The following estimates hold for all t € R* and x € X.
(i) If 0 < |t| < 1, then
max{d,D}—¢

~O‘,0 _d-1 —_— — 7w+
G@I ST et T e

(i1) If [¢| > 1 and % > Cf, then
G70@) SV (1 + ot )N e (e ),
for every Ny € N and Ny > Ny +2(d + 1) + 2{EDI,

Proof. Recall that we are looking for a pointwise estimate of the kernel

1
Gf’o(x) =Cord /0 dss” 't p, (),

where 7 = s — it with s € (0,1) and ¢t € R*. According to the Cartan decomposition, for every = € X,
there exist k1, ks € K and o € at such that = ky(expx™)ky. Then

pr(7) = a,(expa™) + by (expa™)
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3.3. POINTWISE ESTIMATES OF THE WAVE KERNEL

by the K-bi-invariance. According to the expansion (3.36), we split up
&7 (@) = Lt 2") + Lt ™) + Ts(t, ™)

[d/2]

= —1/2 24_ Ui (x ( k) 117k(t7$+)

1 1
+Cra / ds s"*lE(T, 27) + Cpa / ds s"*le(exp )
0 0

where
I p(t,aT) = gd/ dss” tr(jat? + 72)k -

satisfies
Lt at) ST+~

according to next lemma. Hence

SR+ =) J@h) ™2 vieR” (3.39)

The last two terms I (¢, 33+) and Ig(t, x1) are easily handled : on the one hand, we have
|L(t,zT)| < /1 dss® | B(r,2T) < (1 + |t|)3(%+1) log (2 + [t]) e (™), (3.40)
0
according to (3.37); on the other hand, (3.38) yields
It 2)| S /1 ds 57 br(expa™)| < (1 + [t) ™ wolexpa™) (3.41)
0

for all o € C with Reo = 4. By summing up the estimates (3.39), (3.40) and (3.41), we deduce, on the
one hand,

~5,0 max{dD} C et
@70 @) S 1177 (1 + 2] e~ lo)

if |t| < 1, and on the other hand,

~0,0 max{d D}y—¢ , +
@7 (@)] S 1P+ log (24 1) (14 ) et

if |¢t| > 1. Since % is bounded from below, we obtain finally

S70%z) | < 7N (1 + |zt N2 e () VIt >1
t ~Y
for every N1 € N and N22N1+2(d+1)+w. -

Remark 3.3.10. Notice that the above method works only in small time, or in large time under the
assumption that ‘\t|| is bounded from below. The large polynomial growth in |z ™| appearing in the estimate
18 not crucial for further computations because of the exponential decay e—(pa™),

d+1

Lemma 3.3.11. For every integer 0 < k < , the integral

d+1

1
L(taT)=Coy / ds s Lr(|at ]2+ )k
0
satisfies
Lpta)| ST+ VteR*, Voear

uniformly in o € C with Reo = 4=
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Proof. Since T = s — it, we write I ,(t,27) = P, + P, with
! 2 2 2 o\ f— 4t
P=Cyy / dss? (s* + |aT|? — % — 2sti)" 2
0
and

1
Py = Cy o (—it) / ds 571 (52 + a2 — 2 — 2sti)F—
0

Notice that [s? + 272 — 2 — 2sti| = \/s? + 252(Ja+[> + ¢2) + (Jo+[> — ¢2)2, then

s (3.42)
|s% + |a? — 2 — 2sti| > { st (3.43)
||z ]? — 2| (3.44)

P is easily estimated. By using (3.43), we obtain first
g d+1 1 k o dt1
21| < [ / dsst < (-4 vieR*.
0
By using in addition (3.42), we obtain next, for [¢t| < 1,
d+1

[t] 1 )
1Py S [t / ds s* + ds s2F— 5 <14 ‘t|2k7%
0 [t]

We deduce that

Py < 1+ |t it |t <1, 5.15)
P < 3.45
|k it |t > 1.
Let us turn to P,. Consider first the easy case where 1 < k < %. By using (3.43) again, we get
1
Pal S 1 o5 [ dsstter 1k g e (3.40
0

for all o € C with Reo = %. In order to estimate P, in the remaining case where k = 0, we write

d+1

1
. i Im o — s
Pzzcg,d(—”)/o ds s (o) -

By performing an integration by parts, P, becomes the sum of P, and P~ where

- CU, . 1 . dati 1
P2 - [Img (_Zt)s m0(52+|x+|267t272sti) : ]0

and

d+1

1
+ _ Coua (; I o) =
Py =5 (Zt)/o dssmg%{(s2+|m+|;—t2—2sti) ’ }

By using (3.13) together with (3.42) in small time and (3.43) in large time, we obtain

1 it |t <1,
TR (3.47)

[t|= =" it |t > 1.
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Since
o) s By del s N |zt )2 —t2—s2
%{(32+|x+|2—t2—2sti) } — T2 \ 24|z |22 —2sti (s2+|zxt[2—t2—2sti)2"
Jd-1
oIt =27)
we have
+2_42_ 2
I |t|/ P z (3.48)
2+\x+\2 t2— 25t1|

It remains for us to estimate @), which is bounded by the sum of

Jla*12 22|

1
=t and =t ds ' .
Ql | | / 2—Hz+|2 —t2— 25t2| Q2 ‘ | /0 |52+|r+|2—t2—25ti|2

Q1 is estimated as P;. According to (3.43) and (3.42), we have

t] Jy dslt =2 = [t <1 it > 1,
1 fy ds[t]72+ 1] [y dss™2 <2 if [ < 1.

Let us finally estimate Q. On the one hand, if |[zF]> — 2| > |t|, by using (3.44), we get
! -1
QI St [ dsla*P - 2]
0

On the other hand, if [|z7|? — 2| < |¢t|, we have Q2 = O(1) since

‘|x+\2—t2 B
‘|t|/ 2_42 ds < |t‘ 2_42) S’|J§+| t2|
0<s< =t Pt |52 4lat 22— 2m 0<s< et el

according to (3.44), and

+12_ 2
’Itl/ PR (G ‘< Hz+\2—t2|/ dss~2 <2
2_42 t o
stgl | 24|zt |2—t2— 23751‘ Il Wgsgl

according to (3.43). Hence @ = O(1) and we deduce from (3.48) that |Py| < |t|=“=" for all t € R*. By
combining with (3.47) and (3.46), we obtain

Py S tF 7 VeeR*

Together with (3.45), this concludes the proof. O

3.3.3 Estimates of w;"™

We establish in this last subsection the pointwise estimates of wy ™. Recall that

I
wy () = ) /1 ds s 1 ps_it(2) VzeX, VteR".

(o)

According to the integral expression (3.3) of the spherical function, we may write

C Foo
wf’oo(x):—F(g)/}(dke@"q(kx))/1 dss” 1 1(s,t, 1),
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where, let us recall,

I(s,t,w)z/nd()\)\—? e~ SV IAPHp? it (A)

a

We have considered this oscillatory integral in the case where s € (0,1).For s > 1, the factor e =5V IA*+lr?
plays an important role. On the one hand, for A close to the critical point of (), this Gaussian produces
an exponential decay in s, which ensures the convergence of the integral over s € (1, +00). For A away
from the critical point, it produces an exponential decay in |A|, which ensures the convergence of the
integral over A € a. Let us elaborate.

Theorem 3.3.12. The following estimate holds, uniformly in the strip 0 < Reo < %, for allt € R*
andz € X :

Wi (2)] S wo(). (3.49)
Moreover, if [t| > 1,
W @) S 172 (L4 ]2 po(a). (3.50)

Proof. The global estimate (3.49) is obtained by a straightforward computation. On the one hand,

/ dX [c(N)| "2 e sV IAPHI? ge—slpl/ dX AP
IAI<1

<1

<+oo

On the other hand,

/ d)\|C()\)‘72675 [AI2+p|? §€*§|p|/ d)\\)\|d*5 ,,‘)\l
[AI>1 IAI>1

<t+oo

Hence

400
=@ Seale) [ dsserten i, (3.1
1

<+oo

The estimate (3.50) follows from (3.49) if ‘\jll is bounded from below. Let us prove it if II 77 is bounded

from above, let say by 2 5. We study the oscillatory integral I along the lines of Sect. 3.3.1. Let split up
again

I(s,t,x) =1 (s, t,z) + I (s,t,x) = /d)\xo /d)\xoo

according to cut-off functions xf and x%, = 1 — x5, which have been defined in Sect. 3.3.1. Recall that
X6(A) =1 when |A| < |p| and vanishes if |\| > 2|p|.

On the one hand, I~ is estimated by studying the oscillatory integral

I~ (s,t,x) = /d/\ XEON) Je(N)| 72 e=sVINEFIPP gitién ()
a

ao(s,\)

where the amplitude ag is compactly supported for |A| < 2|p|, and in this range, the phase 1);, defined by
(3.14), has a single critical point, which is nondegenerate and small if II t“ < 1 . According to Lemma 3.3.3,
we obtain

lel

[T~ (s,t,z)| S|t~ 2 (1 + |33|) e 2% (3.52)
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On the other hand,
It (s, t,x) = /d)\ X2 (A) [e(V)]|2e® [A2+pl? gitee (N)
a

is easily estimated with no barycentric decomposition. Let

- _ P A(kz) . »
Voo (N) \/lw+|pl2+< A YA esuppx.

Then zzoo is a symbol of order 1, and satisfies

" |)\|2 <A07>\> 1 1
Yoo (A)] = - > (g5 — y)lel >0
VPP P p TR Ve
> <

on supp x%, according to (3.17) and (3.18). By performing N integrations by parts based on

ite(A) — 1 - £ . itte
et () = %woo()‘) ! Zj:l Aj %ew ),

we write
It (s,t,x) = (i)™

ity J N _9 _g 2 2
Jxem O T o 2 (4 e |2 e VI,

Voo

If some derivatives hit x2_ (), the range of the above integral is reduced to a spherical shell where |A| < |p],
and

It (s, t,z) < [t| Nesll,
Assume next that no derivative is applied to x%, and

e N; derivatives are applied to the factors A; /Joo()\), which are inhomogeneous symbols of order 0,
producing contributions which are O(|\|~1),

e N, derivatives are applied to the factor |c(\)| 2

bution which is O(|A|4~%),

which is not a symbol in general, producing a contri-

e Nj derivatives are applied to the factor e=sV/IAP+lel* producing a contribution which is
O(SNSG_S |)\\2+|P\2)7
with N1 + No + N3 = N. Then we get the upper bound
|t|_N sNg/ d)\‘)\|d—é—N1 e—s\/l)\\2+|p\2’
[A1>1pl

which yields

I (s,t,z)] <[t~ sV e—%\p\/ N[ e
[A[>]pl

<400

Together with (3.52), we obtain
(st )| S |7% (14 |u) 72" sVem8ll,
for all s > 1 and for N > 2. We deduce

lpl

“+o00
Wi (@)| S 17 F (1 +]2)) T po(z) / ds sReT—1HN o= 5

<+oo

for all z € X and [¢] > 1. O
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3.4 Dispersive estimates

In this section, we prove our second main result about the L7 — L9 estimates for the operator
W7 = (—Ax)~2eV=5% We introduce the following criterion based on the Kunze-Stein phenomenon,
which is crucial for the proof of dispersive estimates.

Lemma 3.4.1. Let k be a reasonable K-bi-invariant function on G. Then

2

- Kll Lo sy oy < {/Gdzgoo(x) k(z)|? }q

for every q € [2,400). In the limit case ¢ = oo,

|- % Kl L1 () Loe (x) = SUDgeq |K(T)]-

Remark 3.4.2. This lemma has been proved in several contexts. For q = 2, it is the so-called Herz’s
criterion, see for instance [Cow97]. For q > 2, the proof carried out on Damek-Ricci spaces [APV11,
Theorem 4.2] is adapted straightforwardly in the higher rank case.

Theorem 3.4.3 (Small time dispersive estimate). Let d >3 and 0 < |t| < 1. Then

forall2 < q < 400 and 0 > (d+1)(%—é),

(=A%) 2™ ™ L )y pagey S HT (@-DG-3

Proof. We divide the proof into two parts, corresponding to the kernel decomposition wf = w;” 04 wy ™
According to Lemma 3.4.1 and to the pointwise estimate Theorem 3.3.12, we obtain on one hand

Il gmzecn < { [ drn(a) =@t}

Qo

< {/+ da \wo@*)l%“é(ﬂ}

S{ [ atasiary

for all ¢ > 2. On the other hand, we use an analytic interpolation between L? — L? and L' — L™
estimates for the family of operators Wf’ defined by (3.12) in the vertical strip 0 < Reo < L. When
Reo = 0, the spectral theorem yields

2
(§+1) o~ (§-1){p.z >}q<+oo

it/ —Ax

WO L2y L) = lle lL2x)y—r2x) =1

for all £ € R*. According to Theorem 3.3.9, when Reo = %,

~0a,0 _d—1
W7l 0y ooty S M@ Moy S H77
By Stein’s interpolation theorem applied to the analytic family of operators Wf’o7 we conclude for o =

(d+1)(5 — ;) that

1
Wl Lo )= pagxy S 11T (@-1=3),

forall 0 < [t] < 1 and 2 < ¢ < +00. O

Theorem 3.4.4 (Large time dispersive estimate). Assume that [t| > 1,2 < ¢ < +00 and o > (d+1)(
LY. Then
q

1
2

- _D
1(=2%) " 2™ =2 | o )y pagey S IH7
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Proof. We divide the proof into three parts, corresponding to the kernel decomposition
,0 ,0 )
Wi = Lpocspnwi T Inpoosi @y Fwi
where the constant Cy has been specified in the proof of Theorem 3.3.5. The first and the last terms

are estimated by straightforward computations. By combining Lemma 3.4.1 with the pointwise kernel
estimates in Theorem 3.3.5 and Theorem 3.3.12, we obtain

- % {0 B0, @ H o () Lax)

<{ / 4z o) [15(0 s (@) @)
G

2
q

Sh7 {/ dat (1 + [o+]) 5T (@D 6—(%—1)(,;,;-*)}
|zt |<Cx|t|

<400

and

| % w0 N Lo (50 pax)

[SIS)

}%

<% {/ dart (14 [+ |) T HP=DE e~ (3Dl ]
at

<{ [ dwenta) (@)

QN

<+o0

Here ¢ < 2 < oo and the above estimates are uniform in the strip 0 < Reo < %. As far as the middle
term is concerned, we use again the analytic interpolation for the family of operators associated with the
convolution kernel 1x\ p(o,cy ) ﬁf’o. On the one hand, if Reo = 0, then

|- * Ix\ B(o,05|t]) LTJta’o||L2(X)—>L2(X) <-* CTJf’OHLZ(X)—wZ(X) + |- * Lpo,cx)t) 5?’0||L2(X)—>L2(x) S L

On the other hand, if Reo = %, we deduce from Theorem 3.3.9 that

~0,0 ~0,0 —
- * I\ B(o,oslt) @ Lt (x)—Loe(x) = 5161§|]1X\B(0,02|t|)($) @ (@) SN

for any N € N. By using Stein’s interpolation theorem between above L? — L? and L' — L* estimates,
we obtain

,0 —
|- * L\ B0, 0 ¢)) Wi HL‘I'(X)%L‘J(X) S It N,
for all |t| > 1, 2 < ¢ < +00 and for any N € N. This concludes the proof. O

Remark 3.4.5. The standard TT* method used to prove the Strichartz inequality breaks down in the
critical case. In order to take care of these endpoints, we need the dyadic decomposition method carried out
in [KeTa98] and the following stronger dispersive property, which is obtained by interpolation arguments.

Corollary 3.4.6. Letd > 3,2 < ¢, < +00 and o > (d + 1) max(3 — 1,1 — %) Then there exists a
constant C' > 0 such that the following dispersive estimates hold :

| @ DmaxG-g.3-%)  §f o< |t <1,
I T Sy <4 '
It~ =2 if |t > 1.
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3.5 Strichartz inequality and applications

In this section, we use the dispersive properties proved in the previous section to establish the Stri-
chartz inequality. This inequality serves as a tool for finding minimal regularity conditions on the initial
data ensuring well-posedness of related semilinear wave equations. Such results were previously known to
hold for real hyperbolic spaces [AnPil4] (actually for all noncompact symmetric spaces of rank one) and
for noncompact symmetric spaces G/K with G complex [Zhw20]. For simplicity, we may assume that
£ > 2 throughout this section, thus d > 4.

Let 0 € R and 1 < g < oo. Recall that the Sobolev space H?(X) is the image of L?(X) under the

operator (—Ax)~ 2, equipped with the norm
Nl reacxy = (=A%) % fll Lagx)-
If 0 = N is a nonnegative integer, then H?%(X) coincides with the classical Sobolev space
WHAX) = {f € LX) | VI € L(X), V1 <j < N},

defined by means of covariant derivatives. We refer to [Tri92] for more details about function spaces
on Riemannian manifolds. Let us state the Strichartz inequality and some applications. The proofs are
adapted straightforwardly from [AnPil4; APV12] and are therefore omitted.
3.5.1 Strichartz inequality

We study the linear inhomogeneous wave equation on X

Q?u(t,x) — Axu(t,z) = F(t,z), (3.53)
w(0,2) = up(x), O¢li=oult,z) = ui(x). .
whose solution is given by Duhamel’s formula :
t
sin ty/— in(t—s)v—A
u(t,x) = (costy/—Ax)ug(x) + %ul () —l—/o ds %F(s,x).
Recall that a couple (p, q) is called admissible if (%, %) belongs to the triangle
11 1 1 1< d-1(1_1 1
{Ga) e (d]<(03) | 32513 -7)}u{(08)}
1
q
1
5= - -~ ~- - - ®
L 1
2 d—1
1
P
0 / 1
1 _d-1(1_1 2
p 2 (2 q>
F1GURE 3.3 — Admissibility in dimension d > 4.
Theorem 3.5.1. Let (p,q) and (p,q) be two admissible couples, and let
oz (-1) and Gz (3-1).
Then all solutions u to the Cauchy problem (3.53) satisfy the following Strichartz inequality :
HVRXXuHLP(I;H*”vq(X)) S ||U0HH1(X) + HUIHL2(X) + ”F”Lﬁ’(I;H&v‘i'(X)) : (3.54)
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Remark 3.5.2. As have already been observed on hyperbolic spaces, the admissible set for X is much
larger than the admissible set for R, which corresponds only to the lower edge of the triangle. This is
due to large scale dispersive effects in negative curvature.

The admissible range in (3.54) can be widened by using the Sobolev embedding theorem.

Corollary 3.5.3. Assume that (p,q) and (p,q) are two couples corresponding to the square

b2) < () u{(0)}

Let 0,5 € R such that o > o(p,q), where

0 31 e 045 (D) -2

and similarly & > o(p,q). Then the Strichartz inequality (3.54) holds for all solutions to the Cauchy
problem (3.53).

1
q

[

D =

FIGURE 3.4 — Extended admissibility in dimension d > 4.

3.5.2 Global well-posedness for the semilinear wave equation

By combining the classical fixed point scheme with the previous Strichartz inequalities, one obtains
the global well-posedness for the semilinear equation

u(O,x) = f(SC), 3t|t:0u(t, :E) = g(x) (355)

{afuu,x) — Axu(t,z) = Py (u(t,)),
on X with small initial data f and g and power-like nonlinearities F' satisfying

(Bl S lul” and  |Fy(u) = Fy(0)] S (Jul™" + o] ) [u — vl

where v > 1. The global existence of solutions to the semilinear wave equation (3.55) on R is related
to the Strauss conjecture : the critical power 7, i.e., the infimum of all v € (1,,] such that (3.55) has
global solutions for small initial data, is the positive root of the quadratic equation

d=15—(d+1)w-2=0 (d>2)

In other words,

+ 452+ Z5 > L

D=
[

Yo =

=l

We refer to [Joh79; Kat80; Stra81; GLS97; Tat01] and the references therein for more details about
the Strauss conjecture in the Euclidean setting. In negative curvature, the global existence for small
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initial data has been proved, for any v € (1,7.], on real hyperbolic spaces of dimension d = 3 [MeTall;
MeTal2] and then of any dimension d > 2 [AnPil4]. In other words, there is no phenomenon analogous
to Strauss conjecture on such spaces. Similar results were extended later to Damek-Ricci spaces, which
contain all noncompact symmetric spaces of rank one [APV15], and have been established recently on
simply connected complete Riemannian manifolds with strictly negative sectional curvature [SSW19],
and on non-trapping asymptotically hyperbolic manifolds [SSWZ19]. Next theorem shows that the same
phenomenon holds on general noncompact symmetric spaces. More precisely, we prove that the semilinear
wave equation (3.55) on X is globally well-posed.

To state the following theorem, we need to introduce some notation. Consider the following powers

3 a2 + 15 if d<5,
"= - 2= -1, 2 BT a- _ _ .
d S SognoUP g - i dze

and the following curves

L d+l @D+ 1 S S oy = &2
1 8d o &l V=TT BT LT

a1(v)

Theorem 3.5.4. The semilinear Cauchy problem (3.55) is globally well-posed for small initial data in
H?%(X) x H°~Y2(X) provided that

o>0 if 1<y<m,

o> o01(7) if v <y <y,
o > oa(7) if 72 <7 <1,
o > os(7) if ye <y <s.

More precisely, in each case, there exists 2 < p,q < oo such that for any small initial data (f,g) in
Ho%(X) x H°~Y2(X), the Cauchy problem (3.55) has a unique solution in the Banach space

C(R; H*(X)) N CH(R; H*~H2(X)) N LP(R; LY(X)).

3.6 Further results for Klein-Gordon equations

The kernel estimates and dispersive estimates proved above for the wave equation still hold if we
replace the operator (—Ax)~ 2 eV ~2% by D=7¢*P | where

D =+—-Ax —|p|2 + k2 with & > 0.
Then, for every admissible couple (p, g), the operator
T/(t,2) = Dy 2P f(a)

is again bounded from L?(X) to LP(R; L(X)), and its adjoint

T'F(z) = / dsDy 2 e” P F(s, 1)

— 00

from L* (R; LY (X)) to L?(X). While L? Sobolev spaces may be defined in terms of D, we need the
operator

D=+—-Ax—p?+#"  with &> |,
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a

in order to define L2 Sobolev spaces when q gets large. As D % oD% isa topological automorphism of
L?(X), the operator

Tf(t,x) = Dy ? ™= f(x)

is also bounded from L?(X) to LP(R; L%(X)), and its adjoint
~ +oo ~_ o .
T F(z) = / dsD; ? e P« F(s,2)
—00
from L (R; LY (X)) to L?(X), hence
~ o~ +OO ~ .
TT F(t,x) = / dsD;7 e't=)D= (s, )

— 00

from LP (R; LY (X)) to LP(R; L(X)) for all admissible couples (p,q) and (7,3). We deduce that Theo-
rem 3.5.1 and Corollary 3.5.3 still hold for solutions to the inhomogeneous Klein-Gordon equation

02 u(t,x) + D?u(t,z) = F(t, z),
U(O,.T) = f(l‘), at|t:0u(t7x) = g(a?),

and that the corresponding semilinear equation is globally well-posed with low regularity data, see Theo-
rem 3.5.4.
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Chapitre 4

Wave and Klein-Gordon equations
on certain locally symmetric spaces

Ce chapitre reprend V'article [Zhw19] & apparaitre dans Journal of Geometric Analysis.

Résumé : Cet chapitre est consacré a l’étude des propriétés dispersives des équations des ondes et de
Klein-Gordon linéaires sur une classe des espaces localement symétriques. En conséquence, nous établis-
sons l'inégalité de Strichartz pour une grande famille des paires admissibles et prouvons que, comme sur
les espaces hyperboliques réels, les équations semi-linéaires correspondantes sont globalement bien posées
avec la régularité faible.

This chapter resumes the article [Zhw19] to appear in Journal of Geometric Analysis.

Abstract : This chapter is devoted to study the dispersive properties of the linear wave and Klein-Gordon
equations on a class of locally symmetric spaces. As consequences, we establish the Strichartz estimate for
a large family of admissible pairs and prove global well-posedness results for the corresponding semilinear
equation with low reqularity data as on real hyperbolic spaces.
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

Let Y be a Riemannian manifold and denote by Ay the Laplace-Beltrami operator on Y. The theory
is well established for the following wave equation on Y = R? :

{azu(t,x) — Agau(t,z) = F(t, ),

(4.1)
u(0,x) = up(x), Ot=ou(t,z) = u1(zx),

where the solutions u satisfy the Strichartz estimates :

IVexratll o -oaqgay S ol g ey + il 2 gay + 1F Lo (1,5.2 (may) »

on any interval I C R under the assumptions

d+1/1 1 . d+1/1 1
oc=—|=z—- and c=—|[=—-—=],
2 2 q 2 2 q

and the couples (p, q), (P, q) € (2,+00] X [2, 2%) fulfill the admissibility conditions :

1 d-1/1 1 1 d—1 /1 1
- = - — - and == - — = .
p 2 2 q D 2 2 q

These estimates serve as a tool for finding minimal regularity conditions on the initial data ensuring well-
posedness for corresponding semilinear wave equations, which is addressed in [Kap94], and almost fully
answered in [LiS095; GLS97; KeTa98 ; DGKO01]. Analogous results have been found for the Klein-Gordon
equation

{8?11(25, x) — Agau(t, z) + cu(t,z) = F(t,x), (4.2)

u(0,2) = up(x), Olt=ou(t,x) = ui(x).

with ¢ = 1, see [GiVe95; BaGe99; Nak99 ; MNOO04].

Given the rich Euclidean theory, it is natural to look at the corresponding equations on more general
manifolds. We consider in the present paper a class of noncompact locally symmetric spaces Y, on which
we study the Klein-Gordon equation (4.2) with ¢ > —p?, where p is a positive constant depending on
the structure of Y and defined in the next section. Due to large-scale dispersive effects in negative curva-
ture, we expect stronger results than in the Euclidean setting, as on real hyperbolic space, see [APV12;
AnPil4]. In the critical case ¢ = —p?, (4.2) is called the shifted wave equation. To our knowledge, it was
first considered in [Fon94 ; Fon97] in low dimensions d = 2 and d = 3. In [APV12; APV 15], a detailed ana-
lysis of the shifted wave equation was carried out on real hyperbolic spaces and on Damek-Ricci spaces,
which contains all rank one symmetric spaces of noncompact type. In the non-shifted case ¢ > —p?,
similar results on real hyperbolic spaces were obtained in [AnPil4]|. In the recent paper [FMM18], the
Schrédinger equation was considered on certain locally symmetric spaces. In the present paper, we study
the wave and Klein-Gordon equations in the same spirit.

4.1.1 Notations

We adopt the standard notation (see for instance [[el78; Hel00; GaVa88; BuOIl00]). Let G be a
semisimple Lie group, connected, noncompact, with finite center, and K be a maximal compact subgroup
of G. The homogeneous space X = G/K is a Riemannian symmetric space of noncompact type, whose
dimension is denoted by d. Let g = £®p be the Cartan decomposition of its Lie algebra. The Killing form
of g induces a K-invariant inner product on p, and hence a G-invariant Riemannian metric on G/K. Fix
a maximal abelian subspace a in p. The symmetric space X is said to have rank one if dima = 1. Let
¥ C a be the root system of (g, a) and denote by W the Weyl group associated to 3. Choose a set £t of
positive roots, let at C a be the corresponding positive Weyl chamber and a¥ its closure. Denote by p
the half sum of positive roots counted with their multiplicities :

pP= % j{: maQ,

aext
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4.1. INTRODUCTION

where m,, is the dimension of root space gs = {X € g |[H,X] = (o, H)X,VH € a }.

Let T be a discrete torsion-free subgroup of G. The locally symmetric space Y = T'\X, equipped
with the Riemannian structure inherited from X becomes a Riemannian manifold. We say that Y has
rank one if X has rank one. Moreover I' is called convex cocompact if the quotient group I'\ Conv(Ar)
is compact, where Conv(Ar) is the convex hull of the limit set Ap of I'. We denote by A the Laplace-
Beltrami operator, by d(-, ) the Riemannian distance, and by dz the associated measure, both on X and
Y. Consider the Poincaré series

Py(z,y) = Z e~ sd@y) Vs >0, Va,y € X|
yel’

and denote by 6(T") its critical exponent :
I(IT) =inf{s > 0| Py(z,y) < +o0}.

4.1.2 Assumptions

In this paper, Y = I'\X is a rank one locally symmetric space such that I' is convex cocompact
and 0(T) < p. Let us comment a few words on these assumptions. Wave type equations on noncompact
rank one symmetric spaces are well understood. Sharp pointwise estimates of wave kernels on X(see
Sect. 4.2.2), which were obtained in [APV12; AnPil4], allow us to deal with wave kernels on a locally
symmetric space Y. Notice that such information is lacking in higher rank. The rank one symmetric spaces
of the noncompact type are the hyperbolic spaces H*(F) with F = R, C,H or H?(0). In particular, we
have a* = a and a™ = R* , hence p is just a positive constant depending on the structure of X. Specifically,
as a direct consequence of the assumption 6(I') < p, the series (4.11) defining the wave kernel on Y is
absolutely convergent, see Proposition 4.3.1. In addition, according to [Cor90], the bottom Xy of the
L?-spectrum of —Ay is equal to p?, as on X. Consequently, we obtain an analogous L? Kunze-Stein
phenomenon on Y without further assumptions, see Proposition 4.3.2. Notice that A\g = p? > 0 implies
Vol(Y) = +oo, while A\g = 0 if Y is a lattice. At last, the convex cocompactness assumption implies a
uniform upper bound of the Poincaré series, see Lemma 4.3.3, which is crucial for the L'-L> boundedness
of wave propagators on Y.

Remark 4.1.1. The Schridinger equation is studied in [FMMI18] under slightly different assumptions,
our well-posedness results hold also in that setting.

4.1.3 Statement of the results

Consider the operator D = /—A — p? + k2 with k > 0, then the Klein-Gordon equations (4.2)
becomes

{8fu(t7 ) + D2u(t, x) = F(t,z), (4.3)

uw(0,2) = ug(x), O|r—oult,x) = ui(x).

with ¢ = k? — p? > —p?. Notice that (4.3) is the wave equation when x = p and becomes the shifted wave
equation in the limit case k = 0. Consider another operator D = y/—A — p? + k2 with k¥ > p. We denote

by w¢ the radial convolution kernel of the wave operator W7 = D~7¢P on the symmetric space X :

WEf(x) = f #wf () = /G Wi (52) F () dy, (4.4)

where f is any reasonable function on X, see Sect. 4.2.2 for more details. By K-bi-invariance of the kernel
wy, we deduce that W7 f is left I'-invariant and right K-invariant if f is defined on the locally symmetric

space Y. Thus the wave operator on Y, denoted by ﬁ/?, is also defined by (4.4). Consider the wave kernel
wy on Y, which is given by

Wi (z,y) =Y Wiy 'ya)  VayeX.

vel
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Then the wave operator ﬁ/? on Y is an integral operator :

W7 sw) = [ )i
Y
see Proposition 4.3.1. The aim of this paper is to prove the following dispersive properties :

Theorem 4.1.2. Ford > 3,2 < q< +oo and o > (d+ 1) (% — %),

|77

—(d—l)(l—%) .
<{|t| > if 0<|t] <1, (45)

L (V)—Law) ~ | 672 if |t > 1.

Remark 4.1.3. In dimension d = 2, there is an additional logarithmic factor in the small time bound,
which becomes |t|7(%7%)(1 —log \t|)17%, see Theorem 4.2.1 in the next section.

Remark 4.1.4. At the endpoint g = 2, t — P is a one-parameter group of unitary operators on L*(Y).

By applying the classical TT* method and by using the previous dispersive properties, we obtain the
Strichartz estimate

HVRXYUHLP(I;H*U«I(Y)) S HUOHHl(Y) + ||“1||L2(Y) + ||FHL1'>’(I;H&«7’(Y))

for the solutions u of (4.3), see Sect. 4.4 for more information about the Sobolev spaces H~7%(Y). Here
I C R is any time interval, possibly unbounded,

d+1/1 1 ~_d+1/1 1
> (- — = d > [ = — =
o> 5 (2 q) an o> 5 (2 (j)’

and the couples (p,q) and (p, §) are admissible, which means that (%, %), (

n > 4 (see Sect. 4.4 for the lower dimensions) to the triangle

{Ga)=02)3) =5 G-)pu{(s) Ga-a3))

Q=

SR

FIGURE 4.1 — Admissibility in dimension d > 4.

Notice that the admissible set for Y is larger than the admissible set for R¢ which corresponds only

to the lower edge of the triangle. In comparison with X, we loose the right edge of the triangle, which
corresponds to the critical case 1 = % and % > % — ﬁ, this will be explained in Sect. 4.4. Notice that

we obtain nevertheless the same well-posedness results as on X.
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This paper is organized as follows. In Sect. 4.2, we review spherical analysis on noncompact symmetric
spaces, and recall pointwise estimates of wave kernels on rank one symmetric space obtained in [AnPil4].
In Sect. 4.3, after proving the necessary lemmas, we prove the dispersive estimate by an interpolation
argument. As a consequence, we deduce the Strichartz estimate and obtain well-posedness results for the
semilinear Klein-Gordon equation in Sect. 4.4.

4.2 Preliminaries

4.2.1 Spherical analysis on noncompact symmetric spaces

We review in this section some elementary facts about noncompact symmetric spaces. We refer to
[Hel78; Hel00; GaVa88], for more details. Recall that at is the closure of the positive Weyl chamber
a™. Denote by n = Y acs+ Ja the nilpotent Lie subalgebra of g associated with ¥F, and by N the
corresponding Lie subgroup of G. Then we have the following two decompositions of G :

G =N (expa) K (Iwasawa),
G =K (expat) K (Cartan).
In the Cartan decomposition, the Haar measure on G writes
/ dx f(x) = const. / dk; / dH [] (sinha(H))™ / dky f(ky(exp H)ks). (4.6)
G K at acs+ K
In the rank one case, which we consider in this paper,

+oo
/ dH H (sinh a(H))m” = const. / dr (sinhr)™e (sinh 2r)™2«
at 0

aext

where
(sinh 7)™ (sinh 2r) 2o < €2P7 vr > 0. (4.7

Denote by S(K\G/K) the Schwartz space of K-bi-invariant functions on G. The spherical Fourier trans-
form H is defined by

’Hf()\)z/de w_x(x)f(x) YAea=R, Vfe S(K\G/K).

Here ¢y € C*°(K\G/K) is a spherical function, which can be characterized as a radial eigenfunction of
the negative Laplace-Beltrami operator —A satisfying

—A = ()2 2
pa(z) = (N + p?) pa(2), (4.8)
vA(0) = 1.
In the noncompact case, the spherical function is characterized by
oa(z) = / dk e FPAkT) A€ ac, (4.9)
K

where A(kx) is the unique a-component in the Iwasawa decomposition of kz. Denote by S (a)W the
subspace of W-invariant functions in the Schwartz space S (a). Then H is an isomorphism between

S(K\G/K) and S (a)"". The inverse spherical Fourier transform is defined by
F(z) = const. / X e Zor(@)HFN) Ve e G, Vf e S@Y,

where ¢()) is the Harish-Chandra c-function.
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4.2.2 Pointwise estimates of the wave kernel on symmetric spaces

We recall in this section the pointwise wave kernel estimates on rank one symmetric space obtained
in [AnPil4] and [APV15]. Via the spherical Fourier transform and (4.8), the negative Laplace-Beltrami

operator —A corresponds to A2+ p2, hence the operators D = \/—A — p2 + k2 and D = \/—A — p2 + r2
to
VA2 4 K2 and VA2 4+ g2,

By the inverse spherical Fourier transform, the radial convolution kernel wy of W7 = D°¢iP on X is
given by

+OO . =
w? (1) = const. / dX eV 2o (r) (A2 + &2) T eitVATHR?

—0o0

for suitable exponents ¢ € R. Consider smooth even cut-off functions x¢ and yo, on R such that

Xo(A) =1 VAl <1,
Xoo(A) =1 VAl =2,

and xo(A) + Xoo(A) = 1. Let us split up
() =7 (0) + ()

+oo
— const. / X xo(\)(A2 + #2)~ 8 VTR (1) c(A)] 2

—00

+oo )
+ const./ A\ Xoo V) (N2 4 B2 "2V 0, (1) e (V)] 2.

— 00

To avoid possible singularities of the kernel wy’ ™, see [Ste93, Chap 9], we consider the analytic family of
operators

e’

M (% o)

W™ = Yoo (D)D~7¢P (4.10)

in the vertical strip 0 < Reo < %, and their kernels

2

o —+o00 .
G (r) = const. e [ A xR 4 ) E YTy (1) fe(v)]
L(5 —0) Jox

The following pointwise estimates of the kernels w{"’ and &7, which were obtained in [AnPil4] for
real hyperbolic spaces, extend straightforwardly to all rank one Riemannian symmetric spaces of the
noncompact type.

Theorem 4.2.1. For all o € R, the kernel wf’o satisfies

R >
W ()] S {“"0(” e om0

[t73 (L + r)po(r) WiH > 1, vo<r< i

For all 0 € C with Reo = %, and for every r > 0, the following estimates hold for the kernel ;"™ :
t|= T e—rr Vo< |t| <1, if d>3,

~ 0,00 <
CAUTE RO A

In the 2-dimensional case, the small time estimate of &)™ reads

G2 () S ¢ 2 (1 —log|te™® VO <|t| <1.
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4.3 Dispersive properties on locally symmetric spaces

___In this section, we prove our main result, namely Theorem 4.1.2. Let us first describe the wave operator
W¢ on locally symmetric space Y. Recall that the wave kernel on Y is given by

Wi (z,y) =Y Wiy yw)  VoyeX (4.11)
~yel

Proposition 4.3.1. The series (4.11) is convergent for every x,y € X, and the wave operator on Y is
given by
W7 o) = [ dy () f)
Y

for any reasonable function f on Y.

Proof. According to the Cartan decomposition of G, we can write y~'yz = k. (exp H.Y)k'fy with i, € Ry

and k-, k’7 € K. Notice that H, = d(z,vy). Then, by the K-bi-invariance of wy, we have

jWf (2, 9)| = | D wf (exp Hy)| S D wf(exp Hy)| + Y 167> (exp H).
~yel ~yel ~yel

For the first part, Theorem 4.2.1 implies that for all H, > 0,

> lwi(exp H)) S D polexp Hy) S (1+ Hy)e P

~yel ~el vel

By choosing 0 < ¢ < p — §(T"), we obtain

Dl exp Hy)| S Y e OO = By (@, y) < 400
yerl’ yel’

The second part is handled similarly and thus omitted. Hence the series (4.11) is convergent. According
to (4.4), we know that

W7 f(x) = /G dy (%) f(y) = / dy (') (1)

since wy is K-bi-invariant and f is right K-invariant. By using Weyl’s formula and the fact that f is left
I'-invariant, we deduce that

W?f(x)—/r\xdy > Fw)w? (v~ ) :/dy Wi (,9)f(y).

YeT ¥
L]

Next, we introduce the following version of the L? Kunze-Stein phenomenon on locally symmetric
space Y, which plays an essential role in the proof of the dispersive estimate.

Proposition 4.3.2. Let 1 be a reasonable bi-K-invariant functions on G, e.g., in the Schwartz class.
Then

- Wl < [ do [0@)ls(o) (4.12)

G
The Kunze-Stein phenomenon is a remarkable convolution property on semisimple Lie groups and
symmetric spaces (see e.g., [KuSt60], [Her70], [Cow78] and [Ion00a]), which was extended to some classes

of locally symmetric spaces in [LoMa09] and [LoMal4]. Let us prove Proposition 4.3.2 along the lines of
[LoMal4] in our setting where rank X = 1, §(I') < p and with no additional assumption.

79



4.3. DISPERSIVE PROPERTIES ON LOCALLY SYMMETRIC SPACES

Proof. Since G is a connected semisimple Lie group, it is of type I, [Harb4; Dix77]. Denote by G the
unitary dual of G and by G the spherical subdual. We write L?(I'\G) as the direct integral

)
2T\G) = / Hndv(m)
a
and
®
L3(Y) = / (H) X dv(r) (4.13)
Gx
accordingly, where v is a pos1t1ve measure on G see for instance [Bu()l() )]. Recall that (H,)% = Ce, is

one-dimensional for every T € G k- Recall moreover that, in rank one, G Kk 1s parameterized by a subset
of C/ + 1. Specifically, G consists of

e the unitary spherical principal series 71 (A € R/ + 1),
e the trivial representation m4;, = 1,

e the complementary series w1;) (A € I), where

0,p) if X=H"(R) or H*(C),
(0, B + 1] if X =H"(H) or H%(0).

This result goes back to [Kos69]. Under the assumption §(I') < p, we know that A\g = p? is the bottom
of the spectrum of —A on L2(Y). As —A acts on (H,)¥ by multiplication by A2 + p%, we deduce that

(4.13) involves only tempered representations, i.e., representations 7y with A € R/ 4 1. Moreover, as the
right convolution by ¢ € S(K\G/K) acts on (H,, )X by multiplication by

N /S dz ox(2)f ()

where ¢y (z) = (mx(2)er,, er,) is the spherical function (4.8), we deduce from (4.9) that

/ dz o3 (2)) ()
G

< /G dz o) ().

Il * Y|l L2(vy—2(v) < sup
AER

The following two lemmas are used in the proof of dispersive estimates.

Lemma 4.3.3. If T is convexr cocompact, then there exists a constant C' > 0 such that for all x,y € X,
Py(z,y) < CPs(0,0) Vs >0,
where 0 = eK denotes the origin of X.

Proof. Let Conv(Ar) be the convex hull of the limit set Ar of I'. Recall that I" is said to be convex
cocompact if T'\ Conv(Ar) is compact. Let F' be a compact fundamental domain containing 0 for the
action of I' on Conv(Ar). Then, for each z € Conv(Ar), there exists v € I' and 2z’ € F such that z = vz'.
The orthogonal projection 7| : X — Conv(Ar) is defined as follows. For every z in X, 7 (x) is the unique
point in Conv(Ar) such that

d(x,m1(2)) =d(z,Conv(Ar)) = inf  d(z,y).
yeConv(Ar)

Then, for all z,y € X, we have (see [BrHa99], Chap II, Proposition 2.4.)

d(ro(x), 71 (y)) < d(z,y).
On the other hand, for all x € X and v € T,

d(yz, 7y (yx)) = d(yz, Conv(Ar)) = d(z, Conv(Ar)),
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4.3. DISPERSIVE PROPERTIES ON LOCALLY SYMMETRIC SPACES

since Ar and Conv(Ar) are I-invariant. Thus

d(ye,mo (o)) = d(z, 7o (2)) = d(yz,y7 L (2)),

which implies that, for all x € X and v € T, m) (yz) = v71 (x). Therefore, for every z,y € X and s > 0,
the Poincaré series satisfies :

Py(z,y) = Z e—sd@y) < Z e sd(mi(2),mL(vy))

yel ~yel

= Z emsdmL@ATLW) = P (n) (2), 71 (y)),
yel

(4.14)

with 7, (z), 7 (y) € Conv(Ar). Moreover, as there exist 71,72 € I and 2/, y’ € F such that 7, (z) = 12/,
71 (y) = 72y', we have

Py(ry(2),mi(y)) = D e inmee) = N emed@l ) = paf ), (4.15)
~ver y'er
Since 2/, € F, the triangular inequality yields
d(0,7'0) < d(0,2") + d(z',7'y') + d(v'y',7'0) < d(2',~'y’) + 2 diam(F).
Hence
P,(z',y) < e?*diam) p (0, 0). (4.16)
We conclude by combining (4.14), (4.15) and (4.16). O

Consider the radial weight function defined by

() = O +e)d(0),

with 0 < & < p — 0(T"). We prove the following lemma by applying previous results.

Lemma 4.3.4. Let g be a radial reasonable function on X. Then the bilinear operator B(f,g) = f*(u"1g)
satisfies the following estimate :

1B 0)l g )0y < C ( [ o wo(w)ﬂ‘l(x)lg(w)|3>

for all 2 < g < .

Proof. According to Proposition 4.3.2,

I1BCy 92 ()2 vy S/de po(@)u~" (z)]g()]- (4.17)

Since f is left I'-invariant, we can rewrite

B(f,9)(x) :/Xdy (') (v~ ') f(y) —/F\X dy (Z(u’lg) (y’lvx))f(y),

yel’
with
’ Z (:u‘ilg) (y71'7‘77) ‘ < ||g‘|oo Z 67(5(F)+6)d(xﬁy) < HgHooPé(F)-i-a(zyy) < ||g||oop6(F)+e(Oa0)7
~el’ yel

according to Lemma 4.3.3. Hence

IB(, 9)|| 1 (v)— Lo (v) = sup ‘Z (1 'g) (y ') ‘ < Cllgllso- (4.18)
z,yeG ~er
We conclude by standard interpolations between (4.17) and (4.18). O

We prove now our main result.

Proof of Theorem 4.1.2. We split up the proof into two parts, depending whether the time ¢ is small or
large.
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4.3. DISPERSIVE PROPERTIES ON LOCALLY SYMMETRIC SPACES

Dispersive estimate for small time. Assume that 0 < || < 1. On the one hand, by using the

Lemma 4.3.4 with g(z) = p(z)w®(x), we have

2
7l ) oy < Ca (/G da <po(x)u(x)g‘1|w2”°(w)g> ~

Notice that the ground spherical function g, the weight p and the kernel w; 0 are all K-bi-invariant. By
using the expression (4.6) of the Haar measure in the Cartan decomposition, together with the estimate
(4.7), we obtain first

+oo
/G d po(@)u(z) MWl @)[E < / dr o(r)u(r) w0 (r)] e

As w7 ()| < @o(r), according to Theorem 4.2.1, and o (r) = (14 r)e™*", we obtain next
+OO q aq +OO q q
/ dr po(r)u(r) 2w (r)|2 e < / dr (1+ r)f*‘le*(i*l)(’)*‘;(r)*a)r
0 0

Since p—§(I") —e > 0, the last integral is finite for any 2 < ¢ < 4+00. By using Lemma 4.3.4, we conclude
that

,0
sup || - xwy ||L<I'(Y)%LQ(Y) < +o0.
o<|t|<1

On the other hand, consider the analytic family of operators th’oo defined by (4.10). When Reo = 0,
the spectral theorem yields

<

‘ ‘ Wa,oo <
L2(Y)—L2(Y)

t

||€itDHL2(Y)—>L2(Y) =1 (4.19)

for all £ € R*. When Reo = %, Theorem 4.2.1 yields

HWU’OO‘

=5 ~ —d-1
sy = S0 (|57 @) S It )l 1407
z,y

in dimension d > 3. By applying Stein’s interpolation theorem for an analytic family of operators, we
obtain

<=0,

4+l (1-9),00 ‘
L9 (Y)—La(Y)

i

where 6 = 3, that is

~0, —(d—1)(1 -1
|| *thOO”Lq/(Y)_wq(Y) S |t| ( UChE ’

with o = (d+1)(3 — %) In conclusion,

o
t

HA , <G wo< <1
L4’ (Y)—La(Y)

ford>3,0=(d+1)(3 - %) and 2 < ¢ < co. In dimension d = 2, the same arguments yield

o

: <1tmG-Da-logt) i Vo<t <1

—
~

L9 (Y)—La(Y)

forazS(%—%) and 2 < g < +00.
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4.4. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

Dispersive estimate for large time. Assume now that [t| > 1. We proceed as before after splitting
up the kernel as follows :

,0 ;0 )
wt” :13(07%)&}? +1X\B(07%)w;’ +wf°°

By using Lemma 4.3.4 and Theorem 4.2.1, we obtain

Qo

a,0
-k ]lB(O,%)wt

jial
2 a_ o a -
: 5{/ dr po(r)u(r) ¥ ey (r)| £ }
L4 (Y)—=La(Y) 0

and

which is O(|t| =), for any N > 0. Instead of w;"*°, we consider again the kernel &;"*°. By Theorem 4.2.1,
the associated operators satisfy

HW;W <IN VYNeN

LY(Y)— L= (Y)

when Reo = %

obtain finally

. By using again Stein’s interpolation theorem and by summing up these estimates, we

o
t

H/\

Sk v =1
L' (Y)—La(Y)

fordZQ,o*:(d—&—l)(%—%)and2<q<oo. O

4.4 Strichartz inequality and applications

Let 0 € R and 1 < ¢ < co. Recall that the Sobolev space H”9(Y) is the image of LI(Y) under the
operator (—A)~%, equipped with the norm

£l oacry = 1(=2)% fllLaq)-
If o = N is a nonnegative integer, then H?(Y) coincides with the classical Sobolev space
WNa(Y) = {f € LY) | V/f € LY(Y), ¥1 < j < N},

defined by means of covariant derivatives. The following Sobolev embedding theorem is used in next
subsection.

Theorem 4.4.1. Let 1 < q1,q2 < 00 and 01,02 € R such that o1 — o9 > 4 _ d >, Then

q1 q2 —
Hov 0 (Y) ©€ HO>%(Y). (4.20)

We refer to [Tri92] for more details about function spaces on Riemannian manifolds. Let us state next
the Strichartz estimate and some applications. The proofs are straightforwardly adapted from [AnPil4]
and are therefore omitted.
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4.4. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

4.4.1 Strichartz inequality

Recall the linear inhomogeneous Klein-Gordon equation on Y :

{a,?u(t, ) + Dlu(t,z) = F(t, ), (4.21)

w(0,2) = ug(x), O|t=ou(t,x) = ui(x).

whose solution is given by Duhamel’s formula :

intD, " sin(t — s)D,
u(t,x) = (costDy) ug(x) + SH;:) up(x) +/ WF(SJM&
xT 0 xT

We consider first the case d > 4 and discuss the 2-dimensional and 3-dimensional cases in the final
remarks. Recall that a couple (p, q) is called admissible if (zl)’ é) belongs to the triangle

{Ga)=02)3) =5 G-)pu{(s) Ga-a9))

Q=

SR

FIGURE 4.2 — Admissibility in dimension d > 4.

Theorem 4.4.2. Let (p,q) and (p,q) be two admissible couples, and let

d+1 /1 1 __d+1/1 1
O (e d >4 (22,
o>t (2 q) and 5> (2 q)

Then all solutions u to the Cauchy problem (4.21) satisfy the following Strichartz estimate :

IVexvull o r-eacry) S luoll gy + luallp2 vy + 1 o (10,0 () - (4.22)

Remark 4.4.3. In comparison with hyperbolic spaces , observe that we loose the right edge of the admis-

sible triangle. The reason is that the standard TT* method used to prove the Strichartz estimate breaks
down in the critical case where p = 2 and q < 2%. The dyadic decomposition method carried out in
[KeTa98] takes care of the endpoints, but it requires a stronger dispersive property than Theorem 4.1.2 in

small time, which reads

1 11

Sm@max(z-53-3) Vo< <1

|77

1%

L' (Y)—=La(Y)

form>3,2<q,q<oo0 and o > (d+ 1) max (% - 11 l). Such an estimate would follow from

w7 <pTE o vo< |t <1

~

La(Y)
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4.4. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

for o > % (% — %) and 2 < q < 400, which is unknown so far. However, these critical points are not

relevant for the following well-posedness problems, hence we obtain the same results as on real hyperbolic
spaces.

The admissible range in (4.22) can be widen by using the Sobolev embedding theorem.

Corollary 4.4.4. Let (p,q) and (p,q) be two couples corresponding to the square

P2) = (02)U{(2) G-}

1
q

N
|

FIGURE 4.3 — Extended admissibility in dimension d > 4.

Let 0,6 € R such that o > o(p, q), where

d+1/1 1 d—1/1 1 1
—_— _— = O _— _— = —_ =
o(p,q) =—5 (2 q) +maX{ 5 (2 q> p},
and similarly 6 > o(p,q). Then the Strichartz estimate (4.22) holds for all solutions to the Cauchy

problem (4.21).

Remark 4.4.5. Theorem 4.4.2 and Corollary 4.4.4 still hold true in lower dimension d =3 and d = 2
with similar proofs. In particular, the endpoint (p,q) = (2,00) is excluded and the admissible set in

dimension 2 becomes
(0= (02)<02) 153 G-DIu{(e2)}:

Q=
Q=

D=
SR

FI1GURE 4.4 — Admissibility in dimension d = 3 and d = 2.
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4.4. STRICHARTZ INEQUALITY AND APPLICATIONS

and the region in Corollary /.4.4 is
1 el0 L x (0 L ‘
p? q ) 4 b 2

4.4.2 Global well-posedness for the semilinear Klein-Gordon equation

We refer to [AnPil4] for more detailed proofs of the following well-posedness results. By using the
classical fixed point scheme with the previous Strichartz estimates, one obtains the global well-posedness
for the semilinear equation

{8t2u(t, ) + D2u(t, ) = F, (u(t,z)), (423)

u(0,2) = f(x), Oili=oult, ) = g(x).

on Y with power-like nonlinearities F' satisfying
[Ey () Slul” and By (u) = By (o) < (] 4 D e =0 Yy > 1

and small initial data ug and u;. Assume that d > 3, and consider the following powers

%:1+§ w=1+——3—7 %:{1+f2 if d<b5,

@ H+ A 2 - R 22 -a i d>e,

and the following curves

o =11 (d“ggld”)vl%, e T et

In dimension d > 3, the equation (4.23) is globally well-posed for small initial data in H°(Y) x H°~1(Y)
provided that

oc>0 if 1<y<my,

o =>o1(7) if m<y<, (4.24)
o > 03(7) if 72 <7 < e(d),

o = o3(7) if 7e(d) <v <1s.

Similar results hold in dimension 2, see [AnPil4]. Observe that one obtains the same global well-
posedness results on Y as on real hyperbolic spaces, without further assumptions. In comparison with
the Euclidean setting, this is a consequence of the larger admissible set for the Strichartz estimate.
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Chapitre 5

Bottom of the L? spectrum of the
Laplacian on locally symmetric spaces

Ce chapitre reprend 'article [AnZh20a] écrit en commun avec Jean-Philippe Anker et soumis a la
revue.

Résumé : Nous estimons le bas du L? spectre du laplacien sur les espaces localement symétriques en
termes des exposants critiques des séries de Poincaré convenables. Notre résultat principal est un analogue
en rang supérieur de la caractérisation établie par Elstrodt, Patterson, Sullivan and Corlette en rang un.
1l améliore les résultats précédents obtenus par Leuzinger et Weber en rang supérieur.

This chapter resumes the article [AnZh20a] written in collaboration with Jean-Philippe Anker and
submitted to the journal.

Abstract : We estimate the bottom of the L? spectrum of the Laplacian on locally symmetric spaces in
terms of the critical exponents of appropriate Poincaré series. Our main result is the higher rank analog
of a characterization due to Elstrodt, Patterson, Sullivan and Corlette in rank one. It improves upon
previous results obtained by Leuzinger and Weber in higher rank.

Summary
5.1 Introduction . . . . . . . . @ i i i i i i i i i i i e e e e e e e e e e e e e e 88
5.2 First improvement . . . . . . . . . L 0 e e e e e e e e e e e e e e e e e 89
5.3 Second improvement . . . . . ..t it e e e e e s e e e e e e e e e e e e 94
5.4 Further results about heat kernel bounds . . . . . ... ... ......... 94
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5.1. INTRODUCTION

5.1 Introduction

We adopt the standard notation and refer to [[Hel78; Hel00] for more details. Let G be a semi-simple
Lie group, connected, noncompact, with finite center, and K be a maximal compact subgroup of G. The
homogeneous space X = G/ K is a Riemannian symmetric space of noncompact type. Let g = ¢®p be the
Cartan decomposition of the Lie algebra of G. Fix a maximal abelian subspace a in p. Let T be a discrete
torsion-free subgroup of G that acts freely and properly discontinuously on X. Then Y = I'\X is a locally
symmetric space, whose Riemannian structure is inherited from X. We denote by n the joint dimension
of X and Y, and by ¢ the joint rank of X and Y, which is the dimension of a. Let ¥ C a be the root
system of (g,a) and let W be the associated Weyl group. Choose a positive Weyl chamber a™ C a and
let ¥+ C ¥ be the corresponding subsystem of positive roots. Denote by p = % > aext Moo the half sum
of positive roots counted with their multiplicities. Occasionally we shall need the reduced root system
Y ={acX|§ ¢X}.

Consider the classical Poincaré series

P,(zK,yK) = ZVGF e s@KWK) s 0, Va,ye @ (5.1)

and denote by §(I') = inf{s > 0| Ps(zK,yK) < +oo} its critical exponent. Recall that 6(I') € [0, 2|p|]
may be also defined by

§(T") = limsup log Nr(zK, yK) Nr(zK,yK)

Va,y € G,
R—+oc0 R

where Nr(zK,yK) = [{y € T'|d(zK,vyyK) < R}| denotes the orbital counting function. Finally, let Ay
be the Laplace-Beltrami operator on Y and let Ao(Y) be the bottom of the L? spectrum of —Ay. The
following celebrated result, due to Elstrodt [Els73a; Els73b; Els74], Patterson [Pat76], Sullivan [Sul87]
and Corlette [Cor90], expresses A\o(Y) in terms of p and §(T") in rank one.

Theorem 5.1.1. In the rank one case, we have

Ao(Y) =

{W if 0<8() < o, 52)

lpl? = (8(1) = |p)* if |pl < 8(T) < 2]p|.

This result was extended in higher rank as follows by Leuzinger [Leu04] and Weber [Web08]. Let
Pmin = minHeuT,\H|:1<p’ H> € (Oa |pH

Theorem 5.1.2. In the general case, the following estimates hold :

o Upper bound :

P i 0 8(0) < .
Mo(¥) < {W ) = o)? if ol < 3(T) < 21,

o Lower bound :

|p|2 Zf O S 5(1_‘) S Pmin;
o) = {max{o; 2 = (B0) = puin)?}if prain < 5(T) < 211
In other terms,
Ao(Y) =|pf? if 6(T)€ [0, pmin]
)\O(Y) € [|p|2_ (6(F)_pmin)2ﬂ |p|2} Zf §(F) € [pmina |p|]7
Ao(Y) € [|p1* = (8(T) = pmin)?, 1> = (3(T) = [p])?] if 8(T) € [lpl, ol + pumin],
Ao(Y) € [0, [p]*— (8(T) — |p])?] if 3(T)€ [|pl+pmins 2lpl].
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5.2. FIRST IMPROVEMENT

Notice that pmin = |p| in rank one and thus Theorem 5.1.2 reduces Theorem 5.1.1.

In this paper, we sharpen Theorem 5.1.2 by considering appropriate Poincaré series. We first improve
in Theorem 5.2.9 the lower bound of Ag(Y) by a slight modification of the classical Poincaré series (5.1).
We obtain next in Theorem 5.3.1 the proper analog of Theorem 5.1.1 by considering a more involved
family of Poincaré series. In the last section, we use these results to restate the existing heat kernel bounds
on Y [Web08].

5.2 First improvement

In this section, we replace the Riemannian distance d(-,-) on X by a polyhedral distance d’(-,-), which
reflects the volume growth at infinity and which was already used by the first author in [Ank90; Ank91;
Ank92]. Specifically, let

d'(zK,yK) = (&, (y~lz)*t)  Vaz,y e G, (5.3)

1

where (y~'2)* denotes the a*-component of y~!

z in the Cartan decomposition G = K (expa®)K.
Proposition 5.2.1. d’'(,) is a G-invariant distance on X.
Proof. The G-invariance of d’ is straightforward from the definition (5.3). The symmetry
d'(zK,yK) =d'(yK,zK)
follows from
(y )T = —wo.yt and  —wp.p = p, (5.4)
where w( denotes the longest element in the Weyl group. Let us check the triangular inequality
d'(zK,yK) < d'(zK,zK) + d' (2K, yK).
By G-invariance, we may reduce to the case where zK = eK. According to Lemma 5.2.2 below,
e+t -y )t
belongs to the cone generated by the positive roots. O
Lemma 5.2.2. For every x,y € G, we have the following inclusion
co[W.(zy) "] C co[W.(zT +y™T)] (5.5)
between convex hulls.
Proof. The inclusion (5.5) amounts to the fact that
eyt = (zy)t
belongs to the cone generated by the positive roots or, equivalently, to the inequality
N @yt <Gt + Lyt Yaeat. (5.6)

It is enough to prove (5.6) for all highest weights A of irreducible finite-dimensional complex representa-
tions 7 : G — GL(V) with K-fixed vectors. As usual, consider an inner product on V' such that

(k) is unitary Vke K,
m(a) is self-adjoint Va € expa.

Then

)t =t + 2ttt
M) — n(ay)| < (o) ()] = eI — e,
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5.2. FIRST IMPROVEMENT

Remark 5.2.3. The distance d’' is comparable to the Riemannian distance d. Specifically,

brnd(zK,yK) < d'(eK,yK) < d(zK,yK)  Va,y€G. (5:7)

This follows indeed from

Pmin

e H| < (g, H) < |H|  VHeat.

Tel

The volume of balls
B(2K) = {yK € X|d'(yK,zK) <r}
was determined in [Ank90, Lemma 6]. For the reader’s convenience, we recall the statement and its proof.

Lemma 5.2.4. For every x € G and r > 0, we have

rn—l1 if r is small,

Bl (zK)| <
1B, (@Kl { ré=1e2lelr if r is large.

Remark 5.2.5. Notice the different large scale behavior, in comparison with the classical ball volume

1 if 7 is small,

B, (zK)| < _
1B (zK)| {7“[2162"’“ if r is large.
(see for instance [Stro81] or [Kni97]).

Proof. By translation invariance, we may assume that x = e. Recall the integration formula

/def(x):const./de /u+ dH w(H) f(k(exp H)K), (5.8)

in the Cartan decomposition, with density

w(H) = H (sinh(a, H))™ < H (%) aeQ(p,H>.

aext aext

Thus

|B.(eK)| x/ dH ] (e, H)™ <"
{Hea*||HI<T} oot

if r is small. Let us turn to r large. On the one hand, we estimate from above

2|p|r
IBL(eK)IS/ dH e2(PH) x/ s st es = pt1g2lellr,
0

{Heat|(p,H)<|p|r}
On the other hand, let Hy € at. As
w(H) =< X VH e Hy+at,

we estimate from below

2|p|r
1B (eK)| 2 / dH et > / dss'les = 7,67162\/3%’
{HeHo+at |(p,H)<|p|r} Co
where Cy > 0 is a constant depending on Hy. 0
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5.2. FIRST IMPROVEMENT

Consider now the modified Poincaré series

P!(zK,yK) = ZWGF eV EEWE) oS0 Vo yed (5.9)

associated with d’, its critical exponent
§'(T) = inf{s > 0| P/(zK,yK) < +oo} (5.10)
and the modified orbital counting function
Ni(zK,yK) = |{y e T'|d'(zK,vyK) < R}| VR>0,Vz,y€G. (5.11)

The following proposition shows that (5.9), (5.10) and (5.11) share the properties of their classical coun-
terparts.

Proposition 5.2.6. The following assertions hold :

(i) 0'(T) does not depend on the choice of x and y.

(i) 0<8(T) < 2.

(iii) For every x,y € G,

log Nj(e K, yK
§'(T) = limsup M. (5.12)
R—+o00 R
Remark 5.2.7. It follows from (5.7) that
Py(zK,yK) < P/(zK,yK) < Pp‘mill»ns(wK,yK)

and

Pmin

Hence

0<4§() <6 < el 5(T).

Pmin
Proof. (i) follows from the triangular inequality. More precisely, let z1,y1, 2,2 € G and s > 0. Then
d' (22K, vy K) < d' (22K, 21 K) + d' (21 K, vy K) + d'(y1 K, fly2 K) Vv €T,
hence

2: e 54 @Ky K) o os{d (@1 K2 K)+d' (y1 K,y2 K)} 2: e—sd (@2K 72 K)
yel’ - yel’

P/(z1K,y1K) P/(z2K,y2K)

(ii) Let us show that P/ (eK,eK) < 400 for every s > 2|p|. According to Lemma 5.2.8 below, there exists
r > 0 such that the balls B.(vK), with v € T, are pairwise disjoint in G/K. Let us apply the integration
formula (5.8) to the function

f(a:K) = Z'yef‘ 675d (IK’eK)lB;(,YK) (Z‘K)
On the one hand, as
|d'(zK,eK) — d'(vK,eK)| <r VzK € B)(vK),

we have

/X AwK) fR) = 37 e O B K] < Pk, ek).
|B/(eK)|
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On the other hand,

[ 6E) 1K) < [ ater) e
X

X
x/ de(H)e’5<TZ\7H>§/ dH o~ (=2 ()
at

at

is finite if s > 2|p|. Thus P/(eK,eK) < +oo and consequently 6’(T") < 2|p|.

(iii) Denote the right hand side of (5.12) by L(zK,yK) and let us first show that L(zK,yK) is finite. By
applying Lemma 5.2.8 below to y Ty, we deduce that there exists » > 0 such that the balls B.(yyK),
with v € T', are pairwise disjoint. Set

Th(eK,yK) = {y €T |d'(zK,yyK) <R} ~VR>0,Vz,yeG.

Then the ball By, (zK) contains the disjoint balls B/ (yyK), with v € I'z(zK,yK). By computing
volumes, we estimate

B! K
N} (@, yK) = [Tk, yE)| < ZEer Tl

= (1+ R)!1e2lPIE,
S TBiery C AT

Hence L(zK,yK) < 2|p|. Let us next show that L(zK,yK) is actually independent of z,y € G.
Given z1,¥y1,22,y2 € G and Ry > 0, let
Ry =Ry +d' (11K, 2.K) + d' (y1 K, 42 K).
Then the triangular inequality
d' (22K, yy2 K) < d' (22K, 21 K) + d' (21K, vy K) + d' (K, yy2 K)
implies successively

F}/ﬁ ($1Ka le) - F}’%2(x2K7 y2K)7
ngl (le’ le) < NI/%Q(‘T2K7 yQK)a
L(Z’lK, le) S L(SUQK, yQK)

Let us finally prove the equality between §'(I") and L = L(eK, eK). For this purpose, observe that

’_ —sd'(eK,yK)
Po=1+ ZREN* Zweré\réfle
=1 Np — Np_y)e
+ZR€N*( R Npa)e
= ZREN Npe R, (5.13)
where we have written for simplicity

P! =P/(eK,eK), T} =Tf(eK,eK) and Nj = Nj(eK,eK).

S

One the one hand, let s > L and set ¢ = SEL. By definition of L,
Nj SelltaR yR>0.
Hence
P! < e < too.
ReN

One the other hand, let s < L. By definition of L, there exists a sequence of integers 1 < R} < Ry <
.-+ — 400 such that

N, > et Vj e N*.

Hence the series (5.13) diverges. O
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Lemma 5.2.8. There exists r > 0 such that the balls B.(vK), with v € T, are pairwise disjoint in G/K.
Proof. Let r > 0. As T is discrete in G, its intersection with the compact subsect
G, ={y e G|d'(yK,eK) <r} = K (exp{H € a* | {p, H) < |p|r}) K
is finite. Moreover, as I' is torsion-free,
YT#0  VyeT\{e}

Hence there exists r > 0 such that I' N G}, = {e}, which implies that the sets vG/ are pairwise disjoint
in G. In other words, the balls B/ (yK) are pairwise disjoint in G/K. O

By using ¢'(T"), we now improve the lower bound in Theorem 5.1.2.

Theorem 5.2.9. The following lower bound holds for the bottom \o(Y) of the L? spectrum of —Ay on
Y=I\X:

Ip|*> = (8"(T) — [p))? if |p| < 0'(T) < 2pl.

Next statement is obtained by combining this lower bound with the upper bound in Theorem 5.1.2.

ro(¥) > {|p|2 i 0<8(D) <ol

Corollary 5.2.10. The following estimates hold for Ao(Y) :

Ao (Y) = |of? if o"() < |pl,
[p? = (8(1) = [p])* < Ao(Y) < |p? if () < |p| < 6"(ID),
[pl? = (8"(T) = [p])* < Ao (Y) < [p* = (5(T) = |p])* if |p| < O(I).

Proof of Theorem 5.2.9 and Corollary 5.2.10. Let us resume the approach in [Cor90, Section 4| and
[Leu04, Section 3]. It consists in studying the convergence of the positive series

gE(FxK, TyK) = Z ge(Ky 'y oK), (5.14)

yel

which expresses the kernel gg of (—=Ay — |p|?> +¢?)~! on the locally symmetric space Y = I'\X in terms
of the corresponding Green function g¢ on the symmetric space X = G/K. Here ¢ > 0 and 't K # I'yK.
Recall [AnJi99, Theorem 4.2.2] that

gelexp ) = {TT __ (1t (o, ) } ||~ 515 et =i (5.15)
aeX)
for H € at large, let say |H| > %, while

|H|=("=2) if n > 2

H) <
gc(exp H) {log;[l if n=2

for H small, let say 0 < |H| < 1. Thus (5.14) converges if and only if

> AT o (0 7y ) ) fd(ak )~ 55 o R uO=CG K i) (5.1)

converges. Let us compare the series (5.16) with the Poincaré series (5.1) and (5.9). On the one hand, as

[(y~ 'y~ '2)*| = d(zK,yyK), (5.16) is bounded from above by P/ . .(zK,yK). On the other hand, as

—

d(zK, 'ny)*Tl*\Efl > o—cd(@K yyK)

for every € > 0, (5.16) is bounded from below by P,;¢ (2K, yK). Hence (5.16) converges if |p| 4+ ¢ >
6'(T), i.e., ¢ > 6'(T") — |p|, while (5.16) diverges if ¢ < §(T") — |p|. We conclude by using the fact [Cor90,
Section 4] that A\o(Y) is the supremum of |p|? — ¢? over all ¢ > 0 such that (5.14) converges. O
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5.3 Second improvement

In this section, we obtain the proper higher rank analog of Theorem 5.1.1 by considering a further
family of distances on X, which reflects the large scale behavior (5.15) of the Green function. Specifically,
for every s > 0 and z,y € G, let

ds(zK,yK) = min{s, |p|} d'(zK,yK) + max{s — |p|,0} d(z K, yK)

_ Jsd' (K, yK) if 0<s<|pl, (5.17)
lpld'(zK,yK) + (s — |pl) d(xz K, yK) if s > |p|.

Then (5.17) defines a G-invariant distance on X such that
sd'(zK,yK) < ds(zK,yK) < sd(zK,yK) Vs>0,Vz,y €G. (5.18)
Consider the associated Poincaré series

Pl(K,yK) = e @Rl s> 0, ¥,y € G (5.19)

and its critical exponent
§"(T) = inf{s > 0| P)'(zK,yK) < +oc}.
It follows from (5.18) that
0<4§(T) <46"(I) <6§'(T) <2p). (5.20)
Theorem 5.3.1. The following characterization holds for the bottom \o(Y) of the L? spectrum of —Ay

onY=I\X":

2 N 0 < 5// F < ,

[pl* = (6"(T) = [p)* 4 o] < 6" (T') < 2[p|.
Proof. In the proof of Theorem 5.2.9 and Corollary 5.2.10, we compared the series (5.14), or equiva-
lently (5.16), with the Poincaré series (5.1) and (5.9). If we consider instead the Poincaré series (5.19),
we obtain in the same way that (5.16) is bounded from above by P, (zK,yK) and from below by

Bllicie (@K yK), for every e > 0. Hence (5.16) converges if ¢ > 6”(I') — |p|, while (5.16) diverges if
¢ < &"(T) — |p|.- We conclude as in the above-mentioned proof. O

Remark 5.3.2. If T is a lattice, i.e., Y = I'\X has finite volume, then X\o(Y) = 0 and §"(T') = 2|p|,
hence 6'(T') = 2|p|. Furthermore 6(T') = 2|p| [Alb99, Theorem 7.4]. As pointed out by Corlette [Cor90] in
rank one and by Leuzinger [Leu03] in higher rank, if G has Kazhdan’s property (T), then the following
conditions are actually equivalent :

(a) T is a lattice, (b) \(Y) =0, (c)d()=2lp|, (d)d"(T)=2|pl|.

5.4 Further results about heat kernel bounds

As for the Green function, the heat kernel
Y -1, -1
T'e K. TyK) = K K .22
Wi (CoK,TyK) =3 h(Ky~'y~'akK) (5.22)

on a locally symmetric space Y = I'\X can be expressed and estimated by using the heat kernel h; on the
symmetric space X = G/K, whose behavior is well understood [AnOs03]. The following Gaussian bounds
were obtained this way by Davies & Mandouvalos [DaMa88| in rank one and by Weber in higher rank
[Web08].
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5.4. FURTHER RESULTS ABOUT HEAT KERNEL BOUNDS

Theorem 5.4.1. The following estimates hold for allt >0 and all z,y € G :
(i) Assume that 6(T') < pmin and let §(T') < s < pmin. Then

d d— _ d(FzK,I'yK)?
2 at

hY TaK,TyK) <t =% (1+1)72 e lolte P,(zK, yK).

(ii) Assume that pmin < 0(T) < pmin + |p| and let 6(T) — pmin < $1 < 82 < |p|. Then
W (PaK,TyK) St 2 e (PP=dtp, (0K, yK).

(iii) Assume that 6(I') < pmin + |p|. Let s > 6(T') and € > 0. Then

_ d(I'zK,I'yK)?

e~ QoM=29)t o= THGEGT— P (2K, 2K)? Py(yK, yK)>.

d
2

hY (TzK,TyK) <t~

By using Theorem 5.3.1 instead of Theorem 5.1.1 and Theorem 5.1.2, we obtain the following alter-
native statement in term of §”(T").

Theorem 5.4.2. The following estimates hold for allt >0 and all z,y € G :
(i) Assume that 0" (T") < |p| and let 6""(T') < s < |p|. Then

d—D

RY (TzK,TyK) <t~ 2 (1+1t)"

2 d(lzK,T'yK)2
- t  ———— "
e Pt e i P (zK,yK).

(ii) Assume that |p| < §"(T') < 2|p| and let 6"'(T) — |p| < 51 < s2 < |p|. Then
_d _(1p2—s2
hY (2K, TyK) St~ % e (PPt pr (2K yKc).

(iii) Assume that §"”(T') < 2|p|. Let s > 6" (T") and € > 0. Then

d(PzK,T'yK)2

hY (TzK,TyK) <t e~ (1P =" (0)=lpD)*~26)t —T500875 o prp K, oK) PV (yK, yK)?.

We omit the proof, which is straightforwardly adapted from [DaMa88] and [Web0§].
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

En combinant la décomposition spectrale introduite dans Chap. 2 avec la paramétrix de Hadamard
et la méthode de la phase stationnaire, nous avons étudié dans cette thése I’équation des ondes sur les
espaces symétriques non compacts de rang général. Il est naturel de se demander si I’équation de Schro-
dinger, qui est une autre équation dispersive, a des propriétés similaires sur les espaces symétriques de
rang supérieur. Une autre question est de savoir comment nous pouvons étendre les résultats obtenus sur
les espaces symétriques aux espaces localement symétriques.

6.1 Equation de Schrédinger sur les espaces symétriques

Un autre exemple important d’équation dispersive, qui est également issue de la physique, est celle
de Schrodinger. Ses propriétés dispersives se sont avérées similaires a I’équation des ondes. L’équation de
Schrédinger est ’équation de chaleur en temps imaginaire :

i0wu(t, ) + Au(t,z) = F(t,x),
u(0,x) = up(x).

Son étude a été entreprise progressivement dans divers contextes : tout d’abord dans le cadre eucli-
dien ([GiVe85; Kat87; Tsu87; CaWe90 ; KeTad8; TVZ07]), puis des tores ([Bou93; CKSTT10; HTT11;
ToPal2]), des variétés compactes ([BGT04; GePil0; Hanl2; Herl3]), et des espaces asymptotiquement
euclidiens et des espaces asymptotiquement hyperboliques ([BoTz07 ; Boull]). Récemment, ’équation de
Schrédinger est considérée sur les groupes de Lie compacts et les espaces symétriques compacts de rang
général [Zha20b; Zha20a].

Nous nous intéressons aux variétés a courbure négative ot I’équation de Schrodinger est maintenant
bien comprise sur les espaces hyperboliques réels [Ban07; BCS08; AnPi09; IoSt09], et sur les espaces
de Damek-Ricci [APV11], qui contiennent tous les espaces symétriques non compacts de rang un. On
conjecture naturellement que les résultats établis en rang un s’étendent aux espaces symétriques de rang
supérieur. Précisément, nous espérons que les estimations ponctuelles suivantes du noyau de Schrédinger
soient valables.

Conjecture. Il existe N € N tel que les estimations suivantes sont valables pour toutt € R* et x € X :

|t|= % si 0<t] <1,

6.1
It = sio |t >1 (6.1

ls:(2)] S (1+ | )Ne 0o {

ou zt € at désigne la composante radiale de x dans la décomposition de Cartan.

On note qu’'une fois cette conjecture démontrée, on peut en déduire la propriété de dispersion et
Iinégalité de Strichartz de la méme maniére que sur I’espace hyperbolique réel, et ces estimations nous
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6.2. DES ESPACES SYMETRIQUES AUX ESPACES LOCALEMENT SYMETRIQUES

permettent d’étudier I’équation de Schrodinger semi-linéaire sur les espaces symétriques.

Cette conjecture est valable sur X = G/K lorsque X est de rang un ou G est complexe. Comme le
noyau de Schrédinger n’est que le noyau de chaleur en temps imaginaire, il posséde les expressions plus
explicites dans ces deux cas, voir [AnOs03] pour rang un et [Gan68] pour G complexe. Par exemple,
lorsque X = H?(R) est un espace hyperbolique réel, la transformation d’Abel nous donne I’expression
suivante pour le noyau de Schrédinger :

1 0 uiﬂ
)2617 Vr e RY,

1 rd—11\2
s¢(r) = const.(it)"2e (") t( -
«(r) (i) sinhr Or
grace a laquelle Anker et Pierfelice ont établi les estimations ponctuelles du noyau [AnPi09] (leur méthode
s’étend directement a tous les espaces symétriques de rang un). Lorsque G est complexe, le noyau de
Schrédinger devient

4 i o t12
St(x) - COHSt.(47T7;t)7%@71‘9‘27361 ‘ t‘ J(l’+)7%

ou la fonction jacobienne J(z) est définie par (1.4). Remarquons que d = D dans le cas ot G est complexe
et la conjecture est évidement valable.

Dans le cas général, Anker, Meda, Pierfelice et Vallarino (travaux en cours) ont réussit a établir
Pestimation (6.1) en temps grand en étudiant 'intégrale oscillante

si(z) = const./d)\ |c()\)|7267”(|’\‘2+|p|2)<,0)\(x)
a

Cependant, leur méthode fournit une mauvaise comportement en temps petit, la puissance négative de
[t| était trop grande. La décomposition barycentrique que nous avons utilisé pour étudier le noyau des
ondes nous donne éventuellement une autre piste sur ce sujet, mais il faut remarquer que, par rapport
a la propagation des ondes, celle de Schrédinger ne posséde pas la propriété de vitesse finie, nous avons
besoin d’une autre méthode pour estimer le développement asymptotique du noyau de Schrédinger.

6.2 Des espaces symétriques aux espaces localement symétriques

Une fois comprises sur les espaces symétriques, il est naturel d’examiner les équations dispersives sur
les espaces localement symétriques. A la connaissance de ’auteur, on dispose de réponses partielles sur
certains espaces localement symétriques, mais le cas général est encore loin d’étre compris.

Nous rappelons que I' est un sous-groupe discret sans torsion de G qui agit de maniére libre et propre-
ment discontinue sur Pespace symétrique X. On dit que I' est convexe cocompact lorsque I'\ Conv(Ar) est
compact, ot Conv(Ar) désigne U'enveloppe convexe de 'ensemble limite Ar de I' dans une compactification
de X. Rappelons aussi que 6(I") € [0, 2|p|] est 'exposant critique de la série de Poincaré

Py(z,y) = Z e sd=y) Vs >0, Va,y € X.

~ver

L’équation de Schrodinger a été étudiée sur les espaces localement symétriques de rang un tels que I'
est convexe cocompact et que 6(I') < p, voir [BGH10] pour que X = H*! est un espace hyperbolique et
[FMM18] pour que X est un espace symétrique de rang un (avec les hypothéses légérement différentes).
Dans ces deux articles, les auteurs ont établi I'inégalité de Strichartz globale (en temps) pour une grande
famille des paires admissibles comme sur les espaces hyperboliques. En particulier, Burq, Guillarmou et
Hassell ont indiqué qu’une telle inégalité globale n’est plus valable pour §(I") > p, voir [BGH10, Remark
1.3]. Récemment, I'inégalité de Strichartz locale a été établie sur les surfaces hyperboliques convexes co-
compactes I'\H? sans restriction sur §(I') [Wan19]. En utilisant le résultat spectral obtenu dans [BoDy18],
Wang réussit a établir une inégalité de Strichartz locale avec une perte de régularité, qui est analogue a
celle du cas compact [BGT04]. On note que approche de Bourgain et Dyatlov utilisée dans [BoDy18]
ne fonctionne que sur les surfaces hyperboliques, le probléme reste ouvert lorsque §(I") > p et X est de
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dimension d > 3.

Nous avons étudié dans Chap. 4 les équations des ondes et de Klein-Gordon sur les espaces localement
symétriques sous les mémes hypothéses. En utilisant les estimations ponctuelles du noyau sur ’espace
symétrique X, nous avons établi les propriétés de dispersion et l'inégalité de Strichartz sur ’espace
localement symétrique Y a condition que

e X est de rang un,

e [' est convexe cocompact,

. §(F) < p.

Les estimations ponctuelles du noyau pour ’équation des ondes ont été établies sur les espaces symétriques
de rang un. La convexe cocompacité implique une majoration uniforme pour la série de Poincaré, qui sert
a démontrer la propriété dispersive. La condition de pression §(I') < p joue plusieurs roles importants :
tout d’abord, on sait que le trou spectral \o(Y) est égale & p? lorsque §(I') < p [Cor90], auquel cas Y est
de volume infini; ensuite, la série exprimant le noyau sur Y, qui ressemble & une série de Poincaré, est
absolument convergente dans ce cas, ce qui nous permet d’étendre facilement les estimations du noyau
obtenues sur les espaces symétriques aux espaces localement symétriques; enfin, sous cette hypothése,
nous disposons d’un phénoméne de Kunze-Stein L?, qui n’est pas toujours valable sur les espaces locale-
ment symétriques généraux.

Dans Chap. 3, nous avons réussit a établir les estimations ponctuelles du noyau sur les espaces symé-
triques de rang général, ce qui nous permet d’enlever la premiére hypothése sur le rang. Cependant, la
notion cocompacité convexe, qui fournit une classe riche d’exemples en rang un, s’avére peu intéressante
en rang supérieur. Plus précisément, sur un espace symétrique de type non compact et de rang supérieur,
les groupes discrets convexes cocompacts sont les produits de réseaux uniformes et de groupes convexes
cocompacts de rang un [Qui05; KILe06]. De plus, hypothése 6(T') < |p| exclut les réseaux (comme en
rang un).

Lorsque X est de rang un, I’hypothése de cocompacité convexe de I" implique une majoration uniforme
pour la sérier de Poincaré. Si nous admettons une telle majoration en rang supérieur, nous pourrons
déduire des résultats analogues au rang un. Autrement dit, nous pourrons étendre les résultats obtenus
sur I’espace symétrique X a ’espace localement symétrique Y a condition que

e 5(I) <lpl,
e pour tout s > §(I"), il existe une constante C' > 0 telle que Ps(z,y) < C'Ps(0,0) pour tout x,y € X.

On note que le phénoméne de Kunze-Stein que nous établissons sur les espaces localement symétriques
de rang un sera encore valable en rang supérieur, toujours sous ’hypothése 6(I') < |p|. Les problémes
concernés restent ouverts sur les espaces localement symétriques généraux.

6.3 Multiplicateurs oscillants liés a I’équation des ondes
Soit f une fonction raisonnable sur X. Désignons par {:} la résolution spectrale de I'identité pour
laquelle

+oo
~Axf= | CdEf.

[p]?

La famille des multiplicateurs oscillants de 'opérateur de Laplace-Beltrami W24, ot 0el0,1]et 1,0 € C
avec ReT > 0 et Reo > 0, est définie par
+o00o
Weof= [ (C—0lpf*)"Fe Vel de .

[p]?

Soient 1 < p,q < oo, on dit que W7, est LP-L? borné s’il existe une constante C' > 0 telle que

IWofloce) < Cllfliocy  ¥f € IA(X) N IP(X), (6.2)
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sous une condition de régularité o € C convenable. Un sujet important dans ’analyse harmonique sur les
espaces symétriques est de déterminer les triples (p, ¢, o) pour lesquels W?,y soit LP-L1 borné.

Ce probléme a été étudié systématiquement par Cowling, Giulini et Meda dans une série d’articles
[CGMI3; CGMI5; CGMOT ; CGMO2]. Les deux premiers concernent le cas 7 € R . Dans ce cas, W7, est
en fait un semi-groupe de type chaleur, qui fait I'objet de plusieurs autres travaux, voir par exemple
[StTo78; AnLo86; Tay89; Ank90; GiMe90; Ank92; AnJi99]. Considérons le cas ou 7 € C\R avec
Re7 > 0, qui est lié aux opérateurs d’ondes. Lorsque § = 1, W7, est un opérateur de Poisson en
temps complexe, dont le comportement LP-L? a été étudié dans [CGMO1]. A partir des estimations obte-
nues dans [CGMO1], Cowling, Giulini et Meda ont étudi¢ W7, ; dans [CGMO2], c’est en fait un opérateur
des ondes associé au laplacien shifté en temps constant 1.

Soit T = —it, avec t € R*. Alors 'opérateur
+00 . >
Wiof = " (C—9|p|2)_7e’t\/<_9|”| déc f
P

correspond a un multiplicateur oscillant associ¢ a 'équation des ondes. Clairement, si W7, , est LP-L1
borné pour certains triples (p, g, o), la constante dans I'inégalité (6.2) dépend du temps ¢. Par exemple,
un de nos principaux résultats dans cette thése est la propriété de dispersion suivante pour l'opérateur
des ondes non-shift¢ W2, ; :

. B ity si 0< |t <1,
—it, 01l L9 (X)—L3(X) ~ |t‘_% si |t‘ Z 17
avec 2 < g < oo et 0 > (d+1)(5 — %) Autrement dit, W7, ; est LY-L9 borné avec les décroissances

indiquées en temps. Comme nous ’avons déja mentionné, ces décroissances optimales servent a établir
I'inégalité de Strichartz.

La décroissance en temps de la norme LP-LP de l'opérateur W, , peut également contribuer a
comprendre la condition de régularité minimale dans la théorie de multiplicateurs de Fourier sur les
espaces symétriques. Ce probléme a été étudié dans des ces particuliers [C1St74; StTo78 ; AnLo86 ; Tay89],
puis par Anker [Ank90] en général. Par la suite, les hypothéses ont été optimalisées par Ionescu [Ton00b]
en rang un, mais pas encore en rang supérieur. La décomposition spectrale introduite dans Sect. 3.2.3 nous
donne certainement une piste en rang supérieur. Cependant, il faut remarquer que, dans les estimations
ponctuelles du noyau Théoréeme I, nous n’avons pas cherché a optimiser la croissance polynomiale en
espace, compte tenu de la décroissance exponentielle. Dans les études sur les multiplicateurs, ce polyndéme
pourra jouer un role essentiel, qui nécessite une estimation du noyau plus fine et fera I'objet d’études
ultérieurs.

100



Annexe

Dans cette annexe, nous précisons les calculs sur le développement asymptotique du noyau de Poisson
que nous avons omise dans Sect. 3.3.2. Sous le nom de Hadamard, cette méthode concerne la construction
explicite d’une parametrix pour les opérateurs différentiels du second ordre basée sur des développements
en séries entiéres. Aprés 'oeuvre pionniére de Hadamard, Bérard a décrit dans son article célébre [Bér77]
une formule plus accessible ! pour la solution fondamentale de ’équation des ondes sur les variétés com-
pactes a condition que la distance entre deux points soit inférieure au rayon d’injectivité. Grace a une telle
construction, Cowling, Giulini et Meda ont obtenu dans [CGMO1] certaines estimations LP-L? de 1'opé-
rateur de Poisson. Dans cette thése, nous en avons besoin dans le cas particulier des espaces symétriques
non compacts. Nous décrivons dans la suite les détails de la paramétrix de Hadamard en reprenant les
méthodes dans [Hor94, Section 17.4], [Bér77, Section D] et [CGMO1, p.p.1054-1068].

A Paramétrix de Hadamard

Nous rappelons que @, (z) est le noyau de convolution K-bi-invariant de 'opérateur cos(vy/—Ax) dont
la transformation de Fourier sphérique est donnée par ®,(\) = cos(v+/|A|% + |p|?). Alors @, (x) résout le
probléme de Cauchy suivant

(02 — Ax]U(v,x) =0,
U(0,2) = dp(x), Oylv=oU(v,z) =0.
Nous recherchons un développement asymptotique du noyau ®,(x) sur X. Rappelons que J désigne le

jacobien de ’application exponentielle de p équipé de la mesure de Lebesgue sur X équipé de la mesure
riemannienne, voir (1.4). Il satisfait

| (ﬂ)L < { TI (+ @ ) Je- M vH e aF.

sinh{c, H)
ex+ aeXt

Laplacien radial. Soit f une fonction K-bi-invariante sur G, alors elle est & la fois Ad K-invariante
sur p et W-invariante sur a. Rappelons que A, et A, désignent les laplaciens usuels sur les espaces de
type euclidien p et a C p. La partie radiale du laplacien Ax est définie par

ARUF(H) = Do f(H) + Y macoth{a, H)o f(H),
aext
et celle de A, est donnée par
APUF(H) = Aaf (H) + Y mola, H) ™ 00 f(H),
aext

voir [Hel00, Propositions 3.9 et 3.11]. La proposition suivante, qui fournit une relation entre A4 et A;ad,
nous permet de simplifier les calculs sur la paramétrix.

1. Voir aussi [Bonl7] pour la paramétrix de Hadamard modelée sur I’espace hyperbolique
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Proposition A.1. Soit f € C*°(a) une fonction W-invariante. Alors
[J(H)? o AR o J(H) 2] f(H) = [AR 4 w(H)] f(H)  VH €a,

ol

o = 3 (e )i -

by Melegp (—1>a|2{<a71H>—sinh2<1Q7H>}—|P|2

aext
t.q. 2a€xXT

est une fonction réguliére, W-invariante et uniformément bornée, ainsi que toutes ses dérivées.

Démonstration. Remarquons que

1

[J(H)% o Ao (H) 2] f(H)

=J(H)% (AP =2) (H) f(H) + AR (H) + 20 (H)2 (Vo “2)(H) - Vaf (H),

Agad f(H)
car
J(H)? (Vo "2)(H) = Y %{ @ 1H> - coth(a,H)}a.

aext

Alors il suffit de démontrer que

J(H)? (AR 2)(H)=w(H) VHEea

Comme
S1
(A3 (H) = Ma LI 2
J(H)Z (A" 2)(H) = %; 5 {Smh2 NI H>2}|O‘|
Ma 1 1
+ mﬁ >{<a i —coth(a,H}}{w 3 —coth(ﬂ,H)}
a,feSt ’ ’
et
H)% Z macoth<a,H>(8aJ_%)(H): Z ma2mg (a,B)coth(a,H){ﬁ—coth(ﬂ,H)},
acest a,Best ’
nous en déduisons que
J(H)2 (AP 2)(H) = Sy 4 Sa + S+ Sy
avec
B Mo Mg coth(a, H)  coth(8,H)\
= 3 Gy (B.H) (o H) j=o
a,Bext
_ Mq Mg <a75> _ Mo Mg
Sg = ,[;XH— TTW et 54 = a,BZEXH— 5 B <O[ ﬁ> COth<O[ H> COth(ﬁ, >
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Selon le lemme suivant, nous obtenons

B Mo Mg (a, B) B m2  |af? MaMae  |af?
Sa= D 77<a7H>(5,H>_aZ Tt 2 2 (o, H)?

a,Bex™ S aext
Ra=Rf t.q. 2aext
et
Sy = —|p|* - Z %%(a,ﬁ)(co‘ch(a,[ﬂ coth(8, H) — 1)
a,BeE+
Ra=Rg
ST i S L, o -
it 4 sinh*(a, H) Pt 2 sinh*(a, H)
t.q. 2aext

1
sinh?(r)
tout r € R, ainsi que ses dérivées, w(H) lest aussi pour tout H € a. O

ce qui implique (A.1). Comme r — T% — est une fonction réguliére et uniformément bornée pour

Lemme A.2 (Lemme d’annulation). Les égalités suivantes sont valables pour tout H € a :

(a, B)
aMg 7ty = 0
a,ﬁezgﬂmﬂwm " (o, H)(B, H)

Z mamg{c, B)( coth({e, H) coth(8, H) — 1) =0
a,fEST, Ra#£RA

Démonstration. Voir [HaSt03, Appendix] pour la démonstration détaillée de ce résultat « folklorique ».
O

Développement asymptotique du noyau. Rappelons que {R% | z € C} désigne la famille analytique
des distributions de Riesz sur R définie par

; (z)"tr==t si r>0,
Ri(r) = ‘
0 si r<0,
lorsque Re z > 0. Nous savons que
d
%Rj(r) =R '(r) et TR (r) = 2R (r). (A.2)

Soit Uy € C*°(p) une fonction Ad K-invariante pour chaque k& € N, nous considérons le développement
asymptotique

d—1

+oo
®,(exp H) = J(H)" 2> 47 o| Up(H) R 7 (0 — |HP), (A.3)
k=0

Jr(v,H)

ot fi(v,-) est définie au sens des distributions :

d—1

(Filw, ) T4, ) = Jo) / 4X J(X)} U () BE T (02 - X2 u(x),
p

pour toute fonction test Ad K-invariante dans p. Sans limiter la généralité, on peut supposer dorénavant
que v > 0.
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FEtape 1. Déterminer Uy. Nous choisissons Uy comme une constante telle que
fO(Ua )J_% — 607

lorsque v tends vers 0. Précisément,

<fo(vw)J7%,\If) = Uov/dX J(X)%R;%(v2 — |X]?)¥(X)
p
1 2 _ X |2)F-1
= Uovd+1/ dXJ(UX)EM\I}(UX) .
{Xep||X|<1} I'(z) P
'ﬂ—% 1 1 d_q el
— Uy ¥(0) e {71“(2)/0 dr r371(1 - 1) }Z}%

ou

. . _d-1
est la fonction béta. En prenant Uy = 7~ 2 , nous avons

<f0(v7 ')Jﬁ%v \I]> — \I/(O)

v—0
Etape 2. Déterminer Uy, pour tout k > 1. D’aprés la K-bi-invariance du noyau, nous allons développer
1 1 =
I} (02 - Ag{ ()Y 4R v, )} =0,
k=0
Selon Proposition A.1, il est équivalent d’étudier
+oo
> a7k [02 - AR — w(H)] fi(v, H) = 0.
k=0

Des calculs élémentaires nous donnent

02 fi(v, H) = (60)Un(H)RE ™7™ (02 — |H[?) + (U ()RS ™)™ (02 — [H]2),

A fiv, H) = v(AgUk(H) R 7 (02 = [H[2) — (40) @ Up ()X E D7 (02 = |HP2)
— o) U ()R (02 — | H2) + (40| HP)U(H)RE D™ (02 — | H]).

et

S mado, H) 0 fulo, H) =0 3 ma<a,H>_18aUk(H)}Ri_%(v2 —|H]?)

aeXt aext

_qy_d=1
_2v{ 3y ma}Uk(H)RSf D=5 (02 - | HP).
aext
d—¢
Par conséquent, nous obtenons

a—1

(02 — APY — w(H)] fu(v, H) = o[ - A;ad—w(H)]Uk(H)}Rﬁ‘ = (v? — |H|?)

+ 4o{ [k + 0n| U (YR TD T (02 = | H]?),
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et en déduisons

d—1

+oo
0= 47*oRT (? - |H\2){ [— AR — w(H)| U (H) + [(k+1) + aH]Uk+1(H)}.
k=0

Alors les données Uy doivent satisfaire la relation par récurrence :
[k + 1) + 03] Upsa (H) = [APY + w(H)| U (H), (A4)

ou encore la formule intégrale :
1 a 1
Ups1(H) = / ds a—{sk“UkH(sH)} = / ds s*[APY + w(sH)| Uy (sH) (A.5)
0 s 0
pour chaque k£ € N. Comme Uj est une constante, que w et toutes ses dérivées sont bornées, nous déduisons

ViU, = O(1) (A.6)

pour tout n € Net k € N.

FEtape 3. Estimer erreur. Nous considérons maintenant la version tronquée du développement asympto-
tique (A.3) :

d—1

N
®,(expH) = J(H)"2 Y 4% oU(H)RY® (v — |H|?) +En (v, exp H) (A7)
k=0

Sn(v,H)
ou N > d est un entier.

Proposition A.3. Soit N > d un entier. Pour tout v >0 et H € at, Ex(v,exp H) satisfait

[02 — AR Ex (v,exp H) = J(H) " Un (v, H),

limy, 0 En(v,exp H) = 0, lim,_,q %E—qjv(v, expH) =0,

~ _d-1
ot Uy (v, H) = —4=NoUn(H)RY 7 (12 — |H|?).

Remarque A.4. Une proposition analogue a été démontrée par Bérard [Bér77, Proposition 27], nous la
traduisons dans notre contexte.

Démonstration. Selon la relation par récurrence (A.4), nous savons que

[02 — A}) Sy (v, H) = 4~ NoUn (H)RY ™7 (02 = | HP?)J(H)

est une fonction intégrable pour N > %7 elle s’annule lorsque v < |H|. Par ailleurs, comme

a1 do si k=0,
WUR(H)RS 2 (v — |H?)J(H) 3 —
v=0 o si k>1,

nous en déduisons lim, o Sy (v, H) = 0¢(H). Par conséquent,
[02 — AR Ex(v,exp H) = J(H) " 2Uy (v, H),
et

7}13% En(v,expH) = 0.
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Quant a la seconde donnée initiale, considérons le développement asymptotique tronqué du noyau de
sin(v— u)x/fAr‘d
T /ap

N

~ 1 1 X _d-—1

S(v,H) = 3J(H)"F sgn(v) Y47 Ui(H) RYTDTE (02— | H)2).
k=0

Des calculs similaires a ceux effectués pour Sy donnent

e 0,5x(v,H) = Sy(v,H),
2 rad] & _ 4—-N+1 N+ 2 -1
° [8U — A§ }SN(U,H) =4 2 sgn(v) Un(H)RL (v — |H|*)J(H) 2,

e lim, .o §N(v, H)=0.

Nous en déduisons que
OwEn(v,exp H) = — 9,®,(exp H) — 02Sy (v, H)
= 9,0, (exp H) — ARGy (v, H) — 4N+ 10y ()R F (02 — (1) ()
converge vers 0 au sens des distributions lorsque v tend vers 0. O
Proposition A.5. Soit N > d. L’estimation ponctuelle suivante est valable pour tout v >0 et H € at :
|En(v,exp H)| < (1+ v)2N =2+l (0 H) (A.8)

Démonstration. D’aprés la formule de Duhamel, nous écrions

Ey(v,expH) = /d sin(v—w)y/ - A7 {UN(U,H)J(H)_%}.

Arad

Selon le plongement de Sobolev Théoréme 1.1.6 et la conservation d’énergie L2, nous obtenons
|Ex(v,exp H)| S e P Ex (v, )| gzor ) S e 0 /v du [|Un ()T 72 | 2o ()
0
avec 20 + 1 > % et
10 (1) T2 2o ey = IAF{ON ()T # HZ o

— const. /deJ V(AR (T(X) Ty (u X))

= const. u2/dX |[A;ad+w(X)]‘7(l7N(u, X))‘2
p

20
S u2z/ dX |Vi(? — | XV S (1wt

{Xepl|X|<u}

comme w et Uy sont uniformément bornées, ainsi que toutes leurs dérivées. Ici, nous devons prendre
N > % + 20 pour éviter les singularités possibles lorsque u = |X|, il suffit de considérer 20 = [g] et
N > d. Nous en déduisons enfin

|En (v, exp H)| §e_<p’H>/ du (14u)?N=% < (14 0)2N-5+le 0 H)
0

a condition que 20 = [%] et N > d. O
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Nous reprenons le développement asymptotique tronqué (A.7) et écrivons

[d/2] aa
b,(expH) = J(H 7724 vUR(H T (0P - [H?)

)3 Z 47k Up( )R ;(v — |H|?) +EN(v,exp H).
[4]+1

<(140)2N oo
Nous obtenons enfin le corollaire suivant en prenant N = d + 1.

Corollaire A.6. Le noyau K-bi-invariant ®, posséde le développement asymptotique

[d/2]

1 c_d—1
O, (expH) = J(H)"2 > _ 4% [o|Up(H) RYF (0% = |HP?) + Eo(v, H) (A.9)
k=0
ot le reste satisfait
|Eo(v, H)| < (1+ o])?G e~ (0H) v H € gt (A.10)

B Développement asymptotique du noyau de Poisson

La paramétrix de Hadamard décrite ci-dessus fournit un développement asymptotique du noyau de
lopérateur de Poisson tronqué

+oo
A= / dv x7(v)p*(v) cos (vy/—Ax).

— 00

Ici 7 = s —it avec s € (0,1] et t € R*,
V2 si 0< ¢ <1,
V2]t si |t > 1,

T =

x : R — [0,1] est une fonction plateau telle que xy = 1 dans [~1,1] et suppx C [-v2,V2], et
pR(v) = %%ﬂﬂ est le noyau de Poisson sur R avec le temps complexe 7. On note que |7| < T et

supp xr C [—2v2T, 2/2T]

Proposition B.1. Le noyau a, de l'opérateur A, est une fonction réguliére K -bi-invariante sur G, qui
est supportée dans la boule de rayon 2v/2T. De plus

a2
ar(exp H) = B Z 47k U ( (@ —k)(HP? +7)* 5 + B(r,H) VHep (BI1l)

ot le reste satisfait
\E(r, H)| < |TPE D (log T — log s)e™ P H)  VH € ot (B.12)
Ici, les coefficients Uy, sont les mémes que dans (A.9).

Cette proposition a été démontrée par Cowling, Giulini et Meda [CGMO1, Lemma 3.3] pour |7
petit, ¢’est-a-dire en temps |¢| petit. En reprenant leur argument avec la paramétrix (A.9) et les nouvelles
estimations (A.6) et (A.10), nous démontrons cette proposition en tout temps. On note que nos estimations
contiennent une décroissance exponentielle supplémentaire, qui est cruciale pour établir la propriété de
dispersion. Pour y arriver, nous empruntons deux lemmes techniques & [CGMO1]. Nous les énongons et
les redémontrons dans notre contexte.
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Lemme B.2. Soient n >0 et v € R,. Alors

(%)7*1 si y>1letn<2y,
3T (ZL)n=2 4 log (L) sioy=1letn>2,
|Z|2’an/ dr Tn71|r2 + 22‘*7 — |1 Rez (B.13)
0 1+ log(#5) si y=1etn=2,
1—|—log(Pz|Z) si y=1letn<2.
pour tout z € C tel que Rez >0 et |z2| <T.
Démonstration. Nous écrivons z = |z|e?® en coordonnées polaires, avec 6 € [—-%,5]. En effectuant le
changement des variables r = |z|w, le coté gauche de (B.13) devient
%
I = / dw w™Hw? + 6i29|77.
0
Remarquons que % > 2 et que
lw? — 1] < |w? + €] < Jw? +1|. (B.14)
Nous divisons I = Iy + I; + T selon
g : : &
/dw:/dw+/dw+/ dw.
0 0 1 2
La premiére et la derniére intégrales sont facilement estimées. D’aprés (B.14),
%g\w2+ei29\§g si O<w§%,
%wQ < |lw? + €] < ng si w > 2,
nous en déduisons
3
Iy = / dw w" ! <1 (B.15)
0
et
1 si n <2y,
%
I = / dw w7 = $1 + log sion =2y, (B.16)
2
(%)"*2“’ si n>2y.

Pour l'intégrale restante sur % < w < 2, nous utilisons
) 1
|w? + €2 = w? + 14 2w? cos 20 = (w? — 1) + 4w? cos? = (w— —)2 + cos? 6.
w

En effectuant le changement des variables u = w — % et remarquant que j—; =1+ # = 1, nous obtenons

\ , (cos@)=7~1 sioy>1,
3 3
I < / du (u? +cos? )2 < / du (u+cosf)™7 < < 1 —log(cosh) si y=1, (B.17)
_s 0
’ 1 si oy <1
En conclusion, (B.13) est obtenue en combinant (B.15), (B.16) et (B.17). O
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Lemme B.3. Soient 2 € C avec Rez > 0 et u € R. Alors

oo 1z sie=1
_ 1 T T u2422 )

/ d(w2) R};'_ E(U)Q — UQ);m = 1 ; . g (B18)
0 Vr Vit Sl £=3:

Démonstration. Le cas e = 1 découle immédiatement du fait que la distribution R} est égale & la mesure
de Dirac a l'origine. Dans le cas € = %, la formule est prouvée d’abord pour z > 0 et ensuite étendue
directement par prolongement analytique & tous les z € C avec Re z > 0. Précisément, le c6té gauche de
(B.18) devient

™

e

/+°° d(w?) z or? /+°° dr 2
=27 _—
0 w o w? 4 u? + 22 o T+l Va4 22

1
Vi

apreés avoir effectué le changement des variables w = v/u? + z2r. O

Démonstration de Proposition B.1. Selon le développement asymptotique (A.9), nous écrivons
[d/2]
_1 —k
ar(expH) = J(H)™2 Y 4% Uy(H) Iy(r, H) + E(r, H)
k=0

avec

d—1

+oo
Ii(r, H) = / d(0?) pR(0) BT (0% — [HP2)

et

) [d/2] +oo f_d=1
BE(r,H) = J(H)"> Y _ 4 Uy(H) /0 d(?) {xz(v) = 1} pf(v) Ry F (v* —|H|?)
k=0

+oo
+2/0 dv xr(v) p*(v) Eg (v, H)

Soient € = 1 lorsque d est impaire et € = % lorsque d est paire. Alors

i) = (— 50 ) [ R -
| 0P Jo P
ol
e 2\ R 1—e/ 2 2 %|H|{+72 st e=1,
| aEeR @ - = 1
’ VEVmERE Y fT e

selon (B.18). Donc, dans tout cas, nous avons

T D(HL—k
Ik(T»H) = - ( 2 d+)1 :
™ (|H[? 4 725

Ensuite, nous estimons le reste E(7, H) dont la deuxiéme partie est facilement a étudier. En utilisant
(A.10), nous obtenons

+o0o 3T
BarH)| <2 [ doxe(0) )| Eao, 1) S 00 [ v 5T ot
0

0 v
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ou
- 2 2—1 7]
ITI/ dv v+ 737 <1+ log
0 Rer
et
3T 3d+1
T
ol [ dvlu? 42t g (DY g LY
0 7] ReTt

d’apreés les formules (B.13). Nous en déduisons
|Eo(r, H)| < TB(%H)(logT —log s)e= 1),
Il nous reste a estimer

) [d/2] +oo a1
Ei(r, H) = J(H)"2 Y 47" Uy(H) /0 d(w®) {xr(v) = 1} p;(v) RL 7 (v* = |H|*).
k=0

I (7, H)

En reprenant les calculs précédents pour I, nous écrivons

d

™

~ T gl—k [T
i) =2 (= 5i) a0 T - 1) s R

v2 4+ |HJ]? + 712
Considérons tout d’abord le cas ou € = 1, i.e., d est impair. Alors

L(r.H) = = (- 8(|8H|2‘>>d21k{(’<T<'H') - IHPﬁ}

(5t — k) o\ o N1
—r X T o) Gt =0 (= g e

2

[

(B.19)

D’une part, 'expression (— W)j (xr(|H]) — 1) s’annule lorsque |H| < 2T'. De plus, ¢’est un O(T~2).

D’autre part,

0 7’ 1 j/! N
— = i — O(T™%
( 3(|Hl2)) HP 2 - (EE+ )

lorsque |H| > 2T. On en déduit que
|, H)| = O(T*9).

Considérons ensuite le cas ol € = %, i.e., d est pair. Alors

™

~ T d_ Foo J ./
SRS <2k)'/0 d“(‘auaHP)) Der (Vo2 + [HP) = 1} (0% + [H? +7%) 77

- 7!
J+i'=4—k

A nouveau, 'expression (—W)j{xﬂxmﬂ + |H|?)—1} est un O(T~%), qui s’annule lorsque v?+|H | <
4T?, ainsi que v 4 |H|? > 972 si j > 0. Il s’ensuit que I'intégral ci-dessus est O(T%¢~971) si j > 0, et

qu’elle est estimée par
/ dv|v? + |H|? —5—72"“7%71 §/ dv (v + |H|)2F—4-2 = T2k—d-1
V24| H|2>4T? v+|H|>2T
si j = 0. Dans tous les cas, on obtient
[Ik(r, H)| S T 51
et donc
|By(r, H)| < J(H) "%
car les coefficients Uy, sont bornés. En combinant avec (B.19), nous conclusion que

\E(r,H)| < |Ev(r, H)| + | By (1, H)| < TG+ (log T — log s) e 1) VH eat.
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Hongwei ZHANG

Equation des ondes sur les espaces symétriques et localement symétriques
de type non compact

Résumé : Cette thése est consacrée a I'étude de I'équation des ondes sur les espaces symétriques et
localement symétriques de type non compact. Un de nos principaux résultats est I'obtention des estimations
ponctuelles du noyau pour I'équation des ondes sur les espaces symétriques non compacts de rang supérieur.
Elles nous permettent de démontrer la propriété de dispersion et d'établir |'inégalité de Strichartz pour une
grande famille des paires admissibles. Nous en déduisions que I'équation des ondes semi-linéaire correspondante
est globalement bien posée pour les données initiales de régularité faible. Autrement dit, nous étendons les
résultats obtenus sur les espaces hyperboliques réels aux espaces symétriques non compacts de rang général.
L'autre partie de nos travaux concerne |'étude sur les espaces localement symétriques. D'un c6té, nous
étudions les équations des ondes et de Klein-Gordon sur certains espaces localement symétriques de rang
un. D'autre part, nous établissons une caractérisation pour le bas du spectre L? du laplacien sur les espaces
localement symétriques de rang général.

Mots clés : Espace symétrique, espace localement symétrique, équation des ondes, équation de Klein-Gordon,
estimation du noyau, propriété de dispersion, inégalité de Strichartz, spectre de laplacien.

Wave equation on symmetric and locally symmetric spaces of noncompact type

Abstract : This thesis is devoted to the study of the wave equation on symmetric and locally symmetric
spaces of noncompact type. One of our main results is to obtain pointwise kernel estimates for the wave
equation on noncompact symmetric spaces of higher rank. They allow us to prove the dispersive property and
to establish the Strichartz inequality for a large family of admissible pairs. We deduce global well-posedness
results for the corresponding semilinear wave equation with low regularity initial data. In other words, we
extend the results obtained on real hyperbolic spaces to noncompact symmetric spaces of general rank. The
other part of our work concerns the study on locally symmetric spaces. On the one hand, we study the wave
and Klein-Gordon equations on certain locally symmetric spaces of rank one. On the other hand, we esta-
blish a characterization for the bottom of L? spectrum of Laplacian on locally symmetric spaces of general rank.

Keywords : Symmetric space, locally symmetric space, wave equation, Klein-Gordon equation, kernel esti-
mate, dispersive property, Strichartz inequality, spectrum of Laplacian.
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