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Propriétés statistiques des réseaux des
application couplées et récurrence des

applications des dendrites locales.

Résumé

Cette thèse est divisée en deux grandes parties : la première est consacrée
aux propriétés statistiques des systèmes dynamiques et l’autre porte sur des
propriétés des systèmes dynamiques topologiques.

Dans la première partie, d’abord nous rappelons quelques notions de base des
systèmes dynamiques aléatoire et de la théorie des valeurs extrêmes. Ensuite,
par l’application de cette théorie aux réseaux des applications couplées nous
montrons que la probabilité de l’apparition de la synchronisation dans ces réseaux
est liée à la distribution du maximum d’une certaine observable évaluée le long
de presque toutes les orbites. De plus, nous montrons qu’une telle distribution
appartient à la famille des lois des valeurs extrêmes, où le paramètre de cette
distribution (indice extrémal) nous permet d’obtenir une description détaillée de
la probabilité de synchronisation. Enfin, nous illustrerons les résultats théoriques
par des calculs numériques robustes qui nous permettent d’aller au-delà du cadre
théorique fourni.

Dans la seconde partie, nous commençons par introduire quelques notions de
base des systèmes dynamiques topologiques. Ensuite, nous étudions la relation
entre les ensembles des points récurrents et périodiques d’une application
continue de dendrites locales dans lui-même dans lequel l’ensemble des points
d’extrémité est dénombrable.

Mots-clefs

systèmes dynamiques aléatoires, réseaux des applications couplées, théorie
des valeurs extrêmes, indice extrémal, opérateurs de transfert, synchronisation,
ensemble minimal, ensemble ω-limite, dendrite locale, point périodique,
récurrent, presque périodique, transitivité et chaotique.
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Statistical properties of coupled map lattices
and recurrence of local dendrite maps

Abstract

This thesis is divided into two parts the first is devoted to the study of the
statistical properties of Dynamical systems and the other is about properties of
topological dynamical systems.

In the first part, we recall the basic notions of random dynamical systems
and the theory of extreme values. Then, by applying this theory to the coupled
map lattices , we show that the probability of the appearance of synchronization
is related to the distribution of the maximum of a certain observable evaluated
along almost all orbits. Moreover, we show that such a distribution belongs
to the family of extreme value laws, where the parameter of this distribution
(extremal index) allows us to obtain a detailed description of the probability of
synchronization. Finally, we support the theoretical results by robust numerical
computations that allow us to go beyond the theoretical framework.

In a second part, we give some basic notions of topological dynamical systems.
Next, we study the relations between the sets of recurrent points and periodic
points of a continuous self mapping of a local dendrite whose the endpoints set
is countable.

Keywords

random dynamical systems, coupled lattice maps, extreme value theory, ex-
tremal index, transfer operator, synchronization, minimal sets, ω-limit sets, local
dendrite, periodic point, recurrent, almost periodic, transitivity and chaos.
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Introduction

La théorie des systèmes dynamiques est une discipline mathématique
intimement liée avec la plupart des principaux domaines des mathématiques ( par
exemple, la topologie, la géométrie, la théorie de la mesure et les probabilités).
Elle est basée sur l’étude de la structure des orbites globales des applications et
des flots en mettant l’accent sur les propriétés métriques et topologiques. Elle
fournit également une description qualitative des phénomènes naturels qui ont
évolué par une transformation de l’espace des états possibles du système. La
théorie est dite déterministe quand la loi d’évolution est connue : lorsque l’on
connaît son état initial, il sera possible de déterminer le futur du système. Ses
concepts, méthodes et paradigmes, stimulant grandement la recherche dans des
nombreuses domaines sciences, ont donné naissance à un nouveau domaine de la
dynamique appliquée appelée chaotique. De nombreux chercheurs ont démontré
que, par exemple, dans les réseaux de neurones, la physique de la matière
condensée, turbulence, les réseaux de lasers à grande échelle, les équations de
convection de propagation, les réseaux de transmission à phase couplée et la
dynamique moléculaire, les propriétés asymptotiques du système dynamique
présente souvent des phénomènes chaotiques et imprévisibles. Cependant, si
nous étudions les systèmes dynamiques chaotiques du point de vue statistique,
nous trouvons que le chaos dans le sens déterministe possède habituellement
une certaine régularité dans le sens probabiliste. Dans plusieurs situations, les
erreurs inévitables d’observation rendent plus réaliste la prise en compte de la
dynamique aléatoire. On modifie alors le modèle mathématique par l’ajout d’un
bruit aléatoire au processus itératif afin de tenir compte de ces imprécisions
pratiques. Au cours des dernières décennies Yuri Kifer [1, 2] a étudié d’une
manière approfondie le comportement des systèmes aléatoires pour différents
types de transformations.

Les réseaux des applications couplées sont parmi les systèmes dynamiques
spatio-temporels discrets. Ils ont été introduits au milieu des années 1980 par
Kaneko et Kapral [3] [4] [5] [6]. Ces systèmes sont utilisés comme modèles
appropriés pour l’étude qualitatif et la simulation numérique de la dynamique
chaotique des systèmes spatialement étendus. Ce réseau est défini comme
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une composition des deux applications, dynamique découplée (voir Définition
2.1.1) et opérateur de couplage (voir Définition 2.1.2). Dans plusieurs travaux,
nous pouvons trouver beaucoup de choix possibles pour l’application locale et
l’opérateur de couplage. Par exemple, la dynamique de ces réseaux qui est définie
à partir des applications bistables, unimodales ou chaotiques a été étudiée pour
différents types de couplage, révélant une phénoménologie riche incluant le chaos
spatial, les points périodiques stables, le chaos spatio-temporel, les clusters, les
ondes progressives et la synchronisation (voir [7] [8] [9]).

L’analyse des phénomènes de synchronisation dans l’évolution des systèmes
dynamiques a fait l’objet d’une recherche active depuis les premiers jours de la
physique. Elle a commencé au 17ème siècle avec la découverte de Huygens [10]
que deux horloges à pendules accrochées côte à côte sur un mur, elles deviennent
synchronisées en phase. Cette expérience suggére que la synchronisation exige
un mouvement oscillant du système étudié. Elle indique également que les
rythmes des oscillateurs doivent être ajustés. Cela implique que les systèmes
ne doivent pas nécessairement avoir un mouvement identique en phase. Les
oscillateurs qui ont des trajectoires déphasées avec une avance (ou un retard)
de phase constante satisfont également aux exigences. La synchronisation peut
être largement observée dans la nature, par exemple le clignotement synchrone
des lucioles ou des grillons stridents [11]. La synchronisation est un phénomène
caractéristique de nombreux processus dans les systèmes naturels et la science
non linéaire. Ce mot a une racine grecque, syn est équivalant à commun et chronos
c’est-à-dire temps, ce qui signifie partager le temps commun ou se produire en
même temps. Autrement dit, corrélation ou accord des différents processus dans
le temps [12].

Dans notre cas un réseau des applications couplées est synchronisé lorsqu’il
approche d’une configuration homogène. En général, la synchronisation est
destinée à une certaine durée de temps, une fois qu’elle a commencée. C’est ce qui
se passe généralement pour certains types de chaînes d’oscillateurs synchronisés.
Pour les réseaux des applications couplées chaotiques, ce n’est pas le cas, puisque,
par le Théorème de Poincaré, presque toute orbite est récurrente.

Les propriétés chaotiques et de synchronisation de réseau définies par des
applications locales logistiques et de couplage global du type moyen ont été
observées et étudiées par Kaneko [13] et ensuite par Ashwin [14]. L’important
travail de Bunimovich et Sinaï [15] représente la première contribution sur les
réseaux des applications couplées dans le cadre et avec les outils de la théorie
ergodique. Par l’utilisation du formalisme thermodynamique, ils ont prouvé
l’existence de mesures SRB mélangeantès pour les réseaux des applications
couplées infinies avec application locale chaotique et couplage faible (plus proche
voisin). Depuis, les progrès dans l’étude des propriétés statistiques de ce réseaux
chaotiques ont été énormes, avec la contribution de plusieurs chercheurs, et le
développement d’une théorie spectrale [16] [17] [18]. Nous nous reportons au livre
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[7] pour un large panorama sur les différentes approches de la théorie.

La théorie des valeurs extrêmes est apparue comme l’une des disciplines
statistiques les plus importantes pour les sciences appliquées au cours des
dernières années. Cette théorie est capable de modéliser et de décrire la survenue
et l’intensité d’évènements dits rares, c’est-à-dire, qui présentent des variations
de très grandes amplitudes. Les techniques des valeurs extrêmes sont également
de plus en plus utilisées dans de nombreuses autres disciplines. Par exemple :
les mathématiques, les géosciences, l’ingénierie et la finance [19] [20] [21] [22]
[23] [24] [25]. La caractéristique distinctive d’une analyse de valeurs extrêmes
est l’objectif de quantifier le comportement stochastique d’un processus à des
niveaux inhabituellement grands ou petits. En particulier, les analyses des valeurs
extrêmes nécessitent généralement l’estimation de la probabilité d’événements
plus extrêmes que ceux qui ont déjà été observés.

Dans cette thèse
nous présentons une nouvelle application de la théorie des valeurs extrêmes

aux réseaux des applications couplées fini (ou périodique). Notre objectif est de
fournir une première approche en utilisant la théorie des valeurs extrêmes et
de montrer comment obtenir un certain nombre de résultats rigoureux sur les
statistiques de certains événements rares. Tels : la synchronisation dans le réseau
des applications couplées. Ces applications sont définies par n applications locales
chaotiques sur l’intervalle unité, c’est-à-dire pour tout x̄ := (x1, x2, . . . , xn) ∈
[0, 1]n, on pose :

(
T̂ (x̄)

)

i
:= (1 − γ)T (xi) +

γ

n

n∑

j=1

T (xj), ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ce que nous étudions est la probabilité d’une première synchronisation dans
les réseaux des applications couplées chaotiques. Cette probabilité nous permet
d’estimer le temps que nous devrions attendre pour obtenir la synchronisation
avec une précision prescrite. La théorie des valeurs extrêmes fournit ce type
d’information quantitative, puisque les processus de synchronisation peuvent
être interprétés et quantifiés par le calcul de la distribution asymptotique du
maximum d’un processus aléatoire approprié. Bien que nous n’ayons pas pu
obtenir que la synchronisation globale qui persisté dans le temps, nous pouvons
poser la question sur la distribution du nombre d’événements de synchronisation
successives lorsque les systèmes évoluent jusqu’à un certain temps. Nous verrons
qu’après un rééchelonnement approprié, la distribution du nombre de visite dans
un ensemble petite est celui une statistique de Poisson composée. Il vaut la
peine de mentionner que Coelho et Collet [26] ont montré ce résultat pour deux
applications découplées dilatantes du cercle. En fait, un premier résultat dans
notre direction a été donné par [27], mais pas explicitement lié à la théorie des
valeurs extrêmes. Où les auteurs ont considéré deux applications de l’intervalle
couplées et ils ont appliqué leur théorie spectrale pour des systèmes ouverts avec
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trous pour étudier la première entrée de deux composants dans une petite bande
le long de la diagonale. Ce qui est équivalent à la synchronisation du réseau à deux
composants jusqu’à une certaine précision. Dans des situations plus générales,
nous présenterons des arguments sur les propriétés spectrales de l’opérateur de
transfert du système pour soutenir l’existence d’une distribution limite pour
les maxima de certaines observables liées à la synchronisation. Ensuite, nous
discuterons par une formule approximative, l’indice extrémal (un paramètre
de la distribution) pour les réseaux avec un nombre arbitraire de composants.
Nous allons estimer le comportement d’un tel indice lorsque le nombre des
composants est important. Ensuite, nous généraliserons la théorie à des réseaux
des applications couplées qui sont perturbées de façon aléatoire avec un bruit
additif. Finalement, avec des preuves numériques, nous montrerons que l’indice
extrémal est égale 1 pour n’importe quelle dimension du réseau.

Deuxièmement, l’étude des systèmes dynamiques dans les espaces compacts
unidimensionnels devenu de plus en plus intensive en raison des riches propriétés
dynamiques que peuvent présenter les applications unidimensionnelles. L’objectif
principal de cette partie est est de trouver une façon de perturber des applications
sur des espces unidimensionnels en particulier adapter des perturbations
uniformément continu sur ses applications. Après des discussions avec Professeur
Pierre Collet nous avons tout d’abord concentré à mieux comprendre la théorie
topologique des systèmes dynamiques. Dans ce cadre nous établissons les
propriétés topologiques générales des ensembles des points récurrents dans le
cas où le système dynamique défini sur un espace spécial nommé dendrite locale
(c’est-à-dire un continuum unidimensionnel qui est localement une dendrite) qui
couvre les cas des graphes et des dendrites. Cette thèse est organisée comme
suit :

Dans le premier chapitre, nous traiterons tout d’abord des concepts généraux
de systèmes dynamiques et de théorie ergodique classiques. Nous présentons aussi
les bases de la théorie des valeurs extrêmes, en nous concentrant sur les résultats
qui sont utiles pour les systèmes dynamiques. Ensuite, nous introduisons un
système dynamique en tant que générateur de processus aléatoires et présentons
une description d’une variété de méthodes et d’approches pour dériver des
lois des valeurs extrêmes pour les soi-disant observables à distance. Enfin,
nous construisons la correspondance entre les lois des valeurs extrêmes et les
statistiques de temps d’entrée et retour.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons une approche puissante et
générale basée sur la perturbation de l’opérateur de transfert, et qui a l’avantage
d’être applicable à une grande classe d’observables dans l’étude de la théorie des
valeurs extrêmes. La première partie de ce chapitre est consacrée à la définition et
aux propriétés de la classe des réseaux d’applications couplées. Dans la deuxième,
nous introduisons six propriétés P1 à P6 pour lesquelles l’opérateur de transfert
P̂ possède un trou spectral sur un espace de Banach. Dans la dernière partie de
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ce chapitre, nous introduisons un espace fonctionnel pour lequel notre système
qui est défini par des applications dilatantes par morceaux, admet une mesure
de probabilité invariante absolument continue. Ensuite, nous allons vérifier ces
propriétés.

Dans le troisième chapitre, nous donnons un bref aperçu des notions de base
de la théorie des valeurs extrêmes lorsqu’elle est appliquée à la récurrence dans
les systèmes dynamiques. En particulier, nous définissons l’indice extrémal et
montrons qu’il tend vers 1 lorsque la taille du réseau tend vers l’infini ou en
présence de bruit. Ensuite, nous appliquons la théorie des valeurs extrêmes pour
calculer la probabilité des événements de synchronisation. Puis nous calculons
l’indice extrémal dans les cas déterministe et aléatoire. Ce calcul dépend du
comportement de la densité invariante au voisinage de la diagonale, notre formule
(3.27) peut-être prouvée sous l’hypothèse P8 que nous croyons être inévitable.
Enfin nous étudions la distribution du nombre d’événements de synchronisation
successifs.

Ensuite, nous illustrons en quatrième chapitre nos résultats analytiques et
nos estimations par des calculs numériques. Ce qui confirme l’existence d’une
distribution des valeurs extrêmes pour un différent type de synchronisation, que
nous avons appelé locale. De plus, nos calculs numérique valident les statistiques
de Poisson composées attendues pour la distribution du nombre de visites
successives. Le fait que l’indice extrémal pour la synchronisation locale ne semble
pas dépendre de la taille du réseau.

Dans le cinquième chapitre, nous introduisons quelques notions de base des
propriétés dynamiques topologiques utilisées tout au long de la deuxième partie
de la thèse. Tout d’abord, nous commençons par les ensembles ω-limites et
les ensembles minimaux. Ensuite, les différents types de récurrence : presque
périodiques, récurrence non errance et transitivité. Puis, nous définissons les
espaces concernés : les graphes, les arbres, les dendrites et les dendrites locales.
Enfin, nous énonçons les résultats liés aux ensembles de ω-limites et à la
récurrence des applications sur les graphes, les dendrites et dendrites locale (cas
monotone).

Dans le sixièmement chapitre, nous étudions la relation entre l’ensemble
des points périodiques P (f) et l’ensemble des points récurrents R(f) d’une
application continue f de dendrite locale. Nous montrons que toute dendrite
locale X avec son ensemble de points extrémités E(X) dénombrable possède la
propriété-RPR (Un espace métrique compact X possède la propriété-RPR si
pour toute application continue f : X → X, R(f) = P (f) ∪ R(f)). sens de
Devaney.

Publications concernant cette thèse :
[28] H. Ghoudi (with D. Faranda, P. Guiraud and S. Vaienti), Extreme value
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theory for synchronization of coupled map lattices. Nonlinearity, 31 (2018)
3326-3358.

[2] H. Ghoudi (with H. Hattab), R(f) = P (f) ∪ R(f) for maps of local
dendrites with countable set of endpoints. soumis in Qualitative Theory of
Dynamical Systems, (2018).



Première partie

Propriétés statistiques des
systèmes dynamiques





Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Systèmes dynamiques

Nous pouvons considérer un système qui décrit les phénomènes qui évoluent
au cours du temps, cela nécessite deux choses :

• Un ensemble de variables d’états possibles du système qui permet de
construire un espace mathématique appelé espace de phase.

• Une transformation de l’espace des phases décrivant cette évolution
temporelle.

Dans tout ce travail, l’espace de phase sera un espace de probabilité (X,F , ν)
où X sera une variété compacte, F est une σ-algèbre de X et la loi d’évolution
sera une application mesurable T : X → X. Les deux derniers étant liés par une
relation appelée invariance.

Définition 1.1.1. Une mesure de probabilité ν sur X est dite invariante pour
T ou T -invariante si : pour tout A ∈ F ,

ν(T−1A) = ν(A).

Nous pouvons trouver plusieurs applications différentes pour lesquelles une
mesure de probabilité ν sur X est invariante. Par exemple :

1) Pour X = [0, 1], la mesure de Lebesgue est une mesure invariante pour
l’application T (x) = 2xmod1 et pour l’application T (x) = x+ αmod1.

2) Pour X = S le cercle unité du plan complexe C, la mesure de Haar sur
S est une mesure invariante pour l’application rotation R : S → S définie
par, pour tout a ∈ S,

R(z) = az, ∀ z ∈ S.

Proposition 1.1.2. La mesure de probabilité ν est T -invariante si et seulement
si, pour toute fonction φ ∈ L∞

ν (X) ou L1
ν(X)

∫

X
φ ◦ Tdν =

∫

X
φdν.
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Théorème 1.1.3 (Krylov-Bogoliubov[29]). Si X est un espace métrique
compact et T : X → X une application continue, alors il existe une mesure
de probabilité borélienne invariante.

La condition de continuité dans le Théorème de Krylov-Bogoliubov est
suffisante. Katok-Hasselblatt, ils ont montré que nous ne pouvons pas trouver
une mesure de probabilité borélienne invariante si le système dynamique est
défini sur un espace métrique par une application non continue, par exemple :
T : [0, 1] → [0, 1] telle que

T (x) :=





1, si x = 0

x/2, si x > 0.

Mais, lorsque l’application est continue par morceau, nous pouvons trouver la
notion d’invariance par des conditions supplémentaires.

Définition 1.1.4. Un quadruplet
(
X,F , T, ν

)
est appelé un système dynamique

si ν est T -invariante.

1.2 Récurrence et ergodicité

Dans l’étude des systèmes dynamiques, nous sommes intéressés par les
propriétés de l’orbite {T n(x)}n≥0 où T n est la nième itération de la
transformation T qui est définie par :

T n(x) = T ◦ T ◦ · · · ◦ T (x)︸ ︷︷ ︸
n fois

.

En 1890, l’un des fondateurs de la théorie des systèmes dynamiques Henri
Poincaré a montré que, pour presque tout point appartenant à un ensemble
spécifié, l’orbite de ce point revient dans le même ensemble après un temps fini.

Théorème 1.2.1 (Théorème de récurrence de Poincaré). Soit
(
X,F , T, ν

)

un système dynamique. Soit A ∈ F tel que ν(A) > 0. Alors ν-presque tout point
x ∈ A, l’orbit {T n(x)}n∈N repasse dans A une infinité de fois, c’est-à-dire que
pour presque tout x ∈ A, il existe n ∈ N∗ tel que T nx ∈ A.

Démonstration. Notons An =
⋃

k≥n

T−k(A) l’ensemble des points de X qui

reviennent dans A lorsque nous itérons T au moins n fois. Notons
A∞ =

⋂

n∈N

⋃

k≥n

T−k(A) l’ensemble des points qui passent une infinité de fois dans

A. Alors ν(An+1) = ν
(
T−1(An)

)
= ν(An) et A ⊂ A0. Puisque la suite (An) est

décroissante, nous avons ν(An∩A) = ν
(
A0∩A

)
= ν(A). Donc ν(A∞∩A) = ν(A).

Alors, par les propriétés des mesures finies nous trouvons le résultat.



1.2. Récurrence et ergodicité 23

En principe, le retour d’un point de A ∈ F à A prend un temps fini. Nous
remarquons que le Théorème de Poincaré ne nous donne aucune information sur
le temps nécessaire pour revenir dans A. Pour cela, nous allons nous intéresser
au temps de retour ou d’entrée.

Définition 1.2.2. Soient
(
X,F , T, ν

)
un système dynamique, A un sous-

ensemble de X et x ∈ A. Le premier temps de retour de x dans A est défini
par :

τA(x) := inf{n > 0 : T nx ∈ A}. (1.1)

Si x ∈ X, τA est appelé le premier temps d’entrée.

D’après le Théorème de récurrence de Poincaré, il est clair que plus la mesure
de l’ensemble A est petite, plus il faudra attendre longtemps avant de revenir
dans A. Le théorème qui suit précise comment varie la moyenne du temps de
retour en fonction de ν(A) > 0 dans le cas ergodique.

Définition 1.2.3. Soit
(
X,F , T, ν

)
un système dynamique, ν est dite ergodique

par rapport à T si pour tout ensemble invariant A ∈ F on a :

ν(A) = 0 ou ν(A) = 1.

L’ergodicité peut être vue comme la notion d’irréductibilité en théorie de
mesure : c’est-à-dire pour toute partition d’un système dynamique ergodique en
deux sous-systèmes invariants, alors ces deux sont distincts.

Exemple 1.2.4. Soit X = [0, 1], la mesure de Lebesgue sur X est ergodique
pour l’application T (x) = 2xmod1 et pour l’application T (x) = x+αmod1 si α
est irrationnelle.

Lemme 1.2.5. Soit
(
X,F , T, ν

)
un système dynamique ergodique. Pour tout

A ∈ F de mesure strictement positive, alors

ν
( ∞⋃

k=1

T−kA
)

= 1.

Théorème 1.2.6. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1.
(
X,F , T, ν

)
est ergodique.

2. Pour tout A ∈ F , ν(A∆T−1A) = 0,=⇒ ν(A) = 0 ou 1.

3. Pour tout A,B ∈ F avec ν(A) > 0 et ν(B) > 0, il existe n > 0 tel que
ν(A ∩ T−nB) > 0.

Proposition 1.2.7. Le système dynamique
(
X,F , T, ν

)
est ergodique si et

seulement si les fonctions mesurables invariantes par T sont constantes ν-presque
partout.
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Théorème 1.2.8 ( Théorème ergodique [30]). Soit
(
X,F , T, ν

)
un système

dynamique ergodique. Alors pour toute fonction f dans L1(ν),

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

f
(
T k(x)

)
=
∫

X
f(x) dν(x)

pour ν-presque tout x ∈ X.

Corollaire 1.2.9. Le système dynamique
(
X,F , T, ν

)
est ergodique si et

seulement si pour tout A,B ∈ F ,

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

ν(A ∩ T−kB) = ν(A)ν(B).

Maintenant, lorsque la transformation T est ergodique, nous obtenons la
version plus forte du Théorème de récurrence de Poincaré, connu sous le nom de
Lemme ou Théorème de Kač.

Théorème 1.2.10 (Théorème de Kač). Soit
(
X,F , T, ν

)
un système

dynamique ergodique. Pour tout A ∈ F de mesure strictement positive, on a :

1
ν(A)

∫

A
τA(x)dν(x) =

1
ν(A)

.

La démonstration est présente dans plusieurs références, par exemple [31],
[32], etc.... Nous avons choisi ici la preuve la plus simple.

Démonstration. Pour tout A ∈ F , supposons

Ak = {x ∈ A, τA(x) = k},

Bk =
{
x ∈ X, T k(x) ∈ A et T j(x) /∈ A, pour j = 1, . . . , k − 1

}

et
Ck = Bk\Ak, k = 1, 2, . . . .

Il est facile de voire que {Ak}∞
k=1 sont des sous-ensembles disjoints de A , {Bk}∞

k=1

sont aussi disjoints et Ak ⊂ Bk pour tout k = 1, 2, . . . . Alors

(X\
∞⋃

k=1

Bk)
⋂
T−jA = ∅ , pour j = 1, 2, . . . .

Donc par le Lemme 1.2.5 nous avons

ν(
∞⋃

k=1

Bk) = 1.
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D’autre part, pour tout k ≥ 1, T−1(Ck) = Bk+1 et donc par la définition de Ck,
nous avons ν(Bk) = ν(Ak) + ν(Bk+1). Par la même stratégie nous obtenons que

ν(Bk) =
∑

i≥k

ν(Ai).

Alors,

1 = ν
( ∞⋃

k=1

Bk

)
=

∞∑

k=1

∑

i≥k

ν(Ai)

=
∞∑

i=1

i∑

k=1

ν(Ai)

=
∞∑

i=1

i · ν(Ai) =
∫

A
τA dν.

Ici nous pouvons poser une question concernant l’ergodicité. Lorsque la
mesure n’est pas ergodique comment peut on estimer l’espérance du temps
d’entrée ? La proposition suivante donne une réponse.

Proposition 1.2.11. Soient
(
X,F , T, ν

)
un système dynamique et A un sous-

ensemble de X tel que ν(A) > 0. Alors
∫

A
τA(x) dν(x) = ν

({
x ∈ X, τA(x) < ∞

})

= ν
( ∞⋃

j=1

T−jA
)
.

Définition 1.2.12. La mesure ν du système dynamique
(
X,F , T, ν

)
est

mélangeante si quels que soient les événements A et B dans F ,

lim
n→∞

ν
(
A ∩ T−nB

)
= ν(A)ν(B). (1.2)

Proposition 1.2.13. Toute mesure mélangeante est ergodique.

Démonstration. Soit A ∈ F un ensemble T -invariant donc nous avons T−nA = A
de même aussi nous devons avoir A ∩ T−nA = A. Le mélangeante implique que
ν(A) = ν2(A), ce qui donne ν(A) = 0 ou 1.

Proposition 1.2.14. Soit
(
X,F , T, ν

)
un système dynamique, la mesure ν est

mélangeante si et seulement si pour toutes fonctions φ, ψ ∈ L2(X,R),

lim
n→∞

∫

X
φ(x)ψ(T nx)dν =

∫

X
φ(x)dν

∫

X
ψ(x)dν.
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Dans la suite, la mesure ν pour le systèmes dynamique (X,F , T, ν) a de
très bonnes propriétés de mélange. Nous rappelons la notion de décroissance des
corrélations du système par rapport à ν.

Définition 1.2.15. Soient C1, C2 deux espaces de Banach. La corrélation entre
deux fonctions non nulles φ : X → R appartenant à C1 et ψ : X → R appartenant
à C2 par rapport à la mesure de probabilité ν est définie par :

Corν(φ, ψ, n) :=
1

‖φ‖C1
‖ψ‖C2

∣∣∣∣
∫
ψ ◦ T nφdν −

∫
ψdν

∫
φdν

∣∣∣∣ . (1.3)

Nous disons que le système dynamique (X,F , T, ν) à une décroissance des
corrélations par rapport de la mesure de probabilité ν pour les observables dans
C1 contre les observables dans C2 si

Corν(φ, ψ, n) → 0, quand n → ∞.

De plus, s’il existe une fonction Φ : N → R telle que Φ(n) → 0 quand n → ∞ et

Corν(φ, ψ, n) ≤ Φ(n),

alors nous disons que le système a une décroissance des corrélations de vitesse Φ
par rapport aux observables des C1 et C2.

La définition suivante donne un type très important de vitesse des
décroissances des corrélations que nous appelons super-polynomiale.

Définition 1.2.16. Un système dynamique
(
X,F , T, ν

)
a une décroissance des

corrélations super-polynomiale pour les observables des espaces de Banach si la
vitesse de la décroissance des corrélations Φ vérifie

lim
n→∞

npΦ(n) = 0, pour tout p ∈ N.

Remarque 1.2.17. Si la vitesse Φ est de la forme exponentielle (i.e.,Φ(n) =
e−n) donc nous parlons de la décroissance des corrélations exponentielles.

1.3 Systèmes dynamiques aléatoires

Le concept de systèmes dynamiques aléatoires est un développement
relativement récent combinant des idées et des méthodes des domaines bien
développés de la théorie des probabilités et des systèmes dynamiques. Dans
cette partie, nous allons définir le système dynamique aléatoire et rappelons des
propriétés de ce système.

Soit
(
Ω,A,P

)
un espace de probabilité tel que Ω est un espace métrique muni

de sa σ-algèbra de Borel A. Soit ϑ une transformation qui préserve la mesure.
Tout d’abord, nous construisons une application

(
B(N) ⊗ A ⊗ F

)
-mesurable

Φ : N × Ω ×X −→ X

(n, ω, x) 7−→ Φ(n, ω)x, (1.4)
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vérifiant la propriété de cocycle suivante





Φ(0, ω) = IdX

Φ(n+m,ω) = Φ(n, ϑmω) ◦ Φ(m,ω).
.

Dans toute la suite nous notons Tω := Φ(1, ω).

Définition 1.3.1. Un système dynamique aléatoire notera par T sur un espace
(X,F) de composante aléatoire (Ω,A, ϑ,P) est généré par les applications Tω.

Remarques 1.3.2. 1) Un système dynamique aléatoire T est dit de classe Ck

si l’application x → Tωx est de classe Ck.
2) Lorsque nous choisissons Ω = {ω} alors le système dynamique aléatoire T
sera réduit à un système dynamique déterministe.

La dynamique du système dynamique aléatoire T est donné par l’application
suivante

S : Ω ×X −→ Ω ×X

(ω, x) 7−→ (ϑω, Tωx). (1.5)

Définition 1.3.3. L’application S est appelée produit oblique associé au système
dynamique aléatoire.

Remarquons que le produit oblique permet d’étudier les propriétés du système
dynamique aléatoire en considérant un système déterministe sur lequel nous
pouvons appliquer les résultats classiques de la théorie ergodique.

Pour chaque réalisation ω ∈ Ω, l’évolution aléatoire d’un état initial x ∈ X
sera donnée par son orbit aléatoire définie par l’ensemble {xn

ω} où pour chaque
n ∈ N,

xn
ω := Tϑn−1

ω
◦ Tϑn−2

ω
◦ · · · ◦ Tωx := T n

ωx.

1.3.1 Notions d’invariances

Dans cette section, nous allons étudier les comportements à long terme d’un
système dynamique aléatoire. Comme l’itération du produit oblique s’écrit sous
la forme suivante, Sn(ω, x) = (ϑn

ω, T
n
ωx), il est facile d’avoir directement que

l’itération sur la seconde coordonnée est l’orbite aléatoire d’un point x associé
à la réalisation ω. Cela amène à considérer les mesures invariantes du produit
oblique.

Prenons µ une mesure de probabilité invariante pour
(
Ω × X,A ⊗ F , S

)
.

Notons πΩ la projection cannonique de Ω ×X sur Ω

πΩ : Ω ×X −→ Ω

(ω, x) 7−→ ω.

Il est trivial que pour tout n ∈ N,

πΩ ◦ Sn = ϑn ◦ πΩ. (1.6)
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Définition 1.3.4. Une mesure de probabilité µ est dite invariante pour le
système dynamique aléatoire T si :

1. µ est invariante pour le produit oblique S (i.e. S∗µ = µ).

2. µ est de marginale P (i.e. (πΩ)∗µ = P).

Dans le cas général, une mesure de probabilité µ invariante pour le produit
oblique ne s’écrit pas comme un produit. En particulier, l’invariance peut être
décrit en matière de désintégrations par rapport à l’aléa.

Définition 1.3.5. Soit µ une mesure de probabilité sur
(
Ω × X,A ⊗ F

)
de

marginale P sur (Ω,A), l’application

µ.(.) : Ω × F −→ [0, 1]

(ω,B) 7−→ µω(B) (1.7)

est appelée désintégration de µ par rapport à P si :

1. Pour tout B ∈ F , l’application ω → µω(B) est A-mesurable.

2. Pour P-presque tout ω ∈ Ω, l’application B → µω(B) est une mesure de
probabilité sur (X,F).

3. Pour tout A ∈ A ⊗ F ,

µ(A) =
∫

Ω

∫

X
1A(ω, x)µω(dx)P(dω). (1.8)

Remarques 1.3.6. 1. La formule (1.8) s’ecrit symboliquement

µ(dω, dx) = µω(dx)P(dω).

2. Si en prenant A = F × B tel que F ∈ A et B ∈ F la formule (1.8) est
équivalente à :

µ(F ×B) =
∫

Ω
1F (ω)µω(B)P(dω).

3. Pour tout A ∈ A ⊗ F , en posant Aω := {x ∈ X, (ω, x) ∈ A}, la formule
(1.8) est équivalente à

µ(A) =
∫

Ω
µω(Aω)P(dω).

Propriété 1.3.7. Soit µ une mesure de probabilité sur
(
Ω × X,A ⊗ F

)
de

marginale P. Si ϑ est inversible alors la désintégration de S∗µ est donnée par,

(S∗µ)ω = (Tϑ−1
ω

)∗µϑ−1
ω
, P − p.s.
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Démonstration. Tout d’abord, pour simplifier les tâches, nous notons ϑω = ϑ(ω).
Soient F ∈ A, B ∈ F nous avons

(S∗µ)(F ×B) = µ
(
S−1(F ×B)

)
.

Nous posons A = S−1(F ×B) ∈ A ⊗ F . Soit (ω, x) ∈ Ω ×X, alors nous avons :

(ω, x) ∈ A ⇔

{
ω ∈ ϑ−1(F )
Tωx ∈ B

Soit maintenant :
A(ω) =

{
x ∈ X, (ω, x) ∈ A

}
,

alors

A(ω) =

{
∅ si ω 6∈ ϑ−1(F )
T−1

ω (B) si ω ∈ ϑ−1(F )

donc

µ(A) =
∫

Ω
µω(A(ω))1ϑ−1(F )(ω)P(dω)

=
∫

ϑ−1(F )
µω

(
T−1

ω (B)
)
P(dω).

Puisque µω est une mesure de probabilité sur (X,B), alors

µ(A) =
∫

ϑ−1(F )

(
(Tω)∗µω

)
(B)P(dω);

en appliquant le changement de variable ω = ϑ(ω) pour tout F ∈ A :

µ(A) =
∫

Ω
(Tϑ−1(ω))∗µϑ−1(ω)1F (ω)P(dω).

Alors, puisque ϑ est inversible, nous trouvons le résultat.

Corollaire 1.3.8. Sous les hypothèses de la proposition précedente, nous avons
une mesure de probabilité µ invariante par le produit oblique si et seulement si :

(Tω)∗µω = µϑω
, (1.9)

pour P-presque-tout ω ∈ Ω.

Maintenant, nous nous intéressons aux systèmes dynamiques aléatoires
générés par des transformations aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d). Plus précisément, soit W1,W2, . . . une suite de variables
aléatoires i.i.d à valeurs sur Λ avec une distribution commune donnée par P .
Soit Ω = ΛN l’espace de réalisation. D’autre part, nous pouvons voir que chaque
transformation représente une perturbation de taille ǫ de la dynamique initiale.
Dans ce cas, pour tous ǫ > 0, Λ = Ωǫ (où Ωǫ est un espace métrique), P = Pǫ
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et n ≥ 0, l’orbite aléatoire d’un point initial x ∈ X associée à une réalisation
ω = (ω1, ω2, . . . ) ∈ Ω est donnée par la concatination suivante

T n
ω := Tωn

◦ Tωn−1 ◦ . . . ◦ Tω1(x). (1.10)

Dans notre cadre, nous allons nous concentrer sur la classe des systèmes
dynamiques aléatoires i.i.d tel que chaque système représente une perturbation
dans laquelle il existe une mesure stationnaire. Cette classe a été traitée par
exemple dans [33]

Définition 1.3.9. Soit ǫ > 0, nous disons que la mesure de probabilité µǫ sur
les sous-ensembles Borel de X est stationnaire si

∫ ∫
φ
(
Tω(x)

)
dµǫ(x) dPǫ(ω) =

∫
φ(x) dµǫ(x), (1.11)

pour tout φ : X → R intégrable par rapport à µǫ.

Nous notons par Pω (resp Uω) l’opérateur de Perron-Frobenius (PF) ( resp
l’opérateur d’évolution ) associé à la dynamique. Donc l’égalité (1.11) pourrait
être écrite comme : ∫

Uǫφ dµǫ =
∫
φ dµǫ,

où Uǫ : L∞(Leb) → L∞(Leb) est l’opérateur d’évolution aléatoire défini par

(Uǫφ)(x) =
∫

(Uωφ)(x) dPǫ(ω) (1.12)

=
∫
φ ◦ Tω(x) dPǫ(ω).

Pour toute fonction ψ ∈ L1, l’adjoint de cet opérateur est appelé l’opérateur
PF aléatoire Pǫ : L1(Leb) → L1(Leb) défini par

(Pǫψ)(x) =
∫

(Pωψ)(x) dPǫ(ω). (1.13)

Les deux derniers opérateurs sont liés par une relation de dualité
∫
Pωψ · φ dLeb =

∫
Uωφ · ψ dLeb,

avec ψ ∈ L1 et φ ∈ L∞.

Définition 1.3.10. Une mesure stationnaire µǫ est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue de densité hǫ si et seulement si hǫ est un point
fixe de l’opérateur PF.

L’étude des systèmes dynamiques aléatoires nécessite de redéfinir les
propriétés dynamiques classiques des systèmes en évolution, en particulier
l’ergodicité et le mélange.
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Définition 1.3.11. Un système dynamique aléatoire défini par une perturbation
de taille ǫ est ergodique pour une mesure stationnaire µǫ si le produit oblique
associé est ergodique (au sens usuel).

Définition 1.3.12. Une mesure stationnaire µǫ est dite mélangeante si pour
toutes φ ∈ L1(Leb) et ψ ∈ L∞(Leb) :

lim
n→∞

∫
(Un

ǫ ψ)φ dµǫ =
∫
φ dµǫ

∫
ψ dµǫ. (1.14)

Maintenant, comme dans la Section 1.2, nous supposons que la mesure
stationaire µǫ a une bonne propriété de mélange.

Définition 1.3.13. Soient C1 et C2 deux espaces de Banach. Soient φ ∈ C1 et
ψ ∈ C2 deux fonctions non nulles et qui ne dépendent pas de ω ∈ Ω. Un système
dynamique aléatoire muni d’une mesure stationnaire µǫ a une décroissance des
corrélation par rapport à la mesure µǫ×Pǫ pour l’observable φ contre l’observable
ψ si pour tout n ∈ N∗, la corrélation :

Corµǫ×Pǫ
(φ, ψ, n) :=

1
‖φ‖C1

‖ψ‖C2

∣∣∣∣
∫ ( ∫

ψ ◦ T n
ω dPN

ǫ

)
φdµǫ −

∫
φ dµǫ

∫
ψ dµǫ

∣∣∣∣

(1.15)
converge vers zéro quand n tend vers l’infini.

Remarquons que par la définition de l’opérateur d’évolution aléatoire, la
corrélation défini par (1.15) peut s’écrire commme suit :

Corµǫ×Pǫ
(φ, ψ, n) :=

1
‖φ‖C1

‖ψ‖C2

∣∣∣∣
∫

(Un
ǫ ψ)φ dµǫ −

∫
φ dµǫ

∫
ψ,dµǫ

∣∣∣∣ , (1.16)

avec

(Un
ǫ ψ)(x) =

∫
. . .
∫
ψ
(
Tωn

◦ Tωn−1 ◦ · · · ◦ Tω1(x)
)

dPǫ(ωn) . . . dPǫ(ω1)

=
∫
ψ ◦ T n

ω (x) dPN
ǫ .

1.3.2 Récurrences aléatoires

Dans ce paragraphe, nous allons considérer un système dynamique aléatoire
engendré par une famille des applications {Tω}ω∈Ω d’un espace X dans lui-même
dans lequel il existe une mesure stationnaire µǫ.

Définition 1.3.14. Pour un ω ∈ Ω fixé, le premier temps de retour aléatoire
dans un sous-ensemble mesuerable A ⊂ X de l’orbit aléatoire partant de x ∈ A
est donné par

τ
ω
A(x) := inf{n > 0 : T n

ω ∈ A}. (1.17)
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Définition 1.3.15. Un système dynamique aléatoire sur X muni d’une mesure
stationnaire µǫ est dit aléatoirement apériodique si :

µǫ × PN
ǫ

{
(x, ω) ∈ X × Ω : ∃n ∈ N, T n

ωx = x
}

= 0.

Dans la première définition de ce pargraphe, nous avons défini la notion de
temps de retour quenched (i.e. pour ω fixé). Dans la suivante, nous allons définir
la notion de temps de retour moyenné (ou annealed). Supposons que le système
dynamique aléatoire est ergodique.

Définition 1.3.16. Soit A un sous-ensemble de X. Le premier temps de retour
aléatoire moyenné (ou annealed) pour un point x ∈ A est donné par

ΥA(x) =
∫

Ω
τ

ω
A(x) dPN

ǫ (ω).

Cette définition nous permet de donner le Théorème de Kac̆ aléatoire.

Théorème 1.3.17. Si le système dynamique aléatoire est ergodique pour la
mesure stationnaire µǫ, alors

∫

A
ΥA(x) dµǫ(x) = 1.

La preuve est facile ; il suffit d’appliquer le Théorème de Kac̆ déterministe au
produit oblique voir [34].

1.4 Événements rares

Les événements rares sont presque toujours liés à des valeurs anormales
des observations dans un échantillon fini X0, X1, . . . , Xn−1. Ce qui signifie que
nous somme intéressés aux observations extrêmes généralement au-dessus (ou en
dessous) des seuils. Par conséquent, un événement rare ou un événement extrême
correspond à la survenance d’un dépassement du seuil u ∈ R

U(u) = {X0 > u}. (1.18)

Dans ce travail, notons F la fonction de répartition de X0, i.e

F (x) = ν(X0 ≤ x), pour tout x ∈ R. (1.19)

De plus, F = 1 − F , qui s’appelle la queue de la fonction de distrubition F et
uF désigne le point terminal à droite (right-end point) de la distribution F , i.e

uF = sup{x : F (x) < 1}. (1.20)

Ce point terminal peut être fini ou infini voir [20, Exemple 3.3.22]. La vitesse
pour laquelle F (u) tend vers zéro quand u → uF établit le type de queue que nous
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avons. En particulier, de façon informelle, nous disons que F a de grosses queues
si uF = ∞ et F (u) disparaît polynomailement en u. Contrairement, nous avons
des queues légères si uF < ∞ ou F (u) disparaît d’une mainère exponentielle en
u.

L’étude des queues de la fonction de distribution est reliée au comportement
des statistiques d’ordre extrémales de l’échantillon. Soit X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤
Xn,n la statistique d’ordre associée à ces n variables aléatoires. Pour tout
i = 1, . . . , n la variable aléatoireXi,n s’appelle la (n−i+1) ème statistique d’ordre
de l’échantillon. Il existe deux statistiques d’ordre qui sont particulièrement
intéressantes pour l’étude des événements rares.

• La plus grande statistique d’ordre Xn,n ou statistique du maximum

Mn := Xn,n = max{X0, X1, . . . , Xn−1}. (1.21)

• La plus petite statistique d’ordre X1,n ou statistique du minimum

X1,n = min{X0, X1, . . . , Xn−1}. (1.22)

Le comportement asymptotique du maximum Mn (respectivement X1,n) permet
de rendre compte de la fin de la distribution. Ces deux statistiques d’ordre sont
liées l’une à l’autre à l’aide de la relation suivante

X1,n = − max{−X0,−X1, . . . ,−Xn−1}.

Remarque 1.4.1. Par définition, les statistiques d’ordre ne sont pas
indépendantes, même si les variables Xi sont i.i.d.

Maintenant, puisque nous nous intéressons au comportement anormal décrit
par la queue de F , nous sommes préoccupés par les statistiques d’ordre extrême
de telles Mn. La connaissance de Mn permet de conclure si le dépassement se
produit ou non entre les n premières observations. Si {Mn ≤ u} se produit, nous
concluons qu’il n’y a pas de dépassement de u jusqu’au temps n − 1. Dans le
cas des événements indépendants, c’est-à-dire lorsque le processus stochastique
X0, X1, · · · est une suite de variables aléatoires i.i.d., alors Mn converge presque
sûrement vers uF . Ce fait ne fournit pas assez des informations, d’où l’idée
d’utiliser une transformation afin d’obtenir des résultats plus exploitables
pour les lois limites des maxima. Par conséquent, nous nous intéressons à
une loi non dégénérée pour le maximum ; la théorie des valeurs extrêmes
permet de donner une réponse à cette problématique. Les premiers résultats
concernant la caractérisation du comportement asymptotique des maxima Mn

sont convenablement normalisés.

Définition 1.4.2. Nous disons que nous avons une loi des valeurs extrêmes
(LVE) pour Mn s’il existe une fonction de distribution non dégénérée H : R →
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[0, 1] avec H(0) = 0 et pour tout τ > 0 il existe une suite de niveaux un =
un(τ), n = 1, 2, . . . telle que

nν(X0 > un) → τ, quand n → ∞ (1.23)

et pour lequel on a :

ν(Mn ≤ un) → H̄(τ) := 1 −H(τ) quand n → ∞. (1.24)

La motivation pour l’utilisation d’une suite de normalisation (un)n∈N

satisfaisant (1.23) provient du cas où X0, X1, . . . sont i.i.d. Dans ce cas, il est
clair que

ν(Mn ≤ un) =
(
F (u)

)n
.

Par conséquent, la condition (1.23) donne :

ν(Mn ≤ un) =
(
1 − ν(X0 > un)

)n
≃
(
1 −

τ

n

)n
→ e−τ

quand n → ∞. De plus, l’inverse est également vrai (voir [19]).

Théorème 1.4.3 ([19]). Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d avec
une fonction de distribution commune F . Alors, si 0 < τ < ∞, il existe une suite
{un} satisfaisante (1.23) si et seulement si

1 − F (x)
1 − F (x−)

→ 1, quand x → uF

ou de manière équivalente, si et seulement si

p(x)
1 − F (x−)

→ 0

où p(x) = F (x) − F (x−).

1.5 Théorie des valeurs extrêmes classiques

L’étude de valeur extrême est le point de départ d’une analyse plus
approfondie des propriétés des événements rares. Dans cette partie, nous
rappelons certains résultats classiques de la théorie des valeurs extrêmes (TVE).
Premièrement, nous allons voir l’étude des propriétés distributives du maximum
de n variables aléatoires i.i.d. Ensuite, nous rappelons certaines conditions
introduites par Leadbtter [19] pour obtiner la LVE dans le cas de processus
stochastiques stationnaires non indépendants. La stationnarité caractérise un
processus pour lequel les propriétés stochastique sont homogènes à travers le
temps. Nous pouvons définir la stationnarité comme la suivante.

Définition 1.5.1. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires. Nous disons que
(Xn)n∈N est stationnaire si pour tout t ∈ N et pour tout k ∈ N, (X1, X2, . . . , Xt)
a même loi que (X1+k, X2+k, . . . , Xt+k).
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1.5.1 Block-Maxima et distribution des valeurs extrêmes
généralisée

Dans cette sous-partie nous allons donner la caractérisation du comportement
asymptotique des maxima, qui est développé par Fisher and Tippett [35]. Tout
d’abord, nous avons :

Définition 1.5.2. Soient F ∗ et F deux fonctions de distribution. Nous disons
que F ∗ et F sont du même type si et seulement si, pour tout x ∈ R, il existe
a ∈ R∗

+ et b ∈ R, telles que

F ∗(ax+ b) = F (x).

Théorème 1.5.3 ([36, 35]). Soit X0, X1, . . . une suite de variables aléatoires
i.i.d. S’il existe deux suites normalisantes réelles (an)n∈N et (bn)n∈N avec an > 0
pour tout n, telle que

lim
n→∞

ν
(
an(Mn − bn) ≤ y

)
= lim

n→∞
F n(un)

= G(y) (1.25)

avec
un = un(y) =

y

an

+ bn (1.26)

où la convergence se produit aux points de continuité de G et G non dégénéré,
alors G est l’une des trois lois limites suivantes :

1. EV1(y) = exp{−e−y}, y ∈ R : ceci est également connu sous le nom de
distribution des valeurs extrêmes de Gumbel.

2. EV2(y) =





exp{−y−α}, si y > 0

0, si y ≤ 0
où α > 0 cette famille de fonctions de distributions est connue sous le
nom de distribution des valeurs extrêmes de Fréchet.

3. EV3(y) =





exp{−y−α}, si y ≤ 0

0, si y > 0
où α > 0 cette famille de fonctions de distributions est connue sous le
nom de distribution des valeurs extrêmes de Weibull.

Remarque 1.5.4. L’importance de ce théorème est de montrer que quelle que
soit la loi de variable aléatoire originelle, la loi limite des extrêmes a toujours la
même forme, bien que le comportement de ces lois soit complètement différent.

La figure 1.1 montre la forme de la loi limite de Gumbel, Fréchet et Weibull.
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3. Type 3 : G(y) = EV3(y) (Weibull) si et seulement si uF < ∞ et il existe
γ > 0 tel que pour tout y > 0,

lim
s→0

F (uF − sy)
F (uF − s)

= yγ. (1.30)

Remarque 1.5.6. Il est possible de prouver que
∫ ∞

0
1 − F (u)du < ∞ lorsque

la limite de Type1 est réalisée avec un choix approprié de h qui est donné par

h(s) =
∫ uF

s

1 − F (u)
1 − F (s)

du. (1.31)

Remarque 1.5.7. Comme dans [19, Corollaire 1.6.3], nous choisissons les
constants de normalisation an et bn pour obtenir les lois de valeurs extrêmes
correspondantes :

Type1 : an =
(
h(γn)

)−1
, bn = γn,

Type2 : an = γ−1
n , bn = 0,

Type3 : an =
(
uF − γn

)−1
, bn = uF ,

avec γn = F−1(1 − 1
n
) = inf

{
y : F (y ≥ 1 − 1

n
)
}
.

Afin d’avoir une vision plus pratique du problème, nous pouvons reformuler
le résultat principal du Théorème 1.5.3

lim
n→∞

ν
(
Mn ≤ y

)
= lim

n→∞
F n(y)

= GEVξ

(y − µ

σ

)
, (1.32)

où µ est le paramètre de localisation (ou de position) et σ est le paramètre
d’échelle (ou dispersion). Pour n grand, le constant de normalisation an converge
vers σ−1 et bn vers µ.

Ceci motive la méthode paramétrique proposée par Gumbel pour étudier
la queue d’une série temporelle résultant d’un processus stochastique. C’est
l’approche des Block-Maxima (BM), par lequel nous divisons la série de données
enregistrées en n blocs de longueurs k (voir FIG 1.2). Ensuite, le maximum de
chaque bloc est récupéré et la distribution empirique des k maxima est ensuite
ajustée par le meilleur type de fonction de distribution de GEV correspondant.
Cela implique, en particulier, l’estimation des paramètres ξ, µ et σ. La meilleure
estimation obtenue de µ et σ donne le n-ième élément de la suite de normalisation
bn et l’inverse du n-ième élément de la suite de normalisation an.

Dans cette figure, les observations X2, X5, X7 et X11 représentent les
maximums des blocs pour quatre périodes de trois observations.
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Théorème 1.5.10 ([37, 38]). Supposons que X1, X2, · · · une suite de variables
aléatoires i.i.d. Alors, il existe des suites de normalisation linéaire (an > 0)n∈N

et (bn)n∈N, telle que

lim
n→∞

ν
(
an(Mn − bn) ≤ y

)
= GEVξ(y)

si et seulement s’il existe une fonction positive σ = σ(u) telle que

lim
u→uF

sup
y∈[0, uF −u[

∣∣∣Fu(y) −GPDξ,σ(y)
∣∣∣ = 0

où GPDξ,σ est la distribution de Pareto généralisée (GPD) définie par

GPDξ,σ(y) =





1 − (1 + ξ y
σ
)− 1

ξ , ∀y ≥ 0, si ξ ≥ 0

1 − (1 + ξ y
σ
)− 1

ξ , ∀y ∈ [0, −σ
ξ
], si ξ < 0

1 − e−y, ∀y ∈ R, si ξ = 0.

(1.33)

Remarquons, que plus le seuil u assez grand, plus la loi des excès est prochée
au GPD. Aussi, il est crucial de noter que le paramètre ξ est le même pour les
correspondantes distributions GEV et GPD. De plus, une relation fonctionnelle
simple relie les deux distributions :

1 + log
(
GEVξ(

y

σ
)
)

= GPDξ,σ(y).

1.5.3 Extrêmes pour des suites d’observations
dépendantes et stationnaires

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’étude de l’existence de la loi
de valeurs extrêmes pour les processus stochastiques stationnaires dépendants.
Dans [39] Loynes et al ont proposé deux conditions sur la structure de la
dépendance des processus stochastiques. Ils sont appelés D(un) et D′(un) et
ils nous garantissent l’existence des mêmes lois des valeurs extrêmes appliquées
aux maxima partiels de suite de variables aléatoires satisfaisant ces conditions.

Nous appelons d’abord Fi1,i2,...,in
la fonction de distribution conjointe de

Xi1 , Xi2 , . . . , Xin
et mettons

Fi1,i2,...,in
(u) = Fi1,i2,...,in

(u, . . . , u).

Condition D(un) : Nous disons que D(un) est valable pour la suite X0, X1, . . . ,
si pour tout entier i1 < i2 < . . . < ip et j1 < j2 <, . . . < jk pour lesquels j1−ip > t
et n ∈ N, assez grand

∣∣∣Fi1,i2,...,ip,j1,j2,...,jk
(un) − Fi1,i2,...,ip

(un)Fj1,j2,...,jk
(un)

∣∣∣ ≤ γ(n, t), (1.34)

avec lim
n→∞

γ(n, tn) = 0 tel que tn = o(n).
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Maintenant, soit (kn)n∈N une suite d’entiers telle que

kn → ∞ et kntn = o(n). (1.35)

Condition D′(un) : Nous disons que D′(un) est valable pour la suite X0, X1, . . . ,
s’il existe une suite d’entiers (kn)n∈N satisfaisante (1.35) telle que

lim
n→∞

n
⌊n/kn⌋∑

j=1

ν(X0 > un, Xj > un) = 0. (1.36)

Théorème 1.5.11. Soient X0, X1, . . . un processus stationnaire et (un)n∈N une
suite satsfaisante (1.23), pour chaque τ > 0. Si les conditions D(un) et D′(un)
sont valablées, alors H(τ) = 1 − e−τ .

Remarque 1.5.12. La condition D′(un) joue un double rôle, elle garantit
l’existence d’une distribution limite pour Mn et assure également que la loi limite
est de la forme H̄(τ) = e−τ . Par contre lorsque D(un) est vérifiée et D′(un) non,
nous ne pouvons pas affirmer que cette distribution limite a existé ou non. Mais,
si elle a existé, nous pouvons encore dire quelque chose du type de loi à laquelle
devrait s’attendre dans la limite.

Le théorème suivant montre ce que nous avons observé précédemment.

Théorème 1.5.13 ([40]). Soit X0, X1, . . . un processus stationnaire et (un)n∈N

une suite satisfaisante (1.23). Supposons que D(un) est valable pour chaque choix
de τ , si la limite définie par (1.24) existe, alors il existe une constant 0 ≤ θ ≤ 1
tel que H̄(τ) = e−θτ pour tout τ > 0.

Définition 1.5.14. Nous disons que X0, X1, . . . admet un indice extrémal (IE)
noté par 0 ≤ θ ≤ 1, si nous avons une LVE pour Mn telle que H̄(τ) = e−θτ ,
pour tout τ > 0

La notion de IE était latente dans le travail de Loynes [41], mais elle a été
officiellement établie par Leadbetter dans [40]. Le paramètre θ détermine la force
de la dépendance du processus X0, X1, . . . de telle sorte que θ = 1 indique que
le processus pratiquement pas de mémoire , tandis que la valeur très faible de
θ > 0 révèlent une mémoire extrêmement longue. En particulier, lorsque θ > 0,
nous pouvons interpréter l’inverse de l’ IE θ−1 comme le nombre moyenne de
dépassements d’un niveau élévé dans un grand regroupement observé.

Dans [42] Freitas et al ont proposé une nouvelle condition qu’ils ont nommée
D2(un) pour le processus stochastiques stationnaires généraux, ce qui impose
une exigence d’uniformité beaucoup plus faible que D(un). Cette condition
avec D′(un) admet une preuve de l’existance des lois de valeurs extrêmes en
l’absence du clustering. L’intérêt de D2(un) par rapport à D(un) est qu’on peut
facilement établir la loi des valeurs extrêmes pour des systèmes dynamiques
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avec une décroissance des corrélations suffisamment rapides.

Condition D2(un) : Nous disons que D2(un) est valable pour la suite
X0, X1, . . . pour tous l, t et n si
∣∣∣∣ν
({
X0 > un

}
∩
{

max{Xt, Xt+1, . . . , Xt+l−1} ≤ un

})
− ν

(
X0 > un

)
ν
(
Ml ≤ un

)∣∣∣∣

≤ α(n, t), (1.37)

avec α(n, t) décroit par rapport à t pour chaque n, nα(n, tn) → 0 quand n → ∞
et tn = o(n).

Remarque 1.5.15. Si les conditions D′(un) et D2(un) sont satisfaites pour une
suite de variable aléatoire X0, X1, . . ., alors il existe une LVE pour Mn et H̄(τ) =
e−τ .

Dorénavant nous considérerons X0, X1, . . . comme un processus stochastiques
stationnaires avec une fonction de distribution commune F . Alors, l’étude du
comportement limite pour les maximum de ce processus peut-être réduite sous
des conditions adéquates de mélange à la TVE classique pour la suite de variables
aléatoires i.i.d. Par conséquent, au processus stationnaire nous associons une suite
de variables aléatoires indépendante notée par Z0, Z1, . . . avec une fonction de
distribution commune F . Notons aussi que pour tout n ∈ N,

M̂n = max{Z0, Z1, . . . , Zn−1}. (1.38)

Le théorème suivant montre le lien entre la distribution asymptotique de Mn et
M̂n voir [42]

Théorème 1.5.16. Soit (un)n∈N une suite de niveaux telle que

nν
(
X0 > un

)
= n

(
1 − F (un)

)
→ τ quand n → ∞.

Si nous supposons que les deux conditions D2(un) et D′(un) sont valables alors,

lim
n→∞

ν
(
Mn ≤ un

)
= lim

n→∞
ν
(
M̂n ≤ un

)
. (1.39)

1.6 Valeurs extrêmes et systèmes dynamiques

Dans le contexte des systèmes dynamiques, l’étude des LVE est un sujet assez
récent. Il est apparu pour la première fois dans l’article pionnier de Collet, [43],
qui a été une source d’inspiration pour beaucoup de recherches sur cette question.
Le sujet a ensuite été traité et développé dans de nombreuses contributions
ultérieures, notamment ([42], [44], [45]). Dans cette Section, nous allons présenter
l’étude des événements rares pour les systèmes dynamiques.



1.6. Valeurs extrêmes et systèmes dynamiques 43

Rappelons que (X,F , T, ν) est un système dynamique où X est une variété
riemannienne, F est la σ-algebra de Borel, T : X → X est une application
mesurable et ν une mesure de probabilité T -invariante.

Soit X0, X1, . . . une suite temporelles qui proviennent d’un tel système
simplement en évaluant un observable donné ϕ : X → R ∪ {+∞} le long de
l’orbite du système donné par

Xn = ϕ ◦ T n, pour tout n ∈ N. (1.40)

Lorsque nous considérons la dynamique aléatoire, le processus sera

Xn = ϕ ◦ T n
ω , pour tout n ∈ N (1.41)

qui peut être également écrit comme Xn = ϕ̄ ◦ Sn avec

ϕ̄ : X × Ω → R ∪ {+∞} (1.42)

(x, ω) → ϕ(x).

Il est clair que les séries X0, X1, . . . sont des variables non indépendante. De plus,
la T -invariance de ν garantit la stationnarité de ce processus stochastique. Nous
supposons que la variable aléatoire ϕ : X → R∪{∞} réalise un maximum global
en un point z ∈ X (nous permettons ϕ(z) = +∞).

1.6.1 Observables et valeurs extrêmes

Nous supposons que pour tout point z ∈ X, l’observable ϕ : X → R∪ {+∞}
est de la forme suivante

ϕ(x) = g
(
dist(x, z)

)
. (1.43)

Lorsque nous considérons la dynamique aléatoire, l’observable sera définie pour
tout z ∈ X,

ϕ(x, ω) = g
(
dist(f(x, ω), z)

)
, (1.44)

avec f une projection canonique sur X et la fonction g : [0,∞[→ R ∪ {+∞}
admet zéro comme un maximum globale. En plus g : V → W est bijective et
strectement décroissante dans un voisinage de zéro V et elle vérifie l’un des trois
types de comportement suivants.

Type 1 : il existe une fonction strictement positive h : W → R telle que
pour tout y ∈ R,

lim
s→g1(0)

g−1
1

(
s+ yh(s)

)

g−1
1 (s)

= e−y. (1.45)

Type 2 : g2(0) = ∞ et il existe β > 0 tel que pour tout y > 0,

lim
s→∞

g−1
2 (sy)
g−1

2 (s)
= y−β. (1.46)
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Type 3 : g3(0) = D < ∞ et il existe γ > 0 tel que pour tout y > 0,

lim
s→0

g−1
3 (D − sy)
g−1

3 (D − s)
= yγ. (1.47)

On peut montrer qu’aucune limite non dégénéré applique si g−1
1 n’est pas

integrable sur [0, g1(0)]. Par conséquent, un choix approprié de h dans le cas de
Type 1 est donné par

h(s) =
1

g−1
1 (s)

∫ g1(0)

s
g−1

1 (t) dt, pour tout s < g1(0). (1.48)

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple de chacun des types précédents.

♣ g1(x) = − log(x) dans ce cas, (1.45) est facilement vérifié avec h ≡ 1. Cela
est utilisé pour étudier la convergence vers la loi Gumbel.

♣ g2(x) = x−1/α pour α > 0, (1.46) est vérifié avec β = α pour la loi Fréchet.

♣ g3(x) = D− x1/α pour D ∈ R et α > 0, (1.47) est vérifié avec γ = α pour
la loi Weibull.

Remarque 1.6.1. Le choix de l’observable qui a été définie dans (1.43), implique
que la forme de la fonction g détermine le type de distribution extrémale que
nous obtenons. En particulier, pour les observables de type gi nous obtenons
une loi d’extrême de type EVi pour i = 1, 2, 3. Alors, le type de la distribution
extrémale est essentiellement déterminé par la forme de l’observable.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les observables ϕ et la mesure
ν sont suffisamment réguliers. Nous ferons référence à cette hypothèse comme
condition (R1). Dans certaines des applications, nous considèrerons que le point
z est un point périodique (répulsif), ce qui implique que la condition (R2) définie
ci-dessous est vérifiée.

(R1) Pour u suffisamment proche de uF := ϕ(z), l’événement

U(u) = {X0 > u} = {x ∈ X, ϕ(x) > u}

correspond à une boule topologique centrée sur z. De plus, la quantité
ν
(
U(u)

)
varie d’une façon continue en fonction de u sur un voisinage de

uF .

(R2) Si z ∈ X est un point périodique (répulsif) de première période p ∈ N,
alors pour u assez grand nous avons {X0 > u} ∩ T−p

(
{X0 > u}

)
6= ∅ et

{X0 > u} ∩ T−j
(
{X0 > u}

)
= ∅ pour tout j = 1, 2, . . . , p − 1. De plus,
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le fait que z soit répulsif signifie que nous avons une contraction quand
on prendra les images réciproque. Ce qui implique qu’il existe 0 < θ < 1

de telle sorte que
i⋂

j=0

T−jp
(
{X0 > u}

)
est une autre boule de rayon plus

petit autour de z avec

ν
( i⋂

j=0

T−jp
(
{X0 > u}

))
∼ (1 − θ)iν

(
{X0 > u}

)
,

pour tout u suffisamment grand. A noter que pour les points périodiques
répulsifs, si la mesure est absolument continue par rapport à Lebesgue,
avec une densité positive et suffisamment régulière, alors l’IE peut être
donné par :

θ = 1 −
1∣∣∣ detD(T p)(z)

∣∣∣
.

1.6.2 Approximation de Poisson pour le nombre de visites

Soient (X,F , T, ν) un système dynamique ergodique où X est un espace
compact et U un sous-ensemble de X. Dans cette partie, nous allons définir
la distribution du nombre de visites. Pour cela, nous supposons que si la mesure
ν(U) > 0, l’ergodicité garantie que l’orbite de ν-presque tout point x ∈ X visite
U une infinité de fois. De plus, une fois qu’une orbite rentre dans U , alors le
temps entre deux visites consécutives est d’ordre 1

ν(U)
( ceci est du au Théorème

de kac̆). Plus précisément, nous nous intéressons au nombre de fois qu’une orbite
visite l’ensemble U entre le temps 0 et ⌊ t

ν(U)
⌋. C’est-à-dire la variable aléatoire à

valeurs entières sur l’espace de probabilité (X, ν)

N(t) :=
⌊ t

ν(U)
⌋∑

j=0

1U ◦ T j. (1.49)

En 1838, Siméon Denis Poisson avait introduit une loi de probabilité nommée
loi de Poisson qui permet de décrire le comportement du nombre d’évènements
qui se produisent dans un laps de temps fixé.

Définition 1.6.2. Soit N un nombre des événements d’un intervalle donné (le
laps de temps donné ). Si λ est le nombre moyen d’évènements dans cet intervalle,
alors la probabilité qu’il existe exactement k évènements est

P (t){k} = ν(N = k) :=
e−λλk

k!
.

Revenons à notre situation, nous prenons l’ensemble U comme une boule de
rayon r autour d’un point générique x ou un ensemble de cylindres dynamiques
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convergeant vers ce point. Plusieurs auteurs, par exemple ([46], [47], [48], [49] et
[50]) ont prouvé que, lorsque le rayon de l’ensmble U décroît vers zéro, le nombre
de visites jusqu’à un temps ⌊ t

ν(U)
⌋ suit une loi de Poisson.

Théorème 1.6.3. Soit (X,F , T, ν) un système dynamique à fortes propriétés de
mélange, alors pour ν-presque tout x ∈ X

lim
r→0

ν
(
{y ∈ X,N(t) = k}

)
=
tke−t

k!
, (1.50)

pour tout k ≥ 0 et tout t ≥ 0.

Maintenant, nous prenons le point x comme un point périodique de période
minimale q, dans ce cas, les auteurs des [51] et [52] ont montré que la limite
distributionnelle du nombre des visites est la loi de Poisson composée. Cela a été
montré pour certains systèmes dynamiques non uniformément hyperboliques, qui
comprennent des applications dilatantes par morceaux d’intervalles. Kallenberg
[53] a donné le détail sur la loi de Poisson composée.

Définition 1.6.4. Pour tout p ∈ [0, 1[, nous dénotons par Ge(p) la distribution
géométrique qui donnant la probabilité du première occurrence de succès
nécessite k d’essais indépendants avec chacun une probabilité de succès p. Elle
est définie par :

Ge(p){k} := (1 − p)pk−1, pour tout k ∈ N+.

Définition 1.6.5. Soit M(N) la collection de toutes les mesures des probabilités
sur N. Pour tout t ∈ R+

0 et η ∈ M(N), la distribution de Poisson composée de
paramètres t et η défini par :

PC(t, η){k} :=
∞∑

j=1

P (t){j} · (η∗)j{k}, pour chaque k ∈ N

où (η∗)j est le j-éme produit de η.

Définition 1.6.6. Pour tout t ∈ R∗
+ et p ∈ [0, 1[ la distribution de Pólya-Aeppli

de paramètre t et p défini par :

PA(t, p){k} := e−pt
k∑

j=1

pj(1 − p)k−j (pt)j

j!

(
k − 1
j − 1

)
, (1.51)

pour tout k ∈ N et PA(t, p){0} = e−t.

Propriété 1.6.7. Pour tout t ∈ R∗
+ et p ∈ [0, 1[, nous avons les propriétés

suivantes

1. PA(t, p) = PC
(
t, Ge(p)

)
.

2. PA(t, 0) = P (t).
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1.7 Distribution statistique des temps de retour
et d’entrée

Dans cette partie, nous allons nous concentrer sur l’autre approche dans
l’étude des propriétés statistiques des événements rares, en ce qui concerne
l’existence de la distribution statistique des temps de retour et d’entrée que nous
notons respectivement RTS et HTS. La distribution des temps de retour et des
temps d’entrée a été étudié dans plusieurs travaux (voir Coelho [54], Abadi et
Galves [55]). Aussi l’un des premiers travaux sur cette question réalisé par Collet,
Galves et Schmitt [56]. Nous considérons d’abord le cas déterministe ; prenons
un ensemble A ∈ F .

1.7.1 Existence de distribution statistique

Soient (Bn)n∈N une suite des ensemebles dans X et ν une mesure de
probabilité T -invariante telle que ν(Bn) → 0 quand n → ∞. Nous rappelons
que la mesure conditionnelle sur B de l’ensemble A ∈ B s’écrit comme

νB(A) =
ν(B ∩ A)
ν(B)

⊂ X. (1.52)

Définition 1.7.1. Le système dynamique (X,F , T, ν) admet une limite de
distribution des temps de retour (RTS) G̃ pour la suite Bn ⊂ X si pour tout
t > 0, si la limite suivante existe et elle est égale à G̃

lim
n→∞

νBn

({
x ∈ Bn : τBn

(x) >
t

ν(Bn)

})

=: lim
n→∞

G̃Bn
(t) = G̃(t). (1.53)

où G̃ est une fonction de distribution non dégénerée G̃ : [0,+∞] → [0, 1].

Définition 1.7.2. Le système admet une limite de distribution des temps
d’entrée (HTS) G pour la suite Bn si pour tout t > 0, la limite suivante existe
et elle est égale à G

lim
n→∞

ν
({
x ∈ X : τBn

(x) >
t

ν(Bn)

})

=: lim
n→∞

GBn
(t) = G(t) (1.54)

où G est une fonction de distribution non dégénerée G : [0,+∞] → [0, 1].

Dans le cas aléatoire, en remplacera

X = X × Ω et T = S (produit oblique)

ν = µǫ × PN
ǫ et Bn = B∗

n × Ω
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où B∗ ⊂ X tel que µǫ

(
B∗

n

)
→ 0, lorsque n → ∞.

Alors GBn
est défini par

GBn
(t) := µǫ × PN

ǫ

({
(x, ω) ∈ X × Ω : τω

B∗
n
(x) >

t

µǫ(B∗
n)

})
.

1.7.2 Relation entre les HTS et RTS

Le résultat suivant concerne le lien entre HTS et RTS. Afin de décrire la
relation entre HTS et RTS, nous devons d’abord clarifier certains des concepts
de convergence des distributions et aussi préparer notre famille de distributions
possibles.

Définition 1.7.3. Soit (Gn)n∈N une suite de fonctions des distributions. Nous
disons que (Gn)n converge faiblement vers une fonction G si elle est décroissante,
continue à droite et satisfait : lim

n→∞
Gn(t) = G(t), pour tout t dans l’ensemble de

continuité de G. On notera Gn ⇒ G.

Théorème 1.7.4 ([57]). La HTS (resp RTS) appartient à la classe des fonctions
G (resp G̃) où

G =
{
G : R → [0, 1], G ≡ 0 sur ] − ∞, 0], G est croissante,

continue et concave sur [0, ∞[ etG(t) ≤ t pour t ≥ 0
}

G̃ =
{
G̃ : R → [0, 1], G̃ ≡ 0 sur ] − ∞, 0], G̃ est croissante

continue à droite et
∫ +∞

0

(
1 − G̃(s)

)
ds ≤ 1

}
.

Le théorème suivant montre que nous pouvons accéder à toutes les fonctions
de ces ensembles par passage à la limite sur des fonctions de répartition des temps
de retour et d’entrée, en choisissant une suite d’ensembles mesurables (Bn)n dont
la mesure tend vers 0.

Théorème 1.7.5 ([57, 58]). Soit (X,F , T, ν) un système dynamique ergodique
et apériodique. Alors :

1. Pour toute G̃ ∈ G̃, il existe une suite (Bn)n∈N∗ ⊂ X telle que ν(Bn) → 0
et G̃Bn

⇒ G.

2. Si ν(Bn) → 0 et G̃Bn
⇒ G̃, alors G̃ ∈ G̃.

3. Pour toute G ∈ G, il existe une suite (Bn)n∈N∗ ⊂ X telle que ν(Bn) → 0
et GBn

⇒ G.

4. Si ν(Bn) → 0 et GBn
⇒ G, alors G ∈ G.
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Théorème 1.7.6 ([59]). Soient (X,F , T, ν) un système dynamique ergodique et
(Bn)n∈N une suite de sous-ensemble de mesure positive (ν(Bn) > 0) de l’espace
de phase X. Alors, GBn

converge fabilement si et seulement si G̃Bn
converge

fabilement. En particulier, un système admet un HTS G si et seulement s’il
admet RTS G̃ et nous avons la relation suivante

G(t) =
∫ t

0

(
1 − G̃(s)

)
ds. (1.55)

1.8 Relation entre les HTS et LVE

Dans [60], les auteurs ont établi un lien entre HTS/RTS et les LVEs des
processus donnés par (1.40). Cela a été fait pour des mesures invariantes qui sont
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue. Essentiellement, il
a été prouvé que si ces séries temporelles ont un LVE H alors le système a une
HTS H pour les boules centrées sur z et vice versa. Rappelons que l’existence
d’une HTS H est équivalente à dire que le système a RTS H̃, où H et H̃ sont
liés par (1.55). Ceci était basé sur l’hypothèse (R1) ce qui est équivalente à dire

T−1
(
{Mn ≤ n}

)
= {τU(u) > n}.

Théorème 1.8.1 ([60]). Soit (X,F , T, ν) un système dynamique avec ν
absoulement continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit z ∈ X tel que le
théorème de différentiation de Lebesgue est valable. Alors,

1. Si nous avons une HTS pour des boules centrées sur z, alors nous avons
une LVE pour Mn qui s’applique aux observables (1.43) atteignant un
maximum à z.

2. Si nous avons une HTS de type exponentiel (i.e. G(t) = e−t) pour
des boules centrées sur z, alors nous avons une LVE pour Mn qui
coïncide avec M̂n. En particulier, cette LVE doit être l’une des trois types
classiques. De plus, si g est de type gi, pour certains i ∈ {1, 2, 3}, alors
nous avons un LVE pour Mn de type EVi.

Théorème 1.8.2 ([60]). Soit (X,F , T, ν) un système dynamique avec ν
absoulement continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit z ∈ X tel que le
théorème de différentiation de Lebesgue est valable. Alors,

1. Si nous avons une LVE pour Mn qui s’applique aux observables (1.43)
atteignant un maximum à z, alors nous avons une HTS pour des boules
centrées sur z,

2. Si nous avons un LVE pour Mn qui coïncide avec M̂n, alors nous avons
un HTS de type exponentiel (i.e. G(t) = e−t) pour des boules centrées sur
z.
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Dans [61], les auteurs ont prouvé l’équivalence entre l’existence de HTS et
les LVEs dans le cas de systèmes dynamiques avec des mesures qui ne sont
pas absolument continues par rapport à Lebesgue. De plus, ils ont prouvé avec
des bonnes propriétés des mélange un résultat équivalent pour les retours aux
cylindres définis dynamiquement.



Chapitre 2
Réseaux Des Applications Couplées

Dans ce chapitre, nous allons présenter une approche puissante et générale
basée sur la perturbation de l’opérateur de transfert pour des réseaux
d’applications couplées, et qui a l’avantage d’être applicable à une grande classe
d’observables survenants dans l’étude de la théorie des valeurs extrêmes.

2.1 L’application et les opérateurs

Un réseau d’application couplée (coupled map lattice) est un système
dynamique qui modélise le comportement de systèmes non linéaires. Ils sont
principalement utilisés pour étudier qualitativement la dynamique chaotique
de systèmes étendus spatialement. D’autres part, la dynamique des systèmes
chaotiques couplés et mutuellement interactifs est extrêmement riche et peut
afficher des propriétés qui ne sont pas détectables dans le comportement
des éléments individuels. Parmi les plus simples de ces systèmes, les
réseaux d’applications couplées, composés d’un ensemble d’applications à faible
dimension dont l’évolution est déterminée à la fois par leur propre dynamique et
par la dynamique des autres éléments de l’ensemble. Les schémas de couplage de
réseau peuvent être locaux ou globaux. Pour le couplage local, chaque application
interagit uniquement avec ses voisins les plus proches. Dans un schéma de
couplage global, cependant, l’évolution de chaque application est affectée par la
dynamique de toutes les autres applications. Il a été introduit pour la première
fois par Kaneko dans [13] et a ete étudié successivement, entre autres, par P.
Ashwin [14] (et ses références).

Dans toute cette thèse, nous notons (CML) pour le réseau de n ∈ N∗

applications unidimensionnelles couplées.

2.1.1 Réseaux des applications couplées

Soit T une application dilatante par morceaux de l’intervalle unité I dans
lui-même avec un nombre fini de branches q. Supposons que T est de classe C2
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sur les intérieurs des domaines d’injection A1, A2, . . . , Aq et étendu par continuité
aux bords.

Les deux définitions suivantes sont nécessaires pour définir le réseau des
applications couplées.

Définition 2.1.1. Soit L = Z, Zn ou Z/nZ. Pour tout x̄ ∈ IL, l’application
T̂0 : IL → IL définie par :

T̂0(x̄)i := T (xi), ∀i ∈ L

est appelée dynamique découplée.

Définition 2.1.2. Pour L = Z ou Z/nZ et pour tout γ ∈ [0, 1], l’application
Φγ : IL → IL définie par :

(
Φγ(x̄)

)

i
:=

∑

j∈L

cγ,jxi−j, pour tout i ∈ L (2.1)

où cγ,j ≥ 0,
∑

j∈L
cγ,j = 1 et c0,0 = 1, est appelée opérateur de couplage.

Remarque 2.1.3. L’indice γ ∈ [0, 1] est appelé force de couplage ou force
d’interaction. Remarquons que, dans le cas d’absence d’interaction (γ = 0),
l’opérateur de couplage devient l’identité (Φ0 = Id).

Définition 2.1.4. Le réseau d’applications couplées est défini par l’application
suivante

T̂ := Φγ ◦ T̂0. (2.2)

Dans notre cadre, nous considérons un système de n applications couplées
défini par : pour tout x̄ := (x1, x2, . . . , xn) ∈ In,

(
T̂ (x̄)

)

i
:= (1 − γ)T (xi) +

γ

n

n∑

j=1

T (xj), ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}. (2.3)

L’étude de ce système est équivalente à l’étude de CML sur un réseau périodique
où l’opérateur de couplage défini par (2.1) avec L = Z/nZ et

cγ,j :=

{
γ
n

si j ≥ 1,
(1 − γ) + γ

n
si j = 0.

Dans ce cas, le système représente un couplage global où chaque composante est
couplée à tous les autres.

Maintenant, nous considérons un certain nombre d’hypothèses qui seront
exigées sur l’application T̂ .

Soit Uk, k = 1, 2, . . . , qn, les domaines d’injection locale de l’application T̂ .
Les hypothèses précédentes posées sur l’application T assurent l’existance d’un
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ensemble ouvert Wk qui contenant Uk. Dans cet ensemble nous pouvons définir
une application notée par T̂k qui est la restriction de T̂ sur Wk telle que T̂k est
un C2 difféomorphisme sur Wk. Donc pour tout k ∈ {1, . . . , qn}, il existe ǫ0 > 0
tel que Bǫ0(T̂Uk) ⊂ T̂k(Wk)1 .

De plus, nous supposons,

s1 := sup
k

sup
x̄∈T̂ (Wk)

∥∥∥DT̂−1
k (x̄)

∥∥∥ < λ < 1, (2.4)

où λ = sup
i

sup
x∈TiAi

∣∣∣DT−1
i (x)

∣∣∣ et ‖·‖ représente la norme euclidienne. Nous écrirons

”dist” pour la distance par rapport à cette norme.

Nous aurons besoin dans ce qui suit de considérer les itérées de l’application
T̂ et de les gérer avec une distribution différente.

Soit Um,k le domaine d’injection locale de l’application T̂m pour tout m ≥ 1.
Il existe un voisinage ouvert Wm,k et un nombre positif ǫ0,m tels que,

1. Wm,k ⊃ Um,k.

2. T̂m
k (Wm,k) ⊃ Bǫ0,m

(T̂mUm,k).

3. T̂−m
k est de classe C2 sur T̂m

k (Wm,k) où T̂−m
k est l’inverse de T̂m sur Um,k.

Nous supposerons aussi :

sm := sup
k

sup
x̄∈T̂ m(Wm,k)

∥∥∥DT̂−m
k (x̄)

∥∥∥ < 1, ∀m ≥ 1. (2.5)

2.1.2 Opérateurs

Un outil important et essentiel pour nos autres considérations est l’opérateur
de transfert ou Perron-Frobenius (PF). Nous noterons cet opérateur pour
l’application T̂ par P̂ . Sous les hypothèses sur T̂ , il est facile de voir que P̂
est bien défini sur L1 et se lit comme :

P̂ f =
∑

l

(gf) ◦ T̂−1
l 1T̂ (Ul)

,

où g = 1

|det(DT̂ )|
et 1T̂ (Ul)

désigne la fonction indicatrice de l’ensemble T̂ (Ul).

Nous pouvons également définir cet opérateur par la propriété suivante

1. Pour être plus précis, Bǫ0
(A) est le ǫ0-voisinage de l’ensemble A,

Bǫ0
(A) := {x̄ ∈ In, dist(x̄, A) ≤ ǫ0}. Nous allons l’utiliser dans le cadre de l’espace fonctionnel

quasi-Hölder..
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Proposition 2.1.5. Soit P̂ : L1 → L1 l’opérateur PF associé à notre application
T̂ . Alors, pour toutes f ∈ L1 et g ∈ L∞, P̂ satisfait la relation de dualité

∫
g P̂ (f) dLeb =

∫
g ◦ T̂ f dLeb,

avec Leb est la mesure de Lebesgue sur In.

Démonstration. Prouvons d’abord pour la fonction simple, c’est-à-dire, pour tout
B ⊂ In, prenons g = 1B. Alors,

∫
g ◦ T̂ f dLeb =

∫
1B ◦ T̂ f dLeb

=
∫

T̂ −1B
f dLeb

=
∫

B
P̂ (f) dLeb =

∫
g P̂ (f) dLeb.

En général, si g ∈ L∞ nous pouvons approximer g par une combinaison des
fonctions simples gc =

∑

i

bi1Bi
de telle sorte que, pour tout ǫ > 0, ‖g − gc‖∞ ≤ ǫ

et ∫
gc P̂ (f) dLeb =

∫
gc ◦ T̂ f dLeb. (2.6)

∫
g ◦ T̂ f dLeb =

∫
(g − gc + gc) ◦ T̂ f dLeb

=
∫

(g − gc) ◦ T̂ f dLeb +
∫
gc ◦ T̂ f dLeb

et
∫
g P̂ (f) dLeb =

∫
(g − gc + gc) P̂ (f) dLeb

=
∫

(g − gc) P̂ (f) dLeb +
∫
gc P̂ (f) dLeb.

De plus, par le non singularité de T̂ , nous avons

∣∣∣∣
∫

(g − gc) ◦ T̂ f dLeb
∣∣∣∣ ≤ ‖(g − gc)‖∞ ‖f‖1 ≤ ǫ ‖f‖1

et ∣∣∣∣
∫

(g − gc) P̂ (f) dLeb
∣∣∣∣ ≤ ‖(g − gc)‖∞

∥∥∥P̂ (f)
∥∥∥

1
≤ ǫ ‖f‖1 .

Ce qui donne le résultat.
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2.2 Propriétés Spectrales

Les propriétés spectrales de l’opérateur PF deviennent intéressantes lorsqu’il
s’agit des espaces de Banach appropriés. Donc, nous supposons qu’il existe un
espace de Banach B de norme ‖·‖B qui est injecté d’une façon compacte dans L1

et il vérifie les propriétés suivantes.

•P1(Inégalité de Lasota-Yorke) pour toute f ∈ B, il existe η < 1 et une
constante C > 0 telle que

∥∥∥P̂ f
∥∥∥

B
≤ η ‖f‖B + C ‖f‖1 . (2.7)

Cette inégalité garantie l’existence d’un trou spectrale pour l’opérateur P̂ sur
B. C’est-à-dire, que l’opérateur P̂ a une valeur propre isolée égale à 1 et qui est
aussi le rayon spectral de P̂ . Nous appelons souvent η la facteur de contraction
dans l’inégalité de Lasota-Yorke.

Remarque 2.2.1. Parfois, nous ne pouvons pas obtenir une telle inégalité pour
l’application T̂ , dans ce cas, il suffit d’obtenir P1 pour une itération de T̂ . Cette
itération est donne

∥∥∥P̂ kf
∥∥∥

B
≤ ηk ‖f‖B +

C

1 − η
‖f‖1 , k > 1. (2.8)

Cette dernière inégalité est réellement nécessaire dans la théorie de perturbation
que nous utiliserons plus tard.

•P2 Nous supposons que 1 est l’unique valeur propre simple sur le cercle
unité pour l’opérateur P̂ . Cela implique que P̂ préserve une mesure
mélangeante µ̂, qui est l’unique mesure invariante absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue. De plus, nous notons ĥ ∈ L∞ la
densité de cette mesure.

Remarque 2.2.2. Il est bien connu qu’avec nos hypothèses sur T , la dynamique
découplée T̂0 (c’est-à-dire γ = 0 dans (2.3)) satisfait P1 sur tout espace
fonctionnel raisonnable B. Par conséquent, le Théorème de décomposition
spectrale de Ionescu-Tulcea-Marinescu (voir [62]), garantit l’existence d’un
nombre fini de composantes ergodiques absolument continus. Ils se réduisent
à une unique mesure mélangeante absolument continue, ce qui est équivalent à
P2, avec une condition de transitivité topologique sur l’application T , ce qui
pourrait être obtenue en demandant, par exemple, que T soit Bernoulli, Markov,
couvrant, etc. . .

Pour transférer les propriétés P1 et P2 à l’application T̂ avec γ > 0, nous
invoquons la théorie des perturbations de Keller et Liverani développée dans [63].
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Selon cette théorie, il faudrait auparavant montrer la persistance de l’inégalité
de Lasota-Yorke (2.7) pour l’application T̂ , puis vérifier que, pour toute f ∈ B :

∥∥∥(P̂ − P0)f
∥∥∥

1
≤ pγ ‖f‖B , (2.9)

où P0 est l’opérateur PF pour le système découplé (γ = 0) et pγ une fonction semi
continue supérieurement monotone et qui converge vers zéro lorsque γ approche
de zéro.

Cette théorie de la perturbative a été successivement améliorée par les
mêmes auteurs dans [64] pour traiter des systèmes ouverts qui produisent un
type différent de perturbation pour l’opérateur de transfert. Cette perturbation
apparaît naturellement dans le contexte du TVE comme nous le verrons dans le
chapitre suivant.

Pour définir cette perturbation, nous considérons une collection croissante
{Dl}l∈N de sous-ensembles imbriqués de In tels que Leb(Dl) → 1 quand l → ∞.
De plus, supposons que les ensembles Dl soient les fermetures de leurs intérieurs
et aient des bords C∞ par morceaux et de codimension-1. Ces ensembles Dl ont
une définition spécifique selon l’observable utilisé pour l’application de TVE.
Nous définissons l’opérateur de transfert perturbé P̃l comme suit :

P̃l(h) := P̂ (h1Dl
). (2.10)

Dans la suite de cette partie, nous ajoutons des nouvelles hypothèses que
cet opérateur doit satisfaire pour appliquer la théorie des perturbations aux
systèmes ouverts. Le but est de comparer les opérateurs P̂ et P̃l et d’obtenir
une expansion asymptotique pour le rayon spectral de P̃l proche de 1 quand l
est assez grand. Nous verrons qu’il donnera l’IE dans la distribution limite de
la loi de Gumbel. Nous suivons en particulier le schéma proposé par Keller dans
[64], qui est également résumé dans [65] et au chapitre VII du livre [66] auquel
nous nous reportons pour plus de détails. Dans la deuxième partie de [64], il y
a six hypothèses. Les trois premières demandent l’uniformité (dans le paramètre
"bruit") et la quasi-compacité de l’opérateur P̃l. Nous les résumons dans la seule
hypothèse suivante :

•P3 L’opérateur P̃l vérifie l’inégalité de Lasota-Yorke uniforme en l sur
l’espace B, les facteurs η et C seront les mêmes pour tout l assez grand.

Les deux propriétés suivantes P4 et P5 sont équivalentes à les hypothèses (5) et
(6) dans [64].

•P4 Pour toute h ∈ B la quantité suivante

rl := sup
h,‖h‖

B
≤1

∣∣∣∣
∫

(P̂ h− P̃lh) dLeb
∣∣∣∣ , (2.11)

doit converger vers zéro quand l → ∞.
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Remarquons que d’après [64, Remarque 3], P4 avec P2, implique l’hypothèse
(4) dans cette dernière référence.

•P5 Soit ĥ la densité de la mesure invariante µ̂ de T̂ . Cette densité doit
vérifier :

rl

∥∥∥(P̂ − P̃l)ĥ
∥∥∥

B
≤ C ′µ̂(Dc

l ), (2.12)

où C ′ est une constante indépendante de l et Dc
l le complément de Dl.

De plus, nous supposons que la densité ĥ est strictement positive, c’est-à-
dire la borne inférieure (l’infimum) de ĥ plus grand que ĥ(inf) > 0 sur un
ensemble de mesure 1.

Finalement, nous supposons que

•P6 La limite suivante

qk := lim
l→∞

qk,l := lim
l→∞

∫ (
P̂ − P̃l

)
P̃ k

l

(
P̂ − P̃l

)
(ĥ) dLeb

µ̂(Dc
l )

, (2.13)

existe pour tout k ∈ N ∪ {0}.

Sous les hypothèses P1-P6, nous concluons, comme dans [27],que

θ := 1 −
∞∑

k=0

qk, (2.14)

existe et égal à

lim
l→∞

1 − ρl

µ̂(Dc
l )

où ρl est le rayon spectral de P̃l. Nous avons donc l’expansion asymptotique
suivante pour ρl :

1 − ρl = µ̂(Dc
l )θ
(
1 + o(1)

)
, quand l → ∞ (2.15)

Dans ce qui suit, nous soulignons que,

i) ρl est la plus grande valeur propre de l’opérateur perturbé P̃l.

ii) ρl est l’unique valeur propre sur le cercle de rayon ρl.

3i) Il existe une fonction ĝl ∈ B et une mesure µ̂l tels que, pour toute h ∈ B,
les opérateurs P̃l satisfont

P̃lh = ρlĝl

∫
h dµ̂l +Qlh, (2.16)

où
∫
ĝl dµ̂ = 1,

∫
h dµ̂l converge vers

∫
h dµ̂ quand l → ∞ et Ql est un

opérateur linéaire avec un rayon spectral strictement inférieur à ρl et de
norme satisfaisante ‖Qn

l ‖B ≤ ςn
l pour un choix convenable de 0 < ςl < 1.
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Remarque 2.2.3. Par le lien entre la distribution du maximum et la distribution
de temps d’entrée, nous remarquons que cette approche fournit automatiquement
les bons exposants pour la distribution asymptotique du maximum. Donc, il
donne une nouvelle preuve de l’existence de cette distribution. La quantité θ
dans (2.14) s’appelle l’indice extrémal (IE) et jouera un rôle important dans
ce qui suit. Nous verrons en particulier qu’il donnera une correction de la loi
exponentielle pour la distribution du maximum. Dans cet égard, il coïncide avec
l’indice extrémal qui est défini dans [66] et [67].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donner un espace de Banach
que garantit l’existence de mesure invariante absolument continue pour les
applications multidimensionnelles et vérifie les six propriétés précédentes P1-P6.

2.3 Les Espaces Quasi-Hölder

Dans cette partie, nous allons rappeler l’espace des fonctions quasi-Hölder
qui a été introduit par Keller [63] pour des applications unidimensionnelles.
Saussol a la suite généralisé à des applications dilatantes par morceaux
multidimensionnelles. Dans le cas unidimensionnel, l’espace généralement utilisé
est celui des fonctions à variations bornées.

Étant donné un ensemble de Borel A de In, nous définissons l’oscillation d’une
fonction h ∈ L1(In) par :

osc(h,A) := Esupx̄∈Ah(x̄) − Einfx̄∈Ah(x̄).

Il est facile de vérifier que x̄ 7−→ osc
(
h,Bǫ(x̄)

)
définit une fonction mesurable où

Bǫ(x̄) est la boule de centre x̄ et de rayon ǫ > 0 (voir [68]).

Remarque 2.3.1. Les fonctions de L1 sont définies presque partout, alors que
l’oscillation est une fonction à valeurs réelles positives définie partout sur Rn et
nous avons :

supposc
(
f,Bǫ(.)

)
⊂ Bǫ(suppf).

D’après ce qui précède, pour tout 0 < α < 1 et ǫ0 > 0 nous pouvons définir
la α-semi norme

|h|α := sup
0<ǫ≤ǫ0

1
ǫα

∫

Rn
osc

(
h,Bǫ(x̄)

)
dLeb. (2.17)

L’espace des fonctions avec α-semi norme bornée est défini par :

Vα =
{
h ∈ L1(In) : |h|α < ∞

}
.

Remarquons que | · |α dépend du choix de ǫ0 par contre Vα non.

Dans la proposition suivante, nous offrons quelques propriétés de l’oscillation.
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Proposition 2.3.2. Soient h, f ∈ L∞, g positive, 0 < a, b, c et A un borélien
de In. Soit hi ∈ L∞ pour tout i = 1, 2, . . . , l’oscillation possède les propriétés
suivantes :

(i) osc
(∑

i

hi, Ba(·)
)

≤
∑

i

osc
(
hi, Ba(·)

)
.

(2i) osc
(
h1A, Ba(·)

)
≤ osc

(
h,A ∩Ba(·)

)
1A(·) + 2

[
EsupBa(·)∩A|h|

]
1Ba(A)∩Ba(Ac)(·).

(3i) osc(hg,A) ≤ osc(h,A)EsupAg + osc(g, A)EinfA|h|.

(4i) Si a+ b ≤ c, alors pour tout x̄ ∈ In ,nous avons :

EsupBa(x̄)h ≤
1

Leb
(
Bb(x̄)

)
∫

Bb(x̄)

(
h(ȳ) + osc

(
h,Bc(ȳ)

))
dȳ.

Pour la preuve voir [68].

Lemme 2.3.3. Soit {hm} une suite des fonctions de L1 qui converge dans L1

vers h, alors
|h|α ≤ lim inf

m→∞
|hm|α. (2.18)

Démonstration. Soit A un borélien de mesure positive. Par un raisonnement
simple sur l’infimum et le supremum nous pouvons obtenir que :

osc(h,A) ≤ lim inf
m→∞

osc(hm, A).

Le Lemme de Fatou permet alors de conclure que pour tout ǫ ≤ ǫ0,
∫
osc

(
h,Bǫ(x̄)

)
dLeb ≤ lim inf

m→∞
|hm|αǫ

α.

Maintenant, nous définissons la norme suivante :

‖·‖α := | · |α + ‖·‖1 . (2.19)

Proposition 2.3.4. L’espace de fonction Vα muni la norme ‖·‖α est un espace
de Banach note par H.

La preuve est basée sur le Lemme 2.3.3.

Proposition 2.3.5. Soit Yn le volume de la boule unité dans Rn. H s’injecte
continûment dans L∞. En particulier, pour toute h ∈ Vα,

‖h‖∞ ≤ CH ‖h‖α ,

où CH := max(1,ǫα
0 )

Ynǫn
0

.

Lemme 2.3.6 ([68]). Pour toute densité positive h ∈ Vα, il existe une boule sur
laquelle l’infimum de h est strictement positif. Le rayon de cette boule noté ǫ peut
être pris comme :

ǫ := min
{
ǫ0,

(∫
hdLeb
|h|α

) 1
α
}
.
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2.4 Vérification des hypothèses

Dans cette partie, nous allons montrer que les espaces quasi Hölder vérifier
les six propriétés que nous avons supposées.

Les hypothèses que nous avons sont particulièrement adaptées à la nature et la
régularité des bords des domaines Uk. Toutes ces hypothèses nous permettront de
prouver que Vα est invariant par l’opérateur P̂ quand α = 1. De plus, l’inégalité
de Lasota-Yorke sera vérifiée chaque fois que :

η := s1 +
4s1

1 + s1

Z +
Yn−1

Yn

< 1, (2.20)

où Yn est le volume de la boule unité dans Rn et Z est le nombre maximal
des bords des domaines l’injectivité local qui peuvent se rencontrer en un point,
c’est-à-dire :

Z = sup
x∈In

∑

i

♯
{
morceau lisse contenant ∂Ui qui contient x

}
.

Pour m itération de l’application T̂ , le facteur de contraction défini par :

ηm := sm +
4sm

1 + sm

Zm +
Yn−1

Yn

< 1, (2.21)

où
Zm = sup

x∈In

∑

i

♯
{
morceau lisse contenant ∂Um,i qui contient x

}
.

Proposition 2.4.1. L’espace de Banach H est invariant par l’opérateur perturbé
P̃l.

Démonstration. D’après (2.17) pour toute h ∈ Vα(In), nous avons

|h1Dl
|α := sup

0<ǫ≤ǫ0

1
ǫα

∫

Rn
osc

(
h1Dl

, Bǫ(x̄)
)

dLeb.

Tout d’abord, par la Proposition 2.3.2, nous obtenons que

osc
(
h1Dl

, Bǫ(x̄)
)

≤ osc
(
h,Dl ∩Bǫ(x̄)

)
1Dl

+

2
[
EsupDl∩Bǫ(x̄) |h|

]
1Bǫ(Dl)∩Bǫ(Dc

l
)(x̄). (2.22)

Donc lorsqu’en appliquant l’intégrale par rapport à la mesure de Lebesgue puis
en divisant par ǫα, nous trouvons

|h1Dl
|α ≤ |h|α + sup

0<ǫ≤ǫ0

2
ǫα

∫

Bǫ(x̄)∩Dl

sup |h(x̄)| 1Bǫ(Dl)∩Bǫ(Dc
l
)(x̄) dLeb

≤ |h|α + 2 ‖h‖∞

Leb
(
Bǫ(Dl) ∩Bǫ(Dc

l )
)

ǫα

≤ |h|α + 2CH ‖h‖α

Leb
(
Bǫ(Dl) ∩Bǫ(Dc

l )
)

ǫα
.
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Rappellons que Dc
l est le complementaire de l’ensemble Dl que nous allons définir

plus tard, mais il est défini pour le moment par

Dc
l =

{
x̄ ∈ In,max

i6=j
|xi − xj| ≤ νl

}
,

où νl → 0 quand l → ∞. Dans ce cas, nous pouvons voir que :

Leb
(
Bǫ(Dl) ∩Bǫ(Dc

l )
)

≤ Cnǫνl. (2.23)

En effet, la quantité qui nous intéresse est bornée par

∫

In
dx̄

∣∣∣∣∣∣

∏

i6=j

1{|xi−xj |<νl+ǫ}(x̄) −
∏

i6=j

1{|xi−xj |<νl−ǫ}(x̄)

∣∣∣∣∣∣
.

Remarquons que s’il y a au moins un facteur dans le premier produit égal à zéro,
alors il est de même pour le deuxième produit. D’après ce raisonnement, nous
supposons que tous les facteurs du premier produit sont 1. Par conséquent, la
différence entre les deux produits sera maximale si au moins un facteur dans

le deuxième produit est égal à zéro. De plus, il y aura au plus
n∑

k=1

(
k
n

)
de telles

possibilités. D’autre part, pour 1 ≤ k ≤ (n− 1), chaque terme de
(

k
n

)
contribue

avec k mesures de valeurs 4kǫk et avec (n− k) mesures de valeurs 4n−kνn−k
l , tant

que nous choisissons ǫ < νl. Lorsque k = n nous écrivons simplement ǫn < ǫn−1νl.
Finalement, on conclut que la quantité qui nous intéresse est bornée par ǫνlCn

où Cn = 4n
n∑

k=1

(
k
n

)
. Alors, par (2.23) nous obtenons

|h1Dl
|α ≤

(
1 + 2CnCHǫ

1−ανl

)
|h|α + 2CnCHǫ

1−ανl ‖h‖1 .

Ce qui montre que l’espace Vα est invariant sous l’opérateur P̃l.

Pour obtenir l’inégalite de Lasota-Yorke, nous devons multiplier le facteur η
par

(
1 + 2CnCHνl

)
et demander que η

(
1 + 2CnCHνl

)
< 1 ce qui sera sûrement

satisfait quand l est assez grand.

Alternativement, nous pouvons prendre des itérations plus élevées de T̂ .
Pour cela, tout d’abord, nous donnons l’opérateur perturbé dans ce cas pour tout
h ∈ Vα,

P̃m
l (h) := P̂m(h1Dl

) =
∑

l

hgm(T̂−m
l x̄)Jm(T̂−m

l x̄)1T̂ m(Um,l)
(x̄), (2.24)

où
Jm(x̄) :=

1∣∣∣detDT̂m(x̄)
∣∣∣
,
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et

gm(x̄) := 1Ωm,l
(x̄),

avec

Ωm,l = Dl ∩ T̂−1Dl ∩ · · · ∩ T̂−(m−1)Dl.

Danc, il est claire que

gm(T̂−m
l x̄)1T̂ m(Um,l)

(x̄) = 1Ω′

m,l
(T̂−m

l x̄)

où

Ω′
m,l = Ωm,l ∩ Um,l.

Puisque toutes puissances de T̂ k sont clairement injectives sur Um,k, k ≤ m,
donc chaque image inverse T̂−kDl, k = 1, . . . ,m − 1 de Dl donnera deux
composantes connexes disjoints qui sont intersects avec Um,l. Alors, il aura au
plus 2m composantes connexes disjoints dans Ω′

m,l pour tout l ≥ 1.

Ensuite, nous prendrons Um,l comme l’intervalle de monotonie de T̂m pour un
m donné. Le nombre ǫ0,m que nous avons défini au début de ce chapitre reste la
même pour tout l (puisque l’application originale a un nombre fini des branches).
Plus précisement, pour vérifier l’invariance de l’opérateur, nous devons considérer
le pré-image des points pris dans Wm,l \Um,l. En particulier, nous allons prendre
des boules de rayon ǫ autour des points dans Wm,l, pour deux points donnés
(x, y) dans une telle boule nous allons comparer la distortion de Jm(T̂−m

l x) et
Jm(T̂−m

l y).

Par des arguments de distortion standard, en utilisant le fait que le
déterminant de Jm(·) est supérieur à 1 qui est la condition de Hölder avec une
constante C. De plus, le plus grand ensemble où le Jacobien est calculé selon la
règle de la chaîne est la première pré-image de la boule dont le diamètre a été
contracté par le facteur s1. Donc, nous obtenons

Jm(T̂−m
l x)

Jm(T̂−m
l y)

≤ exp
{
C(s1ǫ)α 1

1 − s1

}

≤ exp
{
δ(s1ǫ)α

}
, (2.25)

où δ = C
1−s1

.

Puisque le déterminant est aussi borné, alors il est immédiat de vérifier que
pour tout (x, y, z) dans une boule de rayon ǫ, il existe une autre constante δ′ > δ
telle que ∣∣∣Jm(T̂−m

l x) − Jm(T̂−m
l y)

∣∣∣ ≤ δ′(s1ǫ)αJm(T̂−m
l z). (2.26)
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Enfin, nous sommes maintenant prêts pour calculer l’inégalité de Lasota-
Yorke pour P̃m

l .

osc
(
P̃m

l h,Bǫ(x̄)
)

= osc
(∑

l

(hgm) ◦ T̂−m
l Jm ◦ T̂−m

l 1T̂ m(Um,l)
, Bǫ(x̄)

)

≤
∑

l

osc
(

(hgm) ◦ T̂−m
l Jm ◦ T̂−m

l 1T̂ m(Um,l)
, Bǫ(x̄)

)

≤
∑

l

osc
(

(hgm) ◦ T̂−m
l Jm ◦ T̂−m

l , Bǫ(x̄)
⋂
T̂m(Um,l)

)
1T̂ m(Um,l)

(x̄)

+ 2
∑

l

(
EsupT̂ m(Um,l)∩Bǫ(x̄) |hgm| ◦ T̂−m

l |Jm| ◦ T̂−m
l )

)

1
Bǫ

(
T̂ m(Um,l)

)⋂
Bǫ

((
T̂ m(U(m,l)

)c)(x̄). (2.27)

Le premier terme dans (2.27) est inférieur ou égal à

R
(1)
m,l := osc

(
(hgm) ◦ T̂−m

l , Bǫ(x̄)
⋂
T̂m(Um,l)

)
EsupT̂ m(Um,l)∩Bǫ(x̄)Jm ◦ T̂−m

l

+ osc
(
Jm ◦ T̂−m

l , Bǫ(x̄)
⋂
T̂m(Um,l)

)
EinfT̂ m(Um,l)∩Bǫ(x̄) |hgm| ◦ T̂−m

l .

Pour x̄ ∈ T̂mUm,l, il existe yl = T̂−m
l (x̄), alors

R
(1)
m,l ≤ osc

(
hgm, Bǫsm

(yl)
)

EsupUm,l∩Bǫsm (yl)
Jm

+ osc
(
Jm, Um,l

⋂
Bǫsm

(yl)
)

EinfBǫsm (yl) |hgm| . (2.28)

De plus, nous pouvons remarquer que

1
Bǫ

(
T̂ m(Um,l)

)⋂
Bǫ

((
T̂ m(Um,l)

)c)(x̄) = 1
Bǫ

(
∂T̂ mUm,l

)(x̄). (2.29)

Alors, par (2.27), (2.28) et (2.29) nous obtenons

osc
(
P̃m

l h,Bǫ(x̄)
)

≤
∑

l

{
osc

(
hgm, Bǫsm

(yl)
)

EsupUm,l∩Bǫsm (yl)
Jm

+ osc
(
Jm, Um,l ∩Bǫsm

(yl)
)

EinfBǫsm (yl) |hgm|
}
1T̂ mUm,l

(x̄)

+ 2
∑

l

(
EsupUm,l∩T̂ −m

l
Bǫ(x̄) |hgm| |Jm|

)
1

Bǫ

(
∂T̂ mUm,l

)(x̄)

:=
∑

l

R
(1)
m,l1T̂ mUm,l

(x̄) + 2
∑

l

R
(2)
m,l(x̄),

où R
(2)
m,l(x̄) :=

[
EsupUm,l∩T̂ −m

l
Bǫ(x) |hgm| |Jm|

]
1

Bǫ

(
∂T̂ mUm,l

)(x̄)
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Par la distortion (2.26) nous obtenons

R
(1)
m,l(x̄) ≤

(
1 + δ′(s1ǫ)α

)
osc

(
hgm, Bǫsm

(yl)
)
Jm(yl) + |hgm(yl)| Jm(yl)δ′(s1ǫ)α.

(2.30)
Puisque, gm a été définie comme une fonction indicatrice sur Ωm,l, alors par la
propriété (ii) dans la Proposition 2.3.2, nous avons

osc
(
hgm, Bǫsm

(yl)
)

≤ osc
(
h, Ωm,l ∩Bǫsm

(yl)
)
gm

+ 2
[
EsupBǫsm (yl)∩Ωm,l

|h|
]
1Bǫsm (Ωm,l)∩Bǫsm (Ωc

m,l
).(2.31)

Maintenant, par le remplacement de (2.31) dans (2.30), nous avons l’estimation
intégrale suivante du premier terme,
∫ ∑

l

R
(1)
m,l1T̂ mUm,l

≤
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)
|h|α (ǫsm)α + δ′(s1ǫ)α ‖h‖1

+ 2
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)
CH ‖h‖α Leb

(
Bǫsm

(Ωm,l)
⋂
Bǫsm

(Ωc
m,l)

)
. (2.32)

Comme les bords de Ωm,l sont lisses et ils contiennent au plus 2m composantes
connexes disjoints dans Um,l, donc il existe une constante positive CΩ telle que

Leb
(
Bǫsm

(Ωm) ∩Bǫsm
(Ωc

m)
)

≤ 2m(ǫsm)CΩ.

Alors, nous obtenons que (2.32) est également estimé par :
∫ ∑

l

R
(1)
m,l1T̂ mUm,l

≤
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)[
4m(ǫsm)CΩCH + (ǫsm)α

]
|h|α

+
[(

1 + δ′(s1ǫ)α
)
4m(ǫsm)CΩCH + δ′(s1ǫ)α

]
‖h‖1 .(2.33)

Pour estimer le deuxième terme R(2)
m,l il suffit d’appliquer la même démarche

qui existe dans [68] et changer ǫ0 par ǫ0,m

∫ ∑

l

R
(2)
m,l(x) dx ≤

(
1+δ′(s1ǫ)α

)
Gm(ǫ, ǫ0,m) |h|α ǫ

α
0,m+

(
1+δ′(s1ǫ)α

)
Gm(ǫ, ǫ0,m) ‖h‖1 .

(2.34)
Par (2.33) et (2.34) nous trouvons,

∣∣∣P̃m
l (h)

∣∣∣
α

≤
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)[
4m(ǫ1−αsm)CΩCH + sα

m + 2 sup
ǫ≤ǫ0,m

Gm(ǫ, ǫ0,m)
ǫα

ǫα
0,m

]
|h|α

+
[
δ′sα

1 +
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)(
4m(ǫ1−αsm)CΩCH + 2 sup

ǫ≤ǫ0,m

Gm(ǫ, ǫ0,m)
ǫα

)]
‖h‖1

=
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)[
4m(ǫ1−αsm)CΩCH + zm

]
|h|α

+
[
δ′sα

1 +
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)(
4m(ǫ1−αsm)CΩCH + (zm − sα

m)ǫ−α
0,m

)]
‖h‖1(2.35)
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où

zm := sα
m + 2 sup

ǫ≤ǫ0,m

Gm(ǫ, ǫ0,m)
ǫα

ǫα
0,m.

Il a été montré dans [68] que zm < 1 quand ηm < 1 alors,
∣∣∣P̃m

l (h)
∣∣∣
α

≤ A |h|α +B ‖h‖1 , (2.36)

avec
A =

(
1 + δ′(s1ǫ0,m)α

)[
4m(smǫ

1−α
0,m )CΩCH + zm

]

et
B =

[
δ′sα

1 +
(
1 + δ′(s1ǫ)α

)(
4m(ǫ1−αsm)CΩCH + zmǫ

−α
0,m

)]
< ∞.

Finalement, nous rappelons que sm < 1 et il décroît exponentiellement avec m,
de plus, lorsque ǫ0,m très petit, alors nous obtenons A < 1.

Maintenant, nous continuons la vérification des propriétés que nous avons
supposées. Puisque h ∈ Vα, donc comme les fonctions quasi-Hölder sont
essentiellement bornées, il est facile d’obtenir la propriété P4
∣∣∣∣
∫

(P̂ h− P̃lh) dLeb
∣∣∣∣ ≤

∫ ∣∣∣h1Dc
l

∣∣∣ dLeb ≤ ‖h‖∞ Leb(Dc
l ) ≤ CH ‖h‖α Leb(Dc

l ).

(2.37)

Par l’inégalité de Lasota-Yorke, nous savons que la norme de Banach∥∥∥(P̂ − P̃l)ĥ
∥∥∥

H
est bornée par une constante Ĉ dépendante de ĥ. Puisque la densité

est bornée, nous avons immédiatement

rl

∥∥∥(P̂ − P̃l)ĥ
∥∥∥

H
≤
CHĈ

ĥ(inf)
µ̂(Dc

l ).

Maintenant, nous donnons un exemple simple qui satisfait P1-P3 pour
l’espace H. Les propriétés P4 et P5 découlent des arguments ci-dessus.
La propriété P6 sera prouvée dans le chapitre suivant sous une hypothèse
supplémentaire (que nous l’appellerons P0) et pour une classe des applications
plus grande. Aussi, nous soulignons que notre exemple sera utilisé dans
simulations numériques que nous aborderons dans le quatrième chapitre de
cette thèse. De plus, les techniques que nous utilisons pourraient être étendus
facilement à d’autres transformations qui ne sont pas nécessairement affines.

Exemple 2.4.2. Comme l’application T est unidimensionnelle, donc nous
prenons T (x) = 3xmod 1. En couplant cette application n fois comme dans
(2.3), nous obtiendrons une application uniformément linéaire par morceaux à
dimension supérieure.

Tout d’abord, nous remarquons que cette application n’est pas nécessairement
continue sur le n-tore, mais elle vérifie l’hypothèse P0 de le chapitre suivant.
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L’inégalité de Lasota-Yorke peut être prouvée pour l assez grand, disons pour
l > l0 si nous vérifions la condition (2.20). Si cette condition n’est pas vérifiée
pour l’application T̂ , alors il suffira de l’obtenir pour une itération de T̂ . Cela
est garanti par [69, Théorème 1] qui est valable pour les applications dilatantes
linéaires par morceaux dont les domaines d’injectivité locale sont bornés par des
polyèdres. Les constantes η et C dans (2.8) dépendent simplement du taux de
contraction sn = 3−n à la puissance l.

Ensuite, l’étape suivante consiste à prouver la borne dans (2.9). Ceci peut
être facilement réalisé en adaptant la preuve de [65, Proposition 4.3] ou du [70,
Lemme 7.5]. Les ingrédients de base de ces preuves sont :

(i) Contrôle de la distance entre les pré-images du même point z̄ ∈ In avec
T̂0 et T̂ pour un γ donné.

(ii) contrôle de la distorsion des deux déterminants,
∣∣∣det(DT̂0)

∣∣∣ et
∣∣∣det(DT̂ )

∣∣∣ .

Par la structure de l’application (2.3), nous pouvons voir immédiatement que la
distance au point (i) est d’ordre γ multiplié par une constante dépendante de
la dimensionnalité de l’espace ambiant. Le rapport des déterminants au point
(ii) est d’ordre (1 − γ)n (pour le détail, voir la démonstration de la Proposition
3.1.4). Cela suffit pour obtenir la borne de (2.9).

Enfin, nous devons vérifier que la densité invariante pour l’application T est
bornée au voisinage de zéro, Nous disposons au moins de deux critères pour cela.
Le premier est pris de la Section 7.3.1 dans [70] et nécessite :

• L’existence d’un domaine d’injectivité locale Uk dont l’image est
l’hypercube complet In.

La deuxième est décrité dans [71, Lemme 5.3] et nécessite ce que nous appelons
"topological exactness" :

• Pour tous x̄ ∈ In et ǫ > 0, il existe un entier Nǫ = Nǫ(x̄, ǫ) > 0 tel que
T̂NǫBǫ(x̄) = In.

Ces deux derniers sont basés sur une propriété intéressante des fonctions quasi-
Hölder (voir Lemme 2.3.6). Nous croyons que de telles conditions de couverture
sont satisfaites dans nos cas.

À titre d’exemple, dans les figures suivantes nous rapportons le calcul de la
densité pour deux cas :

Premièrement pour n = 2, (FIG 2.1) nous avons fait la moyenne de la densité
sur 300 réalisations constituées chacune de 107 itérations de la trajectoire. Dans
cette figure, les panneaux ((a)-(c)) pour γ = 0.3, ((d)-(f)) γ = 0.5 et ((g)-(i))
pour γ = 0.6 tels que les panneaux ((a), (d), (g)) montrent la densité en couleurs
avec une vue du haut et ((b), (e), (h)) pour une vue tridimensionnelle. ((c), (f),
(i)) montrent le comportement de l’application sur la diagonale.

Deuxièmement pour n = 3, (FIG 2.2) nous avons fait la même chose mais
pour 106 itérations. Dans cette figure, les panneaux ((a)-(d)) pour γ = 0.3, ((e)-
(h)) γ = 0.5 et ((i)-(l)) pour γ = 0.6 . les panneaux ((a)-(c), (e)-(g), (i)-(k))







Chapitre 3
Théorie Des Extrêmes Appliquée Aux
Réseaux Des applications couplées

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie des valeurs extrêmes (TVE) aux
réseaux d’application couplées. Rappelons qu’il y a au moins deux approches de
TVE.

La première est probabiliste pure ( nous l’appellerons APP) et elle est basée
sur des propriétés fortes de mélange pour obtenir une décroissance rapide des
corrélations et pour contrôler le temps de retour court autour d’un point donné.
Il convient de mentionner que l’APP couvre les cas où il n’a y pas de trou
spectrale, donc les corrélations ne décroissent pas exponentiellement voir [66].

La deuxième approche a été développée par Keller [64] et l’appellerons
approche spectrale ( notéeAS). Cette approche est basée sur la technique
perturbative traitée dans le chapitre précédent. Cette approche permet nous
d’obtenir directement la loi de Gumbel par une perturbation régulière du rayon
spectral de l’opérateur P̃l. Comme nous l’avons déjà souligné dans le chapitre
précédent, le problème dans la AS est de vérifier les propriétés P1-P6.

3.1 Valeur extrême et localisations

Soit z̄ ∈ In un vecteur donné tel que les composantes de ce vecteur soient
proches l’une de l’autre c’est-à-dire leur distance mutuelle est inférieure à 1.
Nous dirons qu’il y a une localisation de l’orbite autour du point z̄ lorsque
toutes les composantes de l’orbite d’un point sont respectivement proches de
composantes correspondantes de z̄.

Dans ce cas, pour étudier la TVE, nous considéron l’observable

ϕ(x̄) := − log
{ n∑

i=1

|xi − zi|
}

(3.1)
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et nous considérons le maximum

Mm(x̄) := max
{
ϕ(x̄), ϕ

(
T̂ (x̄)

)
, . . . , ϕ

(
T̂m−1(x̄)

)}
. (3.2)

Nous allons par la suite fixer un nombre positif τ et nous demanderons l’existence
d’une suite um pour laquelle la limite suivante existe

lim
m→∞

mµ̂(ϕ > um) = τ. (3.3)

Nous dirons que la suite Mm admet une LVE s’il existe une fonction de
distribution non dégénérée H : R → [0, 1] avec H(0) = 0 tel que

lim
m→∞

µ̂(Mm ≤ um) → 1 −H(τ) = H̄(τ). (3.4)

Par la définition de l’observable ϕ, l’ensemble {x̄ ∈ In, ϕ(x̄) > um} peut être
réécrit comme

U (n)
m :=

{
x̄ ∈ In,

n∑

i=1

|xi − zi| ≤ νm

}
; où νm =: e−um .

Donc nous pouvons écrire (3.3) de la façon suivante

mµ̂(U (n)
m ) → τ, m → ∞ (3.5)

et par conséquent (3.4) peut être reformulé comme :

µ̂
({
x̄ ∈ In, T̂ k(x̄) /∈ U (n)

m , k = 0, . . . ,m− 1
})

→ H̄(τ). (3.6)

Nous appelons νm la précision de la localisation. Dans toute la suite nous utilisons
le symbole ac pour dénoter cette précision.

Remarques 3.1.1. 1) La précision ac dépend de m mais il est parfois pratique
de fixer la valeur de ac et de choisir m en conséquence.
2) Si nous voyons {T̂ k}k≥1 comme un vecteur de variables aléatoires sur l’espace
(In, µ̂) associé à l’orbite d’un point x̄ ∈ In, alors la limite (3.6) peut être
interprétée comme la probabilité que chaque composante {T̂ k

i }k≥1 soit localisée
avec une précision ac = e−um autour de zi pour la première fois quand k > m.
3) Puisque nous choisissons les composantes de z̄ qui sont proches l’un de l’autre
alors il est logique de parler de la localisation dans notre cas.

Dans la suite, pour obtenir la probabilité d’un tel événement, nous devons
assurer quelques hypothèses, déjà prévues dans le chapitre précédent, et qui nous
permettront d’appliquer [65, Proposition 3.3].

Proposition 3.1.2. Supposons que le système (In, T̂ , µ̂) admet une unique
mesure invariante absolument continue et mélangeant µ̂ avec une densité bornée
au voisinage de zéro et une décroissance des corrélations de type exponentielle
sur un espace de Banach adapté. Soit (X0, X1, . . . ) un processus donné par
Xm = ϕ ◦ T̂m, m ∈ N avec ϕ qui réalise un maximum global à un point z̄.
Alors, nous avons une LVE pour le maximum Mm et
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1. Si z̄ est un point non pérodique, alors la LVE est de la forme H(τ) =
1 − e−τ .

2. Si z̄ est un point pérodique, alors la LVE est de la forme H(τ) = 1 − e−θτ

avec l’IE fourni par θ(z̄) = 1 −
1∣∣∣detD(T̂ p)(z̄)

∣∣∣
.

Notre observable (3.1) satisfait les hypothèses de la Proposition. D’autre part,
d’après le Théorème 1.4.3, pour tout 0 < τ < ∞ nous avons une condition
suffisante pour garantir l’existence de la limite (3.3). Cette condition nécessite

que
1 − F (x)

1 − F (x−)
→ 1 quand x → uF . Nous rappelons que la fonction F est la

fonction de distribution de X0, le terme dans le dénominateur F (x−) dénote la
limite à gauche de F et uF = sup{x, F (x) < 1}. Comme ϕ réalise un maximum
global en z̄, nous pouvons prendre uF = ∞ et si la mesure de probabilité µ̂ est
non atomique dans z̄, il est facile de conclure que F est continue en z̄ et que le
rapport au dessus vaux 1.

Maintenant, nous supposons que la mesure invariante µ̂ se comporte comme
une mesure de Lebesgue. Donc par (3.5), nous allons trouver µ̂(U (n)

m ) = O(νn
m)2

, alors e−um ∼ ( τ
m

)
1
n ou d’une manière équivalente

um ∼
1
n

log(m) −
1
n

log(τ).

Donc la probabilité de la première localisation après m itérations avec m assez
grand et avec une précision ac d’ordre ( τ

m
)

1
n est égale à e−τ .

Par (1.26), nous avons e−τ ∼ exp{−e−y}, y ∈ R où am = n et bm = 1
n

logm.

Remarque 3.1.3. Dans l’estimation de la mesure du parallélépipède U (n)
m , nous

avons utilisé une approximation très grossière, puisque la densité locale de la
mesure au point z̄ est oublié. Dans quelques cas, il est difficile d’obtenir une
expression explicite des coefficients d’échelle am, bm. Mais on peut y arriver dans
d’autre cas, voir par exemple les Propositions 7.2.4, 7.4.1, 7.5.1. dans [66]. Par
ailleurs, pour des raisons pratiques, la fonction de distribution µ̂(Mm ≤ y) est
modélisée, pour m suffisamment grand, par la distribution des valeurs extrêmes
dite généralisée (GEV). Rappelons que cette fonction est dépendante de trois
paramètres ξ ∈ R, µ ∈ R et σ > 0.

La preuve de la Proposition 3.1.2 peut être faite par l’approche spectral ou
avec l’approche probabilisté. Ce dernier est basé sur l’approximation de notre
processus par un processus i.i.d. et il est garanti par le taux exponentiel du
mélange de la mesure µ̂ sur des fonctions dans l’espace H. Il est intéressant de
souligner la dichotomie dans le choix du point cible z̄. Seulement deux expressions

2. En fait, nous avons µ̂(U
(n)
m ) = O(2nνn

m), mais le facteur 2n deviendra négligeable en
prenant un grand m .
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fonctionnelles sont possibles pour la distribution H(τ), la différence entre ces
deux expressions est déterminée par la périodicité de ce point.

Maintenant, nous nous concentrons sur l’IE θ. Supposons que nous avons
des entrées successives dans le voisinage de z̄, c’est-à-dire des occurrences
consécutives d’un dépassement de notre seuil um. Nous interprétons cela comme
la mémoire du processus aléatoire sous-jacent et nous le quantifions avec le
paramètre θ.

La proposition suivante montre que si le nombre des composantes de réseau
converge vers l’infini, alors l’IE au voisinage des points périodiques converge vers
1. Donc, il n’y a plus de clusters dans la limite d’un réseau infiniment grand. Pour
cela nous définissons Cγ une matrice n×n réelle dont les coefficients (Cγ)i,j sont
définis par :

(Cγ)i,j :=

{
γ
n

si i 6= j,
(1 − γ) + γ

n
si i = j.

De plus, nous rappelons que pour tout x̄ ∈ In,
1. la dynamique découplée T̂0 est définie par

T̂0(x̄) =
(
T (x1), T (x2), . . . , T (xn)

)

2. l’opérateur de couplage Φγ est une application linéaire associée à la
matrice Cγ

Φγ(x̄) := Cγx̄.

Nous écrivons l’IE comme θn pour signifier la dépendance de n.

Proposition 3.1.4. Soit T̂ un CML avec n sites donnés par (2.3) tel que
γ < 1 − λ. Fixons p ≥ 1, si z̄p

n ∈ In est un point périodique de première période
p, alors l’IE θn(z̄p

n) satisfait

lim
n→∞

θn(z̄p
n) = 1.

Démonstration. Soit p ≥ 1 et z̄ ∈ In, pour montrer le résultat, il faut calculer
le déterminant de la matrice Jacobienne de T̂ p évalué au point z̄. Tout d’abord,
nous avons

det(Dz̄T̂
p) =

p−1∏

t=0

det
(
DT̂ t(z̄)T̂

)
.

Alors, par (2.2) nous avons,

det
(
Dz̄T̂

p
)

=
p−1∏

t=0

det
(
DT̂0(T̂ t(z̄))ΦγDT̂ t(z̄)T̂0

)

=
p−1∏

t=0

det
(
CγDT̂ t(z̄)T̂0

)

= det(Cγ)p
p−1∏

t=0

det
(
DT̂ t(z̄)T̂0

)
.
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D’autre part, par la définition de la matrice Cγ nous pouvons montrer que

det(Cγ) = (1 − γ)n−1.

Ensuite, comme Dz̄T̂0 est une matrice diagonale de la forme suivante




T ′(z1) 0 . . . 0 0

0 T ′(z2) . . . 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . T ′(zn−1) 0
0 0 . . . 0 T ′(zn)




Alors, le déterminant Jacobien de T̂0 dans z̄ est donné par

det
(
Dz̄T̂0

)
=

n∏

k=1

T
′

(zk).

Il en résulte que

∣∣∣det
(
Dz̄T̂

p
)∣∣∣ = (1 − γ)p(n−1)

p−1∏

t=0

n∏

k=1

∣∣∣∣T
′
((
T̂ t(z̄)

)

k

)∣∣∣∣

= (1 − γ)p(n−1)
p−1∏

t=0

n∏

k=1

∣∣∣T ′(zt
k)
∣∣∣ .

Enfin, selon le deuxième point de la Proposition (3.1.2) l’IE satsfait

θn(z̄p
n) = 1 −

1∣∣∣det
(
Dz̄p

n
T̂ p
)∣∣∣
.

Comme nous avons

∣∣∣det
(
Dz̄p

n
T̂ p
)∣∣∣ ≥ (1 − γ)p(n−1)(

1
λ

)np =
((1 − γ)n( 1

λ
)n

(1 − γ)

)p

,

d’après l’hypothèse que nous avons supposé au début, alors

lim
n→∞

θn(z̄p
n) = 1.
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3.2 Perturbations aléatoires

Dans cette partie, nous allons perturber l’application T̂ avec un bruit additif
et montrer la Proposition 3.1.4 dans ce cas. C’est-à-dire, nous définissons une
famille d’applications T̂ω := T̂ + ω, avec chaque vecteur ω appartenant à
l’ensemble Ωǫ et choisi de telle sorte que l’application T̂ω est définie de In dans
lui-même. L’itération de T̂ dans ce cas sera remplacée par une concatination
définie par :

T̂m
ω := T̂ωm

◦ T̂ωm−1
◦ · · · ◦ T̂ω1

, où ω := (ω1, . . . , ωm, . . . ) ∈ Ω

avec les ωk indépendantes et identiquement distribuées dans Ω selon la
distributions communes Pǫ.

Maintenant, nous prenons tout observable mesurable à valeur réelle ϕ. Le
processus ϕ ◦ T̂ n

ω sera stationnaire par rapport à la mesure produit µ̂s × PN
ǫ , avec

µ̂s une mesure de probabilité stationnaire dans le sens de la Définition 1.3.9. Le
couple

(
T̂m

ω , µ̂s × PN
ǫ

)
est appelé système dynamique aléatoire.

Comme dans le cas déterministe, nous étudions l’existence d’une LVE pour
le maximum partiel d’observations faite au cours de l’évolution temporelle du
système. Considérons le processus

Xm,ω := ϕ ◦ T̂m
ω pour chaque m ≥ 1 (3.7)

où ϕ est donné par (3.1) et en conséquence considérons la distribution du
maximum (3.2) par rapport à µ̂s × PN

ǫ .

Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses de la Proposition 3.1.2, pour tout point
z̄ ∈ In, le processus stochastique défini par (3.7) satisfait les conditions D2(un) et
D

′

(un) ce qui implique que nous avons une LVE pour Mm(x̄) telle que H(τ) =
1 − e−τ .

Par l’adaptation de la preuve de la [65, Proposition 4.3], nous avons la
décroissance des corrélations du type exponentiel des fonctions quasi-Hölder,
en particulier pour les applications uniformément dilatantes sur In. De plus la
Corollaire 4.4 dans la même référence donne le résultat pour tout choix du point
cible z̄.

3.3 Valeurs extrêmes et synchronisation

Dans cette partie, nous allons étudier la théorie des valeurs extrêmes quand
nous avons la synchronisation de n composantes d’un état initial itéré par
l’application T̂ .

Définition 3.3.1. Le réseau de n composantes est dit synchronisé si l’état initial
de ses composantes itérés par l’application T̂ entre dans une petite bande le long
de la diagonale jusqu’à une certaine précision.
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Précisément nous allons considérer deux types de synchronisation :

1. Synchronisation globale de toutes composantes de réseau, c’est-à-dire
toutes les composantes de l’état évoluent pour sont devenir proches l’une
de l’autre si

lim
m→∞

max
i6=j,j=1,··· ,n

∣∣∣T̂m(x̄)i − T̂m(x̄)j

∣∣∣ = 0.

2. Synchronisation locale, c’est-à-dire chaque composante ne se synchronise
qu’avec les proches voisins si

lim
m→∞

max
i6=j,j=i±1

∣∣∣T̂m(x̄)i − T̂m(x̄)j

∣∣∣ = 0.

Maintenant, nous introduisons une nouvelle observable ψ : In → R ∪ {∞}
qui permet de considérer la synchronisation des n composantes d’un état initial
itéré par l’application T̂ . Cette observable défini par :

ψ(x̄) := − log
{

max |xi − xj| ; i 6= j, i, j = 1, . . . , n
}
. (3.8)

Aussi, nous considérons le maximum,

Mm(x̄) := max
{
ψ(x̄), ψ

(
T̂ (x̄)

)
, . . . , ψ

(
T̂m−1(x̄)

)}
.

Par l’adaptation du point de vue de TVE, nous fixons encore un nombre positif
τ et demandons l’existence d’une suite um pour laquelle la limite suivante existe

lim
m→∞

mµ̂(ψ > um) → τ. (3.9)

De même nous rappelons que la suite Mm admet une LVE s’il existe une fonction
de distribution non dégénérée H : R → [0, 1] avec H(0) = 0 telle que

lim
m→∞

µ̂(Mm ≤ um) → 1 −H(τ) = H̄(τ). (3.10)

Par l’expression de ψ, nous pouvons réécrire (3.9) comme

mµ̂(S(n)
m ) → τ (3.11)

où
S(n)

m :=
{
x̄ ∈ In; max

i6=j
|xi − xj| ≤ νm

}
avec νm := e−um . (3.12)

et par conséquent, nous pouvons réécrire (3.10) comme suit :

µ̂
({
x̄ ∈ In, T̂ k(x̄) /∈ S(n)

m , k = 0, . . . ,m− 1
})

→ H̄(τ). (3.13)

Remarques 3.3.2. 1. La limite (3.13) peut être interprétée comme la
probabilité de l’événement Σ qui est définie par :
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Σ :=
{
n composantes sont synchronisées pour la première fois après

m itérations avec une précision ac d’ordre e−um

}
.

2. Comme nous l’avons dit dans la partie précédente, il y a deux approches
pour étudier l’existence de la LVE, dans ce cadre nous ne pouvons pas
utiliser l’APP. La raison est que notre nouvelle observable devient infinie
sur une ligne (la diagonale).

3. L’AS contournera ce problème en utilisant l’espace de Banach quasi-
Hölder H, car nous avons vu dans le chapitre précédent que dans cet
espace nous pouvons vérifier les propriétés P1-P5. Par contre, il y a
toujours un problème, à savoir prouver l’existence des limites (2.13). Nous
allons résoudre ce problème dans la prochaine partie.

Maintenant, nous montrons comment l’AS permet d’obtenir les fonctions
des distributions asymptotiques de la TVE. L’idée est facile, tout d’abord nous
commençons par réécrire le maximum donné en (3.13)

µ̂(Mm ≤ um) = µ̂
{
x̄ ∈ In, T̂ k(x̄) ∈ (S(n)

m )c, k = 0, . . . ,m− 1
}

= µ̂
{
x̄ ∈ In, {x̄ ∈ (S(n)

m )c}, . . . , {T̂m−1(x̄) ∈ (S(n)
m )c}

}

=
∫
ĥ(x̄)1

(S
(n)
m )c(x̄) · 1

(S
(n)
m )c(T̂ (x̄)) . . .1

(S
(n)
m )c(T̂

m−1(x̄)) dLeb

=
∫
P̃m

m (ĥ) dLeb (3.14)

où
P̃m(·) := P̂

(
1

(S
(n)
m )c ·

)
.

Remarquez que (S(n)
m )c joue le rôle de l’ensemble Dl qui est défini dans le chapitre

précédent.

Ensuite, par la représentation spectrale, (2.16), nous avons
∫
P̃m

m (ĥ) dLeb = ρm
m

∫
ĥ dµ̂m + ρm

m

∫
Qm

mĥ dLeb,

avec
∫
ĥ dµ̂m →

∫
ĥ dLeb = 1 quand m → ∞ et le rayon spectral de Qm

m est

strictement inférieur à ρm. Par (2.15) et avec l’adaptation évidente des notations,
nous avons

1 − ρm = µ̂(S(n)
m )θ∆

(
1 + o(1)

)
, m → ∞.

Ce qui implique
∫
P̃m

m (ĥ) dLeb = e
−

{
θ∆mµ̂

(
S

(n)
m

)
+mo

(
µ̂(S

(n)
m )

)}∫
ĥ dµ̂m + O

(
ρm

m ‖Qm
m‖H

)
. (3.15)

Sous la condition sur la mesure µ̂m et sur le rayon spectral de Qm et par
l’utilisation de (3.11) nous assurons que le terme à droite dans l’égalité (3.15)
converge vers e−θ∆τ quand m → ∞. Alors nous obtenons que H̄(τ) = e−θ∆τ où
θ∆ est l’IE le long de la diagonal ∆ := {x̄ ∈ In, x1 = x2 = · · · = xn}.
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Remarque 3.3.3. L’existence de cet indice est liée à l’existence des limites
(2.13).

Dans la suite et pour simplifier, nous écrivons θn au lieu de θ∆, l’IE le long
de la diagonal .

Maintenant, si nous supposons µ̂(S(n)
m ) = O(νn−1

m )3 , alors e−um ∼ ( τ
m

)
1

n−1 ,
donc, la probabilité de la première synchronisation après m itérations avec une
précision ac ∼ ( τ

m
)

1
n−1 est égale à e−θnτ . C’est-à-dire, si les composantes du

vecteur T̂ k(x̄) sont vues comme les positions des différentes particules sur un
réseau, alors nous donnons ainsi une estimation quantitative de la probabilité
de la synchronisation du réseau après un temps spécifique et avec une précision
donnée.

Pour bien comprendre ce phénomène nous allons introduire les exemples
suivants.

Exemples 3.3.4.

(1) Nous considérons l’application unidimensionnelle T (x) = 3x mod1. Nous
prenons 3 particules vivant chacune sur l’inervalle unité avec un IE θ3 = 0.86
ayant choisi λ = 1

3
et γ = 0.1. Si nous voulons synchroniser les particules avec

une probabilité supérieure à 1
2

et une précision ac = 0.01 avant m itérations,
alors nous devons itérer le réseau environs de m = 8100 fois.

(2) Par analogie avec l’exemple (1), si nous voulons synchroniser 100 particules
vivant chacune sur l’inervalle unité avec une probabilité supérieure à 1

2
et une

précision ac = 0.01 avant m itérations de CML, alors m doit être supérieure à
100100.

Dans la partie suivante nous allons donner un calcul très rigoureux de l’indice
extrémal pour notre réseau d’applications couplées à dimension très élevée.

3.4 Calcul de l’indice extrémal

L’indice extrémal était donné par la formule (2.14) dans le chapitre 2. En 2012
Keller [64] a montré que cette formule coïncide avec la formule que nous avons
donnée dans la Proposition 3.1.2 pour l’observable définie par le processus (3.1).
Le même auteur a présenté dans [27] un calcul rigoureux pour deux applications
couplées, mais son application était légèrement différente de la notre dans le sens

3. En fait, c’est possible de prouver facilement une borne supérieure de la mesure de
Lebesgue du domaine {x ∈ In, |xi − xj | < νm : i 6= j} qui est simplement (2νm)n−1.
Nous esquissons l’argument pour n = 3. Dans ce cas, la mesure que nous cherchons
est

∫
dx1

∫
dx21{|x1−x2|≤νm}(x̄)

∫
dx31{|x1−x3|≤νm}(x̄)1{|x2−x3|≤νm}(x̄). La dernière intégrale

contribuera avec 2νm et la même chose pour la deuxième.
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que pour la i-ème composante, le terme moyenné
γ

n

n∑

j=1

T (xj) ne contient pas la

contribution de T (xi).

Dans ce paragraphe, nous donnons un bref aperçu du résultat montré par
Keller et Liverani pour l’IE dans [27]. La formule (2.13) détermine tout les qk

mais le fait que la diagonale est invariante, implique que pour tout k ≥ 1, les qk

sont nulles, mais q0 non et il est défini par :

q0 = lim
m→∞

q0,m = lim
m→∞

µ̂
(
S(2)

m ∩ T̂−1S(2)
m

)

µ̂
(
S

(2)
m

) . (3.16)

Cette quantité permet de donner une formule explicite de l’indice extrémal

θ2 = 1 −
1

1 − γ

1
∫
ĥ(x, x)dx

∫ ĥ(x, x)
|DT (x)|

dx,

où la densité ĥ admet une variation bornée qui est régularisée le long de la
diagonale de I2. C’est-à-dire que pour presque tout x ∈ I la valeur de ĥ(x, x) est
la moyenne des limites de ĥ(x− u, x+ u) et ĥ(x+ u, x− u) quand u → 0.

Notre étude sera dans ce contexte mais pour des dimensions plus élevées ; il
semble difficile d’étendre un tel résultat à des dimensions plus élevées sans des
hypothèses beaucoup plus fortes.

D’abord, avant de commencer l’étude, nous allons explorer comment l’IE θn

se comporte pour n grand dans un cadre très général avec l’objectif de montrer
que pour un grand n tel indice rapproche 1 et donc la loi de Gumbel émergera
comme la distribution des valeurs extrêmes. Pour cela, nous faisons les positions
suivants :

1) Nous indexons avec n la densité invariante ĥn qui sont définies comme
une suite des fonctions à variation bornnée.

2) Nous continuons à utiliser le symbole µ̂ pour la mesure invariante, bien
que cette dernière dépende aussi de n, via la densité ĥn.

Ensuite, rappelons que la quantité qk,l introduite en (2.13) est équivalente à

qk,l :=

∫
(P̂ − P̃l)P̃l

k
(P̂ − P̃l)(ĥ)dLeb

µ̂(Dc
l )

= µ̂Dc
l

{
x ∈ Dc

l ; tDc
l
(x) = k + 1

}
, (3.17)

avec µ̂Dc
l

la mesure conditionnelle de Dc
l et tDc

l
(x) le premier temps de retour du

point x ∈ Dc
l à Dc

l .
Notre premier objectif est de montrer que en dimension quelconque, toutes les
qk sont zéro sauf q0. Cet objectif demande quelques hypothèses supplémentaire.
Pour cela, notons d’abord avec Vε(∆) un ε-voisinage de la diagonale ∆.
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•P01 Les bords des domaines d’injectivité locale U1, U2, · · · , Uqn sont
l’union de plusieurs surfaces de discontinuité Dj, j = 1, · · · , p qui sont
des sous-variétés de codimension-1. Nous notons par D l’union de ces
ensembles de discontinuité et pour tout ε > 0, k ∈ N, Fd,ε,k l’ensemble des
points x ∈ Vε(∆) pour lequel il existe un voisinage ℜ(x) tel que

ℜ(x) ∩ ∆ 6= ∅ et ℜ(x) ∩
(
D ∪ T̂−1(D) ∪ · · · ∪ T̂−k(D)

)
= ∅.

De plus, nous exigeons l’existence d’une constante Ck indépendante de ε
telle que

µ̂(F c
d,ε,k) ≤ Ckσ(ε)µ̂

(
Vε(∆)

)

où σ(ε) → 0, ε → 0.

•P02 Nous notons par Gd,ε l’ensemble des points dans Vε(∆), pour lequel
le segment de longueur minimale qui relie un de ces points à la diagonale
intersecte une composante de T̂ (Dj). Pour ε assez petit, nous supposons
qu’il existe une constante Cd indépendante de ε telle que

µ̂(Gd,ε) ≤ Cd b(ε)µ̂
(
Vε(∆)

)

où b(ε) → 0, quand ε → 0.

Remarque 3.4.1. La condition P01 signifie que pour une grande partie des
points dans le voisinage Vε(∆), nous pouvons trouver un voisinage qui intersecte
la diagonale mais ne traverse pas les lignes de discontinuité jusqu’à un certain
ordre. La condition P02 signifie que le morceau de Vε(∆) qui est traversé par un
élément de T̂ (Dj) a une longueur dans la direction de ∆ d’ordre b(ε). Les deux
situations se produisent lorsque le croisement des discontinuités est "transversal".
Il est facile de construire des exemples en dimension n = 2 et n = 3 voir FIG
3.1 pour P01 et la FIG 3.2 pour P02. Dans les deux cas, nous avons pris ε
assez petit de telle sorte que la discontinuité se comporte localement, quand elle
intersecte Vε(∆), comme une ligne pour n = 2 et comme un plan pour n = 3, en
plus b(ε) = σ(ε). Nous remarquons que la condition P02 nécessite uniquement
le contrôle des premières images de D, mais si l’application T̂ est surjective sur
chaque Ul nous n’avons pas besoin de ce contrôle.

Maintenant, nous revenons à notre but. Nous esquissons l’argument pour
k = 1. Les autres (i.e; k > 1) étant similaires par le remplacement de l avec m
dans la formule (3.17).

Lemme 3.4.2. La quantité
∫

(P̂ − P̃m)P̃m(P̂ − P̃m)(ĥ) dLeb

µ̂(S(n)
m )

=
µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1(S(n)
m )c ∩ T̂−2S(n)

m

)

µ̂(S(n)
m )

(3.18)

tend vers zéro quand m → ∞.
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est la branche inverse de l’application envoyant T̂ (x̄) à T̂ 2(x̄). Si la distance entre
T̂ 2(x̄) et tout point z̄ ∈ T̂ 2

(
ℜ(x̄)

)
∩ ∆, tel que le segment [T̂ 2(x̄), z̄] est inclus

dans D∗, est inférieure à ε, alors nous avons

dist(T̂−1
∗ (z̄), T̂−1

∗ (T̂ 2(x̄))) = dist(z̃, T̂ (x̄)) ≤ λε,

où z̃ = T̂−1
∗ (z̄) ∈ ∆. Or nous remarquons qu’un tel point z̄ ∈ ∆ ne devrait

pas nécessairement être dans T̂ 2
(
ℜ(x̄)

)
, à condition que le segment [T̂ 2(x̄), z̄] ∈

D∗ et dist(z̄, T̂ 2(x̄)) ≤ ε. Ce qui peut empêcher ces dernières conditions, est
l’existence des bords aux domaines de définition des pré-images de T̂ , qui sont
les images de D. Nous devrions donc éviter l’arrivée de T̂ 2(x̄) dans l’ensemble
Gd,ε. Ce qui signifie que nous devons ignorer les points x̄ ∈ Vε, qui sont dans
T̂−2Gd,ε. Par invariance de la diagonale, la mesure de ces points est majorée par
Cdb(ε)µ̂(Vε(∆)).

Enfin, nous choisissons νm < ε et travaillons directement avec les ensembles
S(n)

m . Les points qui ne sont pas dans T̂−2Gd,νm
∩ S(n)

m ∩ F c
d,νm,2 donnent une

contribution nulle à la quantité µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1(S(n)
m )c ∩ T̂−2S(n)

m

)
, tandis que la

mesure des points restants, divisés par µ̂(S(n)
m ), va à zéro lorsque m tend vers

l’infini.

Maintenant, notre objectif est de montrer que l’indice extrémal s’approche de
1 pour grand n.

Proposition 3.4.3. Supposons que notre CML satisfait les propriétés P1-P5
sur l’espace de Banach H avec λ = inf |DT |−1 < 1 − γ, la densité ĥn ∈ L∞ et
ĥ(inf)

n := inf
In
ĥn > 0. Alors,

lim sup
m→∞

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)

µ̂(S(n)
m )

≤
λn−1

∥∥∥ĥn

∥∥∥
∞

(1 − γ)n−1ĥ
(inf)
n

.

Remarque 3.4.4. La limite supérieure a un sens lorsque la partie à droite
de l’inégalité ci-dessus est inférieure ou égale à 1. De plus, sous l’hypothèse

supplémentaire P0, si le rapport
‖ĥn‖

∞

ĥ
(inf)
n

ne croît pas plus vite que ϑn−1 quand

n → ∞ où ϑ >
(

λ
1−γ

)−1
, l’IE θn converge vers 1 .

Démonstration. Soit µ̂ la mesure invariante absolument continue par rapport à
Lebesgue donc

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)
=

∫

In
1

S
(n)
m ∩T̂ −1S

(n)
m

(x̄)dµ̂(x̄)

=
∫

In
ĥn(x̄)1

S
(n)
m

(x̄)1
S

(n)
m

(T̂ x̄)dx̄

=
∫

I
dx1

∫

In−1
dx2 . . . dxnĥn(x1, . . . , xn)1

S
(n)
m

(x)·

1
S

(n)
m

(
(1−γ)T (x1)+ γ

n

∑n

i=1
T (xi),...,(1−γ)T (xn)+ γ

n

n∑
i=1

T (xi)

)
.
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Pour simplifier les calculs, nous devons réduire le domaine d’intégration I en
deux étapes. Premièrement, nous faisons un changement de I par I

′

m qui consiste
à supprimer des intervalles de longueur 2νm à gauche et à droite de chaque point
sur le bord de Al, l = 1, · · · , q. Puisque nous intégrons des fonctions bornées,
alors la différence entre les intégrales sur I et I

′

m qui le symbolise par I(I\I
′

m)
est clairement convergente vers zéro quand m → ∞.

En introduisant l’opérateur Pl, qu’agit sur la variable xl, l ≥ 2, nous
pourrions continuer ainsi :

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)
= I(I\I

′

m)

+
∫

I′

m

dx1

∫

In−1
dx2 . . . dxnPn ◦ · · · ◦ P2

[
ĥ(x1, . . . , xn)1

S
(n)
m

(x̄)
]

·

1
S

(n)
m

(
(1−γ)T (x1)+ γ

n

(
T (x1)+x2+···+xn

)
,...,(1−γ)xn+ γ

n

(
T (x1)+x2+···+xn

))
.

Maintenant, par la définition de S(n)
m , les conditions dans les fonctions

caractéristiques imposent que :
{

|T (x1) − xj| ≤ νm

1−γ
j = 2, . . . , n

|xi − xj| ≤ νm

1−γ
i 6= j 6= 1.

(3.19)

Définissons maintenant les ensembles suivants

S
(n)
m,γ(T x1):=

{
(x2,...,xn)∈In, |T (x1)−xj |≤ νm

1−γ
, j=2,...,n; |xi−xj |≤ νm

1−γ
, i 6=j 6=1

}

et
S

(n)
m (x1):=

{
(x2,...,xn)∈In,|x1−xj |≤νm,j=2,...,n;|xi−xj |≤νm,i6=j 6=1

}
.

De plus, nous pouvons réduire le domaine d’intégration de l’intégrale dans le
dénominateur de I à I

′′′

m . En effet, (nous prenons n = 2 pour la simplifier), il y a
une dépendance des deux ensembles S(2)

m,γ(Tx1) et S(2)
m (x1) de x1. Par conséquent,

leurs mesures dépendront de la localisation de x1. Il suffira donc d’évaluer les
intégrales externes en x1 sur un domaine encore plus petit noté par I

′′

m ⊂ I
′

m et
par I

′′′

m pour la quantité en dénominateur, de telle sorte qu’ils ne contiendront pas
de voisinages (disjoints) U de 0 et 1 et de ses pré-images T−1U . En conséquence,
nous pouvons garder la totalité de l’aire des deux ensembles S(2)

m,γ(Tx1) et S(2)
m (x1).

À partir de maintenant, nous écrivons cette aire comme Leb(S(2)
m,γ) et Leb(S(2)

m ).
Clairement la différence entre les intégrales sur I et I

′′

m, I
′′′

m convergera vers zéro
quand m → ∞.

Alors nous obtenons,

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)

µ̂(S(n)
m )

≤
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∫

I′

m

dx1

∫

S
(n)
m,γ(T x1)

dx2 . . . dxnP2 ◦ · · · ◦ Pn

[
ĥn(x1, . . . , xn)1

S
(n)
m

(x̄)
]

+ I(I\I
′

m)
∫

I
′′′

m

dx1

∫

S
(n)
m (x1)

dx2 . . . dxnĥn(x1, . . . , xn)
.

Maintenant pour simplifier, nous considérons la structure des opérateurs
lorsque n = 3 :

P3 ◦ P2

[
ĥ(x1, x2, x3)1S

(3)
m

(x1, x2, x3)
]

=
∑

k

∑

j

ĥ(x1, T
−1
j x2, T

−1
k x3)1S

(3)
m

(x1, T
−1
j x2, T

−1
k x3)∣∣∣DT (T−1

j x2)
∣∣∣
∣∣∣DT (T−1

k x3)
∣∣∣

1T Aj
(x2)1T Ak

(x3), (3.20)

où {Ak} désigne les intervalles de monotonie de l’application T . Par les bornes
(3.19) et l’hypothèse γ < 1 − λ nous avons que





∣∣∣T−1
j (x2) − x1

∣∣∣ < νm

et∣∣∣T−1
k (x3) − x1

∣∣∣ < νm.

Puisque la partition originale est finie, si nous prenons d’abord m assez grand
et après on enlève des intervalles de longueur 2νm autour du point sur le bord
du domaine de monotonie de T , alors pour tout x1 ∈ I

′

m, il existe une seule
pré-image à laquelle peut contribuer dans chaque somme. En généralisant à n
composantes, nous pouvons borner le terme (3.20) par λn−1

∥∥∥ĥn

∥∥∥
∞

. Alors

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)

µ̂(S(n)
m )

≤
λn−1

∥∥∥ĥn

∥∥∥
∞

∫

I′

m

dx1Leb(S(n)
m,γ(Tx1)) + I(I\I

′′

m)
∫

I′′′

m

dx1Leb(S(n)
m (x1))ĥ(inf)

n

.

De plus, une simple inspection géométrique montre que les mesures de
Lebesgue des ensembles S(n)

m,γ(Tx1) et S(n)
m (x1) sont indépendantes du point x1.

D’autre part, lorsque nous faisons un changement de variable x
′

k = (1 − γ)xk +
γT (x1) nous concluons

Leb
(
S(n)

m,γ(Tx1)
)

Leb
(
S

(n)
m (x1)

) =
1

(1 − γ)n−1
. (3.21)

Nous obtenons donc

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)

µ̂(S(n)
m )

≤
λn−1

∥∥∥ĥn

∥∥∥
∞

Leb
(
S(n)

m,γ(Tx1)
)

+ I(I\I
′′

m)

Leb
(
S

(n)
m (x1)

)
ĥ

(inf)
n

. (3.22)
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Finalement, il est facile de remarquer que I(I\I
′′

m) est borné par

||ĥn||∞Leb
(
S(n)

m,γ

)
Leb

(
I\I

′′

m

)

et comme le rapport (3.21) est indépendant de m, par le passage à lim sup nous
obtenons notre résultat.

Maintenant, nous renforçons le résultat précédent en ajoutant d’autres
hypothèses. Nous commençons par une hypothèse plus forte sur la densité
invariante que nous relâcherons plus tard.

• P7 La densité ĥ est continue sur In.

Cette condition est satisfaite par exemple dans le cas découplé pour les
applications régulières et localement surjectives du cercle unité.

Proposition 3.4.5. Suppousons que notre CML vérifie les propriétés P1-P5
et P7 sur l’espace de Banach H avec λ = inf |DT |−1 < 1 − γ. Alors,

lim
m→∞

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)

µ̂(S(n)
m )

=
1

(1 − γ)n−1

∫

I

ĥn(x, . . . , x) dx

|DT (x)|n−1

∫

I
ĥn(x, . . . , x) dx

.

Nous écrirons la preuve pour n = 3, la généralisation étant immédiate. Cela
nous permettra d’utiliser les formules simples de la démonstration précédente.

Démonstration. Par les mêmes arguments de la proposition 3.4.3 et si nous
notons T−1

x1
la branche inverse de T telle que T−1

x1

(
T (x1)

)
= x1, alors nous avons,

µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)
= I(I

′′

m) + I(I\I
′′

m) (3.23)

où

I(I
′′

m) :=
∫

I′′

m

dx1

∫

S
(3)
m,γ(T x1)

ĥ3(x1, T
−1
x1
x2, T

−1
x1
x3)∣∣∣DT (T−1

x1
x2)

∣∣∣
∣∣∣DT (T−1

x1
x3)

∣∣∣
dx2 dx3

qui est une borne inférieure pour µ̂
(
S(n)

m ∩ T̂−1S(n)
m

)
.

Comme ĥ3 est continue sur I3 alors elle est uniformément continue. Donc
pour un ε̃ > 0 fixé, choisissons νm assez petit et tel que

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣ ≤ νm et∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣ ≤ νm ; alors nous obtenons

ĥ3

(
x1, T

−1
x1
x2, T

−1
x1
x3

)
= ĥ3

(
x1, x1, x1

)
+ O(ε̃).

Ensuite, puisque notre application est de classe C2 dans l’intérieur de Al, l =
1, . . . , q et prolongeable avec continuité sur les bords, alors par le Théorème de
valeur moyenne, nous avons
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



DT
(
T−1

x1
x2

)
= DT (x1) + D2T (x̂2)

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣

DT
(
T−1

x1
x3

)
= DT (x1) + D2T (x̂3)

∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣ .

avec x̂2 strictement compris entre T−1
x1
x2 et x1, et x̂3 entre T−1

x1
x3 et x1. Ces deux

intervalles sont inclus dans le domaine d’injectivité locale de T .
Maintenant, en remplaçant ces dernières formules dans I(I

′′

m) nous obtenons

I(I
′′

m)

=
∫

I
′′

m

dx1
ĥ3(x1, x1, x1)

|DT (x1)|
2

∫

S
(3)
m,γ

dx2 dx3[
1 + D2T (x̂2)

DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣
][

1 + D2T (x̂3)
DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣
]

+
∫

I
′′

m

dx1

|DT (x1)|
2

∫

S
(3)
m,γ

O(ε̃)dx2 dx3[
1 + D2T (x̂2)

DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣
][

1 + D2T (x̂3)
DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣
] .

Nous avons supprimé la dépendance de Tx1 dans la mesure de Lebesgue de
l’externe de S(3)

m,γ qui sont indépendants de Tx1 lorsque x1 ∈ I
′′

m, donc la formule
précédente peut s’écrire comme :

I(I
′′

m) = I1,m + I2,m

où

I1,m := Leb(S(3)
m,γ)

∫

I
′′

m

dx1
ĥ3(x1, x1, x1)

|DT (x1)|
2

1

Leb(S(3)
m,γ)

∫

S
(3)
m,γ(T x1)

dx2 dx3[
1 + D2T (x̂2)

DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣
][

1 + D2T (x̂3)
DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣
] (3.24)

et

I2,m := Leb(S(3)
m,γ)

∫

I′′

m

dx1

|DT (x1)|
2

1

Leb(S(3)
m,γ)

∫

S
(3)
m,γ(T x1)

O(ε̃)dx2 dx3[
1 + D2T (x̂2)

DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x2 − x1

∣∣∣
][

1 + D2T (x̂3)
DT (x1)

∣∣∣T−1
x1
x3 − x1

∣∣∣
] . (3.25)

Utilisons le même raisonnement pour la mesure de S(3)
m , alors

µ̂(S(3)
m ) = Leb(S(3)

m )
∫

I
′′′

m

dx1ĥ3(x1, x1, x1)
1

Leb(S(3)
m )

∫

S
(3)
m (x1)

dx2dx3

+ Leb(S(3)
m )

∫

I′′′

m

dx1
1

Leb(S(3)
m )

∫

S
(3)
m (x1)

O(ε̃)dx2dx3 + I(I\I
′′′

m)

= I3,m + I4,m + I(I\I
′′′

m). (3.26)
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nous observons que µ(S(3)
m ) possède une borne inférieure sans I(I\I

′′′

m), nous
donner

I1,m + I2,m

I3,m + I4,m + I(I\I ′′′

m)
≤
µ̂(S(3)

m ∩ T̂−1S(3)
m )

µ̂(S(3)
m )

≤
I1,m + I2,m + I(I\I

′′

m)
I3,m + I4,m

.

D’après la preuve de la proposition 3.4.3 nous avons

I(I\I
′′

m) ≤
∥∥∥ĥ
∥∥∥

∞
Leb(S(3)

m,γ)Leb(I\I
′′

m)

et
I(I\I

′′′

m) ≤
∥∥∥ĥ
∥∥∥

∞
Leb(S(3)

m )Leb(I\I
′′′

m).

Donc nous pouvons factoriser dans le numérateur et dans le dénominateur la
mesure de Lebesgue des ensembles S(3)

m,γ et S(3)
m , d’où

1
(1−γ)2

I
′

1,m+I
′

2,m

I
′

3,m+I
′

4,m + ‖ĥ‖
∞

Leb

(
I\I′′′

m

) ≤
µ̂

(
S

(3)
m ∩T̂ −1S

(3)
m

)

µ̂(S
(3)
m )

≤ 1
(1−γ)2

I
′

1,m+I
′

2,m + ‖ĥ‖
∞

Leb

(
I\I

′′

m

)

I
′

3,m+I
′

4,m

,

où I
′

i,m, i ∈ {1, 2, 3, 4} est le reste de Ii,m après la factorisation.

Finalement, lorsque m → ∞ d’après le Théorème de convergence dominée
et le fait que

∣∣∣T−1
x1
xj − x1

∣∣∣ ≤ νm, j = 2, 3, nous trouvons que I
′

1,m converge vers
∫

I
dx1

ĥ3(x1, x1, x1)

|DT (x1)|
2 , I

′

3,m converge vers
∫

I
dx1ĥ3(x1, x1, x1) et I

′

i,m, i = 2, 4, va

au terme O(ε̃). La proposition est démontrée lorsque nous choisissons ε̃ assez
petit.

Maintenant, comme nous l’avons dit au-dessus, il est possible de relâcher
l’hypothèse P7 en demandant une propriété beaucoup plus faible.

•P8 Supposons que la densité ĥ soit dans V1(In) et de plus

ĥD := sup
0<ε≤ε0

1
ε

∫
dx osc

(
ĥ, Bε(x, · · · , x)

)
< ∞.

Il nous semble que cette condition est naturelle et probablement inévitable, dans
le sens où elle contrôle les oscillations de la densité au voisinage de la diagonale.

Propriété 3.4.6. Supposons que notre CML vérifie les propriétés P1-P5 et
P8 sur l’espace de Banach H = V1(In) avec λ = inf |DT |−1 < 1 − γ. Alors, le
résultat dans la Proposition 3.4.5 est reste valable.

Démonstration. La démonstration suit la même démarche de la Proposition 3.4.5
avec un changement essentiel quand nous comparons la densité au voisinage du
point (x1, x1, x1). En fait, nous pouvons maintenant écrire

∣∣∣ĥ3(x1, T
−1
x1
x2, T

−1
x1
x3) − ĥ3(x1, x1, x1)

∣∣∣ ≤ osc
(
ĥ3, Bνm

(x1, · · · , x1)
)
.
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Donc, une inspection rapide de la preuve précédente montre immédiatement que

l’intégrale
∫

I
dx1O(ε̃) sera remplacée par

∫

I
dx1 osc

(
ĥ3, Bνm

(x1, · · · , x1)
)
. Nous

avons alors : ∫

I
dx1 osc

(
ĥ3, Bνm

(x1, · · · , x1)
)

≤ ĥDνm,

ce qui donne le résultat quand m tend vers l’infini.

Corollaire 3.4.7. Comme conséquence des Propositions 3.4.5 et 3.4.6, l’indice
extrémal θn pour les applications satisfaisant aussi P0, est donné par

θn = 1 −
1

(1 − γ)n−1

∫

I

ĥn(x, . . . , x)

|DT (x)|n−1 dx
∫

I
ĥ(x, . . . , x) dx

(3.27)

et converge vers 1 lorsque n → ∞.

3.5 Perturbations aléatoires

Dans cette partie, nous faisons une perturbation à notre application initiale
par un bruit additif comme dans le cas de la localisation. Nous voulons prouver
nos résultats pour le cas stochastique en utilisant l’AS.

Soit P̂ǫ l’opérateur de Perron-Frobenius aléatoire, la perturbation de cet
opérateur est définie par : pour toute h ∈ H,

P̃m,ǫ(h) := P̂ǫ(1(S
(n)
m )ch), (3.28)

où S(n)
m est donné par (3.12).

Nous évoquons les propriétés P1-P6 pour l’application perturbée T̂ω et
notons ρm,ǫ le rayon spectral de P̃m,ǫ. Sous toutes ces hypothèses ρm,ǫ vérifie :

1 − ρm,ǫ = µ̂s(S(n)
m )θ(1 + o(1)), quand m → ∞ (3.29)

où

lim
m→∞

1 − ρm,ǫ

µ̂s(S
(n)
m )

= θ := 1 −
∞∑

k=0

qk (3.30)

tel que

qk = lim
m→∞

qk,m = lim
m→∞

∫
(P̂ǫ − P̃m,ǫ)P̃ k

m,ǫ(P̂ǫ − P̃m,ǫ)(ĥs)dLeb

µ̂s(S
(n)
m )

, (3.31)

avec ĥs est la densité de la mesure stationnaire µ̂s absolument continue par
rapport à la mesure Lebesgue.
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Maintenant, soit ψ l’observable qui est définie par (3.8), nous considérons le
maximum

Mm,ω = max
{
X0,ω, . . . , Xm−1,ω

}

où
Xm,ω = ψ ◦ T̂m

ω , pour chaque m ≥ 1. (3.32)

Alors, la distribution annealed du maximum Mm,ω est donnée par

(µ̂s × PN
ǫ )(Mm,ω ≤ um)

=
∫∫

ĥs(x̄)1
(S

(n)
m )c(x̄)1

(S
(n)
m )c(T̂ω1

x̄) . . .1
(S

(n)
m )c(T̂

m−1
ω x̄) dLeb dPN

ǫ

=
∫
P̃m

m,ǫ(ĥs) dLeb. (3.33)

D’après les formules (3.29) et (3.33) nous pouvons donc réécrire

(µ̂s × PN
ǫ )(Mm,ω ≤ um)

=
∫
P̃m

m,ǫĥs dLeb

= ρm
m,ǫ

∫
ĥs dµ̂s,m + ρm

m,ǫ

∫
Qm

m,ǫĥs dLeb

= e
−

{
θmµ̂s(S

(n)
m )+mo(µ̂s(S

(n)
m ))

}∫
ĥs dµ̂s,m + O

(
ρm

m,ǫ

∥∥∥Qm
m,ǫ

∥∥∥
H

)
.

Rappelons que pour m → ∞ nous avons
∫
ĥs dµ̂s,m →

∫
ĥs dLeb = 1 et Qm,ǫ

est un opérateur linéaire de rayon spectral strictement inférieur à ρm,ǫ. De plus,
nous sommes sous l’hypothèse

lim
m→∞

m(µ̂s × PN
ǫ )(ψ > um) = lim

m→∞
mµ̂s(S(n)

m ) = τ,

ce qui nous garantit que (µ̂s × PN
ǫ )(Mm,ω ≤ um) convergera vers e−τθ où θ est

l’indice extrémal.
Comme dans le cas localisation, nous nous attendons à ce que l’indice

extrémal soit 1 quand nous gardons n fixe et nous ajoutons du bruit au système.
Nous savons que dans le papier [65], l’AS étendu aux systèmes dynamiques
perturbés de manière aléatoire, principalement avec un bruit additif. Même si
nous supposons les propriétés P1-P6 sur certains espaces de Banach B, il y aura
une nouvelle difficulté liée au calcul des quantités qk dans (2.13) dans le cadre
aléatoire. Un tel calcul a également été créé dans [65, Proposition 5.3], basé sur
le fait que l’observable devient infinie en un seul point, le centre d’une boule.
Jusqu’à maintenant, nous ne savons pas comment l’adapter dans un voisinage
diagonal δ, cependant, nous fournirons des preuves numériques dans le chapitre
suivant indiquant qu’en présence de bruit l’IE est égal à 1.
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3.6 Distribution du nombre de visites
successives

Dans cette partie, nous allons regarder la distribution du nombre de visites
dans un voisinage de la diagonale.

Tout d’abord nous rappelons que, lorsque la synchronisation est activée
pour la première fois, elle ne peut pas durer, puisque presque chaque orbite
est récurrente. Pourtant, pour presque tout point x̄0, l’orbite T̂ n(x̄0) visitera
le voisinage de la diagonale infiniment des fois. Par conséquent, nous pouvons
attendre d’une façon raisonnable, que la loi exponentielle e−τ décrit le temps qui
s’écoule entre des événements successifs dans un processus de Poisson.

Pour formaliser ce dernier, nous prenons un voisinage de la diagonale ∆ noté
par S(n)

ς avec la précision ac = ς et introduisons la quantité suivante :

N (n)
ς (t) =

⌊
t

µ̂(S
(n)
ς )

⌋

∑

l=1

1
S

(n)
ς

(
T̂ l(x̄)

)
. (3.34)

La quantité N (n)
ς , mesure le nombre de fois que le point x̄ retourne dans S(n)

ς

dans le temps normalisé (la normalisation est par rapport à la mesure µ̂). Puis,
considérons la distribution suivante

N (n, ς, t, k) := µ̂{N (n)
ς (t) = k}. (3.35)

N’oublions pas que l’application T̂ et la mesure µ̂ dépendent de n.
Rappelons que, si l’ensemble cible était une boule de rayon ς autour d’un

point générique ẑ ou un ensemble de cylindres dynamiques convergent vers ce
point, alors sous l’hypothèse du mélange, lorsque le rayon converge vers zéro
ou la longueur du cylindre est infini, nous pouvons prouver que la distribution
N (n, ς, t, k) converge à la distribution de Poisson tke−t

k!
, pour les détails voir (e.g,

[64], [27]). Par contre, si nous prenons le point cible z̄ comme un point périodique
de période minimale q, alors nous obtenons la distribution de Poisson composée,
c’est-à-dire

N (n, ς, t, k) = et(1−p)
k∑

j=0

pk−j(1 − p)j+1 t
j(1 − p)j

j!

(
k − 1
j − 1

)
, (3.36)

où
p :=

1∣∣∣det(Dz̄T̂ q)
∣∣∣

(3.37)

pour plus de détails, visites [71] et [51].

Remarque 3.6.1. Pour le moment, nous ne disposons pas de formule analogue
quand une boule est remplacée par une bande sur la diagonale ∆. À notre
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applications couplées

connaissance, le seul résultat connu est en dimension 2 pour le système découplé
donné par le produit direct des deux applications dilatantes et lisses par morceaux
du cercle (voir [26]). Il est cohérent avec nos résultats. Cependant, certaines
considérations préliminaires (que nous allons voir dans la dernière partie du
chapitre suivant). Indiquent que la distribution composée donnée par (3.36) est
toujours valable lorsque nous remplaçons p (3.37) par 1 − θn où θn a été définie
dans (3.27). Plus généralement avec l’IE donné par les formules (2.14) et (2.15),
la quantité qk,l est donnée par la partie droite de (3.17) lorsque l’opérateur de
transfert est indisponible. En particulier, nous retrouvons une distribution de
Poisson pure lorsque la taille n du réseau tend vers l’infini.

Exemple 3.6.2. Nous considérons l’exemple 2 dans 3.3.4, n = 100 particules
dans l’intervalle unitaire et prenons la précision ς = 0.01. Avec cette valeur de
n et en prenant le couplage γ suffisamment petit, nous pourrions considérer que
le nombre de visites précédent N (n)

ς suit une distribution de Poisson. Puisque
la probabilité d’entrer dans le voisinage de la diagonale est d’ordre 100−100, la
probabilité d’observer exactement 5 événements de synchronisation pendant les
itérations du réseau est maximale pour m = 5100100 et est d’ordre 18%.

Si nous considérons l’exemple 1 dans 3.3.4, n = 3 particules et la même
précision, la probabilité pour observer 5 synchronisations est maximale après
50000 itérations et il est encore d’ordre 18%.

Commentaires 3.6.3. Dans le cas de grande dimension, nous avons besoin
d’un nombre très élevé d’itérations pour obtenir une synchronisation ou un
nombre donné des synchronisations successives. Une raison est certainement due
au fait que nous avons considéré les réseaux qui sont globalement couplés et que
nous avons regardé la synchronisation globale. Ce serait intéressant d’explorer
la CML où seuls les voisins les plus proches d’un site donné contribuent au
terme du couplage (couplage diffusif), ainsi que la synchronisation des voisins
les plus proches. Dans le chapitre suivant nous allons donner quelques résultats
numériques à propos de ce dernier.
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Dans ce chapitre, nous utiliserons des calculs numériques pour corroborer
les résultats et les estimations que nous avons discutés précédemment. Ces
calculs confirment l’existence d’une distribution de valeurs extrêmes pour un
type différent de synchronisation que nous avons appelé locale. De plus, nous
verrons que l’indice extrémal satisfait le comportement que nous attendions
théoriquement. Ils valident les statistiques de Poisson composées attendues pour
la distribution du nombre de visites successives et ils montrent que l’indice
extrémal de la CML perturbée de façon aléatoire avec un bruit additif sera 1
pour toute dimension de réseau. En particulier, nous nous intéresserons surtout
à la synchronisation, car pour la localisation nous avons beaucoup de résultats
analytiques. Mais, il y a un aspect où la comparaison avec la localisation est
particulièrement utile. Pour expliquer cela, nous devons d’abord introduire une
nouvelle observable pour représenter le différent type de synchronisation.

4.1 Synchronisation locale

Rappelons que la synchronisation a été définie en demandant que toutes
les composantes de l’état évolutif deviennent proches l’une de l’autre avec
une précision donnée ac. Nous avons nommé ce phénomène synchronisation
globale. Mais, pour discuter un différent type de synchronisation nous pourrions
demander que chaque composante se synchronise uniquement avec les proches
voisins. Ceci est fait en introduisant l’observable :

Θ(x̄) := − log
{

max |xi − xj| , i 6= j, j = i± 1
}

(4.1)

Nous pourrions généraliser à plus d’un voisin j = i ± 2,±3, mais nous nous
limitons ici au cas ±1. Remarquons que ce n’est pas évident d’avoir une
description géométrique de l’orbite d’un point qui visité pour la première fois
le voisinage de la diagonale (et donc de donner des résultats analytiques en
termes d’IE), bien que l’interprétation physique soit la même. C’est-à-dire, nous
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obtenons la probabilité que tous les composantes du réseau seront synchronisées
avec les voisins proches pour la première fois après un certain nombre d’itérations
et avec une précision donnée ac. Nous appelons cette synchronisation : locale,
pour la distinguer de la synchronisation globale décrite dans les chapitres
précédents.

Il semble intuitif d’un point de vue physique, que pour m assez grand et pour
une précision donnée ac, la probabilité d’obtenir une synchronisation locale pour
la première fois notée par P1(loc), est plus grande que la probabilité d’obtenir
une synchronisation globale, qui dénoté par P1(glo),i.e

P1(glo) ≤ P1(loc). (4.2)

Cela sera confirmé par des simulations numériques comme nous le verrons dans
ce qui suit.

D’autre part, une fois que la synchronisation globale se produit, tous les
composantes du réseau seront alignés dans une bande étroite autour de chacun
d’entre eux, ce qui est proche de la localisation. Pour cela, nous attendons que la
probabilité d’obtenir la localisation soit plus grande que la probabilité d’obtenir
une synchronisation globale. Ceci est également confirmé par une application
facile de la théorie. Supposons que nous fixons le nombre d’itérations m et la
précision ac, ainsi que la dimension n. En utilisant les formules d’échelle dans les
chapitres précédents et en supposant une loi exponentielle pour la distribution
asymptotique du maximum, nous avons :
• pour la localisation, rappelons que la précision ac est d’ordre ( τ

m
)

1
n ce qui

implique τ ∼ man
c , donc

P1(loc) ∼ e−man
c . (4.3)

• pour la synchronisation globale, rappelons que la précision ac est d’ordre ( τ
m

)
1

n−1

ce qui implique τ ∼ man−1
c , donc

P1(glo) ∼ e−man−1
c . (4.4)

Finalement, par (4.3) et (4.4) nous obtenons facilement (4.2).

4.2 Blocs de la synchronisation

L’observable (4.1) pourrait être modifié, pour définir cela, nous construisons
d’abord N blocs de L indices entiers successifs,

Bq := {iq, iq+1, . . . , iq+L}.

Nous prenons ces blocs disjoints et éventuellement dispersés le long du réseau.
Ensuite, nous définissons

Υ(x̄) := − log{max |xi − xj| , i 6= j; (i, j) ∈ Bq; q = 1, . . . , N}. (4.5)
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Remarque 4.2.1. 1. La distribution du maximum de l’observable (4.5)
nous donnera la probabilité que les particules dans les N blocs se
synchronisent pour la première fois avec une précision donnée. D’autre
part, nous n’avons pas besoin d’une synchronisation des particules en
dehors de ces blocs.

2. Si une telle distribution limite existait, elle pourrait être compatible avec
l’apparition de chimères dans des chaînes de particules couplées. C’est-
à-dire, ce sont des modèles des ensembles synchronisés qui émergent
comme une conséquence de l’auto-organisation d’ensemble du réseau (voir
par exemple [72]). Si notre prévision était confirmée, une telle auto-
organisation serait une autre propriété statistique des systèmes chaotiques
à plusieurs degrés de liberté.

4.3 Simulations

Dans cette partie, nous allons analyser les résultats de la simulation
numérique. L’expérience réalisée est la suivante : nous considérons l’application
unidimensionnelle T dans (2.3) comme

T (x) = 3xmod1.

Une fois que nous avons construit le CML T̂ , nous allons le perturber avec un
bruit additif :

T̂ω(x̄)i = T̂ (x̄)i + εωi mod1

où ε est l’intensité du bruit et ω = (ω1, . . . , ωn) une variable aléatoire triée
d’une distribution uniforme entre −0.5 et +0.5. La mesure stationnaire d’une
telle application sera L1 proche de celle pour γ = 0 qui est le produit direct
des mesures de Lebesgue uniformes sur le cercle unité pour chaque composante.
De plus, ils sont indépendantes de la valeur ε. Notez que nous considérons
maintenant une application unidimensionnelle sur le cercle. Ceci n’est pas une
restriction des nos considérations précédentes, de plus elle nous permet de définir
correctement le bruit additif.

Numériquement, pour n dans l’intervalle d’entier ]3, 53[, nous produisons des
trajectoires de 104 itérations pour γ < 2/3 et 0.02 incréments. Nous considérons
deux observables ψ et Θ qui sont donnés respectivement par (3.8) et (4.1)
correspondants aux cas de la synchronisation globale, respectivement locale (dans
ce qui suit, nous les appellerons les cas globaux et locaux). Aussi dans cette partie
nous analysons le rôle du petit bruit ε = 10−4 et du bruit modéré ε = 10−2.

Tout d’abord, nous évaluons la convergence du maximum des observables ψ
et Θ à la loi Gumbel par l’analyse de l’indice de queue ξ. Nous avons choisi ici
de considérer l’approche complémentaire de la sélection de block maxima, c’est-
à-dire les excès au-dessus d’un seuil ou ’The Peak Over Threshold". Les deux
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FIG. 4.5. L’indice extrémal θ en fonction de n et de γ dans les cas global et
local avec l’ajout d’un bruit additif.

renormalisés jusqu’à 1 (fonction de densité de probabilité empirique dénotée par
FDPE) et sont dans l’échelle y-log. Ce qui montre qu’aucun regroupement ne
correspond à une loi exponentielle (suite de boîtes linéairement décroissantes en
échelle logarithmique), tandis que le cas de regroupement est caractérisé par une
FDPE plus élevée pour des temps d’attente plus courts. Comme nous pouvons
voir dans les cas déterministes, plus l’FDPE est élevée pour des temps d’attente
courts, plus θ est faible. Effectivement, la fraction de temps d’attente égale à
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1 qui dépasse la loi exponentielle standard est exactement l’indice extrémal θ.
Nous soulignons à nouveau que bien que nous ne puissions pas théoriquement
démontrer cette identité, les preuves numériques suggèrent que nous pouvons
utiliser directement qk,ς comme spécifié dans (3.17), pour l’estimation de l’indice
extrémal θ.

FIG. 4.6. Séries chronologiques + dépassements + distribution de probabilité
empirique (FDPE) du temps d’attente dans les clusters pour le cas global.
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FIG. 4.7. Séries chronologiques + dépassements + distribution de probabilité
empirique (FDPE) du temps d’attente dans les clusters pour le cas local.



Deuxième partie

Systèmes Dynamiques
Topologiques





Chapitre 5
Préliminaries

Un système dynamique topologique est défini par un espace topologique X
et une transformation f : X → X. Nous nous concentrerons sur les cas où X
est un espace métrique et f vérifie certaines conditions de compatibilité avec la
topologie, par exemple f continue. Dans ce chapitre, nous introduisons quelques
notions de base sur les systèmes dynamiques topologiques.

5.1 Systèmes Dynamiques

Définition 5.1.1. Soit X un espace métrique compact et f une application
continue de X dans lui-même. Le couple (X, f) est dit système dynamique.

Définition 5.1.2. Soit (X, f) un système dynamique, pour tout x ∈ X, l’orbite
de f au point x définie par

Orbf (x) := {fn(x) : n ∈ Z+}

où fn(x) = f ◦ · · · ◦ f(x). Nous dison aussi f -orbit de x .

Définition 5.1.3. Un point x ∈ X est dit périodique de période n ∈ N si
fn(x) = x et f i(x) 6= x pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1. Si n = 1, le point x s’appelle
un point fixe de f . L’orbite d’un point périodique est dit orbit périodique, Nous
noterons par P (f) (Resp. Fix(f)) l’ensemble de tous points périodiques (Resp.
fixes).

Définition 5.1.4. Soit (X, f) un système dynamique et A un ensemble non vide
de X.

1. A est dit f -invariant si f(A) ⊂ A.

2. A est dit fortement f -invariant si f(A) = A.

Dans la suite nous designons par :
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1. Å : l’intérieur de A dans X.

2. A : la fermeture de A dans X.

3. diam(A) = sup
(x,y)∈A×A

d(x, y) : le diamètre de A.

5.2 Ensembles ω-limites

Dans ce paragraphe nous introduisons la notion d’ensemble ω-limite qui
permet de comprendre le comportement asympototique (à long terme) des
systemes.

Définition 5.2.1. Soit (X, f) un système dynamique. Nous définissons
l’ensemble ω-limite d’un point x ∈ X par :

ωf (x) :=
{
y ∈ X, ∃ni ∈ N, ni → +∞, lim

i→∞
d
(
fni(x), y

)
= 0

}

=
⋂

n∈N

{fk(x) : k ≥ n}.

Remarque 5.2.2. L’ensemble ω-limite d’un point périodique définit précisément
la partie périodique de l’orbite.

Les ensembles ω-limites admettent les propriétés suivantes :

Proposition 5.2.3. Soit (X, f) un système dynamique, pour tout x ∈ X,
l’ensemble ωf (x) est non vide, fermé et fortement f -invariant.

Démonstration. Il est clair que pour tout x ∈ X, ωf (x) est l’intersection d’un
nombre dénombrable d’ensembles fermés non vides, donc il est fermé. Puisque ces
ensembles sont imbriqués, par compacité, nous obtenons que ωf (x) est non-vide.
Donc, il reste à montrer qu’il est fortement f -invariant. En fait, par la continuité
de f , nous avons

f
(
ωf (x)

)
= f

( ⋂

n∈N

{fk(x), k ≥ n}
)

⊂
⋂

n∈N

f
(
{fk(x), k ≥ n}

)

⊂
⋂

n∈N

{fk+1(x), k ≥ n} ⊂ ωf (x).

Réciproquement, soit y ∈ ωf (x), donc par la définition, il existe une suite
ni → ∞ telle que lim

i→∞
fni(x) = y. N’oubliez pas que X est un espace métrique

compact, alors la suite {fni−1(x)}i∈N admet une sous-suite {fnil
−1(x)}l∈N qui

converge vers un point z ∈ ωf (x). Finalement, la continuité de l’application f
permettra de conclure la résultat.
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Proposition 5.2.4 ([82]). Soit (X, f) un système dynamique. Alors, pour tout
n ∈ N, l’ensemble ω-limite vérifie

1. ωf (x) = ωf

(
fn(x)

)
.

2. ωf (x) =
n−1⋃

j=0

ωfn

(
f j(x)

)
.

3. f j
(
ωfn(x)

)
= ωfn

(
f j(x)

)
, pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1.

La propriété suivante a été observée pour la première fois par Šarkovs’kǐi, qui
a prouvé dans [73] que c’était une propriété inhérente des ensembles ω-limites

Définition 5.2.5 (Incompressibilité faible). Un sous-ensemble A ⊂ X est
dit avoir une incompressibilité faible si pour tout sous-ensemble ouvert non vide
approprié U de A, vérifie

f(U) ∩ (A\U) 6= ∅.

D’une manière équivalente, pour tout sous-ensemble fermé non vide D ( A, nous
avons

D ∩ f(A\D) 6= ∅.

Proposition 5.2.6. Soit (X, f) un système dynamique. Pour tout x ∈ X,
l’ensemble ω-limite ωf (x) a une incompressibilité faible.

Démonstration. Supposons que, pour certains ensembles fermés, M ⊂ ωf (x),

nous avons M ∩ f
(
ωf (x)\M

)
= ∅. Rappelons que l’espace de phase X est

compact alors, il existe deux ensembles U et V , tels que U ∩ V = ∅, M ⊂ U et
f
(
ωf (x)\M

)
⊂ V . Par conséquent,

(
ωf (x)\M

)
⊂ f−1(V ) = W , où W est un

ensemble ouvert. La continuité de f implique que f(W ) ∩ U = ∅.
Comme ωf (x) ⊂ (W∪U), alors il existe un entier p ∈ N tel que fn(x) ∈ W∪U ,

pour tout n ≥ p. De plus, fn(x) ∈ W pour infinité n ≥ p et fm(x) ∈ U , pour
infinité m ≥ p. Donc pour infinité k ≥ p, fk(x) ∈ W et fk+1(x) ∈ U . Ce qui
implique qu’il existe une sous-suite {ki}i∈N, telle que fki(x) ∈ W, fki+1(x) ∈ U
et lim

i→∞
fki(x) = y ∈ W . Alors, par continuité nous trouvons f(y) ∈ f(W ) ∩ U ,

une contradiction. D’où M ∩ f
(
ωf (x)\M

)
6= ∅.

Proposition 5.2.7. Soit (X, f) un système dynamique, pour tout x ∈ X,
l’ensemble ω-limite ωf (x) est fini si et seulement s’il s’agit d’une orbite
périodique.

Démonstration. Le deuxième sens est évident. Réciproquement. Soit y ∈ ωf (x)
un point périodique de f , supposons que l’ensemble L := ωf (x)\Orbf (y) est non

vide et fermé. Par la Proposition 5.2.6, nous avons L ∩ f
(
ωf (x)\L

)
6= ∅. Or

f
(
ωf (x)\L

)
= f

(
Orbf (y)

)
= Orbf (y) = Orbf (y).

D’où, L ∩Orbf (y) 6= ∅, une contradiction.
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Proposition 5.2.8. Soit (X, f) un système dynamique, si l’ensemble ω-limite
ωf (x) est infini alors tout point isolé dans ωf (x) est non périodique.

Démonstration. Supposons que pour tout x ∈ X, ωf (x) est infini et admet un

point périodique isolé z de période n ≥ 1. Comme z ∈ ωf (x) =
n−1⋃

j=0

ωg

(
f j(x)

)
avec

g = fn alors, il existe j ∈ [0, n − 1] tel que z ∈ ωg

(
f j(x)

)
. Puisque ωf (x) est

infini alors les deux premières assertions de la Proposition 5.2.4, montrent nous
que ωg

(
f j(x)

)
est aussi infini. De plus, le point z est isolé dans ωg

(
f j(x)

)
, alors

D := ωg

(
f j(x)

)
\{z} est fermé dans ωg

(
f j(x)

)
. Par la Proposition 5.2.6, nous

avons g
(
ωg

(
f j(x)

)
\D

)
∩D 6= ∅, une contradiction car g

(
ωg

(
f j(x)

)
\D

)
= z.

5.3 Ensembles minimaux

L’un des objectifs de la théorie des systèmes dynamiques est de caracteriser
topologiques des ensembles minimaux.

Définition 5.3.1. Soit (X, f) un système dynamique. Un ensemble M ⊂ X
est dit minimal de f s’il est invariant, fermé, non vide et ne contient aucun
sous-ensemble prope f -invariant et fermé.

Théorème 5.3.2 ([74]). Soient (X, f) un système dynamique et M un sous-
ensemble de X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M est minimal.

2. Pour tout x ∈ M , Orbf (x) = M.

3. Pour tout x ∈ M , ωf (x) = M .

Remarque 5.3.3. Si X est minimal, alors nous disons que f est une application
minimale, équivalent à dire que chaque orbit est dense dans X.

Théorème 5.3.4. Soit (X, f) un système dynamique, l’intersection de deux
ensembles minimaux distincts est vide.

Démonstration. Soit M et N deux ensembles minimaux distincts. Supposons
que A = M ∩ N 6= ∅, alors A est fermé et f -invariant. Par contre, A est un
sous-ensemble propre de M et N qui est fermé, non vide et f -invariant. Le fait
que M et N sont deux minimaux nous donner une contradiction.

Remarque 5.3.5. La Proposition 5.2.6 montre que les ensembles ω-limites finis
sont précisément les orbites périodiques de l’application f . Donc, ils doivent
également être des ensembles minimaux. Équivalent à dire que, les ensembles
minimaux finis d’un système dynamique coïncident avec les ensembles ω-limites
finis.
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Proposition 5.3.6. Soit (X, f) un système dynamique, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est minimale.

2. Pour tout x ∈ X, Orbf (x) = X.

3. Le seul sous-ensemble de X fermé et f -invariant est X ou ∅.

4. Pour tout ensemble ouvert non vide U de X,
∞⋃

i=0

f−i(U) = X.

5. Pour tout ensemble ouvert non vide U ⊆ X, il existe un nombre fini

d’entiers, i1, i2, . . . , ik, tel que
k⋃

l=1

f−il(U) = X.

Définition 5.3.7. Un sous-ensemble fermé C de X est dit totalement discontinu
si les seules composantes connexes de C sont des singletons.

Définition 5.3.8. Un sous-ensemble fermé C de X est dit ensemble Cantor s’il
n’admet pas de points isolés et totalement discontinu.

Proposition 5.3.9 ([?]). Chaque ensemble minimal infini pour une application
continue sur un intervalle compact est un ensemble Cantor.

Théorème 5.3.10 ([75]). S’il existe un homéomerphisme ϕ : C → C où C un
ensemble Cantor, alors ϕ est minimale.

5.4 Différents Types Des Récurrences

Dans cette partie, nous introduisons d’autres concepts pour les systèmes
dynamiques. Soit f : X → X une application continue d’un espace compact
dans lui-même.

5.4.1 Points Presque périodiques

Définition 5.4.1. Un point x ∈ X est dit presque périodique si pour tout
voisinage U de x, il existe N ∈ N tel que

{
fn+i(x), i = 0, 1....., N

}
∩ U 6= ∅, pour tout n ∈ N.

Nous noterons AP (f) l’ensemble des tous points presque périodiques.

Toujours, nous avons les inclusions suivantes :

Fix(f) ⊂ P (f) ⊂ AP (f).

Théorème 5.4.2. Soient (X, f) un système dynamique et x ∈ X. Alors

1. x ∈ AP (f) si et seulement si Orbf (x) est un ensemble minimal.
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2. x ∈ AP (f) si et seulement si x ∈ ωf (x) et ωf (x) est un ensemble minimal.

Démonstration. Pour la première assertion, nous commenco̧ns par le sens
indirect. Soit M = Orbf (x) un ensemble minimal et soit U un voisinage
ouvert de x dans X. Puisque l’application f/M : M → M est minimale,
alors par la Proposition 5.3.6, il existe un nombre fini d’entiers m1,m2, . . . ,mk

tel que
k⋃

l=1

f−ml(U ∩M) = M . Par conséquent, pour chaque n ∈ N, il existe

ln ∈ {1, . . . , k} tel que fn(x) ∈ f−mln (U). Maintenant, lorsque nous notons
N = max{m1,m2, . . . ,mk}, alors pour tout n ∈ N, il existe i ∈ {0, 1, . . . , N} tel
que fn+i(x) ∈ U , donc x est presque périodique.

Réciproquement, soit x un point presque périodique et y ∈ Orbf (x).
Supposons que x ∈ X\Orbf (y), soit U un voisinage de x dans X tel que
U ∩ Orbf (y) = ∅. Puisque x ∈ AP (f) alors, il existe m1, . . . ,mk ∈ N tel que

pour tout n ∈ N, Orbf (x) ⊂
k⋃

l=1

f−ml(U). De plus, nous avons y ∈ Orbf (x), alors

y ∈
k⋃

l=1

f−ml(U). Il résulte que fml(y) ∈ U pour certains l ∈ {1, 2, . . . , k}. Le fait

que U ∩Orbf (y) = ∅, alors nous avons une contradiction.
La deuxième assertion est montrée dans [74].

Théorème 5.4.3. Soit (X, f) un système dynamique. Alors, pour tout n ∈ N,

AP (fn) = AP (f).

Démonstration. Nous avons toujours AP (fn) ⊂ AP (f). Donc, il suffit de
montrer que pour tout n ∈ N, AP (f) ⊂ AP (fn). Soit x ∈ AP (f), par le
Théorème 5.4.2 Orbf (x) est un ensemble minimal pour f aussi elle est fn-
invariante et contient un ensemble minimal K pour fn. Maintenant, soit y ∈ K,
alors

Orbf (y) ⊂ K ∪ f(K) ∪ f 2(K) ∪ · · · ∪ fn−1(K) ⊂ Orbf (x).

Comme Orbf (x) = Orbf (y), donc nous trouvons que

Orbf (x) = K ∪ f(K) ∪ f 2(K) ∪ · · · ∪ fn−1(K).

La Proposition 5.2.4 et le Théorème 5.3.2 montrent que l’ensemble fk(K) est
minimal pour fn, de plus

fk(K) = fk
(
ωfn(z)

)
= ωfn

(
fk(z)

)
, pour tout z ∈ K.

Comme x ∈ fk(K) pour tout 0 ≤ k ≤ n − 1, alors Orbfn(x) est un ensemble
minimal pour fn. Ce qui donne le résultat.
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Définition 5.4.4. Deux systèmes dynamiques topologiques (X, f) et (Y, g) sont
conjugués s’il existe un homéomorphisme h : X → Y tel que h ◦ f = g ◦ h.
De plus si h est uniquement continue, nous disons alors semi-conjugués ou f est
h-semi-conjugué à g

Proposition 5.4.5. Soient (X, f) un système dynamique, Y un sous espace
métrique de X et g : Y → Y une application continue telle que f est h-semi-
conjugué à g. Alors,

1. h
(
P (f)

)
⊂ P (g).

2. h
(
AP (f)

)
= AP (g).

Démonstration. (1) est evident.
(2) La continité de l’application h implique h

(
AP (f)

)
⊂ AP (g). Soit y ∈ AP (g),

par le Théorème 5.4.2, ωg(y) est minimal et y ∈ ωg(y). Ainsi, nous avons
h−1

(
ωg(y)

)
est un sous-ensemble f -invariant et contient un ensemble minimal

K de f . Comme h(K) est g-invariant, alors h(K) = ωg(y) ce qui implique
qu’il existe un point x ∈ K presque périodique de f , tel que h(x) = y. D’où
y ∈ h

(
AP (f)

)
.

5.4.2 Récurrence

Définition 5.4.6. Un point x ∈ X est dit récurrent pour f s’il satisfait l’une
des propriétés équivalentes suivantes :

1. Si x ∈ ωf (x).

2. Pour chaque ε > 0, il existe n ∈ N tel que d(fn(x), x) < ε.

3. Pour tout sous-ensemble U ⊂ X contenant le point x, il existe n ∈ N∗ tel
que fn(x) ∈ U .

Définition 5.4.7. Un point x ∈ X est dit régulièrement récurrent, si pour tout
voisinage U de x, il existe un certain N ∈ N∗ tel que fnN(x) ∈ U pour tout
n ∈ N∗.

Dans toute la suite nous noterons R(f) et RR(f) l’ensemble des points
récurrents et régulièrement récurrents respectivement.

De plus, par les définitions, nous avons toujours les inclusions suivantes :

Fix(f) ⊂ P (f) ⊂ RR(f) ⊂ AP (f) ⊂ R(f).

Proposition 5.4.8. Soit (X, f) un système dynamique. Si x ∈ X est un point
récurrent non périodique, alors l’ensemble ω-limite ωf (x) est non dénombrable et
n’admet pas de point isolé.
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Démonstration. Supposons que x ∈ ωf (x) et non périodique.
Si ωf (x) est fini, alors il s’agit d’une orbite périodique, donc x est périodique,

absurde.
Si ωf (x) est dénomrable, alors il admet un point isolé dénoté par z. Donc il

existe une suite d’entiers (nk)k≥1 telle que la suite
(
fnk(x)

)

k≥1
converge vers z.

Puisque z est isolé dans ωf (x) et
(
fnk(x)

)

k≥1
⊂ ωf (x), alors

z = fn(x) = fn+k(x) pour n ≥ 0 et k > 0.

Ce qui implique que fn(x) ∈ P (f). Puisque ωf (x) = ωf

(
fn(x)

)
, donc ωf (x) est

fini, absurde. Nous concluons que ωf (x) est non dénombrable.

Théorème 5.4.9. Soit (X, f) un système dynamique. Alors, pour tout n ∈ N,

1. R(fn) = R(f).

2. RR(fn) = RR(f).

Démonstration. L’assertion (1) découle de la Proposition 5.2.4 et l’assertion (2)
par la définition.

Théorème 5.4.10. Soient (X, f) un système dynamique, Y un sous espace
métrique de X et g : Y → Y une application continue telle que f est h-semi-
conjugué à g. Alors,

h
(
R(f)

)
= R(g).

Une preuve complete est dans [76].

Définition 5.4.11. Soit (X, f) un système dynamique. Nous disons que f : X →
X est :

1. Périodique par point si P (f) = X.

2. Récurrent par point si R(f) = X.

3. Relativement récurrent si R(f) = X.

5.4.3 Ensembles non errants

Le comportement du voisinage d’un point joue un rôle très important dans les
systèmes dynamiques qui peut donner un aperçu de la dynamique à long terme.
Voir [77] par exemple.

Définition 5.4.12. Soit (X, f) un système dynamique. Un point x ∈ X est dit
errance pour f s’il existe un voisinage U de x tel que f−n(U) ∩ U = ∅ pour tout
n ∈ N. Si non, le point x est dit non-errant.

Dans toute la suite, nous allons noter par Ω(f) l’ensemble des points non
errants pour f qui est défini par :

Ω(f) :=
{
y : pour tout U voisinage de y, il existe n ∈ N, tel que f−n(U)∩U 6= ∅

}
.
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Remarque 5.4.13. (1) Si f est un endomorphisme d’un intervalle, alors nous
disons que le point x est errance s’il existe une suite xk → x et une suite nk → ∞
telle que fnk(xk) → x.
(2) Par les définitions, il est claire que tout point récurrent est non-errant. Donc

Fix(f) ⊂ P (f) ⊂ RR(f) ⊂ AP (f) ⊂ R(f) ⊂ Ω(f).

Proposition 5.4.14. Soit (X, f) un système dynamique. Alors Ω(f) est non-
vide, fermé et f -invariant

(
i.e; f

(
Ω(f)

)
⊂ Ω(f)

)
.

Démonstration. Si x ∈ X\Ω(f), alors il existe un voisinage U de x tel que
f−n(U) ∩ U = ∅ pour tout n ∈ N. Donc U ∩ Ω(f) = ∅ et donc X\Ω(f) est un
ensemble ouvert. D’où Ω(f) est un ensemble fermé non vide.

Proposition 5.4.15. Soit (X, f) un système dynamique. Alors Ω(f) = X si et
seulement si R(f) = X

5.4.4 Transitivité

Dans cette sous-section, nous regardons la propriété de transitivité et
introduisons une propriété inhérente aux ensembles de ω-limite

Définition 5.4.16. Un point x ∈ X est dit transitif pour f si son orbite Orbf (x)
est dense dans X.

Définition 5.4.17. Une application f : X → X est dite topologiquement
transitive si pour tous ensembles ouverts non vides U et V de X, il existe un
entier k > 0 pour lequel fk(U) ∩ V 6= ∅.

Définition 5.4.18. Une application f : X → X est dite topologiquement exacte
si pour tout ensemble ouvert non vide U ⊂ X il existe un entier k > 0 tel que
fk(U) = X.

Proposition 5.4.19. Soit (X, f) un système dynamique. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. f est topologiquement transitive.

2. Pour tout ensemble ouvert non vide D ⊂ X,
⋃

n∈N

fn(D) est dense dans X.

3. Pour chaque paire d’ensembles ouverts non vides U, V ⊂ X, il existe un
entier k ≥ 0 pour lequel f−k(U) ∩ V 6= ∅.

4. Pour tout ensemble ouvert non vide D ⊂ X,
⋃

n∈N

f−n(D) est dense dans

X.

5. Tout sous-ensemble fermé, invariant et propre de X a un intérieur vide.
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Démonstration. (1) ⇒ (2) Pour tous U, V deux ensembles ouverts non vides de
X, il existe un k ∈ N tel que fk(U) ∩ V 6= ∅. Alors,

⋃

n∈N

fk(U) est dense dans X.

(2) ⇒ (3) Soit D un ensemble ouvert non vide de X tel que
⋃

n∈N

fn(D) est

dense dans X. Donc pour tout ensemble ouvert dans X, il existe un entier k > 0
tel que fk(D) ∩ V 6= ∅. Ce qui implique qu’il existe x ∈ D tel que fk(x) ∈ V .
Alors, f−k(V ) ∩D 6= ∅.

(3) ⇒ (4) Analogue à (1) ⇒ (2).
(4) ⇒ (5) Supposons que pour tout D un ensemble ouvert non vide de X

nous avons
⋃

n∈N

f−n(D) est dense dans X. Soit C un ensemble non vide fermé

et f -invariant de X et supposons que C̊ 6= ∅. Alors il existe un ensemble ouvert
U ⊂ C et un k ∈ N pour lequel f−k(X\C) ∩ U 6= ∅. Le fait que C est invariant,
donc nous avons une contradiction. Alors, C est un ensemble d’un intérieur vide.

(5) ⇒ (1) Supposons que tout sous-ensemble non vide, invariant et fermé
de X est d’un intérieur vide. Soient U et V deux sous-ensembles ouverts non
vides de X tels que pour tout k ∈ N, fk(U) ∩ V = ∅. Alors,

⋃

kN

fk(U) est un

sous-ensemble propre non vide, fermé et invariant de X avec intérieur non vide,
contradiction. Donc f est topologiquement transitif.

Le lemme suivant est une conclusion directe de la deuxième assertion de la
proposition précédente.

Lemme 5.4.20. Soit (X, f) un système dynamique. Si f est topologiquement
transitive, alors f est surjective.

Démonstration. Par le deuxième point de la Proposition 5.4.19, pour tout x ∈ X,
il existe une suite de points {fnk(wk)}k∈N telle que lim

k→∞
fnk(wk) = x. Alors, il

existe une sous-suite {wkj
}j∈N ⊂ {wk}k∈N telle que fnkj

−1(wkj
) converge vers

certains y ∈ X. Soit xj = fnkj
−1(wkj

), alors

x = lim
j→∞

f(xj) = f
(

lim
j→∞

xj

)
= f(y) ∈ f(X).

Théorème 5.4.21. Soit (X, f) un système dynamique. f est topologiquement
transitive si et seulement si X = ωf (x), pour tout x ∈ X.

Démonstration. Comme X est un espace métrique compact, donc nous pouvons
trouver une base dénombrable (Ui)i∈N de sous-ensemble ouvert de X. Alors, par
la transitivité de f , pour tout i ∈ N, nous avons

⋃

n∈N

f−n(Ui) est dense dans X.

Ce qui implique que G :=
⋂

i∈N

⋃

n∈N

f−n(Ui) est dense dans X. Donc, lorsque x ∈ G

nous allons montrer que ωf (x) = X. Le Lemme 5.4.20 a montré que pour tout







5.5. Graphes, Dendrites et Dendrites locales : 115

FIG. 5.3. Dendrite.

Dans toue la suite, nous l’indiquons par ord(x) au lieu de ord(x,X). Nous
allons aussi noter par E(X) l’ensemble des points des extrémités et par B(X)
l’ensemble des points de branchement de X.

Remarque 5.5.4. (1) L’union des deux dendrites ne peut pas être une dendrite.
(2) L’arbre est une dendrite avec E(X) est fini.

Proposition 5.5.5 ([79]). Tout sous-ensemble connexe d’une dendrite est
connexe par arc. En particulier, toute dendrite est connexe par arc.

Lemme 5.5.6. Soient X une dendrite, et Y un sous-ensemble non vide de X
tel que Y ∩ E(X) = ∅. Alors, X\Y est non connexe

Démonstration. Par hypothèse, E(X) ⊂ X\Y . Supposons que X\Y est connexe
de X. Alors X\Y est connexe par arc et ainsi [a, b] ⊂ X\Y pour tout a, b ∈
E(X). Comme X =

⋃

a,b∈E(X)

[a, b], alors, X ⊂ X\Y , contradiction.

Théorème 5.5.7 ([79]). Un continuum X est une dendrite si et seulement si
l’intersection de tous deux sous-ensembles connexes de X est connexe.

Corollaire 5.5.8. Toute dendrite est uniquement connexe par arc : c’est-à-dire,
tous deux points distincts x, y d’une dendrite X peuvent être joints par un unique
arc dans X

Démonstration. Soit X une dendrite et x, y deux points différents dans X. La
Proposition 5.5.5 montre que nous pouvons relier les points x et y par un arc.
Pour l’unicité, nous supposons qu’il existe deux arcs différents A et B dans X
avec ses points d’extrémité x et y. Par le Théorème 5.5.7 nous avons A ∩ B est
un connexe qui contient x et y. Comme A ∩ B ⊂ A, donc A ∩ B est un arc
contenant les extrémités de A. Alors, A ∩ B = A. Similairement, nous trouvons
que A ∩B = B. D’où A = B.

Proposition 5.5.9 ([79]). Tout sous continuum d’une dendrite est une dendrite.
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Démonstration. Soit Y un sous continuum non dégénéré d’une dendrite X. Par
la définition d’une dendrite, il suffit de montrer que Y est localement connexe.
Soient x ∈ Y et U un ensemble ouvert dans Y contenant x défini par U = V ∩Y ,
où V est un ensemble ouvert dans X. Puisque X est localement connexe, alors il
existe un voisinage connexe V

′

de x tel que V
′

⊂ V . D’après le Théorème 5.5.7,
il existe un voisinage connexe U

′

de x dans Y tel que U
′

= V
′

∩ Y ⊂ U . D’où Y
est localement connexe.

Théorème 5.5.10 (Dendrite universelle de Wasewski’s [79]). Il existe
une dendrite dénotée par Dw dans R2 qui contient une copie homéomorphe à
n’importe quelle dendrite. En particulier, toute dendrite est dans R2.

FIG. 5.4. Dendrite universelle de Wasewski’s (Dw).

Théorème 5.5.11 ([79]). Soit X une dendrite, alors B(X) est dénembrable.

Proposition 5.5.12 ([80]). Si l’ensemble des points d’extrémité E(X) d’une
dendrite X est fermé, alors B(X) est discret.

Proposition 5.5.13 ([79]). Soit X une dendrite non dégénérée (c’est-à-dire non
réduite à un point). Alors X peut être écrit comme suit :

X =
( ⋃

n∈N

An

)⋃(
E(X)

)

où chaque An est un arc avec des extrémités pn et qn tel que

Aj+1

⋂
(

j⋃

n=1

An) = {pj+1} pour chaque j = 1, 2, . . . et lim
n→∞

diam(An) = 0.
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Théorème 5.5.14 ([79]). Toute application continue d’une dendrite dans elle-
même admet un point fixe.

Définition 5.5.15. Soit X une dendrite et Y une sous dendrite de X. Une
application rY : X → Y est appelée une rétraction si la restriction à Y est égale
à l’identité, c’est-à-dire pour tout x ∈ Y , rY (y) = y. De plus, dans ce cas, nous
disons que Y est un retract de X.

Définition 5.5.16. Un espace métrique compact Y est dit retract absolu,
si toute image homéomorphe de Y située dans un espace métrique séparable
arbitraire X est un retract de X.

Théorème 5.5.17 ([81]). Un espace métrique compact Y est un retract absolu
si et seulement si, pour chaque sous-ensemble fermé A d’un espace métrique
séparable X, chaque application de A dans Y a un prolongement continu sur X.

Théorème 5.5.18 ([81]). Chaque dendrite est un retract absolu.

Proposition 5.5.19 ([79]). Soient X et Y deux dendrites telles que Y ⊂ X.
Alors, la rétraction rY : X → Y est continue et surjective.

Corollaire 5.5.20. Soit X une dendrite. Alors, pour tout x 6= y ∈ X, il existe
ε > 0 et un arc K ⊂ (x, y) tel que pour tout z1 ∈ B(x, ε) et z2 ∈ B(y, ε) nous
avons K ⊂ [z1, z2].

Proposition 5.5.21 ([79]). Soient X une dendrite et Y un sous continuum de
X. Alors, pour chaque point x ∈ X\Y , il existe un unique point rY (x) ∈ Y tel
que rY (x) est un point de n’importe quel arc dans X à partir de x à n’importe
quel point de Y .

Proposition 5.5.22. Si (Cn)n∈N est une suite de sous-ensembles connexes deux
à deux disjoints dans une dendrite (X, d), alors

lim
n→∞

diam(Cn) = 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite infinie de sous-ensembles
connexes deux à deux disjoints (Cn)n∈N et ε > 0 tel que pour tout n ≥ 1,
diam(Cn) > ε. Équivalent à dire que, pour tout n ≥ 1, il existe deux points an et
bn dans Cn tel que d(an, bn) > ε. Puisque X est compact nous pouvons supposer
que an converge vers a et bn converge vers b tel que a 6= b. Par le Corollaire
5.5.20, il existe N > 0 et un arc K ⊂ (a, b) tel que pour tout n ≥ N , nous avons
K ∈ [an, bn]. Comme [an, bn] ⊂ Cn pour tout n ≥ 1, alors K ⊂ Cn pour n ≥ N ,
une contradiction.

Lemme 5.5.23. Soient X une dendrite et C1, C2 deux sous-ensembles connexes
disjoints dans X. Alors, C1 ∩ C2 est au plus un point.
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Démonstration. Supposons que C1 ∩C2 contient au moins deux points distincts
x et y. D’après le Théorème 5.5.7, C1 ∩ C2 est un connexe par arc, donc
nous pouvons obtenir que [x, y] ⊂ C1 ∩ C2. Alors, il existe quatre suites
(xn)n∈N, (yn)n∈N dans C1 et (x

′

n)n∈N, (y
′

n)n∈N dans C2 telles que (xn)n∈N, (x
′

n)n∈N

convergent vers x et (yn)n∈N, (y
′

n)n∈N convergent vers y. Par le Corollaire 5.5.20, il
existe un ε > 0 et un arc K ⊂ [x, y] tel que pour tout z1 ∈ B(x, ε) et z2 ∈ B(y, ε),
K ⊂ [z1, z2] . Maintenant, comme X est compact, donc il existe n > 0 tel que
xn, x

′

n ∈ B(x, ε) et yn, y
′

n ∈ B(y, ε). Alors, nous avons K ⊂ [xn, yn] ∩ [x
′

n, y
′

n].
Puisque C1 et C2 sont connexes par arc, donc [xn, yn] ⊂ C1 et [x

′

n, y
′

n] ⊂ C2,
donc K ⊂ C1 ∩ C2, absurde.

Lemme 5.5.24. Soient X une dendrite et C un sous-ensemble connexe non
dégénéré de X. Alors,

C\C ⊂ E(C).

Proposition 5.5.25. Soient X une dendrite et Y une sous dendrite de X. Si
C est une composante connexe de X\Y, alors C ∩ Y est réduit à un point y, où
y ∈ E(C).

Démonstration. Par le Lemme 5.5.23, il suffit de démontrer que C ∩ Y est non
vide. Supposons que C ∩ Y = ∅. Puisque C est un ensemble ouvert et par la
connexité de l’espace X, nous avons C ( C. Alors, il existe une composante
connexe D de X\Y différent de C tel que C∩D 6= ∅. Donc C∪D est un connexe
et par suite connexe par arc, alors pour tout a ∈ C et b ∈ D, [a, b] ⊂ C ∪ D.
D’où [a, b] ∩ Y 6= ∅. Ce qui implique que (C ∪D) ∩ Y 6= ∅, absurde.

Maintenant, d’après le Lemme 5.5.23, C ∩Y est réduit à un point dénoté par
z. Puisque z ∈ C\C, alors par le Lemme 5.5.24, nous avons z ∈ E(C).

Proposition 5.5.26. Soit Y une sous dendrite d’une dendrite X. Alors

card4
(
E(Y )

)
≤ card

(
E(X)

)
.

De plus, si E(X) est dénombrable, alors E(Y ) l’est aussi.

Démonstration. Il suffit de montrer que l’application suivante est injective

f : E(Y ) −→ E(X)

x 7−→





x si x ∈ E(X),

y si x /∈ E(X)

où y ∈ E(Cx)\{x} avec Cx une composante connexe de X\Y tel que Cx ∩ Y =
{x}.

4. Pour un sous-ensemble A de X, nous notons par la card(A) le nombre d’éléments de A.
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5.5.3 Dendrite Locale

Définition 5.5.27. Un continuum X est appelé dendrite locale si pour tout
point x ∈ X il existe un voisinage U de x tel que U ∩X est une dendrite. D’un
autre côté, une dendrite locale est un continuum localement connexe contenant
un nombre fini de cercles.

Par définition, nous remarquons que chaque sous continuum d’une dendrite
locale est une dendrite locale. Aussi chaque graphe et chaque dendrite est une
dendrite locale.

locale.jpg

FIG. 5.5. Dendrite locale.

Notation 5.5.28. Soit X une dendrite locale et x ∈ X :
1. x est appelé un point d’extrémité de X s’il admet un voisinage U dans X

tel que U est un arc et U\{x} est connexe.
2. x est appelé un point de branchement de X s’il existe une dendrite U qui

est un voisinage fermé de x tel que x est un point de branchement de U .
3. x est appelé un point de coupure si x ∈ X\E(X).

Deux points distincts x et y dans X peuvent être joints par un nombre fini d’arcs
que nous désignerons par γi[x, y] pour tout i ≥ 1. De plus, nous définissons





γi(x, y] := γi[x, y]\{x},

γi[x, y) := γi[x, y]\{y},

γi(x, y) := γi[x, y]\{x, y}.

Proposition 5.5.29 ([82]). Soit (X, d) une dendrite locale. Alors, pour tout
ε > 0, il existe η = η(ε) > 0, tel que pour tous x, y ∈ X avec d(x, y) < η, il
existe un arc K avec des extrémités x et y tel que diam(K) < ε.
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Proposition 5.5.30 ([83]). Si (Cn)n∈N est une suite de sous-ensembles connexes
deux à deux disjoints dans une dendrite locale (X, d), alors

lim
n→∞

diam(Cn) = 0.

Théorème 5.5.31 ([81]). Si X est une dendrite locale, alors il existe un nombre
ε >0 tel que tout sous continuum Y de diamètre inférieur à ε est une dendrite.

Théorème 5.5.32. Soit X un continuum localement connexe et soit ε la plus
grande borne inférieure du diamètre des cercles contenus dans X. Alors, si ε >
0, X est une dendrite locale.

Démonstration. Soient X un continuum localement connexe et U un sous
continuum de X tel que si x ∈ X, U est un voisinage de x et diam(U) < ε.
Alors X ne contient aucun cercle et donc X est une dendrite.

Théorème 5.5.33. Soit X une dendrite locale. Alors, il existe une suite de

dendrites (Xm)m≥1 telle que X =
m⋃

i=1

Xi et Xi ∩Xj est fini pour tout 1 ≤ i 6= j ≤

m.

Démonstration. Soit S1, S2, . . . , Sn tous les cercles dans X et soit G un graphe

de X défini par l’intersection de tout sous graphe de X contenant
n⋃

i=1

Si. Nous

pouvons écrire G :=
N⋃

i=1

Ai, où chaque Ai est un arc et pour chaque 1 ≤ i 6=

j ≤ N , Ai et Aj sont disjoints ou recoupés dans un ou deux de leurs points des
extrémités. Soit (Ci)i∈D une suite de composantes connexes de X\G où D est au
plus dénombrable.

Maintenant, nous notons par :

D1 =
{
i ∈ D, Ci ∩ A1 6= ∅

}

et pour 2 ≤ k ≤ N ,

Dk =
{
i ∈ D\(D2 ∪D3 ∪ · · · ∪Dk−1), Ci ∩ Ak 6= ∅

}
.

Il est facile de voire que, pour tout 1 ≤ k ≤ N , Xk :=
⋃

i∈Dk

(Ci ∪ Ak) est

une sous dendrite de X telle que X =
N⋃

k=1

Xk avec Xi ∩Xj est fini, pour tout

1 ≤ i 6= j ≤ N.

Proposition 5.5.34. L’ensemble des points de branchement B(X) d’une
dendrite locale X est au plus dénombrable.
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Proposition 5.5.35. Soit X une dendrite locale. Si A et B deux sous
continuums de X tel que A ∩ B soit infini, alors A ∩ B contient un arc de
X.

Démonstration. Soient A et B deux sous contiuums de X tel que A ∩ B est un
sous-ensemble infini donc il est compact de X. Alors, il existe une suite infinie
(xn)n∈N ⊂ A∩B qui converge vers un point x ∈ A∩B. Soit U un voisinage de x
dans X, tel que U est une dendrite. Le fait que A et B sont deux dendrites locales,
alors il existe deux voisinages V, W pour le point x dans A respectivement B
tels que V et W sont deux dendrites et V ∪ W ⊂ U . Comme (xn)n∈N une suite
infinie de A ∩ B et lim

n→∞
xn = x, alors il existe m ∈ N tel que xm ∈ V ∩ W et

x 6= xm. Soit I et J deux arcs dans V respectivement W joignant x et xm alors
I et J sont deux arcs dans la dendrite U joignant x et xm. Il en résulte que
I = J ⊂ A ∩B.

Proposition 5.5.36. Soient X une dendrite locale, Y un sous continuum de
X différent de tout cercle de X et Z une sous dendrite de Y . Si Y \Z est non
connexe, alors X\Z l’est aussi.

Démonstration. Par hypothèse, nous avons Y est une sous dendrite et Y \Z non
connexe. Donc il existe deux points distincts a, b ∈ Y \Z et un arc I joignant a
et b dans Y tel que I 6⊂ Y \Z. Nous prétendons que I est l’unique arc dans X
joignant a et b. Supposons qu’il existe un arc J 6= I dans X joignant a et b. Alors,
l’union des arcs I et J contient nécessairement un cercle S. D’où S∩I 6= ∅. Donc
S ∩ Y 6= ∅, contradiction.

Proposition 5.5.37. Soient X une dendrite locale et Y une sous dendrite locale
de X contenant tous les cercles de X. Alors, tout arc dans X avec ses points des
extrémités dans Y est inclu dans Y .

Démonstration. Supposons que A un arc dans X avec E(A) = {x, y} ⊂ Y tel
que A 6⊂ Y . Comme Y est une connexe par arc, alors il existe un arc B dans Y
tel que E(B) = {x, y}. Puisque A\Y 6= ∅, nous notons alors A

′

la fermeture de
la composante connexe de A\Y avec E(A

′

) = {a, b} et B
′

un arc dans B avec
E(B

′

) = {a, b}. Remarquons que A
′

\{a, b} ∩ Y = ∅ d’où A
′

∪ B
′

est un cercle
non inclu dans Y , une contradiction, le fait que Y contient tous les cercles.

Proposition 5.5.38. Soit X une dendrite locale et soient a, b ∈ X tel que a 6= b.
Soient V et W deux voisinages connexes disjoints des points a et b respectivement.
Alors, pour tout point c ∈ V et d ∈ W , et pour tout arc B joignant c et d, il
existe un arc A joignant a et b tel que A ∩B 6= ∅.

Démonstration. Par la définition d’une dendrite localeX, le nombre de cercles est
fini. Donc, pour tout p ∈ N, il existe des arcs finis (Ai)1≤i≤p avec E(Ai) = {a, b}.
Supposons que pour tout i ∈ {1, . . . , p}, Ai ∩B = ∅. Soit L un arc en V joignant
a et c et K un arc en W joignant d et b. Puisque, K ∪L∪B est connexe par arc
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contenant a et b, alors il existe i0 ∈ {1, . . . , p} tel que Ai0 ⊂ K ∪ L ∪B. Comme
Ai0 ∩B = ∅, alors Ai0 ⊂ K ∪L, une contradiction, le fait que Ai0 est connexe et
K ∩ L = ∅.

Proposition 5.5.39. Soient X une dendrite locale et Y une sous dendrite locale
de X distincte de X telle que tout arc de X joignant deux points distincts de Y
est inclus dans Y . Alors pour toute composante connexe C de X\Y , C ∩ Y est
réduit à un point.

Démonstration. Supposons que C∩Y contient au moins deux points distincts a et
b. Donc il existe (an)n∈N, (bn)n∈N ⊂ C tel que lim

n→∞
d(an, a) = 0 et lim

n→∞
d(bn, b) =

0. Comme X est localement connexe, alors il existe deux voisinages connexes
V et W des points a et b respectivement tel que V ∩ W = ∅. D’où, il existe
N ∈ N tel que aN ∈ V et bN ∈ W . Soit I un arc en C joignant aN et bN . Par la
Proposition 5.5.38, il existe un arc J joignant a et b tel que J ∩ I 6= ∅. Comme
J ⊂ Y et I ⊂ C, alors C ∩ Y 6= ∅, une contradiction.

Maintenant, soit Γ(X) le plus petit graphe contenant tous les cercles de la
dendrite locale X. Nous définissons X\Γ(X) :=

⊔
i∈A

Ci où Ci sont les composantes

connexes de X\Γ(X) et A est un ensemble au plus dénombrable. Comme B(X)
est au plus dénombrable, alors par la Propostion 5.5.39, pour tout i ∈ A, Ci ∩
Γ(X) est réduit à un point zi. Soit Ak un sous-ensemble de A tel que, pour
chaque i ∈ Ak, Ci ∩ Γ(X) = {zk}. Nous mettons Ck =

⊔
i∈Ak

Ci.

Lemme 5.5.40. Avec la même notation ci-dessus, (Ck)k sont des sous dendrites
de X deux à deux disjoints.

5.6 Récurrence dans les graphes, les dendrites
et les dendrites locales

Dans cette partie, nous allons donner certaines propriétés pour différents
types de récurrences d’une application de graphe G, dendrite et dendrite locale
X dans lui-même.

5.6.1 Récurrent par point d’application graphe, dendrite
et dendrite locale

• Cas graphe

Théorème 5.6.1 ([89]). Soit f une application continue de graphe G dans lui-
même. Alors f est récurrente par point si et seulement si l’une des affirmations
suivantes est valable :
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1. G est un cercle et f est un homéomorphisme topologiquement conjugué à
une rotation irrationnelle du cercle unitaire S1.

2. f est un homéomorphisme périodique (c’est-à-dire, fm = l’application
d’identité, pour certains m ∈ N).

Théorème 5.6.2 ([90]). Soit f une application continue de graphe G dans lui-
même. Alors, f est relativement récurrente par point si et seulement si l’une des
déclarations suivantes est valable :

1. G est un cercle et f est topologiquement conjuguée à une rotation
irrationnelle du cercle unitaire S1.

2. P (f) = G.

• Cas dendrite

Théorème 5.6.3 ([91]). Soit f : X → X une application de dendrite. Si
B(X) est discret, alors f est récurrente par point si et seulement si f est un
homéomorphisme et chaque point de coupure est périodique.

Remarquons que, par la Proposition 5.5.12, le Théorème 5.6.3 est reste valable
si E(X) est fermé.

Corollaire 5.6.4 ([91]). Soit f : X → X une application de dendrite. Si f
est récurrente par point et B(X) est discret, alors chaque point d’extrémité de
dendrite X est régulièrement récurrent.

Théorème 5.6.5 ([91]). Soit f : X → X une application de dendrite. Si E(X)
est dénombrable, alors f est récurrente par point si et seulement si f est un
homéomorphisme périodique par point.

Définition 5.6.6. Soient X, Y deux espaces topologiques. Une application f :
X → Y est dite monotone si, pour tout sous-ensemble connexe C de Y , f−1(C)
est connexe.

Théorème 5.6.7 ([87]). Soit f : X → X une application monotone de dendrite.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f est récurrente par point.

2. f est relativement récurrente.

3. Chaque point de coupure est un point périodique.

• Cas dendrite locale

Théorème 5.6.8 ([82]). Soit f : X → X une application monotone de
dendrite locale. Supposons que P (f) 6= ∅. Alors, les affirmations suivantes sont
équivalentes :
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1. f est récurrente par point.

2. f est relativement récurrente.

3. Chaque point de coupure est périodique.

Remarque 5.6.9. Remarquons que par le troisième point du Théorème 5.6.8
nous avons P (f) = X, le fait que tous points de coupure est dense.

Théorème 5.6.10 ([82]). Soit f : X → X une application monotone de
dendrite locale . Supposons que P (f) = ∅. Alors, les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. f est récurrente par point.

2. f est relativement récurrente.

3. X est un cercle et f est topologiquement conjuguée à une rotation
irrationnelle du cercle unitaire S1.

Corollaire 5.6.11. Soit f : X → X une application monotone de dendrite
locale. f est relativement récurrente si et seulement si exactement l’une des
propriétés suivantes est vérifiée :

1. X est un cercle et f est topologiquement conjuguée à une rotation
irrationnelle du cercle unitaire S1.

2. Chaque point de coupure est périodique.

5.6.2 Récurrence et périodicité sur les graphes, dendrites
et dendrites locales

Définition 5.6.12. Soient X un espace métrique compact et f une application
continue de X dans lui-même. Nous disons que X admet la propriété périodique
récurrente (Propriété-PR), si

P (f) = R(f).

Proposition 5.6.13 ([92]). Soit G un graphe. G admet la propriété-PR si et
seulement s’il est un arbre.

Théorème 5.6.14 ([93]). Soit X une dendrite. Alors, X admet la propriété-PR
si et seulement si l’ensemble de points des extrémités E(X) dénombrables.

Lemme 5.6.15. Soient X une dendrite et Y un sous continuum de X. Si
rY : X → Y est une rétraction et f = g ◦ rY : X → Y avec g : Y → Y alors :

1. fn = gn ◦ rY , pour chaque n ∈ N.

2. P (f) = P (g).

3. AP (f) = AP (g).
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4. R(f) = R(g).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition de la rétraction.

Proposition 5.6.16. La rétraction préserve la propriété-PR : si X un continuum
ayant la propriété-PR contient un sous continuum Y qui est retract de X, alors
Y ayant la propriété-PR.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Lemme précédent.

Théorème 5.6.17 ([82]). Soit X une dendrite locale. Alors, X admet la
propriété-PR si et seulement s’il est une dendrite avec son ensemble de points
des extrémités dénombrable.

En général, les applications des dendrites locales ne satisfont pas l’égalité de
la propriété-PR

(
P (f) = R(f)

)
. En effet, Soit Rα : S1 → S1 une rotation

irrationnelle d’angle α et soit x un point de S1. Soit (In)n∈Z une famille
des arcs deux à deux disjoints dans le plan défini comme suit : pour tout
n ∈ Z, In = [xe2niπα, an] tel que In ∩ S1 = {xe2niπα} et lim

|n|→∞
diam(In) = 0.

L’union X = S1
⋃

(
⋃

n

In) définit une dendrite locale ayant un ensemble de points

des extrémités dénombrables et différent d’un cercle. Soit f : X → X une
application définie comme suit : f/S1 = Rα, f/In

est l’identité et f(In) = In+1

pour tout n ∈ Z. Il est facile de vérifier que l’application f est continue et que
R(f) = S1 mais P (f) = ∅. Donc R(f) 6= P (f).





Chapitre 6
R(f ) = R(f ) ∪ P (f ) pour les
applications des dendrites locales

Dans ce chapitre, nous allons montrer que dans toute dendrite locale avec
l’ensemble des points des extrémités dénombrables, nous avons R(f) = R(f) ∪
P (f). Dans tout ce chapitre nous allons nommer cette propriété par la propriété-
RPR.

Tout d’abord, nous rappelons que Γ(X) est le plus petit graphe contenant
tous les cercles de la dendrite locale X. Aussi Ci est la composante connexe de
X\Γ(X). De plus, pour tout i ∈ A, Ci

⋂
Γ(X) est réduit à un point zi. Soit

Ak un sous-ensemble de A tel que, pour chaque i ∈ Ak, Ci

⋂
Γ(X) = {zk}. Nous

mettons Ck =
⊔

i∈Ak

Ci.

Lemme 6.0.1. Soit X une dendrite locale. Alors, pour tout i ∈ A, la sous
dendrite Ci est un retract de X.

Démonstration. Pour tout i ∈ A, nous prenons rCi
: X → Ci telle que la

restriction de rCi
à Ci est l’identité et rCi

(X\Ci) = {zi}.

Lemme 6.0.2. Soient X une dendrite locale, C une composante connexe de
X\Γ(X) et B un arc de C. L’application rB : X → B définie par :

rB(p) = le seul point a ∈ B avec [a, p] ∩B = {a}.

est une rétraction continue de X sur B.

Démonstration. Par [79, Lemme 10.25], il existe une rétraction r
′

: C → B telle
que pour tout p ∈ C,

r
′

(p) = le seul point a ∈ B avec [a, p] ∩B = {a}.

Ainsi, pour tout p ∈ X, rB(p) = r
′

◦ rC(p) est une rétraction continue de X sur
B.
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Maintenant, Notez que tout arc B est totalement ordonné par un ordre
totalement standard <. En conséquent, nous obtenons un pré-ordre dans X défini
par : p ≺ q si et seulement si rB(p) < rB(q).

Lemme 6.0.3. Soient X une dendrite locale, C une composante connexe de
X\Γ(X) et B un arc de C. Soit ε > 0, si nous choisissons un point p ∈ B, alors
il existe δ > 0 satisfaisant

r−1
B

(
B ∩ (B(p, δ) − {p}

)
⊂ B(p, ε).

Démonstration. Soient ε > 0 et p ∈ B. Mettons {z} = C ∩ Γ(X).
Si p 6= rB(z), alors il existe α > 0 tel que rB(z) /∈ B(p, α). Soit r la restriction

de rB à C. Par [94, Lemme 2], il existe δ ∈]0, α[ tel que r−1
(
B ∩B(p, α) − {p}

)

est contenu dans B(p, ε).
Si p = rB(z), alors

r−1
B

(
B∩B(rB(z), α)−{rB(z)}

)
= r−1

(
B∩B(rB(z), δ)−{rB(z)}

)
⊂ B(rB(z), ε)

Proposition 6.0.4. Soient X une dendrite locale et C une composante connexe
de X\Γ(X). Soient {z} = C ∩ Γ(X) et B un arc de C tel que, rB(z) ∈ ∂B. Soit
f une application continue de X dans lui-même. Si p0 < q0 deux points de B tels
que p0 < rB

(
f(p0)

)
et rB

(
f(q0)

)
< q0, alors il existe un point fixe w ∈ C de f

satisfaisant
p0 < rB(w) < q0.

Démonstration. Soit g la restriction de rC ◦f à C. Comme dans la démonstration
du Lemme 6.0.2, nous mettons rB = r

′

◦ rC . Puisque

r
′
(
g(p0)

)
= r

′
(
rC ◦ f(p0)

)
= rB

(
f(p0)

)
> p0

et
r

′
(
g(q0)

)
= r

′
(
rC ◦ f(q0)

)
= rB

(
f(q0)

)
< q0.

Alors, par [94, Lemme 3], il existe un point fixe w ∈ C de g avec p0 < r
′

(w) < q0.
Anssi p0 < rB(w) < q0.

Si f(w) = w
′

∈ C, alors w
′

= rC(w
′

) = rC(f(w)) = g(w) = w, ce qui
implique que w = w

′

et donc w est un point fixe de f .
Si f(w) = w

′

/∈ C, alors z = rC(w
′

) = rC(f(w)) = g(w) = w, ce qui implique
que w = z. Mais rB(z) ∈ ∂B, qui est contredit avec p0 < rB(w) < q0.

Dans la suit nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 6.0.5. Un sous-ensemble d’espace topologique est dit dense dans
lui-même s’il ne contient pas de points isolés.
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Proposition 6.0.6. Soient X une dendrite locale et C une composante connexe
de X\Γ(X). S’il existe un sous-ensemble non vide S ⊂ C dense dans-lui-même
tel que pour tout arc B ⊂ C, l’ensemble B ∩ S est discret, alors E(X) est non
dénombrable.

Démonstration. Soit {z} = C ∩ Γ(X). Par [94, Lemme 4], E(C) est
non dénombrable. Puisque E(C)\{z} ⊂ E(X). Alors, E(X) est non
dénombrable.

Théorème 6.0.7. Soient X une dendrite locale et f une application continue de
X dans lui-même. S’il existe p ∈ R(f)\P (f) tel que Orbf (p) ∩ (X\Γ(X)) 6= ∅,
alors E(X) est non dénombrable.

Démonstration. Soient C une composante connexe de X\Γ(X) tel que Orbf (p)∩
C 6= ∅ et {z} = C ∩ Γ(X). Nous introduisons l’ensemble S = {fn(p) : n ∈
A} où A = {n : fn(p) ∈ C}. Selon [95], R(f) est invariant, ce qui implique
que S ⊂ Orbf (p) ⊂ R(f). Il est bien connu aussi que P (f) est invariant et
sa fermeture P (f) est également invariante. Soient n ∈ A et ε > 0, puisque
S ⊂ R(f), S ∩ P (f) = ∅ et p /∈ P (f), alors il existe m ∈ N tel que fm

(
fn(p)

)
∈

B
(
fn(p), ε

)
∩ C (C est un ensemble ouvert). Par conséquent, fm+n(p) ∈ S.

Comme S ∩P (f) = ∅, fn(p) /∈ P (f). Alors, fm+n(p) 6= fn(p). Donc, S est dense
dans lui-même.

Maintenant, nous considérons un arc B = [a, b] ⊂ C. Supposons qu’il existe
un point non isolé x = fn(p) de B ∩ S.

Cas1 : Nous supposons que, rB(z) ∈ ∂B.
Le fait que S ∩P (f) = ∅ implique qu’il existe ε > 0 avec B(x, ε) ∩P (f) = ∅.

Par le Lemme 6.0.3, il existe 0 < α < inf
{

d(x,a)
3
, d(x,b)

3

}
satisfaisant

r−1
B

(
B ∩B(x, α)\{x}

)
⊂ B(x, ε).

Puisque fn(p) est un point non isolé de B ∩ S, nous pouvons choisir m >

n dans A vérifiant fm(p) ∈
(
B ∩ B(x, α)\{x}

)
et l’arc [x, fm(p)] ⊂ B(x, α).

Supposons, par exemple, que x < fm(p) et g une application de X dans lui-
même telle que g = fm−n. Alors x < g(x).

En utilisant un argument inductif, nous allons montrer que

y < rB(gk(y)) pour chaque y ∈ [x, g(x)] et pour tout k ∈ N. (6.1)

Pour prouver l’initialisation de (6.1), nous argumentons par contradiction. Nous
supposons qu’il existe y ∈ [x, g(x)] satisfaisant rB(g(y)) < y. Le fait que x <
g(x) = rB(g(x)) et rB(g(y)) < y, par la Proposition 6.0.4, il existe un point fixe
w de g qui satisfait x < rB(w) < y < g(x). D’où, nous trouvons que

w ∈ r−1
B

(
B ∩B(x, α)\{x}

)
⊂ B(x, ε).
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Cependant, w = fm−n(w) implique que w ∈ P (g). Cela conduit à une
contradiction avec la sélection de ε et complète la premiére étape de (6.1).

Maintenant, supposons que y < rB(gk(y)), pour tout y ∈ [x, g(x)], en
particulier g(x) < rB(gk+1(x)). Puisque x < g(x) et x < rB(gk+1(x)), donc
s’il existe y ∈ [x, g(x)] tel que y > rB(gk+1(y)) alors, par la Proposition 6.0.4,
il existe un point fixe w de gk+1 qui satisfait x < rB(w) < y < g(x). Comme
gk+1(w) = w, donc f (k+1)(m−n)(w) = w et par conséquence, nous trouvons que
w ∈ P (f), contradiction. Ceci termine la preuve de (6.1).

En particulier, g(x) < rB(gk(x)) pour tout k ∈ N. Par suite, r−1
B ({u ∈ B : u <

g(x)}) est un voisinage ouvert de x disjoint du sous-ensemble {gk(x) : k ∈ N}.
Donc, x /∈ R(g) = R(fm−n). D’autre part [96, Théorème I], montre que pour tout
m > n, R(f) = R(fm−n). D’où, x /∈ R(f). Cela conduit à une contradiction : le
fait que S ⊂ R(f). Donc, pour tout arc B dans C, tel que, pour tout rB(z) ∈ ∂B,
l’ensemble B ∩ S est discret.

Cas2 : Nous supposons que, rB(z) = c ∈ B̊. Puisque B∩S contient un point
non isolé, alors B̊ ∩ S est infini. Par conséquent, nous pouvons fixer x = fn(p)
dans les arcs ouverts (a, c) ou (c, b) et nous procédons comme dans le Cas 1, ce
qui conduit à une contradiction. Ainsi, pour tout arc B ⊂ C, l’ensemble B ∩ S
est discret.

Finalement, une application directe de la Proposition (6.0.6) nous implique
que E(X) est non dénombrable.

6.1 Propriété-RPR

Définition 6.1.1. Soit X espace métrique compact. Nous disons que X possède
la propriété-RPR, si pour toute application continue f : X → X, l’égalité
suivante est vérifiée :

R(f) = R(f) ∪ P (f).

Remarque 6.1.2. Tout espace métrique compact X qui possède la propriété-
PR, posséde également la propriété-RPR, mais la réciproque est fausse. En effet,
Mai et Shao [97] ont prouvé que le cercle unitaire possède la propriété-RPR mais
il ne possède pas la propriété-PR.

Théorème 6.1.3 ([97]). Soit f : G → G, une application de graphe. Alors,

R(f) = R(f) ∪ P (f).

Lemme 6.1.4. La rétraction préserve la propriété-RPR : c’est-à-dire, lorsque
Y désigne un sous continuum d’un continuum X qui est un retract de X. Si X
possède la propriété-RPR, alors Y possède également la propriété-RPR.

Démonstration. Soit g une application continue de Y dans lui-même, r : X →
Y étant une rétraction et f la composition de r et g. Alors, P (f) = P (g) et
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R(f) = R(g). Par conséquent, si le continuum X possède la propriété-RPR,
donc R(f) = P (f) ∪ R(f) ce qui implique que R(g) = P (g) ∪ R(g). Alors, Y
possède la propriété-RPR.

6.1.1 La propriété-RPR pour les applications de dendrite
locale

Dans cette partie, nous allons donner la condition nécessaire pour que la
dendrite locale possède la propriété-RPR.

Théorème 6.1.5. Soit X une dendrite locale. X possède la propriété-RPR si
et seulement si E(X) est dénombrable.

Démonstration. Soit X une dendrite locale. Supposons que E(X) est non
dénombrable. Puisque E(X) =

⋃

i∈A

E(Ci)\{zi} et A est au plus dénombrable

alors, il existe i ∈ A tel que E(Ci) est non dénombrable. Par Théorème 5.6.14,
Ci ne possède pas la propriété-PR. De plus, par [?, Théorème 8] Ci contient
une copie topologique de dendrite de Gehman G3, alors il existe une rétraction
r′ : Ci → G3. Soit g : G3 → G3, une application continue définie par pour tout
p ∈ G3\E(G3), g(p) = p, R(g) = E(G3) ∪ {p} et P (g) = {p}. Si f = g ◦ r

′

,
alors R(f) = R(g) et P (f) = P (g). D’où, R(f) = E(G3) ∪ {p} et puisque
R(f) 6= E(G3), alors Ci ne possède pas la propriété-RPR. D’autre part, Ci est
un retract de X : en effet, r : X → Ci telle que





r(x) = x si x ∈ Ci,

r(x) = zi si non.

Il est facile de voir que r est une rétraction. Donc par le Lemme 6.1.4, X ne
possède pas la propriété-RPR, ce qui conduit à une contradiction.

Inversement, nous supposons que E(X) est dénombrable. Soit f une
application continue de X dans lui-même. Il est clair que nous pouvons obtenir
R(f) ⊃ P (f) ∪ R(f). Soit w un point de R(f)\P (f) et U un voisinage connexe
de w dans X avec U ∩P (f) = ∅. Soit (wn) une suite dans R(f) ∩U qui converge
vers w. Ainsi, wn ∈ R(f)\P (f) pour chaque n. Puisque E(X) est dénombrable
alors, par le Théorème 6.0.7, pour chaque n, Orbf (wn) ⊂ Γ(X). Par conséquent,
w ∈ Γ(X) et donc Orbf (w) ⊂ Γ(X).

Maintenant, nous construisons l’ensemble F =
⊔

n∈N

Orbf (wn) qui est un sous-

ensemble fermé invariant de Γ(X) contenant w. Par [78, Lemme 4], chaque graphe
est un retract absolu, donc il existe une application continue g : Γ(X) → Γ(X)
telle que g est une prolongement de f : F → Γ(X). Il est facile de voir que
R(f) ⊂ R(g) et P (f) ⊂ P (g). Puisque w ∈ R(f), alors w ∈ R(g) et puisque
w /∈ P (f), alors w /∈ P (g). Nous allons montrer maintenant que w /∈ P (g). Pour
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ce faire, nous rappelons la construction de l’application g donnée dans la preuve
de [78, Lemme 4]. Soit h une fonction défine par :

h(x) =





f(x) si x ∈ F,

x si x ∈ BE(Γ(X))\F

où BE(Γ(X)) est l’ensemble des points de branchement et d’extrémité de Γ(X).
Il est facile de voir que h est continue. L’ensemble Γ(X)\F ∪ BE(Γ(X)) est
une union dénombrable des arcs ouverts (In)n dans Γ(X) avec le bord ∂In

appartient à F ∪BE(Γ(X)). Dans notre cadre, ∂In correspond aux extrémités de
In. Maintenant, nous sommes capable de définir l’application g : Γ(X) → Γ(X)
comme la suivante. Si x ∈ F ∪ BE(Γ(X)), nous mettons g(x) = h(x). Si x ∈ A
avec A un arc ouvert de Γ(x) où son points d’extrémité a, b ∈ F ∪ BE(Γ(X)).
Considérons tous les arcs de X dont les extrémités sont g(a), g(b). Il y a seulement
un nombre fini de ces arcs. Soit B l’un des ces arcs avec un diamètre minimal.
Notons r : A → B un homéomorphisme qui envoie a à g(a) et b à g(b).
Finalement, nous mettons g(x) = r(x) sur A.

Si w ∈ P (g), puisque w ∈ Γ(X)\F ∪ BE(Γ(X)), alors l’une des deux
composantes connexes de Γ(X)\F ∪ BE(Γ(X)), disons A, contient un point
p de P (g) et a w comme extrémité, l’autre point d’extrémité dénoté par
w

′

∈ F ∪ BE(Γ(X)). Par conséquent, il existe n ∈ N tel que gn(p) = p. D’autre
part, puisque F ∪ BE(Γ(X)) est g-invariant, alors gn(A) est une composante
connexe de Γ(X)\F ∪ BE(Γ(X)) contenant p. De plus, puisque gn(A) ⊂ A et
A ∩ F ∪ BE(Γ(X) = ∅, donc gn(A) = A et gn(A) = A (par continuité de g).
Alors, nous pouvons trouver que gn({w, w

′

}) ⊂ A∩ (F ∪BE(Γ(X))) = {w, w
′

}
et donc gn({w, w

′

}) ⊂ {w, w
′

}.
Si gn({w,w

′

}) = {w}, alors gn(w) = w, ce qui conduit à une contradiction
le fait que w /∈ P (g). Nous supposons maintenant que gn({w, w

′

}) = {w
′

}. Soit
(vp) une suite de A qui converge vers w. Comme gn(A) = A, il existe alors une
suite (up) de A telle que, pour tout p, gn(up) = vp. Rappelons que A est un
compact, alors (up) admet au moins un point accumulation u ∈ A. La continuité
de g montre que gn(u) = w. Comme F ∪ BE(Γ(X)) et Γ(X)\F ∪ BE(Γ(X))
sont g-invariants, u ∈ (F ∪ BE(Γ(X))) ∩ A qui implique que u ∈ {w,w

′

}. Le
fait que gn({w,w

′

}) = {w
′

} implique que gn(u) = w
′

, ce qui conduit à une
contradiction le fait que w 6= w

′

. Par conséquent, gn({w, w
′

}) = {w, w
′

}. Ainsi,
gn(w) = w et gn(w

′

) = w
′

ou gn(w) = w
′

et gn(w
′

) = w ce qui implique que
g2n(w) = gn(gn(w)) = gn(w

′

) = w, ce qui contredit le fait que w /∈ P (g). Donc
w /∈ P (g), ce qui implique que w ∈ R(g)\P (g). Par [97, Théorème 2.1], nous
avons w ∈ R(g) et puisque Orbf (w) = Orbg(w) alors w ∈ R(f). Finalement,
R(f) = P (f) ∪R(f).

Corollaire 6.1.6. Soit f une application continue de dendrite locale. Si P (f)
est fermé, alors R(f) est aussi.
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La réciproque du Corollaire 6.1.6 n’est pas vrai ( voir [81] pour les applications
des graphes)
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