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Résumé

L’optimisation des turboréacteurs nécessite une excellente maîtrise des phénomènes vibratoires
de la structure complète et notamment des interactions entre les différents organes constitutifs du
moteur. Dans le cas d’une ligne d’arbre, le couplage entre dynamique d’ensemble et dynamique
d’aubages modifie le comportement des roues aubagées, généralement dimensionnées individuelle-
ment. La prise en compte de ce phénomène fait intervenir des modèles de grandes tailles, justifiant
la nécessité de développer des outils numériques spécifiques intégrant une stratégie de résolution
peu coûteuse. Ces échanges énergétiques sont d’autant plus difficiles à prévoir pour une architec-
ture bi-rotor possédant un palier inter-arbre : lors de la mise en équation simultanée des deux
rotors, leur différence de vitesse de rotation génère des coefficients périodiques problématiques,
impliquant une résolution temporelle onéreuse. L’objet principal de ce mémoire de thèse consiste
à développer une nouvelle méthode de projection de l’équation du mouvement d’un bi-rotor
aubagé, dans le but de se ramener à une forme traditionnelle d’équation permettant d’appliquer
les méthodes de résolution fréquentielles classiques. La validation par comparaison avec une
résolution temporelle de référence donne d’excellents résultats sur des modèles éléments finis
simples soumis à des excitations mono- et multi- fréquentielles. Le gain notable en temps de calcul
permet d’exploiter la méthode pour étudier, sur de larges plages de vitesse, la réponse forcée
d’un système caractéristique de deux roues aubagées couplées. Deux phénomènes d’interaction
vibratoire notables sont ainsi mis en évidence, traduisant des échanges énergétiques au travers du
palier inter-arbre. Une détection graphique des zones d’instabilité en fonction des deux vitesses de
rotation est également établie puis validée à l’aide de formulations bi-anneau. Par la suite, la mé-
thode de projection de l’équation du mouvement est étendue à deux problématiques industrielles
actuelles. Dans le cas où une non-linéarité de frottement est présente sur l’une des roues aubagées,
une adaptation de la méthode de résolution non-linéaire par équilibrage harmonique est proposée
afin de traiter la forme d’équation obtenue après projection. L’influence de la nature du couplage
est finalement abordée en remplaçant le palier inter-arbre par un réducteur à engrenages.

Mots clés : turbomachines, roue aubagée, système bi-rotor, couplage, dynamique d’ensemble,
roulement, réducteur à engrenages, équation non-linéaire, frottement.
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Abstract

Turbomachines optimization requires an excellent control of the vibration phenomena of the
whole structure, especially in regards to the interactions between the different parts of the engine.
The coupling between global dynamics and blade dynamics of a shaft line alters the vibration
behavior of the bladed-disks, which are usually designed separately. The study of these phenomena
comes with large sized models which require specific numerical tools with low-cost solving strategy.
These energy exchanges are particularly difficult to predict in the case of a bi-rotor architecture
coupled with a bearing system. When the equations of motion of both structures are written
simultaneously, the rotating speed difference introduces time-periodic coefficients which yield
expensive time resolution. The main purpose of this thesis is to develop a new methodology
for the projection of the equation of motion of a bladed bi-rotor system in order to restore
a regular equation form compatible with classical frequency solving methods. Compared with
time resolution taken as reference, this new approach gives accurate results when applied on
simple finite element models submitted to mono- and multi-frequency excitation forces. This
substantially time-saving method makes it possible to study the forced response of a characteristic
system of two coupled bladed-disks, on a large range of rotation speeds. Two vibratory interaction
phenomena are thus revealed, directly related to the occurrence of energy exchanges through the
inter-shaft bearing. A graphic detection of unstable areas according to both rotation speeds is
established and validated thanks to a double ring model. The proposed projection methodology
of the equation of motion is then extended to consider two current industrial challenges. First,
in the case of friction nonlinearity present on one bladed-disk, the harmonic balance method is
adapted to fit the new form of equation obtained after projection. Finally, the impact of the
coupling mechanism is studied by replacing the bearing with a gearbox.

Keywords : turbomachines, bladed-disk, bi-rotor system, coupling, global dynamics, bearing,
gearbox, nonlinear equation, friction.
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Nomenclature

Abréviations

AFT Alterning Frequency Time

EF Éléments finis

FRF Fonction de réponse en fréquence

HBM Harmonic Balance Method

ddl Degrés de liberté

Notations

•̇ Dérivée temporelle de la grandeur •

•̄ Grandeur • exprimée en base cyclique

•̃ Grandeur • exprimée en base modale

•̂ Grandeur •̃ après projection dans les nouveaux repères

•F Grandeur • spatialement limitée à la zone de fixation du roulement

•h Grandeur • exprimée dans le domaine fréquentiel (coefficients harmoniques)

g,d• Grandeur • en lien avec la base modale à gauche ou la base modale à droite

•1,2 Grandeur • associée au rotor R1 ou R2

⊗ Produit de Kronecker

A Matrice pseudo-raideur du système augmenté

B Matrice pseudo-masse du système augmenté

D Matrice d’amortissement

E Module d’Young

Ep Énergie potentielle des raideurs modélisant le roulement (ou la gearbox)

F Matrice de transformée de Fourier discrète (modélisation cyclique)

F Matrice de transformée de Fourier discrète (procédure d’AFT)

1



2 NOMENCLATURE

G Matrice gyroscopique

H Matrice des fonctions de forme

I Moment d’inertie

In Matrice identité de taille n

K Matrice raideur

Kc Matrice de couplage modélisant la raideur du roulement / de la gearbox

K̃int Sous-matrice de la matrice de couplage modale K̃c

Kmax Valeur du plus grand diamètre existant pour une structure à symétrie cyclique

Kprec Matrice raideur de précharge statique

L Matrice de rigidité dynamique

M Matrice de masse

N Matrice d’assouplissement centrifuge

NA Matrice diagonale par blocs contenant 2Nh + 1 fois la matrice A : NA = I2Nh+1 ⊗A

N Nombre de secteurs ou effort normal

Nh Nombre d’harmoniques temporelles conservées pour la résolution non-linéaire

Ns Nombre de satellites d’une gearbox

P Matrice de projection des deux rotors dans les nouveaux repères

Ph Matrice de projection dans les nouveaux repères exprimée dans le domaine fréquentiel

Pint Matrice de projection à appliquer à K̃int lors de la projection de K̃c selon P

R(θ) Matrice de rotation d’angle θ

R Matrice de transformation combinant une symétrie et une rotation : R = S ·R

R1,2 Repère mobile lié au rotor 1 ou 2

Rf Repère fixe

R Rayon de l’interface de fixation du roulement

S Matrice de symétrie

S Section d’un élément poutre courbe

T Base harmonique temporelle pour la résolution non-linéaire

T Période de la solution associée à la pulsation ω

Tm Base harmonique associée à la fréquence ωmobile

U Vecteur des déplacements en base augmentée

V Matrice contenant les parties réelles et imaginaires des vecteurs propres



NOMENCLATURE 3

W Matrice pseudo-modale réelle du système augmenté construite à partir de V et Ω

ak Coefficients en cosinus pour l’harmonique temporelle k de la solution non-linéaire

bk Coefficients en sinus pour l’harmonique temporelle k de la solution non-linéaire

fext Vecteur des efforts extérieurs

fnl Vecteur des efforts non-linéaires

h Vecteur ligne contenant les cos(mθ) et sin(mθ) des harmoniques spatiales m

j Unité imaginaire telle que j2 = −1

k Nombre de diamètres d’un mode

ka Raideur d’attache permettant de supprimer les modes de corps rigide d’un anneau

` Longueur d’un élément entre deux nœuds du modèle EF

m Ordre d’une harmonique spatiale s’écrivant m = ±k + pN , p ∈ N

nt Nombre d’instants temporels conservés pour l’échantillonnage de la procédure d’AFT

n1,2 Nombre de sillages générés par le stator en amont de la roue 1 ou 2

q Coordonnées modales

u Vecteur des déplacements physiques

y, z Parties réelles et imaginaires des vecteurs propres augmentés Φ = y + jz

Γ Matrice de coefficients des harmoniques spatiales m contenues dans les déformées modales

Γc Matrice réunissant les coefficients harmoniques des deux rotors, nécessaire pour l’expression
de K̃c

Λ Matrice spectrale complexe contenant les valeurs propres λi sur sa diagonale

Φ Matrice des vecteurs propres complexes en base augmentée construite à partir de ϕ et Λ

Ω Matrice pseudo-spectrale réelle contenant les αi et ωi

Ω Matrice contenant les composantes du vecteur vitesse angulaire ω

Ω Vitesse de rotation d’un rotor

∆Ω Différence de vitesse de rotation entre les deux rotors

∇ Opérateur de dérivation (HBM)

∇P Opérateur de dérivation associé à la matrice de projection P

α Largeur angulaire d’un secteur

αi Coefficient d’amortissement modal du mode i

αs Largeur angulaire entre deux nœuds consécutifs de la zone de fixation du roulement

β1,2 Position angulaire dans le repère R1,2

θ Position angulaire dans le repère fixe



4 NOMENCLATURE

κ Densité de raideur du roulement ou matrice raideur d’un satellite de la gearbox

λi Valeur propre du mode complexe i : λi = −αi + jωi

µ Coefficient de frottement

ξi Taux d’amortissement du mode i

ρ Masse volumique

ϕ Matrice des vecteurs propres complexes en base physique

ωi Pulsation propre du mode i

ωmobile Fréquence fondamentale de la solution non-linéaire dans le repère mobile du rotor

ωproj Fréquence fondamentale de la solution non-linéaire dans les nouveaux repères de projection



Introduction

Contexte industriel

Les turboréacteurs font actuellement partie des machines les plus complexes fabriquées,
nécessitant de la part des constructeurs des compétences technologiques de pointe dans des
domaines très variés. La forte compétitivité internationale de ce domaine associée à un contexte
économique et environnemental très exigeant, favorisent une dynamique d’innovation constante
visant à optimiser ces systèmes de propulsion et en accroitre l’efficacité.

D’abord dimensionnés pour répondre à des contraintes aérodynamiques de rendement, les
turboréacteurs font également l’objet de nombreux calculs mécaniques, primordiaux durant les
phases de conception. Il s’agit d’en assurer le bon fonctionnement en évitant des détériorations
coûteuses, tout en garantissant la sécurité des usagers. Plusieurs axes d’optimisation sont ac-
tivement étudiés par les motoristes, parmi lesquels le développement de nouveaux matériaux
innovants adaptés à des contraintes spécifiques ou l’amélioration du rendement aérodynamique
grâce à l’abaissement des marges de fonctionnement. Ce deuxième aspect consiste notamment en
la réduction des jeux fonctionnels entre les pièces fixes et les pièces en mouvement, nécessaires
au bon fonctionnement mécanique mais préjudiciables au rendement aérodynamique. Ce type
d’optimisation impose une excellente maîtrise des phénomènes vibratoires.

Bien que systématiquement validées par de nombreux essais, les nouvelles géométries ne
pourraient être développées sans l’aide d’outils numériques dédiés au dimensionnement de chaque
organe. C’est notamment le cas des roues aubagées constitutives des rotors et pièces maîtresses du
fonctionnement du moteur. Pour ce type d’élément à la fabrication complexe et précise, les essais
et re-fabrications s’avèrent trop coûteux pour constituer le cœur du processus de conception. De
plus, compte tenu des degrés d’optimisation actuels, les géométries les plus performantes sont
souvent trop élaborées pour être imaginées sans l’aide d’outils numériques adaptés.

Enfin, l’optimisation des turboréacteurs peut nécessiter des transformations plus radicales
touchant à l’architecture globale du moteur. L’ajout d’un réducteur à engrenages entre le fan et le
reste de l’arbre basse pression fait notamment l’objet de nombreuses recherches à l’heure actuelle.
L’objectif est d’augmenter le taux de dilution du moteur grâce à un fan de grand diamètre
tournant plus lentement que le reste des roues aubagées. L’utilisation d’un tel système entraine
toutefois une augmentation de la masse et génère de nouvelles sources de vibration à étudier.
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Enjeux de l’étude

Lors du dimensionnement mécanique d’un moteur, les roues aubagées sont dans un premier
temps étudiées séparément, grâce à des modèles fins capables de représenter fidèlement leur
comportement vibratoire. Les différents phénomènes mis en jeu sont alors traités individuellement
puis intégrés dans des modèles de complexité croissante. Cette phase de conception n’est toutefois
pas suffisante pour appréhender le comportement vibratoire de l’ensemble du moteur, les interac-
tions entre ses différents organes étant fortes et nombreuses. Des modèles d’ensemble sont donc
également développés, basés sur des descriptions moins détaillées afin de conserver des temps
de calcul raisonnables. Cependant, ces modèles simplifiés ne sont généralement pas capables de
représenter l’ensemble des phénomènes vibratoires susceptibles d’exister en situation réelle.

C’est notamment le cas des modèles de dynamique d’ensemble utilisés pour simuler la
dynamique de ligne d’arbre, principalement en flexion ou en torsion. Ces modèles ne s’intéressent
pas à la déformation propre des roues aubagées portées par les rotors, qui sont alors modélisées
par des masses et des inerties représentatives de simples disques rigides. Si les interactions entre
dynamique de ligne d’arbre et dynamique d’aubage étaient jusqu’à présent raisonnablement
négligeables, elles le sont de moins en moins sur les versions les plus récentes de turboréacteurs
dont les degrés d’optimisation ont conduit à une forte réduction des jeux en bout d’aube.

Ce phénomène d’interaction est notamment présent sur les architectures bi-rotor constituées
de deux rotors co-axiaux couplés par un palier inter-arbre. Il est ainsi observé expérimentalement
une influence de la dynamique de l’arbre haute pression sur les aubages du rotor basse pression
par l’intermédiaire du palier. Ces interactions sont principalement liées à des déformations de
l’arbre en flexion sous l’influence d’un phénomène de balourd. Il s’agit alors d’une déformation
spatiale d’ordre harmonique 1. Dans le cas d’arbres creux facilement déformables, il est tout à
fait envisageable que des déformations d’ordre plus élevé se transmettent également de part et
d’autre du palier entre les roues aubagées les plus proches de cette zone d’interaction.

Les modèles actuels n’étant pas capables de prendre en compte ces phénomènes de couplage,
il est difficile de prévoir et de maîtriser les niveaux vibratoires pouvant être transmis entre les
deux rotors d’une architecture possédant un palier inter-arbre. Ceci constitue une faiblesse de
cette solution technologique qui est parfois abandonnée au détriment d’une augmentation de la
masse du moteur : chaque rotor est alors maintenu indépendamment en rotation par rapport aux
parties fixes. L’objet de ce mémoire est donc de développer une stratégie adaptée à l’étude des
interactions entre les dynamiques de deux rotors aubagés couplés, afin de mieux comprendre et
maîtriser les phénomènes de couplage vibratoire entre arbres et aubages.

Organisation du mémoire

Ce mémoire s’articule en quatre chapitres. Le Chapitre I est un chapitre d’introduction destiné
à exposer le contexte scientifique et les méthodologies utilisées pour la suite des développements.
Après une brève présentation du fonctionnement des turboréacteurs et de leurs excitations, les
outils de mise en équation spécifiques aux caractéristiques géométriques des roues aubagées
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sont présentés, indispensables pour l’étude vibratoire des rotors. Les spécificités relatives à la
dynamique des structures bi-rotors sont ensuite analysées, aussi bien en ce qui concerne les
motivations de l’étude proposée que les difficultés mathématiques inévitablement rencontrées avec
ce type de système. Les objectifs précis de la suite des développements sont ainsi établis.

Le Chapitre II est dédié à la présentation d’une nouvelle méthode destinée à transformer
l’équation du mouvement du système bi-rotor afin d’obtenir une forme d’équation répondant
aux critères des techniques habituelles de résolution fréquentielle. La mise en équation de cette
méthode est détaillée, en passant par les caractéristiques du système concerné, les hypothèses
retenues et les propriétés de l’équation finale. Une étude numérique préliminaire est ensuite menée
sur une structure simplifiée bi-anneau permettant une première évaluation de la validité de cette
nouvelle méthode.

L’objet du Chapitre III est d’appliquer la méthode développée dans le chapitre précédent
sur une structure bi-rotor non-axisymétrique. Un modèle éléments finis de deux roues aubagées
simplifiées est donc construit. Après une phase de validation, des investigations sont menées quant
au comportement vibratoire de ce système bi-rotor sur plusieurs plages de vitesse de rotation. Les
phénomènes physiques mis en évidence sont ensuite expliqués au travers d’un système bi-anneau
recalé. Une étude de stabilité est notamment proposée.

Enfin, le Chapitre IV est consacré à l’extension de la méthode de projection de l’équation
du mouvement à deux problématiques industrielles actuelles. La première concerne la prise en
compte de non-linéarités de frottement pour l’étude du comportement dynamique d’une roue
aubagée. La méthode de résolution par équilibrage harmonique, généralement utilisée dans ce type
de situation, est adaptée afin de pouvoir traiter la forme de l’équation du mouvement obtenue
après transformation. Des simulations numériques sont menées, appliquées aux deux modèles
éléments finis bi-anneau et bi-rotor développés dans les Chapitres II et III.

Une seconde application est proposée, s’intéressant cette fois-ci à la nature du couplage entre
les deux rotors. Le roulement est alors remplacé par un réducteur appelé gearbox, nécessitant une
nouvelle modélisation du couplage. Après adaptation de la méthode développée à cette nouvelle
modélisation, les modifications engendrées en terme de transfert d’énergie par rapport au cas du
roulement sont étudiées.
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Chapitre I

Dynamique des machines tournantes

L’objet de ce chapitre d’introduction est d’établir le contexte ainsi que les bases théoriques
sur lesquelles reposent les développements proposés dans la suite du mémoire. Après une brève
présentation des turboréacteurs, quelques généralités concernant la mise en équation d’une structure
en rotation sont détaillées. Les notions de « symétrie cyclique » et de modes propres « à droite » et
« à gauche » sont notamment abordées, avant de présenter les difficultés propres aux systèmes bi-
rotors aubagés. À partir des solutions rencontrées dans l’état de l’art, certains choix de modélisation
du bi-rotor sont fixés ainsi que les objectifs de la méthode développée dans le Chapitre II.
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1 Présentation d’un turboréacteur

Un turboréacteur est un système de propulsion principalement utilisé dans le domaine
de l’aviation, aussi bien civile que militaire. Au carrefour de plusieurs disciplines telles que
l’aérodynamique, la mécanique du solide, la thermique ou encore l’électronique, cette structure
complexe est le siège d’une grande diversité de phénomènes physiques dont la compréhension
et la maîtrise sont essentiels pour assurer sécurité et rendement. Si son fonctionnement repose
principalement sur des considérations aérodynamiques, l’étude mécanique de ses différents organes
est indispensable pour en vérifier la résistance dans des conditions de contraintes très variées :
contraintes thermiques, tenue en rotation, balourd, ingestion de corps étranger, ...

1.1 Principe de fonctionnement

Le fonctionnement d’un turboréacteur repose sur le principe d’action-réaction de Newton :
la différence de vitesse du flux d’air entre l’entrée et la sortie du moteur crée une quantité de
mouvement qui entraine le déplacement de l’ensemble moteur/avion. De la famille des machines
tournantes, un turboréacteur est constitué d’une succession de roues aubagées en rotation. On
distingue les parties « compresseur » qui fournissent de l’énergie au fluide en augmentant sa
pression, des parties « turbine » qui récupèrent l’énergie du fluide. L’apport d’énergie se situe au
niveau de la chambre de combustion où un mélange d’air et de kérosène est enflammé.

Figure I.1 – Exemple d’un turboréacteur LEAP R© développé par CFM International, société
commune 50/50 entre Safran Aircraft Engines et GE.

On appelle corps un ensemble compresseur-turbine solidaire d’un même arbre et donc en
rotation à la même vitesse. Un turboréacteur peut être mono-, double- ou triple-corps. L’intérêt
d’une architecture multi-corps et d’autoriser une vitesse de rotation supérieure pour le rotor HP
(Haute Pression) dont les roues aubagées possèdent un diamètre plus faible que celles du rotor BP
(Basse Pression) (cf. Figure I.2). Un meilleur taux de compression est ainsi obtenu, augmentant
la puissance du moteur.

L’architecture d’un turboréacteur peut également se faire en simple ou double flux. La
technologie simple flux est essentiellement utilisée pour les moteurs militaires car elle assure un
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rendement maximum au-delà de Mach 1. Le même chemin est alors suivi par l’ensemble du flux
d’air, traversant les compresseurs, la chambre de combustion et les turbines.

Pour les moteurs civils, une technologie double-flux est généralement privilégiée car plus
économique en carburant et beaucoup moins bruyante. 80% de la poussée du moteur est ainsi
générée par le flux secondaire ou flux froid qui ne traverse pas les différents étages de compression
et de détente.

soufflante
compresseur BP

compresseur HP turbine HP
turbine BP

chambre de
combustion

flux secondaire
flux primaire

entrée d’air

Figure I.2 – Coupe d’un moteur double-corps, double-flux de type CFM56 R©.

Dans cette architecture double-flux, l’entrée de l’air dans le turboréacteur se fait par la
soufflante, premier étage du compresseur basse pression également appelé fan. De bien plus grande
dimension que les roues aubagées suivantes, elle aspire de grandes quantités d’air qui sont ensuite
séparées entre le flux principal (chaud) et le flux secondaire (froid). Dans les moteurs double-flux,
c’est donc la soufflante qui contribue majoritairement à la poussée du moteur en générant le flux
secondaire. Le rôle du flux primaire est alors d’entrainer la soufflante en rotation.

Après le passage de la soufflante, le flux primaire est comprimé et accéléré par la double action
des étages de compression et de la géométrie convergente de la veine. À la sortie du compresseur
haute pression, l’air fortement comprimé est mélangé au kérosène dans la chambre de combustion.
Une flamme permanente enflamme ce mélange, conduisant à une augmentation brutale de la
température et une détente des gaz. Cet apport d’énergie accélère le fluide en direction de la tuyère
où il est mélangé au flux secondaire avant de s’échapper du turboréacteur. Entre la chambre de
combustion et la tuyère, une partie de l’énergie du fluide est récupérée par les turbines assurant
l’entrainement en rotation des compresseurs et de la soufflante en amont de la combustion.

Chaque étage de compression ou de détente est constitué d’une roue mobile et d’un stator
composé de pales fixes (cf. Figure I.3). Dans un étage de compression, le stator est appelé
redresseur et se situe en aval de la roue mobile. Son rôle est de redresser l’écoulement – mis
en rotation par la roue mobile – vers la direction axiale. L’énergie cinétique de la composante
giratoire de vitesse est ainsi transformée en pression statique. À l’inverse, le stator d’un étage de
turbine est situé en amont de la roue mobile et est appelé distributeur. Son rôle est cette fois-ci
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de provoquer la giration de l’écoulement de façon à transformer l’énergie de pression statique
disponible en énergie cinétique. Cette énergie est ensuite récupérée par la roue mobile, alors
entrainée en rotation.

Aubes mobiles Aubes fixes

Vitesse

de l’air

Sens de rotation

Figure I.3 – Vue du dessus d’un étage de compresseur avec alternance d’une roue mobile et d’un
stator.

Le démarrage d’un turboréacteur nécessite l’utilisation d’un moteur électrique d’appoint pour
amorcer la mise en rotation des différents corps ainsi que la combustion. Il permet notamment de
protéger les étages de détente en assurant la circulation de l’air dans les circuits de refroidissement
intégrés. Les températures atteintes à la sortie de la chambre de combustion peuvent en effet
dépasser la température de fusion des matériaux.

1.2 Origine des excitations dans les turboréacteurs

Les excitations observées dans les turboréacteurs sont généralement complexes, d’origines
multiples et souvent difficiles à prédire. Elles conduisent à des phénomènes vibratoires variés,
principaux responsables de l’endommagement et de la ruine des aubages. Les conséquences pour
le moteur vont alors d’une perte significative de rendement à la destruction partielle voire totale.

Ces excitations peuvent être classées en deux grandes catégories. Les excitations d’origine
aérodynamique, générées par l’écoulement du flux d’air dans la veine, sont intrinsèquement liées
au fonctionnement du moteur. Elles constituent la principale source d’excitation des pales. De
nature plus accidentelle, les excitations d’origine mécanique sont quant à elles majoritairement
générées par un événement ponctuel dans le cycle de fonctionnement du moteur.

1.2.1 Excitations d’origine aérodynamique

On distingue deux types d’excitations aérodynamiques : synchrones et asynchrones. Une
excitation est dite synchrone lorsque sa fréquence correspond à une harmonique de la vitesse
de rotation de l’arbre. Ce type d’excitation est généré par la présence d’obstacles dans la veine
d’écoulement de l’air (redresseurs, distributeurs, bras de maintien). Chaque obstacle entraine une
fluctuation du champ de pression dans l’écoulement, appelé sillage. Une pale de roue mobile est
soumise à cette fluctuation une fois par rotation. La fréquence d’excitation de la pale correspond
donc au produit du nombre d’obstacles dans la veine par la vitesse de rotation : il s’agit bien
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d’une excitation synchrone. En subsonique, ces perturbations peuvent remonter la veine et exciter
des aubages en amont de l’obstacle : on parle d’excitation par effet potentiel.

La réponse de la structure à ce type de perturbation est relativement facile à prévoir à l’aide
d’un calcul de réponse forcée. Une aube est susceptible d’entrer en résonance lorsqu’une de ses
fréquences propres croise une harmonique d’excitation [1]. Il est ainsi possible de déterminer,
dès la conception du turboréacteur, les régimes moteurs critiques d’un rotor puis de modifier la
géométrie des aubages en conséquence.

Beaucoup plus difficiles à anticiper, les excitations asynchrones aéroélastiques proviennent des
interactions entre les vibrations des pales et le fluide : la vibration des aubes perturbe l’écoulement
qui génère en conséquence un champ de pression excitant ces mêmes aubages. Ces vibrations
auto-entretenues conduisent à des phénomènes de type flottement [2] très dangereux, pouvant
mener à la ruine de la structure.

À l’heure actuelle, la compréhension des excitations asynchrones constitue un enjeu majeur
pour les constructeurs de turbomachines. Ces phénomènes variés et mal maîtrisés sont en effet
de plus en plus fréquemment rencontrés en raison de la constante diminution des marges de
stabilité pour améliorer le rendement du moteur. Ils sont toutefois difficiles à prendre en compte
au moment de la conception puisque les fréquences d’excitation ne dépendent plus simplement de
la vitesse de rotation du rotor mais d’un phénomène vibratoire des pales. Ils apparaissent donc
généralement au moment des phases d’essais nécessitant alors une reconception coûteuse.

Pour limiter ces phénomènes, une astuce consiste à concevoir des roues aubagées désaccordées :
plusieurs familles de pales de géométries différentes sont présentes sur la roue, de façon à en
casser la symétrie et à ainsi limiter l’installation du phénomène [3, 4].

1.2.2 Excitations d’origine mécanique

La première source d’excitation mécanique, propre au domaine des machines tournantes, est
le phénomène de balourd. Lié à une répartition hétérogène de la masse du rotor autour de son axe
de rotation, il conduit à un déséquilibre statique lorsque le centre de gravité se trouve en dehors
de l’axe de rotation, ou à un déséquilibre dynamique lorsque l’axe de rotation ne correspond pas
l’axe principal d’inertie. Il en découle des excitations harmoniques respectivement de type force
et moment.

Les phénomènes de balourd sont en premier lieu causés par un mauvais centrage des compo-
sants en rotation ou par une hétérogénéité du matériau en raison des imperfections des techniques
de fabrication par usinage ou fonderie. Ces deux problématiques sont toutefois limitées par des
tolérances de fabrication très strictes et un rééquilibrage des pièces par ajout de masselottes ou
usinage. Un balourd peut également apparaitre lors d’une perte d’aube d’un étage de compresseur
ou de turbine suite à un phénomène de fatigue vibratoire ou à l’ingestion d’un corps étranger
(oiseau, glace, ...). Le rotor est alors brusquement déséquilibré, générant des efforts importants
transmis aux paliers. Il s’agit généralement d’excitations mécaniques pseudo-périodiques.

Les phénomènes de contact rotor/stator constituent une seconde source d’excitation méca-
nique fréquemment rencontrée dans les moteurs d’avion. Ils apparaissent lorsque les jeux de
fonctionnement en bout d’aube sont totalement consommés. Ces jeux sont nécessaires au bon
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fonctionnement du turboréacteur afin de permettre l’allongement des aubes sous l’effet des forces
centrifuges ou des gradients thermiques. Ils engendrent toutefois des fuites d’écoulement entre le
carter et la tête des aubages dégradant le rendement du moteur. La réduction de ces jeux conduit
à des contacts répétés entre les bouts d’aube et le carter, à l’origine de phénomènes d’instabilité
vibratoire [5, 6] et d’interactions modales [7]. Parmi les solutions actuellement disponibles, l’utili-
sation d’un matériau à structure mono-cristalline permet de fabriquer des aubages plus résistants
au fluage. Il est également courant de recouvrir certaines portions de la veine de l’écoulement
d’une couche de matériau abradable destinée à adoucir le contact entre les aubes et le carter.

2 Dynamique d’un corps élastique en rotation

En tant que machine tournante, un turboréacteur présente un comportement vibratoire se
rapportant à une branche particulière de la mécanique du solide : la dynamique d’un corps
élastique en rotation. Cette section s’intéresse en particulier à la mise en équation d’un solide
déformable dans son propre repère mobile. Nous verrons en effet dans la section I.4.2 que ce
repère est généralement privilégié pour décrire une structure en rotation. À partir de l’étude de
la cinématique d’une particule associée à une formulation discrétisée du problème, les formes
continues des énergies cinétique et potentielle exprimées dans le repère mobile conduisent à
l’équation matricielle régissant le comportement dynamique de la structure en rotation. Plus de
précisions concernant les développements qui suivent sont données dans l’ouvrage de Gmür [8].

2.1 Cinématique d’une particule d’un système continu

Soit un solide déformable de volume Ω et de frontière ∂Ω représenté Figure I.4 dans sa
configuration non-déformée de référence. La position d’une particule P de ce solide est repérée
par le vecteur x = [X Y Z]T dans le repère fixe inertiel et orthonormé Rf = (O,X,Y,Z).

Y

O X

Z

P
x

Ω

∂Ω

Figure I.4 – Solide déformable dans sa configuration de référence.

Le mouvement de ce solide suivant une trajectoire quelconque est étudié au cours du temps.
Les notations utilisées sont repérées sur la Figure I.5. À l’instant t=0, la particule P , soumise
à un champ de déplacement initial u0(x) est située au point initial P0 dont la position dans le
référentiel inertiel Rf est repérée par le vecteur :

v0(x) = x + u0(x) (I.1)
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À un instant t > 0, la double action du mouvement et de la déformation déplace la particule
au point P1 repéré dans le référentiel Rf par le vecteur y(x, t). Dans le repère orthonormé
Rm = (O1,X1,Y1,Z1) lié au solide, la position de la particule P1 s’écrit :

v(x, t) = x + u(x, t) (I.2)

avec u(x, t) le vecteur déplacement à l’instant t dans le référentiel Rm. Ce champ de déplacement
résulte de la déformation dynamique du corps.

Y = Y1

O X = X1

Z = Z1

Y1

O1

X1
Z1

P0

P1

v0

x

u0

y

v = x+ u

s

t = 0

t > 0

Figure I.5 – Solide déformable dans sa configuration initiale (gauche) puis déformée (droite).

On note qu’à l’instant t = 0, les deux repères Rf et Rm sont confondus. Pour les instants
t > 0, le changement de repère entre Rm et Rf se définit par une translation s(t) de l’origine du
repère et une rotation autour d’un axe quelconque passant par O1. La vitesse angulaire associée
est définie par le vecteur ω(t) = [ω1 ω2 ω3]T dans le repère mobile Rm. Enfin, la matrice de
changement de repère R(t) est constituée des vecteurs de base du repère mobile exprimés dans le
repère fixe. Grâce à ses propriétés d’orthogonalité, cette matrice vérifie la relation RTR = I où I

désigne la matrice identité.
Avec ces notations, le vecteur y(x, t) repérant la position de la particule P1 dans le repère Rf

a pour expression :

y(x, t) = s(t) + R(t)v(x, t) = s(t) + R(t)[x + u(x, t)] (I.3)

En prévision de l’étude dynamique du solide, il est nécessaire de définir la vitesse obtenue par
dérivée temporelle du vecteur y(x, t) :

ẏ(x, t) = ṡ(t) + Ṙ(t)[x + u(x, t)] + R(t)u̇(x, t) (I.4)

La dérivée temporelle de la matrice de rotation s’exprime sous la forme Ṙ(t) = R(t)Ω, avec Ω

une matrice antisymétrique contenant les composantes du vecteur vitesse angulaire ω :

Ω =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 (I.5)



16 CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES MACHINES TOURNANTES

2.2 Formulation des équations du mouvement

La méthode présentée ici pour obtenir les équations du mouvement repose sur le principe
variationnel d’Hamilton exprimant la stationnarité de l’énergie totale du système au cours du
temps :

δ

∫ t2

t1

(T − V) dt+

∫ t2

t1

δ(W −F) dt = 0 (I.6)

Dans cette relation, T désigne l’énergie cinétique du système, V l’énergie potentielle de déformation
et le potentiel des forces conservatives, W le travail des forces extérieures et F le travail des forces
de dissipation. Dans la théorie des vibrations, il est fréquent de travailler avec la différence T − V
notée L et appelée Lagrangien ou Fonction de Lagrange du système. Dans le repère inertiel Rf ,
l’énergie cinétique a pour expression :

T =
1

2

∫

Ω
ρẏTẏ dΩ (I.7)

En remplaçant la vitesse ẏ par son expression (I.4), l’énergie cinétique se réécrit sous une forme
faisant apparaitre les déplacements u exprimés dans le repère mobile Rm :

T =
1

2

∫

Ω
ρu̇Tu̇ dΩ +

∫

Ω
ρu̇TΩu dΩ +

1

2

∫

Ω
ρuTΩTΩu dΩ

+

∫

Ω
ρuTΩT(Rṡ + Ωx) dΩ +

∫

Ω
ρu̇T(Rṡ + Ωx) dΩ

+
1

2

∫

Ω
ρ(ṡTṡ + 2ṡTRΩx + xTΩTΩx) dΩ

(I.8)

Sous l’hypothèse de petites déformations, une relation simple existe entre le tenseur des déforma-
tions ε et le gradient du déplacement de la particule ∇u :

ε = ∇u(x, t) (I.9)

Sous cette condition et en notant C le tenseur d’élasticité linéaire, l’énergie potentielle de
déformation élastique s’exprime :

V =
1

2

∫

Ω
(∇u)TC(∇u) dΩ (I.10)

Le travail des forces volumiques fv et surfaciques fs externes a pour expression :

W =

∫

Ω
uTfv dΩ +

∫

∂Ω
uTfs d(∂Ω) (I.11)

Enfin, dans le cadre d’un amortissement constitutif visqueux, de coefficient η, le travail des forces
de dissipation prend la forme suivante :

F =
1

2

∫

Ω
η(∇u̇)TC(∇u̇) dΩ (I.12)

L’approche utilisée dans ce mémoire pour discrétiser les déplacements de la structure est basée
sur une approximation de Rayleigh-Ritz. Les déplacements continus u sont ainsi décomposés sous
la forme de fonctions de l’espace H(x) cinématiquement admissibles, appelées fonctions de forme,
et de fonctions du temps q(t) appelées coordonnées généralisées qui constituent les nouvelles
inconnues du problème :

u(x, t) ≈ H(x)q(t) (I.13)
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Le principe d’Hamilton tel qu’énoncé équation (I.6) revient alors à vérifier les équations de
Lagrange :

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

+
∂F
∂q̇

=
∂W
∂q

(I.14)

Après substitution des différents termes par leurs expressions données précédemment, les équations
de Lagrange conduisent à l’équation du mouvement matricielle du système, exprimée dans le
repère mobile Rm :

Mq̈ + (D + G)q̇ + (K + N + P)q = f + r (I.15)

avec M la matrice de masse, D la matrice d’amortissement, G la matrice gyroscopique, K

la matrice de raideur, N la matrice d’assouplissement centrifuge, P la matrice d’accélération
angulaire, f le vecteur des excitations extérieures et r le vecteur des excitations indirectes dues au
mouvement du système de coordonnées Rm. Les matrices M, D et K sont symétriques définies
positives, la matrice N est symétrique définie négative et les matrices G et P sont antisymétriques.
Leurs expressions en fonction des fonctions de forme H sont les suivantes :

M =

∫

Ω
ρHTH dΩ

D =

∫

Ω
η(∇H)TC(∇H) dΩ

G =

∫

Ω
2ρHTΩH dΩ

K =

∫

Ω
(∇H)TC(∇H) dΩ

N = −
∫

Ω
ρHTΩTΩH dΩ

P =

∫

Ω
ρHTΩ̇H dΩ

f =

∫

Ω
HTfv dΩ +

∫

∂Ω
HTfs d(∂Ω)

r = −
∫

Ω
ρHT

(
RTs̈ + Ω̇x−ΩTΩx

)
dΩ

(I.16)

Dans la suite de ce mémoire, l’ensemble des études sont réalisées à vitesse de rotation constante,
ce qui conduit à l’annulation de la dérivée Ω̇. D’autre part, le mouvement du repère mobile se
limite à un pur mouvement de rotation. Les origines O et O1 des repères Rf et Rm sont alors
confondues, ce qui conduit à un vecteur de translation s nul. Dans ces conditions, la matrice P

n’apparait plus dans l’équation du mouvement et les excitations r se limitent au terme statique
suivant :

r =

∫

Ω
ρHTΩTΩx dΩ (I.17)

Cet effort est responsable du raidissement centrifuge du système qui apparait lors de sa mise
en rotation. Ce phénomène peut être traduit dans l’équation du mouvement par une raideur de
précharge statique Kprec(ω) directement dépendante de la vitesse de rotation ω.

Dans le cas de l’étude des machines tournantes, la matrice gyroscopique correspond à la prise
en compte des effets de Coriolis. Associés au raidissement et à l’assouplissement centrifuge, ces
effets sont responsables de nombreux phénomènes caractéristiques des rotors.
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3 Modélisation des roues aubagées

Les roues aubagées possèdent de par leur géométrie des propriétés dites de symétrie cyclique.
Ces propriétés s’appliquent aux structures pouvant être partitionnées en un nombre fini de sous-
structures identiques se refermant sur elles-mêmes. Chacune de ces sous-structures est appelée
secteur. Comme représenté Figure I.6, une roue aubagée complète est ainsi obtenue par répétition
de son secteur de référence autour d’un axe de révolution. Cette caractéristique géométrique peut
être mathématiquement exploitée pour interpréter le comportement vibratoire de la structure et
notamment optimiser le calcul des modes propres.

Figure I.6 – Schéma du secteur de référence d’une roue aubagée.

D’autre part, les roues aubagées étant des structures en rotation, la prise en compte ou non
des effets liés à la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement et assouplissement centrifuge) modifie
certaines propriétés de leurs bases modales. Les différents cas pouvant être rencontrés et leurs
conséquences sur la forme des bases modales sont présentés dans cette section.

3.1 Propriétés des structures à symétrie cyclique

Lors de l’étude d’une structure à symétrie cyclique, le principe est de limiter la modélisation
à un unique secteur auquel sont appliquées des conditions limites représentatives du type d’onde
se propageant aux interfaces avec les secteurs adjacents. Il s’agit donc d’une analyse couplant les
deux approches physique et ondulatoire et assurant la description exacte du comportement de la
structure complète. Les développements liés à cette modélisation sont principalement issus des
travaux de Thomas [9], Wildheim [10, 11] ou encore Henry [12].

3.1.1 Définition des composantes cycliques

La structure à symétrie cyclique considérée est composée de N secteurs numérotés de 0 à
N − 1. Ces secteurs sont spatialement déphasés de l’angle α = 2π/N . L’axe de symétrie cyclique
du système est supposé confondu avec son axe de rotation. Le champ de déplacement de la
structure, noté u, est généralement exprimé dans son repère tournant de façon à s’affranchir
d’éventuels termes périodiques temporels. La restriction au secteur j de ce champ de déplacement
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est notée uj , ce qui implique la relation suivante compte tenu des propriétés de périodicité :

uj+N = uj , j = 0, . . . , N − 1 (I.18)

Selon la théorie des groupes introduite par Valid et Ohayon [13], le champ de déplacement associé
au secteur j peut être décrit comme une superposition d’harmoniques spatiales :

uj =
N−1∑

k=0

eijkα ūk0 (I.19)

L’amplitude ūk0 de chacune des fonctions harmoniques k, appelée composante cyclique d’ordre k,
est définie sur le secteur de référence d’indice 0. De nature complexe, elle peut se décomposer en
parties réelle et imaginaire :

ūk0 = ūk,cos
0 + iūk,sin0 (I.20)

L’ensemble des amplitudes harmoniques ūk0 constitue une base appelée base cyclique. Cette base
peut être obtenue à partir des déplacements physiques grâce à la relation :

ūk0 =
1

N

N−1∑

j=0

uj e−ijkα (I.21)

À noter que cette écriture en base cyclique peut également être appliquée aux autres champs du
problème (pression, chargement, contraintes, déformations, ...).

Les relations (I.19) et (I.21) permettant de transiter entre les espaces physiques et cycliques,
correspondent à des transformées de Fourier spatiales discrètes. Des expressions équivalentes
existent dans le domaine des réels. Ainsi, en utilisant la décomposition en parties réelle et
imaginaire (I.20) des composantes cycliques ūk0, les déplacements réels uj ont pour expression :

uj = ū0
0 +

Kmax∑

k=1

(
ūk,cos

0 cos(jkα) + ūk,sin0 sin(jkα)
)

+ (−1)jū
N/2
0 (I.22)

Le dernier terme de cette relation n’est présent que dans le cas où le nombre de secteurs N est
pair. Cette parité conditionne également la valeur du paramètre Kmax :

Kmax =





N

2
− 1 si N est pair

N − 1

2
si N est impair

(I.23)

Les différentes composantes de la base cyclique réelle ont quant à elles pour expression :

ū0
0 =

1

N

N−1∑

j=0

uj

ūk,cos
0 =

2

N

N−1∑

j=0

uj cos(jkα)

ūk,sin0 =
2

N

N−1∑

j=0

uj sin(jkα)

ū
N/2
0 =

1

N

N−1∑

j=0

(−1)juj

(I.24)
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Ici encore, la dernière relation n’existe que lorsque le nombre de secteurs N est pair. Finalement,
le champ de déplacement physique complet de la structure est obtenu en juxtaposant les vecteurs
de déplacement de chacun des secteurs :

u =
[
u0 · · · uj · · · uN−1

]T
(I.25)

De la même façon, la base cyclique complète regroupe l’ensemble des composantes cycliques
exprimées sur le secteur de référence d’indice 0 en formalisme réel :

ū =
[
ū0

0 · · · ūk,cos
0 ūk,sin0 · · · ū

N/2
0

]T
(I.26)

Avec ces notations, la relation (I.22) permettant la reconstruction des déplacements physiques à
partir des composantes modales réelles s’exprime matriciellement par la relation :

u = Fū (I.27)

où F est une matrice de transformée de Fourier discrète, d’expression :

F =




1 1 0 1 · · · 0 1

1 cosα sinα cos 2α · · · sinKmaxα −1

1 cos 2α sin 2α cos 4α · · · sin 2Kmaxα 1
...

...
...

...
...

...
1 cos(N − 1)α sin(N − 1)α cos(N − 1)2α · · · sin(N − 1)Kmaxα −1




(I.28)

La dernière colonne de cette matrice n’existe de nouveau que dans le cas où le nombre de secteurs
N est pair. Cette matrice de transformée de Fourier peut également être exprimée en complexe,
mais le formalisme réel est privilégié dans ce mémoire.

En résumé, l’ensemble des grandeurs physiques d’une structure à symétrie cyclique peuvent
être décrites selon une base cyclique grâce à des composantes cycliques définies sur le secteur
de référence et un indice d’harmonique k. Du point de vue des résultats, cette description est
parfaitement équivalente aux expressions en base physique habituellement rencontrées. Elle s’avère
en revanche bien plus pertinente en ce qui concerne la dimension du problème à résoudre. En effet,
la formulation physique nécessite de considérer simultanément les inconnues de l’ensemble des
secteurs de la roue, ce qui constitue un problème de dimension N . Dans le cas de la description en
base cyclique, les inconnues sont exprimées sur un unique secteur de référence, et ce pour chaque
harmonique spatiale k. Grâce aux propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques,
les expressions associées à chacune de ces harmoniques spatiales sont totalement décorrélées.
Cette représentation revient donc à partitionner le comportement dynamique par type d’onde se
propageant dans la structure. Le problème à résoudre est alors découpé en N sous-problèmes
indépendants.

3.1.2 Formulation d’un problème en base cyclique

En considérant que la structure étudiée est modélisée par la méthode des éléments finis, il
s’agit à présent d’exprimer les matrices structurelles du problème en base cyclique. Pour cela,
la discrétisation doit être la même sur l’ensemble des secteurs de la structure. Le vecteur des
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déplacements discrétisés u s’exprime alors à partir de ses coordonnées cycliques ū et de la matrice
de transformée de Fourier discrète F sous la forme :

u = (F⊗ In)ū (I.29)

Le symbole ⊗ désigne le produit de Kronecker, et la matrice In est la matrice identité de taille n
avec n le nombre de degrés de liberté d’un secteur.

La construction matricielle du problème en base cyclique étant similaire pour l’ensemble des
matrices structurelles, les développements suivants sont présentés pour une matrice A pouvant par
exemple correspondre à la matrice de masse ou de raideur de la structure cyclique. Par analogie
avec la construction (I.25) du vecteur des déplacements physiques u, la matrice A est diagonale
par bloc, constituée de la juxtaposition des sous-matrices associées à chacun des secteurs :

A =




A0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
0 · · · Aj · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 · · · AN−1




(I.30)

Dans le cas d’une structure cyclique, les secteurs sont supposés posséder les mêmes propriétés
mécaniques. Dans ce cas, l’ensemble des sous-matrices Aj sont identiques et peuvent donc
s’exprimer à partir de celle du secteur 0 de référence :

A = (IN ⊗A0) (I.31)

À ce stade des développements, il est important de noter que les secteurs sont encore « disjoints »,
c’est-à-dire qu’ils sont traités indépendants de leurs secteurs adjacents. Les conditions aux limites
permettant de les recoller afin de reconstruire le comportement dynamique de la structure complète
seront introduites dans la section I.3.1.3. Au préalable, la matrice A est exprimée en base cyclique
à l’aide de la transformation de Fourier suivante :

Ā =
(
FT ⊗ In

)(
IN ⊗A0

)(
F⊗ In

)
(I.32)

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques, la projection en
base cyclique de la matrice A conduit également à une matrice diagonale par bloc, chaque bloc
traduisant les propriétés mécaniques associées à l’onde k considérée :

Ā =




Ā0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
0 · · · Āk · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 · · · ĀN/2




(I.33)

Chacun de ces sous-blocs s’exprime très simplement sur le secteur de référence :

Ā0 = ĀN/2 = NA0

Āk =
N

2

(
A0 0

0 A0

)
k = 1, . . . ,Kmax

(I.34)



22 CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES MACHINES TOURNANTES

On retrouve dans la construction (I.33) de la matrice cyclique Ā une décomposition du problème
général en sous-problèmes indépendants relatifs à l’ordre de l’harmonique k considérée. Il est
intéressant de noter que la dimension du sous-problème, de taille n pour les harmoniques 0 et
N/2 lorsqu’elle existe, est doublée pour toutes les autres ondes se propageant dans la structure.
Cette caractéristique sera étudiée dans la section I.3.1.4. Enfin, on remarquera que la matrice de
transformée de Fourier n’intervient plus dans les expressions (I.34) des sous-blocs de la matrice
Ā en base cyclique. Cette dernière s’obtient donc très facilement à partir de la matrice physique
du secteur de référence.

3.1.3 Conditions aux limites cycliques

La dernière étape dans la formulation du problème en base cyclique consiste à prendre en
compte les conditions aux limites assemblant les comportements vibratoires de deux secteurs
adjacents. Il s’agit d’imposer un comportement dynamique commun aux deux surfaces en contact
à l’interface entre deux secteurs. Les notations utilisées concernant les frontières inter-secteur
sont explicitées Figure I.7.

y

z = z1
x

y1

x1

α

α
•
gu0

iu0•

•
du0

Secteur 0

•
du1Sec

teu
r 1

•
guN−1Secteur N-1

Figure I.7 – Notations pour les conditions aux frontières inter-secteur.

Pour chaque secteur, le vecteur des degrés de libertés peut être partitionné en trois groupes :
les ddl de la frontière gauche, les ddl de la frontière droite et les ddl internes au secteur. Dans le
cas du secteur 0, le vecteur obtenu est organisé comme suit :

u0 =
[
gu0

du0
iu0

]
(I.35)

La continuité des grandeurs physiques à l’interface avec ses deux secteurs adjacents s’exprime :

gu0 = du1

du0 = guN−1

(I.36)

En remplaçant les déplacements physiques par leur formulation cyclique (I.19), ces conditions de
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continuité s’expriment en base cyclique pour chaque harmonique k :

gūk0 = dūk0 eikα

dūk0 = gūk0 ei(N−1)kα
(I.37)

Dans cette formulation cyclique, les conditions aux limites (I.37) ne font plus intervenir les
secteurs adjacents mais bien les frontières gauche et droite du secteur de référence. Ces deux
relations étant parfaitement équivalentes compte tenu de la périodicité du système, la première est
suffisante pour assurer la prise en compte de la propagation des ondes aux interfaces inter-secteur.
Ce choix conduit à supprimer les ddl à gauche de la formulation du problème en base cyclique.
Ces mêmes conditions aux limites peuvent être exprimées à l’aide d’un formalisme réel :

• Pour k = 0 :
gū0

0 = dū0
0 (I.38)

• Pour k = 1, . . . ,Kmax :
(
gūk,cos

0
gūk,sin0

)
=

[
cos(kα) sin(kα)

− sin(kα) cos(kα)

](
dūk,cos

0
dūk,sin0

)
(I.39)

• Pour k =
N

2
:

gū
N/2
0 = −dūN/20 (I.40)

L’application de ces conditions aux limites sur les matrices (I.33) des sous-problèmes fournit
finalement les équations du système complet en base cyclique.

3.1.4 Calcul des modes propres en base cyclique

Le problème libre associé à la structure cyclique représentée Figure I.6 et modélisée par la
méthode des éléments finis s’exprime dans le domaine physique par la relation :

Mü + Ku = 0 (I.41)

où M et K sont les matrices de masse et raideur de la structure complète. Ce problème peut être
reformulé en base cyclique en appliquant la transformée de Fourier discrète (I.32) puis en prenant
en compte les conditions aux limites (I.38), (I.39) et (I.40) permettant d’assembler les secteurs.
On obtient alors pour chaque harmonique k un sous-problème indépendant défini sur le secteur
de référence :

M̄k ¨̄uk0 + K̄kūk0 = 0 (I.42)

Dans ces conditions, l’analyse modale d’une structure à symétrie cyclique consiste en la résolution
de Kmax + 1 sous-problèmes aux valeurs propres (λ, Φ̄

k
0) définis sur le secteur de référence :

(
K̄k − λ2M̄k

)
Φ̄
k
0 = 0 (I.43)

En plus d’optimiser les temps de calculs de la base modale complète, cette décomposition en
sous-problèmes permet si besoin de limiter le calcul des modes propres à certaines harmoniques k
en fonction des comportements vibratoires à étudier.
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D’après la relation (I.34), le sous-problème aux valeurs propres est de dimension n pour les
harmoniques k = 0 et k = N/2, conduisant à des solutions dites simples ou non-dégénérées. Dans
le cas des autres harmoniques 1 < k < Kmax, la dimension du problème est doublée ce qui se
traduit par la présence de 2n solutions dégénérées. Chaque fréquence propre est alors associée
à deux vecteurs propres orthogonaux : on parle de modes doubles. Cette notion est perdue dès
que les effets gyroscopiques deviennent non-négligeables. Les deux modes adoptent alors des
évolutions différentes, aussi bien en terme de fréquence qu’en terme de déformée.

À titre d’exemple, la Figure I.8 présente les déformées de deux modes simples et d’un mode
double pour une roue aubagée possédant 60 secteurs. Les modes simples ont été tracés pour les
harmoniques k = 0 et k = N/2. Les pales vibrent alors respectivement en phase ou en opposition
de phase vis-à-vis de leurs voisines immédiates.

(a) Déformées de deux modes simples d’harmoniques k = 0 et k = N/2.

(b) Déformées orthogonales d’un mode double d’harmonique k = 1.

Figure I.8 – Déformées modales de deux modes simples et d’un mode double. Source : [14].

Les deux déformées orthogonales du mode double sont tracées pour un mode d’harmonique
k = 1. Un axe de symétrie est visible dans la déformée de ce mode, appelé diamètre nodal. Cette
caractéristique peut être étendue à l’ensemble des modes doubles, chaque déformée d’harmonique
k présentant k diamètres de symétrie. La notion de modes à diamètres sera régulièrement employée
dans ce mémoire.



3. Modélisation des roues aubagées 25

Les vecteurs propres définis en base physique sur la structure complète sont reconstruits
à partir des vecteurs propres cycliques Φ̄

k
0 en appliquant la relation (I.29). En pratique, cette

reconstruction peut s’opérer séparément pour chaque harmonique k grâce à une décomposition
de la matrice de transformée de Fourier :

Φ =
(
F0 ⊗ In

)
Φ̄

0
0 pour k = 0

Φ =
(
Fk ⊗ In

)(Φ̄
k,cos
0

Φ̄
k,sin
0

)
pour k = 1, . . . ,Kmax

Φ =
(
FN/2 ⊗ In

)
Φ̄
N/2
0 pour k =

N

2

(I.44)

avec : F0 =




1

1

1
...
1



, Fk =




1 0
...

...
cos jkα sin jkα

...
...

cos(N − 1)kα sin(N − 1)kα




et FN/2 =




1

−1

1
...
−1



.

3.2 Propriétés modales des structures en rotation

Les caractéristiques mathématiques et géométriques de la base modale d’une structure possé-
dant des propriétés de symétrie cyclique viennent d’être présentées, notamment en ce qui concerne
la définition des modes à diamètres et la distinction entre modes simples et doubles. Il s’agit à
présent d’établir les particularités de cette base modale en fonction de la prise en compte d’un
amortissement structurel et/ou des effets liés à la vitesse. Les notions de modes à gauche et modes
à droite vont ainsi être introduites.

On considère une structure en rotation décrite par la méthode des éléments finis et possédant
n ddl. Ses matrices de masse, raideur, amortissement, effets gyroscopiques et assouplissement
centrifuge sont respectivement notées M, K, D, G et N. L’équation du mouvement libre associée
a pour expression :

Mü + (G + D)u̇ + (K + N)u = 0 (I.45)

Compte tenu de la présence des termes différentiels de degré 1, ce type d’équation est usuellement
réécrit sous la forme d’un système d’état afin de simplifier l’étude du problème aux valeurs
propres. Les propriétés des bases modales obtenues, notamment en ce qui concerne la relation
entre les modes à gauche et les modes à droite, sont alors dépendantes des propriétés de symétrie
des matrices du système d’état. Dans ces conditions, il est important de noter que les matrices
G et D, associées au même terme différentiel et respectivement antisymétrique et symétrique,
possèdent des propriétés de symétrie contraires. Trois cas distincts sont alors à traiter : le cas
général tournant et amorti, le cas non-amorti où seuls les effets gyroscopiques sont pris en compte,
et enfin le cas amorti négligeant les effets liés à la vitesse. Les développements de cette section
sont principalement issus de l’ouvrage de Gmür [8].
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3.2.1 Cas général

Pour déterminer un système d’état adapté au calcul des bases modales en présence des effets
gyroscopiques, d’un amortissement et de l’assouplissement centrifuge, une première équation
triviale est ajoutée à l’équation du mouvement :

(K + N)u̇ = (K + N)u̇

Mü + (G + D)u̇ + (K + N)u = 0
(I.46)

Le système d’état retenu est alors de dimension 2n :

BU̇−AU = 0 (I.47)

avec

U =

(
u

u̇

)
, A =

[
0 K + N

−(K + N) −(G + D)

]
, B =

[
K + N 0

0 M

]
(I.48)

La matrice A, appelée matrice de pseudo-raideur, ne présente aucune propriété de symétrie alors
que la matrice de pseudo-masse B est symétrique. Il est à noter que si le système ne présente pas
de modes de corps rigide, les matrices K + N et M sont non-singulières. La matrice B l’est donc
également. En écrivant la solution générale du problème de départ (I.45) sous la forme modale
exponentielle u = α eλtϕ, avec λ une valeur propre du système, ϕ le vecteur propre associé et α
une amplitude de référence, la solution du système augmenté a pour expression :

U = α eλt Φ avec Φ =

(
ϕ

λϕ

)
(I.49)

Le vecteur propre augmenté Φ de dimension 2n est constitué d’une moitié de coordonnées en
déplacement correspondant au vecteur propre du système de départ, et d’une autre moitié de
coordonnées en vitesse. Le problème aux valeurs propres généralisé pour le système augmenté
s’écrit alors :

(A− λB)Φ = 0 (I.50)

L’ensemble des valeurs propres satisfaisant ce problème est constitué, pour des systèmes sous-
amortis, de n paires d’éléments complexes conjugués λi = −αi + jωi et λ̄i = −αi − jωi où les
paramètres αi et ωi sont respectivement les coefficients d’amortissement modaux et les pulsations
propres du système. De la même façon, les vecteurs propres s’organisent en n couples de grandeurs
complexes conjuguées Φi et Φ̄i de taille 2n.

Compte tenu de l’absence de propriété de symétrie de la matrice augmentée A, il est également
nécessaire d’étudier les modes propres (µ,Ψ) du système transposé :

(
AT − µBT)Ψ = 0 (I.51)

Il est possible de montrer [8] que les valeurs propres µ de ce second système sont identiques aux
valeurs propres λ du système de départ, et que les vecteurs propres apparaissent également en n
couples de grandeurs conjuguées Ψi et Ψ̄i. Pour caractériser ces vecteurs propres, le vecteur Ψ

associé à la valeur propre λ est séparé en ses moitiés supérieure et inférieure :

Ψ =

(
ψsup

ψinf

)
(I.52)
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En détaillant les matrices A et B dans l’expression (I.51) selon leur définition (I.48), il vient les
deux relations suivantes :

−λ(K + N)Tψsup − (K + N)Tψinf = 0

(K + N)Tψsup −
[
(G + D)T + λMT]ψinf = 0

(I.53)

La matrice K + N étant supposée non singulière, la première relation donne ψinf = −λψsup, soit
en notant ψsup = ψ :

Ψ =

(
ψ

−λψ

)
(I.54)

La construction obtenue est similaire à celle des vecteurs propres Φ à un signe «−» près. D’autre
part, en transposant l’équation (I.51), le problème aux valeurs propres devient :

ΨT (A− λB) = 0 (I.55)

Cette relation rappelle le problème aux valeurs propres (I.50) avec simplement une position diffé-
rente des vecteurs propres par rapport au bloc (A− λB). Ainsi, en raison de leur positionnement
à gauche de ce bloc, les vecteurs propres Ψ sont généralement appelés vecteurs propres à gauche
alors que les vecteurs propres Φ sont appelés vecteurs propres à droite. Ils seront respectivement
notés dans la suite gΦ = Ψ et dΦ = Φ. Les déplacements physiques de la structure peuvent alors
être exprimés indifféremment à partir de ces deux bases duales.

Des propriétés de bi-orthogonalité peuvent être obtenues en utilisant ces deux bases modales [8].
En rangeant les vecteurs propres par paires de vecteurs complexes conjugués :

gΦ =
[gΦ1,

gΦ̄1, . . . ,
gΦn,

gΦ̄n

]

dΦ =
[dΦ1,

dΦ̄1, . . . ,
dΦn,

dΦ̄n

] (I.56)

et en choisissant une norme adaptée par rapport à la matrice B, ces propriétés de bi-orthogonalité
sont les suivantes :

gΦTBdΦ = I2n

gΦTAdΦ = Λ
(I.57)

où Λ = diag(λ1, λ̄1, . . . , λn, λ̄n) est une matrice diagonale appelée matrice spectrale et constituée
des n paires de valeurs propres complexes conjuguées du système étudié.

Ce formalisme complexe, bien que souvent plus compact dans les développements analytiques,
est généralement évité en prévision de l’utilisation d’algorithmes de résolution numérique. Il
est alors nécessaire de mettre en place une formulation réelle, établie ici en utilisant le fait
que les vecteurs propres et valeurs propres apparaissent par couples de complexes conjugués.
L’information, contenue dans leurs parties réelle et imaginaire est alors présente deux fois. Ainsi,
au lieu de conserver chaque couple de vecteurs propres, la base modale réelle à droite est constituée
de l’alternance des parties réelle dy et imaginaire dz de ces couples. La matrice dW obtenue,
appelée matrice pseudo-modale à droite, est également de dimension 2n :

dΦ = [dΦ1,
dΦ̄1, . . . ,

dΦn,
dΦ̄n]

dW = [dy1,
dz1, . . . ,

dyn,
dzn]

avec dΦi = dyi + j dzi (I.58)
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La même procédure est appliquée à la base à gauche en travaillant cette fois-ci avec le conjugué des
vecteurs propres, de façon à obtenir des propriétés d’orthogonalité plus adaptées (cf. Annexe A) :

gΦ = [gΦ1,
gΦ̄1, . . . ,

gΦn,
gΦ̄n]

gW = [gy1,−gz1, . . . ,
gyn,−gzn]

avec gΦi = gyi + j gzi (I.59)

En utilisant ce formalisme réel, les propriétés d’orthogonalité deviennent :

gWTBdW = I2n

gWTAdW = Ω
(I.60)

avec Ω une matrice diagonale par bloc nommée matrice pseudo-spectrale et contenant les pulsations
propres et les coefficients d’amortissement modaux du système :

Ω =




−α1 ω1 0 0

−ω1 −α1 0 0
. . .

0 0 −αn ωn

0 0 −ωn −αn




(I.61)

En notant V la moitié supérieure d’une matrice pseudo-modale W, correspondant aux parties
réelles et imaginaires des vecteurs propres du système de départ (I.45), les matrices dW et gW

se décomposent sous la forme :

dΦ =

(
dϕ

dϕΛ

)
dW =

(
dV

dVΩ

)
gΦ =

(
gϕ

−gϕΛ

)
gW =

(
gV

−gVΩT

)
(I.62)

Comme dans le cas des bases modales complexes, les déplacements physiques de la structure
s’expriment indifféremment à partir des matrices pseudo-modales à gauche ou à droite. Ainsi,
pour les coordonnées modales à gauche et à droite notées gq et dq, un déplacement quelconque
U associé au système augmenté s’écrit des deux façons suivantes :

U = gWgq

U = dWdq
(I.63)

Il est intéressant de noter que les mêmes coordonnées généralisées permettent de reconstruire les
déplacements de la structure physique de départ en ne conservant que la moitié supérieure des
matrices pseudo-modales et du vecteur U :

u = gVgq

u = dVdq
(I.64)

Finalement, en faisant le choix d’écrire les déplacements U sur la base à droite U = dWdq, la
projection de l’équation (I.47) dans la base modale s’écrit :

gWTB dWdq̇− gWTAdWdq = 0 ⇒ dq̇−Ωdq = 0 (I.65)

La forme d’équation ainsi obtenue est très simplifiée et beaucoup plus facile à traiter que l’équation
de départ (I.45). En effet, si les valeurs de la seule matrice du problème dépendent toujours du
système étudié, sa structure est quant à elle invariante, de surcroît diagonale par bloc avec une
organisation bien précise de chaque bloc.
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3.2.2 Cas particulier d’un système tournant non-amorti

En fonction de la forme des matrices augmentées A et B, il peut exister des propriétés
particulières entre les bases modales à gauche et à droite. Pour un système non-amorti, c’est-à-dire
pour lequel la matrice d’amortissement D est nulle, l’antisymétrie de la matrice gyroscopique G

associée à la structure du système d’état retenu (I.47) confèrent à la matrice A des propriétés
d’antisymétrie. La matrice B quant à elle ne change pas et est donc de nouveau symétrique. Le
problème aux valeurs propres à gauche (I.51), permettant d’étudier les modes propres du système
d’état transposé, devient alors :

(−A− λB) gΦ = 0 (I.66)

En l’absence d’amortissement, les valeurs propres sont imaginaires pures ce qui conduit à la
relation λ̄ = −λ. Dans ces conditions, le problème devient :

(
A− λ̄B

) gΦ = 0 (I.67)

Finalement, en tenant compte du fait que les matrices A et B sont réelles, le conjugué de cette
dernière relation conduit à la même forme d’équation que le problème aux valeurs propres à
droite (I.50) :

(A− λB) gΦ̄ = 0 (I.68)

Il existe donc une relation particulière entre les bases modales à gauche et à droite d’un système
tournant non-amorti :

gΦ = dΦ̄ (I.69)

3.2.3 Cas particulier d’un système non-tournant amorti

Dans le cas où les effets gyroscopiques sont nuls, une autre forme de système d’état plus
adaptée permet de construire des matrices augmentées toutes les deux symétriques :

A =

[
0 K

K D

]
, B =

[
K 0

0 −M

]
(I.70)

Dans ce cas, le problème aux valeurs propres à gauche (I.51) s’écrit directement sous la même
forme que le problème aux valeurs propres à droite (I.50) :

(A− λB) gΦ = 0 (I.71)

Une relation d’égalité existe donc entre les bases modales à gauche et à droite d’un système
non-tournant amorti :

gΦ = dΦ (I.72)

3.3 Définition d’un amortissement modal

L’étude de la réponse forcée d’une structure nécessite généralement d’ajouter des termes
d’amortissement aux caractéristiques de rigidité et de masse du modèle. Différentes modélisations
existent pour établir la matrice d’amortissement. L’une des plus classiques consiste à construire
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une matrice d’amortissement « global » appelé amortissement de Rayleigh, constituée d’une
combinaison linéaire des matrices de masse et de raideur :

D = αK + βM (I.73)

Les coefficients α et β sont généralement déterminés expérimentalement à partir des coefficients
d’amortissement ξ de deux modes propres. L’inconvénient de cette solution est que le réglage de
l’amortissement n’est possible que pour une plage de modes limitée. Dans le cas d’une réponse
modale très étalée, il est préférable d’établir un amortissement modal assurant un réglage séparé
pour chaque mode. La construction de la matrice associée en base modale est alors directe :

D̃ =




ξ1ω1 0
. . .

0 ξnωn


 (I.74)

Il peut toutefois être nécessaire de déterminer la matrice d’amortissement en base physique, par
exemple dans le cadre de calculs de validation. Cette transformation est possible à condition
d’avoir accès à l’ensemble des modes propres de la structure. Dans le cas d’un système de grande
dimension pour lequel la base modale est tronquée, une adaptation de la méthode doit être
envisagée.

3.3.1 Cas d’une base modale complète

La méthode proposée consiste à calculer les modes propres de la structure à l’arrêt et sans
amortissement, c’est-à-dire en ne tenant compte que des matrices K et M. Le problème aux
valeurs propres à résoudre est alors de la forme (K − ω2

iM)ϕi = 0 avec ωi une valeur propre
du problème et ϕi le vecteur propre associé, orthonormé par rapport à la matrice de masse. En
notant ξi le taux d’amortissement du mode i, l’objectif est d’établir une matrice d’amortissement
D vérifiant la relation suivante :

ϕTDϕ = [2ξiωi] (I.75)

Il s’agit ici de l’expression de l’amortissement en base modale. Le retour en base physique s’opère
en inversant la matrice des vecteurs propres ϕ, ce qui est possible si la base est complète :

D =
(
ϕ−1

)T
[2ξiωi]ϕ

−1 (I.76)

Les taux d’amortissement modaux ξi peuvent ainsi être réglés séparément.

Dans le cas d’une structure à symétrie cyclique, il est souvent préférable de travailler en
base cyclique de façon à alléger les calculs des modes propres ou les étapes de résolution. Le
passage des vecteurs propres physiques ϕ aux vecteurs cycliques ϕ̄ se fait par l’intermédiaire
d’une matrice de transformée de Fourier discrète notée F : ϕ = Fϕ̄ (cf. section I.3.1). Il en est de
même pour les matrices du problème et notamment celle d’amortissement, dont on détermine
l’expression en base cyclique grâce à la relation : D̄ = FTDF. Ainsi, en remplaçant ϕ par son
expression cyclique dans l’équation (I.76), il vient :

D =
(
F−1

)T (
ϕ̄−1

)T
[2ξiωi] ϕ̄

−1F−1 (I.77)
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Ce qui donne finalement pour l’expression de l’amortissement en base cyclique :

D̄ = FTDF

= FT (F−1
)T (

ϕ̄−1
)T

[2ξiωi] ϕ̄
−1F−1F

=
(
ϕ̄−1

)T
[2ξiωi] ϕ̄

−1

(I.78)

Avec cette approche, l’amortissement peut être réglé séparément pour chaque mode, mais il est
courant d’appliquer un coefficient d’amortissement commun, généralement compris entre 1% et
10%.

3.3.2 Cas d’une base modale tronquée

Lorsque le modèle éléments finis étudié est de grande taille, sa base modale est tronquée aux
modes nécessaires à une représentation fidèle des phénomènes vibratoires à étudier. Dans ce cas,
le passage en base modale entraine une perte d’information qui ne permet plus de reconstruire la
matrice d’amortissement physique aussi facilement. Il n’est en effet plus possible d’inverser la
matrice des vecteurs propres ϕ. D’autres méthodes existent cependant comme des méthodes de
correction sous contrainte. L’approche proposée ici, issue de l’ouvrage de Friswell [15], est une
méthode de correction directe d’une matrice initiale proportionnelle à la matrice de raideur. Elle
se réalise en deux temps.

1. Calcul de la matrice d’amortissement initiale Dinit = αK :
Une première matrice d’amortissement Dinit, proportionnelle à la raideur du système, est
établie pour servir de base à une procédure de correction ultérieure. Pour cela, les n premiers
modes propres (λi,Φi)i=1,...,n de la structure conservative sont calculés à partir des matrices
K et M. Le paramètre de proportionnalité α est ensuite réglé en fonction de l’amortissement
modal ξn

2
souhaité pour le mode numéro n/2 de pulsation propre ωn

2
, de façon à se placer

à peu près au milieu de la bande de fréquence contenant les n premiers modes propres :

ΦT
n
2
DinitΦn

2
= αΦT

n
2
KΦn

2
⇒ 2ξn

2
ωn

2
= αω2

n
2

⇒ α = 2
ξn

2

ωn
2

(I.79)

2. Correction pour obtenir Dcorrigé :
La matrice d’amortissement Dinit ainsi obtenue assure la maîtrise de l’amortissement d’un
seul mode. Elle doit donc être corrigée de façon à régler l’amortissement des autres modes
présents dans la base tronquée. Pour cela, la fonction de coût suivante est employée :

∥∥∥∥D
− 1

2
init (Dcorrigé −Dinit) D

− 1
2

init

∥∥∥∥ (I.80)

avec une norme d’expression :

‖ ‖ =

n∑

i,j=1




n∑

h,k=1

[
D
− 1

2
init

]

ih

(
[Dcorrigé]hk − [Dinit]hk

) [
D
− 1

2
init

]

kj




2

(I.81)

Deux contraintes sont imposées de façon à assurer la symétrie de la matrice finale et à fixer
la valeur d’amortissement de tous les modes indépendamment :

DT
corrigé = Dcorrigé

ΦTDcorrigéΦ = [2ξiωi]i=1,...,n

(I.82)
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L’association de la fonction de coût (I.80) et des contraintes (I.82) conduit finalement à
l’expression de la matrice d’amortissement corrigée Dcorrigé :

Dcorrigé = Dinit + DinitΦD̃−1
[
[2ξiωi]− D̃

]
D̃−1ΦTDinit

avec D̃ = ΦTDinitΦ

La matrice ainsi obtenue respecte la propriété de symétrie imposée et est définie positive. Cette
méthode est applicable aussi bien pour une structure complète que pour un seul secteur d’une
structure à symétrie cyclique.

Dans le cas d’une roue aubagée, l’utilisation de la symétrie cyclique est préférable pour le
calcul des modes propres de la structure dissipative. Toutefois, si des simulations en 360 (i.e. sur la
structure complète) sont nécessaires notamment dans le cadre d’un calcul de validation, les matrices
d’amortissement utilisées doivent être cohérentes de façon à ce que les différentes simulations
soient comparables. Pour cela, la matrice d’amortissement physique D360 est reconstruite à partir
des matrices en base cyclique D̄k, définies pour chaque diamètre k, et de la transformée de Fourier
inverse F−1 permettant de passer du domaine physique au cyclique :

F−1 =
1

N




1 1 1 . . . 1

2 2 cosα 2 cos 2α . . . 2 cos(N − 1)α

0 2 sinα 2 sin 2α . . . 2 sin(N − 1)α

2 2 cos 2α 2 cos 4α . . . 2 cos(N − 1)2α

0 2 sin 2α 2 sin 4α . . . 2 sin(N − 1)2α
...

...
...

...
0 2 sinKmaxα 2 sin 2Kmaxα . . . 2 sin(N − 1)Kmaxα

1 −1 1 . . . −1




avec α =
2π

N

(I.83)
La dernière ligne de cette matrice n’est présente que dans le cas où le nombre de secteurs N est
pair. En inversant la relation (I.32) qui permet d’exprimer une matrice en base cyclique à partir
de son expression physique sur le secteur de référence, il est possible d’établir l’expression de la
matrice d’amortissement physique à partir de sa forme cyclique :

D360 = F−1T
D̄F−1 avec D̄ =




D̄0 0

D̄1

. . .

0 D̄N
2




(I.84)

Il aurait bien sûr été possible de calculer la matrice d’amortissement directement en 360 en
appliquant l’approche par correction présentée au début de cette section. Cependant, la méthode
de correction utilisée nécessite le calcul d’une base modale tronquée. Or rien n’assure que les
modes propres retenus pour un calcul en 360 seront les mêmes que ceux calculés en symétrie
cyclique. Les matrices d’amortissement obtenues ne seraient alors pas comparables et des écarts
pourraient être observés dans les résultats.
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4 Spécificités des structures bi-rotors

Il a été expliqué dans la section I.1.1 que les turboréacteurs possèdent fréquemment deux
rotors coaxiaux dans le but d’augmenter leur puissance. Ces rotors sont maintenus en rotation
par différents paliers, notamment fixés sur le stator. Comme représenté Figure I.9, il est parfois
fait le choix, sur certaines architectures, d’utiliser un palier inter-arbre directement entre les deux
rotors ce qui présente l’avantage d’un gain de poids notable.

Figure I.9 – Coupe schématisée d’un turboréacteur double-corps possédant un palier inter-arbre.
Rotor basse pression ( ), rotor haute pression ( ), paliers ( ), stator ( ).

Ce palier constitue toutefois une liaison mécanique directe entre les deux arbres, permettant
alors un transfert d’énergie entre les différents composants des deux structures en rotation. Les
travaux de Gruin [14] ont ainsi mis en évidence, sur une architecture de ce type, une influence
notable du balourd de l’arbre HP sur le comportement vibratoire des aubages d’une roue de
l’arbre BP.

Dans ces conditions, les études de chaque roue aubagée séparément ainsi que des lignes
d’arbre supportant de simples disques sans aubages ne sont plus suffisantes pour assurer une
bonne compréhension du comportement vibratoire de ces structures bi-rotor. D’autre part, de
par leur architecture, ces structures présentent généralement des excitations multi-fréquentielles
qui peuvent en compliquer l’étude, notamment dans un cadre non-linéaire.

Le début de cette section présente donc les principales difficultés rencontrées lors de l’étude
vibratoire de ce type d’architecture bi-rotor aubagées, en ce qui concerne la nature des excitations
à traiter puis la mise en équation. Les méthodes de modélisation habituellement rencontrées ainsi
que leurs limites respectives sont ensuite répertoriées, posant le cadre et les objectifs de l’étude
proposée dans la suite de ce mémoire.

4.1 Excitations multi-fréquentielles

Une excitation est considérée multi-fréquentielle si son spectre possède au moins deux fré-
quences fondamentales sont non-commensurables, c’est-à-dire que leur quotient n’est pas un
nombre rationnel : f1 et f2 non-commensurables si f1/f2 /∈ Q. Il faut être vigilant à ne pas
confondre le terme « multi-fréquentiel » avec la notion de « multi-harmonique » qui désigne quant
à elle plusieurs harmoniques de la même fréquence fondamentale f : (f, 2f, . . . , nf).

4.1.1 Origine des excitations multi-fréquentielles dans les architectures bi-rotor

Pour illustrer le cas des structures bi-rotor possédant un palier inter-arbre, on se limite à
l’exemple des excitations aérodynamiques synchrones relativement simples à interpréter. Les
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autres sources d’excitations conduisent majoritairement aux mêmes conclusions.

Les excitations aérodynamiques synchrones sont générées par les obstacles présents dans
la veine de l’écoulement, à savoir les aubes des stators. Comme représenté Figure I.10, chaque
obstacle génère un sillage dans l’écoulement qui perturbe le champ de pression appliqué au rotor
en aval du stator.

Figure I.10 – Champ de pression dans l’écoulement après passage d’un étage rotor/stator.
Source : [16].

La distribution circonférentielle de ce type d’excitation est proche d’un créneau, soit une
composition fréquentielle relativement riche. Une représentation fidèle de l’excitation n’étant
pas nécessaire pour une étude préliminaire du système bi-rotor, cette distribution spatiale sera
assimilée à une sinusoïde dans l’ensemble des simulations de ce mémoire.

D’autre part, les stators étant des structures non-tournantes, ces excitations sont fixes dans
le repère fixe. Elles deviennent tournantes lorsqu’on se place dans le repère mobile d’une roue
aubagée en rotation. Ainsi, en aval d’un stator possédant n aubages, une pale fixée sur un rotor
verra n sillages d’excitation durant une rotation complète. La fréquence d’excitation perçue,
dans le repère de la roue mobile, est alors un multiple n de la vitesse de rotation Ω de la roue :
fext = nΩ. Il s’agit bien d’une excitation synchrone.

Dans le cas d’un système bi-rotor, les efforts appliqués à l’un des rotors se transmettent au
second par l’intermédiaire du palier inter-arbre, généralement un roulement. Si on se limite, sur
chaque rotor, aux sillages d’un stator en amont d’une unique roue aubagée (cf. Figure I.11), alors
le système bi-rotor présente deux fréquences d’excitations : f1 = n1Ω1 pour la roue du premier
rotor et f2 = n2Ω2 pour la roue du second. A priori, il n’y a aucune raison pour que les vitesses
de rotation des deux rotors possèdent une propriété de commensurabilité. Il s’agit donc bien
d’une situation d’excitations multi-fréquentielles.

Ω1 Ω2

n1Ω1 n2Ω2

flux
d’air

Figure I.11 – Schéma d’un bi-rotor soumis à deux excitations synchrones générées par les
stators en amont des deux roues aubagées.
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D’autres sources d’excitations multi-fréquentielles sont bien sûr envisageables, que ce soit via
un transfert d’énergie au niveau du palier inter-arbre (par exemple des excitations par balourd)
ou directement dans le spectre d’un effort aérodynamique complexe appliqué à une pale. Dans le
cadre de ce mémoire, les simulations se limiteront toujours à des excitations synchrones.

4.1.2 Conséquences pour une étude non-linéaire

La prise en compte d’une excitation multi-fréquentielle ne pose pas de difficulté particulière
dans le cadre d’une étude linéaire, le principe de superposition permettant de simplement sommer
les réponses forcées obtenues individuellement pour chaque fréquence d’excitation. La situation
se complique lorsque la modélisation comporte des non-linéarités.

Lors de l’étude de la réponse forcée d’une structure, il est notamment possible de rechercher
les solutions périodiques du régime permanent. Les méthodes de résolution dans le domaine
fréquentiel sont alors souvent bien plus adaptées que les méthodes de résolution temporelles.
Parmi les méthodes fréquentielles, la méthode d’équilibrage harmonique, aussi appelée HBM
pour l’anglais Harmonic Balance Method, est usuellement retenue pour les études non-linéaires
appliquées aux turbomachines. Cette méthode, qui sera décrite plus en détail dans le Chapitre IV,
est brièvement présentée ici de façon à comprendre les enjeux d’une résolution multi-fréquentielle.

Dans le cadre d’une excitation mono-fréquentielle de fréquence ω appliquée à un système
non-linéaire, le principe de la HBM est de rechercher une solution périodique x sous la forme d’une
somme d’harmoniques de la fréquence fondamentale d’excitation ω. La solution x se décompose
alors en une série de Fourier :

x(t) =
∑

k∈N
ak cos(kωt) + bk sin(kωt) (I.85)

L’intérêt de cette écriture est de se ramener à de nouvelles inconnues ak et bk indépendantes du
temps. Le calcul d’une somme infinie étant numériquement impossible, la somme est tronquée à
l’harmonique Nh. La dimension du problème à résoudre est alors de taille 2Nh.

D’un point de vue mathématique, il est relativement simple de généraliser la HBM au cas
d’une excitation multi-fréquentielle contenant deux fréquences non-commensurables ω1 et ω2 [17].
Cette généralisation est parfois qualifiée de méthode en hypertemps car elle fait intervenir une
échelle temporelle différente pour chaque fréquence d’excitation impliquée. Dans ce cas, la solution
périodique x se décompose sur les harmoniques de la fréquence ω1, sur celles de la fréquence ω2,
mais également sur toutes les combinaisons linéaires possibles de ces deux fréquences. Ceci se
traduit par la présence d’une double somme dans l’expression harmonique de la solution :

x(t) =
∑

k1∈N

∑

k2∈N
ak1,k2 cos((k1ω1 + k2ω2)t) + bk1,k2 sin((k1ω1 + k2ω2)t) (I.86)

En conservant Nh harmoniques pour chacune des deux fréquences d’excitation, la dimension
du problème à résoudre est alors élevée au carré. Pour une excitation contenant 3 fréquences
non-commensurables, elle est élevée au cube, et ainsi de suite. La taille du système à résoudre
peut donc rapidement exploser, notamment dans le cas de systèmes industriels possédant un
grand nombre de ddl.

Pour contourner cette difficulté, diverses méthodes ont été développées, notamment dans le cas
particulier où seules deux fréquences d’excitations non-commensurables coexistent dans le spectre
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des efforts extérieurs. Dans le domaine de l’électronique, les signaux avec porteuse présentent
deux fréquences très éloignées. Une approche multi-échelle est alors parfaitement adaptée [18]. Ce
type d’approche a été repris pour l’étude de régimes quasi-périodiques par Schilder et al. [19],
puis appliqué dans le cadre des machines tournantes par Laxalde [20] pour l’étude de la stabilité
des solutions périodiques. Ces applications sont toutefois très spécifiques et peu adaptées au cas
du système bi-rotor. Toujours dans le domaine des turbomachines, une seconde approche a été
développée par Zhou et al. [21], spécifiquement pour les régimes quasi-périodiques générés par une
excitation à deux fréquences : la VCHBM pour Variable Coefficient Harmonic Balance Method.
Un formalisme complexe étant préférable pour expliquer cette méthode, la solution périodique
est réécrite comme suit :

x(t) =
∑

k1∈Z

∑

k2∈Z
ck1,k2 ei(k1ω1+k2ω2)t (I.87)

Le principe est de rechercher la solution quasi-périodique sous la forme d’une série de Fourier
dont les coefficients sont également périodiques temporels. Pour cela, les propriétés des fonctions
trigonométriques sont utilisées pour séparer les contributions des deux fréquences d’excitation :

x(t) =
∑

k1∈Z


∑

k2∈Z
ck1,k2 eik2ω2t


 eik1ω1t (I.88)

Il est ainsi possible de définir un nouveau coefficient uk1(ω2, t), dépendant du temps et fonction de
la fréquence ω2, pour se ramener à une écriture classique de la HBM mono-fréquentielle appliquée
à la fréquence ω1 :

x(t) =
∑

k1∈Z
uk1(ω2, t) eik1ω1t avec uk1(ω2, t) =

∑

k2∈Z
ck1,k2 eik2ω2t (I.89)

Deux niveaux de résolution sont ainsi définis, sous la forme d’une « cascade » de bases harmoniques.
La solution est donc obtenue en appliquant deux fois la procédure d’HBM. L’un des intérêts de
cette méthode est de pouvoir s’appliquer dans le cas où l’une des deux fréquences d’excitation est
inconnue. Cette approche serait tout à fait envisageable dans le cas du bi-rotor, à condition de se
limiter à une unique excitation synchrone par rotor.

Enfin, une dernière approche basée sur l’association de la HBM à une transformée de Fourier
quasi-périodique semble prometteuse pour le cas du bi-rotor. Initialement développée dans le do-
maine de l’électronique [22], elle a plus récemment été appliquée dans le domaine de la mécanique
des fluides [23]. Plus générale car permettant de traiter plus de deux fréquences d’excitation, elle
se concentre principalement sur l’étape de transition entre les domaines temporel et fréquentiel.
Cette étape, appelée AFT pour Alterning Frequency Time, est nécessaire pour l’évaluation des
efforts non-linéaires ne pouvant pas être directement exprimés en fréquentiel. À chaque pas
d’itération de la résolution, la solution est calculée pour un échantillon d’instants temporels
sur une période grâce à une transformée de Fourier discrète inverse. Les efforts non-linéaires
sont ensuite évalués en chacun de ces instants, puis exprimés dans le domaine fréquentiel par
une transformée de Fourier directe. Généralement, le pas entre deux instants temporels est pris
uniforme sur tout l’échantillon. Son choix est alors essentiel : un pas de temps trop grand ne permet
pas de correctement détecter l’ensemble du contenu fréquentiel, mais un pas trop faible génère
une augmentation des temps de calcul et de la place mémoire nécessaire. Cette nouvelle approche
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propose d’établir un échantillon temporel non-uniforme de taille minimale adapté aux fréquences
mises en jeu. L’objectif est d’assurer la détection de l’ensemble des phénomènes fréquentiels en
limitant au maximum les temps de calcul de l’étape d’AFT. Si son efficacité est avérée, cette
méthode serait particulièrement intéressante pour l’étude de deux fréquences très éloignées. En
effet, avec un échantillonnage temporel uniforme, la fréquence la plus faible impose une période
de temps importante à couvrir par l’échantillon, alors que la fréquence la plus élevée impose un
pas de temps faible. Il en résulte un échantillon de grande taille entrainant des temps de calculs
élevés. L’utilisation d’un échantillon non-uniforme pourrait limiter ce problème.

Dans le cadre de ce mémoire, la situation multi-fréquentielle ne sera traitée que dans un cas
linéaire. Les développements proposés quant à la mise en équation du système bi-rotor seront bien
testés dans un cadre non-linéaire mais purement mono-fréquentiel. Pour respecter cette condition,
une unique excitation synchrone ainsi qu’un unique effort non-linéaire seront appliqués à la même
roue aubagée. Le second rotor ne pourra donc être excité que par l’intermédiaire du roulement.

Cette restriction donne malgré tout accès à un certain nombre de phénomènes vibratoires du
système bi-rotor. Elle permet en outre de valider les différents développements en situation non-
linéaire, sans nécessiter la mise en place de méthodes de résolution complexes et coûteuses. Celles-ci
pourront faire l’objet de travaux futurs afin d’approfondir la compréhension du comportement
dynamique du système bi-rotor dans un contexte plus général.

4.2 Problématique du repère d’étude

Le choix du repère d’étude d’un système en rotation est primordial pour s’affranchir d’éventuels
coefficients périodiques temporels dans les équations du mouvement. La présence de tels coefficients
ne permet notamment plus d’appliquer les méthodes classiques de calcul des modes propres ou
de résolutions fréquentielles. Ils peuvent donc fortement complexifier l’étude de la dynamique
du système. Si le cas d’une structure seule est relativement simple à traiter, la prise en compte
simultanée de deux structures co-axiales couplées et tournant à des vitesses différentes s’avère
bien plus délicate. Ces deux situations mono- et bi-rotor sont présentées dans cette section.

4.2.1 Choix du repère pour une structure seule en rotation

Le choix du repère d’étude – généralement fixe ou tournant – d’un système en rotation présente
un véritable enjeu dès lors que la structure ne possède pas de caractéristique d’axisymétrie. Il est
ainsi préférable de choisir un repère dans lequel les propriétés d’asymétrie sont fixes de façon à
prévenir l’apparition de coefficients temporels dans les matrices du problème [24]. Ces termes
temporels sont généralement liés à la vitesse de rotation de la structure.

Dans le domaine des machines tournantes, les roues aubagées constituent des structures
non-axisymétriques en raison de la présence d’aubages périodiquement fixés sur la circonférence
du disque. Dans ces conditions, un rotor comportant des roues aubagées est habituellement décrit
dans un repère mobile qui lui est lié (cf. Figure I.12). De cette façon, la structure est fixe et les
matrices structurelles telles que les matrices de masse ou de raideur sont constantes.

À l’inverse, l’étude d’une roue mobile dans le repère fixe entraine l’apparition de termes
temporels dans les matrices structurelles liés au passage périodique des aubages : ces coefficients
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Figure I.12 – Choix du repère mobile pour l’étude d’une roue aubagée tournant à la vitesse Ω.

sont donc proportionnels à la vitesse de rotation de la roue. Pour les mêmes raisons, un stator est
généralement décrit dans le repère fixe.

4.2.2 Cas d’une structure bi-rotor

La situation se complique dans le cas de l’étude couplée de deux rotors aubagés co-axiaux
tournant à des vitesses Ω1 et Ω2 distinctes. Comme expliqué précédemment, il est préférable de
décrire chaque rotor dans son propre repère mobile. Les deux structures sont alors exprimées
dans des repères différents.

Dans ces conditions, la difficulté est localisée au niveau du couplage entre les deux rotors, soit
dans la modélisation du palier inter-arbre. Pour une technologie de type roulement constituée de
deux bagues et de billes (ou rouleaux), chaque bague est fixée sur l’un des rotors. Par conséquent,
le calcul du transfert d’énergie s’opérant entre ces deux bagues par l’intermédiaire des billes
nécessite de tenir compte d’un changement de repère, entre deux repères tournant à des vitesses
différentes autour du même axe (cf. Figure I.13). Il en résulte la génération de termes périodiques
temporels dans l’équation du mouvement du bi-rotor, de fréquence proportionnelle à la différence
de vitesse de rotation des deux bagues du roulement.

Ce constat, déjà problématique en linéaire, l’est également en non-linéaire pour l’application
d’une méthode de résolution de type HBM. En effet, dans le cas d’une excitation synchrone de
chaque rotor, les coefficients périodiques introduisent dans le problème à résoudre la fréquence
supplémentaire Ω2−Ω1, différente des deux fréquences d’excitation Ω1 et Ω2. Dans ces conditions,
rien ne permet d’assurer que le spectre de la réponse correspondra aux seules fréquences et
harmoniques de l’excitation, la fréquence Ω2 − Ω1 des coefficients périodiques pouvant également
être présente.

Aucun des trois principaux repères d’un système bi-rotor, à savoir le repère fixe Rf et les deux
repères mobiles R1 et R2, ne semblent donc parfaitement adaptés pour décrire le comportement
vibratoire de la structure. La stratégie adoptée pour les développements de ce mémoire sera
présentée dans la section I.4.3.2.
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Figure I.13 – Schéma des repères mobiles liés à chaque bague du roulement inter-arbre.

4.3 Solutions usuelles et modélisation retenue

4.3.1 État de l’art pour des structures bi-rotor

L’étude de la dynamique couplée de deux rotors est indispensable pour l’optimisation de la
conception mécanique des turboréacteurs double-corps. Elle nécessite en premier lieu une bonne
compréhension de la dynamique vibratoire d’un rotor seul, qui présente une phénoménologie
caractéristique relativement riche. La bibliographie sur ce sujet étant très vaste, nous pourrons
retenir quelques ouvrages de référence [25, 26, 27, 28]. Les modélisations étudiées s’appliquent
notamment pour des études de ligne d’arbre. Celles-ci recherchent principalement à caractériser
les déformées en flexion ou en torsion de l’arbre, en fonction des positions, masses et inerties des
roues aubagées qu’il supporte ainsi que des positions et caractéristiques de ses paliers [29]. Dans ce
cas, c’est la dynamique d’ensemble du rotor qui est analysée, le comportement des aubages n’étant
pas pris en compte. Chaque roue aubagée est alors modélisée par un simple disque équivalent.

Dans ces conditions, la structure redevient axisymétrique ce qui supprime les difficultés liées
au choix du repère. L’étude d’un système bi-rotor est alors envisageable, aussi bien en linéaire [28]
que dans des configurations plus complexes nécessitant la mise en place d’une résolution HBM. Il
est par exemple possible de tenir compte d’un jeu radial dans le roulement inter-arbre [30] ou de
la présence d’une fissure sur l’un des rotors [31].

Bien que cette modélisation simplifiée des roues fournisse des informations précieuses pour
le dimensionnement de l’arbre, elle ne permet pas d’étudier l’influence d’un couplage bi-rotor
sur la dynamique des aubages. Des résultats d’essais expérimentaux montrent pourtant qu’il
est nécessaire de tenir compte de ces phénomènes dès la conception du moteur. Les travaux de
Gruin [14] se sont ainsi intéressés à l’étude d’une structure bi-rotor dont l’un des disques est
aubagé. Il a alors été mis en évidence, sur une modélisation de turboréacteur possédant un palier
inter-arbre, un phénomène de couplage entre l’excitation par balourd de l’arbre haute pression et
la dynamique vibratoire des aubages de l’arbre basse pression. La méthode développée permet
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notamment de tenir compte des non-linéarités de type jeu radial avec contact au niveau du palier.
Toutefois, le choix du repère est de nouveau facilité puisqu’une seule des roues du modèle, située
sur le rotor basse pression, possède des aubages. L’asymétrie de cette roue impose simplement
d’utiliser le repère mobile lié à l’arbre basse pression pour décrire la dynamique de l’ensemble du
système bi-rotor.

Aucune étude n’a été trouvée concernant la dynamique d’un système bi-rotor possédant des
aubages sur les deux arbres. Certains travaux réalisés dans des configurations voisines peuvent
toutefois s’avérer pertinents pour cette étude. C’est notamment le cas des modélisations multi-
étages nécessaires pour la modélisation d’un module compresseur ou turbine complet. Le rotor
possède alors plusieurs roues aubagées couplées tournant à la même vitesse, mais possédant un
nombre de secteurs différent. Une modélisation par symétrie cyclique classique, assurant une
réduction de la dimension du problème, n’est alors plus directement possible puisque les secteurs
des différentes roues ne sont pas concomitants. Une solution proposée [32, 33], utilisant l’écriture
en symétrie cyclique, consiste à exprimer le couplage inter-étage à partir d’une équation de
compatibilité définie dans une base physique commune aux deux étages adjacents. Les échanges
d’énergie entre les bases cycliques de ces deux étages sont alors limités aux nombres d’onde
équivalents. Bien que ce type de système n’intègre pas les difficultés liées au choix du repère
d’étude et à la création de coefficients périodiques dans l’équation du mouvement, il traite malgré
tout d’une propagation d’onde à l’interface entre deux roues aubagées. Une notion similaire de
compatibilité à l’interface sera retrouvée dans les développements associés au cas du bi-rotor et
présentés dans ce mémoire.

Enfin, dans un autre domaine d’applications, les travaux de Salvat et al. [34] s’avèrent
particulièrement intéressants pour la modélisation d’un système bi-rotor aubagé. Cette étude
s’intéresse au couplage rotor/stator notamment engendré par un palier maintenant l’arbre aubagé
en rotation par rapport au carter. Les auteurs proposent une technique de projection de l’équation
du mouvement écrite en base modale dans un repère en rotation à la vitesse moitié de celle du
rotor. Les coefficients périodiques liés à la rotation de l’arbre, le carter étant fixe, sont ainsi
supprimés. Bien que ce système ne fait intervenir la rotation que d’une unique structure, la
présence de coefficients périodiques dans son équation du mouvement le rend tout à fait pertinent
pour une adaptation au cas d’un bi-rotor.

4.3.2 Stratégie adoptée et principaux objectifs

Compte tenu de l’absence d’alternative efficace dans la littérature, nous avons décidé de
conserver, dans le cadre de l’étude du système bi-rotor aubagé, une description de chaque rotor
dans son propre repère mobile. Comme expliqué dans la section I.4.2.2, il découle de ce choix
la création de coefficients temporels périodiques dans les termes de couplages introduits par la
présence du roulement.

Il pourrait être envisageable de traiter ces termes de couplage comme une excitation non-
linéaire, évaluée par une procédure d’AFT lors d’une résolution de type HBM. Toutefois, ceci
implique une absence totale de couplage entre les deux structures dans la partie linéaire de
l’équation, laissant présager des difficultés de convergence lors de la résolution. De plus, compte
tenu de la lourdeur d’une résolution HBM et de son coût numérique, il est si possible préférable
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de l’éviter, d’autant plus lorsque le système étudié est linéaire.
En se basant sur les travaux de Salvat et al. [34], l’objectif principal est donc de déterminer

une projection de l’équation du mouvement assurant la suppression des coefficients temporels des
termes de couplage, sans en créer par ailleurs dans les matrices structurelles des deux rotors. La
méthode développée doit être adaptée au cas d’une structure industrielle de grande taille ainsi
qu’à une résolution en présence de non-linéarités.

Deux différences principales avec le cas traité par Salvat et al. vont nécessiter des adaptations.
La première concerne le remplacement du carter par un rotor, et donc la prise en compte de deux
vitesses de rotation distinctes. La seconde concerne le champ d’application de la méthode : les
auteurs se limitent dans leur modélisation au premier mode à un diamètre de la roue aubagée et
du carter, ainsi qu’à un mode de suspension modélisant la déformée en flexion de l’arbre. Nous
souhaitons étendre la méthode à la prise en compte de plusieurs modes et de plusieurs diamètres
de chaque structure simultanément.

5 Conclusion

Ce chapitre d’introduction a posé le cadre de l’étude du système bi-rotor aubagé couplé ainsi
que les bases théoriques nécessaires à la compréhension des développements présentés dans la
suite de ce mémoire. Compte tenu des problématiques liées à l’architecture d’un système bi-rotor
avec palier inter-arbre, et suite à l’étude des solutions proposées dans l’état de l’art, plusieurs
choix ont été établis pour la modélisation du système.

Chaque rotor sera décrit dans son propre repère mobile, générant des coefficients temporels
dans les termes de couplage liés à la présence du roulement. Les propriétés de symétrie cyclique
des deux structures seront utilisées pour optimiser le calcul de leurs modes propres. Afin de rester
dans un cadre le plus général possible, les effets liés à la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement
et assouplissement centrifuge) ainsi qu’un amortissement modal seront pris en compte, nécessitant
des dispositions particulières pour le calcul des modes propres.

L’objectif est de déterminer une projection de l’équation du mouvement du bi-rotor assurant
la suppression de l’ensemble des coefficients périodiques temporels. Cette méthode doit être
compatible avec une résolution linéaire mais également non-linéaire de type HBM.

Chaque roue aubagée sera soumise à une excitation de type synchrone, de répartition spatiale
sinusoïdale, fixe dans le repère fixe. Pour simplifier l’étude non-linéaire, le caractère multi-
fréquentiel de l’excitation du bi-rotor ne sera pris en compte que pour les simulations linéaires.
Pour les simulations non-linéaires, les efforts d’excitation et de frottement ne seront appliqués
qu’à l’une des deux roues aubagées, de façon à rester dans le cadre d’une résolution par HBM
mono-fréquentielle.
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Chapitre II

Mise en équation d’un bi-rotor aubagé
linéaire

Ce chapitre présente une nouvelle méthode de projection de l’équation du mouvement d’un
système bi-rotor aubagé assurant la suppression des termes temporels liés à la différence de
vitesse des deux structures. Basée sur une projection dans de nouveaux repères, établie grâce à
l’analyse des déformées modales de chaque rotor au niveau du roulement, elle permet d’obtenir
une équation à coefficients constants pour laquelle la résolution fréquentielle dans un cadre linéaire
est immédiate. Cette méthode est validée dans le cadre d’un modèle éléments finis d’anneaux,
dont le faible nombre de ddl et la simplicité assurent des temps de calculs raisonnables et une
compréhension facilitée des phénomènes.
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1 Présentation du système étudié

1.1 Modélisation des rotors et du roulement

Le système étudié, représenté Figure II.1, est constitué de deux roues aubagées couplées par un
roulement et tournant aux vitesses constantes Ω1 et Ω2 distinctes. Il s’agit d’un modèle simplifié
n’incluant pas les effets de dynamique de ligne d’arbre. Contrairement aux modélisations souvent
rencontrées dans la littérature, assimilant une roue aubagée à un simple disque, les aubages sont
ici pris en compte ce qui confère des propriétés de symétrie cyclique aux deux rotors. Les repères
R1 et R2 sont les repères mobiles associés à chacune des deux roues et le repère Rf est un repère
fixe.

Rotor
R1

Rotor
R2

(a) Schéma simplifié du système bi-rotor
aubagé

Rf

R2

R1

u1

u2

Ω1t Ω2t

θ

β1
β2

(b) Modélisation du roulement

Figure II.1 – Système bi-rotor étudié

Différentes modélisations de roulement sont proposées dans la littérature. Le modèle le plus
ancien et le plus simple consiste à ne prendre en compte que deux degrés de liberté en déplacement
dans le plan transverse à l’arbre supporté par le roulement. Il s’agit d’une modélisation sous la
forme de deux raideurs, généralement dans les directions « verticale » et « horizontale », pouvant
être de valeurs différentes notamment lorsque l’effet de la pesanteur est non-négligeable. Ce
modèle peut être complexifié pour tenir compte des jeux dans les roulements [35] ou de l’influence
des corps roulants provenant d’une raideur de roulement non-uniforme selon sa circonférence [36].
Ce type de modélisation est classiquement utilisée pour les études de réponses à balourd d’un
rotor [37], notamment nécessaires dans le domaine des turbomachines. Des modèles plus complexes
à 5 ddl [38] permettent la prise en compte des efforts transmis axialement par le roulement ainsi
que des deux rotations autours des axes orthogonaux à l’axe de rotation. Leur relative complexité
les rend toutefois difficilement applicables pour des études de rotors à grand nombre de ddl. Dans
le cas d’un roulement à rouleaux pour lequel aucun effort axial n’est transmis, une modélisation
à 4 ddl peut être envisagée. Ce type de modèle a notamment été utilisé par Guskov [30] pour
simuler un palier inter-arbre. Enfin, des modèles plus complexes de roulements à billes ont pu être
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développés pour certaines applications précises. Tadina et Boltežar [39] ont par exemple proposé
un modèle couplant une modélisation 2 ddl de la bague intérieure avec une description éléments
finis de la bague extérieure, destiné à étudier les déformations radiales de la bague extérieure
pendant les phases de montée en régime.

Dans le cadre de ce mémoire, le palier inter-arbre du bi-rotor est décrit sur le principe de
la méthode proposée par Salvat et al. [34]. La dynamique des billes est ainsi modélisée par
un continuum de raideurs constantes sur toute la circonférence du roulement. Une éventuelle
dissymétrie dans la raideur du roulement, notamment liée au poids du rotor central, ne peut donc
pas être représentée par ce modèle. Les raideurs sont modélisées dans les trois directions de façon
à permettre une transmission de vibrations la plus générale possible. Leur densité de raideur est
notée κ :

κ =



κx 0 0

0 κy 0

0 0 κz


 (II.1)

La composante orthoradiale κy est généralement nulle puisqu’il s’agit de la direction de déplacement
des billes ou des rouleaux. Les composantes radiale κx et axiale κz dépendent de la configuration
étudiée. Les bagues du roulement, dont les déformations sont supposées retranscrire fidèlement
les déformées de chacun des deux arbres, ne sont pas physiquement présentes car confondues
avec l’arbre sur lequel elles sont fixées. Sur chaque rotor, les raideurs sont ainsi placées suivant
une ligne circulaire représentant la trajectoire des points de contact des billes. Dans la suite,
ces cercles seront nommés frontière ou zone de fixation du roulement. L’intérêt de cette
modélisation « continue » du couplage entre les deux rotors est d’assurer une bonne transmission
des ondes à l’interface entre les deux structures, sans risque de filtrage. Tous les nombres d’onde
k peuvent ainsi être traités.

1.2 Équation du mouvement du système bi-rotor

Les deux roues aubagées sont modélisées par la méthode des éléments finis. Pour une roue
donnée, on note respectivement M, K, D, G et N ses matrices masse, raideur, amortissement,
gyroscopique et assouplissement centrifuge exprimées dans son repère mobile, et u ses déplacements
physiques. Les termes d’accélération centrifuge ne sont pas pris en compte car le mouvement
étudié est supposé être de rotation uniforme. L’équation du mouvement associée à la structure
couplée s’écrit :
[
M1 0

0 M2

](
ü1

ü2

)
+

[
D1+G1 0

0 D2+G2

](
u̇1

u̇2

)
+

([
K1+N1 0

0 K2+N2

]
+

[
Kc1,1 Kc1,2

Kc2,1 Kc2,2

])(
u1

u2

)
=

(
fext,1

fext,2

)

(II.2)
où les indices •1 et •2 désignent respectivement les rotors R1 et R2. La matrice de raideur de
couplage Kc découle de l’énergie de déformation du roulement et assure mathématiquement le
couplage dynamique des deux structures au travers des termes extra-diagonaux Kc1,2 et Kc2,1.
De plus, les deux roues aubagées étant décrites dans des repères mobiles différents, ces termes
extra-diagonaux possèdent des coefficients périodiques temporels provenant du passage d’un repère
mobile à l’autre. L’objectif est donc de déterminer une projection de cette équation annulant les
termes temporels de la matrice Kc sans en créer par ailleurs dans les autres matrices du problème.
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Pour cela, il est particulièrement intéressant de travailler en base modale. En effet, si la
matrice de couplage est projetée de façon à en supprimer les termes temporels, la même projection
devra être appliquée au reste de l’équation. En base physique, les matrices M, K, D, G et N

dépendent de la structure et possèdent donc une forme assez quelconque. Il est alors relativement
difficile d’établir dans un cadre général si leur projection engendrera ou non de nouveaux termes
temporels. En revanche, en travaillant en système d’état, ces matrices prennent en base modale
des formes connues et relativement simples qui faciliteront l’étude de la projection en permettant
notamment de s’assurer qu’aucun nouveau terme temporel n’est introduit.

La procédure permettant d’établir une projection adaptée de l’équation du mouvement est
présentée dans la suite. Elle est constituée de deux étapes principales : l’étude de chaque roue
aubagée séparément, incluant certaines transformations de leurs deux bases modales en prévision
des besoins ultérieurs, puis la construction de la matrice de couplage exprimée dans ces deux
bases modales et conduisant au choix d’une projection adaptée. Les différentes étapes de cette
procédures sont résumées dans un diagramme en Annexe B. Il pourra être utile de s’y référer
régulièrement afin de suivre le fil des développements.

2 Construction du modèle pour une roue aubagée isolée

Dans un premier temps, une unique roue aubagée est étudiée en configuration libre et sans
couplage. Décrite par la méthode des éléments finis, elle possède n ddl. Il est supposé que les
dispositions nécessaires à la suppression d’éventuels modes de corps rigide ont été prises. Son
équation du mouvement en base physique dans son propre repère mobile s’écrit :

Mü + (G + D)u̇ + (K + N)u = 0 (II.3)

Comme expliqué dans la section I.3.2.1, l’écriture en système d’état de cette relation, rappelée
ci-dessous, constitue l’une des solutions permettant d’en calculer les modes propres :

BU̇−AU = 0 (II.4)

avec U =

(
u

u̇

)
, A =

[
0 K + N

−(K + N) −(G + D)

]
, B =

[
K + N 0

0 M

]
(II.5)

On rappelle également la relation entre les modes propres à gauche et à droite du système (II.3)
de départ, notés gV et dV, et les modes propres du système augmenté (II.4), notés gW et dW :

dW =

(
dV

dVΩ

)
gW =

(
gV

−gVΩT

)
(II.6)

Il s’agit ici des modes propres réels permettant de s’affranchir des notations complexes. La matrice
Ω est une matrice diagonale par blocs, appelée matrice pseudo-spectrale et contenant les valeurs
propres du système augmenté. Ainsi, en notant dq les coordonnées modales à droite associées aux
vecteurs propres dW, l’équation du mouvement (II.4) s’exprime en base modale sous la forme :

dq̇−Ωdq = 0 (II.7)

Cette écriture présente l’intérêt de faire intervenir uniquement la matrice Ω dont la structure est
invariante, quelle que soit la géométrie de la roue aubagée étudiée. Ainsi, l’étude de l’influence d’une
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projection de cette équation, notamment en ce qui concerne la possible création de coefficients
périodiques temporels, sera valable quel que soit le système d’étude.

La validité de la relation (II.7) est toutefois conditionnée par l’orthonormalisation des bases
gW et dW. D’autre part, certaines propriétés dans la structure de ces deux bases sont nécessaires
pour assurer le bon déroulement des futures projections. Les transformations relatives à ces
conditions sont présentées dans la suite.

2.1 Transformations des bases modales

Les développements de cette section utilisent la forme complexe des bases modales telles
qu’elles sont obtenues par le solveur utilisé, notées gΦ et dΦ. Le lien entre les vecteurs propres
complexes du système de départ et ceux du système augmenté, explicité section I.3.2.1, est rappelé
ici :

dΦ =

(
dϕ

dϕΛ

)
gΦ =

(
gϕ

−gϕΛ

)
(II.8)

Une fois que les post-traitements nécessaires à la suite des développements sont appliqués, le
retour à la formulation réelle des vecteurs propres gW et dW s’opère en supprimant les modes
complexes conjugués des matrices modales gΦ et dΦ puis en séparant leurs parties réelles et
imaginaires comme expliqué section I.3.2.1.

2.1.1 Orthonormalisation simultanée des bases modales à gauche et à droite

L’écriture en base modale de l’équation du mouvement sous la forme de la relation (II.7)
nécessite que les deux bases duales vérifient des propriétés d’orthogonalité vis-à-vis de la matrice
de pseudo-masse B, ainsi qu’une normalisation adaptée :

gΦTB dΦ = I2n (II.9)

Bien que cette propriété d’orthogonalité existe [8], elle n’est pas toujours immédiate, les vecteurs
propres étant définis à un coefficient près (cas des modes simples) ou à une combinaison linéaire
près (cas des modes doubles). Lorsque la seule base à droite est calculée, cette propriété est
respectée d’emblée pour les modes simples par la plupart des solveurs, mais n’est souvent plus
vérifiée dès qu’il s’agit de modes doubles. Lorsque les deux bases duales sont nécessaires, les
solveurs proposent généralement une option permettant de les calculer simultanément. Toutefois,
la structure du système d’équations utilisé ainsi que la définition de l’orthogonalisation ne sont
pas uniques et il est souvent difficile d’en obtenir les expressions.

Dans notre cas où la structure des vecteurs propres doit être maîtrisée, il est donc préférable
de calculer séparément les bases à gauche et à droite en utilisant les relations (I.50) et (I.51).
Dans ce cas, les deux bases obtenues ne sont a priori pas orthogonales entre elles ce qui nécessite
de mettre en place une procédure d’orthogonalisation.

La propriété d’orthogonalité recherchée (II.9) fait intervenir deux bases simultanément ce
qui n’est pas habituel dans les procédures d’orthogonalisation classiques comme par exemple
dans la méthode de Gram-Schmidt [40]. Une adaptation de cette méthode est donc proposée
ici, s’appuyant sur le même principe de construction vecteur par vecteur de la nouvelle base
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orthogonale, mais en traitant simultanément à chaque étape le vecteur à gauche et le vecteur à
droite associés à la même valeur propre.

Le produit scalaire utilisé est défini à partir de la matrice B symétrique et définie positive :
pour deux vecteurs u et v, 〈u,v〉 = uTBv.

Procédure d’orthogonalisation
On note dχ et gχ les nouvelles bases à droite et à gauche construites à partir des deux bases
initiales dΦ et gΦ et orthogonalisées suivant le produit scalaire défini ci-dessus. Le premier vecteur
de chaque base est conservé :

dχ1 = dΦ1

gχ1 = gΦ1

(II.10)

Une projection sur le premier vecteur de chacune des deux bases est ensuite soustrait au couple
de vecteurs suivant :

dχ2 = dΦ2 −
〈gχ1,

dΦ2〉
〈gχ1,

dχ1〉
dχ1

gχ2 = gΦ2 −
〈dχ1,

gΦ2〉
〈dχ1,

gχ1〉
gχ1

(II.11)

Et ainsi de suite pour l’ensemble des vecteurs des deux bases :

dχn = dΦn −
n−1∑

i=1

〈gχi, dΦn〉
〈gχi, dχi〉

dχi

gχn = gΦn −
n−1∑

i=1

〈dχi, gΦn〉
〈dχi, gχi〉

gχi

(II.12)

Procédure de normalisation
Une fois les deux bases orthogonales construites, il reste à les normaliser. En pratique, agir sur la
norme d’une seule des deux bases est suffisant pour obtenir la normalisation de la relation (II.9).
Par exemple en travaillant avec la base à droite, les nouvelles bases orthonormalisées dχ′ et gχ′

s’obtiennent par les relations :

dχ′n =
dχn

〈dχn, gχn〉
gχ′n = gχn

(II.13)

Les bases modales dχ′ et gχ′ ainsi obtenues sont orthonormalisées par rapport à la matrice B.
Pour éviter la multiplicité de notations, ces bases sont de nouveaux notées dΦ et gΦ dans la suite,
bien qu’il s’agisse à présent des deux bases orthonormées.

2.1.2 Combinaison linéaire des vecteurs d’un mode double

Les structures à symétrie cyclique, telles que les roues aubagées, ont la particularité de posséder
des modes doubles dans le cas où les effets gyroscopiques sont négligeables (cf. section I.3.1). Il
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est possible de montrer [41] une relation intéressante entre les coefficients en cosinus et en sinus
(cf. relation (I.22)) des deux vecteurs d’un mode double exprimés en base cyclique :

Φ1 =

(
Φc

Φs

)
Φ2 = ±

(
−Φs

Φc

)
(II.14)

Il sera montré dans la section II.3.2.1 que cette structure particulière est requise pour le bon
déroulement de l’étape de projection assurant la suppression des coefficients périodiques de la
matrice de couplage. Toutefois, les vecteurs d’un mode double étant définis à une combinaison
linéaire près, cette structure n’est pas nécessairement obtenue immédiatement lors du calcul des
bases modales. Une seconde étape de post-traitement des deux bases doit donc être effectuée
en prenant soin de ne pas perdre les propriétés d’orthogonalité obtenues lors de la procédure
d’orthonormalisation de la section II.2.1.1.

La méthode proposée consiste à définir une combinaison linéaire des deux vecteurs d’un mode
double respectant les propriétés d’orthogonalité (II.9) de façon à obtenir deux nouveaux vecteurs
possédant la structure particulière de la relation (II.14). Puisque les propriétés d’orthogonalité
impliquent à la fois les vecteurs propres à gauche et à droite, les combinaisons linéaires de ces
deux bases duales doivent être établies simultanément.

Mathématiquement, on travaille avec le quadruplet de vecteurs propres d’un mode double
dΦ1, dΦ2, gΦ1 et gΦ2, exprimé en base cyclique, dont la structure est pour l’instant quelconque :

dΦ1 =

(
C1

S1

)
dΦ2 =

(
C2

S2

)
gΦ1 =

(
C3

S3

)
gΦ2 =

(
C4

S4

)
(II.15)

L’objectif est d’établir des combinaisons linéaires de ces vecteurs :

dχ1 = adΦ1 + bdΦ2

dχ2 = cdΦ1 + ddΦ2

gχ1 = αgΦ1 + βgΦ2

gχ2 = γgΦ1 + δgΦ2

avec a, b, c, d, α, β, γ, δ ∈ C (II.16)

telles que les nouveaux vecteurs dχ1, dχ2, gχ1 et gχ2 vérifient les deux conditions suivantes :

• Propriété d’orthogonalité :

gχT
i Bdχj = gχ̄T

i Bdχ̄j = δij (II.17)

avec δij le symbole de Kronecker. En développant ces égalités sachant que les vecteurs
propres de départ vérifient cette même propriété d’orthogonalité, il vient la relation suivante
entre les huit coefficients à déterminer :

αa+ βb = 1

γc+ δd = 1

αc+ βd = 0

γa+ δb = 0

(II.18)

soit en imposant αδ − βγ 6= 0 :

a =
δ

αδ − βγ b =
−γ

αδ − βγ c =
−β

αδ − βγ d =
α

αδ − βγ (II.19)
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• Relations entre les deux vecteurs d’un mode double : il s’agit ici d’imposer la
structure particulière définie équation (II.14) aux vecteurs propres à droite et à gauche :

dχ1 =

(
dχc
dχs

)
dχ2 =

(
−dχs
dχc

)
gχ1 =

(
gχc
gχs

)
gχ2 =

(
−gχs
gχc

)
(II.20)

D’après la structure des vecteurs propres de départ (II.15) et l’équation (II.16), il est possible
d’écrire la relation suivante :

dχ1 =

(
aC1 + bC2

aS1 + bS2

)
dχ2 =

(
cC1 + dC2

cS1 + dS2

)

gχ1 =

(
αC3 + βC4

αS3 + βS4

)
gχ2 =

(
αC3 + δC4

αS3 + δS4

) (II.21)

Finalement, la combinaison des relations (II.20) et (II.21) fournit le système :

aC1 + bC2 = cS1 + dS2

aS1 + bS2 = −cC1 − dC2

αC3 + βC1 = γS3 + δS4

αS3 + βS4 = −γC3 − δC4

(II.22)

En remplaçant dans les relations (II.22) les coefficients a, b, c et d par leurs expressions (II.19)
en fonction de α, β, γ et δ, le système à résoudre se réécrit sous la forme matricielle suivante :




−S2 S1 −C2 C1

C2 −C1 −S2 S1

C3 C4 −S3 −S4

S3 S4 C3 C4







α

β

γ

δ




=




0

0

0

0




(II.23)

Ce système admet une infinité de solutions ce qui signifie que plusieurs combinaisons linéaires
des vecteurs de départ existent pour satisfaire aux deux conditions imposées. Pour établir une
solution, le paramètre α = 1 est arbitrairement fixé, permettant d’obtenir le nouveau système à
résoudre : 


−C1 −S2 S1

C4 −S3 −S4

S4 C3 C4






β

γ

δ


 = −




C2

C3

S3


 (II.24)

Il est important de noter que les grandeurs Ci et Si sont des vecteurs. Par conséquent les mêmes
coefficients a, b, c, d, α, β, γ et δ doivent être obtenus quelle que soit la composante considérée
dans ces vecteurs. Il s’agit bien sûr de travailler avec la même composante pour les quatre vecteurs
associés : (C1,C2,S1,S2) ou (C3,C4,S3,S4). Afin d’obtenir de meilleurs résultats, la composante
dont la valeur absolue est à la fois maximale pour l’un des vecteurs et non nulle pour les autres
est sélectionnée.

Les valeurs ainsi choisies dans les vecteurs sont notées Ci et Si. Finalement, la résolution du
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système (II.24) en calcul symbolique fournit les relations finales :

α = 1

β = −C
2
3S1 + S1S

2
3 + C2C3S4 − C2C4S3 + C3C4S2 + S2S3S4

D

γ =
C2C

2
4 + C2S

2
4 + C1C3C4 + C1S3S4 + C3S1S4 − C4S1S3

D

δ = −C1C
2
3 + C1S

2
3 + C2C3C4 + C2S3S4 − C3S2S4 + C4S2S3

D

D = C2
4S2 + S2S

2
4 − C1C3S4 + C1C4S3 + C3C4S3 + C3C4S1 + S1S3S4

(II.25)

En résumé, cette procédure permet de définir les coefficients α, β, γ, δ, puis a, b, c, d nécessaires à la
recombinaison des vecteurs d’un mode double et permettant de respecter l’organisation particulière
de la relation (II.14). Ces nouveaux vecteurs vérifient toujours les propriétés d’orthonormalisation
obtenues section II.2.1.1.

2.2 Décomposition des déformées modales en harmoniques spatiales au ni-
veau du roulement

Dans cette partie, les bases non-augmentées (cf. section I.3.2.1) complexes dϕ et gϕ ou réelles
dV et gV sont alternativement utilisées. Certaines démonstrations sont en effet plus efficaces
en complexe, mais les résultats finaux devront toujours être présentés en réel, les bases réelles
ayant été choisies pour écrire l’équation du mouvement (II.7). D’autre part, les développements
proposés étant similaires pour les bases à droite et à gauche, les exposants d• et g• seront omis.

Dans le modèle étudié, la transmission d’énergie entre les deux rotors s’effectue intégralement
par l’intermédiaire du roulement et fait donc intervenir, sur chaque roue, une zone très restreinte
modélisée par une simple ligne circulaire. Dès lors, la maîtrise du comportement vibratoire de
cette zone apparait primordiale pour la compréhension des transferts d’énergie entre les deux
structures.

Puisqu’il a été fait le choix d’écrire l’équation du mouvement en base modale, il s’agit dans
cette section de caractériser au mieux les vecteurs propres dans la zone de fixation du roulement.
On cherche en particulier à décomposer ces vecteurs, limités aux ddl de la zone d’intérêt, sur une
base spatiale connue et compatible avec la dynamique de la structure. Il sera ainsi plus facile
d’appréhender les déformées de chaque mode et de comprendre leurs rôles respectifs dans la
transmission d’énergie. Dans la suite, l’exposant •F est utilisé pour indiquer que les vecteurs
ou matrices concernées se limitent aux ddl de la frontière de fixation du roulement, supposée
circulaire et régulièrement maillée.

La base modale utilisée pour écrire l’équation du mouvement (II.7) étant la base réelle W,
construite à partir de la base non-augmentée V, ce sont les déformées de cette base V qui doivent
être caractérisées dans la zone du roulement. Pour cela, une méthode de type Rayleigh-Ritz
utilisant la base des fonctions trigonométriques convient parfaitement à la géométrie d’une roue
aubagée. En effet, cette famille de fonctions est bien adaptée pour décrire le comportement
dynamique d’une structure cyclique fermée. Une telle décomposition a notamment été utilisée
par Lazarus & al. dans le cas d’un rotor asymétrique [42].
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Avec ce choix de discrétisation, le ième vecteur de la base, dont les parties réelle et imaginaire
y et z sont séparées en deux vecteurs (cf. section I.3.2.1), s’écrit matriciellement sous la forme :

[
yF
i (θ) zF

i (θ)
]

=
∑

m∈Z+

([
cosmθ sinmθ

]
⊗ I3

)[ami cmi
bmi dmi

]
(II.26)

Cette relation est formulée dans le cas d’un modèle 3D, pour lequel les vecteurs de coefficients
ami , bmi , cmi et dmi possèdent chacun trois coordonnées. Le produit de Kronecker avec la matrice
identité est nécessaire pour appliquer les fonctions cosinus et sinus à chacune de ces coordonnées.
Il sera toutefois souvent omis afin d’alléger les notations. Cette écriture est également possible
pour un problème dans le plan en adaptant la taille de la matrice identité et des vecteurs de
coefficients.

Le calcul des coefficients de la nouvelle base de description trigonométrique, spatialement
continue, s’effectue à partir de la base EF grâce à une transformée de Fourier spatiale qui
sera présentée section II.2.2.2. Le nombre d’harmoniques pouvant être conservées dans la base
trigonométrique est alors directement fonction du nombre de nœuds présents dans la discrétisation
de la frontière de fixation du roulement.

La même caractérisation spatiale de la base modale complexe ϕF associée peut également
s’avérer très utile pour démontrer certaines propriétés de la base VF. En effet, la décomposition
trigonométrique proposée dans l’espace des réels se transforme, dans l’espace des complexes, en
une série exponentielle complexe, bien plus facile à manipuler que les fonctions cosinus et sinus :

ϕF
i (θ) =

∑

m∈Z+

Am
i ejmθ +A−mi e−jmθ (II.27)

Tous les termes de cette relation sont complexes et peuvent donc se décomposer en parties réelle
et imaginaire :

ejmθ = cosmθ + j sinmθ

Am
i = αmi + jβmi

A−mi = α−mi + jβ−mi

(II.28)

En développant l’expression (II.27), la relation entre les coefficients des descriptions réelle et
complexe est obtenue par identification avec l’équation (II.26) :

ami = αmi +α−mi

bmi = β−mi − βmi
cmi = βmi + β−mi

dmi = αmi −α−mi

(II.29)

Ces deux descriptions sont ainsi équivalentes. Tout le travail consiste maintenant à déterminer les
harmoniques spatiales m présentes dans chaque vecteur propre i au niveau du roulement ainsi
que les coefficients ami , bmi , cmi et dmi associés.

2.2.1 Compatibilité des harmoniques spatiales avec les modes à diamètre

Il a été montré dans la section I.3.1 que les structures à symétrie cyclique présentent la
particularité de pouvoir classer et calculer leurs modes propres par groupes de diamètres égaux :
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pour un mode à k diamètres, un secteur possède la même déformée que le secteur précédent
simplement déphasée d’un angle kα, α étant l’angle d’un secteur. En revanche, aucune contrainte
n’est imposée quant à la déformée interne du secteur.

Dans le cas de l’étude des modes propres au niveau du roulement, c’est justement la déformée
interne des secteurs qui nous intéresse, que l’on cherche à caractériser sous la forme d’harmoniques
spatiales. Il est important de noter que la zone de fixation du roulement est une structure
axisymétrique pour laquelle la notion de secteur n’a plus vraiment de sens. Toutefois, pour rester
cohérent avec les contraintes imposées par le reste de la roue aubagée, ce découpage en secteurs
ainsi que le calcul des modes propres par diamètre sont conservés. Ce choix conditionne les
harmoniques spatiales pouvant être détectées dans un mode puisqu’elles doivent nécessairement
posséder une déformée compatible avec le diamètre du mode. Pour illustration, la Figure II.2
présente les deux premières harmoniques compatibles avec une déformée à 0 diamètre dans la
zone de fixation du roulement d’une roue aubagée possédant 30 secteurs.

m = 0 m = 30

Figure II.2 – Représentation des deux premières harmoniques spatiales de la base des modes à 0
diamètre. Configuration initiale ( ), configuration déformée ( ), délimitation des

secteurs ( )

Il est ainsi possible de ranger les harmoniques spatiales par groupes en fonction du nombre de
diamètres des modes à caractériser. Cette étape n’est pas indispensable pour la décomposition des
déformées modales au niveau du roulement, mais elle permet d’optimiser l’étape de projection des
vecteurs propres EF sur leurs harmoniques spatiales en se limitant aux harmoniques compatibles.

On attire ici l’attention du lecteur sur une confusion possible de vocabulaire. En effet, le terme
d’« harmonique » est parfois employé pour désigner le diamètre d’un mode. Dans le cadre de ce
mémoire, ce terme sera réservé à la dénomination des harmoniques spatiales continues présentes
dans la déformée au niveau du roulement. On parlera toujours de « diamètre » pour évoquer les
déformées des secteurs les uns par rapport aux autres.

Pour établir l’ordre des harmoniques spatiales compatibles avec un mode à k diamètres, le
plus efficace est de travailler avec la base modale complexe continue ϕ(θ) définie relation (II.27).
Par définition, en notant N le nombre de secteurs de la structure, le mode i à k diamètres doit
vérifier la relation suivante :

ϕi

(
θ +

2π

N

)
= ej 2πk

N ϕi(θ) (II.30)

En remplaçant ϕi à gauche et à droite par son expression (II.27), puis en utilisant la propriété
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d’orthogonalité de la base exponentielle complexe ejmθ, on obtient la relation :

A±mi e±j 2πm
N = A±mi ej 2πk

N ∀m ∈ Z+ (II.31)

Pour une valeur de m donnée, si les coefficients Am
i sont nuls, c’est que l’harmonique m n’est pas

contenue dans la déformée du mode i. Sinon, en simplifiant à gauche et à droite le terme A±mi et
en tenant compte de la 2π-périodicité de l’exponentielle complexe, on obtient une relation entre
le nombre de diamètre k du mode i, le nombre de secteurs N de la structure et l’harmonique m
détectée :

±2πm

N
=

2πk

N
+ 2πp avec p ∈ Z (II.32)

Puisque m ne prend que des valeurs positives ou nulles, la relation finale s’écrit :

m =

{
±k + pN pour p ∈ N∗

k pour p = 0
(II.33)

En s’inspirant des travaux de Charleux [43], cette décomposition de l’ordre m des harmoniques
spatiales peut se représenter sous la forme d’un diagramme zigzag illustré Figure II.3. Le nombre de

Nombre de
diamètres

m0 N

2

N 3N

2

2N (n− 1)N nN

N

2

p = 0 p = 1 p = 1 p = 2 p = n−1 p = n

k

m1 m2 m3 m4 m2n

+
k

−
k

+
k

−
k

+
k

−
k

Figure II.3 – Représentation des harmoniques spatiales m = ±k + pN compatibles avec une
déformée modale à k diamètres.

diamètre k étudié est choisi en ordonné. La droite horizontale associée croise le diagramme zigzag
en plusieurs points dont les abscisses correspondent aux harmoniques spatiales mi compatibles
avec le diamètre k. L’écriture de ces harmoniques sous la forme mi = ±k + pN se détermine par
lecture du diagramme : la valeur de p est indiquée sous la courbe et change à chaque sommet du
diagramme ; le signe + ou − devant k dépend de la pente respectivement positive ou négative au
niveau du croisement.

En fonction de la valeur de l’harmonique maximale recherchée, les bornes de p ne sont pas
toujours les mêmes pour les cas m = k + pN et m = −k + pN . D’autre part, les diamètres 0 et
N/2 (présent uniquement si N est pair) présentent des redondances si les deux décompositions
m = ±k + pN sont conservées. Dans la suite, seule la version positive de k est conservée pour ces
deux diamètres :

Pour k = 0 ou k =
N

2
: m = k + pN

Pour 0 < k <
N

2
: m = ±k + pN

(II.34)

Ainsi, connaissant le diamètre d’un mode, il est possible de prévoir les harmoniques spatiales
susceptibles d’être détectées et de limiter le nombre de projections à effectuer.
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2.2.2 Calcul des coefficients en symétrie cyclique

La projection d’un vecteur propre EF sur ses harmoniques spatiales continues permet de
déterminer à la fois l’ordre des harmoniques présentes et leurs coefficients en cosinus et sinus. On
effectue pour cela une transformée de Fourier spatiale qui consiste à projeter la déformée d’un
mode sur les cosinus et sinus des potentielles harmoniques. Les coefficients non nuls indiquent les
harmoniques présentes dans la déformée du mode.

Dans le cas d’une étude en éléments finis, les vecteurs propres à la frontière de fixation du
roulement sont au préalable reconstruits en continu à partir des fonctions de forme. Pour simplifier
les projections, il est préférable de choisir une discrétisation régulière de la zone de travail, à
savoir la zone de fixation du roulement, avec un angle constant entre deux nœuds consécutifs.

La formulation réelle des vecteurs propres est utilisée dans cette partie, avec pour objectif de
déterminer les coefficients am, bm, cm et dm tels que définis équation (II.26). La procédure étant
la même pour les parties réelles et imaginaires yF(θ) et zF(θ) des vecteurs propres continus, les
développements ne sont présentés que dans le cas des coefficients am et bm.

La projection d’un vecteur propre continu yF(θ) sur l’harmonique m s’écrit :

a0 =
1

2π

∫ 2π

0
yF(θ) dθ

am =
1

π

∫ 2π

0
cos(mθ)yF(θ) dθ m 6= 0

bm =
1

π

∫ 2π

0
sin(mθ)yF(θ) dθ m 6= 0

(II.35)

Le coefficient b0 n’existe pas pour l’harmonique 0. On note ns le nombre de nœuds par secteur
sur la frontière de fixation du roulement et αs = 2π

Nns
l’angle entre deux nœuds consécutifs. ns

correspond également au nombre d’éléments par secteur. Ainsi, sur l’élément n de l’anneau,
l’expression continue du vecteur propre yF(θ) se reconstruit à partir des fonctions de forme H :

yF(θ) = H(θ)yen pour nαs ≤ θ ≤ (n+ 1)αs (II.36)

où yen correspond aux ddl associés à l’élément n du vecteur propre y. Le vecteur yen contient donc
les ddl de deux nœuds consécutifs. Cette relation permet de faire le lien entre l’approche discrétisée
des vecteurs propres EF et la description continue des harmoniques spatiales recherchées.

En utilisant cette relation, le calcul de l’intégrale pour les coefficients am et bm peut s’ef-
fectuer séparément sur chaque élément du modèle EF de la zone de fixation du roulement. Les
développements étant similaires pour les deux coefficients, ils ne sont explicités que pour am. Si la
discrétisation choisie est bien régulière, ce calcul se décompose en une somme de Nns intégrales,
chacune calculée sur un élément :

am =
1

π

Nns−1∑

n=0

∫ αs

0
cosm(θ + nαs)H(θ) dθ yen (II.37)

Les propriétés des fonctions trigonométriques permettent ensuite de décomposer la fonction
cosinus de façon à séparer la position angulaire sur l’élément, repérée par l’angle θ, de la position
angulaire de l’élément sur la frontière de fixation du roulement, repérée par l’angle nαs. L’intérêt
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est que les termes en nαs sont constants et peuvent être sortis de l’intégrale. Celle-ci devient
alors indépendante du numéro de l’élément n et donc de la somme :

am =
1

π

∫ αs

0
cos(mθ)H(θ) dθ

Nns−1∑

n=0

cos(mnαs)yen −
1

π

∫ αs

0
sin(mθ)H(θ) dθ

Nns−1∑

n=0

sin(mnαs)yen

(II.38)
Finalement, l’expression obtenue comporte deux intégrales dépendant uniquement des fonctions
de forme et de l’harmonique sur laquelle est effectuée la projection. Ces intégrales constituent
donc des coefficients propres au modèle EF, notés C et S. Ils peuvent être calculés analytiquement
dès la mise en place du modèle EF, suivant les deux relations suivantes :

C =
1

π

∫ αs

0
cos(mθ)H(θ) dθ

S =
1

π

∫ αs

0
sin(mθ)H(θ) dθ

(II.39)

Les coefficients harmoniques am et bm ont alors pour expression :

am =

Nns−1∑

n=0

[C cos(mnαs)− S sin(mnαs)] yen

bm =

Nns−1∑

n=0

[S cos(mnαs) + C sin(mnαs)] yen

(II.40)

Une relation équivalente existe pour l’harmonique 0 :

a0 =
1

2π

∫ αs

0
H(θ) dθ

Nns−1∑

n=0

yen (II.41)

Ces expressions s’appliquent aux vecteurs propres calculés sur la structure complète. Il est
néanmoins possible de les adapter au cas d’une formulation en symétrie cyclique, couramment
employée lors du calcul des modes propres d’une roue aubagée. Les développements associés sont
présentés en Annexe C. Ainsi, en notant ȳF la partie réelle d’un vecteur propre exprimé en base
cyclique et en rappelant que l’ordre m de l’harmonique se décompose sous la forme m = ±k+ pN ,
l’expression des coefficients am et bm en fonction d’une formulation cyclique des vecteurs propres
devient :

• Pour m = 0 :

a0 =
N

2π

∫ αs

0
H(θ) dθ

ns−1∑

i=0

ȳ0
ei (II.42)

• Pour k = 0 (m 6= 0) ou k =
N

2
:

am = N

ns−1∑

i=0

(C cos(imαs)− S sin(imαs)) ȳkei

bm = N

ns−1∑

i=0

(S cos(imαs) + C sin(imαs)) ȳkei

(II.43)
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• Pour 0 < k <
N

2
:

am =
N

2

ns−1∑

i=0

[
(C cos(imαs)− S sin(imαs))ȳ

k,c
ei ∓ (C sin(imαs) + S cos(imαs))ȳ

k,s
ei

]

bm =
N

2

ns−1∑

i=0

[
(S cos(imαs) + C sin(imαs))ȳ

k,c
ei ∓ (S sin(imαs)−C cos(imαs))ȳ

k,s
ei

]

(II.44)

Le choix du signe « ± » dépend du signe devant k dans la décomposition de l’harmonique m
sous la forme m = ±k + pN . La démarche étant parfaitement similaire pour la partie imaginaire
z(θ) du vecteur propre, ces relations sont utilisables en l’état pour les coefficients cm et dm en
remplaçant simplement les parties réelles ȳ par les parties imaginaires z̄.

Compte tenu de l’expression des coefficients C et S, le nombre maximum d’harmoniques
spatiales pouvant être détectées dépend du degré des fonctions de forme utilisées et de la finesse
du maillage au niveau de la ligne de fixation du roulement.

2.2.3 Relations entre les coefficients des vecteurs propres d’un mode double

Il a été montré section I.3.1 qu’une roue aubagée possède des modes doubles dans le cas où les
effets gyroscopiques sont négligeables. L’objet de la section II.2.1.2 était de mettre en place une
combinaison linéaire des deux vecteurs de chaque mode double de façon à assurer une relation
bien précise dans la structure de ces vecteurs, exprimés en base cyclique :

ϕ1 =

(
ϕc

ϕs

)
ϕ2 = ±

(
−ϕs
ϕc

)
(II.45)

Cette structure, une fois appliquée dans les expressions (II.44), permet d’établir une relation
entre les coefficients am et bm des deux vecteurs d’un mode double :

am2 = ∓bm1

bm2 = ±am1
(II.46)

La même structure est obtenue pour les coefficients cm et dm. Finalement, les décompositions en
harmoniques spatiales des deux vecteurs d’un mode double dans la zone de fixation du roulement
s’écrivent :

[
yF

1 (θ) zF
1 (θ) yF

2 (θ) zF
2 (θ)

]
=
∑

p∈N

[
cos(mθ) sin(mθ)

] [am1 cm1 −bm1 −dm1
bm1 dm1 am1 cm1

]
(II.47)

Il sera montré section II.3.2.1 que cette structure particulière entre les coefficients d’un mode
double est nécessaire pour assurer le bon déroulement des projections de l’équation du mouvement.

2.2.4 Relations entre les parties réelle et imaginaire du vecteur d’un mode simple

Dans le cas du diamètre N/2 lorsqu’il existe, ou dans le cas où les effets gyroscopiques ne
sont plus négligeables, la structure présente des modes simples. Des relations particulières sont
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alors observées entre les coefficients am, bm, cm et dm des parties réelle et imaginaire de chaque
vecteur :

cm = −bm

dm = am
(II.48)

Dans ces conditions, la décomposition en harmoniques spatiales de chaque vecteur dans la zone
de fixation du roulement s’écrit :

[
yF(θ) zF(θ)

]
=
∑

p∈N

[
cos(mθ) sin(mθ)

] [am −bm

bm am

]
(II.49)

De la même façon que pour les modes doubles, cette structure spécifique sera nécessaire lors de
l’étape de projection de la section II.3.2.1.

2.2.5 Hypothèses simplificatrices

À cette étape du travail, la décomposition en harmoniques spatiales des modes propres sur la
ligne de fixation du roulement est encore très générale et ne tient pas compte des particularités
géométriques de la roue aubagée dans cette zone. Ces propriétés permettent pourtant de poser
certaines hypothèses quant au comportement dynamique de cette portion de structure, assurant
une simplification des décompositions spatiales.

En effet, il semble raisonnable de supposer que la zone de fixation du roulement – de forme
circulaire, simplifiée en une unique ligne dans notre modèle – se comporte dynamiquement comme
une structure axisymétrique. Ceci sous-entend que le caractère périodique de la roue, engendré
par la présence des aubages, n’a que très peu d’influence sur les déformées au niveau du roulement.
Cette hypothèse est acceptable si les aubages sont considérés suffisamment éloignés du roulement.
Dans ce cas, la frontière de fixation du roulement se modélise par une simple structure d’anneau,
pour laquelle chaque mode propre est décrit spatialement par une unique harmonique [44, 45]. Il
est alors possible de simplifier l’expression des projections des modes doubles (II.47) et des modes
simples (II.49) en supprimant la somme.

Lorsque les décompositions spatiales de tous les vecteurs propres à k diamètres sont réunies
dans une écriture matricielle commune, cette hypothèse permet d’en simplifier les termes. Ainsi, un
vecteur harmonique hk(θ) est défini, contenant en alternance les cosinus et sinus des harmoniques
d’ordre m compatibles avec une déformée à k diamètres comme expliqué section II.2.2.1 :

hk =
[
cos(kθ) sin(kθ) cos(−k+N)θ . . . sin(k+PmaxN)θ

]
(II.50)

Pmax correspond à la valeur maximale à prendre en compte pour l’entier p, associée à l’harmonique
maximale mmax considérée. Dans le cas présent, les harmoniques sont rangées par ordre croissant
bien que ce ne soit pas une obligation. L’ordre le plus élevé peut valoir mmax = k + PmaxN ou
mmax = −k + PmaxN en fonction du maillage et des fonctions de forme choisies.

Les coefficients am, bm, cm et dm associés sont réunis dans une matrice de coefficients notée
Γk dont un exemple de structure, obtenu à partir des relations (II.47) et (II.49), est présentée
Figure II.4. L’expression continue des vecteurs propres réels à k diamètres, au niveau du roulement,
s’écrit finalement :

VF,k(θ) =
(
hk(θ)⊗ I3

)
Γk (II.51)
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Figure II.4 – Structure de la matrice des coefficients Γk obtenue en décomposant les vecteurs
propres à k diamètres sur leurs harmoniques spatiales. Seuls les blocs grisés sont non-nuls.

Dans l’exemple présenté Figure II.4, les vecteurs ϕ1, ϕ2 et ϕn correspondent à des modes
simples, alors que les vecteurs ϕi et ϕi+1 constituent un mode double. Les lignes de la matrice
fonctionnent par deux, chaque paire étant associée à une harmonique spatiale dans l’ordre de
rangement du vecteur hk. Dans le cas particulier de l’harmonique 0, la seconde ligne de coefficients
n’existe pas et est donc supprimée.

L’hypothèse d’axisymétrie de la zone de fixation du roulement est visible dans cette matrice
de coefficients : chaque colonne ne peut contenir qu’un seul bloc non nul correspondant à l’unique
harmonique spatiale présente dans le mode. C’est donc en détectant la position de ce bloc que
l’harmonique spatiale du vecteur associé est déterminée. Il sera montré dans la section II.3.2.1 que
la présence d’un unique bloc dans chaque colonne de cette matrice est primordiale pour assurer le
bon déroulement des projections de l’équation du mouvement.

Une fois les projections effectuées séparément pour chaque diamètre, la décomposition harmo-
nique de l’ensemble des modes propres de la structure s’écrit matriciellement en réunissant les
termes de chaque diamètre. Pour le vecteur harmonique h(θ), il suffit simplement de juxtaposer
les sous-vecteurs par nombre de diamètres croissant :

h =
[
h0 h1 . . . hKmax

]
(II.52)

La matrice des coefficients harmoniques Γ est quant à elle diagonale par blocs, chaque bloc
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correspondant aux coefficients d’un nombre de diamètres :

Γ =




Γ0 0

Γ1

. . .

0 ΓKmax




(II.53)

La base modale continue complète est finalement reconstruite grâce à l’expression :

VF(θ) = (h(θ)⊗ I3) Γ (II.54)

Il est rappelé ici que le produit de Kronecker avec la matrice identité d’ordre 3 permet de tenir
compte des 3 coordonnées dans les coefficients am, bm, cm et dm associées à un modèle 3D. Ce
produit de Kronecker sera parfois omis dans la suite afin d’alléger les notations.

3 Étude du système couplé

À ce stade des développements, les modes propres des deux roues aubagées ont été calculés
séparément en symétrie cyclique puis orthonormalisés en tenant compte des bases à gauche et
à droite. En se limitant aux ddl de la frontière de fixation du roulement, et en supposant le
comportement dynamique de cette zone comme axisymétrique, chaque vecteur propre a été projeté
sur une unique harmonique spatiale, fournissant ainsi une description continue de la déformée de
la roue sur l’ensemble de la circonférence du roulement. Un traitement préalable des vecteurs
propres a permis d’assurer certaines relations entre les coefficients harmoniques de chaque mode,
qu’il soit simple ou double.

Cette description continue aurait bien sûr pu être obtenue en utilisant les fonctions de forme
du modèle éléments finis. Toutefois ces fonctions de forme sont quelconques, dans le sens où
elles peuvent être différentes d’un modèle EF à l’autre. Il serait alors difficile d’établir des règles
générales concernant les transferts d’énergie au niveau du roulement. De plus, ces fonctions de
forme ne sont pas nécessairement les plus adaptées pour établir l’expression des termes de couplage,
les fonctions trigonométriques présentant l’avantage de posséder des propriétés d’orthogonalité
qui seront exploitées par la suite.

Il s’agit à présent de réunir les deux roues afin d’étudier la mise en place du couplage. En
utilisant les notations de la section II.2, l’équation du mouvement du système couplé (II.2) s’écrit
en base modale sous la forme :

(
dq̇1

dq̇2

)
−
[
Ω1 0

0 Ω2

](
dq1

dq2

)
−
[
Ω1 0

0 Ω2

]
K̃c

(
dq1

dq2

)
=

(
−Ω1

gVT
1 fext,1

−Ω2
gVT

2 fext,2

)
(II.55)

La matrice raideur de couplage en base modale K̃c s’exprime en fonction de la matrice de couplage
en base physique Kc par la relation :

K̃c = gVTKc
dV avec g,dV =

(
g,dV1 0

0 g,dV2

)
(II.56)
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L’objectif est donc d’établir analytiquement la structure des coefficients périodiques temporels
dans la matrice de couplage modale K̃c de façon à déterminer une projection assurant leur
suppression.

3.1 Expression des termes de couplage

L’expression de la matrice de couplage s’obtient à partir de l’énergie de déformation des
raideurs modélisant le roulement. Comme illustré Figure II.1, ces raideurs de couplage se fixent
sur chaque rotor suivant un cercle. Seuls les déplacements de cette frontière sont alors nécessaires
pour établir l’énergie de déformation du roulement. L’exposant •F est donc de nouveau utilisé
pour indiquer que les vecteurs mis en jeu se limitent aux ddls de la frontière de fixation du
roulement. L’énergie de déformation des raideurs de couplage a pour expression :

Ep =
1

2

∫ 2π

0
(uF

1 (θ)− uF
2 (θ))Tκ(uF

1 (θ)− uF
2 (θ)) dθ (II.57)

où κ est la densité de raideur du roulement par unité d’angle telle que définie par la relation (II.1).
Les déplacements uF sont les déplacements physiques des frontières de fixation du roulement
exprimés en continu selon le paramètre angulaire θ.

Puisqu’il a été fait le choix d’écrire l’équation du mouvement en base modale, ces déplacements
physiques sont remplacés par leur décomposition sur les bases modales respectives des deux
rotors. Ici encore, il s’agit des bases modales continues limitées aux ddl de la zone de fixation
du roulement. Afin de rester cohérent avec les projections modales des matrices pseudo-masse
et pseudo-raideur, assurant les propriétés d’orthogonalité en faisant intervenir simultanément
les bases à droite et à gauche (cf. section II.2.1.1), les déplacements à droite de κ sont écrits
sur les bases à droite alors que ceux de gauche sont écrits sur les bases à gauche suivant les
deux relations : uF

i (θ) = gVF
i (θ)gqi et uF

i (θ) = dVF
i (θ)dqi, avec i = 1, 2 le numéro du rotor

concerné. Sachant que les coordonnées modales qi sont indépendantes de la position angulaire θ,
l’expression de l’énergie de déformation en écriture matricielle devient :

Ep =
1

2

(
gq1

gq2

)T ∫ 2π

0

[
gVF

1 −gVF
2

]T
κ
[
dVF

1 −dVF
2

]
dθ

(
dq1

dq2

)
(II.58)

On reconnait ici l’expression classique de l’énergie potentielle Ep = 1
2qTKq où K est la raideur

du système et q les inconnues. Ces inconnues étant, dans le cas présent, les coordonnées modales,
la matrice K associée correspond à la matrice de raideur de couplage en base modale, notée K̃c :

K̃c =

∫ 2π

0

[
gVF

1 −gVF
2

]T
κ
[
dVF

1 −dVF
2

]
dθ (II.59)

Afin d’exprimer analytiquement cette intégrale et ainsi étudier la répartition des termes temporels
dans la matrice K̃c, les vecteurs propres sont remplacés par leur décomposition en harmoniques
spatiales mise en place dans la section II.2.2 :

VF
i (βi) = (hi(βi)⊗ I3) Γi (II.60)

Les angles βi, repérés sur la figure II.1, correspondent à la position angulaire exprimée dans le
repère mobile de chaque rotor. Pour le calcul de l’intégrale, il est nécessaire de se ramener à un
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angle commun aux deux rotors, comme par exemple la position angulaire θ exprimée dans le
repère fixe. Les deux angles βi s’expriment alors :

β1 = θ − Ω1t

β2 = θ − Ω2t
(II.61)

Pour simplifier les expressions dans la suite des développements, les décompositions en harmoniques
spatiales des modes propres des deux structures sont réunies dans des matrices et vecteurs communs.
On définit ainsi le vecteurs hc(θ, t) contenant les harmoniques spatiales des deux roues et la
matrice Γc contenant les coefficients associés :

hc(θ, t) =
[
h1(θ − Ω1t) −h2(θ − Ω2t)

]

Γc =

[
Γ1 0

0 Γ2

] (II.62)

On notera la présence d’un signe «−» devant les fonctions harmoniques du rotor R2, l’énergie de
déformation d’une raideur étant calculée à partir de la différence des déplacements de ses deux
extrémités. La notation •c est utilisée chaque fois que les grandeurs concernent les deux structures
réunies, soit la structure couplée. Avec ces nouvelles notations, la matrice K̃c s’exprime :

K̃c =

∫ 2π

0

gΓT
c

(
hT
c (θ, t)⊗ I3

)
κ (hc(θ, t)⊗ I3) dΓc dθ (II.63)

Les matrices des coefficients Γc sont indépendantes de la position angulaire θ et peuvent donc
être sorties de l’intégrale. De plus, compte tenu de la dimension 3× 3 de la densité de raideur κ
ainsi que des propriétés du produit de Kronecker, l’expression de K̃c se simplifie sous la forme :

K̃c = gΓT
c

(∫ 2π

0
hT
c (θ, t)hc(θ, t) dθ ⊗ κ

)
dΓc (II.64)

À ce stade, l’ensemble des termes temporels a priori problématiques, sont regroupés sous l’intégrale
et constituent une sous matrice de la matrice de couplage K̃c, nommée K̃int :

K̃int =

∫ 2π

0

[
hT

1 (θ − Ω1t)h1(θ − Ω1t) −hT
1 (θ − Ω1t)h2(θ − Ω2t)

−hT
2 (θ − Ω2t)h1(θ − Ω1t) hT

2 (θ − Ω2t)h2(θ − Ω2t)

]
dθ (II.65)

C’est finalement la structure de cette sous-matrice qui est particulièrement importante pour
comprendre l’organisation des termes temporels et choisir une projection assurant leur suppression.
La matrice K̃c se reconstruit à partir de K̃int grâce à la relation :

K̃c = gΓT
c

(
K̃int ⊗ κ

)
dΓc (II.66)

En étudiant la définition de la sous-matrice K̃int grâce à la construction (II.50) des vecteurs h1,2,
on remarque qu’il s’agit simplement de la projection de deux bases trigonométriques entre elles.
On comprend ici tout l’intérêt d’avoir choisi les fonctions trigonométriques pour exprimer les
déformées modales de la zone de couplage. En effet, les propriétés d’orthogonalité propres à ces
fonctions assurent l’annulation d’un grand nombre de ces projections et ainsi une expression
relativement simple pour la sous-matrice K̃int. En notant respectivement m et n une harmonique
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du premier ou du deuxième rotor, la projection de la base d’un rotor sur l’autre génère des termes
qui se regroupent en trois catégories :

∫ 2π

0
1 dθ = 2π → harmonique m = n = 0

∫ 2π

0
cosm(θ − Ω1t) sinn(θ − Ω2t) dθ =

{
0 si m 6= n

π sinm(Ω1 − Ω2)t si m = n
∫ 2π

0
cosm(θ − Ω1t) cosn(θ − Ω2)t dθ =

∫ 2π

0
sinm(θ − Ω1t) sinn(θ − Ω2t) dθ

=

{
0 si m 6= n

π cosm(Ω1 − Ω2)t si m = n

(II.67)

Ces relations sont également valables pour la projection d’une base sur elle-même en remplaçant
par exemple Ω2 par Ω1. Un exemple de structure finalement obtenue pour la sous-matrice K̃int

est présentée Figure II.5 dans le cas où les déformées modales du premier et du second rotor se
décomposent respectivement sur les harmoniques (0,m1,m2) et (0,m1,m2,m3).
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1 2π 0 0 0 0 2π 0 0 0 0 0 0

cosm1(θ − Ω1t) 0 π 0 0 0 0 0 0 0 0

sinm1(θ − Ω1t) 0 0 π 0 0 0 0 0 0 0
−πRm1

cosm2(θ − Ω1t) 0 0 0 π 0 0 0 0 0 0

sinm2(θ − Ω1t) 0 0 0 0 π 0
−πRm2

0 0 0 0

-1 2π 0 0 0 0 2π 0 0 0 0 0 0

− cosm2(θ−Ω2t) 0 0 0 0 π 0 0 0 0 0

− sinm2(θ−Ω2t) 0 0 0
−πRT

m2

0 0 π 0 0 0 0

− cosm3(θ−Ω2t) 0 0 0 0 0 0 0 0 π 0 0 0

− sinm3(θ−Ω2t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 π 0 0

− cosm1(θ−Ω2t) 0 0 0 0 0 0 0 0 π 0

− sinm1(θ−Ω2t) 0
−πRT

m1

0 0 0 0 0 0 0 0 π

Figure II.5 – Exemple de construction de la matrice K̃int

Quatre blocs se distinguent dans cette matrice symétrique : deux blocs diagonaux correspondant
à la projection de chacune des deux bases trigonométriques sur elle-même, et deux blocs extra-
diagonaux représentant la projection de la base trigonométrique d’un rotor sur celle du second
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rotor. Il est à noter que les termes dépendant du temps sont exclusivement présents dans les blocs
extra-diagonaux qui traduisent le couplage entre les deux structures. Compte tenu des propriétés
d’orthogonalité des fonctions trigonométriques, ces termes temporels n’apparaissent que pour les
harmoniques possédant le même ordre mi. Physiquement, cela signifie qu’un transfert d’énergie
entre les bases modales des deux rotors ne pourra s’instaurer au travers du roulement qu’entre
deux vecteurs propres possédant une harmonique commune dans leur déformée spatiale.

D’autre part, ces termes temporels s’organisent sous la forme caractéristique de matrices de
rotation :

Rmi =

[
cosmi∆Ωt sinmi∆Ωt

− sinmi∆Ωt cosmi∆Ωt

]
(II.68)

avec ∆Ω = Ω1−Ω2 la différence de vitesse de rotation entre les deux rotors. Ce constat est cohérent
avec la problématique du choix du repère d’écriture. En effet, chaque rotor étant décrit dans son
propre repère mobile, les termes couplant les deux systèmes tiennent compte du changement de
repère permettant de passer d’un repère mobile à l’autre. L’intérêt d’une telle structure est qu’il
est relativement simple de supprimer les termes temporels contenus dans ces matrices de rotation
en appliquant des rotations d’angle opposé. Il est toutefois important de noter que l’expression
de ces rotations dépend de l’ordre mi de l’harmonique associée : la rotation à appliquer devra
être propre à chaque harmonique spatiale présente dans les déformées modales des deux rotors.

3.2 Projection dans des repères intermédiaires

Dans cette section, une matrice de projection contenant les différentes rotations assurant la
suppression des termes temporels est établie à partir de la structure de la matrice K̃int. Il est
ensuite vérifié que cette projection est bien compatible avec le reste de l’équation du mouvement,
c’est-à-dire qu’elle n’entraine pas l’apparition de nouveaux termes temporels indésirables.

3.2.1 Projection de la matrice de couplage

On s’intéresse dans un premier temps à la sous-matrice K̃int de la matrice de couplage afin
de déterminer une projection permettant d’en supprimer les termes temporels. À partir de cette
projection est ensuite déduite une nouvelle matrice de projection, cette fois-ci destinée à la matrice
de couplage complète K̃c.

Projection de la matrice K̃int

L’étude de la sous-matrice K̃int a mis en évidence des termes temporels pouvant être supprimés
en appliquant de simples rotations. Les angles de ces rotations dépendent de la différence de vitesse
entre les deux rotors ainsi que des ordres des harmoniques spatiales présentes dans les déformées
modales au niveau du roulement. Il est donc nécessaire d’appliquer une rotation distincte pour
chaque harmonique spatiale d’un même rotor.

Plusieurs choix de rotations sont possibles pour supprimer les termes temporels présents dans
la matrice K̃int. Il serait par exemple envisageable de ne projeter que l’un des deux rotors, d’un
angle mi∆Ωt pour chaque harmonique mi concernée. Par soucis d’analogie dans le traitement
des deux structures, il est choisi ici d’appliquer des rotations aux deux rotors, en tenant compte
de l’ordre de chaque harmonique spatiale mi qui aura été détectée dans les déformées modales au
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niveau du roulement. Les rotations à appliquer sont alors respectivement R(miΩ1t) et R(miΩ2t)

avec :

R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
(II.69)

Dans le cas de l’harmonique m = 1, ces rotations reviennent à projeter les vecteurs concernés
des deux rotors dans le repère fixe. En revanche, pour les harmoniques supérieures, il s’agit de
projections dans des repères tournants.

L’hypothèse assurant la présence d’une unique harmonique spatiale dans la déformée de
chaque vecteur propre au niveau du roulement prend ici tout son sens. En effet, puisque les
rotations à appliquer dépendent de l’harmonique considérée, il n’est pas possible de supprimer
simultanément tous les termes temporels d’un vecteur contenant plusieurs harmoniques spatiales
nécessitant chacune une rotation différente.

La matrice de projection Pint, associée à la matrice K̃int, est composée des matrices de rotation
à appliquer à chaque harmonique spatiale. Cette matrice de projection se décompose en deux
blocs sur sa diagonale, correspondant chacun à la projection d’un rotor :

Pint =

[
Pint,1 0

0 Pint,2

]
(II.70)

Chacun de ces blocs est lui-même diagonal par bloc, et contient les matrices de rotation associées
à chaque harmonique spatiale présente dans la base modale du rotor concerné. Ces matrices de
rotation sont rangées dans l’ordre du vecteur des harmoniques hc(θ, t) utilisé pour la décomposition
des vecteurs propres. Dans le cas de l’harmonique 0, aucun terme temporel n’est à supprimer.
La projection associée correspond donc à la matrice identité de taille 1. En reprenant l’exemple
utilisé pour la construction de la matrice K̃int représentée Figure II.5, la structure de la matrice
de projection associée est la suivante :

Pint =




1 0 0

00 R(m1Ω1t) 0

0 0 R(m2Ω1t)

0

1 0 0 0

0 R(m2Ω2t) 0 0

0 0 R(m3Ω2t) 0

0 0 0 R(m1Ω2t)




(II.71)

La projection de la matrice K̃int dans les nouveaux repères, notée K̂int, s’obtient à partir de la
matrice de projection Pint grâce à la relation :

K̂int = PT
intK̃intPint (II.72)

Ainsi, dans le cas de l’exemple de la Figure II.5, l’application de la projection (II.71) conduit à la
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matrice projetée K̂int suivante :

K̂int =




2π 0 0 0 0 2π 0 0 0 0 0 0

0 π 0 0 0 0 0 0 0 0 −π 0

0 0 π 0 0 0 0 0 0 0 0 −π
0 0 0 π 0 0 −π 0 0 0 0 0

0 0 0 0 π 0 0 −π 0 0 0 0

2π 0 0 0 0 2π 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −π 0 0 π 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −π 0 0 π 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 π 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 π 0 0

0 −π 0 0 0 0 0 0 0 0 π 0

0 0 −π 0 0 0 0 0 0 0 0 π




(II.73)

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des matrices de rotation, les blocs diagonaux n’ont
pas été modifiés. En revanche, les matrices de rotation des blocs extra-diagonaux ont disparu
au profit de termes constants. La projection choisie est donc bien adaptée à la suppression des
termes temporels de la sous-matrice K̃int.

Projection de la matrice de couplage K̃c

À partir de la matrice de projection Pint, on cherche à présent à déterminer la projection P

telle que la matrice de couplage projetée K̂c = PTK̃cP soit indépendante du temps. On rappelle
que la matrice de couplage en base modale a pour expression :

K̃c = gΓT
(
K̃int ⊗ κ

)
dΓ (II.74)

Puisque la matrice de projection Pint est composée de matrices de rotation orthogonales, la
propriété suivante est vérifiée :

P−1
int = PT

int (II.75)

On en déduit :
K̃int ⊗ κ = PintP

T
int

(
K̃int ⊗ κ

)
PintP

T
int (II.76)

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker, et sachant que la densité de raideur κ est de
dimension 3 pour un problème 3D, cette expression se réécrit :

K̃int ⊗ κ = (Pint ⊗ I3)
(
PT

intK̃intPint ⊗ κ
) (

PT
int ⊗ I3

)

= (Pint ⊗ I3)
(
K̂int ⊗ κ

) (
PT

int ⊗ I3

) (II.77)

Finalement, la projection de la matrice de couplage s’exprime à partir de la sous-matrice projetée
K̂int et de la matrice de projection Pint sous la forme :

K̂c = PT gΓT (Pint ⊗ I3)
(
K̂int ⊗ κ

) (
PT

int ⊗ I3

) dΓ P (II.78)

Les termes temporels sont à présent tous contenus dans les matrices de projection Pint et P, la
forme de cette dernière étant à déterminer. La matrice de couplage sera donc indépendante du
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temps si les projections des matrices de coefficients gΓ̂ et dΓ̂ le sont, avec :
gΓ̂ =

(
PT

int ⊗ I3

) gΓ P

dΓ̂ =
(
PT

int ⊗ I3

) dΓ P
(II.79)

Lors de la construction des matrices de coefficients gΓ et dΓ, les mêmes harmoniques sont détectées
dans les bases modales à gauche et à droite puisque ces deux bases duales caractérisent la même
déformée. Ces deux matrices possèdent donc des structures similaires se comportant a priori de
la même façon lors des projections. Par conséquent, les exposants g• et d• sont omis dans la suite
de cette section afin d’alléger les notations.

À l’instar de la matrice Pint, la matrice de projection P est recherchée sous une forme
diagonale par blocs contenant des rotations dont les angles sont à déterminer. Pour cela, on
travaille successivement avec chaque mode i regroupant 2 ou 4 colonnes consécutives dans la
matrice Γ en fonction de s’il s’agit d’un mode simple ou double. Comme présenté sur la Figure II.4,
tous les termes de ces deux ou quatre colonnes sont nuls à l’exception d’un bloc, correspondant à
l’unique harmonique spatiale m retenue dans la déformée du mode i. Ce sous-bloc de la matrice
de coefficient Γ est noté Γi,m.

Compte tenu de la structure diagonale par bloc des deux matrices de projection Pint et P, la
projection de ce sous bloc a pour expression :

Γ̂i,m =
(
R(mΩt)⊗ I3

)
Γi,mPi,m (II.80)

avec Ω la vitesse de rotation du rotor concerné. Ce sous-bloc sera le seul non nul dans les colonnes
associées de la matrice de couplage projetée Γ̂. La structure du sous-bloc Γi,m diffère selon
qu’il s’agit d’un mode simple ou double. Pour un mode simple, la structure interne de ce bloc
correspond à celle d’une matrice de rotation :

Γi,m =

[
a −b

b a

]
(II.81)

Cette propriété permet d’obtenir l’invariance de la matrice Γi,m par rotation :

(
RT ⊗ I3

)
Γi,mR = Γi,m avec R =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
pour un angle θ quelconque

(II.82)
Pour les modes doubles, une structure similaire à celle d’une rotation est également présente,
mais cette fois-ci entre les parties réelles des deux vecteurs d’une part, et leurs parties imaginaires
d’autre part :

Γi,m =

[
a c −b −d

b d a c

]
(II.83)

Une propriété d’invariance existe donc également en modifiant la matrice de projection à droite :
(
RT ⊗ I3

)
Γi,m (R⊗ I2) = Γi,m (II.84)

Dans le cas présent, le choix de l’angle θ à appliquer est fixé par la matrice de projection Pint et
dépend de l’harmonique m présente dans la déformée du mode : θ = mΩt. Le sous-bloc Pi,m de
la matrice de projection P a donc pour expression :

mode simple : Pi,m = R(mΩt)

mode double : Pi,m = R(mΩt)⊗ I2

(II.85)
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Finalement, la matrice de projection P assurant la suppression des termes temporels de la matrice
de couplage K̃int se construit sur le même principe que la matrice Pint. Les projections à appliquer
à chacun des deux rotors sont séparées en deux blocs :

P =

[
P1 0

0 P2

]
(II.86)

Les deux matrices Pi sont diagonales par bloc, chaque bloc contenant une matrice de rotation R

ou R⊗ I2. Les angles de ces rotations sont proportionnels à la vitesse du rotor Ri et dépendent de
l’harmonique détectée dans chaque vecteur. Tout comme les matrices de rotation qui la constitue,
la matrice de projection P est donc orthogonale. Pour exemple, la projection à appliquer à la
matrice des coefficients Γk présentée Figure II.4 serait de la forme :

Pk =




R(kΩt) 0

R((k +N)Ωt)
. . .

R((−k +N)Ωt)⊗ I2

. . .

0 R((k + PmaxN)Ωt)




(II.87)

avec Ω la vitesse de rotation du rotor concerné. Ainsi, en utilisant les deux projections Pint et P

telles que définies dans cette section, la relation (II.79) conduit à deux matrices de coefficients
invariantes par projection :

gΓ̂ = gΓ

dΓ̂ = dΓ
(II.88)

Finalement, la projection K̂c = PTK̃cP de la matrice de couplage complète aboutit à une matrice
de couplage projetée indépendante du temps, d’expression :

K̂c = gΓT
(
K̂int ⊗ κ

)
dΓ (II.89)

3.2.2 Projection des autres matrices du problème libre

La section précédente a permis d’établir une matrice de projection P assurant la suppression
des termes temporels contenus dans la matrice de couplage en base modale K̃c. Il s’agit à présent
de vérifier que l’application de cette projection au reste de l’équation du mouvement ne génère
pas de nouveaux coefficients temporels dans les autres matrices du problème libre.

L’équation du mouvement en base modale de la structure couplée (II.55), en configuration
libre, peut se réécrire sous une forme condensée en réunissant les contributions des deux rotors
dans des grandeurs communes :

dq̇−Ωdq−ΩK̃c
dq = 0 avec dq =

(
dq1

dq2

)
et Ω =

[
Ω1 0

0 Ω2

]
(II.90)

L’application de la projection P aux coordonnées modales dq définit de nouvelles inconnues dq̂

correspondant aux coordonnées modales projetées :

dq = Pdq̂ (II.91)
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La présence de la dérivée temporelle dq̇ dans l’équation du mouvement nécessite de dériver cette
relation en tenant compte de la dépendance temporelle de la matrice de projection :

dq̇ = Ṗdq̂ + Pd ˙̂q (II.92)

Finalement, l’équation du mouvement projetée s’obtient en pré-multipliant l’équation du mouve-
ment (II.90) par la matrice PT et en remplaçant les inconnues dq et dq̇ par leurs expressions :

PTPd ˙̂q +
(
PTṖ−PTΩP−PTΩPK̂c

)
dq = 0 (II.93)

Le premier terme de cette relation se simplifie grâce à la propriété d’orthogonalité de la matrice
P : PTP = I avec I la matrice identité. Il est nécessaire d’établir les expressions analytiques des
deux autres matrices du problème, à savoir PTṖ et PTΩP, de façon à vérifier que la projection
proposée n’a pas généré de nouveaux coefficients temporels.

Expression de la matrice PTṖ

La matrice de projection P étant diagonale par blocs (cf. section II.3.2.1), les matrices Ṗ

et PTṖ le sont également, ce qui permet d’étudier chaque bloc séparément. Le sous-bloc de la
matrice P associé au mode i d’harmonique m a pour expression :

mode simple : Pi,m = R(mΩt)

mode double : Pi,m = R(mΩt)⊗ I2

avec R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
(II.94)

Ω correspond à la vitesse de rotation du rotor concerné. Pour faciliter l’écriture de la dérivée de
ces termes, un opérateur de dérivation est défini, noté ∇Rm et d’expression :

∇Rm =

[
0 m

−m 0

]
(II.95)

La dérivée de la matrice de rotation s’écrit alors Ṙ(mΩt) = ΩR(mΩt)∇Rm , ce qui donne :

mode simple : Ṗi,m = Ω Pi,m∇Rm

mode double : Ṗi,m = Ω Pi,m (∇Rm ⊗ I2)
(II.96)

En réunissant les blocs associés aux différents modes à k diamètres, la dérivée de la matrice Pk,
donnée en exemple équation (II.87) s’écrit alors :

Ṗk = Ω Pk∇Pk avec ∇Pk =




∇Rk
0

∇Rk+n

. . .

∇R−k+N
⊗ I2

. . .

0 ∇Rk+PmaxN




(II.97)
Finalement, en réintroduisant les indices •1 et •2 permettant de distinguer les deux rotors, la
dérivée de la matrice de projection du rotor R1 est diagonale par blocs, contenant les sous-matrices
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Ṗk
1, k = 0, . . . ,Kmax, ce qui mène à l’expression :

Ṗ1 = Ω1 P1∇P1 avec ∇P1 =




0 0

∇P1
1

. . .

0 ∇
PKmax

1




(II.98)

Le processus est similaire pour la matrice de projection du rotor R2. La dérivée de la matrice de
projection du système couplé est ensuite construite par blocs :

Ṗ = P∇P avec ∇P =

[
Ω1∇P1 0

0 Ω2∇P2

]
(II.99)

Dans ces conditions, le calcul du produit PTṖ est immédiat et se résume à l’opérateur de
dérivation ∇P, indépendant du temps :

PTṖ = ∇P (II.100)

Ce terme ne génère donc pas de nouveau coefficient temporel dans l’équation du mouvement.

Expression du produit PTΩP

La construction de la matrice pseudo-spectrale Ω est donnée équation (I.61). Cette matrice
étant diagonale par blocs, il est de nouveau possible de traiter les blocs du produit PTΩP

indépendamment les uns des autres. Pour le ième mode simple, le sous-bloc associé dans la matrice
Ω s’écrit :

Ωi =

[
−αi ωi

−ωi −αi

]
(II.101)

Cette structure bien particulière présente l’intérêt d’être invariante par rotation, et ce quel que
soit l’angle de rotation :

RTΩiR = Ωi (II.102)

Pour le ième mode double, le sous-bloc de la matrice Ω s’écrit cette fois-ci :

Ωi = I2 ⊗
[
−αi ωi

−ωi −αi

]
(II.103)

Le sous-bloc associé dans la matrice de projection P est de la forme Pm,i = R⊗ I2. La projection
du sous-bloc Ωi s’écrit donc :

PT
m,iΩiPm,i =

(
RT ⊗ I2

)
(

I2 ⊗
[
−αi ωi

−ωi −αi

])
(R⊗ I2) (II.104)

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker, cette expression se simplifie en :

PT
m,iΩiPm,i = RTR⊗

[
−αi ωi

−ωi −αi

]
= I2 ⊗

[
−αi ωi

−ωi −αi

]
= Ωi (II.105)

Comme pour le mode simple, le sous-bloc Ωi associé à un mode double présente de nouveau une
propriété d’invariance par rotation. La matrice pseudo-spectrale du système bi-rotor complet est
donc invariante par la projection P :

PTΩP = Ω (II.106)

Aucun nouveau terme temporel n’est donc introduit par cette étape de projection.
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Expression de l’équation libre du mouvement après projection
Finalement, l’équation du mouvement du système bi-rotor libre, en base modale et après

projection, a pour expression :

d ˙̂q +
(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
dq = 0 (II.107)

L’équation ainsi formulée est à coefficients constants, ce qui la rend beaucoup plus facile à traiter
que l’équation de départ en base physique (II.2).

La dernière étape avant la mise en place d’une résolution est d’établir l’impact de la projection
sur le spectre d’excitation.

3.2.3 Projection des efforts extérieurs

En supprimant les coefficients périodiques dans l’équation libre du mouvement, la projec-
tion proposée partie II.3.2.1 entraine un enrichissement du spectre des efforts extérieurs. Une
connaissance précise de ce spectre étant nécessaire pour la résolution de l’équation, l’objet de
cette section est d’établir la « liste » des harmoniques d’excitation dans les nouveaux repères
d’étude, puis de ré-exprimer les efforts en fonction de ces harmoniques.

D’après l’équation du mouvement en base modale (II.55), les efforts extérieurs modaux, avant
projection, ont pour expression :

f̃ext =

(
−Ω1

gVT
1 fext,1

−Ω2
gVT

2 fext,2

)
(II.108)

Lors de la projection de l’équation du mouvement dans de nouveaux repères, section II.3.2.2,
l’ensemble de l’équation a été pré-multipliée par la matrice de projection PT. Cette opération
doit également être appliquée aux efforts extérieurs. On rappelle que la matrice de projection P

est constituée des matrices de projection des deux rotors :

P =

[
P1 0

0 P2

]
(II.109)

Ainsi, les efforts extérieurs en base modale dans les nouveaux repères d’étude ont pour expression :

f̂ext =

(
−PT

1 Ω1
gVT

1 fext,1

−PT
2 Ω2

gVT
2 fext,2

)
(II.110)

La suite des développements ne traite que les efforts extérieurs du rotor R1, les résultats étant
similaires pour le rotor R2.

Les excitations extérieures prises en compte pour les simulations de ce mémoire sont de type
synchrones, générées par les sillages du stator en amont de chaque roue aubagée. Pour simplifier
leurs expressions, la répartition spatiale de ces excitations est assimilée à une sinusoïde. Ainsi,
pour un stator possédant n1 aubages, la force d’excitation appliquée à la roue R1, exprimée en
continu dans le repère mobile R1, s’écrit :

fext,1(r, α, x, t) = A1(r, x) cosn1(Ω1t+ α) + B1(r, α) sinn1(Ω1t+ α) (II.111)
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où r, α et x sont respectivement les positions radiale, angulaire et axiale d’un point de la roue
aubagée soumis aux efforts extérieurs. Les coefficients A1 et B1 possèdent autant de composantes
qu’il y a de ddl par nœud dans le modèle éléments finis considéré. En utilisant les propriétés des
fonctions trigonométriques, les termes dépendant du temps sont isolés de la position angulaire
sur la roue, ce qui permet de reformuler les efforts extérieurs de la façon suivante :

fext,1 = f c1 cosn1Ω1t+ f s1 sinn1Ω1t (II.112)

avec

f c1(r, α, x) = A1(r, x) cosn1α+ B1(r, x) sinn1α

f s1 (r, α, x) = B1(r, x) cosn1α−A1(r, x) sinn1α
(II.113)

En utilisant cette formulation, les efforts modaux appliqués à la roue R1, après projection dans
les nouveaux repères ont pour expression :

f̂ext,1 = − cos(n1Ω1t)P
T
1 Ω1

gVT
1 f c1 − sin(n1Ω1t)P

T
1 Ω1

gVT
1 f s1 (II.114)

Les termes Ω1, gV1, f c1 et f s1 sont indépendants du temps et n’interviennent donc pas dans l’étude
du spectre d’excitation. Ils sont réunis sous la forme de deux coefficients modaux afin d’alléger
les notations :

f̃ c1 = −Ω1
gVT

1 f c1

f̃ s1 = −Ω1
gVT

1 f s1
(II.115)

ce qui conduit à la nouvelle expression :

f̂ext,1 = cos(n1Ω1t)P
T
1 f̃ c1 + sin(n1Ω1t)P

T
1 f̃ s1 (II.116)

Puisque la matrice de projection P1 est diagonale par bloc, chaque bloc associé à un mode propre
de la structure, il est possible de traiter séparément les composantes d’effort appliquées à chaque
mode. Pour le mode i d’harmonique spatiale m, cette composante s’écrit :

f̂ext,1,i = cos(n1Ω1t)P
T
i,mf̃ c1,i + sin(n1Ω1t)P

T
i,mf̃ s1,i (II.117)

Ce terme correspond à 2 ou 4 lignes du vecteur f̂ext,1 en fonction de s’il s’agit d’un mode simple ou
double. La détermination du spectre d’excitation consiste alors à établir les harmoniques générées
par les produits cos(n1Ω1t)P

T
i,m et sin(n1Ω1t)P

T
i,m.

D’après la relation (II.85), le sous-bloc de la matrice PT
1 associé au mode i d’harmonique

spatiale m a pour expression :

PT
i,m = RT(mΩ1t) (⊗ I2) (II.118)

Le produit de Kronecker n’existe que si le mode en question est double. En utilisant les propriétés
des fonctions trigonométriques, le produit de cette projection avec les harmoniques de l’excitation
s’écrit :

cos(n1Ω1t)P
T
i,m =

1

2

[
RT((n1 +m)Ω1t

)
+ R

(
(n1 −m)Ω1t

)]
(⊗I2)

sin(n1Ω1t)P
T
i,m =

1

2

[
RT((n1 +m)Ω1t

)
−R

(
(n1 −m)Ω1t

)]
Π (⊗I2)

avec Π =

[
0 1

−1 0

]

(II.119)
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La projection associée au mode i d’harmonique spatiale m, génère donc 2 harmoniques dans
le spectre d’excitation : (n1 + m)Ω1 et (n1 −m)Ω1. Dans ces conditions, les efforts extérieurs
projetés, associés au mode i peuvent s’écrire sous la forme :

f̂ext,1,i = cos
(
(n1 +m)Ω1t

)
f̂ c1,i+ + sin

(
(n1 +m)Ω1t

)
f̂ s1,i+

+ cos
(
(n1 −m)Ω1t

)
f̂ c1,i− + sin

(
(n1 −m)Ω1t

)
f̂ s1,i−

(II.120)

L’expression des coefficients f̂ c1,i± et f̂ s1,i± se détermine en projetant les deux relations (II.119) sur
les harmoniques cos

(
(n1 ±m)Ω1t

)
et sin

(
(n1 ±m)Ω1t

)
:

modes simples :

f̂ c1,i± =
1

2

(
I2f̃

c
1,i ±Π f̃ s1,i

)

f̂ s1,i± =
1

2

(
I2f̃

s
1,i ∓Π f̃ c1,i

)

modes doubles :

f̂ c1,i± =
1

2

(
I4f̃

c
1,i ± (Π⊗ I2)f̃ s1,i

)

f̂ s1,i± =
1

2

(
I4f̃

s
1,i ∓ (Π⊗ I2)f̃ c1,i

)
(II.121)

Par la suite, le vecteur complet des efforts extérieurs après projection se construit en réunissant
les composantes associées à chaque mode propre dans les quatre vecteurs de coefficients f̂ c1± et
f̂ s1± :

f̂ c1± =
1

2

(
I2nf̃

c
1 ±Π2nf̃

s
1

)

f̂ s1± =
1

2

(
I2nf̃

s
1 ∓Π2nf̃

c
1

) (II.122)

n correspond au nombre de modes propres du rotor R1, chaque mode étant composé de 2 vecteurs.
Π2n est une matrice diagonale par blocs contenant, dans l’ordre de rangement des modes du
rotor, la matrice Π pour les modes simples et Π ⊗ I2 pour les modes doubles. Finalement, le
vecteur complet des efforts extérieurs projetés appliqués au rotor R1 a pour expression :

f̂ext,1 = cos

([
(n1 +mi)Ω1t

]
i∈[1,2n]

)
f̂ c1+ + sin

([
(n1 +mi)Ω1t

]
i∈[1,2n]

)
f̂ s1+

+ cos

([
(n1 −mi)Ω1t

]
i∈[1,2n]

)
f̂ c1− + sin

([
(n1 −mi)Ω1t

]
i∈[1,2n]

)
f̂ s1−

(II.123)

où les vecteurs
[
(n1±mi)Ω1t

]
i∈[1,2n]

sont construits en juxtaposant les harmoniques d’excitations
(n1 ±mi)Ω1 associées à l’harmonique spatiale mi de chaque vecteur propre i dans l’ordre de
rangement des vecteurs propres de la structure.

Ainsi, pour chaque harmonique spatiale m détectée dans les déformées des modes propres au
niveau du roulement, deux harmoniques sont créées dans le spectre d’excitation, de pulsations
(n1 +m)Ω1 et (n1 −m)Ω1. Si Nm est le nombre total d’harmoniques spatiales détectées, alors
le spectre d’excitation du rotor R1, après projection dans les nouveaux repères, possède 2Nm

harmoniques contre une seule dans le repère mobile du rotor. Il est toutefois important de noter
que cet enrichissement du spectre d’excitation n’implique que des harmoniques de la vitesse de
rotation Ω1. Une unique fréquence fondamentale subsiste donc.
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3.3 Résolution fréquentielle de l’équation à coefficients constants

L’écriture en base modale et l’application de projections ont conduit à réécrire l’équation du
mouvement du système bi-rotor sous la forme :

d ˙̂q +
(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
dq̂ = f̂ext (II.124)

La nouvelle formulation de cette équation présente l’avantage d’être à coefficients constants. De
plus, le spectre des efforts extérieurs étant connu, cette équation linéaire se résout très simplement
dans le domaine fréquentiel en appliquant le principe de superposition : les solutions sont obtenues
séparément pour chaque harmonique d’excitation, puis sommées afin de reconstruire la réponse
complète du système.

Dans cette section, les harmoniques d’excitation du rotor i sont notées hi = (ni ±m)Ωi avec
m une harmonique spatiale de la base modale du rotor i. Pour chacune de ces harmoniques, la
solution périodique de l’équation du mouvement est de la forme :

dq̂hi(t) = dq̂chi cos(hit) + dq̂shi sin(hit) (II.125)

Cette expression est dérivée de façon à pouvoir substituer dq̂ et d ˙̂q dans l’équation du mouve-
ment (II.124) :

d ˙̂qhi(t) = hi
(dq̂shi cos(hit)− dq̂chi sin(hit)

)
(II.126)

L’équation du mouvement est alors projetée sur les fonctions cos(hit) et sin(hit) de façon à
séparer les différentes harmoniques présentes dans les efforts extérieurs dont l’expression est
donnée équation (II.123) :

hi
dq̂shi +

(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
dq̂chi = f̂ c1±

−hidq̂chi +
(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
dq̂shi = f̂ s1±

(II.127)

Les coefficients d’excitation f̂ c1± et f̂ s1± prennent ici les valeurs des coefficients de la relation (II.121)
pour les lignes associées à l’harmonique hi, et des valeurs nulles pour les autres lignes. Finalement,
le système d’équations (II.127) à résoudre pour chaque harmonique hi s’écrit matriciellement :

[
∇P −Ω−ΩK̂c hiI2n

−hiI2n ∇P −Ω−ΩK̂c

](
dq̂chi
dq̂shi

)
=

1

2

[
I2n ±Π2n

∓Π2n I2n

](
f̃ c1
f̃ s1

)
(II.128)

Cette fois-ci, il faut bien comprendre que les vecteurs de coefficients f̃ c1 et f̃ s1 sont annulés partout
sauf pour les lignes associées à l’harmonique spatiale m, dont dépend la valeur de l’harmonique
d’excitation hi étudiée.

Ce système est alors résolu pour chaque valeur d’harmonique d’excitation hi. La solution
périodique de l’équation projetée (II.124) est ensuite reconstruite en sommant les contributions
dq̂hi de chaque harmonique :

dq̂(t) =
∑

hi

cos(hit)
dq̂chi + sin(hit)

dq̂shi (II.129)

Les déplacements temporels en base physique du système bi-rotor, exprimés dans les deux repères
mobiles R1 et R2, sont finalement obtenus en appliquant le processus de transformation inverse
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de l’équation du mouvement : projection dans les repères mobiles des deux rotors (dq = Pdq̂)
puis reconstitution des déplacements physiques à partir des vecteurs propres et des coordonnées
modales (u = dVdq) :

u(t) = dVP(t)
∑

hi

cos(hit)
dq̂chi + sin(hit)

dq̂shi avec u =

(
u1

u2

)
(II.130)

4 Validations sur un modèle bi-anneau

La méthode de projection développée dans ce chapitre et permettant la suppression des
coefficients temporels de l’équation du mouvement d’un système bi-rotor, est testée dans cette
section sur un modèle bi-anneau. L’intérêt d’une telle structure est de respecter la géométrie
de la zone de fixation du roulement d’un bi-rotor, et donc l’hypothèse d’axi-symétrie, tout
en proposant des temps de calculs raisonnables et une interprétation a priori simplifiée des
phénomènes vibratoires.

Compte tenu de la propriété d’axi-symétrie d’une structure d’anneau, la notion de secteur
n’est plus vraiment justifiée. Ce découpage artificiel est malgré tout conservé afin d’appliquer
la méthode développée dans les mêmes conditions que s’il s’était agi d’un vrai modèle de roue
aubagée.

Les anneaux sont discrétisés par la méthode des éléments finis selon une modélisation poutre
courbe. La solution de l’équation projetée (II.124) résolue dans le domaine fréquentiel est comparée
à la solution de l’équation de départ (II.2) obtenue par intégration temporelle. La vitesse de
rotation de chaque anneau est choisie grâce à l’étude de son diagramme de Campbell, afin
d’obtenir une fréquence d’excitation proche de l’une de ses fréquences propres et ainsi amplifier
les phénomènes vibratoires observés.

4.1 Définition de l’élément poutre courbe

L’anneau est discrétisé en éléments poutre courbe suivant le modèle utilisé par Legrand [41].
Chaque élément est constitué d’un barreau rectangulaire courbé de hauteur h et de largeur b. La
relation suivante entre la longueur ` de l’élément et le rayon R de l’anneau permet d’assurer à cet
élément un rayon de courbure respectant la géométrie circulaire de l’anneau :

` =
2πR

Nns
(II.131)

La section d’un élément et son moment d’inertie ont respectivement pour expression S = bh et
I = bh3/12. Selon les notations introduites Figure II.6, et sachant que la notation •,s désigne la
dérivée de la grandeur • par rapport à l’abscisse curviligne s, les fonctions de forme cubiques
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utilisées, notées H, ont pour expression :

(
u(s)

v(s)

)
=

[
M1(s) M2(s) 0 0 M3(s) M4(s) 0 0

0 0 M1(s) M2(s) 0 0 M3(s) M4(s)

]

︸ ︷︷ ︸
H




u1

u,s1
v1

v,s1
u2

u,s2
v2

v,s2




(II.132)

M1(s) = 1− 3s2

`2
+

2s3

`3
M3(s) =

3s2

`2
− 2s3

`3

M2(s) = s− 2s2

`
+
s3

`2
M4(s) =

s3

`2
− s2

`

s

`

•1
u1

v1

•
2

u2

v2
u(s)

v(s)

R

Figure II.6 – Schéma d’un élément poutre courbe et notations associées.

Les matrices de masse, des effets gyroscopiques et d’assouplissement centrifuge associées à
ces fonctions de forme sont calculées suivant leurs expressions (I.16) données au Chapitre I. En
notant E le module d’Young du matériau, le potentiel élastique permettant de déterminer la
matrice de raideur d’un élément a pour expression :

Ep =
1

2

∫ `

0
ES

(
du

ds
+
v

R

)2

ds+
1

2

∫ `

0
EI

(
v

R2
+

d2v

ds2

)2

ds (II.133)

Un amortissement modal est appliqué, défini selon la méthode proposée dans la section I.3.3.
Enfin, la raideur associée à la précharge statique découle du potentiel suivant :

Epprec =
E

4

∫ `

0

[
SB0

(
A2 +B2

)
+ I

(
C2B0 + 2BCC0

)]
ds (II.134)

avec A =
dv

ds
− u

R
, B =

du

ds
+
v

R
, C =

d2v

ds2
+

v

R2
(II.135)

Les termes A0, B0 et C0 correspondent aux valeurs de A, B et C calculées pour les déplacements
initiaux notés U0 et engendrés par la précharge statique. Ces déplacements initiaux sont établis à
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partir du vecteur des forces d’inerties r dont l’expression est la suivante (cf. section I.2.2), dans le
cas d’un mouvement de rotation uniforme de l’anneau :

r =

∫ `

0
ρSHTΩTΩ

[
R

s

]
ds (II.136)

Il s’agit alors de forces d’inertie centrifuges. Connaissant l’expression de ces efforts, les déplacements
initiaux U0 liés à cette précharge statique sont obtenus grâce à la relation :

(K + N)U0 = r (II.137)

En se plaçant sur la fibre neutre, soit en v = 0, le terme C s’annule et l’énergie potentielle associée
à la précharge statique se simplifie en :

Epprec =
E

4

∫ `

0
SB0

(
A2 +B2

)
ds (II.138)

Les expressions finales de l’ensemble des matrices d’un élément poutre courbe sont données en
Annexe D.

4.2 Paramétrage de la décomposition spatiale des vecteurs propres dans la
zone du roulement

La décomposition des vecteurs propres au niveau du roulement sous la forme d’harmoniques
spatiales nécessite de déterminer certains paramètres directement liés modèle EF utilisé. Parmi
eux, le nombre maximum d’harmoniques distinctes pouvant être détectées dans les déformées
modales dépend de la discrétisation choisie ainsi que des fonctions de forme. Les coefficients C et
S, introduits par la relation (II.40) et nécessaires pour ces décompositions, se calculent également
à partir de l’expression des fonctions de forme. Ces paramètres sont établis dans cette section
pour le modèle d’anneau en éléments finis poutre courbe.

4.2.1 Harmonique spatiale maximale

Les fonctions de forme proposées pour décrire un élément poutre courbe de l’anneau sont
cubiques. Le degré maximum d’oscillation pouvant être observé avec de telles fonctions est d’une
période d’oscillation sur un élément, comme représenté Figure II.7.

Figure II.7 – Degré d’oscillation maximum pouvant être observé sur un élément avec des
fonctions de forme cubiques.

L’anneau étant constitué de Nns éléments, l’harmonique maximale pouvant être détectée
correspond à l’harmonique mmax = Nns. En utilisant le diagramme zigzag représenté Figure II.3,
il est alors possible de déterminer, pour chaque nombre de diamètre k, les valeurs de p autorisées
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lors de la décomposition de l’ordre m d’une harmonique sous la forme m = ±k + pN :

k = 0 : m = pN 0 ≤ p ≤ ns

k =
N

2
: m =

N

2
+ pN 0 ≤ p ≤ ns − 1

0 < k <
N

2
: m = k + pN 0 ≤ p ≤ ns − 1

m = −k + pN 1 ≤ p ≤ ns

(II.139)

Il n’est pas absolument nécessaire d’établir ces décompositions m = ±k + pN pour appliquer la
méthode développée, la connaissance de l’ordre maximum mmax étant suffisante. Toutefois, ces
décompositions permettent de cibler les harmoniques compatibles avec chaque diamètre k, et
ainsi de limiter le nombre de projections à effectuer. Il s’agit donc simplement d’une optimisation
numérique.

4.2.2 Calcul des coefficients C et S

La projection des vecteurs propres au niveau du roulement sur leurs harmoniques spatiales
est présentée dans la partie II.2.2.2. L’expression des coefficients associés contient deux matrices
C et S uniquement dépendantes des fonctions de forme choisies et du numéro de l’harmonique
spatiale recherchée. On rappelle leurs expressions :

C =
1

π

∫ αs

0
cos(mθ)H(θ) dθ

S =
1

π

∫ αs

0
sin(mθ)H(θ) dθ

(II.140)

Après calcul, on obtient dans le cas des fonctions de forme cubiques choisies pour l’élément poutre
courbe :

C =

[
C1 C2 0 0 C3 C4 0 0

0 0 C1 C2 0 0 C3 C4

]
S =

[
S1 S2 0 0 S3 S4 0 0

0 0 S1 S2 0 0 S3 S4

]

avec

C1(m) =
1

πm3α2
s

(
12

mαs
− 12

mαs
cos(mαs)− 6 sin(mαs)

)

C2(m) =
R

πm3αs

(
6−m2α2

s

mαs
− 6

mαs
cos(mαs)− 2 sin(mαs)

)

C3(m) =
1

πm3α2
s

(
12

mαs
cos(mαs) + (m2α2

s + 6) sin(mαs)−
12

mαs

)

C4(m) =
R

πm3αs

(
m2α2

s − 6

mαs
cos(mαs)− 4 sin(mαs) +

6

mαs

)

S1(m) =
1

πm3α2
s

(
6 cos(mαs)−

12

mαs
sin(mαs) + 6 +m2α2

s

)

S2(m) =
2R

πm3αs

(
cos(mαs)−

3

mαs
sin(mαs) + 2

)

S3(m) =
1

πm3α2
s

(
−(6 +m2α2

s) cos(mαs) +
12

mαs
sin(mαs)− 6

)

S4(m) =
R

πm3αs

(
4 cos(mαs) +

m2α2
s − 6

mαs
sin(mαs) + 2

)

(II.141)
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Pour mémoire, αs correspond à l’angle entre deux nœuds consécutifs de l’anneau. Pour l’harmo-
nique 0, les coefficients S sont tous nuls et les coefficients C s’écrivent :

C(0) =
1

π

∫ αs

0
H(θ) dθ (II.142)

soit

C1(0) =
αs
2π

C2(0) =
Rα2

s

12π

C3(0) =
αs
2π

C4(0) = −Rα
2
s

12π

(II.143)

4.3 Simulations numériques temporelles et fréquentielles

4.3.1 Modèle éléments finis et paramétrage retenu

En utilisant le modèle EF poutre courbe défini en début de section, deux anneaux sont
construits afin de tester la méthode de projection de l’équation du mouvement développée dans
ce chapitre. Les paramètres géométriques et matériau utilisés pour les simulations de cette section
sont les suivants :

R = 0, 05 m E = 210 GPa

b = 0, 01 m ρ = 7800 kg.m3 (II.144)

h = 0.005 m ξ = 1%

Le nombre d’éléments de chaque anneau doit être suffisamment important pour permettre aux
phénomènes vibratoires de s’établir, mais également relativement limité afin d’assurer des temps de
calculs raisonnables. En prévision d’une résolution de l’équation physique de départ par intégration
temporelle, il est préférable de choisir une discrétisation équivalente des deux structures dans la
zone de fixation du roulement, soit dans le cas présent un nombre d’éléments égal pour les deux
anneaux. En effet, cette propriété permet de simplifier la construction de la matrice de raideur de
couplage en base physique. Il est toutefois possible de choisir un nombre de secteurs différents en
compensant par le nombre d’éléments par secteur. Le paramétrage retenu est le suivant :

N1 = 3

ns,1 = 6

N2 = 6

ns,2 = 3
(II.145)

Pour s’affranchir des modes de corps rigide, chaque anneau est placé sur un lit de ressorts : une
raideur de valeur ka, liée à un bâti tournant avec la structure, est fixée tangentiellement en chaque
nœud du modèle éléments finis comme représenté Figure II.8. Ces raideurs d’attache tournent
avec l’anneau.

Le comportement modal de chaque anneau en fonction de sa vitesse de rotation peut être
étudié à l’aide d’un diagramme de Campbell. Le principe de ce diagramme est de tracer l’évolution
des fréquences propres d’un système en fonction de sa vitesse de rotation. La superposition
des régimes moteur permet de déterminer les vitesses de rotation critiques pour lesquelles la
fréquence de vibration de l’arbre coïncide avec une fréquence propre de la structure, entrainant
des amplitudes de vibration maximales.
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Figure II.8 – Raideurs d’attache placées en chaque nœud du modèle EF d’anneau pour en
supprimer les modes de corps rigide

Dans le cas des anneaux, les modes créés par la présence des raideurs d’attache sont fortement
dépendants des effets liés à la vitesse de rotation. Leur assouplissement avec la vitesse conduit
rapidement à l’apparition d’instabilités dont la physique ne présente pas d’intérêt pour la présente
étude. La valeur de ka doit donc être suffisamment élevée pour s’assurer que le début des zones
d’instabilité se trouve bien en dehors des plages de vitesse à étudier. Cette valeur doit néanmoins
rester raisonnable au risque de fortement perturber les autres modes propres de l’anneau.

Dans le cas présent, les deux anneaux possèdent les mêmes caractéristiques géométriques
et le même nombre d’éléments. Leurs modes propres sont donc identiques ce qui permet de se
limiter à une seule étude de diagramme de Campbell, tracé Figure II.9 pour la valeur ka = 5 · 106

N.m−1. Cette valeur assure la stabilité des modes liés aux raideurs d’attache, en pointillés sur le
diagramme, dans la zone où les modes propres d’harmoniques spatiales 2 et 3 croisent les ordres
d’excitation moteurs associés, notés 2N et 3N . Ces coïncidences sont repérées par des ronds
orange et déterminent les vitesses de rotation pour lesquelles la réponse de chacun de ces modes
sera maximale : 19420 rad.s−1 pour le mode d’harmonique spatiale 2 et 14360 rad.s−1 pour le
mode d’harmonique spatiale 3.
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Figure II.9 – Diagramme de Campbell du modèle d’anneau retenu pour les simulations avec la
superposition des régimes moteur 2N et 3N ( ). Modes liés aux raideurs d’attache ( ).
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Il faut s’attendre à ce que les fréquences propres des deux anneaux soient légèrement décalées
avec la prise en compte du couplage. Ces deux valeurs de vitesse donnent néanmoins un ordre
de grandeur à respecter pour obtenir une fréquence d’excitation compatible avec les modes
d’harmoniques spatiales 2 et 3 qui seront étudiés dans les simulations. Ces deux valeurs sont donc
conservées :

Ω1 = 19420 rad.s−1

Ω2 = −14360 rad.s−1
(II.146)

Enfin, la densité de raideur modélisant le roulement est choisie purement radiale et fixée à une
valeur de κv = 107 N.m−1rad−1.

Comme expliqué dans la section II.3.2.3, les efforts appliqués sur toute la circonférence de
l’anneau sont fixes dans le repère fixe, de répartition spatiale sinusoïdale. Ces efforts sont purement
radiaux, d’amplitude fixée à fv = 105N pour toutes les simulations de cette section. fv correspond
ici à la valeur dans la direction radiale des coefficients A1 et B1 de l’expression (II.111) des efforts
extérieurs :

A1 = B1 =

(
fu = 0

fv

)
(II.147)

Seule l’harmonique de la répartition spatiale, représentant le nombre de sillages d’excitations, est
susceptible de varier.

Les résultats de deux simulations sont présentés ici. Dans la première, seul l’anneau 1 est
soumis à une excitation d’harmonique 2, le second ne pouvant vibrer que par l’intermédiaire
des transferts d’énergie au travers du roulement. On s’assure ainsi qu’un échange énergétique
non-négligeable s’instaure bien entre les deux structures. La deuxième simulation est réalisée
en situation multi-fréquentielle : une excitation d’harmonique 3 est ajoutée sur l’anneau 2 afin
d’étudier la superposition des deux excitations sur chacune des deux structures.

4.3.2 Première simulation : excitation d’un seul anneau

Pour cette première simulation, l’anneau 1 est soumis à un effort d’harmonique 2. Compte
tenu du diagramme de Campbell tracé Figure II.9, cet anneau est ainsi supposé répondre sur
son mode d’harmonique spatiale 2. Aucune excitation extérieure n’est appliquée à l’anneau
2. L’évolution temporelle des déplacements radiaux d’un nœud de chaque anneau sont tracés
Figure II.10, en superposant la résolution temporelle de l’équation de départ (en bleu) avec la
résolution fréquentielle de l’équation projetée (en orange).

En l’absence d’information sur la réponse des anneaux, la résolution temporelle est initialisée
sur une configuration non-déformée du système bi-anneau. Le régime transitoire observé est alors
relativement long, ce qui nécessite un nombre d’itérations important pour atteindre le régime
stationnaire. Il aurait bien sûr été possible de choisir la solution fréquentielle comme initialisation,
supprimant alors le régime transitoire. Cependant, en plus de valider la méthode développée,
l’objectif de ces simulations est d’en montrer l’utilité, notamment en terme de gain en temps de
calcul par rapport aux méthodes classiques.

Une fois le régime permanent atteint, les deux méthodes de résolution se superposent parfaite-
ment pour les deux anneaux. Les fréquences de vibration observées correspondent au double de la
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Figure II.10 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un nœud de chaque anneau.
Intégration temporelle ( ), résolution fréquentielle ( ), zoom sur l’état stationnaire ( ).

vitesse de rotation de chaque anneau, ce qui est bien cohérent avec une excitation d’harmonique 2.
Enfin, on notera que les amplitudes de vibration de l’anneau 2 sont plus faibles que celles du
premier.

4.3.3 Seconde simulation : excitation simultanée des deux anneaux

D’autres calculs ont été réalisés en appliquant cette fois-ci un effort à chacun des anneaux,
respectivement d’harmoniques spatiales 2 et 3. Les vitesses de rotation (II.146) des deux structures
ont été fixées grâce au diagramme de Campbell de la Figure II.9 de façon à se placer aux alentours
des modes propres associés à ces deux harmoniques. Les déplacements radiaux d’un nœud de
chaque anneau sont présentés Figure II.11 en superposant de nouveau résolutions temporelle et
fréquentielle.

La durée du régime transitoire observé est du même ordre de grandeur que pour la première
simulation. Une fois le régime stationnaire atteint, les deux méthodes de résolution se superposent
de nouveau parfaitement. La réponse des deux anneaux n’est plus tout à fait sinusoïdale en raison
de la superposition des deux excitations. L’amplitude de vibration du premier anneau est restée
similaire au cas précédent, bien que la forme des oscillations soit perturbée par la contribution de
l’anneau 2. Celui-ci présente quant à lui des amplitudes de vibration bien plus importantes que
précédemment, son propre effort extérieur d’harmonique 3 prenant le dessus sur les vibrations
transmises par le roulement.
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Figure II.11 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un nœud de chaque anneau.
Intégration temporelle ( ), résolution fréquentielle ( ), zoom sur l’état stationnaire ( ).

La méthode proposée donne donc de très bons résultats sur ce système axi-symétrique bi-
anneau, pour lequel des transferts d’énergie au travers du roulement sont bien présents. De plus,
elle permet un gain de temps notable par rapport à une résolution temporelle, la projection puis
résolution fréquentielle ne nécessitant que quelques secondes contre environ 1h pour l’intégration
temporelle.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de transformation de l’équation du mouvement d’un
système bi-rotor aubagé a été présentée, dans le but de supprimer les coefficients temporels
inhérents aux vitesses de rotation distinctes des deux structures couplées. Le principe est de
focaliser l’étude sur le comportement vibratoire du bi-rotor à l’interface de transfert de l’énergie, à
savoir le roulement. En fonction de la compatibilité de leurs déformées dans cette zone, les vecteurs
propres des deux structures sont apairés, puis projetés dans de nouveaux repères tournants. Ces
repères de projection sont propres à chaque harmonique spatiale présente dans les déformées
modales des rotors dans la zone de couplage. Le comportement dynamique de chaque structure
est ainsi scindé sur ses modes propres, puis projeté dans une multitude de repères différents. La
résolution fréquentielle de l’équation à coefficients constants alors obtenue est immédiate.

Cette méthode a été validée sur une structure simple bi-anneau lors de calculs de réponse
forcée, en comparant une résolution fréquentielle de l’équation projetée avec une intégration



84 CHAPITRE II. MISE EN ÉQUATION D’UN BI-ROTOR AUBAGÉ LINÉAIRE

temporelle de l’équation de départ. Ces premières simulations laissent présager l’intérêt numérique
de la méthode proposée, le gain en temps de calcul étant notable par rapport à une résolution
temporelle (quelques secondes contre environ 1h). Cet aspect sera d’autant plus visible avec une
structure plus réaliste possédant un plus grand nombre de ddl.

La méthode développée s’appuie toutefois sur une hypothèse principale : il est supposé que le
comportement vibratoire de chaque roue aubagée, dans la zone de fixation du roulement, peut être
considéré comme axi-symétrique. Cela permet de limiter la description de chaque vecteur propre
dans cette zone à une unique harmonique spatiale, condition nécessaire au bon déroulement des
projections. Cette hypothèse ne peut être validée sur la structure bi-anneau compte tenu de sa
géométrie déjà axi-symétrique. L’étude d’une structure plus complexe, de géométrie cyclique
mais non axi-symétrique, est donc nécessaire pour valider notre approche et en étudier les limites.
Cette étude fait l’objet du prochain chapitre.



Chapitre III

Application à un modèle bi-rotor
simplifié

Les premières simulations effectuées sur un système bi-anneau ont permis de tester la mé-
thode de projection de l’équation du mouvement présentée Chapitre II sur un système simple
au comportement vibratoire connu et assurant un nombre de ddl limité. Toutefois, la géométrie
axi-symétrique de ce type de structure ne permet pas d’assurer que la principale hypothèse de
la méthode – à savoir la prise en compte d’une seule harmonique spatiale par vecteur propre
au niveau du roulement – est bien valable dans le cas d’un système plus complexe. L’objectif
de ce chapitre est donc d’étendre l’étude à un modèle de roues aubagées afin d’introduire une
notion de périodicité, ce modèle devant rester simple de façon à limiter les coûts numériques. Une
fois la méthode validée pour cette structure bi-rotor, divers calculs sont menés afin de mieux en
comprendre le comportement vibratoire et notamment ses conditions de stabilité.
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86 CHAPITRE III. APPLICATION À UN MODÈLE BI-ROTOR SIMPLIFIÉ

1 Modèle éléments finis étudié

Le modèle EF étudié, représenté Figure III.1, est composé de deux roues aubagées coaxiales
simplifiées, possédant respectivement 48 et 24 secteurs. Ces roues aubagées sont modélisées à
partir d’un unique secteur, les propriétés mathématiques de symétrie cyclique étant exploitées
pour les calculs. De cette façon, le problème se limite à 1872 ddl pour les deux secteurs pris

(a) Roue R2 (b) Secteur du bi-rotor (c) Roue R1

Figure III.1 – Modèle éléments finis du système bi-rotor aubagé avec en rouge les lignes de
fixation des raideurs modélisant le roulement.

ensemble, contre 31506 pour la structure complète. Ce modèle EF est construit avec l’élément
hexaédrique Solid185 d’Ansys. Deux contraintes de maillages sont à respecter :

• La ligne de fixation des raideurs de couplage doit coïncider sur chaque roue aubagée avec
une ligne du maillage de façon à faciliter la construction de la matrice de couplage.

• Sur cette ligne de fixation des raideurs, les modèles EF des deux roues aubagées doivent
posséder, dans une configuration 360̊ , le même nombre de nœuds. Cette contrainte facilite
la construction de la matrice de couplage en base physique, nécessaire uniquement pour
les calculs en intégration temporelle destinés à valider la méthode fréquentielle. Il ne s’agit
donc pas d’une vraie limitation puisqu’elle ne concerne pas la méthode développée.

La construction de la matrice de couplage dans les nouveaux repères de projection nécessite
de décomposer les vecteurs propres continus, au niveau de la ligne de fixation des raideurs, sous
la forme d’harmoniques spatiales. Il est alors nécessaire de connaitre l’expression des fonctions de
forme sur cette ligne du maillage de façon à reconstruire les vecteurs propres continus à partir
des vecteurs propres EF obtenus par une analyse modale sur le maillage. Les développements
associés dans le cas de l’élément Solid185 d’Ansys sont présentés en Annexe E. En notant αs la
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largeur angulaire d’un élément, les fonctions de forme obtenues ont pour expression :



u(θ)

v(θ)

w(θ)


 =



M1(θ) 0 0 M2(θ) 0 0

0 M1(θ) 0 0 M2(θ) 0

0 0 M1(θ) 0 0 M2(θ)




︸ ︷︷ ︸
H(θ)




u1

v1

w1

u2

v2

w2




(III.1)

M1(θ) = 1− θ

αs

M2(θ) =
θ

αs

avec 0 6 θ 6 αs (III.2)

1.1 Calcul des coefficients C et S

Lors de la construction de la matrice de couplage, des matrices de coefficients C et S

uniquement dépendantes des fonctions de forme et de l’ordre m d’une harmonique spatiale, sont
nécessaires pour la décomposition en harmoniques des vecteurs propres (cf. section II.2.2.2). Pour
rappel, ces matrices ont pour expression :

C(m 6= 0) =
1

π

∫ αs

0
cos(mθ)H(θ) dθ C(0) =

1

2π

∫ αs

0
H(θ) dθ (III.3)

S(m 6= 0) =
1

π

∫ αs

0
sin(mθ)H(θ) dθ S(0) = 0 (III.4)

ce qui donne, dans le cas des fonctions de forme (III.1) :

C =



C1 0 0 C2 0 0

0 C1 0 0 C2 0

0 0 C1 0 0 C2


 S =



S1 0 0 S2 0 0

0 S1 0 0 S2 0

0 0 S1 0 0 S2


 (III.5)

avec

C1(0) = C2(0) =
αs
4π

C1(m) =
1

πm2αs
(1− cosmαs)

C2(m) =
1

πm

(
cosmαs
mαs

+ sinmαs −
1

mαs

)

S1(m) =
1

πm

(
1− sinmαs

mαs

)

S2(m) =
1

πm

(
− cosmαs +

sinmαs
mαs

)

(III.6)

Ces coefficients font partie des paramètres à renseigner lors de la définition du système étudié, au
même titre que le nombre de secteurs ou les propriétés matériaux.
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1.2 Configuration utilisée pour les simulations numériques

Les principales dimensions et conditions limites appliquées au modèle bi-rotor pour les
simulations numériques de ce chapitre sont présentées Figure III.2.

0,5
cm

2 cm
2 cm

5 cm

2 cm
1,6 cm

0,5 cm

Ù
Ù

f1
f2

l

Ligne de
fixation des
raideurs de
couplageR1 R2

l l

Figure III.2 – Schéma des principales dimensions et conditions limites du système bi-rotor.

Pour chaque roue aubagée, les déplacements d’une arête située à la base du disque est contraint
dans la direction axiale de façon à supprimer les modes de corps rigide. La formulation en symétrie
cyclique élimine automatiquement ceux des autres directions.

Les raideurs de couplage sont fixées sur une ligne circulaire tournant autour de l’axe de
révolution. Le plan du schéma étant perpendiculaire à cette ligne, un seul point est visible. Pour
les développements présentés dans ce mémoire, le modèle de roulement se limite à des raideurs
purement radiales. Il pourrait être complexifié, la méthode de résolution étant prévue pour tenir
compte des trois directions de couplage. Enfin, les excitations des deux roues aubagées sont axiales
et situées sur une arête au sommet des aubes.

Les matrices de masse et de raideur sont fournies par le code EF Ansys. Une matrice
d’amortissement modale est ajoutée lors de la construction du modèle dans le code Python sur le
principe de la section I.3.3.2. Pour ce modèle bi-rotor, les effets gyroscopiques, le raidissement
et l’assouplissement centrifuge sont négligés, les matrices associées n’ayant pu être extraites du
modèle Ansys. Toutefois leur prise en compte est prévue par la méthode de projection développée
et ne devrait en théorie pas modifier les temps de calcul ni les conclusions de l’étape de validation.
En revanche, elle complexifierait l’étude présentée section III.3 concernant le comportement du
bi-rotor sur des plages de vitesse. En effet, les bases modales seraient alors dépendantes des
vitesses de rotation et devraient donc être recalculées pour chaque couple de vitesse (Ω1,Ω2).

2 Validation de la méthode développée

La méthode de projection de l’équation du mouvement développée dans le Chapitre II et
destinée à se débarrasser des termes périodiques temporels indésirables, n’a pour l’instant été
testée que sur un modèle axisymétrique d’anneaux. L’objectif de cette section est d’intégrer la
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notion de symétrie cyclique en effectuant le même type de simulations et de comparaisons entre
les résolutions temporelle et fréquentielle, cette fois-ci sur le modèle EF simplifié de roue aubagée
introduit dans la section III.1.

2.1 Paramétrage des calculs

Quels que soient les calculs effectués, le résultat recherché consiste à observer un couplage entre
les deux rotors, ce qui nécessite de choisir une configuration assurant une transmission d’énergie
au travers du roulement. Pour cela, l’effort appliqué doit solliciter au moins un mode propre
du rotor excité dont la déformée dans la zone du roulement est significative. Une transmission
d’énergie non-négligeable vers le second rotor est ainsi assurée.

Après visualisation des déformées modales de chaque roue aubagée séparément dans Ansys, le
premier mode à 2 diamètres de la roue R1, représenté Figure III.3, semble le plus adapté compte
tenu de la déformation notable de la zone de fixation du roulement. Il est intéressant de noter
que le même mode pour la roue R2 présente une déformée de cette même zone bien plus faible, et
sera donc probablement moins visible dans les phénomènes de couplage.

(a) 1er mode à 2D roue 1,
ω1 = 20826 rad.s−1

(b) 1er mode à 2D roue 2,
ω2 = 16636 rad.s−1

Figure III.3 – Visualisation des déformées modales du premier mode à 2 diamètres de chaque
roue aubagée.

L’excitation du mode choisi nécessite d’appliquer un effort cohérent spatialement et fré-
quentiellement, c’est-à-dire un effort à 2 diamètres (deux sillages dans le cas d’une excitation
aérodynamique) et à la fréquence moitié de la fréquence propre visée (cf. section I.4.1.1). Comme
dans le cas des anneaux, il est fait le choix de travailler avec une excitation fixe dans le repère
fixe, spatialement sinusoïdale. La vitesse de rotation du rotor R1, directement liée à sa fréquence
d’excitation, doit être d’environ Ω1 ' 10415 rad.s−1 pour exciter le premier mode à 2 diamètres.
Il n’est pas nécessaire de chercher à atteindre la fréquence propre exacte du mode, celle-ci étant
amenée à varier légèrement en situation couplée. Un ordre de grandeur est suffisant.

La valeur de la densité des raideurs de couplage κ est un autre paramètre important dans la
mise en place des phénomènes vibratoires : elle doit être ni trop faible afin d’assurer un transfert
d’énergie au travers du roulement, ni trop élevée de façon à ce que le comportement du rotor
excité ne devienne pas prépondérant sur les vibrations du second.
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À partir de ces critères, une première liste de paramètres communs à l’ensemble des simulations
numériques de cette section a été établie :

Paramétrage commun : Roue aubagée R1 : Roue aubagée R2 :

ρ = 7800 kg.m−3 Ω1 = 10415 rad.s−1 À définir en fonction

E = 210 GPa 2 sillages d’excitation des simulations

ξ = 1% Fz1 = 106 N

κ =




5.106 0 0

0 0 0

0 0 0


N.m−1rad−1

Enfin, le dernier élément à fixer concerne la troncature de la base modale de chaque roue
aubagée, indispensable compte tenu du grand nombre de ddl que possède la structure. Lors
du choix du nombre de modes propres à calculer, il faut être vigilant à bien conserver les
deux vecteurs d’un mode double afin d’assurer un comportement vibratoire cohérent. Pour les
simulations présentées dans ce chapitre, le nombre de vecteurs propres pris en compte est limité
au maximum afin d’accélérer les calculs : seul un mode double par diamètre est conservé, ce qui
correspond à 4 vecteurs en raison de l’écriture en système d’état. Dans le cas du modèle EF
utilisé, 100 modes propres sont ainsi retenus pour la roue R1 (diamètres 0 à 24) et 52 pour la
roue R2 (diamètres 0 à 12). Il faut au préalable s’assurer que le mode à exciter est bien présent
dans cette base modale réduite, ce qui est le cas ici.

2.2 Comparaison des simulations numériques

Comme pour le système bi-anneau, la validation de la méthode développée utilise comme
référence la résolution par intégration temporelle de l’équation de départ, cette fois-ci écrite en
base modale. En effet, malgré le choix d’un modèle de roue aubagée très simplifié, le nombre
de ddl physiques reste relativement élevé et entrainerait un temps de résolution temporelle trop
long. Le passage en base modale permet de limiter ce coût numérique. La même troncature de
la base modale est appliquée pour les résolutions temporelle et fréquentielle afin de comparer
des systèmes similaires. En revanche, aucun traitement ni projection ne sont appliqués à la base
modale utilisée pour la résolution temporelle.

2.2.1 Premier calcul

Pour le premier calcul de validation, seule la première roue aubagée est excitée sur le mode
propre sélectionné précédemment, c’est-à-dire son premier mode à 2D. De cette façon, la seule
excitation appliquée à la seconde roue est celle transmise par le roulement. On vérifie ainsi qu’un
transfert d’énergie existe bien en se limitant au cas simple d’une seule excitation, plus facile à
interpréter. Le paramétrage utilisé pour ce calcul est le suivant :

Roue aubagée R1 : Roue aubagée R2 :

Ω1 = 10415 rad.s−1 Ω2 = 1000 rad.s−1

2 sillages d’excitation Pas d’excitation

Fz1 = 106 N
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L’évolution temporelle des déplacements radiaux d’un nœud dans la zone de fixation du roulement
de chaque rotor est tracée Figure III.4 en superposant les résultats de l’intégration temporelle
et de la résolution fréquentielle. Cette zone a été choisie pour l’étude des courbes puisqu’elle
constitue le lieu de transfert de l’énergie entre les deux structures. On se limite volontairement
aux déplacements radiaux, le modèle de roulement utilisé n’assurant pas de couplage dans les
autres directions.
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Figure III.4 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un noeud de chaque roue aubagée au

niveau du roulement. Intégration temporelle ( ), résolution fréquentielle ( ).

De la même façon que pour l’étape de validation sur le modèle bi-anneau, section II.4.3.2,
l’intégration temporelle est initialisée sur la configuration non-déformée du système bi-rotor. Les
résultats de la méthode fréquentielle ne sont pas utilisés de façon à évaluer le vrai temps de calcul
de la résolution temporelle. Il en découle un régime transitoire relativement long, nécessitant de
nombreuses itérations avant d’atteindre le régime stationnaire. Une fois le régime stationnaire
atteint, les deux méthodes de résolution présentent une très bonne corrélation de leurs résultats
pour les deux rotors.

Les déplacements significatifs du rotors R2, initialement non exposé à un chargement externe,
résultent d’un transfert d’énergie au travers du roulement. Les amplitudes de déplacement de ce
rotor, qui dépendent de la densité de raideur de couplage, sont logiquement plus faibles que celles
du rotor R1.

Enfin, les fréquences des vibrations relevées sur les deux rotors correspondent au double de
leurs vitesses de rotation ce qui est bien cohérent avec une excitation à 2 diamètres.

2.2.2 Second calcul

Un second calcul est réalisé en appliquant cette fois-ci une excitation aux deux rotors afin
d’étudier la superposition des réponses vibratoires. Les harmoniques d’excitation sont volontai-
rement distinctes de façon à faciliter l’interprétation du comportement vibratoire observé. La
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paramétrage utilisé est le suivant :

Roue aubagée R1 : Roue aubagée R2 :

Ω1 = 10415 rad.s−1 Ω2 = 8500 rad.s−1

2 sillages d’excitation 3 sillages d’excitation

Fz1 = 106 N Fz2 = 106 N

Les déplacements radiaux d’un point de chaque roue aubagée au niveau du roulement sont
tracés Figure III.5. On observe de nouveau un régime transitoire relativement long nécessitant de
nombreuses itérations pour la résolution temporelle. Une fois le régime transitoire atteint, les
courbes des deux méthodes de résolution se superposent parfaitement.
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Figure III.5 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un noeud de chaque roue aubagée au
niveau du roulement. Intégration temporelle ( ), résolution fréquentielle ( ).

L’ajout d’une excitation sur le deuxième rotor ne semble pas particulièrement perturber la
première roue aubagée. Ce constat est cohérent avec les déformées modales du second rotor très
localisées au niveau des aubes. Les faibles niveaux vibratoires transmis à la roue R1 au travers du
roulement sont probablement négligeables devant la propre déformée de cette roue. En revanche,
la superposition des deux efforts est bien visible sur le rotor R2. Les déplacements sont en moyenne
décentrés par rapport à la configuration de déplacement nul. La variation d’amplitude observée
résulte d’une contribution inégale des deux harmoniques d’excitation : cette forme particulière
d’oscillations est reconstruite Figure III.6 à partir des harmoniques spatiales d’harmoniques 2 et
3 en donnant un poids plus important à l’harmonique 2.
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Figure III.6 – Tracé de la fonction d’équation y(θ) = −10 cos(2θ)− 3 cos(3θ).

2.2.3 Conclusion

Pour les deux simulations présentées, les résolutions temporelle et fréquentielle se superposent
parfaitement une fois le régime stationnaire atteint. La méthode de projection de l’équation du
mouvement, déjà testée dans le cadre d’un modèle axisymétrique, semble donc également valable
pour une structure à symétrie cyclique dans les conditions étudiées ici. Sachant qu’on ne s’intéresse
qu’au régime stationnaire, cette méthode présente le sérieux avantage d’un temps de calcul très
réduit : la résolution temporelle a nécessité environ 6h de calculs, contre seulement 5min pour la
méthode fréquentielle comprenant le calcul des bases modales, la construction de l’équation du
mouvement dans les nouveaux repères et la résolution fréquentielle. À noter que l’étape la plus
longue dans cette procédure est de loin le calcul de la base modale, l’application de la méthode
développée et la résolution étant quasi-instantanées. Il reste désormais à étudier les limites de
cette nouvelle méthode, notamment concernant son comportement dans une configuration instable
de la structure bi-rotor.

3 Comportement vibratoire sur plusieurs plages de vitesse

Le calcul de la réponse forcée d’un système fournit des informations précieuses quant à son
comportement vibratoire dans le domaine de fréquence étudié, notamment lors du passage des
modes propres qui conduit généralement à un phénomène de résonance. Dans le cas du système
bi-rotor, les fréquences d’excitations sont directement liées aux vitesses de rotation. L’étude de
la réponse forcée du système couplé implique donc de faire varier les vitesses de rotation des
deux rotors et aboutit au tracé de nappes représentant l’amplitude maximale de déplacement
d’un point de chaque roue aubagée en fonction des deux vitesses de rotation. La comparaison des
nappes des deux rotors fournit des informations concernant les transferts d’énergie s’instaurant
au travers du roulement.

Ce type d’étude ne serait pas envisageable avec une méthode de résolution temporelle, trop
onéreuse en temps de calcul compte tenu du grand nombre de résolutions nécessaires au quadrillage
correct des plages de vitesse à étudier. En revanche, la méthode fréquentielle est tout à fait
adaptée, d’autant plus dans le cas où les effets gyroscopiques, le raidissement et l’assouplissement
centrifuge sont négligés : le calcul des bases modales des deux roues, étape la plus longue de la
procédure, n’est à effectuer qu’une seule fois puisque les modes propres sont alors indépendants
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des vitesses de rotation. Toutefois, cette méthode n’a pour l’instant été testée que dans certaines
configurations du système bi-rotor, qui se sont toutes avérées être stables. Par conséquent, rien
ne permet dans l’immédiat de prévoir le comportement de cette méthode pour des couples de
vitesse correspondant à une configuration instable du bi-rotor.

Dans toute cette section, un effort extérieur à 2 diamètres est appliqué uniquement sur la
première roue aubagée. L’objectif est toujours de solliciter un mode propre dont la déformée
significative dans la zone du roulement assure un transfert d’énergie au second rotor. L’usage
d’une unique excitation permet de travailler avec un cas simple plus facile à interpréter. Le
paramétrage utilisé pour le calcul des nappes est le suivant :

Paramétrage commun : Roue aubagée R1 : Roue aubagée R2 :

ρ = 7800 kg.m−3 2 sillages d’excitation pas d’excitation

E = 210 GPa Fz1 = 106 N

ξ = 1%

κ =




5.106 0 0

0 0 0

0 0 0


N.m−1rad−1

3.1 Première plage de vitesse (co-rotatif)

Le premier calcul est réalisé en configuration co-rotative. Les phénomènes notables étant
généralement situés au passage des fréquences propres, la plage de vitesse pour chaque rotor
est choisie de façon à couvrir la fréquence de son premier mode à 2 diamètres. Ces fréquences
propres, en situation couplée à l’arrêt, ont respectivement pour valeur ω1,couplé = 21365 rad.s−1

et ω2,couplé = 16720 rad.s−1 ce qui correspond aux vitesses de rotation Ω1 = 10680 rad.s−1 et
Ω2 = 8360 rad.s−1. Dans ces conditions, une plage de vitesse de 0 à 15000 rad.s−1 semble adaptée
pour les deux rotors. Les calculs sont effectués dans un premier temps avec un pas de 100 rad.s−1,
puis raffinés autour de la zone de croisement des deux modes propres à un pas de 10 rad.s−1. Les
réponses forcées des deux rotors sont tracées Figure III.7.

On remarque qu’une valeur spécifique de vitesse de chaque rotor génère une nette augmentation
de l’amplitude des déplacements : Ω1 ' 10700 rad.s−1 et Ω2 ' 8300 rad.s−1, ce qui correspond
comme prévu aux fréquences du premier mode propre à 2 diamètres de chaque rotor en situation
couplée. À l’intersection de ces deux vitesses de rotation, un phénomène particulier apparait : un
transfert d’énergie du rotor excité R1 vers le rotor R2 se met en place, entrainant une diminution
brutale de l’amplitude des déplacements du rotor R1 en échange d’une forte augmentation de
l’amplitude des déplacements du rotor R2. Au-delà de ce croisement, la ligne suivant le maximum
d’amplitude de chaque rotor a tendance à se déplacer légèrement, comme si les fréquences du
système couplé avaient été décalées : Ω1 ' 10800 rad.s−1 et Ω2 ' 8600 rad.s−1.

La comparaison du comportement des deux rotors sur cette plage de vitesse met en évidence
un second phénomène notable. En dehors de la zone de croisement des modes propres des deux
rotors, le rotor R1 ne semble pas perturbé par la résonance du rotor R2, à peine visible sur
sa nappe. Au contraire, les deux résonances sont bien visibles sur le rotor R2 avec le même
ordre de grandeur d’amplitude. Ce constat peut s’expliquer par la différence entre les déformées
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Figure III.7 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration co-rotative. Zoom (à droite) sur le croisement des deux

fréquences propres.

des deux modes concernés dans la zone de fixation du roulement : le mode propre du rotor R2

déforme très peu cette zone d’échange et n’engendre donc qu’un faible transfert d’énergie vers
le rotor R1, par ailleurs soumis à une excitation externe. Il est probable que les déplacements
induits par le rotor R2, en dehors de la zone de croisement des deux modes propres, soient trop
faibles comparativement aux déplacements générés par l’excitation externe pour être visibles. En
revanche, la déformée modale du rotor R1 étant significative dans la zone du roulement, le niveau
d’énergie transmis au rotor R2 s’approche probablement de celui engendré par son excitation en
bout d’aube, ce qui justifie que les amplitudes des deux modes soient similaires sur ce rotor.

3.2 Deuxième plage de vitesse (contra-rotatif)

Suite aux observations du cas co-rotatif, l’objectif de ce second calcul est d’étudier la dynamique
du système bi-rotor sur la même plage de vitesse mais en configuration contra-rotative, afin
d’établir si les deux configurations possèdent un comportement vibratoire similaire. Les mêmes
pas de calcul sont utilisés pour tracer les nappes présentées Figure III.8.

Ici encore, une valeur particulière de vitesse de chaque rotor entraine une augmentation de
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Figure III.8 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration contra-rotative. Zoom (à droite) sur le croisement des deux

fréquences propres.

l’amplitude des déplacements sur toute la nappe : Ω1 ' 10700 rad.s−1 et Ω2 ' −8400 rad.s−1. Il
s’agit de nouveau du passage des fréquences propres des deux rotors. Comme dans la configuration
co-rotative, les lignes d’amplitude maximale se décalent légèrement après la zone de croisement
des deux modes. En revanche, cette zone de croisement présente maintenant deux points singuliers
caractérisés par une augmentation importante et brutale de l’amplitude des vibrations des deux
rotors. Le raffinement du pas de calcul autour de cette zone fait croitre l’amplitude des pics
jusqu’à des valeurs de déplacements n’ayant plus de sens physique. Cette singularité étant absente
en situation co-rotative, on peut supposer qu’elle est liée à certaines valeurs particulières de la
différence de vitesse entre les deux rotors ∆Ω = Ω1 − Ω2. Ceci est cohérent avec l’expression des
coefficients temporels dans la matrice de couplage. D’après l’étude de la stabilité des équations de
Mathieu [46, 47], ces termes sont en effet responsables d’une instabilité du système, probablement
exprimée ici au travers des deux pics d’amplitude. Les valeurs de ∆Ω associées à ces pics sont :
∆Ωa = 18800 rad.s−1 et ∆Ωb = 19500 rad.s−1. Les conditions d’apparition de ces pics seront
étudiées dans la section III.4.
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3.3 Troisième plage de vitesse (co-rotatif)

Pour tester les conditions d’apparition de la singularité observée en configuration contra-
rotative, une troisième nappe est tracée en situation co-rotative. L’objectif est de se placer aux
alentours du mode propre du premier rotor de façon à assurer un niveau vibratoire suffisant, tout
en respectant les différences de vitesse ∆Ωa,b correspondant aux pics d’amplitude obtenus en
contra-rotatif. On se place donc aux alentours de Ω1 = 10700 rad.s−1 ce qui impose d’étudier
au minimum la plage de vitesse 29500 rad.s−1 ≤ Ω2 ≤ 30200 rad.s−1 pour couvrir les deux pics
en respectant Ω2 = Ω1 + ∆Ωa,b. Les nappes ont été tracées avec un pas de 10 rad.s−1, et sont
présentées Figure III.9.
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Figure III.9 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration co-rotative, autour de la fréquence propre de la roue R1 et

des deux valeurs de ∆Ω présentant des points singuliers dans le cas contra-rotatif.

La résonance associée au passage de la fréquence propre du premier rotor est toujours bien
visible dans le comportement vibratoire des deux structures. On remarque que le rotor R2 présente
deux pics d’amplitude au passage du mode propre du rotor R1, rappelant les points singuliers
observés en contra-rotatif. Toutefois, les amplitudes des déplacements, toujours inférieures à celles
du rotor R1, restent raisonnables et le rotor R1 ne présente aucune singularité sur cette plage de
vitesse. Une étude plus approfondie est nécessaire pour établir l’origine de ce phénomène, qui
sera présentée dans la section III.4.

3.4 Conclusion

L’étude du comportement vibratoire du système bi-rotor présentée ici met en évidence deux
phénomènes remarquables :

• En configuration co-rotative, un transfert d’énergie entre les deux structures s’établit
au croisement de leurs modes propres respectifs. Il est à noter que ce phénomène est
particulièrement sensible à la valeur des raideurs de couplage et ne sera donc pas toujours
visible pour ce type de système bi-rotor.

• En configuration contra-rotative, une singularité apparait au croisement des deux modes
propres sous la forme de deux pics d’amplitude très importante. Ce phénomène est visible
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dans une moindre mesure en co-rotatif pour les mêmes valeurs de différence de vitesse des
deux rotors. Il pourrait s’agir d’une instabilité du système.

Des recherches plus approfondies, incluant notamment une étude de stabilité, sont nécessaires
pour expliquer l’origine et les conditions d’apparition de ce phénomène singulier, ainsi que pour
discuter de la validité de la méthode développée dans le domaine de vitesse concerné. Compte
tenu de la taille et de la relative complexité du modèle de roue aubagée, un modèle bi-anneau
présentant les mêmes comportements vibratoires que cette structure bi-rotor est développé dans
la suite, de façon à accélérer les calculs et faciliter la compréhension des phénomènes.

4 Étude de la stabilité du système

L’objectif de cette section est de reproduire le comportement vibratoire du modèle bi-rotor
aubagé à l’aide d’une structure plus simple d’anneaux afin de faciliter l’étude des phénomènes
d’instabilité et de s’assurer de leur sens physique. Pour cela, deux descriptions différentes d’anneau
sont utilisées :

• Le modèle EF poutre courbe développé dans la section II.4 dont les effets gyroscopiques, le
raidissement et l’assouplissement centrifuge sont négligés afin de se placer dans la situation
des roues aubagées. L’intérêt de ce modèle est de pouvoir appliquer la procédure de calcul
des nappes exactement dans les mêmes conditions que pour les roues aubagées.

• Un modèle continu sous forme de fonctions de Rayleigh-Ritz dont la simplicité et le très
faible nombre de ddl permet presque de le traiter entièrement de façon analytique. L’étude
de la stabilité est ainsi grandement facilitée.

Ces deux modèles, dont les comportements dynamiques sont très similaires, sont dans un premier
temps recalés en terme de valeurs propres sur le modèle de roues aubagées puis utilisés afin
d’étudier la stabilité du système. Comme dans le cas des roues aubagées, le comportement
vibratoire à 2 diamètres des anneaux sera exclusivement pris en compte.

4.1 Mise en équation d’un modèle d’anneau par la méthode de Rayleigh-Ritz

Le schéma de la structure bi-anneau et les notations utilisées pour construire le modèle
Rayleigh-Ritz sont présentés Figure III.10. L’objectif étant d’étudier les vibrations à 2 diamètres,
la formulation se limitera à des fonctions d’harmoniques spatiales 2.

Les déplacements radiaux étant les plus significatifs dans la configuration bi-rotor étudiée en
raison d’un couplage purement radial, la formulation se focalisera sur ces déplacements notés v.

4.1.1 Étude d’un anneau seul

Les équations sont développées dans un cas général, soit pour une harmonique spatiale n
quelconque. Il convient de fixer n = 2 dans les résultats pour se rapporter au cas à étudier.

Les déplacements radiaux d’harmonique n d’un anneau dans son propre repère peuvent s’écrire
sous la forme harmonique suivante [44, 45] :

v(β, t) = a(t) cosnβ + b(t) sinnβ (III.7)
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Figure III.10 – Schéma du système de deux anneaux utilisé pour la modélisation par la
méthode de Rayleigh-Ritz.

Dans le cas où le cisaillement est négligé, l’énergie de déformation de l’anneau dans le plan a pour
expression [48] :

W =
1

2

∫ 2π

0

EI

R4

(
∂2v(β, t)

∂β2
+
∂u(β, t)

∂β

)2

R dβ +
1

2

∫ 2π

0

ES

R2

(
v(β, t)− ∂u(β, t)

∂β

)2

R dβ (III.8)

Plusieurs études [49, 50] ont montré qu’une condition d’inextensibilité de la fibre neutre de
l’anneau modifie peu son comportement vibratoire. Sous cette condition, la deuxième partie de
l’énergie de déformation (III.8) s’annule ce qui permet d’établir une relation entre les déplacements
radiaux et tangentiels :

v(β, t) =
∂u(β, t)

∂β
(III.9)

On déduit ainsi l’expression des déplacements tangentiels en utilisant la relation (III.7) :

u(β, t) = −b(t)
n

cosnβ +
a(t)

n
sinnβ (III.10)

Cette condition d’anneau inextensible permet de retrouver l’expression de l’énergie de déformation
proposée dans [51, 52], à laquelle est ajoutée la formulation de l’énergie cinétique de l’anneau :

W =
1

2

∫ 2π

0

EI

R4

(
∂2v(β, t)

∂β2
+
∂u(β, t)

∂β

)2

R dβ

T =
1

2

∫ 2π

0
ρS
(
u̇2(β, t) + v̇2(β, t)

)
R dβ (III.11)

Matrices masse et raideur
Après remplacement de u et v par leurs expressions (III.7) et (III.10), le potentiel élastique et

l’énergie cinétique deviennent :

W =
EI(1− n2)2

2R3
π(a2 + b2)

T =
ρSRπ

2

n2 + 1

n2

(
ȧ2 + ḃ2

)
(III.12)
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On en déduit les matrices de masse et de raideur d’un anneau associées aux déplacements radiaux
de l’harmonique spatiale n :

K =

[
k 0

0 k

]
M =

[
m 0

0 m

]
avec k = (1−n2)2EIπ

R3
m = ρSRπ

n2 + 1

n2
(III.13)

Les coordonnées généralisées associées sont :

x(t) =

(
a(t)

b(t)

)
(III.14)

Matrice d’amortissement

Afin de s’approcher au mieux du modèle EF d’anneaux, un amortissement modal doit être
appliqué à la structure. Compte tenu de la symétrie d’un anneau et de la prise en compte d’une
seule harmonique pour en décrire les déplacements, le calcul des modes propres associés aux
matrices K et M donne un unique mode double (ϕ, ω). Un amortissement proportionnel à la
raideur est alors facilement réglable :

D = γK avec γ =
2ξ

ω
(III.15)

Efforts extérieurs

De la même façon que pour les autres simulations de ce mémoire, on considère des efforts
extérieurs spatialement sinusoïdaux, fixes et constants dans le repère fixe et notés f . Dans le cas
de la formulation Rayleigh-Ritz, ces efforts se limitent à la direction radiale privilégiée. Dans le
repère mobile de l’anneau, les efforts extérieurs radiaux s’expriment :

fv(β, t) = f · v

‖v‖ = f1 cos(nΩt+ β) + f2 sin(nΩt+ β) (III.16)

soit en séparant les termes en β et en t :

fv(β, t) = f c(t) cosnβ + f s(t) sinnβ

avec
f c(t) = f1 cosnΩt+ f2 sinnΩt

fs(t) = f2 cosnΩt− f1 sinnΩt
(III.17)

L’expression du travail élémentaire de la force radiale permet ensuite d’exprimer la projection
fext de ces efforts sur les coordonnées généralisées x :

δWext =

∫ 2π

0
fv(β, t) δv(β, t) dβ = fT

ext(t) · δx(t) (III.18)

On obtient finalement :

fext =

∫ 2π

0
(f c cosnβ + fs sinnβ)

(
cosnβ

sinnβ

)
dβ = π

(
f c

fs

)
(III.19)
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4.1.2 Étude du système couplé

Comme pour les modèles EF, la matrice de couplage liant les deux anneaux découle de l’énergie
de déformation des raideurs modélisant le roulement. Cette énergie a pour expression :

Wc =
1

2

∫ 2π

0
κ(v1(β1)− v2(β2))2 dθ (III.20)

où κ est la densité de raideur radiale du roulement. Pour le calcul de cette intégrale, les dé-
placements v1 et v2 doivent être repérés par un angle commun, par exemple l’angle θ indiqué
Figure III.10. Il faut donc exprimer les angles β1 et β2 en fonction de cet angle θ :

β1 = θ − Ω1t

β2 = θ − Ω2t
(III.21)

Après calcul de l’intégrale, l’énergie de déformation des raideurs de couplage s’exprime en fonction
des coordonnées généralisées des deux anneaux a1, b1, a2 et b2 :

Wc =
κπ

2

[
a2

1 + b21 + a2
2 + b22 −2a1a2 cosn(Ω1 − Ω2)t− 2a1b2 sinn(Ω1 − Ω2)t

+ 2b1a2 sinn(Ω1 − Ω2)t− 2b1b2 cosn(Ω1 − Ω2)t]
(III.22)

Il en découle la matrice de couplage suivante :

Kc = kc




1 0 − cosn∆Ωt −sinn∆Ωt

0 1 sinn∆Ωt − cosn∆Ωt

− cosn∆Ωt sinn∆Ωt 1 0

− sinn∆Ωt − cosn∆Ωt 0 1




avec
kc = κπ

∆Ω = Ω1 − Ω2

(III.23)
associée aux coordonnées généralisées :

x =




a1

b1

a2

b2




(III.24)

On retrouve bien la même structure de matrice de couplage qu’avec les modèles EF, toutefois
limitée à un seul bloc périodique puisqu’un seul mode propre est pris en compte dans ce modèle.
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Finalement, l’équation du système couplé libre, normée par rapport à la masse, s’écrit :
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(III.25)

L’équation ainsi obtenue est à coefficients périodiques ce qui est de nouveau compatible avec
une résolution par intégration temporelle. Comme dans le cas du modèle EF, une projection de
l’équation dans de nouveaux repères est possible afin de supprimer les coefficients périodiques
de la matrice de couplage. Toutefois, pour ce modèle continu, ces changements de repère ne
nécessitent aucune hypothèse puisqu’une seule harmonique spatiale est prise en compte. L’équation
à coefficients périodiques et l’équation projetée seront donc parfaitement équivalentes.

Projection de l’équation à coefficients périodiques
Plusieurs projections équivalentes sont envisageables pour supprimer les coefficients périodiques

de l’équation du mouvement. Le plus intuitif serait d’utiliser la même transformation que pour
les calculs EF, à savoir projeter chacun des deux rotors selon un angle proportionnel à sa propre
vitesse de rotation :

P =

[
R(nΩ1t) 0

0 R(nΩ2t)

]
avec R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
(III.26)

Dans ce cas, l’équation après projection fait apparaitre séparément les termes Ω1 et Ω2. D’après
les observations de la section III.3, il semble toutefois que la stabilité du système soit uniquement
dépendante de la différence de vitesse ∆Ω et non de la valeur de chaque terme séparément. Pour
mettre en évidence cette propriété, une autre projection plus pertinente peut être envisagée,
consistant à projeter les deux anneaux d’un angle proportionnel à la différence de vitesse ∆Ω :

P =

[
R
(
n∆Ω

2 t
)

0

0 RT (n∆Ω
2 t
)
]

(III.27)

La projection est appliquée à l’équation du mouvement grâce à la pré-multiplication de la
relation (III.25) par la matrice PT ainsi qu’au changement de variable :

x = Px̂

ẋ = Ṗx̂ + P ˙̂x

ẍ = P̈x̂ + 2Ṗ ˙̂x + P¨̂x

(III.28)
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En tenant compte des trois relations suivantes :

PTṖ = n
∆Ω

2

[
R
(
π
2

)
0

0 RT(π
2

)
]

PTP̈ = −n2 ∆Ω2

4
I4 PTKcP = kc




1
m1

I2 − 1
m1

I2

− 1
m2

I2
1
m2

I2




on obtient l’équation projetée :

¨̂x +
(
G(∆Ω) + D

)
˙̂x +

(
K1(∆Ω) + K2(∆Ω) + K + K̂c

)
x̂ = PTfext (III.29)

avec
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0 1 0 0
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(III.30)

Toutes les matrices étant indépendantes du temps, ce système peut maintenant être traité avec les
méthodes classiques. Il est notamment possible d’en calculer les modes propres grâce au système
d’état suivant, donnant ainsi directement accès à la stabilité du système :

ŷ =

(
x̂
˙̂x

)
˙̂y +

[
0 −I4

K1 + K2 + K + K̂c G + D

]
ŷ =

(
0

PTfext

)
(III.31)

4.2 Corrélation avec les deux modèles d’anneaux

Une fois la formulation de Rayleigh-Ritz établie, il reste à déterminer les paramètres géomé-
triques des deux modèles d’anneaux (éléments finis et Rayleigh-Ritz) permettant de reproduire les
phénomènes vibratoires observés sur le bi-rotor aubagé. L’étude de la stabilité sera alors possible.

4.2.1 Paramétrage des anneaux pour le recalage

L’objectif est de trouver une configuration d’anneaux reproduisant le plus fidèlement possible
le comportement vibratoire du système bi-rotor aubagé étudié dans la section III.3. Les paramètres
à fixer sont les rayons, longueurs (direction axiale) et épaisseurs (direction radiale) des anneaux,
notés R1,2, b1,2 et h1,2, ainsi que la valeur de la densité de raideur radiale de couplage. Les
fréquences propres du premier mode à 2D des deux roues aubagées du système bi-rotor, pour les
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deux configurations séparée et couplée, sont utilisées comme critère de recalage. Ce sont en effet
ces deux modes propres qui interviennent dans la réponse forcée du système bi-rotor.

De nombreuses configurations assurent de respecter ce critère. Une nouvelle contrainte est
donc ajoutée, imposant de travailler avec deux anneaux de dimensions similaires et du même
ordre de grandeur que celles des roues aubagées. De plus, la valeur de densité de raideur de
couplage du système bi-rotor aubagé est conservée.

La première étape consiste à recaler les fréquences propres des anneaux découplés. Il s’agit de
fixer les valeurs de R1,2 et h1,2, seuls paramètres d’influence sur ces fréquences. Une fois ces quatre
valeurs établies, les deux longueurs b1,2 sont modifiées afin de recaler les fréquences du système
couplé à l’arrêt. Les rayons R1,2 et épaisseurs h1,2 des anneaux ayant également une influence
sur ces fréquences, il peut être nécessaire de les corriger afin de travailler avec des longueurs
d’anneaux raisonnables. Dans ce cas, la première étape doit être reprise afin de vérifier le recalage
des fréquences propres découplées avec ce nouveau paramétrage et itérer jusqu’à obtenir une
configuration satisfaisante. Le paramétrage finalement retenu est le suivant :

R1 = 0,035m R2 = 0,05m

b1 = 0,09m b2 = 0,11m

h1 = 0,006351m h2 = 0,010355m

ρ = 7800 kg.m−1 κ = 5 · 106 N.m−1rad−1

E = 210GPa ξ = 1%

Dans le cas du modèle EF, le nombre de secteurs N et d’éléments par secteur ns doivent
également être fixés. L’influence de ces paramètres sur les valeurs propres des anneaux étant très
limitée, les valeurs du modèle bi-rotor aubagé sont reprises :

N1 = 48 N2 = 24

ns,1 = 3 ns,2 = 6

Les raideurs d’attache situées en chaque nœud du modèle EF et nécessaires à la suppression
des modes de corps rigide, sont fixées à 10N.m−1 de façon à ne pas perturber les modes propres
des anneaux. Cette valeur a beaucoup moins d’importance que pour les applications numériques
du Chapitre II, les effets gyroscopiques, de raidissement et d’assouplissement centrifuge étant
négligés. En pratique, ces raideurs ne sont pas nécessaires si les seuls modes à 2D sont conservés
dans la base modale.

Les pulsations propres obtenues pour le premier mode à 2 diamètres de chaque modélisation
sont présentées Tableau III.1. Le recalage obtenu n’est pas parfait, notamment pour les fréquences
propres en configuration couplée, mais reste dans les bons ordres de grandeur et permet d’obtenir
deux anneaux aux dimensions proches.

On remarque une légère différence dans les valeurs propres des deux modélisations d’anneau
supposées reproduire des comportements dynamiques similaires : les fréquences propres de la
modélisation EF sont légèrement plus faibles que celles de la modélisation Rayleigh-Ritz. Cette
différence provient de la condition d’inextensibilité de l’anneau dans sa modélisation Rayleigh-Ritz.
En effet, cette hypothèse a tendance à rigidifier la structure et donc à en augmenter les fréquences
propres. Ce constat n’est pas problématique à condition que les réponses vibratoires des deux
modèles restent bien similaires.
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Roues aubagées Anneaux EF Anneaux RR

ω1 20826 20826 20836

ω2 16636 16636 16647

ω1,couplé 21365 21462 21473

ω2,couplé 16720 16865 16876

Table III.1 – Pulsations propres (rad.s−1) en configurations séparée et couplée du premier mode
propre à 2 diamètres des deux rotors pour chaque modélisation étudiée : roues aubagées, modèle

EF d’anneaux ou modèle continu Rayleigh-Ritz d’anneaux.

Pour le vérifier, un calcul de réponse temporelle a été réalisé pour chaque modélisation, avec
le paramétrage suivant :

Anneau 1 : Anneau 2 :

Ω1 = 10500 rad.s−1 Ω2 = 8200 rad.s−1

2 sillages d’excitation pas d’excitation

F cv1 = F sv1 = 105 N

Ces vitesses de rotation permettent de se placer à proximité des fréquences propres des deux
rotors et d’assurer un niveau vibratoire significatif. Pour les deux modélisations, une résolution
par intégration temporelle de l’équation de départ est privilégiée car mieux maîtrisée que la
méthode de projection de l’équation du mouvement. En effet, pour cette comparaison réalisée une
seule fois, le temps de calcul a peu d’importance mais la maîtrise du résultat est déterminante
pour établir si une différence entre les deux modèles est inhérente aux formulations choisies ou
simplement à une approximation de la méthode de résolution. Les résultats obtenus pour les deux
modélisations sont comparés Figure III.11.

On observe globalement un comportement vibratoire similaire des deux modèles, que ce soit
pour l’anneau 1 directement excité ou pour l’anneau 2 couplé au premier par un continuum de
raideurs. Il faut toutefois noter une légère majoration de l’amplitude des oscillations du modèle
EF en régime stationnaire. Tout comme pour les fréquences propres, cet écart s’explique par
l’utilisation d’un potentiel élastique différent dans nos deux modèles. La condition d’inextensibilité
de l’anneau RR induit une raideur plus importante et donc une amplitude des oscillations plus
restreinte. Cet écart reste toutefois très faible et ne devrait pas impacter le comportement
vibratoire du système bi-anneau, notamment en ce qui concerne sa stabilité.

4.2.2 Comportement vibratoire des anneaux éléments finis recalés sur plusieurs
plages de vitesse

Une fois les deux systèmes bi-anneau recalés fréquentiellement sur le modèle bi-rotor, il
est important de s’assurer que le paramétrage retenu permet bien d’obtenir un comportement
vibratoire similaire dans les plages de vitesse d’intérêt. Dans ce cas, le modèle d’anneau pourra
être considéré comme légitime pour l’étude des phénomènes observés avec les roues aubagées.

Pour cela, la modélisation EF des anneaux est privilégiée afin de tracer la réponse forcée du
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Figure III.11 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau du
système couplé. Comparaison des modélisations éléments finis ( ) et Rayleigh Ritz ( )

résolues par intégration temporelle.

système bi-anneau sur les mêmes plages de vitesse que le système bi-rotor et dans les mêmes
conditions de calcul. Comme dans le cas des roues aubagées, seul l’anneau 1 est excité sur un
mode à 2D. Les nappes sont calculées en utilisant la méthode de projection de l’équation du
mouvement associée à une résolution fréquentielle. Le paramétrage utilisé pour l’ensemble des
calculs de nappe sont les suivants :

Paramétrage commun : Anneau 1 : Anneau 2 :

ρ = 7800 kg.m−3 2 sillages d’excitation pas d’excitation

E = 210 GPa Fv1 = 105 N

ξ = 1%

κ =

[
0 0

0 5.106

]
N.m−1rad−1

Première plage de vitesse (co-rotatif)
Pour ce premier calcul, le système bi-anneau est étudié en configuration co-rotative sur

des plages de vitesse assurant de croiser le mode propre à 2 diamètres des deux anneaux. En
configuration couplée et à l’arrêt, ces modes ont pour fréquence propre ω1,couplé = 21462 rad.s−1

et ω2,couplé = 16865 rad.s−1 ce qui correspond, dans le cadre d’une excitation à 2 diamètres, aux
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vitesses de rotation Ω1 = 10730 rad.s−1 et Ω2 = 8430 rad.s−1. De la même façon que pour les
roues aubagées, la plage de vitesse de 0 à 15000 rad.s−1 est donc adaptée pour les deux anneaux.
Les calculs de réponse forcée sont réalisés avec un pas de 100 rad.s−1, puis raffinés autour de la
zone de croisement des deux modes propres à un pas de 10 rad.s−1. Les nappes obtenues sont
présentées Figure III.12.
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Figure III.12 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de chaque anneau en
configuration co-rotative. Zoom (à droite) sur le croisement des deux fréquences propres.

On retrouve pour ce système bi-anneau un comportement en configuration co-rotative très
similaire à celui des roues aubagées. Sur le premier anneau, qui est l’anneau excité, seul son propre
mode à 2 diamètres est nettement visible sur toute la plage de vitesse étudiée. Sur le second
anneau, les modes propres des deux structures apparaissent avec le même ordre de grandeur
d’amplitude, aux alentours de Ω1 = 10700 rad.s−1 et Ω2 = 8400 rad.s−1. Au croisement de ces
deux modes propres, l’amplitude des déplacements du premier anneau chute fortement alors que
celle du second anneau augmente. On retrouve le phénomène de transfert d’énergie déjà observé
dans le cas des roues aubagées. Lors de ce transfert, le ratio entre les amplitudes des deux anneaux
est proche de celui des roues aubagées, témoignant d’un couplage d’intensité similaire. Ici aussi,
les lignes d’amplitude maximale se décalent légèrement pour les deux rotors au passage de la
résonance pour se stabiliser autour de Ω1 = 10800 rad.s−1 et Ω2 = 8500 rad.s−1.

Malgré des apparences très similaires, les nappes obtenues avec les roues aubagées ou les
anneaux présentent tout de même une légère différence. Dans les deux cas, la résonance visible
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sur le rotor 2 comporte deux pics, mais ces pics se distinguent beaucoup plus dans le cas des
anneaux. Il est toutefois normal d’observer des écarts entre les deux modèles, les deux structures
étant géométriquement très différentes.

Deuxième plage de vitesse (contra-rotatif)
Ce deuxième calcul a pour objectif de vérifier la présence d’une singularité dans le comporte-

ment du système bi-anneau dans la même configuration contra-rotative que les roues aubagées.
Le paramétrage des anneaux reste inchangé mis à part le sens de rotation de l’anneau 2. Les
nappes obtenues sont tracées Figure III.13.
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Figure III.13 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de chaque anneau en
configuration contra-rotative. Zoom (à droite) sur le croisement des deux fréquences propres.

Ici encore, les nappes de réponse forcée sont très similaires à celles des roues aubagées. Les
modes propres des deux anneaux sont visibles sur toute la plage de vitesse étudiée, bien que
de façon moins marquée en raison des pics d’amplitude visibles au croisement des deux modes
propres, aux deux valeurs de ∆Ω : ∆Ωa ' 18800 rad.s−1 et ∆Ωb ' 19530 rad.s−1. Ces deux pics
sont mieux séparés que dans le cas des roues aubagées, avec une nette diminution de l’amplitude
des déplacements entre eux.
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Troisième plage de vitesse (co-rotatif)

Comme pour les roues aubagées, le comportement du système bi-anneau est vérifié en co-
rotatif pour les valeurs de ∆Ω générant des singularités en configuration contra-rotative. Les
valeurs cibles de ∆Ω ne pouvant pas être atteintes en croisant simultanément les modes propres
des deux anneaux, le mode propre du premier est privilégié et la plage d’étude du second est
définie de façon à couvrir les deux valeurs ∆Ωa,b. La résonance du premier rotor apparaissant
aux alentours de Ω1 = 10700 rad.s−1, la plage minimale de vitesse pour l’anneau 2 est comprise
entre 29500 rad.s−1 ≤ Ω2 ≤ 30230 rad.s−1. Les nappes sont calculées avec un pas de 10 rad.s−1 et
tracées Figure III.14.
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Figure III.14 – Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de chaque anneau en
configuration co-rotative, autour de la fréquence propre de la roue R1 et des deux valeurs de ∆Ω

présentant des points singuliers dans le cas contra-rotatif.

Comme dans le cas des roues aubagées, la résonance de l’anneau 1 est visible sur les deux
rotors. Ici encore, l’anneau 1 ne présente pas de phénomène vibratoire particulier au passage des
valeurs cibles de ∆Ω. Contrairement au cas des roues aubagées, l’anneau 2 ne présente pas non
plus de phénomène vibratoire notable sur cette plage de vitesse. Il est probablement atteint ici
l’une des limites de la modélisation du comportement vibratoire du système bi-rotor par une
structure simple d’anneaux.

Conclusion

Le comportement vibratoire présenté au travers de ces nappes est très similaire à celui des
roues aubagées : au croisement des deux modes propres, un transfert d’énergie se met en place en
co-rotatif et une singularité sous la forme de deux pics d’amplitude apparait en contra-rotatif.
Ce modèle bi-anneau recalé semble donc pertinent pour l’étude de ces deux phénomènes déjà
présents sur les roues aubagées.

En revanche aucun phénomène vibratoire particulier n’est observé en co-rotatif pour les mêmes
valeurs de différence de vitesse que les points singuliers des nappes en contra-rotatif. L’origine
des pics observés en co-rotatif sur les roues aubagées ne pourra probablement pas être expliquée
par ce modèle trop simple. Cette différence ne remet toutefois pas en question la pertinence
du modèle bi-anneau pour l’étude des deux autres phénomènes. En effet, il est normal qu’une
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structure axi-symétrique ne présente pas exactement le même comportement dynamique qu’une
structure à symétrie cyclique bien plus complexe géométriquement.

4.3 Étude de la stabilité du système bi-anneau

La pertinence du système bi-anneau recalé ayant été validée pour l’étude des phénomènes
vibratoires du bi-rotor aubagé, la modélisation Rayleigh-Ritz est à présent utilisée pour expliquer
l’origine de ces phénomènes. Cette formulation à 4 ddl, très intéressante du point de vue de son
écriture analytique et de son très faible coût numérique, est également tout à fait adaptée pour
une étude de stabilité, concernant notamment l’origine des singularités observées sur les nappes
en configuration contra-rotative.

4.3.1 Étude paramétrique des conditions de stabilité

Plusieurs méthodes sont à notre disposition pour déterminer les conditions de stabilité du
système bi-anneau en fonction des différents paramètres d’influence, à savoir les vitesses de
rotation, la densité de raideur κ et le taux d’amortissement ξ. L’équation du mouvement de
départ (III.25) est une équation de Mathieu, c’est-à-dire une équation différentielle linéaire à
coefficients périodiques. La stabilité des solutions périodiques de ce type d’équation est étudiée
dans la théorie de Floquet [53]. Cette méthode est basée sur le calcul des multiplicateurs de
Floquet, un jeu unique de paramètres associés au problème de départ qui donnent une mesure de la
divergence ou convergence orbitale locale de la solution sur une période : si les multiplicateurs sont
strictement inférieurs ou supérieurs à 1, la solution est respectivement stable ou instable. S’ils sont
égaux à 1, des investigations supplémentaires sont nécessaires pour conclure. L’inconvénient de
cette méthode est sa sensibilité numérique. Pour des valeurs très proches de 1, il peut être difficile
d’affirmer la stabilité ou instabilité de la solution en raison des potentielles erreurs numériques.
Cette situation ayant été très régulièrement rencontrée avec le système bi-anneau, la méthode de
Floquet n’a pas permis d’obtenir de résultats toujours concluants.

Une seconde façon d’étudier la stabilité de ce système est de travailler avec l’équation du
mouvement projetée (III.29) pour laquelle les termes périodiques ont été supprimés. Il suffit alors
d’en calculer les valeurs propres et d’étudier le signe de la partie réelle correspondant à l’amor-
tissement du système : un amortissement positif ou nul est signe d’instabilité. Le gros avantage
avec la modélisation Rayleigh-Ritz est que l’opération de projection de l’équation du mouvement
ne nécessite aucune hypothèse contrairement au cas EF. L’équation à coefficients périodiques
et l’équation projetée sont ainsi parfaitement équivalentes. Les seules erreurs potentiellement
introduites sont les erreurs numériques de calcul des valeurs propres qui peuvent raisonnablement
être jugées négligeables. Cette méthode d’étude de la stabilité, ainsi très performante pour l’étude
du bi-rotor, est utilisée dans la suite.

En pratique, il est conseillé de travailler avec la formulation en système d’état (III.31)
dont les valeurs propres sont calculées en faisant varier les différents paramètres d’influence.
La projection (III.27) de l’équation du mouvement, nécessaire pour la suppression des termes
temporels, a été choisie de façon à ne plus faire apparaitre les vitesses Ω1 et Ω2 séparément mais
toujours sous la forme de la différence de vitesse ∆Ω. C’est donc ce paramètre qui sera pris en
compte dans l’étude de stabilité.
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Trois calculs successifs sont réalisés pour trois valeurs d’amortissement ξ. Pour chaque calcul,
la stabilité est déterminée sur une plage de valeurs de κ et de ∆Ω. Dans les trois cas, la zone
étudiée présente un unique lobe d’instabilité représenté en nuances de gris sur la Figure III.15.
Toute la zone blanche correspond à une configuration stable du système bi-anneau.
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Figure III.15 – Lobe d’instabilité du système bi-anneau pour trois valeurs d’amortissement ξ en
fonction de la différence de vitesse des deux rotors ∆Ω et de la densité de raideur radiale κ.

ξ = 0, 1% ( ), ξ = 1% ( ), ξ = 5% ( ).

L’influence du taux d’amortissement est cohérente, générant une zone d’instabilité d’autant
plus grande que l’amortissement est faible. Les pointillés orange indiquent la valeur de la densité
de raideur utilisée pour les calculs de réponse forcée de la partie III.4.2.2. Le taux d’amortissement
de ces calculs de nappe étant de ξ = 1%, la zone d’instabilité est effectivement rencontrée pour
une différence de vitesse située entre 18820 rad.s−1 ≤ ∆Ω ≤ 19520 rad.s−1. Ces valeurs sont très
proches de celles relevées sur la nappe de la Figure III.13, au niveau des singularités de la réponse
forcée en configuration contra-rotative. L’entrée et la sortie du lobe d’instabilité sont donc bien
marquées lors des calculs fréquentiels, alors que le cœur de la zone d’instabilité ne présente pas
de comportement particulier, ce qui est classique en calcul fréquentiel.

4.3.2 Explication analytique des singularités des calculs fréquentiels

Pour expliquer ce phénomène, on reprend l’équation du mouvement projetée écrite en système
d’état (III.31). La matrice pseudo-raideur de ce système ne possédant aucune propriété de symétrie
ou d’antisymétrie, il est nécessaire d’en calculer les modes propres à droite et à gauche de façon à
pouvoir projeter l’équation en base modale [8]. On obtient une relation de la forme :

dq̇ + Λdq = −ΛTgϕTPTfext avec gΦ =

(
gϕ

−gϕΛ

)
(III.32)

gΦ est la matrice des modes propres à gauche du système d’état (III.31) et Λ la matrice spectrale
contenant les valeurs propres complexes associées. Dans le cas de la formulation Rayleigh-Ritz
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utilisée ici et limitée à 4ddl, la matrice spectrale est de dimension 8 :

Λ =




−α1 + jω1 0 0 0 0 0 0 0

0 −α1 − jω1 0 0 0 0 0 0

0 0 −α2 + jω2 0 0 0 0 0

0 0 0 −α2 − jω2 0 0 0 0

0 0 0 0 −α3 + jω3 0 0 0

0 0 0 0 0 −α3 − jω3 0 0

0 0 0 0 0 0 −α4 + jω4 0

0 0 0 0 0 0 0 −α4 − jω4




avec αi et ωi respectivement le coefficient d’amortissement modal et la pulsation propre du mode
i de la structure couplée. Pour simplifier la suite des développements, les efforts extérieurs et
la projection PT, d’angle ±∆Ω

2 t en fonction de l’anneau considéré, sont réécrits en formalisme
complexe :

fext = F ejnΩ1t avec F =

(
F1

0

)
, PT =

[
e−jn∆Ω

2
t I2 0

0 e jn∆Ω
2
t I2

]
(III.33)

On notera que les efforts extérieurs ne s’appliquent qu’à l’anneau 1 conformément à la configuration
utilisée pour les calculs de nappe. De ce fait, une seule fréquence d’excitation est présente, ne
dépendant que de la vitesse de rotation de cet anneau. Avec cette écriture, l’effort projeté
s’exprime :

PTfext = F e jn(Ω1−∆Ω
2

)t

= F e jn
Ω1+Ω2

2
t

(III.34)

L’équation (III.32) devient alors :

dq̇ + Λdq = F̃ e jn
Ω1+Ω2

2
t avec F̃ = −ΛTgϕTF (III.35)

où F̃ est un vecteur de coefficients indépendants du temps. Ce système étant linéaire, les
coordonnées modales dq évoluent à la fréquence d’excitation nΩ1+Ω2

2 :

dq = Q e jn
Ω1+Ω2

2
t (III.36)

soit en remplaçant dans l’équation (III.35) :

(jn
Ω1 + Ω2

2
I8 + Λ)Q = F̃ (III.37)

Finalement, l’amplitude de réponse du mode propre i a pour expression :

Qi =
F̃i

−αi + j
(
nΩ1+Ω2

2 ± ωi
) (III.38)

Cette relation permet d’expliquer la raison pour laquelle la zone d’instabilité apparait sur les
calculs fréquentiels, et ce uniquement en certains points bien particuliers. En effet, une singularité
sera visible chaque fois que le dénominateur de cette expression s’annule, soit lorsque les deux
conditions suivantes sont atteintes simultanément :

αi = 0 et ωi = ±nΩ1 + Ω2

2
(III.39)
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La condition αi = 0 limite l’apparition du phénomène à l’entrée et la sortie de la zone d’instabilité.
Sur chacune de ces deux frontières, la seconde condition n’est vérifiée que pour deux couples de
vitesse (Ω1,Ω2) spécifiques. La nappe de réponse forcée présente alors un pic d’amplitude localisé
autour du point correspondant à chacun de ces couples.

4.3.3 Tracé des zones d’instabilité sur les nappes de réponse forcée

La présence de singularité sur les nappes de réponse forcée d’un système bi-rotor est par-
ticulièrement intéressante dès lors que le positionnement de ces pics par rapport à l’ensemble
de la zone d’instabilité est complètement maîtrisée. Dans ces conditions, il est envisageable de
déterminer graphiquement les zones d’instabilité du système, économisant ainsi des calculs de
stabilité souvent complexes et numériquement coûteux.

Une étude plus approfondie des deux conditions (III.39) d’apparition des singularités est alors
nécessaire, notamment afin de déterminer les couples de vitesse (Ω1,Ω2) qui leur sont associés. En
travaillant avec le système bi-anneau, la première étape consiste à tracer l’évolution du coefficient
d’amortissement αi et de la pulsation propre ωi de chaque mode en fonction de la différence de
vitesse ∆Ω. Pour cela, la densité de raideur est fixée à κ = 5 · 106 N.m−1.rad−1, ce qui revient
à se déplacer sur la droite en pointillés orange de la Figure III.15. On rappelle que les valeurs
propres sont calculées dans les nouveaux repères de projection qui sont des repères tournants.
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Figure III.16 – Évolution des parties réelles et imaginaires des 4 valeurs propres du système
couplé bi-anneau en fonction de la différence de vitesse ∆Ω. Zoom sur la zone d’instabilité ( ).

Les courbes obtenues pour chacune des quatre valeurs propres, tracées Figure III.16, permettent
d’expliquer plusieurs des phénomènes visibles sur les nappes de la section III.4.2.2. Pour commencer,
un phénomène de veering [54], avec rapprochement puis éloignement sans croisement de deux
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fréquences propres, est visible aux alentours de ∆Ω ' 2300 rad.s−1. Cette valeur correspond
au transfert d’énergie des nappes tracées Figure III.12. Sur ces nappes, un léger décalage des
fréquences propres avant et après croisement des deux modes est visible. Ce décalage s’explique
ici par l’échange des déformées des deux modes au niveau du veering.

Un second phénomène caractéristique apparait autour de ∆Ω ' 19000 rad.s−1. La courbe
des pulsations propres présente une coalescence entrainant le croisement de deux modes propres.
Au même moment, l’un des coefficients d’amortissement devient négatif, signe d’une instabilité
du mode. On remarque ici qu’un seul des quatre modes propres est responsable de l’instabilité
du système couplé bi-anneau. Le coefficient d’amortissement αi de ce mode s’annule deux fois,
en entrant et en sortant de la zone d’instabilité, pour les deux valeurs ∆Ωa = 18820 rad.s−1 et
∆Ωb = 19520 rad.s−1. On retrouve de nouveau les valeurs déjà relevées sur la Figure III.15. Les
pulsations propres associées, dans le repère de projection tournant, ont pour valeur ω(∆Ωa) '
2220 rad.s−1 et ω(∆Ωb) ' 2300 rad.s−1.

Les couples de vitesses respectant l’une de ces quatre valeurs ∆Ωa,b ou ω(∆Ωa,b) sont multiples.
Ils constituent dans chaque cas une droite dans le plan (Ω1,Ω2) pouvant être superposée aux
nappes de réponse forcée calculées en fréquentiel. La Figure III.17 présente les tracés effectués
sur la nappe de l’anneau 1 en configuration contra-rotative. Les deux premières droites étudiées,
délimitant la zone d’instabilité, correspondent aux valeurs ∆Ωa et ∆Ωb pour lesquelles le coefficient
d’amortissement αi s’annule. Ce coefficient est négatif dans la zone contenue entre ces droites,
dont les équations sont obtenues à partir de la définition de la différence de vitesse ∆Ω = Ω1−Ω2 :

Ω2 = Ω1 −∆Ωa

Ω2 = Ω1 −∆Ωb

(III.40)

Comme prévu, ces droites passent chacune par l’un des pics d’amplitude de la nappe. Compte
tenu de la symétrie du système qui permet d’intervertir la place des deux rotors, il existe une
seconde façon de définir ∆Ω : ∆Ω = Ω2 − Ω1. Cette nouvelle formulation fournit deux droites
supplémentaires d’équation :

Ω2 = Ω1 + ∆Ωa

Ω2 = Ω1 + ∆Ωb

(III.41)

Ces dernières ne sont pas visibles sur la Figure III.17 car elles se situent en dehors de la plage de
vitesse représentée. Elles délimitent une seconde zone d’instabilité parfaitement identique à celle
de la Figure III.17.

Le tracé de ces droites est suffisant pour déterminer les zones d’instabilité. Il est toutefois
intéressant de représenter également les droites pour lesquelles la fréquence propre du mode
potentiellement instable prend les valeurs ω(∆Ωa) et ω(∆Ωb) afin de les situer par rapport à
la zone d’instabilité. Les équations de ces droites sont établies à partir de la seconde condition
de la relation (III.39), appliquée pour l’harmonique spatiale d’ordre n = 2. Deux groupes de
solutions distinctes sont définis par cette relation : ωi = Ω1 + Ω2 et ωi = −(Ω1 + Ω2). La forme
ωi = Ω1 + Ω2 établit les deux premières droites d’équation :

Ω2 = ω(∆Ωa)− Ω1

Ω2 = ω(∆Ωb)− Ω1

(III.42)
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Figure III.17 – Tracé des droites correspondant à un coefficient d’amortissement nul et aux
valeurs de pulsations propres susceptibles de générer une singularité. Superposition sur la nappe

de réponse forcée obtenue pour l’anneau 1 en configuration contra-rotative.

Chacune de ces droites, représentées sur la Figure III.17, croise l’une des deux droites délimitant
la zone d’instabilité, exactement au niveau d’un pic d’amplitude dans la réponse forcée du système.
Ceci confirme bien l’origine des deux singularités, directement liées à une instabilité du système
bi-anneau. La seconde expression ωi = −(Ω1 + Ω2) fournit deux autres droites d’équation :

Ω2 = −ω(∆Ωa)− Ω1

Ω2 = −ω(∆Ωb)− Ω1

(III.43)

Ces droites, associées à la seconde zone d’instabilité définie par les équations (III.41), sont éga-
lement non-visibles sur la Figure III.17 car en dehors de la plage de vitesse représentée. Leurs
intersections avec les droites d’équations (III.41) présentent également des pics d’amplitude.

En résumé, les singularités observées sur les nappes en situation contra-rotative correspondent
bien à l’observation simultanée des deux conditions (III.39), entrainant ainsi l’annulation du
dénominateur dans la relation (III.38). Il est intéressant de noter que ces développements ne
sont à présent plus nécessaires pour établir la délimitation de la zone d’instabilité. Celle-ci se
détermine simplement par étude graphique en traçant les droites de pente 1 passant par les pics
d’amplitude.

4.3.4 Validation par résolution temporelle

Plusieurs résolutions par intégration temporelle ont été réalisées avec le paramétrage des
simulations de la section III.4.2.2 pour différents couples de vitesse (Ω1,Ω2). L’objectif est de
vérifier la bonne détection de la zone d’instabilité visible sur la Figure III.17. La modélisation
Rayleigh-Ritz est privilégiée pour ces calculs en raison de sa rapidité.

Les simulations sont effectuées pour six couples de vitesse repérés sur la Figure III.18. Les
deux droites délimitant la zone de stabilité y sont tracées, en superposition sur la nappe de
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réponse forcée de l’anneau 1 en configuration contra-rotative. Les simulations sont réparties en
deux groupes : 3 dans la zone stable et 3 dans la zone supposée instable. Les simulations À et Ã
ont volontairement été placées de part et d’autre de la limite de stabilité afin de s’assurer de la
validité et de la précision de cette limite.
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Figure III.18 – Tracé de la zone d’instabilité du système bi-anneau en contra-rotatif à partir des
deux pics de résonance observés sur la réponse forcée de l’anneau 1 en configuration

contra-rotative.

Les déplacements radiaux d’un point de chaque anneau au cours du temps pour chacune de
ces simulations sont tracés Figure III.19. Quelle que soit la simulation, le comportement stable ou
instable prévu est bien observé avec une divergence très nette des amplitudes d’oscillation pour
les courbes Ä et Å situées au cœur de la zone d’instabilité. Les courbes À et Ã associées à des
domaines de vitesse très proches, présentent des similitudes dans la forme de leur enveloppe, mais
diffèrent en ce qui concerne la stabilité. Quant aux courbes Á et Â, elles représentent bien des
comportements stables. La zone d’instabilité détectée est donc correctement estimée.

À partir des valeurs ∆Ωa,b établies grâce à la localisation des deux pics d’amplitude sur la
nappe de la Figure III.18, il est possible d’étendre le tracé des zones d’instabilité aux autres plages
de l’étude. Ainsi, la configuration co-rotative de la Figure III.12 appartient bien intégralement à
une zone stable. En revanche, bien qu’aucun phénomène vibratoire singulier ne soit visible, une
zone d’instabilité traverse les nappes co-rotatives de la Figure III.14. Les deux droites délimitant
cette zone d’instabilité sont tracées Figure III.20 sur la nappe de l’anneau 1.

Comme précédemment, plusieurs calculs temporels ont été réalisés en différents points de
la nappe afin de vérifier la bonne détection de la zone d’instabilité. Ces points sont repérés
Figure III.20 et les déplacements associés d’un point de chaque anneau sont tracés Figure III.21.
Deux simulations ont été réalisées en configuration stable, et deux en configuration instable. Les
simulations Á et Ã ont été choisies de part et d’autre de la limite d’instabilité afin de vérifier la
validité de cette frontière.

Par rapport aux calculs de la Figure III.19 effectués en contra-rotatif, l’intégration temporelle
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Figure III.19 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau pour
trois configurations stables (gauche) et trois configurations instables (droite) repérées sur la

Figure III.18. Anneau 1 ( ), anneau 2 ( ).

est ici prolongée sur une période plus longue. En effet, la simulation Ã située à l’entrée de la zone
d’instabilité, présente une variation très lente de l’amplitude du signal. La durée de l’intégration
temporelle doit au minimum être doublée pour voir apparaitre le comportement instable prévu par
les calculs de stabilité. Pour les deux cas stables (courbes À et Á), l’amplitude des déplacements
de l’anneau 2 est trop faible par rapport à celle de l’anneau 1 pour pouvoir être visible sur ces
courbes. Cet écart d’amplitude est cohérent puisque les simulations sont réalisées pour des vitesses
de rotation situées à proximité du mode propre à 2D de l’anneau 1 mais relativement loin de celui
de l’anneau 2. Dans les configurations instables Â et Ã, le deuxième anneau est suffisamment
excité par le premier pour atteindre des amplitudes significatives, bien qu’elles restent plus faibles
que celles du premier.

Le caractère stable ou instable du système bi-anneau observé sur ces quatre simulations
est donc conforme au comportement initialement prévu par le tracé de la zone d’instabilité
Figure III.20. L’extension du tracé des zones d’instabilité aux autres nappes de l’étude semble
donc fonctionner.
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co-rotative.
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Figure III.21 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau pour
deux configurations stables (gauche) et deux configurations instables (droite) repérées sur la

Figure III.20. Anneau 1 ( ), anneau 2 ( ).

4.3.5 Conclusion

Les singularités observées sur certaines nappes de réponse forcée de la structure bi-anneau
correspondent bien à l’expression d’une instabilité du système. Elles apparaissent lors des calculs
fréquentiels en raison de l’annulation du dénominateur de la relation (III.38). Leur localisation à
la frontière des zones instables présente l’énorme avantage de permettre la détection graphique de
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ces zones sans aucun calcul supplémentaire. Pour cela, il suffit de tracer les droites de pente 1
passant par ces pics. L’utilisation des méthodes classiques d’étude de stabilité, parfois complexes
à mettre en place, est ainsi évitée.

La limite de cette méthode de détection réside dans le risque de rater les zones d’instabilité
dans le cas d’un maillage en vitesse trop grossier, mais surtout lorsque les points singuliers se
situent en dehors des plages de vitesse étudiées. Le cas co-rotatif de la Figure III.20 illustre bien
ce danger, avec la présence d’une zone d’instabilité sans qu’aucun phénomène vibratoire singulier
ne soit visible sur la nappe de réponse forcée. Pour limiter les risques d’erreur, il est conseillé
d’étudier en priorité les plages d’apparition des fréquences propres des deux anneaux notamment
dans leur zone de croisement, en configurations co- et contra-rotatives.

4.4 Extension au système bi-rotor aubagé

Les études de stabilité menées sur le système bi-anneau ont mis en évidence une caractéristique
intéressante des nappes de réponse forcée obtenues par résolution fréquentielle : certains points
singuliers situés à la frontière des zones instables permettent de délimiter les zones d’instabilité
sur l’ensemble du domaine. Cette propriété s’avère particulièrement utile dans le cas du système
bi-rotor aubagé pour lequel une étude de stabilité identique aux anneaux engendrerait des temps
de calcul relativement importants. Cette section est donc dédiée à l’application de la méthode de
tracé des zones d’instabilité sur le cas des roues aubagées.

Le premier cas à étudier est celui de la configuration contra-rotative, tracée Figure III.8 et
qui présente deux points singuliers. Les valeurs de vitesse Ω1 et Ω2 associées à ces points sont
déterminées par simple lecture de la nappe de l’une des deux roues, permettant ainsi d’établir les
différences de vitesse ∆Ωa,b délimitant la zone instable. Les droites associées, tracées Figure III.22
sur la nappe de la roue R1, sont de pente 1 et passent par les deux points singuliers.
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Figure III.22 – Tracé de la zone d’instabilité du système bi-rotor à partir de la position des
points singuliers sur la nappe du rotor R1 en situation contra-rotative.

Une fois la zone d’instabilité établie sur cette nappe, elle peut être prolongée sur les autres
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plages de vitesse étudiées. On s’intéresse particulièrement aux nappes de la Figure III.9 tracées
en configuration co-rotative, pour lesquelles un phénomène vibratoire particulier avec apparition
de pics d’amplitude est visible uniquement sur le rotor R2. La superposition, Figure III.23, des
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Figure III.23 – Tracé de la zone instable du système bi-rotor sur une nappe du rotor R2 en
co-rotatif présentant un phénomène vibratoire particulier.

droites délimitant la zone instable sur la nappe du rotor R2 montre que ce phénomène particulier
est probablement lié à l’expression de l’instabilité du système, les deux pics d’amplitude étant
situés exactement à la frontière des domaines stables et instables.

Le relevé graphique des zones d’instabilité est donc cohérent avec le comportement vibratoire
observé sur les nappes de réponse forcée du système bi-rotor aubagé.

5 Conclusion

La méthode de projection de l’équation du mouvement présentée Chapitre II a été appliquée
sur un modèle simplifié de deux roues aubagées couplées possédant des propriétés de symétrie
cyclique. Les projections proposées ainsi que l’hypothèse décrivant chaque vecteur propre dans la
zone du roulement selon une unique harmonique spatiale ont été validées grâce à la comparaison
des résolutions fréquentielle et temporelle pour des excitations mono- et multi-fréquentielles.
L’avantage numérique de la méthode développée est notable, avec un temps de calcul de seulement
5 minutes pour plus de 6 heures dans le cas d’une résolution temporelle classique.

Cette méthode a ensuite été exploitée afin d’étudier la réponse forcée du système bi-rotor
aubagé sur plusieurs plages de vitesses. Le calcul de chaque nappe nécessitant déjà environ 24
heures avec cette méthode fréquentielle, l’utilisation d’une résolution temporelle, beaucoup plus
onéreuse, n’était pas envisageable. Deux phénomènes vibratoires spécifiques ont été observés puis
expliqués à l’aide d’un système bi-anneau recalé, plus facile à interpréter :

• Un échange d’énergie des deux structures apparait au croisement des modes propres des
deux rotors en configuration co-rotative. Il s’agit d’un phénomène de veering entre deux
modes du système couplé.
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• Le même croisement en situation contra-rotative présente des pics de forte amplitude,
témoins de l’entrée dans une zone d’instabilité.

Enfin, une formulation Rayleigh-Ritz du système bi-anneau a permis l’étude analytique de son
domaine de stabilité. Il a ainsi été démontré que l’ensemble des zones d’instabilité d’un système
bi-rotor peuvent être déterminés graphiquement grâce à la position des singularités observées sur
les nappes de réponse forcée contra-rotative. Cette propriété permet de s’affranchir de calculs de
stabilité souvent complexes et numériquement coûteux pour une telle structure.
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Chapitre IV

Adaptation à deux problématiques
industrielles

La méthode de projection de l’équation du mouvement proposée dans le Chapitre II et permet-
tant d’étudier le comportement vibratoire d’un système bi-rotor aubagé a été appliquée dans le
Chapitre III dans un cadre linéaire avec couplage par un roulement. L’objectif de ce Chapitre IV est
d’étendre la méthode à deux applications industrielles rencontrées sur les architectures actuelles de
turboréacteurs. La première consiste à intégrer au modèle des non-linéarités de frottement présentes
notamment en pied d’aube. Ces frottements, qui modifient le comportement vibratoire des aubages,
ne peuvent être négligés lors du dimensionnement dynamique des rotors. L’enjeu réside alors
dans les capacités d’adaptation des méthodes de résolution non-linéaires aux transformations de
l’équation du mouvement imposées par la méthode de projection, jusqu’ici développée uniquement
dans un cadre linéaire. La seconde application consiste à adapter la méthode à une architecture du
type de l’Ultra High Bypass Ratio Integral Drive. Dans cette architecture, le fan et le compresseur
BP sont fixés sur deux arbres distincts couplés par un réducteur à engrenages appelé gearbox. Il
s’agit ici de développer un modèle simplifié représentatif du couplage dynamique engendré par
la gearbox, puis de tester la méthode de projection en remplaçant le roulement par ce nouveau
modèle de couplage.
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1 Ajout d’une non-linéarité de type frottement dans le modèle

Les équations étudiées jusqu’à présent caractérisent des comportements vibratoires linéaires
généralement simulés de façon satisfaisante par les codes de calculs commerciaux. Toutefois, si
l’étude de la dynamique linéaire d’un turboréacteur constitue une première étape indispensable,
elle ne permet pas de représenter toute la complexité technologique de ces machines, notamment
le comportement non-linéaire de certaines pièces ou assemblages.

1.1 Origine des non-linéarités dans les turboréacteurs

Les origines des non-linéarités rencontrées dans les turbomachines sont diverses. Les non-
linéarités matériaux interviennent notamment lorsque les matériaux constitutifs des pièces,
souvent des alliages de titane ou de nickel, sont sollicités dans leurs zones de plasticité. Plus
récemment, l’introduction des matériaux composites tissés 3D principalement au niveau des aubes
de soufflante a présenté une avancée technologique considérable mais nécessite de travailler avec
un matériau non-isotrope difficile à caractériser et dont les lois de comportement peuvent être
non-linéaires [55].

Les non-linéarités géométriques concernent les structures dont la rigidité dépend du
déplacement auxquelles elles sont soumises. Il s’agit notamment du raidissement des pales lié
aux forces centrifuges, ou des grands déplacements à prendre en compte dans le cas d’aubage de
grande dimension comme c’est le cas pour les soufflantes [56].

Enfin, de nombreuses non-linéarités de type contact sont présentes dans les turboréac-
teurs. Ces contacts peuvent être accidentels comme les contacts sommet d’aube/carter. Ceux-ci
apparaissent lorsque le jeu fonctionnel laissé entre les parties fixes et tournantes du moteur est
intégralement consommé. Ce jeu est réduit au maximum lors de la conception de façon à atteindre
de meilleures performances aérodynamiques. Il peut alors être nécessaire de recouvrir certaines
zones de la veine d’un matériau abradable tendre de manière à limiter l’impact dynamique de
ces contacts [57]. Les contacts entre pièces peuvent également être volontaires afin d’apporter de
l’amortissement sous la forme de frottement [58, 59] et ainsi de mieux maitriser le comportement
vibratoire de la pièce. On parle alors de dispositif d’amortissement passif. Ce type de contact s’ob-
serve au niveau des nageoires situées à mi-longueur des aubes de soufflantes, au niveau des talons
situés au sommet des aubes de turbine BP ou encore au niveau des joncs utilisés sur les disques
aubagés monoblocs [60]. Les roues aubagées constituées d’un assemblage d’aubes montées sur un
disque sont également soumises à du contact frottant au niveau des assemblages aube/disque. Le
contact est assuré par la force centrifuge qui vient plaquer le pied de l’aube contre l’alvéole du
disque. Les excitations de l’aube entrainent des glissements de faible amplitude au niveau des
surfaces en contact. Toutes ces non-linéarités de contact perturbent le comportement vibratoire
des aubages et doivent donc être prises en compte lors du dimensionnement dynamique des
pièces. Les contacts frottants peuvent également entrainer une usure des surfaces en contact [61],
modifiant l’amortissement apporté à la structure ou produisant l’initiation de fissures [62].

La prédiction du comportement vibratoire des turbomachines en tenant compte de ces non-
linéarités nécessite de développer des outils spécifiques de résolution adaptés à chacun de ces
phénomènes.
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1.2 Principe de résolution par la méthode de l’équilibrage harmonique (HBM)

La prise en compte des effets non-linéaires dans la dynamique d’une roue aubagée nécessite de
résoudre l’équation du mouvement habituelle faisant intervenir les matrices masse M, raideur K

et amortissement D à laquelle le terme fnl est ajouté, correspondant aux efforts non-linéaires :

Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) + fnl(x, ẋ) = fext(t) (IV.1)

De la même façon que pour les simulations du Chapitre III, les effets gyroscopiques, le raidissement
et l’assouplissement centrifuge sont négligés. La difficulté de ce type d’équation différentielle
réside dans la dépendance en déplacement et vitesse des efforts non-linéaires. En l’état, il n’est
pas possible d’établir une expression analytique exacte de la solution de ce type d’équation.

Dans le cas de non-linéarités faibles, il est envisageable qu’une linéarisation au premier ordre
modifie peu la dynamique du système et permette alors d’obtenir une solution approchée de
l’équation différentielle non-linéaire. Cette approximation n’est pas toujours possible dans le
cadre de la dynamique des rotors pour laquelle les non-linéarités mises en jeu sont généralement
fortes et non-régulières, comme c’est le cas pour les contacts frottants. Des méthodes approchées
numériques doivent alors être envisagées, méthodes qui se répartissent en deux grandes catégories :
les méthodes dans le domaine temporel et les méthodes dans le domaine fréquentiel. Une brève
revue de ces méthodes est présentée ici, des explications plus approfondies pouvant être trouvées
dans les travaux de Gruin [14] et Grolet [63].

Méthodes de résolution dans le domaine temporel
L’approche la plus classique dans le cas d’une équation différentielle non-linéaire dépendant

du temps est d’utiliser une méthode de résolution par intégration temporelle. Le principe est de
construire la réponse dynamique du système de façon itérative dans le temps, c’est-à-dire pas à
pas. Les méthodes de Runge-Kutta [64] sont souvent utilisées pour les problèmes réguliers en
raison de leur précision et de leur stabilité comparativement à un schéma d’intégration d’Euler
d’ordre inférieur. Pour les équations différentielles du second ordre, comme c’est souvent le cas
avec les problèmes de dynamique des structures, la méthode de Newmark [65] peut également
être utilisée. Elle évite notamment l’écriture en système d’état nécessaire avec les méthodes de
Runge-Kutta ou d’Euler, et qui a pour conséquence de doubler le nombre de ddl du système.
Elle se limite toutefois à un ordre 2 de précision, pouvant être supérieur à 4 avec les méthodes
de Runge-Kutta. Pour les problèmes non-réguliers, le schéma d’Euler peut être utilisé ou des
méthodes plus spécifiques telles que les algorithmes de Carpenter [66] ou Moreau Jean [67, 68].

Bien adaptées à l’étude d’un régime transitoire, ces méthodes s’avèrent moins efficaces lorsqu’on
ne s’intéresse qu’au régime stationnaire. En effet, le calcul du régime transitoire peut engendrer
des temps de calculs importants. D’autre part, cette phase peut être longue et nécessiter un
grand nombre de pas d’intégration, risquant d’engendrer la propagation d’une erreur numérique
importante.

Ces méthodes sont donc à privilégier pour l’étude d’un phénomène vibratoire transitoire ou
dans le cadre de la validation d’une méthode de résolution plus adaptée.

Des alternatives basées sur les méthodes temporelles existent, comme la méthode de tir
qui permet de s’affranchir du calcul du régime transitoire en recherchant une condition initiale
directement sur la solution périodique. Cette méthode, qui a déjà été appliquée dans le domaine
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de la dynamique des rotors [69, 70], est plus avantageuse en temps de calcul mais présente des
limitations en terme de stabilité.

Méthodes de résolution dans le domaine fréquentiel
Lorsqu’on ne s’intéresse qu’au régime stationnaire, les méthodes de résolution fréquentielle

constituent une bonne alternative aux méthodes temporelles. En se plaçant dans l’espace de
Fourier, on accède directement aux solutions périodiques ce qui assure généralement un gain de
temps notable par rapport aux méthodes temporelles.

La méthode présentée ici, appelée méthode d’équilibrage harmonique ou balance harmonique
(HBM), permet de rechercher les solutions périodiques du comportement dynamique d’un système
mécanique non-linéaire soumis à une excitation harmonique mono-fréquentielle de fréquence ω.
Cette méthode est donc adaptée pour l’étude du régime permanent. L’excitation étant mono-
fréquentielle, la solution est recherchée sous une forme périodique de même période T = 2π/ω que
l’excitation, mais pouvant être multi-harmonique compte tenu de la présence de non-linéarités. Une
décomposition de la solution x sous la forme d’une série de Fourier semble donc particulièrement
adaptée à ce type de problème :

x(t) = a0 +
∞∑

k=1

ak cos kωt+ bk sin kωt (IV.2)

Le principe de cette méthode fréquentielle est de substituer la relation (IV.2) dans l’équation à
résoudre (IV.1), puis de projeter l’ensemble des équations du problème sur la base des fonctions
harmoniques. On obtient ainsi un système d’équations algébriques non-linéaires pour lequel la
variable de temps t a disparu, qui est ensuite résolu grâce à des méthodes itératives.

La méthode d’équilibrage harmonique est utilisée dans divers domaines comme l’électro-
nique [18, 71], l’électronique quantique [72] ou encore la mécanique des fluides [73, 74]. En
mécanique du solide, elle est notamment employée pour étudier la dynamique des roues auba-
gées [75, 76, 77] ou les phénomènes de crissement de frein [78]. Les aspects théoriques de cette
méthode, notamment décrits par Narayanan et Sekar [79], sont présentés dans cette partie.

1.2.1 Mise en équation

La décomposition en série de Fourier de la solution proposée équation (IV.2) met en jeu une
somme infinie qui ne peut être traitée numériquement. Cette solution est donc approximée en
tronquant la décomposition à un ordre Nh, limitant ainsi le problème à (2Nh + 1)n inconnues, n
étant le nombre de ddl du système :

x(t) ' a0 +

Nh∑

k=1

ak cos kωt+ bk sin kωt (IV.3)

Plus le nombre d’harmoniques conservées dans la base trigonométrique est important, et plus
la solution obtenue s’approchera de la solution périodique (IV.2) exacte. Cette relation peut
également s’écrire sous la forme matricielle

x(t) = T(t)xh (IV.4)
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où T est une base de fonctions trigonométriques et xh les coefficients de Fourier de la série :

T(t) = T0(t)⊗ In avec T0 =
[
1 cosωt sinωt . . . cosNhωt sinNhωt

]
(IV.5)

xh =
[
aT

0 aT
1 bT

1 . . . aT
Nh

bT
Nh

]T
(IV.6)

L’intérêt de cette écriture est de séparer les inconnues xh de la dépendance temporelle contenue
dans la base T. Les expressions de la vitesse ẋ et de l’accélération ẍ sont ensuite obtenues par
dérivation de la solution (IV.4). Pour faciliter leur écriture, on définit un opérateur de dérivation
∇ :

∇ = diag(0n,n,∇{1}, . . . ,∇{Nh}) avec ∇{k} = k

[
0 In

−In 0

]
(IV.7)

Ce qui donne :

ẋ = ωT∇xh

ẍ = ω2T∇2xh
(IV.8)

En remplaçant dans l’équation du mouvement non-linéaire (IV.1), on obtient finalement l’expres-
sion du résidu dynamique :

r(t) = ω2MT(t)∇2xh + ωDT(t)∇xh + KT(t)xh + fnl(xh, t)− fext(t) (IV.9)

Le résidu r découle de l’erreur engendrée par l’approximation de x par une série de Fourier
tronquée. Ce résidu est d’autant plus faible que le nombre d’harmonique Nh est grand. Le
cœur de la méthode de l’équilibrage harmonique repose sur la suppression de la dépendance
temporelle du résidu r en exprimant la relation (IV.9) dans le domaine fréquentiel. On applique
pour cela la procédure de Galerkin qui consiste à orthogonaliser le résidu r par rapport à la base
trigonométrique T grâce au produit scalaire suivant :

〈f, g〉 =
2

T

∫ T

0
f(t)g(t) dt ⇒ rh =

2

T

∫ T

0
TTr(t) dt (IV.10)

Le système d’équations (IV.9) devient ainsi un système d’équations algébriques non-linéaires :

rh(xh) = Lxh + fnlh(xh)− fexth (IV.11)

La matrice L, appelée matrice de rigidité dynamique, est composée des matrices structurelles du
problème et contient la contribution dynamique linéaire du système :

L =
2

T

∫ T

0
TT (ω2MT∇2 + ωDT∇ + KT

)
dt (IV.12)

Les vecteurs fnlh et fexth sont les coefficients harmoniques des efforts non-linéaires et des efforts
extérieurs et ont pour expression :

fnlh(xh) =
2

T

∫ T

0
TTfnl(xh, t) dt

fexth =
2

T

∫ T

0
TTfext(t) dt

(IV.13)

Dans les cas qui nous intéressent, les efforts extérieurs fext sont généralement des excitations
périodiques synchrones qui peuvent aisément être décomposées sous la forme d’une somme de



128 CHAPITRE IV. ADAPTATION À DEUX PROBLÉMATIQUES INDUSTRIELLES

fonctions cosinus et sinus. Les coefficients harmoniques associés fexth découlent naturellement de
cette décomposition.

Pour les efforts non-linéaires, le calcul des coefficients harmoniques peut se faire analytiquement
dans le cas d’une non-linéarité simple, pour laquelle les coefficients harmoniques des efforts fnlh

peuvent s’exprimer directement à partir de ceux des déplacements xh. La non-linéarité peut alors
être traitée directement dans le domaine fréquentiel, comme c’est le cas pour les efforts extérieurs.
Lorsque les non-linéarités sont exprimées dans le domaine temporel, comme les non-linéarités de
contact ou de frottement, des méthodes numériques sont nécessaires pour évaluer les coefficients
harmoniques des efforts non-linéaires. Ces méthodes seront présentées dans la section IV.1.2.3.

Expression de la matrice de rigidité dynamique

Dans son expression (IV.12), la matrice L possède des termes temporels contenus dans la base
trigonométrique T. L’objectif est alors d’isoler les autres termes de l’expression, tous indépendants
du temps, de façon à les sortir du calcul de l’intégrale. Pour cela, la relation suivante est établie
grâce aux propriétés du produit de Kronecker, pour une matrice carrée A de dimension n :

A.T = (I1 ⊗A).(T0 ⊗ In) = (I1.T0)⊗ (A.In) = T0 ⊗A

= (T0.I2Nh+1)⊗ (In.A) = (T0 ⊗ In).(I2Nh+1 ⊗A)

= T.NA

(IV.14)

La matrice NA = I2Nh+1 ⊗A est une matrice diagonale par blocs contenant 2Nh + 1 fois la

matrice A. En appliquant cette relation aux matrices M, D et K, on isole les termes indépendants
du temps hors de l’intégrale :

L =
2

T

∫ T

0
TTT dt

(
ω2NM∇2 + ωND∇ + NK

)
(IV.15)

Enfin, en utilisant la relation (A⊗B)T = AT ⊗BT, on simplifie le calcul de l’intégrale à :

2

T

∫ T

0
TTT dt =

2

T

∫ T

0
TT

0 T0 dt⊗ In (IV.16)

La base T0 étant orthogonale, les seuls termes non nuls dans cette projection sont ceux de la
diagonale :

2

T

∫ T

0
TTT dt =




2In 0

In
. . .

0 In




(IV.17)

En remplaçant dans l’équation (IV.15) et en explicitant les différents termes, on obtient finalement
l’expression analytique de la matrice de rigidité dynamique sous la forme d’une matrice diagonale
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par blocs indépendante du temps :

L =




L0 0
. . .

0 LNh




L0 = 2K Lj =


K− (jω)2M jωD

−jωD K− (jω)2M


 j = 1, . . . , Nh

(IV.18)

1.2.2 Résolution par une méthode de Newton

Une fois tous les termes du système algébrique non-linéaire (IV.11) exprimés, il reste à le
résoudre de façon à déterminer l’ensemble des inconnues xh, c’est-à-dire établir les racines de
l’équation :

rh(xh) = 0 (IV.19)

Pour résoudre ce type de problème, des méthodes de résolution itératives sont souvent employées.
L’ouvrage de Fletcher [80] en présente plusieurs dont les méthodes du gradient, les méthodes de
Newton ou encore les méthodes des régions de confiance. Dans le cadre de la HBM, une méthode
itérative de type Newton-Raphson, initialement introduite par Lau [81], est couramment utilisée.
Le principe de cette méthode est de déterminer une solution xh0 satisfaisant le relation (IV.19)
de manière itérative. En partant d’une condition initiale x

(0)
h , on évalue à chaque itération i une

correction ∆xh à ajouter au vecteur x
(i)
h pour se rapprocher de la solution :

x
(i+1)
h = x

(i)
h + ∆xh (IV.20)

Le processus est répété jusqu’à obtenir un vecteur xh0 qui vérifie un critère d’arrêt arbitraire fixé
par l’utilisateur, généralement basé sur la norme du résidu, comme par exemple ||rh(xh0)|| < ε.
Dans la méthode de Newton Raphson, le calcul de la correction ∆xh est basé sur le développement
de Taylor au premier ordre de l’équation (IV.19) :

rh

(
x

(i)
h + ∆xh

)
= rh

(
x

(i)
h

)
+
∂rh
∂xh

(
x

(i)
h

)
∆xh + o(∆xh) = 0 (IV.21)

ce qui conduit à l’expression de la correction :

∆xh = −
[
∂rh
∂xh

(
x

(i)
h

)]−1

rh

(
x

(i)
h

)
(IV.22)

dans laquelle apparait la matrice jacobienne du système algébrique (IV.19) évaluée en x
(i)
h . Son

expression est obtenue à partir de l’expression (IV.11) du résidu rh :

∂rh
∂xh

= L +
∂fnlh
∂xh

(IV.23)

Cette relation fait intervenir la matrice de rigidité dynamique L connue ainsi que la matrice
jacobienne des termes non-linéaires dont l’évaluation peut s’avérer délicate. Différentes approches
existent pour établir numériquement une expression de cette matrice, comme par exemple une
approximation par différences finies [82]. Une autre méthode plus adaptée au cas des contacts
dans les turbomachines est présentée dans la section IV.1.2.3.
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1.2.3 Méthode AFT pour le calcul des termes non-linéaires

Dans le cas des problèmes de contact appliqués aux turbomachines, l’expression analytique
reliant les efforts non-linéaires aux déplacements dans le domaine fréquentiel n’est pas connue. Les
non-linéarités sont en effet exprimées dans le domaine temporel. Deux méthodes sont particulière-
ment adaptées pour contourner cette difficulté : la méthode de collocation trigonométrique [14] et
l’alternance temps-fréquence (AFT) initialement introduite par Cameron et Griffin [83]. Cette
seconde approche, présentée dans ce mémoire, consiste à transiter entre les domaines fréquentiel
et temporel grâce à des transformées de Fourier directes et inverses, de façon à résoudre le système
non-linéaire dans le domaine fréquentiel tout en évaluant les termes non-linéaires dans le domaine
temporel.

La première étape de cette méthode est de décomposer les termes non-linéaires dans le domaine
fréquentiel sous la forme d’une série de Fourier tronquée, au même titre que les déplacements x

dans la relation (IV.3) :

fnl(t) ' c0 +

Nh∑

k=1

ck cos kωt+ dk sin kωt (IV.24)

En effet, seules les solutions périodiques des déplacements x sont recherchées, de périodicité
directement dépendante de celle des efforts extérieurs. Les efforts non-linéaires étant fonction
de ces déplacements, il semble licite de les exprimer également sous la forme d’une fonction
périodique de même périodicité T . On définit ainsi la structure du vecteur harmonique des efforts
non-linéaires fnlh à déterminer :

fnlh(xh) =
[
cT

0 cT
1 dT

1 . . . cT
Nh

dT
Nh

]T
(IV.25)

L’expression des efforts non-linéaires n’étant connue que dans le domaine temporel, la seconde
étape consiste à reconstruire les déplacements x et vitesse ẋ sur une période échantillonnée
à partir des coefficients harmoniques xh, grâce à une transformée de Fourier discrète inverse
(IDFT). Pour cela, la période T de la solution est divisée en nt instants notés tk, généralement
équidistants :

tk = k
T

nt
avec k = 1, . . . , nt (IV.26)

On construit ainsi la matrice de transformée de Fourier discrète inverse :

F−1 =




1 cosωt1 sinωt1 . . . cosNhωt1 sinNhωt1
...

...
...

...
...

1 cosωtk sinωtk . . . cosNhωtk sinNhωtk
...

...
...

...
...

1 cosωT sinωT . . . cosNhωT sinNhωT




(IV.27)

On remarque que le produit ωtk = 2kπ
nt

est indépendant de la pulsation ω. Il n’est donc pas néces-
saire de recalculer cette matrice à chaque changement de fréquence d’excitation. Les déplacements
et vitesses discrétisés en temps sur une période s’obtiennent alors par les deux relations :




x(t1)

x(t2)
...

x(T )




=
(F−1 ⊗ In

)
xh




ẋ(t1)

ẋ(t2)
...

ẋ(T )




= ω
(F−1 ⊗ In

)∇xh (IV.28)
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Il est à présent possible d’évaluer les efforts non-linéaires à chaque instant tk de la période
échantillonnée. Les coefficients harmoniques des efforts non-linéaires sont finalement obtenus en
effectuant une transformée de Fourier directe des efforts échantillonnés :

fnlh = (F ⊗ In)




fnl(t1)

fnl(t2)
...

fnl(T )




(IV.29)

La matrice de transformée de Fourier discrète associée à cette opération a pour expression :

F =
1

nt




1 . . . 1 . . . 1

2 cosωt1 . . . 2 cosωtk . . . 2 cosωT

2 sinωt1 . . . 2 sinωtk . . . 2 sinωT
...

...
...

2 cosNhωt1 . . . 2 cosNhωtk . . . 2 cosNhωT

2 sinNhωt1 . . . 2 sinNhωtk . . . 2 sinNhωT




(IV.30)

Cette méthode d’AFT permet donc de déterminer les coefficients harmoniques des efforts non-
linéaires associés à chaque solution itérative xh. Ainsi, tous les termes du résidu (IV.11) sont à
présent connus ce qui permet de résoudre le système algébrique non-linéaire rh(xh) = 0.

Cette technique peut également être utilisée pour évaluer la matrice jacobienne des efforts
non-linéaires, nécessaire à la méthode de Newton-Raphson présentée dans la section IV.1.2.2,
lorsque la forme de fnl(t) permet d’en établir une expression analytique. Il s’agit alors d’évaluer
cette matrice dans le domaine temporel aux différents instants de l’échantillon, puis de la ramener
dans l’espace des fréquences par une transformation de Fourier. Lorsque l’expression analytique
de cette matrice ne peut être établie, une approximation est généralement obtenue par différence
finie, entrainant une augmentation du temps de calcul de chaque itération et une convergence
parfois plus difficile.

1.2.4 Application à un modèle simple masse-ressort

La méthode d’équilibrage harmonique est appliquée dans cette section à un système simple
masse-ressort soumis à une force de frottement de façon à présenter les comportements caractéris-
tiques rencontrés dans ce type de problème.

Modèle étudié
On s’intéresse à un oscillateur à 2 ddl représenté Figure IV.1 dont les deux masses sont reliées

par un frotteur. Les valeurs numériques utilisées pour les résultats présentés dans cette partie
sont réunies dans le tableau IV.1.

Le comportement vibratoire de ce type de système, fortement non-linéaire et dissipatif, se
situe entre deux états asymptotiques. Le premier correspond à l’état totalement glissant pour
lequel le frotteur n’apporte pas de dissipation d’énergie ce qui revient à le supprimer. Dans cette
situation, l’oscillateur présente deux modes propres de pulsations :

ω1,2 =

√
k1 + 2k2

2m
± 1

2

√
k2

1 + 4k2
2 (IV.31)
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m m

k1 k2

c1 c2

µN

x1 x2

Figure IV.1 – Oscillateur à deux degrés de liberté avec frotteur

Ces pulsations prennent les valeurs ω1 = 0, 618 rad.s−1 et ω2 = 1, 618 rad.s−1 pour les valeurs de
masse et de raideur présentées dans le tableau IV.1. Le second état asymptotique correspond à
l’état collé pour lequel les deux masses sont soudées, ce qui revient à étudier un oscillateur à 1 ddl
de masse 2m. Dans ce cas un seul mode propre est présent, de pulsation ω =

√
k1
2m = 1 rad.s−1.

Enfin, un amortissement modal de 5% est appliqué aux deux modes libres de la structure.

k1 (N.m−1) k2 (N.m−1) m (kg)
2 0.5 1

Table IV.1 – Valeurs numériques utilisées pour l’oscillateur à 2 ddl

Effort non-linéaire
La modélisation des non-linéarités de frottement sec se répartit en deux catégories dans la

littérature : des modèles statiques dérivant des lois de Coulomb [84], ou des modèles dynamiques
découlant des méthodes de Dahl [85] et de Bouc-Wen [86] notamment. Dans le cas où les surfaces
en frottement sont soumises à des glissements partiels, comme c’est souvent le cas au niveau des
aubes dans les turbomachines, il peut être nécessaire de modéliser les micro-glissements [87] et de
développer des méthodes plus sophistiquées alliant des modèles de macro- et micro-glissements [88]
afin de reproduire fidèlement le comportement vibratoire engendré dans la structure.

Dans le cadre de ce mémoire, une loi de type Coulomb est employée en raison de sa simplicité.
Dans les phases de glissement, c’est-à-dire au-delà d’une valeur seuil d’effort tangent f0, elle peut
être implémentée sous la forme d’une fonction signe établissant l’orientation de la force tangente
en fonction de la vitesse relative ẋrel calculée entre deux ddl en contact. L’intensité de cette
force, alors constante en norme, dépend uniquement d’un coefficient de frottement µ et de l’effort
normal aux surfaces en contact noté N . La valeur du coefficient de frottement, caractéristique de
ces deux surfaces, est comprise entre 0 et 1. Pour un frottement acier/acier, elle se situe autour
de 0,3. Dans le cas des machines tournantes, la force normale correspond à l’effort centrifuge
maintenant les portées d’une aube en contact avec l’alvéole du disque. Cette loi a donc pour
expression, dans les phases de glissement :

fCoulomb = sign(ẋrel)µN pour |fCoulomb| > f0 (IV.32)

L’inconvénient de cette loi réside dans la discontinuité établie par la valeur seuil f0 et marquant
la transition entre phases collées et glissantes. Cette caractéristique peut s’avérer problématique
numériquement pour la gestion d’oscillations autour d’une zone d’arrêt, ainsi que pour établir
une expression de la matrice jacobienne des efforts non-linéaires nécessaire à l’étape de résolution
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présentée section IV.1.2.2. Différentes méthodes peuvent alors être envisagées pour établir une
loi approchée des efforts non-linéaires en évitant cette discontinuité [84]. Dans le cadre de ce
mémoire, une régularisation grâce à la fonction tanh est choisie, conduisant à l’expression suivante
pour les efforts non-linéaires :

fnl(t) = µN tanh

(
ẋrel

ε

)
(IV.33)

Le paramètre µ est fixé à 0, 3 pour les simulations numériques présentées dans la suite. Le
paramètre ε permet de contrôler la pente de la fonction tanh et ainsi le degré de régularisation
comme représenté Figure IV.2. Plus il est faible et plus la loi de frottement s’approche d’une
fonction signe, mais plus la convergence va être difficile à obtenir pour le solveur. On notera que
pour des petits débattements associés à de faibles vitesses relatives, c’est-à-dire pour un état
proche de l’état collé, une valeur trop importante de ε conduirait à une loi de frottement linéaire
correspondant à l’ajout d’un amortissement visqueux de valeur µN/ε. En revanche, pour des
débattements importants, une valeur trop faible de ε entrainerait des temps de calculs importants
sans modifier fondamentalement la solution.
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E
ffo

rt
ta
ng

en
t
f n

l

Figure IV.2 – Loi de frottement régularisée par une fonction tangente hyperbolique.

Étude de l’influence du nombre d’harmoniques temporelles
L’un des paramètres à fixer lors de la mise en place d’une résolution de type HBM est le

nombre d’harmoniques temporelles Nh à conserver pour approximer la solution. On a vu dans
la section IV.1.2.1 que plus ce nombre est grand et plus on s’approche de la solution exacte,
mais plus le coût numérique associé est important. L’objectif ici est donc d’estimer le nombre
d’harmoniques minimum à conserver pour obtenir des résultats acceptables tout en assurant des
temps de calculs raisonnables.

Pour cela, on se place dans une situation intermédiaire entre les deux états asymptotiques
complètement collé ou complètement glissant. En effet, ces deux situations correspondent à des
comportements relativement linéaires faisant par conséquent intervenir peu d’harmoniques. En
revanche, dans une situation intermédiaire pour laquelle le frotteur va alternativement glisser ou
coller, la solution temporelle sera beaucoup moins régulière et nécessitera plus d’harmoniques
pour être représentée fidèlement.

L’influence du paramètre Nh a donc été étudiée sur l’oscillateur à 2 ddl de la Figure IV.1,
pour lequel une force périodique est appliquée à la masse 1. L’amplitude de cette excitation est
fixée à 0, 1N , N étant l’effort normal appliqué au niveau du frotteur. Ce rapport excitation/effort
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normal correspond à un comportement majoritairement collé présentant des phases de glissement
autour de la résonance. Les résultats sont présentés Figure IV.3 pour un nombre d’harmoniques
temporelles compris entre 1 et 7.
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Figure IV.3 – Influence du nombre d’harmoniques temporelles sur les réponses forcées de la
masse 1 (gauche) et de la masse 2 (droite). Nh = 1 ( ), Nh = 3 ( ), Nh = 5 ( ),

Nh = 7 ( ).

La réponse forcée du système converge de façon satisfaisante dès 3 harmoniques. Cette situa-
tion semi-collée/semi-glissante est assez contraignante du point de vue du nombre d’harmoniques
à conserver, car elle correspond aux signaux les plus irréguliers. Par conséquent, il est inutile d’aug-
menter ce nombre pour les situations totalement collées et glissantes. Le nombre d’harmoniques
temporelles est ainsi fixé à Nh = 3 pour la suite des simulations.

Comportement du système en fonction de l’amplitude de l’excitation
Une fois fixé le nombre d’harmoniques temporelles à conserver, il est intéressant de faire varier

l’amplitude de l’effort extérieur afin d’étudier le comportement de l’oscillateur et de chercher à
retrouver les deux états asymptotiques caractéristiques. Pour un effort normal fixé à N = 5N, on
fait varier l’amplitude des efforts extérieurs entre 0, 01N (état collé) et 5N (état glissant). La
valeur du paramètre ε est ajustée dans chaque cas de façon à adapter la régularisation de la loi
de frottement aux amplitudes de vitesse relative observées. Les réponses forcées des deux masses
associées à ces simulations sont présentées Figure IV.4.

On observe bien sur ces courbes une transition entre deux états caractéristiques. Les courbes
oranges sont le résultat d’un état majoritairement glissant, pour lequel deux pics d’amplitude
plus importante sont visibles, correspondant aux deux modes propres du système à 2 ddl. Ces
résonances apparaissent effectivement aux valeurs de pulsation annoncées, à savoir 0, 618 rad.s−1

et 1, 618 rad.s−1. Les courbes bleues représentent quant à elles un état majoritairement collé, avec
un seul pic de résonance autour de 1 rad.s−1 correspondant bien à la pulsation de l’oscillateur à 1
ddl pour lequel les deux masses sont soudées. Les états intermédiaires, semi-glissants semi-collés,
sont caractérisés par des réponses forcées amorties dont les pics de résonance se situent sous
l’une des deux configurations en fonction du comportement collé ou glissant prédominant. Ces
observations décrivent une phénoménologie classique déjà présentée dans divers travaux [89, 20]
ce qui permet de valider l’approche numérique proposée dans cette section.
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Figure IV.4 – Influence de l’amplitude des efforts extérieurs sur la réponse forcée des masses 1 (à
gauche) et 2 (à droite). Comportement linéaire collé ( ), comportement linéaire glissant ( ).

1.3 Adaptation de la HBM dans le cadre de notre étude

Dans le cas de l’étude d’un système bi-rotor aubagé couplé, il a été montré dans le chapitre II
qu’une transformation de l’équation du mouvement permettait de s’affranchir des coefficients
temporels liés à l’étude simultanée de deux solides tournant à des vitesses différentes. Cette
transformation implique une écriture en base modale ainsi qu’une projection de l’équation du
mouvement dans différents nouveaux repères. Si on ajoute à présent des effets non-linéaires dans
le système, l’équation du mouvement devient :

d ˙̂q +
(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
dq̂ + f̂nl

(
dq̂ ,d ˙̂q

)
= f̂ext (IV.34)

On rappelle que la notation •̂ signifie que la grandeur • est exprimée en base modale dans les
nouveaux repères de projection. Les déplacements physiques dans les repères mobiles de chacun
des deux rotors s’obtiennent par la relation u = dVPdq̂ avec dV la matrice des vecteurs propres
à droite et P la matrice de projection permettant de passer des nouveaux repères aux repères
mobiles des deux roues aubagées. En base modale et dans les nouveaux repères de projection, les
efforts s’expriment :

f̂ext = −PTΩgVTfext

f̂nl = −PTΩgVTfnl
(IV.35)

Dans ces deux expressions, les matrices Ω et gV sont indépendantes du temps. Il a été montré dans
la section II.3.2.3 que la projection PT de l’excitation dans les nouveaux repères génère simplement
de nouvelles harmoniques sans modifier les fréquences fondamentales d’excitation, à savoir dans
notre cas les vitesses de rotation des deux rotors Ω1 et Ω2. Comme expliqué dans la section I.4.1,
ce problème est donc un problème non-linéaire multi-fréquentiel qui nécessite des méthodes de
résolution adaptées plus complexes à mettre en œuvre que la HBM classique. Toutefois, ce qui
nous intéresse ici est de valider la méthode de projection de l’équation du mouvement dans un
cadre non-linéaire, que ce soit mono- ou multi-fréquentiel. En effet, la mise en place de cette
méthode dépend uniquement de la nature du couplage et des déformées modales, mais pas des
efforts extérieurs. Elle n’intervient sur l’excitation que par l’intermédiaire de l’enrichissement du
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spectre avec de nouvelles harmoniques, ce qui ne modifie pas fondamentalement l’application
des méthodes de résolution non-linéaires multi-fréquentielles. Par conséquent, la compatibilité
de la méthode de projection proposée avec une méthode de résolution non-linéaire est a priori
indépendante du caractère mono- ou multi-fréquentiel de l’excitation.

Ainsi, pour s’affranchir des difficultés liées aux méthodes de résolution multi-fréquentielles,
une unique excitation extérieure est appliquée sur le rotor R1, le rotor R2 ne pouvant alors être
excité que par l’intermédiaire du roulement. De même, seule la première roue aubagée est soumise
à un effort non-linéaire de frottement. De cette façon, une unique fréquence fondamentale Ω1 est
présente dans le spectre d’excitation ce qui nous permet de traiter ce problème en mono-fréquentiel.
Les contributions des efforts appliqués à chacun des deux rotors s’écrivent donc sous la forme :

f̂ext1 = −PT
1 Ω1

gVT
1 fext1

f̂nl1 = −PT
1 Ω1

gVT
1 fnl1

f̂ext2 = 0

f̂nl2 = 0
(IV.36)

Comme dans le cas classique présenté dans la section IV.1.2, l’excitation appliquée, après projection
dans les nouveaux repères, est sinusoïdale de périodicité multiple de la vitesse de rotation Ω1. On
recherche donc la solution de l’équation (IV.34) sous la forme d’une série de Fourier tronquée à
l’harmonique Nh :

dq̂(t) = T(t)dq̂h avec dq̂h =
[
aT

0 ,a
T
1 ,b

T
1 , . . . ,a

T
Nh
,bT

Nh

]T (IV.37)

où T est la base des fonctions trigonométriques définie équation (IV.5). Le choix de la fréquence
fondamentale ωproj de cette base dépend des harmoniques présentes dans le spectre de l’excitation
et sera discuté dans la partie IV.1.3.4. Il s’agira dans tous les cas d’un multiple de la vitesse de
rotation Ω1.

En utilisant l’opérateur de dérivation ∇ défini par la relation (IV.7), il est possible d’exprimer
la dérivée de dq̂ en fonction de ses coefficients harmoniques :

d ˙̂q = ωprojT∇dq̂h (IV.38)

Ainsi en remplaçant dans l’équation du mouvement (IV.34), on obtient le résidu :

r(t) =
(
ωprojT(t)∇ +

(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
T(t)

)
dq̂h + f̂nl(

dq̂h)− f̂ext(t) (IV.39)

Comme dans la méthode générale présentée partie IV.1.2, on cherche à se débarrasser de la
dépendance temporelle de cette équation en la projetant sur la base trigonométrique T suivant
une procédure de Galerkin avec le produit scalaire (IV.10). On obtient ainsi les coefficients
harmoniques du résidu en fonction de la matrice de rigidité dynamique L ainsi que des efforts
dans le domaine fréquentiel :

rh(dq̂h) =
2

T1

∫ T1

0
TT(t)r(t) dt = Ldq̂h + f̂nlh(dq̂h)− f̂exth (IV.40)

avec

L =
2

T1

∫ T1

0
TT
(
ωprojT∇ + ∇PT−ΩT−ΩK̂cT

)
dt

f̂nlh1
=

2

T1

∫ T1

0
TTf̂nl1 dt

f̂exth1
=

2

T1

∫ T1

0
TTf̂ext1 dt

f̂nlh2
= 0

f̂exth2
= 0

(IV.41)
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où T1 est la période associée à la vitesse de rotation Ω1 : T1 = 2π
Ω1

. Il est important de noter que
cette période ne correspond plus nécessairement à la fréquence ωproj, contrairement à l’expression
de la matrice de rigidité (IV.12) associée à une résolution non-linéaire classique. Le vecteur des
efforts extérieurs f̂exth (respectivement non-linéaires f̂nlh) contient la réunion des efforts extérieurs
(respectivement non-linéaires) appliqués à chacun des deux rotors. La solution harmonique
recherchée correspond aux valeurs de dq̂h qui annulent le résidu rh.

1.3.1 Matrice de rigidité dynamique

La matrice de rigidité dynamique L obtenue équation (IV.41) est différente de celle utilisée
dans le cas classique présenté partie IV.1.2 en raison de l’écriture en base modale et de la projection
de l’équation du mouvement dans de nouveaux repères. Toutefois, la même procédure peut être
appliquée pour en obtenir une expression simplifiée, en utilisant la relation (IV.14) :

L =
2

T1

∫ T1

0
TTT dt

(
ωproj∇ + N∇P

−NΩ −N
ΩK̂c

)
(IV.42)

où NA = I2Nh+1 ⊗A est une matrice diagonale par bloc contenant 2Nh + 1 fois la matrice A.
Finalement, la matrice de rigidité dynamique s’exprime de nouveau sous une forme diagonale par
blocs :

L =




L0 0
. . .

0 LNh




L0 = 2
(
∇P −Ω−ΩK̂c

)
Lj =

[
∇P −Ω−ΩK̂c jωprojIn

−jωprojIn ∇P −Ω−ΩK̂c

]
j = 1, . . . , Nh

(IV.43)

n correspond au nombre de ddl du problème à résoudre, soit dans notre cas le nombre de modes
propres conservés dans l’écriture en base modale de l’équation du mouvement (IV.34).

1.3.2 Évaluation des efforts non-linéaires

Cette section ne s’applique qu’au rotor R1, le rotor R2 n’étant soumis à aucun effort non-
linéaire. Pour alléger les écritures, l’indice •1 indiquant que la grandeur • se rapporte au rotor R1

sera donc omis.
La projection de Galerkin du résidu (IV.39) a permis de définir l’expression des efforts

non-linéaires du rotor R1 dans le domaine fréquentiel, rappelée ci-dessous :

f̂nlh =
2

T1

∫ T1

0
TTf̂nl dt (IV.44)

En général, les efforts non-linéaires s’évaluent à partir des déplacements u et des vitesses u̇ des
nœuds concernés. Dans l’étude présentée ici, ces efforts se limitent à du frottement et sont modélisés
grâce à la fonction tanh utilisée dans le modèle simple masse-ressort de la section IV.1.2.4. Cette
formulation ne fait intervenir que la vitesse u̇ des points de frottement.
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Comme dans le cas du système simple masse-ressort, cette dépendance à la vitesse nécessite
d’utiliser une procédure d’AFT pour obtenir les coefficients fréquentiels des efforts non-linéaires.
À cette procédure, il est nécessaire d’ajouter la prise en compte des changements de repère et
de l’écriture en base modale. En effet, l’équation du mouvement étant habituellement exprimée
en base physique dans le repère mobile de la roue aubagée, la procédure d’AFT utilise les
coefficients harmoniques u̇h des vitesses physiques pour déterminer les efforts non-linéaires
physiques. Dans notre cas, l’équation non-linéaire (IV.34) étudiée est exprimée en base modale et
projetée dans de nouveaux repères. Les coefficients harmoniques des vitesses physiques u̇h ne sont
donc pas directement accessibles et doivent être déterminés à partir des coefficients harmoniques
des coordonnées modales projetées dq̂h. De même, les efforts non-linéaires obtenus grâce à la
procédure d’AFT doivent être exprimés en base modale et dans les nouveaux repères de façon à
pouvoir être intégrés à l’équation (IV.40).

Une procédure d’AFT adaptée a ainsi été développée et est présentée dans la suite. Afin
de faciliter la compréhension des développements associés, cette procédure a été schématisée
Figure IV.5.

La première étape consiste à établir une relation analytique entre u̇h et dq̂h. Pour cela, on
utilise la relation entre déplacements physiques et coordonnées modales projetées :

u(t) = dVPdq̂(t) (IV.45)

Cette relation est ensuite dérivée pour obtenir une expression de la vitesse physique, en tenant
compte du fait que la matrice de projection P est dépendante du temps :

u̇(t) = dVṖdq̂(t) + dVPd ˙̂q(t) (IV.46)

Par la suite, les coordonnées modales projetées dq̂ et les vitesses associées d ˙̂q sont exprimées en
fonction des coefficients harmoniques dq̂h suivant les expressions (IV.37) et (IV.38) :

u̇(t) = dVṖTdq̂h + ωproj
dVPT∇dq̂h (IV.47)

La dérivée de la matrice de projection P s’exprime grâce à l’opérateur de dérivation ∇P explicité
équation (II.98) :

Ṗ = Ω1P∇P (IV.48)

où Ω1 est la vitesse de rotation du rotor R1.
Il reste à établir l’expression des coefficients harmoniques u̇h à partir des vitesses u̇. Dans

l’expression (IV.47) de u̇, les seuls termes dépendants du temps sont la matrice de projection P

constituée de fonctions trigonométriques, ainsi que la base harmonique T. Le produit des deux
fournit donc un signal harmonique dont la fréquence fondamentale ωmobile, multiple de la vitesse
de rotation Ω1, sera explicitée dans la section IV.1.3.4. La vitesse u̇ peut donc s’écrire sous la
forme d’une série de Fourier tronquée :

u̇(t) = Tm(t)u̇h (IV.49)

où Tm est la base harmonique telle que définie équation (IV.5) pour la fréquence fondamentale
ωmobile. Ainsi, les coefficients harmoniques u̇h de la vitesse physique s’obtiennent en projetant
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u̇(t) sur la base trigonométrique Tm suivant le produit scalaire défini par la relation (IV.10) :

u̇h =
2

T1

∫ T1

0
TT

mu̇(t) dt (IV.50)

Finalement, en remplaçant u̇(t) par son expression (IV.47) et en utilisant les propriétés du produit
de Kronecker ainsi que la relation T = T0 ⊗ In, on obtient la relation :

u̇h = NdV

[
2

T1

∫ T1

0
TT

mPT dtΩ1N∇P
+

2

T1

∫ T1

0
TT

mPT dt ωproj∇
]

dq̂h (IV.51)

avec NA = I2Nh+1⊗A. On définit Ph la matrice de projection dans les nouveaux repères exprimée
dans le domaine fréquentiel par la relation :

Ph =
2

T1

∫ T1

0
TT

mPT dt (IV.52)

L’expression de cette matrice sera détaillée dans la section IV.1.3.3. On obtient finalement
l’expression analytique de u̇h en fonction des coordonnées modales harmoniques projetées dq̂h,
qui peut se détailler afin de faire apparaitre la vitesse dq̇h :

u̇h = NdV
dq̇h avec dq̇h = Ph [Ω1N∇P

+ ωproj∇] dq̂h (IV.53)

Il est à présent possible d’appliquer la procédure d’AFT comme présentée dans la section IV.1.2.3
afin de déterminer une expression fréquentielle des efforts de frottement fnlh en base physique
dans le repère mobile de la roue aubagée R1. La base harmonique associée est la base Tm de
fréquence ωmobile, telle que :

fnl(t) = Tmfnlh (IV.54)

Ces efforts doivent ensuite être exprimés en base modale dans les nouveaux repères de projection
de façon à pouvoir être utilisés dans l’équation à résoudre non-linéaire (IV.40) :

f̂nl(t) = −PTΩgVTfnl(t) avec fnl(t) = Tmfnlh (IV.55)

Il reste à déterminer les coefficients harmoniques des efforts projetés f̂nlh à partir de leur défini-
tion (IV.44) et de la relation (IV.55) :

f̂nlh = − 2

T1

∫ T1

0
TTPTΩgVTTmfnlh dt (IV.56)

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker et la relation Tm = Tm0 ⊗ In, il vient :

f̂nlh = − 2

T1

∫ T1

0
TTPTTm dtNΩgVTfnlh (IV.57)

Finalement, cette expression se simplifie d’après la définition (IV.52) de la matrice de projection
Ph dans le domaine fréquentiel :

f̂nlh = PT
h f̃nlh avec f̃nlh = −NΩgVTfnlh (IV.58)

Cette adaptation de la procédure d’AFT permet ainsi de prendre en compte l’écriture en base
modale et les changements de repères.
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Figure IV.5 – Adaptation de la procédure d’AFT en tenant compte de l’écriture en base modale
et des changements de repères.

1.3.3 Prise en compte des changements de repère dans le domaine fréquentiel

Le couplage de la procédure d’AFT avec la prise en compte des changements de repère
a conduit à la définition d’une matrice de projection exprimée dans le domaine fréquentiel
(cf. (IV.52)). Cette matrice de projection correspond aux changements de repère nécessaires à
la suppression des termes temporels de l’équation du mouvement du système couplé bi-rotor.
Dans le cas présenté ici, le rotor R2 n’est soumis à aucun effort non-linéaire. Seule la matrice
de projection fréquentielle du rotor R1 est donc étudiée. Son expression est rappelée ci-dessous,
après ré-introduction des indices •1 et •2 permettant de distinguer les deux rotors :

Ph1 =
2

T1

∫ T1

0
TT

mP1T dt (IV.59)

On rappelle que les bases trigonométriques Tm et T sont respectivement de fréquence fondamentale
ωmobile et ωproj. Ces deux fréquences, encore à définir, sont néanmoins des multiples de la vitesse
de rotation Ω1.

La matrice de projection P1, dont la forme est explicitée dans la section II.3.2.1, est une
matrice diagonale par blocs constituée de matrices de rotation d’angles miΩ1t notées Rmi . Pour
rappel, l’entier mi correspond à la ième harmonique spatiale détectée dans les déformées des
vecteurs propres au niveau du roulement.

La matrice de projection Ph1 dans le domaine fréquentiel se calcule donc en intégrant sur la
période T1 = 2π/Ω1 un produit de fonctions trigonométriques, toutes de périodicité multiple de la
vitesse de rotation Ω1. Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques,
ce calcul d’intégrale s’effectue aisément et conduit à un grand nombre de termes nuls sauf dans
quatre cas détaillés par la suite.

Pour bien comprendre la structure de la matrice Ph1 , un exemple est donné Figure IV.6
dans le cas où seules deux harmoniques temporelles sont conservées dans les bases T et Tm, et
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seulement deux harmoniques spatiales sont présentes dans la matrice de projection P1 :

T =
[
1 cp1 sp1 cp2 sp2

]

Tm =
[
1 ck1 sk1 ck2 sk2

]

P1 =

[
Rm1 0

0 Rm2

] avec
cpi = cos piΩ1t, spi = sin piΩ1t

cki = cos kiΩ1t, ski = sin kiΩ1t
(IV.60)

Ces restrictions permettent de travailler avec des matrices de taille raisonnable, le principe de
construction étant similaire pour un plus grand nombre d’harmoniques.

Ph1 =
2

T1

∫
P1

∫
cp1P1

∫
sp1P1

∫
cp2P1

∫
sp2P1

∫
ck1P1

∫
sk1P1

∫
ck2P1

∫
sk2P1

∫
ck1cp1P1

∫
ck1sp1P1

∫
sk1cp1P1

∫
sk1sp1P1

∫
ck1cp2P1

∫
ck1sp2P1

∫
sk1cp2P1

∫
sk1sp2P1

∫
ck2cp1P1

∫
ck2sp1P1

∫
sk2cp1P1

∫
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Figure IV.6 – Structure de la matrice de projection dans le domaine fréquentiel présentée pour
un nombre d’harmoniques temporelles et spatiales restreint.

À chaque triplet (ki, pj ,m`) correspond un sous-bloc noté A0 comme représenté Figure IV.6.
Tous les termes de ce sous-bloc sont nuls sauf pour quatre cas particuliers :

• ki + pj +m` = 0 ⇒ A0 =
1

2




1 0 0 −1

0 1 1 0

0 −1 −1 0

1 0 0 −1




• ki + pj −m` = 0 ⇒ A0 =
1

2




1 0 0 1

0 1 −1 0

0 1 −1 0

−1 0 0 −1
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• ki − pj +m` = 0 ⇒ A0 =
1

2




1 0 0 −1

0 1 1 0

0 1 1 0

−1 0 0 1




• ki − pj −m` = 0 ⇒ A0 =
1

2




1 0 0 1

0 1 −1 0

0 −1 1 0

1 0 0 1




Dans le cas où plusieurs de ces conditions sont observées simultanément (par exemple si m` = 0),
il convient de sommer les blocs A0 associés.

Une dernière opération peut être nécessaire dans le cas où les deux modes présents dans la
matrice P1 correspondent en fait à un mode double. Dans ce cas, m1 = m2 et la forme particulière
de la matrice P1 (cf. section II.3.2.1) nécessite d’appliquer une permutation de certaines lignes et
colonnes du bloc A de la Figure IV.6 :

Amode double = BAB avec B =

(
B0 0

0 B0

)
et B0 =




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




(IV.61)

On obtient finalement une matrice constante qui permet de passer du repère mobile du rotor R1

aux nouveaux repères de projection directement dans l’espace de Fourier. Il est intéressant de
noter que cette matrice de projection est indépendante de la vitesse de rotation Ω1. Une unique
évaluation sera donc nécessaire pour un calcul de réponse forcée.

1.3.4 Choix des harmoniques temporelles des bases T et Tm

Dans une résolution non-linéaire de type HBM, le choix de la fréquence fondamentale de la
base trigonométrique permettant de décomposer la solution dépend de la fréquence d’excitation.
Si cette fréquence d’excitation est un multiple entier n d’une autre fréquence ω du problème,
par exemple une vitesse de rotation, elle peut s’écrire sous la forme fexcitation = nω. Dans ce cas,
et si la détermination du multiple n n’est pas immédiate, il peut sembler plus simple de choisir
comme fondamentale de la base de Fourier la fréquence ω. Ce choix peut toutefois s’avérer très
coûteux numériquement, d’autant plus que n est grand. En effet, si p multiples de la fréquence
fexcitation sont nécessaires pour décrire correctement le comportement du système non-linéaire,
p× n harmoniques devront être conservées dans la base de fréquence fondamentale ω, un certain
nombre d’entre elles étant pourtant inutiles. Pour limiter les temps de calcul, il convient donc de
déterminer, dans la mesure du possible, la plus petite harmonique d’excitation n mise en jeu.

Dans le cas du système bi-rotor couplé qui nous intéresse, la difficulté réside dans la projection
de l’équation du mouvement dans de nouveaux repères. En effet, cette projection génère de
nouvelles harmoniques dans le spectre des efforts extérieurs. Il faut donc s’assurer que toutes
ces harmoniques sont bien représentées lors du choix de la fréquence fondamentale ωproj de la
base de Fourier T, permettant de décrire la solution dans les nouveaux repères de projection.
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Dans le cas d’une excitation synchrone générée par les n1 sillages du stator en amont de
la roue R1, la fréquence d’excitation dans le repère mobile est n1Ω1. Il a été montré dans la
section II.3.2.3 que pour chaque harmonique spatiale m détectée dans les déformées modales
au niveau du roulement, la projection dans de nouveaux repères génère deux harmoniques dans
le spectre d’excitation : (n1 + m)Ω1 et (n1 − m)Ω1. Le choix de la fréquence fondamentale
ωproj = kΩ1 va donc directement dépendre de la valeur des harmoniques spatiales m de la base
modale.

À titre d’exemple, prenons le cas du modèle EF bi-rotor étudié dans le chapitre III. Le rotor
R1 est soumis à une excitation à deux diamètres. Seuls les modes à deux diamètres sont donc
susceptibles de répondre, ce qui limite déjà les harmoniques spatiales m pouvant être détectées.
D’autre part, l’étude des 20 premiers modes propres à deux diamètres de ce rotor ne met en
évidence que des déformées d’harmonique spatiale 2 au niveau du roulement. Les projections dans
les nouveaux repères ne vont donc introduire que deux harmoniques d’excitation : 0 et 4Ω1. Le
plus judicieux numériquement est alors de choisir ωproj = 4Ω1. On évite ainsi le coût numérique
lié aux harmoniques Ω1, 2Ω1 et 3Ω1 a priori inutiles pour décrire la solution.

Une fois la base de Fourier T établie, la fréquence fondamentale ωmobile de la base Tm,
décrivant la solution dans le repère mobile de la roue aubagée se détermine en fonction de la
périodicité du produit PT (c.f. IV.1.3.2). Pour chaque harmonique spatiale m contenue dans les
déformées modales au niveau du roulement, la projection P de la base T entraine la création de
deux harmoniques : (k +m)Ω1 et (k −m)Ω1. Le choix de la fréquence ωmobile devra donc se faire
en tenant compte de toutes ces harmoniques.

En reprenant l’exemple précédent, la projection de la base T dans le repère mobile de la roue
R1 génère entre autre les deux harmoniques : 2Ω1 et 6Ω1. La fréquence ωmobile = 2Ω1 paraît donc
adaptée pour la base Tm.

Dans un cas relativement complexe faisant intervenir plusieurs harmoniques d’excitation ou
un nombre important d’harmoniques spatiales dans la base modale, il peut s’avérer laborieux
de déterminer une harmonique k de la vitesse de rotation Ω1 qui assure de représenter toutes
les harmoniques temporelles du problème. Dans ce cas, la meilleure solution est probablement
de conserver ωproj = ωmobile = Ω1. Il est toutefois peu probable, dans le cas d’une unique source
d’excitation synchrone, qu’un grand nombre d’harmoniques spatiales soient observées au niveau
du roulement en raison de la rigidité de la structure dans cette zone. On s’attend en effet à détecter
des déformées d’ordre relativement faible. Dans ce cas, le nombre d’harmoniques d’excitation
à prendre en compte est restreint ce qui facilite l’optimisation du choix des fréquences ωproj et
ωmobile. Il serait également intéressant d’envisager une méthode de sélection des harmoniques
telle que proposée par Grolet [90] pour remédier à cette difficulté du choix des harmoniques à
prendre en compte.

1.4 Applications numériques

L’objectif de cette partie est de vérifier la compatibilité de l’étude non-linéaire proposée
section IV.1.3 avec la méthode de transformation de l’équation du mouvement présentée Chapitre II.
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L’écriture de l’équation du mouvement en base modale peut notamment s’avérer problématique
dans un contexte non-linéaire. En effet, les modes propres de la structure sont modifiés en présence
d’une non-linéarité de frottement. Représenter fidèlement un comportement collé à partir d’une
base libre va donc nécessiter de conserver une base relativement riche, induisant des temps de
calcul plus importants. Tout l’enjeu réside dans notre capacité à sélectionner les modes libres les
plus pertinents pour représenter un comportement collé.

La résolution fréquentielle de l’équation non-linéaire projetée peut être validée par comparaison
avec une intégration temporelle de l’équation de départ. Toutefois, cette méthode de validation est
difficilement envisageable dans le cas du modèle complet de roue aubagée en raison de l’importance
des ressources numériques nécessaires pour l’intégration temporelle d’un tel modèle. De plus, la
pertinence de l’utilisation d’une base modale libre tronquée pour écrire l’équation du mouvement
constitue l’un des points à valider. Cette astuce de réduction ne peut donc plus être appliquée pour
accélérer la résolution par intégration temporelle. D’autres méthodes plus adaptées pourraient
être envisagées, communément appelées méthodes CMS pour l’anglais Component Mode Synthesis.
Parmi celles-ci, on trouve des méthodes dites à interfaces libres [91, 92] ou à interfaces fixes telle
la méthode de Craig-Bampton [93] qui reste l’une des plus utilisées aujourd’hui. Les travaux de
Batailly [94] présentent plusieurs de ces méthodes appliquées à la dynamique de roue aubagée en
présence de contact aube/carter.

Dans le cadre de ce mémoire, l’étape de validation n’est effectuée que sur le modèle d’anneau
grâce à une intégration temporelle de l’équation de départ. La présence ou non d’un couplage avec
un second anneau n’ayant pas d’influence sur les non-linéarités de frottement, les changements de
repère ou l’écriture en base modale, un seul anneau est pris en compte.

Une étude fréquentielle est ensuite réalisée sur le modèle simplifié de roue aubagée visant à
retrouver dans la dynamique du système, grâce à la seule base libre, les deux comportements
libre et collé. Les résolutions linéaires du système libre (sans frotteur) et du système collé (ddl
frottants encastrés) sont utilisées comme références pour valider la pertinence de la base modale
retenue.

1.4.1 Validation sur le modèle d’anneau

Une première étape de validation a été réalisée sur le modèle d’anneau en raison de son faible
nombre de ddl permettant la mise en place d’une résolution par intégration temporelle. Le modèle
utilisé est le premier anneau du modèle recalé de la section III.4.2.1 pour lequel le nombre de
secteurs a été réduit. En effet, afin de conserver une notion de symétrie cyclique, il est nécessaire
de placer au moins un frotteur par secteur. La présence d’un trop grand nombre de frotteurs
risquant de fortement contraindre la dynamique de l’anneau et de rapidement en bloquer les
mouvements, il est préférable de limiter le nombre de secteurs. Les caractéristiques du modèle
retenu sont les suivantes :

• N = 3 secteurs

• ne = 6 éléments par secteur

• 1 frotteur par secteur sur le nœud central

Les effets liés à la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement ou assouplissement centrifuge) sont
négligés. Comme représenté Figure IV.7, les frotteurs sont placés dans la direction radiale entre un
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nœud de chaque secteur et un bâti tournant à la même vitesse que l’anneau. Afin de s’affranchir

•
•

•

••••

•
•
•
•

•

• • • •

•
•
•

Figure IV.7 – Positionnement des frotteurs dans la direction radiale sur le modèle EF d’anneau
à 3 secteurs.

d’éventuelles difficultés lors de l’écriture en symétrie cyclique, il est préférable d’éviter de placer
le frotteur sur un nœud frontière de symétrie cyclique. On choisit d’appliquer une excitation
d’harmonique spatiale 2, tournante dans le repère mobile de l’anneau. Les modes propres associés,
en configuration libre (sans frotteur) et collée (ddl frottants encastrés) sont représentés Figure IV.8.

(c) Modes propres sans
frotteur ωlibre = 20833 rad.s−1

(d) Modes propres frotteurs
collés ωcollé = 12742 rad.s−1

Figure IV.8 – Déformées modales d’harmonique spatiale 2 de l’anneau en situation sans frotteur
à gauche et frotteurs collés à droite. Configuration non-déformée ( ), configuration

déformée ( ).
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Les fréquences propres associées sont respectivement de 20833 rad.s−1 et 12742 rad.s−1. Il est
à noter que le mode libre possède la fréquence la plus élevée. L’introduction du frottement devrait
donc conduire à un assouplissement de la structure, alors qu’un phénomène de raidissement est
habituellement observé sur les roues aubagées.

On observe une différence notable dans la forme de ces deux modes propres, avec un décentrage
du mode propre collé traduisant un comportement vibratoire très différent du mode libre. En effet,
les frotteurs collés dans la direction radiale empêchent la propagation de l’onde tournante générée
par l’excitation et conduisent à une dynamique s’approchant d’une onde stationnaire. La transition
entre les comportements glissant et collé, de cinématiques très différentes, risque donc d’être
difficile à représenter avec la seule base libre. Par conséquent, cette structure d’anneau ne semble
pas adaptée à une étude complète des phénomènes de frottement. Elle sera uniquement étudiée
dans la phase glissante pour laquelle la présence des frotteurs n’entraine pas d’assouplissement
mais simplement de l’amortissement.

Les FRF de l’anneau autour de la fréquence du mode propre glissant, calculées en fréquentiel
et par intégration temporelle sont tracées Figure IV.9 pour différentes amplitudes d’excitation,
relatives à l’effort normal N appliqué au niveau des frotteurs : 0,3N ; 0,5N et 1N . La courbe
linéaire sans frottement est également tracée. L’effort non-linéaire de frottement utilisé répond
à la loi en tanh tracée Figure IV.2. Le coefficient de frottement et l’effort normal sont fixés à
µ = 0,3 et N = 104N. Le paramètre ε est réglé à chaque simulation et prend des valeurs entre
10−1 et 101. Pour la résolution fréquentielle non-linéaire, tous les modes propres de la structure
sont pris en compte mais les harmoniques temporelles utilisées pour la HBM sont sélectionnées
comme expliqué section IV.1.3.4 : les harmoniques 4Ω et 2Ω sont choisies comme fondamentales
respectivement dans les nouveaux repères de projection et dans le repère mobile de l’anneau.
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Figure IV.9 – Courbes de réponse en fréquence d’un anneau normalisée par l’effort extérieur,
pour différents niveaux d’excitation. Comparaison entre résolutions fréquentielles ( ) et

temporelles ( ).

Une unique harmonique temporelle Nh = 1 est prise en compte lors de la résolution non-
linéaire fréquentielle, accompagnée d’un échantillonnage temporel nt = 100. Des simulations ont
également été réalisées avec Nh = 3 harmoniques temporelles, sans que cela ait le moindre impact
sur le tracé des FRF. Cela s’explique probablement par l’étape de projection en base modale qui
vient lisser le comportement temporel des efforts non-linéaires : alors que l’évolution temporelle de
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ces efforts, exprimés en base physique, est généralement sous la forme d’un créneau, elle devient
sinusoïdale après projection en base modale.

On observe sur la Figure IV.9 une excellente corrélation des résolutions fréquentielles et
temporelles pour de faibles valeurs de frottement, qui se dégrade légèrement lorsque le frottement
augmente. Il est d’ailleurs intéressant de noter que le pic de la FRF obtenue par intégration
temporelle pour le frottement le plus important (i.e. l’excitation la plus faible fext = 0,3N)
présente un léger décalage vers la gauche. Il s’agit d’un léger assouplissement traduisant le début
de la transition vers la phase collée. Cet assouplissement n’est pas du tout visible sur la résolution
fréquentielle qui ne parvient à représenter que la situation glissante.

Ces premiers résultats sont donc encourageants quant à la validation de la méthode proposée,
au moins dans les situations où le frottement est suffisamment faible pour n’introduire que de
l’amortissement. La transition vers un comportement collé doit encore être étudiée avec un modèle
plus adapté.

1.4.2 Application au modèle de roue aubagée

Une non-linéarité de frottement est introduite sur le modèle EF simplifié de roue aubagée
présenté section III.1 sous la forme d’un frotteur dans la direction axiale entre deux nœuds situés
à la base de l’aubage de la première roue (cf. Figure IV.10). L’excitation extérieure est toujours
une excitation à 2 diamètres, tournante dans le repère mobile de la roue et appliquée en bout
d’aube dans la direction axiale.

•
• •

•

Figure IV.10 – Positionnement du frotteur en pied d’aube de la première roue aubagée dans la
direction axiale.

Ce modèle semble plus adapté pour l’étude de l’influence du frottement sur la dynamique de
la structure, notamment dans les phases collées. En effet, le blocage dans la direction axiale des
ddl frottants modifie peu la forme du premier mode propre à 2 diamètres par rapport à celui de
la structure libre, comme on peut le voir Figure IV.11. On s’attend donc à pouvoir également
représenter la situation collée en utilisant la résolution fréquentielle non-linéaire, à condition de
conserver suffisamment de modes propres dans la base libre.
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(a) ωlibre = 20826 rad.s−1 (b) ωcollé = 24595 rad.s−1

Figure IV.11 – Déformées modales du premier mode à 2 diamètres en configurations libre et
collée.

Choix de la base modale libre
On choisit ici de travailler avec les bases modales à droite, la même procédure pouvant être

adaptée pour les bases à gauche. Théoriquement, en conservant l’intégralité de la base libre notée
dΦ` et connaissant les coefficients q adaptés, il est possible de reconstruire n’importe quel mode
propre collé, notamment le premier mode collé à 2 diamètres noté dΦc,1 :

dΦc,1 = dΦ` q (IV.62)

Toutefois, les modes libres n’ont pas tous la même importance dans la reconstruction de la
déformée du mode collé. De plus, la résolution fréquentielle est d’autant plus longue que la
base modale utilisée est riche. C’est pourquoi il est important de mettre en place une méthode
de sélection des modes propres libres de façon à ne conserver que les modes apportant une
contribution notable dans la représentation du mode collé.

Pour cela, une solution consiste à projeter les modes de la base libre sur le mode collé
objectif, et ne conserver pour la résolution que les modes libres présentant la projection maximale.
L’orthonormalisation de la base modale libre par rapport à la matrice de pseudo-masse B donne
la propriété suivante : gΦT

` BdΦ` = I. Ainsi, en multipliant à gauche la relation (IV.62) par gΦT
` B,

on obtient le vecteur des coefficients q permettant de reconstruire le mode collé à partir de la
base libre :

q = gΦT
` BdΦc1 (IV.63)

Il suffit alors de sélectionner les plus grandes valeurs dans le vecteur q pour construire la base
libre à utiliser lors de la résolution fréquentielle non-linéaire.

Afin d’établir une base modale libre assurant des résultats acceptables pour des temps de
calcul raisonnables, plusieurs bases modales ont été testées au travers d’un calcul de FRF en
situation collée, i.e. pour de faibles valeurs d’excitation. Un premier calcul linéaire, obtenu en
utilisant le mode propre collé (ddl frottants encastrés), constitue la référence pour évaluer la
pertinence des différentes bases libres testées. Deux bases libres contenant respectivement les 500
et les 800 premiers modes à 2 diamètres sont étudiées. Une sélection des 200 puis 300 modes les
plus pertinents parmi les 800 premiers modes est ensuite testée dans le but de réduire les temps
de calculs.
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Les FRF associées sont tracées Figure IV.12. Les caractéristiques relatives à chaque base
modale testée (fréquence propre obtenue pour le mode collé, erreur relative avec la référence et
temps de calcul) sont réunies dans le Tableau IV.2.

11 500 12 000 12 500 13 000 13 500
0

2

4

6

8
·10−7

Ω1 (rad.s−1)

A
m

pl
it

ud
e

no
rm

al
is

ée
(m

.N
−
1
)

linéaire collé
800 modes libres
300 modes parmi 800
200 modes parmi 800
500 modes libres

Figure IV.12 – Tracé de la résonance associée au mode propre collé en fonction de la base libre
choisie.

Pulsation mode
collé (rad.s−1)

Erreur relative Temps calcul FRF

Calcul linéaire, 1 mode collé 24600 Référence moins d’1 min
800 modes libres 25200 2,4 % 4h40

300 modes parmi 800 modes libres 25360 3,1 % 40 min
200 modes parmi 800 modes libres 25520 3,7 % 20 min

500 modes libres 25440 3,4 % 2h

Table IV.2 – Caractéristiques associées à chaque base modale testée.

On observe pour toutes les bases testées une surestimation de la fréquence propre collée, qui
se réduit en augmentant le nombre de modes propres pris en compte. La sélection de modes
parmi la base de 800 modes libres semble efficace puisqu’elle dégrade peu la valeur de fréquence
propre collée observée, mais diminue fortement les temps de calcul. Ainsi, la base constituée des
300 modes les plus pertinents parmi les 800 premiers modes libres présente une erreur relative
de 3,1% ce qui nous parait acceptable. Cette base modale sera donc utilisée pour la suite des
simulations présentées dans cette section.

Étude de la première roue aubagée sans couplage
Une première étude est réalisée sans couplage, afin d’étudier le comportement de la première

roue aubagée en situation de frottement. L’effort de frottement utilisé suit la loi en tanh tracée
Figure IV.2, pour un effort normal N = 5 · 103N et un coefficient de frottement de 0,3. Le
paramètre ε est réglé à chaque simulation et varie entre 10−3 et 1, 5. Les FRF sont calculées
en appliquant la résolution fréquentielle non-linéaire proposée section IV.1.3. La base modale
utilisée est constituée d’une sélection des 300 modes les plus pertinents parmi les 800 premiers
modes libres de la structure. Plusieurs FRF sont calculées en faisant varier l’amplitude des efforts
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extérieurs par rapport à l’effort normal N appliqué : 0, 1N ≤ fext ≤ 102N . Les résultats obtenus
sont tracés Figure IV.13a au niveau d’un nœud de frottement dans la direction axiale.
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Figure IV.13 – Comportement vibratoire dans la direction axiale et au niveau d’un frotteur de
la roue R1 (sans couplage) pour différentes valeurs d’excitation. Comportement linéaire

collé ( ), comportement linéaire glissant ( ).

Pour de grandes valeurs d’excitation (courbes orange), on retrouve le comportement linéaire
sans frotteur de la roue aubagée. La diminution de l’amplitude d’excitation entraine dans un
premier temps un affaissement de l’amplitude de la FRF traduisant un « apport » d’amortissement.
On observe par la suite une transition vers l’état collé avec un raidissement de la structure, puis
une augmentation de l’amplitude de la FRF pour les valeurs d’excitation les plus faibles (courbes
bleues), s’approchant ainsi de l’état linéaire collé.

L’évolution temporelle de l’effort tangentiel non-linéaire est tracée Figure IV.13b en différents
points de la FRF. Les trois situations caractéristiques sont observées :

• Pour les débattements les plus importants, le frotteur glisse et l’effort non-linéaire sature à
la valeur µN = 1, 5 · 103N. L’inversion du sens de déplacement du frotteur génère alors une
forme de créneau.

• Pour des débattements légèrement plus faibles, l’effort non-linéaire sature toujours mais sur
des phases plus courtes. Son évolution temporelle se rapproche doucement d’une forme plus
sinusoïdale. La dissipation d’énergie est maximale dans cette situation.

• Pour de faibles débattements, la valeur de l’effort non-linéaire n’atteint plus les limites
du cône de frottement. Son évolution temporelle est purement sinusoïdale, il s’agit d’une
configuration représentant la situation collée.

En résumé, le paramétrage choisi pour cette étude permet d’observer à la fois les comportements
glissant et collé sur les FRF des nœuds de frottement, ainsi qu’une phase de transition. L’évolution
temporelle des efforts non-linéaires présente bien des situations totalement glissantes, totalement
collées ou intermédiaires. La méthode de résolution fréquentielle non-linéaire proposée semble
donc adaptée à l’étude du comportement vibratoire de ce modèle de roue aubagée en présence de
non-linéarités de frottement.
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Étude du système bi-rotor couplé
Le comportement observé sur la première roue aubagée étant cohérent, il s’agit maintenant

de coupler la seconde roue aubagée afin d’étudier l’influence des efforts non-linéaires sur la
transmission de vibrations au travers du roulement. Pour cette étude, la seconde roue aubagée
n’est soumise à aucun effort extérieur ni effort de frottement. Sa seule source d’excitation possible
est la transmission de vibrations par l’intermédiaire du roulement. La configuration du paragraphe
précédent utilisée pour la première roue aubagée reste inchangée. La densité de raideur radiale
appliquée pour le couplage est la même que pour les simulations du Chapitre III, à savoir
κ = 5.106N.m−1rad−1.

L’objectif est de montrer qu’une non-linéarité sur la première roue aubagée présente un impact
non-négligeable sur le comportement vibratoire de la seconde. On démontre ainsi l’utilité de la
résolution fréquentielle non-linéaire proposée dans le cadre d’un système bi-rotor.

Des calculs de FRF ont donc été réalisés dans les mêmes conditions de frottement et d’excitation
de la roue R1 que dans le paragraphe précédent. La deuxième roue aubagée n’étant soumise à
aucun effort non-linéaire, il n’est pas nécessaire d’enrichir sa base modale pour la résolution. Seul
son premier mode propre à 2 diamètres est donc pris en compte. Les FRF obtenues pour les deux
roues sont tracées Figure IV.14, dans la direction axiale en bout d’aube.
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Figure IV.14 – Réponse forcée dans la direction axiale et en bout d’aube des rotors R1 (gauche)
et R2 (droite) pour différentes valeurs d’excitation. Comportement linéaire collé ( ),

comportement linéaire glissant ( ).

On retrouve pour la première roue aubagée les deux situations glissante et collée ainsi qu’une
phase de transition. La valeur des fréquences propres libre et collée est plus élevée que dans
la situation découplée ce qui est cohérent avec les observations du Chapitre III concernant la
rigidification des structures lors du couplage. La forme des FRF est légèrement différente de celles
du paragraphe précédent, notamment pour les situations globalement collées, puisque le point
d’observation n’est plus le même.

Les mêmes variations d’amplitude et de fréquence sont directement observables en bout
d’aube de la seconde roue aubagée. Les amplitudes des FRF sont bien sûr plus faibles que celles
de la roue R1 en raison de la transmission via le roulement. Les effets non-linéaires sont donc
directement visibles sur la seconde roue aubagée, entrainant des variations de niveau vibratoire
non négligeables.
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1.5 Conclusion

L’objectif de ce début de chapitre était d’intégrer à l’étude du bi-rotor une non-linéarité de
type frottement afin de vérifier que la méthode de projection de l’équation du mouvement est
bien compatible avec une résolution non-linéaire. Pour cela, une résolution mono-fréquentielle
de type HBM a été adaptée afin de tenir compte des projections dans de nouveaux repères. Le
cadre mono-fréquentiel est assuré en ne soumettant que l’un des deux rotors à des excitations
extérieures ou de frottement, le second n’étant excité que par l’intermédiaire du roulement. L’une
des interrogations principales associées à ces développements concerne la validité de l’écriture des
équations en base modale sachant que cette base évolue entre l’état libre et l’état collé.

Le modèle bi-anneau s’est avéré peu adapté pour cette étude non-linéaire, la présence des
frotteurs contraignant de façon très marquée la dynamique du système. Toutefois, la comparaison
avec une intégration temporelle de l’équation de départ a permis de valider la méthode dans les
situations de faible frottement.

Cette résolution par intégration temporelle n’est plus applicable dans le cadre du modèle
de roues aubagées simplifiées présenté Chapitre III en raison de l’importance des ressources
numériques associées. Ce modèle est donc étudié, notamment en situation de frottement important,
par comparaison avec une résolution linéaire utilisant directement le mode propre collé. Une
sélection des modes propres libres les plus pertinents dans la représentation du comportement
collé permet ainsi d’obtenir un comportement dynamique relativement réaliste pour des temps de
calcul raisonnables, y compris en situation collée. On montre alors que la présence d’efforts de
frottement sur la première roue impacte de façon notable les vibrations de la seconde.

Ce modèle pourra permettre de réaliser des études plus poussées concernant le comportement
vibratoire du système bi-rotor sur des plages de vitesse pour différentes valeurs de frottement.
Les phénomènes observés dans le Chapitre III (transfert d’énergie au croisement des modes
propres, présence de pics traduisant une instabilité) pourraient être modifiés, notamment dans les
situations de frottement impliquant une dissipation d’énergie maximale. Si les pics d’instabilité
disparaissent, des études plus poussées seront nécessaires pour établir si les zones d’instabilité ont
été totalement supprimées ou si elles ne sont simplement plus visibles.

2 Couplage par une gearbox – cas de l’UHBR ID

Dans un turboréacteur double-corps classique, l’arbre BP relie le fan, le compresseur BP et la
turbine BP. La vitesse de rotation de cet arbre est limitée par la dimension du fan, pour lequel il
est préférable de conserver en bout de pale une vitesse subsonique. Les évolutions actuelles des
turboréacteurs tendent à augmenter le diamètre du fan de façon à accroître le taux de dilution
ou bypass ratio et ainsi réduire la consommation en carburant et le bruit émis. Il en résulte une
diminution de la vitesse de rotation de l’arbre BP, nécessitant l’augmentation du nombre d’étages
de compresseur et de turbine afin d’assurer une charge acceptable sur chacun des étages tout en
conservant la même efficacité globale. L’un des inconvénients de cette solution est l’augmentation
du poids du moteur.

Une architecture alternative, actuellement très étudiée par les motoristes, consiste à placer
entre le fan et le reste de l’arbre BP un boitier de réduction à engrenages, aussi appelé gearbox
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Figure IV.15 – Schéma de L’Ultra High Bypass Ratio Integral Drive développé par Safran et
comportant une gearbox entre le fan et le reste de l’arbre BP.

(Figure IV.15). Cette solution permet d’imposer des vitesses de rotation différentes entre le fan et
le reste de l’arbre BP, autorisant des vitesses plus élevées pour le compresseur et la turbine. Il est
alors possible de réduire le nombre d’étages de ces deux modules tout en améliorant l’efficacité
générale du turboréacteur. L’ajout de la gearbox entraine une augmentation du poids du moteur,
en partie contrebalancée par l’allègement du compresseur et de la turbine BP.

À planétaire

Á satellite

Ã porte-satellite

Â couronne

Figure IV.16 – Schéma d’un réducteur à engrenages ou gearbox.

La gearbox est un réducteur à planétaires comme représenté Figure IV.16. Son introduction
dans l’architecture d’un turboréacteur n’est pas sans conséquence sur la dynamique des différents
organes du moteur. Sa structure complexe génère diverses perturbations, comme par exemple
des excitations hautes fréquences en lien avec la fréquence d’engrènement des dents et le passage
des satellites [95, 96]. Ces excitations sont nuisibles, notamment lorsqu’elles sont transmises
au compresseur. Des perturbations de la vitesse de rotation peuvent également être observées,
générées par des phénomènes dynamiques locaux au niveau des dents : sous l’effet de la charge
transmise dans les engrenages, les dents se déforment localement entrainant des modulations
de raideur en torsion. On parle de non-linéarité des raideurs d’engrènement. Enfin, de par son
architecture globale, des effets dynamiques couplés entre la gearbox, la ligne d’arbre et le reste
du moteur peuvent apparaitre : le plus notable concerne le couplage de la flexion de ligne d’arbre,
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générée par des phénomènes de balourd du fan ou du compresseur, avec des mouvements en
torsion par le biais de la gearbox.

Les vitesses de rotation des différentes pièces d’un réducteur à engrenages tel que représenté
Figure IV.16 sont directement liées au nombre de dents du planétaire et de la couronne (noté Zi)
par la formule de Willis :

λ =
ω1/0 − ω4/0

ω3/0 − ω4/0
= −Z3

Z1
(IV.64)

λ est appelé la raison du train. La grandeur ωi/j désigne la vitesse de rotation du solide i dans
le référentiel du solide j. Deux schémas de montage sont possibles à partir d’un réducteur à
engrenages de ce type : en train épicycloïdal ou en train planétaire. La différence entre ces deux
solutions technologiques réside dans le choix de l’élément qui sera fixe : la couronne pour le train
épicycloïdal (ω3/0 = 0) ou le porte-satellites pour le train planétaire (ω4/0 = 0) (cf. Figure IV.17).
La formule de Willis permet alors d’obtenir une relation directe entre les vitesses d’entrée et de
sortie du réducteur :

Train épicycloïdal :
ω1/0

ω4/0
= 1 +

Z3

Z1

Train planétaire :
ω1/0

ω3/0
= −Z3

Z1

(IV.65)

Lorsque tous les éléments du réducteur sont laissés libres, il s’agit d’un différentiel.

À
Ã

Á

Â

(a) Train épicycloïdal

À
Ã

Á

Â

(b) Train planétaire

Figure IV.17 – Deux solutions technologiques envisageables pour réaliser la gearbox couplant le
fan et l’arbre BP.

Dans le cadre d’un turboréacteur, le choix du montage conditionne les éléments sur lesquels
vont venir se positionner les arbres d’entrée et de sortie (i.e. arbre fan et arbre BP) : planétaire/
porte-satellites ou planétaire/couronne. Par analogie avec l’architecture d’un roulement, nous
avons choisi de travailler avec un montage en train planétaire : les arbres sont fixés sur le planétaire
et la couronne, représentant les deux anneaux du roulement, et le couplage est assuré par les
satellites en comparaison aux billes du roulement. L’objectif est alors d’étudier les excitations
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pouvant être transmises entre la couronne et le planétaire par l’intermédiaire des déformations
des satellites.

2.1 Modèle simplifié utilisé

Le modèle proposé, schématisé Figure IV.18 correspond à une modélisation simplifiée de la
gearbox, qui ne tient compte que de la déformation globale des satellites sous l’effet des efforts
générés par la couronne et le planétaire. Tous les phénomènes liés à l’engrènement (déformation
locale des dents, excitation à la fréquence d’engrènement) ne sont pas pris en compte.

Figure IV.18 – Modélisation simplifiée de la gearbox à l’aide d’anneaux et de raideurs.

La couronne et le planétaire, modélisés par deux anneaux, retransmettent les déformations
des arbres fan et BP auxquels ils sont liés. Chaque satellite est représenté par une raideur κ
possédant des composantes dans les trois directions :

κ =



κx 0 0

0 κy 0

0 0 κz


 (IV.66)

Si on considère des dentures droites, il n’y a pas de transfert d’énergie dans la direction axiale
entre les satellites et le planétaire ou la couronne. La raideur axiale κz associée sera donc prise
nulle. Comme représenté Figure IV.19, la direction des efforts transmis entre deux roues dentées
dépend du positionnement des points de contact des dents.

α = 20̊

Figure IV.19 – Représentation de la ligne d’action dans un engrenage.
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La forme des dents correspondant généralement à une développante de cercle, ces points sont
répartis sur une droite appelée ligne d’action ou ligne d’engrènement, inclinée d’un angle de 20̊
par rapport à la tangente aux deux cercles primitifs des roues. Avec le modèle de raideur (IV.66)
proposé, la combinaison des raideurs radiale et orthoradiale κx et κy permet d’imposer cette
orientation lors de la transmission d’effort entre le planétaire et la couronne.

On note Ns le nombre de satellites, supposés iso-espacés géométriquement. L’angle entre deux
satellites vaut donc 2π/Ns. Enfin, dans le cas d’un montage en train planétaire, le porte-satellite
est fixe, donc les raideurs sont fixes dans le repère fixe alors que les deux anneaux tournent.

2.2 Matrice de couplage associée

L’étude de la dynamique d’un système bi-rotor couplé par une gearbox nécessite d’établir une
expression de la matrice de couplage associée afin de l’introduire dans l’équation du mouvement.
Les notations utilisées dans cette section sont résumées sur la Figure IV.20.

RfixeR1

β1 = −Ω1t

R2

β2 = −Ω2t

2π

Ns

u1

u2

Figure IV.20 – Notations utilisées dans le modèle simplifié de gearbox.

De la même façon que pour le roulement, la matrice de couplage associée à la gearbox se
détermine à partir de l’énergie de déformation des raideurs modélisant chaque satellite. La
procédure est donc similaire à celle de la section II.3.1 à laquelle le lecteur pourra se reporter
pour plus de détails. La différence principale concerne l’utilisation d’une somme discrète sur le
nombre de satellites au lieu d’une intégrale :

Ep =
1

2

Ns−1∑

k=0

(
uF

1

(
2πk

Ns
+ β1

)
− uF

2

(
2πk

Ns
+ β2

))T

κ

(
uF

1

(
2πk

Ns
+ β1

)
− uF

2

(
2πk

Ns
+ β2

))

(IV.67)
Les angles β1 et β2 repèrent la position du premier satellite dans les repères mobiles du planétaire
et de la couronne, auxquels sont fixées les roues aubagées. On rappelle que dans le cas d’un train
planétaire, la position des satellites est fixe dans le repère fixe. Ces deux angles sont directement
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dépendants des vitesses de rotation des deux rotors :

β1 = −Ω1t

β2 = −Ω2t
(IV.68)

Les satellites suivants sont repérés par rapport au premier par les angles 2πk/Ns, k = 0, . . . , Ns−1.
Pour la suite, on applique exactement les mêmes étapes que dans le cas du roulement. En rempla-
çant les déplacements physiques u par leurs décompositions modales u = gVgq et u = dVdq, il
est possible d’isoler la matrice de couplage K̃c exprimée en base modale :

K̃c =

Ns−1∑

k=0

[
gVF

1

(
2πk

Ns
+ β1

)
−gVF

2

(
2πk

Ns
+ β2

)]T

κ

[
dVF

1

(
2πk

Ns
+ β1

)
−dVF

2

(
2πk

Ns
+ β2

)]

(IV.69)
Les vecteurs propres, limités aux ddl situés dans la zone de fixation de la gearbox, sont ensuite
remplacés par leur décomposition spatiale établie dans la section II.2.2 :

VF
i (αi) =

(
hi(αi)⊗ I3

)
Γi (IV.70)

où i = 1, 2 correspond au numéro du rotor concerné. Pour rappel, hi est un vecteur constitué de la
base harmonique spatiale contenue dans les déformées modales et Γi est une matrice regroupant
les coefficients associés à la base hi. L’angle αi correspond à la position angulaire d’un point dans
le repère mobile du rotor i. Dans le cas des satellites, il prend les valeurs :

α1(k) = β1 +
2πk

Ns

α2(k) = β2 +
2πk

Ns

k = 0, . . . , Ns − 1 (IV.71)

Pour alléger les notations, les décompositions spatiales des deux rotors sont réunies dans le vecteur
hc et la matrice de coefficients Γc :

hc(k, t) =

[
h1

(
2πk

Ns
+ β1

)
−h2

(
2πk

Ns
+ β2

)]

Γc =

[
Γ1 0

0 Γ2

]
(IV.72)

La matrice de couplage, exprimée en base modale, peut alors s’écrire sous la forme :

K̃c = gΓT
c

(
K̃int ⊗ κ

)
dΓc avec K̃int =

Ns−1∑

k=0

hc(k, t)
Thc(k, t) (IV.73)

L’équation du mouvement (II.55) du bi-rotor dans laquelle intervient cette matrice de couplage
est rappelée ici sous sa forme condensée :

dq̇−Ωdq−ΩK̃c
dq = f̃ext (IV.74)

L’intérêt de cette écriture de la matrice K̃c est qu’elle regroupe l’ensemble des termes périodiques
temporels dans la sous-matrice K̃int. Pour les mêmes raisons qu’avec le roulement, ces termes
temporels sont problématiques car ils ne permettent pas l’utilisation des méthodes classiques de
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résolution fréquentielle ou de calcul des modes propres. L’objectif est donc d’étudier la structure
de la matrice K̃int de façon à établir une projection assurant la suppression des termes temporels.
La matrice K̃int se décompose sous la forme de quatre blocs :

K̃int =

Ns−1∑

k=0




hT
1

(
2πk

Ns
+ β1

)
h1

(
2πk

Ns
+ β1

)
−hT

1

(
2πk

Ns
+ β1

)
h2

(
2πk

Ns
+ β2

)

−hT
2

(
2πk

Ns
+ β2

)
h1

(
2πk

Ns
+ β1

)
hT

2

(
2πk

Ns
+ β2

)
h2

(
2πk

Ns
+ β2

)




(IV.75)
Les bases h1 et h2 étant des bases trigonométriques, il s’agit ici de sommer, sur une période,
le produit de deux fonctions trigonométriques 2π-périodiques. Ces sommes s’expriment analyti-
quement grâce aux propriétés des fonctions trigonométriques. Ainsi, en notant m et n deux des
harmoniques présentes dans les bases h1 et h2, trois cas se distinguent dans le calcul des sommes
de la matrice K̃int, résumés dans le Tableau IV.3. Si une relation existe entre les deux valeurs n
et m et le nombre de satellites Ns sous la forme n = ±m + p1Ns, p1 ∈ Z, alors la somme des
fonctions trigonométriques aboutit à deux relations non-nulles relativement simples. Sinon, cette
somme est nulle.

Dans le Tableau IV.3, les trois cas sont détaillés en distinguant les angles β1 et β2, c’est-à-
dire qu’ils concernent la projection de la base h1 sur la base h2. Ces résultats sont toutefois
généralisables pour la projection d’une base sur elle-même en posant β1 = β2.

pour n = ±m+ p1Ns p1 ∈ Z
Sinon

si m = p2
Ns

2
p2 ∈ Z si m 6= p2

Ns

2
p2 ∈ Z

Ns−1∑

k=0

cosm

(
2πk

Ns
+ β1

)
cosn

(
2πk

Ns
+ β2

) Ns

2

(
cos(mβ1 + nβ2)

+ cos(mβ1 − nβ2)
)

Ns

2
cos(mβ1 ∓ nβ2) 0

Ns−1∑

k=0

sinm

(
2πk

Ns
+ β1

)
sinn

(
2πk

Ns
+ β2

) Ns

2

(
cos(mβ1 − nβ2)

− cos(mβ1 + nβ2)
) ±Ns

2
cos(mβ1 ∓ nβ2) 0

Ns−1∑

k=0

cosm

(
2πk

Ns
+ β1

)
sinn

(
2πk

Ns
+ β2

) Ns

2

(
sin(mβ1 + nβ2)

− sin(mβ1 − nβ2)
) ∓Ns

2
sin(mβ1 ∓mβ2) 0

Table IV.3 – Calcul analytique des sommes de produits de fonctions trigonométriques en
fonction des multiplicités de leurs harmoniques m et n.

Pour bien comprendre la construction de la matrice K̃int, et notamment la position des
termes non-nuls, un exemple est donné Figure IV.21 pour un train planétaire possédant Ns = 5

satellites. Les harmoniques spatiales d’ordre 0 à 10 sont prises en compte pour la construction
de cette matrice. Seul le quart supérieur droit de la matrice K̃int de l’équation (IV.75) est repré-
senté, noté K̃int,12, le reste de la matrice s’obtenant en permutant ou remplaçant les angles β1 et β2.

Les positions et valeurs des blocs non-nuls sont obtenus grâce au Tableau IV.3 en fonction de
la multiplicité des deux harmoniques m et n mises en jeu vis-à-vis du nombre de satellites. Si ces
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Trois cas distincts pour (p1, p2) ∈ Z2 :

• n = m+ p1Ns : ä m = p2
Ns
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Notations :

cm,β1 = cosm

(
2πk

Ns
+ β1

)
cn,β2 = cosn

(
2πk

Ns
+ β2

)
c± = cos(mβ1 ± nβ2)

sm,β1 = sinm

(
2πk

Ns
+ β1

)
sn,β2 = sinn

(
2πk

Ns
+ β2

)
s± = sin(mβ1 ± nβ2)

Figure IV.21 – Structure de la matrice de couplage en base modale K̃int,12 pour une gearbox à
5 satellites.
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blocs contiennent bien 4 termes comme dans le cas du roulement, leur organisation interne est
toutefois différente, ne se limitant pas toujours à une simple matrice de rotation. La forme de ces
blocs sera étudiée dans la section IV.2.3.

D’autre part, le nombre de blocs non-nuls est ici bien supérieur au cas du roulement : la
position des blocs supplémentaires traduit un phénomène de repliement entrainant des couplages
d’harmoniques spatiales d’ordre différent. La Figure IV.22 permet d’établir ces couplages en
fonction du nombre de satellites. Un exemple est donné en orange dans le cas d’une configuration
à 5 satellites, qui sera celle utilisée pour les simulations numériques. Dans cette configuration, les
couplages s’effectuent au sein de 3 groupes d’harmoniques : (0, 5, 10, · · · ) ; (1, 4, 6, 9, · · · ) et (2,
3, 7, 8, · · · ).

harmonique spatiale0 Ns

2

Ns 3Ns

2

2Ns

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure IV.22 – Diagramme permettant d’établir les couplages d’harmoniques spatiales
transmises par la gearbox en fonction du nombre de satellites Ns. Exemple pour une gearbox à 5

satellites.

Ce phénomène de repliement s’explique géométriquement par le caractère « discontinu » du
couplage des deux rotors au travers de la gearbox. En effet, les efforts ne sont transmis que par
l’intermédiaire des cinq satellites, soit en cinq points équi-répartis sur la circonférence des anneaux.
En superposant les déformées des harmoniques spatiales de chaque groupe, supposées compatibles
entre elles, on observe figure IV.23 que ces harmoniques se croisent effectivement en cinq points
équi-répartis modélisant la position des satellites. Avec comme seule information les déplacements
de ces cinq points, il n’est donc pas possible de distinguer les différentes harmoniques de chaque
groupe ce qui justifie qu’elles soient toutes susceptibles de répondre.

Cette propriété provenant du caractère « discontinu » du couplage des deux rotors en raison
d’un nombre fini de satellites, constitue une différence majeure avec le comportement dynamique
du modèle de roulement de la section II.1.1 pour lequel la description du couplage était continue.
D’autre part, la structure de la matrice de couplage en base modale étant légèrement modifiée par
rapport au cas du roulement, il est nécessaire de s’assurer que les projections mises en place dans
la section II.3.2.1 sont toujours efficaces pour supprimer les termes temporels de cette matrice.

2.3 Projection de la matrice de couplage

La sous-matrice K̃int regroupe tous les termes temporels de la matrice K̃c. Comme dans le cas
du roulement, l’objectif est de déterminer une projection de la matrice K̃c assurant la suppression
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(a) Harmoniques 0, 5, 10 (b) Harmoniques 1, 4, 6 (c) Harmoniques 2, 3, 7

Figure IV.23 – Superposition des harmoniques spatiales d’ordres compatibles dans le cas d’une
gearbox possédant 5 satellites.

des termes temporels de la sous-matrice K̃int sans en introduire dans les autres matrices du
problème.

Comme présenté Figure IV.21, les termes temporels de la matrice K̃int s’organisent sous la
forme de blocs de quatre termes qui prennent deux formes caractéristiques :

• une matrice de rotation orthogonale classique R, déjà présente dans le cas du roulement :

R(α) =

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
(IV.76)

• une matrice R définie comme la composée d’une symétrie S et d’une rotation R :

R(α) =

[
cosα sinα

sinα − cosα

]
= S ·R(α) avec S =

[
1 0

0 −1

]
(IV.77)

La matrice R, propre au cas de la gearbox, possède diverses propriétés, la plus évidente étant
sa symétrie : RT = R. Il est également possible de montrer que cette matrice est involutive,
c’est-à-dire que R−1 = R :

R−1 = R−1S−1 =
↑

orthogonalité
de R et

symétrie de S

RTS = (SR)T =
↑

définition
de R

RT =
↑

symétrie
de R

R (IV.78)

Enfin, la composition à gauche ou à droite de la matrice R par une matrice de rotation R donne
deux propriétés remarquables :

R(a) ·R(b) = S ·R(a) ·R(b)

= S ·R(a+ b)

= R(a+ b)

R(b) ·R(a) = R(b) ·RT(a) = R(b) ·RT(a) · S
= RT(a− b) · S = (S ·R(a− b))T

= RT(a− b) = R(a− b)
(IV.79)

Avec ces notations, les trois blocs présents dans la matrice K̃int,12 représentée Figure IV.21
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s’expriment :

=
Ns

2
·RT(mβ1 − nβ2)

=
Ns

2
·R(mβ1 + nβ2)

=
Ns

2
·
(
RT(mβ1 − nβ2) + R(mβ1 + nβ2)

)

(IV.80)

En utilisant la propriété (IV.79), il est possible de montrer que la matrice de projection Pint

proposée dans le cas du roulement section II.3.2.1, est également utilisable dans le cas présent
malgré les termes supplémentaires de la matrice K̃int. En effet, cette matrice de projection est
diagonale par blocs, constituée de matrices de rotation d’angles multiples de β1 = −Ω1t et
β2 = −Ω2t et tenant compte des harmoniques m et n considérées. Ainsi, le bloc supérieur droit
de la matrice projetée K̂int = PT

intK̃intPint, qui a pour expression K̂int,12 = PT
int1K̃int,12Pint2,

présente les trois blocs suivants :

=
Ns

2
·RT(−mβ1)RT(mβ1 − nβ2)R(−nβ2) =

Ns

2
·R(0)

=
Ns

2
· I2

=
Ns

2
.RT(−mβ1)R(mβ1 + nβ2)R(−nβ2)

=
Ns

2
.RT(−mβ1)R(mβ1) =

Ns

2
·R(0)

=
Ns

2
· S

=
Ns

2
· (I2 + S)

(IV.81)

Finalement on obtient bien, après projection, des blocs constants indépendants du temps. Le cas
de la gearbox se traite donc exactement de la même façon que le roulement du point de vue des
projections. Aucune étude supplémentaire n’est nécessaire pour s’assurer de la compatibilité de la
projection proposée avec le reste de l’équation du mouvement puisque les développements associés
ont déjà été présentés section II.3.2.2. La structure de la matrice de couplage constitue donc la
seule différence entre les modèles de roulement et de gearbox : les termes supplémentaires dans le
cas de la gearbox autorisent des transferts d’énergie entre harmoniques spatiales d’ordre différent.
On s’attend ainsi à observer une dynamique du bi-rotor avec gearbox légèrement différente que
dans le cas du roulement.

2.4 Simulations numériques

L’objectif de cette section est double : valider la structure de la matrice de couplage projetée
en comparant la résolution fréquentielle linéaire avec une intégration temporelle de l’équation de
départ, mais également étudier le phénomène de repliement propre à la gearbox et autorisant le
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couplage d’harmoniques spatiales d’ordres différents. Le modèle EF bi-anneau est particulièrement
adapté à cette seconde étude, l’ordre de l’harmonique spatiale de l’anneau excité découlant
directement de la forme de l’effort extérieur appliqué. Il est en effet plus délicat de maîtriser
l’ordre de l’harmonique spatiale dans la zone de couplage du modèle de roue aubagée qui dépend
de la forme des modes propres mis en jeu. Nous avons donc choisi de nous concentrer sur le
modèle bi-anneau, le cas roue aubagée fera l’objet de travaux futurs.

Le modèle EF d’anneau utilisé ici est le modèle linéaire recalé de la section III.4.2.1 pour
lequel le nombre de secteurs et d’éléments par secteur a été réduit de façon à limiter les temps
de calcul de l’intégration temporelle. Ces deux anneaux sont couplés par le modèle de gearbox
proposé dans ce chapitre. Lors de la modélisation d’un satellite, la prise en compte simultanée
d’une raideur radiale et ortho-radiale n’est pas absolument nécessaire pour une étude préliminaire
de validation et de compréhension du phénomène de repliement. Les courbes tracées avec une
ou deux raideurs présentent en effet les mêmes formes et des temps de calcul similaires. Les 5
satellites sont donc modélisés par une raideur purement radiale :

κx = 5 · 106 N.m−1

κy = 0 N.m−1
(IV.82)

Les deux anneaux tournent en sens opposé afin de rester cohérent avec le montage en train
planétaire choisi pour modéliser la gearbox. Un effort extérieur purement radial est appliqué sur
le premier anneau. Comme dans les chapitres précédents, cet effort est tournant dans le repère
mobile de l’anneau et possède une répartition spatiale sinusoïdale représentant les sillages générés
par un stator en amont. Le nombre de sillages varie en fonction des simulations présentées dans
cette section. Aucun effort extérieur n’est appliqué au second anneau qui ne peut être excité que
par l’intermédiaire de la gearbox. Le paramétrage retenu est le suivant :

Anneau 1 : Anneau 2 :

N1 = 24 N2 = 12

ns,1 = 2 ns,2 = 4

Ω1 = 10200 rad.s−1 Ω2 = −8000 rad.s−1

f cv1 = fsv1 = 105 N pas d’excitation extérieure

2.4.1 Validation par intégration temporelle

La première étape consiste à valider la forme de la matrice de couplage de la gearbox, obtenue
après projection dans les nouveaux repères, en comparant la résolution fréquentielle de l’équation
projetée avec une intégration temporelle de l’équation de départ. Aucun traitement n’est effectué
sur l’équation de départ qui présente donc des coefficients périodiques temporels inhérents à
l’écriture des rotors dans deux repères mobiles distincts. Trois simulations sont présentées pour
des nombres de sillages différents. En effet, contrairement au cas du roulement, le modèle de
gearbox ne retransmet pas nécessairement la même harmonique spatiale entre les deux anneaux.
Il est donc intéressant d’étudier différents cas.

Première simulation : 3 sillages d’excitation
Pour cette première simulation, 3 sillages d’excitation sont appliqués à l’anneau 1. Les
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déplacements radiaux d’un nœud de chaque anneau sont tracés Figure IV.24 en superposant les
deux méthodes de résolution. Comme dans le cas du roulement, on observe pour la résolution
temporelle un régime transitoire relativement long nécessitant un nombre d’itérations important
avant d’atteindre un état stationnaire. Une fois le régime permanent atteint, les résultats des
deux méthodes de résolution se superposent parfaitement.
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Figure IV.24 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un nœud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation à 3 sillages. Intégration temporelle de l’équation de

départ ( ), résolution fréquentielle de l’équation projetée ( ).

On observe dans les déplacements du premier anneau la superposition de deux harmoniques
spatiales dont les fréquences correspondent aux ordres 2 et 3. Le second anneau ne présente que
l’harmonique spatiale d’ordre 2. Ces constats sont cohérents avec le diagramme de la Figure IV.22
présentant les harmoniques spatiales susceptibles de se coupler au travers de la gearbox. L’har-
monique d’ordre 3 provient naturellement de l’excitation appliquée au premier anneau. Cette
harmonique se transforme en ordre 2 lors de la transmission à l’anneau 2. Les déformations
de l’anneau 2 génèrent alors de nouveaux efforts sur l’anneau 1, entrainant l’apparition d’une
harmonique d’ordre 2 dans les déplacements du premier anneau. Les harmoniques compatibles
d’ordre plus élevé ne sont pas visibles, probablement en raison d’un niveau vibratoire trop faible
devant celui des ordres 2 et 3.

Deuxième simulation : 5 sillages d’excitation
Pour cette deuxième simulation, l’anneau 1 est soumis à 5 sillages d’excitation. D’après

la Figure IV.22, il s’agit ici d’un autre groupe d’harmoniques compatibles que dans le cas de
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l’excitation à 3 sillages : les harmoniques 0, 5, 10, ... . Les déplacements radiaux d’un nœud de
chaque anneau sont tracés Figure IV.25 pour les deux méthodes de résolution.
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Figure IV.25 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un nœud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation à 5 sillages. Intégration temporelle de l’équation de

départ ( ), résolution fréquentielle de l’équation projetée ( ).

On observe dans le cas de l’intégration temporelle, un régime transitoire beaucoup plus court
que dans le cas de l’excitation à 3 sillages. Le régime permanent est donc atteint plus rapidement
et présente de nouveau une très bonne corrélation des résultats des deux méthodes de résolution.

On retrouve dans les déplacements de l’anneau 1 une périodicité correspondant à l’harmonique
spatiale d’excitation d’ordre 5. Les déplacements de l’anneau 2 présentent quant à eux la même
périodicité mais ne sont plus centrés sur une valeur nulle, témoignant de la présence de l’harmonique
0. Ce constat est de nouveau cohérent avec les prévisions du diagramme de la Figure IV.22 puisqu’il
s’agit bien de deux harmoniques compatibles. On remarque toutefois que le comportement est
inversé par rapport au cas des 3 sillages d’excitation : ce sont ici les déplacements de l’anneau 2
qui présentent une superposition d’harmoniques, toutes deux générées par le transfert via la
gearbox. La périodicité de l’anneau 1 ne semble pas perturbée par la réponse du second anneau,
dont l’amplitude des déplacements est probablement d’un ordre de grandeur trop faible.

Troisième simulation : 7 sillages d’excitation
Pour cette dernière simulation, 7 sillages d’excitation sont appliqués à l’anneau 1. Il s’agit

donc du même groupe d’harmoniques que dans le cas de la première simulation, mais avec un
ordre d’excitation plus élevé. L’intérêt est d’établir si l’harmonique la plus faible, en l’occurrence
d’ordre 2, est toujours prépondérante sur les suivantes lors de la transmission au travers de la
gearbox. Les résultats des deux méthodes de résolution sont tracés Figure IV.26 pour un nœud
de chaque anneau.

Le profil des courbes obtenues est très similaire avec le cas à 3 sillages d’excitation. La durée
du régime transitoire est semblable, et on obtient de nouveau une très bonne corrélation des deux
méthodes de résolution dans la phase stationnaire. Ici encore, on observe une superposition de deux
harmoniques spatiales dans la réponse de l’anneau 1 : l’harmonique d’excitation 7 et l’harmonique
2, toutes deux compatibles d’après le diagramme de la Figure IV.22. Les déplacements de l’anneau
2 ne présentent quant à eux que l’harmonique spatiale 2, qui se retransmet à l’anneau 1 par le
biais de la gearbox. Le phénomène observé est donc parfaitement similaire au cas de la première
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Figure IV.26 – Déplacements radiaux au cours du temps d’un nœud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation à 7 sillages. Intégration temporelle de l’équation de

départ ( ), résolution fréquentielle de l’équation projetée ( ).

simulation : au passage de la gearbox, l’harmonique d’excitation de l’anneau 1 se transforme
pour l’anneau 2 en une harmonique compatible d’ordre le plus faible possible, à savoir l’ordre 2.
Les déformées de ce second anneau se répercutent ensuite sur l’anneau 1 en se superposant aux
efforts extérieurs. Les harmoniques d’ordre supérieur sont de nouveau absentes, probablement
d’amplitude trop faible devant celles des harmoniques 2 et 7.

Cas du troisième groupe d’harmoniques : 1, 4, 6, 9, ...
Le diagramme de la Figure IV.22 met en évidence 3 groupes d’harmoniques susceptibles d’être

couplées au travers de la gearbox. Aucune simulation n’est présentée pour le groupe d’harmoniques
(1, 4, 6, ...) en raison d’un régime transitoire particulièrement long pour l’intégration temporelle,
lorsque la configuration non-déformée est choisie comme point de départ. Après plus de 15
jours de calcul, les résultats ne sont toujours pas convergés, bien que la tendance générale
s’approche doucement de la solution fréquentielle. L’augmentation de l’amortissement à 10% n’a
pas permis de résoudre ce problème. En revanche, en utilisant comme point de départ la solution
fréquentielle, les déplacements des deux méthodes de résolution se superposent immédiatement,
validant ainsi la méthode de projection mise en place dans le cadre de la gearbox. Cet exemple
témoigne particulièrement bien de l’utilité de la méthode développée qui permet de s’affranchir
des difficultés numériques liées à la durée du régime transitoire.
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Conclusion
Dans le cas d’une gearbox à 5 satellites, les harmoniques spatiales se répartissent en trois

groupes en fonction de leur capacité à se coupler au travers de la gearbox. À l’intérieur de
chaque groupe, les simulations sont similaires en terme de durée du régime transitoire et de
couplage d’harmoniques spatiales au travers de la gearbox. Dans tous les cas, les deux méthodes
de résolution présentent une très bonne corrélation de leurs résultats, ce qui permet de valider,
dans le cadre de ce modèle de gearbox, la méthode de projection de l’équation du mouvement
assurant la suppression des termes temporels problématiques.

De seulement quelques heures pour le groupe d’harmoniques (0, 5, 10, ...), la durée nécessaire à
la résolution temporelle passe à environ 24h pour le groupe (2, 3, 7, ...), et plusieurs semaines pour
le groupe (1, 4, 6, ...). L’intérêt de la méthode développée, permettant une résolution fréquentielle
quasiment instantanée, est donc parfaitement justifié.

2.4.2 Étude du filtrage

La méthode de projection de l’équation du mouvement associée à une résolution fréquentielle
ayant été validée dans le cadre de la gearbox, il semble à présent intéressant d’exploiter cette
procédure pour étudier le transfert d’harmoniques et le phénomène de repliement au travers de
la gearbox. Pour cela, le modèle EF bi-anneau utilisé pour l’étape de validation est conservé,
avec une gearbox à 5 satellites. Seul le premier anneau est excité, ce qui permet d’observer le
comportement du second sans engendrer d’interférence avec de potentiels efforts extérieurs. Les
déformées des deux anneaux obtenues pour des excitations allant de 0 à 10 sillages sont présentées
dans le Tableau IV.4.

On remarque que les harmoniques présentes dans les déformées de l’anneau 2 sont très peu
variées : pour le groupe (0, 5, 10, ...), il s’agit d’une superposition des harmoniques 0 et 5, pour le
groupe (1, 4, 6, 9, ...), il s’agit de l’harmonique 1, et pour le groupe (2, 3, 7, 8) de l’harmonique
2. Les déformées de l’anneau 1 sont parfois légèrement perturbées par celles de l’anneau 2,
l’harmonique spatiale de l’anneau 2 se superposant à celle de l’excitation. Ce phénomène est
principalement visible pour les cas à 3, 7 et 8 sillages d’excitation pour lesquels la déformée de
l’anneau 1 n’est plus parfaitement symétrique.

Le comportement dynamique de la gearbox semble donc agir comme un filtre, ne laissant
passer que des harmoniques spatiales d’ordre inférieur au nombre de satellites de la gearbox.
Contrairement au cas du roulement, le couplage entre deux modes propres possédant des har-
moniques spatiales d’ordre différent dans la zone de fixation de la gearbox est donc possible, à
condition que ces harmoniques soient géométriquement compatibles selon le diagramme de la
Figure IV.22.

2.5 Conclusion

La méthode de projection de l’équation du mouvement d’un bi-rotor, développée dans le
cadre d’un couplage par roulement afin de supprimer les termes temporels indésirables, est
également applicable avec le modèle de gearbox proposé. La décomposition spatiale des bases
modales de chaque rotor dans les zones de couplage, ainsi que les projections établies dans le
cadre du roulement sont toujours appropriées. La différence principale entre les deux technologies
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Nb. de
sillages

Anneau d’entrée
excité

Anneau de
sortie

Nb. de
sillages

Anneau d’entrée
excité

Anneau de
sortie

0 6

1 7

2 8

3 9

4 10

5

Table IV.4 – Deformées des deux anneaux en fonction du nombre de sillages de l’excitation
appliquée en entrée d’une gearbox à 5 satellites. Configuration non-déformée ( ), configuration

déformée ( ), délimitation des secteurs ( ).

de couplage concerne le caractère « discontinu » du transfert d’énergie via les satellites de la
gearbox, là où le roulement est modélisé par un continuum de raideurs. Il en résulte des termes
supplémentaires dans la matrice de couplage de la gearbox, autorisant certains échanges d’énergie
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entre harmoniques spatiales d’ordre différent. La compatibilité de ces harmoniques dépend du
nombre de satellites de la gearbox. D’après l’étude réalisée avec 5 satellites, il semble que ce
réducteur agisse comme un filtre, ne laissant passer que les harmoniques d’ordres les plus faibles
dans chaque groupe d’harmoniques géométriquement compatibles entre elles.

Le modèle de gearbox développé dans cette section reste relativement simple, laissant de côté
une partie de la dynamique de ce système complexe. En intégrant d’autres phénomènes, tels
qu’une excitation liée à la fréquence d’engrènement des dents des engrenages, le risque est de
générer de nouveaux termes temporels ne pouvant pas être supprimés par la méthode développée.
Dans ce cas, il est possible de traiter séparément chaque phénomène. Le couplage « linéaire »
du réducteur, étudié dans ce mémoire et provenant du transfert d’énergie via la déformation
élastique globale des satellites, de la couronne et du planétaire, peut toujours être simplifié par la
méthode proposée. Les termes supplémentaires devront faire l’objet d’une étude plus approfondie.
Il serait toutefois envisageable de les traiter comme des termes non-linéaires, évalués grâce à une
procédure d’AFT lors d’une résolution non-linéaire de type HBM.
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Conclusion et perspectives

Bilan de l’étude

Les travaux présentés dans ce mémoire ont porté sur le développement d’une nouvelle méthode,
adaptée à l’étude du comportement vibratoire d’un système de deux rotors co-axiaux couplés par
un palier inter-arbre et comportant chacun des aubages. L’objectif sous-jacent était d’améliorer
la maîtrise de l’interaction entre les phénomènes vibratoires de dynamique d’ensemble et la
déformation des aubes.

Une stratégie a ainsi été mise en place afin de contourner les difficultés mathématiques
rencontrées lors de la mise en équation d’un tel système. La difficulté majeure concernait le choix
du repère d’écriture de chaque structure, la création de coefficients périodiques temporels étant
problématique pour les méthodes de résolution fréquentielles. En suivant la solution usuellement
retenue dans le domaine des machines tournantes, chaque rotor a été décrit dans son propre
repère mobile. Une méthode de projection de l’équation du mouvement a ensuite été développée
afin de supprimer les coefficients périodiques temporels contenus dans le terme de couplage entre
les deux rotors et provenant de la différence de vitesse de rotation entre les deux repères mobiles
utilisés.

La première étape de cette méthode de projection consiste à écrire le comportement dynamique
de chaque rotor à l’aide de sa base modale. L’intérêt de l’opération est double : simplifier la forme
de l’équation du mouvement en prévision de l’application d’une projection, mais également dé-
coupler les comportements dynamiques associés à chaque mode et ainsi faciliter la compréhension
des échanges qui s’opèrent au niveau du palier inter-arbre. Il a ainsi été mis en évidence que les
modes propres des deux rotors susceptibles d’interagir au travers du palier doivent posséder dans
cette zone d’échange une déformée spatiale similaire. Les vecteurs propres, restreints aux degrés
de liberté de l’interface d’échange, sont alors projetés sur une base trigonométrique permettant
d’établir les harmoniques spatiales constituant leur déformée. Chaque vecteur propre est ensuite
projeté dans un nouveau repère tournant, dont la vitesse de rotation est directement dépendante
de l’ordre de l’harmonique spatiale détectée. La dynamique du système bi-rotor est ainsi scindée
sur une multitude de repères tournants distincts. L’application de cette projection à l’ensemble
de l’équation du mouvement aboutit à une équation à coefficients constants parfaitement adaptée
aux méthodes de résolution fréquentielles classiques. La solution obtenue est ensuite reconstruite
dans les repères mobiles des deux rotors en appliquant une projection opposée, puis ré-exprimée
dans le domaine physique.
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Le bon déroulement de cette méthode de projection nécessite de vérifier deux hypothèses
principales. La première concerne la modélisation du couplage entre les deux rotors, dont la
description doit a minima posséder une propriété de symétrie cyclique. Dans le cadre de ce
mémoire, le palier inter-arbre assimilé à un roulement est modélisé par un continuum de raideurs
sur toute la circonférence des arbres : la description est donc axi-symétrique. La seconde hypothèse
concerne la décomposition sous la forme d’harmoniques spatiales des vecteurs propres au niveau
de l’interface d’échange. Pour que l’étape de projection supprime bien l’ensemble des coefficients
périodiques, chaque vecteur propre ne peut contenir qu’une unique harmonique spatiale. Cette
restriction revient à assimiler le comportement vibratoire d’un rotor, dans la zone de fixation du
palier inter-arbre, à celui d’un anneau. Compte tenu de la rigidité du disque séparant l’arbre des
aubages, cette hypothèse parait raisonnable.

Deux modèles éléments finis de complexité différente ont été développés afin de tester et
d’appliquer cette méthode de projection de l’équation du mouvement. Le modèle le plus simple
est un modèle axi-symétrique bi-anneau, représentatif de la géométrie des rotors au niveau de
l’interface d’échange créée par le palier inter-arbre. Ce modèle de taille réduite assure de faibles
temps de calcul et une interprétation facilitée des phénomènes vibratoires observés. Le second
modèle, plus réaliste, est composé de deux roues aubagées de géométrie simplifiée afin de conserver
une dimension du problème raisonnable. Ce modèle bi-rotor permet d’appliquer la méthode
développée dans de vraies conditions de symétrie cyclique.

Après plusieurs calculs de validation sur les deux modèles éléments finis en comparant la
résolution fréquentielle de l’équation projetée avec une résolution par intégration temporelle
de l’équation à coefficients périodiques, la méthode de projection de l’équation du mouvement
a été exploitée sur le modèle EF bi-rotor. Le faible temps de calcul nécessaire à la résolution
fréquentielle de l’équation projetée permet en effet d’étudier le comportement dynamique linéaire
de ce système sur de larges plages de vitesse. Deux phénomènes vibratoires principaux ont ainsi
été mis en évidence au croisement du premier mode à 2 diamètres de chaque rotor : un transfert
d’énergie au travers du palier en configuration co-rotative, et des pics d’amplitude traduisant une
instabilité du système en situation contra-rotative. Ces deux phénomènes ont pu être expliqués
grâce à une modélisation Rayleigh-Ritz d’un système bi-anneau recalé sur le comportement
dynamique du bi-rotor. Il a entre autres été montré que la méthode de projection développée,
associée à une résolution fréquentielle, permet la détection des plages d’instabilité du système
sans calcul supplémentaire.

Enfin, le champ d’application de la méthode développée a été étendu en tenant compte de
deux problématiques industrielles qui font actuellement l’objet de nombreuses recherches dans le
domaine des turbomachines. La première concerne la présence de non-linéarités de frottement au
niveau des roues aubagées. La méthode de résolution par équilibrage harmonique, classiquement
utilisée dans ce type de situation, a donc été adaptée afin de pouvoir s’appliquer à la forme
de l’équation du mouvement obtenue après projection dans les nouveaux repères. L’une des
principales difficultés a été de déterminer, pour chaque rotor, une base modale orthogonale
capable de représenter simultanément les deux comportements glissant ou collé au niveau des
frotteurs. Le comportement vibratoire observé pour le bi-rotor en présence d’une non-linéarité de
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frottement est bien cohérent avec les deux situations linéaires extrêmes : frotteurs complètement
glissant ou complètement collés. La validation exacte de ces phénomènes constitue une perspective
de travail possible à court terme.

La seconde problématique étudiée concernait quant à elle la nature du couplage entre les rotors.
Le palier inter-arbre a ainsi été remplacé par un réducteur appelé gearbox, dont la modélisation
proposée n’est plus axi-symétrique mais à symétrie cyclique. Il a alors été montré que malgré
une forme de matrice de couplage légèrement différente, la méthode de projection peut toujours
être appliquée sans modification. Dans ces conditions, il a été observé sur le système bi-anneau
un phénomène de repliement des harmoniques spatiales transmises au travers du roulement,
qui n’était pas présent dans le cas du palier inter-arbre. Ce phénomène est directement lié à
la description "discrète" du couplage engendré par la gearbox, en opposition à la description
continue du palier.

En conclusion, le résultat principal de ce travail de thèse est un outil numérique adapté à
l’étude dynamique linéaire ou non-linéaire d’un système bi-rotor couplé possédant des aubages.
Le couplage peut être de répartition axi-symétrique ou à symétrie cyclique. Le gain en temps de
calcul apporté par cet outil, en comparaison à une résolution frontale de l’équation à coefficients
périodiques, permet notamment de déterminer les zones de stabilité du système bi-rotor lors
d’un calcul de réponse forcée sur de larges plages de vitesse. L’utilité de cet outil a été montrée
sur une structure bi-rotor simplifiée dont la réponse forcée présente au moins deux phénomènes
vibratoires notables.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire ouvrent la voie à plusieurs pistes d’amélioration ou
de développement. Celles-ci peuvent être organisées en trois grandes catégories : la poursuite
des simulations en conservant la méthode de projection de l’équation du mouvement telle que
présentée dans ce mémoire ; l’enrichissement de la modélisation pour rendre plus réaliste le système
d’étude, pouvant alors nécessiter des adaptations de la méthode développée ; et enfin l’exploitation
de cette nouvelle méthode pour établir des critères de dimensionnement industriels. Ces différents
points sont exposés dans la suite.

En complément des résultats déjà obtenus sur le modèle éléments finis bi-rotor simplifié,
diverses simulations peuvent être envisagées sans avoir à modifier la méthode de projection de
l’équation du mouvement. Ces simulations devraient donc être rapides à mettre en place. Il serait
tout d’abord intéressant d’approfondir l’étude non-linéaire en effectuant des calculs de réponse
forcée du modèle bi-rotor sur les mêmes plages de vitesse qu’en linéaire, mais cette fois-ci en
présence d’un frottement. Il est probable que les phénomènes vibratoires observés en linéaire soient
alors modifiés, notamment en ce qui concerne l’étendue des zones d’instabilité qui pourraient
être réduites grâce à l’amortissement introduit par le frottement. Une résolution non-linéaire
multi-fréquentielle serait également à prévoir afin de pouvoir traiter des cas plus généraux où
les deux rotors seraient simultanément soumis à des excitations extérieures et non-linéaires. Ces
développements ne présentent a priori pas de difficulté particulière vis-à-vis de la méthode de
projection développée, mais nécessitent d’importantes recherches concernant les méthodes de
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résolution multi-fréquentielles souvent lourdes à mettre en place.

D’autre part, il ne faut pas perdre de vue la finalité industrielle de ces recherches qui impose
comme condition incontournable que la méthode développée soit adaptée à une vraie géométrie
moteur. Deux implications de cette condition peuvent d’ores et déjà être étudiées, en utilisant la
méthode de projection à son stade actuel de développement. En premier lieu se pose la question
de la taille maximale du modèle éléments finis pouvant être traité avec les ressources numériques
actuellement à disposition. Des simulations devront être effectuées pour établir le coût numérique
de la méthode proposée sur un modèle réel. Toutefois, l’écriture en base modale assure une
réduction notable de la dimension du système, ce qui permettra a priori de traiter des gros
modèles sans grande difficulté. De plus, le modèle éléments finis bi-rotor étudié dans ce mémoire
était constitué de deux roues aubagées directement couplées entre elles. La dynamique de ligne
d’arbre, apportant un déplacement de corps rigide aux roues aubagées, n’est donc pas prise en
compte et devra être ajoutée à la mise en équation. Ces phénomènes vibratoires se limitant à des
déformées à 0 et 1 diamètre, parfaitement bien traitées par la méthode de projection développée,
aucune difficulté particulière n’est à prévoir.

Une deuxième catégorie de perspectives de recherches concerne l’amélioration et le développe-
ment de la modélisation utilisée, afin d’élargir le champ d’application de la méthode de projection
développée. Celle-ci devra éventuellement être adaptée en fonction des propriétés modifiées. Le
premier axe d’étude concerné, relatif au couplage inter-arbre, a pour motivation de rendre plus
réaliste le système bi-rotor étudié. Les modèles de roulement et de gearbox utilisés dans ce
mémoire sont en effet simplifiés et ne permettent pas de traiter l’ensemble des problématiques
rencontrées en situation réelle. Il s’agit ici de discuter la nécessité de deux propriétés, jusqu’alors
considérées indispensables au bon déroulement de la méthode de projection : la linéarité du
couplage inter-arbre et sa description cyclique. L’ajout d’une non-linéarité au niveau du couplage
permettrait notamment de simuler un jeu fonctionnel présent à la fois dans les roulements et les
réducteurs. Il serait également possible de prendre en compte une déformation non-linéaire des
pièces mises en jeu, par exemple au niveau des dents des satellites. L’enjeu serait alors de s’assurer
que l’adaptation proposée pour la méthode de résolution non-linéaire par équilibrage harmonique
est bien toujours valable avec cette nouvelle forme de non-linéarité. S’il ne semble pas y avoir de
difficulté majeure, il faudra cependant être vigilant à conserver un terme de couplage linéaire.
Sans cela, les parties linéaires des équations du mouvement des deux rotors seraient totalement
découplées, entrainant probablement des difficultés de convergence de la résolution non-linéaire.

En ce qui concerne la description cyclique du couplage, il serait avantageux de pouvoir lever
cette condition peu réaliste. Les raideurs résultantes dans les directions verticale et horizontale
d’un roulement sont en effet rarement égales, ne serait-ce qu’à cause du poids des rotors. La
prise en compte de cette dissymétrie ne permet plus de considérer le couplage comme cyclique,
ce qui risque d’intégrer dans l’équation du mouvement de nouveaux coefficients périodiques
non-traitables par la méthode de projection développée. Une adaptation serait alors à envisager
pour supprimer ces nouveaux termes problématiques. Toutefois, si aucune projection ne permet
de résoudre cette difficulté, il serait toujours envisageable de traiter les effets de dissymétrie de la
même façon que les efforts non-linéaires.

Enfin, la pertinence de la modélisation retenue peut encore être renforcée, notamment dans le
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cadre d’une étude non-linéaire. Le choix de la base de réduction au niveau des interfaces constitue
une sérieuse piste d’investigations pour améliorer les performances de la méthode développée.
Aucune des deux bases modales libre ou collée ne semble en effet idéale pour représenter à la fois
les comportements glissant et collé. L’écriture en base modale étant fondamentale pour le bon
déroulement de la méthode de projection, le choix d’une alternative nécessitera de reconsidérer
toutes les étapes de la procédure. Pour finir avec le volet modélisation, le développement d’outils
autour de la stabilité serait à envisager, afin de renforcer la méthode développée en assurant une
bonne maîtrise de la dynamique des systèmes couplés.

Le dernier axe d’étude proposé vise à optimiser la mise en œuvre de la méthode développée
sur un modèle bi-rotor industriel. Pour que cette méthode puisse être utilisée comme outil de
dimensionnement efficace, il est primordial que son champ d’application soit cohérent avec la
physique des échanges énergétiques réellement observés sur un système bi-rotor réel. Il s’agit
notamment de caractériser les ordres harmoniques susceptibles de se propager via le couplage en
fonction de la géométrie du bi-rotor. Dans le cas du palier inter-arbre, il est en effet peu probable
que des harmoniques spatiales d’ordre très élevé soient transmises avec un niveau vibratoire
significatif. Tout dépend de la géométrie de l’arbre, notamment dans le cas d’un arbre très creux
dont la rigidité est plus restreinte. De même, l’amortissement induit par la longueur d’une ligne
d’arbre ne permet probablement pas à une harmonique spatiale d’ordre relativement élevé de
se propager au-delà des premiers étages. Seules les roues aubagées situées à proximité du palier
pourront donc être impactées de façon notable par la dynamique du second rotor. La méthode de
projection développée devrait permettre d’établir, en fonction des paramètres géométriques du
bi-rotor, les roues aubagées susceptibles d’être les plus perturbées ainsi que l’harmonique spatiale
maximale à prendre en compte. Les études de dimensionnement liées aux couplages dynamiques
entre les différents rotors, rendues indispensables par la recherche de performances des nouvelles
architectures, pourraient ainsi être optimisées.
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Annexe A

Bi-orthogonalité des matrices
pseudo-modales

L’objet de cette annexe est de démontrer les propriétés de bi-orthogonalité des matrices
pseudo-modales gW et dW à partir de ces mêmes propriétés pour les matrices modales complexes
gΦ et dΦ. Il s’agit notamment de déterminer la forme de gW qui permet d’obtenir les propriétés
d’orthogonalité souhaitées (cf. section I.3.2.1).

Les propriétés d’orthogonalité s’expriment par rapport aux matrices augmentées de pseudo-
raideur A et de pseudo-masse B du système d’état. Dans le cas des bases modales complexes, il
existe les deux relations d’orthogonalité suivantes [8] :

gΦTBdΦ = I et gΦTAdΦ = Λ (A.1)

Les relations d’orthogonalité recherchées pour les matrices pseudo-modales sont de la forme :

gWTBdW = I et gWTAdW = Ω (A.2)

où Ω est la matrice pseudo-spectrale contenant les valeurs propres du système et dont la forme est
explicitée équation (I.61). La première propriété d’orthogonalité (A.1) donne pour deux vecteurs
i et j des deux bases duales :

gΦT
i BdΦj = δij

gΦ̄
T
i BdΦj = 0

(A.3)

Sachant que les vecteurs propres gΦi et dΦi se décomposent en parties réelles et imaginaires
comme suit :

gΦi = gyi + jgzi
dΦi = dyi + jdzi

(A.4)

les deux relations d’orthogonalité (A.3) deviennent :

[gyT
i Bdyj − gzT

i Bdzj
]

+ j
[gzT

i Bdyj + gyT
i Bdzj

]
= δij

[gyT
i Bdyj + gzT

i Bdzj
]

+ j
[gyT

i Bdzj − gzT
i Bdyj

]
= 0

(A.5)
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Les quatre relations suivantes sont obtenues par identification des parties réelles et imaginaires
de ces deux égalités :

gyT
i Bdyj − gzT

i Bdzj = δij (A.6a)
gzT
i Bdyj = −gyT

i Bdzj (A.6b)
gyT

i Bdyj = −gzT
i Bdzj (A.6c)

gzT
i Bdyj = gyT

i Bdzj (A.6d)

soit en combinant d’une part les relations (A.6a) et (A.6c), et d’autre part les relations (A.6b)
et (A.6d) :

gyT
i Bdyj = −gzT

i Bdzj =
1

2
δij (A.7)

gzT
i Bdyj = gyT

i Bdzj = 0 (A.8)

Le signe «−» de la première relation montre que l’une des deux matrices pseudo-modales (la
matrice gW pour les développements de ce mémoire) doit être construite à partir du conjugué
des vecteurs complexes. De cette façon, la relation d’orthogonalité souhaitée est bien obtenue :
gWTBdW = I.

La seconde propriété recherchée gWTAdW = Ω est démontrée en appliquant la même
démarche sur la seconde relation d’orthogonalité (A.1).

Il est important de noter que pour cette construction de la matrice gW, les valeurs propres
associées ne sont plus les λ mais leur conjugué λ̄. Par conséquent la matrice pseudo-spectrale
associée n’est plus Ω mais ΩT. Cette modification doit être prise en compte lors de la décomposition
de la matrice pseudo-modale gW en parties supérieure et inférieure :

gW =

(
gV

−gVΩT

)
(A.9)



Annexe B

Procédure de projection de l’équation
du mouvement

Les différentes étapes de la méthode de projection développée dans le Chapitre II sont résumées
dans le diagramme de cette annexe. Toute les notations utilisées sont définies dans le Chapitre II.
On rappelle que le but de cette méthode est de supprimer les coefficients périodiques de l’équation
du mouvement d’un système bi-rotor aubagé, initialement exprimée dans les repères mobiles des
deux rotors.
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Equation du mouvement des
deux rotors libres séparés

M1ü1+(G1 + D1) u̇1+(K1 + N1)u1 = 0 M2ü2+(G2 + D2) u̇2+(K2 + N2)u2 = 0

Écriture en système d’état

U1 =

(
u1

u̇1

)
, B1U̇1 − A1U1 = 0 U2 =

(
u2

u̇2

)
, B2U̇2 − A2U2 = 0

Calcul des bases modales à gauche
et à droite et orthonormalisation

gWi =

( gVi

−gViΩ
T
i

)
dWi =

( dVi
dViΩi

)
u1 =

gV1
gq1 =

dV1
dq1

U1 =
gW1

gq1 =
dW1

dq1

u2 =
gV2

gq2 =
dV2

dq2

U2 =
gW2

gq2 =
dW2

dq2

Décomposition des vecteurs propres en har-
moniques spatiales dans la zone du roulement

gVF
1 (θ) = (h1(θ)⊗ I3)

gΓ1

dVF
1 (θ) = (h1(θ)⊗ I3)

dΓ1

gVF
2 (θ) = (h2(θ)⊗ I3)

gΓ2

dVF
2 (θ) = (h2(θ)⊗ I3)

dΓ2

Construction de la matrice
de couplage en base modale

Γc =

[
Γ1 0
0 Γ2

]

K̃c =
gΓT

c

(
K̃int(t)⊗ κ

)
dΓc

Équation du mouvement du système cou-
plé dans les bases modales des deux rotors

(dq̇1
dq̇2

)
−
[
Ω1 0
0 Ω2

](dq1
dq2

)
−
[
Ω1 0
0 Ω2

]
K̃c

(dq1
dq2

)
=

(
−Ω1

gVT
1 fext,1

−Ω2
gVT

2 fext,2

)

Projection de la matrice de couplage en
fonction des harmoniques des vecteurs propres

K̂int = PT
intK̃intPint K̂c = PTK̃cP

Projection du reste de
l’équation du mouvement

q =

(dq1
dq2

)
q = Pq̂

˙̂q +
(
∇P − Ω − ΩK̂c

)
q̂ = f̂ext



Annexe C

Calcul des coefficients de la
décomposition spatiale en base cyclique

L’objet de cette annexe est d’exprimer la décomposition spatiale des vecteurs propres au
niveau du roulement à partir de leurs coordonnées cycliques (cf. section II.2.2). Il s’agit donc
d’établir les coefficients harmoniques am et bm en fonction des vecteurs propres EF, exprimés en
base cyclique sur chaque élément ei du modèle EF.

Les composantes d’un vecteur propre à k diamètres sur le secteur j s’expriment à partir des
composantes en cosinus et sinus du vecteur propre exprimé en base cyclique sur le secteur 0. Ainsi,
pour l’élément i du secteur j, on peut écrire :

ykei,j = cos(jkα)ȳk,cei + sin(jkα)ȳk,sei (C.1)

où α = 2π
N correspond à l’angle séparant deux secteurs consécutifs. Il est utile de noter pour

la suite que l’angle α se décompose selon l’angle αs d’un élément et le nombre ns d’éléments
par secteur : α = nsαs. On rappelle que la notation •̄ désigne les composantes cycliques de
la grandeur •. Ainsi, d’après la relation (II.40), la contribution du secteur j dans le calcul du
coefficient am s’écrit :

amj =

ns−1∑

i=0

(C cos(m(i+ jns))αs − S sin(m(i+ jns)αs))
(

cos(jkα)ȳk,cei + sin(jkα)ȳk,sei

)
(C.2)

L’angle des premiers cos et sin présente des contributions provenant de deux origines différentes : la
contribution en j propre au secteur étudié, et une contribution en i indépendante du secteur étudié.
Ces deux fonctions sont donc développées en utilisant les propriétés des fonctions trigonométriques
afin de séparer ces deux contributions :

cos(m(i+ jns)αs) = cos(jmnsαs) cos(imαs)− sin(jmnsαs) sin(imαs)

sin(m(i+ jns)αs) = sin(jmnsαs) cos(imαs) + cos(jmnsαs) sin(imαs)
(C.3)

Sachant que nsαs = α avec α = 2π
N , et en rappelant la décomposition de l’ordre m de l’harmonique

sous la forme m = ±k + pN , il est possible d’écrire : (±k + pN)α = ±kα+ 2pπ. Les fonctions
cosinus et sinus étant 2π-périodiques, on en déduit :

cos(m(i+ jns)αs) = cos(jkα) cos(imαs)∓ sin(jkα) sin(imαs)

sin(m(i+ jns)αs) = sin(jkα) cos(imαs)± cos(jkα) sin(imαs)
(C.4)
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ANNEXE C. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA DÉCOMPOSITION SPATIALE EN

BASE CYCLIQUE

Avec ces simplifications, l’équation (C.2) devient :

am
j = cos2(jkα)

ns−1∑

i=0

(C cos(imαs)− S sin(imαs))ȳ
k,c
ei + sin2(jkα)

ns−1∑

i=0

(∓C sin(imαs)∓ S cos(imαs))ȳ
k,s
ei

+ cos(jkα) sin(jkα)

ns−1∑

i=0

[
(∓C sin(imαs)∓ S cos(imαs))ȳ

k,c
ei + (C cos(imαs)− S sin(imαs))ȳ

k,s
ei

]

(C.5)
Enfin, pour revenir au coefficient am, il faut sommer les contributions de chaque secteur j :

am =
N−1∑

j=0

amj (C.6)

En utilisant les propriétés trigonométriques suivantes pour α = 2π
N :

N−1∑

j=0

cos2(jkα) =
N−1∑

j=0

sin2(jkα) =
N

2

N−1∑

j=0

cos(jkα) sin(jkα) = 0

(C.7)

on obtient finalement la relation :

am =
N

2

ns−1∑

i=0

[
(C cos(imαs)− S sin(imαs))ȳ

k,c
ei ∓ (C sin(imαs) + S cos(imαs))ȳ

k,s
ei

]
(C.8)

Cette relation est valable pour les modes de diamètre 0 < k < N
2 . La même procédure peut être

appliquée pour les diamètres k = 0 et k = N
2 , ainsi que pour les coefficients b±k,p. Ces résultats

sont donnés par les relations (II.42), (II.43) et (II.44).



Annexe D

Matrices d’un élément poutre courbe

En notant ρ la masse volumique du matériau utilisé, E son module d’Young, S la surface
d’une section de l’élément, ` sa longueur et R son rayon, les matrices masse, assouplissement
centrifuge, gyroscopique et raideur s’écrivent :

M = ρS`




13

35

11`

210
0 0

9

70
− 13`

420
0 0

`2

105
0 0

13`

420
− `2

140
0 0

13

35

11`

210
0 0

90

70
− 13`

420

`2

105
0 0

13`

420
− `2

140

13

35
− 11`

210
0 0

`2

105
0 0

sym 13

35
− 11`

210

`2

105




(D.1)

N = −Ω2M (D.2)

G = 2ΩM




0 −I2 0 0

I2 0 0 0

0 0 0 −I2

0 0 I2 0




(D.3)
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K = E




6S

5`

S

10
− S

2R
− S`

10R
−6S

5`

S

10
− S

2R

S`

10R

2S`

15

S`

10R
0 − S

10
−S`

30
− S`

10R

S`2

60R

A B
S

2R
− S`

10R
C F

D
S`

10R
− S`

2

60R
−F G

6S

5`
− S

10

S

2R
− S`

10R

2S`

15

S`

10R
0

sym A −B

D




(D.4)

avec

A =
13`4SR2 + 13`4I − 84I`2R2 + 420IR4

35`3R4

B =
11`4SR2 + 11`4I − 252I`2R2 + 1260IR4

210`2R4

C = 3
3`4SR2 + 3`4I + 56I`2R2 − 280IR4

70`3R4

D =
`4SR2 + `4I − 28I`2R2 + 420IR4

105`R4

F =
2520IR4 − 13`4SR2 − 13`4I − 84I`2R2

420`2R4

G =
840IR4 − 3`4SR2 − 3`4I + 28I`2R2

420`R4

(D.5)
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La matrice de raideur associée à la précharge statique entrainant un raidissement est exprimée
sur la fibre neutre de l’élément :

Kprec = ρSΩ2R2




A C 0 − `

10R
E −D − 1

2R

`

10R

B
`

10R
0 D −F − `

10R

`2

60R

A C
1

2R
− `

10R
E −D

B
`

10R
− `2

60R
D −F

A −C 0 − `

10R

B
`

10R
0

sym A −C

B




(D.6)

avec

A =
13`

70R2
+

3

5`
D =

13`2

840R2
− 1

20

B =
`3

210R2
+

`

15
E =

9`

140R2
− `

15
(D.7)

C =
11`2

420R2
+

1

20
F =

`3

280R2
+

`

60
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Annexe E

Fonctions de forme pour l’élément
Solid185 d’Ansys

La construction de la matrice de couplage associée au roulement nécessite d’établir l’expression
des fonctions de forme associées à la ligne de fixation des raideurs de couplage (cf. section III.1).
Pour cela, on s’intéresse à la formulation de l’élément hexaédrique Solid185 d’Ansys représenté
Figure E.1.

M

N

P

L

K

J

I

O

r

t

s

X, u

Y, v

Z, w

Figure E.1 – Notations pour l’élément hexaédrique Solid185 d’Ansys.

Les fonctions de forme fournies dans la documentation d’Ansys correspondent au cas d’un
cube de côté 2, avec pour coordonnées (r, s, t) de ses sommets exprimées dans le repère de
l’élément :

I (−1,−1,−1) K (−1, 1, 1) M (1,−1,−1) O (1, 1, 1)

J (−1, 1,−1) L (−1,−1, 1) N (1, 1,−1) P (1,−1, 1)

Le déplacement u d’un point repéré sur l’élément par ses coordonnées (r, s, t) a pour expression
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dans le repère global (X,Y,Z), en fonction des déplacements aux sommets :

u =
1

8

(
uI(1− s)(1− t)(1− r) + uJ(1 + s)(1− t)(1− r)

+ uK(1 + s)(1 + t)(1− r) + uL(1− s)(1 + t)(1− r)
+ uM(1− s)(1− t)(1 + r) + uN(1 + s)(1− t)(1 + r)

+ uO(1 + s)(1 + t)(1 + r) + uP(1− s)(1 + t)(1 + r)

)
(E.1)

Cette expression est également valable pour les ddl v et w. Si la ligne de fixation des raideurs de
couplage coïncide bien avec une ligne du maillage comme spécifié dans les contraintes de maillage,
alors les raideurs sont fixées sur une arête de l’élément. Dans ce cas particulier, l’expression des
déplacements u, v et w est simplifiée :

Arête I-J (idem pour L-K / M-N / P-O) u =
1

2

(
uI(1− s) + uJ(1 + s)

)

Arête I-M (idem pour J-N / L-P / K-O) u =
1

2

(
uI(1− r) + uM(1 + r)

)

Arête I-L (idem pour J-K / N-O / M-P) u =
1

2

(
uI(1− t) + uL(1 + t)

)

Ces trois expressions étant similaires, les développements se limitent dans la suite aux arêtes dans
la direction s, le raisonnement et les résultats étant équivalents pour les directions r et t. Ainsi,
en numérotant les deux nœuds d’une arête •1 et •2 dans le sens du repère (r, s, t) de l’élément,
les fonctions de forme sur cette arête ont pour expression :



u(s)

v(s)

w(s)


 =

1

2




1− s 0 0 1 + s 0 0

0 1− s 0 0 1 + s 0

0 0 1− s 0 0 1 + s







u1

v1

w1

u2

v2

w2




(E.2)

En pratique, dans un cas plus général, les coordonnées de l’élément ne sont pas comprises entre
-1 et 1 mais entre −`/2 et `/2, avec ` la longueur de l’arête considérée. Le changement de variable
suivant est alors nécessaire :

s0 =
`

2
s avec − `

2
6 s0 6

`

2
(E.3)

D’autre part, pour faciliter le calcul des coefficients C et S utilisés lors de l’étape de décomposition
des vecteurs propres sous la forme d’harmoniques spatiales, il est préférable d’exprimer les fonctions
de forme de la ligne de fixation des raideurs en fonction de la coordonnée angulaire θ comprise
entre 0 et αs sur un élément. αs correspond à la largeur angulaire de l’élément. Dans ce cas, un
second changement de variable doit être pris en compte :

s0 = Rθ − `

2
soit s =

2Rθ

`
− 1 avec 0 6 θ 6 αs (E.4)

Enfin, la relation ` = αsR conduit à la définition du changement de variable final :

s =
2θ

αs
− 1 (E.5)
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Avec ce changement de variable, les fonctions de forme H(θ) deviennent :



u(θ)

v(θ)

w(θ)


 =



M1(θ) 0 0 M2(θ) 0 0

0 M1(θ) 0 0 M2(θ) 0

0 0 M1(θ) 0 0 M2(θ)




︸ ︷︷ ︸
H(θ)




u1

v1

w1

u2

v2

w2




(E.6)

M1(θ) = 1− θ

αs

M2(θ) =
θ

αs

avec 0 6 θ 6 αs (E.7)
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