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Résumé

L’optimisation des turboréacteurs nécessite une excellente maitrise des phénomeénes vibratoires
de la structure compléte et notamment des interactions entre les différents organes constitutifs du
moteur. Dans le cas d’une ligne d’arbre, le couplage entre dynamique d’ensemble et dynamique
d’aubages modifie le comportement des roues aubagées, généralement dimensionnées individuelle-
ment. La prise en compte de ce phénoméne fait intervenir des modéles de grandes tailles, justifiant
la nécessité de développer des outils numériques spécifiques intégrant une stratégie de résolution
peu cotiteuse. Ces échanges énergétiques sont d’autant plus difficiles & prévoir pour une architec-
ture bi-rotor possédant un palier inter-arbre : lors de la mise en équation simultanée des deux
rotors, leur différence de vitesse de rotation génére des coeflicients périodiques problématiques,
impliquant une résolution temporelle onéreuse. L’objet principal de ce mémoire de thése consiste
a développer une nouvelle méthode de projection de I’équation du mouvement d’un bi-rotor
aubagé, dans le but de se ramener a une forme traditionnelle d’équation permettant d’appliquer
les méthodes de résolution fréquentielles classiques. La validation par comparaison avec une
résolution temporelle de référence donne d’excellents résultats sur des modéles éléments finis
simples soumis a des excitations mono- et multi- fréquentielles. Le gain notable en temps de calcul
permet d’exploiter la méthode pour étudier, sur de larges plages de vitesse, la réponse forcée
d’un systéme caractéristique de deux roues aubagées couplées. Deux phénoménes d’interaction
vibratoire notables sont ainsi mis en évidence, traduisant des échanges énergétiques au travers du
palier inter-arbre. Une détection graphique des zones d’instabilité en fonction des deux vitesses de
rotation est également établie puis validée & I'aide de formulations bi-anneau. Par la suite, la mé-
thode de projection de ’équation du mouvement est étendue & deux problématiques industrielles
actuelles. Dans le cas ol une non-linéarité de frottement est présente sur I'une des roues aubagées,
une adaptation de la méthode de résolution non-linéaire par équilibrage harmonique est proposée
afin de traiter la forme d’équation obtenue aprés projection. L’influence de la nature du couplage

est finalement abordée en remplacant le palier inter-arbre par un réducteur a engrenages.

Mots clés : turbomachines, roue aubagée, systéme bi-rotor, couplage, dynamique d’ensemble,

roulement, réducteur & engrenages, équation non-linéaire, frottement.
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Abstract

Turbomachines optimization requires an excellent control of the vibration phenomena of the
whole structure, especially in regards to the interactions between the different parts of the engine.
The coupling between global dynamics and blade dynamics of a shaft line alters the vibration
behavior of the bladed-disks, which are usually designed separately. The study of these phenomena
comes with large sized models which require specific numerical tools with low-cost solving strategy.
These energy exchanges are particularly difficult to predict in the case of a bi-rotor architecture
coupled with a bearing system. When the equations of motion of both structures are written
simultaneously, the rotating speed difference introduces time-periodic coefficients which yield
expensive time resolution. The main purpose of this thesis is to develop a new methodology
for the projection of the equation of motion of a bladed bi-rotor system in order to restore
a regular equation form compatible with classical frequency solving methods. Compared with
time resolution taken as reference, this new approach gives accurate results when applied on
simple finite element models submitted to mono- and multi-frequency excitation forces. This
substantially time-saving method makes it possible to study the forced response of a characteristic
system of two coupled bladed-disks, on a large range of rotation speeds. Two vibratory interaction
phenomena are thus revealed, directly related to the occurrence of energy exchanges through the
inter-shaft bearing. A graphic detection of unstable areas according to both rotation speeds is
established and validated thanks to a double ring model. The proposed projection methodology
of the equation of motion is then extended to consider two current industrial challenges. First,
in the case of friction nonlinearity present on one bladed-disk, the harmonic balance method is
adapted to fit the new form of equation obtained after projection. Finally, the impact of the

coupling mechanism is studied by replacing the bearing with a gearbox.

Keywords : turbomachines, bladed-disk, bi-rotor system, coupling, global dynamics, bearing,

gearbox, nonlinear equation, friction.
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Introduction

Contexte industriel

Les turboréacteurs font actuellement partie des machines les plus complexes fabriquées,
nécessitant de la part des constructeurs des compétences technologiques de pointe dans des
domaines trés variés. La forte compétitivité internationale de ce domaine associée & un contexte
économique et environnemental trés exigeant, favorisent une dynamique d’innovation constante

visant & optimiser ces systémes de propulsion et en accroitre 'efficacité.

D’abord dimensionnés pour répondre & des contraintes aérodynamiques de rendement, les
turboréacteurs font également I'objet de nombreux calculs mécaniques, primordiaux durant les
phases de conception. Il s’agit d’en assurer le bon fonctionnement en évitant des détériorations
coliteuses, tout en garantissant la sécurité des usagers. Plusieurs axes d’optimisation sont ac-
tivement étudiés par les motoristes, parmi lesquels le développement de nouveaux matériaux
innovants adaptés & des contraintes spécifiques ou I'amélioration du rendement aérodynamique
grace & I'abaissement des marges de fonctionnement. Ce deuxiéme aspect consiste notamment en
la réduction des jeux fonctionnels entre les piéces fixes et les piéces en mouvement, nécessaires
au bon fonctionnement mécanique mais préjudiciables au rendement aérodynamique. Ce type

d’optimisation impose une excellente maitrise des phénoménes vibratoires.

Bien que systématiquement validées par de nombreux essais, les nouvelles géométries ne
pourraient étre développées sans l'aide d’outils numériques dédiés au dimensionnement de chaque
organe. C’est notamment le cas des roues aubagées constitutives des rotors et piéces maitresses du
fonctionnement du moteur. Pour ce type d’élément & la fabrication complexe et précise, les essais
et re-fabrications s’avérent trop coiiteux pour constituer le coeur du processus de conception. De
plus, compte tenu des degrés d’optimisation actuels, les géométries les plus performantes sont

souvent trop élaborées pour étre imaginées sans ’aide d’outils numériques adaptés.

Enfin, 'optimisation des turboréacteurs peut nécessiter des transformations plus radicales
touchant & 'architecture globale du moteur. L’ajout d’un réducteur & engrenages entre le fan et le
reste de l'arbre basse pression fait notamment 1'objet de nombreuses recherches & I’heure actuelle.
L’objectif est d’augmenter le taux de dilution du moteur grace & un fan de grand diamétre
tournant plus lentement que le reste des roues aubagées. L’utilisation d’un tel systéme entraine

toutefois une augmentation de la masse et génére de nouvelles sources de vibration a étudier.



6 INTRODUCTION

Enjeux de I’étude

Lors du dimensionnement mécanique d’un moteur, les roues aubagées sont dans un premier
temps étudiées séparément, grace a des modéles fins capables de représenter fidélement leur
comportement vibratoire. Les différents phénoménes mis en jeu sont alors traités individuellement
puis intégrés dans des modéles de complexité croissante. Cette phase de conception n’est toutefois
pas suffisante pour appréhender le comportement vibratoire de ’ensemble du moteur, les interac-
tions entre ses différents organes étant fortes et nombreuses. Des modéles d’ensemble sont donc
également développés, basés sur des descriptions moins détaillées afin de conserver des temps
de calcul raisonnables. Cependant, ces modéles simplifiés ne sont généralement pas capables de

représenter 'ensemble des phénomeénes vibratoires susceptibles d’exister en situation réelle.

C’est notamment le cas des modéles de dynamique d’ensemble utilisés pour simuler la
dynamique de ligne d’arbre, principalement en flexion ou en torsion. Ces modéles ne s’intéressent
pas a la déformation propre des roues aubagées portées par les rotors, qui sont alors modélisées
par des masses et des inerties représentatives de simples disques rigides. Si les interactions entre
dynamique de ligne d’arbre et dynamique d’aubage étaient jusqu’a présent raisonnablement
négligeables, elles le sont de moins en moins sur les versions les plus récentes de turboréacteurs

dont les degrés d’optimisation ont conduit a une forte réduction des jeux en bout d’aube.

Ce phénomeéne d’interaction est notamment présent sur les architectures bi-rotor constituées
de deux rotors co-axiaux couplés par un palier inter-arbre. Il est ainsi observé expérimentalement
une influence de la dynamique de ’arbre haute pression sur les aubages du rotor basse pression
par l'intermédiaire du palier. Ces interactions sont principalement liées & des déformations de
I’arbre en flexion sous 'influence d’un phénomeéne de balourd. Il s’agit alors d’une déformation
spatiale d’ordre harmonique 1. Dans le cas d’arbres creux facilement déformables, il est tout a
fait envisageable que des déformations d’ordre plus élevé se transmettent également de part et

d’autre du palier entre les roues aubagées les plus proches de cette zone d’interaction.

Les modéles actuels n’étant pas capables de prendre en compte ces phénoménes de couplage,
il est difficile de prévoir et de maitriser les niveaux vibratoires pouvant étre transmis entre les
deux rotors d’une architecture possédant un palier inter-arbre. Ceci constitue une faiblesse de
cette solution technologique qui est parfois abandonnée au détriment d’une augmentation de la
masse du moteur : chaque rotor est alors maintenu indépendamment en rotation par rapport aux
parties fixes. L’objet de ce mémoire est donc de développer une stratégie adaptée a I’étude des
interactions entre les dynamiques de deux rotors aubagés couplés, afin de mieux comprendre et

maitriser les phénoménes de couplage vibratoire entre arbres et aubages.

Organisation du mémoire

Ce mémoire s’articule en quatre chapitres. Le Chapitre I est un chapitre d’introduction destiné
& exposer le contexte scientifique et les méthodologies utilisées pour la suite des développements.
Aprés une bréve présentation du fonctionnement des turboréacteurs et de leurs excitations, les

outils de mise en équation spécifiques aux caractéristiques géométriques des roues aubagées
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sont présentés, indispensables pour I’étude vibratoire des rotors. Les spécificités relatives a la
dynamique des structures bi-rotors sont ensuite analysées, aussi bien en ce qui concerne les
motivations de ’étude proposée que les difficultés mathématiques inévitablement rencontrées avec

ce type de systéme. Les objectifs précis de la suite des développements sont ainsi établis.

Le Chapitre II est dédié a la présentation d’une nouvelle méthode destinée a transformer
I’équation du mouvement du systéme bi-rotor afin d’obtenir une forme d’équation répondant
aux critéres des techniques habituelles de résolution fréquentielle. La mise en équation de cette
méthode est détaillée, en passant par les caractéristiques du systéme concerné, les hypothéses
retenues et les propriétés de I’équation finale. Une étude numérique préliminaire est ensuite menée
sur une structure simplifiée bi-anneau permettant une premiére évaluation de la validité de cette

nouvelle méthode.

L’objet du Chapitre III est d’appliquer la méthode développée dans le chapitre précédent
sur une structure bi-rotor non-axisymétrique. Un modéle éléments finis de deux roues aubagées
simplifiées est donc construit. Aprés une phase de validation, des investigations sont menées quant
au comportement vibratoire de ce systéme bi-rotor sur plusieurs plages de vitesse de rotation. Les
phénoménes physiques mis en évidence sont ensuite expliqués au travers d’un systéme bi-anneau

recalé. Une étude de stabilité est notamment proposée.

Enfin, le Chapitre IV est consacré a I’extension de la méthode de projection de 1’équation
du mouvement & deux problématiques industrielles actuelles. La premiére concerne la prise en
compte de non-linéarités de frottement pour I’étude du comportement dynamique d’une roue
aubagée. La méthode de résolution par équilibrage harmonique, généralement utilisée dans ce type
de situation, est adaptée afin de pouvoir traiter la forme de I’équation du mouvement obtenue
aprés transformation. Des simulations numériques sont menées, appliquées aux deux modéles
éléments finis bi-anneau et bi-rotor développés dans les Chapitres II et III.

Une seconde application est proposée, s’intéressant cette fois-ci a la nature du couplage entre
les deux rotors. Le roulement est alors remplacé par un réducteur appelé gearbox, nécessitant une
nouvelle modélisation du couplage. Aprés adaptation de la méthode développée a cette nouvelle
modélisation, les modifications engendrées en terme de transfert d’énergie par rapport au cas du

roulement sont étudiées.
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Chapitre I

Dynamique des machines tournantes

L’objet de ce chapitre d’introduction est d’établir le contexte ainsi que les bases théoriques
sur lesquelles reposent les développements proposés dans la suite du mémoire. Apreés une bréve
présentation des turboréacteurs, quelques généralités concernant la mise en équation d’une structure
en rotation sont détaillées. Les notions de « symétrie cyclique » et de modes propres « a droite » et
« a gauche » sont notamment abordées, avant de présenter les difficultés propres auz systémes bi-
rotors aubagés. A partir des solutions rencontrées dans Uétat de lart, certains choiz de modélisation

du bi-rotor sont fizés ainsi que les objectifs de la méthode développée dans le Chapitre II.
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1 Présentation d’un turboréacteur

Un turboréacteur est un systéme de propulsion principalement utilisé dans le domaine
de I'aviation, aussi bien civile que militaire. Au carrefour de plusieurs disciplines telles que
l'aérodynamique, la mécanique du solide, la thermique ou encore I’électronique, cette structure
complexe est le siége d’une grande diversité de phénoménes physiques dont la compréhension
et la maitrise sont essentiels pour assurer sécurité et rendement. Si son fonctionnement repose
principalement sur des considérations aérodynamiques, I’étude mécanique de ses différents organes
est indispensable pour en vérifier la résistance dans des conditions de contraintes trés variées :

contraintes thermiques, tenue en rotation, balourd, ingestion de corps étranger, ...

1.1 Principe de fonctionnement

Le fonctionnement d’un turboréacteur repose sur le principe d’action-réaction de Newton :
la différence de vitesse du flux d’air entre I’entrée et la sortie du moteur crée une quantité de
mouvement qui entraine le déplacement de I’ensemble moteur /avion. De la famille des machines
tournantes, un turboréacteur est constitué d’une succession de roues aubagées en rotation. On
distingue les parties « compresseur » qui fournissent de ’énergie au fluide en augmentant sa
pression, des parties « turbine » qui récupérent I’énergie du fluide. L’apport d’énergie se situe au

niveau de la chambre de combustion ot un mélange d’air et de kéroséne est enflammé.

F1GURE 1.1 — Exemple d’un turboréacteur LEAP® développé par CFM International, société
commune 50/50 entre Safran Aircraft Engines et GE.

On appelle corps un ensemble compresseur-turbine solidaire d’un méme arbre et donc en
rotation a la méme vitesse. Un turboréacteur peut étre mono-, double- ou triple-corps. L’intérét
d’une architecture multi-corps et d’autoriser une vitesse de rotation supérieure pour le rotor HP
(Haute Pression) dont les roues aubagées possédent un diamétre plus faible que celles du rotor BP
(Basse Pression) (cf. Figure 1.2). Un meilleur taux de compression est ainsi obtenu, augmentant
la puissance du moteur.

L’architecture d’un turboréacteur peut également se faire en simple ou double flux. La

technologie simple flux est essentiellement utilisée pour les moteurs militaires car elle assure un
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rendement maximum au-deld de Mach 1. Le méme chemin est alors suivi par I’ensemble du flux
d’air, traversant les compresseurs, la chambre de combustion et les turbines.

Pour les moteurs civils, une technologie double-flux est généralement privilégiée car plus
économique en carburant et beaucoup moins bruyante. 80% de la poussée du moteur est ainsi
générée par le flux secondaire ou flux froid qui ne traverse pas les différents étages de compression
et de détente.

entrée d’air .
flux secondaire

flux primaire

A\

L1l
Y

m‘ 3 ‘ ‘K” e -
A-’/ —
/ jf\ [ : chambre de

=TV — combustion

o compresseur HP turbine HP
soufflante

compresseur BP turbine BP

F1GURE 1.2 — Coupe d’un moteur double-corps, double-flux de type CFM56®.

Dans cette architecture double-flux, 'entrée de l'air dans le turboréacteur se fait par la
soufflante, premier étage du compresseur basse pression également appelé fan. De bien plus grande
dimension que les roues aubagées suivantes, elle aspire de grandes quantités d’air qui sont ensuite
séparées entre le flux principal (chaud) et le flux secondaire (froid). Dans les moteurs double-flux,
c’est donc la soufflante qui contribue majoritairement a la poussée du moteur en générant le flux
secondaire. Le role du flux primaire est alors d’entrainer la soufflante en rotation.

Aprés le passage de la soufflante, le flux primaire est comprimé et accéléré par la double action
des étages de compression et de la géométrie convergente de la veine. A la sortie du compresseur
haute pression, I’air fortement comprimé est mélangé au kéroséne dans la chambre de combustion.
Une flamme permanente enflamme ce mélange, conduisant & une augmentation brutale de la
température et une détente des gaz. Cet apport d’énergie accélére le fluide en direction de la tuyére
ou il est mélangé au flux secondaire avant de s’échapper du turboréacteur. Entre la chambre de
combustion et la tuyére, une partie de I’énergie du fluide est récupérée par les turbines assurant
I’entrainement en rotation des compresseurs et de la soufflante en amont de la combustion.

Chaque étage de compression ou de détente est constitué d’une roue mobile et d’un stator
composé de pales fixes (¢f. Figure 1.3). Dans un étage de compression, le stator est appelé
redresseur et se situe en aval de la roue mobile. Son rble est de redresser 1’écoulement — mis
en rotation par la roue mobile — vers la direction axiale. L’énergie cinétique de la composante
giratoire de vitesse est ainsi transformée en pression statique. A I'inverse, le stator d’un étage de

turbine est situé en amont de la roue mobile et est appelé distributeur. Son role est cette fois-ci
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de provoquer la giration de ’écoulement de facon a transformer 1’énergie de pression statique
disponible en énergie cinétique. Cette énergie est ensuite récupérée par la roue mobile, alors

entrainée en rotation.

Sens de rotation
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FIGURE 1.3 — Vue du dessus d’un étage de compresseur avec alternance d’'une roue mobile et d’un

stator.

Le démarrage d’un turboréacteur nécessite I'utilisation d’un moteur électrique d’appoint pour
amorcer la mise en rotation des différents corps ainsi que la combustion. Il permet notamment de
protéger les étages de détente en assurant la circulation de ’air dans les circuits de refroidissement
intégrés. Les températures atteintes a la sortie de la chambre de combustion peuvent en effet

dépasser la température de fusion des matériaux.

1.2 Origine des excitations dans les turboréacteurs

Les excitations observées dans les turboréacteurs sont généralement complexes, d’origines
multiples et souvent difficiles & prédire. Elles conduisent & des phénoménes vibratoires variés,
principaux responsables de ’endommagement et de la ruine des aubages. Les conséquences pour
le moteur vont alors d’une perte significative de rendement a la destruction partielle voire totale.

Ces excitations peuvent étre classées en deux grandes catégories. Les excitations d’origine
aérodynamique, générées par ’écoulement du flux d’air dans la veine, sont intrinséquement liées
au fonctionnement du moteur. Elles constituent la principale source d’excitation des pales. De
nature plus accidentelle, les excitations d’origine mécanique sont quant a elles majoritairement

générées par un événement ponctuel dans le cycle de fonctionnement du moteur.

1.2.1 Excitations d’origine aérodynamique

On distingue deux types d’excitations aérodynamiques : synchrones et asynchrones. Une
excitation est dite synchrone lorsque sa fréquence correspond & une harmonique de la vitesse
de rotation de I'arbre. Ce type d’excitation est généré par la présence d’obstacles dans la veine
d’écoulement de l'air (redresseurs, distributeurs, bras de maintien). Chaque obstacle entraine une
fluctuation du champ de pression dans ’écoulement, appelé sillage. Une pale de roue mobile est
soumise a cette fluctuation une fois par rotation. La fréquence d’excitation de la pale correspond

donc au produit du nombre d’obstacles dans la veine par la vitesse de rotation : il s’agit bien
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d’une excitation synchrone. En subsonique, ces perturbations peuvent remonter la veine et exciter
des aubages en amont de ’obstacle : on parle d’excitation par effet potentiel.

La réponse de la structure a ce type de perturbation est relativement facile & prévoir a ’aide
d’un calcul de réponse forcée. Une aube est susceptible d’entrer en résonance lorsqu’une de ses
fréquences propres croise une harmonique d’excitation [1]. Il est ainsi possible de déterminer,
dés la conception du turboréacteur, les régimes moteurs critiques d’un rotor puis de modifier la

géométrie des aubages en conséquence.

Beaucoup plus difficiles & anticiper, les excitations asynchrones aéroélastiques proviennent des
interactions entre les vibrations des pales et le fluide : la vibration des aubes perturbe I’écoulement
qui génére en conséquence un champ de pression excitant ces mémes aubages. Ces vibrations
auto-entretenues conduisent a des phénomeénes de type flottement [2] trés dangereux, pouvant
mener a la ruine de la structure.

A T’heure actuelle, la compréhension des excitations asynchrones constitue un enjeu majeur
pour les constructeurs de turbomachines. Ces phénoménes variés et mal maitrisés sont en effet
de plus en plus fréquemment rencontrés en raison de la constante diminution des marges de
stabilité pour améliorer le rendement du moteur. Ils sont toutefois difficiles & prendre en compte
au moment de la conception puisque les fréquences d’excitation ne dépendent plus simplement de
la vitesse de rotation du rotor mais d’un phénomeéne vibratoire des pales. Ils apparaissent donc
généralement au moment des phases d’essais nécessitant alors une reconception cofiteuse.

Pour limiter ces phénoménes, une astuce consiste a concevoir des roues aubagées désaccordées :
plusieurs familles de pales de géométries différentes sont présentes sur la roue, de fagon a en

casser la symétrie et a ainsi limiter l'installation du phénomeéne |3, 4].

1.2.2 Excitations d’origine mécanique

La premiére source d’excitation mécanique, propre au domaine des machines tournantes, est
le phénomeéne de balourd. Lié & une répartition hétérogéne de la masse du rotor autour de son axe
de rotation, il conduit & un déséquilibre statique lorsque le centre de gravité se trouve en dehors
de 'axe de rotation, ou a un déséquilibre dynamique lorsque ’axe de rotation ne correspond pas
I’axe principal d’inertie. Il en découle des excitations harmoniques respectivement de type force
et moment.

Les phénoménes de balourd sont en premier lieu causés par un mauvais centrage des compo-
sants en rotation ou par une hétérogénéité du matériau en raison des imperfections des techniques
de fabrication par usinage ou fonderie. Ces deux problématiques sont toutefois limitées par des
tolérances de fabrication trés strictes et un rééquilibrage des piéces par ajout de masselottes ou
usinage. Un balourd peut également apparaitre lors d’une perte d’aube d’un étage de compresseur
ou de turbine suite & un phénoméne de fatigue vibratoire ou & I'ingestion d’un corps étranger
(oiseau, glace, ...). Le rotor est alors brusquement déséquilibré, générant des efforts importants

transmis aux paliers. Il s’agit généralement d’excitations mécaniques pseudo-périodiques.

Les phénomeénes de contact rotor/stator constituent une seconde source d’excitation méca-
nique fréquemment rencontrée dans les moteurs d’avion. Ils apparaissent lorsque les jeux de

fonctionnement en bout d’aube sont totalement consommeés. Ces jeux sont nécessaires au bon
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fonctionnement du turboréacteur afin de permettre I'allongement des aubes sous 'effet des forces
centrifuges ou des gradients thermiques. Ils engendrent toutefois des fuites d’écoulement entre le
carter et la téte des aubages dégradant le rendement du moteur. La réduction de ces jeux conduit
a des contacts répétés entre les bouts d’aube et le carter, a l'origine de phénoménes d’instabilité
vibratoire [5, 6] et d’interactions modales [7]. Parmi les solutions actuellement disponibles, 1'utili-
sation d’un matériau a structure mono-cristalline permet de fabriquer des aubages plus résistants
au fluage. Il est également courant de recouvrir certaines portions de la veine de ’écoulement

d’une couche de matériau abradable destinée a adoucir le contact entre les aubes et le carter.

2 Dynamique d’un corps élastique en rotation

En tant que machine tournante, un turboréacteur présente un comportement vibratoire se
rapportant & une branche particuliére de la mécanique du solide : la dynamique d’un corps
élastique en rotation. Cette section s’intéresse en particulier & la mise en équation d’un solide
déformable dans son propre repére mobile. Nous verrons en effet dans la section 1.4.2 que ce
repére est généralement privilégié pour décrire une structure en rotation. A partir de ’étude de
la cinématique d’une particule associée & une formulation discrétisée du probléme, les formes
continues des énergies cinétique et potentielle exprimées dans le repére mobile conduisent &
I’équation matricielle régissant le comportement dynamique de la structure en rotation. Plus de

précisions concernant les développements qui suivent sont données dans 1'ouvrage de Gmiir [8].

2.1 Cinématique d’une particule d’un systéme continu

Soit un solide déformable de volume et de frontiére OS2 représenté Figure 1.4 dans sa
configuration non-déformée de référence. La position d’une particule P de ce solide est repérée

par le vecteur x = [X Y Z]' dans le repére fixe inertiel et orthonormé Ry =(0,X,Y,Z).

Y

o2 P

Z

F1GURE 1.4 — Solide déformable dans sa configuration de référence.

Le mouvement de ce solide suivant une trajectoire quelconque est étudié au cours du temps.
Les notations utilisées sont repérées sur la Figure 1.5. A l'instant t=0, la particule P, soumise
a un champ de déplacement initial ug(x) est située au point initial Py dont la position dans le

référentiel inertiel Ry est repérée par le vecteur :

Vo(x) = X + up(x) (L1)
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A un instant ¢ > 0, la double action du mouvement et de la déformation déplace la particule
au point P repéré dans le référentiel Ry par le vecteur y(x,t). Dans le repére orthonormé

R = (01,X1,Y1,Z;) lié au solide, la position de la particule P; s’écrit :
v(x,t) =x + u(x,t) (I.2)

avec u(x,t) le vecteur déplacement & 'instant ¢ dans le référentiel R,,. Ce champ de déplacement

résulte de la déformation dynamique du corps.

Y=Y,
t=20
Py
A 40) Ug Yl
o) X X =X,
y t>0
P
Z= Zl S
v=x-+u
O1
YA X,

FIGURE 1.5 — Solide déformable dans sa configuration initiale (gauche) puis déformée (droite).

On note qu’a l'instant ¢ = 0, les deux repéres Ry et R,, sont confondus. Pour les instants
t >0, le changement de repére entre R, et Ry se définit par une translation s(¢) de I'origine du
repére et une rotation autour d’un axe quelconque passant par Op. La vitesse angulaire associée
est définie par le vecteur w(t) = [w; wy w3]T dans le repére mobile R,,. Enfin, la matrice de
changement de repére R(t) est constituée des vecteurs de base du repére mobile exprimés dans le
repére fixe. Grace a ses propriétés d’orthogonalité, cette matrice vérifie la relation RTR =T o I
désigne la matrice identité.

Avec ces notations, le vecteur y(x,t) repérant la position de la particule P; dans le repére R

a pour expression :
yv(x,t) =s(t) + R(t)v(x,t) = s(t) + R(t)[x + u(x, t)] (1.3)

En prévision de I’étude dynamique du solide, il est nécessaire de définir la vitesse obtenue par

dérivée temporelle du vecteur y(x,t) :
y(x,t) = $(t) + R(t)[x + u(x,t)] + R(t)u(x,) (1.4)

La dérivée temporelle de la matrice de rotation s’exprime sous la forme R(t) = R(t)Q, avec Q

une matrice antisymétrique contenant les composantes du vecteur vitesse angulaire w :

0 —Ws3 w2
Q=1 w3 0 -—w (1.5)
—wy Wi 0
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2.2 Formulation des équations du mouvement

La méthode présentée ici pour obtenir les équations du mouvement repose sur le principe
variationnel d’Hamilton exprimant la stationnarité de 1’énergie totale du systéme au cours du

temps :
to to

s (T-Vvydt+ [ s(W—F)dt=0 (L6)

t1 t1
Dans cette relation, 7 désigne I'énergie cinétique du systéme, V 1’énergie potentielle de déformation
et le potentiel des forces conservatives, W le travail des forces extérieures et F le travail des forces
de dissipation. Dans la théorie des vibrations, il est fréquent de travailler avec la différence 7 — V
notée L et appelée Lagrangien ou Fonction de Lagrange du systéme. Dans le repére inertiel Ry,

I’énergie cinétique a pour expression :

T = 1/p$’TYdQ (L7)
2 Jo

En remplagant la vitesse y par son expression (I.4), I’énergie cinétique se réécrit sous une forme

faisant apparaitre les déplacements u exprimés dans le repére mobile R, :
1 1
T = /puTudQ+/puTnudQ+ /puTQTQudQ
2 Jao Q 2 Jo
- / pu' QT (Rs + Qx)dQ + / pu’ (R$ + Ox) dQ (1.8)
Q Q

1
+3 / p(s7s + 2TROx + xTQTOx) dO
Q

Sous ’hypothése de petites déformations, une relation simple existe entre le tenseur des déforma-

tions € et le gradient du déplacement de la particule Vu :
e = Vu(x,t) (L.9)

Sous cette condition et en notant C le tenseur d’élasticité linéaire, 1’énergie potentielle de

déformation élastique s’exprime :
V= /Q (Vw)TC(Vu)d9 (L.10)
Le travail des forces volumiques f, et surfaciques f; externes a pour expression :
W= / ulf,dQ + / u'f,d(09) (I.11)
Q onN

Enfin, dans le cadre d’'un amortissement constitutif visqueux, de coefficient 7, le travail des forces
de dissipation prend la forme suivante :

F = ;/ﬂn(vu)TC(vu) dQ (1.12)

L’approche utilisée dans ce mémoire pour discrétiser les déplacements de la structure est basée
sur une approximation de Rayleigh-Ritz. Les déplacements continus u sont ainsi décomposés sous
la forme de fonctions de I'espace H(x) cinématiquement admissibles, appelées fonctions de forme,
et de fonctions du temps q(t) appelées coordonnées généralisées qui constituent les nouvelles

inconnues du probléme :
u(x,t) ~ H(x)q(t) (I.13)
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Le principe d’Hamilton tel qu’énoncé équation (1.6) revient alors a vérifier les équations de

Lagrange :

d (az) oL OF oW L1

@t \oa) 9a " 9a " 9
Aprés substitution des différents termes par leurs expressions données précédemment, les équations
de Lagrange conduisent a l’équation du mouvement matricielle du systéme, exprimée dans le
repére mobile R, :

MG+ (D+G)g+ (K+N+P)gq=f+r (1.15)

avec M la matrice de masse, D la matrice d’amortissement, G la matrice gyroscopique, K
la matrice de raideur, N la matrice d’assouplissement centrifuge, P la matrice d’accélération
angulaire, f le vecteur des excitations extérieures et r le vecteur des excitations indirectes dues au
mouvement du systéme de coordonnées R,,. Les matrices M, D et K sont symétriques définies
positives, la matrice N est symétrique définie négative et les matrices G et P sont antisymétriques.

Leurs expressions en fonction des fonctions de forme H sont les suivantes :
M = / pHTH A
Q
D= /n(VH)TC(VH) dQ
Q
G = / 2pHTQH dQ
Q

K= / (VH)TC(VH) dQ

@ (1.16)

N = —/pHTQTQH dQ
Q

P= /pHTQHdQ
Q

f = / H'f,dQ+ [ H'f,d(09)
Q o0

r— —/pHT (RTé 4 Ox - QTQX) a0
Q

Dans la suite de ce mémoire, I’ensemble des études sont réalisées a vitesse de rotation constante,
ce qui conduit & Pannulation de la dérivée §2. D’autre part, le mouvement du repére mobile se
limite & un pur mouvement de rotation. Les origines O et O des repéres R et R, sont alors
confondues, ce qui conduit & un vecteur de translation s nul. Dans ces conditions, la matrice P
n’apparait plus dans ’équation du mouvement et les excitations r se limitent au terme statique

suivant :

r= / pPHTQTOx A0 (1.17)
Q

Cet effort est responsable du raidissement centrifuge du systéme qui apparait lors de sa mise
en rotation. Ce phénoméne peut étre traduit dans I’équation du mouvement par une raideur de
précharge statique Kprec(w) directement dépendante de la vitesse de rotation w.

Dans le cas de I’étude des machines tournantes, la matrice gyroscopique correspond a la prise
en compte des effets de Coriolis. Associés au raidissement et a I’assouplissement centrifuge, ces

effets sont responsables de nombreux phénomeénes caractéristiques des rotors.
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3 Modélisation des roues aubagées

Les roues aubagées possédent de par leur géométrie des propriétés dites de symétrie cyclique.
Ces propriétés s’appliquent aux structures pouvant étre partitionnées en un nombre fini de sous-
structures identiques se refermant sur elles-mémes. Chacune de ces sous-structures est appelée
secteur. Comme représenté Figure 1.6, une roue aubagée compléte est ainsi obtenue par répétition
de son secteur de référence autour d’un axe de révolution. Cette caractéristique géométrique peut
étre mathématiquement exploitée pour interpréter le comportement vibratoire de la structure et

notamment optimiser le calcul des modes propres.

FIGURE 1.6 — Schéma du secteur de référence d’une roue aubagée.

D’autre part, les roues aubagées étant des structures en rotation, la prise en compte ou non
des effets liés a la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement et assouplissement centrifuge) modifie
certaines propriétés de leurs bases modales. Les différents cas pouvant étre rencontrés et leurs

conséquences sur la forme des bases modales sont présentés dans cette section.

3.1 Propriétés des structures a symétrie cyclique

Lors de I'étude d’une structure a symétrie cyclique, le principe est de limiter la modélisation
A un unique secteur auquel sont appliquées des conditions limites représentatives du type d’onde
se propageant aux interfaces avec les secteurs adjacents. Il s’agit donc d’une analyse couplant les
deux approches physique et ondulatoire et assurant la description exacte du comportement de la
structure compléte. Les développements liés & cette modélisation sont principalement issus des
travaux de Thomas [9], Wildheim [10, 11] ou encore Henry [12].

3.1.1 Définition des composantes cycliques

La structure & symétrie cyclique considérée est composée de N secteurs numérotés de 0 &
N — 1. Ces secteurs sont spatialement déphasés de 'angle v = 27 /N. L’axe de symétrie cyclique
du systéme est supposé confondu avec son axe de rotation. Le champ de déplacement de la
structure, noté u, est généralement exprimé dans son repére tournant de fagon a s’affranchir

d’éventuels termes périodiques temporels. La restriction au secteur j de ce champ de déplacement
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est notée u;, ce qui implique la relation suivante compte tenu des propriétés de périodicité :
;N = 4y, jZO,...,N—l (118)

Selon la théorie des groupes introduite par Valid et Ohayon [13], le champ de déplacement associé

au secteur j peut étre décrit comme une superposition d’harmoniques spatiales :
N-1
_ ijka =k
u; = Z eV ug (L.19)
k=0

L’amplitude u0 de chacune des fonctions harmoniques k, appelée composante cyclique d’ordre k,
est définie sur le secteur de référence d’indice 0. De nature complexe, elle peut se décomposer en
parties réelle et imaginaire :

af = apo + iy " (1.20)

L’ensemble des amplitudes harmoniques ﬁlg constitue une base appelée base cyclique. Cette base

peut étre obtenue & partir des déplacements physiques grace & la relation :
k= i Z u; e ke (I.21)
0 — N :

A noter que cette écriture en base cyclique peut également étre appliquée aux autres champs du
probléme (pression, chargement, contraintes, déformations, ...).

Les relations (1.19) et (I.21) permettant de transiter entre les espaces physiques et cycliques,
correspondent a des transformées de Fourier spatiales discrétes. Des expressions équivalentes
existent dans le domaine des réels. Ainsi, en utilisant la décomposition en parties réelle et

imaginaire (I1.20) des composantes cycliques ﬁ’é, les déplacements réels u; ont pour expression :
w=a)+ Yy (u’g S cos(jka) + wh" 81n(jka)) + (~1)ya)/? (1.22)

Le dernier terme de cette relation n’est présent que dans le cas ot le nombre de secteurs N est

pair. Cette parité conditionne également la valeur du parameétre Ky :

N
5 1 si N est pair
Kiax = (1.23)
N-1 | . .
—— s N est impair

Les différentes composantes de la base cyclique réelle ont quant a elles pour expression :

(1.24)
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Ici encore, la derniére relation n’existe que lorsque le nombre de secteurs N est pair. Finalement,
le champ de déplacement physique complet de la structure est obtenu en juxtaposant les vecteurs

de déplacement de chacun des secteurs :
T
u= {uo R | TR U—N—l} (1.25)

De la méme facon, la base cyclique compléte regroupe ’ensemble des composantes cycliques

exprimées sur le secteur de référence d’indice 0 en formalisme réel :
= o _k,cos —k,sin _N/2 T (I 26)
= uO e uO uo PN uO .

Avec ces notations, la relation (I1.22) permettant la reconstruction des déplacements physiques a

partir des composantes modales réelles s’exprime matriciellement par la relation :
u=Fu (1.27)

ou F est une matrice de transformée de Fourier discréte, d’expression :

1 1 0 1 e 0 1
1 COS & sin «v cos 2a e sin KpaxQ -1

F=11 cos 2a sin 2« cos 4o e sin 2K pax 1 (1.28)
1 cos(N —1)a sin(N—1)a cos(N —1)2a --- sin(N —1)Kpaxa —1

La derniére colonne de cette matrice n’existe de nouveau que dans le cas ol le nombre de secteurs
N est pair. Cette matrice de transformée de Fourier peut également étre exprimée en complexe,
mais le formalisme réel est privilégié dans ce mémoire.

En résumé, 'ensemble des grandeurs physiques d’une structure & symétrie cyclique peuvent
étre décrites selon une base cyclique grace & des composantes cycliques définies sur le secteur
de référence et un indice d’harmonique k. Du point de vue des résultats, cette description est
parfaitement équivalente aux expressions en base physique habituellement rencontrées. Elle s’avére
en revanche bien plus pertinente en ce qui concerne la dimension du probléme & résoudre. En effet,
la formulation physique nécessite de considérer simultanément les inconnues de I’ensemble des
secteurs de la roue, ce qui constitue un probléme de dimension N. Dans le cas de la description en
base cyclique, les inconnues sont exprimées sur un unique secteur de référence, et ce pour chaque
harmonique spatiale k. Grace aux propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques,
les expressions associées & chacune de ces harmoniques spatiales sont totalement décorrélées.
Cette représentation revient donc a partitionner le comportement dynamique par type d’onde se
propageant dans la structure. Le probléme & résoudre est alors découpé en N sous-problémes

indépendants.

3.1.2 Formulation d’un probléme en base cyclique

En considérant que la structure étudiée est modélisée par la méthode des éléments finis, il
s’agit a présent d’exprimer les matrices structurelles du probléme en base cyclique. Pour cela,

la discrétisation doit étre la méme sur 'ensemble des secteurs de la structure. Le vecteur des
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déplacements discrétisés u s’exprime alors & partir de ses coordonnées cycliques a1 et de la matrice

de transformée de Fourier discréte F sous la forme :
u=(Fel,)u (1.29)

Le symbole ® désigne le produit de Kronecker, et la matrice I,, est la matrice identité de taille n
avec n le nombre de degrés de liberté d’un secteur.

La construction matricielle du probléme en base cyclique étant similaire pour I’ensemble des
matrices structurelles, les développements suivants sont présentés pour une matrice A pouvant par
exemple correspondre & la matrice de masse ou de raideur de la structure cyclique. Par analogie
avec la construction (I.25) du vecteur des déplacements physiques u, la matrice A est diagonale

par bloc, constituée de la juxtaposition des sous-matrices associées & chacun des secteurs :

Ay - 0 0
A=]0 - A; - 0 (1.30)
0 - 0 - Anx_g

Dans le cas d’une structure cyclique, les secteurs sont supposés posséder les mémes propriétés
mécaniques. Dans ce cas, ’ensemble des sous-matrices A; sont identiques et peuvent donc

s’exprimer a partir de celle du secteur 0 de référence :
A = (Iy ® Ao) (I.31)

A ce stade des développements, il est important de noter que les secteurs sont encore « disjoints »,
c’est-a-dire qu’ils sont traités indépendants de leurs secteurs adjacents. Les conditions aux limites
permettant de les recoller afin de reconstruire le comportement dynamique de la structure compléte
seront introduites dans la section 1.3.1.3. Au préalable, la matrice A est exprimée en base cyclique

4 ’aide de la transformation de Fourier suivante :
A=(F'oL)(In®A)(F®L,) (1.32)

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques, la projection en
base cyclique de la matrice A conduit également & une matrice diagonale par bloc, chaque bloc

traduisant les propriétés mécaniques associées & I’onde k considérée :

A ... 0o ... 0
A=|o0 -.- AF ... 0 (1.33)
O --- 0 ... AN/

Chacun de ces sous-blocs s’exprime trés simplement sur le secteur de référence :

A" = AN = NA,

. Ay O 1.34
O k=1, .. K (134)
2\o0 A
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On retrouve dans la construction (I.33) de la matrice cyclique A une décomposition du probléme
général en sous-problémes indépendants relatifs a I'ordre de I’harmonique k& considérée. Il est
intéressant de noter que la dimension du sous-probléme, de taille n pour les harmoniques 0 et
N/2 lorsqu’elle existe, est doublée pour toutes les autres ondes se propageant dans la structure.
Cette caractéristique sera étudiée dans la section 1.3.1.4. Enfin, on remarquera que la matrice de
transformée de Fourier n’intervient plus dans les expressions (I1.34) des sous-blocs de la matrice
A en base cyclique. Cette derniére s’obtient donc trés facilement a partir de la matrice physique

du secteur de référence.

3.1.3 Conditions aux limites cycliques

La derniére étape dans la formulation du probléme en base cyclique consiste & prendre en
compte les conditions aux limites assemblant les comportements vibratoires de deux secteurs
adjacents. Il s’agit d’imposer un comportement dynamique commun aux deux surfaces en contact
a l'interface entre deux secteurs. Les notations utilisées concernant les frontiéres inter-secteur

sont explicitées Figure 1.7.

Y1

x  Secteur 0

duo

FI1GURE 1.7 — Notations pour les conditions aux frontiéres inter-secteur.

Pour chaque secteur, le vecteur des degrés de libertés peut étre partitionné en trois groupes :
les ddl de la frontiére gauche, les ddl de la frontiére droite et les ddl internes au secteur. Dans le

cas du secteur 0, le vecteur obtenu est organisé comme suit :
ug = guo duo in] (135)

La continuité des grandeurs physiques & 'interface avec ses deux secteurs adjacents s’exprime :

Tuy = "y

] (1.36)

ug =9uy_1

En remplagant les déplacements physiques par leur formulation cyclique (I.19), ces conditions de
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continuité s’expriment en base cyclique pour chaque harmonique % :
(1.37)

Dans cette formulation cyclique, les conditions aux limites (I1.37) ne font plus intervenir les
secteurs adjacents mais bien les frontiéres gauche et droite du secteur de référence. Ces deux
relations étant parfaitement équivalentes compte tenu de la périodicité du systéme, la premiére est
suffisante pour assurer la prise en compte de la propagation des ondes aux interfaces inter-secteur.
Ce choix conduit a supprimer les ddl & gauche de la formulation du probléme en base cyclique.

Ces mémes conditions aux limites peuvent étre exprimées & l’aide d’un formalisme réel :
e Pour k =0:

9a) = %af (1.38)

e Pour k=1,..., Kpax :
,k’cos . d—k,COS
Iu, | cos(ka)  sin(ka) u, (1.39)
91‘1’5’Sin = sin(ka) cos(ka) dﬁlg’sm '

N
Pour k = — :
[} our 9

95 7? = —dg)/? (1.40)

L’application de ces conditions aux limites sur les matrices (I1.33) des sous-problémes fournit

finalement les équations du systéme complet en base cyclique.

3.1.4 Calcul des modes propres en base cyclique

Le probléme libre associé a la structure cyclique représentée Figure 1.6 et modélisée par la

méthode des éléments finis s’exprime dans le domaine physique par la relation :
Mi+Ku=0 (1.41)

ou M et K sont les matrices de masse et raideur de la structure compléte. Ce probléme peut étre
reformulé en base cyclique en appliquant la transformée de Fourier discréte (1.32) puis en prenant
en compte les conditions aux limites (1.38), (I1.39) et (1.40) permettant d’assembler les secteurs.
On obtient alors pour chaque harmonique k& un sous-probléme indépendant défini sur le secteur
de référence :

MFil + KFak =0 (1.42)

Dans ces conditions, 'analyse modale d’une structure a symétrie cyclique consiste en la résolution

de Kpax + 1 sous-problémes aux valeurs propres (A, ef}lg) définis sur le secteur de référence :
(K'f - vw) B =0 (1.43)

En plus d’optimiser les temps de calculs de la base modale compléte, cette décomposition en
sous-problémes permet si besoin de limiter le calcul des modes propres & certaines harmoniques &

en fonction des comportements vibratoires & étudier.
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D’apres la relation (I1.34), le sous-probléme aux valeurs propres est de dimension n pour les
harmoniques k = 0 et k = N/2, conduisant a des solutions dites simples ou non-dégénérées. Dans
le cas des autres harmoniques 1 < k < Kpax, la dimension du probléme est doublée ce qui se
traduit par la présence de 2n solutions dégénérées. Chaque fréquence propre est alors associée
a deux vecteurs propres orthogonaux : on parle de modes doubles. Cette notion est perdue dés
que les effets gyroscopiques deviennent non-négligeables. Les deux modes adoptent alors des
évolutions différentes, aussi bien en terme de fréquence qu’en terme de déformée.

A titre d’exemple, la Figure 1.8 présente les déformées de deux modes simples et d’un mode
double pour une roue aubagée possédant 60 secteurs. Les modes simples ont été tracés pour les
harmoniques k = 0 et k = N/2. Les pales vibrent alors respectivement en phase ou en opposition

de phase vis-a-vis de leurs voisines immédiates.

(b) Déformées orthogonales d’un mode double d’harmonique k = 1.

FIGURE 1.8 — Déformées modales de deux modes simples et d’un mode double. Source : [14].

Les deux déformées orthogonales du mode double sont tracées pour un mode d’harmonique
k = 1. Un axe de symétrie est visible dans la déformée de ce mode, appelé diamétre nodal. Cette
caractéristique peut étre étendue a ’ensemble des modes doubles, chaque déformée d’harmonique
k présentant k diamétres de symétrie. La notion de modes a diamétres sera réguliérement employée

dans ce mémoire.
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Les vecteurs propres définis en base physique sur la structure compléte sont reconstruits
a partir des vecteurs propres cycliques <1‘>’§ en appliquant la relation (I.29). En pratique, cette
reconstruction peut s’opérer séparément pour chaque harmonique k grace & une décomposition

de la matrice de transformée de Fourier :

= (Fol,)®, pour k = 0

= k,cos

¢ (Frol,) (@g,sm> pour k=1,..., Kiax (1.44)
0

_ N
P = (FN/2®IH) <I>éw2 pourk::?

1 1 0 1

—1

avec: FO=|1]|, Fk= cos jka sin jka et FN2=1|1
1 cos(N — )ka sin(N — 1)ka -1

3.2 Propriétés modales des structures en rotation

Les caractéristiques mathématiques et géométriques de la base modale d’une structure possé-
dant des propriétés de symétrie cyclique viennent d’étre présentées, notamment en ce qui concerne
la définition des modes a diametres et la distinction entre modes simples et doubles. 11 s’agit a
présent d’établir les particularités de cette base modale en fonction de la prise en compte d’un
amortissement structurel et /ou des effets liés a la vitesse. Les notions de modes a gauche et modes

a droite vont ainsi étre introduites.

On considére une structure en rotation décrite par la méthode des éléments finis et possédant
n ddl. Ses matrices de masse, raideur, amortissement, effets gyroscopiques et assouplissement
centrifuge sont respectivement notées M, K, D, G et N. L’équation du mouvement libre associée

a pour expression :

Mii + (G + D)+ (K + N)u=0 (I.45)

Compte tenu de la présence des termes différentiels de degré 1, ce type d’équation est usuellement
réécrit sous la forme d’un systéme d’état afin de simplifier I’étude du probléme aux valeurs
propres. Les propriétés des bases modales obtenues, notamment en ce qui concerne la relation
entre les modes a gauche et les modes a droite, sont alors dépendantes des propriétés de symétrie
des matrices du systéme d’état. Dans ces conditions, il est important de noter que les matrices
G et D, associées au méme terme différentiel et respectivement antisymétrique et symétrique,
possédent des propriétés de symétrie contraires. Trois cas distincts sont alors & traiter : le cas
général tournant et amorti, le cas non-amorti ou seuls les effets gyroscopiques sont pris en compte,
et enfin le cas amorti négligeant les effets liés & la vitesse. Les développements de cette section

sont principalement issus de 'ouvrage de Gmiir [8|.
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3.2.1 Cas général

Pour déterminer un systéme d’état adapté au calcul des bases modales en présence des effets
gyroscopiques, d’un amortissement et de I'assouplissement centrifuge, une premiére équation

triviale est ajoutée a ’équation du mouvement :

(K + N)u = (K + N)it

(1.46)
Miu+ (G+D)u+ (K+N)ju=0
Le systéme d’état retenu est alors de dimension 2n :
BU-AU=0 (1.47)
avec
0 K+ N K+N 0
u= ("), A= TN e (1.48)
u —-(K+N) —(G+D) 0 M

La matrice A, appelée matrice de pseudo-raideur, ne présente aucune propriété de symétrie alors
que la matrice de pseudo-masse B est symétrique. Il est & noter que si le systéme ne présente pas
de modes de corps rigide, les matrices K + IN et M sont non-singuliéres. La matrice B 1’est donc
également. En écrivant la solution générale du probléme de départ (1.45) sous la forme modale
exponentielle u = aceM ¢, avec \ une valeur propre du systéme, ¢ le vecteur propre associé et «
une amplitude de référence, la solution du systéme augmenté a pour expression :

U=acM® avec P = (;p ) (1.49)
%)

Le vecteur propre augmenté ® de dimension 2n est constitué d’une moitié de coordonnées en
déplacement correspondant au vecteur propre du systéme de départ, et d’une autre moitié de
coordonnées en vitesse. Le probléme aux valeurs propres généralisé pour le systéme augmenté
s’écrit alors :

(A—AB)® =0 (L50)

L’ensemble des valeurs propres satisfaisant ce probléme est constitué, pour des systémes sous-
amortis, de n paires d’éléments complexes conjugués \; = —a; + jw; et \; = —a; — jw; ot les
paramétres a; et w; sont respectivement les coefficients d’amortissement modaux et les pulsations
propres du systéme. De la méme fagon, les vecteurs propres s’organisent en n couples de grandeurs
complexes conjuguées ®; et ®; de taille 2n.

Compte tenu de I'absence de propriété de symétrie de la matrice augmentée A, il est également

nécessaire d’étudier les modes propres (p, ¥) du systéme transposé :
(AT —uBT) ¥ =0 (1.51)

Il est possible de montrer [8] que les valeurs propres p de ce second systéme sont identiques aux
valeurs propres A du systéme de départ, et que les vecteurs propres apparaissent également en n
couples de grandeurs conjuguées W; et W;. Pour caractériser ces vecteurs propres, le vecteur ¥

associé a la valeur propre A est séparé en ses moitiés supérieure et inférieure :

P
o _ [P .52
(¢inf) ( )
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En détaillant les matrices A et B dans l'expression (1.51) selon leur définition (1.48), il vient les

deux relations suivantes :

_)‘(K + N)T’lpsup - (K + N)T¢inf =0

1.53
(K+N) T, — [(G+D)T + XM 4yp =0 (159

La matrice K + N étant supposée non singuliere, la premiére relation donne ;¢ = —Athg,,,, soit

(¥
o (2) o

La construction obtenue est similaire & celle des vecteurs propres ® a un signe «—» prés. D’autre

en notant g, = :

part, en transposant I’équation (I.51), le probléme aux valeurs propres devient :
T (A-)XB)=0 (1.55)

Cette relation rappelle le probléme aux valeurs propres (1.50) avec simplement une position diffé-
rente des vecteurs propres par rapport au bloc (A — AB). Ainsi, en raison de leur positionnement
a gauche de ce bloc, les vecteurs propres W sont généralement appelés vecteurs propres a gauche
alors que les vecteurs propres ® sont appelés vecteurs propres a droite. Ils seront respectivement
notés dans la suite 8® = ¥ et 1® = ®. Les déplacements physiques de la structure peuvent alors
étre exprimés indifféremment & partir de ces deux bases duales.

Des propriétés de bi-orthogonalité peuvent étre obtenues en utilisant ces deux bases modales [8|.

En rangeant les vecteurs propres par paires de vecteurs complexes conjugués :

g(b = [g¢17g§17 ctt 7g¢n7gén:|

1.56
dq) = [dq)lvdi)lan-ud(bnadén] ( )

et en choisissant une norme adaptée par rapport a la matrice B, ces propriétés de bi-orthogonalité

sont les suivantes :

tpTBI® =1,,
(I.57)
epTAIP = A
oit A = diag(A1, A1, .., An, An) est une matrice diagonale appelée matrice spectrale et constituée

des n paires de valeurs propres complexes conjuguées du systéme étudié.

Ce formalisme complexe, bien que souvent plus compact dans les développements analytiques,
est généralement évité en prévision de I'utilisation d’algorithmes de résolution numérique. I1
est alors nécessaire de mettre en place une formulation réelle, établie ici en utilisant le fait
que les vecteurs propres et valeurs propres apparaissent par couples de complexes conjugués.
L’information, contenue dans leurs parties réelle et imaginaire est alors présente deux fois. Ainsi,
au lieu de conserver chaque couple de vecteurs propres, la base modale réelle & droite est constituée
de Dalternance des parties réelle y et imaginaire 9z de ces couples. La matrice 4W obtenue,

appelée matrice pseudo-modale & droite, est également de dimension 2n :

i = [19,,99®,,...,99,,1®,]

d d -d
avec P, =", +]% (1.58)
d W = [dyhdzl? CIEaE 7dyn7dzn]
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La méme procédure est appliquée a la base & gauche en travaillant cette fois-ci avec le conjugué des

vecteurs propres, de fagon a obtenir des propriétés d’orthogonalité plus adaptées (¢f. Annexe A) :

P = 5P, 2dy,... 5P, 5D,
avec 8P, =By, +jtz; (1.59)
gW - [g}’h _gzla cee ,g}’n, _gzn]
En utilisant ce formalisme réel, les propriétés d’orthogonalité deviennent :
EWIBIW =1y, (L60)
sWTAIW = 0 '

avec €2 une matrice diagonale par bloc nommée matrice pseudo-spectrale et contenant les pulsations

propres et les coefficients d’amortissement modaux du systéme :

-0 Wi 0 0
—w; —oq 0 0
Q= (1.61)
0 0 -y, Wy
0 0 —Wn —Qn

En notant V la moitié supérieure d’'une matrice pseudo-modale W, correspondant aux parties
réelles et imaginaires des vecteurs propres du systéme de départ (1.45), les matrices W et EW

se décomposent sous la forme :

d d g g
g P aw=( VY ep=| ° swo | Y . (1.62)
dpA Iy —EpA 8V

Comme dans le cas des bases modales complexes, les déplacements physiques de la structure
s’expriment indifféremment & partir des matrices pseudo-modales & gauche ou & droite. Ainsi,
pour les coordonnées modales & gauche et & droite notées 8q et q, un déplacement quelconque

U associé au systéme augmenté s’écrit des deux fagons suivantes :
U = 8Weq

decrd (1.63)

U="W¢%

Il est intéressant de noter que les mémes coordonnées généralisées permettent de reconstruire les
déplacements de la structure physique de départ en ne conservant que la moitié supérieure des

matrices pseudo-modales et du vecteur U :
u = %Veq

(164
u= dqu )

Finalement, en faisant le choix d’écrire les déplacements U sur la base a droite U = 1Wiq, la

projection de I’équation (1.47) dans la base modale s’écrit :
sWTBIWlg —eWTAIWiq =0 = dg—-09q=0 (1.65)

La forme d’équation ainsi obtenue est trés simplifiée et beaucoup plus facile & traiter que I’équation
de départ (1.45). En effet, si les valeurs de la seule matrice du probléme dépendent toujours du
systéme étudié, sa structure est quant a elle invariante, de surcroit diagonale par bloc avec une

organisation bien précise de chaque bloc.
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3.2.2 Cas particulier d’un systéme tournant non-amorti

En fonction de la forme des matrices augmentées A et B, il peut exister des propriétés
particuliéres entre les bases modales a gauche et a droite. Pour un systéme non-amorti, c’est-a-dire
pour lequel la matrice d’amortissement D est nulle, I'antisymétrie de la matrice gyroscopique G
associée a la structure du systéme d’état retenu (1.47) conférent a la matrice A des propriétés
d’antisymétrie. La matrice B quant & elle ne change pas et est donc de nouveau symétrique. Le
probléme aux valeurs propres a gauche (I.51), permettant d’étudier les modes propres du systéme

d’état transposé, devient alors :

(-A-)B)8® =0 (1.66)
En P’absence d’amortissement, les valeurs propres sont imaginaires pures ce qui conduit a la
relation A = —\. Dans ces conditions, le probléme devient :

(A — ;\B) EP =0 (L.67)

Finalement, en tenant compte du fait que les matrices A et B sont réelles, le conjugué de cette
derniére relation conduit & la méme forme d’équation que le probléme aux valeurs propres a
droite (1.50) :

(A-)B)$® =0 (1.68)

Il existe donc une relation particuliére entre les bases modales a gauche et & droite d’un systéme

tournant non-amorti :
ep = 1P (1.69)
3.2.3 Cas particulier d’un systéme non-tournant amorti

Dans le cas oul les effets gyroscopiques sont nuls, une autre forme de systéme d’état plus

adaptée permet de construire des matrices augmentées toutes les deux symétriques :

A:[O K] B:[K 0] (L.70)
K D 0 -M

Dans ce cas, le probléme aux valeurs propres a gauche (I.51) s’écrit directement sous la méme

forme que le probléme aux valeurs propres a droite (1.50) :
(A-)B)8® =0 (I.71)

Une relation d’égalité existe donc entre les bases modales a gauche et a droite d’un systéme

non-tournant amorti :

ep = 1P (1.72)

3.3 Définition d’un amortissement modal

L’étude de la réponse forcée d’une structure nécessite généralement d’ajouter des termes
d’amortissement aux caractéristiques de rigidité et de masse du modéle. Différentes modélisations

existent pour établir la matrice d’amortissement. L’une des plus classiques consiste a construire
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une matrice d’amortissement « global » appelé amortissement de Rayleigh, constituée d’une

combinaison linéaire des matrices de masse et de raideur :
D=aK+ M (1.73)

Les coefficients « et 5 sont généralement déterminés expérimentalement & partir des coefficients
d’amortissement £ de deux modes propres. L’inconvénient de cette solution est que le réglage de
I’amortissement n’est possible que pour une plage de modes limitée. Dans le cas d’une réponse
modale trés étalée, il est préférable d’établir un amortissement modal assurant un réglage séparé

pour chaque mode. La construction de la matrice associée en base modale est alors directe :

§1w 0
D= (L.74)

0 fnwn

Il peut toutefois étre nécessaire de déterminer la matrice d’amortissement en base physique, par
exemple dans le cadre de calculs de validation. Cette transformation est possible a condition
d’avoir accés a I’ensemble des modes propres de la structure. Dans le cas d'un systéme de grande
dimension pour lequel la base modale est tronquée, une adaptation de la méthode doit étre

envisagée.

3.3.1 Cas d’une base modale compléte

La méthode proposée consiste & calculer les modes propres de la structure a ’arrét et sans
amortissement, c’est-a-dire en ne tenant compte que des matrices K et M. Le probléeme aux
valeurs propres a résoudre est alors de la forme (K — w?M)cpi = 0 avec w; une valeur propre
du probleme et ¢, le vecteur propre associé, orthonormé par rapport a la matrice de masse. En
notant &; le taux d’amortissement du mode %, 'objectif est d’établir une matrice d’amortissement
D vérifiant la relation suivante :

¢ Do = [26w;] (1.75)

Il s’agit ici de I'expression de I’amortissement en base modale. Le retour en base physique s’opére

en inversant la matrice des vecteurs propres ¢, ce qui est possible si la base est compléte :

D= (o) 2wy (1.76)

Les taux d’amortissement modaux &; peuvent ainsi étre réglés séparément.

Dans le cas d’une structure & symétrie cyclique, il est souvent préférable de travailler en
base cyclique de fagon a alléger les calculs des modes propres ou les étapes de résolution. Le
passage des vecteurs propres physiques ¢ aux vecteurs cycliques @ se fait par I'intermédiaire
d’une matrice de transformée de Fourier discréte notée F : ¢ = F@ (cf. section 1.3.1). Il en est de
méme pour les matrices du probléme et notamment celle d’amortissement, dont on détermine
I'expression en base cyclique grace a la relation : D = FTDF. Ainsi, en remplacant ¢ par son

expression cyclique dans I’équation (I1.76), il vient :

D= (F ') (p7) 26w @ ' (1.77)
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Ce qui donne finalement pour ’expression de 'amortissement en base cyclique :
D = F'DF
—FT(F Y (¢ ) [26w] @ 'F'F (1.78)
= (@7Y) [26wi] @7
Avec cette approche, 'amortissement peut étre réglé séparément pour chaque mode, mais il est

courant d’appliquer un coefficient d’amortissement commun, généralement compris entre 1% et

10%.

3.3.2 Cas d’une base modale tronquée

Lorsque le modéle éléments finis étudié est de grande taille, sa base modale est tronquée aux
modes nécessaires a une représentation fidéle des phénoménes vibratoires a étudier. Dans ce cas,
le passage en base modale entraine une perte d’information qui ne permet plus de reconstruire la
matrice d’amortissement physique aussi facilement. Il n’est en effet plus possible d’inverser la
matrice des vecteurs propres (. D’autres méthodes existent cependant comme des méthodes de
correction sous contrainte. L’approche proposée ici, issue de 'ouvrage de Friswell [15], est une
méthode de correction directe d’une matrice initiale proportionnelle a la matrice de raideur. Elle

se réalise en deux temps.

1. Calcul de la matrice d’amortissement initiale Dj,;; = oK :
Une premiére matrice d’amortissement Dy, proportionnelle & la raideur du systéme, est
établie pour servir de base a une procédure de correction ultérieure. Pour cela, les n premiers
modes propres (A;, ®;)i—1,...» de la structure conservative sont calculés a partir des matrices
K et M. Le paramétre de proportionnalité « est ensuite réglé en fonction de 'amortissement
modal fg souhaité pour le mode numéro n/2 de pulsation propre wa, de facon a se placer
4 peu prés au milieu de la bande de fréquence contenant les n premiers modes propres :
@%Dmit@% = o@“%“K@% = 2Anwn = aw% = a=2-% (1.79)
2. Correction pour obtenir D¢orrigs :
La matrice d’amortissement Djp;; ainsi obtenue assure la maitrise de 'amortissement d’un
seul mode. Elle doit donc étre corrigée de facon a régler 'amortissement des autres modes

présents dans la base tronquée. Pour cela, la fonction de cotlit suivante est employée :

_1 _1
HDimQt (Dcorrige — Dinit) Dyt (1.80)
avec une norme d’expression :
2
n n 1 i
1= 30| S |Puk| (Dol ~ D) | D] (L81)
i,j=1 | hk=1 ih kj

Deux contraintes sont imposées de facon & assurer la symétrie de la matrice finale et a fixer

la valeur d’amortissement de tous les modes indépendamment :

T
D = Dcorrigé

corrigé

(1.82)
D D orige® = [26wi]

i=1,...,n
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L’association de la fonction de coiit (I.80) et des contraintes (1.82) conduit finalement a

I'expression de la matrice d’amortissement corrigée Deorrige :

Dcorrigé - Dinit + Dinit(ﬁfj_1 [[2£zwz] - ]51| ﬁ_li)TDinit

avec D= @TDinit¢>

La matrice ainsi obtenue respecte la propriété de symétrie imposée et est définie positive. Cette
méthode est applicable aussi bien pour une structure compléte que pour un seul secteur d’une
structure a symétrie cyclique.

Dans le cas d'une roue aubagée, 'utilisation de la symétrie cyclique est préférable pour le
calcul des modes propres de la structure dissipative. Toutefois, si des simulations en 360 (i.e. sur la
structure compléte) sont nécessaires notamment dans le cadre d’un calcul de validation, les matrices
d’amortissement utilisées doivent étre cohérentes de facon a ce que les différentes simulations
soient comparables. Pour cela, la matrice d’amortissement physique Dsgo est reconstruite & partir
des matrices en base cyclique Dy, définies pour chaque diamétre k, et de la transformée de Fourier

inverse F~! permettant de passer du domaine physique au cyclique :

1 1 1 1
2 2 cos 2 cos 2a 2cos(N — 1)«
0 2sina 2sin 2 2sin(N — 1)«
Pl 1 2 2cos2a 2cosda ... 2cos(N —1)2« e " 2
N |0 2sin2« 2sindo ... 2sin(N —1)2« N
0 2sin Kpaxa 2sin2Kpaxa ... 2sin(N — 1) Kpaxa
1 -1 1 -1

(1.83)
La derniére ligne de cette matrice n’est présente que dans le cas oul le nombre de secteurs N est
pair. En inversant la relation (I.32) qui permet d’exprimer une matrice en base cyclique & partir
de son expression physique sur le secteur de référence, il est possible d’établir I’expression de la

matrice d’amortissement physique a partir de sa forme cyclique :

Dy =F "DF !  avec D= ' (1.84)

0 D

v|2

Il aurait bien str été possible de calculer la matrice d’amortissement directement en 360 en
appliquant 'approche par correction présentée au début de cette section. Cependant, la méthode
de correction utilisée nécessite le calcul d’une base modale tronquée. Or rien n’assure que les
modes propres retenus pour un calcul en 360 seront les mémes que ceux calculés en symétrie
cyclique. Les matrices d’amortissement obtenues ne seraient alors pas comparables et des écarts

pourraient étre observés dans les résultats.
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4 Spécificités des structures bi-rotors

Il a été expliqué dans la section 1.1.1 que les turboréacteurs possédent fréquemment deux
rotors coaxiaux dans le but d’augmenter leur puissance. Ces rotors sont maintenus en rotation
par différents paliers, notamment fixés sur le stator. Comme représenté Figure 1.9, il est parfois
fait le choix, sur certaines architectures, d’utiliser un palier inter-arbre directement entre les deux

rotors ce qui présente ’avantage d’un gain de poids notable.

FI1GURE 1.9 — Coupe schématisée d’'un turboréacteur double-corps possédant un palier inter-arbre.

Rotor basse pression (—), rotor haute pression (—), paliers (—), stator (—).

Ce palier constitue toutefois une liaison mécanique directe entre les deux arbres, permettant
alors un transfert d’énergie entre les différents composants des deux structures en rotation. Les
travaux de Gruin [14] ont ainsi mis en évidence, sur une architecture de ce type, une influence
notable du balourd de I'arbre HP sur le comportement vibratoire des aubages d’une roue de
I’arbre BP.

Dans ces conditions, les études de chaque roue aubagée séparément ainsi que des lignes
d’arbre supportant de simples disques sans aubages ne sont plus suffisantes pour assurer une
bonne compréhension du comportement vibratoire de ces structures bi-rotor. D’autre part, de
par leur architecture, ces structures présentent généralement des excitations multi-fréquentielles
qui peuvent en compliquer I’étude, notamment dans un cadre non-linéaire.

Le début de cette section présente donc les principales difficultés rencontrées lors de 1’étude
vibratoire de ce type d’architecture bi-rotor aubagées, en ce qui concerne la nature des excitations
A traiter puis la mise en équation. Les méthodes de modélisation habituellement rencontrées ainsi
que leurs limites respectives sont ensuite répertoriées, posant le cadre et les objectifs de I’étude

proposée dans la suite de ce mémoire.

4.1 Excitations multi-fréquentielles

Une excitation est considérée multi-fréquentielle si son spectre posséde au moins deux fré-
quences fondamentales sont non-commensurables, c’est-a-dire que leur quotient n’est pas un
nombre rationnel : f; et fo non-commensurables si fi/fy ¢ Q. Il faut étre vigilant a ne pas
confondre le terme « multi-fréquentiel » avec la notion de « multi-harmonique » qui désigne quant

a elle plusieurs harmoniques de la méme fréquence fondamentale f : (f, 2f,..., nf).

4.1.1 Origine des excitations multi-fréquentielles dans les architectures bi-rotor

Pour illustrer le cas des structures bi-rotor possédant un palier inter-arbre, on se limite &

I’exemple des excitations aérodynamiques synchrones relativement simples a interpréter. Les
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autres sources d’excitations conduisent majoritairement aux mémes conclusions.

Les excitations aérodynamiques synchrones sont générées par les obstacles présents dans
la veine de I’écoulement, a savoir les aubes des stators. Comme représenté Figure 1.10, chaque
obstacle géneére un sillage dans 1’écoulement qui perturbe le champ de pression appliqué au rotor

en aval du stator.

FIGURE 1.10 — Champ de pression dans ’écoulement aprés passage d'un étage rotor/stator.
Source : [16].

La distribution circonférentielle de ce type d’excitation est proche d’un créneau, soit une
composition fréquentielle relativement riche. Une représentation fidéle de ’excitation n’étant
pas nécessaire pour une étude préliminaire du systéme bi-rotor, cette distribution spatiale sera
assimilée & une sinusoide dans ’ensemble des simulations de ce mémoire.

D’autre part, les stators étant des structures non-tournantes, ces excitations sont fixes dans
le repére fixe. Elles deviennent tournantes lorsqu’on se place dans le repére mobile d’une roue
aubagée en rotation. Ainsi, en aval d’un stator possédant n aubages, une pale fixée sur un rotor
verra n sillages d’excitation durant une rotation compléte. La fréquence d’excitation percue,
dans le repére de la roue mobile, est alors un multiple n de la vitesse de rotation € de la roue :

fext = n€2. 1l s’agit bien d’une excitation synchrone.

Dans le cas d’un systéme bi-rotor, les efforts appliqués a I'un des rotors se transmettent au
second par l'intermédiaire du palier inter-arbre, généralement un roulement. Si on se limite, sur
chaque rotor, aux sillages d’un stator en amont d’une unique roue aubagée (cf. Figure 1.11), alors
le systéme bi-rotor présente deux fréquences d’excitations : f; = n1{2; pour la roue du premier
rotor et fo = nsfds pour la roue du second. A priori, il n’y a aucune raison pour que les vitesses
de rotation des deux rotors possédent une propriété de commensurabilité. Il s’agit donc bien

d’une situation d’excitations multi-fréquentielles.

d’air 0

FIGURE [.11 — Schéma d’un bi-rotor soumis & deux excitations synchrones générées par les

stators en amont des deux roues aubagées.
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D’autres sources d’excitations multi-fréquentielles sont bien siir envisageables, que ce soit via
un transfert d’énergie au niveau du palier inter-arbre (par exemple des excitations par balourd)
ou directement dans le spectre d’un effort aérodynamique complexe appliqué & une pale. Dans le

cadre de ce mémoire, les simulations se limiteront toujours & des excitations synchrones.

4.1.2 Conséquences pour une étude non-linéaire

La prise en compte d’'une excitation multi-fréquentielle ne pose pas de difficulté particuliére
dans le cadre d'une étude linéaire, le principe de superposition permettant de simplement sommer
les réponses forcées obtenues individuellement pour chaque fréquence d’excitation. La situation
se complique lorsque la modélisation comporte des non-linéarités.

Lors de I’étude de la réponse forcée d’une structure, il est notamment possible de rechercher
les solutions périodiques du régime permanent. Les méthodes de résolution dans le domaine
fréquentiel sont alors souvent bien plus adaptées que les méthodes de résolution temporelles.
Parmi les méthodes fréquentielles, la méthode d’équilibrage harmonique, aussi appelée HBM
pour l'anglais Harmonic Balance Method, est usuellement retenue pour les études non-linéaires
appliquées aux turbomachines. Cette méthode, qui sera décrite plus en détail dans le Chapitre IV,
est briévement présentée ici de fagon & comprendre les enjeux d’une résolution multi-fréquentielle.

Dans le cadre d'une excitation mono-fréquentielle de fréquence w appliquée & un systéme
non-linéaire, le principe de la HBM est de rechercher une solution périodique x sous la forme d’une
somme d’harmoniques de la fréquence fondamentale d’excitation w. La solution x se décompose

alors en une série de Fourier :

x(t) = Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt) (1.85)
keN
L’intérét de cette écriture est de se ramener a de nouvelles inconnues a; et by, indépendantes du
temps. Le calcul d’une somme infinie étant numériquement impossible, la somme est tronquée &
I’harmonique Nj. La dimension du probléme & résoudre est alors de taille 2/Ny,.

D’un point de vue mathématique, il est relativement simple de généraliser la HBM au cas
d’une excitation multi-fréquentielle contenant deux fréquences non-commensurables wy et wy [17].
Cette généralisation est parfois qualifiée de méthode en hypertemps car elle fait intervenir une
échelle temporelle différente pour chaque fréquence d’excitation impliquée. Dans ce cas, la solution
périodique x se décompose sur les harmoniques de la fréquence wq, sur celles de la fréquence wo,
mais également sur toutes les combinaisons linéaires possibles de ces deux fréquences. Ceci se

traduit par la présence d’une double somme dans ’expression harmonique de la solution :

x(t) = Z Z Ak, &y COos((kiwr + kawa)t) + by, g, sin((kiwi + kows)t) (1.86)
k1€N koeN

En conservant N; harmoniques pour chacune des deux fréquences d’excitation, la dimension
du probléme & résoudre est alors élevée au carré. Pour une excitation contenant 3 fréquences
non-commensurables, elle est élevée au cube, et ainsi de suite. La taille du systéme a résoudre
peut donc rapidement exploser, notamment dans le cas de systémes industriels possédant un

grand nombre de ddl.
Pour contourner cette difficulté, diverses méthodes ont été développées, notamment dans le cas

particulier ot seules deux fréquences d’excitations non-commensurables coexistent dans le spectre



36 CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES MACHINES TOURNANTES

des efforts extérieurs. Dans le domaine de I’électronique, les signaux avec porteuse présentent
deux fréquences trés éloignées. Une approche multi-échelle est alors parfaitement adaptée [18]. Ce
type d’approche a été repris pour 1’étude de régimes quasi-périodiques par Schilder et al. [19],
puis appliqué dans le cadre des machines tournantes par Laxalde [20] pour I'étude de la stabilité
des solutions périodiques. Ces applications sont toutefois trés spécifiques et peu adaptées au cas
du systéme bi-rotor. Toujours dans le domaine des turbomachines, une seconde approche a été
développée par Zhou et al. [21], spécifiquement pour les régimes quasi-périodiques générés par une
excitation & deux fréquences : la VCHBM pour Variable Coefficient Harmonic Balance Method.
Un formalisme complexe étant préférable pour expliquer cette méthode, la solution périodique
est réécrite comme suit :

x(t) = Z Z Chy 1y €1 F1W1TR2w2)t (1.87)

k1E€EZ ko €Z

Le principe est de rechercher la solution quasi-périodique sous la forme d’une série de Fourier
dont les coefficients sont également périodiques temporels. Pour cela, les propriétés des fonctions

trigonométriques sont utilisées pour séparer les contributions des deux fréquences d’excitation :

X(t) _ Z Z Ck1,k2 eikQWQt eiklwlt (188)

k1€Z \ko€Z

Il est ainsi possible de définir un nouveau coefficient uy, (w2, t), dépendant du temps et fonction de
la fréquence wy, pour se ramener a une écriture classique de la HBM mono-fréquentielle appliquée

a la fréquence wi :

x(t) = Z uy, (wo, t) ekt avec ug, (we,t) = Z Chey ey © 7242 (1.89)
ki€Z ko €L

Deux niveaux de résolution sont ainsi définis, sous la forme d’une « cascade » de bases harmoniques.
La solution est donc obtenue en appliquant deux fois la procédure d’HBM. L’un des intéréts de
cette méthode est de pouvoir s’appliquer dans le cas ol 'une des deux fréquences d’excitation est
inconnue. Cette approche serait tout a fait envisageable dans le cas du bi-rotor, & condition de se
limiter & une unique excitation synchrone par rotor.

Enfin, une derniére approche basée sur 1'association de la HBM & une transformée de Fourier
quasi-périodique semble prometteuse pour le cas du bi-rotor. Initialement développée dans le do-
maine de I’électronique [22], elle a plus récemment été appliquée dans le domaine de la mécanique
des fluides 23]. Plus générale car permettant de traiter plus de deux fréquences d’excitation, elle
se concentre principalement sur I’étape de transition entre les domaines temporel et fréquentiel.
Cette étape, appelée AFT pour Alterning Frequency Time, est nécessaire pour I’évaluation des
efforts non-linéaires ne pouvant pas étre directement exprimés en fréquentiel. A chaque pas
d’itération de la résolution, la solution est calculée pour un échantillon d’instants temporels
sur une période grace & une transformée de Fourier discréte inverse. Les efforts non-linéaires
sont ensuite évalués en chacun de ces instants, puis exprimés dans le domaine fréquentiel par
une transformée de Fourier directe. Généralement, le pas entre deux instants temporels est pris
uniforme sur tout I’échantillon. Son choix est alors essentiel : un pas de temps trop grand ne permet
pas de correctement détecter I’ensemble du contenu fréquentiel, mais un pas trop faible géneére

une augmentation des temps de calcul et de la place mémoire nécessaire. Cette nouvelle approche
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propose d’établir un échantillon temporel non-uniforme de taille minimale adapté aux fréquences
mises en jeu. L’objectif est d’assurer la détection de ’ensemble des phénoménes fréquentiels en
limitant au maximum les temps de calcul de I’étape d’AFT. Si son efficacité est avérée, cette
méthode serait particuliérement intéressante pour ’étude de deux fréquences trés éloignées. En
effet, avec un échantillonnage temporel uniforme, la fréquence la plus faible impose une période
de temps importante & couvrir par ’échantillon, alors que la fréquence la plus élevée impose un
pas de temps faible. Il en résulte un échantillon de grande taille entrainant des temps de calculs

élevés. L’utilisation d’un échantillon non-uniforme pourrait limiter ce probléme.

Dans le cadre de ce mémoire, la situation multi-fréquentielle ne sera traitée que dans un cas
linéaire. Les développements proposés quant a la mise en équation du systéme bi-rotor seront bien
testés dans un cadre non-linéaire mais purement mono-fréquentiel. Pour respecter cette condition,
une unique excitation synchrone ainsi qu’un unique effort non-linéaire seront appliqués a la méme
roue aubagée. Le second rotor ne pourra donc étre excité que par l'intermédiaire du roulement.

Cette restriction donne malgré tout accés & un certain nombre de phénoménes vibratoires du
systéme bi-rotor. Elle permet en outre de valider les différents développements en situation non-
linéaire, sans nécessiter la mise en place de méthodes de résolution complexes et cotiteuses. Celles-ci
pourront faire 'objet de travaux futurs afin d’approfondir la compréhension du comportement

dynamique du systéme bi-rotor dans un contexte plus général.

4.2 Problématique du repére d’étude

Le choix du repére d’étude d’un systéme en rotation est primordial pour s’affranchir d’éventuels
coefficients périodiques temporels dans les équations du mouvement. La présence de tels coefficients
ne permet notamment plus d’appliquer les méthodes classiques de calcul des modes propres ou
de résolutions fréquentielles. Ils peuvent donc fortement complexifier I’étude de la dynamique
du systéme. Si le cas d’une structure seule est relativement simple a traiter, la prise en compte
simultanée de deux structures co-axiales couplées et tournant a des vitesses différentes s’avére

bien plus délicate. Ces deux situations mono- et bi-rotor sont présentées dans cette section.

4.2.1 Choix du repére pour une structure seule en rotation

Le choix du repére d’étude — généralement fixe ou tournant — d’un systéme en rotation présente
un véritable enjeu dés lors que la structure ne posséde pas de caractéristique d’axisymétrie. Il est
ainsi préférable de choisir un repére dans lequel les propriétés d’asymétrie sont fixes de fagon a
prévenir 'apparition de coefficients temporels dans les matrices du probléme [24]. Ces termes
temporels sont généralement liés a la vitesse de rotation de la structure.

Dans le domaine des machines tournantes, les roues aubagées constituent des structures
non-axisymétriques en raison de la présence d’aubages périodiquement fixés sur la circonférence
du disque. Dans ces conditions, un rotor comportant des roues aubagées est habituellement décrit
dans un repére mobile qui lui est lié (¢f. Figure 1.12). De cette fagon, la structure est fixe et les
matrices structurelles telles que les matrices de masse ou de raideur sont constantes.

A Dinverse, I'étude d’une roue mobile dans le repére fixe entraine Papparition de termes

temporels dans les matrices structurelles liés au passage périodique des aubages : ces coefficients
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F1GURE [.12 — Choix du repére mobile pour I’étude d’une roue aubagée tournant a la vitesse 2.

sont donc proportionnels a la vitesse de rotation de la roue. Pour les mémes raisons, un stator est

généralement décrit dans le repére fixe.

4.2.2 Cas d’une structure bi-rotor

La situation se complique dans le cas de I’étude couplée de deux rotors aubagés co-axiaux
tournant & des vitesses {21 et 29 distinctes. Comme expliqué précédemment, il est préférable de
décrire chaque rotor dans son propre repére mobile. Les deux structures sont alors exprimées
dans des repéres différents.

Dans ces conditions, la difficulté est localisée au niveau du couplage entre les deux rotors, soit
dans la modélisation du palier inter-arbre. Pour une technologie de type roulement constituée de
deux bagues et de billes (ou rouleaux), chaque bague est fixée sur 'un des rotors. Par conséquent,
le calcul du transfert d’énergie s’opérant entre ces deux bagues par 'intermédiaire des billes
nécessite de tenir compte d’un changement de repére, entre deux repéres tournant a des vitesses
différentes autour du méme axe (cf. Figure 1.13). Il en résulte la génération de termes périodiques
temporels dans 1’équation du mouvement du bi-rotor, de fréquence proportionnelle & la différence
de vitesse de rotation des deux bagues du roulement.

Ce constat, déja problématique en linéaire, I’est également en non-linéaire pour I'application
d’une méthode de résolution de type HBM. En effet, dans le cas d’une excitation synchrone de
chaque rotor, les coeflicients périodiques introduisent dans le probléme & résoudre la fréquence
supplémentaire 9 — 21, différente des deux fréquences d’excitation €21 et {2o. Dans ces conditions,
rien ne permet d’assurer que le spectre de la réponse correspondra aux seules fréquences et
harmoniques de I'excitation, la fréquence Q29 — 21 des coefficients périodiques pouvant également
étre présente.

Aucun des trois principaux repéres d'un systéme bi-rotor, & savoir le repére fixe R et les deux
repéres mobiles R et Ro, ne semblent donc parfaitement adaptés pour décrire le comportement
vibratoire de la structure. La stratégie adoptée pour les développements de ce mémoire sera

présentée dans la section 1.4.3.2.
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FIGURE 1.13 — Schéma des repéres mobiles liés & chaque bague du roulement inter-arbre.

4.3 Solutions usuelles et modélisation retenue
4.3.1 Etat de ’art pour des structures bi-rotor

L’étude de la dynamique couplée de deux rotors est indispensable pour 'optimisation de la
conception mécanique des turboréacteurs double-corps. Elle nécessite en premier lieu une bonne
compréhension de la dynamique vibratoire d’un rotor seul, qui présente une phénomeénologie
caractéristique relativement riche. La bibliographie sur ce sujet étant trés vaste, nous pourrons
retenir quelques ouvrages de référence [25, 26, 27, 28|. Les modélisations étudiées s’appliquent
notamment pour des études de ligne d’arbre. Celles-ci recherchent principalement a caractériser
les déformées en flexion ou en torsion de I'arbre, en fonction des positions, masses et inerties des
roues aubagées qu’il supporte ainsi que des positions et caractéristiques de ses paliers [29]. Dans ce
cas, c’est la dynamique d’ensemble du rotor qui est analysée, le comportement des aubages n’étant
pas pris en compte. Chaque roue aubagée est alors modélisée par un simple disque équivalent.

Dans ces conditions, la structure redevient axisymétrique ce qui supprime les difficultés liées
au choix du repére. L’étude d’un systéme bi-rotor est alors envisageable, aussi bien en linéaire [28]
que dans des configurations plus complexes nécessitant la mise en place d’'une résolution HBM. 11
est par exemple possible de tenir compte d’un jeu radial dans le roulement inter-arbre [30] ou de
la présence d’une fissure sur I'un des rotors [31].

Bien que cette modélisation simplifiée des roues fournisse des informations précieuses pour
le dimensionnement de ’arbre, elle ne permet pas d’étudier I'influence d’un couplage bi-rotor
sur la dynamique des aubages. Des résultats d’essais expérimentaux montrent pourtant qu’il
est nécessaire de tenir compte de ces phénoménes dés la conception du moteur. Les travaux de
Gruin [14] se sont ainsi intéressés a 1’étude d’une structure bi-rotor dont I'un des disques est
aubagé. Il a alors été mis en évidence, sur une modélisation de turboréacteur possédant un palier
inter-arbre, un phénomeéne de couplage entre ’excitation par balourd de I’arbre haute pression et

la dynamique vibratoire des aubages de ’arbre basse pression. La méthode développée permet
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notamment de tenir compte des non-linéarités de type jeu radial avec contact au niveau du palier.
Toutefois, le choix du repére est de nouveau facilité puisqu’une seule des roues du modéle, située
sur le rotor basse pression, posséde des aubages. L’asymétrie de cette roue impose simplement
d’utiliser le repére mobile lié¢ a I’arbre basse pression pour décrire la dynamique de I’ensemble du

systéme bi-rotor.

Aucune étude n’a été trouvée concernant la dynamique d’un systéme bi-rotor possédant des
aubages sur les deux arbres. Certains travaux réalisés dans des configurations voisines peuvent
toutefois s’avérer pertinents pour cette étude. C’est notamment le cas des modélisations multi-
étages nécessaires pour la modélisation d’un module compresseur ou turbine complet. Le rotor
posséde alors plusieurs roues aubagées couplées tournant a la méme vitesse, mais possédant un
nombre de secteurs différent. Une modélisation par symétrie cyclique classique, assurant une
réduction de la dimension du probléme, n’est alors plus directement possible puisque les secteurs
des différentes roues ne sont pas concomitants. Une solution proposée [32, 33|, utilisant I’écriture
en symétrie cyclique, consiste a exprimer le couplage inter-étage a partir d’'une équation de
compatibilité définie dans une base physique commune aux deux étages adjacents. Les échanges
d’énergie entre les bases cycliques de ces deux étages sont alors limités aux nombres d’onde
équivalents. Bien que ce type de systéme n’intégre pas les difficultés liées au choix du repeére
d’étude et a la création de coefficients périodiques dans I’équation du mouvement, il traite malgré
tout d’une propagation d’onde a 'interface entre deux roues aubagées. Une notion similaire de
compatibilité & l'interface sera retrouvée dans les développements associés au cas du bi-rotor et
présentés dans ce mémoire.

Enfin, dans un autre domaine d’applications, les travaux de Salvat et al. [34] s’avérent
particuliérement intéressants pour la modélisation d’un systéme bi-rotor aubagé. Cette étude
s’intéresse au couplage rotor/stator notamment engendré par un palier maintenant 1’arbre aubagé
en rotation par rapport au carter. Les auteurs proposent une technique de projection de I’équation
du mouvement écrite en base modale dans un repére en rotation a la vitesse moitié de celle du
rotor. Les coefficients périodiques liés & la rotation de ’arbre, le carter étant fixe, sont ainsi
supprimés. Bien que ce systéme ne fait intervenir la rotation que d’une unique structure, la
présence de coefficients périodiques dans son équation du mouvement le rend tout a fait pertinent

pour une adaptation au cas d’un bi-rotor.

4.3.2 Stratégie adoptée et principaux objectifs

Compte tenu de ’'absence d’alternative efficace dans la littérature, nous avons décidé de
conserver, dans le cadre de ’étude du systéme bi-rotor aubagé, une description de chaque rotor
dans son propre repére mobile. Comme expliqué dans la section 1.4.2.2, il découle de ce choix
la création de coefficients temporels périodiques dans les termes de couplages introduits par la
présence du roulement.

Il pourrait étre envisageable de traiter ces termes de couplage comme une excitation non-
linéaire, évaluée par une procédure d’AFT lors d’une résolution de type HBM. Toutefois, ceci
implique une absence totale de couplage entre les deux structures dans la partie linéaire de
I’équation, laissant présager des difficultés de convergence lors de la résolution. De plus, compte

tenu de la lourdeur d’une résolution HBM et de son cotit numérique, il est si possible préférable
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de I'éviter, d’autant plus lorsque le systéme étudié est linéaire.

En se basant sur les travaux de Salvat et al. [34], 'objectif principal est donc de déterminer
une projection de ’équation du mouvement assurant la suppression des coefficients temporels des
termes de couplage, sans en créer par ailleurs dans les matrices structurelles des deux rotors. La
méthode développée doit étre adaptée au cas d’une structure industrielle de grande taille ainsi
qu’a une résolution en présence de non-linéarités.

Deux différences principales avec le cas traité par Salvat et al. vont nécessiter des adaptations.
La premiére concerne le remplacement du carter par un rotor, et donc la prise en compte de deux
vitesses de rotation distinctes. La seconde concerne le champ d’application de la méthode : les
auteurs se limitent dans leur modélisation au premier mode & un diamétre de la roue aubagée et
du carter, ainsi qu’a un mode de suspension modélisant la déformée en flexion de ’arbre. Nous
souhaitons étendre la méthode & la prise en compte de plusieurs modes et de plusieurs diamétres

de chaque structure simultanément.

5 Conclusion

Ce chapitre d’introduction a posé le cadre de ’étude du systéme bi-rotor aubagé couplé ainsi
que les bases théoriques nécessaires a la compréhension des développements présentés dans la
suite de ce mémoire. Compte tenu des problématiques liées a 'architecture d’un systéme bi-rotor
avec palier inter-arbre, et suite a I’étude des solutions proposées dans I’état de ’art, plusieurs
choix ont été établis pour la modélisation du systéme.

Chaque rotor sera décrit dans son propre repére mobile, générant des coefficients temporels
dans les termes de couplage liés a la présence du roulement. Les propriétés de symétrie cyclique
des deux structures seront utilisées pour optimiser le calcul de leurs modes propres. Afin de rester
dans un cadre le plus général possible, les effets liés a la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement
et assouplissement centrifuge) ainsi qu'un amortissement modal seront pris en compte, nécessitant
des dispositions particuliéres pour le calcul des modes propres.

L’objectif est de déterminer une projection de 1’équation du mouvement du bi-rotor assurant
la suppression de ’ensemble des coefficients périodiques temporels. Cette méthode doit étre
compatible avec une résolution linéaire mais également non-linéaire de type HBM.

Chaque roue aubagée sera soumise & une excitation de type synchrone, de répartition spatiale
sinusoidale, fixe dans le repére fixe. Pour simplifier I’étude non-linéaire, le caractére multi-
fréquentiel de I'excitation du bi-rotor ne sera pris en compte que pour les simulations linéaires.
Pour les simulations non-linéaires, les efforts d’excitation et de frottement ne seront appliqués
qu’a 'une des deux roues aubagées, de facon a rester dans le cadre d’une résolution par HBM

mono-fréquentielle.
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Chapitre 11

Mise en équation d’un bi-rotor aubagé

linéaire

Ce chapitre présente une nouvelle méthode de projection de l’équation du mouvement d’un
systéeme bi-rotor aubagé assurant la suppression des termes temporels liés o la différence de
vitesse des deux structures. Basée sur une projection dans de nouveaux repéres, établie grice a
Uanalyse des déformées modales de chaque rotor au niveau du roulement, elle permet d’obtenir
une équation a4 coefficients constants pour laquelle la résolution fréquentielle dans un cadre linéaire
est immédiate. Cette méthode est validée dans le cadre d’un modéle éléments finis d’anneaux,
dont le faible nombre de ddl et la simplicité assurent des temps de calculs raisonnables et une

compréhension facilitée des phénomeénes.
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1 Présentation du systéme étudié

1.1 Modélisation des rotors et du roulement

Le systéme étudié, représenté Figure II.1, est constitué de deux roues aubagées couplées par un
roulement et tournant aux vitesses constantes 21 et {29 distinctes. Il s’agit d’'un modéle simplifié
n’incluant pas les effets de dynamique de ligne d’arbre. Contrairement aux modélisations souvent
rencontrées dans la littérature, assimilant une roue aubagée & un simple disque, les aubages sont
ici pris en compte ce qui confére des propriétés de symétrie cyclique aux deux rotors. Les repéres
R1 et Ra sont les reperes mobiles associés a chacune des deux roues et le repére R ¢ est un repére

fixe.

Rotor

R R
R1
z j 1131
(a) Schéma simplifié du systéme bi-rotor (b) Modélisation du roulement

aubagé

F1GURE II.1 — Systéme bi-rotor étudié

Différentes modélisations de roulement sont proposées dans la littérature. Le modéle le plus
ancien et le plus simple consiste & ne prendre en compte que deux degrés de liberté en déplacement
dans le plan transverse a I’arbre supporté par le roulement. Il s’agit d’une modélisation sous la
forme de deux raideurs, généralement dans les directions « verticale » et « horizontale », pouvant
étre de valeurs différentes notamment lorsque Veffet de la pesanteur est non-négligeable. Ce
modéle peut étre complexifié pour tenir compte des jeux dans les roulements [35] ou de l'influence
des corps roulants provenant d’une raideur de roulement non-uniforme selon sa circonférence [36].
Ce type de modélisation est classiquement utilisée pour les études de réponses & balourd d’un
rotor [37], notamment nécessaires dans le domaine des turbomachines. Des modéles plus complexes
a 5 ddl [38] permettent la prise en compte des efforts transmis axialement par le roulement ainsi
que des deux rotations autours des axes orthogonaux a I’axe de rotation. Leur relative complexité
les rend toutefois difficilement applicables pour des études de rotors a grand nombre de ddl. Dans
le cas d’un roulement & rouleaux pour lequel aucun effort axial n’est transmis, une modélisation
a 4 ddl peut étre envisagée. Ce type de modéle a notamment été utilisé par Guskov [30] pour

simuler un palier inter-arbre. Enfin, des modéles plus complexes de roulements a billes ont pu étre
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développés pour certaines applications précises. Tadina et Boltezar [39] ont par exemple proposé
un modéle couplant une modélisation 2 ddl de la bague intérieure avec une description éléments
finis de la bague extérieure, destiné & étudier les déformations radiales de la bague extérieure

pendant les phases de montée en régime.

Dans le cadre de ce mémoire, le palier inter-arbre du bi-rotor est décrit sur le principe de
la méthode proposée par Salvat et al. [34]. La dynamique des billes est ainsi modélisée par
un continuum de raideurs constantes sur toute la circonférence du roulement. Une éventuelle
dissymétrie dans la raideur du roulement, notamment liée au poids du rotor central, ne peut donc
pas étre représentée par ce modéle. Les raideurs sont modélisées dans les trois directions de facon

& permettre une transmission de vibrations la plus générale possible. Leur densité de raideur est

notée K :
ke; 0 O
K=10 ky; 0 (I1.1)
0 0 &,

La composante orthoradiale x,, est généralement nulle puisqu’il s’agit de la direction de déplacement
des billes ou des rouleaux. Les composantes radiale x, et axiale x, dépendent de la configuration
étudiée. Les bagues du roulement, dont les déformations sont supposées retranscrire fidélement
les déformées de chacun des deux arbres, ne sont pas physiquement présentes car confondues
avec 'arbre sur lequel elles sont fixées. Sur chaque rotor, les raideurs sont ainsi placées suivant
une ligne circulaire représentant la trajectoire des points de contact des billes. Dans la suite,
ces cercles seront nommeés frontiére ou zone de fixation du roulement. L’intérét de cette
modélisation « continue » du couplage entre les deux rotors est d’assurer une bonne transmission
des ondes a l'interface entre les deux structures, sans risque de filtrage. Tous les nombres d’onde

k peuvent ainsi étre traités.

1.2 Equation du mouvement du systéme bi-rotor

Les deux roues aubagées sont modélisées par la méthode des éléments finis. Pour une roue
donnée, on note respectivement M, K, D, G et N ses matrices masse, raideur, amortissement,
gyroscopique et assouplissement centrifuge exprimées dans son repére mobile, et u ses déplacements
physiques. Les termes d’accélération centrifuge ne sont pas pris en compte car le mouvement
étudié est supposé étre de rotation uniforme. L’équation du mouvement associée a la structure

couplée s’écrit :

o) o b e G (0™ i e D) - ()
0 M|\ 0 Dy +Go |\ 0 K>+N, Keoi1 Keo us foxt,2
(I1.2)
ol les indices o; et oo désignent respectivement les rotors Ry et Rs. La matrice de raideur de
couplage K. découle de I’énergie de déformation du roulement et assure mathématiquement le
couplage dynamique des deux structures au travers des termes extra-diagonaux K2 et Ko 1.
De plus, les deux roues aubagées étant décrites dans des repéres mobiles différents, ces termes
extra-diagonaux possédent des coefficients périodiques temporels provenant du passage d’un repére
mobile & 'autre. L’objectif est donc de déterminer une projection de cette équation annulant les

termes temporels de la matrice K. sans en créer par ailleurs dans les autres matrices du probléme.
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Pour cela, il est particuliérement intéressant de travailler en base modale. En effet, si la
matrice de couplage est projetée de facon & en supprimer les termes temporels, la méme projection
devra étre appliquée au reste de ’équation. En base physique, les matrices M, K, D, G et N
dépendent de la structure et possédent donc une forme assez quelconque. Il est alors relativement
difficile d’établir dans un cadre général si leur projection engendrera ou non de nouveaux termes
temporels. En revanche, en travaillant en systéme d’état, ces matrices prennent en base modale
des formes connues et relativement simples qui faciliteront I’étude de la projection en permettant
notamment de s’assurer qu’aucun nouveau terme temporel n’est introduit.

La procédure permettant d’établir une projection adaptée de ’équation du mouvement est
présentée dans la suite. Elle est constituée de deux étapes principales : I’étude de chaque roue
aubagée séparément, incluant certaines transformations de leurs deux bases modales en prévision
des besoins ultérieurs, puis la construction de la matrice de couplage exprimée dans ces deux
bases modales et conduisant au choix d’une projection adaptée. Les différentes étapes de cette
procédures sont résumées dans un diagramme en Annexe B. Il pourra étre utile de s’y référer

réguliérement afin de suivre le fil des développements.

2 Construction du modéle pour une roue aubagée isolée

Dans un premier temps, une unique roue aubagée est étudiée en configuration libre et sans
couplage. Décrite par la méthode des éléments finis, elle posséde n ddl. Il est supposé que les
dispositions nécessaires & la suppression d’éventuels modes de corps rigide ont été prises. Son

équation du mouvement en base physique dans son propre repére mobile s’écrit :
Miu+ (G+D)ju+(K+N)u=0 (11.3)

Comme expliqué dans la section 1.3.2.1, 'écriture en systéme d’état de cette relation, rappelée

ci-dessous, constitue I'une des solutions permettant d’en calculer les modes propres :

BU-AU=0 (IL.4)

u 0 K+ N K+N 0
avec Uu=1{| |, A =
u (K+N) —(G+D)

I1.5
0 M] (IL5)
On rappelle également la relation entre les modes propres a gauche et a droite du systéme (I1.3)

9

de départ, notés 8V et 1V, et les modes propres du systéme augmenté (I1.4), notés 8W et IW :

dy 8V
d
W — EW — 1.6
<dVQ> (—gVQT> (IL.6)

Il s’agit ici des modes propres réels permettant de s’affranchir des notations complexes. La matrice
Q est une matrice diagonale par blocs, appelée matrice pseudo-spectrale et contenant les valeurs
propres du systéme augmenté. Ainsi, en notant 9q les coordonnées modales a droite associées aux

vecteurs propres YW, I'équation du mouvement (I1.4) s’exprime en base modale sous la forme :
dg—Qig=0 (IL.7)

Cette écriture présente l'intérét de faire intervenir uniquement la matrice €2 dont la structure est

invariante, quelle que soit la géométrie de la roue aubagée étudiée. Ainsi, I’étude de I'influence d’une
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projection de cette équation, notamment en ce qui concerne la possible création de coefficients
périodiques temporels, sera valable quel que soit le systéme d’étude.

La validité de la relation (I1.7) est toutefois conditionnée par I'orthonormalisation des bases
8W et YW. D’autre part, certaines propriétés dans la structure de ces deux bases sont nécessaires
pour assurer le bon déroulement des futures projections. Les transformations relatives & ces

conditions sont présentées dans la suite.

2.1 Transformations des bases modales

Les développements de cette section utilisent la forme complexe des bases modales telles
qu’elles sont obtenues par le solveur utilisé, notées 8® et 4®. Le lien entre les vecteurs propres

complexes du systéme de départ et ceux du systéme augmenté, explicité section 1.3.2.1, est rappelé

ig _ (d‘j:; ) £ (_E:Q (IL8)

Une fois que les post-traitements nécessaires a la suite des développements sont appliqués, le

1ci :

retour & la formulation réelle des vecteurs propres 8W et YW s’opére en supprimant les modes
complexes conjugués des matrices modales 8® et 9® puis en séparant leurs parties réelles et

imaginaires comme expliqué section 1.3.2.1.

2.1.1 Orthonormalisation simultanée des bases modales & gauche et a droite

L’écriture en base modale de ’équation du mouvement sous la forme de la relation (II.7)
nécessite que les deux bases duales vérifient des propriétés d’orthogonalité vis-a-vis de la matrice

de pseudo-masse B, ainsi qu’une normalisation adaptée :
tpTBIP =1y, (I1.9)

Bien que cette propriété d’orthogonalité existe [8], elle n’est pas toujours immédiate, les vecteurs
propres étant définis & un coefficient prés (cas des modes simples) ou a une combinaison linéaire
prés (cas des modes doubles). Lorsque la seule base a droite est calculée, cette propriété est
respectée d’emblée pour les modes simples par la plupart des solveurs, mais n’est souvent plus
vérifie dés qu’il s’agit de modes doubles. Lorsque les deux bases duales sont nécessaires, les
solveurs proposent généralement une option permettant de les calculer simultanément. Toutefois,
la structure du systéme d’équations utilisé ainsi que la définition de 'orthogonalisation ne sont
pas uniques et il est souvent difficile d’en obtenir les expressions.

Dans notre cas ol la structure des vecteurs propres doit étre maitrisée, il est donc préférable
de calculer séparément les bases & gauche et a droite en utilisant les relations (1.50) et (I.51).
Dans ce cas, les deux bases obtenues ne sont a priori pas orthogonales entre elles ce qui nécessite
de mettre en place une procédure d’orthogonalisation.

La propriété d’orthogonalité recherchée (I1.9) fait intervenir deux bases simultanément ce
qui n’est pas habituel dans les procédures d’orthogonalisation classiques comme par exemple
dans la méthode de Gram-Schmidt [40]. Une adaptation de cette méthode est donc proposée

ici, s’appuyant sur le méme principe de construction vecteur par vecteur de la nouvelle base
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orthogonale, mais en traitant simultanément a chaque étape le vecteur a gauche et le vecteur a
droite associés a la méme valeur propre.
Le produit scalaire utilisé est défini a partir de la matrice B symétrique et définie positive :

pour deux vecteurs u et v, (u,v) = ul Bv.

Procédure d’orthogonalisation
On note Yx et 8x les nouvelles bases & droite et 4 gauche construites a partir des deux bases
initiales 9® et 8® et orthogonalisées suivant le produit scalaire défini ci-dessus. Le premier vecteur

de chaque base est conservé :

Xm — d(I'l

(11.10)
gXl — g(I'l

Une projection sur le premier vecteur de chacune des deux bases est ensuite soustrait au couple

de vecteurs suivant :

d
X1s 4)2
Ay, = 1 <g L >dX1
{x1,5®2) ()
8y, — 8 b g
Xo = "P®2 — X
2 <dX17gX1> !
Et ainsi de suite pour ’ensemble des vecteurs des deux bases
n—1 d
d d (EXi, “®n) g
S Z; Exa )
1 (I1.12)
8y, =8P, — <dX7j7g<pn>g ‘
- n

Procédure de normalisation

Une fois les deux bases orthogonales construites, il reste a les normaliser. En pratique, agir sur la
norme d’une seule des deux bases est suffisant pour obtenir la normalisation de la relation (II1.9).
Par exemple en travaillant avec la base & droite, les nouvelles bases orthonormalisées 9x’ et &x/

s’obtiennent par les relations :

d

dxl _ Xn
" (X BX) (11.13)
gX;’L = an

Les bases modales 9x/ et &/ ainsi obtenues sont orthonormalisées par rapport a la matrice B.
Pour éviter la multiplicité de notations, ces bases sont de nouveaux notées 9® et €® dans la suite,

bien qu’il s’agisse & présent des deux bases orthonormeées.

2.1.2 Combinaison linéaire des vecteurs d’un mode double

Les structures a symétrie cyclique, telles que les roues aubagées, ont la particularité de posséder

des modes doubles dans le cas ou les effets gyroscopiques sont négligeables (cf. section 1.3.1). 11
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est possible de montrer [41] une relation intéressante entre les coefficients en cosinus et en sinus

(cf. relation (1.22)) des deux vecteurs d’'un mode double exprimés en base cyclique :

P, = @) P, =+ (;I:S) (11.14)

Il sera montré dans la section I1.3.2.1 que cette structure particuliére est requise pour le bon
déroulement de I’étape de projection assurant la suppression des coefficients périodiques de la
matrice de couplage. Toutefois, les vecteurs d’'un mode double étant définis & une combinaison
linéaire prés, cette structure n’est pas nécessairement obtenue immédiatement lors du calcul des
bases modales. Une seconde étape de post-traitement des deux bases doit donc étre effectuée
en prenant soin de ne pas perdre les propriétés d’orthogonalité obtenues lors de la procédure

d’orthonormalisation de la section I11.2.1.1.

La méthode proposée consiste & définir une combinaison linéaire des deux vecteurs d’un mode
double respectant les propriétés d’orthogonalité (I1.9) de fagon a obtenir deux nouveaux vecteurs
possédant la structure particuliére de la relation (I1.14). Puisque les propriétés d’orthogonalité
impliquent a la fois les vecteurs propres a gauche et & droite, les combinaisons linéaires de ces
deux bases duales doivent étre établies simultanément.

Mathématiquement, on travaille avec le quadruplet de vecteurs propres d’un mode double

dp,, 1P, 8P et 8Py, exprimé en base cyclique, dont la structure est pour I'instant quelconque :

C C C C
dp, = (! dp, = [ 2 £, = ° £, = * (11.15)
Sl SQ Sg S4

L’objectif est d’établir des combinaisons linéaires de ces vecteurs :

dx1 = al®; + bid, &x1 = 8Py + (8P,

avec a,b,c,d, o, 8,7, € C  (I1.16)
dX2 — Cd‘bl + dd‘I)Q gXQ =8B + 65D,

telles que les nouveaux vecteurs 4x;, 9xo, 8x; et &y vérifient les deux conditions suivantes :

e Propriété d’orthogonalité :
Bxi Bl = &xi Bx; = 0 (11.17)

avec d;; le symbole de Kronecker. En développant ces égalités sachant que les vecteurs
propres de départ vérifient cette méme propriété d’orthogonalité, il vient la relation suivante

entre les huit coefficients a déterminer :

aa+ pb=1
c+dd=1
! (IL.18)
ac+ pd=0
vya+0b=0
soit en imposant ad — By # 0 :
0 il —F a (IL.19)

“Cw—By "Twop “Ta-p Taomk
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e Relations entre les deux vecteurs d’un mode double : il s’agit ici d’imposer la

structure particuliére définie équation (I1.14) aux vecteurs propres & droite et & gauche :

d _d g _8
X X X X
X1 = d ‘ X2 = d ’ Ex1 = g ‘ ¥Xo = g ] (IL20)
XS XC XS XC

D’apreés la structure des vecteurs propres de départ (I1.15) et I’équation (I1.16), il est possible

d’écrire la relation suivante :

d aCy + bCo d cCq1 4+ dCy
X1 = X2 =
aS1 + bSs cS1 + dS»

(I1.21)

aCs + Cy aCs 4+ 6Cy

&x1 = EXo =
aS3 + Sy aSs + 0S4
Finalement, la combinaison des relations (I1.20) et (II1.21) fournit le systéme :
aCq + bCy = ¢S1 + dS»
aSy + bSg = —cCy — dC

L e (11.22)

aCs + Cy =Sz + 0S4
aS3 + Sy = —yC3 — 0Cy

En remplacant dans les relations (I1.22) les coefficients a, b, ¢ et d par leurs expressions (11.19)

en fonction de «, B, v et J, le systéme a résoudre se réécrit sous la forme matricielle suivante :

Sy S —-Cy, O a
C, -C -S» S B
-
)

(I1.23)
Cg C4 —Sg —S4

S3 Sy Cs3 Cy

S © © ©

Ce systéme admet une infinité de solutions ce qui signifie que plusieurs combinaisons linéaires
des vecteurs de départ existent pour satisfaire aux deux conditions imposées. Pour établir une

solution, le paramétre o = 1 est arbitrairement fixé, permettant d’obtenir le nouveau systéme a

résoudre :
— Cl — SQ S1 5 C2
Csy, —-S3 -S4 vl =—1Cs3 (I1.24)
Su C; Cy4 1) Ss

Il est important de noter que les grandeurs C; et S; sont des vecteurs. Par conséquent les mémes
coefficients a, b, ¢, d, a, 8, v et § doivent étre obtenus quelle que soit la composante considérée
dans ces vecteurs. Il s’agit bien sfir de travailler avec la méme composante pour les quatre vecteurs
associés : (Cy, Ca, S1,S2) ou (Cs, Cy, S3,S4). Afin d’obtenir de meilleurs résultats, la composante
dont la valeur absolue est a la fois maximale pour 'un des vecteurs et non nulle pour les autres
est sélectionnée.

Les valeurs ainsi choisies dans les vecteurs sont notées C; et .S;. Finalement, la résolution du
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systéme (I1.24) en calcul symbolique fournit les relations finales :

a=1
= _C§S1 + SpS'% + CoC3Sy — C5C4S3 + C3C4 Sy + 595354
o D
v Co0% + C98% + 01030, + 018354 + C351S4 — C4.5153 (11.25)
— 5 .
5 _010§ + 0152 + C2C5Cy + C2538s — C35284 + C4S2S3
N D

D = C%Sy + 5557 — C1C35 4+ C1C4S3 + C3C4S3 + C3C4S; + S15354

En résumé, cette procédure permet de définir les coefficients «, 5, v, §, puis a, b, ¢, d nécessaires a la
recombinaison des vecteurs d’un mode double et permettant de respecter 'organisation particuliére
de la relation (I1.14). Ces nouveaux vecteurs vérifient toujours les propriétés d’orthonormalisation

obtenues section 11.2.1.1.

2.2 Décomposition des déformées modales en harmoniques spatiales au ni-

veau du roulement

Dans cette partie, les bases non-augmentées (cf. section 1.3.2.1) complexes Y et 8¢ ou réelles
dV et 8V sont alternativement utilisées. Certaines démonstrations sont en effet plus efficaces
en complexe, mais les résultats finaux devront toujours étre présentés en réel, les bases réelles
ayant été choisies pour écrire I’équation du mouvement (I1.7). D’autre part, les développements

proposés étant similaires pour les bases a droite et & gauche, les exposants e et e seront omis.

Dans le modéle étudié, la transmission d’énergie entre les deux rotors s’effectue intégralement
par 'intermédiaire du roulement et fait donc intervenir, sur chaque roue, une zone trés restreinte
modélisée par une simple ligne circulaire. Dés lors, la maitrise du comportement vibratoire de
cette zone apparait primordiale pour la compréhension des transferts d’énergie entre les deux
structures.

Puisqu’il a été fait le choix d’écrire I’équation du mouvement en base modale, il s’agit dans
cette section de caractériser au mieux les vecteurs propres dans la zone de fixation du roulement.
On cherche en particulier & décomposer ces vecteurs, limités aux ddl de la zone d’intérét, sur une
base spatiale connue et compatible avec la dynamique de la structure. Il sera ainsi plus facile
d’appréhender les déformées de chaque mode et de comprendre leurs roles respectifs dans la
transmission d’énergie. Dans la suite, 'exposant ef est utilisé pour indiquer que les vecteurs
ou matrices concernées se limitent aux ddl de la frontiére de fixation du roulement, supposée
circulaire et réguliérement maillée.

La base modale utilisée pour écrire ’équation du mouvement (I1.7) étant la base réelle W,
construite & partir de la base non-augmentée V, ce sont les déformées de cette base V qui doivent
étre caractérisées dans la zone du roulement. Pour cela, une méthode de type Rayleigh-Ritz
utilisant la base des fonctions trigonométriques convient parfaitement & la géométrie d’une roue
aubagée. En effet, cette famille de fonctions est bien adaptée pour décrire le comportement
dynamique d’une structure cyclique fermée. Une telle décomposition a notamment été utilisée

par Lazarus & al. dans le cas d’un rotor asymétrique [42].
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Avec ce choix de discrétisation, le ¢“™¢ vecteur de la base, dont les parties réelle et imaginaire

y et z sont séparées en deux vecteurs (cf. section 1.3.2.1), s’écrit matriciellement sous la forme :

[yf(@) ZF(G)] = Z ([cosm@ sian]@Ig) EZ Z::L] (11.26)
meZt [ 7

Cette relation est formulée dans le cas d’un modéle 3D, pour lequel les vecteurs de coeflicients
a”, bi", ¢ et d" posseédent chacun trois coordonnées. Le produit de Kronecker avec la matrice
identité est nécessaire pour appliquer les fonctions cosinus et sinus & chacune de ces coordonnées.
Il sera toutefois souvent omis afin d’alléger les notations. Cette écriture est également possible
pour un probléme dans le plan en adaptant la taille de la matrice identité et des vecteurs de
coeflicients.

Le calcul des coeflicients de la nouvelle base de description trigonométrique, spatialement
continue, s’effectue a partir de la base EF grace & une transformée de Fourier spatiale qui
sera présentée section I1.2.2.2. Le nombre d’harmoniques pouvant étre conservées dans la base
trigonométrique est alors directement fonction du nombre de nceuds présents dans la discrétisation
de la frontiére de fixation du roulement.

La méme caractérisation spatiale de la base modale complexe ¢ associée peut également
s’avérer trés utile pour démontrer certaines propriétés de la base VF. En effet, la décomposition
trigonométrique proposée dans ’espace des réels se transforme, dans ’espace des complexes, en

une série exponentielle complexe, bien plus facile & manipuler que les fonctions cosinus et sinus :
er(0) =Y Alem LA eI (11.27)
meZ+
Tous les termes de cette relation sont complexes et peuvent donc se décomposer en parties réelle
et imaginaire :

eJm@

= cosmb + jsinmb
A" =" +jB]" (11.28)

AT — ai—m +J;61_m

)

En développant l'expression (I1.27), la relation entre les coefficients des descriptions réelle et

complexe est obtenue par identification avec I’équation (II.26) :

a'=o" +a; "

. p L (11.29)
ci' =B{"+B8;
d"=aof" —a; ™

Ces deux descriptions sont ainsi équivalentes. Tout le travail consiste maintenant & déterminer les
harmoniques spatiales m présentes dans chaque vecteur propre ¢ au niveau du roulement ainsi

que les coefficients ai", b}, ¢! et d}" associés.

2.2.1 Compatibilité des harmoniques spatiales avec les modes a diamétre

Il a été montré dans la section 1.3.1 que les structures a symétrie cyclique présentent la

particularité de pouvoir classer et calculer leurs modes propres par groupes de diameétres égaux :
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pour un mode & k diamétres, un secteur posséde la méme déformée que le secteur précédent
simplement déphasée d'un angle ka, o étant I’angle d’un secteur. En revanche, aucune contrainte
n’est imposée quant & la déformée interne du secteur.

Dans le cas de I’étude des modes propres au niveau du roulement, c’est justement la déformée
interne des secteurs qui nous intéresse, que ’on cherche & caractériser sous la forme d’harmoniques
spatiales. Il est important de noter que la zone de fixation du roulement est une structure
axisymétrique pour laquelle la notion de secteur n’a plus vraiment de sens. Toutefois, pour rester
cohérent avec les contraintes imposées par le reste de la roue aubagée, ce découpage en secteurs
ainsi que le calcul des modes propres par diamétre sont conservés. Ce choix conditionne les
harmoniques spatiales pouvant étre détectées dans un mode puisqu’elles doivent nécessairement
posséder une déformée compatible avec le diamétre du mode. Pour illustration, la Figure I1.2
présente les deux premiéres harmoniques compatibles avec une déformée a 0 diamétre dans la

zone de fixation du roulement d’une roue aubagée possédant 30 secteurs.

m=20 m = 30

FIGURE II.2 — Représentation des deux premiéres harmoniques spatiales de la base des modes & 0
diameétre. Configuration initiale (——), configuration déformée (——), délimitation des

secteurs (---)

Il est ainsi possible de ranger les harmoniques spatiales par groupes en fonction du nombre de
diameétres des modes & caractériser. Cette étape n’est pas indispensable pour la décomposition des
déformées modales au niveau du roulement, mais elle permet d’optimiser ’étape de projection des
vecteurs propres EF sur leurs harmoniques spatiales en se limitant aux harmoniques compatibles.

On attire ici 'attention du lecteur sur une confusion possible de vocabulaire. En effet, le terme
d’« harmonique » est parfois employé pour désigner le diamétre d’'un mode. Dans le cadre de ce
mémoire, ce terme sera réservé i la dénomination des harmoniques spatiales continues présentes
dans la déformée au niveau du roulement. On parlera toujours de « diamétre » pour évoquer les
déformées des secteurs les uns par rapport aux autres.

Pour établir I'ordre des harmoniques spatiales compatibles avec un mode & k diamétres, le
plus efficace est de travailler avec la base modale complexe continue () définie relation (II.27).
Par définition, en notant N le nombre de secteurs de la structure, le mode ¢ & k diamétres doit

vérifier la relation suivante :

©; <9 - ii;) =V ,(0) (I1.30)

En remplagant ¢, a gauche et a droite par son expression (I1.27), puis en utilisant la propriété
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d’orthogonalité de la base exponentielle complexe e on obtient la relation :

AF ENT = AT ym ezt (IL.31)
Pour une valeur de m donnée, si les coefficients A" sont nuls, c’est que I’harmonique m n’est pas
contenue dans la déformée du mode ¢. Sinon, en simplifiant & gauche et & droite le terme Az-im et
en tenant compte de la 2w-périodicité de ’exponentielle complexe, on obtient une relation entre
le nombre de diamétre k£ du mode ¢, le nombre de secteurs N de la structure et I’harmonique m
détectée :

2mm 27k

iT =N +2mp avec peEZ (1I1.32)

Puisque m ne prend que des valeurs positives ou nulles, la relation finale s’écrit :
+k+pN pour pe N*
m = (11.33)
k pour p=0

En s’inspirant des travaux de Charleux [43], cette décomposition de I'ordre m des harmoniques

spatiales peut se représenter sous la forme d’un diagramme zigzag illustré Figure I1.3. Le nombre de

Nombre de
diamétres
N
2 W
p=20 i p=1
0 N N m
2

F1GURE I1.3 — Représentation des harmoniques spatiales m = £k + pN compatibles avec une

déformée modale & k diamétres.

diameétre k étudié est choisi en ordonné. La droite horizontale associée croise le diagramme zigzag
en plusieurs points dont les abscisses correspondent aux harmoniques spatiales m; compatibles
avec le diamétre k. L’écriture de ces harmoniques sous la forme m; = £k + pN se détermine par
lecture du diagramme : la valeur de p est indiquée sous la courbe et change a chaque sommet du
diagramme ; le signe + ou — devant k dépend de la pente respectivement positive ou négative au
niveau du croisement.

En fonction de la valeur de 'harmonique maximale recherchée, les bornes de p ne sont pas
toujours les mémes pour les cas m = k 4+ pN et m = —k + pN. D’autre part, les diamétres 0 et
N/2 (présent uniquement si N est pair) présentent des redondances si les deux décompositions
m = +k + pN sont conservées. Dans la suite, seule la version positive de k est conservée pour ces
deux diameétres :

Pourk‘:()ouk‘:%: m =k -+ pN
N (I1.34)
Pour0<k<5 : m==xk+pN

Ainsi, connaissant le diamétre d’un mode, il est possible de prévoir les harmoniques spatiales

susceptibles d’étre détectées et de limiter le nombre de projections & effectuer.
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2.2.2 Calcul des coefficients en symétrie cyclique

La projection d’'un vecteur propre EF sur ses harmoniques spatiales continues permet de
déterminer a la fois I'ordre des harmoniques présentes et leurs coefficients en cosinus et sinus. On
effectue pour cela une transformée de Fourier spatiale qui consiste & projeter la déformée d’un
mode sur les cosinus et sinus des potentielles harmoniques. Les coefficients non nuls indiquent les
harmoniques présentes dans la déformée du mode.

Dans le cas d’une étude en éléments finis, les vecteurs propres & la frontiére de fixation du
roulement sont au préalable reconstruits en continu & partir des fonctions de forme. Pour simplifier
les projections, il est préférable de choisir une discrétisation réguliére de la zone de travail, a
savoir la zone de fixation du roulement, avec un angle constant entre deux nceuds consécutifs.

La formulation réelle des vecteurs propres est utilisée dans cette partie, avec pour objectif de
déterminer les coefficients a™, b™, ¢™ et d™ tels que définis équation (I1.26). La procédure étant
la méme pour les parties réelles et imaginaires y* () et z" () des vecteurs propres continus, les
développements ne sont présentés que dans le cas des coefficients a™ et b™.

La projection d’un vecteur propre continu y* (#) sur I'harmonique m s’écrit :

2
0 1

a’=— [ y"(9)de
2 0
1 27 .

a™ = — [ cos(mf)y" (0)do m#0 (I1.35)
T Jo

1 21

b™ = — / sin(mf)y¥(9)dd  m #0
T Jo

Le coefficient b? n’existe pas pour ’harmonique 0. On note n le nombre de nceuds par secteur

sur la frontiére de fixation du roulement et ag = ]3—;; I’angle entre deux nceuds consécutifs. n,

correspond également au nombre d’éléments par secteur. Ainsi, sur 1’élément n de 'anneau,

I’expression continue du vecteur propre y* (#) se reconstruit & partir des fonctions de forme H :
y'(0) = H(O)y,, pour nag <6< (n+ 1) (11.36)

ol ye, correspond aux ddl associés a 1’élément n du vecteur propre y. Le vecteur y., contient donc
les ddl de deux nceuds consécutifs. Cette relation permet de faire le lien entre ’approche discrétisée
des vecteurs propres EF et la description continue des harmoniques spatiales recherchées.

En utilisant cette relation, le calcul de l'intégrale pour les coefficients a” et b™ peut s’ef-
fectuer séparément sur chaque élément du modéle EF de la zone de fixation du roulement. Les
développements étant similaires pour les deux coeflicients, ils ne sont explicités que pour a™. Si la
discrétisation choisie est bien réguliére, ce calcul se décompose en une somme de Nng intégrales,

chacune calculée sur un élément :

Nng—1
1 Noalh o pas
am = — Z /COS m(0 + nas)H(0) do ye, (11.37)
T o J0

Les propriétés des fonctions trigonométriques permettent ensuite de décomposer la fonction
cosinus de fagon a séparer la position angulaire sur 1’élément, repérée par 'angle 6, de la position

angulaire de I’élément sur la frontiére de fixation du roulement, repérée par l'angle na. L’intérét
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est que les termes en nag sont constants et peuvent étre sortis de l'intégrale. Celle-ci devient

alors indépendante du numéro de 1’élément n et donc de la somme :

Nngs—1 Nngs—1

am = 1/(:Sos(m6)H(9) dé Z cos(mnay)ye, — 1/ssin(m0)H(9) dé Z sin(mnag)ye,,
7™ Jo "0 TJo n=0
(IL38)

Finalement, ’expression obtenue comporte deux intégrales dépendant uniquement des fonctions
de forme et de 'harmonique sur laquelle est effectuée la projection. Ces intégrales constituent
donc des coefficients propres au modéle EF, notés C et S. Ils peuvent étre calculés analytiquement

dés la mise en place du modéle EF, suivant les deux relations suivantes :

1o
C= /Ocos(mH)H(Q) do

m
(I1.39)
1 [
S=-— / sin(m#)H(0) do
T Jo
Les coefficients harmoniques a™ et b™ ont alors pour expression :
Nngs—1
am = Z [C cos(mnag) — Ssin(mnag)] ye,
n=0
N1 (11.40)
b™ = Z [S cos(mnayg) + Csin(mnas)] ye,,
n=0
Une relation équivalente existe pour I’harmonique 0 :
0 1 Qs Nng—1
=— [ H(9)do 11.41
=5 [BOW Y v (1L.41)

Ces expressions s’appliquent aux vecteurs propres calculés sur la structure compléte. Il est
néanmoins possible de les adapter au cas d’une formulation en symétrie cyclique, couramment
employée lors du calcul des modes propres d’une roue aubagée. Les développements associés sont
présentés en Annexe C. Ainsi, en notant y¥ la partie réelle d’un vecteur propre exprimé en base
cyclique et en rappelant que I’ordre m de 'harmonique se décompose sous la forme m = +k + pIN,
I’expression des coeflicients a™ et b™ en fonction d’une formulation cyclique des vecteurs propres

devient :

e Pour m=0:

ns—1
N [ :
0 20

=— [ H(#)do 11.42

e L LD (1142
N
e Pour k=0 (m #0) oukz;:
ns—1
a" =N Z (C cos(imay) — Ssin(imas)) y’;

- (11.43)

b =N Z (S cos(imas) + Csin(imas))}_’};
=0
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N
oPour0<k<§:

1

Ns

M\Z
M

[ C cos(imag) — Ssin(imas))yff F (Csin(imas) + S cos(imas))yff}

3 &
»

|

—_

b =

|2

[(S cos(imag) + C sin(imas))y’;’c F (Ssin(imag) — C cos(z’mas))ygs}

~
I
o

(11.44)

Le choix du signe « + » dépend du signe devant k dans la décomposition de I’harmonique m
sous la forme m = +k + pN. La démarche étant parfaitement similaire pour la partie imaginaire
z(0) du vecteur propre, ces relations sont utilisables en I’état pour les coefficients ¢ et d™ en
remplacant simplement les parties réelles ¥ par les parties imaginaires z.

Compte tenu de I'expression des coefficients C et S, le nombre maximum d’harmoniques
spatiales pouvant étre détectées dépend du degré des fonctions de forme utilisées et de la finesse

du maillage au niveau de la ligne de fixation du roulement.

2.2.3 Relations entre les coefficients des vecteurs propres d’un mode double

Il a été montré section 1.3.1 qu’'une roue aubagée posséde des modes doubles dans le cas ot les
effets gyroscopiques sont négligeables. L’objet de la section 11.2.1.2 était de mettre en place une
combinaison linéaire des deux vecteurs de chaque mode double de fagon & assurer une relation

bien précise dans la structure de ces vecteurs, exprimés en base cyclique :

o = (“”Z) oy =+ (‘“‘f) (11.45)
@ ®

Cette structure, une fois appliquée dans les expressions (I1.44), permet d’établir une relation

entre les coefficients a™ et b™ des deux vecteurs d’un mode double :
ay' = Fby’

(I1.46)
= tal"

La méme structure est obtenue pour les coefficients ¢ et d”. Finalement, les décompositions en
harmoniques spatiales des deux vecteurs d’'un mode double dans la zone de fixation du roulement

s’écrivent :

m m m m
a" cf" —b" —dj

(11.47)
by df" ap ot

i) 2L0) y5©) 2©0)] = |cos(mo) sin(meﬂ!

peN

Il sera montré section I1.3.2.1 que cette structure particuliére entre les coefficients d’'un mode
double est nécessaire pour assurer le bon déroulement des projections de 1’équation du mouvement.
2.2.4 Relations entre les parties réelle et imaginaire du vecteur d’un mode simple

Dans le cas du diameétre N/2 lorsqu'il existe, ou dans le cas ou les effets gyroscopiques ne

sont plus négligeables, la structure présente des modes simples. Des relations particuliéres sont
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alors observées entre les coefficients a”, b™, ¢ et d" des parties réelle et imaginaire de chaque

vecteur :
¢ =-b™

d"™ =a"

(11.48)

Dans ces conditions, la décomposition en harmoniques spatiales de chaque vecteur dans la zone
de fixation du roulement s’écrit :
am™ —b™
yF (0) zF(Q)} = Z [cos(me) sin(m@)} [bm am ] (I1.49)
peN
De la méme facon que pour les modes doubles, cette structure spécifique sera nécessaire lors de

I’étape de projection de la section I1.3.2.1.

2.2.5 Hypothéses simplificatrices

A cette étape du travail, la décomposition en harmoniques spatiales des modes propres sur la
ligne de fixation du roulement est encore trés générale et ne tient pas compte des particularités
géométriques de la roue aubagée dans cette zone. Ces propriétés permettent pourtant de poser
certaines hypothéses quant au comportement dynamique de cette portion de structure, assurant
une simplification des décompositions spatiales.

En effet, il semble raisonnable de supposer que la zone de fixation du roulement — de forme
circulaire, simplifiée en une unique ligne dans notre modéle — se comporte dynamiquement comme
une structure axisymétrique. Ceci sous-entend que le caractére périodique de la roue, engendré
par la présence des aubages, n’a que trés peu d’influence sur les déformées au niveau du roulement.
Cette hypothése est acceptable si les aubages sont considérés suffisamment éloignés du roulement.
Dans ce cas, la frontiére de fixation du roulement se modélise par une simple structure d’anneau,
pour laquelle chaque mode propre est décrit spatialement par une unique harmonique [44, 45]. Il
est alors possible de simplifier I'expression des projections des modes doubles (I1.47) et des modes

simples (I1.49) en supprimant la somme.

Lorsque les décompositions spatiales de tous les vecteurs propres a k diamétres sont réunies
dans une écriture matricielle commune, cette hypothése permet d’en simplifier les termes. Ainsi, un
vecteur harmonique h*(6) est défini, contenant en alternance les cosinus et sinus des harmoniques

d’ordre m compatibles avec une déformée a k diamétres comme expliqué section 11.2.2.1 :
ht = [cos(kf) sin(kf) cos(—k+N) ... sin(k+PmaXN)9} (11.50)

Prax correspond & la valeur maximale & prendre en compte pour I'entier p, associée a 'harmonique
maximale mp.x considérée. Dans le cas présent, les harmoniques sont rangées par ordre croissant
bien que ce ne soit pas une obligation. L’ordre le plus élevé peut valoir myax = k + PuaxIV ou
Mmax = —k + Pnax N en fonction du maillage et des fonctions de forme choisies.

Les coefficients a”, b™, ¢ et d" associés sont réunis dans une matrice de coefficients notée
T'* dont un exemple de structure, obtenu a partir des relations (I1.47) et (I1.49), est présentée
Figure I1.4. L’expression continue des vecteurs propres réels a k diameétres, au niveau du roulement,

s’écrit finalement :
VEk(g) = (hkw) ® 13> r* (IL51)
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FIGURE IL.4 — Structure de la matrice des coefficients T'* obtenue en décomposant les vecteurs

propres & k diamétres sur leurs harmoniques spatiales. Seuls les blocs grisés sont non-nuls.

Dans 'exemple présenté Figure I1.4, les vecteurs ¢, ¢4 et ¢, correspondent & des modes
simples, alors que les vecteurs ¢, et ¢, constituent un mode double. Les lignes de la matrice
fonctionnent par deux, chaque paire étant associée & une harmonique spatiale dans I'ordre de
rangement du vecteur h”*. Dans le cas particulier de 'harmonique 0, la seconde ligne de coefficients

n’existe pas et est donc supprimée.

L’hypothése d’axisymétrie de la zone de fixation du roulement est visible dans cette matrice
de coeflicients : chaque colonne ne peut contenir qu’un seul bloc non nul correspondant & I'unique
harmonique spatiale présente dans le mode. C’est donc en détectant la position de ce bloc que
I’harmonique spatiale du vecteur associé est déterminée. Il sera montré dans la section 11.3.2.1 que
la présence d’'un unique bloc dans chaque colonne de cette matrice est primordiale pour assurer le

bon déroulement des projections de I’équation du mouvement.

Une fois les projections effectuées séparément pour chaque diamétre, la décomposition harmo-
nique de 'ensemble des modes propres de la structure s’écrit matriciellement en réunissant les
termes de chaque diamétre. Pour le vecteur harmonique h(), il suffit simplement de juxtaposer

les sous-vecteurs par nombre de diamétres croissant :
h=[h® ' ... B (IL.52)

La matrice des coefficients harmoniques I' est quant a elle diagonale par blocs, chaque bloc
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correspondant aux coefficients d’un nombre de diamétres :
o 0
= . (I1.53)
0 [ Hmax

La base modale continue compléte est finalement reconstruite grace a I'expression :
Vi(0) = (h(9) ® I3) T (11.54)

Il est rappelé ici que le produit de Kronecker avec la matrice identité d’ordre 3 permet de tenir
compte des 3 coordonnées dans les coefficients a™, b™, ¢™ et d™ associées & un modéle 3D. Ce

produit de Kronecker sera parfois omis dans la suite afin d’alléger les notations.

3 Etude du systéme couplé

A ce stade des développements, les modes propres des deux roues aubagées ont été calculés
séparément en symétrie cyclique puis orthonormalisés en tenant compte des bases a gauche et
& droite. En se limitant aux ddl de la frontiére de fixation du roulement, et en supposant le
comportement dynamique de cette zone comme axisymétrique, chaque vecteur propre a été projeté
sur une unique harmonique spatiale, fournissant ainsi une description continue de la déformée de
la roue sur I’ensemble de la circonférence du roulement. Un traitement préalable des vecteurs
propres a permis d’assurer certaines relations entre les coefficients harmoniques de chaque mode,
qu’il soit simple ou double.

Cette description continue aurait bien siir pu étre obtenue en utilisant les fonctions de forme
du modeéle éléments finis. Toutefois ces fonctions de forme sont quelconques, dans le sens ot
elles peuvent étre différentes d’'un modeéle EF a 'autre. Il serait alors difficile d’établir des régles
générales concernant les transferts d’énergie au niveau du roulement. De plus, ces fonctions de
forme ne sont pas nécessairement les plus adaptées pour établir I’expression des termes de couplage,
les fonctions trigonométriques présentant ’avantage de posséder des propriétés d’orthogonalité

qui seront exploitées par la suite.

Il s’agit & présent de réunir les deux roues afin d’étudier la mise en place du couplage. En

utilisant les notations de la section II.2, I'équation du mouvement du systéme couplé (I1.2) s’écrit
en base modale sous la forme :

dg d _ d —Q0.eVTe .
d(.h _ d(h _ K, d(h _ 1 1T ext,1 (11.55)
q2 (o) q2 —Q28V, foxi 2

La matrice raideur de couplage en base modale I~{C s’exprime en fonction de la matrice de couplage

Q 0
0 Q

2 0
0 Q

en base physique K. par la relation :

~ gdy 0
K.=8VTK.V  avec 8V = ( 0 ! gdy ) (I1.56)
Vo
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L’objectif est donc d’établir analytiquement la structure des coefficients périodiques temporels
dans la matrice de couplage modale I~(c de fagon & déterminer une projection assurant leur

suppression.

3.1 Expression des termes de couplage

L’expression de la matrice de couplage s’obtient & partir de 1’énergie de déformation des
raideurs modélisant le roulement. Comme illustré Figure II.1, ces raideurs de couplage se fixent
sur chaque rotor suivant un cercle. Seuls les déplacements de cette frontiére sont alors nécessaires
pour établir I’énergie de déformation du roulement. L’exposant of est donc de nouveau utilisé
pour indiquer que les vecteurs mis en jeu se limitent aux ddls de la frontiére de fixation du

roulement. L’énergie de déformation des raideurs de couplage a pour expression :

B, =2 / Qﬂ(uF(Q) —ub(0)) Tk (ul (0) — uf (6)) do (IL57)
p 9 0 1 2 1 2 .

ou K est la densité de raideur du roulement par unité d’angle telle que définie par la relation (I1.1).
Les déplacements u® sont les déplacements physiques des frontiéres de fixation du roulement
exprimés en continu selon le paramétre angulaire 6.

Puisqu’il a été fait le choix d’écrire I’équation du mouvement en base modale, ces déplacements
physiques sont remplacés par leur décomposition sur les bases modales respectives des deux
rotors. Ici encore, il s’agit des bases modales continues limitées aux ddl de la zone de fixation
du roulement. Afin de rester cohérent avec les projections modales des matrices pseudo-masse
et pseudo-raideur, assurant les propriétés d’orthogonalité en faisant intervenir simultanément
les bases a droite et a gauche (c¢f. section 11.2.1.1), les déplacements & droite de k sont écrits
sur les bases a droite alors que ceux de gauche sont écrits sur les bases a gauche suivant les
deux relations : ul'(0) = 8V (0)2q; et ul' () = VI (0)4q;, avec i = 1,2 le numéro du rotor
concerné. Sachant que les coordonnées modales q; sont indépendantes de la position angulaire 6,

I’expression de I'énergie de déformation en écriture matricielle devient :

T
1 (8 2m T d
B = L@ / [gvlf _gvg] K [dVIF _dvg} do | A (I1.58)

On reconnait ici I'expression classique de 1’énergie potentielle E,, = %qTKq ou K est la raideur
du systéme et q les inconnues. Ces inconnues étant, dans le cas présent, les coordonnées modales,

la matrice K associée correspond & la matrice de raideur de couplage en base modale, notée RC :
2m T
K. = / =VE avE] k[T -avE]| a0 (IL.59)
0

Afin d’exprimer analytiquement cette intégrale et ainsi étudier la répartition des termes temporels
dans la matrice INCC, les vecteurs propres sont remplacés par leur décomposition en harmoniques

spatiales mise en place dans la section I1.2.2 :
Vi(8) = (hi(B8) @ I3) T; (I1.60)

Les angles 3;, repérés sur la figure I1.1, correspondent & la position angulaire exprimée dans le

repére mobile de chaque rotor. Pour le calcul de I'intégrale, il est nécessaire de se ramener & un
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angle commun aux deux rotors, comme par exemple la position angulaire 6 exprimée dans le

repére fixe. Les deux angles 3; s’expriment alors :

B1=0— Mt

oo (IL61)
2 — U —13i2

Pour simplifier les expressions dans la suite des développements, les décompositions en harmoniques
spatiales des modes propres des deux structures sont réunies dans des matrices et vecteurs communs.
On définit ainsi le vecteurs h.(6,¢) contenant les harmoniques spatiales des deux roues et la

matrice I'. contenant les coeflicients associés :

he(6,1) = [y (6~ it) —ho(6 — )]

r o (I.62)
0 I

C

On notera la présence d’un signe «—» devant les fonctions harmoniques du rotor Ro, 1’énergie de
déformation d’une raideur étant calculée a partir de la différence des déplacements de ses deux
extrémités. La notation e, est utilisée chaque fois que les grandeurs concernent les deux structures

réunies, soit la structure couplée. Avec ces nouvelles notations, la matrice K. s’exprime :

. 2w
K.= [ 2T} (b} (6,t) ®I3) & (h(0,t) ® I5) ‘T do (I1.63)
0
Les matrices des coefficients I'. sont indépendantes de la position angulaire 6 et peuvent donc
étre sorties de 'intégrale. De plus, compte tenu de la dimension 3 x 3 de la densité de raideur K

ainsi que des propriétés du produit de Kronecker, I’expression de RC se simplifie sous la forme :
. 2
K, =T} ( / hl'(6,t)h.(0,t)df ® K,> ar, (I1.64)
0

A ce stade, I'ensemble des termes temporels a priori problématiques, sont regroupés sous l'intégrale

et constituent une sous matrice de la matrice de couplage K., nommée Kj,t :

~ 7 hT(0 — Qt)hy (0 — Qit)  —hT (0 — Q1t)hy (6 — Qot
mt:/ [ 1(0 = 2t)h (0 — i) 1(0 = Qat)ha(6 - Qt)) ) (1L65)
0

K; T T
—h2 (9 — Qgt)hl (9 — Qlt) h2 (9 — Qgt)h2(0 — ta)

C’est finalement la structure de cette sous-matrice qui est particuliérement importante pour
comprendre l'organisation des termes temporels et choisir une projection assurant leur suppression.

La matrice RC se reconstruit & partir de Kmt grace a la relation :
K. =°TT (f{im ® n) ar, (1L.66)

En étudiant la définition de la sous-matrice Kim grace a la construction (I1.50) des vecteurs hy o,
on remarque qu’il s’agit simplement de la projection de deux bases trigonométriques entre elles.
On comprend ici tout I'intérét d’avoir choisi les fonctions trigonométriques pour exprimer les
déformées modales de la zone de couplage. En effet, les propriétés d’orthogonalité propres a ces
fonctions assurent I’annulation d’un grand nombre de ces projections et ainsi une expression

relativement simple pour la sous-matrice Kjiy. En notant respectivement m et n une harmonique
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du premier ou du deuxiéme rotor, la projection de la base d’un rotor sur l'autre génére des termes

qui se regroupent en trois catégories :

2
/ 1df =27 — harmonique m=n=20
0

2m 0 sim#n
/ cosm(0 — Qqt)sinn(f — Qot) df =

0 msinm (2 — Q) sim=n
o o (IL.67)
/ cosm(f — Qt) cosn(f — Qo)tdd = / sinm(0 — Qqt) sinn(0 — Qat) db
0 0
{0 sim#mn

meosm(Qy — Qo)t sim=n
Ces relations sont également valables pour la projection d’une base sur elle-méme en remplagant
par exemple Qo par €2;. Un exemple de structure finalement obtenue pour la sous-matrice Rmt

est présentée Figure I1.5 dans le cas ol les déformées modales du premier et du second rotor se

décomposent respectivement sur les harmoniques (0, my, m2) et (0,mq, ma, ms).

A e ST TS
SIEEHERE e A
S £¢f ¢ S5 M = -
on el 2 | S S| ® |8 | & |3 | @
1 2r | 0 0 0 0O J2r | O 0 0 0 0 0
cosmi(0 —Qt) | 0 s 0 0 0 0 0 0 0 0
—7Rm,
sinm;(0—t) | 0 | O « | 0| O 0| 0] 0|0 0
cosma(@—Qt) | O | O | O | @ | O 0 001|010
—7mR,
simma(@—ut) | 0 [0 oo x| o 0 0o o0
-1 2t | 0 0 0 0 |2z | O 0 0 0 0 0
—cosmaz(0—Qst)| O | 0 | O O(m 0] 0] 0|0 0
—71'R31n2
—sinmao(0—Qst)| 0 | 0 | O o0 =« [0 0|00
—cosmz(0—Qt)] O | O | 0| 0 O 0|0 0@ 0] 0O
—sinmg(@—Qt)] 0 | O 0 O | O | O o000 @« |0 0
—cosmy (0—Qst)| 0 o ololololo 0o|a o
—WREU
—sinmy (0 —Qst)| 0 0 0 0o|0 0|0 0|0

FI1GURE I1.5 — Exemple de construction de la matrice f{int

Quatre blocs se distinguent dans cette matrice symétrique : deux blocs diagonaux correspondant
4 la projection de chacune des deux bases trigonométriques sur elle-méme, et deux blocs extra-

diagonaux représentant la projection de la base trigonométrique d’un rotor sur celle du second
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rotor. Il est & noter que les termes dépendant du temps sont exclusivement présents dans les blocs
extra-diagonaux qui traduisent le couplage entre les deux structures. Compte tenu des propriétés
d’orthogonalité des fonctions trigonométriques, ces termes temporels n’apparaissent que pour les
harmoniques possédant le méme ordre m;. Physiquement, cela signifie qu’'un transfert d’énergie
entre les bases modales des deux rotors ne pourra s’instaurer au travers du roulement qu’entre
deux vecteurs propres possédant une harmonique commune dans leur déformée spatiale.
D’autre part, ces termes temporels s’organisent sous la forme caractéristique de matrices de

rotation :

R, CO‘S m; AQt sinm; AQt (11.68)
—sinm; AQt  cosm; AQt

avec AQ = Q71— la différence de vitesse de rotation entre les deux rotors. Ce constat est cohérent
avec la problématique du choix du repére d’écriture. En effet, chaque rotor étant décrit dans son
propre repére mobile, les termes couplant les deux systémes tiennent compte du changement de
repére permettant de passer d’'un repére mobile & 'autre. L’intérét d’une telle structure est qu’il
est relativement simple de supprimer les termes temporels contenus dans ces matrices de rotation
en appliquant des rotations d’angle opposé. Il est toutefois important de noter que ’expression
de ces rotations dépend de l'ordre m; de I’harmonique associée : la rotation a appliquer devra

étre propre a chaque harmonique spatiale présente dans les déformées modales des deux rotors.

3.2 Projection dans des repéres intermédiaires

Dans cette section, une matrice de projection contenant les différentes rotations assurant la
suppression des termes temporels est établie & partir de la structure de la matrice Rint- Il est
ensuite vérifié que cette projection est bien compatible avec le reste de I’équation du mouvement,

c’est-a-dire qu’elle n’entraine pas ’apparition de nouveaux termes temporels indésirables.

3.2.1 Projection de la matrice de couplage

On s’intéresse dans un premier temps a la sous-matrice I~{int de la matrice de couplage afin
de déterminer une projection permettant d’en supprimer les termes temporels. A partir de cette
projection est ensuite déduite une nouvelle matrice de projection, cette fois-ci destinée a la matrice

de couplage compléte I~{c.

Projection de la matrice I~{int

L’étude de la sous-matrice Kim a mis en évidence des termes temporels pouvant étre supprimés
en appliquant de simples rotations. Les angles de ces rotations dépendent de la différence de vitesse
entre les deux rotors ainsi que des ordres des harmoniques spatiales présentes dans les déformées
modales au niveau du roulement. Il est donc nécessaire d’appliquer une rotation distincte pour
chaque harmonique spatiale d’un méme rotor.

Plusieurs choix de rotations sont possibles pour supprimer les termes temporels présents dans
la matrice Rint. Il serait par exemple envisageable de ne projeter que I'un des deux rotors, d’'un
angle m; AQt pour chaque harmonique m; concernée. Par soucis d’analogie dans le traitement
des deux structures, il est choisi ici d’appliquer des rotations aux deux rotors, en tenant compte

de l'ordre de chaque harmonique spatiale m; qui aura été détectée dans les déformées modales au
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niveau du roulement. Les rotations a appliquer sont alors respectivement R(m;Q;t) et R(m;Qat)

avec .

(11.69)

R(0) = [ cos 6 sinH]

—sinf cos6

Dans le cas de '’harmonique m = 1, ces rotations reviennent a projeter les vecteurs concernés
des deux rotors dans le repére fixe. En revanche, pour les harmoniques supérieures, il s’agit de

projections dans des repéres tournants.

L’hypothése assurant la présence d’une unique harmonique spatiale dans la déformée de
chaque vecteur propre au niveau du roulement prend ici tout son sens. En effet, puisque les
rotations a appliquer dépendent de I'harmonique considérée, il n’est pas possible de supprimer
simultanément tous les termes temporels d’un vecteur contenant plusieurs harmoniques spatiales

nécessitant chacune une rotation différente.

La matrice de projection Pjyt, associée a la matrice Kjyt, est composée des matrices de rotation
a appliquer & chaque harmonique spatiale. Cette matrice de projection se décompose en deux

blocs sur sa diagonale, correspondant chacun a la projection d’un rotor :

Pint1 0

Py =
" 0 Pint,2

(11.70)

Chacun de ces blocs est lui-méme diagonal par bloc, et contient les matrices de rotation associées
a chaque harmonique spatiale présente dans la base modale du rotor concerné. Ces matrices de
rotation sont rangées dans l'ordre du vecteur des harmoniques h.(6, t) utilisé pour la décomposition
des vecteurs propres. Dans le cas de I’harmonique 0, aucun terme temporel n’est a supprimer.
La projection associée correspond donc & la matrice identité de taille 1. En reprenant ’exemple
utilisé pour la construction de la matrice Rim représentée Figure 11.5, la structure de la matrice

de projection associée est la suivante :

1 0 0
0 R(mit) 0 0
0 0 R (mo4t)
Pin, = 1 0 0 0 (I1.71)
0 0 R(myQat) 0 0
0 0 R (m3Qat) 0
i 0 0 0 R(mQat) |

La projection de la matrice Kj,; dans les nouveaux repéres, notée Kjy, s’obtient & partir de la

matrice de projection Pj,; grace a la relation :

Kint = Pl KintPing (11.72)

int

Ainsi, dans le cas de 'exemple de la Figure I1.5, 'application de la projection (II.71) conduit a la



66 CHAPITRE II. MISE EN EQUATION D’UN BI-ROTOR AUBAGE LINEAIRE

matrice projetée Kjy suivante :

2 0 0 0 0 |20 O 0 0 0 O 0
0 = 0 0 0 0 0 0 —m

0 0 =« O 0|10 O 0 0 0 0 -—m
0 0 O =~ 0|0 - 0 0 O O 0
0 0 0 0O =0 O —-m 0 0 O 0

R = 2 0 0 0 0 |27 O 0 0 0 O 0 (I1.73)

0 O 0O -« 0|0 @« 0 00 O 0
0 0 0 O x|/ 0 O =« 0 0 O 0
0 O 0 0 0|10 O 0O @« 0 O 0
0 O 0 0 0|10 O 0 0 =« O 0
0 -7 O 0 00 O 0 00 =« 0

0 0 -7 0 00 O 0 00 0 7 |

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des matrices de rotation, les blocs diagonaux n’ont
pas été modifiés. En revanche, les matrices de rotation des blocs extra-diagonaux ont disparu
au profit de termes constants. La projection choisie est donc bien adaptée a la suppression des

termes temporels de la sous-matrice Kjy;.

Projection de la matrice de couplage I~{c
A partir de la matrice de projection Py, on cherche a présent a déterminer la projection P
telle que la matrice de couplage projetée KC = PTINCCP soit indépendante du temps. On rappelle

que la matrice de couplage en base modale a pour expression :
K. =T (K @ k) T (IL74)

Puisque la matrice de projection Pj,; est composée de matrices de rotation orthogonales, la

propriété suivante est vérifiée :

Pl =P (11.75)
On en déduit :
f{int QK = PintPirElt (Rint X R) PintP;Et (11-76)

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker, et sachant que la densité de raideur k est de

dimension 3 pour un probléme 3D, cette expression se réécrit :

Kint @ k& = (Pipy @ I3) <P1Tm KinPing ® Fw) (P ®13)
(IL77)

~

= (Pint & 13) (Kint X K/) (PElt & IS)

Finalement, la projection de la matrice de couplage s’exprime & partir de la sous-matrice projetée

~

Kyt et de la matrice de projection Pjy sous la forme :

K.=PTerT (P, 0 L) (Rim ® m) (PL, 1) T P (IL.78)

Les termes temporels sont a présent tous contenus dans les matrices de projection Pi,; et P, la

forme de cette derniére étant & déterminer. La matrice de couplage sera donc indépendante du
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temps si les projections des matrices de coefficients eT et 9T le sont, avec :

T = (PL, @ I;) 5T P

int

~ 11.79
T = (P, ® 1) TP 79

Lors de la construction des matrices de coefficients 8T et 9T, les mémes harmoniques sont détectées
dans les bases modales & gauche et & droite puisque ces deux bases duales caractérisent la méme
déformée. Ces deux matrices possédent donc des structures similaires se comportant a prior: de
la méme facon lors des projections. Par conséquent, les exposants &e et 9o sont omis dans la suite
de cette section afin d’alléger les notations.

A Tinstar de la matrice Piy, la matrice de projection P est recherchée sous une forme
diagonale par blocs contenant des rotations dont les angles sont a déterminer. Pour cela, on
travaille successivement avec chaque mode ¢ regroupant 2 ou 4 colonnes consécutives dans la
matrice I' en fonction de s’il s’agit d’'un mode simple ou double. Comme présenté sur la Figure I1.4,
tous les termes de ces deux ou quatre colonnes sont nuls & I’exception d’un bloc, correspondant a
I'unique harmonique spatiale m retenue dans la déformée du mode i. Ce sous-bloc de la matrice
de coefficient T" est noté I'; .

Compte tenu de la structure diagonale par bloc des deux matrices de projection Py et P, la

projection de ce sous bloc a pour expression :

avec {2 la vitesse de rotation du rotor concerné. Ce sous-bloc sera le seul non nul dans les colonnes
associées de la matrice de couplage projetée I'. La structure du sous-bloc I';,, différe selon
qu’il s’agit d’un mode simple ou double. Pour un mode simple, la structure interne de ce bloc

correspond & celle d’'une matrice de rotation :

Tim = [a _b] (IL.81)
b a

Cette propriété permet d’obtenir I'invariance de la matrice I'; ,,, par rotation :

cosf sinf

(RT ® 13) rinR=T;, avec R = [ pour un angle # quelconque

—sinf cosf
(11.82)

Pour les modes doubles, une structure similaire a celle d’une rotation est également présente,
mais cette fois-ci entre les parties réelles des deux vecteurs d’une part, et leurs parties imaginaires

d’autre part :

-b -—-d
Tim= | © (I1.83)
b d a c

Une propriété d’invariance existe donc également en modifiant la matrice de projection a droite :
R'®L) T, (ReL)=T,, (11.84)

Dans le cas présent, le choix de 'angle 6 & appliquer est fixé par la matrice de projection Py, et
dépend de I'harmonique m présente dans la déformée du mode : 8 = mQt. Le sous-bloc P; ,, de

la matrice de projection P a donc pour expression :
mode simple : P; ., = R(mQt)

(I11.85)
mode double : P, =R(mOt) ® I
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Finalement, la matrice de projection P assurant la suppression des termes temporels de la matrice
de couplage I~(int se construit sur le méme principe que la matrice Pj,:. Les projections a appliquer

& chacun des deux rotors sont séparées en deux blocs :

P, O
0 Py

(11.86)

Les deux matrices P; sont diagonales par bloc, chaque bloc contenant une matrice de rotation R
ou R®Is. Les angles de ces rotations sont proportionnels a la vitesse du rotor R; et dépendent de
I’harmonique détectée dans chaque vecteur. Tout comme les matrices de rotation qui la constitue,
la matrice de projection P est donc orthogonale. Pour exemple, la projection & appliquer a la

matrice des coefficients IT'* présentée Figure I1.4 serait de la forme :

R(kQt) 0
R((k + N)Qt)

Pk — (1L.87)
R((—k + N)Qt) ® 1

0 R((k + PuaxN)Qt)

avec §) la vitesse de rotation du rotor concerné. Ainsi, en utilisant les deux projections Pjy; et P
telles que définies dans cette section, la relation (II1.79) conduit & deux matrices de coefficients

invariantes par projection :
el — 8r

. 11.88
. (11.88)

Finalement, la projection IA{C = PTRCP de la matrice de couplage compléte aboutit & une matrice

de couplage projetée indépendante du temps, d’expression :

K, =17 (f{mt ® n) ap (11.89)

3.2.2 Projection des autres matrices du probléme libre

La section précédente a permis d’établir une matrice de projection P assurant la suppression
des termes temporels contenus dans la matrice de couplage en base modale K.. 1l s’agit & présent
de vérifier que ’application de cette projection au reste de I’équation du mouvement ne génére
pas de nouveaux coefficients temporels dans les autres matrices du probléme libre.

L’équation du mouvement en base modale de la structure couplée (I1.55), en configuration
libre, peut se réécrire sous une forme condensée en réunissant les contributions des deux rotors

dans des grandeurs communes :

0

~ d
dq - qu — Qchq =0 avec dq = ( (h) et Q= 0

dOl2

(;’2] (11.90)

L’application de la projection P aux coordonnées modales 9q définit de nouvelles inconnues g

correspondant aux coordonnées modales projetées :

1q="Plg (IL.91)
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La présence de la dérivée temporelle 9q dans I'équation du mouvement nécessite de dériver cette

relation en tenant compte de la dépendance temporelle de la matrice de projection :
dg = Pig+ Pig (11.92)

Finalement, ’équation du mouvement projetée s’obtient en pré-multipliant I’équation du mouve-

ment (I1.90) par la matrice PT et en remplacant les inconnues q et 4q par leurs expressions :

PTPIG + (PTP —PTQP - PTQPKC) dg =0 (11.93)

Le premier terme de cette relation se simplifie grace a la propriété d’orthogonalité de la matrice
P : PTP =1 avec I la matrice identité. Il est nécessaire d’établir les expressions analytiques des
deux autres matrices du probléme, a savoir PTP et PTQP, de fagon & vérifier que la projection

proposée n’a pas généré de nouveaux coefficients temporels.

Expression de la matrice PTP
La matrice de projection P étant diagonale par blocs (c¢f. section 11.3.2.1), les matrices P
et PTP le sont également, ce qui permet d’étudier chaque bloc séparément. Le sous-bloc de la

matrice P associé au mode ¢ d’harmonique m a pour expression :

mode simple : P, = R(m&) [ cosf sin 6] (I1.94)

avec  R(0) = .
mode double : P;,,, = R(mt) @ I —sinf cosf

Q correspond & la vitesse de rotation du rotor concerné. Pour faciliter ’écriture de la dérivée de

ces termes, un opérateur de dérivation est défini, noté Vg, et d’expression :

VR, = [ 0 m] (11.95)

-m 0
La dérivée de la matrice de rotation s’écrit alors R(mQt) = QR (mQt) VR, , ce qui donne :

mode simple : Pi,m =QP;mVR,,

. (11.96)
mode double : P;,, =QP;, (Vg,, ®Is)

En réunissant les blocs associés aux différents modes a k diamétres, la dérivée de la matrice P¥,

donnée en exemple équation (I1.87) s’écrit alors :

Vg, 0

VRk+n

PF = QPkVPk avec Vpr =
VR—k+N ® I

VRk+PmaxN_

(I1.97)
Finalement, en réintroduisant les indices o1 et o5 permettant de distinguer les deux rotors, la

dérivée de la matrice de projection du rotor R; est diagonale par blocs, contenant les sous-matrices
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PY k=0,..., Knax, ce qui méne a Iexpression :

P, =0 P,Vp, avec Vp, = b (I1.98)

0 VP{Gnax i

Le processus est similaire pour la matrice de projection du rotor Ry. La dérivée de la matrice de

projection du systéme couplé est ensuite construite par blocs :

0L Ve, O ]

P=PV avec Vp =
P P 0 Q2 Vp,

(I1.99)

Dans ces conditions, le calcul du produit PTP est immédiat et se résume a l'opérateur de

dérivation Vp, indépendant du temps :
PTP = Vp (I1.100)

Ce terme ne génére donc pas de nouveau coefficient temporel dans I’équation du mouvement.

Expression du produit PTQP

La construction de la matrice pseudo-spectrale €2 est donnée équation (1.61). Cette matrice
étant diagonale par blocs, il est de nouveau possible de traiter les blocs du produit PTQP
indépendamment les uns des autres. Pour le i®™ mode simple, le sous-bloc associé dans la matrice
Q s’écrit :

Q =

Wi oy

T ] (I1.101)

Cette structure bien particuliére présente l'intérét d’étre invariante par rotation, et ce quel que

soit I’angle de rotation :

RTQ,R = Q; (I1.102)
Pour le i®™ mode double, le sous-bloc de la matrice  s’écrit cette fois-ci :
Q=Lo| M ¥ ] (11.103)
—W; Q4

Le sous-bloc associé dans la matrice de projection P est de la forme P,, ; = R ® I. La projection

du sous-bloc 2; s’écrit donc :

—w;  —Qy

P?n,iQiPm7i = (RT ® 1) (Iz ®

T ] ) (R® L) (11.104)

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker, cette expression se simplifie en :

—Q; W —Q5 W

Py QP,;,=R'TRg =Q; (I1.105)

]:IQ®

Wi T Wi Ty

Comme pour le mode simple, le sous-bloc €2; associé & un mode double présente de nouveau une

propriété d’invariance par rotation. La matrice pseudo-spectrale du systéme bi-rotor complet est

donc invariante par la projection P :
PTOP =Q (I11.106)

Aucun nouveau terme temporel n’est donc introduit par cette étape de projection.
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Expression de I’équation libre du mouvement aprés projection
Finalement, I’équation du mouvement du systéme bi-rotor libre, en base modale et aprés

projection, a pour expression :
da+(vp—(p—nﬁgdq:0 (IL.107)

L’équation ainsi formulée est a coefficients constants, ce qui la rend beaucoup plus facile a traiter

que l'équation de départ en base physique (I1.2).

La derniére étape avant la mise en place d’une résolution est d’établir I'impact de la projection

sur le spectre d’excitation.

3.2.3 Projection des efforts extérieurs

En supprimant les coeflicients périodiques dans I’équation libre du mouvement, la projec-
tion proposée partie I1.3.2.1 entraine un enrichissement du spectre des efforts extérieurs. Une
connaissance précise de ce spectre étant nécessaire pour la résolution de I’équation, 'objet de
cette section est d’établir la « liste » des harmoniques d’excitation dans les nouveaux repéres

d’étude, puis de ré-exprimer les efforts en fonction de ces harmoniques.

D’apres 1’équation du mouvement en base modale (I1.55), les efforts extérieurs modaux, avant

projection, ont pour expression :

~ —18VT{f,
fext = ' ! ot (11108)
_QQgVQTfext,Q

Lors de la projection de ’équation du mouvement dans de nouveaux repéres, section 11.3.2.2,
I'ensemble de I’équation a été pré-multipliée par la matrice de projection PT. Cette opération
doit également étre appliquée aux efforts extérieurs. On rappelle que la matrice de projection P

est constituée des matrices de projection des deux rotors :

P, O
0 P

(11.109)

Ainsi, les efforts extérieurs en base modale dans les nouveaux repéres d’étude ont pour expression :

~ —P?ngV?fext71
o —PIQ8 VI foyi o

La suite des développements ne traite que les efforts extérieurs du rotor Ry, les résultats étant

(11.110)

similaires pour le rotor Rs.

Les excitations extérieures prises en compte pour les simulations de ce mémoire sont de type
synchrones, générées par les sillages du stator en amont de chaque roue aubagée. Pour simplifier
leurs expressions, la répartition spatiale de ces excitations est assimilée a une sinusoide. Ainsi,
pour un stator possédant n; aubages, la force d’excitation appliquée a la roue Rj, exprimée en

continu dans le repére mobile R, s’écrit :

foxt1(r o, z,t) = Ay (r,z) cosny (1t + a) + By (r, o) sinng (1t + o) (IT.111)
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oll 7, o et x sont respectivement les positions radiale, angulaire et axiale d’un point de la roue
aubagée soumis aux efforts extérieurs. Les coefficients A1 et B1 possédent autant de composantes
qu’il y a de ddl par nceud dans le modéle éléments finis considéré. En utilisant les propriétés des
fonctions trigonométriques, les termes dépendant du temps sont isolés de la position angulaire

sur la roue, ce qui permet de reformuler les efforts extérieurs de la fagon suivante :
fext,l = flc COS lelt + fls sin lelt (11112)

avec

fi(r,a,2) = A1(r,2) cosnia + By (r,z) sinnj«a
f(r.0va) = Au(r,2) (r.2) _—
fi(r,a,x) = By(r,z) cosnjae — Aq(r, x) sinnj«
En utilisant cette formulation, les efforts modaux appliqués a la roue Ry, aprés projection dans
les nouveaux repéres ont pour expression :
N _ T gy T ec . T gy Tes
Les termes €21, 8V, f] et f] sont indépendants du temps et n’interviennent donc pas dans 1’étude
du spectre d’excitation. Ils sont réunis sous la forme de deux coefficients modaux afin d’alléger

les notations :
= —8Vife

- . (I1.115)
ff = —Q8V]f;

ce qui conduit & la nouvelle expression :
foxt1 = cos(ni U t)PTES 4 sin(n Q1) PTE (11.116)

Puisque la matrice de projection P; est diagonale par bloc, chaque bloc associé & un mode propre
de la structure, il est possible de traiter séparément les composantes d’effort appliquées & chaque
mode. Pour le mode ¢ d’harmonique spatiale m, cette composante s’écrit :
/fext,l,i = COS(nlﬁlt)PEm?f7i + Sin(nlﬁlt)PEm?ii (11.117)
Ce terme correspond a 2 ou 4 lignes du vecteur /fext,l en fonction de s’il s’agit d’'un mode simple ou
double. La détermination du spectre d’excitation consiste alors a établir les harmoniques générées
par les produits cos(nlﬂlt)PEm et sin(let)PEm.

D’aprés la relation (I1.85), le sous-bloc de la matrice P] associé au mode i d’harmonique

spatiale m a pour expression :
Pl = RT(mQt) (21,) (IL118)

Le produit de Kronecker n’existe que si le mode en question est double. En utilisant les propriétés

des fonctions trigonométriques, le produit de cette projection avec les harmoniques de I’excitation

s’écrit :
Cos(nlﬂlt)P;l:m = % [RT((nl + m)Qlt) + R((n1 — m)Qlt)] (®1Iy) . [ 0 1]
sin(mQut)PT, = % R ((ny +m)t) — R((n — m)2)] TT (91) -1 0

(11.119)
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La projection associée au mode ¢ d’harmonique spatiale m, génére donc 2 harmoniques dans
le spectre d’excitation : (ny +m)Qq et (ng — m). Dans ces conditions, les efforts extérieurs

projetés, associés au mode 7 peuvent s’écrire sous la forme :

foxt,1i = cos ((n1 + m)Q)E 1+ sin (1 + m)Qt) 8 (I1.120)
+ cos ((m — m)Qlt)/f:ii, 4+ sin ((m — m)Qlt)/f:ir ‘

L’expression des coefficients ?fzi et /f\fli se détermine en projetant les deux relations (I1.119) sur

les harmoniques cos ((n1 £ m)Qit) et sin ((ng £ m)Qt) :

modes simples : modes doubles :
~ 1/ ~ - . 1/ ~ -

=g (Igfﬁi + Hffi) Lit =5 <I4ff,i +(II® Iz)ff,i) (11.121)
°s 1 Fs Fc s 1 Fs rc

Lt =5 <12f1,i F Hfl,i) Lit = 5 <I4f1,i +(II® IQ)fLi)

Par la suite, le vecteur complet des efforts extérieurs aprés projection se construit en réunissant

les composantes associées a chaque mode propre dans les quatre vecteurs de coefficients f}. et

o~

s .
1£ -

e = o (Tonf + T )

(I1.122)
Afi = % (12n¥f T Ty, ff )
n correspond au nombre de modes propres du rotor R, chaque mode étant composé de 2 vecteurs.
I, est une matrice diagonale par blocs contenant, dans ’ordre de rangement des modes du
rotor, la matrice IT pour les modes simples et IT ® I pour les modes doubles. Finalement, le

vecteur complet des efforts extérieurs projetés appliqués au rotor Ry a pour expression :

~ ~

foxt,1 = cos <[(n1 + mi)Qlt} el 2n]> /f\f+ + sin <[(n1 + mi)Qlt} . 2n]> £,

+ cos ([(nl - mi)QltLe[mn}) fi_ +sin <[(n1 — mi)Qlt} i€[1,2n]> 7

ol les vecteurs [(nl + mi)Qlt]

(11.123)

ie[1,2n] sont construits en juxtaposant les harmoniques d’excitations
(n1 £ m;)$y associées a I'harmonique spatiale m; de chaque vecteur propre i dans l'ordre de

rangement des vecteurs propres de la structure.

Ainsi, pour chaque harmonique spatiale m détectée dans les déformées des modes propres au
niveau du roulement, deux harmoniques sont créées dans le spectre d’excitation, de pulsations
(n1 +m)Qq et (ng —m)Qq. Si N, est le nombre total d’harmoniques spatiales détectées, alors
le spectre d’excitation du rotor Rj, aprés projection dans les nouveaux repéres, posséde 2N,
harmoniques contre une seule dans le repére mobile du rotor. Il est toutefois important de noter
que cet enrichissement du spectre d’excitation n’implique que des harmoniques de la vitesse de

rotation 2;. Une unique fréquence fondamentale subsiste donc.
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3.3 Reésolution fréquentielle de I’équation a coefficients constants

L’écriture en base modale et ’application de projections ont conduit & réécrire I’équation du

mouvement du systéme bi-rotor sous la forme :
G+ (Ve - 02— OK.) 94 = fox (I1.124)

La nouvelle formulation de cette équation présente I’avantage d’étre a coefficients constants. De
plus, le spectre des efforts extérieurs étant connu, cette équation linéaire se résout trés simplement
dans le domaine fréquentiel en appliquant le principe de superposition : les solutions sont obtenues
séparément pour chaque harmonique d’excitation, puis sommeées afin de reconstruire la réponse

compléte du systéme.

Dans cette section, les harmoniques d’excitation du rotor ¢ sont notées h; = (n; £ m)Q; avec
m une harmonique spatiale de la base modale du rotor i. Pour chacune de ces harmoniques, la

solution périodique de I’équation du mouvement est de la forme :
dqn, (t) = da;’;i cos(h;t) + da‘;i sin(h;t) (I1.125)

Cette expression est dérivée de facon & pouvoir substituer 9q et da dans I’équation du mouve-
ment (I11.124) :
4y, (1) = hi (Ya5, cos(hit) — IG5, sin(hit)) (11.126)

L’équation du mouvement est alors projetée sur les fonctions cos(h;t) et sin(h;t) de fagon a

séparer les différentes harmoniques présentes dans les efforts extérieurs dont ’expression est
donnée équation (I1.123) :

hie, + (Ve - @ - 0K, ) G5, = T

R N (I1.127)

—hG5, + (VP Q- QK) dgp =T

Les coefficients d’excitation ?fi et ?fi prennent ici les valeurs des coefficients de la relation (I1.121)
pour les lignes associées a ’harmonique h;, et des valeurs nulles pour les autres lignes. Finalement,

le systéme d’équations (I1.127) & résoudre pour chaque harmonique h; s’écrit matriciellement :

dae e
1 f

k) = 2 -1 (I1.128)
qa,) 2 fy

Cette fois-ci, il faut bien comprendre que les vecteurs de coefficients ?f et ?f sont annulés partout

Ve - Q- OK, o,
—h;Ioy, Ve - Q- 0K,

IQn :l:]-_-[2n
Fllz, Iy,

sauf pour les lignes associées a I’harmonique spatiale m, dont dépend la valeur de I’harmonique
d’excitation h; étudiée.

Ce systéme est alors résolu pour chaque valeur d’harmonique d’excitation h;. La solution
périodique de ’équation projetée (I1.124) est ensuite reconstruite en sommant les contributions

gy, de chaque harmonique :
dq(t) = Z cos(hit)daﬁi + sin(hit)daii (I1.129)
hi

Les déplacements temporels en base physique du systéme bi-rotor, exprimés dans les deux repéres

mobiles R1 et Ra, sont finalement obtenus en appliquant le processus de transformation inverse
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de I’équation du mouvement : projection dans les repéres mobiles des deux rotors (1q = P4q)
puis reconstitution des déplacements physiques a partir des vecteurs propres et des coordonnées
modales (u = 1Viq) :

u(t) = VP(1) g cos(hit)daii + sin(hit)daibi avec  u= <u1> (I1.130)
uy
h;

4 Validations sur un modéle bi-anneau

La méthode de projection développée dans ce chapitre et permettant la suppression des
coefficients temporels de I'équation du mouvement d’un systéme bi-rotor, est testée dans cette
section sur un modéle bi-anneau. L’intérét d’une telle structure est de respecter la géométrie
de la zone de fixation du roulement d’un bi-rotor, et donc I’hypothése d’axi-symétrie, tout
en proposant des temps de calculs raisonnables et une interprétation a priori simplifiée des

phénoménes vibratoires.

Compte tenu de la propriété d’axi-symétrie d’une structure d’anneau, la notion de secteur
n’est plus vraiment justifiée. Ce découpage artificiel est malgré tout conservé afin d’appliquer
la méthode développée dans les mémes conditions que s’il s’était agi d’un vrai modéle de roue

aubagée.

Les anneaux sont discrétisés par la méthode des éléments finis selon une modélisation poutre
courbe. La solution de I’équation projetée (I1.124) résolue dans le domaine fréquentiel est comparée
a la solution de I’équation de départ (II.2) obtenue par intégration temporelle. La vitesse de
rotation de chaque anneau est choisie grace a 1’étude de son diagramme de Campbell, afin
d’obtenir une fréquence d’excitation proche de 'une de ses fréquences propres et ainsi amplifier

les phénomeénes vibratoires observés.

4.1 Définition de I’élément poutre courbe

L’anneau est discrétisé en éléments poutre courbe suivant le modeéle utilisé par Legrand [41].
Chaque élément est constitué d’un barreau rectangulaire courbé de hauteur h et de largeur b. La
relation suivante entre la longueur ¢ de I’élément et le rayon R de ’anneau permet d’assurer & cet

élément un rayon de courbure respectant la géométrie circulaire de ’anneau :

_ 271R

E_an

(11.131)

La section d’un élément et son moment d’inertie ont respectivement pour expression S = bh et
I = bh3/12. Selon les notations introduites Figure I1.6, et sachant que la notation e 5 désigne la

dérivée de la grandeur e par rapport a l'abscisse curviligne s, les fonctions de forme cubiques
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utilisées, notées H, ont pour expression :

<u(s)>:!M1(8) My(s) 0 0 Ma(s) Mi(s) O O 1% | sy

352 263 352 243
Ml(s) =1- V7 + VER Mg(s) = 23 — B

252 §3 3§
Mys)=s——+5 Ma(s) =7 = 5

FIGURE I1.6 — Schéma d’un élément poutre courbe et notations associées.

Les matrices de masse, des effets gyroscopiques et d’assouplissement centrifuge associées a
ces fonctions de forme sont calculées suivant leurs expressions (1.16) données au Chapitre I. En
notant F le module d’Young du matériau, le potentiel élastique permettant de déterminer la

matrice de raideur d’un élément a pour expression :

1 [t du  v)? 1 [t v a2\ >
E,=— [ ES|—+4+ =) ds+=- | FI|—=+—-—= )] d I1.133
P 2/0 <ds+R> S+2/0 <R2+d52> y (IL.133)
Un amortissement modal est appliqué, défini selon la méthode proposée dans la section 1.3.3.

Enfin, la raideur associée a la précharge statique découle du potentiel suivant :

E l
Poree = /O [SBoy (A% + B?) + 1 (C?By +2BCCy)] ds (IL.134)
dv u du v d?v )
=R B=—+= =+ IL.1
avec % R P + 7 C 12 + 2 (I1.135)

Les termes Ag, By et Cy correspondent aux valeurs de A, B et C calculées pour les déplacements

initiaux notés Uy et engendrés par la précharge statique. Ces déplacements initiaux sont établis a



4. Validations sur un modéle bi-anneau it

partir du vecteur des forces d’inerties r dont 1'expression est la suivante (cf. section 1.2.2), dans le

cas d’'un mouvement de rotation uniforme de ’anneau :

J4
r= / pSHTQTQ ds (11.136)
0

S

Il s’agit alors de forces d’inertie centrifuges. Connaissant ’expression de ces efforts, les déplacements

initiaux Ug liés a cette précharge statique sont obtenus grace a la relation :
(K+N)Uy=r (I1.137)

En se placant sur la fibre neutre, soit en v = 0, le terme C s’annule et I’énergie potentielle associée

a la précharge statique se simplifie en :

E

E [f 2 2
Pprec — 4/0 SBy (A +B ) ds (I1.138)
Les expressions finales de I'ensemble des matrices d’un élément poutre courbe sont données en

Annexe D.

4.2 Paramétrage de la décomposition spatiale des vecteurs propres dans la

zone du roulement

La décomposition des vecteurs propres au niveau du roulement sous la forme d’harmoniques
spatiales nécessite de déterminer certains parameétres directement liés modéle EF utilisé. Parmi
eux, le nombre maximum d’harmoniques distinctes pouvant étre détectées dans les déformées
modales dépend de la discrétisation choisie ainsi que des fonctions de forme. Les coefficients C et
S, introduits par la relation (I1.40) et nécessaires pour ces décompositions, se calculent également
& partir de ’expression des fonctions de forme. Ces paramétres sont établis dans cette section

pour le modéle d’anneau en éléments finis poutre courbe.

4.2.1 Harmonique spatiale maximale

Les fonctions de forme proposées pour décrire un élément poutre courbe de ’anneau sont
cubiques. Le degré maximum d’oscillation pouvant étre observé avec de telles fonctions est d’une

période d’oscillation sur un élément, comme représenté Figure I1.7.

F1GURE I1.7 — Degré d’oscillation maximum pouvant étre observé sur un élément avec des

fonctions de forme cubiques.

L’anneau étant constitué de Nng éléments, ’harmonique maximale pouvant étre détectée
correspond a I’harmonique mmax = Nns. En utilisant le diagramme zigzag représenté Figure I1.3,

il est alors possible de déterminer, pour chaque nombre de diamétre k, les valeurs de p autorisées
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lors de la décomposition de 'ordre m d’une harmonique sous la forme m = £k + pN :

k=0: m=pN 0<p<ng
N N
k:?: mz;—kpl\f 0<p<ng—1
N (11.139)
O<k<§: m=k+pN 0<p<ng—1

m=—-k+pN 1<p<ng,
Il n’est pas absolument nécessaire d’établir ces décompositions m = £k 4+ pN pour appliquer la
méthode développée, la connaissance de 'ordre maximum mmy,ax étant suffisante. Toutefois, ces
décompositions permettent de cibler les harmoniques compatibles avec chaque diamétre k, et
ainsi de limiter le nombre de projections & effectuer. Il s’agit donc simplement d’une optimisation

numérique.

4.2.2 Calcul des coefficients C et S

La projection des vecteurs propres au niveau du roulement sur leurs harmoniques spatiales
est présentée dans la partie 11.2.2.2. L’expression des coefficients associés contient deux matrices
C et S uniquement dépendantes des fonctions de forme choisies et du numéro de I’harmonique

spatiale recherchée. On rappelle leurs expressions :

1 [os
C= /COS(mH)H(Q) dé
T Jo

» (I1.140)
s—1 / sin(m0)H(6) 6
0

T

Aprés calcul, on obtient dans le cas des fonctions de forme cubiques choisies pour 1’élément poutre
courbe :

Ci C; 0 0 Cs3 Cy 0O O

0 0 Cp Ca 0 0 Cs5 C4

S S 0 0 S3 S 0 0
0 0 S Sy 0 0 S3 S

avec
1 12 12 .
Ci(m) = e (mas e cos(mas) — 6s1n(mas)>
R 6 —m2a? 6 )
Cy(m) = i < o s _ o cos(mas) — QSln(mas)>
1 12 ) 12
C3(m) = p—— (mozs cos(ma) + (m2a? + 6) sin(mag) — ma5>
R 2al — 6 6
Cy(m) = — <m %s cos(mas) — 4sin(mag) + >
™M g maoug maoes

(11.141)
12

Mo

Si(m) = ——

sin(ma) + 6 + m2a§>

sin(mas) + 2)

Mo

S3(m) = —(6 +m2a?) cos(mas) +

2 sin(mas) — 6>

(

Sa(m) = 2 ((costmar) -
(
(

mm3a?2 Qs
R m2a? -6
Sa(m) = — 4 cos(mays) + ———— sin(may) + 2>
Tm3a maos
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Pour mémoire, o, correspond & I'angle entre deux nceuds consécutifs de 'anneau. Pour ’harmo-

nique 0, les coefficients S sont tous nuls et les coefficients C s’écrivent :

1 [os
0(0) = [ ) (I1.142)
soit
Qg Qg
C1(0) = o C3(0) = o
) ) (I1.143)
Ca0) = 132 Cal0) =~ 5%
2T Qon T T o

4.3 Simulations numériques temporelles et fréquentielles
4.3.1 Modéle éléments finis et paramétrage retenu

En utilisant le modéle EF poutre courbe défini en début de section, deux anneaux sont
construits afin de tester la méthode de projection de I’équation du mouvement développée dans
ce chapitre. Les paramétres géométriques et matériau utilisés pour les simulations de cette section

sont les suivants :

R =0,05m E =210 GPa
b=0,01 m p = 7800 kg.m? (I1.144)
h = 0.005 m ¢=1%

Le nombre d’éléments de chaque anneau doit étre suffisamment important pour permettre aux
phénomeénes vibratoires de s’établir, mais également relativement limité afin d’assurer des temps de
calculs raisonnables. En prévision d’une résolution de ’équation physique de départ par intégration
temporelle, il est préférable de choisir une discrétisation équivalente des deux structures dans la
zone de fixation du roulement, soit dans le cas présent un nombre d’éléments égal pour les deux
anneaux. En effet, cette propriété permet de simplifier la construction de la matrice de raideur de
couplage en base physique. Il est toutefois possible de choisir un nombre de secteurs différents en
compensant par le nombre d’éléments par secteur. Le paramétrage retenu est le suivant :
Ny =3 No=6

(I1.145)
Ns1 = 6 77,572 =3

Pour s’affranchir des modes de corps rigide, chaque anneau est placé sur un lit de ressorts : une
raideur de valeur kg, liée & un bati tournant avec la structure, est fixée tangentiellement en chaque
nceud du modéle éléments finis comme représenté Figure I1.8. Ces raideurs d’attache tournent
avec l'anneau.

Le comportement modal de chaque anneau en fonction de sa vitesse de rotation peut étre
étudié a 'aide d’un diagramme de Campbell. Le principe de ce diagramme est de tracer I’évolution
des fréquences propres d’un systéme en fonction de sa vitesse de rotation. La superposition
des régimes moteur permet de déterminer les vitesses de rotation critiques pour lesquelles la
fréquence de vibration de ’arbre coincide avec une fréquence propre de la structure, entrainant

des amplitudes de vibration maximales.
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F1cURE I1.8 — Raideurs d’attache placées en chaque nceud du modéle EF d’anneau pour en

supprimer les modes de corps rigide

Dans le cas des anneaux, les modes créés par la présence des raideurs d’attache sont fortement
dépendants des effets liés a la vitesse de rotation. Leur assouplissement avec la vitesse conduit
rapidement & l'apparition d’instabilités dont la physique ne présente pas d’intérét pour la présente
étude. La valeur de k, doit donc étre suffisamment élevée pour s’assurer que le début des zones
d’instabilité se trouve bien en dehors des plages de vitesse a étudier. Cette valeur doit néanmoins
rester raisonnable au risque de fortement perturber les autres modes propres de I’anneau.

Dans le cas présent, les deux anneaux possédent les mémes caractéristiques géométriques
et le méme nombre d’éléments. Leurs modes propres sont donc identiques ce qui permet de se
limiter & une seule étude de diagramme de Campbell, tracé Figure I11.9 pour la valeur kq = 5 - 106
N.m~!. Cette valeur assure la stabilité des modes liés aux raideurs d’attache, en pointillés sur le
diagramme, dans la zone ou les modes propres d’harmoniques spatiales 2 et 3 croisent les ordres
d’excitation moteurs associés, notés 2N et 3N. Ces coincidences sont repérées par des ronds
orange et déterminent les vitesses de rotation pour lesquelles la réponse de chacun de ces modes
sera maximale : 19420 rad.s~! pour le mode d’harmonique spatiale 2 et 14360 rad.s~' pour le

mode d’harmonique spatiale 3.

50000

40000 | 7 -~

30000 - s

20000 Ry

10000 | 3N
2N

Fréquence propre (rad.s~ ')

| | |
0 5000 10000 15000 20000

Vitesse de rotation Q (rad.s™!)

F1cURE I1.9 — Diagramme de Campbell du modéle d’anneau retenu pour les simulations avec la

superposition des régimes moteur 2N et 3N (—). Modes liés aux raideurs d’attache (---).
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Il faut s’attendre & ce que les fréquences propres des deux anneaux soient légérement décalées
avec la prise en compte du couplage. Ces deux valeurs de vitesse donnent néanmoins un ordre
de grandeur & respecter pour obtenir une fréquence d’excitation compatible avec les modes
d’harmoniques spatiales 2 et 3 qui seront étudiés dans les simulations. Ces deux valeurs sont donc

conservées :

0y = 19420 rad.s™*

(11.146)
0y = —14360 rad.s™*

Enfin, la densité de raideur modélisant le roulement est choisie purement radiale et fixée & une
valeur de k, = 107" N.m~!rad—!.

Comme expliqué dans la section 11.3.2.3, les efforts appliqués sur toute la circonférence de
I’anneau sont fixes dans le repére fixe, de répartition spatiale sinusoidale. Ces efforts sont purement
radiaux, d’amplitude fixée a f, = 10°N pour toutes les simulations de cette section. f, correspond

ici a la valeur dans la direction radiale des coefficients A et B; de 'expression (I1.111) des efforts

A =B = (f “f: 0) (11.147)

Seule 'harmonique de la répartition spatiale, représentant le nombre de sillages d’excitations, est

extérieurs :

susceptible de varier.

Les résultats de deux simulations sont présentés ici. Dans la premiére, seul ’anneau 1 est
soumis a une excitation d’harmonique 2, le second ne pouvant vibrer que par 'intermédiaire
des transferts d’énergie au travers du roulement. On s’assure ainsi qu'un échange énergétique
non-négligeable s’instaure bien entre les deux structures. La deuxiéme simulation est réalisée
en situation multi-fréquentielle : une excitation d’harmonique 3 est ajoutée sur 'anneau 2 afin

d’étudier la superposition des deux excitations sur chacune des deux structures.

4.3.2 Premiére simulation : excitation d’un seul anneau

Pour cette premiére simulation, I’anneau 1 est soumis a un effort d’harmonique 2. Compte
tenu du diagramme de Campbell tracé Figure 11.9, cet anneau est ainsi supposé répondre sur
son mode d’harmonique spatiale 2. Aucune excitation extérieure n’est appliquée a 'anneau
2. L’évolution temporelle des déplacements radiaux d’un nceud de chaque anneau sont tracés
Figure I1.10, en superposant la résolution temporelle de I’équation de départ (en bleu) avec la
résolution fréquentielle de I’équation projetée (en orange).

En ’absence d’information sur la réponse des anneaux, la résolution temporelle est initialisée
sur une configuration non-déformée du systéme bi-anneau. Le régime transitoire observé est alors
relativement long, ce qui nécessite un nombre d’itérations important pour atteindre le régime
stationnaire. Il aurait bien str été possible de choisir la solution fréquentielle comme initialisation,
supprimant alors le régime transitoire. Cependant, en plus de valider la méthode développée,
I’objectif de ces simulations est d’en montrer 1'utilité, notamment en terme de gain en temps de
calcul par rapport aux méthodes classiques.

Une fois le régime permanent atteint, les deux méthodes de résolution se superposent parfaite-

ment pour les deux anneaux. Les fréquences de vibration observées correspondent au double de la
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1073

Déplacements Anneau 1 (m)

| | |
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,079 0,08
Temps (s) Temps (s)
1073

Déplacements Anneau 2 (m)

| | |
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,079 0,08
Temps (s) Temps (s)

F1GURE I1.10 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un nceud de chaque anneau.

Intégration temporelle (—), résolution fréquentielle (——), zoom sur I’état stationnaire (=).

vitesse de rotation de chaque anneau, ce qui est bien cohérent avec une excitation d’harmonique 2.
Enfin, on notera que les amplitudes de vibration de 'anneau 2 sont plus faibles que celles du

premier.

4.3.3 Seconde simulation : excitation simultanée des deux anneaux

D’autres calculs ont été réalisés en appliquant cette fois-ci un effort & chacun des anneaux,
respectivement d’harmoniques spatiales 2 et 3. Les vitesses de rotation (II.146) des deux structures
ont été fixées grace au diagramme de Campbell de la Figure 11.9 de fagon a se placer aux alentours
des modes propres associés a ces deux harmoniques. Les déplacements radiaux d’un nceud de
chaque anneau sont présentés Figure I1.11 en superposant de nouveau résolutions temporelle et
fréquentielle.

La durée du régime transitoire observé est du méme ordre de grandeur que pour la premiére
simulation. Une fois le régime stationnaire atteint, les deux méthodes de résolution se superposent
de nouveau parfaitement. La réponse des deux anneaux n’est plus tout & fait sinusoidale en raison
de la superposition des deux excitations. L’amplitude de vibration du premier anneau est restée
similaire au cas précédent, bien que la forme des oscillations soit perturbée par la contribution de
Panneau 2. Celui-ci présente quant a lui des amplitudes de vibration bien plus importantes que
précédemment, son propre effort extérieur d’harmonique 3 prenant le dessus sur les vibrations

transmises par le roulement.
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1073

Déplacements Anneau 1 (m)

| | |
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,079 0,08
Temps (s) Temps (s)

Déplacements Anneau 2 (m)

| | |
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,079 0,08
Temps (s) Temps (s)

FIGURE II.11 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un nceud de chaque anneau.

Intégration temporelle (—), résolution fréquentielle (——), zoom sur I’état stationnaire (o).

La méthode proposée donne donc de trés bons résultats sur ce systéme axi-symétrique bi-
anneau, pour lequel des transferts d’énergie au travers du roulement sont bien présents. De plus,
elle permet un gain de temps notable par rapport a une résolution temporelle, la projection puis
résolution fréquentielle ne nécessitant que quelques secondes contre environ 1h pour l'intégration

temporelle.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de transformation de ’équation du mouvement d’un
systéme bi-rotor aubagé a été présentée, dans le but de supprimer les coefficients temporels
inhérents aux vitesses de rotation distinctes des deux structures couplées. Le principe est de
focaliser I’étude sur le comportement vibratoire du bi-rotor a I'interface de transfert de 1’énergie, a
savoir le roulement. En fonction de la compatibilité de leurs déformées dans cette zone, les vecteurs
propres des deux structures sont apairés, puis projetés dans de nouveaux repéres tournants. Ces
repéres de projection sont propres a chaque harmonique spatiale présente dans les déformées
modales des rotors dans la zone de couplage. Le comportement dynamique de chaque structure
est ainsi scindé sur ses modes propres, puis projeté dans une multitude de repéres différents. La
résolution fréquentielle de ’équation & coefficients constants alors obtenue est immédiate.

Cette méthode a été validée sur une structure simple bi-anneau lors de calculs de réponse

forcée, en comparant une résolution fréquentielle de ’équation projetée avec une intégration
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temporelle de ’équation de départ. Ces premiéres simulations laissent présager 'intérét numérique
de la méthode proposée, le gain en temps de calcul étant notable par rapport & une résolution
temporelle (quelques secondes contre environ 1h). Cet aspect sera d’autant plus visible avec une
structure plus réaliste possédant un plus grand nombre de ddl.

La méthode développée s’appuie toutefois sur une hypothése principale : il est supposé que le
comportement vibratoire de chaque roue aubagée, dans la zone de fixation du roulement, peut étre
considéré comme axi-symétrique. Cela permet de limiter la description de chaque vecteur propre
dans cette zone & une unique harmonique spatiale, condition nécessaire au bon déroulement des
projections. Cette hypothése ne peut étre validée sur la structure bi-anneau compte tenu de sa
géométrie déja axi-symétrique. L’étude d’une structure plus complexe, de géométrie cyclique
mais non axi-symétrique, est donc nécessaire pour valider notre approche et en étudier les limites.

Cette étude fait I'objet du prochain chapitre.



Chapitre 111

Application a un modéle bi-rotor

simplifié

Les premiéres simulations effectuées sur un systéme bi-anneau ont permis de tester la mé-
thode de projection de l’équation du mouvement présentée Chapitre II sur un systéme simple
au comportement vibratoire connu et assurant un nombre de ddl limité. Toutefois, la géométrie
azi-symétrique de ce type de structure ne permet pas d’assurer que la principale hypothése de
la méthode — a savoir la prise en compte d’une seule harmonique spatiale par vecteur propre
au niveau du roulement — est bien valable dans le cas d’un systéme plus complexe. L’objectif
de ce chapitre est donc d’étendre ’étude G un modeéle de roues aubagées afin d’introduire une
notion de périodicité, ce modéle devant rester simple de fagon a limiter les cotts numériques. Une
fois la méthode validée pour cette structure bi-rotor, divers calculs sont menés afin de mieuzr en

comprendre le comportement vibratoire et notamment ses conditions de stabilité.
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1 Modéle éléments finis étudié

Le modéle EF étudié, représenté Figure III.1, est composé de deux roues aubagées coaxiales
simplifiées, possédant respectivement 48 et 24 secteurs. Ces roues aubagées sont modélisées a
partir d’'un unique secteur, les propriétés mathématiques de symétrie cyclique étant exploitées

pour les calculs. De cette fagon, le probléme se limite & 1872 ddl pour les deux secteurs pris
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(a) Roue Rz (b) Secteur du bi-rotor

F1GURE III.1 — Modéle éléments finis du systéme bi-rotor aubagé avec en rouge les lignes de

fixation des raideurs modélisant le roulement.

ensemble, contre 31506 pour la structure compléte. Ce modéle EF est construit avec 1’élément

hexaédrique SOLID185 d’ANSYS. Deux contraintes de maillages sont a respecter :

e La ligne de fixation des raideurs de couplage doit coincider sur chaque roue aubagée avec

une ligne du maillage de facon & faciliter la construction de la matrice de couplage.

e Sur cette ligne de fixation des raideurs, les modéles EF des deux roues aubagées doivent
posséder, dans une configuration 360°, le méme nombre de nocuds. Cette contrainte facilite
la construction de la matrice de couplage en base physique, nécessaire uniquement pour
les calculs en intégration temporelle destinés & valider la méthode fréquentielle. Il ne s’agit

donc pas d’une vraie limitation puisqu’elle ne concerne pas la méthode développée.

La construction de la matrice de couplage dans les nouveaux repéres de projection nécessite
de décomposer les vecteurs propres continus, au niveau de la ligne de fixation des raideurs, sous
la forme d’harmoniques spatiales. Il est alors nécessaire de connaitre ’expression des fonctions de
forme sur cette ligne du maillage de facon a reconstruire les vecteurs propres continus & partir
des vecteurs propres EF obtenus par une analyse modale sur le maillage. Les développements

associés dans le cas de 1’'élément SOLID185 d’ANSYS sont présentés en Annexe E. En notant oy la
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largeur angulaire d’un élément, les fonctions de forme obtenues ont pour expression :

ug
u(6) Mi(6) 0 0 M6 0 0 v
w@) | =1 o M) o 0 M6 0 b (11L.1)
u
w() 0 0 M@ 0 0 M©®)]| |
H(6) ws
Mm@ —1-2
. Y avec  0<6<as (I11.2)
My(0) = —

1.1 Calcul des coefficients C et S

Lors de la construction de la matrice de couplage, des matrices de coefficients C et S
uniquement dépendantes des fonctions de forme et de 'ordre m d’une harmonique spatiale, sont
nécessaires pour la décomposition en harmoniques des vecteurs propres (cf. section 11.2.2.2). Pour

rappel, ces matrices ont pour expression :

C(m #0) = % /0 "cos(m@)H(0) df C(0) = % /0 H@O)do (L)
S(m # 0) = / sin(mo)H(9) 6 S(0) = 0 (I11.4)
™ Jo

ce qui donne, dans le cas des fonctions de forme (III.1) :

cCi 0 0 Cy 0 O S 0 0 Sy, 0 O
c=|0 ¢, 0 0 Cy 0 S=[(0 S 0 0 S 0 (IIL.5)
0O 0 C; 0 0 0O 0 S5 0 0 5
avec
Qs
C1(0) = C2(0) = e
1
Ci(m) = p— (1 — cosmas)
1 COS Mg . 1
Cy(m) = — ( + sinmag — >
™\ mas mao (I11.6)
1 sin maog
Sl(m):<1— )
Tm maog
1 i s
Sa(m) = — <— cos maog + Smma )
Tm maog

Ces coefficients font partie des paramétres a renseigner lors de la définition du systéme étudié, au

méme titre que le nombre de secteurs ou les propriétés matériaux.
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1.2 Configuration utilisée pour les simulations numériques

Les principales dimensions et conditions limites appliquées au modéle bi-rotor pour les

simulations numériques de ce chapitre sont présentées Figure I11.2.

£
f1 =)

2
1,6 cm o

Ligne de
fixation des
raideurs de
couplage R

0,5 cmi g>J ’ 5 cm

FI1GURE III.2 — Schéma des principales dimensions et conditions limites du systéme bi-rotor.

Pour chaque roue aubagée, les déplacements d’une aréte située a la base du disque est contraint
dans la direction axiale de fagon a supprimer les modes de corps rigide. La formulation en symétrie
cyclique élimine automatiquement ceux des autres directions.

Les raideurs de couplage sont fixées sur une ligne circulaire tournant autour de l'axe de
révolution. Le plan du schéma étant perpendiculaire a cette ligne, un seul point est visible. Pour
les développements présentés dans ce mémoire, le modéle de roulement se limite & des raideurs
purement radiales. Il pourrait étre complexifié, la méthode de résolution étant prévue pour tenir
compte des trois directions de couplage. Enfin, les excitations des deux roues aubagées sont axiales
et situées sur une aréte au sommet des aubes.

Les matrices de masse et de raideur sont fournies par le code EF ANSys. Une matrice
d’amortissement modale est ajoutée lors de la construction du modéle dans le code Python sur le
principe de la section 1.3.3.2. Pour ce modéle bi-rotor, les effets gyroscopiques, le raidissement
et Iassouplissement centrifuge sont négligés, les matrices associées n’ayant pu étre extraites du
modéle ANSYS. Toutefois leur prise en compte est prévue par la méthode de projection développée
et ne devrait en théorie pas modifier les temps de calcul ni les conclusions de ’étape de validation.
En revanche, elle complexifierait I’étude présentée section I11.3 concernant le comportement du
bi-rotor sur des plages de vitesse. En effet, les bases modales seraient alors dépendantes des

vitesses de rotation et devraient donc étre recalculées pour chaque couple de vitesse (£21,2).

2 Validation de la méthode développée

La méthode de projection de I’équation du mouvement développée dans le Chapitre II et
destinée a se débarrasser des termes périodiques temporels indésirables, n’a pour l'instant été

testée que sur un modéle axisymétrique d’anneaux. L’objectif de cette section est d’intégrer la
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notion de symétrie cyclique en effectuant le méme type de simulations et de comparaisons entre
les résolutions temporelle et fréquentielle, cette fois-ci sur le modéle EF simplifié de roue aubagée

introduit dans la section III.1.

2.1 Paramétrage des calculs

Quels que soient les calculs effectués, le résultat recherché consiste & observer un couplage entre
les deux rotors, ce qui nécessite de choisir une configuration assurant une transmission d’énergie
au travers du roulement. Pour cela, 'effort appliqué doit solliciter au moins un mode propre
du rotor excité dont la déformée dans la zone du roulement est significative. Une transmission
d’énergie non-négligeable vers le second rotor est ainsi assurée.

Aprés visualisation des déformées modales de chaque roue aubagée séparément dans ANSYS, le
premier mode a 2 diamétres de la roue Ry, représenté Figure II1.3, semble le plus adapté compte
tenu de la déformation notable de la zone de fixation du roulement. Il est intéressant de noter
que le méme mode pour la roue Ry présente une déformée de cette méme zone bien plus faible, et

sera donc probablement moins visible dans les phénoménes de couplage.

(a) ler mode a 2D roue 1, (b) ler mode & 2D roue 2,
wy = 20826 rad.s™* wz = 16636 rad.s™*

Fi1GURE III.3 — Visualisation des déformées modales du premier mode & 2 diamétres de chaque

roue aubagée.

L’excitation du mode choisi nécessite d’appliquer un effort cohérent spatialement et fré-
quentiellement, c’est-a-dire un effort a 2 diamétres (deux sillages dans le cas d’une excitation
aérodynamique) et a la fréquence moitié de la fréquence propre visée (cf. section 1.4.1.1). Comme
dans le cas des anneaux, il est fait le choix de travailler avec une excitation fixe dans le repére
fixe, spatialement sinusoidale. La vitesse de rotation du rotor Rj, directement liée & sa fréquence
d’excitation, doit étre d’environ O ~ 10415rad.s™! pour exciter le premier mode a 2 diamétres.
Il n’est pas nécessaire de chercher & atteindre la fréquence propre exacte du mode, celle-ci étant
amenée 4 varier légérement en situation couplée. Un ordre de grandeur est suffisant.

La valeur de la densité des raideurs de couplage k est un autre paramétre important dans la
mise en place des phénomeénes vibratoires : elle doit étre ni trop faible afin d’assurer un transfert
d’énergie au travers du roulement, ni trop élevée de fagon a ce que le comportement du rotor

excité ne devienne pas prépondérant sur les vibrations du second.
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A partir de ces critéres, une premiére liste de paramétres communs & I’ensemble des simulations

numériques de cette section a été établie :

Paramétrage commun : Roue aubagée R; : Roue aubagée Rj :
p = 7800 kg.m ™3 Oy = 10415 rad.s ™! A définir en fonction
E =210 GPa 2 sillages d’excitation des simulations
£=1% Fq=10°N
510 0 0
K= 0 0 0| Nm lrad™!
0 00

Enfin, le dernier élément a fixer concerne la troncature de la base modale de chaque roue
aubagée, indispensable compte tenu du grand nombre de ddl que posséde la structure. Lors
du choix du nombre de modes propres a calculer, il faut étre vigilant & bien conserver les
deux vecteurs d’'un mode double afin d’assurer un comportement vibratoire cohérent. Pour les
simulations présentées dans ce chapitre, le nombre de vecteurs propres pris en compte est limité
au maximum afin d’accélérer les calculs : seul un mode double par diamétre est conservé, ce qui
correspond & 4 vecteurs en raison de l’écriture en systéme d’état. Dans le cas du modéle EF
utilisé, 100 modes propres sont ainsi retenus pour la roue R; (diamétres 0 a 24) et 52 pour la
roue Ry (diameétres 0 a 12). Il faut au préalable s’assurer que le mode a exciter est bien présent

dans cette base modale réduite, ce qui est le cas ici.

2.2 Comparaison des simulations numériques

Comme pour le systéme bi-anneau, la validation de la méthode développée utilise comme
référence la résolution par intégration temporelle de I’équation de départ, cette fois-ci écrite en
base modale. En effet, malgré le choix d’'un modéle de roue aubagée trés simplifié, le nombre
de ddl physiques reste relativement élevé et entrainerait un temps de résolution temporelle trop
long. Le passage en base modale permet de limiter ce cotit numérique. La méme troncature de
la base modale est appliquée pour les résolutions temporelle et fréquentielle afin de comparer
des systémes similaires. En revanche, aucun traitement ni projection ne sont appliqués a la base

modale utilisée pour la résolution temporelle.

2.2.1 Premier calcul

Pour le premier calcul de validation, seule la premiére roue aubagée est excitée sur le mode
propre sélectionné précédemment, c’est-a-dire son premier mode a 2D. De cette fagon, la seule
excitation appliquée & la seconde roue est celle transmise par le roulement. On vérifie ainsi qu’un
transfert d’énergie existe bien en se limitant au cas simple d’une seule excitation, plus facile a

interpréter. Le paramétrage utilisé pour ce calcul est le suivant :

Roue aubagée R; : Roue aubagée R, :
Q1 = 10415 rad.s ™ Qs = 1000 rad.s™!
2 sillages d’excitation Pas d’excitation

F.; =10°N
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L’évolution temporelle des déplacements radiaux d’un nceud dans la zone de fixation du roulement
de chaque rotor est tracée Figure I11.4 en superposant les résultats de I'intégration temporelle
et de la résolution fréquentielle. Cette zone a été choisie pour 1’étude des courbes puisqu’elle
constitue le lieu de transfert de I’énergie entre les deux structures. On se limite volontairement
aux déplacements radiaux, le modéle de roulement utilisé n’assurant pas de couplage dans les

autres directions.

107! 1073

Déplacements rotor Ry (m)
Déplacements rotor R, (m)

| | | |
0 0,01 0,02 0,03 0,029 0,03 0 0,01 0,02 0,03
Temps (s) Temps (s) Temps (s)

FI1GURE III.4 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un noeud de chaque roue aubagée au

niveau du roulement. Intégration temporelle (—), résolution fréquentielle (—).

De la méme fagon que pour 'étape de validation sur le modéle bi-anneau, section 11.4.3.2,
I'intégration temporelle est initialisée sur la configuration non-déformée du systéme bi-rotor. Les
résultats de la méthode fréquentielle ne sont pas utilisés de fagon & évaluer le vrai temps de calcul
de la résolution temporelle. Il en découle un régime transitoire relativement long, nécessitant de
nombreuses itérations avant d’atteindre le régime stationnaire. Une fois le régime stationnaire
atteint, les deux méthodes de résolution présentent une trés bonne corrélation de leurs résultats

pour les deux rotors.

Les déplacements significatifs du rotors Rs, initialement non exposé & un chargement externe,
résultent d’un transfert d’énergie au travers du roulement. Les amplitudes de déplacement de ce
rotor, qui dépendent de la densité de raideur de couplage, sont logiquement plus faibles que celles

du rotor Ry.

Enfin, les fréquences des vibrations relevées sur les deux rotors correspondent au double de

leurs vitesses de rotation ce qui est bien cohérent avec une excitation a 2 diamétres.

2.2.2 Second calcul

Un second calcul est réalisé en appliquant cette fois-ci une excitation aux deux rotors afin
d’étudier la superposition des réponses vibratoires. Les harmoniques d’excitation sont volontai-

rement distinctes de fagon & faciliter I'interprétation du comportement vibratoire observé. La
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paramétrage utilisé est le suivant :

Roue aubagée R; : Roue aubagée Rs :
Q1 = 10415 rad.s™* Q9 = 8500 rad.s™!

2 sillages d’excitation 3 sillages d’excitation
F,1=10°N F.o=10°N

Les déplacements radiaux d’un point de chaque roue aubagée au niveau du roulement sont
tracés Figure I11.5. On observe de nouveau un régime transitoire relativement long nécessitant de
nombreuses itérations pour la résolution temporelle. Une fois le régime transitoire atteint, les

courbes des deux méthodes de résolution se superposent parfaitement.

1071

Déplacements rotor R (m)

| |
0 0,01 0,02 0,03 0,028 0,03
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F1GURE IIL.5 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un noeud de chaque roue aubagée au

niveau du roulement. Intégration temporelle (—), résolution fréquentielle (—).

L’ajout d’une excitation sur le deuxiéme rotor ne semble pas particuliérement perturber la
premiére roue aubagée. Ce constat est cohérent avec les déformées modales du second rotor tres
localisées au niveau des aubes. Les faibles niveaux vibratoires transmis a la roue Ry au travers du
roulement sont probablement négligeables devant la propre déformée de cette roue. En revanche,
la superposition des deux efforts est bien visible sur le rotor Rs. Les déplacements sont en moyenne
décentrés par rapport & la configuration de déplacement nul. La variation d’amplitude observée
résulte d’une contribution inégale des deux harmoniques d’excitation : cette forme particuliére
d’oscillations est reconstruite Figure II1.6 & partir des harmoniques spatiales d’harmoniques 2 et

3 en donnant un poids plus important a 'harmonique 2.
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FIGURE II1.6 — Tracé de la fonction d’équation y(#) = —10cos(26) — 3 cos(30).

2.2.3 Conclusion

Pour les deux simulations présentées, les résolutions temporelle et fréquentielle se superposent
parfaitement une fois le régime stationnaire atteint. La méthode de projection de I’équation du
mouvement, déja testée dans le cadre d’'un modéle axisymétrique, semble donc également valable
pour une structure & symétrie cyclique dans les conditions étudiées ici. Sachant qu’on ne s’intéresse
qu’au régime stationnaire, cette méthode présente le sérieux avantage d’un temps de calcul tres
réduit : la résolution temporelle a nécessité environ 6h de calculs, contre seulement 5min pour la
méthode fréquentielle comprenant le calcul des bases modales, la construction de I’équation du
mouvement dans les nouveaux repéres et la résolution fréquentielle. A noter que ’étape la plus
longue dans cette procédure est de loin le calcul de la base modale, 'application de la méthode
développée et la résolution étant quasi-instantanées. Il reste désormais & étudier les limites de
cette nouvelle méthode, notamment concernant son comportement dans une configuration instable

de la structure bi-rotor.

3 Comportement vibratoire sur plusieurs plages de vitesse

Le calcul de la réponse forcée d’un systéme fournit des informations précieuses quant & son
comportement vibratoire dans le domaine de fréquence étudié, notamment lors du passage des
modes propres qui conduit généralement a un phénoméne de résonance. Dans le cas du systéme
bi-rotor, les fréquences d’excitations sont directement liées aux vitesses de rotation. L’étude de
la réponse forcée du systéme couplé implique donc de faire varier les vitesses de rotation des
deux rotors et aboutit au tracé de nappes représentant I’amplitude maximale de déplacement
d’un point de chaque roue aubagée en fonction des deux vitesses de rotation. La comparaison des
nappes des deux rotors fournit des informations concernant les transferts d’énergie s’instaurant
au travers du roulement.

Ce type d’étude ne serait pas envisageable avec une méthode de résolution temporelle, trop
onéreuse en temps de calcul compte tenu du grand nombre de résolutions nécessaires au quadrillage
correct des plages de vitesse a étudier. En revanche, la méthode fréquentielle est tout & fait
adaptée, d’autant plus dans le cas ou les effets gyroscopiques, le raidissement et ’assouplissement
centrifuge sont négligés : le calcul des bases modales des deux roues, étape la plus longue de la

procédure, n’est a effectuer qu’une seule fois puisque les modes propres sont alors indépendants
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des vitesses de rotation. Toutefois, cette méthode n’a pour l'instant été testée que dans certaines
configurations du systéme bi-rotor, qui se sont toutes avérées étre stables. Par conséquent, rien
ne permet dans I'immeédiat de prévoir le comportement de cette méthode pour des couples de
vitesse correspondant & une configuration instable du bi-rotor.

Dans toute cette section, un effort extérieur & 2 diamétres est appliqué uniquement sur la
premiére roue aubagée. L’objectif est toujours de solliciter un mode propre dont la déformée
significative dans la zone du roulement assure un transfert d’énergie au second rotor. L’usage
d’une unique excitation permet de travailler avec un cas simple plus facile & interpréter. Le

paramétrage utilisé pour le calcul des nappes est le suivant :

Paramétrage commun : Roue aubagée R; : Roue aubagée Ry :
p = 7800 kg.m 3 2 sillages d’excitation pas d’excitation
E =210 GPa F,=10°N
£E=1%
5.10 0 0
K= 0 0 0| Nm l'rad™?
0 0 0

3.1 Premiére plage de vitesse (co-rotatif)

Le premier calcul est réalisé en configuration co-rotative. Les phénoménes notables étant
généralement situés au passage des fréquences propres, la plage de vitesse pour chaque rotor
est choisie de facon & couvrir la fréquence de son premier mode & 2 diamétres. Ces fréquences
propres, en situation couplée a 'arrét, ont respectivement pour valeur wi couple = 21365 rad.s™!
et wo couple = 16720 rad.s~! ce qui correspond aux vitesses de rotation ; = 10680rad.s™! et
0y = 8360rad.s~!. Dans ces conditions, une plage de vitesse de 0 & 15000 rad.s ™ semble adaptée
pour les deux rotors. Les calculs sont effectués dans un premier temps avec un pas de 100rad.s™!,
puis raffinés autour de la zone de croisement des deux modes propres & un pas de 10rad.s™'. Les
réponses forcées des deux rotors sont tracées Figure I11.7.

On remarque qu’une valeur spécifique de vitesse de chaque rotor génére une nette augmentation
de amplitude des déplacements : Q1 ~ 10700rad.s™* et Qs ~ 8300rad.s™!, ce qui correspond
comme prévu aux fréquences du premier mode propre a 2 diamétres de chaque rotor en situation
couplée. A l'intersection de ces deux vitesses de rotation, un phénomeéne particulier apparait : un
transfert d’énergie du rotor excité Ry vers le rotor Ro se met en place, entrainant une diminution
brutale de 'amplitude des déplacements du rotor R; en échange d’une forte augmentation de
I’amplitude des déplacements du rotor Ro. Au-dela de ce croisement, la ligne suivant le maximum
d’amplitude de chaque rotor a tendance a se déplacer 1égérement, comme si les fréquences du
systéme couplé avaient été décalées : 0 ~ 10800rad.s ™! et Q9 ~ 8600rad.s!.

La comparaison du comportement des deux rotors sur cette plage de vitesse met en évidence
un second phénomeéne notable. En dehors de la zone de croisement des modes propres des deux
rotors, le rotor R; ne semble pas perturbé par la résonance du rotor Ro, & peine visible sur
sa nappe. Au contraire, les deux résonances sont bien visibles sur le rotor Re avec le méme

ordre de grandeur d’amplitude. Ce constat peut s’expliquer par la différence entre les déformées
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F1GURE III.7 — Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration co-rotative. Zoom (& droite) sur le croisement des deux

fréquences propres.

des deux modes concernés dans la zone de fixation du roulement : le mode propre du rotor R
déforme trés peu cette zone d’échange et n’engendre donc qu’un faible transfert d’énergie vers
le rotor Ry, par ailleurs soumis & une excitation externe. Il est probable que les déplacements
induits par le rotor Ro, en dehors de la zone de croisement des deux modes propres, soient trop
faibles comparativement aux déplacements générés par I’excitation externe pour étre visibles. En
revanche, la déformée modale du rotor Ry étant significative dans la zone du roulement, le niveau
d’énergie transmis au rotor Rs s’approche probablement de celui engendré par son excitation en

bout d’aube, ce qui justifie que les amplitudes des deux modes soient similaires sur ce rotor.

3.2 Deuxiéme plage de vitesse (contra-rotatif)

Suite aux observations du cas co-rotatif, ’objectif de ce second calcul est d’étudier la dynamique
du systéme bi-rotor sur la méme plage de vitesse mais en configuration contra-rotative, afin
d’établir si les deux configurations possédent un comportement vibratoire similaire. Les mémes
pas de calcul sont utilisés pour tracer les nappes présentées Figure III.8.

Ici encore, une valeur particuliére de vitesse de chaque rotor entraine une augmentation de
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Fi1GuRE II1.8 — Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration contra-rotative. Zoom (& droite) sur le croisement des deux

fréquences propres.

I'amplitude des déplacements sur toute la nappe : Q1 ~ 10700rad.s™! et Qy ~ —8400rad.s~L. 11
s’agit de nouveau du passage des fréquences propres des deux rotors. Comme dans la configuration
co-rotative, les lignes d’amplitude maximale se décalent légérement aprés la zone de croisement
des deux modes. En revanche, cette zone de croisement présente maintenant deux points singuliers
caractérisés par une augmentation importante et brutale de ’amplitude des vibrations des deux
rotors. Le raffinement du pas de calcul autour de cette zone fait croitre 'amplitude des pics
jusqu’a des valeurs de déplacements n’ayant plus de sens physique. Cette singularité étant absente
en situation co-rotative, on peut supposer qu’elle est liée & certaines valeurs particuliéres de la
différence de vitesse entre les deux rotors AQ) = Q1 — Qy. Ceci est cohérent avec 'expression des
coefficients temporels dans la matrice de couplage. D’aprés I’étude de la stabilité des équations de
Mathieu [46, 47], ces termes sont en effet responsables d’une instabilité du systéme, probablement
exprimée ici au travers des deux pics d’amplitude. Les valeurs de A} associées & ces pics sont :
AQ, = 18800rad.s™! et AQy = 19500rad.s~!. Les conditions d’apparition de ces pics seront

étudiées dans la section I11.4.
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3.3 Troisiéme plage de vitesse (co-rotatif)

Pour tester les conditions d’apparition de la singularité observée en configuration contra-
rotative, une troisiéme nappe est tracée en situation co-rotative. L’objectif est de se placer aux
alentours du mode propre du premier rotor de fagon & assurer un niveau vibratoire suffisant, tout
en respectant les différences de vitesse A€, correspondant aux pics d’amplitude obtenus en
contra-rotatif. On se place donc aux alentours de ©; = 10700rad.s™! ce qui impose d’étudier
au minimum la plage de vitesse 29500 rad.s 1 < Qs < 30200rad.s~! pour couvrir les deux pics
en respectant 2y = 1 + AQ, ;. Les nappes ont été tracées avec un pas de 10 rad.s™!, et sont

présentées Figure II1.9.
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F1GURE II1.9 — Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de la zone du roulement de
chaque roue aubagée en configuration co-rotative, autour de la fréquence propre de la roue R; et

des deux valeurs de A€} présentant des points singuliers dans le cas contra-rotatif.

La résonance associée au passage de la fréquence propre du premier rotor est toujours bien
visible dans le comportement vibratoire des deux structures. On remarque que le rotor Ry présente
deux pics d’amplitude au passage du mode propre du rotor Ry, rappelant les points singuliers
observés en contra-rotatif. Toutefois, les amplitudes des déplacements, toujours inférieures a celles
du rotor R, restent raisonnables et le rotor R; ne présente aucune singularité sur cette plage de
vitesse. Une étude plus approfondie est nécessaire pour établir I'origine de ce phénoméne, qui

sera présentée dans la section I11.4.

3.4 Conclusion

L’étude du comportement vibratoire du systéme bi-rotor présentée ici met en évidence deux

phénomeénes remarquables :

e En configuration co-rotative, un transfert d’énergie entre les deux structures s’établit
au croisement de leurs modes propres respectifs. Il est & noter que ce phénoméne est
particuliérement sensible & la valeur des raideurs de couplage et ne sera donc pas toujours

visible pour ce type de systéme bi-rotor.

e En configuration contra-rotative, une singularité apparait au croisement des deux modes

propres sous la forme de deux pics d’amplitude trés importante. Ce phénomeéne est visible
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dans une moindre mesure en co-rotatif pour les mémes valeurs de différence de vitesse des

deux rotors. Il pourrait s’agir d’une instabilité du systéme.

Des recherches plus approfondies, incluant notamment une étude de stabilité, sont nécessaires
pour expliquer 'origine et les conditions d’apparition de ce phénoméne singulier, ainsi que pour
discuter de la validité de la méthode développée dans le domaine de vitesse concerné. Compte
tenu de la taille et de la relative complexité du modéle de roue aubagée, un modéle bi-anneau
présentant les mémes comportements vibratoires que cette structure bi-rotor est développé dans

la suite, de fagon & accélérer les calculs et faciliter la compréhension des phénomeénes.

4 Etude de la stabilité du systéme

L’objectif de cette section est de reproduire le comportement vibratoire du modéle bi-rotor
aubagé & l'aide d’une structure plus simple d’anneaux afin de faciliter I’étude des phénoménes
d’instabilité et de s’assurer de leur sens physique. Pour cela, deux descriptions différentes d’anneau

sont utilisées :

e Le modéle EF poutre courbe développé dans la section I1.4 dont les effets gyroscopiques, le
raidissement et ’assouplissement centrifuge sont négligés afin de se placer dans la situation
des roues aubagées. L’intérét de ce modéle est de pouvoir appliquer la procédure de calcul

des nappes exactement dans les mémes conditions que pour les roues aubagées.

e Un modéle continu sous forme de fonctions de Rayleigh-Ritz dont la simplicité et le trés
faible nombre de ddl permet presque de le traiter entiérement de fagon analytique. L’étude

de la stabilité est ainsi grandement facilitée.

Ces deux modéles, dont les comportements dynamiques sont trés similaires, sont dans un premier
temps recalés en terme de valeurs propres sur le modéle de roues aubagées puis utilisés afin
d’étudier la stabilité du systéme. Comme dans le cas des roues aubagées, le comportement

vibratoire & 2 diamétres des anneaux sera exclusivement pris en compte.

4.1 Mise en équation d’un modéle d’anneau par la méthode de Rayleigh-Ritz

Le schéma de la structure bi-anneau et les notations utilisées pour construire le modéle
Rayleigh-Ritz sont présentés Figure I11.10. L’objectif étant d’étudier les vibrations a 2 diamétres,
la formulation se limitera & des fonctions d’harmoniques spatiales 2.

Les déplacements radiaux étant les plus significatifs dans la configuration bi-rotor étudiée en

raison d’un couplage purement radial, la formulation se focalisera sur ces déplacements notés v.

4.1.1 Etude d’un anneau seul

Les équations sont développées dans un cas général, soit pour une harmonique spatiale n
quelconque. Il convient de fixer n = 2 dans les résultats pour se rapporter au cas a étudier.
Les déplacements radiaux d’harmonique n d’un anneau dans son propre repére peuvent s’écrire

sous la forme harmonique suivante [44, 45] :

v(B,t) = a(t) cosnf + b(t) sinnf (IT1.7)
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FIGURE II1.10 — Schéma du systéme de deux anneaux utilisé pour la modélisation par la
méthode de Rayleigh-Ritz.

Dans le cas ot le cisaillement est négligé, I’énergie de déformation de I’anneau dans le plan a pour

expression [48] :

_ L [PEL (90(B.1) | ou(B.t))’ 1 [ ES du(B,1)\?
W‘2/0 R4< 282 B >Rd5+2/0 m<v(5,t)—aﬁ> RdB (IIL8)

Plusieurs études [49, 50] ont montré qu’une condition d’inextensibilité de la fibre neutre de

I’anneau modifie peu son comportement vibratoire. Sous cette condition, la deuxiéme partie de
I'énergie de déformation (II1.8) s’annule ce qui permet d’établir une relation entre les déplacements

radiaux et tangentiels :

Ou(B, t)
t) = I11.9
On déduit ainsi 'expression des déplacements tangentiels en utilisant la relation (I11.7) :
b(t t
u(p,t) = o) cosnf + alt) sinn/3 (II.10)
n n

Cette condition d’anneau inextensible permet de retrouver I’expression de 1’énergie de déformation

proposée dans [51, 52|, a laquelle est ajoutée la formulation de 1’énergie cinétique de 'anneau :

1 [EI (8%0(8,t)  Ou(B, b))
weg ) w(Taw ) mes

1 2
T = 2/ pS (W*(B,t) +v*(B,t)) Rdp (IIL.11)
0

Matrices masse et raideur
Aprés remplacement de u et v par leurs expressions (II1.7) et (II1.10), le potentiel élastique et

I’énergie cinétique deviennent :

EI(1 —n?)?
W = (2‘R3n)ﬂ'<a2 + b2)
2
1 .
T— pSf” n n;r (a2 + b2> (111.12)
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On en déduit les matrices de masse et de raideur d’un anneau associées aux déplacements radiaux

de ’harmonique spatiale n :

k0 m 0 oo EIT n?+1
K= [0 k] M = [0 m] avec k:(l—n)? m = pSRm = (III.13)

Les coordonnées généralisées associées sont :
t
x(t) = (a( )> (111.14)

Matrice d’amortissement

Afin de s’approcher au mieux du modeéle EF d’anneaux, un amortissement modal doit étre
appliqué a la structure. Compte tenu de la symétrie d’un anneau et de la prise en compte d’une
seule harmonique pour en décrire les déplacements, le calcul des modes propres associés aux
matrices K et M donne un unique mode double (¢,w). Un amortissement proportionnel a la

raideur est alors facilement réglable :

D =1K avec y=— (IIL.15)

Efforts extérieurs

De la méme facon que pour les autres simulations de ce mémoire, on considére des efforts
extérieurs spatialement sinusoidaux, fixes et constants dans le repére fixe et notés f. Dans le cas
de la formulation Rayleigh-Ritz, ces efforts se limitent & la direction radiale privilégiée. Dans le

repére mobile de I'anneau, les efforts extérieurs radiaux s’expriment :

fo(B,t) =f- = ficos(nQt + ) + fasin(nQt + B) (I11.16)

v
v
soit en séparant les termes en 5 et en ¢ :

fo(Byt) = fC(t) cosnf + f5(t) sinnf

°(t) = f1cosnQt + fosinnt
wee TN f2 (I11.17)
f2(t) = facosnQt — f1sinndt

L’expression du travail élémentaire de la force radiale permet ensuite d’exprimer la projection

foxt de ces efforts sur les coordonnées généralisées x :

W — [ 12(8,6) 50(5,8) A  £X,(8) - 6x(1) (IIL18)
0

On obtient finalement :

£ — /0%( ¢ cosnf + f* sinnf) (Z?jzg ) = (; > (I1L.19)
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4.1.2 Etude du systéme couplé

Comme pour les modéles EF, la matrice de couplage liant les deux anneaux découle de ’énergie

de déformation des raideurs modélisant le roulement. Cette énergie a pour expression :

2
WC = ;/(; Ii(vl(ﬁl) — 1)2(,82))2 do (HI.QO)

ou ~ est la densité de raideur radiale du roulement. Pour le calcul de cette intégrale, les dé-
placements v et ve doivent étre repérés par un angle commun, par exemple 'angle 6 indiqué

Figure II1.10. Il faut donc exprimer les angles 51 et 82 en fonction de cet angle 6 :

B1=0—Qt

0o (111.21)
2 = U —2342

Aprés calcul de l'intégrale, ’énergie de déformation des raideurs de couplage s’exprime en fonction

des coordonnées généralisées des deux anneaux ap, by, as et by :

W, = % 02 + 12 + a2 + b2 —2araz cos n(y — D)t — 2arby sinn(Qy — Q)i

(I11.22)
+ 2bjas sin n(Ql — Qg)t — 2b1by cos n(Ql — 92)75]
Il en découle la matrice de couplage suivante :
1 0 —cosnAQt  —sinnAQt
0 1 sinnAQt  —cosnAQt ke = km
K.=k. ) avec
—cosnAQt  sinnAQ¢ 1 0 AQ =0, —Q
—sinnAQt  —cosnAQt 0 1
(I11.23)
associée aux coordonnées généralisées :
ay
b
x=|" (111.24)
a2
bo

On retrouve bien la méme structure de matrice de couplage qu’avec les modéles EF, toutefois
limitée & un seul bloc périodique puisqu’un seul mode propre est pris en compte dans ce modéle.
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Finalement, I’équation du systéme couplé libre, normée par rapport a la masse, s’écrit :

i\ (2R o o o (@ [FL oo o o] (m
mi mi
by o E 0o | |b o Lo o] |w
ma mi
+ k + I
Y2r2 2
0 0 —_— 0 ; 0 0o — 0
as Mo as Mo as
. Yoks . ko
by I 0 0 0 iy | by I 0 0 0 g by
r 1 0 _ cos nAQt _sin nAQE a1 JT
mi my mi my
0 1 sin nAQ¢ cos nAQt b fi
i — 1
m m m m
e o m ! ! x| | @mwas)
_cosnAQt sinnAQ¢ 1 0 I3
mo mo mo 42 ma
_sinnAQt - cosnAQt 0 1 I3
L mo mo mo J b ma

L’équation ainsi obtenue est a coeflicients périodiques ce qui est de nouveau compatible avec
une résolution par intégration temporelle. Comme dans le cas du modéle EF, une projection de
I’équation dans de nouveaux repéres est possible afin de supprimer les coeflicients périodiques
de la matrice de couplage. Toutefois, pour ce modéle continu, ces changements de repére ne
nécessitent aucune hypothése puisqu’une seule harmonique spatiale est prise en compte. L’équation

a coefficients périodiques et ’équation projetée seront donc parfaitement équivalentes.

Projection de 1I’équation a coefficients périodiques

Plusieurs projections équivalentes sont envisageables pour supprimer les coefficients périodiques
de I’équation du mouvement. Le plus intuitif serait d’utiliser la méme transformation que pour
les calculs EF, & savoir projeter chacun des deux rotors selon un angle proportionnel & sa propre
vitesse de rotation :
R(nQ4t) 0

0 R(nQat)

P = (111.26)

vec R(0) = [ cos@ sin 9]

—sinf cosf

Dans ce cas, ’équation aprés projection fait apparaitre séparément les termes 2 et 29. D’apreés
les observations de la section II1.3, il semble toutefois que la stabilité du systéme soit uniquement
dépendante de la différence de vitesse AQ) et non de la valeur de chaque terme séparément. Pour
mettre en évidence cette propriété, une autre projection plus pertinente peut étre envisagée,
consistant & projeter les deux anneaux d’un angle proportionnel & la différence de vitesse A2 :

R (n22¢) 0 ]

P = (111.27)

0 RT (n%t)

La projection est appliquée & 1’équation du mouvement grace a la pré-multiplication de la

relation (II1.25) par la matrice PT ainsi qu’au changement de variable :
x = PX
x = PX 4 PX (I11.28)
% = PX + 2PX + PX
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En tenant compte des trois relations suivantes :

1 1
. AQ R (5 0 . A2 —I, ——1I
PTP = n = (3) TW] P'P=-—n="1L  P'KP=k| " -
0 R (5) —mLIQ LIQ
2 m2
on obtient I’équation projetée :
X+ (G(AQ) + D)X + (K (AQ) + Ko (AQ) + K + K% = P oy (111.29)
avec
- k - _k - - -
Aoy 0 0 oo o0 o0 Loy Loy
mq i my & mq 1 mq 1
o Moo 9 0o Lo o ~ o — 0 -
D= m1 K = m1 K. =k mi mi
c=ke| 1 1
0o o 2k 0o o0 Foy —— 0 — 0
meo mo 2 2
k k 1 1
o o o 22 0 0 0 -2 0o — 0 —
L mo A L mo 4 L mo mo |
[ @k 0 ]
1 000 ik mi
AQ2 (0 1 0 0 AQ |~ 0 0 0
= _n? =n— my
Ki(AQ) = —n®= | © o K»(AQ) = n= X L _ash
000 1 my
0 o ek (I11.30)
L mo .
0 10 0
GAQ) =npan| 1 000
00 —1
0 01 0

Toutes les matrices étant indépendantes du temps, ce systéme peut maintenant étre traité avec les
méthodes classiques. Il est notamment possible d’en calculer les modes propres gréice au systéme

d’état suivant, donnant ainsi directement accés a la stabilité du systéme :

% : 0
— [ 5+ v = I11.31

4.2 Corrélation avec les deux modéles d’anneaux

0 -1,
K1+K2+K—|—KC G+D

<)

Une fois la formulation de Rayleigh-Ritz établie, il reste & déterminer les paramétres géomé-
triques des deux modeles d’anneaux (éléments finis et Rayleigh-Ritz) permettant de reproduire les

phénomeénes vibratoires observés sur le bi-rotor aubagé. L’étude de la stabilité sera alors possible.

4.2.1 Paramétrage des anneaux pour le recalage

L’objectif est de trouver une configuration d’anneaux reproduisant le plus fidélement possible
le comportement vibratoire du systéme bi-rotor aubagé étudié dans la section II1.3. Les parameétres
a fixer sont les rayons, longueurs (direction axiale) et épaisseurs (direction radiale) des anneaux,
notés Ri 2, b1a et hy2, ainsi que la valeur de la densité de raideur radiale de couplage. Les

fréquences propres du premier mode a 2D des deux roues aubagées du systéme bi-rotor, pour les
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deux configurations séparée et couplée, sont utilisées comme critére de recalage. Ce sont en effet
ces deux modes propres qui interviennent dans la réponse forcée du systéme bi-rotor.

De nombreuses configurations assurent de respecter ce critére. Une nouvelle contrainte est
donc ajoutée, imposant de travailler avec deux anneaux de dimensions similaires et du méme
ordre de grandeur que celles des roues aubagées. De plus, la valeur de densité de raideur de
couplage du systéme bi-rotor aubagé est conservée.

La premiére étape consiste a recaler les fréquences propres des anneaux découplés. Il s’agit de
fixer les valeurs de Ry et hq 2, seuls parameétres d’influence sur ces fréquences. Une fois ces quatre
valeurs établies, les deux longueurs by 2 sont modifiées afin de recaler les fréquences du systeme
couplé a 'arrét. Les rayons Rj o et épaisseurs hy 2 des anneaux ayant également une influence
sur ces fréquences, il peut étre nécessaire de les corriger afin de travailler avec des longueurs
d’anneaux raisonnables. Dans ce cas, la premiére étape doit étre reprise afin de vérifier le recalage
des fréquences propres découplées avec ce nouveau paramétrage et itérer jusqu’a obtenir une

configuration satisfaisante. Le paramétrage finalement retenu est le suivant :
Ry =0,035m Ry =0,05m
b1 = 0,09 m bs =0,11m
h1 = 0,006351 m ha = 0,010355 m

p = 7800 kg.m k=>5-10N.m ‘rad !
E =210GPa £=1%

Dans le cas du modéle EF, le nombre de secteurs NV et d’éléments par secteur ng doivent
également étre fixés. L’influence de ces paramétres sur les valeurs propres des anneaux étant trés

limitée, les valeurs du modéle bi-rotor aubagé sont reprises :
Ny =48 Ny =24
Ns1 = 3 Ns2 = 6

Les raideurs d’attache situées en chaque noeud du modéle EF et nécessaires a la suppression
des modes de corps rigide, sont fixées & 10 N.m ™! de facon a ne pas perturber les modes propres
des anneaux. Cette valeur a beaucoup moins d’importance que pour les applications numériques
du Chapitre II, les effets gyroscopiques, de raidissement et d’assouplissement centrifuge étant
négligés. En pratique, ces raideurs ne sont pas nécessaires si les seuls modes a 2D sont conservés
dans la base modale.

Les pulsations propres obtenues pour le premier mode & 2 diamétres de chaque modélisation
sont présentées Tableau II1.1. Le recalage obtenu n’est pas parfait, notamment pour les fréquences
propres en configuration couplée, mais reste dans les bons ordres de grandeur et permet d’obtenir
deux anneaux aux dimensions proches.

On remarque une légére différence dans les valeurs propres des deux modélisations d’anneau
supposées reproduire des comportements dynamiques similaires : les fréquences propres de la
modélisation EF sont 1égérement plus faibles que celles de la modélisation Rayleigh-Ritz. Cette
différence provient de la condition d’inextensibilité de I’anneau dans sa modélisation Rayleigh-Ritz.
En effet, cette hypothése a tendance a rigidifier la structure et donc & en augmenter les fréquences
propres. Ce constat n’est pas problématique & condition que les réponses vibratoires des deux

modéles restent bien similaires.
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Roues aubagées | Anneaux EF | Anneaux RR
w1 20826 20826 20836
wWo 16636 16636 16647
W1 couple 21365 21462 21473
W2 couplé 16720 16865 16876

TABLE II1.1 — Pulsations propres (rad.s~!) en configurations séparée et couplée du premier mode
propre & 2 diamétres des deux rotors pour chaque modélisation étudiée : roues aubagées, modéle

EF d’anneaux ou modéle continu Rayleigh-Ritz d’anneaux.

Pour le vérifier, un calcul de réponse temporelle a été réalisé pour chaque modélisation, avec

le paramétrage suivant :

Anneau 1 : Anneau 2 :
0 =10500rad.s ! Qs = 8200rad.s !
2 sillages d’excitation pas d’excitation

Ff =F5 =10°N
Ces vitesses de rotation permettent de se placer & proximité des fréquences propres des deux
rotors et d’assurer un niveau vibratoire significatif. Pour les deux modélisations, une résolution
par intégration temporelle de I’équation de départ est privilégiée car mieux maitrisée que la
méthode de projection de I’équation du mouvement. En effet, pour cette comparaison réalisée une
seule fois, le temps de calcul a peu d’importance mais la maitrise du résultat est déterminante
pour établir si une différence entre les deux modéles est inhérente aux formulations choisies ou
simplement a une approximation de la méthode de résolution. Les résultats obtenus pour les deux
modélisations sont comparés Figure II1.11.

On observe globalement un comportement vibratoire similaire des deux modéles, que ce soit
pour 'anneau 1 directement excité ou pour ’anneau 2 couplé au premier par un continuum de
raideurs. Il faut toutefois noter une légére majoration de I'amplitude des oscillations du modéle
EF en régime stationnaire. Tout comme pour les fréquences propres, cet écart s’explique par
I'utilisation d’un potentiel élastique différent dans nos deux modéles. La condition d’inextensibilité
de I'anneau RR induit une raideur plus importante et donc une amplitude des oscillations plus
restreinte. Cet écart reste toutefois trés faible et ne devrait pas impacter le comportement

vibratoire du systéme bi-anneau, notamment en ce qui concerne sa stabilité.

4.2.2 Comportement vibratoire des anneaux éléments finis recalés sur plusieurs

plages de vitesse

Une fois les deux systémes bi-anneau recalés fréquentiellement sur le modéle bi-rotor, il
est important de s’assurer que le paramétrage retenu permet bien d’obtenir un comportement
vibratoire similaire dans les plages de vitesse d’intérét. Dans ce cas, le modéle d’anneau pourra
étre considéré comme légitime pour ’étude des phénomeénes observés avec les roues aubagées.

Pour cela, la modélisation EF des anneaux est privilégiée afin de tracer la réponse forcée du
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Ficure II1.11 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau du
systéme couplé. Comparaison des modélisations éléments finis (—) et Rayleigh Ritz (—)

résolues par intégration temporelle.

systéme bi-anneau sur les mémes plages de vitesse que le systéme bi-rotor et dans les mémes
conditions de calcul. Comme dans le cas des roues aubagées, seul 'anneau 1 est excité sur un
mode & 2D. Les nappes sont calculées en utilisant la méthode de projection de ’équation du
mouvement associée & une résolution fréquentielle. Le paramétrage utilisé pour I’ensemble des

calculs de nappe sont les suivants :

Paramétrage commun : Anneau 1 : Anneau 2 :

p = 7800 kg.m ™3 2 sillages d’excitation pas d’excitation
E =210 GPa F,1 =10°N

£E=1%

K= [g 5.306 N.m 'rad~!

Premiére plage de vitesse (co-rotatif)

Pour ce premier calcul, le systéme bi-anneau est étudié en configuration co-rotative sur
des plages de vitesse assurant de croiser le mode propre & 2 diamétres des deux anneaux. En
configuration couplée et a I'arrét, ces modes ont pour fréquence propre wi couple = 21462 rad.s™!

et W coupls = 16865 rad.s~! ce qui correspond, dans le cadre d’une excitation & 2 diamétres, aux



4. Etude de la stabilité du systéme 107

vitesses de rotation ; = 10730rad.s™! et Qs = 8430rad.s™!. De la méme facon que pour les
roues aubagées, la plage de vitesse de 0 & 15000 rad.s™! est donc adaptée pour les deux anneaux.
Les calculs de réponse forcée sont réalisés avec un pas de 100rad.s™!, puis raffinés autour de la
zone de croisement des deux modes propres a un pas de 10rad.s™!. Les nappes obtenues sont

présentées Figure I11.12.
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FiGURE II1.12 — Réponse forcée dans la direction radiale d’un point de chaque anneau en

configuration co-rotative. Zoom (& droite) sur le croisement des deux fréquences propres.

On retrouve pour ce systéme bi-anneau un comportement en configuration co-rotative treés
similaire & celui des roues aubagées. Sur le premier anneau, qui est ’anneau excité, seul son propre
mode & 2 diamétres est nettement visible sur toute la plage de vitesse étudiée. Sur le second
anneau, les modes propres des deux structures apparaissent avec le méme ordre de grandeur
d’amplitude, aux alentours de Q; = 10700rad.s™* et Qs = 8400rad.s~!. Au croisement de ces
deux modes propres, 'amplitude des déplacements du premier anneau chute fortement alors que
celle du second anneau augmente. On retrouve le phénoméne de transfert d’énergie déja observé
dans le cas des roues aubagées. Lors de ce transfert, le ratio entre les amplitudes des deux anneaux
est proche de celui des roues aubagées, témoignant d’un couplage d’intensité similaire. Ici aussi,
les lignes d’amplitude maximale se décalent légérement pour les deux rotors au passage de la
résonance pour se stabiliser autour de €7 = 10800 rad.s7! et Oy = 8500 rad.s ™"

Malgré des apparences trés similaires, les nappes obtenues avec les roues aubagées ou les

anneaux présentent tout de méme une légére différence. Dans les deux cas, la résonance visible
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sur le rotor 2 comporte deux pics, mais ces pics se distinguent beaucoup plus dans le cas des
anneaux. Il est toutefois normal d’observer des écarts entre les deux modéles, les deux structures

étant géométriquement trés différentes.

Deuxiéme plage de vitesse (contra-rotatif)

Ce deuxiéme calcul a pour objectif de vérifier la présence d’une singularité dans le comporte-
ment du systéme bi-anneau dans la méme configuration contra-rotative que les roues aubagées.
Le paramétrage des anneaux reste inchangé mis a part le sens de rotation de ’anneau 2. Les

nappes obtenues sont tracées Figure I11.13.
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Ficure II1.13 — Réponse forcée dans la direction radiale d’'un point de chaque anneau en

configuration contra-rotative. Zoom (a droite) sur le croisement des deux fréquences propres.

Ici encore, les nappes de réponse forcée sont trés similaires a celles des roues aubagées. Les
modes propres des deux anneaux sont visibles sur toute la plage de vitesse étudiée, bien que
de fagon moins marquée en raison des pics d’amplitude visibles au croisement des deux modes
propres, aux deux valeurs de AQ : AQ, ~ 18800rad.s~ ' et AQy ~ 19530rad.s™ 1. Ces deux pics
sont mieux séparés que dans le cas des roues aubagées, avec une nette diminution de I'amplitude

des déplacements entre eux.
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Troisiéme plage de vitesse (co-rotatif)

Comme pour les roues aubagées, le comportement du systéme bi-anneau est vérifié en co-
rotatif pour les valeurs de A2 générant des singularités en configuration contra-rotative. Les
valeurs cibles de A2 ne pouvant pas étre atteintes en croisant simultanément les modes propres
des deux anneaux, le mode propre du premier est privilégié et la plage d’étude du second est
définie de fagon a couvrir les deux valeurs A€, ;. La résonance du premier rotor apparaissant
aux alentours de €; = 10700 rad.s~, la plage minimale de vitesse pour 'anneau 2 est comprise

entre 29500 rad.s ™! < Qy < 30230rad.s~!. Les nappes sont calculées avec un pas de 10rad.s™*
tracées Figure I11.14.
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F1GURE III.14 — Réponse forcée dans la direction radiale d’'un point de chaque anneau en
configuration co-rotative, autour de la fréquence propre de la roue Ry et des deux valeurs de AQQ

présentant des points singuliers dans le cas contra-rotatif.

Comme dans le cas des roues aubagées, la résonance de ’anneau 1 est visible sur les deux
rotors. Ici encore, 'anneau 1 ne présente pas de phénoméne vibratoire particulier au passage des
valeurs cibles de Af). Contrairement au cas des roues aubagées, ’'anneau 2 ne présente pas non
plus de phénoméne vibratoire notable sur cette plage de vitesse. Il est probablement atteint ici

I'une des limites de la modélisation du comportement vibratoire du systéme bi-rotor par une
structure simple d’anneaux.

Conclusion

Le comportement vibratoire présenté au travers de ces nappes est trés similaire a celui des
roues aubagées : au croisement des deux modes propres, un transfert d’énergie se met en place en
co-rotatif et une singularité sous la forme de deux pics d’amplitude apparait en contra-rotatif.
Ce modéle bi-anneau recalé semble donc pertinent pour 1’étude de ces deux phénomeénes déja
présents sur les roues aubagées.

En revanche aucun phénomeéne vibratoire particulier n’est observé en co-rotatif pour les mémes
valeurs de différence de vitesse que les points singuliers des nappes en contra-rotatif. L’origine
des pics observés en co-rotatif sur les roues aubagées ne pourra probablement pas étre expliquée
par ce modéle trop simple. Cette différence ne remet toutefois pas en question la pertinence

du modéle bi-anneau pour I’étude des deux autres phénoménes. En effet, il est normal qu’une
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structure axi-symétrique ne présente pas exactement le méme comportement dynamique qu’une

structure a symétrie cyclique bien plus complexe géométriquement.

4.3 Etude de la stabilité du systéme bi-anneau

La pertinence du systéme bi-anneau recalé ayant été validée pour I’étude des phénoménes
vibratoires du bi-rotor aubagé, la modélisation Rayleigh-Ritz est a présent utilisée pour expliquer
I'origine de ces phénoménes. Cette formulation & 4 ddl, trés intéressante du point de vue de son
écriture analytique et de son trés faible colit numérique, est également tout a fait adaptée pour
une étude de stabilité, concernant notamment ’origine des singularités observées sur les nappes

en configuration contra-rotative.

4.3.1 Etude paramétrique des conditions de stabilité

Plusieurs méthodes sont & notre disposition pour déterminer les conditions de stabilité du
systéme bi-anneau en fonction des différents parameétres d’influence, a savoir les vitesses de
rotation, la densité de raideur k et le taux d’amortissement £. L’équation du mouvement de
départ (I11.25) est une équation de Mathieu, c’est-a-dire une équation différentielle linéaire a
coeflicients périodiques. La stabilité des solutions périodiques de ce type d’équation est étudiée
dans la théorie de Floquet [53]. Cette méthode est basée sur le calcul des multiplicateurs de
Floquet, un jeu unique de paramétres associés au probléme de départ qui donnent une mesure de la
divergence ou convergence orbitale locale de la solution sur une période : si les multiplicateurs sont
strictement inférieurs ou supérieurs a 1, la solution est respectivement stable ou instable. S’ils sont
égaux a 1, des investigations supplémentaires sont nécessaires pour conclure. L’inconvénient de
cette méthode est sa sensibilité numérique. Pour des valeurs trés proches de 1, il peut étre difficile
d’affirmer la stabilité ou instabilité de la solution en raison des potentielles erreurs numériques.
Cette situation ayant été trés réguliérement rencontrée avec le systéme bi-anneau, la méthode de
Floquet n’a pas permis d’obtenir de résultats toujours concluants.

Une seconde fagon d’étudier la stabilité de ce systéme est de travailler avec I’équation du
mouvement projetée (I11.29) pour laquelle les termes périodiques ont été supprimés. Il suffit alors
d’en calculer les valeurs propres et d’étudier le signe de la partie réelle correspondant a 1’amor-
tissement du systéme : un amortissement positif ou nul est signe d’instabilité. Le gros avantage
avec la modélisation Rayleigh-Ritz est que 'opération de projection de ’équation du mouvement
ne nécessite aucune hypothése contrairement au cas EF. L’équation & coeflicients périodiques
et I’équation projetée sont ainsi parfaitement équivalentes. Les seules erreurs potentiellement
introduites sont les erreurs numériques de calcul des valeurs propres qui peuvent raisonnablement
étre jugées négligeables. Cette méthode d’étude de la stabilité, ainsi trés performante pour I'étude
du bi-rotor, est utilisée dans la suite.

En pratique, il est conseillé de travailler avec la formulation en systéme d’état (II1.31)
dont les valeurs propres sont calculées en faisant varier les différents parameétres d’influence.
La projection (II1.27) de I’équation du mouvement, nécessaire pour la suppression des termes
temporels, a été choisie de facon & ne plus faire apparaitre les vitesses €21 et 29 séparément mais
toujours sous la forme de la différence de vitesse A€). C’est donc ce paramétre qui sera pris en

compte dans I’étude de stabilité.
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Trois calculs successifs sont réalisés pour trois valeurs d’amortissement £. Pour chaque calcul,
la stabilité est déterminée sur une plage de valeurs de k et de AS. Dans les trois cas, la zone
étudiée présente un unique lobe d’instabilité représenté en nuances de gris sur la Figure I11.15.

Toute la zone blanche correspond & une configuration stable du systéme bi-anneau.
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FI1GURE III.15 — Lobe d’instabilité du systéme bi-anneau pour trois valeurs d’amortissement £ en

fonction de la différence de vitesse des deux rotors A et de la densité de raideur radiale «.

§=0, 1% (D)a §= 1% (-)7 §= 5% (-)

L’influence du taux d’amortissement est cohérente, générant une zone d’instabilité d’autant
plus grande que 'amortissement est faible. Les pointillés orange indiquent la valeur de la densité
de raideur utilisée pour les calculs de réponse forcée de la partie I111.4.2.2. Le taux d’amortissement
de ces calculs de nappe étant de £ = 1%, la zone d’instabilité est effectivement rencontrée pour
une différence de vitesse située entre 18820rad.s™! < AQ < 19520 rad.s~*. Ces valeurs sont tres
proches de celles relevées sur la nappe de la Figure I11.13, au niveau des singularités de la réponse
forcée en configuration contra-rotative. L’entrée et la sortie du lobe d’instabilité sont donc bien
marquées lors des calculs fréquentiels, alors que le coeur de la zone d’instabilité ne présente pas

de comportement particulier, ce qui est classique en calcul fréquentiel.

4.3.2 Explication analytique des singularités des calculs fréquentiels

Pour expliquer ce phénomeéne, on reprend 1’équation du mouvement projetée écrite en systéme
d’état (I11.31). La matrice pseudo-raideur de ce systéme ne possédant aucune propriété de symétrie
ou d’antisymétrie, il est nécessaire d’en calculer les modes propres & droite et & gauche de fagon a
pouvoir projeter I’équation en base modale [8]. On obtient une relation de la forme :

g
dg+ Adg = —ATeLTPTE, avec EP = ¥ (I11.32)
—8pA

8® est la matrice des modes propres a gauche du systéme d’état (II1.31) et A la matrice spectrale
contenant les valeurs propres complexes associées. Dans le cas de la formulation Rayleigh-Ritz
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utilisée ici et limitée a 4ddl, la matrice spectrale est de dimension 8 :

[~ + jwr 0 0 0 0 0 0 0
0 —a] — jw 0 0 0 0 0 0
0 0 —ag + jws 0 0 0 0 0
0 0 0 —as — jws 0 0 0 0
A= 0 0 0 0 —as + jws 0 0 0
0 0 0 0 0 —a3 — jws 0 0
0 0 0 0 0 0 —ou + jws 0
0 0 0 0 0 0 0 —au — jwa

avec «; et w; respectivement le coefficient d’amortissement modal et la pulsation propre du mode
i de la structure couplée. Pour simplifier la suite des développements, les efforts extérieurs et
la projection PT, d’angle i%t en fonction de 'anneau considéré, sont réécrits en formalisme

complexe :

o AQ
. F e Tty 0
foe =F™  avee  F=("], PT= S (IT1.33)
0 0 eln 2t I,

On notera que les efforts extérieurs ne s’appliquent qu’a ’anneau 1 conformément a la configuration
utilisée pour les calculs de nappe. De ce fait, une seule fréquence d’excitation est présente, ne
dépendant que de la vitesse de rotation de cet anneau. Avec cette écriture, 'effort projeté
s’exprime :

AQ )t

Pl = Feln(i—%"
(111.34)

L’équation (II1.32) devient alors :

Q1405 , ~

g4+ Alg=Fe" 2 avec = —ATeQTF (II1.35)

oit F est un vecteur de coefficients indépendants du temps. Ce systéme étant linéaire, les

coordonnées modales 9q évoluent a la fréquence d’excitation n% :
q=Qen (111.36)
soit en remplacant dans I’équation (II1.35) :
(m@ Is+A)Q=F (I11.37)
Finalement, 'amplitude de réponse du mode propre ¢ a pour expression :
Qi = F (I11.38)

—oy + ] (TLLI;QQ + wi)

Cette relation permet d’expliquer la raison pour laquelle la zone d’instabilité apparait sur les
calculs fréquentiels, et ce uniquement en certains points bien particuliers. En effet, une singularité
sera visible chaque fois que le dénominateur de cette expression s’annule, soit lorsque les deux

conditions suivantes sont atteintes simultanément :

a; =0 et w; =tn——m— (I11.39)
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La condition «; = 0 limite apparition du phénoméne a I’entrée et la sortie de la zone d’instabilité.
Sur chacune de ces deux frontiéres, la seconde condition n’est vérifiée que pour deux couples de
vitesse (€21, 29) spécifiques. La nappe de réponse forcée présente alors un pic d’amplitude localisé

autour du point correspondant & chacun de ces couples.

4.3.3 Tracé des zones d’instabilité sur les nappes de réponse forcée

La présence de singularité sur les nappes de réponse forcée d’un systéme bi-rotor est par-
ticuliérement intéressante dés lors que le positionnement de ces pics par rapport & ’ensemble
de la zone d’instabilité est complétement maitrisée. Dans ces conditions, il est envisageable de
déterminer graphiquement les zones d’instabilité du systéme, économisant ainsi des calculs de
stabilité souvent complexes et numériquement cotiteux.

Une étude plus approfondie des deux conditions (I11.39) d’apparition des singularités est alors
nécessaire, notamment afin de déterminer les couples de vitesse (£21,2) qui leur sont associés. En
travaillant avec le systéme bi-anneau, la premiére étape consiste & tracer 1’évolution du coefficient
d’amortissement «; et de la pulsation propre w; de chaque mode en fonction de la différence de
vitesse AQ. Pour cela, la densité de raideur est fixée & kK = 5- 10 N.m~'.rad ™!, ce qui revient
a se déplacer sur la droite en pointillés orange de la Figure II1.15. On rappelle que les valeurs

propres sont calculées dans les nouveaux repéres de projection qui sont des repéres tournants.
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FIGURE II1.16 — Evolution des parties réelles et imaginaires des 4 valeurs propres du systéme

couplé bi-anneau en fonction de la différence de vitesse AQ. Zoom sur la zone d’instabilité (—).

Les courbes obtenues pour chacune des quatre valeurs propres, tracées Figure I11.16, permettent
d’expliquer plusieurs des phénomeénes visibles sur les nappes de la section I111.4.2.2. Pour commencer,

un phénomeéne de veering [54|, avec rapprochement puis éloignement sans croisement de deux
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fréquences propres, est visible aux alentours de AQ ~ 2300rad.s™!. Cette valeur correspond
au transfert d’énergie des nappes tracées Figure II1.12. Sur ces nappes, un léger décalage des
fréquences propres avant et aprés croisement des deux modes est visible. Ce décalage s’explique
ici par ’échange des déformées des deux modes au niveau du veering.

Un second phénomeéne caractéristique apparait autour de AQ ~ 19000rad.s™'. La courbe
des pulsations propres présente une coalescence entrainant le croisement de deux modes propres.
Au méme moment, I'un des coefficients d’amortissement devient négatif, signe d’une instabilité
du mode. On remarque ici qu'un seul des quatre modes propres est responsable de l'instabilité
du systéme couplé bi-anneau. Le coefficient d’amortissement a; de ce mode s’annule deux fois,
en entrant et en sortant de la zone d’instabilité, pour les deux valeurs AQ, = 18820rad.s™! et
AQy = 19520rad.s~ 1. On retrouve de nouveau les valeurs déja relevées sur la Figure I11.15. Les
pulsations propres associées, dans le repére de projection tournant, ont pour valeur w(A€,) ~
2220 rad.s ™t et w(AQ) ~ 2300rad.s L.

Les couples de vitesses respectant I'une de ces quatre valeurs AQ, , ou w(AQ, ;) sont multiples.
Ils constituent dans chaque cas une droite dans le plan (€2, 9) pouvant étre superposée aux
nappes de réponse forcée calculées en fréquentiel. La Figure II1.17 présente les tracés effectués
sur la nappe de 'anneau 1 en configuration contra-rotative. Les deux premiéres droites étudiées,
délimitant la zone d’instabilité, correspondent aux valeurs AQ, et ALy, pour lesquelles le coefficient
d’amortissement a; s’annule. Ce coeflicient est négatif dans la zone contenue entre ces droites,

dont les équations sont obtenues & partir de la définition de la différence de vitesse AQ = Q1 — s :

Qo =) — AQ,

(I11.40)
Oy = Q) — AQ,

Comme prévu, ces droites passent chacune par I'un des pics d’amplitude de la nappe. Compte
tenu de la symétrie du systéme qui permet d’intervertir la place des deux rotors, il existe une
seconde facon de définir AQ : AQ = Qy — Q. Cette nouvelle formulation fournit deux droites

supplémentaires d’équation :

Qo = Q1 + AQ,

(111.41)
Qg = Ql + AQb

Ces derniéres ne sont pas visibles sur la Figure II1.17 car elles se situent en dehors de la plage de
vitesse représentée. Elles délimitent une seconde zone d’instabilité parfaitement identique a celle
de la Figure II1.17.

Le tracé de ces droites est suffisant pour déterminer les zones d’instabilité. Il est toutefois
intéressant de représenter également les droites pour lesquelles la fréquence propre du mode
potentiellement instable prend les valeurs w(A€,) et w(A€) afin de les situer par rapport a
la zone d’instabilité. Les équations de ces droites sont établies & partir de la seconde condition
de la relation (II1.39), appliquée pour I’harmonique spatiale d’ordre n = 2. Deux groupes de
solutions distinctes sont définis par cette relation : w; = Q1 + Q9 et w; = —(21 + Q2). La forme

w; = Q1 4 Q9 établit les deux premiéres droites d’équation :

QQ = w(AQa) - Ql

(111.42)
QQ = w(AQb) — Ql
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Fi1GURE II1.17 — Tracé des droites correspondant a un coefficient d’amortissement nul et aux
valeurs de pulsations propres susceptibles de générer une singularité. Superposition sur la nappe

de réponse forcée obtenue pour 'anneau 1 en configuration contra-rotative.

Chacune de ces droites, représentées sur la Figure II1.17, croise I'une des deux droites délimitant
la zone d’instabilité, exactement au niveau d’un pic d’amplitude dans la réponse forcée du systéme.
Ceci confirme bien 'origine des deux singularités, directement liées & une instabilité du systéme

bi-anneau. La seconde expression w; = —(€2; + §22) fournit deux autres droites d’équation :

QQ = —UJ(AQG) — Ql

(I11.43)
Q= —w(AD) —

Ces droites, associées a la seconde zone d’instabilité définie par les équations (II1.41), sont éga-
lement non-visibles sur la Figure II1.17 car en dehors de la plage de vitesse représentée. Leurs

intersections avec les droites d’équations (II1.41) présentent également des pics d’amplitude.

En résumé, les singularités observées sur les nappes en situation contra-rotative correspondent
bien a 'observation simultanée des deux conditions (II1.39), entrainant ainsi I’annulation du
dénominateur dans la relation (II1.38). Il est intéressant de noter que ces développements ne
sont a présent plus nécessaires pour établir la délimitation de la zone d’instabilité. Celle-ci se
détermine simplement par étude graphique en tragant les droites de pente 1 passant par les pics

d’amplitude.

4.3.4 Validation par résolution temporelle

Plusieurs résolutions par intégration temporelle ont été réalisées avec le paramétrage des
simulations de la section II11.4.2.2 pour différents couples de vitesse (21, 9). L’objectif est de
vérifier la bonne détection de la zone d’instabilité visible sur la Figure II1.17. La modélisation
Rayleigh-Ritz est privilégiée pour ces calculs en raison de sa rapidité.

Les simulations sont effectuées pour six couples de vitesse repérés sur la Figure I11.18. Les

deux droites délimitant la zone de stabilité y sont tracées, en superposition sur la nappe de
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réponse forcée de 'anneau 1 en configuration contra-rotative. Les simulations sont réparties en
deux groupes : 3 dans la zone stable et 3 dans la zone supposée instable. Les simulations D et @
ont volontairement été placées de part et d’autre de la limite de stabilité afin de s’assurer de la

validité et de la précision de cette limite.
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FIGURE III.18 — Tracé de la zone d’instabilité du systéme bi-anneau en contra-rotatif a partir des
deux pics de résonance observés sur la réponse forcée de 'anneau 1 en configuration

contra-rotative.

Les déplacements radiaux d’un point de chaque anneau au cours du temps pour chacune de
ces simulations sont tracés Figure I11.19. Quelle que soit la simulation, le comportement stable ou
instable prévu est bien observé avec une divergence trés nette des amplitudes d’oscillation pour
les courbes ® et ® situées au coeur de la zone d’instabilité. Les courbes @ et @ associées a des
domaines de vitesse trés proches, présentent des similitudes dans la forme de leur enveloppe, mais
different en ce qui concerne la stabilité. Quant aux courbes @ et @), elles représentent bien des

comportements stables. La zone d’instabilité détectée est donc correctement estimée.

A partir des valeurs AL, établies grace a la localisation des deux pics d’amplitude sur la
nappe de la Figure II1.18, il est possible d’étendre le tracé des zones d’instabilité aux autres plages
de I'étude. Ainsi, la configuration co-rotative de la Figure I11.12 appartient bien intégralement &
une zone stable. En revanche, bien qu’aucun phénoméne vibratoire singulier ne soit visible, une
zone d’instabilité traverse les nappes co-rotatives de la Figure I11.14. Les deux droites délimitant
cette zone d’instabilité sont tracées Figure II1.20 sur la nappe de 'anneau 1.

Comme précédemment, plusieurs calculs temporels ont été réalisés en différents points de
la nappe afin de vérifier la bonne détection de la zone d’instabilité. Ces points sont repérés
Figure II1.20 et les déplacements associés d’un point de chaque anneau sont tracés Figure I11.21.
Deux simulations ont été réalisées en configuration stable, et deux en configuration instable. Les
simulations @ et @ ont ¢été choisies de part et d’autre de la limite d’instabilité afin de vérifier la
validité de cette frontiére.

Par rapport aux calculs de la Figure I11.19 effectués en contra-rotatif, I'intégration temporelle
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FIcureE II1.19 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau pour
trois configurations stables (gauche) et trois configurations instables (droite) repérées sur la
Figure II1.18. Anneau 1 (—), anneau 2 (—).

est ici prolongée sur une période plus longue. En effet, la simulation @ située a I'entrée de la zone
d’instabilité, présente une variation trés lente de 'amplitude du signal. La durée de I'intégration
temporelle doit au minimum é&tre doublée pour voir apparaitre le comportement instable prévu par
les calculs de stabilité. Pour les deux cas stables (courbes @D et @), 'amplitude des déplacements
de 'anneau 2 est trop faible par rapport a celle de I’anneau 1 pour pouvoir étre visible sur ces
courbes. Cet écart d’amplitude est cohérent puisque les simulations sont réalisées pour des vitesses
de rotation situées a proximité du mode propre a 2D de I'anneau 1 mais relativement loin de celui
de 'anneau 2. Dans les configurations instables @ et @, le deuxiéme anneau est suffisamment
excité par le premier pour atteindre des amplitudes significatives, bien qu’elles restent plus faibles

que celles du premier.

Le caractére stable ou instable du systéme bi-anneau observé sur ces quatre simulations
est donc conforme au comportement initialement prévu par le tracé de la zone d’instabilité
Figure II1.20. L’extension du tracé des zones d’instabilité aux autres nappes de I’étude semble

donc fonctionner.
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FIGURE II1.20 — Tracé de la zone d’instabilité sur une nappe de ’anneau 1 en situation

co-rotative.
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F1GURE II1.21 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un point de chaque anneau pour
deux configurations stables (gauche) et deux configurations instables (droite) repérées sur la
Figure I11.20. Anneau 1 (—), anneau 2 (—).

4.3.5 Conclusion

Les singularités observées sur certaines nappes de réponse forcée de la structure bi-anneau
correspondent bien & I'expression d’une instabilité du systéme. Elles apparaissent lors des calculs
fréquentiels en raison de 'annulation du dénominateur de la relation (II1.38). Leur localisation a

la frontiére des zones instables présente I’énorme avantage de permettre la détection graphique de
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ces zones sans aucun calcul supplémentaire. Pour cela, il suffit de tracer les droites de pente 1
passant par ces pics. L’utilisation des méthodes classiques d’étude de stabilité, parfois complexes
A mettre en place, est ainsi évitée.

La limite de cette méthode de détection réside dans le risque de rater les zones d’instabilité
dans le cas d’'un maillage en vitesse trop grossier, mais surtout lorsque les points singuliers se
situent en dehors des plages de vitesse étudiées. Le cas co-rotatif de la Figure II1.20 illustre bien
ce danger, avec la présence d’'une zone d’instabilité sans qu’aucun phénoméne vibratoire singulier
ne soit visible sur la nappe de réponse forcée. Pour limiter les risques d’erreur, il est conseillé
d’étudier en priorité les plages d’apparition des fréquences propres des deux anneaux notamment

dans leur zone de croisement, en configurations co- et contra-rotatives.

4.4 Extension au systéme bi-rotor aubagé

Les études de stabilité menées sur le systéme bi-anneau ont mis en évidence une caractéristique
intéressante des nappes de réponse forcée obtenues par résolution fréquentielle : certains points
singuliers situés a la frontiére des zones instables permettent de délimiter les zones d’instabilité
sur I’ensemble du domaine. Cette propriété s’avére particuliérement utile dans le cas du systéme
bi-rotor aubagé pour lequel une étude de stabilité identique aux anneaux engendrerait des temps
de calcul relativement importants. Cette section est donc dédiée a I'application de la méthode de

tracé des zones d’instabilité sur le cas des roues aubagées.

Le premier cas & étudier est celui de la configuration contra-rotative, tracée Figure I11.8 et
qui présente deux points singuliers. Les valeurs de vitesse 21 et {5 associées & ces points sont
déterminées par simple lecture de la nappe de I'une des deux roues, permettant ainsi d’établir les
différences de vitesse A€, ; délimitant la zone instable. Les droites associées, tracées Figure I11.22

sur la nappe de la roue R;, sont de pente 1 et passent par les deux points singuliers.
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FIGURE III.22 — Tracé de la zone d’instabilité du systéme bi-rotor & partir de la position des

points singuliers sur la nappe du rotor R; en situation contra-rotative.

Une fois la zone d’instabilité établie sur cette nappe, elle peut étre prolongée sur les autres
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plages de vitesse étudiées. On s’intéresse particuliérement aux nappes de la Figure I11.9 tracées
en configuration co-rotative, pour lesquelles un phénoméne vibratoire particulier avec apparition

de pics d’amplitude est visible uniquement sur le rotor Rsy. La superposition, Figure I11.23, des
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F1GURE II1.23 — Tracé de la zone instable du systéme bi-rotor sur une nappe du rotor Rs en

co-rotatif présentant un phénoméne vibratoire particulier.

droites délimitant la zone instable sur la nappe du rotor Rs montre que ce phénoméne particulier
est probablement lié & I’expression de l'instabilité du systéme, les deux pics d’amplitude étant
situés exactement a la frontiére des domaines stables et instables.

Le relevé graphique des zones d’instabilité est donc cohérent avec le comportement vibratoire

observé sur les nappes de réponse forcée du systéme bi-rotor aubagé.

5 Conclusion

La méthode de projection de I’équation du mouvement présentée Chapitre II a été appliquée
sur un modéle simplifié de deux roues aubagées couplées possédant des propriétés de symétrie
cyclique. Les projections proposées ainsi que 'hypothése décrivant chaque vecteur propre dans la
zone du roulement selon une unique harmonique spatiale ont été validées grace & la comparaison
des résolutions fréquentielle et temporelle pour des excitations mono- et multi-fréquentielles.
L’avantage numérique de la méthode développée est notable, avec un temps de calcul de seulement
5 minutes pour plus de 6 heures dans le cas d’une résolution temporelle classique.

Cette méthode a ensuite été exploitée afin d’étudier la réponse forcée du systéme bi-rotor
aubagé sur plusieurs plages de vitesses. Le calcul de chaque nappe nécessitant déja environ 24
heures avec cette méthode fréquentielle, 'utilisation d’une résolution temporelle, beaucoup plus
onéreuse, n’était pas envisageable. Deux phénoménes vibratoires spécifiques ont été observés puis
expliqués & I'aide d’un systéme bi-anneau recalé, plus facile & interpréter :

e Un échange d’énergie des deux structures apparait au croisement des modes propres des

deux rotors en configuration co-rotative. Il s’agit d’'un phénoméne de veering entre deux

modes du systéme couplé.
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e Le méme croisement en situation contra-rotative présente des pics de forte amplitude,

témoins de 'entrée dans une zone d’instabilité.

Enfin, une formulation Rayleigh-Ritz du systéme bi-anneau a permis I’étude analytique de son
domaine de stabilité. Il a ainsi été démontré que I’ensemble des zones d’instabilité d’'un systéme
bi-rotor peuvent étre déterminés graphiquement grace & la position des singularités observées sur
les nappes de réponse forcée contra-rotative. Cette propriété permet de s’affranchir de calculs de

stabilité souvent complexes et numériquement cotiteux pour une telle structure.
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Chapitre IV

Adaptation a deux problématiques

industrielles

La méthode de projection de l’équation du mouvement proposée dans le Chapitre 11 et permet-
tant d’étudier le comportement vibratoire d’un systéme bi-rotor aubagé a été appliquée dans le
Chapitre 111 dans un cadre linéaire avec couplage par un roulement. L’objectif de ce Chapitre IV est
d’étendre la méthode a deux applications industrielles rencontrées sur les architectures actuelles de
turboréacteurs. La premiére consiste o intégrer au modéle des non-linéarités de frottement présentes
notamment en pied d’aube. Ces frottements, qui modifient le comportement vibratoire des aubages,
ne peuvent étre négligés lors du dimensionnement dynamique des rotors. L’enjeu réside alors
dans les capacités d’adaptation des méthodes de résolution non-lincéaires aux transformations de
léquation du mouvement imposées par la méthode de projection, jusqu’ici développée uniquement
dans un cadre linéaire. La seconde application consiste a adapter la méthode a une architecture du
type de ’Ultra High Bypass Ratio Integral Drive. Dans cette architecture, le fan et le compresseur
BP sont fizés sur deux arbres distincts couplés par un réducteur a engrenages appelé gearbozx. Il
s’agit ici de développer un modeéle simplifié représentatif du couplage dynamique engendré par
la gearbox, puis de tester la méthode de projection en remplacant le roulement par ce nouveau

modeéle de couplage.
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1 Ajout d’une non-linéarité de type frottement dans le modéle

Les équations étudiées jusqu’a présent caractérisent des comportements vibratoires linéaires
généralement simulés de fagon satisfaisante par les codes de calculs commerciaux. Toutefois, si
I’étude de la dynamique linéaire d’un turboréacteur constitue une premiére étape indispensable,
elle ne permet pas de représenter toute la complexité technologique de ces machines, notamment

le comportement non-linéaire de certaines piéces ou assemblages.

1.1 Origine des non-linéarités dans les turboréacteurs

Les origines des non-linéarités rencontrées dans les turbomachines sont diverses. Les non-
linéarités matériaux interviennent notamment lorsque les matériaux constitutifs des piéces,
souvent des alliages de titane ou de nickel, sont sollicités dans leurs zones de plasticité. Plus
récemment, I'introduction des matériaux composites tissés 3D principalement au niveau des aubes
de soufflante a présenté une avancée technologique considérable mais nécessite de travailler avec
un matériau non-isotrope difficile a caractériser et dont les lois de comportement peuvent étre
non-linéaires [55].

Les non-linéarités géométriques concernent les structures dont la rigidité dépend du
déplacement auxquelles elles sont soumises. Il s’agit notamment du raidissement des pales lié
aux forces centrifuges, ou des grands déplacements & prendre en compte dans le cas d’aubage de
grande dimension comme c’est le cas pour les soufflantes [56].

Enfin, de nombreuses non-linéarités de type contact sont présentes dans les turboréac-
teurs. Ces contacts peuvent étre accidentels comme les contacts sommet d’aube/carter. Ceux-ci
apparaissent lorsque le jeu fonctionnel laissé entre les parties fixes et tournantes du moteur est
intégralement consommé. Ce jeu est réduit au maximum lors de la conception de fagon a atteindre
de meilleures performances aérodynamiques. Il peut alors étre nécessaire de recouvrir certaines
zones de la veine d’un matériau abradable tendre de maniére a limiter I'impact dynamique de
ces contacts [57]. Les contacts entre piéces peuvent également étre volontaires afin d’apporter de
l'amortissement sous la forme de frottement |58, 59| et ainsi de mieux maitriser le comportement
vibratoire de la piéce. On parle alors de dispositif d’amortissement passif. Ce type de contact s’ob-
serve au niveau des nageoires situées & mi-longueur des aubes de soufflantes, au niveau des talons
situés au sommet des aubes de turbine BP ou encore au niveau des joncs utilisés sur les disques
aubagés monoblocs [60]. Les roues aubagées constituées d'un assemblage d’aubes montées sur un
disque sont également soumises & du contact frottant au niveau des assemblages aube/disque. Le
contact est assuré par la force centrifuge qui vient plaquer le pied de I'aube contre 1’alvéole du
disque. Les excitations de ’aube entrainent des glissements de faible amplitude au niveau des
surfaces en contact. Toutes ces non-linéarités de contact perturbent le comportement vibratoire
des aubages et doivent donc étre prises en compte lors du dimensionnement dynamique des
piéces. Les contacts frottants peuvent également entrainer une usure des surfaces en contact [61],
modifiant amortissement apporté a la structure ou produisant 'initiation de fissures [62].

La prédiction du comportement vibratoire des turbomachines en tenant compte de ces non-
linéarités nécessite de développer des outils spécifiques de résolution adaptés & chacun de ces

phénomeénes.
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1.2 Principe de résolution par la méthode de I’équilibrage harmonique (HBM)

La prise en compte des effets non-linéaires dans la dynamique d’une roue aubagée nécessite de
résoudre I’équation du mouvement habituelle faisant intervenir les matrices masse M, raideur K

et amortissement D & laquelle le terme f;; est ajouté, correspondant aux efforts non-linéaires :
Mx(t) + Dx(t) + Kx(t) + f1(x, %) = foxt (t) (IV.1)

De la méme fagon que pour les simulations du Chapitre 111, les effets gyroscopiques, le raidissement
et 'assouplissement centrifuge sont négligés. La difficulté de ce type d’équation différentielle
réside dans la dépendance en déplacement et vitesse des efforts non-linéaires. En 1’état, il n’est
pas possible d’établir une expression analytique exacte de la solution de ce type d’équation.

Dans le cas de non-linéarités faibles, il est envisageable qu'une linéarisation au premier ordre
modifie peu la dynamique du systéme et permette alors d’obtenir une solution approchée de
I’équation différentielle non-linéaire. Cette approximation n’est pas toujours possible dans le
cadre de la dynamique des rotors pour laquelle les non-linéarités mises en jeu sont généralement
fortes et non-réguliéres, comme c’est le cas pour les contacts frottants. Des méthodes approchées
numériques doivent alors étre envisagées, méthodes qui se répartissent en deux grandes catégories :
les méthodes dans le domaine temporel et les méthodes dans le domaine fréquentiel. Une bréve
revue de ces méthodes est présentée ici, des explications plus approfondies pouvant étre trouvées
dans les travaux de Gruin [14] et Grolet [63].

Meéthodes de résolution dans le domaine temporel

L’approche la plus classique dans le cas d’une équation différentielle non-linéaire dépendant
du temps est d’utiliser une méthode de résolution par intégration temporelle. Le principe est de
construire la réponse dynamique du systéme de fagon itérative dans le temps, c’est-a-dire pas a
pas. Les méthodes de Runge-Kutta [64] sont souvent utilisées pour les problémes réguliers en
raison de leur précision et de leur stabilité comparativement a un schéma d’intégration d’Euler
d’ordre inférieur. Pour les équations différentielles du second ordre, comme c’est souvent le cas
avec les problémes de dynamique des structures, la méthode de Newmark [65] peut également
étre utilisée. Elle évite notamment I’écriture en systéme d’état nécessaire avec les méthodes de
Runge-Kutta ou d’Euler, et qui a pour conséquence de doubler le nombre de ddl du systéme.
Elle se limite toutefois & un ordre 2 de précision, pouvant étre supérieur & 4 avec les méthodes
de Runge-Kutta. Pour les problémes non-réguliers, le schéma d’Fuler peut étre utilisé ou des
méthodes plus spécifiques telles que les algorithmes de Carpenter [66] ou Moreau Jean [67, 68|.

Bien adaptées a I’étude d’un régime transitoire, ces méthodes s’avérent moins efficaces lorsqu’on
ne s’intéresse qu’au régime stationnaire. FEn effet, le calcul du régime transitoire peut engendrer
des temps de calculs importants. D’autre part, cette phase peut étre longue et nécessiter un
grand nombre de pas d’intégration, risquant d’engendrer la propagation d’une erreur numérique
importante.

Ces méthodes sont donc a privilégier pour ’étude d’un phénoméne vibratoire transitoire ou
dans le cadre de la validation d’une méthode de résolution plus adaptée.

Des alternatives basées sur les méthodes temporelles existent, comme la méthode de tir
qui permet de s’affranchir du calcul du régime transitoire en recherchant une condition initiale

directement sur la solution périodique. Cette méthode, qui a déja été appliquée dans le domaine
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de la dynamique des rotors [69, 70|, est plus avantageuse en temps de calcul mais présente des

limitations en terme de stabilité.

Méthodes de résolution dans le domaine fréquentiel

Lorsqu’on ne s’intéresse qu’au régime stationnaire, les méthodes de résolution fréquentielle
constituent une bonne alternative aux méthodes temporelles. En se plagant dans I’espace de
Fourier, on accéde directement aux solutions périodiques ce qui assure généralement un gain de
temps notable par rapport aux méthodes temporelles.

La méthode présentée ici, appelée méthode d’équilibrage harmonique ou balance harmonique
(HBM), permet de rechercher les solutions périodiques du comportement dynamique d’un systéme
mécanique non-linéaire soumis & une excitation harmonique mono-fréquentielle de fréquence w.
Cette méthode est donc adaptée pour I’étude du régime permanent. L’excitation étant mono-
fréquentielle, la solution est recherchée sous une forme périodique de méme période T = 27 /w que
I’excitation, mais pouvant étre multi-harmonique compte tenu de la présence de non-linéarités. Une
décomposition de la solution x sous la forme d’une série de Fourier semble donc particuliérement

adaptée a ce type de probléme :

x(t) =ag+ Z ay, cos kwt + by, sin kwt (Iv.2)
k=1

Le principe de cette méthode fréquentielle est de substituer la relation (IV.2) dans ’équation a
résoudre (IV.1), puis de projeter 'ensemble des équations du probléme sur la base des fonctions
harmoniques. On obtient ainsi un systéme d’équations algébriques non-linéaires pour lequel la
variable de temps ¢ a disparu, qui est ensuite résolu grace & des méthodes itératives.

La méthode d’équilibrage harmonique est utilisée dans divers domaines comme 1’électro-
nique [18, 71], I'électronique quantique |72] ou encore la mécanique des fluides [73, 74]. En
mécanique du solide, elle est notamment employée pour étudier la dynamique des roues auba-
gées |75, 76, 77] ou les phénomeénes de crissement de frein [78]. Les aspects théoriques de cette

méthode, notamment décrits par Narayanan et Sekar [79], sont présentés dans cette partie.

1.2.1 Mise en équation

La décomposition en série de Fourier de la solution proposée équation (IV.2) met en jeu une
somme infinie qui ne peut étre traitée numériquement. Cette solution est donc approximée en
tronquant la décomposition a un ordre Ny, limitant ainsi le probléme & (2N, + 1)n inconnues, n

étant le nombre de ddl du systéme :

Np,
x(t) ~ag + Z ay, cos kwt + by, sin kwt (IV.3)

k=1
Plus le nombre d’harmoniques conservées dans la base trigonométrique est important, et plus
la solution obtenue s’approchera de la solution périodique (IV.2) exacte. Cette relation peut

également s’écrire sous la forme matricielle

x(t) = T(t)x, (IV.4)
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ou T est une base de fonctions trigonométriques et xy, les coefficients de Fourier de la série :

T(t) =To(t) ®I, avec Ty= [1 coswt sinwt ... cos Nywt sin tht] (IV.5)
T
xy=[al af b ... a bY, (IV.6)
L’intérét de cette écriture est de séparer les inconnues x;, de la dépendance temporelle contenue
dans la base T. Les expressions de la vitesse x et de I'accélération X sont ensuite obtenues par

dérivation de la solution (IV.4). Pour faciliter leur écriture, on définit un opérateur de dérivation
V:

I,
V = diag(0,,, VI, ... V) avec Wi :k:[ (; 0] (IV.7)

Ce qui donne :

x = wTVxy

(IV.8)
% = w?TV?3x),

En remplagant dans 1’équation du mouvement non-linéaire (IV.1), on obtient finalement 1’expres-

sion du résidu dynamique :
r(t) = Ww*MT(t)V?x), + wDT(t)Vx), + KT (t)x), + fu1(xn, 1) — foxs (t) (Iv.9)

Le résidu r découle de l'erreur engendrée par ’approximation de x par une série de Fourier
tronquée. Ce résidu est d’autant plus faible que le nombre d’harmonique Nj est grand. Le
cceur de la méthode de I'équilibrage harmonique repose sur la suppression de la dépendance
temporelle du résidu r en exprimant la relation (IV.9) dans le domaine fréquentiel. On applique
pour cela la procédure de Galerkin qui consiste & orthogonaliser le résidu r par rapport & la base

trigonométrique T grace au produit scalaire suivant :

2 (T 2 (T
(o) = [ g = w= [ 1T (IV.10)
T Jo T Jo
Le systéme d’équations (IV.9) devient ainsi un systéme d’équations algébriques non-linéaires :
I'h(Xh) = Lxp + fnlh (Xh) - fexth (IVll)
La matrice L, appelée matrice de rigidité dynamique, est composée des matrices structurelles du

probléme et contient la contribution dynamique linéaire du systéme :

2 T
L-? / TT (W*MTV? + wDTV + KT) dt (1V.12)
0

Les vecteurs fy), et fox, sont les coefficients harmoniques des efforts non-linéaires et des efforts

extérieurs et ont pour expression :

2 (T r
fnlh (Xh) = T/ T fnl(Xh,t) dt
2

0
T (IV.13)
fexth = T/ TTfext(t) de
0

Dans les cas qui nous intéressent, les efforts extérieurs feyt sont généralement des excitations

périodiques synchrones qui peuvent aisément étre décomposées sous la forme d’une somme de
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fonctions cosinus et sinus. Les coefficients harmoniques associés foxi, découlent naturellement de

cette décomposition.

Pour les efforts non-linéaires, le calcul des coefficients harmoniques peut se faire analytiquement
dans le cas d’une non-linéarité simple, pour laquelle les coefficients harmoniques des efforts £,
peuvent s’exprimer directement & partir de ceux des déplacements x;. La non-linéarité peut alors
étre traitée directement dans le domaine fréquentiel, comme c’est le cas pour les efforts extérieurs.
Lorsque les non-linéarités sont exprimées dans le domaine temporel, comme les non-linéarités de
contact ou de frottement, des méthodes numériques sont nécessaires pour évaluer les coeflicients

harmoniques des efforts non-linéaires. Ces méthodes seront présentées dans la section IV.1.2.3.

Expression de la matrice de rigidité dynamique

Dans son expression (IV.12), la matrice L posséde des termes temporels contenus dans la base
trigonométrique T'. L’objectif est alors d’isoler les autres termes de I'expression, tous indépendants
du temps, de facon & les sortir du calcul de l'intégrale. Pour cela, la relation suivante est établie

grace aux propriétés du produit de Kronecker, pour une matrice carrée A de dimension n :

AT=IL®A)(To®l,) =1.T)®(AL)=Ti® A
= (TO.IQNh+1) X (InA) = (TO X In)'(IZNh+1 X A) (IV.14)
=T.Na

La matrice No = Ion, 41 ® A est une matrice diagonale par blocs contenant 2N, 4 1 fois la

matrice A. En appliquant cette relation aux matrices M, D et K, on isole les termes indépendants

du temps hors de l'intégrale :
9 (T
L= / T'T dt (w*NmV? + wNpV + Ng) (IV.15)
0
Enfin, en utilisant la relation (A ® B)T = AT ® B™, on simplifie le calcul de I'intégrale & :

2 [T 2 (T
= /O TTTdt:T /0 TiTodt®1, (IV.16)

La base Ty étant orthogonale, les seuls termes non nuls dans cette projection sont ceux de la

diagonale :

21, 0

2 [T n

= / TITdt = . (IV.17)
0 ..

0 I,

En remplagant dans 'équation (IV.15) et en explicitant les différents termes, on obtient finalement

I’expression analytique de la matrice de rigidité dynamique sous la forme d’une matrice diagonale
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par blocs indépendante du temps :

0 Ly

h

(IV.18)

K — (jw)*M JjwD
Ly=2K L;= j=1,...,Np
—jwD K — (jw)’M

1.2.2 Reésolution par une méthode de Newton

Une fois tous les termes du systéme algébrique non-linéaire (IV.11) exprimés, il reste a le
résoudre de facon & déterminer ’ensemble des inconnues xy, c’est-a-dire établir les racines de
I’équation :

rp(xp) =0 (IV.19)

Pour résoudre ce type de probléme, des méthodes de résolution itératives sont souvent employées.
L’ouvrage de Fletcher [80] en présente plusieurs dont les méthodes du gradient, les méthodes de
Newton ou encore les méthodes des régions de confiance. Dans le cadre de la HBM, une méthode
itérative de type Newton-Raphson, initialement introduite par Lau [81], est couramment utilisée.
Le principe de cette méthode est de déterminer une solution xjq satisfaisant le relation (IV.19)

(0)

de maniére itérative. En partant d’une condition initiale x; ", on évalue a chaque itération ¢ une

(4)

correction Axy, & ajouter au vecteur x,° pour se rapprocher de la solution :
X = x4 Axy, (IV.20)

Le processus est répété jusqu’a obtenir un vecteur Xpg qui vérifie un critére d’arrét arbitraire fixé
par l'utilisateur, généralement basé sur la norme du résidu, comme par exemple ||ry(xp0)|| < €.
Dans la méthode de Newton Raphson, le calcul de la correction Axy, est basé sur le développement
de Taylor au premier ordre de ’équation (IV.19) :

r), (xg) + Axh> =ry (x,(j)> + g:; <X§j)> Axp + o(Axy) =0 (IV.21)

ce qui conduit & I'expression de la correction :
Axp = — orn (x(i)> 711’ (x(i)) (IV.22)
h oxp, \h b\ Th '
dans laquelle apparait la matrice jacobienne du systéme algébrique (IV.19) évaluée en ng). Son

expression est obtenue a partir de 'expression (IV.11) du résidu ry, :

8I‘h 6fn1
—~ =L h
Oxh + Oxh

(IV.23)

Cette relation fait intervenir la matrice de rigidité dynamique L connue ainsi que la matrice
jacobienne des termes non-linéaires dont 1’évaluation peut s’avérer délicate. Différentes approches
existent pour établir numériquement une expression de cette matrice, comme par exemple une
approximation par différences finies [82]. Une autre méthode plus adaptée au cas des contacts

dans les turbomachines est présentée dans la section 1V.1.2.3.
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1.2.3 Meéthode AFT pour le calcul des termes non-linéaires

Dans le cas des problémes de contact appliqués aux turbomachines, ’expression analytique
reliant les efforts non-linéaires aux déplacements dans le domaine fréquentiel n’est pas connue. Les
non-linéarités sont en effet exprimées dans le domaine temporel. Deux méthodes sont particuliére-
ment adaptées pour contourner cette difficulté : la méthode de collocation trigonométrique [14] et
U'alternance temps-fréquence (AFT) initialement introduite par Cameron et Griffin [83]. Cette
seconde approche, présentée dans ce mémoire, consiste a transiter entre les domaines fréquentiel
et temporel grace a des transformées de Fourier directes et inverses, de facon a résoudre le systéme
non-linéaire dans le domaine fréquentiel tout en évaluant les termes non-linéaires dans le domaine
temporel.

La premiére étape de cette méthode est de décomposer les termes non-linéaires dans le domaine
fréquentiel sous la forme d’une série de Fourier tronquée, au méme titre que les déplacements x
dans la relation (IV.3) :

Np,
fu1(t) ~ co + Z ¢, cos kwt + dy, sin kwt (Iv.24)

k=1
En effet, seules les solutions périodiques des déplacements x sont recherchées, de périodicité
directement dépendante de celle des efforts extérieurs. Les efforts non-linéaires étant fonction
de ces déplacements, il semble licite de les exprimer également sous la forme d’une fonction
périodique de méme périodicité T'. On définit ainsi la structure du vecteur harmonique des efforts

non-linéaires f,,;, & déterminer :
T
fu (o) = [ef f af .. <k, df] (IV.25)

L’expression des efforts non-linéaires n’étant connue que dans le domaine temporel, la seconde
étape consiste & reconstruire les déplacements x et vitesse x sur une période échantillonnée
& partir des coefficients harmoniques xj, grace a une transformée de Fourier discréte inverse
(IDFT). Pour cela, la période T de la solution est divisée en n; instants notés tj, généralement
équidistants :

T
ty = k— avec k=1,...,n (IV.26)
T

On construit ainsi la matrice de transformée de Fourier discréte inverse :

1 coswty sinwt; ... cosNpwt; sin Npwty
Fl=11 coswty, sinwty ... cosNywtp sin Nywts (Iv.27)
1 coswT sinwTl ... cos NpwT sin NpwT

2km
ne
saire de recalculer cette matrice & chaque changement de fréquence d’excitation. Les déplacements

On remarque que le produit wty = est indépendant de la pulsation w. Il n’est donc pas néces-

et vitesses discrétisés en temps sur une période s’obtiennent alors par les deux relations :

x(t1) x(t1)

x(t2) X(t2)

= (F'oL)x, =w(F'eL)Vx, (IV.28)

x(T) x(T)
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Il est a présent possible d’évaluer les efforts non-linéaires a4 chaque instant ¢; de la période
échantillonnée. Les coefficients harmoniques des efforts non-linéaires sont finalement obtenus en

effectuant une transformée de Fourier directe des efforts échantillonnés :

fnl(tl)
fui(t2)
fu, = (FoL) | " (IV.29)
£f1(7)
La matrice de transformée de Fourier discréte associée & cette opération a pour expression :
1 . 1 . 1
2coswt; ... 2coswtp ... 2coswT
1 2 sin wty .. 2sinwt e 2sinwT
F=— . . . (IV.30)
Uz : : :
2cos Npwty ... 2cos Npwtp ... 2cos NpwT
2sin Npwt; ... 2sin Npwity ... 2sin NywT

Cette méthode d’AFT permet donc de déterminer les coefficients harmoniques des efforts non-
linéaires associés a chaque solution itérative xp. Ainsi, tous les termes du résidu (IV.11) sont a

présent connus ce qui permet de résoudre le systéme algébrique non-linéaire ry(xp) = 0.

Cette technique peut également étre utilisée pour évaluer la matrice jacobienne des efforts
non-linéaires, nécessaire a la méthode de Newton-Raphson présentée dans la section 1V.1.2.2,
lorsque la forme de f,1(¢) permet d’en établir une expression analytique. Il s’agit alors d’évaluer
cette matrice dans le domaine temporel aux différents instants de I’échantillon, puis de la ramener
dans l'espace des fréquences par une transformation de Fourier. Lorsque ’expression analytique
de cette matrice ne peut étre établie, une approximation est généralement obtenue par différence
finie, entrainant une augmentation du temps de calcul de chaque itération et une convergence

parfois plus difficile.

1.2.4 Application & un modéle simple masse-ressort

La méthode d’équilibrage harmonique est appliquée dans cette section & un systéme simple
masse-ressort soumis & une force de frottement de facon a présenter les comportements caractéris-

tiques rencontrés dans ce type de probléme.

Modéle étudié

On s’intéresse & un oscillateur & 2 ddl représenté Figure IV.1 dont les deux masses sont reliées
par un frotteur. Les valeurs numeériques utilisées pour les résultats présentés dans cette partie
sont réunies dans le tableau IV.1.

Le comportement vibratoire de ce type de systéme, fortement non-linéaire et dissipatif, se
situe entre deux états asymptotiques. Le premier correspond a l’état totalement glissant pour
lequel le frotteur n’apporte pas de dissipation d’énergie ce qui revient a le supprimer. Dans cette

situation, l'oscillateur présente deux modes propres de pulsations :

k1 + 2k 1 7
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oy ey uN

m [0 m
‘ — L
C1 Co

I T2

FIGURE IV.1 — Oscillateur & deux degrés de liberté avec frotteur

Ces pulsations prennent les valeurs w; = 0,618 rad.s™! et wy = 1,618 rad.s™* pour les valeurs de
masse et de raideur présentées dans le tableau IV.1. Le second état asymptotique correspond &

I’état collé pour lequel les deux masses sont soudées, ce qui revient & étudier un oscillateur a 1 ddl

de masse 2m. Dans ce cas un seul mode propre est présent, de pulsation w = 2% =1 rads™ .

Enfin, un amortissement modal de 5% est appliqué aux deux modes libres de la structure.

kr (Nm™!) | ks (N.m™!) | m (kg)
2 0.5 1

TABLE IV.1 — Valeurs numériques utilisées pour l'oscillateur a 2 ddl

Effort non-linéaire

La modélisation des non-linéarités de frottement sec se répartit en deux catégories dans la
littérature : des modeles statiques dérivant des lois de Coulomb [84], ou des modéles dynamiques
découlant des méthodes de Dahl [85] et de Bouc-Wen [86] notamment. Dans le cas o les surfaces
en frottement sont soumises & des glissements partiels, comme c’est souvent le cas au niveau des
aubes dans les turbomachines, il peut étre nécessaire de modéliser les micro-glissements [87] et de
développer des méthodes plus sophistiquées alliant des modeéles de macro- et micro-glissements [88]
afin de reproduire fidélement le comportement vibratoire engendré dans la structure.

Dans le cadre de ce mémoire, une loi de type Coulomb est employée en raison de sa simplicité.
Dans les phases de glissement, c’est-a-dire au-dela d’une valeur seuil d’effort tangent fy, elle peut
étre implémentée sous la forme d’une fonction signe établissant 1'orientation de la force tangente
en fonction de la vitesse relative X, calculée entre deux ddl en contact. L’intensité de cette
force, alors constante en norme, dépend uniquement d’un coefficient de frottement p et de l'effort
normal aux surfaces en contact noté IN. La valeur du coefficient de frottement, caractéristique de
ces deux surfaces, est comprise entre 0 et 1. Pour un frottement acier/acier, elle se situe autour
de 0,3. Dans le cas des machines tournantes, la force normale correspond & l’effort centrifuge
maintenant les portées d’une aube en contact avec I'alvéole du disque. Cette loi a donc pour

expression, dans les phases de glissement :

fCoulomb = Sign(krel)ﬂN pour |fCoulomb| > fO (IV32)

L’inconvénient de cette loi réside dans la discontinuité établie par la valeur seuil fy et marquant
la transition entre phases collées et glissantes. Cette caractéristique peut s’avérer problématique
numériquement pour la gestion d’oscillations autour d’une zone d’arrét, ainsi que pour établir

une expression de la matrice jacobienne des efforts non-linéaires nécessaire a ’étape de résolution
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présentée section IV.1.2.2. Différentes méthodes peuvent alors étre envisagées pour établir une
loi approchée des efforts non-linéaires en évitant cette discontinuité [84]. Dans le cadre de ce
mémoire, une régularisation grace a la fonction tanh est choisie, conduisant a I’expression suivante

pour les efforts non-linéaires :

£.1(t) = N tanh <Xrel> (IV.33)
€

Le parameétre p est fixé & 0,3 pour les simulations numériques présentées dans la suite. Le
paramétre € permet de controler la pente de la fonction tanh et ainsi le degré de régularisation
comme représenté Figure IV.2. Plus il est faible et plus la loi de frottement s’approche d’une
fonction signe, mais plus la convergence va étre difficile & obtenir pour le solveur. On notera que
pour des petits débattements associés a de faibles vitesses relatives, c¢’est-a-dire pour un état
proche de I’état collé, une valeur trop importante de € conduirait a une loi de frottement linéaire
correspondant a 'ajout d’un amortissement visqueux de valeur pN/e. En revanche, pour des
débattements importants, une valeur trop faible de € entrainerait des temps de calculs importants

sans modifier fondamentalement la solution.

T T T

uN
oF
+~
)
)
20
= 0
+~
i
=
€9)
—uN
|

0

vitesse relative Xy

FI1GURE IV.2 — Loi de frottement régularisée par une fonction tangente hyperbolique.

Etude de ’influence du nombre d’harmoniques temporelles

L’un des parameétres a fixer lors de la mise en place d’une résolution de type HBM est le
nombre d’harmoniques temporelles IV}, a conserver pour approximer la solution. On a vu dans
la section IV.1.2.1 que plus ce nombre est grand et plus on s’approche de la solution exacte,
mais plus le colit numérique associé est important. L’objectif ici est donc d’estimer le nombre
d’harmoniques minimum & conserver pour obtenir des résultats acceptables tout en assurant des
temps de calculs raisonnables.

Pour cela, on se place dans une situation intermédiaire entre les deux états asymptotiques
complétement collé ou complétement glissant. En effet, ces deux situations correspondent & des
comportements relativement linéaires faisant par conséquent intervenir peu d’harmoniques. En
revanche, dans une situation intermédiaire pour laquelle le frotteur va alternativement glisser ou
coller, la solution temporelle sera beaucoup moins réguliére et nécessitera plus d’harmoniques
pour é&tre représentée fidélement.

L’influence du parameétre N, a donc été étudiée sur l'oscillateur a 2 ddl de la Figure IV.1,
pour lequel une force périodique est appliquée a la masse 1. L’amplitude de cette excitation est

fixée & 0, 1N, N étant l'effort normal appliqué au niveau du frotteur. Ce rapport excitation/effort
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normal correspond & un comportement majoritairement collé présentant des phases de glissement
autour de la résonance. Les résultats sont présentés Figure IV.3 pour un nombre d’harmoniques

temporelles compris entre 1 et 7.

0,6 0,8 1 1,2 1,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

w (rad.s™1) w (rad.s71)

Amplitude normalisée (m.N~1)

Fi1GURE 1V.3 — Influence du nombre d’harmoniques temporelles sur les réponses forcées de la
masse 1 (gauche) et de la masse 2 (droite). N =1 (—), N, =3 (—), N, =5 (000),
Np =7 (xxx).

La réponse forcée du systéme converge de facon satisfaisante dés 3 harmoniques. Cette situa-
tion semi-collée /semi-glissante est assez contraignante du point de vue du nombre d’harmoniques
a conserver, car elle correspond aux signaux les plus irréguliers. Par conséquent, il est inutile d’aug-
menter ce nombre pour les situations totalement collées et glissantes. Le nombre d’harmoniques

temporelles est ainsi fixé & N, = 3 pour la suite des simulations.

Comportement du systéme en fonction de ’amplitude de ’excitation

Une fois fixé le nombre d’harmoniques temporelles & conserver, il est intéressant de faire varier
I’amplitude de 'effort extérieur afin d’étudier le comportement de 1'oscillateur et de chercher &
retrouver les deux états asymptotiques caractéristiques. Pour un effort normal fixé & N = 5N, on
fait varier 'amplitude des efforts extérieurs entre 0,01N (état collé) et 5N (état glissant). La
valeur du parameétre € est ajustée dans chaque cas de fagon & adapter la régularisation de la loi
de frottement aux amplitudes de vitesse relative observées. Les réponses forcées des deux masses
associées & ces simulations sont présentées Figure IV 4.

On observe bien sur ces courbes une transition entre deux états caractéristiques. Les courbes
oranges sont le résultat d’un état majoritairement glissant, pour lequel deux pics d’amplitude
plus importante sont visibles, correspondant aux deux modes propres du systéme a 2 ddl. Ces
résonances apparaissent effectivement aux valeurs de pulsation annoncées, a savoir 0,618 rad.s™!
et 1,618 rad.s™!. Les courbes bleues représentent quant a elles un état majoritairement collé, avec
un seul pic de résonance autour de 1 rad.s™! correspondant bien a la pulsation de l’oscillateur a 1
ddl pour lequel les deux masses sont soudées. Les états intermédiaires, semi-glissants semi-collés,
sont caractérisés par des réponses forcées amorties dont les pics de résonance se situent sous
I'une des deux configurations en fonction du comportement collé ou glissant prédominant. Ces
observations décrivent une phénoménologie classique déja présentée dans divers travaux [89, 20|

ce qui permet de valider 'approche numérique proposée dans cette section.
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Amplitude normalisée (m.N—1)

w (rad.s™1) w (rad.s™1)

FIGURE IV.4 — Influence de "amplitude des efforts extérieurs sur la réponse forcée des masses 1 (a

gauche) et 2 (a droite). Comportement linéaire collé (—), comportement linéaire glissant (—).

1.3 Adaptation de la HBM dans le cadre de notre étude

Dans le cas de I’étude d’un systéme bi-rotor aubagé couplé, il a été montré dans le chapitre II
qu’une transformation de ’équation du mouvement permettait de s’affranchir des coeflicients
temporels liés a ’étude simultanée de deux solides tournant & des vitesses différentes. Cette
transformation implique une écriture en base modale ainsi qu’une projection de I’équation du
mouvement dans différents nouveaux repéres. Si on ajoute & présent des effets non-linéaires dans

le systéme, 1’équation du mouvement devient :

~

G+ (Ve - Q- 0K, ) %G+ B (4,9) = ou (IV.34)

On rappelle que la notation e signifie que la grandeur e est exprimée en base modale dans les
nouveaux repéres de projection. Les déplacements physiques dans les repéres mobiles de chacun
des deux rotors s’obtiennent par la relation u = 9VP4q avec 1V la matrice des vecteurs propres
a droite et P la matrice de projection permettant de passer des nouveaux repéres aux repéres
mobiles des deux roues aubagées. En base modale et dans les nouveaux repéres de projection, les

efforts s’expriment :

~

T T
fi(t =-P Q8V o (1V.35)
fu = -PTQEVTE,
Dans ces deux expressions, les matrices 2 et 8V sont indépendantes du temps. Il a été montré dans
la section 11.3.2.3 que la projection PT de l'excitation dans les nouveaux repéres génére simplement
de nouvelles harmoniques sans modifier les fréquences fondamentales d’excitation, & savoir dans
notre cas les vitesses de rotation des deux rotors €21 et 5. Comme expliqué dans la section 1.4.1,
ce probléme est donc un probléme non-linéaire multi-fréquentiel qui nécessite des méthodes de
résolution adaptées plus complexes & mettre en ceuvre que la HBM classique. Toutefois, ce qui
nous intéresse ici est de valider la méthode de projection de I’équation du mouvement dans un
cadre non-linéaire, que ce soit mono- ou multi-fréquentiel. En effet, la mise en place de cette
méthode dépend uniquement de la nature du couplage et des déformées modales, mais pas des

efforts extérieurs. Elle n’intervient sur 'excitation que par 'intermédiaire de I’enrichissement du
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spectre avec de nouvelles harmoniques, ce qui ne modifie pas fondamentalement 'application
des méthodes de résolution non-linéaires multi-fréquentielles. Par conséquent, la compatibilité
de la méthode de projection proposée avec une méthode de résolution non-linéaire est a priori
indépendante du caractére mono- ou multi-fréquentiel de ’excitation.

Ainsi, pour s’affranchir des difficultés liées aux méthodes de résolution multi-fréquentielles,
une unique excitation extérieure est appliquée sur le rotor Ry, le rotor Ro ne pouvant alors étre
excité que par I'intermédiaire du roulement. De méme, seule la premiére roue aubagée est soumise
& un effort non-linéaire de frottement. De cette facon, une unique fréquence fondamentale €2y est
présente dans le spectre d’excitation ce qui nous permet de traiter ce probléme en mono-fréquentiel.

Les contributions des efforts appliqués & chacun des deux rotors s’écrivent donc sous la forme :

~

fext1 = _Prlrﬂlgvrlrfextl /fextg =0 (IV 36)
£, = —PTevTEy, fu, =0 '

Comme dans le cas classique présenté dans la section IV.1.2, 'excitation appliquée, aprés projection
dans les nouveaux repéres, est sinusoidale de périodicité multiple de la vitesse de rotation 1. On
recherche donc la solution de I’équation (IV.34) sous la forme d’une série de Fourier tronquée a
I’harmonique Ny, :

]T

dq(t) = T(t)4q, avec g, = [ag,alT,blT, . ,a%h,b%h (IV.37)

ou T est la base des fonctions trigonométriques définie équation (IV.5). Le choix de la fréquence
fondamentale wp,y0j de cette base dépend des harmoniques présentes dans le spectre de 'excitation
et sera discuté dans la partie IV.1.3.4. Il s’agira dans tous les cas d’un multiple de la vitesse de
rotation €.

En utilisant 'opérateur de dérivation V défini par la relation (IV.7), il est possible d’exprimer

la dérivée de 9q en fonction de ses coefficients harmoniques :

94 = wproj TVYG,, (IV.38)

Ainsi en remplagant dans I’équation du mouvement (IV.34), on obtient le résidu :
r(t) = (wpro TV + (Ve — @ = QK. ) T(1)) ‘G + o ("a) = Foxe (1) (IV.39)

Comme dans la méthode générale présentée partie IV.1.2, on cherche a se débarrasser de la
dépendance temporelle de cette équation en la projetant sur la base trigonométrique T suivant
une procédure de Galerkin avec le produit scalaire (IV.10). On obtient ainsi les coefficients
harmoniques du résidu en fonction de la matrice de rigidité dynamique L ainsi que des efforts

dans le domaine fréquentiel :

R 9 T o~ ~
ra(4G,) = 7/ T ()r(t) dt = LGy, + Fur, (Yan) — Foxe, (IV.40)
avec
2 T ~
L-2 / TT (wpro TV + VpT — QT — R, T) dt
1Jo
=R 2 T o ~
fnlhl - T1/0 T £, dt fnth =0 <IV'41)

- 9 M —~
fexthl = Tl/o TTfext1 dt fexth2 =0
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ou 17 est la période associée & la vitesse de rotation 1 : T3 = 52)—7; Il est important de noter que
cette période ne correspond plus nécessairement a la fréquence wpyoj, contrairement a ’expression
de la matrice de rigidité (IV.12) associée & une résolution non-linéaire classique. Le vecteur des
efforts extérieurs ?exth (respectivement non-linéaires Eﬂh) contient la réunion des efforts extérieurs
(respectivement non-linéaires) appliqués a chacun des deux rotors. La solution harmonique

recherchée correspond aux valeurs de 9q;, qui annulent le résidu ry,.

1.3.1 Matrice de rigidité dynamique

La matrice de rigidité dynamique L obtenue équation (IV.41) est différente de celle utilisée
dans le cas classique présenté partie IV.1.2 en raison de I’écriture en base modale et de la projection
de I’équation du mouvement dans de nouveaux repéres. Toutefois, la méme procédure peut étre
appliquée pour en obtenir une expression simplifiée, en utilisant la relation (IV.14) :

2 (M
L=z | T"Tdt (wproV + Ny — Nep ~ Nog ) (IV.42)
ot Nao = Ion, 41 ® A est une matrice diagonale par bloc contenant 2N, + 1 fois la matrice A.

Finalement, la matrice de rigidité dynamique s’exprime de nouveau sous une forme diagonale par

blocs :
Ly 0
L =
0 Ly,
- Vp —Q — QKC ] ro'In
Lozz(vp—n—m{c> L= F~ J@projin i=1,..., Ny
_jwprojIn VP - Q- QKC
(IV.43)

n correspond au nombre de ddl du probléme a résoudre, soit dans notre cas le nombre de modes

propres conservés dans I’écriture en base modale de I’équation du mouvement (IV.34).

1.3.2 Evaluation des efforts non-linéaires

Cette section ne s’applique qu’au rotor Ry, le rotor Re n’étant soumis a aucun effort non-
linéaire. Pour alléger les écritures, I'indice o7 indiquant que la grandeur e se rapporte au rotor R;
sera donc omis.

La projection de Galerkin du résidu (IV.39) a permis de définir 'expression des efforts

non-linéaires du rotor R; dans le domaine fréquentiel, rappelée ci-dessous :
~ 2 [T
fo, = — / T, dt (IV.44)
T Jo

En général, les efforts non-linéaires s’évaluent & partir des déplacements u et des vitesses u des
neeuds concernés. Dans ’étude présentée ici, ces efforts se limitent & du frottement et sont modélisés
grace & la fonction tanh utilisée dans le modéle simple masse-ressort de la section IV.1.2.4. Cette

formulation ne fait intervenir que la vitesse 1 des points de frottement.
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Comme dans le cas du systéme simple masse-ressort, cette dépendance a la vitesse nécessite
d’utiliser une procédure d’AFT pour obtenir les coefficients fréquentiels des efforts non-linéaires.
A cette procédure, il est nécessaire d’ajouter la prise en compte des changements de repére et
de D’écriture en base modale. En effet, I’équation du mouvement étant habituellement exprimée
en base physique dans le repére mobile de la roue aubagée, la procédure d’AFT utilise les
coefficients harmoniques 1 des vitesses physiques pour déterminer les efforts non-linéaires
physiques. Dans notre cas, 1’équation non-linéaire (IV.34) étudiée est exprimée en base modale et
projetée dans de nouveaux repéres. Les coefficients harmoniques des vitesses physiques 11, ne sont
donc pas directement accessibles et doivent étre déterminés & partir des coefficients harmoniques
des coordonnées modales projetées 1qy,. De méme, les efforts non-linéaires obtenus grace a la
procédure d’AFT doivent étre exprimés en base modale et dans les nouveaux repéres de facon a
pouvoir étre intégrés a I’équation (IV.40).

Une procédure d’AFT adaptée a ainsi été développée et est présentée dans la suite. Afin
de faciliter la compréhension des développements associés, cette procédure a été schématisée
Figure IV.5.

La premiére étape consiste a établir une relation analytique entre 11, et 9qy,. Pour cela, on

utilise la relation entre déplacements physiques et coordonnées modales projetées :
u(t) = VPIiG(t) (IV.45)

Cette relation est ensuite dérivée pour obtenir une expression de la vitesse physique, en tenant

compte du fait que la matrice de projection P est dépendante du temps :
u(t) = WVPIG(t) + VPG(t) (IV.46)

Par la suite, les coordonnées modales projetées 9q et les vitesses associées 9q sont exprimées en

fonction des coefficients harmoniques 9qy, suivant les expressions (IV.37) et (IV.38) :
u(t) = WVPTIG), + wpo; ' VPTV G, (IV.47)

La dérivée de la matrice de projection P s’exprime grace a 'opérateur de dérivation Vp explicité
équation (I1.98) :
P=0PVp (IV.48)

oul )7 est la vitesse de rotation du rotor R;.

Il reste & établir I’expression des coefficients harmoniques 1y, a partir des vitesses . Dans
I'expression (IV.47) de 1, les seuls termes dépendants du temps sont la matrice de projection P
constituée de fonctions trigonométriques, ainsi que la base harmonique T. Le produit des deux
fournit donc un signal harmonique dont la fréquence fondamentale wyobile, multiple de la vitesse
de rotation )y, sera explicitée dans la section IV.1.3.4. La vitesse 1 peut donc s’écrire sous la

forme d’une série de Fourier tronquée :
u(t) = Ty(t)ay, (IV.49)

ou T, est la base harmonique telle que définie équation (IV.5) pour la fréquence fondamentale

Wmobile- Ainsi, les coefficients harmoniques 1, de la vitesse physique s’obtiennent en projetant
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u(t) sur la base trigonométrique Ty, suivant le produit scalaire défini par la relation (IV.10) :

2 [N
w, = — [ Trla(t)dt (IV.50)
11 Jo
Finalement, en remplacant () par son expression (IV.47) et en utilisant les propriétés du produit

de Kronecker ainsi que la relation T = Ty ® I,,, on obtient la relation :

2 [h 2 [h .

w, = Nay | / ToPTdt Ny, + — [ ToPTdtwyo V| Yan (IV.51)
T1 0 Tl 0

avec Na = Ion, 41 ®A. On définit Py, la matrice de projection dans les nouveaux repéres exprimée

dans le domaine fréquentiel par la relation :

2 [h

P, = — / TIPTdt (IV.52)
T Jo

L’expression de cette matrice sera détaillée dans la section IV.1.3.3. On obtient finalement

’expression analytique de 11, en fonction des coordonnées modales harmoniques projetées qy,

qui peut se détailler afin de faire apparaitre la vitesse 4¢, :
i, = Nayla,  avec 94, = Pp, [0 Ny, + wproj V] 9 (IV.53)

Il est & présent possible d’appliquer la procédure d’AFT comme présentée dans la section 1V.1.2.3

afin de déterminer une expression fréquentielle des efforts de frottement f,;, en base physique

1p,
dans le repére mobile de la roue aubagée R;. La base harmonique associée est la base T, de
fréquence wmoebile, telle que :

fnl(t) - Tmfnlh (IV54)

Ces efforts doivent ensuite étre exprimés en base modale dans les nouveaux repéres de projection

de fagon a pouvoir étre utilisés dans I’équation a résoudre non-linéaire (IV.40) :

~

fu(t) = —PTQEVTE (1)  avec  f(t) = Twfu, (IV.55)

Il reste a déterminer les coefficients harmoniques des efforts projetés /f\nlh & partir de leur défini-
tion (IV.44) et de la relation (IV.55) :

-~

fn

I, =

2 (N
T / TTPTQeVIT,f,, dt (IV.56)
0

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker et la relation T, = Ty, ® I,,, il vient :

~

2 [N
fuy, =~ / TTPTT,, dt Ngeyrfu, (IV.57)
1Jo

lp

Finalement, cette expression se simplifie d’aprés la définition (IV.52) de la matrice de projection

P, dans le domaine fréquentiel :

fu, = Pify,  avec  fu, = —Ngeyrfa, (IV.58)

1p

Cette adaptation de la procédure d’AFT permet ainsi de prendre en compte ’écriture en base

modale et les changements de repéres.



140 CHAPITRE IV. ADAPTATION A DEUX PROBLEMATIQUES INDUSTRIELLES

Nouveaux j L\ Repere
reperes mobile
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: ) ' physique
I I
| 1

‘ AFT classique ‘

FI1GURE 1V.5 — Adaptation de la procédure d’AFT en tenant compte de I’écriture en base modale

et des changements de repéres.

1.3.3 Prise en compte des changements de repére dans le domaine fréquentiel

Le couplage de la procédure d’AFT avec la prise en compte des changements de repére
a conduit & la définition d’une matrice de projection exprimée dans le domaine fréquentiel
(cf. (IV.52)). Cette matrice de projection correspond aux changements de repére nécessaires a
la suppression des termes temporels de ’équation du mouvement du systéme couplé bi-rotor.
Dans le cas présenté ici, le rotor Rs n’est soumis a aucun effort non-linéaire. Seule la matrice
de projection fréquentielle du rotor R; est donc étudiée. Son expression est rappelée ci-dessous,

aprés ré-introduction des indices o1 et o5 permettant de distinguer les deux rotors :

2 [N
P,=— [ TP Tdt (IV.59)

On rappelle que les bases trigonométriques T, et T sont respectivement de fréquence fondamentale
Wmobile €6 Wproj. Ces deux fréquences, encore a définir, sont néanmoins des multiples de la vitesse
de rotation Q7.

La matrice de projection Py, dont la forme est explicitée dans la section 11.3.2.1, est une
matrice diagonale par blocs constituée de matrices de rotation d’angles m;{21¢ notées R,,,. Pour
rappel, I'entier m; correspond a la i®™® harmonique spatiale détectée dans les déformées des
vecteurs propres au niveau du roulement.

La matrice de projection Pj, dans le domaine fréquentiel se calcule donc en intégrant sur la
période T7 = 27/ un produit de fonctions trigonométriques, toutes de périodicité multiple de la
vitesse de rotation €. Compte tenu des propriétés d’orthogonalité des fonctions trigonométriques,
ce calcul d’intégrale s’effectue aisément et conduit & un grand nombre de termes nuls sauf dans
quatre cas détaillés par la suite.

Pour bien comprendre la structure de la matrice Pj,, un exemple est donné Figure IV.6

dans le cas ou seules deux harmoniques temporelles sont conservées dans les bases T et T,,, et
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seulement deux harmoniques spatiales sont présentes dans la matrice de projection P; :

T= _1 Cp1 Spr Cpe sz}
Ty = 1k Sk ks 31@} avec Cp; = cospihit,  sp, = sinpQit (IV.60)
R 0 ck; = cos ki{ht, sp, = sink;Qt
mi
P, =
0 ij

Ces restrictions permettent de travailler avec des matrices de taille raisonnable, le principe de

construction étant similaire pour un plus grand nombre d’harmoniques.

/P1 /Cp1P1 : /3;71P1 /Cp2P1
/cklPl /cklcp1P1 :/cklsmPl /cklcszl
2 : .
Py = ? /sklPl /sklcplPl ‘/sklsplPl /sklcszl ‘ /sklsszl
l I I
/ck2P1 /ckQCplPl :/c;msplPl /ck26p2P1 :/ck25p2P1

T T
| |

/sk2P1 /skchlPl :/skzsplPl /s;mcmPl : /Sk28p2P1
! |

0 /Ck1 Spo Ro 9 Ck1 Cpy R /Ck1 Spay R
— L —

R B e 0=
T | T
! /Sklcszl 0 [ /Slﬂ spR1 0 ! /Slﬂ cpo R1 /Slﬂ spR1

0 /SklcszQ : 0 /3k13P2R2
|

FIGURE IV.6 — Structure de la matrice de projection dans le domaine fréquentiel présentée pour

un nombre d’harmoniques temporelles et spatiales restreint.

A chaque triplet (ki,pj, mg) correspond un sous-bloc noté Ay comme représenté Figure IV.6.

Tous les termes de ce sous-bloc sont nuls sauf pour quatre cas particuliers :

1 0 0o -1
1 0 1 1 0

ki j =0 = Ay==
® K +pj+my 0 9 0 —1] -1

1 00 -1

1 olo 1
1l o 1l=1 o

o ki+p;i—mp=20 = Ag=-
Py —me ° 21 0 1/-1 o
10|l 0 -1
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00 —1
k + 0 = A L 11
o ki - I
i — Py my 0 9 111
-1 010
1 0|0 1
0 1 |-10
ki—pj—my=0 = Ag= -
IR "2l 0 -1 1 0
1 0|0 1

Dans le cas ou plusieurs de ces conditions sont observées simultanément (par exemple si my = 0),
il convient de sommer les blocs A associés.

Une derniére opération peut étre nécessaire dans le cas ot les deux modes présents dans la
matrice P correspondent en fait & un mode double. Dans ce cas, m1 = mo et la forme particuliére
de la matrice P (cf. section 11.3.2.1) nécessite d’appliquer une permutation de certaines lignes et
colonnes du bloc A de la Figure IV.6 :

(Iv.61)

B 0
Amode double = BAB avec B = 0 et BO =
0 By

O = O O
= o o O

0
1
0
0

o O O =

On obtient finalement une matrice constante qui permet de passer du repére mobile du rotor R;
aux nouveaux repéres de projection directement dans ’espace de Fourier. Il est intéressant de
noter que cette matrice de projection est indépendante de la vitesse de rotation €2;. Une unique

évaluation sera donc nécessaire pour un calcul de réponse forcée.

1.3.4 Choix des harmoniques temporelles des bases T et T,

Dans une résolution non-linéaire de type HBM, le choix de la fréquence fondamentale de la
base trigonométrique permettant de décomposer la solution dépend de la fréquence d’excitation.
Si cette fréquence d’excitation est un multiple entier n d’une autre fréquence w du probléme,
par exemple une vitesse de rotation, elle peut s’écrire sous la forme fexcitation = nw. Dans ce cas,
et si la détermination du multiple n n’est pas immédiate, il peut sembler plus simple de choisir
comme fondamentale de la base de Fourier la fréquence w. Ce choix peut toutefois s’avérer trés
coliteux numériquement, d’autant plus que n est grand. En effet, si p multiples de la fréquence
Sexcitation sont nécessaires pour décrire correctement le comportement du systéme non-linéaire,
p X n harmoniques devront étre conservées dans la base de fréquence fondamentale w, un certain
nombre d’entre elles étant pourtant inutiles. Pour limiter les temps de calcul, il convient donc de

déterminer, dans la mesure du possible, la plus petite harmonique d’excitation n mise en jeu.

Dans le cas du systéme bi-rotor couplé qui nous intéresse, la difficulté réside dans la projection
de I’équation du mouvement dans de nouveaux repéres. En effet, cette projection génére de
nouvelles harmoniques dans le spectre des efforts extérieurs. Il faut donc s’assurer que toutes
ces harmoniques sont bien représentées lors du choix de la fréquence fondamentale wy,o; de la

base de Fourier T, permettant de décrire la solution dans les nouveaux repéres de projection.
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Dans le cas d’'une excitation synchrone générée par les n; sillages du stator en amont de
la roue Ry, la fréquence d’excitation dans le repére mobile est n1€2;. Il a été montré dans la
section I1.3.2.3 que pour chaque harmonique spatiale m détectée dans les déformées modales
au niveau du roulement, la projection dans de nouveaux repéres génére deux harmoniques dans
le spectre d’excitation : (ny + m)Q; et (n1 — m)Q;. Le choix de la fréquence fondamentale
Wproj = k€1 va donc directement dépendre de la valeur des harmoniques spatiales m de la base

modale.

A titre d’exemple, prenons le cas du modéle EF bi-rotor étudié dans le chapitre III. Le rotor
Ry est soumis & une excitation & deux diamétres. Seuls les modes & deux diamétres sont donc
susceptibles de répondre, ce qui limite déja les harmoniques spatiales m pouvant étre détectées.
D’autre part, I’étude des 20 premiers modes propres & deux diamétres de ce rotor ne met en
évidence que des déformées d’harmonique spatiale 2 au niveau du roulement. Les projections dans
les nouveaux repéres ne vont donc introduire que deux harmoniques d’excitation : 0 et 4€2;. Le
plus judicieux numériquement est alors de choisir wproj = 4€21. On évite ainsi le cotit numérique

lié aux harmoniques Q1, 2021 et 321 a priori inutiles pour décrire la solution.

Une fois la base de Fourier T établie, la fréquence fondamentale wpyohile de la base T,
décrivant la solution dans le repére mobile de la roue aubagée se détermine en fonction de la
périodicité du produit PT (c.f. IV.1.3.2). Pour chaque harmonique spatiale m contenue dans les
déformées modales au niveau du roulement, la projection P de la base T entraine la création de
deux harmoniques : (k +m)Q; et (k —m)Q. Le choix de la fréquence wpyopile devra donc se faire
en tenant compte de toutes ces harmoniques.

En reprenant I’exemple précédent, la projection de la base T dans le repére mobile de la roue
R génére entre autre les deux harmoniques : 2€); et 6€2;. La fréquence wpobile = 2§21 parait donc

adaptée pour la base T,,.

Dans un cas relativement complexe faisant intervenir plusieurs harmoniques d’excitation ou
un nombre important d’harmoniques spatiales dans la base modale, il peut s’avérer laborieux
de déterminer une harmonique k de la vitesse de rotation €2 qui assure de représenter toutes
les harmoniques temporelles du probléme. Dans ce cas, la meilleure solution est probablement
de conserver Wproj = Wmobile = §21. 1l est toutefois peu probable, dans le cas d'une unique source
d’excitation synchrone, qu’un grand nombre d’harmoniques spatiales soient observées au niveau
du roulement en raison de la rigidité de la structure dans cette zone. On s’attend en effet & détecter
des déformées d’ordre relativement faible. Dans ce cas, le nombre d’harmoniques d’excitation
a prendre en compte est restreint ce qui facilite 'optimisation du choix des fréquences wpro; et
Wmobile- 1l serait également intéressant d’envisager une méthode de sélection des harmoniques
telle que proposée par Grolet [90] pour remédier a cette difficulté du choix des harmoniques a

prendre en compte.

1.4 Applications numériques

L’objectif de cette partie est de vérifier la compatibilité de ’étude non-linéaire proposée

section IV.1.3 avec la méthode de transformation de I’équation du mouvement présentée Chapitre II.
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L’écriture de I’équation du mouvement en base modale peut notamment s’avérer problématique
dans un contexte non-linéaire. En effet, les modes propres de la structure sont modifiés en présence
d’une non-linéarité de frottement. Représenter fidélement un comportement collé a partir d’une
base libre va donc nécessiter de conserver une base relativement riche, induisant des temps de
calcul plus importants. Tout ’enjeu réside dans notre capacité a sélectionner les modes libres les
plus pertinents pour représenter un comportement collé.

La résolution fréquentielle de ’équation non-linéaire projetée peut étre validée par comparaison
avec une intégration temporelle de I’équation de départ. Toutefois, cette méthode de validation est
difficilement envisageable dans le cas du modéle complet de roue aubagée en raison de 'importance
des ressources numériques nécessaires pour l'intégration temporelle d’un tel modéle. De plus, la
pertinence de 'utilisation d’une base modale libre tronquée pour écrire ’équation du mouvement
constitue I'un des points a valider. Cette astuce de réduction ne peut donc plus étre appliquée pour
accélérer la résolution par intégration temporelle. D’autres méthodes plus adaptées pourraient
étre envisagées, communément appelées méthodes CMS pour I'anglais Component Mode Synthesis.
Parmi celles-ci, on trouve des méthodes dites a interfaces libres [91, 92| ou a interfaces fixes telle
la méthode de Craig-Bampton [93] qui reste I'une des plus utilisées aujourd’hui. Les travaux de
Batailly [94] présentent plusieurs de ces méthodes appliquées a la dynamique de roue aubagée en
présence de contact aube/carter.

Dans le cadre de ce mémoire, I’étape de validation n’est effectuée que sur le modéle d’anneau
grace & une intégration temporelle de ’équation de départ. La présence ou non d’un couplage avec
un second anneau n’ayant pas d’influence sur les non-linéarités de frottement, les changements de
repére ou ’écriture en base modale, un seul anneau est pris en compte.

Une étude fréquentielle est ensuite réalisée sur le modéle simplifié de roue aubagée visant &
retrouver dans la dynamique du systéme, grice a la seule base libre, les deux comportements
libre et collé. Les résolutions linéaires du systéme libre (sans frotteur) et du systéme collé (ddl
frottants encastrés) sont utilisées comme références pour valider la pertinence de la base modale

retenue.

1.4.1 Validation sur le modéle d’anneau

Une premiére étape de validation a été réalisée sur le modéle d’anneau en raison de son faible
nombre de ddl permettant la mise en place d’une résolution par intégration temporelle. Le modéle
utilisé est le premier anneau du modéle recalé de la section I11.4.2.1 pour lequel le nombre de
secteurs a été réduit. En effet, afin de conserver une notion de symétrie cyclique, il est nécessaire
de placer au moins un frotteur par secteur. La présence d’un trop grand nombre de frotteurs
risquant de fortement contraindre la dynamique de I'anneau et de rapidement en bloquer les
mouvements, il est préférable de limiter le nombre de secteurs. Les caractéristiques du modéle

retenu sont les suivantes :
e N = 3 secteurs
e n, = 6 éléments par secteur
e 1 frotteur par secteur sur le noeud central

Les effets liés a la vitesse (effets gyroscopiques, raidissement ou assouplissement centrifuge) sont

négligés. Comme représenté Figure IV.7, les frotteurs sont placés dans la direction radiale entre un



1. Ajout d’une non-linéarité de type frottement dans le modéle 145

neeud de chaque secteur et un bati tournant a la méme vitesse que 'anneau. Afin de s’affranchir

=

FIGURE IV.7 — Positionnement des frotteurs dans la direction radiale sur le modéle EF d’anneau

a 3 secteurs.

d’éventuelles difficultés lors de ’écriture en symétrie cyclique, il est préférable d’éviter de placer
le frotteur sur un nceud frontiére de symétrie cyclique. On choisit d’appliquer une excitation
d’harmonique spatiale 2, tournante dans le repére mobile de ’anneau. Les modes propres associés,

en configuration libre (sans frotteur) et collée (ddl frottants encastrés) sont représentés Figure IV.8.

) Modes propres sans ) Modes propres frotteurs
frotteur Wiibre = 20833 rad.s™ colles Weolle = 12742 rad.s™

FIGURE IV.8 — Déformées modales d’harmonique spatiale 2 de ’anneau en situation sans frotteur
a gauche et frotteurs collés a droite. Configuration non-déformée (——), configuration

déformeée (— ).
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Les fréquences propres associées sont respectivement de 20833 rad.s™! et 12742 rad.s~!. Il est
& noter que le mode libre posséde la fréquence la plus élevée. L’introduction du frottement devrait
donc conduire a un assouplissement de la structure, alors qu'un phénoméne de raidissement est
habituellement observé sur les roues aubagées.

On observe une différence notable dans la forme de ces deux modes propres, avec un décentrage
du mode propre collé traduisant un comportement vibratoire trés différent du mode libre. En effet,
les frotteurs collés dans la direction radiale empéchent la propagation de ’onde tournante générée
par ’excitation et conduisent a une dynamique s’approchant d’une onde stationnaire. La transition
entre les comportements glissant et collé, de cinématiques trés différentes, risque donc d’étre
difficile a représenter avec la seule base libre. Par conséquent, cette structure d’anneau ne semble
pas adaptée a une étude compléte des phénoménes de frottement. Elle sera uniquement étudiée
dans la phase glissante pour laquelle la présence des frotteurs n’entraine pas d’assouplissement
mais simplement de I’amortissement.

Les FRF de 'anneau autour de la fréquence du mode propre glissant, calculées en fréquentiel
et par intégration temporelle sont tracées Figure IV.9 pour différentes amplitudes d’excitation,
relatives & l'effort normal N appliqué au niveau des frotteurs : 0,3N ; 0,5N et 1N. La courbe
linéaire sans frottement est également tracée. L’effort non-linéaire de frottement utilisé répond
a la loi en tanh tracée Figure IV.2. Le coefficient de frottement et I'effort normal sont fixés a
pu=0,3et N =10*N. Le paramétre € est réglé a chaque simulation et prend des valeurs entre
10! et 10!, Pour la résolution fréquentielle non-linéaire, tous les modes propres de la structure
sont pris en compte mais les harmoniques temporelles utilisées pour la HBM sont sélectionnées
comme expliqué section 1V.1.3.4 : les harmoniques 4€) et 2€) sont choisies comme fondamentales

respectivement dans les nouveaux repéres de projection et dans le repére mobile de I’anneau.
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FIGURE IV.9 — Courbes de réponse en fréquence d'un anneau normalisée par l'effort extérieur,
pour différents niveaux d’excitation. Comparaison entre résolutions fréquentielles (——) et

temporelles (000).

Une unique harmonique temporelle N = 1 est prise en compte lors de la résolution non-
linéaire fréquentielle, accompagnée d’un échantillonnage temporel n; = 100. Des simulations ont
également été réalisées avec N, = 3 harmoniques temporelles, sans que cela ait le moindre impact
sur le tracé des FRF. Cela s’explique probablement par 1’étape de projection en base modale qui

vient lisser le comportement temporel des efforts non-linéaires : alors que ’évolution temporelle de
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ces efforts, exprimés en base physique, est généralement sous la forme d’un créneau, elle devient
sinusoidale aprés projection en base modale.

On observe sur la Figure IV.9 une excellente corrélation des résolutions fréquentielles et
temporelles pour de faibles valeurs de frottement, qui se dégrade légérement lorsque le frottement
augmente. Il est d’ailleurs intéressant de noter que le pic de la FRF obtenue par intégration
temporelle pour le frottement le plus important (i.e. l'excitation la plus faible foxy = 0,3N)
présente un léger décalage vers la gauche. Il s’agit d’un léger assouplissement traduisant le début
de la transition vers la phase collée. Cet assouplissement n’est pas du tout visible sur la résolution
fréquentielle qui ne parvient & représenter que la situation glissante.

Ces premiers résultats sont donc encourageants quant a la validation de la méthode proposée,
au moins dans les situations oul le frottement est suffisamment faible pour n’introduire que de

I’amortissement. La transition vers un comportement collé doit encore étre étudiée avec un modéle
plus adapté.

1.4.2 Application au modéle de roue aubagée

Une non-linéarité de frottement est introduite sur le modéle EF simplifié de roue aubagée
présenté section II1.1 sous la forme d’un frotteur dans la direction axiale entre deux nceuds situés
a la base de l'aubage de la premiére roue (cf. Figure IV.10). L’excitation extérieure est toujours

une excitation a 2 diamétres, tournante dans le repére mobile de la roue et appliquée en bout
d’aube dans la direction axiale.
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FIGURE IV.10 — Positionnement du frotteur en pied d’aube de la premiére roue aubagée dans la

direction axiale.

Ce modéle semble plus adapté pour I'étude de I'influence du frottement sur la dynamique de
la structure, notamment dans les phases collées. En effet, le blocage dans la direction axiale des
ddl frottants modifie peu la forme du premier mode propre a 2 diamétres par rapport a celui de
la structure libre, comme on peut le voir Figure IV.11. On s’attend donc & pouvoir également
représenter la situation collée en utilisant la résolution fréquentielle non-linéaire, & condition de

conserver suffisamment de modes propres dans la base libre.
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(a) wiibre = 20826 rad.s™! (b) weotts = 24595 rad.s™!

FIGURE IV.11 — Déformées modales du premier mode & 2 diamétres en configurations libre et

collée.

Choix de la base modale libre

On choisit ici de travailler avec les bases modales & droite, la méme procédure pouvant étre
adaptée pour les bases & gauche. Théoriquement, en conservant l'intégralité de la base libre notée
d®, et connaissant les coefficients q adaptés, il est possible de reconstruire n’importe quel mode

propre collé, notamment le premier mode collé & 2 diamétres noté d'i'c’l :
d(I’c,l = d(ﬁf q (IV62)

Toutefois, les modes libres n’ont pas tous la méme importance dans la reconstruction de la
déformée du mode collé. De plus, la résolution fréquentielle est d’autant plus longue que la
base modale utilisée est riche. C’est pourquoi il est important de mettre en place une méthode
de sélection des modes propres libres de facon & ne conserver que les modes apportant une
contribution notable dans la représentation du mode collé.

Pour cela, une solution consiste & projeter les modes de la base libre sur le mode collé
objectif, et ne conserver pour la résolution que les modes libres présentant la projection maximale.
L’orthonormalisation de la base modale libre par rapport a la matrice de pseudo-masse B donne
la propriété suivante : g@gBdi’g = I. Ainsi, en multipliant a gauche la relation (IV.62) par g@EB,
on obtient le vecteur des coefficients q permettant de reconstruire le mode collé & partir de la
base libre :

q=2®/Bi®, (IV.63)

Il suffit alors de sélectionner les plus grandes valeurs dans le vecteur q pour construire la base
libre & utiliser lors de la résolution fréquentielle non-linéaire.

Afin d’établir une base modale libre assurant des résultats acceptables pour des temps de
calcul raisonnables, plusieurs bases modales ont été testées au travers d’un calcul de FRF en
situation collée, i.e. pour de faibles valeurs d’excitation. Un premier calcul linéaire, obtenu en
utilisant le mode propre collé (ddl frottants encastrés), constitue la référence pour évaluer la
pertinence des différentes bases libres testées. Deux bases libres contenant respectivement les 500
et les 800 premiers modes & 2 diamétres sont étudiées. Une sélection des 200 puis 300 modes les
plus pertinents parmi les 800 premiers modes est ensuite testée dans le but de réduire les temps

de calculs.
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Les FRF associées sont tracées Figure IV.12. Les caractéristiques relatives & chaque base
modale testée (fréquence propre obtenue pour le mode collé, erreur relative avec la référence et

temps de calcul) sont réunies dans le Tableau IV.2.

] 1077 | — linéaire collé
800 modes libres
300 modes parmi 800
200 modes parmi 800
----500 modes libres

| | | |
11500 12000 12500 13000 13500
01 (rad.s™1)

Amplitude normalisée (m.N~1)

FIGURE IV.12 — Tracé de la résonance associée au mode propre collé en fonction de la base libre

choisie.

Pulsation mode Erreur relative | Temps calcul FRF
collé (rad.s™1)
Calcul linéaire, 1 mode collé 24600 Référence moins d’1 min
800 modes libres 25200 2.4 % 4h40
300 modes parmi 800 modes libres 25360 3,1 % 40 min
200 modes parmi 800 modes libres 25520 3,7 % 20 min
500 modes libres 25440 3,4 % 2h

TABLE IV.2 — Caractéristiques associées a chaque base modale testée.

On observe pour toutes les bases testées une surestimation de la fréquence propre collée, qui
se réduit en augmentant le nombre de modes propres pris en compte. La sélection de modes
parmi la base de 800 modes libres semble efficace puisqu’elle dégrade peu la valeur de fréquence
propre collée observée, mais diminue fortement les temps de calcul. Ainsi, la base constituée des
300 modes les plus pertinents parmi les 800 premiers modes libres présente une erreur relative
de 3,1% ce qui nous parait acceptable. Cette base modale sera donc utilisée pour la suite des

simulations présentées dans cette section.

Etude de la premiére roue aubagée sans couplage

Une premiére étude est réalisée sans couplage, afin d’étudier le comportement de la premiére
roue aubagée en situation de frottement. L’effort de frottement utilisé suit la loi en tanh tracée
Figure IV.2, pour un effort normal N = 5 - 103N et un coefficient de frottement de 0,3. Le
paramétre € est réglé & chaque simulation et varie entre 1072 et 1,5. Les FRF sont calculées
en appliquant la résolution fréquentielle non-linéaire proposée section 1V.1.3. La base modale
utilisée est constituée d’une sélection des 300 modes les plus pertinents parmi les 800 premiers

modes libres de la structure. Plusieurs FRF sont calculées en faisant varier 'amplitude des efforts
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extérieurs par rapport a l'effort normal N appliqué : 0, 1N < fo; < 102N. Les résultats obtenus

sont tracés Figure IV.13a au niveau d’un nceud de frottement dans la direction axiale.
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F1GURE IV.13 — Comportement vibratoire dans la direction axiale et au niveau d’un frotteur de
la roue R; (sans couplage) pour différentes valeurs d’excitation. Comportement linéaire

collé (—), comportement linéaire glissant (—).

Pour de grandes valeurs d’excitation (courbes orange), on retrouve le comportement linéaire
sans frotteur de la roue aubagée. La diminution de ’amplitude d’excitation entraine dans un
premier temps un affaissement de 'amplitude de la FRF traduisant un « apport » d’amortissement.
On observe par la suite une transition vers ’état collé avec un raidissement de la structure, puis
une augmentation de 'amplitude de la FRF pour les valeurs d’excitation les plus faibles (courbes
bleues), s’approchant ainsi de 1’état linéaire collé.

L’évolution temporelle de l'effort tangentiel non-linéaire est tracée Figure IV.13b en différents

points de la FRF. Les trois situations caractéristiques sont observées :

e Pour les débattements les plus importants, le frotteur glisse et 1’effort non-linéaire sature a
la valeur N = 1,5 - 103N. L’inversion du sens de déplacement du frotteur génére alors une

forme de créneau.

e Pour des débattements légérement plus faibles, I'effort non-linéaire sature toujours mais sur
des phases plus courtes. Son évolution temporelle se rapproche doucement d’une forme plus

sinusoidale. La dissipation d’énergie est maximale dans cette situation.

e Pour de faibles débattements, la valeur de l'effort non-linéaire n’atteint plus les limites
du cone de frottement. Son évolution temporelle est purement sinusoidale, il s’agit d’une

configuration représentant la situation collée.

En résumé, le paramétrage choisi pour cette étude permet d’observer a la fois les comportements
glissant et collé sur les FRF des noeuds de frottement, ainsi qu'une phase de transition. L’évolution
temporelle des efforts non-linéaires présente bien des situations totalement glissantes, totalement
collées ou intermédiaires. La méthode de résolution fréquentielle non-linéaire proposée semble
donc adaptée a I’'étude du comportement vibratoire de ce modéle de roue aubagée en présence de

non-linéarités de frottement.
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Etude du systéme bi-rotor couplé

Le comportement observé sur la premiére roue aubagée étant cohérent, il s’agit maintenant
de coupler la seconde roue aubagée afin d’étudier I'influence des efforts non-linéaires sur la
transmission de vibrations au travers du roulement. Pour cette étude, la seconde roue aubagée
n’est soumise & aucun effort extérieur ni effort de frottement. Sa seule source d’excitation possible
est la transmission de vibrations par 'intermédiaire du roulement. La configuration du paragraphe
précédent utilisée pour la premiére roue aubagée reste inchangée. La densité de raideur radiale
appliquée pour le couplage est la méme que pour les simulations du Chapitre III, & savoir
k = 5.10N.m~trad—!.

L’objectif est de montrer qu'une non-linéarité sur la premiére roue aubagée présente un impact
non-négligeable sur le comportement vibratoire de la seconde. On démontre ainsi 'utilité de la
résolution fréquentielle non-linéaire proposée dans le cadre d’un systéme bi-rotor.

Des calculs de FRF ont donc été réalisés dans les mémes conditions de frottement et d’excitation
de la roue Ry que dans le paragraphe précédent. La deuxiéme roue aubagée n’étant soumise a
aucun effort non-linéaire, il n’est pas nécessaire d’enrichir sa base modale pour la résolution. Seul
son premier mode propre & 2 diamétres est donc pris en compte. Les FRF obtenues pour les deux

roues sont tracées Figure IV.14, dans la direction axiale en bout d’aube.
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FIGURE IV.14 — Réponse forcée dans la direction axiale et en bout d’aube des rotors R; (gauche)
et Ry (droite) pour différentes valeurs d’excitation. Comportement linéaire collé (—),

comportement linéaire glissant (—).

On retrouve pour la premiére roue aubagée les deux situations glissante et collée ainsi qu’une
phase de transition. La valeur des fréquences propres libre et collée est plus élevée que dans
la situation découplée ce qui est cohérent avec les observations du Chapitre III concernant la
rigidification des structures lors du couplage. La forme des FRF est 1égérement différente de celles
du paragraphe précédent, notamment pour les situations globalement collées, puisque le point
d’observation n’est plus le méme.

Les mémes variations d’amplitude et de fréquence sont directement observables en bout
d’aube de la seconde roue aubagée. Les amplitudes des FRF sont bien stir plus faibles que celles
de la roue R; en raison de la transmission via le roulement. Les effets non-linéaires sont donc
directement visibles sur la seconde roue aubagée, entrainant des variations de niveau vibratoire

non négligeables.
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1.5 Conclusion

L’objectif de ce début de chapitre était d’intégrer a I’étude du bi-rotor une non-linéarité de
type frottement afin de vérifier que la méthode de projection de I’équation du mouvement est
bien compatible avec une résolution non-linéaire. Pour cela, une résolution mono-fréquentielle
de type HBM a été adaptée afin de tenir compte des projections dans de nouveaux repéres. Le
cadre mono-fréquentiel est assuré en ne soumettant que I’'un des deux rotors & des excitations
extérieures ou de frottement, le second n’étant excité que par 'intermédiaire du roulement. L’une
des interrogations principales associées & ces développements concerne la validité de ’écriture des
équations en base modale sachant que cette base évolue entre 1’état libre et 1’état collé.

Le modéle bi-anneau s’est avéré peu adapté pour cette étude non-linéaire, la présence des
frotteurs contraignant de facon trés marquée la dynamique du systéme. Toutefois, la comparaison
avec une intégration temporelle de I’équation de départ a permis de valider la méthode dans les
situations de faible frottement.

Cette résolution par intégration temporelle n’est plus applicable dans le cadre du modéle
de roues aubagées simplifiées présenté Chapitre III en raison de I'importance des ressources
numériques associées. Ce modéle est donc étudié, notamment en situation de frottement important,
par comparaison avec une résolution linéaire utilisant directement le mode propre collé. Une
sélection des modes propres libres les plus pertinents dans la représentation du comportement
collé permet ainsi d’obtenir un comportement dynamique relativement réaliste pour des temps de
calcul raisonnables, y compris en situation collée. On montre alors que la présence d’efforts de
frottement sur la premiére roue impacte de fagon notable les vibrations de la seconde.

Ce modeéle pourra permettre de réaliser des études plus poussées concernant le comportement
vibratoire du systéme bi-rotor sur des plages de vitesse pour différentes valeurs de frottement.
Les phénomeénes observés dans le Chapitre III (transfert d’énergie au croisement des modes
propres, présence de pics traduisant une instabilité) pourraient étre modifiés, notamment dans les
situations de frottement impliquant une dissipation d’énergie maximale. Si les pics d’instabilité
disparaissent, des études plus poussées seront nécessaires pour établir si les zones d’instabilité ont

été totalement supprimées ou si elles ne sont simplement plus visibles.

2 Couplage par une gearbox — cas de ’'UHBR ID

Dans un turboréacteur double-corps classique, ’arbre BP relie le fan, le compresseur BP et la
turbine BP. La vitesse de rotation de cet arbre est limitée par la dimension du fan, pour lequel il
est préférable de conserver en bout de pale une vitesse subsonique. Les évolutions actuelles des
turboréacteurs tendent & augmenter le diameétre du fan de fagon & accroitre le taux de dilution
ou bypass ratio et ainsi réduire la consommation en carburant et le bruit émis. Il en résulte une
diminution de la vitesse de rotation de I’arbre BP, nécessitant I’augmentation du nombre d’étages
de compresseur et de turbine afin d’assurer une charge acceptable sur chacun des étages tout en
conservant la méme efficacité globale. L’un des inconvénients de cette solution est 'augmentation
du poids du moteur.

Une architecture alternative, actuellement trés étudiée par les motoristes, consiste a placer

entre le fan et le reste de 'arbre BP un boitier de réduction & engrenages, aussi appelé gearbox
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FIGURE IV.15 — Schéma de L’ Ultra High Bypass Ratio Integral Drive développé par Safran et

comportant une gearbox entre le fan et le reste de ’arbre BP.

(Figure IV.15). Cette solution permet d’imposer des vitesses de rotation différentes entre le fan et
le reste de 'arbre BP, autorisant des vitesses plus élevées pour le compresseur et la turbine. Il est
alors possible de réduire le nombre d’étages de ces deux modules tout en améliorant 'efficacité
générale du turboréacteur. L’ajout de la gearbox entraine une augmentation du poids du moteur,

en partie contrebalancée par I'allégement du compresseur et de la turbine BP.
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FI1GURE 1V.16 — Schéma d’un réducteur & engrenages ou gearbox.

La gearbox est un réducteur a planétaires comme représenté Figure IV.16. Son introduction
dans 'architecture d’un turboréacteur n’est pas sans conséquence sur la dynamique des différents
organes du moteur. Sa structure complexe génére diverses perturbations, comme par exemple
des excitations hautes fréquences en lien avec la fréquence d’engrénement des dents et le passage
des satellites [95, 96]. Ces excitations sont nuisibles, notamment lorsqu’elles sont transmises
au compresseur. Des perturbations de la vitesse de rotation peuvent également étre observées,
générées par des phénoménes dynamiques locaux au niveau des dents : sous 'effet de la charge
transmise dans les engrenages, les dents se déforment localement entrainant des modulations
de raideur en torsion. On parle de non-linéarité des raideurs d’engrénement. Enfin, de par son
architecture globale, des effets dynamiques couplés entre la gearbox, la ligne d’arbre et le reste

du moteur peuvent apparaitre : le plus notable concerne le couplage de la flexion de ligne d’arbre,
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générée par des phénoménes de balourd du fan ou du compresseur, avec des mouvements en
torsion par le biais de la gearbox.

Les vitesses de rotation des différentes piéces d’'un réducteur & engrenages tel que représenté
Figure IV.16 sont directement liées au nombre de dents du planétaire et de la couronne (noté Z;)

par la formule de Willis :
_ W10~ Wi 23

A\ =
W3/0 — W4/0 Z

(IV.64)

A est appelé la raison du train. La grandeur w;/; désigne la vitesse de rotation du solide 7 dans
le référentiel du solide j. Deux schémas de montage sont possibles a partir d’un réducteur a
engrenages de ce type : en train épicycloidal ou en train planétaire. La différence entre ces deux
solutions technologiques réside dans le choix de ’élément qui sera fixe : la couronne pour le train
épicycloidal (w39 = 0) ou le porte-satellites pour le train planétaire (wy/9 = 0) (cf. Figure IV.17).
La formule de Willis permet alors d’obtenir une relation directe entre les vitesses d’entrée et de

sortie du réducteur :

w Z.
Train épicycloidal : S0 g +23
Wy /o Z
7 (IV.65)
w
Train planétaire : Ze 2z
w3 /0 Z1

Lorsque tous les éléments du réducteur sont laissés libres, il s’agit d’un différentiel.

(a) Train épicycloidal (b) Train planétaire

FI1GURE IV.17 — Deux solutions technologiques envisageables pour réaliser la gearbox couplant le
fan et 'arbre BP.

Dans le cadre d’un turboréacteur, le choix du montage conditionne les éléments sur lesquels
vont venir se positionner les arbres d’entrée et de sortie (i.e. arbre fan et arbre BP) : planétaire/
porte-satellites ou planétaire/couronne. Par analogie avec I’architecture d’un roulement, nous
avons choisi de travailler avec un montage en train planétaire : les arbres sont fixés sur le planétaire
et la couronne, représentant les deux anneaux du roulement, et le couplage est assuré par les

satellites en comparaison aux billes du roulement. L’objectif est alors d’étudier les excitations
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pouvant étre transmises entre la couronne et le planétaire par I'intermédiaire des déformations

des satellites.

2.1 Modéle simplifié utilisé

Le modéle proposé, schématisé Figure IV.18 correspond & une modélisation simplifiée de la
gearbox, qui ne tient compte que de la déformation globale des satellites sous I'effet des efforts
générés par la couronne et le planétaire. Tous les phénomeénes liés a 'engrénement (déformation

locale des dents, excitation a la fréquence d’engrénement) ne sont pas pris en compte.

FI1GURE 1V.18 — Modélisation simplifiée de la gearbox & I'aide d’anneaux et de raideurs.

La couronne et le planétaire, modélisés par deux anneaux, retransmettent les déformations
des arbres fan et BP auxquels ils sont liés. Chaque satellite est représenté par une raideur K

possédant des composantes dans les trois directions :

ke 0 0
k=10 Ky 0 (IV.66)
0 0 &k,

Si on considére des dentures droites, il n’y a pas de transfert d’énergie dans la direction axiale
entre les satellites et le planétaire ou la couronne. La raideur axiale x, associée sera donc prise
nulle. Comme représenté Figure IV.19, la direction des efforts transmis entre deux roues dentées

dépend du positionnement des points de contact des dents.

F1GURE IV.19 — Représentation de la ligne d’action dans un engrenage.



156 CHAPITRE IV. ADAPTATION A DEUX PROBLEMATIQUES INDUSTRIELLES

La forme des dents correspondant généralement & une développante de cercle, ces points sont
répartis sur une droite appelée ligne d’action ou ligne d’engrénement, inclinée d’un angle de 20°
par rapport a la tangente aux deux cercles primitifs des roues. Avec le modéle de raideur (IV.66)
proposé, la combinaison des raideurs radiale et orthoradiale x; et k, permet d’imposer cette
orientation lors de la transmission d’effort entre le planétaire et la couronne.

On note Ny le nombre de satellites, supposés iso-espacés géométriquement. L’angle entre deux
satellites vaut donc 27 /Ns. Enfin, dans le cas d’'un montage en train planétaire, le porte-satellite

est fixe, donc les raideurs sont fixes dans le repére fixe alors que les deux anneaux tournent.

2.2 Matrice de couplage associée

L’étude de la dynamique d’un systéme bi-rotor couplé par une gearbox nécessite d’établir une
expression de la matrice de couplage associée afin de l'introduire dans I’équation du mouvement.

Les notations utilisées dans cette section sont résumées sur la Figure IV.20.

Rﬁxe

Qit

F1Gure IV.20 — Notations utilisées dans le modéle simplifié de gearbox.

De la méme fagon que pour le roulement, la matrice de couplage associée a la gearbox se
détermine & partir de I'énergie de déformation des raideurs modélisant chaque satellite. La
procédure est donc similaire & celle de la section I1.3.1 & laquelle le lecteur pourra se reporter
pour plus de détails. La différence principale concerne 1’utilisation d’une somme discréte sur le

nombre de satellites au lieu d’une intégrale :

1 e ok ok * ok ok
o ] O R S K CIE S R C)
(IV.67)

Les angles 31 et B2 repérent la position du premier satellite dans les repéres mobiles du planétaire

et de la couronne, auxquels sont fixées les roues aubagées. On rappelle que dans le cas d’'un train

planétaire, la position des satellites est fixe dans le repére fixe. Ces deux angles sont directement
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dépendants des vitesses de rotation des deux rotors :

B = -t
(IV.68)
B2 = —Qat
Les satellites suivants sont repérés par rapport au premier par les angles 2rk/Ng, k= 0,..., Ny—1.

Pour la suite, on applique exactement les mémes étapes que dans le cas du roulement. En rempla-
cant les déplacements physiques u par leurs décompositions modales u = 8Ve&q et u = 1Viq, il

est possible d’isoler la matrice de couplage K. exprimée en base modale :

No—1 T
~ 2k 2k 2wk 2k
_ F F dy/7F dy7F
Rom 30 vt (o) v (5 e | w [V (57 +0) Ve (52|
(IV.69)

Les vecteurs propres, limités aux ddl situés dans la zone de fixation de la gearbox, sont ensuite

remplacés par leur décomposition spatiale établie dans la section 11.2.2 :
Vi (i) = (hi(a;) @ I3) T (IV.70)

ou 7 = 1,2 correspond au numéro du rotor concerné. Pour rappel, h; est un vecteur constitué de la
base harmonique spatiale contenue dans les déformées modales et I'; est une matrice regroupant
les coefficients associés & la base h;. L’angle «; correspond & la position angulaire d’un point dans

le repére mobile du rotor i. Dans le cas des satellites, il prend les valeurs :

2k
ai(k) =p1+ 7
S k=0, N.—1 (IV.71)
27k
as(k) = P2 + 7

Pour alléger les notations, les décompositions spatiales des deux rotors sont réunies dans le vecteur

h. et la matrice de coefficients I',. :

hc(k>t) = |:h1 (2]7\;-]6 + ﬁl) *h2 <2]7\-;k + 52>:|

c =

0 T

i 0 ] (IV.72)

La matrice de couplage, exprimée en base modale, peut alors s’écrire sous la forme :

Ns—1
K, = &7 (f{im ® m) T, avee  Kiw= Y ho(k,t)The(k,t) (IV.73)
k=0
L’équation du mouvement (II.55) du bi-rotor dans laquelle intervient cette matrice de couplage

est rappelée ici sous sa forme condensée :
dg— g — QK. Aq = fux (IV.74)

L’intérét de cette écriture de la matrice K. est qu’elle regroupe I’ensemble des termes périodiques
temporels dans la sous-matrice Ki,;. Pour les mémes raisons qu’avec le roulement, ces termes

temporels sont problématiques car ils ne permettent pas l'utilisation des méthodes classiques de
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résolution fréquentielle ou de calcul des modes propres. L’objectif est donc d’étudier la structure
de la matrice I~(int de fagon & établir une projection assurant la suppression des termes temporels.

La matrice Kj,; se décompose sous la forme de quatre blocs :

ok ok | ok ok
N1 | B L p1 ) hy AL B1) o —hi = B1 | hy L B2
= Z N, N, | N, N,
nt-—=— 2 |-~ =-=-=-== - == == - === = == == = = = = = -
— 2k 21k ! 2k 21k
F=0 | —h] ( N, + 52) h,; (Ns + ﬁl) | hl < N + ﬁ2> h, ( . + Bz)
| (IV.75)

Les bases h; et hy étant des bases trigonométriques, il s’agit ici de sommer, sur une période,

le produit de deux fonctions trigonométriques 2m-périodiques. Ces sommes s’expriment analyti-
quement grace aux propriétés des fonctions trigonométriques. Ainsi, en notant m et n deux des
harmoniques présentes dans les bases h; et hy, trois cas se distinguent dans le calcul des sommes
de la matrice I~{int, résumés dans le Tableau IV.3. Si une relation existe entre les deux valeurs n
et m et le nombre de satellites Ny sous la forme n = +m + p1Ns, p1 € Z, alors la somme des
fonctions trigonométriques aboutit & deux relations non-nulles relativement simples. Sinon, cette
somme est nulle.

Dans le Tableau IV.3, les trois cas sont détaillés en distinguant les angles 51 et (o, c’est-a-
dire qu’ils concernent la projection de la base hy sur la base hs. Ces résultats sont toutefois

généralisables pour la projection d’une base sur elle-méme en posant 81 = [s.

pour n = +m + p1 N, p1 €EZ

~ Sinon
sim:pg% P2 EZ Sim7ép27s p2 €Z
N.—1 N,
: ok ok Ns N,
cosm < ;\Tf + 61> cosn < ;\Tf + Bz) 2 (COS(mBI + nf) > cos(mfB1 F nfs) 0
k=0 s s + cos(mfBy — nﬁg))

Ngs—1 Ns
sinm (27Tk + 51> sinn (27Tk + ﬁg) ?(cos(mﬂl — nf2) j:& cos(mp1 F nfa) 0
—cos(mp1 + nﬁg)) 2

Ng—1 Ns .
cosm <27Tk + ﬂl) sinn (27Tk + ﬁg) 7(sm(m61 + np) :F& sin(mf1 F mfBs) 0
N, N, —sin(mfB; — nfs)) 2

TABLE IV.3 — Calcul analytique des sommes de produits de fonctions trigonométriques en

fonction des multiplicités de leurs harmoniques m et n.

Pour bien comprendre la construction de la matrice I~(int, et notamment la position des
termes non-nuls, un exemple est donné Figure IV.21 pour un train planétaire possédant Ny = 5
satellites. Les harmoniques spatiales d’ordre 0 & 10 sont prises en compte pour la construction
de cette matrice. Seul le quart supérieur droit de la matrice I~{int de l’équation (IV.75) est repré-

senté, noté I~{int,12, le reste de la matrice s’obtenant en permutant ou remplagant les angles 51 et (5.

Les positions et valeurs des blocs non-nuls sont obtenus grace au Tableau IV.3 en fonction de

la multiplicité des deux harmoniques m et n mises en jeu vis-a-vis du nombre de satellites. Si ces
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S e 9ld Q) @R @fd Q1d 4] &4 S 4
S |8 §|F F|FJT|E SIS £|15 5|8 L8 &5 &
1 0O 00 OO0 O0]0 O 0 0j0 O0]0 0|0 O
€1 |0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
S1,61 10 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
©2p[010 0 0 00 0]0 O 0 0|0 O
S280({0 10 O 0O 00 0]0 O 0 0|0 O
B[00 0 0 0[O0 O[O0 O 0 0[O0 O
83611010 O 0 0[O0 0]0 O 0 0|0 O
.1 (0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
S4.61 (0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
5,51 0 0 0{0 OO0 O 0 00 O0]0 OO0 O
85,81 0O 0|0 OO0 O0]0 O 0 0|0 0|0 OO0 O
C,5 | 0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
S6,61 1 0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
{010 0O 0O 00 0]0 O 0 0|0 O
S7601010 O 0 0[O0 00 O 0 0|0 O
s 0|0 O 0 00 0]0 O 0 0|0 O
8611010 O 0O 00 0]0 O 0 0|0 O
€5 0 0 0[O0 O 0 0 0 0|0 O 0 0
59,61 1 0 0 00 O 0 0 0 0[]0 O 0 O
10,5 O 0|0 OO0 O]0 O 0 00 0|0 OO0 O
§10,81 0 0j]0 0|0 OO0 O 0 00 0|0 OO0 O
Trois cas distincts pour (p1, p2) € Z2 :
N, Ng [cm —s
> m# pz?s = 75 -
en=-m+pNs et m #pz% : = % zi _S;

Notations :

2rk 2k
Cm,p, = COSM < ]7\; + 51> Cn,B, = COST < ]7\; + ﬁg) ¢t = cos(mpB +nB)
S S

. 21k . 27k .
Sm,p; = SIIM < N + 51) Sp,B, = SInM < ]7\; + Bg) st = sin(mf1 + np2)
S S

FIGURE IV.21 — Structure de la matrice de couplage en base modale Rint’12 pour une gearbox &

5 satellites.
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blocs contiennent bien 4 termes comme dans le cas du roulement, leur organisation interne est
toutefois différente, ne se limitant pas toujours & une simple matrice de rotation. La forme de ces

blocs sera étudiée dans la section IV.2.3.

D’autre part, le nombre de blocs non-nuls est ici bien supérieur au cas du roulement : la
position des blocs supplémentaires traduit un phénoméne de repliement entrainant des couplages
d’harmoniques spatiales d’ordre différent. La Figure IV.22 permet d’établir ces couplages en
fonction du nombre de satellites. Un exemple est donné en orange dans le cas d’une configuration
a b satellites, qui sera celle utilisée pour les simulations numériques. Dans cette configuration, les
couplages s’effectuent au sein de 3 groupes d’harmoniques : (0, 5, 10, ---); (1,4, 6,9, ---) et (2,
3, 7,8, ).

0 Ns N; 3N 2N harmonique spatiale
2

FIGURE IV.22 — Diagramme permettant d’établir les couplages d’harmoniques spatiales
transmises par la gearbox en fonction du nombre de satellites Ng. Exemple pour une gearbox a 5

satellites.

Ce phénomene de repliement s’explique géométriquement par le caractére « discontinu » du
couplage des deux rotors au travers de la gearbox. En effet, les efforts ne sont transmis que par
I'intermédiaire des cing satellites, soit en cing points équi-répartis sur la circonférence des anneaux.
En superposant les déformées des harmoniques spatiales de chaque groupe, supposées compatibles
entre elles, on observe figure IV.23 que ces harmoniques se croisent effectivement en cinq points
équi-répartis modélisant la position des satellites. Avec comme seule information les déplacements
de ces cinq points, il n’est donc pas possible de distinguer les différentes harmoniques de chaque
groupe ce qui justifie qu’elles soient toutes susceptibles de répondre.

Cette propriété provenant du caractére « discontinu » du couplage des deux rotors en raison
d’un nombre fini de satellites, constitue une différence majeure avec le comportement dynamique
du modéle de roulement de la section I1.1.1 pour lequel la description du couplage était continue.
D’autre part, la structure de la matrice de couplage en base modale étant légérement modifiée par
rapport au cas du roulement, il est nécessaire de s’assurer que les projections mises en place dans

la section I1.3.2.1 sont toujours efficaces pour supprimer les termes temporels de cette matrice.

2.3 Projection de la matrice de couplage

La sous-matrice Kiyt regroupe tous les termes temporels de la matrice K.. Comme dans le cas

du roulement, I'objectif est de déterminer une projection de la matrice K, assurant la suppression
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ﬁ K

1
P A Y .
\

(a) Harmoniques 0, 5, 10 (b) Harmoniques 1, 4, 6 (c) Harmoniques 2, 3, 7

FIGURE 1V.23 — Superposition des harmoniques spatiales d’ordres compatibles dans le cas d’'une

gearbox possédant 5 satellites.

des termes temporels de la sous-matrice Kj,t sans en introduire dans les autres matrices du
probléme.
Comme présenté Figure IV.21, les termes temporels de la matrice Kjyt s’organisent sous la

forme de blocs de quatre termes qui prennent deux formes caractéristiques :

e une matrice de rotation orthogonale classique R, déja présente dans le cas du roulement :

R(a) = [ coser a] (IV.76)
—sina  cosa
e une matrice R définie comme la composée d’une symétrie S et d’une rotation R :
cosa  sina 1 0
R(a)=| . =S -R(a) avec S = (IV.77)
sinae —cos« 0 -1

La matrice R, propre au cas de la gearbox, posséde diverses propriétés, la plus évidente étant
sa symétrie : RT = R. Il est également possible de montrer que cette matrice est involutive,
c’est-a-dire que R' =R :

R' = Rs! T RS = (SR)T T RrRT T R (IV.78)
orthogonalité définition  symétrie
de R et de R de R

symétrie de S

Enfin, la composition & gauche ou a droite de la matrice R par une matrice de rotation R donne

deux propriétés remarquables :

R(a)-R(b) =S -R(a) R(D) R(b)-R(a) = R(b) - R (a) =R(b)-RT(a) - S
=S-R(a+b) =R%a—-b)-S=(S-R(a—0b)" (IV.79)
=R(a+Db) =RY(a—-b)=R(a—1b)

Avec ces notations, les trois blocs présents dans la matrice Rint,m représentée Figure IV.21



162 CHAPITRE IV. ADAPTATION A DEUX PROBLEMATIQUES INDUSTRIELLES

s’expriment :

= 2 RYmpr —nfh)

- N7 -~ R(mpB1 + npa) (1V-80)
Ns T
= 5"+ (RT(mp — nfa) + R(mp + b))

En utilisant la propriété (IV.79), il est possible de montrer que la matrice de projection Pjy
proposée dans le cas du roulement section 11.3.2.1, est également utilisable dans le cas présent
malgré les termes supplémentaires de la matrice Kint. En effet, cette matrice de projection est
diagonale par blocs, constituée de matrices de rotation d’angles multiples de 51 = —Q4t et
B2 = —Qt et tenant compte des harmoniques m et n considérées. Ainsi, le bloc supérieur droit
de la matrice projetée IA{int = PiTntf(intPint, qui a pour expression IA{inth = Pgltllzint712Pintg,

présente les trois blocs suivants :

— % R (=mpB1)RY (mB1 — nfa)R(—nps) = % -R(0)
_ N7 1,
Ny
= 5 R (=mB)R(mp1 + nfa)R(-nps)
: N (IV.81)
= 5 RIEmBYR(mB) = 57 - R(0)
Ny
=5 s
_ Nj (I +S)

Finalement on obtient bien, aprés projection, des blocs constants indépendants du temps. Le cas
de la gearbox se traite donc exactement de la méme fagon que le roulement du point de vue des
projections. Aucune étude supplémentaire n’est nécessaire pour s’assurer de la compatibilité de la
projection proposée avec le reste de I’équation du mouvement puisque les développements associés
ont déja été présentés section 11.3.2.2. La structure de la matrice de couplage constitue donc la
seule différence entre les modéles de roulement et de gearbox : les termes supplémentaires dans le
cas de la gearbox autorisent des transferts d’énergie entre harmoniques spatiales d’ordre différent.
On s’attend ainsi & observer une dynamique du bi-rotor avec gearbox légérement différente que

dans le cas du roulement.

2.4 Simulations numériques

L’objectif de cette section est double : valider la structure de la matrice de couplage projetée
en comparant la résolution fréquentielle linéaire avec une intégration temporelle de I’équation de

départ, mais également étudier le phénoméne de repliement propre a la gearbox et autorisant le
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couplage d’harmoniques spatiales d’ordres différents. Le modéle EF bi-anneau est particuliérement
adapté & cette seconde étude, 'ordre de ’harmonique spatiale de 'anneau excité découlant
directement de la forme de l'effort extérieur appliqué. Il est en effet plus délicat de maitriser
I’'ordre de I’harmonique spatiale dans la zone de couplage du modéle de roue aubagée qui dépend
de la forme des modes propres mis en jeu. Nous avons donc choisi de nous concentrer sur le
modéle bi-anneau, le cas roue aubagée fera I’objet de travaux futurs.

Le modéle EF d’anneau utilisé ici est le modéle linéaire recalé de la section I11.4.2.1 pour
lequel le nombre de secteurs et d’éléments par secteur a été réduit de fagon a limiter les temps
de calcul de l'intégration temporelle. Ces deux anneaux sont couplés par le modéle de gearbox
proposé dans ce chapitre. Lors de la modélisation d’un satellite, la prise en compte simultanée
d’une raideur radiale et ortho-radiale n’est pas absolument nécessaire pour une étude préliminaire
de validation et de compréhension du phénomeéne de repliement. Les courbes tracées avec une
ou deux raideurs présentent en effet les mémes formes et des temps de calcul similaires. Les 5

satellites sont donc modélisés par une raideur purement radiale :
Ky =5-10° Nm™!

(IV.82)
Ky =0 N.m™*

Les deux anneaux tournent en sens opposé afin de rester cohérent avec le montage en train
planétaire choisi pour modéliser la gearbox. Un effort extérieur purement radial est appliqué sur
le premier anneau. Comme dans les chapitres précédents, cet effort est tournant dans le repére
mobile de I'anneau et posséde une répartition spatiale sinusoidale représentant les sillages générés
par un stator en amont. Le nombre de sillages varie en fonction des simulations présentées dans
cette section. Aucun effort extérieur n’est appliqué au second anneau qui ne peut étre excité que

par 'intermédiaire de la gearbox. Le paramétrage retenu est le suivant :

Anneau 1 : Anneau 2 :
N1 =24 Ny =12
ng1 =2 Ngo =4
Q; = 10200 rad.s~! Qs = —8000 rad.s™!
C = f5 =10°N pas d’excitation extérieure

2.4.1 Validation par intégration temporelle

La premiére étape consiste & valider la forme de la matrice de couplage de la gearbox, obtenue
aprés projection dans les nouveaux repéres, en comparant la résolution fréquentielle de 1’équation
projetée avec une intégration temporelle de ’équation de départ. Aucun traitement n’est effectué
sur ’équation de départ qui présente donc des coefficients périodiques temporels inhérents a
I’écriture des rotors dans deux repéres mobiles distincts. Trois simulations sont présentées pour
des nombres de sillages différents. En effet, contrairement au cas du roulement, le modéle de
gearbox ne retransmet pas nécessairement la méme harmonique spatiale entre les deux anneaux.

Il est donc intéressant d’étudier différents cas.

Premiére simulation : 3 sillages d’excitation

Pour cette premiére simulation, 3 sillages d’excitation sont appliqués & 'anneau 1. Les
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déplacements radiaux d’un nceud de chaque anneau sont tracés Figure IV.24 en superposant les
deux méthodes de résolution. Comme dans le cas du roulement, on observe pour la résolution
temporelle un régime transitoire relativement long nécessitant un nombre d’itérations important
avant d’atteindre un état stationnaire. Une fois le régime permanent atteint, les résultats des

deux méthodes de résolution se superposent parfaitement.

1074

. |

| | |
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,038 0,04
Temps (s) Temps (s)

Déplacements Anneau 1 (m)

Déplacements Anneau 2 (m)

| | |
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,038 0,04
Temps (s) Temps (s)

F1GURE V.24 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un noceud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation a 3 sillages. Intégration temporelle de I’équation de

départ (—), résolution fréquentielle de ’équation projetée ().

On observe dans les déplacements du premier anneau la superposition de deux harmoniques
spatiales dont les fréquences correspondent aux ordres 2 et 3. Le second anneau ne présente que
I’harmonique spatiale d’ordre 2. Ces constats sont cohérents avec le diagramme de la Figure IV.22
présentant les harmoniques spatiales susceptibles de se coupler au travers de la gearbox. L’har-
monique d’ordre 3 provient naturellement de I’excitation appliquée au premier anneau. Cette
harmonique se transforme en ordre 2 lors de la transmission & 'anneau 2. Les déformations
de 'anneau 2 générent alors de nouveaux efforts sur 'anneau 1, entrainant ’apparition d’une
harmonique d’ordre 2 dans les déplacements du premier anneau. Les harmoniques compatibles
d’ordre plus élevé ne sont pas visibles, probablement en raison d’un niveau vibratoire trop faible

devant celui des ordres 2 et 3.

Deuxiéme simulation : 5 sillages d’excitation
Pour cette deuxiéme simulation, ’anneau 1 est soumis a 5 sillages d’excitation. D’aprés

la Figure 1V.22, il s’agit ici d’un autre groupe d’harmoniques compatibles que dans le cas de
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I’excitation & 3 sillages : les harmoniques 0, 5, 10, ... . Les déplacements radiaux d’un noeud de

chaque anneau sont tracés Figure IV.25 pour les deux méthodes de résolution.
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FiGuRre 1V.25 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un noeud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation a 5 sillages. Intégration temporelle de I’équation de

départ (—), résolution fréquentielle de ’équation projetée ().

On observe dans le cas de I'intégration temporelle, un régime transitoire beaucoup plus court
que dans le cas de I'excitation a 3 sillages. Le régime permanent est donc atteint plus rapidement
et présente de nouveau une trés bonne corrélation des résultats des deux méthodes de résolution.

On retrouve dans les déplacements de 'anneau 1 une périodicité correspondant & I’harmonique
spatiale d’excitation d’ordre 5. Les déplacements de ’anneau 2 présentent quant & eux la méme
périodicité mais ne sont plus centrés sur une valeur nulle, témoignant de la présence de I’harmonique
0. Ce constat est de nouveau cohérent avec les prévisions du diagramme de la Figure IV.22 puisqu’il
s’agit bien de deux harmoniques compatibles. On remarque toutefois que le comportement est
inversé par rapport au cas des 3 sillages d’excitation : ce sont ici les déplacements de 'anneau 2
qui présentent une superposition d’harmoniques, toutes deux générées par le transfert via la
gearbox. La périodicité de ’anneau 1 ne semble pas perturbée par la réponse du second anneau,

dont I'amplitude des déplacements est probablement d’un ordre de grandeur trop faible.

Troisiéme simulation : 7 sillages d’excitation

Pour cette derniére simulation, 7 sillages d’excitation sont appliqués a 'anneau 1. Il s’agit
donc du méme groupe d’harmoniques que dans le cas de la premiére simulation, mais avec un
ordre d’excitation plus élevé. L’intérét est d’établir si ’harmonique la plus faible, en I'occurrence
d’ordre 2, est toujours prépondérante sur les suivantes lors de la transmission au travers de la
gearbox. Les résultats des deux méthodes de résolution sont tracés Figure IV.26 pour un noeud
de chaque anneau.

Le profil des courbes obtenues est trés similaire avec le cas a 3 sillages d’excitation. La durée
du régime transitoire est semblable, et on obtient de nouveau une trés bonne corrélation des deux
méthodes de résolution dans la phase stationnaire. Ici encore, on observe une superposition de deux
harmoniques spatiales dans la réponse de 'anneau 1 : 'harmonique d’excitation 7 et I’harmonique
2, toutes deux compatibles d’apreés le diagramme de la Figure IV.22. Les déplacements de I’anneau
2 ne présentent quant a eux que ’harmonique spatiale 2, qui se retransmet & ’anneau 1 par le

biais de la gearbox. Le phénomeéne observé est donc parfaitement similaire au cas de la premiére
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F1GURE IV.26 — Déplacements radiaux au cours du temps d’un nceud de chaque anneau.
Couplage par une gearbox, excitation a 7 sillages. Intégration temporelle de I’équation de

départ (—), résolution fréquentielle de I’équation projetée ().

simulation : au passage de la gearbox, I’harmonique d’excitation de I’anneau 1 se transforme
pour 'anneau 2 en une harmonique compatible d’ordre le plus faible possible, & savoir 'ordre 2.
Les déformées de ce second anneau se répercutent ensuite sur 'anneau 1 en se superposant aux
efforts extérieurs. Les harmoniques d’ordre supérieur sont de nouveau absentes, probablement

d’amplitude trop faible devant celles des harmoniques 2 et 7.

Cas du troisiéme groupe d’harmoniques : 1, 4, 6, 9, ...

Le diagramme de la Figure IV.22 met en évidence 3 groupes d’harmoniques susceptibles d’étre
couplées au travers de la gearbox. Aucune simulation n’est présentée pour le groupe d’harmoniques
(1, 4, 6, ...) en raison d’'un régime transitoire particuliérement long pour U'intégration temporelle,
lorsque la configuration non-déformée est choisie comme point de départ. Aprés plus de 15
jours de calcul, les résultats ne sont toujours pas convergés, bien que la tendance générale
s’approche doucement de la solution fréquentielle. L’augmentation de I’amortissement a 10% n’a
pas permis de résoudre ce probléme. En revanche, en utilisant comme point de départ la solution
fréquentielle, les déplacements des deux méthodes de résolution se superposent immeédiatement,
validant ainsi la méthode de projection mise en place dans le cadre de la gearbox. Cet exemple
témoigne particuliérement bien de I'utilité de la méthode développée qui permet de s’affranchir

des difficultés numériques liées a la durée du régime transitoire.
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Conclusion

Dans le cas d’une gearbox & 5 satellites, les harmoniques spatiales se répartissent en trois
groupes en fonction de leur capacité a se coupler au travers de la gearbox. A lintérieur de
chaque groupe, les simulations sont similaires en terme de durée du régime transitoire et de
couplage d’harmoniques spatiales au travers de la gearbox. Dans tous les cas, les deux méthodes
de résolution présentent une trés bonne corrélation de leurs résultats, ce qui permet de valider,
dans le cadre de ce modéle de gearbox, la méthode de projection de 1’équation du mouvement
assurant la suppression des termes temporels problématiques.

De seulement quelques heures pour le groupe d’harmoniques (0, 5, 10, ...), la durée nécessaire a
la résolution temporelle passe & environ 24h pour le groupe (2, 3, 7, ...), et plusieurs semaines pour
le groupe (1, 4, 6, ...). L’intérét de la méthode développée, permettant une résolution fréquentielle

quasiment instantanée, est donc parfaitement justifié.

2.4.2 Etude du filtrage

La méthode de projection de I’équation du mouvement associée a une résolution fréquentielle
ayant été validée dans le cadre de la gearbox, il semble & présent intéressant d’exploiter cette
procédure pour étudier le transfert d’harmoniques et le phénoméne de repliement au travers de
la gearbox. Pour cela, le modéle EF bi-anneau utilisé pour I’étape de validation est conservé,
avec une gearbox & 5 satellites. Seul le premier anneau est excité, ce qui permet d’observer le
comportement du second sans engendrer d’interférence avec de potentiels efforts extérieurs. Les
déformées des deux anneaux obtenues pour des excitations allant de 0 & 10 sillages sont présentées
dans le Tableau IV 4.

On remarque que les harmoniques présentes dans les déformées de 'anneau 2 sont trés peu
variées : pour le groupe (0, 5, 10, ...), il s’agit d’une superposition des harmoniques 0 et 5, pour le
groupe (1, 4, 6, 9, ...), il s’agit de 'harmonique 1, et pour le groupe (2, 3, 7, 8) de ’harmonique
2. Les déformées de I'anneau 1 sont parfois légérement perturbées par celles de I'anneau 2,
I’harmonique spatiale de 'anneau 2 se superposant a celle de 'excitation. Ce phénoméne est
principalement visible pour les cas a 3, 7 et 8 sillages d’excitation pour lesquels la déformée de
I’anneau 1 n’est plus parfaitement symétrique.

Le comportement dynamique de la gearbox semble donc agir comme un filtre, ne laissant
passer que des harmoniques spatiales d’ordre inférieur au nombre de satellites de la gearbox.
Contrairement au cas du roulement, le couplage entre deux modes propres possédant des har-
moniques spatiales d’ordre différent dans la zone de fixation de la gearbox est donc possible, &
condition que ces harmoniques soient géométriquement compatibles selon le diagramme de la
Figure IV.22.

2.5 Conclusion

La méthode de projection de I’équation du mouvement d’un bi-rotor, développée dans le
cadre d’'un couplage par roulement afin de supprimer les termes temporels indésirables, est
également applicable avec le modéle de gearbox proposé. La décomposition spatiale des bases
modales de chaque rotor dans les zones de couplage, ainsi que les projections établies dans le

cadre du roulement sont toujours appropriées. La différence principale entre les deux technologies
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Nb. de | Anneau d’entrée Anneau de Nb. de | Anneau d’entrée Anneau de

sillages excité sortie sillages excité sortie
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TABLE IV.4 — Deformées des deux anneaux en fonction du nombre de sillages de I'excitation
appliquée en entrée d’une gearbox a 5 satellites. Configuration non-déformée (—), configuration

déformée (——), délimitation des secteurs (---).

de couplage concerne le caractére « discontinu » du transfert d’énergie via les satellites de la
gearbox, 1a otll le roulement est modélisé par un continuum de raideurs. Il en résulte des termes

supplémentaires dans la matrice de couplage de la gearbox, autorisant certains échanges d’énergie
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entre harmoniques spatiales d’ordre différent. La compatibilité de ces harmoniques dépend du
nombre de satellites de la gearbox. D’aprés ’étude réalisée avec 5 satellites, il semble que ce
réducteur agisse comme un filtre, ne laissant passer que les harmoniques d’ordres les plus faibles
dans chaque groupe d’harmoniques géométriquement compatibles entre elles.

Le modéle de gearbox développé dans cette section reste relativement simple, laissant de coté
une partie de la dynamique de ce systéme complexe. En intégrant d’autres phénomeénes, tels
qu’une excitation liée a la fréquence d’engrénement des dents des engrenages, le risque est de
générer de nouveaux termes temporels ne pouvant pas étre supprimés par la méthode développée.
Dans ce cas, il est possible de traiter séparément chaque phénoméne. Le couplage « linéaire »
du réducteur, étudié dans ce mémoire et provenant du transfert d’énergie via la déformation
élastique globale des satellites, de la couronne et du planétaire, peut toujours étre simplifié par la
méthode proposée. Les termes supplémentaires devront faire 1’'objet d’une étude plus approfondie.
11 serait toutefois envisageable de les traiter comme des termes non-linéaires, évalués grace a une

procédure d’AFT lors d’une résolution non-linéaire de type HBM.
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Conclusion et perspectives

Bilan de I’étude

Les travaux présentés dans ce mémoire ont porté sur le développement d’une nouvelle méthode,
adaptée a I’étude du comportement vibratoire d’un systéme de deux rotors co-axiaux couplés par
un palier inter-arbre et comportant chacun des aubages. L’objectif sous-jacent était d’améliorer
la maitrise de 'interaction entre les phénoménes vibratoires de dynamique d’ensemble et la

déformation des aubes.

Une stratégie a ainsi été mise en place afin de contourner les difficultés mathématiques
rencontrées lors de la mise en équation d’un tel systéme. La difficulté majeure concernait le choix
du repére d’écriture de chaque structure, la création de coefficients périodiques temporels étant
problématique pour les méthodes de résolution fréquentielles. En suivant la solution usuellement
retenue dans le domaine des machines tournantes, chaque rotor a été décrit dans son propre
repére mobile. Une méthode de projection de I’équation du mouvement a ensuite été développée
afin de supprimer les coefficients périodiques temporels contenus dans le terme de couplage entre
les deux rotors et provenant de la différence de vitesse de rotation entre les deux repéres mobiles

utilisés.

La premiére étape de cette méthode de projection consiste a écrire le comportement dynamique
de chaque rotor & ’aide de sa base modale. L’intérét de 'opération est double : simplifier la forme
de I’équation du mouvement en prévision de 'application d’une projection, mais également dé-
coupler les comportements dynamiques associés & chaque mode et ainsi faciliter la compréhension
des échanges qui s’opérent au niveau du palier inter-arbre. Il a ainsi été mis en évidence que les
modes propres des deux rotors susceptibles d’interagir au travers du palier doivent posséder dans
cette zone d’échange une déformée spatiale similaire. Les vecteurs propres, restreints aux degrés
de liberté de I'interface d’échange, sont alors projetés sur une base trigonométrique permettant
d’établir les harmoniques spatiales constituant leur déformée. Chaque vecteur propre est ensuite
projeté dans un nouveau repére tournant, dont la vitesse de rotation est directement dépendante
de 'ordre de I’harmonique spatiale détectée. La dynamique du systéme bi-rotor est ainsi scindée
sur une multitude de repéres tournants distincts. L’application de cette projection a ’ensemble
de I'équation du mouvement aboutit & une équation & coefficients constants parfaitement adaptée
aux méthodes de résolution fréquentielles classiques. La solution obtenue est ensuite reconstruite
dans les repéres mobiles des deux rotors en appliquant une projection opposée, puis ré-exprimée

dans le domaine physique.
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Le bon déroulement de cette méthode de projection nécessite de vérifier deux hypothéses
principales. La premiére concerne la modélisation du couplage entre les deux rotors, dont la
description doit a minima posséder une propriété de symétrie cyclique. Dans le cadre de ce
mémoire, le palier inter-arbre assimilé & un roulement est modélisé par un continuum de raideurs
sur toute la circonférence des arbres : la description est donc axi-symétrique. La seconde hypothése
concerne la décomposition sous la forme d’harmoniques spatiales des vecteurs propres au niveau
de I'interface d’échange. Pour que ’étape de projection supprime bien I’ensemble des coefficients
périodiques, chaque vecteur propre ne peut contenir qu’une unique harmonique spatiale. Cette
restriction revient & assimiler le comportement vibratoire d’un rotor, dans la zone de fixation du
palier inter-arbre, & celui d’un anneau. Compte tenu de la rigidité du disque séparant ’arbre des

aubages, cette hypothése parait raisonnable.

Deux modéles éléments finis de complexité différente ont été développés afin de tester et
d’appliquer cette méthode de projection de I’équation du mouvement. Le modéle le plus simple
est un modéle axi-symétrique bi-anneau, représentatif de la géométrie des rotors au niveau de
I'interface d’échange créée par le palier inter-arbre. Ce modéle de taille réduite assure de faibles
temps de calcul et une interprétation facilitée des phénomeénes vibratoires observés. Le second
modéle, plus réaliste, est composé de deux roues aubagées de géométrie simplifiée afin de conserver
une dimension du probléme raisonnable. Ce modéle bi-rotor permet d’appliquer la méthode
développée dans de vraies conditions de symétrie cyclique.

Aprés plusieurs calculs de validation sur les deux modéles éléments finis en comparant la
résolution fréquentielle de 1’équation projetée avec une résolution par intégration temporelle
de I’équation & coeflicients périodiques, la méthode de projection de I’équation du mouvement
a été exploitée sur le modéle EF bi-rotor. Le faible temps de calcul nécessaire a la résolution
fréquentielle de I’équation projetée permet en effet d’étudier le comportement dynamique linéaire
de ce systéme sur de larges plages de vitesse. Deux phénoménes vibratoires principaux ont ainsi
été mis en évidence au croisement du premier mode & 2 diamétres de chaque rotor : un transfert
d’énergie au travers du palier en configuration co-rotative, et des pics d’amplitude traduisant une
instabilité du systéme en situation contra-rotative. Ces deux phénoménes ont pu étre expliqués
grace & une modélisation Rayleigh-Ritz d’un systéme bi-anneau recalé sur le comportement
dynamique du bi-rotor. Il a entre autres été montré que la méthode de projection développée,
associée a une résolution fréquentielle, permet la détection des plages d’instabilité du systéme

sans calcul supplémentaire.

Enfin, le champ d’application de la méthode développée a été étendu en tenant compte de
deux problématiques industrielles qui font actuellement ’objet de nombreuses recherches dans le
domaine des turbomachines. La premiére concerne la présence de non-linéarités de frottement au
niveau des roues aubagées. La méthode de résolution par équilibrage harmonique, classiquement
utilisée dans ce type de situation, a donc été adaptée afin de pouvoir s’appliquer a la forme
de I'’équation du mouvement obtenue aprés projection dans les nouveaux repéres. L’une des
principales difficultés a été de déterminer, pour chaque rotor, une base modale orthogonale
capable de représenter simultanément les deux comportements glissant ou collé au niveau des

frotteurs. Le comportement vibratoire observé pour le bi-rotor en présence d’une non-linéarité de
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frottement est bien cohérent avec les deux situations linéaires extrémes : frotteurs complétement
glissant ou complétement collés. La validation exacte de ces phénomeénes constitue une perspective
de travail possible & court terme.

La seconde problématique étudiée concernait quant a elle la nature du couplage entre les rotors.
Le palier inter-arbre a ainsi été remplacé par un réducteur appelé gearbox, dont la modélisation
proposée n’est plus axi-symétrique mais a symétrie cyclique. Il a alors été montré que malgré
une forme de matrice de couplage 1égérement différente, la méthode de projection peut toujours
étre appliquée sans modification. Dans ces conditions, il a été observé sur le systéme bi-anneau
un phénomeéne de repliement des harmoniques spatiales transmises au travers du roulement,
qui n’était pas présent dans le cas du palier inter-arbre. Ce phénoméne est directement lié a
la description "discréte" du couplage engendré par la gearbox, en opposition & la description

continue du palier.

En conclusion, le résultat principal de ce travail de thése est un outil numérique adapté a
I’étude dynamique linéaire ou non-linéaire d’un systéme bi-rotor couplé possédant des aubages.
Le couplage peut étre de répartition axi-symétrique ou a symétrie cyclique. Le gain en temps de
calcul apporté par cet outil, en comparaison a une résolution frontale de I’équation & coefficients
périodiques, permet notamment de déterminer les zones de stabilité du systéme bi-rotor lors
d’un calcul de réponse forcée sur de larges plages de vitesse. L’utilité de cet outil a été montrée
sur une structure bi-rotor simplifiée dont la réponse forcée présente au moins deux phénoménes

vibratoires notables.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire ouvrent la voie a plusieurs pistes d’amélioration ou
de développement. Celles-ci peuvent étre organisées en trois grandes catégories : la poursuite
des simulations en conservant la méthode de projection de I’équation du mouvement telle que
présentée dans ce mémoire ; I’enrichissement de la modélisation pour rendre plus réaliste le systéme
d’étude, pouvant alors nécessiter des adaptations de la méthode développée ; et enfin I'exploitation
de cette nouvelle méthode pour établir des critéres de dimensionnement industriels. Ces différents

points sont exposés dans la suite.

En complément des résultats déja obtenus sur le modéle éléments finis bi-rotor simplifié,
diverses simulations peuvent étre envisagées sans avoir a4 modifier la méthode de projection de
I’équation du mouvement. Ces simulations devraient donc étre rapides 4 mettre en place. Il serait
tout d’abord intéressant d’approfondir I’étude non-linéaire en effectuant des calculs de réponse
forcée du modéle bi-rotor sur les mémes plages de vitesse qu’en linéaire, mais cette fois-ci en
présence d’un frottement. Il est probable que les phénomeénes vibratoires observés en linéaire soient
alors modifiés, notamment en ce qui concerne 1’étendue des zones d’instabilité qui pourraient
étre réduites grace a 'amortissement introduit par le frottement. Une résolution non-linéaire
multi-fréquentielle serait également & prévoir afin de pouvoir traiter des cas plus généraux ou
les deux rotors seraient simultanément soumis & des excitations extérieures et non-linéaires. Ces
développements ne présentent a priori pas de difficulté particuliére vis-a-vis de la méthode de

projection développée, mais nécessitent d’importantes recherches concernant les méthodes de
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résolution multi-fréquentielles souvent lourdes & mettre en place.

D’autre part, il ne faut pas perdre de vue la finalité industrielle de ces recherches qui impose
comme condition incontournable que la méthode développée soit adaptée a une vraie géométrie
moteur. Deux implications de cette condition peuvent d’ores et déja étre étudiées, en utilisant la
méthode de projection a son stade actuel de développement. En premier lieu se pose la question
de la taille maximale du modéle éléments finis pouvant étre traité avec les ressources numériques
actuellement & disposition. Des simulations devront étre effectuées pour établir le colit numérique
de la méthode proposée sur un modéle réel. Toutefois, ’écriture en base modale assure une
réduction notable de la dimension du systéme, ce qui permettra a priori de traiter des gros
modéles sans grande difficulté. De plus, le modéle éléments finis bi-rotor étudié dans ce mémoire
était constitué de deux roues aubagées directement couplées entre elles. La dynamique de ligne
d’arbre, apportant un déplacement de corps rigide aux roues aubagées, n’est donc pas prise en
compte et devra étre ajoutée a la mise en équation. Ces phénomeénes vibratoires se limitant a des
déformées a 0 et 1 diamétre, parfaitement bien traitées par la méthode de projection développée,

aucune difficulté particuliére n’est a prévoir.

Une deuxiéme catégorie de perspectives de recherches concerne ’amélioration et le développe-
ment de la modélisation utilisée, afin d’élargir le champ d’application de la méthode de projection
développée. Celle-ci devra éventuellement étre adaptée en fonction des propriétés modifiées. Le
premier axe d’étude concerné, relatif au couplage inter-arbre, a pour motivation de rendre plus
réaliste le systéme bi-rotor étudié. Les modéles de roulement et de gearbox utilisés dans ce
mémoire sont en effet simplifiés et ne permettent pas de traiter ’ensemble des problématiques
rencontrées en situation réelle. Il s’agit ici de discuter la nécessité de deux propriétés, jusqu’alors
considérées indispensables au bon déroulement de la méthode de projection : la linéarité du
couplage inter-arbre et sa description cyclique. L’ajout d’une non-linéarité au niveau du couplage
permettrait notamment de simuler un jeu fonctionnel présent & la fois dans les roulements et les
réducteurs. Il serait également possible de prendre en compte une déformation non-linéaire des
piéces mises en jeu, par exemple au niveau des dents des satellites. L’enjeu serait alors de s’assurer
que 'adaptation proposée pour la méthode de résolution non-linéaire par équilibrage harmonique
est bien toujours valable avec cette nouvelle forme de non-linéarité. S’il ne semble pas y avoir de
difficulté majeure, il faudra cependant étre vigilant & conserver un terme de couplage linéaire.
Sans cela, les parties linéaires des équations du mouvement des deux rotors seraient totalement
découplées, entrainant probablement des difficultés de convergence de la résolution non-linéaire.

En ce qui concerne la description cyclique du couplage, il serait avantageux de pouvoir lever
cette condition peu réaliste. Les raideurs résultantes dans les directions verticale et horizontale
d’un roulement sont en effet rarement égales, ne serait-ce qu’a cause du poids des rotors. La
prise en compte de cette dissymétrie ne permet plus de considérer le couplage comme cyclique,
ce qui risque d’intégrer dans 1’équation du mouvement de nouveaux coefficients périodiques
non-traitables par la méthode de projection développée. Une adaptation serait alors & envisager
pour supprimer ces nouveaux termes problématiques. Toutefois, si aucune projection ne permet
de résoudre cette difficulté, il serait toujours envisageable de traiter les effets de dissymétrie de la

méme fagon que les efforts non-linéaires.

Enfin, la pertinence de la modélisation retenue peut encore étre renforcée, notamment dans le
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cadre d’une étude non-linéaire. Le choix de la base de réduction au niveau des interfaces constitue
une sérieuse piste d’investigations pour améliorer les performances de la méthode développée.
Aucune des deux bases modales libre ou collée ne semble en effet idéale pour représenter & la fois
les comportements glissant et collé. L’écriture en base modale étant fondamentale pour le bon
déroulement de la méthode de projection, le choix d’une alternative nécessitera de reconsidérer
toutes les étapes de la procédure. Pour finir avec le volet modélisation, le développement d’outils
autour de la stabilité serait & envisager, afin de renforcer la méthode développée en assurant une

bonne maitrise de la dynamique des systémes couplés.

Le dernier axe d’étude proposé vise a optimiser la mise en ceuvre de la méthode développée
sur un modeéle bi-rotor industriel. Pour que cette méthode puisse étre utilisée comme outil de
dimensionnement efficace, il est primordial que son champ d’application soit cohérent avec la
physique des échanges énergétiques réellement observés sur un systéme bi-rotor réel. Il s’agit
notamment de caractériser les ordres harmoniques susceptibles de se propager via le couplage en
fonction de la géométrie du bi-rotor. Dans le cas du palier inter-arbre, il est en effet peu probable
que des harmoniques spatiales d’ordre trés élevé soient transmises avec un niveau vibratoire
significatif. Tout dépend de la géométrie de I'arbre, notamment dans le cas d’'un arbre trés creux
dont la rigidité est plus restreinte. De méme, I’amortissement induit par la longueur d’une ligne
d’arbre ne permet probablement pas & une harmonique spatiale d’ordre relativement élevé de
se propager au-deld des premiers étages. Seules les roues aubagées situées a proximité du palier
pourront donc étre impactées de fagon notable par la dynamique du second rotor. La méthode de
projection développée devrait permettre d’établir, en fonction des parameétres géométriques du
bi-rotor, les roues aubagées susceptibles d’étre les plus perturbées ainsi que I’harmonique spatiale
maximale & prendre en compte. Les études de dimensionnement liées aux couplages dynamiques
entre les différents rotors, rendues indispensables par la recherche de performances des nouvelles

architectures, pourraient ainsi étre optimisées.
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Annexe A

Bi-orthogonalité des matrices

pseudo-modales

L’objet de cette annexe est de démontrer les propriétés de bi-orthogonalité des matrices
pseudo-modales 8W et YW & partir de ces mémes propriétés pour les matrices modales complexes
8P et 1®. 11 s’agit notamment de déterminer la forme de 8W qui permet d’obtenir les propriétés
d’orthogonalité souhaitées (cf. section 1.3.2.1).

Les propriétés d’orthogonalité s’expriment par rapport aux matrices augmentées de pseudo-
raideur A et de pseudo-masse B du systéme d’état. Dans le cas des bases modales complexes, il

existe les deux relations d’orthogonalité suivantes [8] :
tpTBIP =1 et 2PTAID =A (A1)
Les relations d’orthogonalité recherchées pour les matrices pseudo-modales sont de la forme :
sWIBIW =1 et eEWTAIW =Q (A.2)

ou (2 est la matrice pseudo-spectrale contenant les valeurs propres du systéme et dont la forme est
explicitée équation (I.61). La premiére propriété d’orthogonalité (A.1) donne pour deux vecteurs

1 et j des deux bases duales :

eI Bi®; = g,

i (A.3)
¢d, Bl®, =0

Sachant que les vecteurs propres 8®; et 4®; se décomposent en parties réelles et imaginaires

comme suit :

E®; = By, + jPz

(A4)
19, = ly; +j%%
les deux relations d’orthogonalité (A.3) deviennent :
[Byi Bly; — ®z; B'z;] +j [f2, By; + 8y B'z;] = 0 (A5)
[yi By, + 2 Bz,] +] [fy, Bz, — #2/Bly;] = 0
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Les quatre relations suivantes sont obtenues par identification des parties réelles et imaginaires

de ces deux égalités :

8y, Bly; — %z, B'z; = §;; (A.Ga)
6By, — 5y TR, (A.6D)
ey Bly; = —82] Blz; (A.6¢)
8z Bly, =8y Bz, (A.6d)

soit en combinant d’une part les relations (A.6a) et (A.6¢), et d’autre part les relations (A.6b)
et (A.6d) :
1
tyi By, = —#2; Bz; = _0; (A7)
¢z Bly; = ¢yIBiz; =0 (A.8)

Le signe «—» de la premiére relation montre que I'une des deux matrices pseudo-modales (la
matrice #W pour les développements de ce mémoire) doit étre construite a partir du conjugué
des vecteurs complexes. De cette fagon, la relation d’orthogonalité souhaitée est bien obtenue :
sWTBIW =L

La seconde propriété recherchée SWTAIW = Q est démontrée en appliquant la méme
démarche sur la seconde relation d’orthogonalité (A.1).

Il est important de noter que pour cette construction de la matrice 8W, les valeurs propres
associées ne sont plus les A mais leur conjugué \. Par conséquent la matrice pseudo-spectrale
associée n’est plus © mais Q1. Cette modification doit étre prise en compte lors de la décomposition

de la matrice pseudo-modale 8W en parties supérieure et inférieure :

&V
EW — <_gVQT> (A.9)



Annexe B

Procédure de projection de I’équation

du mouvement

Les différentes étapes de la méthode de projection développée dans le Chapitre II sont résumées
dans le diagramme de cette annexe. Toute les notations utilisées sont définies dans le Chapitre II.
On rappelle que le but de cette méthode est de supprimer les coeflicients périodiques de I’équation
du mouvement d’'un systéme bi-rotor aubagé, initialement exprimée dans les repéres mobiles des

deux rotors.
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Equation du mouvement des
deux rotors libres séparés

M i+ (G +Dy)u+(Ki +Nj)u; =0 Moyiiz+ (Gg + D2) a2+ (Kz + N2)ux =0
i Ecriture en systéme d’état i
up 0 u9 0
U1—<. >, B,U; - A;U; =0 U2—<. ), B;Uy; — AsUy; =0
up us

Calcul des bases modales a gauche
et & droite et orthonormalisation

w = &Vi8q; = Vidqy . 8V, q dv; us = 8VoEqy = Vylqy
W dyy,d viT —ev,f i 4y, W Ay, d
Ul = g lgCIl — 1 ql ALY i &g U2 — g 2gq2 — 9 q2

Décomposition des vecteurs propres en har-
moniques spatiales dans la zone du roulement

EVT (0) = (hy(6) ® I3) 8T V5 (0) = (hy(0) ® I3) 8T
Vi (9) = (h:(0) ® I3) Ty V3 (0) = (h2(0) ® I3) ‘T,

Construction de la matrice
de couplage en base modale

0
I

(t) ® m) ar,

K

v

r

T, = [ 01

K c = ng’cI’ (Kint
T

Equation du mouvement du systéme cou-
plé dans les bases modales des deux rotors

v

) s 200 o a0 (o
44 0 Q2 \‘q 0 Q) ‘g —Q9BVIfoio

I
Projection de la matrice de couplage en

fonction des harmoniques des vecteurs propres

v

I/iint = PT I~<int];)int I/ic = PTKCP

int

I
Projection du reste de

I’équation du mouvement

v

d
qi1 ~
= =12
(dqz> o o

d+ (Ve -2 0K.)d = fu




Annexe C

Calcul des coefficients de la

décomposition spatiale en base cyclique

L’objet de cette annexe est d’exprimer la décomposition spatiale des vecteurs propres au
niveau du roulement a partir de leurs coordonnées cycliques (cf. section 11.2.2). Il s’agit donc
d’établir les coefficients harmoniques a™ et b"™ en fonction des vecteurs propres EF, exprimés en
base cyclique sur chaque élément e; du modéle EF.

Les composantes d’un vecteur propre a k diamétres sur le secteur j s’expriment a partir des
composantes en cosinus et sinus du vecteur propre exprimé en base cyclique sur le secteur 0. Ainsi,

pour I’élément ¢ du secteur j, on peut écrire :
ko _ ik —k,c : ik —k,s C1
yeiyj COS(] a)Yel + Sln(] a)yel ( : )

ol a = %r correspond & l'angle séparant deux secteurs consécutifs. Il est utile de noter pour
la suite que 'angle « se décompose selon 'angle o d’un élément et le nombre ng d’éléments
par secteur : a = ngas. On rappelle que la notation e désigne les composantes cycliques de
la grandeur e. Ainsi, d’apreés la relation (I1.40), la contribution du secteur j dans le calcul du

coefficient a™ s’écrit :
am = (Ccos(m(i+ jns))as — Ssin(m(i + jns)as)) (cos(jkoz)y’;?C + sin(jka)ysi’s) (C.2)

L’angle des premiers cos et sin présente des contributions provenant de deux origines différentes : la
contribution en j propre au secteur étudié, et une contribution en ¢ indépendante du secteur étudié.
Ces deux fonctions sont donc développées en utilisant les propriétés des fonctions trigonométriques
afin de séparer ces deux contributions :

cos(m(i + jng)as) = cos(jmnsas) cos(imag) — sin(jmnsag) sin(ima) (©3)

sin(m(i + jns)as) = sin(jmnsas) cos(imas) + cos(jmnsas) sin(imas) .
Sachant que nsas = o avec o = QW”, et en rappelant la décomposition de ’ordre m de I’harmonique
sous la forme m = £k + pN, il est possible d’écrire : (£k + pN)a = £ka + 2pm. Les fonctions
cosinus et sinus étant 2mw-périodiques, on en déduit :

cos(m(i + jng)as) = cos(jka) cos(imag) F sin(jka) sin(imas)

(C.4)

sin(m(i + jns)as) = sin(jka) cos(imay) £ cos(jka) sin(imas)
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Avec ces simplifications, 1’équation (C.2) devient :

ns—1 ns—1
a’ = cos?(jka) Z (Ccos(imas) — Ssin(imay))yhe + sin’(jka) Z (FCsin(imas) F S cos(imas))yE:
=0 i=0

ng—1

+ cos(jka) sin(jka) Z [(¥Csin(imas,) F S cos(imas))y5° + (C cos(ima,) — Ssin(imay))yh*]

i=0
(C.5)
Enfin, pour revenir au coefficient a™, il faut sommer les contributions de chaque secteur j :
N-1
am = a;’ (C.6)
j=0
En utilisant les propriétés trigonométriques suivantes pour o = QW” :
N-1 N-1
N
cos®(jka) = sin?(jka) = 5
7=0 J=0
N1 (C.7)
cos(jka)sin(jka) =0
7=0
on obtient finalement la relation :
ng—1
m E . _ o g _k,.c .. . —k,s
a = Z (Ccos(imas) — Ssin(imay))ye” F (Csin(imas) + S cos(imas))ye; (C.8)
i=0

Cette relation est valable pour les modes de diamétre 0 < k < % La méme procédure peut étre

appliquée pour les diamétres k =0 et k = %, ainsi que pour les coefficients b**P. Ces résultats

sont donnés par les relations (11.42), (I11.43) et (I1.44).



Annexe D

Matrices d’'un élément poutre courbe

En notant p la masse volumique du matériau utilisé, £ son module d’Young, S la surface

d’une section de I’élément, ¢ sa longueur et R son rayon, les matrices masse, assouplissement

centrifuge, gyroscopique et raideur s’écrivent :

M = pS¢

13
35

11¢ 9
a0 0 Y 7
2 1
105 420
131
35 210
52
— 0
105
13
35
Sym
N = -0*M
0 -I, 0O
I
G =20M | ° 0
0 0
0 I,

137
120
32
-0
140
90
O _
70
1374
O 0
11¢
510
62
05
E
35
0
0
_12
0

134

420
€2

140

(D.1)

(D.2)

(D.3)
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ANNEXE D. MATRICES D’UN ELEMENT POUTRE COURBE

65
5¢

avec

A

B

C

D

S5 st 65 55
10 2R 10R 5¢ 10 2R
28 S¢S st st
15 10R 10 30  10R
S St
A U
St Se?
D — -— -F
10R  60R
65 5 5
5¢ 10 2R
250 St
15 10R
Sym A
_ 130*SR% + 1301 — 841> R? 4 4201 R*
B 35(3R1
_ 110*SR? + 1101 — 252102 R? + 12601 R*
B 21002 R*
_ 33€4SR2 + 3041 + 561(°R* — 2801 R*
B 7003 R*
_ (*SR%+(*] — 281(°R? + 420] R*

105¢R4

o 2520/ R* — 13¢*SR? — 13(*] — 841(*>R?

G

42002 R*

_ 840IR* — 3¢(*SR? — 30*] + 281(*R?
B 4200 R4

Se
10R
Se?
60R

(D.4)
_st
10R

(D.5)
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La matrice de raideur associée a la précharge statique entrainant un raidissement est exprimée

sur la fibre neutre de I’élément :

- ¢ 1 0 A
A ¢ 0 -wr B P 35 TR
¢ ¢ 02
- D _ - =
B 10R 0 10R  60R
1 ¢
A -——— E -D
¢ 2R 10R
2
B e D -F
Kprec = pSQ° R 10k 60R (D.6)
¢
A _ -
¢ 0 10R
!
B -
10R 0
Sym A —-C
B
avec
13¢ 3 1302 1
T0R2 5/ 840R2 20
B—thﬁ E—Lg ! (D.7)
- 210R2 15 ~ 140R2 15 '
2 1 3
114 o ¢ N o’

= 2orz T 20
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Annexe E

Fonctions de forme pour 1’élément
SOLID185 d’ANSYS

La construction de la matrice de couplage associée au roulement nécessite d’établir I’expression
des fonctions de forme associées a la ligne de fixation des raideurs de couplage (cf. section I11.1).
Pour cela, on s’intéresse & la formulation de 1’élément hexaédrique SOLID185 d’ANSYS représenté
Figure E.1.

X, u
F1GURE E.1 — Notations pour 1’élément hexaédrique SOLID185 d’ANSYS.
Les fonctions de forme fournies dans la documentation d’ANSYS correspondent au cas d’un

cube de coté 2, avec pour coordonnées (r,s,t) de ses sommets exprimées dans le repére de

I’élément :

I(-1,-1,-1) K (-1,1,1) M (1,-1,—1) O (1,1,1)
J(-1,1,-1) L (-1,-1,1) N (1,1,—1) P (1,-1,1)

Le déplacement u d’un point repéré sur I’élément par ses coordonnées (r, s,t) a pour expression
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dans le repére global (X,Y,Z), en fonction des déplacements aux sommets :

u= 1(u1<1 — ) )1 =) +ug(1 4 s)(A— £)(1 - 7)

8
+ug(l+s)1+t)(1—7r)+u,(1—s)(1+t)(1—r)
+um(l—s)(1—=t)1+7)+un(l+s)(1—-t)(1+7)
+uo(l+s)(1+t)(1+7)+up(l—s)(1+t)(1+7)

Cette expression est également valable pour les ddl v et w. Si la ligne de fixation des raideurs de
couplage coincide bien avec une ligne du maillage comme spécifié dans les contraintes de maillage,
alors les raideurs sont fixées sur une aréte de ’élément. Dans ce cas particulier, I'expression des

déplacements u, v et w est simplifiée :

Aréte I-J (idem pour L-K / M-N / P-0O) u = %(ul(l — ) +us(l+s))
Aréte I-M (idem pour J-N / L-P / K-O) u= %(ul(l —r)+um(l+7))
Aréte I-L (idem pour J-K / N-O / M-P) u= %(ul(l —t) +ur(1+1))

Ces trois expressions étant similaires, les développements se limitent dans la suite aux arétes dans
la direction s, le raisonnement et les résultats étant équivalents pour les directions r et t. Ainsi,
en numérotant les deux nceuds d’une aréte o1 et 5 dans le sens du repére (r, s,t) de I’élément,

les fonctions de forme sur cette aréte ont pour expression :

U
us)\ [ fi-s 0 0 14s 00 Z;l
v(s) =51 0 1-s 0 0 1+4+s O s (E.2)
w(s) 0 0 1-s 0 0 1+s

V2

ws

En pratique, dans un cas plus général, les coordonnées de 1’élément ne sont pas comprises entre
-1 et 1 mais entre —¢/2 et £/2, avec ¢ la longueur de I'aréte considérée. Le changement de variable

suivant est alors nécessaire :

l
sop = =8 avec — - <5< 2 (E.3)

2

N~
N\

D’autre part, pour faciliter le calcul des coefficients C et S utilisés lors de I’étape de décomposition
des vecteurs propres sous la forme d’harmoniques spatiales, il est préférable d’exprimer les fonctions
de forme de la ligne de fixation des raideurs en fonction de la coordonnée angulaire 6 comprise
entre 0 et o sur un élément. o, correspond a la largeur angulaire de I’élément. Dans ce cas, un

second changement de variable doit étre pris en compte :

2
so = RO — g soit s = %0 -1 avec 0<6<as (E.4)

Enfin, la relation ¢ = azR conduit & la définition du changement de variable final :

s=—"—1 (E.5)
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Avec ce changement de variable, les fonctions de forme H(6) deviennent :

Uy
U1
n Mi(6) 0 0 M6 0 0
w
v@® | =1 0o M@ o0 0  M(®) 0 ! (E.6)
U
w(9 0 0 M1(9> 0 0 Mg(@)
U2
H(0) s
0
My(0)=1- o
0 s avec 0<0<a, (E.7)
My(0) = —
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