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RESUME DE LA THESE

Dans ce projet, nous développons des méthodes numériques de résolution rapide,
précise et efficace qui permettent de prendre en compte, dans des configurations tri-
dimensionnelles, les phénomenes de diffraction d’ondes électromagnétiques en régime
harmonique par une multitude d’obstacles, dans le cadre de calcul a basses et moyennes

fréquences.

Dans un premier temps, nous nous placons dans un cadre a basses fréquences et
nous nous intéressons a une modélisation multi-échelle du phénomene de diffraction
des ondes électromagnétiques par des obstacles dont la taille caractéristique est petite
en comparaison avec la longueur d’onde. Nous mettons en ceuvre la méthode des dé-
veloppements asymptotiques raccordés qui s’avere vraiment efficace dans le cadre de la
réduction de modeles, appliquée a I'électromagnétisme. Deux types de développements
se distinguent : les approximations en champ proche ou quasi-statiques qui décrivent
le phénomeéne a I'échelle microscopique et celles en champ lointain qui décrivent le
phénomene a grande distance. Dans ce dernier contexte, les petits obstacles ne sont
plus considérés comme des contraintes géométriques et peuvent étre modélisés par des

sources ponctuelles équivalentes que sont les multipdles électromagnétiques.

Dans un second temps, nous nous placons dans un cadre a moyennes fréquences;
le domaine de calcul faisant quelques dizaines de longueurs d’ondes. Nous mettons en
place une méthode spectrale pour le probleme de diffraction multiple des ondes élec-
tromagnétiques par de multiples spheres. Cette méthode est basée sur la discrétisation
d’une formulation par équations intégrales de frontiere dans des bases locales et tangen-
tielles, composées des fonctions harmoniques sphériques vectorielles. Il apparait que les

modeles réduits peuvent étre adaptés au régime moyennes fréquences en incorporant
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des corrections non-triviales dictées par la théorie de Mie et portant sur les fonctions de
jauge associées aux termes successifs des développements asymptotiques. Nous présen-

tons une comparaison de ces différents modeles illustrant leur précision.

Toutefois, la prise en compte d’un grand nombre d’hétérogénéités peut s’avérer coli-
teuse en termes de temps de calcul, mais surtout d’utilisation de la mémoire. Pour pallier
cette difficulté, nous implémentons un algorithme astucieux pour la résolution itérative
des problémes linéaires induits, sans jamais avoir a assembler de maniere globale les
matrices associées a la discrétisation.
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INTRODUCTION GENERALE

L’électromagnétisme est un secteur de recherche tres actif car il est présent dans de
nombreux domaines. En astronomie, les signaux électromagnétiques sont les seuls (hor-
mis les quelques mesures d’ondes gravitationnelles) que nous recevons depuis ’espace
lointain et qui nous donnent des informations sur I'origine de I'Univers et des galaxies.
C’est pour cette raison que les Etats ont développé de grands instruments de mesure
astronomique comme le Tres Grand Télescope (ou Very Large Telescope en anglais) ou le
télescope spatial Hubble. La compréhension des phénomenes électromagnétiques a eu
un role essentiel dans les révolutions industrielles a partir du XIX-eme siécle, a travers
la production massive d’électricité et la possibilité de communiquer sur de longues dis-
tances grice aux signaux radio. A partir de la seconde moitié du XX-éme siécle, elle a
permis 'essor des technologies de communications avec les signaux TV, la téléphonie,
la fibre optique et cetera. Ces usages se sont développés d’abord dans le cadre d’appli-
cations militaires (communication, furtivité, détection radar) puis se sont généralisés a
I'ensemble des domaines civils avec le four a micro-ondes, les IRM (imagerie par réso-

nance magnétique) ou les smartphones.

L'utilisation massive d’émetteurs est aussi un sujet de controverse, né de la sensibilisa-
tion de la population aux effets du rayonnement électromagnétique, et par conséquent,
un sujet de santé publique. Les pouvoirs publics ont besoin d’informations précises pour
définir des normes acceptées par le plus grand nombre afin de limiter les dangers pour
la santé. D’autre part, la multiplication des appareils émettants perturbe le bon fonc-
tionnement des appareils électroniques et c’est aussi un sujet sensible et de stireté, par
exemple dans les hopitaux. Nous parlons d’étude de compatibilité électromagnétique.

En complément des études sur bancs d’essai électromagnétiques, il s’avere nécessaire de
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développer des méthodes numériques pour modéliser les phénomeénes de propagation

d’ondes électromagnétiques.

Les phénomenes électromagnétiques sont réellement des phénomenes multi-échelles.
Le spectre électromagnétique héberge plusieurs types de rayonnement : les rayons
Gamma, les rayons X, les rayons ultra-violets, la lumiere visible, les rayons infra-rouges
et les ondes radio. Les rayons Gamma sont caractérisés par les ondes de longueur infé-
rieure a 10 picometres. Ils sont produits par des transitions nucléaires, c’est-a-dire une
modification structurelle au niveau des nucléons, au coeur des noyaux atomiques. Les
rayons X sont caractérisés par les ondes dont la longueur est comprise entre 10 pico-
metres et 10 nanometres. Ils sont produits par des transitions électroniques, c’est-a-dire
le passage d’un électron d’un niveau d’énergie a un autre ; et sont fréquemment utilisés
dans le domaine de 'imagerie médicale. Les rayons ultra-violets sont caractérisés par
les ondes de longueur comprise entre 10 et 400 nanometres et proviennent principale-
ment du Soleil. Le domaine du visible est caractérisé par les ondes de longueur comprise
entre 400 et 800 nanometres, comprenant toutes les couleurs de 'arc-en-ciel. Les rayons
infra-rouges sont caractérisés par les ondes de longueur comprise entre 800 nanometres
et 0.1 millimetre. IIs produisent de '’énergie thermique et sont utilisés dans le domaine
du contrble non-destructif, en thermographie infrarouge. Enfin, les ondes radio qui ont
une longueur comprise entre 1 millimetre et 30 kilometres, servent a transporter 'infor-

mation.

Le domaine de propagation peut étre trés grand ou peut contenir des objets de petite
taille vis-a-vis de la longueur d’onde. La discrétisation de ces problemes est donc ardue
et il n’est pas possible de simuler 'ensemble de ces phénomenes multi-échelles a I'aide
d’'une méme méthode numérique. On distinguera les méthodes hautes fréquences des
méthodes basses et moyennes fréquences. Les méthodes basses fréquences fourniront
une tres bonne qualité d’approximation de la solution mais sur un domaine ne compor-
tant que quelques longueurs d’ondes tandis que les méthodes hautes fréquences, qui
sont une extension de I'optique géométrique, permettent de considérer de tres grandes
scénes de calcul. La prise en compte d’objets de petite taille en termes de longueurs

d’ondes est aussi complexe et nécessite le développement de modeles réduits.

La modélisation multi-échelle a mobilisé la communauté scientifique, avec une atten-
tion particuliere des mathématiciens appliqués portée a la théorie de I'analyse asymp-

totique. Nous pensons notamment a ’homogénéisation qui s’intéresse aux domaines

2
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périodiques, la théorie des couches limites qui s’intéresse aux revétements et aux effets
de peau et les développements asymptotiques singuliers qui s’intéressent entre autres

aux phénomenes ponctuels.

Dans cette these, nous nous intéresserons au développement de modeles réduits pour
la prise en compte d’'une multitude de petits obstacles dans le cadre du développement
de code de calcul basses mais surtout moyennes fréquences ; 'objectif étant de dévelop-
per des codes de calcul a la fois rapides et précis. Il s’agit d’un travail méthodologique
pour démontrer l'efficacité des développements asymptotiques raccordés dans le cadre
de la réduction de modeles appliqué a I'électromagnétisme. Ce sujet trouve pourtant de
nombreuses applications dont la modélisation des peintures utilisées dans le domaine
de la furtivité, qui sont imprégnées de microscopiques billes métalliques et permettent

d’éviter des réflexions totales et monodirectionnelles par le fuselage.

Ce travail a été réalisé au sein de 'équipe Magique 3D dont les activités visent au
développement, a I'analyse et a 'implémentation de modeles réduits et de méthodes
numériques dans le cadre de la simulation d’ondes adaptés au calcul haute performance.
Le projet Magique 3D a notamment pour objectif d’appliquer ces méthodes numériques
a la résolution du probléme inverse, a la conception d’instruments et a la calibration de
modeles. Notre travail se situe uniquement au niveau du solveur direct rapide mais a

bénéficié de cette expertise.

Plan du manuscrit

Cette these contient un premier chapitre introductif sur 1’électromagnétisme puis
deux parties concernant d'une part la modélisation asymptotique de la diffraction des
ondes électromagnétiques par de petits obstacles et d’autre part la modélisation spec-
trale par équations intégrales de frontiere de la diffraction multiple des ondes électro-

magnétiques par de multiples spheres.

Les deux premiers chapitres introduisent le probléeme de diffraction des ondes €électro-
magnétiques par de petits obstacles. Dans le Chapitre 1, nous présentons les équations
de Maxwell sous leur forme harmonique, que nous utiliserons tout au long de ce ma-
nuscrit. La décomposition en potentiels des champs électromagnétiques permet de dé-

velopper des expressions analytiques pour les champs électromagnétiques générés en la
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présence de sources ponctuelles électromagnétiques dans I’espace libre : les multipdles
électromagnétiques. Dans le Chapitre 2, nous présentons le probleme de Maxwell posé
dans le domaine de propagation qui est le domaine extérieur a un obstacle dont la taille
caractéristique est tres petite devant la longueur d’onde. Dans le cadre de la diffraction
simple, les méthodes d’analyse asymptotiques sont décrites et comparées formellement
avec une attention particuliere pour les développements asymptotiques raccordés qui
sera au cceur de notre projet. Nous présentons enfin le principe de la théorie de Foldy

pour la prise en compte des phénomeénes de diffraction multiple.

Nous présentons la méthode des développements asymptotiques raccordés dans le
Chapitre 3 et nous y détaillons les résultats d’existence et d’unicité des probléemes véri-
fiés par les termes successifs des développements. Nous explicitons les premiers termes
des développements asymptotiques dans le cadre d’obstacles de forme arbitraire a I'aide
des tenseurs de polarisabilité électrique et de polarisabilité magnétique et nous menons
le calcul analytique des trois premiers termes associés a chacun des développements
dans le cas d’un obstacle sphérique. Dans le Chapitre 4, les obstacles sont modélisés par
des sources multipolaires équivalentes qui menent a des développements identiques.
Nous développons des modeles réduits dipolaires pour le probléme du petit obstacle
que nous étendons a l'aide de la théorie de Foldy au probléme de diffraction multiple.
Le Chapitre 5 présente la validation numérique des développements asymptotiques et
des modeles réduits pour la diffraction multiple. Les résultats numériques sont en ac-

cord avec la théorie fournie dans la littérature.

Nous introduisons le probleme de diffraction multiple par des obstacles non nécessai-
rement petits en comparaison avec la longueur d’onde dans le Chapitre 6. Nous rappe-
lons les principes de la théorie de Mie pour la diffraction par une sphére et présentons
la méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple, introduite par Yu-Lin Xu en
1995. Cette méthode est équivalente a la discrétisation d’'une méthode d’équations in-
tégrales de frontiére appliquée au probléme de diffraction multiple par de multiples
spheres, dans la base des harmoniques sphériques vectorielles, faisant 'objet du Cha-
pitre 7. Cette méthode spectrale mene également a des approximations équivalentes
aux modeles asymptotiques dans le cadre des petits obstacles et d’obstacles de taille
comparable a la longueur d’onde. Toutefois, dans le cadre de moyens et grands obs-
tacles, la stabilité du probleme est garantie seulement si nous excluons les fréquences

de résonance associées aux problemes intérieurs volumiques locaux.
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La méthode spectrale hérite des propriétés des méthodes d’équations intégrales de
frontiere et en particulier, engendre des matrices denses. Cela a évidemment des ré-
percutions en termes de colt de calcul et notamment pour l'utilisation de la mémoire.
Dans le Chapitre 8, nous nous adonnons donc a des problématiques d’algebre linéaire.
Nous mettons en place un préconditionnement associé aux systémes linéaires issus de
la méthode spectrale, avec des illustrations numériques a 'appui. Cela est pratique-
ment impossible dans le cadre de méthodes volumiques. Nous définissons un procédé
de résolution itérative évitant 'assemblage des parties denses du probléme. Ces considé-
rations, qui, apres étude structurelle, s’appliquent tout aussi bien aux modéles réduits,
permettent de réduire drastiquement les cotlits de calcul comme cela est présenté dans
le Chapitre 9. Il y a toutefois — et comme souvent — un compromis a faire en termes
de stockage mémoire et temps de calcul. Par ailleurs, la méthode spectrale est validée

numériquement a 'aide de solutions éléments finis.

Production bibliographique

Durant cette these, un article a été publié et un rapport de recherche rédigé concer-

nant les modeles réduits pour la diffraction simple :

« Equivalent multipolar point-source modeling of small spheres for fast and accu-
rate electromagnetic wave scattering computations. » avec Victor Péron et Sébas-
tien Tordeux. (2020) Wave Motion, 82 :102409.

« Asymptotic modeling of the electromagnetic scattering by small spheres per-
fectly conducting. » avec Victor Péron et Sébastien Tordeux. (2019) Rapport de
Recherche n° 9169.

De plus, nous prévoyons d’écrire un article sur les modeles réduits pour la diffraction

multiple par une multitude d’obstacles.

Nous listons également les séminaires extérieurs, les conférences et les expanded abs-

tracts :

« Equivalent point-source modeling of small obstacles for electromagnetic waves. »
avec Victor Péron et Sébastien Tordeux. Book of Abstracts WAVES 2019. 14th In-
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ternational Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave Propa-

gation. Vienne, Autriche, 2019.

« Asymptotic models for the multiple electromagnetic wave scattering problem by
small obstacles. » JOSO 2019. Le Barp, France, 2019.

« The multiple electromagnetic wave scattering by small spheres. » Séminaire de
MATHCCES, RWTH Aachen University. Aix-La-Chapelle, Allemagne, 2018.

« Asymptotic modeling of the multiple electromagnetic wave scattering by small
spheres. » ECCM-ECFD 2018. Glasgow, Ecosse, 2018.

« Foldy-Lax model for the scattering problem in electromagnetism. » 5th Interna-
tional congress on Multiphysics, Multiscale and Optimization Problems. Bilbao,

Espagne, 2018.

« On the scattering of small of electromagnetic waves by small bodies. » Séminaire
de la Caléta Numérica, Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso. Valparaiso,
Chili, 2017.
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Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

Une onde est la propagation d’une perturbation entrainant une variation des proprié-

tés physiques locales du milieu. Il existe trois principaux types d’ondes :

- les ondes mécaniques, comme les ondes acoustiques ou sismiques, correspondant

au déplacement d’'une perturbation mécanique dans la matiere,

- les ondes électromagnétiques, comme la lumiere, correspondant aux oscillations

périodiques des champs électromagnétiques générés par des particules chargées,

- les ondes gravitationnelles correspondant a la propagation de déformations de la
géométrie de I'espace-temps.
Contrairement aux ondes mécaniques, les ondes électromagnétiques ne nécessitent pas
de support matériel pour se propager. Il convient de distinguer le rayonnement électro-
magnétique de 'onde électromagnétique, introduite pour modéliser le phénomene de
rayonnement. Les rayonnements électromagnétiques sont classés en fonction de leur

longueur d’onde, mesurée en metres (m), dans le spectre électromagnétique.

1.1 Formulation des équations

Les équations de Maxwell, qui régissent la théorie de ’électromagnétisme, fournissent
une représentation mathématique de la propagation des ondes électromagnétiques dans
un milieu donné. Elles ont été introduites en 1873 sous leur forme intégrale par James
Clerk Maxwell (1831-1879) dans A treatise on Electricity and Magnetism. En s’appuyant
principalement sur les travaux de Carl F. Gauss (1777-1855) (Gauss, 1813) et Michael
Faraday (1791-1867) (Faraday, 1832), James C. Maxwell parvient a compléter et unifier

la théorie de I'électromagnétisme.
« When I translated what I considered to be Faraday’s ideas into a mathematical form I

found that in general the results of the two methods coincided [...] » (Maxwell, 1873)

Le lecteur pourra se référer aux travaux de Landau et Lifshitz (1960), John D. Jack-
son (1962), Richard P. Feynman et al. (1979) et Francois A. Reuse (2012) pour une

présentation plus détaillée de la théorie de 1’électromagnétisme.

1.1.1 Quantités physiques

La théorie macroscopique des champs électromagnétiques fait intervenir un champ
électrique & (x,t) mesuré en Volt par métre (V™ '), un champ magnétique #(x,t) me-

suré en Ampére par metre (Am™ "), un champ de déplacement électrique D(x, t) mesuré
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1.1. Formulation des équations

en Coulomb par métre carré (Cm~?) et un champ d’induction magnétique B(zx,t) me-

suré en Tesla (T), évalués en chaque point de I'espace = € R? et & chaque temps ¢ € R.

Les champs électromagnétiques sont générés par des particules chargées induisant
un transfert d’énergie appelé courant. La distribution de charge est représentée par
une densité scalaire de charge électrique o(«,t) mesurée en Coulomb par meétre cube
(Cm™?) et le courant par une densité vectorielle de courant électrique J (x,t) mesu-
rée en Ampere par métre carré (Am~?). Dans un systéme isolé, les densités de charge

électrique p et de courant électrique J vérifient le principe de conservation de la charge

EQ
+ ;7 . = ]_.1

ou % représente la dérivée partielle par rapport a la variable temporelle et V- désigne

I'opérateur divergence.

La propagation dépend des propriétés du milieu traversé par 'onde. Les grandeurs
physiques induisant des variations dans les champs électromagnétiques sont la permit-
tivité électrique ¢ mesurée en Farad par métre (Fm™'), la perméabilité magnétique s
mesurée en Henry par meétre (Hm ') et la conductivité électrique o mesurée en Siemens
par meétre (Sm™"). Ces grandeurs physiques interviennent dans les lois de constitution

du milieu.

Remarque 1.1. Les unités énoncées correspondent aux unités du systéeme international

(SI) et sont récapitulées dans le tableau 1.1.

Quantité physique Symbole | Unité SI | Unité SI de base
Champ électrique £ Vi ! kg m A~1s™3
Champ magnétique H Am™! Am™!
Déplacement électrique D Cm ™2 Asm™2
Induction magnétique B T kg A~1s2
Densité de charge électrique 0 Cm™> Asm™3
Densité de courant électrique J Am™? Am™?
Permittivité électrique £ Fm ™' A%t kg Tm™3
Perméabilité magnétique L Hm™* m kg s 2A 2
Conductivité électrique o Sm ™! A?% kg™ 'm 3
Potentiel électrique % V kg m?A~1s3
Potentiel magnétique A Wb m™! kg m?A~1s72

TABLE 1.1 — Unités SI des quantités physiques intervenant en électromagnétisme.



Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

1.1.2 Lois de consitution

Dans un milieu linéaire, le champ de déplacement électrique D est relié au champ

électrique £ et le champ d’induction magnétique B au champ magnétique .,

D =cE et B=yuH. (1.2)

La nature des grandeurs ¢ et ; dépend de la nature du milieu. Dans un matériau linéaire,
ce sont des matrices de taille 3 x 3 définies positives, qui dépendent des variables spatio-
temporelles x et ¢,

e =¢g(x,t) et pw=p(x,t).
Si de plus,

- le milieu est homogene (en espace) et non-dispersif (en temps), alors les tenseurs
g(x,t) et p(x,t) sont des matrices définies positives, constantes en espace et en

temps € = ¢ et yu = L,

- le milieu est isotrope, alors les tenseurs £(x,t) et u(x,t) sont diagonalisables et
admettent une valeur propre d’ordre 3 strictement positive, ¢ = goe,ll3 et u =
Loz, ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3, les constantes ¢ , o désignent

respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique du vide,
g0 ~ 8.854 187 - 107'% [Fm ™' et pio=4m-1077 [Hm ']

ete > 0, uy > 0 désignent respectivement les permittivité électrique et perméa-

bilité magnétique relatives au matériau.

Dans un milieu linéaire, homogéne, non-dispersif et isotrope, les relations (1.2) sont

des relations de proportionnalité avec e > 0 et u > 0.

Dans un milieu dit ohmique de conductivité électrique o > 0, la densité de courant
électrique J peut étre décomposée en un courant extérieur J, appliqué au systeéme et,

d’apres la loi d’Ohm, un courant proportionnel au champ électrique &,

j:Ug+ja. (13)

Cette relation constitutive s’applique dans un milieu linéaire, homogéne, non-dispersif
et isotrope dans lequel les variations relatives du champ électrique au cours du temps

sont faibles a ’échelle microscopique.
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1.1. Formulation des équations

Hypothése 1. Condition sur le milieu
Dans cette these, nous étudierons la propagation des ondes électromagnétiques dans

des milieux linéaires, homogenes, non-dispersifs, isotropes et ohmiques.

Le milieu sera conducteur si la conductivité électrique o du matériau qui le compose
est strictement positive. Ce sont des milieux dans lesquels les charges électriques sont
libres de se déplacer comme les métaux ou les plasmas. Le milieu sera diélectrique si la
conductivité électrique o du matériau qui le compose est nulle, ce qui est par définition
un isolant électrique. Parmi les diélectriques, nous retrouvons entre autres le vide, l'air

(sec) ou le verre.

1.1.3 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont issues de lois fondamentales de la physique classique
permettant de décrire I’électrodynamique des milieux. Elles sont constituées de deux
équations vectorielles et deux équations scalaires qui mettent en jeu les champs élec-
tromagnétiques £ et ‘H, le champ de déplacement électrique D et le champ d’induction

magnétique B.

Nous considérons un domaine 2 C R? borné, régulier et nous notons df2 son élément
de volume, I" sa frontiere (orientée), dI" I'’élément de surface associé et n le champ de
vecteurs normal dirigé vers I'extérieur de (2. La Figure 1.1 illustre la géométrie considé-
rée. La loi de Gauss caractérise le flux du champ de déplacement électrique a travers de

la surface fermée T,
/D-ndF:/ng. (1.4)
r Q

Le théoreme de Green-Ostrogradski (George Green, 1793-1841 et Mikhail Ostrogradski,

1801-1862) permet d’obtenir une relation portant sur la divergence du déplacement,

/QV-DdQ:/FD-ndF. (1.5)

Nous considérons a présent un domaine ¥ C R?, borné, régulier et nous notons
dX son élément de surface, n le champ de vecteurs normal dirigé dans «le sens du
courant », vy sa frontiére (orientée) et dvy le champ de vecteurs tangent au chemin ~.

La Figure 1.1 illustre la géométrie considérée. Les lois d’induction de Faraday et de

11



Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

L ) A

dQ2

(a) Elément de volume df2 (b) Elément de surface d¥

FIGURE 1.1 — Illustration des éléments de volume df? et de surface dX..

Maxwell-Ampeére rendent compte des phénomeénes d’induction électromagnétique,

[/8~d7——jt/zl3'nd2, [/’H-dy—/zj-ndZJr:t/EIJndE. (1.6)

La loi d’Ampere est devenue la loi de Maxwell-Ampere apres I'introduction du courant
dans 'équation. Le théoreme de Stokes (George G. Stokes, 1819-1903) permet d’obtenir

des relations portant sur le rotationnel du champ électrique et du champ magnétique,

/Z(Vx8)~ndZ:/78-dfy, /E(VXH)~ndZ:LH-d7. 1.7)

Remarque 1.2. L’utilisation des formules de Green et de Stokes, ainsi que la simple utili-
sation de signes intégrales, suggere une certaine régularité des champs électromagnétiques
et des champs de déplacement électrique et d’'induction magnétique. La théorie mathéma-
tique des équations de Maxwell fait intervenir des espaces de type Sobolev mettant en jeu les
opérateurs rotationnel et divergence. Nous rappellerons le cadre fonctionnel et variationnel

des équations de Maxwell dans la Section 2.1.5.

Les égalités (1.4) et (1.5), respectivement (1.6) et (1.7) étant vérifiées pour tout
domaine §) et pour toute surface ¥, nous obtenons les équations de Maxwell-Gauss,
Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampere,

oB oD

VD:Q, ng‘i‘a—o, VXH—W—J, et V- -B=0.
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1.1. Formulation des équations

Remarque 1.3. La derniére équation du systéme est une conséquence de U'équation de
Maxwell-Faraday, en notant que V - (V x ) = 0. Nous notons que Uéquation de Maxwell-
Gauss peut aussi étre obtenue a Uaide des équations de Maxwell-Ampeére et de la conserva-

tion de la charge (1.1).

Les lois constitutives (1.2) du milieu permettent de réduire le nombre de variables
de ce systeme d’équations en y substituant la relation de proportionnalité associant le
déplacement électrique et I'induction magnétique aux champs électromagnétiques,

0E

V-Szg, V><£+,ua—%:0, VXH—-—c—=7J et V-H=0. (1.8)
€ ot ot

Il est de plus possible d’éliminer le champ électrique ou le champ magnétique des équa-
tions précédentes en concédant des équations du second ordre,
10?6 0T 1 0*H

e 2 - = 1.9
VX(VXS)+C2at2 H g VX(VXH)—I—CQGtQ vxJg, (1.9

ouc= (eu)*% désigne la vitesse de I'onde dans le milieu. Lorsque I'une des deux équa-
tions du second ordre est considérée, avec la formulation électrique ou magnétique,
le champ n’intervenant pas dans I’équation peut étre calculé a 'aide de I’équation du

premier ordre faisant intervenir sa dérivée temporelle.

Remarque 1.4. Les équations (1.9) sont des équations d’ondes vectorielles. En notant que
Vx(Vx )=-A+V(V- ), nous retrouvons Uopérateur classique de I'équation des
ondes, appelé Uopérateur d’Alembertien, agissant composante par composante,

1 0*°H

1
_t _A -
EV@, H+02 ot?

2
apy LPE_ 0T

2oe - Mo =VxJ.

1.1.4 Force électromagnétique

La force de Lorentz (Hendrick Lorentz, 1853-1928) exercée par un champ électroma-
gnétique sur une particule chargée de charge électrique ¢ se déplacant a une vitesse v,

résulte localement de la densité de force
Fo=q(E+vxB).

Elle est la superposition d'une densité de force électrique ¢€ et d’'une densité de force

magnétique ¢(v x B). Cette formule se généralise a une densité continue de charge
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Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

électrique o en notant que la densité de courant J est proportionnelle a la vitesse v des

particules. La densité de force électromagnétique est alors donnée par

F =0+ T x B.

Nous considérons un domaine 2 C R3 borné, régulier et nous notons df2 son élément
de volume, I" sa frontiere (orientée), dI' I'’élément de surface associé et n le champ de
vecteurs normal dirigé vers 'extérieur de (2. La Figure 1.1 illustre la géométrie considé-
rée. A un instant fixé, le travail W (Q) de la force électromagnétique, mesuré en Joules
(J), est I'’énergie fournie pour déplacer 'ensemble des particules chargées dans le do-
maine (2,

W(SQ) :/Q}'-de.

Puisque (J x B) - v = 0, nous remarquons que seule la force électrique travaille
| Fvdo= [ 7 £d0
Q 9)

A Taide de I'équation issue de (1.8), le travail peut étre exprimé en fonction de € et H,

W(Q)z/g(VX’H)fdQ—g 5;5 £ dQ.

En appliquant le théoréme de Green qui s’écrit, pour deux champs u et v réguliers,
/(qu) vd) = / vadQ—l—/nxu ~vdl,

faisant apparaitre des densités de flux surfaciques, puis en injectant 'expression de Vx &

issue de (1.8), la premiere intégrale s’écrit
OH
/Q(Vx?-t)-é'dQ_—M/QE-’HdQJr/F(nx’H)-SdF.

En remarquant de plus que

OE B , OH B )
5, Edo= 5 6t|g| do et [ Hda= 5 at|7¢| d,
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1.1. Formulation des équations

nous obtenons 1’équation de conservation de I'énergie dans un champ électromagné-
tique, donnée par le théoreme de Poynting (John Henry Poynting, 1852-1914),
d 3
SB() = —W(Q) +/ S-ndl, (1.10)
r
ol 8 = £ x ‘H désigne le vecteur de Poynting mesuré en Watt par métre carré (Wm ™ 2).
Ce vecteur indique la direction de propagation de 'onde électromagnétique. L’énergie

totale F(2) du champ électromagnétique est donnée par
_ 1 2 2
EQ) = 5/9 (ulHP + <€) d.

Enfin, grace au théoréme de Stokes (1.7) et comme les égalités sont vérifiées pour tout

domaine (2, nous obtenons la formulation locale

10

Ea(;L|?1L|2+s|£|2)+.7-£—v-s=0.

1.1.5 Note sur les sources magnétiques

Bien que les sources magnétiques n’existent pas en physique classique, il est toujours
possible d’introduire ces quantités fictives, analogiquement aux sources et constantes

électriques, dans les équations de Maxwell.

«Il n’y a ni courant, ni charge magnétique [...]. La considération de ces quantités fictives

permet de simplifier certains problémes de modélisation. » (Bendali, 2013).

Il s’agit de considérer une densité de charge magnétique on(x,t) et une densité de
courant magnétique M (x,t) vérifiant un principe de conservation de la charge ana-
logue a (1.1),

90m

LTV M=o

Ces quantités apparaissent comme des termes sources dans les équations suivantes,

issues des équations (1.8),

VX£+M(ZL:—M et VoM =

15



Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

Les conséquences de l'introduction de ces nouvelles quantités peuvent étre répercutées

dans les seconds membres des équations de Maxwell temporelles du second ordre,

1 0%E oT
VX(VX&')—FEﬁ——VXM—ME,
1 0*H oM
VX(VX%)—’—?atQ :VXJ—Ew.

1.2 Propagation en régime harmonique

En régime harmonique, 'onde se propage de maniere sinusoidale dans le temps a
une méme fréquence. L’analyse mathématique concernant les équations de Maxwell

temporelles et les équations harmoniques est sensiblement différente.

1.2.1 Les équations harmoniques

En régime harmonique, par exemple Colton et Kress (1998), nous considérons les so-
lutions particulieres des équations de Maxwell admettant une dépendance harmonique

en temps de la forme

E(x,t) = Re [exp(—iwt)E(x)], H(x,t) = Re [exp(—iwt)H(z)], (1.11)
ol i est le nombre complexe unitaire tel que i> = —1 et w désigne la pulsation de 'onde,
w=2nf, (1.12)

ou f > 0 est la fréquence mesurée en Hertz (Hz).

Remarque 1.5. Par définition une onde harmonique, ou monochromatique, est décrite
par une fonction sinusoidale dans le temps E(x,t) = Ey(x) cos(wt — (x)), ott Ey(x) dé-
signe le module et ¢(x) désigne la phase, au point x. La présence de la phase permet de
caractériser le fait que Uamplitude maximale du champ évalué en deux points distincts de
Uespace n’est pas atteint en un méme instant. Toutefois, cette formulation n’est pas utili-
sée dans la littérature et U'on préfere plonger le probléme dans le plan complexe en posant
E(x) = E(x) exp(ip(x)). Cela est expliqué en détail dans Abderrahmane Bendali (2013).
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1.2. Propagation en régime harmonique

La séparation des variables temporelle ¢ et spatiale  permet de ré-exprimer les déri-

vées temporelles sous la forme

2
aaf(a:, t) = Re [—iw exp(—iwt)E(x)] %tf (z,t) = Re [—wQ exp(—iwt)g(m)} ;
oH O*H (1.13)

o, (@) = Re[~iwexp(~iwt)H(@)], 5~ (x.t) = Re |[—w? exp(—iwt)H()| .

L’hypothese supplémentaire d'une dépendance harmonique en temps des termes sources,

o(z, 1) = Re[o(x) exp(—iwt)], J(x,1) = Re[J (@) exp(—iwt)],

permet d’obtenir des équations aux dérivées partielles en espace vérifiées par les pha-
seurs £(x) et H(x) associés aux champs électromagnétiques. Ces équations sont obte-
nues en substituant les expressions (1.11) et (1.13) dans les équations (1.8) puis en

divisant par exp(—iwt) de part et d’autre des égalités,

v-szg, VxE—iwpH=0, VxH+iwE=JT, et V-H=0.

Remarque 1.6. Dans la suite, nous confondrons systématiquement champ et phaseur.

Enfin, en appliquant la loi ’Ohm donnée par (1.3), nous obtenons les équations de

Maxwell harmoniques du premier ordre,
v-e:f, VxE—iwpH=0, VxH+(we—0)E=Ts et V-H=0. (1.14)

De la méme maniere, a partir des équations (1.9), nous obtenons les équations de Max-

well harmoniques du second ordre,

V x (V x E) — K*E =iwpThn, VX (VxH)-k*H=VxJ. (1.15)

Lorsque I'une des deux formulations du second ordre est considérée, le champ n’inter-

venant pas dans I'équation peut étre retrouvé a I'aide des équations issues de (1.14),

1
H:%VX&', 8: 1
1w we — o

(Ja—V XH).

Dans les équations (1.15), k € C désigne le nombre d’onde complexe associé a la

propagation des ondes, vérifiant la relation de dispersion
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Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

Hypothése 2. Condition sur le nombre d’onde

2

K* = W—Q (1 + 10) , avec Re[k] > 0 et Im[x] > 0.
c we

Le nombre d’onde « est réel si et seulement si la conductivité électrique ¢ du milieu
est nulle. Lorsque le nombre d’onde x admet une partie imaginaire strictement positive,
le matériau a des pertes diélectriques c’est-a-dire qu’il absorbe de I'énergie par effet
Joule. Un tel milieu, dit absorbant, peut étre décrit en introduisant une permittivité
électrique complexe ¢. associée a une vitesse d’onde complexe ¢, , telles que

ce=ct 2 K==
w
La considération ou non d’un milieu absorbant aura des répercussions concernant I’ana-
lyse du probleme de Maxwell. Dans un milieu diélectrique, il est toujours possible d’in-

troduire un terme de viscosité artificielle, c’est-a-dire une partie imaginaire strictement

positive au nombre d’onde réel, vouée a tendre vers zéro,

ke = K + i€, e > 0. (1.16)

Cela permet de stabiliser le comportement des solutions du probleme considéré grace
aux « bonnes » propriétés de 'opérateur V x (V x ) —x? issu de (1.15), lorsque x admet

une partie imaginaire strictement positive — voir encore Section 2.1.5.

1.2.2 Les équations réduites

Il est possible de symétriser les équations (1.14) comme par exemple dans Colton et
Kress (1998) et Monk (2003), en imposant une normalisation des champs électroma-

gnétiques de la forme

0B(z) = c2E(x), oH () = 13 H(x), (1.17)

ol « > 0 désigne un facteur introduit dans le but de supprimer les unités des équations.
Nous supposons que son carré o? est mesuré en Pascal (Pa, 1 Pa = 1 kg m's2) de

sorte que les champs de vecteurs E et H soient sans unité

1 Pa~2(F2m™2)(Vm™') = 1 =1Pa 2 (Hm 2)(Am ™).
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1.2. Propagation en régime harmonique

Nous renvoyons le lecteur a la Table des unités 1.1. En injectant la normalisation (1.17)

dans les équations (1.14) puis en posant

1

o(x), ada(x) = ec > Tu(x) (1.18)

et enfin en divisant par « de part et d’autre des égalités, nous obtenons les équations

de Maxwell réduites du premier ordre

1
V-E=" VXE-ikH=0 VxH+ikE=-J, et V-H=0. (1.19)
15 C

De la méme maniére, a partir des équations (1.15), nous obtenons les équations de

Maxwell réduites du second ordre,

1K

1
V x (VxE)—r’E="—J, Vx(VxH)—rH=-V xJ, (1.20)
C C
Lorsque I'une des deux équations du second ordre est considérée, le champ n’interve-
nant pas dans ’équation peut étre retrouvé a 'aide d’'une équation du premier ordre,

H-'VxE, E:—l(lJa—VxH).
C

1K 1K

Remarque 1.7. L'équation de conservation de la charge (1.1) devient

—iwp + gp YV T, =0 (1.21)

1.2.3 Propagation dans I’espace libre

Dans I'espace libre, nous devons imposer une condition portant sur le comportement
des champs électromagnétiques a I'infini selon laquelle les ondes s’y dispersent. En élec-
tromagnétisme, cette condition de radiation appelée condition de Silver-Miiller, est don-

née par

limr(Hxz—E)=0 uniformément en 7 = f) our = |x|. (1.22)
r

r—00

Cette condition d’onde sortante implique qu’aucune énergie ne peut rayonner depuis
I'infini. Cela est aussi relié a la notion de causalité lorsque nous parlons d'une solution

en régime temporel. Pour les formulations du second ordre, nous utilisons généralement
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Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

une version faisant intervenir le champ et son rotationnel,

limr((Vx E)xZz—ikE)=0 uniformément en 7.

r—00

Il existe également des conditions d’ondes entrantes pour lesquelles le « — » est remplacé
par un « + ». Théoriquement, 'une des deux conditions est nécessaire pour garantir

I'unicité des champs électromagnétiques.

Dans l’espace libre, le champ électromagnétique sortant vérifiant (1.20) est calculé a

partir du produit de convolution ix G * J, s’effectuant composante par composante,

(ik G x Ja); = ix 2_:1 Gij  (Ja)js Gy * (Ja)s(@) = /R3 Gij(lz —y|)(Ja);(y) dy. (1.23)

Le produit de convolution fait intervenir la solution fondamentale (sortante) G des
équations de Maxwell, appelé tenseur de Green de Maxwell. Ce tenseur d’ordre 2, voir

par exemple Nédélec (2001), est donné par

GzGH+;V(V-Gﬂ), (1.24)

ou [ désigne la matrice identité et GG est la fonction de Green sortante associée a I’équa-
tion de Helmholtz (Hermann von Helmholtz, 1821-1894) qui est une fonction radiale
donnée par

_exp(inr)

G(r) =

4rr

Remarque 1.8. La fonction de Green G vérifie 'équation de Helmholtz
— AG — K*G = §, dans R?,

oll d, désigne la distribution de Dirac en 0. Elle est définie au sens des distributions par

(0a, [lgs = [(a), V fe 2R =%C7(R?), VaeR® (1.25)

L’équation de Helmholtz est obtenue en considérant des solutions harmoniques de 'équa-
tion (scalaire) des ondes. L'opérateur d’Alembertien présenté en Remarque 1.4 devient ainsi
—A — k2 Elle vérifie de plus une condition d’onde sortante qui, pour Uéquation de Helm-

holtz, n’est plus la condition de Silver-Miiller mais la condition de Sommerfeld (Arnold
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1.2. Propagation en régime harmonique

Sommerfeld, 1868-1951) donnée par

lim r (0,G —ikG) =0 uniformément en . (1.26)

r—00

La condition de Silver-Miiller est plus riche que cette derniére car elle permet de caractériser
aussi le vecteur de Poynting S = E x H introduit dans (1.10), voir par exemple Bendali
(2013).

1.2.4 Note sur les sources magnétiques : suite

En régime harmonique, nous ajoutons une loi artificielle similaire a la loi d’Ohm (1.3)

qui impose la création de courants magnétiques par le champ magnétique,
M =M, +onH.

ol o, > 0 désigne la conductivité magnétique et M, la densité de courant magnétique
extérieur appliqué au systéme. Alors, les équations « magnétiques » issues des équations

harmoniques (1.14), deviennent
V x & — (iwp—om)H=-M, et V-H="—.

En introduisant la perméabilité magnétique complexe yi. et un nouveau nombre d’onde

complexe k., donnés par

io
:U’C::u—i_imu ’i?n:K?&?
w t

nous obtenons les équations de Maxwell du second ordre muni de sources magnétiques,

Vx(VxE)—KLE=—-Vx M+ iwpeTa,
Vx(VxH)—kEH=V x T, +iwe.M,.

Remarque 1.9. Lorsque o,, = 0 alors k,, = k.

La derniere réduction consiste a supprimer les unités des équations. Il faut alors adap-
ter les normalisations (1.17) et (1.18) en remplacant la perméabilité magnétique réelle

1 par la perméabilité magnétique complexe p. dans 'expression de a H et aJ,. En po-
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Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

sant par ailleurs

1

apm(T) = fic * om (), aM,(z) = pec > Ma(z),
les équations réduites (1.19) et (1.20) s’écrivent respectivement

1 1 n
V-E=" VYXE-ikgH=--M, VxH-+ikgE=-J, et V-H="
C C

€ ft

iKm

1
VX (VXE)—=kiLE=—-Vx M, +—J,,
C

C

1 ifim
V % (Vx H)— k2H = -V x J, + ™ M,
C

1.3 La théorie du potentiel

Les champs électromagnétiques sont directement associés aux forces, voir Section
1.1.4, tandis que les potentiels électromagnétiques sont plutot associés aux énergies.
Les phénomenes électromagnétiques peuvent étre décrits de maniere équivalente avec
les champs ou les potentiels électromagnétiques. Ces derniers fournissent une repré-
sentation des champs électromagnétiques et permettent généralement de simplifier le
probléme considéré. Ils ont été introduits initialement pour appréhender les phéno-
menes d’électrostatique ou de magnétostatique mais leur utilisation a été étendue en

régime temporel ou harmonique.

La théorie des potentiels électromagnétiques fait intervenir un potentiel scalaire élec-
trique V(x, t) mesuré en Volt (V) et un potentiel vecteur magnétique .A(x, t) mesuré en
Weber par métre (Wb m~!, 1 Wb = 1 Tm?).

1.3.1 Représentation des champs électromagnétiques

Nous considérons les champs électromagnétiques £ et H vérifiant les équations de
Maxwell temporelles (1.8). Typiquement, un champ a divergence nulle peut étre identi-
fié au rotationnel d'un potentiel vecteur et un champ a rotationnel nul peut étre identifié
au gradient d’un potentiel scalaire. Cela provient de résultats de géométrie différen-
tielle, voir par exemple De Rham (1973), et de la théorie de Hodge (1989), ayant été

adaptés a I'analyse dans Amrouche et al. (1998) par exemple. Ainsi, les champs électro-
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1.3. La théorie du potentiel

magnétiques admettent la décomposition suivante

0 1
Sz—VV—i, H=—-(VxA. (1.27)

ot 1
Cela résulte du fait que le champ d’induction magnétique est a divergence nulle et
qu’en substituant 'expression de H dans I’équation issue de (1.8), puis en utilisant la

commutativité de la dérivée temporelle et de 'opérateur rotationnel, nous obtenons

0A

En régime harmonique, nous introduisons les phaseurs V(x) et A(x) associés aux
potentiels électromagnétiques par le biais de solutions particulieres recherchées sous la

forme
V(x,t) = Re[exp(—iwt)V(x)], A(x,t) = Re [exp(—iwt)A(x)] . (1.28)

Une décomposition similaire des champs électromagnétiques a lieu. La dérivée tempo-

relle est substituée par le facteur —iw,

1
E=-VV+iwA, H= (V% A).

La derniere réduction consiste a normaliser les potentiels en posant

aV(x) = e2V(x), aA(z) = uEAlz), (1.29)

de sorte que la décomposition réduite s’écrive

E =-VV +ikA, H =V xA. (1.30)

1.3.2 Invariance de jauge

Nous nous placons dans un cadre ou les champs électromagnétiques sont définis de
maniére unique. En régime temporel, cela suggere de fixer un temps ¢, = 0 et une condi-
tion initiale vérifiée par les champs électromagnétiques a l'instant ¢, dans le domaine
considéré. Dans l'espace libre, il s’agit de plus de considérer une condition de radiation
a l'infini, dans un domaine borné, des conditions de frontiere admissibles et les deux

dans un domaine non-borné. Nous introduirons différentes conditions de frontiére a la

23



Chapitre 1. Introduction a I'électromagnétisme

Section 2.1.3.

Tels qu’ils sont définis dans la Section 1.3.1, les potentiels électromagnétiques ne
sont pas uniques. Il est nécessaire d’ajouter une condition de jauge qui est une condition
de compatibilité permettant de garantir I'unicité des potentiels électromagnétiques. La
condition de jauge de Lorenz (Ludwig Lorenz, 1829-1891) généralement présentée dans

le vide, peut étre généralisée a un milieu vérifiant 'Hypothese 1,

1oV

V-A+ EE—O. (1.31)

La représentation par potentiels (1.27) et les équations (1.8) vérifiées par les champs
électromagnétiques permettent de déterminer des équations vérifiées par les potentiels

électromagnétiques. Deux des quatre équations nous donnent

9 0 10 12A
—AV—a(VA)fg, VX(VXA)—FgaV’V—FC?aﬂ —Ja.

Nous déduisons a partir de (1.31) et de I'identité V x (Vx )—V(V-. )= —-A que

les potentiels vérifient les équations d’ondes suivantes

1PV aqs LOPA

AV 2
+ c2ot2 ¢’ 2 Ot2

= pJa.

Les équations en régime harmonique sont des équations de Helmholtz, introduites a la

Remarque 1.8,
—AV—MVZ? “AA - KA = uT. (1.32)
La réduction consistant a substituer les expressions (1.18) et (1.29) dans (1.32) donne

1
—AV—Mvz%ﬁ “AA - KA = J,.
C

Remarque 1.10. Lorsque la conductivité du milieu est négligeable devant sa permittivité
et la fréquence angulaire de 'onde alors ¢, ~ . En particulier; dans un milieu diélectrique,

nous avons s, = .
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1.3. La théorie du potentiel

1.3.3 Expression des potentiels

Dans I’'espace libre, les solutions causales, c’est-a-dire nulles jusqu’a I'instant initial, de
I'’équation des ondes sont connues sous le nom de solutions retardées, voir par exemple
Mattesi (2014). Elles sont déterminées a partir de la fonction de Green G, causale de

I’équation des ondes scalaires définie au sens des distributions,

Les potentiels électromagnétiques, appelés potentiels retardés, sont alors donnés par

lz—y|
1 1 oelyt—=4
V(@,t) = - Gexox,t) = /Rs ( ) dy,

Ae |z — vy (1.33)
ja y,t— \m;y\
Alw.t) = p G Tu(,t) = 1= [ <|x — ) dy.

ol * désigne le produit de convolution en espace, composante par composante, défini
par (1.23).

Les potentiels électromagnétiques en régime harmonique s’obtiennent de maniere
équivalente en considérant le produit de convolution faisant intervenir la fonction de
Green de I'équation de Helmholtz, voir Remarque 1.8 ou en considérant la dépendance

harmonique des sources dans (1.33) puis en identifiant les phaseurs issus avec (1.28),

V() = 1 /w exp(ik|z — y|)o(y)

= Alz) = L exp(is|z — y|) Ta(y) dy.
dme lx — vy

d =
Y 4 Jgs |z — y|

De méme, les potentiels électromagnétiques réduits sont donnés par

Viw) = = /Rg exp(ir|z — y|)p(y) Alz) = /Rg explinlz —y)Jaly) 4

— d _
4me |z — y| Y A lx — y|

(1.34)

Remarque 1.11. En régime statique, les grandeurs considérées ne dépendent pas de la
variable temporelle. Cela est aussi équivalent a considérer une fréquence angulaire w égale

a zéro dans les expressions des champs (1.30) et des potentiels électromagnétiques (1.34).
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1.4 Les sources multipolaires

Les multipdles sont des sources électriques ou magnétiques qui génerent des ondes
électromagnétiques. Ils peuvent étre considérés en régime temporel, en régime statique
ou en régime harmonique. Un multip6le en régime non-stationnaire est composé de
charges ponctuelles et de courants filiformes qui circulent entre les charges. Il est défini
selon un procédé asymptotique qui consiste a faire tendre la distance entre les charges
ponctuelles qui le composent vers zéro tandis que la valeur non signée des charges tend
vers l'infini. Ce n’est plus tout a fait le cas en régime stationnaire. L'électrostatique est
I'étude des champs électriques générés par des charges électriques statiques, c’est-a-
dire qui ne dépendent pas du temps. Analogiquement, la magnétostatique est I’étude
des champs magnétiques générés par des courants électriques statiques. Il n’y a pas de

couplage entre les champs électromagnétiques.

Le calcul des champs électromagnétiques générés par des multipoles de bas ordre
(dipoles et quadripdles) en régime statique ou harmonique est explicité dans Jackson
(1962), Brown (2009) ou Reuse (2012). Toutefois, leur étude s’arréte avant le quadri-
pole électrique en régime harmonique. La considération des potentiels électromagné-
tiques est particulierement adaptée au calcul analytique des champs électromagnétiques

générés par des sources multipolaires.

Ces sources particulieres fournissent des expressions analytiques des champs électro-
magnétiques lorsque nous les considérons dans I'espace libre. Dans la Section 4.1, de

telles sources sont utilisées pour modéliser de petits objets diffractants.

1.4.1 Définitions et propriétés

Nous introduisons la définition mathématique d’'un multipole électrique et celle de
I'approximation multipolaire des potentiels et des champs électromagnétiques. Les po-
tentiels et les champs sont générés par des sources idéales qui sont des charges élec-
triques ponctuelles et des courants électriques filiformes. La théorie des distributions se

préte parfaitement a leur définition.

Définition 1.1. Une distribution de charge o constituée de K charges électriques ponc-

tuelles positionnées aux points ¢, deux a deux distincts et d’amplitude qy(t) peut étre repré-
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1.4. Les sources multipolaires

sentée par une combinaison linéaire de distributions de Dirac

ol 4, est définie au sens des distributions par (1.25).

En régime stationnaire, les charges électriques ne varient pas au cours du temps, c’est-
a-dire les amplitudes ¢x(t) = g, sont constantes. Elles générent un champ électrique
statique. Leur étude fait partie du domaine de I’électrostatique. En régime harmonique,

les charges oscillent a la fréquence w. Leur amplitude admet la dépendance temporelle
qr(t) = qr exp(—iwt).
Les charges oscillantes génerent d’une part des courants électriques et d’autre part des

champs électromagnétiques couplés admettant une dépendance harmonique en temps.

Un courant électrique filiforme est a la magnétostatique ce qu'une charge électrique

ponctuelle est a électrostatique. Il peut étre assimilé a un fil conducteur ...

«...dans lequel circule un courant électrique et pour lequel la forme et les dimensions des
diverses sections du fil n’interviennent pas lorsqu’on se livre a des considérations qui
relevent d’une échelle ou les distances mises en jeu sont trés supérieures aux dimensions de

ces sections. » Reuse (2012).

Définition 1.2. Une distribution de courant électrique filiforme J, est décrite a Uaide d’'une
courbe continue orientée v : [0,1] — R? telle que v(0) = c_ et y(1) = ¢,, ouverte ou

fermée, et d’une intensité I(t). Elle peut étre représentée par

L’intensité I(t) est constante sur chaque section ¥, du fil v x 3,

I(t) = /Z T(z,t)-nds,.

La Figure 1.2 illustre la définition d’un courant électrique filiforme. La distribution
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de Dirac 4, sur la courbe v est définie au sens des distributions par

(85, F)as = / f(@) dy v fe 2R

7\

Section X, (s)

FIGURE 1.2 — Courant filiforme.

En régime stationnaire, l'intensité du courant électrique est constante au cours du
temps /(t) = I. Un courant électrique filiforme stationnaire génere un champ magné-
tique statique. En régime harmonique, I'intensité admet une dépendance harmonique

en temps de la forme exp(—iwt) et, puisque la charge est conservée, nous avons
—iwqg = 1. (1.35)

Un multipéle électrique d’ordre p > 1 est caractérisé par la donnée de 27 charges
électriques ponctuelles et de courants électriques filiformes reliant deux a deux les posi-
tions des charges négatives a celles des charges positives. En régime harmonique, nous
parlons de multipéle oscillant. Le systéme est constitué de 2°~! charges positives +q(t)
et de 27! charges négatives —¢(t) telles que le point milieu entre le barycentre associé
a 'ensemble des charges positives et celui associé a 'ensemble des charges négatives
soit confondu avec l'origine. La Figure 1.3 montre la géométrie associée aux multipdles
d’ordre 1, 2 et 3 respectivement appelés dip6le, quadrupdle et octopéle. Un tel systeme
admet une charge totale nulle. En particulier, les systemes globalement neutres sont ca-
ractérisés par leur moment multipolaire. Le moment multipolaire est directement relié a
la géométrie considérée et définit completement le multipdle. C’est un tenseur complexe
d’ordre p avec 2p + 1 degrés de liberté. Nous présenterons les propriétés des moments

dipolaires et moments quadrupolaires dans les Sections 1.4.2 et 1.4.3.

Le cadre de 'approximation multipolaire correspond a I'étude des potentiels et des

champs électromagnétiques a grande distance, c’est-a-dire lorsque la distance entre les
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9
@ -9 @2 .o
@

(a) Dipole (b) Quadripole (c) Octupole

FIGURE 1.3 — Dipdle a gauche, quadrupdle au milieu et octupdle a droite

charges est négligeable par rapport a la distance qui sépare le systeme de 'observateur.
Ainsi, pour caractériser un multipéle d’ordre p > 1, nous émettons 'hypothese d’une
dépendance de la forme

1 1 i

() = <a(0) )=S0, o =eb

ol € > ( désigne un parametre voué a tendre vers zéro. L’approximation multipolaire
des potentiels et des champs consiste a effectuer leurs développements limités a 'ordre

p suivant les puissances de ¢ lorsque ¢ tend vers zéro.

1.4.2 Dipole électrique

Nous étudions les approximations dipolaires des potentiels et des champs électroma-
gnétiques générés par un dipOle électrique, qui est un multipole électrique d’ordre 1.
Nous donnons au préalable quelques propriétés concernant I'étude des dipdles électro-
statiques comprenant les charges électriques ponctuelles ainsi que leur équivalent en

magnétostatique avec la considération de courants électriques filiformes.

Définition 1.3. Un dipdle électrostatique peut étre caractérisé par un doublet de charges
ponctuelles d’amplitude stationnaire —q et +q avec ¢ > 0, positionnées respectivement en
les points c_ = —c et ¢, = c de R3. Le moment dipolaire d € R?® associé¢ au systéme est

donné par

d=q(c; —c).

Remarque 1.12. En toute généralité, un dipdle électrique (qu’il soit statique ou oscillant)
est caractérisé par son moment dipolaire d qui est un élément de C3. Lorsque le dipdle est

réel, c’est-a-dire lorsque d € R3, le point de vue géométrique présenté dans la Définition
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1.3 caractérise complétement le dipole. Un moment dipolaire complexe se traduit par un

déphasage dans chacune des directions,
d = exp(ir,[d]) d, + exp(ir,[d]) d, + exp(ir.[d]) d..

Un dipdle complexe est défini comme la superposition de trois dipéles réels asynchrones de
moments respectifs d,, d, et d,, ot d, = |d - e,|e,, |d-e,|e, d, = |d-e;|e, et 7,
Ty, T» Sont respectivement les arguments de d - e,, d - e, et d - e,, choisis dans Uintervalle
(0,27). Ainsi, Uinterprétation géométrique d’un dipble de moment complexe passe par sa
décomposition dans une base de dipoles de moments réels. Nous notons que le choix de la

base est arbitraire.

Dans le contexte de I'approximation dipolaire, nous supposons que la charge élec-
trique ¢ est donnée par ¢ = © avec g, > 0 et les points c,. et c_ sont tels que ¢, = $c¢

et c_ = —$c¢p. La distribution de charge p. associée est donnée par
=D (650, — 0_5c,) (1.36)
pe - € 560 7560 . .

Proposition 1.1. Supposons que o = 0. L’'approximation dipolaire V2[d] du potentiel

électrique statique est

1

Via [d)(@) = . —5d- 7, avec d = gy ¢,
celle du champ électrique statique EZ%[d] = —VV[d] est donnée par
E4«[d](x) = 1 (3(d-z)z—d).
stat 47T 7,,3

Démonstration. L’approximation dipolaire Vi.,.[d] du potentiel électrique est obtenue en
passant a la limite lorsque ¢ tend vers zéro dans le développement limité du potentiel
électrique V. généré par le dipdle électrostatique a e > 0 fixé. D’apres I'expression (1.34)
et la Remarque 1.11 sur le régime statique, le potentiel V, généré par la distribution de

charge ponctuelle p. définie par (1.36), est donné par

ve(a:)zqo< ! ! ) (1.37)

e \ |z — s¢ol Jx A+ 5¢ol
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En utilisant les développements limités a 'ordre 1 de |z —al, de v/1 + X et de 75, nous

obtenons le développement limité de |% donné par
z—al

S <1 + 22 GQO(IGP)) : (1.38)

|z — a T r?
Ainsi, le potentiel électrique (1.37) admet le développement suivant

qo

Vi(w) = Beo-w) + O
L’expression du champ électrique E,[d] est obtenue en calculant —V Vi[d]. O

Dans le contexte de 'approximation dipolaire, nous considérons le courant électrique

filiforme J, stationnaire, d’intensité I = %0 avec I, > 0 et d’extrémités disjointes ¢, =

$¢co et c_ = —5cp. La distribution de courant J, s’écrit
[0 Cy €
Jo=——90, avec  7.(s) = =(2s — 1)e, s €0,1].
€ |C0| 2

Nous sommes dans un cadre quasi-statique, I'’étude des potentiel et champ en magnéto-

statique considérant les courants fermés.

Proposition 1.2. L’approximation dipolaire A%%[dy] du potentiel magnétique est donnée

stat

par
1

Arer

Aelec [dh](a:)

stat d;, avec dy, = I ¢y,

ol c désigne la vitesse de Uonde. L’approximation dipolaire HZ[dy] = V x A%<[dy] du

champ magnétique est donnée par

Helec [dh] (ZB)

stat

Démonstration. Dans le cadre de I'approximation dipolaire, le potentiel magnétique
A&[dy] est obtenu en passant a la limite lorsque ¢ tend vers zéro dans le dévelop-
pement limité du potentiel magnétique A, généré par la distribution de courant J. avec
¢ > 0 fixé. D’apres I'expression (1.34) et le développement limité (1.38), nous obtenons

le développement du potentiel A,

]0 Co 3

Iy
AG(CL') |Co| dt = MCO + O (6)

x — tey| =0

- 47rce@ —<
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L’expression du champ magnétique HE[dy] est obtenue en calculant V x AS[dy]. [

En régime harmonique, le dipdle électrique est appelé dipole électrique oscillant. Il est
composé de deux charges électriques ponctuelles —q et +¢ diamétralement opposées,
reliées par un courant électrique filiforme vérifiant le principe de conservation de la
charge (1.35).

Proposition 1.3. Supposons que o = 0. Les approximations dipolaires V¢[d] et A%*[d]
des potentiels électromagnétiques générés par un dipdle électrique oscillant de moment d €
C3 sont données par

ik?

4r

2
=0 (k) d,

MWk d -z et A%[d](z) -

veeld] () =
ol les fonctions h{!) désignent les fonctions de Hankel sphériques de premiére espéce dont
la définition est donnée dans la Proposition 6.2. Les approximations dipolaires E°[d] et
H*4[d] des champs électromagnétiques sont données par
~ hgl)

—o [ () (@ x (d % 3) + 2 iéf”(d BT

E[d](z) =
H[d)(@) = — b (1) (@ x d),

ott la fonction de Hankel h(!) est définie par (6.16).

Remarque 1.13. En remplagant les fonctions de Hankel par leurs valeurs, nous avons

Ve d) () — exiffﬂ (i _ m) d-3), A ] () — —Wd, (1.39)
et
E[d](x) = exi(:’:” (—:2 + 2 (Fx (dx 7)) +2 (:2 - ) @a)l,
HY[d] () = “i(:f” (1:” 4 ,3) (@ x d).

Démonstration. Supposons que d € R3. L’approximation dipolaire V[d] du potentiel
électrique en régime harmonique est obtenue en passant a la limite lorsque ¢ tend vers

zéro dans le développement limité de V, généré par un dipOle électrique oscillant de
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moment d. D’apres (1.34), nous avons

V() = % (exp(i/i\a;e— 5¢ol) exp(i/-i|a:6+ gco\)> . (1.40)
€ |z — Scof |z + 5co
A I'aide du développement limité (1.38) et celui de exp(ix|x — a|) donné par
exp(infz — af) = exp(inr) (1 22 4 0 (|af?)),
nous obtenons le développement limité de e"p(ﬁf%a_“” donné par
exp(ik|x — a|)  exp(ixr) T-a 5 . T-a 9
_ <1+ +0(\a|)><1—m + 0 (|a| )),
|z — al r r? a—0 r a—0 (1.41)
V2R 1 ) '

= exp(ikr) <r - T—Qm~a+ﬁw~a+a90(\a] )> :

Ainsi, le potentiel électrique (1.40) admet le développement
_exp(inr) (1 ik
V@) = S22 () @ d ot 000,

qui correspond avec (1.39). L’approximation dipolaire A[d] du potentiel magnétique
en régime harmonique est donnée par le passage a la limite lorsque ¢ tend vers zéro
du développement limité de A. généré par un dipdle électrique oscillant de moment d.
D’apres (1.34) et (1.41), nous avons

Iy ¢y 3 exp(ic|lx — tey)) Iy exp(ikr)
A (x) = — = co+ O (e).
(@) 4 celcy| /-5 |z — teo| dre 1 0 e—>0<€)
De plus, puisque Iy = —iwgy d’” apres (1.35), d = gocy et K = ¥, nous obtenons a

la limite le potentiel A[d]|. Les approximations dipolaires E[d]| et H[d] des champs
électromagnétiques sont obtenus a l'aide des relations (1.30). Le résultat pour d € C3

est le méme par linéarité des expressions, par rapport au moment d. O

1.4.3 Quadripole électrique

Nous étudions les approximations quadripolaires des potentiels et des champs élec-
tromagnétiques générés par un quadripdle qui est un multipdle d’ordre 2. Un quadripole
est défini par son moment quadripolaire qui est un tenseur d’ordre 2, c’est-a-dire une

matrice 3 x 3. Comme pour le cas du dipdle, nous pouvons introduire le quadripole
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suivant deux points de vue : un point de vue géométrique qui consiste a définir le qua-
dripole a partir de la géométrie considérée et un point de vue mettant en jeu le moment
quadripolaire, sachant que le premier est beaucoup plus restrictif que le second. Nous
introduisons quelques propriétés relatives au régime statique puis nous généralisons au

cas du dipole oscillant.

Définition 1.4. Un quadripdle électrostatique peut étre caractérisé par deux doublets de

charges ponctuelles d’amplitude —q et +q avec q > 0, les charges positives étant positionnées

en les points ¢} = ¢, et ¢&. = —¢; de R?, et les charges négatives en les points ¢% = c; et
c’> = —cy de R? tels que |cy| = |ci|. Le moment quadripolaire Q associé au systéme est
Q= g (uvT + vuT) , (1.42)

ouu=-cy+ecetv=cy—c.

Remarque 1.14. Le moment quadripolaire Q défini par (1.42) est un tenseur d’ordre 2 a
valeurs réelles, symétrique, dont la trace est nulle. La symétrie est évidente. Par ailleurs, la

trace de Q est donnée par
Tr(Q)=u-v=(cz+¢1) (2 —¢e1) = |e|* = |er|* = 0,

car |e;| = |es|. Plus généralement, un quadripole est défini a partir d’'un tenseur Q a
o

valeurs complexes, symétrique et a trace nulle,

Qll QIQ QIS
Q = Q12 QQQ QQS
Q13 Q23 _Qll - QQQ

Il admet cinq degrés de liberté QQ11, 12, Q13, Q2o et Qo3 appartenant a C. Il peut étre
décomposé dans une base de quadripoles asynchrones dont les moments quadripolaires

sont a valeurs réelles,

Q= Z Qk eXP(iTk[QD Q.
k=1
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Une base de tenseurs quadripolaires réels (Qy) est donnée par

10 0 00 0 010
Q=|00 0], Q=1|01 0], Q=110 0f,
00 —1 00 —1 000

00 1 000

Q=10 0 0f, Q=10 0 1

100 010

Les amplitudes réelles () sont les modules Q1 = |Q11|, Q2 = |Q22|, Q3 = |Q12], Q1 = |Q13]
et Qs = |Q23]- Les déphasages 71,[Q] sont respectivement les arguments de (11, Qa2, Q12,
()13 et Qo3 choisis dans lintervalle (0, 2m). Chaque moment quadripolaire réel issu de cette
base admet une interprétation géométrique comme cela est présenté dans la Définition 1.4.

En particulier; chaque tenseur élémentaire Q. se décompose sous la forme

Qi = ; (uk;V;;r + VkllD )

ou les couples (uy, vi,) appartiennent a R® x R? et sont donnés par

1 0 0 0
(u17V1) = 0 ) 0 ) (u27v2) = 1 ) 1 ) <U3,V3) = ) 9
-1 1 —1 0

—

s

=

<

N

SN—

I

o =
—~

c

eg

<

ot
N—

Il

= O
o O

(@]
(]
[\

Vy
V3
€o u;
Vo Uy

FIGURE 1.4 — Systemes quadripolaires issus de la base (Qy)
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Dans le contexte de I'approximation quadripolaire, nous supposons que la charge
électrique ¢ est donnée par ¢ = % avec qo > 0 et les points c; et ¢, sont donnés par
c = gc}) etcy, = ;cg La distribution de charge p. associée est donnée par

o= (8 48 o —Oe2— 0 ca). (1.43)

€

Proposition 1.4. Supposons que o = 0. L’approximation quadripolaire V[Q] du poten-

tiel électrique statique est

3
elec _ ~T ~
Vi (Ql(z) = T 1603 T Qz,
celle du champ électrique E¢[Q] = —VV[Q] est donnée par
3
elec _ ~TA A\ & ~ ~ ~
EflQl@) = 1 (-3(7Q2) 2 + 27 x ((Q2) x 7).

Démonstration. Comme pour la Proposition 1.1, le potentiel électrique V. généré par la

distribution de charge p, définie par (1.43), est donné par

" 1 1 1 1
Vi(w) = - - '
(CE) A7 €2 <|CL'—§C(1)| T |m—|—§c(1) |a:—§c%| |w+§cg

Nous effectuons le développement limité de ﬁ a lordre 2,

lz—

1 1 x-a 1
(r2

- + 5 3 ~ lal] + 0(aP)). (1.44)

]w—a]:r

afin d’obtenir le développement du potentiel électrique

Vi) = 22 (3[(2 - eh)? — (- )] + [|e3 = Ieb]) + O (o),

= 470
f— qO —_— . . .
= 167rr5< 3(x-v)(x-u)+u V)+69>0(6)’

avec u = ¢} + ¢ et v = ¢} — ¢;. Enfin, puisque u-v =0 et

1
(x-v)(z-u)=xz'vui'z=x'uv'z = 3 x' (uvT + VuT> r=1z Q. (1.45)

nous obtenons, a la limite, 'expression de Vi.[Q]. Le champ électrique Eg, Q] est
obtenu en calculant —V Vi, [Q]. O
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Dans le cadre de l'approximation quasi-statique du potentiel et du champ magné-

tique, nous considérons un courant électrique J. défini comme la réunion de courants

1o
2¢2>

électriques filiformes d’intensité stationnaire paramétrés par les segments v, v,

vt et tels que pour s € [0, 1],

V2 (s) = (1= s)e?, + scl avec *; = £ et %y = *£.

*27

La distribution de courant J, s’écrit

A ( S Y A - 5%+_}) . (1.46)

"2 \|u V]

Proposition 1.5. L’approximation quadripolaire A%“[Qy] du potentiel magnétique est

stat

donnée par
1

- 32mcr?

L’approximation quadripolaire HZ[Qy] = V x A%€[Qp] du champ magnétique est donnée

Astei|Qu] () Qn, avec Q = 1oQ.

par

S % (Q).

- 16mcr3 v

Hif Q) ()

Nous nous placons en régime harmonique. Le quadripole électrique oscillant peut
étre caractérisé par la donnée de quatre charges ponctuelles telles que présentées dans
la Définition 1.4, et par la donnée de courants électriques filiformes reliant ces charges

(toujours de « moins » vers « plus »). Cette configuration est illustrée sur la Figure 1.3.

Proposition 1.6. Supposons que o = 0. Les approximations quadripolaires V¥<[Q] et
Ac[Q] des potentiels électromagnétiques générés par un quadripéle électrique oscillant de

moment Q € C3*3, sont données par
! iKWy ST A 1 R )
VEIQl(@) = b () 2TQE et AMQI@) = W () QE

Les approximations quadripolaires E¥*|Q] et H®*[Q] des champs électromagnétiques
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sont données par

4

elec K 7(1) ~ ~ ~ hgl)(/ﬂa) ~TA <~ ~
BQ)(e) = - () 7 x (@) x 9] + 37257 (57q3) 7).

167 ikr

H™[Q(x) = ——— 1§ (k1) & x (Q 7).

Remarque 1.15. En remplagant les fonctions de Hankel par leurs valeurs, nous obtenons

. _exp(ier) (3 3K o\ 14
viQie) = S (<54 2 ) iTQa
olec _exp(ikr) (ik .
Atq)a) = P (42 qu,
et
«n(i 3 3 3 2 23
E(Q)(z) = ‘m{ <r$ - %f - Q—i + 1;) [z % ((Q7) x 7)]
+ (_;)3 — 9;: — 5752 —l—21/€3> (fTQZ/E\) f}>
H™[Q](x) = W (‘Q:f £ 3 m3> zx(QI)

Démonstration. Comme pour les démonstrations précédentes, le potentiel V. donné par

V(x) = D exp(ir|z — §egl) | exp(inle + §eg)  explis|z — §ej|)
xT) = —
‘ dre?\ |z — 5ef |z + e |z — 5c

exp(ik|x + §c§|)
|z + 5S¢ ’

est approché a I'aide des développements (1.44) et celui de exp(ix|xz — a|) a 'ordre 2,

exp(ik|x — a|) = exp(ixr) (1 + 1:{@ — (x - a)} - (CQLT.;B) - m(;r.;v) + aQ()(\aF’)) :
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Nous avons

explix|z — af) = exp(ikr) (1 +(x-a) [1 — 1/1 + (z-a)’ [3 Sk K]

|z — al r r3 r2 2r5  2rd 23
1 1K
2 3
—_ 4 — O
+lal [ 2r4 27“] ) \a|—>0<|a‘ ),

ce qui implique, en posant u = ¢} + ¢} et v = ¢ — ¢,

3 3ik  K? 1 ik

_rﬁrgw] @ V) w+ | -] <u-v>}+ 0,(¢).

qo exp(ikr
V(@) = = ){ rtor e—0

167r

Enfin, en utilisant (1.45), en notant que u - v = 0 et en faisant tendre ¢ vers zéro,
nous obtenons l'expression du potentiel V¢¢[Q]. Le potentiel A, est obtenu a partir

de la définition (1.34) puis en utilisant ’expression du courant (1.46). Il faut ensuite
exp(ik|x—tO
et

tendre e vers zéro pour obtenir I'approximation A®¢¢[Q]. O

paramétriser les segments v**, utiliser le développement limité de et faire

1.4.4 Note sur les multipoles magnétiques

L’ensemble du travail réalisé dans le cadre de sources multipolaires électriques, c’est-
a-dire avec la considération de charges et courants €électriques, peut étre calqué au cas
de sources multipolaires magnétiques. Leur définition est analogue au cas électrique
en considérant a la place, des charges ponctuelles p,, et des courants filiformes M, de
nature magnétique, comme cela est introduit dans les Sections 1.1.5 et 1.2.4. De la
dualité des équations de Maxwell et de ses symétries, nous établissons ici un ensemble
de corollaires permettant de caractériser des champs électromagnétiques générés par
des multipbles magnétiques. En particulier, nous avons la décomposition en potentiels
suivante,

H = -VVy — ikmAn et E=Vx A,

ou V, désigne l'analogue du potentiel électrique scalaire Vet A, celui du potentiel
magnétique vectoriel A, donnés par (1.34), mais générés par des sources magnétiques.

Leur expression est donnée par

Y

V. (CC) _ He / eXp(jlﬂw _y|>pm(y) dy A (ZII) _ 1 / eXp(iH|33 _y|)Ma(y) d
" Amp JR3 |z — y| P 4mre Jr3 |z — vy
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en remarquant que si o, = 0, quantité introduite dans la Section 1.2.4, £¢ = 1.

Corollaire 1. Supposons o, = 0. L’approximation dipolaire H . |d] du champ magné-

tique statique est donnée par

HI(d)(@) = —— (3(d-7)7 — d).

47 73

Corollaire 2. L’approximation dipolaire Eyq4|d.| du champ électrique est donnée par

EM€[d,](x) = ———(d. x 2).

4 cr?

Corollaire 3. Supposons que o,, = 0. Les approximations dipolaires E™%¥[d| et H™$[d]
des champs électromagnétiques générés par un dipdle magnétique oscillant de moment

d € C? sont données par

(1)
H™e(d](z) = —— WY (kr) (7 % (d x 7)) +2 M(d 2) 2|,

A7 iKkT

E™¢[d)(z) = — Y (sr)(3 x d).

Corollaire 4. Supposons que o,, = 0. L'approximation dipolaire H,$ Q| du champ ma-

gnétique statique est donnée par

m 3 AT A A L A N~
Hf(Q)(x) = o (-3E'QD) 2 +7 x (Q7) x 7).
Corollaire 5. Supposons que o,, = 0. Les approximations quadripolaires E™%$[Q] et

H™3[Q)] des champs électromagnétiques générés par un quadripble magnétique oscillant

de moment Q € C3*3 sont données par

h(l)(m*)

Hs(Q) (@) = (EQ)("”) [P (@A) <2 +320 (7Q) ) |

4

_ M @ = o~
= T6m hy ' (kr) T x (QT).

E"4[Q](x)
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1.5 Conclusion

Dans la suite, nous étudierons la propagation des ondes électromagnétiques en ré-
gime harmonique dans un milieu satisfaisant a 'Hypothese 1.1.2 page 11. Nous nous
intéresserons aux problémes de diffraction simple et de diffraction multiple dans un do-
maine extérieur (2 non-borné, d'un point de vue asymptotique dans la Partie I, puis, en
adoptant le formalisme de Mie dans la Partie II. Les champs électromagnétiques E et
H seront les champs normalisés (1.17) et vérifieront les équations de Maxwell réduites

(1.19) homogénes que nous écrirons sous la forme

VxE-—-ikH =0 dans €,
VxH+ikE=0 dans €,

en notant que les équations de divergence sont inutiles, voir Remarque 1.3. Le nombre

d’onde « vérifiera 'Hypothese 1.2.1 page 18.

La théorie des potentiels électromagnétiques, introduite dans la Section 1.3, sera uti-
lisée dans le Chapitre 3 pour représenter et démontrer 'existence et I'unicité des champs
quasi-statiques apparaissant dans les développements asymptotiques. Enfin, les sources
multipolaires et les champs induits, qui ont été introduits dans la Section 1.4, seront
utilisés dans le Chapitre 4 afin de représenter les différents termes issus des développe-

ments asymptotiques.
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CHAPITRE 2

LA DIFFRACTION PAR DE PETITS OBSTACLES
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Dans le Chapitre 1, nous avons introduit les équations de Maxwell harmoniques
(1.14) dans un domaine vérifiant 'Hypothése 1 page 11. La résolution de ces équations
requiert généralement une méthode numérique basée sur une approximation discrete
de la géométrie, le maillage. Les solutions peuvent parfois étre explicitées analytique-
ment : par exemple dans I'espace libre avec des sources particulieres comme les mul-
tipbles présentés dans la Section 1.4, ou en considérant des géométries particulieres

bornées ou non bornées, comme a I'intérieur ou a I'extérieur d’'une spheére.

La diffraction des ondes électromagnétiques par un diffuseur de taille et de forme ar-

bitraire est associée a de nombreux phénomeénes physiques mettant en jeu différentes
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échelles. A P’échelle microscopique, les rayonnements électromagnétiques, qui peuvent
également étre décrits de maniere corpusculaire avec la propagation de photons, inter-
agissent avec les électrons libres ou peu liés, a haute énergie (rayons X ou Gamma). A
’échelle mésoscopique ou macroscopique, les rayonnements électromagnétiques inter-
agissent avec la matiére. La théorie de la diffraction rend compte de différents phéno-
meénes ondulatoires, en fonction du ratio entre la taille caractéristique du diffuseur et
la longueur d’onde. Lorsque la taille de 'obstacle est comparable a la longueur d’onde,
nous sommes dans le régime de diffusion de Mie (Gustav Mie, 1868-1957). Ce nom vient
de la théorie de Mie (1908), rappelée dans la Section 6.2, dédiée a 'étude des champs
électromagnétiques en géométrie sphérique. Lorsque la taille de I'obstacle est tres pe-
tite devant la longueur d’onde, nous sommes dans le régime de diffusion de Rayleigh
(Lord Rayleigh, 1842-1919). Ce nom résulte notamment de 'approximation de Rayleigh
(1897).

La théorie de la diffraction trouve ses applications dans de nombreux domaines. Un
exemple naturel est I'arc-en-ciel. La lumiére est diffractée par les gouttes d’eau. En
science atmosphérique, Nousiainen et McFarquhar (2004) étudient la diffraction de la
lumieére par des cristaux de glace dans les nuages. En climatologie, Veihelmann et al.
(2006) s’intéressent a la diffraction par des aérosols minéraux. En astronomie, Purcell et
Pennypacker (1973) ou Draine (2003) étudient la diffraction par des grains de poussiere
interstellaire. Dans le domaine de la science médicale, Wriedt et al. (2006) étudient les
propriétés de la diffraction de la lumiére par un globule rouge. Enfin, dans le contexte
du contréle non-destructif, voir par exemple Blitz (2012), les méthodes d’inversion né-
cessitent des résolutions directes efficaces, rapides et performantes. Le lecteur trouvera
des compléments sur la théorie de la diffraction et ses applications dans Mishchenko
et al. (1999).

En général, il n’existe pas de solution analytique au probléme de diffraction des ondes
électromagnétiques par un obstacle de forme arbitraire. L'utilisation d’'une méthode
numeérique est alors prescrite. La précision de la méthode numérique est directement
associée a son ordre et au nombre de points par longueur d’onde considérés dans le
maillage. Nous comprenons par la que le choix de la méthode dépendra aussi du régime
de diffusion dans lequel nous nous placons. En particulier, pour des petites longueurs
d’ondes, il est nécessaire de considérer des maillages trés raffinés ou des méthodes

d’ordre élevé.
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Les méthodes numériques volumiques comme les éléments finis — voir Monk (2003)
ou Duruflé (2006) — ou spectraux continus, les éléments finis discontinus ou de Ga-
lerkin discontinus — voir Dolean et al. (2008) par exemple — ou encore la méthode de
Galerkin discontinu hybride — voir Nguyen et al. (2011) ou Li et al. (2013) — néces-
sitent une approximation discréte du volume dans lequel la propagation est considérée.
Ces méthodes sont particulierement adaptées a des géométries complexes. Si la propa-
gation a lieu en domaine non-borné, une frontiere extérieure fictive peut étre introduite
et une condition de radiation sur cette frontiere est approchée. La simulation numé-
rique est d’autant plus précise que la frontiere est éloignée du domaine d’intérét. En
trois dimensions, la prise en compte d’un petit défaut (en comparaison avec la longueur
d’onde) dans le milieu par ces méthodes volumiques s’avere tres coliteuse méme dans

le contexte de la parallélisation numérique et du raffinement local de maillage.

Les méthodes numériques surfaciques issues de la théorie des équations intégrales,
comme les éléments finis de frontiere, s’appuient généralement sur une approximation
discrete des frontieres. Ces méthodes sont particulierement adaptées au probleme de
diffraction en domaine non borné car la condition de radiation exacte est vérifiée. En
contraste avec les méthodes volumiques ou les matrices de résolution sont générale-
ment creuses, les matrices de résolution issues des méthodes surfaciques sont denses,
leur taille dépendant dans les deux cas du nombre d’éléments du maillage et de I'ordre
de la méthode. La considération d’un petit objet diffractant dans le milieu est tout a fait
accessible avec des méthodes surfaciques. Toutefois, elles atteignent leurs limitations
lorsque le domaine de calcul est fortement hétérogene (en termes de nombre d’obs-

tacles).

La prise en compte d'un petit obstacle peut aussi recourir a 'analyse asymptotique
— domaine qui a déja suscité une littérature abondante. Nous distinguons plusieurs
initiateurs des méthodes asymptotiques entre 1’école anglo-saxonne de Crighton et al.
(1992), I'école russe de II'In (1992) ou Maz'ya et al. (2012) et bien d’autres comme
Eckhaus (1973), Van Dyke (1975) et cetera. Le problématique du petit obstacle a donné

lieu & de nombreux travaux dans le domaine des ondes :

- pour les ondes acoustiques en domaine fréquentiel avec entre autres Ramm (1986),
Ramm (2005), Ammari et al. (2013a) ou Bendali et al. (2016),

- en domaine temporel avec Mattesi (2014), Korikov (2014) ou Marmorat (2015),

- pour les ondes électromagnétiques avec entre autres Vogelius et Volkov (2000),
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Ammari et al. (2001), Ammari et Khelifi (2003), Ammari et al. (2013b) ou Korikov
et Plamenevskii (2016),

- pour les ondes élastiques avec Ammari et al. (2002), Beretta et al. (2011a) ou
Marenic et al. (2015),

- concernant le probleme inverse avec Volkov (2003), Ammari et Kang (2004), Am-
mari et al. (2007) ou Beretta et al. (2011b).

Cette branche de I'analyse permet de traiter d’autres perturbations géométriques singu-
lieres comme des fentes minces dans Tatout (1996) ou Tordeux (2004), des fils dans
Claeys (2008) ou Delourme (2010), des coins dans Dauge (1988) ou Vial (2003).
Elle permet aussi de considérer des perturbations géométriques régulieres comme les
couches minces et les couches limites qui se forment par exemple dans des matériaux a

fort contraste dans Péron (2009).

2.1 Le probleme de diffraction

Nous présentons le probléme de diffraction simple des ondes électromagnétiques en
régime harmonique par un obstacle borné, régulier et tridimensionnel dont le rayon est

petit en comparaison avec la longueur d’onde.

2.1.1 La source

Une source électrique harmonique, i.e. une densité de charge p et une densité de cou-
rant J, vérifiant (1.21), oscillant a une fréquence angulaire w > 0 et dont le support
borné n’intersecte pas le support de I'obstacle, est considérée dans un milieu infini vé-
rifiant PHypothése 1 page 11. Cette source génére des champs électromagnétiques E™™

et H'™™ appelés champs incidents vérifiant les équations (1.19) en I'absence d’obstacle,

V x E™ — ixH™ = () dans R?,
. . 1 (2.1)
V x H™ +igE™ = -], dans R?,
C

ou x vérifie 'Hypothese 2 page 18. Nous n'imposons pour I'instant pas de condition sur
le caractere conducteur du milieu. La longueur d’onde X est le ratio entre la vitesse ¢ de

I'onde dans le milieu et la fréquence f donnée par (1.12).

Remarque 2.1. Nous omettrons systématiquement les équations portant sur la divergence

des champs qui peuvent étre déduites de (2.1) et (1.1).
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2.1. Le probléme de diffraction

2.1.2 La géométrie

Soit B C R? un domaine de référence borné et contenant I'origine du repére cartésien,

de frontiére I réguliere. Le petit obstacle B; est défini de maniére autosimilaire,
B(g =c+ (5@7

ou c désigne son centre et § > 0 désigne le petit parametre vérifiant 6 < \. Sa frontiere

est notée I's. Nous notons €25 le domaine extérieur a 'obstacle donné par
Qs = R\ Bs.

Cette configuration géométrique est présentée dans la Figure 2.1.

Obstacle de référence
0

Transformation linéaire Qs

“TQ

FIGURE 2.1 — Géométrie du probleme.

En régime temporel, il est plus naturel d’imaginer la propagation de 'onde. L’onde gé-
nérée par la source est diffractée au contact de I'obstacle. A cet instant, 'onde totale se
divise : 'onde incidente continue a se propager mais une partie de 'onde est diffractée,
voire pénetre a l'intérieur de l'obstacle. Cela se répercute sur les champs électroma-
gnétiques en régime harmonique. Dans la suite, nous noterons (E{*', H;*") les champs
totaux et (Ejs, Hs) les champs diffractés définis dans 5 tels que E¥t = E™ + E; et

I_Igot — Hinc + H(;.
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

2.1.3 Les conditions de frontiere

Le phénomene de diffraction dépend de la nature de I'obstacle. Un obstacle non pé-

nétrable fait référence a une condition de frontiére de conducteur parfait

nx EX=0 surls et n-H*=0 surly, (2.2)

ou n représente le vecteur normal unitaire a I's dirigé vers 'extérieur de B; et x désigne

le produit vectoriel. Cela peut aussi faire référence a une condition d’isolant parfait

nx H®=0 surly et n-EX=0 surly. (2.3)

Remarque 2.2. Les équations portant sur la trace normale du champ sont des consé-

quences de celles portant sur la trace tangentielle de Uautre champ.

Si I'obstacle est pénétrable, il est nécessaire de considérer des conditions de transmis-
sion a l'interface des deux milieux. Elles imposent la continuité des traces tangentielles

des champs totaux,
[nx E] =0 surl; et [nx H®] =0 surly,

ol [u] désigne le saut de u a l'interface . de deux milieux Q¢ et Q', défini par

—u, avec u‘ = uj, et u'=wuy. (2.4)

La condition de frontiere d’'impédance, aussi appelée condition de Leontovitch (Mikhail
Leontovich, 1903-1981), modélise par une condition locale la pénétration de I'onde a

I'intérieur de I'obstacle. Elle est donnée par

nx H* —Z(nx E) xn=0 sur T's, (2.5)

ol Z désigne le coefficient d'impédance associé a la surface.

2.1.4 Formulation du probleme

Nous considérons le probleme de Maxwell réduit constitué des équations (1.19) dans
(2s, de la condition de radiation (1.22) a l'infini vérifiée par la partie diffractée des

champs et d’'une des conditions de frontiere (2.2), (2.3) ou (2.5) sur I's, vérifié par les
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2.1. Le probléme de diffraction

champs électromagnétiques totaux,

V x B —ikH® =0 dans Qs,
tot : tot 1
Vx H +ikEy = -J, dans s,
c (2.6)
B(EY', H*) =0 sur I's,
lim 7 ((H;"t — H™) x 7 — (E* — Emc)) =0 uniformément en 7,
T—00
our = |x —c|, 2 = %< et lopérateur B(E}>, H;*") est associé¢ a une condition de

conducteur parfait, d’isolant parfait ou d’impédance. Nous discuterons des résultats
suivant la condition de frontiere considérée. Cette formulation du premier ordre n’est
cependant pas toujours adaptée a I'analyse. Nous préférerons des formulations équiva-
lentes a ce probleme : la formulation du second ordre en champ électrique total ou la

formulation du premier ordre en champs diffractés.

Une formulation du second ordre en champ total est mieux adaptée a un cadre fonc-
tionnel volumique comme celui fourni par Lax-Milgram (Peter Lax, 1926- et Arthur
Milgram, 1912-1961) ou celui de Phillips (1973). Le probleme, constitué des équations
(1.20) dans 5, de la condition de radiation (1.22) et d’'une condition de frontiére asso-

ciée a 'opérateur B, est donné par

V x (Vx EY) — i*EP* = ", dans ,
c
1
B(EY', —V x E) =0 sur [, (2.7
i
lim 7 ((Hg"t — H™) x 7 — (E®* — Em“)) =0 uniformément en 7.

Par ailleurs, Nédélec (2001) établit un résultat d’existence et d’unicité en introduisant

un espace a poids a partir de la formulation du premier ordre qui suit.

Une formulation du premier ordre en champs diffractés, avec E; = EP' — E™ et
H; = H* — H™, est plus adaptée au calcul analytique (quand celui-ci est possible)
des champs électromagnétiques. Il est plus facile de prendre en compte une condition
surfacique qu'une contrainte volumique et 'opérateur V x (Vx ) est plus difficile a

traiter. Le probleme est obtenu en soustrayant les équations volumiques issues de (2.6)
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avec (2.1), en utilisant la linéarité de B et considérant la condition de radiation (1.22),

Vx E; —ikHs; =0 dans Qs,
V x Hs+ikEs; =0 dans Qs,
, , (2.8)
B(E;, H;) = —B(E™, H™) sur T's,
lim 7 (Hs x T — Es) =0 uniformément en 7.

2.1.5 Existence et unicité de la solution

Nous supposons que B correspond a une condition de frontiere de conducteur par-
fait et renvoyons le lecteur a la Remarque 2.5 pour des détails concernant les autres

conditions.

Lorsque le nombre d’onde ~ admet une partie imaginaire strictement positive, le cadre
fonctionnel est variationnel car 'opérateur de Maxwell est coercif vis-a-vis de la norme
énergie. Pour une donnée J, € L?(Q) a support compact dans €25, le champ électrique
E* vérifiant (2.7) est unique dans I'espace de Sobolev H((V x, §2s) faisant intervenir

I'opérateur rotationnel et la condition a la frontiere,
Hy(Vx,Qs) = {u € L3(Qs), Vxu € L*(Qs), n xu =0 sur D;}.

Side plus V - J, € L?*(;) alors E* appartient a 'espace H(V- , ;) qui est I'espace de

Sobolev faisant intervenir la divergence du champ,
H(V-, Q) = {u e LX), V-ue L)}

Il en est de méme pour le champ magnétique H** € H(V x,Qs) N Hy (V- ,;5), ou ce

dernier espace inclut la condition a la frontiere vérifiée par H,

Hoy(V-, Q) = {u € L*(Qy), V-u € L), n-u=0 sur s}

Remarque 2.3. Lorsque k est un nombre réel strictement positif, il est possible d’introduire
un terme de viscosité artificielle (1.16) sur le nombre d’onde r afin de rendre coercif le
probléeme perturbé. Il faut ensuite démontrer que la solution du probléme auquel nous
avons ajouté le terme de viscosité artificielle converge vers la solution du probléme initial

en un certain sens : c’est le principe d’absorption limite.
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2.1. Le probléme de diffraction

Généralement, en domaine non-borné, nous ne pouvons espérer une appartenance a
L?(Qs) que localement. Plusieurs méthodes comme l'introduction d’une frontiére fictive
extérieure dans Nédélec (2001), ou une adaptation de la méthode de Phillips (1973)
dans Labat (2016) qui consiste a considérer le probleme comme une perturbation de

celui dans I'espace libre donnent des résultats similaires en ajoutant le caractere local a

2

la donnée et a la solution. Pour J, € Lj,

(Qs) a support compact dans (2, ol
u € Li . (Qs) si et seulement si Vx € €°(R), (xu) € L*(Qs),

le champ électrique E; vérifiant (2.7) est unique dans Hyo.(V X, §25), 'espace donné
par
Hojoe(V, Q) = { € L(Qs), V x u € L (Qs), m x w =0 sur I }.

Si de plus V - J, € L}.(;) alors Es appartient a Hy,(V-, ;) qui est 'espace donné
par
Hioe(V-, Q5) = {u € Li(Q), V- € L ()] -

En considérant la représentation des champs diffractés avec les potentiels de simple et
double couches, voir Section 7.1, nous retrouvons ce méme résultat apres la résolution
d’une équation intégrale comme dans Colton et Kress (1998) ou Colton et Kress (2013),
Ihypothése portant sur la trace tangentielle du champ électrique. Si B(E™, H™) =
n x E™ appartient a 'espace H, %(diVFé,Fg) des champs de vecteurs tangents a I,

donné par

H, (divr,, Ty) = {w € H3(T), diveu € H3 (D) etneu=0sur ), (29)

alors les champs électromagnétiques E; et H; vérifiant (2.8) sont uniques dans I'espace
Hloc(VX, Q&) m Hloc(v' 5 Q(S).

Remarque 2.4. L'opérateur de trace tangentielle « tournée » donné par n x w est linéaire,
continu et surjectif de Hy,.(Vx, ) dans H, %(divFé, ['s). Quant a lui, Uopérateur de trace
tangentielle donné par (n X u) x n est linéaire, continu et surjectif de Hj,.(V x,€)s) dans
H, : (rotr,, I's). Ces deux espaces de traces trés souvent associés aux équations de Maxwell

sont les duaux Uun de Uautre.

Le cadre fonctionnel le mieux adapté en domaine non borné est celui des espaces a
poids car il inclut le comportement des champs a l'infini. Pour une donnée B(E™¢, H'"¢) =

: _1
nx E™ ¢ H, ?(divr,, ['s), Nédélec (2001) démontre que les champs électromagnétiques
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

E; et H; vérifiant (2.8) sont uniques dans

w {2 ety F er, (£ 120

(H-2)eL*(;) et r(Hx2—-(ZxE)x2)¢€ LQ(Q(;)}.

Remarque 2.5. Le cas de lisolant parfait est analogue au cas du conducteur parfait en
considérant une formulation du second ordre en champ magnétique. Des compléments sur

la condition d’impédance peuvent étre trouvés dans Nédélec (2001).

2.2 Les développements asymptotiques

La simulation numérique de problemes faisant intervenir un parameétre asymptotique
qui tend vers zéro ou 'infini, demande beaucoup de ressources de calcul. Le parameétre
peut étre de nature physique ou géométrique. Lorsque la perturbation est géométrique
comme le cas du petit obstacle, différentes techniques peuvent venir améliorer et adap-
ter les méthodes existantes comme les méthodes de raffinement local de maillages ou
I'enrichissement des espaces d’approximations de type Trefftz, voir par exemple Huttu-
nen et al. (2007) ou Dauge et al. (2019). Toutefois, nous pouvons imaginer leurs limites
lorsque le nombre d’obstacles et la taille du domaine croissent. L’analyse asymptotique
permet de définir une approximation de la solution d'une probléme donné par le biais

d’un développement asymptotique (ici, a une échelle donnée),

—0

us(x) ol i gp(8)u,(x) sietseulement si us(x) — Z gp(S)u,(x) = 50 (gp+1(0)),

ou u, est appelé p-ieme terme du développement asymptotique et g,(d) désigne la p-

iéme fonction de jauge. Les fonctions de jauge vérifient la relation
gp+1(0) = 520(9;7(5))-

La dépendance en § n’apparait plus dans les termes des développements asymptotiques.
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2.2. Les développements asymptotiques

Le développement asymptotique capture le comportement prépondérant de la so-
lution. Lorsqu’une solution au probléme limite, qui est le probléeme vérifié par us en
I'absence d’obstacle, existe et est unique, les fonctions de jauge g,() tendront toutes
vers z€éro excepté la premiere qui sera en O(1), lorsque ¢ tend vers zéro. Dans le cas
contraire, il peut intervenir des fonctions de jauge tendant vers l'infini. Dans l'applica-
tion qui nous concerne ol le probléme limite est bien posé, les fonctions de jauge seront
polynomiales en 4, c’est-a-dire g,(d) = 6”. De plus, 'approximation sera d’ordre ¢(P) ou

¢ est une fonction strictement croissante qui tend vers +oo lorsque P tend vers +oo, si

P
s = D 67w || < c 677,
p=0
ou la norme || || est associée a la norme énergie du probleme vérifié par u; évaluée

dans un domaine de validité du développement asymptotique et la constante c ne dé-
pend pas de ¢. Le lecteur peut se référer a II'In (1992) pour des détails concernant les

développements asymptotiques.

Remarque 2.6. Les fonctions de jauge ne sont pas toujours polynomiales. Nous pouvons
citer Uexemple du probléme de Helmholtz en deux dimensions otl une condition de Neumann
est considérée sur la frontiére de Uobstacle. L’analyse asymptotique de ce probléme dans
Claeys (2008) montre que les fonctions de jauge sont de la forme §?(In?§). En fait, les
fonctions de jauge sont associées au comportement asymptotique de la solution et peuvent

étre déterminées a laide des développements modaux.

Il existe deux « grandes » méthodes issues de I'analyse asymptotique : la méthode
des développements asymptotiques raccordés et la méthode des développements multi-
échelles. Bien que ces méthodes mettent en jeu des analyses mathématiques un peu
différentes, elles menent a des résultats similaires comme cela est établi dans Dauge
et al. (2010) pour 'exemple du probléeme de coin. Nous renvoyons le lecteur a II'In
(1992) ou Crighton et al. (1992) pour une présentation générale de la méthode des
développements asymptotiques raccordés et a Maz’ya et al. (2012) pour la méthode des

développements multi-échelles.

La méthode des développements asymptotiques raccordés consiste a définir deux dé-
veloppements distincts de la solution. Le développement externe approche la solution
dans une zone de champ lointain, c’est-a-dire loin de I'obstacle. Depuis le point d’obser-

vation, le petit obstacle apparait comme une singularité géométrique ponctuelle. Quant
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a lui, le développement interne est défini dans une (ou plusieurs, en général) coordon-
née mise a ’échelle, appelées coordonnée rapide, qui consiste a ramener le repere a
I'obstacle de référence. Il approche la solution dans une zone de champ proche, c’est-a-
dire pres de I'obstacle. Les domaines mis en jeu ne dépendent plus du petit parameétre
0 ce qui permet d’obtenir une famille de problémes vérifiés par les termes des dévelop-
pements asymptotiques, indépendante de ¢. Le principe de raccordement de Van Dyke
(1975), introduit initialement en mécanique des fluides, est basé sur I'’hypothese qu’il
existe une zone intermédiaire ou la solution peut étre approchée par les deux dévelop-
pements. Il consiste alors a identifier le comportement asymptotique radial du déve-
loppement interne pour de grandes valeurs de la coordonnée radiale rapide avec celui
du développement externe au voisinage du centre de I'obstacle, exprimé dans la coor-
donnée rapide. Ce principe est présenté dans Bouche et Molinet (1994), appliqué a un
probléme de couche mince. La méthode des développements asymptotiques raccordés
a largement été appliquée au probleme du petit obstacle pour des problemes d’ondes,
par exemple dans Claeys (2008) pour I'acoustique en deux dimensions, dans Mattesi
(2014) pour I'équation des ondes en trois dimensions ou dans Bendali et al. (2016)

pour l'acoustique en trois dimensions.

La méthode des développements multi-échelles consiste a définir un développement
asymptotique global de la solution. Ce développement global est constitué d’une partie
externe et d’'une correction interne. Ces termes sont employés pour mettre en évidence
une certaine correspondance avec la méthode des développements asymptotiques rac-
cordés. La correction interne, définie dans la coordonnée rapide, est appliquée seule-
ment dans un voisinage de I'obstacle de sorte que, dans la zone de champ lointain, le
développement global de la solution corresponde avec le développement externe. Le
terme correcteur est introduit pour canaliser le comportement singulier du dévelop-
pement externe au voisinage du centre de 1'obstacle. Cette méthode induit également
une famille de problemes vérifiés par les parties externe et interne des termes du dé-
veloppement qui est indépendante de §. Elle a déja été appliquée au probleme du petit
obstacle pour I'élasticité linéaire dans Brancherie et al. (2008) en deux dimensions,
pour I’équation des ondes dans Korikov (2014) en trois dimensions ou récemment pour

’électromagnétisme Korikov et Plamenevskii (2016) en trois dimensions.
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2.2.1 Les développements raccordés

La méthode des développements asymptotiques raccordés n’a jamais été jusqu’a pré-
sent appliquée au probléme de diffraction des ondes électromagnétiques en régime
harmonique par de petits obstacles. Nous présentons ici d'un point de vue formel la
méthode appliquée au probleme de Maxwell (2.8). La justification mathématique qui
comprend les résultats d’existence et d’unicité des termes des développements, la justi-
fication du raccord par les développements modaux et I'analyse de Mellin, ainsi que les

estimations d’erreur, sera fournie dans le Chapitre 3.

Dans le domaine de champ lointain (25, les champs électromagnétiques E; et Hj

vérifiant (2.8) sont approchés par les développements externes notés E; et 175,

[e.e] [e.e]

Es(z) ~ Es() =) &"E,() et Hs(z) ~ Hj(z)=> 0"H,(z).
—0 =0 6—0 =0
(2.10)
Le domaine de validité Q5 du développement externe est défini par
B n(6) — 0 lorsque § — 0,
Qs ={xe€Qs, |x—c|>7()}, avec ()
5 — +00 lorsque 6 — 0,
(2.11)

ol c désigne le centre de I'obstacle. Les termes du développement asymptotiques Ep et

ﬁp sont définis dans le domaine Q* qui est la limite formelle de Q; lorsque § — 0,

=R\ {c}. (2.12)

Cela est illustré sur la Figure 2.2.

Dans le domaine de champ proche Q;, les champs électromagnétiques E; et Hj véri-

fiant (2.8) sont approchés par les développements internes notés E; et Hj,
Es(c+0X) ~ Bs(X) =) &E,(X), Hjle+0X) ~ Hs(X)=) &"H,(X).
p=0 p=0
(2.13)
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FIGURE 2.2 — Domaine de validité du développement externe a gauche et domaine de
champ lointain a droite.

IIs sont exprimés dans le systéme de coordonnées rapides,

x=2"° (2.14)
)
De plus, le domaine de validité Q; du développement interne est défini par
n(d) — 0 lorsque § — 0,
- 5 B R !
Qs ={x R, |z —c| <70}, avec 7(0)

— 400 lorsque § — 0,

0') ‘

(2.15)

Les termes du développement interne F?p et ﬁp sont définis dans le domaine 2 qui est
la limite formelle de la transformation du domaine (); induite par la mise & I'échelle
exprimée dans la variable rapide, lorsque 6 — 0,

~

O =R3\ B, (2.16)

ott B désigne l'obstacle de référence introduit dans la Section 2.1.2. Cela est illustré sur

la Figure 2.3.

Remarque 2.7. Le probléeme du petit obstacle fait partie de Uanalyse asymptotique singu-
liere. En effet, au vu des domaines (2.12) et (2.16), les termes des développements asympto-
tiques sont moins réguliers que la solution du probléme initial. La singularité géométrique
du champ lointain suggére un comportement singulier en Uorigine des termes du dévelop-
pement externe. Au contraire, les termes du développement interne sont a priori autorisés

a croitre a Uinfini.

58



2.2. Les développements asymptotiques

Changement de variable

————

xr —C
” N\ X pr—
/', s\\ 6
{ O | 0—0
1 "
J— R
7(4)

FIGURE 2.3 — Domaine de validité du développement interne a gauche et domaine de
champ proche a droite.

Nous supposons que I'intersection entre les domaines de champ proche et de champ
lointain est non vide, c’est-a-dire que 7j(6) > 77(d). La zone de raccord ¥; dans la variable
rapide s’écrit

Egz{XeQ,ﬁ(;)<|X|<ﬁ(;)}.

La zone de raccord est illustrée sur la Figure 2.4. Lorsque § tend vers zéro, la zone

------

~~~~~

FIGURE 2.4 — Zone de raccord.

s’étend a l'infini. Nous écrivons le développement radial a variables séparées des termes
du développement interne a l'infini,

E,(X) ~ > (RVEUD) et H(X) ~ Y (xn)HIE),
q=—00

q=—00

ol X = R¥ avec R = |X|. Les termes angulaires E\g et ﬁg sont supposés nuls pour
tout ¢ > o avec ¢y € Z. Le nombre relatif ¢, est potentiellement positif car nous autori-

sons les termes du développement interne a croitre a I'infini. Ces développements sont
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

ensuite injectés dans les développements internes (2.13),

+o0 oo
S S ReREE) e BEX) ~ S S S(sR0HEND),

p=—00 g=—0 P=—00 q=—00
(2.17)

ol les termes angulaires E‘g et ﬁg sont supposés nuls pour tout p < 0. Dans la variable
cartésienne, la zone de raccord X5 est rejetée au centre de 'obstacle lorsque § tend
vers zéro. Nous écrivons le développement radial des termes du développement externe

dans un voisinage de c,

By@) ~, 3 wVEN@ e H@) xS (w)HIE)

ol x = c+rZ avec r = |x — c| = JR. Les termes angulaires sont supposés nuls pour tout
q < Qo avec gy € R. Le nombre relatif ¢, est potentiellement négatif car nous autorisons
les termes du développement interne a étre singulier au centre de 'obstacle, c’est-a-dire
a tendre vers +oo. Ces développements sont ensuite injectés dans les développements

externes (2.10) et ramenés a la variable rapide grace a la relation » = 0R,

“+o0 +oo “+oo +oo

> Y PYURR)ENE) et Hs(x) ~ Y. Y TU(kR)TH(E),

p=—00 g=—00 P=—00 q=—00

7"—>0

(2.18)

ol les termes angulaires Eg et ﬁg sont supposés nuls pour tout p < 0. Le principe
de raccordement de Van Dyke (1975) consiste a postuler I'égalité des développements
(2.17) et (2.18). En effectuant un changement d’indice sur les sommes indexées par

p <> p + g, nous obtenons les conditions de raccord pour tout p > 0,

pour0 < q¢<p: Eg(fﬁ) = Eg_q(f) et I/fg(ﬁi) = ﬁg_q(f),
ourq > p: EYZ)=0 et I/L\quz(),
P »(7) 2O (2.19)
pour —p<gq<0: Ei(#) = Ej.,(2) et  HY(?) = HL (),
pour g < —p: Eg(i:\) =0 et fIg(i) = 0.

Les conditions de raccord permettent de résoudre les parties singulieres des termes
des développements asymptotiques, connaissant les parties réguliéres. Les parties ré-
gulieéres peuvent quant a elles étre déterminées a partir de problemes aux limites bien

posés comme cela est présenté dans la Section 3.1.2. Les problemes de champ loin-
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2.2. Les développements asymptotiques

tain sont obtenus en substituant les développements externes (2.10) dans le probleme
(2.8) en se restreignant aux équations posées dans (2s, puis en identifiant les équations

suivant les puissances de § successives. Ainsi, pour p > 0,

VxE,—ikH, =0 dans 0,

V x H,+ikE, =0 dans O*, (2.20)
lim r (ﬁp X T — Ep) =0 uniformément en Z.

7—00

Les probléemes de champ proche sont obtenus en injectant les développements internes
(2.13) dans le probléme (2.8) en se restreignant aux équations posées dans €, puis
en identifiant les équations suivant les puissances de § successives. En exprimant le

rotationnel dans la coordonnée rapide Vx x u = § V, X u, nous obtenons pour p > 0,

VxE,—ikH, ;=0 dans €,
V x H,+ikE, ; =0 dans €, (2.21)
B(E,, H,) = —~B(E™, H™) sur T,

en utilisant la convention E_, = 0 et H_; = 0. La condition de frontiére est obtenue
en effectuant le développement de Taylor des champs incidents dans la variable rapide

puis en identifiant suivant les puissances de ¢ successives,

Elnc C—f— 5X Z 5P Z [D|a|Emc } Z 6pE1nc

r el 1 N (2.22)
H™(c 1 6X) =35 3 1 [DIH™ (o)) (X*) = 3 o H(X).

p=0  |a|=p 7 p=0

En particulier, les premiers termes du développements s’écrivent

. . 52
E™(c+0X) = B™(c) + 0 Jpn(0) X + 5 X Hpn()X + ...,

. . 5?
H™(c+0X) = H™(c) + 0 Ine(€) X + T X Hpae()X +....,

ou J; désigne la matrice jacobienne, de taille 3 x 3, du champ f = E™ ou H™ et H;

désigne le tenseur hessien d’ordre 3 du champ f = E™ ou H™.

Remarque 2.8. Les équations volumiques obtenues pour les termes des développements in-
ternes sont découplées en champ électrique et champ magnétique a p fixé. Les termes d’ordre

p — 1 sont vus comme des sources volumiques pour les termes d’ordre p. La résolution de
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

ces problémes quasi-statiques nécessite des équations portant sur la divergence des champs,

qui peuvent étre obtenues a Uordre p en prenant la divergence des équations d’ordre p + 1

V-E,=0 dansQ et V-H,=0 dansQ. (2.23)
Dans le cas d’un conducteur parfait, les conditions de frontiére s’écrivent . x Ep = —nXx E;”C
surTetn-H, = —n - ﬁ;’“ sur T. Nous verrons que la condition portant sur la trace

tangentielle du champ électrique n’est pas suffisante pour garantir Uunicité des termes du

développement interne. Il faut également considérer la condition de charge nulle
/AEp-nds:O vV p>0. (2.24)
T

Cette condition est déduite de la propriété de charge nulle vérifiée par Es la solution du

probléme (2.8) en notant que Es = (ix) ™'V x Hj puis en utilisant la formule de Stokes,

E(;-'nds:—_l (V><H(5)-'nds:—,l rotp, ((n x Hs) xn) - 1ds = 0.
rs ix Jr, ir Jr,

La justification des développements asymptotiques raccordés comprend l’existence et
'unicité aux problemes de champ lointain et de champ proche dans un cadre fonctionnel
défini, la justification des conditions de raccord a l'aide développements modaux des
solutions ainsi que des estimations d’erreur sur les approximations locales. Cela est

présenté dans le Chapitre 3.

Remarque 2.9. Pour un obstacle sphérique, les termes de champ proche et de champ loin-
tain peuvent étre résolus analytiquement. Dans la section 3.3.2, nous explicitons les dé-
veloppements intérieurs jusqu’au deuxiéme ordre et les développements extérieurs jusqu’au

cinquiéme ordre.

2.2.2 Les développements multi-échelles

La méthode des développements multi-échelles a été appliquée au probleme de Max-
well dans Korikov et Plamenevskii (2016). Les auteurs se placent dans le cadre suivant :
ils considérent le probleme de Maxwell temporel dans un domaine borné €2(9) contenant
un petit obstacle de taille caractéristique ¢ et dont la frontiere est réguliére. Par trans-
formée de Fourier temporelle, ils se raménent au probleme de Maxwell harmonique
en temps, pour lequel sont établis des développements asymptotiques de la solution.

De plus, des estimations d’erreur uniformes en x sont démontrées, permettant d’en dé-
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2.2. Les développements asymptotiques

duire des développements asymptotiques avec estimations d’erreur pour le probleme
temporel. Pour la démonstration des estimations d’erreur en domaine fréquentiel, les
auteurs considerent un nombre d’onde admettant une partie imaginaire strictement po-
sitive et mettent en place une régularisation elliptique du probléeme de Maxwell qui
consiste a ajouter des termes dans les équations dans le but régulariser 'opérateur de
Maxwell et afin qu’il devienne un opérateur elliptique. Par ailleurs, les résultats associés
au probleme de Maxwell « non-étendu » sont retrouvés en imposant des conditions de
compatibilité sur les termes sources correspondant a la conservation de la charge et a

une condition de charge nulle.

Nous présentons ici les principes généraux de la méthode appliquée au probléme
de Maxwell (2.8) et les correspondances avec la méthode des développements asymp-
totiques raccordés. En contraste avec cette derniéere, la méthode des développements
multi-échelles met en jeu une approximation globale des champs électromagnétiques

diffractés de la forme

Biw) ~ i 5 (&(@) + \(NE,(X)) et Hyw) ~ i 5 (@) + (X))

ot les champs €, et £, jouent — plus ou moins — le role des termes des développements
externes introduits dans (2.10) et @p et 5%p celui des termes des développements internes
introduits dans (2.13). La fonction y est une fonction de troncature qui vaut 1 dans un
voisinage de l'obstacle et 0 a I'infini. La partie du développement comprenant les termes
¢, et §, vise a corriger le comportement des champs au voisinage de 'obstacle. Cette
correction est effectuée a partir des termes successifs des développements en série de

Taylor des termes des développements asymptotiques.

Le premier terme (&, ),) du développement asymptotique est défini comme la solu-

tion du probléme limite donné par

V x € —ikfHy =0 dans R?,
V X H + ik E = 0 dans R?,
rlig& r (fjo X T — (730) =0 uniformément en 7.

Cela implique que ¢, = 0 et ), = 0. La condition au bord de l'obstacle dans (2.8) n’est

pas vérifiée et l'introduction du champ correcteur est nécessaire. En particulier, nous
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

considérons &, et §, vérifiant le probléme statique dans la variable rapide,

V x & =0 dans R®\ B,
V X $H =0 dans R®\ B,
V-¢ =0 dans R®\ B,
V- -$H =0 dansR:”\%,
B(Ey, H) = —B(Er, H™) sur T,

ou (E\g‘c, I?I(i{‘c) désignent les premiers termes des développements (2.22).

Remarque 2.10. Le développement en série de Taylor des champs incidents est utilisé pour
obtenir une condition de frontiére indépendante du parameétre 0. Le premier terme unique-

ment est retenu car il correspond a la puissance zéro de 6.

Les termes suivants sont définis de maniére a compenser leur comportement singu-
lier, proche de l'origine pour les termes externes et a l'infini pour les termes internes.
Pour ce faire, nous introduisons les développements de Taylor des termes successifs des

développements, I'un au voisinage de l'origine, 'autre lorsque R tend vers l'infini,

q g & ~ - 4 Q4(5
Hozr & t Hyle) D)
- © 1.
ER T ORC I S

Pour p > 1, les termes (@p,ﬁp) associés au développement externe vérifient les pro-

blémes harmoniques suivants :

~ L~ 1K ~ P14
v X sz_lli‘ﬁp = ?X(T) ;71(97gp> - [VX7X(T)] Zﬁ‘ﬁﬁfk danS Rga
k=1
~ L~ 1K ~ 1 - )
Vx$9,+ik€, = ~ X(r) € _1(0,0) — [Vx, x(r)] > s & dans R?,
k=1
V-¢ =0 dans R?
V-9,=0 dans R3,
rlLIEO r (5:30 X T — QN‘EO) =0 uniformément en 7,

ou [Vx,x(r)] désigne le commutateur entre 'opérateur rotationnel et la fonction de
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2.3. Les modéles réduits de diffraction multiple

troncature y. Ces problémes sont définis, de sorte que les champs (Ep, pr) définis par

E,(x)=¢,(x zp:ikA et N() GHE Xp: ‘%]JZ

vérifient les problemes de champ lointain donnés par (2.20) dans le domaine pointé *.

Remarque 2.11. La notation des champs électromagnétiques (Ep, ﬁp) n’est pas anodine.
En effet, nous avons donné la relation permettant de passer des développements issus de
la méthode des développements multi-échelles aux développements externes associés a la

méthode des développements asymptotiques raccordés a ceux , et réciproquement.

Pour p > 1, les termes (@p, fjp) associés au développement interne vérifient les pro-

blémes statiques suivants :

V x €, =ix <fjp_1 fj ) dans R?* \ B,

V x 9, = —ix (@p 1 — 153 ) dans R?\ B,

V-¢ =0 dans R3\ B,

V-H,=0 dans R® \ B,

B(€,. 9,) = ~B(E}, H}) - kipj B(E)_1,(0, 0)R", 95 4 (0, )R") sur 0B,
=1

ol (E\II)HC, ﬁ;ﬂc) sont les termes d’ordre p dans le développement de Taylor (2.22) des

champs incidents.

2.3 Les modeles réduits de diffraction multiple

Les développements asymptotiques définis dans le cadre de la diffraction simple par
un petit obstacle peuvent faire ’objet d'une extension au cadre de la diffraction multiple.

Il y a deux points de vue possibles, menant a des approximations identiques :

- le premier consiste a considérer dans le probléeme initial de multiples obstacles
Bkt = ¢, + 6B pour k =1,..., K et réécrire I'analyse asymptotique de ce probléeme

avec la méthode de notre choix,

- le second consiste, a partir des développements obtenus dans le cadre de la dif-

fraction simple, a en déduire des modeéles réduits pour la diffraction multiple.
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

Le premier point de vue engendre, dans le contexte des développements asympto-
tiques raccordés, des changements dans la définition des domaines asymptotiques. Le

domaine asymptotique de champ lointain Q2* sera 'espace libre privé des centres des
obstacles

O :R?’\ly {er}.

En champ proche, si la distance caractéristique d.,;,, qui est la distance minimale sépa-

rant deux obstacles, est supérieure a § (d > ¢), il y aura K développements internes
distincts définis dans la variable rapide associée, donnée par

& — Cp
Xk = .
)

Dans la variable X*, le domaine de champ proche associé reste (), voir Figure 2.3.

Par ailleurs, le principe de raccord sera exprimé dans K zones intermédiaires distinctes
comme cela est illustré sur la Figure 2.5.

————

.
Saaa=”

FIGURE 2.5 — Zone de raccordement dans le contexte de multiples obstacles (K = 3).

Le second point de vue ne reprend pas la mise en ceuvre complete de la méthode

asymptotique. En suivant I'idée de Foldy (1945), revue par Challa et al. (2014) dans le
contexte de I'électromagnétisme, les champs totaux E°*

°t et H*' sont représentés par un
principe de superposition

K
Egot = l;'inC + Z G(.’B, Ck)Ak et
k=1

K
H = H™+ Y G(z,c;) By, (2.25)
k=1
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2.3. Les modéles réduits de diffraction multiple

ou G désigne le tenseur de Green introduit dans (1.24) et A, et B, désignent des vec-

teurs constants a déterminer pour k = 1,..., K. Les champs Ej, et Hj, définis par

Ej, = E —G(-,c)A et H;, = H” —G(-,c)By (2.26)

correspondent aux champs incidents vus par le k-ieme obstacle en la présence des K

obstacles. L’hypothese de . ..

« [...] making the strength of the scattered wave from a scatterer proportional to the
external field acting on it [...] » Foldy (1945),

suggere que les amplitudes A, et By soient respectivement proportionnelles aux champs

incidents locaux Ej, et Hj, évalués en le centre de I'obstacle, c’est-a-dire
I h gyl
A = ngé,k(ck) et By = ngcS,k(ck)?

ol les coefficients ¢§ et g@' sont appelés coefficients de diffraction associés au k-iéme

obstacle. D’apres (2.25) et (2.26), nous avons

E; . (c) = E™(cy) + de (e, o) Ej y(cy),
e#

Hj,(cy) = H™(c) + de (e, co)Hj ,(cy).

K#k

Ainsi, 'approximation des champs totaux E§** et H°' s’écrit

K K
EP ~ E™+ 3 Gz, c)Ely(cr) et HP~H™+ Y gIG(x, cp)Hjy(cy).
k=1 k=1

Remarque 2.12. L’hypothése selon laquelle les amplitudes sont proportionnelles aux champs
incidents locaux évalués au centre de Uobstacle est valable seulement dans le cas de la dif-
fraction par des sphéres. Dans un cadre plus général, il est nécessaire d’introduire des ten-
seurs spécifiques a Uélectromagnétisme comme dans Ammari et al. (2005) ou Bouzekri et
Sini (2019). Ces tenseurs sont introduits dans la Section 3.3.3.
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Dans le cadre de 'approximation asymptotique, les champs totaux E** et H°" sont

approchés, d’apres le principe de superposition, par

K K
E;Ot ~ Einc + Z E;}?Cp et H;Ot ~ Hinc + Z H;I])Cp,
k=1 k=1
ot les champs Ej}° et H}” désignent des approximations des champs électromagné-
tiques diffractés autour du k-iéme obstacle, obtenues avec une méthode asymptotique
d’approximation. Nous supposons que pour le probleme de diffraction simple, il existe
une application = linéaire en chacune de ses variables, qui, aux champs incidents, as-

socie une approximation (E;%, H;%") des champs diffractés dans R® \ BE,

Ek . (Einc7Hinc) — (_EriHC(Ck)7 HinC(ck)) — (-El;’;%P7 H;P];P)
En particulier, il existe une matrice X, telle que

EaPP Einc
| _x, (BT (2.27)
H;I;CP Enc ( Ck)

Remarque 2.13. Cette formulation peut étre généralisée en considérant que =} = =,
correspond a Uapplication linéaire qui aux champs incidents associe une approximation a
Uordre 1. Ainsi, si =¥ est Uapplication linéaire en chacune de ses variables, qui, aux champs

incidents, associe une approximation des champs diffractés a Uordre P,

= (B™ H™) — (E™(ct),...,D"E™(cx), H™(ci) ..., D" H™(c))

P, P,
— (B, Hs (™).

alors il existe une matrice X telle que

Einc ( Ck)
- Hinc ( Ck)
o,k — XP .
HY ’ ,
) DP Einc( Ck:)
DP Hinc ( Ck)

L’écriture précédente est abusive dans le sens ot les dérivées P-iémes des champs incidents

ne sont pas des vecteurs de R3. Il faut rigoureusement écrire les différentes composantes de
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ces tenseurs les unes en dessous des autres.

Dans le contexte de la diffraction multiple, les champs incidents Ej, et Hj, vus par

le k-iéme obstacle sont donnés par

K K

Ej, = E™+Y EP, et Hj, = H™ + > H}F. (2.28)
/=1 /=1
ik ok

Ainsi, en substituant les expressions (2.28) dans le systeme (2.27), nous obtenons

PP E™(c;) + Z£1E§,lzp(ck)
LN 4 0#k

(H;gp) H™(c,) + zg:lﬂglzp(ck)
k

Ce systéeme implicite fait intervenir de part et d’autre de I'égalité les champs de vecteurs

inconnus E55° et Hj,". En réordonnant les termes de I'équation, nous obtenons

EaPP K EaPP Ck Einc Ck
(Z’I:P - ZXk (Zf’P( ) - Xk inc( ) ’
H&,k 4;1 H§,E (Ck) H (Ck)
{#£k

C’est 'approche que nous détaillerons dans la Section 4.3.2.

Remarque 2.14. L’approximation de Born considere simplement que les champs diffractés

locaux ne sont affectés que par les champs incidents,
I inc I inc
El,=E et Hl, = H™

Cette approximation néglige les interactions entre les différents obstacles. Elle définit une
bonne approximation de la solution uniquement si les obstacles sont suffisamment éloignés

les uns des autres, en comparaison avec la longueur d’onde.

2.4 Conclusion

Les différentes méthodes asymptotiques, comme la méthode des développements
asymptotiques raccordés ou la méthode des développements multi-échelles, permettent
d’obtenir des approximations des champs électromagnétiques pour le probleme de dif-
fraction par un petit obstacle. Dans le Chapitre 3, nous mettons en ceuvre la méthode

des développements asymptotiques raccordés appliqué a ce probléme. Dans la Section
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Chapitre 2. La diffraction par de petits obstacles

3.3, nous explicitons les premiers termes des développements dans le cadre d’'une géo-
métrie sphérique, jusqu’au deuxieme ordre pour le développement interne et jusqu’au
cinquieme ordre pour le développement externe. Ces développements donnent lieu,
dans la Section 3.3.3, a une généralisation des premiers termes non-nuls dans le cadre

non-sphérique.

Les modeéles asymptotiques pour la diffraction multiple apparaissent simples a mettre
en ceuvre a partir des développements asymptotiques pour la diffraction simple. L’ap-
proximation de Born peut étre considérée comme 'approximation d’ordre zéro des mo-
deles de Foldy. Ces méthodes ont déja donné lieu a différents travaux comme Challa
et al. (2014) ou Bouzekri et Sini (2019). Les modeles de Born et de Foldy-Lax du pre-
mier ordre sont détaillés dans la Section 4.3, utilisant les développements asympto-

tiques raccordés.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un état de 'art autour du probleme
de diffraction par un obstacle dont la taille caractéristique est petite en comparaison
avec la longueur d’onde. Dans la Section 2.2, nous avons introduit les principes géné-
raux des méthodes d’analyse asymptotique, puis, présenté de maniere formelle 'appli-
cation des deux grandes méthodes issues de cette branche de I'analyse qui sont la mé-

thode des développements asymptotiques raccordés et la méthode des développements
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multi-échelles. Nous avons vu que ces deux méthodes ménent a des développements

similaires ; toutefois leur analyse apparait 1égerement différente.

Dans ce chapitre, nous présentons de maniere rigoureuse les développements asymp-
totiques raccordés dans le cadre de la diffraction d’'une onde électromagnétique par un
petit obstacle de forme arbitraire. Apres avoir rappelé les notations introduites dans la
Section 2.2.1, nous présentons dans la Section 3.1.2 un algorithme de construction des
développements asymptotiques. Ensuite, nous établissons dans la Section 3.1.3 des ré-
sultats d’existence et d’unicité d’une solution aux problemes locaux vérifiés par chacun
des termes des développements en champ lointain et en champ proche, aussi appelés
développements externe et internes. Dans la Section 3.2, nous justifions le raccord entre
les développements en champ proche et en champ lointain a ’aide des décompositions
modales des champs électromagnétiques associées aux problemes respectifs. Enfin, dans
la Section 3.3, nous donnons un cadre pratique d’utilisation et en particulier, nous ex-
plicitons de maniére analytique les trois premiers termes des développements internes

et externes dans le cas sphérique.

3.1 Construction des développements

Dans un premier temps, nous présentons le probleme étudié et nous résumons les
notations introduites dans la Section 2.2.1 concernant les développements asympto-
tiques raccordés. Dans un second temps, nous présentons l'algorithme récursif utilisé

pour construire les termes successifs dans les développements asymptotiques.

3.1.1 Rappel des notations

Nous considérons le probleme de diffraction (2.8) d’une onde électromagnétique de
longueur d’onde A par un petit obstacle B, parfaitement conducteur, contenant 1’élé-

ment ¢ € R3 et de taille caractéristique § > 0 telle que

koK1 avec K = —.

Sa frontiére est notée I's. Une telle géométrie est introduite dans la Section 2.1.2. Le

probléme vérifié par les champs électromagnétiques diffractés, notés Es et H;, dans le
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3.1. Construction des développements

domaine extérieur Qs = R? \ B; est donné par

V x Es —ikH; =0 dans s,
V x Hs+ikEs =0 dans s,
nx Es = —n x E™ sur I's,
n-H;=-n-H™ sur I's,
Lim 7 (Hs xx—E;) =0 uniformément en 7.

Dans le domaine de champ lointain Qs défini par (2.11), les champs électromagné-

tiques diffractés E; et Hs sont approchés par un développement externe, donné par

Ejs(x) ~ Ej(x) :io 8" E,(x) et Hjs(x) ~ Hj(x) :fjo 8" Hy(x),

6—0 6—0

(3.1)

ou chaque terme des développements externes sont définis dans le domaine épointé
Q* = R®\ {c}. Dans le domaine de champ proche Qs défini par (2.15), les champs

électromagnétiques diffractés sont approchés par un développement interne, donné par

Es(c+6X) ~ Es(X)=) 0" E,(X) et Hs(c+6X) ~ Hs(X)=3 o H,(X),
p=0 p=0

ou X désigne la variable rapide (2.14). Chacun des termes des développements internes
sont définis dans le domaine mis a I’échelle O = R3 \ B, ou B désigne l'obstacle de

référence contenant l'origine.

Les deux approximations locales, approchant la méme solution, sont raccordées en
un sens asymptotique de sorte a exhiber et résoudre les comportements singuliers de
chacun des termes issus des développements asymptotiques. Les conditions de raccord

obtenues dans (2.19) sont rappelées ci-dessous :

pour —p<q<0: E!z)=EL, (1) et HI2) =H!,(2),

pour g < —p: Eg(i) =0 et ﬁg(:%) =0, (3.2)
pour0 < g <p: E\g(f) = Eg,q(f) et ﬁg(f) = ﬁg,q(f), '
pour ¢ > p : E!z)=0 et H{(z) = 0.
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Dans les expressions précédentes, les termes (Eg ) Eg) et (E\g , Eg) désignent les champs
angulaires issus des développements de Taylor (2.17) et (2.18) apparaissant comme
facteur d’une puissance de xr (ou de xR) d’ordre ¢ — ot v = | — c| et R = §. Les deux
premieres conditions de raccord permettent de déterminer la partie singuliére, c’est-a-
dire croissante vers I'infini en ¢, des termes successifs du développement externe. En
effet, ces conditions impliquent que l'ordre de la singularité associé au p-ieme terme
du développement externe est au minimum égal a —p et de plus, ce comportement est
déterminé a 'aide des (p + ¢)-iemes termes du développement interne pour —p < g < 0.
Ainsi, pour ¢ négatif, les (p + ¢)-iemes termes font référence a des termes apparaissant
en amont dans les développements internes, c’est-a-dire strictement avant les p-iemes
termes. Réciproquement, les deux dernieéres conditions de raccord permettent de dé-
terminer la partie singuliere, c’est-a-dire croissante a I'infini, des termes successifs du
développement interne. Elles impliquent notamment que l'ordre de la singularité as-
socié au p-ieme terme du développement interne est au plus égal a p et par ailleurs,
ce comportement est relié aux (p — ¢)-iémes termes du développement externe pour
0 < g < p. Les entiers ¢ sont positifs ou nuls donc les (p — ¢)-iemes termes font référence
aux termes précédents (pour ¢ > 0) ou au terme du méme ordre (pour ¢ = 0) issus des
développements externes. De la, nous comprenons que les termes des développements
asymptotiques seront déterminés de maniere successive et récurrente en champ lointain

puis en champ proche.

3.1.2 Algorithme de construction

Les termes successifs des développements asymptotiques sont construits selon un pro-
cédé de récurrence sur les indices p qui nous est dicté par le principe de raccord (3.2).
L’initialisation a lieu pour p = 0 ; en particulier, les conditions de raccord (3.2) a 'ordre

zéro, sont données par

(E¢, HY) = (0,0) pour tout ¢ < 0,
(Eg. Hp) = (g, Hy). (3.3)
(E¢, HY) = (0,0) pour tout g > 0.
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Nous en déduisons que le terme d’ordre zéro dans les développements externes n’admet

pas de singularité en ¢, et par conséquent, vérifie le probleme (2.20) pour p = 0,

V x Ey —ikHy =0 dans Q~,
V x Hy +ikEy =0 dans Q*,
. — ) ) (3.4)
Tliﬁrg() T (HO X T — EO) =0 uniformément en 7,
(Eo, Hy) = O(1) lorsque r — 0,

auquel nous avons ajouté le comportement en ¢ donné par le raccord. Ce probleme
admet une unique solution dans Hy,.(V x,R?) qui est la solution identiquement nulle.
Cela implique également que (E?, HY) = (0,0). Ainsi, toujours d’aprés (3.3) et ce qui
précede, le terme d’ordre zéro dans les développements internes n’admet pas de partie
ni constante, ni croissante a l'infini, et par conséquent, vérifie le probleme muni des
équations (2.21), (2.23) et (2.24) pour p = 0, donné par

V x Ey=0 dans 2,
VxHy=0 dans Q,
V-Ey=0 dans ),
V- -Hy,=0 dans 0,
n x Ey = —n x E™(c) sur T,
n-Hy=-n-H"(c) sur T,
/AE\O -ndl = 0,
T
(Ey, Hy) = O(R™Y) lorsque R — oo,

auquel nous avons ajouté le comportement a I'infini donné par le raccord. Ces équations

sont découplées en E, et H et les problemes se réécrivent indépendamment

VxE,=0 dans ,
V-Ey=0 dans Q,
n x Ey = —n x E™(c) sur T, (3.5)

/\n_/E\()df:O,
r

E,=0®R™) R — 00,
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et
V x Hy=0 dans €,
V- -H,=0 dans Q,
. _ . (3.6)
n-Hy=-n-H"(c) sur I,
H,=0R™") R — 00.

L’existence et 'unicité d’'une solution a chacun de ces deux problemes dans l’espace

L2(Q) N H{,.(Q) est démontrée dans les Théoremes 2 et 3.

Soit p un entier strictement positif fixé. Nous supposons que les termes des développe-
ments asymptotiques ont été calculés pour s = 0, ..., p—1. Nous cherchons a calculer les
p-iemes termes. Les conditions de raccord (3.2) associées aux termes du développement

externe sont données par

(Ej, Hy)
(Ej, Hy)

(E\Ig-HI’ ﬁg—&-q)? pour tout — p <qg< 07

(0,0), pour tout g < —p.

En décomposant les termes E, et H, en la somme de deux champs,

- E5™, respectivement H3", appelés partie singuliere au centre ¢ des p-iemes
termes du développement externe, correspondant a des champs sortants a l'in-

fini,

- EF8, respectivement H ¢, obtenus comme la différence entre E,, respectivement

H,, avec les parties singulieres E5"¢ et H5",

nous observons, d’apres les conditions de raccord que la partie singuliére en ¢ de

(E,, H,), notée (ES"¢, Hs"), admet le développement de Taylor suivant

p 1 —~ p 1
sing —q sing 2 : —q
v =0 q;l (HT)qu_q(x) + O(l) et Hp r—0 q=1 (KT)qu_q(l’) + O(l)

(3.7)

Les champs E;eg = Ep — E;ing et I?;eg = ﬁp — ﬁ;ing admettent le comportement asymp-
totique suivant
(Es, H*%) = O(1) lorsque 7 — 0.
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Ainsi, la partie réguliére des p-iemes termes du développement externe vérifient le pro-

bléme (3.4) dans I'espace libre tout entier, donné par

Vx Ef®—irH® =0 dans R?,
V x Hf® +ikE® =0 dans R?,
lim r (H 8 X T — Ereg) =0 uniformément en 7.
r—00 p p

Cela implique que (Ereg Hreg) (0,0).

Proposition 3.1. Pour tout p > 0, les parties régulieres E;eg et I?;eg issues des termes des

développements externes sont identiquement nulles.

Les conditions de raccord (3.2) associées aux termes du développement interne sont

données par

(E%, HY) = (E!_,, H!_,), pour tout 0 < ¢ < p,
(E4, HY) = (0,0), pour tout ¢ > p.

En décomposant les termes E, et H, en la somme de deux champs,

- E;ing, respectivement Hzmg, appelés partie croissante a I'infini des p-iemes termes

du développement interne, correspondant a des champs croissant a l'infini,

- E77%, respectivement H 8, correspondant a la différence entre E, et Ef,i“g, respec-

tivement entre H), et H3",

nous déduisons, d’apres le raccord, que la partie croissante a I'infini de (Ep, ﬁp) admet

le développement asymptotique suivant a l'infini

Tosing ~ q q -1 sing ~ q q -1
E; R_m;m E! ()+OR™) et H R—mo;)“R H!_(7)+O®R™).

Les champs E\;eg = E\p — E\;mg et f{\;eg = ﬁp — ﬁ;ing admettent quant a eux le compor-
tement asymptotique suivant

Treg IJr -1
(E8 H;f)=0R") lorsque R — +o0.
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La partie réguliére des p-iémes termes du développement interne vérifient les problemes
découplés munis des équations (2.21), (2.23) et (2.24), donnés par

Vx Ef®=ikH, ; — V x E3"® dans Q,
V-Eff=-V-E" dans 2,
nx E®=-nxE"—nx E;i“g sur I, (3.8)

[n-Bgsdb = [ B,

EF =0 R — 00,
et
V x Hf® =—ikE, ; —V x H™  dans (),
V- I/f;’g =-V. I/f;mg dans ),
— . . ~ (3.9)

n-H®=-n -H-n-H" sur I',
T -1

Hf=0R") R — 00.

~ ~

Pour que ces problémes soient bien posés dans L*(Q2) N H].(Q2), nous imposons que les

parties singulieres associées aux p-iemes termes des développements internes vérifient

.y 1 -
n x ES" € H; * (dive, T),

V x ES"8 = ixH, dans €,
V- ESE = dans ),

n- H™ e H3(D),
V x H" = —ixE, ; dansQ, (3.10)
V- H" =0 dans Q.

/An . B ' = 0,
I

Ainsi, les problemes réguliers de champ proche deviennent

V X E\;eg =0 dans Q,
V- E;eg =0 dans Q,
n x E\;eg =-—m X (E:‘,“C + E;i“g) sur T, (3.11)

/Anﬁgegdf:o,
I

Tore -1
Eff=0R") R — 00,
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et
V x H% =0 dans €,
V- I/{\;eg =0 dans Q,
— . . N (3.12)
reg inc sin

n-H® =—-n-(H + H") sur I,
(22 -1

Hf=0R") R — 00.

Lexistence et I'unicité d’une solution 4 ces deux problémes dans L2(2) N HL (Q) est dé-
montrée dans les Théoremes 2 et 3. Par ailleurs, les parties singulieres (E\;i“g , ﬁging) sont
des solutions particulieres des équations (3.10). Pour la résolution, nous introduisons

une décomposition de la partie singuliere (E5"¢, H5"¢) de la forme

p p
Br=YF, e H™=YH,
=1 =1
ou pour { = 1,...,p, chaque terme (E\M, ﬁw) admet le comportement asymptotique
suivant,
(Ep,g, ﬁn@) = O(R?) lorsque R — +o0.

En notant de plus E,, = E*® et H,(, = H 8, nous définissons les équations récurrentes

vérifiées par chacun des sous-termes issus de la partie singuliere. Pour tout ¢/ =1, ..., p,
nous avons
EP,Z S LIQOC(Q)7 . ) Q
- — ~ H,, €L )
V X Ep7g = i/{Hp—l,Z—l dans Q, Pt e IOC( ) e R
— ~ VxH,,=—ikE, {,_ dans €,
V-E,, =0 dans , N Pt pLE-1 7 (3.13)
—~ - V-H,, =0 dans Q,
[+ B, dl =0, "
T H,, = OR™) R — +00.
E,,=OR"™®) R — +00,
Proposition 3.2. Si, pour { = 1, ..., p, les termes successifs E, et H,, vérifient les équa-

tions de Maxwell emboitées (3.13) alors les termes E, et H, issus des développements

internes vérifient les probléemes emboités (3.8) et (3.9).

Démonstration. Nous avons décomposé les termes E, et H, associés aux développe-

ments internes sous la forme

p p p p
Ep = E;eg + ZERZ = Z Ep,é et Hp = H;eg + ZHZ%E = ZH ‘
=1 =0 =1 =0
en identifiant E\;eg = E,q et ﬁ;eg — H,,. Supposons que pour £ = 1,...,p, les termes
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successifs E,, et H,, vérifient les équations volumiques de Maxwell emboitées (3.13).

Alors, les termes E\p et ﬁp vérifient les équations volumiques issues de (3.8) et (3.9),

P P p—1
. ~ _ o e _ o
Vx E, =Y VXE, =ity H, 1,1 =1ic |H,*3 +> H, 1,| =icH, 1,
(=1 (=1 (=1
. _ . o . eg _
Vx H,=Y VxH, =-ikY E, 1y1=—ic|E?*+Y E, /| =ikE,,
(=1 (=1 /=1

— —~ p —
V-E,=V -E*+) V-E,, =
=1

—~ — p —~
V-H,=V-H®+Y V-H, =0.

(=1

3.1.3 Existence et unicité des termes des développements asymp-

totiques

L’existence et I'unicité des termes des développements externes et internes est garan-
tie par I'existence et 'unicité de leurs parties régulieres (E;*¢, H*¢) et (E,*8, H *). Nous

avons le théoreme suivant :

Théoreme 1. Pour tout p > 0, les parties réguliéres E;eg et I?;eg issues des termes des
développements externes sont uniques et identiquement nulles. Pour tout p > 0, les parties
régulieres E;eg et H 1€ issues des termes des développements internes existent et sont uniques
dans L2(Q) N HL(Q).

Le résultat concernant le développement externe est obtenu dans la Proposition 3.1.
Le résultat concernant le développement externe est détaillé ci-dessous, dans les Théo-

rémes 2 et 3.

Les problemes en champ proche s’articulent autour du probleme de Maxwell statique

Vxu=0 dans Q,
V-u=0 dans Q, (3.14)
u=O0(R™") R — 00,
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muni d’une des conditions de frontiére suivantes

nxu=g sur I,

R ou b u-n=gyg sur f, (3.15)
/Au -ndl’ =0,
T

(@

_1 ~ ~
avec g € H; *(divy, ') oug € H ~2(I), ol nous ajoutons une condition de charge nulle
uniformément sur la surface I’ pour la condition (a). Nous introduisons I’espace de

Sobolev a poids pour les fonctions scalaires donné par

N N 1 N N
W) ={v:Q —C ————vel*0Q), Ve L*(Q), 3.16
@ -{ Ve @), Vo e (@) (3.16)
muni de la norme du graphe associée
1012, = IVl + -2
wW(Q) L2(Q) VI+Rr2 Q@

Théoréme 2. Etant donnée g € H 2(T'), le probléme (3.14) muni de la condition de
frontiére (b) issue de (3.15) admet une unique solution u € L2(Q) N H}OC(Q). De plus, u

~

admet la décomposition u = —VV ou V€ W(Q).

Démonstration. Puisque V x u = 0 dans ), une décomposition en potentiel comme
celle présentée dans Amrouche et al. (1998) a lieu ; en particulier, il existe un potentiel
scalaire V tel que

u=-VV.

Puisque V - u = 0 dans Q et w - n = g sur I, le potentiel scalaire V vérifie le probléme

suivant
— AV =0 dans €,

OV =—g sur [,

qui, pour g € H ‘%(f), admet une unique solution V dans 'espace W(Q) défini par
(3.16). En effet, comme l'application trace qui a u associe J,u est surjective depuis
Tespace H'(A,Q), défini par

H'Y(A,Q) = {ve H'(Q), Ave LA(Q)},

dans H—2(T'), nous considérons un relévement w € H'(A,Q) de la trace Neumann
g tel que 0,w = —g. Nous considérons une fonction de troncature y qui vaut 1 dans

un voisinage ouvert contenant I'obstacle B et vaut 0 & linfini, de sorte & ce que yw

81



Chapitre 3. Les développements asymptotiques raccordés

appartienne 3 H'(A, () et soit & support compact dans (). Ainsi, la différence V =

V' — xw vérifie le probleme suivant au sens des distributions

— AV = A(xyw dans Q,
{ () (3.17)

0,V =0 sur f,
qui est équivalent & rechercher V € W(Q) vérifiant la formulation variationnelle
ao(V,¥) = €(1)) pour tout ¥ € W(Q),

ou
adVﬂM:iéVV-deQ et a¢y:—A¥Mm@¢dQ
D’apres I'inégalité de Hardy et al. (1952), nous avons la coercivité de I'application bili-
néaire ay dans W(Q),
7 1/ 7112
aO(V7 V) 2 CHVHW(ﬁ)v

et de plus, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque yw est a support compact

dans €, nous obtenons la continuité de ¢ dans W(),

1
(W) < IVTF R0y |z < Moy

Ainsi, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, le probleme (3.17) admet une unique solu-
tionV & W(Q). Ainsi, il existe une unique solution u de (3.14) muni de la condition de
frontiére (b) vérifiant

u=-VV eL3Q).
De plus, u € H(Vx,Q) NH(V-,Q) donc u € HL (Q) N L2(Q). O

Théoreéme 3. Etant donné g € H, ? (divg, I'), le probléme (3.14) muni de la condition de

frontiére (a) issue de (3.15) admet une unique solution u € LQ(Q). De plus, u admet la

~

décomposition u — VV avec V € W(Q).

Démonstration. Nous procédons comme dans la démonstration précédente et nous in-

troduisons le potentiel scalaire V' tel que u = —VV vérifiant le probleme suivant
— AV =0 dans 0,
VeV =nxg sur f, (3.18)
%&Jﬂfza
r
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avecn X g € H*%(rotf,f). Les deux derniéres équations engendrent un probleme

vérifié sur la surface I par le potentiel V au sens des distributions

— ARV =diva(g x n) sur T, (3.19)

D’apreés la théorie des problemes hyper-faibles présentée dans Lions et Magenes (1968),
il existe V* € Hz(T') solution de (3.19), car divz(g x n) vérifie la condition de compa-

tibilité au sens des distributions,
<din(g X 1), 1>f = 0.
D’autre part, toute solution V. € H %(f) de ce probleme est donnée par
Ve=V*+¢,
avec ¢ € C. En résolvant le probleme de Dirichlet,

— AV, =0 dans ,
V.=V*"+¢ sur T,

nous considérons V, = V* + ¢ V? € W(Q) le relévement de la trace V, € Hz(T'). Enfin,

la constante ¢ est déterminée en exploitant la condition
[ 0aVedl =0,
T

En effet,
/Aanv* 4 e, VOdl = 0.
r

Comme Vj = 1 sur f,

/A&,V*df - —c/AVOGnVO dl' = —c/A VYO d6)
r r O e —

£0
a l'aide d’une intégration par parties. Cette relation détermine bien la constante ¢ car
V0 nest pas identiquement nul. Ainsi, il existe un unique potentiel scalaire V' € W(Q)
solution du probléme (3.18), puis une unique solution « de (3.14) muni de la condition
de frontiere (a) vérifiant

u=-VV eL3Q).
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De plus, comme u € H(Vx, Q) NH(V-,Q), u € HL (Q) N L2(Q). O

3.2 Justification du raccord

Dans cette section, nous présentons les décompositions modales pour les termes
successifs des développements asymptotiques externe et interne. Elles sont issues de la
résolution des différents problemes — harmonique, statique et emboité — de Maxwell,
par la technique de séparation de variables dans une géométrie sphérique, voir par
exemple Nédélec (2001). Ces décompositions, qui font intervenir les coefficients spec-
traux associés aux différents champs, permettent d’expliciter les conditions de raccord
(3.2) en fonction de ces coefficients spectraux, en considérant les développements de

Taylor des décompositions.

3.2.1 Décomposition modale harmonique

Les termes Ep et ﬁp associés au développement externe vérifient le probléme harmo-
nique de Maxwell (2.20) dans le domaine épointé Q* = R*\ {c}. Dans la Section 3.1.2,
nous avons vu que ces champs se décomposent en la somme d’un champ identiquement
nul (E;eg, ﬁlﬁeg), voir Proposition 3.1 et d’'un champ sortant (Ej}“g, ﬁ;ing) admettant le
comportement asymptotique (3.7). Puisque ce sont des champs sortants, ils admettent
la décomposition modale (6.13) dans tout domaine extérieur R \ B(c,r) a la boule

B(e,r) centrée en ¢ de rayon r > 0, donnée par

Esmg Z Z n,m nm )+h£msgm(w_c)7
n=1m=-n (320)
HSlng Z Z —h? 8¢ (x—c)+&, S (x—¢),

n,m~n,m n,m~n,m
n=1m=-—n

avecel ~eth? e C désignent les coefficients spectraux (6.15) associés a la décompo-

sition, et

hi) (klyl)
ik|y|
Sg,m(y) = ha(ml) (I{|y|)r0tSYn,m (@\)7

Srm(Y) = n(n+ 1) Yom(@)7 + P (k]y]) Vs Yo (D),

ouy = ﬁ et ou la définition des harmoniques sphériques Y, ,,, est donnée par (6.3),
et celle des fonctions spéciales de Hankel est donnée par (6.6)-(6.16). Le principe de

raccord est basé sur le développement de Taylor des champs lorsque r = |z —c| tend vers
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zéro. En particulier, les p-iémes termes (E3"8, HS"8) issus du développement externe

admettent le développement de Taylor suivant, lorsque r — 0,
E}"(x) =

fjfj{ fi(mYﬁmmf“@@ﬁlﬂ@d@f+@+%V@%M@)

n=1m=—-n | {=—n—2

+ Z (K;r)ﬁﬁfhm [)mgI'Othn’m(./T\)}
{=—n—1
et
Hzmg(w) =

>y { > (k) B2 1041 (0 + 1)V ()2 + (€4 2) VYo (7))

=lm=—n | {=—n—2

3

+ Z (/‘i?“)eéz,mf)mgI'OtSYn,m(f)},

l=—n—1

ou les coefficients b, , désignent les coefficients issus du développement de Taylor des
fonctions de Hankel définis par (6.7).

Dans le développement (3.7), le comportement radial le plus singulier du p-ieme
terme associé au développement externe est de 'ordre de »~?. Ci-dessus et a n fixé,
le comportement le plus singulier est de 'ordre de r—"~2. Par identification de ces deux
expressions, il vient que —n — 2 > —p, c’est-a-dire n < p — 2. Ainsi, les séries infinies
(3.20) comportent un nombre fini de coefficients €/, et Hgm non-nuls. En particulier,

les développements modaux (3.20) des termes E;i“g et I?;ing deviennent

EM8(g) = & . Se(x—c)+h St (z—ec)

m:n_n (3.21)
ﬁ;ing(w) = Z Z —Fﬁfb’meL,m(w - C) + é}r)L,mSE,m<m - C)’

Remarque 3.1. Comme nous avons vu que les termes (E,, H,) associés au développement

externe sont égaux a (E;i"g , ﬁ;i”g ), et d’aprés (3.21), nous déduisons que le développement
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externe (Es, Hy) défini par (3.1) commence a partir du troisiéme ordre, c’est-d-dire

Ej(x) = i S E,(x) et  Hgs(x)= i SPH,(x).

Proposition 3.3. Les p-iéemes termes (E;i”g,ﬁ;i"g) issus du développement externe ad-

mettent le développement de Taylor suivant, lorsque r — 0,
E™(x) =

i (mf{ pz_: 2": &, Dnerr (n(n + 1)Yom(3)7 + (€ +2)VsYom(3))

b=—p n=1m=-n 1

T ngm hn,grothmm(@)}

(3.22)
et
H™(x) =
00 p—2 n B
3 (m«)f{ > Wb ((n + 1Yo m(3)E + (4 2)VsYom(3))
l=—p n=1m=—n
+ el h,rotsY, ..(T) ¢.
o Dn,erots Yo i ( )} (3.23)

Démonstration. 1l suffit de remarquer que / > —n—2etn < p—2 impliquent / > —p. [

3.2.2 Décomposition modale statique

Les termes Ep et ﬁp issus du développement interne sont décomposés en une partie
E\;eg et I/i;eg qui vérifient les problémes de Maxwell statiques (3.11) et (3.12) et une
combinaison de champs E,,, H,, vérifiant les problémes emboités (3.13). Dans cette
section, nous nous intéressons a la décomposition modale des solutions du probleme
de Maxwell statique s’appliquant a la partie réguliere E\;eg et f{\;,eg. Dans le cas le plus
général ou l'obstacle n’est pas de forme sphérique, nous introduisons le sous-domaine
R3\ B(0,r) de Q, ot r est choisi de sorte que B = R?\ Q soit strictement inclus dans

B(0,r). Ce sous-domaine correspond au domaine de validité des décompositions mo-

dales pour les champs électromagnétiques statiques.
. . Ve 7, . /\reg Areg 7 e e Ve .
Proposition 3.4. Les champs électromagnétiques E;*¢ et H* vérifiant les équations de
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Maxwell statique (3.14) dans €2 admettent la décomposition suivante dans L*(R3\ B(0, r)),

- [e’e) n /éfzm R A
(X)) = nz:;l m;n o (VsYum() = (n+ 1)V, m(2)2),
N - (3.24)

FE(X) = 3 3 (0 (V3Y,0l@) = (04 )Yon()3),

ou les coefficients spectraux €, et h? = sont définis par les projections de ces champs sur

la base des harmoniques sphériques sur la sphére 0B(c,r),

n

er = _ri/ 7 % E\reg . rot.Y, ) doB
en,m n(n + 1) dB(0,r) (LU P ) rots n,m(x) (C, r)’ (3 25)
~ r'rL . -
P = = [ (3 Hy) Yom(@) doB(e, ).
o (TL + 1) B(0,r) (ZL‘ P ) ) (I) (C r)

Démonstration. Nous montrons que le champ électrique E;eg donné par (3.24) est a
rotationnel et a divergence nuls, le calcul étant identique en champ magnétique. Nous
supposons que le centre ¢ est 'origine afin de simplifier les calculs. Nous introduisons
les formules intrinseques du rotationnel et de la divergence appliqués a un champ de
vecteurs régulier u = u,; T + u,, ou u,, = u - T désigne la partie radiale de u relativement

a lorigine et u, la partie tangentielle u, = u — u, ¥ de u, qui sont données par

1 1 1 - 1 1.
VX u= E(rotg w)T + EI‘Otg Uy + EaR (RT X uy), V-u= ?aR <R2 ur) + Eleg U,

afin de les appliquer a (3.24). Nous obtenons

Ir 1 & = /e\Z;Lm ~ ~ ~
Vx EF(X) = o E_;m;n T (= (n+ DrotsY, . (7) — (n+1)T x VsY,,,u(2)) =0,
Treg I & éfz,m ~ . ~
VEE(X) = 5 ) ; o (n(n + 1)Ym(3) + divsVsY, m(3)) = 0.

Ces égalités sont obtenues en utilisant les propriétés suivantes, concernant les opéra-

teurs surfaciques et les harmoniques sphériques,

I‘OtsVstm = 0, T X VgYnym = —I‘Othmm, dngVSYn’m = —n(n + 1)Yn,m~ (326)

]

87



Chapitre 3. Les développements asymptotiques raccordés

3.2.3 Décomposition modale emboitée

Dans cette Section, nous nous intéressons a la décomposition modale des solutions
des problemes de Maxwell emboités (3.13), s’appliquant aux différents termes issus de
la partie singuliere (E\;i“g, ﬁ;ing) de (E\p, ﬁp). Les décompositions modales sont intro-

duites dans le domaine R? \ B(0, r) défini comme dans le Paragraphe précédent.

Proposition 3.5. Pour tout p > 1 et pour tout ¢ = 1, ..., p, les champs électromagnétiques
E,, et H,, vérifiant les équations emboitées (3.13) dans Q admettent la décomposition
modale suivante dans L*(R3 \ B(0,r)),

n

—~

0
NE

E, (X > &L (R)rotsY,  (2) + &2 (R) VYo m(T) + €053 (R) Yo m ()2,
n=1m=—n
Hy(X)=3" Z R)rotsY;, m(2) + %2 (R)Vs Y, m(E) + M5 (R)Y,, 0 ()7,
n=1m=—
(3.27)

ott les coefficients radiaux &2%* et h24F pour k = 1,2, 3 sont donnés par

C4 .y
epf I(R) — v l bn,ﬂ—n—2 hp—¢ hpé 1( ) 1K 1 hnf n—2 ~p—¢
n,m Rn+2—€ n hn,—n—l n,m? n,m Rn+2 . n [] _1 n,m?
¢ ¢
ep,@ 2( ) _ K {—n hn,é—n—l ~p—L /Hp’é’2(R) _ K {—n hn,[—n—l /pré
o B RF2-6 p bn,*nfl mm’ o - RH2E hn —n—1 mm
et3(R) = : (n+ I)Mép_é hPG3(R) = — ‘ (n + 1)M ho !
Rn+2_£ bn,—n—l mm om Rt2¢ bn —n—1
(3.28)

Démonstration. Nous montrons que le champ électrique E\pjg défini par (3.27) vérifie
les équations issues du premier systeme de (3.13), le calcul pouvant étre calqué a partir

de celui-ci pour le champ magnétique. Nous supposons que le centre ¢ est 'origine du
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repere. Nous exprimons le rotationnel de E,, sous la forme suivante

V X Ep’g =
n

>y (vx E,). 1otsVom+ (V% Eypr). VYot (VX Bye), Yo7,

n=1m=-n

que nous cherchons a identifier avec la décomposition modale de ixH,_; ;. Les coef-

ficients radiaux associés a V x E, , peuvent étre explicités de la maniere suivante

- 1 o ].,\ Z 3 p’z72 . lﬁg_l 1 6(]. + 2n - g)hnj_n_l Apfé
(v X Ep’e)nﬂn - Regm o 78 |: € ’m:| =1k RTL‘FQ*(Z*l) ; hn 1 envm’
-1
£ ) : K (l—1)=n bpe-1)—n-1 pp_y
(v X Ep’g)n,m - 78}1[ ep } - rnt+2—(6-1) n hn —n—1 hfz,m
— \3 nn+1) ., ) K1 Be—1)—n—1 o
(V % EM)W = = iR L (D

en utilisant les propriétés (3.26) ainsi que rotgerotsY,, ,, = n(n + 1)Y,, .. En vérifiant de

plus que ((1 + 21 — £)Be—n—1 = by e—n—s, il suit que

n,m

(VXE\M); =ik hp Le-Ll (VXE\ZMZ)Q =ik hp Le-12 (VXE\M)?) — ik he LE13,

,m n,m n,m

Remarque 3.2. Dans les expressions (3.28), interviennent les coefficients spectraux €l ,
et ﬁﬁym issus des décompositions modales associées aux parties régulieres E\;eg et f{\;eg. Par
ailleurs, nous observons que les décompositions modales introduites ci-dessus peuvent éga-
lement s’appliquer lorsque ¢ = 0 et celles-ci correspondent aux décompositions modales

(3.24) d’apres les égalités suivantes,

e%l(R) =0 eP02(R) = &hm e9(R) = —(n+1) Ehm
: mm i’ R’

/Hp,O,l(R) -0 hpE 2( ) hgm /Hp,O,?)(R) (77, + 1) hzm
n,m n,m Rn+2’ n,m Rn+2

La remarque précédente nous permet de généraliser la décomposition modale des
solutions E\p et qu des problémes emboités (3.11)-(3.12).

Proposition 3.6. Les p-iémes termes (E,, H,) issus du développement interne admettent
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le développement de Taylor suivant, lorsque R — +o0,

— pP—q— 2 n
Z Z Z ep q+n+21 )I‘Othan([/E\)+€%’%_n+272<R)VSYn,m(‘%)

g=—00 n=—q—2m=-n

+ & 2I(R)Y,, 0 (T)T

’ (3.29)
et
p—3 p—g—=2 n ™
Z Z Z hp Q+n+21 )I‘Othmm(f/L‘\) + hﬁ’,ﬂnﬁ’Q(R)stn,m(@
qg=—00 n=—q—2m=-n
+ H%g:{nJrQ’g R Ynm ).
, (R)Ynm(%) (3.30)

Remarque 3.3. Dans les développements en série de Taylor précédents, nous avons pour

a :éouﬁetpourk; =1,2,3
ab It 2k (R) = O(RY) lorsque R — +00.

Démonstration. Nous nous intéressons au champ électrique. D’apres la Proposition 3.5
et la Remarque 3.2, les p-iemes termes issus du développement interne admettent la

décomposition modale suivante,
p
E, = Z Ep.
=0

ou pour tout £ = 0,...,p, E\pﬁg se décompose sous la forme (3.27). Pour obtenir le
résultat, nous échangeons dans un premier temps, les sommes portant sur l'indice ¢ =
0,...,p et sur Iindice n = 1,..., 00, puis nous effectuons le changement d’indice ¢ =
¢ —n — 2, de sorte a faire apparaitre une puissance ¢-ieme de R dans les coefficients

radiaux. Il apparait la série sur

oo p—n—2

> > rU{.}.

n=1qg=—n—2
Enfin, il suffit de remarquer que n > let —n —2 < ¢ < p —n — 2 est équivalent a
g<p—3et—q—-2<n<p—q-—2.

Remarque 3.4. Lorsque lobstacle est de forme sphérique, le domaine de validité des dé-
compositions modales (3.27) est le domaine extérieur Q = R3\ B(0, 1) et de plus, Uintégrale
dans les coefficients spectraux (3.25) est effectuée sur la sphére unité S qui est également la

frontiere du domaine I. Ainsi, en vue d’obtenir les conditions a la frontiere suggérées dans
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les problemes (3.11) et (3.12), les coefficients spectraux €, et h? = peuvent étre exprimés

sous la forme

" 1 1 =5 o = C—nbpon1 4,
E— — | (Z x E™(X)) -rotsY, ,(2)dl =3 &k’ “menm gpt
o = ) X B0) - rotaT (0) -3 e
oot 3 1/(3?.1?11'"C(X))Y (%) df—f}&w he=t.
w41 o= al Jv b o = bnna M

(3.31)

Dans les expressions précédentes, la premiére partie correspond a la contribution du champ
incident (EZ’;”C, H n¢) défini par (2.22). Les termes intervenant sous le signe somme allant de
¢ =1 a p proviennent de la contribution de la partie site singuliére, provenant des solutions

particuliéres des équations emboitées.

3.2.4 Raccord des solutions

Le principe de raccord est basé sur I'identification des séries (3.22)-(3.23) avec les
séries (3.29)-(3.30). Les conditions de raccord (3.2) qui portent explicitement sur les
champs angulaires (Eg, ﬁg ) et (E‘g , ﬁg ) issus des développements de Taylor des p-iemes
termes des développements asymptotiques, associés a la g-ieme puissance de r (ou de

R), peuvent étre transférées sur les coefficients spectraux &, h? et@r  h?

n,m’ " 'n,m n,m’ ' 'n,m*

Proposition 3.7. Les conditions de raccord (3.2) sont équivalentes a

/{n""Q n+2

apP v Ap—n-2

nm - n,m
lnhn,fnfl

K

et he, =
n,m :
lnbn,fnfl

ho-n=2, (3.32)
Démonstration. 1l s’agit d’expliciter les champs angulaires (Eg : ﬁg) et (Eg, ﬁg) et de
les identifier a I'aide de (3.2). Nous supposons que c correspond a l'origine. D’apres la

Proposition 3.3, nous avons, pour ¢ > —p,

— p—2 n
B =5 > @0 (nn 4 )Y (B3 4 (1 + 2)VsY,(@))
n=1m=-n

+ Hﬁm BnqrotsYs, . (Z)
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et

D=5 3 Wi (3004 Don(D5 + (1 + 2 Vson(7)

+ 'ev%m B rotsY, . (Z).

De plus, d’apres la Proposition 3.6, nous avons pour tout ¢ < p — 3,

p—q—2

>

Z”: a2 ’fihmzﬂ(n(n +1)Yom(2)Z + (¢ + 2)V5Yn,m(f))

n=—q—2m=——n nbn,fnfl
2 en42
to—g—n—2 1A brg rotsY, (T
—h ! v — $¥pm (T
’ n bn,—n—l ( )
et
p a2 n n—2 K" hn q+1 )7 T
Z Z hp 0= 7(71(71 + 1)Ym(Z)Z + (¢ + Q)Vsyn,m@))
n=——q—2m=——n nbn,—n—l
s n42
S P oy, (@),

nhnnl

ol, par convention, nous imposons la nullité des coefficients spectraux lorsque n < 1.
Ainsi, en identifiant, pour ¢ = —p,...,—1, les champs (Evg,ﬁg) avec (Eq+q,H§+q), et
d’apres l'orthogonalité des harmoniques sphériques vectorielles, nous obtenons l'iden-
tité (3.32) indépendante de ¢q. Nous obtenons cette méme identité en pour le raccord
H,). s

concernant les champs (Eq H 7) avec (Eg .

La condition de raccord (3.32) montre que, puisque n > 1, les p-iemes termes du
développement externe sont reliés aux termes du développement interne de I'ordre 0 a
I'ordre p—3. Nous observons un décalage de trois termes dans les développements ce qui
signifie que le troisiéme terme du développement externe est relié au terme d’ordre zéro
du développement interne, le quatrieme terme du développement externe aux termes

d’ordre zéro et un du développement interne et ainsi de suite.
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3.3 Premiers termes

Dans la section précédente, nous avons déterminé les décompositions modales des
termes successifs associés aux développements externe et interne sans tenir compte des
conditions de frontiere. Leur prise en compte permet de déterminer 'ensemble des co-
efficients spectraux associés aux différentes décompositions modales et par conséquent
I'expression des termes successifs des développements asymptotiques. Dans cette Sec-
tion, nous explicitons les premiers termes, d’abord dans le cas sphérique, puis dans un
cadre général. Nous rappelons que le développement interne (Ej, Hj) s’exprime sous la

forme
Es=FEy+0E +6Ey+..., H;=H,+0H, +8Hy+...,
tandis que le développement externe (E;, IAf(;) s’écrit
Es=0FE;+ 0 E,+6°Es+ ..., H;=0H;+ 6" H,+ 6 Hs +....

Dans cette Section, nous nous intéressons donc a ces quatre fois trois termes.

3.3.1 Lemmes préliminaires

Dans ce Paragraphe, nous introduisons deux lemmes techniques ayant pour but de

faciliter le calcul des projections (3.31) dans la suite.

Lemme 1. Soit uw un vecteur constant de C? et notons (uy,) pour k = 1,2, 3 ses coordonnées
cartésiennes. Pour tout T € 8, les parties radiales et tangentielles de u s’expriment dans la

base des harmoniques sphériques sous la forme

R Uy +iug (87 Uy — iug |87 47
u=2 2y, 4+ 2 [y, | —Y;
T-u 5 3 111 + 5 3 11 + U3 3 110,
~ N + i /8 —1i /8 14
(x X u) X T = % §V5H771 + % ng}/Lfl + us ?TFVSYLO.

Lemme 2. Soit M une matrice carrée d’ordre 3 a valeurs dans C et notons (m;;) pour
i,j = 1,2,3 ses coordonnées dans la base canonique. Pour tout T € 8, les parties radiales

et tangentielles du vecteur M T s’expriment dans la base des harmoniques sphériques sous
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la forme

R R mii1—m 8 mio+m 8
z-(Mz) = % TE)(YM + Y2,72> + % E(YM - Yz,fz)—i-

mi3 -+ ms 1 & ma3 + msa 8 )
2\/¥ (Vaa +¥a0) + =50 55 (1 = o)+ 2% Yo

et

(Zx (M7Z)) xT=

2msz3 —my — Moo (4w myg — Moo |87
k) k) ) _ Y k] ’ _ Y_ Y
5 \/45Vs 270+74 V15 (Vs 9,—2 + Vs 2,2)

my3+ms; |87 Mmao3 +mszo |87
e (VYo + VsYan ) + =222 [0 (VsYan — VsYa )

My +moy |87 mg1 — m 8
4 % E(VS)/Q’Q — Vgifz_g) + 37141.173\/2(1'0138)/1,1 - rOtS}/l,—l)

M3o — M 8 Mol — M 47
4 %2 723 —(rothm + rotsYL,l) + M\/?rotg}ﬁ,o.

4 3 2

3.3.2 Cas sphérique

Nous supposons que l'obstacle B; est la boule B(c,d). Nous rappelons que dans ce

cas, les domaines de champ proche et de champ lointain sont donnés par

Q =R\ B(0,1) et O =R\{c},

etdeplusxz = c+r7et X = RTavecr = |x —c|, R = § et T = <. Puisque le
développement externe commence au troisieme ordre, nous nous intéressons d’abord

au développement interne.

Les termes d’ordre zéro dans le développement interne vérifient les problemes (3.5)
et (3.6). En résolvant ce probléme a I'aide de la séparation de variables, nous obtenons

la Proposition suivante.
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Proposition 3.8. Les termes E, et H, issus du développement interne sont donnés par

Ewm_éxaﬁEm@ﬁ—Em@%.ﬁﬁw_—AA%ﬁHW@ﬁ—HW@)

(3.33)

Démonstration. Comme E, et H, vérifient les problemes de Maxwell statiques (3.8)-
(3.9), les décompositions modales (3.24) ont lieu. De plus, les conditions n x Eo =
—n x E™(¢) et n- Hy = —n - H™(c) sur la frontiere I nous donnent, d’aprés (3.31)

et le Lemme 1,

1 /8m inc . rninc . . o
_2\/Z(E (c) +iE3 (C)) sin=1etm=—1,

1
,/;EIHC() sin=1etm =0,

13 .
—y/;@w%) iE(c)) sin=1etm=1,

0 sin>1,
1 /8 - .
4,/ ; (H“‘C( )+ iH;nC(c)> sin=1etm=—1,

1 /4
oo 21/;}[““() sin=1etm =0,

4\/? (Hmc( ) — iHénc(C)) sin=1etm =1,

0 sin>1,

L

n,m

(3.34)

ol Ei"(c) et H"*(c) désignent les k-iémes composantes de E'"(c) et H™™(¢). Ainsi, les

termes E, et H, s’écrivent sous la forme de sommes finies

I 1 U .
=R Z |:VS}/1,m —2Y1me, et H,=

(3.35)

En injectant I'expression des coefficients spectraux a l'intérieur des développements,
puis en regroupant les termes suivant les différents composantes E™™(c) et en rempla-

cant les harmoniques sphériques par leur expression dans les coordonnées sphériques,
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Chapitre 3. Les développements asymptotiques raccordés

nous obtenons pour le champ électrique

- Einc
E), = iR:J,(C) 2sind cos p e, — cosf cos p ey + sin p e,
Einc
+ QRS(C) 2sinfsinp e, — costsiny ey — cosp e,
Einc c
+ 3R3( ) {QCOSQGT +sinf ey)|.

Enfin, pour chaque expression entre crochets, nous reconnaissons 3(ey, - e.) — ey, pour
k = 1,2,3 ce qui nous amene au résultat (3.33). Le calcul est similaire pour le champ

magnétique H,. O

Les termes du premier ordre dans le développement interne vérifient les problémes

de Maxwell emboités donnés par

V x E, = icH, dans Q, - - R
— ~ H, = —ikE Q
v.EB =0 dans 0. \Y ><A 1 ikEq dans 2
—~ ~ -H; =0 d Q
n x E; = —n x (Jgn(c)Z) sur I, v Al ans R
. n-H =-n-(Jgn(c)Z sur [
[on-Edl =0, S Jre(€)0)
/T H, =0R™") R — 00,
E =0®R™M) R — 00,

ou J; désigne la matrice jacobienne de f. La résolution par séparation de variables nous

meéne a la Proposition suivante :

Proposition 3.9. Les termes E; et H, issus du développement interne sont donnés par

— 1 . s . - 3,\ AN\ A~ 1K ~ inc
Bi(X) = o (~(0 x GFh(0)2) x 3+ 57+ (Up(e) 7)) + 55 7 x H™(c),
_ 1 /2 ' .

H\(X) = (3@ X (J(c)2)) X & — & - (Jggue(c) :z);f) + 27 x B (c),

sym

ou J7™ désigne la partie symétrique de Jy définie par J3™ = 3 (J g0 })

Pour démontrer cette Proposition, nous suivons la stratégie présentée dans la Section

3.1.2 et nous décomposons les champs E; et H; sous la forme

E\1 = /E\l,O + /E\1,1 et ﬁl = ﬁl,() + ﬁu
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3.3. Premiers termes

ol 177170 et I/fl,o (ou E\{eg et ﬁ{eg) vérifient les problémes statiques (3.11)-(3.12) pour
p = 1 et les champs E\Ll et I?Im sont des solutions particulieres des problemes (3.13)

pour p =1 et ¢ = 1, donnés par

V x -/E\l,l = iIiI/T\IO dans Q,
\VAR E\Ll =0 dans Q,
/\’n . E\l,l df = O,

r

V x f{\m = —imE\O dans Q,
et V-H; ;=0 dans O, (3.36)
I/T\[Ll = O(R_l) R — +o00,

E,=0R™M) R — +00,

en remarquant que Ey, = Ey et Hyy = H,. Nous énoncons deux résultats intermé-

diaires qui permettent de démontrer la Proposition 3.9.

Proposition 3.10. Une solution particuliére (E\m, H 11) de (3.36) est donnée par

— 1

R inc Tr ik ~ inc
El,l(X) Tx H (C), Hl,l(X> = gtﬁ x FE (C)

T 2R?

Démonstration. D’apres la Proposition 3.5 et les expressions (3.34), nous déduisons que

les champs E\l,l et H 11 admettent la décomposition modale suivante
= in &K - i 1
El,l = —E Z h(l)ymrothl,m et H171 = — Z 6(1]7m1'0t5Y1,m.
m=—1 m=—
De plus, d’apres (3.35), nous avons

1
Z é?jmrothLm =FEy(z) x & et Z h?jmrothLm =Hy(z) xz. (3.37)

m=—1 m=—1
Nous obtenons le résultat en notant que Ey(Z) x 7 = 7 x E™(c) et Hy(Z) X T =

—3& x H™(c) d’apres la Proposition 3.8. O

La Proposition suivante concerne la partie réguliere F ; et H, o, qui vérifie les équa-

tions de Maxwell statiques homogenes munies des conditions de frontiere respectives

nxEo=-nxImez) e n-Hgy=-n-Jge(c)z) surl. (3.38)

Remarque 3.5. La premieére condition est obtenue a partir de Uidentité suivante

i i = 1 inc = 1
%ch) x &= (V x B"(e)) x & = (Jome(c) = Tgne()T). (3.39)
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Proposition 3.11. La solution (ELQ, ﬁLO) des problémes respectifs (3.11)-(3.12) ou les

conditions a la frontiére s’expriment sous la forme (3.38), est donnée par

e 1 3

Bro(X) = o (~ (@ x (G3(0@) x 3+ 5 (@ Ten(©)2)7) .
3.40

—~ 1 /2

Hyo(X) = <3(@ x (JUm(C)T)) X T — 7 - (JHM(C)@)@) .

Démonstration. Comme ELO et H 1,0 Vérifient les problemes de Maxwell statiques (3.11)-
(3.12), les décompositions modales (3.24) ont lieu. De plus, les conditions a la frontiere
(3.38) qui s’expriment comme la trace d’un produit d’'une matrice constante et du vec-

teur 7, il suit, d’apres le Lemme 2 et les expressions (3.31), que

1 8 : i . inc inc :
‘4\/5(01Ei““(c)—02E;“C(C)+1(92E1 (€) + DEP(c))) i (n,m) = (2,-2)
1 /8 - i i i i
- 4\/5 (BB (e) + OB () +1 (D EF(e) + 2B (c))) s (n,m) = (2, 1),
1 4w inc inc inc :
g 2\/;(8@ () + 2 E(c) — 205E(c) ) si (n,m) = (2,0),
7 1 /8 : i . inc inc :
~ 1\ 15 (BET(@) — 0P (e) — 1 (BsE5"(e) + Do(e)))  si (m.m) = (2,1),
1 /8 i i ; inc inc :
— T2 (OE(0) = BEF“(e) =1 (BET () + HEP () si(mm) = (2,2),
0 sin=1oun > 2,
(3.41)
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et
é\/87 (0L H(c) — O HY(c) +1 (02H™(c) + D1 HP(c))) si (n,m) = (2,-2),
(ﬂ/f (05 H™(c) + 01 H(c) +1 (05 HP(c) + 0, HI (c))) si (n,m) = (2,-1),
0 é\FaSH;m(c) Si (n,m) = (2,0),
(1), ?g (95 H{™(c) — 01 H(c) — i (05 HI () + 0 H(c)))  si (n,m) = (2,1),
é\/? (01" (c) — Do HP () — i (02 H™(¢) + 01 HY(c)))  si (n,m) = (2,2),
0 sin=1oun > 2,

(3.42)

ol 9; i et 9; Hi™ désignent les dérivées partielles de Ei™ et Hi" par rapport a la j-iéme
variable z;. Ainsi, les termes E\Lo et H 1,0 S'écrivent sous la forme de sommes finies

1 & — 1 & o

7 Z vSYrQ,m - 3}/2,mx] et Hl,O = @ Z h27m [VS}/Q,m - 3Yv2,mx] .

m=—2

E o=

(3.43)

Nous séparons le calcul en deux parties : partie tangentielle et partie normale. En injec-
tant I’expression des coefficients spectraux et 'expression des harmoniques sphériques

a l'intérieur des décompositions modales, nous obtenons pour la partie tangentielle du
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champ électrique

(T X Eyp) X T = —{ (81Emc( ) — @E;“C(O)) [cos 0sin 6 cos 2¢ ey — sin fsin 2¢ eq,}
+ (aQE;“C( )+ alEénc(O)> {cos 6 sin 0 sin 2¢ ey + sin 0 cos 2¢ e¢}
+ (83E§HC(O) + alEénC(OD [cos 20 cos p eg — cosfsin ¢ ew}
+ (83E;“C(O) + @E;“C(O)) {cos 20 sin p ey + cos 6 cos ¢ eg,}

+ (alE;HC(O) + 0, E(0) — zagE;;lC(O)) cos fsin 0 eg}

et pour sa partie normale

3 . .
{ 01 EP(0) — 0, E°(0) ) sin® 0 cos 20 + (0, E"°(0) + 0y EF(0)) sin® 0 sin 2
+ 2(81Emc + 93 B¢ (0 )) cos 0sin  cos p + 2 (83E;“C(O) + 82E§“C(O)> cos 0 sin 0 sin ¢

1 . . .
— 5 (QEP(0) + D E54(0) — 20, E°(0) ) (Beos 6 — 1)}.

Pour la partie tangentielle, nous cherchons a factoriser par les différentes composantes
des vecteurs Jginc(c)7 et a faire apparaitre le rotationnel V x E™(c). Apres simplifica-

tions, nous obtenons

(3 x Bro) x & = —R14(f X (T gme(€))) X 7 + 27(v « E™(c)) x 7.
1

— _g(f X (J%’fnm(c)ij\)) X T.

La derniere égalité est obtenue en utilisant I'identité (3.39). De méme pour la partie

normale, et en utilisant par ailleurs le fait que V - E™(c) = 0, nous obtenons

3 3

=T 2 inc o~ =~ ~ ~
T-Eiy= Iri (—3V -E"(c)+27 - (JEinc(c)a:)) = opil (Jginc(€)Z).
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Les termes du second ordre dans le développement interne vérifient les problemes de

Maxwell emboités donnés par

V x E\g = imfll dans Q,
V-E,=0 dans ,

- 1 -
nx By = —on x (2 Hgine()Z) sur I,

/\nE\QdeO,
r

E,=0R™M) R — 00,
et - . R
V x Hy = —ikE; dans €,
V-H,=0 dans Q,
n-H,= —;n- (2" Hggine (¢)T) sur T,
H,=0R™") R — 00,

ou H; désigne le tenseur hessien du second ordre associé¢ au champ de vecteurs f. La

résolution par séparation de variables mene a la Proposition suivante :

Proposition 3.12. Les termes E, et H, issus du développement interne sont donnés par

— 1 /(2 2k2 ;
EQ(X) - (3&7\ . (Z/lf\THEinc<C) EL'\)EL'\ + i(f N Emc(C)) T — *(./.'Zf\ X (EB\THEinc(C) f/lf\)) X f/L'\

—_

15

[\]

A~ Sym ~ I{'2 ~ inc ~ i/{: ~ Sym ~
— T3 (J]I{m(c) T)— g(x x E"(c)) x x) + @x X (Jéinc(c) z)

, 2

E"(c) + (7 B"(c))7)

et

_ 1 1 2 . 3
Hy(X)=— ( -3 Z- (2" Hyine(c)2) T — ’110(55 -H™(c)) 7 + g(f X (2 Hpgne()Z)) X T

R5
_ ﬁ 7 sym ~ 3714’2 = inc ~ ii/\ sym ~
72X (I3 (€)T) + 50 (T x H™(e)) x x) + 53 X (I () T)
3R2 =~ inc = inc ’12 inc = inc =
+ 8@ H™(c))z — H™(c)) — —(H"™(c) + (Z - H™(c))2).

4R
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Comme pour les termes précédents, nous décomposons la démonstration en trois

parties en décomposant les champs E, et H, sous la forme
Ey,=Fy)+ Ey; + Eyy et H,=H,,+ Hy; + Hy,,

ou les champs E\ZO et I?IQ,O vérifient les problemes (3.11)-(3.12) pour p = 2 et les
champs (./E’\QJ, 1/;1\-2’1) et (E‘\m, f{\m) sont des solutions particulieres de (3.13) pour p = 2

et { = 1,2, explicités ci-dessous,

V X E271 = iﬁ;Hl,O dans Q,

V-E,; =0 dans O, \Y% xjfzg = —ikE,, dans (AZ,
o~ ~ et V . H271 — 0 dans Q’ (3.44)
/An'E2,1dF:O, o
F HQ,l = O(R_l) R — +00,

E,; =OR™) R — 400,
et

V X ./E'\ZQ = iliﬁLl dans Q,
V- E\g,g =0 dans Q,
/\’n : E\ZQ df = O,

r

V x ﬁg}g = —i/ﬁ}E\l’l dans Q,
et V.-H,, =0 dans O, (3.45)
qu =O0R™M) R — +00.

E,, = OR™) R — +00,

La Proposition suivante caractérise des solutions particulieres des équations (3.44) et
(3.45).

Proposition 3.13. Une solution particuliére (E\m, ﬁm) de (3.44) est donnée par

"3 % (Tgne(C)3).

K N R —~
T X (JHinc(C>fE) et HQ}l(X) = ﬁ

Foi(X)=—
21(X) IR0
Une solution particuliére (E\gvg, ﬁgg) de (3.45) est donnée par

2 . 2

E},Q(X):E(Eim(c)ﬂfﬂim(c))f) et HM(X):—i(anC(c)+@-Him(c))f).

Démonstration. Calcul de (E\QJ, ﬁm). D’apres la Proposition 3.5 et les expressions (3.41)-
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3.3. Premiers termes

(3.42), les champs EM et I?IQJ admettent la décomposition modale suivante

E. mi:ﬁl tsV: et H mij“ tsV:
= - Tro m = — € IO m-
2,1 2R3 e 2.m §¥2, 2,1 2R3 S 2, 8§42,
De plus, d’apres (3.43), nous obtenons
2 . 2 N -
> & rotsYa,, = Eo(T) X T et > hyrotsYs,, = Hyo(Z) ¥ Z,
m=—2 m=—2
qui, d’apres (3.40), sont donnés par
—~ 2 R — R
E (2)xT= —3Tx (Jginc(€)T) et H,,(Z) x T =7 x (Jgn(c)T).

Calcul de (Eg,g, ﬁgg). D’aprées la Proposition 3.5 et les expressions (3.34), les champs

177272 et ﬁm admettent la décomposition modale suivante

A /{2 1 N R . Ii2 1 N R
E,, = ~on > & [VsYim +2Y1,,3] et Hyy= o > Y Vs +2Y1,, 7).

m=—1 m=—1

En utilisant (3.35), nous obtenons

1 1
> &, VsYim = (Z x Ey(2)) x 1, > hY . VsYi, = (& x Hy(Z)) X Z,
m=—1 m=—1
1 1
2 > & Yim=—7- Ey(2) et 2y h{ Yi,T=-2 Hy).
m=—1 m=—1
(3.46)

Finalement, d’apres (3.33), nous avons

— _ N ) |
(& x Eo(7)) x 7 = —(% x E™(c)) x 1, (2 x Ho(@)) x 7 = 5 (2 x H™(c)) x &,
E, i = 3 .
—7-Ey(z) =31 E™(c), et —7-Hy(7) = 553 - H™(c)
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La partie réguliere 177270 et I?IQ,O vérifie les équations de Maxwell statiques homogenes

munies des conditions de frontiere respectives

- 1 i -

n x Byy = —5n x (2 Hpue(€)7) + 53 x (Tpw()) x 7) - % x E"(c) sur T,
Ir 1 ~T =~ I€2,\ inc I
n-Hyy= —5T (z' Hyine(c)T) + 5T H"™(c) sur I'.
(3.47)

Proposition 3.14. La solution (./E'\Qyo, ﬁzo) des problemes respectifs (3.11)-(3.12) munis

des conditions de frontiére (3.47), est donnée par

1 1 iK K2

E,o(X) = = ( - 5@ x (2 Hgne(c)Z)) X T+ — ; (I (c)Z) x T — E(gg x E™(c)) x 7
+ g(f- (2 "Hpin (c)Z))Z + 21“5( -Ei"C(c)):f> + 130’; (3@ -E™(c))z — E™( )

et
T 1 3 ~ ~ ~ ~ 1K sym ~ ~ 3"{/2 ~ inc ~
H,y(X) = R5<8(x x (2 Hgin(€)Z)) x T + Z(Jﬁ;’im(c)x) X T+ %(x x H™(c)) x &
L ~T ~\\ 5 52 = inc = 3’%2 = inc =~ inc
- §(x -( Hyine(€)Z))T — E(:p -H"™(c))z | + TE 3(z- H™(c))z — H™(0) ).

A présent, nous passons a la description des termes issus du développement externe.
Les termes successifs du développement externe sont obtenus a partir de la décomposi-

tion modale (3.21) et les conditions de raccord (3.32).
Proposition 3.15. Les termes E; et Hj issus du développement externe sont donnés par

h(l)( r)

— 3 . ~ . .
Es(z) = —%hg”(m«)af x H™(c) — k*h\Y (k1) (Z x E™(c)) x & — 2x° (- E™(c))z,

ikr
T 37,(1) & inc "i3~(1) & inc -~ 3h§1)("€74) -~ inc &
H;(x) = —r’hy (k)T x E™(c) + ?hl (kr)(Z x H™(¢)) x T+ k"———=(z - H™(¢))Z.
ikr

Démonstration. En substituant les expressions (3.32) a l'intérieur des décompositions
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modales (3.21), nous obtenons

1
Es(x) = &* hgl)(/fr) > h?,ml"()tsyl,m

2h(1) h(l)/ 1 9 2h(1) 1
K hy (kr) + krhy’ (KT) Z /e\(l),mvSYi,m+T/{ i 7Sm“) Z é(l],myl,mf

m=—1 m=—1

i T

et

1
H;(x) = —&* hgl)(m’) > &, rotsYy,,

m=—1

2 h(l) h(l)' 1 942 h
ﬁ 1 (kr) + Kkrhy (k) Z o VsVin+ /{ Z h Vg
1 r m=—1 ’ 1 m=—1
Le résultat est obtenu en utilisant les relations (3.37) et (3.46). O

En reproduisant ce raisonnement pour les termes FE, et H,, nous obtenons F, = 0 et
H,=0carh), =& =h, =¢,6 =0pourtout —n < m < n,avecn =1oun =2.
En revanche, il vient que les termes du cinquiéme ordre sont non-nuls comme cela est

montré dans la Proposition suivante.

Proposition 3.16. Les termes Es et H; issus du développement externe sont donnés par

3/1 P inc Sﬁ T = inc ~ 3H5 hgl)(lﬂﬂ) ~ inc =~
E5( ) 7Oh (KJT)I' X H ( ) — 70]7/ ( 7")(1‘ x E (C)) X T — ?7(% -F (C))$
4 B 4
— B0 (kr)z x (12 (e)7) — ihgl)(m)(f X (J2™ (e)3)) x & — K (57) o (D p(€)3)3
9 6 2 ikr
et
. . , 5 3 (1) .
H,(z) —3ih (k)T x B (c) — SR () (@ x H(e)) x 7 — S ) o ppine o)
10 10 5 ikr
! h(l)( )

4
- %hgl)(m")i X (I (e)Z) + %hg (rr)(@ x (Inc(e))) x &+ 5 (@ - (Dggine (€)2)7.

kT

Démonstration. En substituant les expressions (3.32) dans les décompositions modales
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(3.21) et en notant que &2 = h? = 0 pour tout —3 < m < 3, nous obtenons
q 3,m 3,m p

~ 1 2 4 2
Es(x) = %hél)(ma) > h;mrotg}é,m%—%hgl)(m) > 8., VsYom

m=—2 m=—2
1
K4h§')("i7’) 2 .
KT =0 m=——1
1 (1) 1
~ hy’ (kr
+ R RO (k1) 3D & VsV, + 267 1“; ) S & Vi

m=—1 m=—1

et

N p 2 P 2
Hy(x) = — 1y (sr) Y0 &, rotsYo + o hy(sr) 32 b3, VsYan

m=—2 m=—2
h(l) K 2 ~ 1 ~
+ 11421/; ) 22 h;vag,m T — K hgl)(/{r) 21 eimrothLm

~0 LI MV (kr) &K -
+ RN (k) S B2 VsYi, 42680 22 ST R Vi, T
' 1KT ’

m=—1 m=—1

Pour obtenir le résultat, il faut ensuite utiliser les relations (3.37), (3.46) et de plus

2 2
Y 8, VYo = (2 x Ei(2)) x 1, > by, VsYo,, = (& x Hip(2)) x Z,
m=—2 m=—2
2 . 3 . -
3 ) @, Yom=—1-Ei(Z) et 3> hy, Yo,T=-7 Hy(z),
m=—2 m=—2

obtenues a 'aide de (3.43), qui, d’apres (3.40), sont données par

D) S ~ ~ ~ 7 ~ ~ 2 ~ s . ~
(T X Eo(7) xT=—(Zx (JTgm(c)®)) xZ, (TxH () xT= g(:zr X (I3 (€))) x Z,
-~ 3 —— R R svm R
— - EL()(;'L'\) = —5 x- (JEinc(C)f/L'\), —T- Hl,o(l') =" (JEyim(C)ZE).
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3.3.3 Cas général

Nous supposons que l'obstacle B; = ¢ + 6B a une forme arbitraire. Dans ce cas, les
termes issus du développement interne n’ont plus de forme analytique. Il est toujours
possible d’écrire le développement externe de maniere semi-analytique car les termes
successifs sont définis dans le domaine épointé qui est une géométrie a caractére sphé-
rique. En revanche, les coefficients spectraux ne peuvent plus étre explicités analytique-
ment. Il est nécessaire d’introduire la notion de tenseurs de polarisation et de masse
virtuelle (virtual mass en anglais) comme cela est présenté dans Keller et al. (1972) par

exemple.

Nous considérons le potentiel scalaire statique V, vérifiant le probleme

AV, =0 dans 0,
Ve=E™(c)-Z+c sur T,
Ve =
dl'=10
T On ’
Ve=O(R?) lorsque R — +00.

Ce potentiel peut étre décomposé sous la forme suivante
Ve = (E™(c) - e1)1 + (E™(c) - e2)¢2 + (E™(c) - €3)¢3,

ou pour k£ = 1,2, 3, les fonctions ¢, désignent des potentiels statiques vérifiant '’équation
de Laplace homogene dans le domaine extérieur €, une condition de décroissance a

l'infini et la condition a la frontiére suivante
Or = Tk + ¢k sur I,

avec rp = x - e et les constantes ¢, sont déterminées a I'aide de la condition de charge

nulle
/A n -V, dl = 0.
I

A partir de ces potentiels élémentaires ¢, nous définissons le tenseur de polarisation.

Définition 3.1. Le tenseur de polarisation [P est défini a partir de ses composantes (P,;)

données par
B = —/A:cz-(n - Vg;)dl' = /aw” - V¢, dQ.
r
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A présent, nous considérons le potentiel scalaire statique V4, vérifiant le probléme

AV, =0 dans ),
%‘21 —n - H™(c) sur T,
Vh = O(R™?) lorsque R — +0o0.

De la méme maniére que pour V,, nous décomposons V}, sous la forme suivante,
Vi = (H™(c) - ey + (H™(c) - e2)ih + (H™(c) - e3)¢3,

ou pour k = 1,2, 3, les fonctions v, désignent des potentiels statiques vérifiant 'équation
de Laplace homogene dans le domaine extérieur ), une condition de décroissance &

I'infini et la condition a la frontiére suivante

———=mn-e sur I

on k
A partir de ces considérations, nous définissons le tenseur de masse virtuelle, intro-
duit pour la premiére fois dans Schiffer et Szego (1949) pour I’étude de I’écoulement

irrotationnel d’un fluide non-visqueux incompressible au travers d’'une surface rigide.

Définition 3.2. Le tenseur de masse virtuelle W est défini a partir de ses composantes (W;;)
données par
Wij = - /A(n : ei)wj df = %\ VQ/JJ . le dQ
r Q

Remarque 3.6. Les potentiels V, et V}, sont ceux introduits lors de la démonstration d’exis-
tence et l'unicité d’'une solution aux problémes en champ proche dans la Section 3.1.3, pour

p = 0. En particulier, nous avons EO =-VV, et ﬁo = -VV.

Les tenseurs de polarisation P et de masse virtuelle W peuvent s’écrire sous une
forme alternative faisant intervenir une intégration sur le volume 7" défini comme l'in-
tersection du domaine extérieur €) avec la plus petite boule ouverte contenant B. Cette

propriété est énoncée dans la Proposition suivante.

Proposition 3.17. Les tenseurs de polarisation P et de masse virtuelle W peuvent s’écrire

sous la forme
~ 1~ 3
BJZQ|B’6U+3/V61V¢] dv et WZ]:§|B|6Z]+§/7/GZV@/J] dqf/,
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ol \@| désigne le volume de B, 0;; désigne le symbole de Kronecker et ¥ désigne lintersec-

tion du domaine extérieur Q) avec la plus petite boule ouverte contenant B.

Démonstration. Cela est démontré par Keller et al. (1972) en utilisant le Théoreme sui-
vant : « Si B est une surface fermée et réguliére de R?, S est la plus petite sphere conte-
nant B, 0V est le volume intérieur a S et extérieur a B et u est un potentiel statique

régulier a 'extérieur de B, alors
/ a:(n-Vu)dB+2/ nudB+3/ VudéV =0,
B B 5V

ou n désigne le vecteur normal unitaire dirigé vers I'extérieur de B ». O]

Nous définissons enfin le tenseur de polarisabilité électrique et le tenseur de polari-

sabilité magnétique a partir des tenseurs de polarisation et de masse virtuelle.
Définition 3.3. Le tenseur de polarisabilité électrique P¢ est défini par
P* = |B|I + P,

ot |B| désigne le volume de B, 1 désigne la matrice identité d’ordre 3 et P désigne le tenseur

de polarisation. De plus, ses différentes composantes (Py;) sont données par
Ijiej =3 (|@’6U + /f/ei . V¢] d7/> >

ou ¥V désigne lintersection du domaine extérieur §2 avec la plus petite boule ouverte conte-

nant B. Le tenseur de polarisabilité magnétique P™ est défini par
P" = |B|l+ W,

ott W désigne le tenseur de masse virtuelle. De plus, ses différentes composantes (P]}) sont

données par
m D
Pi = (‘3|6ij + [f/ei - V), d7/) :

Remarque 3.7. Dans le cas d’un obstacle de forme sphérique, nous observons que ¥ = ()
car la plus petite boule ouverte contenant B est B. De plus, nous avons \@| = %”. Ainsi, les

tenseurs de polarisabilité électrique et magnétique se simplifient et sont donnés par

P¢ = 4xl et P = 271
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Les termes du troisieme ordre issus du développement externe peuvent s’exprimer a
'aide des tenseurs de polarisabilité électrique et de polarisabilité magnétique, introduits

dans la Définition 3.3. En particulier, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.18. Les termes E; et H; issus du développement externe sont donnés par

N 3 _ h(l)

Es(x) = %r WY (k1) x dy — Y (k1) (3 x de) x & — 211/;@(55 -de)z |,
i R m () hi" (sr)

Hg(m) = E _hl (KT)Z/L‘\ X de — h’l (/4:7“)(@'\ X dh) X ./flf\ — 27(@ . dh)Z/L‘\ s

ot d, et dy, sont deux éléments de C* donnés par
d, =P°E™(c) et dy, = -P"H™(c).

Cela est une généralisation du cas isotrope.

En général, les termes du quatriéme ordre E, et H, dans les développements externes
sont non-nuls. En effet, les termes E, et H, vont générer un terme quadripolaire et
les termes E; et H; vont générer un terme dipolaire. De méme, dans le cas général,
les termes d’ordre zéro E, et H, générent un terme octopolaire dans les termes du

cinquieme ordre des développements externes.

3.4 Conclusion

La méthode des développements asymptotiques raccordés permet d’obtenir des ap-
proximations des champs électromagnétiques a tout ordre. La justification théorique
passe par la démonstration de résultats d’existence et d’unicité d’une solution aux pro-
bléemes locaux et indépendants de ¢ vérifiés par les termes successifs des développe-
ments. Des estimations d’erreur, comme établies dans Korikov et Plamenevskii (2016)
pour les développements issus de la méthode multi-échelles, sont nécessaires et diffi-
ciles a mettre en ceuvre pour justifier que les développements asymptotiques définissent
de bonnes approximations de la solution exacte et que l'ordre de troncature fournit
un ordre d’approximation relié a une puissance de 6. D’apres la Section 2.2.2, mais
aussi comme cela est présenté dans Dauge et al. (2010) pour un probleme de coin, les
développements asymptotiques issus des deux méthodes (multi-échelles et raccordés)

sont reliés. En particulier, il est possible d’obtenir des estimations des développements
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asymptotiques raccordés a partir de leurs estimations sur les développements multi-
échelles. Toutefois, les ordres que les auteurs obtiennent apparaissent non-optimaux
vis-a-vis de nos résultats numériques qui seront présentés dans le Chapitre 5, mais aussi
des résultats obtenus dans Ammari et al. (2001) pour le premier ordre qui corrobore

nos résultats. Un relevement d’ordre théorique reste donc a mettre en place.

Par ailleurs, les développements asymptotiques raccordés fournissent des approxima-
tions analytiques dans le cadre d'un obstacle de forme particuliere comme une sphere
ou un ellipsoide — toute géométrie qui admet un systeme de coordonnées dans lequel
I'’équation est séparable. Les problemes locaux sont alors résolus a I'aide de la technique
de séparation de variables. Les notions de tenseur de polarisabilité électrique et de
polarisabilité magnétique permettent de généraliser sans encombre, de maniére semi-
analytique, les développements asymptotiques — au moins au premier ordre — pour le

probléme de diffraction par un obstacle de forme arbitraire.
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APPLICATIONS DES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la méthode des développements
asymptotiques raccordés dans son ensemble. Nous avons introduit un algorithme per-
mettant de construire successivement les différents termes des développements asymp-
totiques puis démontré l'existence et I'unicité de solutions aux problemes induits en
champ proche et en champ lointain. Le raccord des développements a été justifié a
I'aide des décompositions modales associées aux problemes de Maxwell harmoniques,
statiques et emboités. Enfin, nous avons détaillé 'obtention des premiers termes issus
de chacun des développements (interne et externe) et explicité analytiquement les trois

premiers termes dans le cas d’'une géométrie sphérique.
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Ce chapitre est dédié aux applications des développements asymptotiques que nous
avons obtenus. Dans un premier temps, nous donnons une interprétation physique des
termes successifs des développements asymptotiques. Cela permet, d'une part, d’iden-
tifier ces termes comme une combinaison de champs générés par des multipoles, qui
désignent des sources ponctuelles pour les équations de Maxwell et sont présentés dans
la Section 1.4. D’autre part, cette identification permet d’écrire sous une forme plus
synthétique les termes successifs des développements ce qui permettra en 'occurrence
de simplifier les applications induites. Dans un deuxieme temps, nous introduisons des
modeles asymptotiques réduits qui permettent de capturer le comportement principal
des développements et qui ne requiert pas la connaissance des dérivées successives as-
sociées aux champs incidents. Dans un troisieme temps, nous étendons les résultats
précédents au probleme de la diffraction multiple, d'une part, en considérant le pro-
bléme de diffraction simple par de multiples obstacles et qui correspond a la théorie de
Born, d’autre part, en incluant également les interactions entre obstacles a I'aide de la

théorie de Foldy-Lax.

4.1 Interprétation physique

Les termes successifs des développements asymptotiques sont caractérisés comme
une combinaison de champs qui correspondent a des champs générés par des multipdles
électromagnétiques, voir Section 1.4. Dans le Paragraphe 4.1.1, nous nous intéressons
aux termes issus du développement interne qui sont caractérisés par une combinaison
de champs statiques dans le cas d’'une géométrie sphérique. Dans le Paragraphe 4.1.2,
nous nous intéressons aux termes issus du développement externe, caractérisés, pour
n’importe quelle configuration géométrique, par une combinaison de champs générés

par des multipdles oscillants.

4.1.1 Développement interne

Dans le cadre d’'une géométrie sphérique, les termes E, et H, sont donnés par

1

E\O(X) = Rls (3(3 - E™(c))7 — Einc(c)) CHN(X) = -

(32 - H™(c))z — H"™(c)),

ol X = RZ avec R = |X|, comme cela est démontré dans la Proposition 3.8. En com-

parant ce résultat avec la Proposition 1.1 et son équivalent, donné dans le Corollaire 1,
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pour des sources magnétiques, nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 6. Le terme E, issu du développement interne peut étre identifié & un champ
électrique généré par un dipéle électrique statique de moment d, = 47w E™(c). Le terme H,

issu du développement interne peut étre identifié a un champ magnétique généré par un

dipdle magnétique statique de moment d, = —2mH™(c). De plus, nous avons Uécriture
sutvante
Eo(X) = Egglde](X) et Hy(X) = Higf[d](X).

Dans le cadre d’'une géométrie sphérique, les termes F; et H; sont donnés par

— 1 3 i .
Bi(X) = — (—(f X (T3 (e) D) X 74 5 8 - (T () f)):f) o0 E x H(c),

R4
Hy(X) = (3(55 X (I (e) 7)) X & — 7 - (Fggme(€) m) + 27 x E(e)

comme cela est démontré dans la Proposition 3.9. En comparant ce résultat avec les
expressions issues des Propositions 1.2 et 1.4 et des Corollaires 2 et 3, nous déduisons

le Corollaire suivant.

Corollaire 7. Le terme E; issu du développement interne peut étre identifié tel une combi-
naison de champs électriques, le premier étant généré par un dipole magnétique statique de

moment dy, défini dans le Corollaire 6, le second étant généré par un quadripdle électrique

sym

. 8 = . , :
statique de moment Q, = —?J minc(€). Le terme H, issu du développement interne peut
étre identifié tel une combinaison de champs magnétiques, le premier étant généré par un

dipdle électrique statique de moment d., défini dans le Corollaire 6, le second étant généré

sym

A i . 16
par un quadripdle magnétique statique de moment Qp, = TWJ sy (€). De plus, nous avons

Uécriture suivante

E\(X) = Eqgf [di](X) + EG[Q(X) et Hi(X) = Hyg[de](X) + Higf [Qu](X).

stat stat

Les termes suivants peuvent également étre représentés par une combinaison de
champs générés par des multipoles statiques. Cependant, il apparait de nouveaux termes
correspondant a des corrections, ou « ombres », issues des termes précédents, appelées
shadows en anglais. En particulier, ces « ombres » corrigent les traces des champs sur
la frontiére I et tiennent également compte du caractére emboité des équations. Dans

cette derniere assertion, il y a beaucoup de choses a comprendre : nous expliquons le
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cas électrique. A un ordre p fixé, le probléme vérifié par le p-iéme terme électrique du
développement asymptotique vérifie une équation emboitée munie d’'une condition por-
tant sur la trace tangentielle du champ électrique. Cela ne donne pas d’information sur
la partie normale. Par conséquent, il faut regarder le probleme magnétique a I'ordre
(p+ 1) pour déterminer une condition sur la partie normale du p-iéme terme électrique,
par le biais de 'équation emboitée vérifiée par ﬁpﬂ et E\p et de la condition a la fron-
tiere portant sur la trace normale du champ magnétique. Ainsi, nous pouvons prévoir
une partie octopolaire, une partie quadripolaire et une partie dipolaire, sans compter
les « ombres ». Toujours dans le cadre d’'une géométrie sphérique, nous avons 'écriture
suivante

By(X) = BEE(0.)(X) + BREQu(X) + BSSPE d.)(X) + RY(X),

stat stat 1 0

(4.1)
7 mag elec mag 3K m
Hy (X)) = Higf[On](X) + Hig[Qe](X) + Higf [~ - da](X) + R™(X),
ou les termes restants R¢ et R™ sont donnés par
R® = R§ipde] + R [Qn] et R™=Rg®(ds] + RGi(Qel,
avec
elec '%Q 2 inc inc =~
R(A)(X) = £ (5@ B™(e))7 - (7 x E™(c)) x 7
2
K mnc = mc
+ o (E™(0) + (@- E™(0))2),
RE(X) =~ (5 ™ (0))7 — 3 (7 x H™(e)) < 7)
aip (TR T oge T -
K inc = inc
1w (H™(e) + (2 - H™(0))2)
et
mag 1K =~ sym =~ elec ik -~ sym ~
quad[Qh]( ) = @l‘ X (JHinC<C)fE), et quad[Qe]( )= _47R5$ X (JEinc(C)$)-

Dans les expressions (4.1), O, et Oy désignent des tenseurs d’ordre 3 dépendant res-
pectivement de Hginc(c) et Hyine(c) et laissant au lecteur le soin de les expliciter, Q. et

Qn sont définis dans le Corollaire 7 et d. et dy sont donnés par le Corollaire 6. En ce

116



4.1. Interprétation physique

qui concerne les « ombres », le terme Rglig[de] est engendré par E, le terme R$;g[dh]

est engendré par H, le terme Re[Qe] par E, et enfin, le terme Rl Qn] par H,.

4.1.2 Développement externe

Rappelons que & = ¢ + rZ. Les termes E; et Hj issus du développement externe

peuvent s’écrire sous la forme

1KT

_ _ h(l)
Ey(z) = — (—h§1>(m):z < dn + W\ (kr)(Z x de) x T + 2&(@ : de)i) :

1KT

N ~ h(l)
Hy(z) = = (h&”(m)f x de + BV (k1) (2 x dy) x T + 2 (k1) (- dh)f) ,

avec d.,d;, € C3, d’aprés la Proposition 3.18. En comparant ces expressions a celles

issues de la Proposition 1.3 et du Corollaire 4, nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 8. Le terme E; issu du développement externe peut étre identifié tel une combi-
naison de champs électriques, le premier étant généré par un dipodle électrique oscillant de
moment d,, le second par un dipéle magnétique oscillant de moment dy. De méme, le terme
H; issu du développement externe peut étre identifié tel une combinaison de champs ma-
gnétiques, le premier étant généré par le dipole électrique oscillant, le second par le dipdle

magnétique oscillant. De plus, nous avons Uécriture suivante

Es(x) = E%[d](x — ¢) + E™¢[dy](xz — c)
Hj(x) = H[d,)(x — ¢) + H™¢[dy](z — ).

Les moments dipolaires d. et dj sont définis dans la Proposition 3.18.

Dans le cadre d’'une géométrie sphérique, les termes E; et Hj issus du développement

externe peuvent s’écrire sous la forme

N 4 ~ h(l)

Byfa)= (hé”wm  (QuE) + B ) (7 x (Qu) x 7+ 37 (Qef))f?)
3 2 2 (1) 2

- (hg”(m)fe x (-3’;dh) + 1" (k1) (@ (31’3018)) X T+ thié:r) (@ (?’l’gde))f)
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et
(1)
H;(@) = 16 (—hS)(m)f < (QeE) + B () (2 x (@) x 7+ 372 5 <th>>@)
™ 1KT
(1)
= ::; (hg”(m«)f x (?f;de) + 1P (k) (@ % (—3';2dh)) X T+ 2hliéf’") (@- (—&jdh))f) .

En comparant ces expressions a celles issues des Propositions 1.3 et 1.6 et des Corol-

laires 4 et 5, nous déduisons le Corollaire suivant.

Corollaire 9. Si [ = 8, le terme E; issu du développement externe peut étre identifié
tel une combinaison de quatre champs électriques, les deux premiers étant générés par
des quadripdles électrique et magnétique, les deux derniers étant générés par des dipoles
électrique et magnétique. Le terme H issu du développement externe peut étre identifié
tel une combinaison de quatre champs magnétiques générés par ces mémes multipoles. De
plus, nous avons Uécriture suivante
By(a) = B2 d (e o) + B2 a)@ - o) + Q) — o
+ E™¥[Qu](z — c)

et

Hy(z) = HE[>d)(@ - c) + Hmag[—?”;dh](w )+ H™[Q,](z - ¢)

10
+ H™®[Qp)(x — ).

Remarque 4.1. Les opérateurs de champ électrique et de champ magnétique E, EM¢,
Hee et H™S appliqués a un moment dipolaire d ou un moment quadripolaire Q sont

définis dans les Propositions 1.3 et 1.6 et dans les Corollaires 4 et 5.

4.2 Modeles réduits pour la diffraction simple

Les développements asymptotiques nécessitent la connaissance de la valeur en le
centre c de 'obstacle des dérivées des champs incidents. Pour le développement interne,
nous constatons qu’il intervient a 'ordre zéro la valeur des champs incidents en ¢, au

premier ordre, la valeur de leurs matrices jacobiennes en ¢, au deuxieme ordre, celle
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de leurs matrices hessiennes, et ainsi de suite. Pour le développement externe, cette
dépendance est décalée de trois termes. Ainsi, les troisiemes termes font appel a la
valeur en ¢ des champs incidents, les quatriemes, celles de leur matrice jacobienne et

cetera.

Les développements obtenus constituent déja des modeles réduits pour la diffraction
simple. Toutefois, les dérivées des champs incidents peuvent ne pas toujours étre calcu-
lables analytiquement ou numériquement. C’est pourquoi, nous introduisons dans cette
section, deux autres types de modeles réduits : les modeles collectés et les modeles
modifiés. Ce sont des modeles approchés pour la diffraction simple qui permettent de
capturer et reproduire les propriétés principales des développements asymptotiques en
s’abstenant de la connaissance des dérivées des champs incidents a partir d’'un certain

ordre.

4.2.1 Les modeles collectés

Comme leur nom I'indique, les modeéles collectés sont basés sur un réarrangement
des termes successifs dans les développements asymptotiques puis sur la collecte des
termes d’intérét. Si les développements asymptotiques s’écrivent sous la forme d’'une

série suivant les puissances successives de d,

Es=E,+6E, +6*E, + ... H;=H,+6H, + *Hy+ ...,
Es = 8E; + 8*E, + 0°Es + . .. H; =8H, +0*H, + 8H; + . ..,

ils peuvent également s’écrire, d’apres les Sections 4.1.1 et 4.1.2, sous la forme de dé-

veloppements multipolaires donnés, dans le cas sphérique, par

o~

E;s = 0e(0) Egf[de] + R [de] + SEGE[dn] + 0BG [Qe] + 0° ERE[Qu)

dip
+ 0°Reuaa[Qn] + 0BG [Oc] + ...,

o~

H; = on(6) HESE[dy) + 6°RE:E[dy] + SHEsS [de] + SHIRE[Qp] + 6° Het[Qe]

stat dip stat
+ 0P RO [Qe] + 2HIE[Op] + . ..,

E; = 6°0(0) E¥*[de] + 6°an (0) E™[dy] + 6° E*[Qc] + " E™2[Qu) + . ..,
H; = 8% (6) H*[d] + 6% (5) H™8[dy] + 6" H*[Qe] + 6" H™[Qu] + .. .,

ou
3K2H2 3K262

0 et an(d)=(1-=-) (4.2)

ae(d) = (1+
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Nous nous intéressons a deux types de modeles collectés : les modeéles dipolaires et les

modeles quadripolaires, en champ proche et en champ lointain.

Les modeles dipolaires consistent a conserver dans les développements tous les termes
issus de dipdles et négliger les termes de différente nature. En champ proche, les champs

électromagnétiques sont approchés par

Es = ae(0) ES[de] + °REC[d] + 0 ET2E[dy),

stat dip

Hy ~ on(6) H™S[dy] + 62R1(dy] + 0 HE[d,].

stat dip

En champ lointain, les champs électromagnétiques sont approchés par

E; = §%0e(8) B[] + 6°an(8) E™ [y,

_ (4.3)
H; ~ 500 (6) H[d,] + 6*ap,(0) H™%[dy].

Les modeles quadripolaires consistent a conserver dans les développements tous les
termes issus de dipdles et de quadripoles et négliger les termes issus des multipdles
d’ordre plus élevé. En champ proche, les champs électromagnétiques sont approchés

par

o~

E; ~ ae(0) Egglde] + "R [de] + 0BG [dn] + 0Byt [Qe] + 0° Egaf[Qu]
+ 0" R gyaa[Qul,
H; ~ on(0) Hgef[dn] + 0°RG:¥[dn] + S Hger [de] + SHRE[Qn] + 0° Hizge [Qe]
+ 52R§}f§d[Qe]-

En champ lointain, les champs électromagnétiques sont approchés par

Es = 0°0c(6) E¥*°[d.] + 6°an(8) E™8[dy] + 6° E*°[Q.] + 6° E™8[Qy),
H; = 6°0(6) H[de] + 6 an(6) H™[dy] + 6° H°[Qe] + 6" H™#[Qy).

4.2.2 Les modeles modifiés

A partir des modeles collectés, nous définissons les modéles modifiés pour la dif-
fraction simple. Ils permettent d’améliorer la précision des modeles réduits en régime
pré-asymptotique, c’est-a-dire lorsque k9 se rapproche de 1. Pour la diffraction simple
par une sphere, ces modeéles modifiés peuvent étre assimilés aux approximations issues

de la théorie de Mie. I’avantage des modeles basés sur la théorie asymptotique, en com-
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paraison avec ceux issus de la théorie de Mie, est qu’ils ne font pas intervenir, au final, le
calcul numérique des harmoniques sphériques vectorielles et des coefficients spectraux.
De plus, les modeles asymptotiques peuvent étre adaptés a la diffraction simple par un
obstacle de forme arbitraire en introduisant les tenseurs de polarisabilité électrique et
magnétique. En revanche, la théorie de Mie, basée sur la théorie spectrale de 'opérateur
de Laplace-Beltrami sur la sphére, nécessite, pour étre adaptée a des obstacles de forme
plus générale, le calcul numérique des fonctions propres de cet opérateur surfacique
défini sur la surface arbitraire. Ce type de calcul s’avére quasiment impossible a mettre

en ceuvre sur des géométries complexes.

La définition des modéles modifiés consiste a identifier des fonctions scalaires bien
choisies telles que leur développement de Taylor coincident avec les coefficients des

modeles collectés. En particulier, en remarquant que

3i j1(k0) 14 3K252

3i (ko) _ 3K26%
21363 B (16) 10

3 S S p—
+ 0(6”) et W5 50 (o) :

+0(5%),

nous remplacons, dans les modeles dipolaires les coefficients collectés par ces fonctions

scalaires. En champ proche, les champs électromagnétiques sont approchés par

E; ~ Be(0) Egr[de] + 0°Ri[de] + 0 Egif[dn],
H;; ~ ((0) Hizf[dy] + °Rgp¥[dn] + HEde],
ou
3i J1( 5) 3i i (0)
Be(d) = et  fu(d) == : (4.4)
()= 263 7D (k) WO = niY (ko)
En champ lointain, les champs électromagnétiques sont approchés par
Ej5 ~ B(0)E®*°[de] + fn(5) E™[dy),
By Be(0) ET*[de] + Bn(9) [d] 4.5)

Hj; = fe(6)H*[de] + fn(6) H™*[dn].

Les modeles quadripolaires que nous avons obtenus ne permettent a priori pas de
définir un modele modifié quadripolaire. Cela est di au fait que nous n’avons pas suffi-
samment d’information sur le comportement asymptotique, lorsque ¢ tend vers zéro, de
la fonction scalaire ; en effet nous ne connaissons que le comportement principal qui est

en 6°. Toutefois, il est quand méme possible de prévoir ce comportement, et ce, grace a
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la théorie de Mie. En particulier, nous avons

301 ja(r9)
K555 }Nlél) (kd)

451 ja(k0)
K555 hél) (d)

=1+0(8) =1+ 0(8).

Bien siir, il existe un grand nombre de fonctions scalaires admettant ce développement
de Taylor, a I'exception que ces fonctions-ci interviennent également dans la solution
issue de la théorie de Mie. Nous remplacons alors les coefficients collectés issus des
modeles quadripolaires par ces fonctions scalaires. En champ lointain, les champs élec-

tromagnétiques sont approchés par

o~ elec ma, . 301 52(’%5) elec 451 172</€5) ma,

E;s ~ 6e(5)E [de] + Bh(é)E g[dh] P Bgl)(ﬁé)E [Qe] + ey hgl)(ﬁﬁ) E g[Qh]a
IT. ~ elec ma _ 30 52</€6) elec 451 jQ(Ké) ma
s S0V + () H8 i) = S 8L I+ e H Q)

Nous verrons dans les Sections 5.1.3 et 5.2 que ces modifications permettent d’amé-
liorer, en régime pré-asymptotique, la précision des modeles asymptotiques pour la dif-
fraction simple comme pour la diffraction multiple, en les illustrant sur des exemples
par des courbes de convergence. Nous pouvons tout de méme notifier que la théorie de
Mie meéne a de pareilles approximations. Cependant, nous évitons I'introduction, et par

conséquent le cofit, des harmoniques sphériques vectorielles.

4.3 La diffraction multiple

La troisieme application des développements asymptotiques concerne I'extension au
phénomene de diffraction multiple. Nous définissons deux approximations : 'approxi-
mation de Born et le modele de Foldy-Lax du premier ordre, introduits dans la Section
2.3. La premiere est basée sur un principe de superposition ne tenant pas compte des
différentes interactions entre les obstacles. Quant au modele de Foldy-Lax, la prise en
compte des interactions entre les champs dipolaires issus des développements asympto-
tiques permet de décrire précisément la diffraction multiple. Dans la suite, nous consi-

dérons K obstacles B}, ..., BE disjoints, définis de maniere auto-similaire,

'Blg = Ck+(5@,
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4.3. La diffraction multiple

ol ¢, € R3 désigne le centre de l'obstacle B% et § > 0 désigne son rayon. Nous nous
intéressons principalement aux approximations en champ lointain. Dans le cadre des
développements asymptotiques raccordés, le domaine Q* de champ lointain, dans lequel

sont définis les termes successifs du développement externe, est le domaine extérieur

O =R\ L_J{ck}

Les obstacles sont représentés comme des obstacles ponctuels — ce sont des point-like
obstacles en anglais. D’un point de vue du champ proche, le couplage n’est pas si évident
que cela. Il faut inclure, dans les conditions sur la frontiére, la prise en compte des

champs lointains issus des obstacles alentour.

4.3.1 Approximation de Born

L’approximation de Born décrit la diffraction simple par de multiples obstacles. Elle
est basée sur un principe de superposition des champs diffractés générés dans le cadre

de la diffraction simple. La solution Es;, H;s est donnée par une somme

K
E; =) Ef(z) et Hs; =Y Hf(z),
k=1 k=1

ol x = ¢, +1r.7; et chaque champ diffracté E¥, Hf, relativement au k-iéme obstacle, est
approché par une des approximations externes définies au préalable dans les Sections
4.1 et 4.2. Les approximations de E¥ et Hf, peuvent se faire suivant les puissances de
0 en tronquant les séries a 'ordre P ou suivant les multipéles de méme nature dans
le cadre des modeles collectés et modifiés. Dans le cadre de 'approximation dipolaire,

nous écrivons les champs diffractés sous la forme

E; () ~ 7e(6) E“[dg] (2 — ) + m(0) E™[dy] (2 — cx),
H(x) ~ 7e(6) H[dg) (2 — c) + m(8) H™[dy] (x — cx).

Les coefficients 7.(9) et v,(d) dépendent de ¢ et de 'approximation considérée. En par-

ticulier, nous définissons

- pour I'approximation du troisieme ordre,

Ye(6) = 6° et m(8) = 6%, (4.6)
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- pour I'approximation collectée,

Ve(0) = e (6) et m(8) = 6*an (), (4.7)

ol a, et ay, sont donnés par (4.2),

- et enfin, pour I'approximation modifiée

Ye(d) = Be(0) et () = Bn(6), (4.8)

ol (3. et 3, sont donnés par (4.4),

Les moments dipolaires associés, notés d¥ et df, sont donnés par

df = PPE™(cy) et df = —P"H™(cy), (4.9)

ou PP et P™ désignent les tenseurs de polarisabilité électrique et de polarisabilité ma-
gnétique introduits dans la Définition 3.3.

Remarque 4.2. Dans le contexte d’obstacles sphériques, les moments dipolaires sont plus
simplement donnés par

d¥ = 47 E™(cy) et df = —2rH™(cy,).

Comme nous pouvons le constater, les interactions entre les différents obstacles ne
sont pas prises en compte ici. En effet, les champs diffractés relativement a chacun
des obstacles sont définis de maniere indépendante des autres champs diffractés. Pour
outrepasser ce défaut, nous mettons en place, dans la section suivante, le modele de
Foldy-Lax.

4.3.2 Modele de Foldy-Lax

Le modele de Foldy-Lax permet de décrire le phénomene de diffraction multiple par
de multiples obstacles. Tout comme l'approximation de Born, le modeéle de Foldy est
basée sur un principe de superposition,

K
E(;:ZE(I;(iB) et H(;:ZH?(CB),
k=1 k=1
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4.3. La diffraction multiple

ou les champs E} et HY sont approchés, dans le cadre de 'approximation dipolaire, par

Ej () = 7e(0) ET[d¢] (z — ) + m(0) E™#[dy] (x — ex),

(4.10)
H(x) ~ 7e(0) H*[dg] (x — e) + m(0) H™™®[di)(z — cx);

les coefficients v.(0) et v, (9) étant définis par I'une des expressions (4.6), (4.7) ou (4.8).
L’interaction du k-iéme champ diffracté avec les autres champs diffractés est exprimée a
travers les moments dipolaires d¥ et df. Si, lors de 'approximation de Born, les moments
dipolaires sont donnés par (4.9), alors pour le modele de Foldy-Lax, nous avons pour
toutk=1,..., K,

K K
db =P | E™(cy) + > Ej(ch) et di=-P"H"(c;)+ ) Hjlcy)
7k b
(4.11)

Nous constatons qu’il y a non seulement les champs incidents E™ et H™ qui font
office de source pour le k-ieme obstacle, mais aussi tous les autres champs diffractés,

pour ¢ # k, sont considérés comme de nouvelles sources pour ce k-ieme obstacle.

Remarque 4.3. Si les obstacles sont de forme sphérique, alors les systemes (4.11) s’ex-

priment a Uaide d’une relation de proportionnalité,

K K
df = dr | E™(cy) + Y Ef(cy) et df = =27 | H™(cx) + > _Hj(ck)
(o i

Dans ce dernier paragraphe, nous explicitons le systéme muni des équations (4.11)

pour k= 1,..., K, sous la forme
(I—As)d =f.
ou d € C%% désigne le vecteur contenant ’'ensemble des moments dipolaires,

d=(al ... a¥ d} ... d{f)T

e
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Le second membre f est le vecteur de C%% constitué des différentes contributions des
champs incidents,

(Pe Einc (Ck ) ) e
o (PmHinC(ck))

pour dgiop = (kK — 1)K + dioc,

iglob -

pour igep = 3K + (k — 1)K + ijoc,

Loc

ou iy, varie entre 1 et 3. Afin d’introduire la matrice A;, nous notons ige, €t Jjeloh S€S
indices globaux. Par ailleurs, nous notons iy, €t ji, variant entre 1 et 3 les indices
locaux issus du bloc correspondant a une interaction a k et ¢ fixés entre 1 et K, puis i =
3(k—1)+1c €t j = 3(£ — 1)+ jioc les indices a I'intérieur d’'une partie correspondant aux
interactions électrique-€électrique (E-E) ou électrique-magnétique (E-M) ou magnétique-
électrique (M-E) ou magnétique-magnétique (M-M). Ainsi, les indices globaux g et

Jglob sONt donnés par

' i pour une interaction E-E ou M-E,
lglob =
g ‘ . .
3K + 14 pour une interaction E-M ou M-M,
. J pour une interaction E-E ou E-M,
Jglob =

3K +1¢ pour une interaction M-E ou M-M.

Proposition 4.1. La matrice As issu du systeme de Foldy, s’exprime sous la forme suivante

- pour tout igop et jgop tels que k =,
(AtS )iglob:jglob =0,

- pour tout igop et jeop associés aux interactions E-E avec k # et ijoc, Jioc = 1,2, 3,

(A(S)iglob’jglob = 76(6) (PeEezec [ejloc] (Ck - Ce)) ’

oc

- pour tout igep et jeop asS0Ciés aux interactions M-E avec k # ( et i, jioc = 1,2,3,

<A6)iglobujglob = /yh((s) (]P)eEmag[ejloc](ck - c€>>

)
Yoc

- pour tout igop et jgop associés aux interactions E-M avec k # { et i, jioc = 1,2, 3,

(A(S)iglobnglob = _76(5> (]P)deec [ejloc](ck - Cé))

. )
Uoc
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4.3. La diffraction multiple

- pour tout igop et jgop associés aux interactions M-M avec k # ( et i, Jioc = 1,2,3,

(Aa)iglob’jglob = _f)/h(5> (PmHmag[ejloc] (Ck - Cg))

Yoc

Remarque 4.4. Le produit matrice-vecteur entre l'un des tenseurs de polarisabilité P° =
P¢ ou P™ et lun des quatre champs dipolaires élémentaires u = E%“[e; ], E™S[e;, ],

elec ma, { rns .
H[e;, .| ou H™S[e;, | est décrit par ses composantes pour ij,c = 1,2, 3,

3
> . S
(IF) u)iloc - Z (]P) )ilocajlocujloc
Jloc=1
Pour des obstacles de forme sphérique, les produits matrice-vecteur s’écrivent plus simple-
ment sous la forme

PPy =47 u et P"u = 27 u.

Démonstration. En partant du systeme (4.11), nous exprimons le produit matrice-vecteur

Asd sous la forme

K
> (IP’EEg(ck.))i1 pour igep = (k — 1)K + djoc,
6:1 ocC
£k
(Asd)iyy, = e
— (]P’mﬂf(ck))l POUr igioh = 3K + (k — 1) K + .
— oc
04k

De plus, d’apres les identités (4.10), nous avons

P Ef(ct) = 7e(0)P E[dg] (. — ) + m(0)PE™[dy](cr — <o),
P™Hj(cx) = 7e(6)PTHE[d](ck — ¢0) + m(0)PTH™[dy ] (cx, — c).

Nous observons qu’une partie de P*E¥, respectivement de P™"HY, s’applique aux mo-
ments dipolaires électriques d, tandis que l'autre s’applique aux moments dipolaires
magnétiques df. Puisque les opérateurs E®°¢[d], E™3¢[d], H*[d] et H™¢[d] sont li-

néaires par rapport a d, nous avons

PEj(cr) = Y. (dl)j. (ce(8)PPE[e;, ](ck — cr))

Jloc=1

+ (d) . (an(0)PCE™% (e, [(cx — c1))
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et

PMHj(ci) = Y (db)j, (0e(6)P"H"[ej, ] (e, — cr))

Jloc=1

+ (d) . (on(O)P"H™2[e; J(ck — cr)) .

Enfin, en remarquant que (d);,. = djy,,, avec jgob = (£ — 1)K + jioc €t (dp);. = sk jge

nous identifions la matrice As avec

k0 kl

%6(6) (PeB*<les, )(cx — ), | 1 (0) (B B™Ele, ] (e — c0));, |

UocsJloc loc>Jloc

k.0 kot

=7e0) (P H ey, (e = co), | [n(0) (PR H™ e, (e ~ ), ]

YlocyJloc loc>Jloc

avec 0 lorsque k = /. O]

4.4 Conclusion

Les développements asymptotiques en champ proche et en champ lointain peuvent
étre identifiés a des développements par multipdles dans le cadre d’'une géométrie sphé-
rique. L’écriture multipolaire apparait vraiment commode d’un point de vue du champ
lointain car, au premier ordre, l'introduction implicite des tenseurs de polarisabilité élec-
trique et de polarisabilité magnétique dans la définition des moments dipolaires permet
de considérer un obstacle de forme arbitraire. Par ailleurs, nous verrons dans les Sec-
tions 5.1.2 et 5.1.3 que les modeles collectés et les modeles modifiés permettent d’amé-
liorer 1égerement la précision des développements asymptotiques pour un cotit de calcul

équivalent.

A partir des développements asymptotiques, nous avons défini I'approximation de
Born et le modele de Foldy-Lax. En contraste avec 'approximation de Born, le modele
de Foldy du premier ordre permet de prendre en compte les interactions a caractere
dipolaire entre les champs diffractés locaux. Des illustrations numériques seront pré-

sentées dans la Section 5.2.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté différentes applications des déve-
loppements asymptotiques raccordés introduits dans le Chapitre 3. Nous avons définis
différents modeles réduits permettant de décrire la diffraction simple des ondes électro-
magnétiques par un obstacle dont la taille caractéristique est petite devant la longueur
d’onde de 'onde incidente. Puis, a 'aide du modele de Foldy-Lax, nous avons explicité

des modeles réduits dipolaires pour traiter le phénomene de diffraction multiple.

Dans ce chapitre, nous validons numériquement les modeles obtenus. Dans un pre-
mier temps, nous nous intéressons aux développements asymptotiques obtenus dans
le contexte de la diffraction simple par un obstacle sphérique et parfaitement conduc-

teur. Nous vérifions numériquement les ordres de convergence en fonction de la taille
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0 de l'obstacle en s’adressant a deux types d’ondes incidentes. Dans un second temps,
nous comparons les modeéles réduits pour la diffraction multiple par une onde plane
électromagnétique, issus de la théorie de Foldy-Lax avec les modeles de type Born pour
lesquels les interactions entre les différents obstacles ne sont pas prises en compte. Les
comparaisons seront effectuées en fonction de la taille § des obstacles mais aussi en
fonction de la distance entre deux obstacles. Dans cette partie, les cas-tests considérés
comportent de petits nombres d’obstacles, le but n’étant pas de tirer de conclusions sur

la performance et I'efficacité des modeles réduits. Cette étude fera I'objet du Chapitre 9.

5.1 Validation des développements asymptotiques rac-

cordés

Dans cette section, nous étudions la convergence des développements asymptotiques
raccordés et ses déclinaisons en fonction du rayon ¢ de la sphere, pour deux types d’onde
incidente : une onde plane électromagnétique et un faisceau gaussien. Les solutions sont
validées a 'aide d’approximations obtenues grace a la théorie de Mie tronquée a 'ordre
Nmoda = 8.

5.1.1 Description des tests numériques

Nous considérons le probleme de diffraction d’'une onde électromagnétique par la
boule ouverte B(0, J) centrée en l'origine et de rayon 4. L’onde électromagnétique inci-
dente est caractérisée par les champs électromagnétiques incidents E™ et H'™ dont
la longueur d’onde A est choisie égale a 5.0 pour chaque cas-test. De plus, elle se
propage dans I'espace libre de permittivité électrique ¢ = 1.0 et de perméabilité ma-
gnétique 1 = 1.0. Le domaine de visualisation est le sous-domaine de R?® donné par
[—10,10] x [-5,5] x [—5, 5].

Onde incidente n°1 Nous considérons une onde plane électromagnétique dirigée se-
lon I'axe des z et polarisée selon I'axe des . Les champs électromagnétiques incidents
s’écrivent

! (k x p)exp(ik - ), (5.1)

E™(z) = pexp(ik - x) et H™(x) = —
K
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ol p désigne le vecteur de polarisation et k le vecteur d’'onde donnés par
1
p=|0 et k=0 |, (5.2)
0

avec k = 27” Les Figures 5.1 et 5.2 représentent respectivement la partie réelle et la par-
tie imaginaire d'une des composantes des champs électromagnétiques incidents dans
le domaine [—10, 10] x [-5,5] x [—5,5]. La solution exacte est calculée a partir de la

(a) Partie réelle de la premiére composante du (b) Partie réelle de la deuxiéme composante
champ électrique du champ magnétique

FIGURE 5.1 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques inci-
dents associés a 'onde plane électromagnétique de longueur d’'onde A\ = 5.0 se propa-
geant a la vitesse ¢ = 1.0.

0.5 0.5
N 0 N 0
—-0.5 —-0.5
-1 —1
— xX
y 510
(a) Partie imaginaire de la premiére compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique sante du champ magnétique

FIGURE 5.2 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
associés a 'onde plane électromagnétique de longueur d’'onde A = 5.0 se propageant a
la vitesse ¢ = 1.0.

théorie de Mie comme cela est présenté dans les Sections 6.2.2 et 6.2.3. Les coefficients
spectraux associés a 'onde plane (5.1) y sont explicités analytiquement et par consé-

quent, il y a une expression analytique de la solution exacte. La solution de référence
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est alors la solution exacte tronquée a un certain ordre, en particulier, nous choisissons
une troncature a 'ordre Ny,,q = 8. Les Figures 5.3 a 5.5 représentent les champs élec-
tromagnétiques totaux pour 6 = 0.5 dans le domaine [—10,10] x [—5,5] x [=5,5]. La
Figure 5.3 représente la partie réelle de 'une des composantes des champs électroma-

gnétiques totaux. La Figure 5.4 représente la partie imaginaire de 'une des composantes

0.5
0
N [N
—0.5
—1
y —5-10 T
(a) Partie réelle de la premiere composante (b) Partie réelle de la deuxiéme composante
du champ électrique total du champ magnétique total

FIGURE 5.3 — Représentation de la partie réelle de 'une des composantes des champs
électromagnétiques totaux.

des champs électromagnétiques totaux. La Figure 5.5 représente le module des champs

(a) Partie imaginaire de la premiére compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique total sante du champ magnétique total

FIGURE 5.4 — Représentation de la partie imaginaire de 'une des composantes des
champs électromagnétiques totaux.

électromagnétiques totaux. Enfin, la Figure 5.6 représente le module des champs élec-
tromagnétiques diffractés pour ¢ = 0.5 dans le domaine [—10, 10] x [—5,5] x [—5, 5], en

échelle logarithmique.

Onde incidente n°2 Nous considérons un faisceau gaussien électromagnétique de

rayon de gorge wy, voir par exemple Kogelnik et Li (1966) ou Davis (1979), dirigé selon
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—5-10 x —5-10 x

Y Y

(a) Module du champ électrique total (b) Module du champ magnétique total

FIGURE 5.5 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

(a) Module du champ électrique diffracté (b) Module du champ magnétique diffracté

FIGURE 5.6 — Représentation du module des champs électromagnétiques diffractés en
échelle logarithmique.

I'axe des z et polarisé selon I'axe des x. Une approximation analytique de ce faisceau

gaussien est donnée pour = = (z,v, 2) € R® par

() 2o exp(ikz) ox <_1/€(x2 + y2)> o

20 + iz 2 zp+iz
1T
20 + 1z
H™ () — zp exp(ikz) ox <_1Ii($2 + y2)> W “«p
Zo +iz 2 zy+iz Zp +1z ’
TR S ek s

K(zo +12) 2 (20 +12)?

ou zy = ”ng désigne la portée de Rayleigh et p désigne le vecteur de polarisation donné
par (5.2). Dans les simulations numériques, nous choisissons de plus wy = 5.0. Les
Figures 5.7 et 5.8 représentent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire
d'une des composantes des champs électromagnétiques dans le domaine [—10, 10] x

[—5, 5] x [—5,5]. Pour ce cas-test, il n’y a pas de solution exacte analytique a proprement
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T 1 T 1
T
0.5 0.5
N 0 N 0
—0.5 —-0.5
xT -1 x -1
y —5-10 y —5-10
(a) Partie réelle de la premiere composante du (b) Partie réelle de la deuxiéme composante
champ électrique du champ magnétique

FIGURE 5.7 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques inci-
dents associés au faisceau gaussien électromagnétique de longueur d’'onde A = 5.0 de
rayon de gorge wy = 5.0, se propageant a la vitesse ¢ = 1.0.

1 X 1
0.5 0.5
0 0 0 0
—0.5 —0.5
-1 -1
_ T — x
y 5-10 y 5-10
(a) Partie imaginaire de la premiére compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique sante du champ magnétique

FIGURE 5.8 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
incidents associés au faisceau gaussien électromagnétique de longueur d’onde A = 5.0
de rayon de gorge wy, = 5.0 et se propageant a la vitesse ¢ = 1.0.

parler. La solution de référence est calculée a partir de la série de Mie associée au champ
diffracté, comme cela est présenté dans la Section 6.2.2, tronquée a 'ordre Nyoq =
8 et ou les coefficients spectraux (6.12) associés aux champs incidents sont calculés

numériquement. Nous utilisons une formule d’intégration numérique sur la sphere de
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rayon 0 basée sur la méthode de Simpson,

2r
/| §u(zc) dsg :/ / u(8 sin 6 cos ¢, d sin 0sin @, § cos ) 6% sin 6 dOdy,
z|= 0 0

271'2 Neo Ny

= NoN Z Z {3u((5sm9ncosgpm,(5sm€nsmg0m,5cosc9n)sm@n

¥ m=1n=1

2
+ gu(é sin GH_% COS Py, 0 Sin QR_% sin ¢, 0 cos HR_%) sin Qn_é},

(5.3)

olt §, = 3= pour tout s entier ou semi-entier compris entre ; et Ny — 5 et ¢, = Z]V”—; pour
tout m = 1,..., N,. Les nombres entiers Ny et IV, désignent respectivement le nombre
d’intervalles de [0, 7] et de [0, 27]. Les Figures 5.9 a 5.11 illustrent les champs électro-
magnétiques totaux pour § = 0.5 dans le domaine [—10, 10] x [-5, 5] x [-5, 5]. La Figure
5.9 représente la partie réelle de 'une des composantes des champs électromagnétiques

totaux. La Figure 5.10 représente la partie imaginaire de 'une des composantes des

w 0 ® 0
—-0.5
-1
y —5-10 T y —5-10 x
(a) Partie réelle de la premiere composante (b) Partie réelle de la deuxiéme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 5.9 — Représentation de la partie réelle de 'une des composantes des champs
électromagnétiques totaux.

champs électromagnétiques totaux. La Figure 5.11 représente le module des champs
électromagnétiques totaux. Enfin, la Figure 5.12 représente le module des champs élec-
tromagnétiques diffractés pour § = 0.5 dans le domaine [—10, 10] x [—5,5] x [—5, 5], en

échelle logarithmique.
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0.5
N 0 0
—0.5
—1
y 510 T y  —510 z
(a) Partie imaginaire de la premiére compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique sante du champ magnétique

FIGURE 5.10 — Représentation de la partie imaginaire de 'une des champs électroma-
gnétiques totaux.

(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 5.11 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique
FIGURE 5.12 — Représentation du module des composantes des champs électromagné-

tiques diffractés en échelle logarithmique.

Pour la validation numérique, nous calculons pour chaque cas-test, 'erreur relative

commise entre la solution de référence et une solution approchée, i.e. les quantités

HEref . EappH HHref o HaPPH
) ) et ) )
| B3+ e |Hr o+ Fe

5.4)
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5.1. Validation des développements asymptotiques raccordés

ou Eif et H*' désignent les champs diffractés associés a la solution de référence et
E§PP et H;™ désignent les champs électromagnétiques diffractés associés a la solution
approchée. La norme utilisée dans les comparaisons est la norme L? calculée dans des

domaines appropriés qui seront définis dans chacune des sections suivantes.

5.1.2 Convergence en champ proche

Nous cherchons a mettre en évidence les ordres de convergence des différentes ap-
proximations en champ proche, en fonction du rayon ¢ de la sphere. L’erreur est calculée
en norme L? dans un voisinage de l'obstacle, indépendant de § dans la variable rapide

X . Nous notons Q% et Q? les domaines définis par

x € Q¥ = B(0,26) \ B(0,0) — X € 02 =3(0,2)\ B(0,1).

Pour obtenir les données de chaque cas-test, nous calculons :

- la solution de référence E™f et H™ dans le domaine Q% dont la mise en ceuvre
5 5 5

numérique est décrite dans la Section 5.1.1,

- les solutions approchées EI et H dans le domaine Q2 pour P = 0,1,2; ces
champs de vecteurs désignent les séries tronquées a 'ordre P des développements

internes,
E;j(X) =) 0"E,(X) et H{(X) =) &"H,(X),
p=1 p=1

- les erreurs relatives (5.4) dans le domaine 2%, données plus précisément par

IE5(6 ) = Ef |20z
IE5(S ) + B8 -)l|r2(02)

IH(0 ) — HY ||r2az)
[0 ) + H™( -)[|2a2)

Les Figures 5.13 et 5.14 montrent les ordres de convergence associés aux différentes
approximations obtenues a partir du développement interne pour les deux cas-tests.
La Figure 5.13 représente l'erreur relative commise sur les champs électromagnétiques
générés par 'onde plane électromagnétique, en échelle logarithmique. Nous observons
que l'erreur diminue lorsque le rayon de la sphere § diminue ou lorsque nous augmen-
tons le nombre de termes dans le développement. Les ordres de convergence numé-
riques sont récapitulés dans le Tableau 5.1. Ces ordres sont en accord avec la théorie. La
Figure 5.14 représente 'erreur relative commise sur les champs électromagnétiques gé-

néré par le faisceau gaussien électromagnétique, en échelle logarithmique. Les conclu-
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(a) Erreur relative L2(9?) du champ électrique (b) Erreur relative L?(9?) du champ magné-
tique

FIGURE 5.13 — Evolution de l'erreur relative calculée en norme L?(Q?) commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon ¢ de la sphére pour le cas de 'onde
incidente n°1. La courbe ¢ correspond au développement interne tronqué a l'ordre
P = 0. La courbe -3~ correspond au développement interne tronqué a 'ordre P = 1. La
courbe -©- correspond au développement interne tronqué a 'ordre P = 2.

Ordre (Champ électrique) 1.03 | 2.00 | 3.00
Ordre (Champ magnétique) | 1.02 | 2.02 | 3.00

TABLE 5.1 — Ordres numériques de convergence associés aux différentes approximations
en champ proche pour le cas d'une onde plane électromagnétique incidente.

sions a tirer de ces courbes de convergence sont similaires a celles du premier cas-test
pour le champ électrique, excepté le fait que nous observons un palier a partir de 107°.
Pour le champ magnétique, nous avons une perte de convergence. Il y a deux origines
possibles a cela ; la premiere est due a 'approximation analytique des champs incidents
associés au faisceau gaussien et la seconde a la méthode de quadrature utilisée pour

approcher numériquement les coefficients spectraux des champs incidents.

Remarque 5.1. Nous avons comparé les résultats en utilisant une formule de quadrature
d’ordre plus élevé que la formule (5.3) et cela n’a pas eu d'impact sur la convergence pour
§ < 1072 Ainsi, nous pensons que cela est dit @ Uapproximation analytique des champs

incidents.
Les ordres de convergence numériques sont récapitulés dans le Tableau 5.2.

Remarque 5.2. Il est normal d’obtenir une moins bonne convergence pour le champ ma-

gnétique que pour le champ électrique. En effet, c’est le champ électrique qui résulte de U'ap-
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(a) Erreur relative L2(922) du champ électrique (b) Erreur relative L?(9?) du champ magné-
tique

FIGURE 5.14 — Evolution de l'erreur relative calculée en norme L?(Q?) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon ¢ de la sphere, pour le cas de 'onde
incidente n°2. La courbe —— correspond au développement interne tronqué a l'ordre
P = 0. La courbe -E- correspond au développement interne tronqué a 'ordre P = 1. La
courbe -&'- correspond au développement interne tronqué a 'ordre P = 2.

| [+ [ [ o]
Ordre (Champ électrique) 1.06 | 1.97 | 2.79
Ordre (Champ magnétique) | 0.97 | 1.87 | 2.20

TABLE 5.2 — Ordres numériques de convergence associés aux différentes approximations
en champ proche pour le cas d’un faisceau gaussien électromagnétique incident.

proximation du faisceau gaussien. Le champ magnétique est ensuite obtenu en calculant
son rotationnel. Nous retrouvons Uordre théorique pour Uapproximation a Uordre zéro. Les
approximations suivantes utilisent de plus Uexpression analytique de la matrice jacobienne
et du tenseur hessien du champ magnétique, sur lesquels des erreurs supplémentaires sont
commises, par rapport aux exacts. Cette accumulation d’erreurs engendre une perte de la

convergence.

5.1.3 Convergence en champ lointain

Nous cherchons a mettre en évidence les ordres de convergence associés aux diffé-
rentes approximations en champ lointain, en fonction du rayon ¢ de la sphere. L’erreur
est calculée en norme L? dans un domaine extérieur au voisinage de l'obstacle, indé-

pendant de ¢ dans la variable lente . Nous notons 23* la couronne délimitée par les
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deux sphéres de rayon respectif A et 2\, donnée par

QP = B(0,2)) \ B(0, \). (5.5)

Pour obtenir les données, nous calculons :

- la solution de référence E:f et H ™ dans le domaine Q% dont la mise en ceuvre

numérique est décrite dans la Section 5.1.1,

- les solutions approchées EX et H dans le domaine Q3" pour P = 3 et 5; de
méme ces champs de vecteurs désignent les séries tronquées a 'ordre P des déve-

loppements externes,
Ej(x) =) &E,(z) et H{ (x) =) 0"Hy(x),
p=3 p=3
- les erreur relatives (5.4) dans le domaine 23*.

Les Figures 5.15 et 5.16 illustrent les ordres de convergence associés aux différentes
approximations issues du développement externe pour les deux cas-tests. La Figure
5.15 représente I'erreur relative commise sur les champs électromagnétiques générés

par 'onde plane électromagnétique incidente, en échelle logarithmique. Nous obser-

107 T T ‘ Hi””* 107 T T ‘ Hi””*
= 1070F . 1075 -
=
=100 1 1070} 1
=
3
O 10718 | . 10-18 | |
5
| 107 ] 10717 )

107217”””\ L L Cl 10_217”””\ L L L]

1073 1072 107! 1073 1072 107!
0 0
(a) Erreur relative L?(03*) du champ électrique (b) Erreur relative L?(3*) du champ magné-
tique

FIGURE 5.15 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L2(02") commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon ¢ de la sphere pour le cas de 'onde
incidente n°1. La courbe —&— correspond au développement externe tronqué a I'ordre
P = 3. La courbe correspond au développement externe tronqué a 'ordre P = 5.
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5.1. Validation des développements asymptotiques raccordés

vons que l'erreur diminue lorsque le rayon de la sphére § diminue ou lorsque nous
augmentons le nombre de termes dans le développement. Les ordres de convergence

numériques sont récapitulés dans le Tableau 5.3. La Figure 5.16 représente l'erreur

| | = [ o |
Ordre (Champ électrique) 5.00 | 6.04
Ordre (Champ magnétique) | 5.00 | 6.00

TABLE 5.3 — Ordres numériques de convergence associés aux différentes approximations
en champ lointain pour le cas d'une onde plane électromagnétique incidente.

relative commise sur les champs électromagnétiques générés par le faisceau gaussien

électromagnétique, en échelle logarithmique. Les conclusions sont similaires a celles du
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(a) Erreur relative L?(03*) du champ électrique (b) Erreur relative L?(03*) du champ ma-
gnétique

FIGURE 5.16 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L2(0?") commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon § de la sphere, pour le cas de 'onde
incidente n°2. La courbe -4- correspond au développement externe tronqué a I'ordre
P = 3. La courbe correspond au développement externe tronqué a 'ordre P = 5.

premier cas-test, excepté le fait que nous observons une perte de convergence, pour les
mémes raisons que pour le champ proche, lorsque § < 10~2. Les ordres de convergence

numériques sont récapitulés dans le Tableau 5.4.

| [ & | o |

Ordre (Champ électrique) 5.05 | 6.01
Ordre (Champ magnétique) | 2.21 | 3.07

TABLE 5.4 — Ordres numériques de convergence associés aux différentes approximations
en champ lointain pour le cas d’'un faisceau gaussien électromagnétique incident.
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Dans ce dernier paragraphe, nous comparons les précédentes approximations avec les
approximations dipolaires collectées (4.3) et modifiées (4.5) introduites dans la Section
4.2, en considérant une onde plane électromagnétique incidente. Sur la Figure 5.17,
nous représentons, en plus des erreurs commises sur les approximations externes, les
erreurs relatives obtenues pour les approximations dipolaires collectées et modifiées,

pour les champs électromagnétiques. Nous constatons que l'approximation dipolaire

1071 [ rrrrrT T LA ‘i““, 10—1,“““\ T LA ‘i““,
—~ 107} . 1075 -
[A<
S
N ol | 9| |
S 1077 1077
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I
@ 10*13 . - 10713 - |
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| 10717 ) 10717 )
10721 L ! ! ! i 10_21 L ! ! ! H
10-3 102 1071 1073 102 1071
0 0
(a) Erreur relative L?(03*) du champ électrique (b) Erreur relative L?(Q3*) du champ magné-
tique

FIGURE 5.17 — Evolution de lerreur relative calculée en norme L2(2}) commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon o de la sphere pour le cas de 'onde in-
cidente n°1. Les courbes —&— et correspondent respectivement aux développements
externes tronqués aux ordres P = 3 et P = 5. La courbe -@- correspond a I'approxima-
tion dipolaire collectée. La courbe -+ correspond a 'approximation dipolaire modifiée.

collectée, représentée par la courbe -®-, est plus précise que 'approximation externe
constituée du premier terme du développement. En particulier, pour des rayons supé-
rieurs a 107!, c’est-a-dire, en régime pré-asymptotique — bien s{ir, cela n’est pas valable
pour des § trop grands — 'approximation collectée est aussi précise que 'approximation
externe composée des deux premiers termes du développement. Cela n’est plus le cas
lorsque ¢ diminue mais 'approximation reste plus précise que celle donnée par la courbe
——, En plus de satisfaire a ces premiéres remarques, 'approximation dipolaire modi-
fiée, représentée par la courbe -+, permet d’améliorer, en régime pré-asymptotique,
les approximations externes définies suivant les puissances de 9 successives, qu’elle soit

composée du premier ou des deux premiers termes du développement.

Remarque 5.3. En fait, Uapproximation dipolaire modifiée dans le cadre de la diffraction

simple par une sphére correspond exactement a la solution de Mie tronquée a U'ordre Nyoq =
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5.2. Validation des modeles réduits pour la diffraction multiple

1. Cela est dil aux identités suivantes

3i

3 . .
S € Va¥i (@) = S(@ x B™(0)) x 7, S € V(@ = & E"™(0),
m=—1 m=—1
3i : 3i -
Z hin VsYi,n(Z) = 51@ x H™(0)) x & et Z hi® Y1 (% 515 - H™(0).
m=—1 m=—1

5.2 Validation des modeles réduits pour la diffraction

multiple

Dans cette section, nous comparons les modeles asymptotiques — a savoir, les modeles
de Born et les modeles de Foldy-Lax dipolaires : classiques, collectés et modifiés —
introduits dans la Section 4.3 pour la diffraction multiple par de multiples sphéres.
Dans un premier temps, nous investiguons la précision en norme L? des différentes
approximations. Dans un second temps, nous comparons ponctuellement nos solutions
a l'aide des surfaces équivalentes radar. Ce dernier paragraphe est ajouté pour introduire
la Section 9.2 ou1 nous comparons les surfaces équivalentes radar associées sur des cas-

tests comportant un grand nombre d’obstacles.

5.2.1 Description des tests numériques

Nous considérons le probléme de diffraction d’'une onde plane électromagnétique par
K spheéres disjointes de méme rayon ¢. L’'onde plane électromagnétique, définie par
(5.1), est dirigée selon I'axe des z et polarisée selon 'axe des x. Elle se propage dans
un milieu diélectrique de permittivité électrique ¢ = 1.0 et de perméabilité magné-
tique © = 1.0. Les Figures 5.1 et 5.2 représentent respectivement la partie réelle et la
partie imaginaire des champs électromagnétiques incidents associés, dans le domaine
[—10,10] x [—5,5] x [—5,5]. Nous introduisons deux types de géométrie : la premiere
est une configuration linéaire d’obstacles et la seconde, une agglomération d’obstacles
autour de l'origine, positionnés suivant toutes les directions. Pour les solutions de réfé-
rence, nous utilisons la solution calculée a partir de la méthode spectrale faisant 'objet

de la Partie II, avec Npoq = 8 modes.
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Géométrie n°l Nous considérons K sphéres de rayon ¢ uniformément distribuées sur

I'axe des y, ou, pour k =1, ..., K, les centres ¢, sont donnés par

ck:<0 (K;lJrk—l)d 0).

Le nombre réel d > 26 désigne la distance entre deux centres consécutifs. Selon les
cas-tests considérés, la distance d sera choisie de 'ordre de )\, ou bien de l'ordre de
5, ou encore de l'ordre intermédiaire de \/d\. Les Figures 5.18 & 5.20 illustrent les
champs électromagnétiques totaux pour X = 5, 6 = 0.5, A = 5.0 et d = 3.0, dans le
domaine [—10, 10]x [—5, 5] x[—5, 5]. La Figure 5.18 représente la partie réelle de I'une des

composantes des champs électromagnétiques totaux. La Figure 5.19 représente la partie

0.5
0
kN I
—-0.5
-1
—-1.5
y  —510 @
(a) Partie réelle de la premiere composante (b) Partie réelle de la deuxiéme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 5.18 — Représentation de la partie réelle de 'une des composantes des champs
électromagnétiques totaux.

imaginaire de I'une des composantes des champs électromagnétiques totaux. La Figure

T — 1.5

(a) Partie imaginaire de la premiére compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique sante du champ magnétique

FIGURE 5.19 — Représentation de la partie imaginaire de 'une des composantes des
champs électromagnétiques totaux.

5.20 représente le module des champs électromagnétiques totaux. Enfin, la Figure 5.21
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y =510

(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 5.20 — Représentation du module des champs électromagnétiques diffractés.

représente le module des champs diffractés dans le domaine [—10, 10] x [—5, 5] x [-5, 5].

y =510 z

(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 5.21 — Représentation du module des champs électromagnétiques diffractés.

Géométrie n°2 Nous considérons K spheres disjointes de rayon ¢ qui s’agglomeérent
autour de l'origine. Nous prenons ¢; = (0 0 0) et ¢, tel que |c; — ¢;| = dv/2, ol
d peut varier selon les cas-tests envisagés. Les Figures 5.22 a 5.24 représentent les
champs électromagnétiques totaux pour K = 13, § = 0.5 et d = 2.0, dans le domaine
[—10,10] x [—5,5] x [—5, 5]. La Figure 5.22 représente la partie réelle de 'une des com-
posantes des champs électromagnétiques totaux. La Figure 5.23 représente la partie
imaginaire de I'une des composantes des champs électromagnétiques totaux. La Figure
5.24 représente le module des champs électromagnétiques totaux. Enfin, la Figure 5.25

représente le module des champs diffractés dans le domaine [—10, 10] x [—5, 5] x [-5, 5].
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IS 0 ® 0
) -1
y  —510 x
(a) Partie réelle de la premiere composante (b) Partie réelle de la deuxieme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 5.22 — Représentation de la partie réelle de 'une des composantes des champs
électromagnétiques totaux.
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(a) Partie imaginaire de la premiere compo- (b) Partie imaginaire de la deuxiéme compo-
sante du champ électrique sante du champ magnétique

FIGURE 5.23 — Représentation de la partie imaginaire de 'une des composantes des
champs électromagnétiques totaux.

0

y 510 z

(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 5.24 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

5.2.2 Comparaison des modeles asymptotiques

Nous comparons la précision des modeles asymptotiques de diffraction multiple in-
troduits dans la Section 4.3, en norme L? dans le domaine Q3} C R?® défini par (5.5).
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(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 5.25 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

Pour obtenir les données, nous calculons :

- les solutions de référence E&f et HI* associées a la solution spectrale pour Nyoq =

& modes (voir Partie II),

- les solutions approchées ESP et H;™ faisant référence aux solutions obtenues a

partir des modeles asymptotiques,

- les erreurs relatives (5.4) pour la norme L2(233).

Une premiere série de tests est réalisée dans le cas de la Géométrie n°1, une seconde,

dans le cas de la Géométrie n°2.

Les Figures 5.26 a 5.28 illustrent la précision des modeles asymptotiques introduits
dans la Section 4.3.2 en prenant A = 5.0 et pour différentes valeurs de d (grandeur ca-
ractérisant la distance qui sépare deux obstacles). Les comparaisons sont effectuées dans
le cadre de la Géométrie n°1. La Figure 5.26 représente lerreur relative dans L?(Q3})
commise sur les champs électromagnétiques totaux, lorsque la distance d entre deux
centres consécutifs est fixe et égale a d = 3.0. Nous remarquons premierement que,
pour chaque approximation, I'erreur diminue lorsque la taille de I'obstacle ¢ diminue.
Deuxiémement, notamment sur les erreurs associées au champ électrique, les diffé-
rentes courbes se chevauchent. Les erreurs d’approximation semblent se démarquer
dans un régime pré-asymptotique c’est-a-dire lorsque ¢ est assez grand. Il semble ap-
paraitre — et les tests suivants le confirmerons — une hiérarchie entre les différentes
approximations qui irait de 'approximation de Born dipolaire jusqu’a 'approximation
de Foldy dipolaire modifiée. Nous constatons par ailleurs que toutes les approximations

sont du méme ordre relativement au rayon de la sphére. En particulier, nous avons pour
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FIGURE 5.26 — Evolution de lerreur relative calculée en norme L2(23}) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon § des sphéres, avec d = 3.0, associée
a la Géométrie n°1. La courbe -6~ correspond a l'approximation de Born dipolaire. La
courbe -x-- correspond a I'approximation de Born dipolaire collectée. La courbe
correspond a I'approximation de Born dipolaire modifiée. La courbe -+ correspond a
I'approximation de Foldy-Lax dipolaire. La courbe -E correspond a 'approximation de
Foldy-Lax dipolaire collectée. La courbe -@- correspond a I'approximation de Foldy-Lax
dipolaire modifiée.
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L’approximation de Born apparait comme une bonne approximation lorsque la distance
entre les obstacles est de I'ordre de la longueur d’onde A. La Figure 5.27 représente
lerreur relative dans L?(Q2) commise sur les champs électromagnétiques totaux, lorsque
la distance d entre deux centres consécutifs varie, de la forme d = v/\J. Sur cet exemple,
nous pouvons distinguer plus facilement les différentes erreurs d’approximation. A la
différence du test précédent, toutes les approximations de Born apparaissent étre moins
précises que les approximations de Foldy. Cela montre la nécessité de prendre en compte
les différentes interactions entre les obstacles, lorsque la distance entre deux obstacles
consécutifs est plus petite que la longueur d’onde et en particulier lorsqu’elle dépend
de /4. Par ailleurs, les ordres d’approximations obtenus sont inférieurs a 5. En effet, il
apparait un facteur d’échelle dans la distance ce qui engendre de nouveaux termes dans
les développements asymptotiques qui n’étaient pas présents jusqu’a maintenant et que

nous n’avons pas pris en compte. C’est pour cette raison que nous avons une perte de
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FIGURE 5.27 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L2(Q3}) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon ¢ des sphéres, avec d = v/0\, associée
a la Géométrie n°1. La courbe -6~ correspond a 'approximation de Born dipolaire. La
courbe -x-- correspond a I'approximation de Born dipolaire collectée. La courbe
correspond a I'approximation de Born dipolaire modifiée. La courbe -+ correspond a
I'approximation de Foldy-Lax dipolaire. La courbe -E correspond a 'approximation de
Foldy-Lax dipolaire collectée. La courbe -@- correspond a I'approximation de Foldy-Lax
dipolaire modifiée.

convergence et que 'ordre 5 n’est plus atteint. La Figure 5.28 représente I'erreur relative
dans L%(Q2) commise sur les champs électromagnétiques totaux, lorsque la distance d
entre deux centres consécutifs varie, de la forme d = 34. Ici encore, les approximations
issues du modeéle de Born apparaissent moins précises que celles issues du modele de
Foldy-Lax. L’ordre cinqg n’est atteint par aucune des approximations a cause du facteur
d’échelle intervenant dans la distance qui sépare deux obstacles consécutifs. De plus,
en régime pré-asymptotique, méme les approximations de Born dipolaire collectée et
modifiée apparaissent moins précises que I'approximation du premier ordre de Foldy.
En accord avec les précédentes simulations, 'approximation de Foldy dipolaire modifiée

(—®-) se démarque de toutes les autres — au moins dans un régime pré-asymptotique.

Les Figures 5.29 et 5.30 illustrent la précision des modeles asymptotiques introduits
dans la Section 4.3.2 en prenant A = 5.0 et pour différentes valeurs de d (grandeur
caractérisant la distance qui sépare deux obstacles). Les comparaisons sont effectuées
dans le contexte de la Géométrie n°2. La Figure 5.29 représente I'erreur relative dans
L?(Q33) commise sur les champs électromagnétiques totaux, lorsque la distance d est

fixe et égale a d = 3.0. En comparaison avec les résultats représentés dans la Figure 5.26
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FIGURE 5.28 — Evolution de lerreur relative calculée en norme L2(023}) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon ¢ des spheres, avec d = 34, associée
a la Géométrie n°1. La courbe -6~ correspond a 'approximation de Born dipolaire. La
courbe -x-- correspond a I'approximation de Born dipolaire collectée. La courbe
correspond a 'approximation de Born dipolaire modifiée. La courbe -+ correspond a
I'approximation de Foldy-Lax dipolaire. La courbe -E correspond a 'approximation de
Foldy-Lax dipolaire collectée. La courbe -@- correspond a 'approximation de Foldy-Lax
dipolaire modifiée.

associés a la Géométrie n°1, les erreurs sont plus distinctes globalement mais beaucoup
moins en régime pré-asymptotique. Les interactions semblent donc plus importantes
lorsque les obstacles sont disposés dans toutes les directions de R3. Les approxima-
tions de Foldy dipolaires collectées et modifiées apparaissent plus précises lorsque ¢ est
petit. Les conclusions concernant I'ordre d’approximation sont confirmées. La Figure
5.30 représente lerreur relative dans L?(23}) commise sur les champs électromagné-
tiques totaux, lorsque la distance d admet une dépendance en fonction de ¢ de la forme
d = V/A\d. Les conclusions ne sont pas tout a fait similaires a celles issues du premier
cas-test. L’approximation modifiée n’apparait pas plus précise que 'approximation col-

lectée, ni en régime pré-asymptotique ni pour des plus petits rayons.

Les simulations numériques effectuées valident la convergence des différents mo-
deles asymptotiques pour la diffraction multiple en considérant différentes configura-

tions géométriques, ce qui valide notre code de calcul.
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FIGURE 5.29 — Evolution de lerreur relative calculée en norme L2(023}) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon 4 des sphéres, avec d = 3.0, associée
a la Géométrie n°2. La courbe -6~ correspond a 'approximation de Born dipolaire. La
courbe -x*-- correspond a l'approximation de Born dipolaire collectée. La courbe
correspond a 'approximation de Born dipolaire modifiée. La courbe -+ correspond a
I'approximation de Foldy-Lax dipolaire. La courbe -E correspond a 'approximation de
Foldy-Lax dipolaire collectée. La courbe -@- correspond a 'approximation de Foldy-Lax
dipolaire modifiée.
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FIGURE 5.30 — Evolution de l'erreur relative calculée en norme L2(023}) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon ¢ des sphéres, avec d = v/\d, associée
a la Géométrie n°2. La courbe -6~ correspond a I'approximation de Born dipolaire. La
courbe -x*-- correspond a l'approximation de Born dipolaire collectée. La courbe
correspond a 'approximation de Born dipolaire modifiée. La courbe -+ correspond a
I'approximation de Foldy-Lax dipolaire. La courbe -E+ correspond a 'approximation de
Foldy-Lax dipolaire collectée. La courbe -@- correspond a I'approximation de Foldy-Lax
dipolaire modifiée.
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5.2.3 Comparaison des surfaces équivalentes radar

Dans cette section, nous nous intéressons a la sensibilité des surfaces équivalentes
radar sur différents types de géométrie. Dans toutes les illustrations, nous prendrons
A = 5.0. La définition de la surface équivalente radar découle des propriétés du vecteur

de Poynting S = E x H introduit dans I'’équation (1.10).

Définition 5.1. La surface équivalente radar, ou SER, est Uapplication o allant de (0, +00) X
(0,7) x (0,27) dans R définie par

o1 (r0,0) — o(r,0,¢) =r’Re[(E(x) x H(z)) - ],
avec e, = (sinf cos p,sin @ sin p,cosh) " et © = re,.

Sur la Figure 5.31, nous comparons les surfaces équivalentes radar d’'un obstacle
sphérique centré en l'origine de rayon ¢. Sur la gauche, nous comparons la SER calculée
a partir du modele de Foldy dipolaire modifié avec la SER de référence pour § = 0.5. Sur
la droite, nous comparons la SER calculée a partir du modele de Foldy dipolaire modifié

pour différentes valeurs de §. La SER calculée a partir du modeéle de Foldy est proche

10%

0.5}

1073 E E

SER (1000, %, )
o
w

0s| m E

0.1} N
0 1 2 3 4 5 6 "0 1 2 3 4 5 G
Angle ¢ Angle ¢
(a) SER Foldy dipolaire modifié pour § = 0.5. (b) SER Foldy dipolaire modifié pour diffé-

rentes valeurs de §.

FIGURE 5.31 — Représentation des surfaces équivalentes radar. La courbe — correspond

a la SER de référence pour 6 = 0.5. Les courbes --- et — correspondent a la SER issue
de Foldy dipolaire modifié pour 6 = 0.5. La courbe — correspond a la SER issue de
Foldy dipolaire modifié pour § = 0.3. La courbe correspond a la SER issue de Foldy
dipolaire modifié pour § = 0.15. La courbe — correspond a la SER issue de Foldy

dipolaire modifié pour 6 = 0.1.
de la SER de référence pour 6 = 0.5. Par ailleurs, nous observons que la dépendance
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a la taille de l'obstacle n’apparait que dans 'amplitude globale des SER. En effet, plus
le rayon 0 de I'obstacle diminue et plus 'amplitude de la SER est faible. La Figure 5.32
montre les surfaces équivalentes radar d'un obstacle sphérique de rayon § = 0.5 pour

différentes positions de son centre. Nous constatons que le centre de I'obstacle joue

0.5} i

7")

™
2

SER (1000,

Angle ¢

FIGURE 5.32 — Représentation des surfaces équivalentes radar avec § = 0.5. La courbe
— correspond a la SER pour ¢ = (0,0, 0). La courbe — correspond a la SER pour ¢ =
(1,1,1). La courbe — correspond a la SER pour ¢ = (2, 2, 2). La courbe — correspond a
la SER pour ¢ = (—1, —1,—1). La courbe — correspond a la SER pour ¢ = (-2, -2, —2).

énormément sur la SER. De plus, les SER n’admettent plus 'axe de symétrie ¢ = = di a
I'asymétrie de la géométrie. L’amplitude maximale de la SER semble tout de méme étre
associée a la taille de l'obstacle et le changement de centre ne I'affecte pas. La Figure
5.33 illustre les surfaces équivalentes radar de deux obstacles sphériques de rayon ¢ =
0.5 séparés d’'une distance d. Sur la gauche, nous comparons la SER calculée a partir du
modele de Foldy dipolaire modifié avec la SER de référence avec ¢; = (—%,0,0) et ¢, =
(£,0,0) avec d = 2.0. Nous observons que la distance qui sépare les obstacles va jouer un
role important dans les SER. Les configurations géométriques testées admettent toutes
un centre de symétrie qui est I'origine du repére et nous observons ici une symétrie des
SER par rapport a ¢ = 7. Lamplitude maximale semble encore dépendre de la taille des
obstacles, voire du nombre d’obstacles, mais n’apparait pas dépendante de la distance
qui les sépare. La Figure 5.34 représente les surfaces équivalentes radar de K obstacles
sphériques de rayon ¢ = 0.5 distribués de maniere uniforme sur 'axe des z = —5,...,5.
Sur ce dernier exemple, nous faisons varier le nombre K d’obstacles. La Figure 5.34

confirme la corrélation entre le nombre d’obstacles et 'amplitude maximale des SER.

5.3 Conclusion

Les simulations numériques de la Section 5.1 dans le cadre de la diffraction simple
par un petit obstacle sphérique ont montré la convergence des développements asymp-

totiques obtenus dans la Section 3.3.2 et ont permis de mettre en évidence les dif-
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FIGURE 5.33 — Représentation des surfaces équivalentes radar. La courbe — correspond

a la SER de référence pour § = 0.5. Les courbes --- et — correspondent a la SER
issue de Foldy dipolaire modifié pour d = 2.0. La courbe correspond a la SER issue
de Foldy dipolaire modifié pour d = 1.5. La courbe — correspond a la SER issue de

Foldy dipolaire modifié pour d = 4.0. La courbe — correspond a la SER issue de Foldy
dipolaire modifié pour d = 10.0.
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(b) SER pour différentes valeurs de K représentées en échelle logarithmique

FIGURE 5.34 — Représentation des surfaces équivalentes radar avec § = 0.5. La courbe
— correspond a la SER issue du modele de Foldy dipolaire modifié pour K = 2 et
d = 10.0. La courbe — correspond a la SER issue du modele de Foldy dipolaire modifié
pour K = 5 et d = 2.5. La courbe — correspond a la SER issue du modele de Foldy
dipolaire modifié pour K =9 et d = 1.25.
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5.3. Conclusion

férents ordres de convergence associés. Les résultats numériques issus de la Section
5.2.2 permettent de valider numériquement les différents modeles asymptotiques dans
le contexte de la diffraction multiple par de multiples spheres, ot nous avons considéré
un nombre de spheres relativement petit. Bien que les modéles développés soient tous
du méme ordre, les modeles issus de la théorie de Foldy apparaissent plus précis et
mieux adaptés au phénomene de diffraction multiple que ceux issus de la théorie de

Born.

Nous avons comparé nos modeles asymptotiques avec une solution de référence cal-
culée a partir de la méthode spectrale qui fait 'objet la Partie II. Dans les Sections
9.1.4, 9.2 et 9.3, nous parlerons a nouveau des modeles asymptotiques. Nous établirons
I’équivalence entre le modele de Foldy dipolaire modifié et la solution spectrale associée
a N = 1 mode. Puis, nous comparerons les surfaces équivalentes radar issues des mé-
thodes asymptotique et spectrale sur des gros cas-tests dont la stratégie de résolution
est présentée dans le Chapitre 8. Enfin, nous comparerons les cofits de calcul engen-
drés par les deux méthodes et nous verrons que les modeles asymptotiques restent tres

avantageux en termes de temps de calcul.
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CHAPITRE 6
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Dans la partie précédente, nous nous sommes intéressés a la modélisation asymp-
totique de la diffraction des ondes électromagnétiques par de petits obstacles. Dans le
Chapitre 2, nous avons présenté différentes méthodes asymptotiques appliquées au pro-

bleme de diffraction des ondes électromagnétiques par un petit obstacle. Nous avons
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vu dans le Chapitre 3 qu'il est possible de définir des développements asymptotiques
d’ordre élevé de la solution pour le probleme de diffraction simple. De plus, nous avons
présenté dans la Section 4.3.2 deux modeles de diffraction multiple de bas ordre, tou-
jours appliqué au cas des petits obstacles. Le développement de modeles asymptotiques

d’ordre élevé pour la diffraction multiple apparait plus difficile a mettre en place.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la définition d'une méthode d’ordre élevé
pour la diffraction multiple des ondes électromagnétiques par un nombre fini de spheres
(non nécessairement petites comparées a la longueur d’onde), appelée méthode de Mie
généralisée a la diffraction multiple ! et introduite par Yu-Lin Xu (1995) dans un for-
malisme de collocation. Il généralise les travaux de Bruning et Lo (1971), de Borghese
et al. (1984) et Fuller et Kattawar (1988) qui se limitent a des systemes a deux spheres.
Nous renvoyons le lecteur a Fuller (1991) pour une présentation historique de cette
méthode. Comme son nom l'indique, elle constitue une généralisation de la théorie de
Mie, qui décrit les champs électromagnétiques en géométrie sphérique. Cette méthode a
ensuite été adaptée au formalisme des matrices de transfert (T-matrices) par Mackowski
et Mishchenko (1996) puis implémentée dans un code Fortran, voir Mackowski et Mi-
shchenko (2011). Cette méthode semblait dénuée d’intérét jusqu’aux récents travaux
de Egel et al. (2017), ou les auteurs ont amélioré les performances numériques de la
résolution du probléme en considérant, d’'une part, un solveur itératif et un précondi-
tionnement bloc diagonal du systeme, d’autre part, en implémentant la méthode dans
un code massivement paralléle sur la plateforme de calcul CUDA. Nous remettons au
gotit du jour la méthode généralisée de Mie a la diffraction multiple dans le formalisme
des potentiels de Debye (Peter Debye, 1884-1966) que nous justifierons rigoureusement
dans le Chapitre 7. Dans le Chapitre 8, nous introduirons, apres un changement de va-
riable approprié, un préconditionneur qui semble plus efficace que celui proposé par
Egel et al. (2017). De plus, pour des configurations particuliéres ou les spheéres sont
uniformément réparties sur un segment, dans une section du plan ou dans un volume
de I'espace, nous proposerons un algorithme qui permet de réduire drastiquement les

cotits de calcul.

Un agrégat de spheres est généralement utilisé pour modéliser d'une maniere sim-
plifiée un ensemble de particules disjointes ordonnées ou désordonnées dans un maté-
riau comme cela est présenté dans Born et al. (2015) pour des matériaux granulaires,

dans Galisteo-Lopez et al. (2011) pour des structures photoniques ou dans Bakhti et al.

1. traduit de I'anglais Generalized Multiparticle Mie-solution method
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(2016) pour des nanoparticules d’or. Lorsque les sphéres sont suffisamment loin les unes
des autres, c’est-a-dire lorsque les interactions entre les spheres sont négligeables, la
théorie classique de Mie et un principe de superposition, en analogie avec 'approxi-
mation de Born pour les modeéles asymptotiques, apporte une bonne compréhension
du phénomene de diffraction. Dans le cas contraire, il est nécessaire de caractériser les
interactions entre les différents obstacles comme cela est mis en évidence dans Okada
et Kokhanovsky (2009) et dans Naraghi et al. (2015). Cela est justement l'objectif de
la méthode de Mie généralisée, analogiquement au modele de Foldy du premier ordre

pour les modeles asymptotiques.

La méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple est issue de la classe des
méthodes spectrales qui tirent leur nom de la théorie spectrale. En effet, les nouvelles
inconnues dans ce probleme sont les coefficients spectraux associés aux décompositions
modales des champs électromagnétiques, qui sont elles-mémes basées sur la décom-
position de I'espace (2.9) présentée dans de La Bourdonnaye (1993). Sa justification
mathématique passe par la discrétisation d’'une équation intégrale dans la base des har-
moniques sphériques vectorielles et sera présentée dans la Section 7.3. Cette vision
a déja été utilisée en acoustique en deux dimensions dans Thierry (2011) ou Barucq
et al. (2018a) pour la diffraction par des disques mais aussi en électromagnétisme en
trois dimensions dans Ganesh et Hawkins (2008) ou Ganesh et Hawkins (2009) pour
la diffraction par des obstacles de forme arbitraire mais dont la taille est comparable ou
supérieure a la longueur d’onde. En géométrie sphérique, I'avantage principal de cette
méthode est que les coefficients de la matrice associée au systeme linéaire a résoudre,
peuvent étre explicités analytiquement grace aux théoremes d’addition vectoriels intro-
duits dans Stein (1961) puis dans Cruzan (1962).

6.1 Le probleme de diffraction multiple

Nous introduisons le probléeme de diffraction multiple des ondes électromagnétiques
en régime harmonique par un ensemble fini d’obstacles tridimensionnels bornés, simple-
ment connexes et deux a deux disjoints. Nous étudierons ensuite le cas ou les obstacles

sont des spheres.

6.1.1 La géométrie

Nous introduisons la définition de rayon caractéristique d'un domaine borné.
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Définition 6.1. Soit 2 un domaine borné et régulier contenant un élément c € R3. Nous
appellerons rayon caractéristique du domaine relativement a ¢, le nombre réel strictement

positif r tel que U'adhérence de ), notée ), soit incluse dans la boule fermée de centre c et

de rayon r notée B(c, r) et tel que pour tout r < r, Uintersection entre ) et B(c,r) soit non

vide.

Soit B C R? un domaine de référence borné, simplement connexe, de rayon caracté-
ristique égal a 1 relativement a 'origine, de frontiére I" réguliere. Nous introduisons K

obstacles B, ..., By définis de maniére autosimilaire,
Bk =c; + rkﬁ,

ol ¢;, € R3 désigne son centre et r, > 0 son rayon caractéristique relativement a c;. Leur

frontiere est notée I';. Nous supposons que les obstacles sont deux a deux disjoints,
ek — ¢j| > 1+, Vi k=1 ....K, j#k.

Remarque 6.1. Les obstacles peuvent avoir des rayons caractéristiques différents.

Nous notons ¢ le domaine extérieur aux obstacles, défini par

Cette configuration géométrique est illustrée dans la Figure 6.1.

Obstacle de référence 0

D
N d

Qe

FIGURE 6.1 — Géométrie du probléme.
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6.1. Le probléme de diffraction multiple

6.1.2 Formulation du probleme

Nous définissons les champs incidents E™ et H'™ de la méme maniére que dans la
Section 2.1.1. Pour une source J, € L?(R?) a support compact et disjoint de 'union des
obstacles, les champs incidents E™™¢, H'™ appartiennent a Hio.(V x,R?) N Hye (V- , R3),
voir par exemple dans Labat (2016, Proposition 3.26). Nous considérons le probléme
de Maxwell (2.8) dans le domaine )¢, qui consiste a rechercher les champs électroma-

gnétiques E et H dans Hj,.(V x, Q2¢) vérifiant

VxE—-ikH =0 dans Q°,
VxH+ikE =0 dans Q°,
. (6.1)
nx E=-nxE"™ sur 'y, (k=1,....K
lim r (Hxz—E)=0 uniformément en 7.

Nous supposons que la condition de frontiere est une condition de conducteur parfait.

6.1.3 Note sur I’espace des champs tangents sur la sphere

En préambule, nous rappelons la définition des opérateurs surfaciques Vr, divr, rotr
et rotr et celles des opérateurs de Laplace-Beltrami scalaire Ar et vectoriel Ar. Ces
définitions sont issues de Nédélec (2001) ou Le Louér (2009).

Définition 6.2. Soit v : I' — R une fonction scalaire infinie différentiable définie sur une
surface ' simplement connexe et réguliére de R3. Nous notons v le prolongement de cette

fonction dans R3. Le gradient tangentiel de v, noté Vv, est défini par
Vv =Vi—(n-Vo)n.
Le rotationnel tangentiel de v, noté rotrv est défini par
rotrv = (Vo) x n.

Les opérateurs surfaciques divr et rotr sont respectivement les opérateurs duaux de
(—VF) et rotr.

Définition 6.3. Soit v : ' — R® un champ de vecteurs infiniment différentiable défini

sur une surface I’ simplement connexe et réguli¢re de R3. La divergence surfacique de v,
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notée divrv, est définie par

/(divw)gp dl' = — / v -V, pour tout ¢ € €(I").
r r

Le rotationnel surfacique de v, noté rotrwv, est défini par
/(rotpv)gp dl' = / v - rotro, pour tout p € €°°(I).
r r

Enfin, les opérateurs de Laplace-Beltrami scalaire et vectoriel sont définis a partir de

ces quatre opérateurs surfaciques.

Définition 6.4. Soit v : I' — R une fonction scalaire infiniment différentiable définie sur
une surface I simplement connexe et réguliére de R®. Le Laplacien surfacique de v, noté
Arv est défini par

Arv = divp(Vrov) = —rotr(rotrv).

Soit v : I' — R3 un champ de vecteurs infiniment différentiable défini sur une surface I’
simplement connexe et réguliére de R3. Le Laplacien surfacique de v, noté Arv est défini
par

Arv = Vr(divrv) — rotr(rotrv).

_1
L’espace de traces associé a chaque condition de frontiere est H, ?(divr,,I';). de La Bour-
donnaye (1993) démontre que si '}, est difféomorphe a la sphére unité, cet espace se

décompose en une somme directe et orthogonale 2,

_1 L 1
Ht 2 (dink, Fk> = kaH%(Fk) @D rotpkHE(Fk), (62)

ou Vr, et rotp, désignent respectivement les opérateurs de gradient tangentiel et ro-
tationnel tangentiel introduits dans la Définition 6.2. Ainsi, connaissant (Y*),cy la base
hilbertienne constituée des fonctions propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur I'y,
il est possible de définir (Vr,Y*),enx, (rotr,Y%),cn la base hilbertienne des champs
tangents. De plus, ces vecteurs correspondent aux vecteurs propres de 'opérateur de

Laplace-Beltrami vectoriel.

_1 _1
2. au sens du crochet de dualité entre les espaces duaux H, 2 (divr,,I'x) et H; 2 (rotr,,T'x).
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6.1. Le probléme de diffraction multiple

Sur la sphére unité 8, les fonctions propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami sont

les harmoniques sphériques Y, ,, données dans les coordonnées sphériques (6, ¢) par

2n+1(n —|m|)! ,
Ym0, 0) = Pim 0 : 6.3
’ ( 90) \l AT (n + |m‘)| i |(COS )eXpOmSD) (6.3)
pour n > 0 et m = —n,...,n. Les polynémes P, ,,, définis pour n > 0 et m > 0 sont les

fonctions associées aux polynémes de Legendre P,, donnés par

Pom(t) = (1 —t3)7% <jt) P, (1), P,(t) = (=1 (i&) (1—t" tel-1,1].

21|

Remarque 6.2. Dans la suite, nous noterons pour T € 8, Y, (0, ) = Y, ,(Z) ot (6, ¢)
correspondent aux coordonnées sphériques de . De plus, sur une sphére centrée en c; de
rayon ry, nous définissons les harmoniques sphériques translatées Y\, () = Yoo (Y — i),

Ol‘ly = Ck—i—l’k@\.

Les harmoniques sphériques Y, ,, constituent une base orthonormale de L?(8). De
plus, cette famille constitue une base orthogonale de H*(8) pour tout s € R. D’apres
(6.2), nous définissons les harmoniques sphériques vectorielles VgY,, ,, et rotgY,, ,, et re-
groupons des propriétés les concernant dans la proposition suivante, issue de Colton et

Kress (1998) par exemple.

Proposition 6.1. Pour tout n € N, les harmoniques sphériques vectorielles VY, ., et
rotgY,, ,, forment une base orthogonale de H;(8) pour tout s € R. Ce sont les vecteurs
propres de Uopérateur de Laplace-Beltrami vectoriel —Ag (Définition 6.4) de multiplicité

2n + 1 associées a la valeur propre n(n + 1). En particulier, les relations suivantes ont lieu

/VgYn,m VY o ds = n(n + 1)(52%52, /rothn,m -rotgY, v ds = n(n + 1)5;1/5%/,
8 8

ott 0% désigne le symbole de Kronecker et ds = sin 6 df dip.

Remarque 6.3. Nous utilisons la convention ot les harmoniques sphériques sont a valeurs
complexes comme dans Colton et Kress (1998) ou Monk (2003), contrairement a Van Bla-
del (2007) ou Cances et al. (2013), ou est utilisée une autre convention des harmoniques

sphériques qui sont a valeurs réelles.
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6.2 La diffraction par une sphere

Nous rappelons les résultats concernant les décompositions modales des champs élec-
tromagnétiques a I'extérieur d’'une sphere. La technique de séparation de variables est
utilisée pour résoudre le probleme de Maxwell (6.1) avec K = 1, ou l'obstacle de ré-
férence est B = § Clest-a-dire B, = B(ec1,r1). Nous omettrons I'indexation de I'obstacle

dans le cas de la diffraction simple et nous noterons B = B(c, r).

6.2.1 Potentiels de Debye et de Hertz

Les potentiels de Debye sont les solutions de '’équation de Helmholtz en géométrie
sphérique : a lintérieur ou a l'extérieur d'une spheére. Ils sont obtenus en résolvant

I’équation de Helmholtz

—Au—rKu=0 (6.4)

par séparation de variables. Nous introduisons la définition des fonctions sphériques de

Bessel j, et de Hankel de premiére espéce h(!), qui, pour tout n € N, sont solutions de

d d
dzP%JJ*(f—”W+D)ﬂ=& (63)

Proposition 6.2. Pour tout entier naturel n, la fonction de Bessel j, d’ordre n est une
solution réguliére en zéro de 'équation (6.5) et la fonction de Hankel de premiére espéce h{Y)
d’ordre n est une solution sortante de U'équation (6.5). Elles sont données par les formules

de Rayleigh, par exemple dans Olver et al. (2010),

o) = (~15) sec,
zdz z
1d\" ) (6.6)
h(z) = 2" (—) exl?(lz), z € C*.
zdz iz

Proposition 6.3. La fonction de Hankel de premiére espéce h{!) d’'ordre n admet le déve-

loppement suivant au voisinage de Uorigine,

h;l)(z) = Z hnl 267

{=—n—1
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6.2. La diffraction par une sphére

o les coefficients b, , sont donnés par

Vi ()

26+1 (f—Tn)| F(€+72z+1 + 1)

{4n+1
bn,e = i(_l)nJrl \/7_T <_1) 2
24+1 (E+721+1)! F(% + 1)

quad st ¢ —n est pair et { > n,

(6.7)

si{ —nestimpairetl{ > —n—1,

0 sinon.

A Tintérieur de B, toute solution réguliére v* € H'(B) de I'équation de Helmholtz

(Remarque 1.8) peut étre décomposée dans la base des harmoniques sphériques Y, ,,,,

u' () = Z Z u;,m Rym(z —c), avec Rpm(Y) = jn(k|Y])Yom (7). (6.8)

n=0m=—n

. ! . < o Lo " -
Les coefficients u}, ,, sont les coefficients spectraux associés a la projection de v sur Y,,,

1
Uy, = e /|m—c|:r w(x)Y,m(x — c) ds.

A Textérieur de B, toute solution sortante u* € H,. (Q°) de I'équation de Helmholtz peut

étre décomposée sous la forme

@) =3 3 6 Sum(® —c), avec  Spm(y) = AV (kly)Yam (D). (6.9

n=0m=—n

Les coefficients u® _ sont les coefficients spectraux associés a la projection de v* sur Y, ,,,
n,m ,

1
ufljm = m /Iwc|=r ()Y m(x — ) ds.

Les potentiels de Hertz sont les champs de vecteurs réguliers u" x et singuliers u® x
utilisés pour le calcul des décompositions modales des champs électromagnétiques. En

effet, si u vérifie '’équation de Helmholtz (6.4) alors

V x (uz) et LV x(Vx (um)) (6.10)

1K

vérifient '’équation de Maxwell du second ordre

V x (V xu) — k*u = 0.
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Si de plus u vérifie la condition de Sommerfeld (1.26) alors les champs de vecteurs
(6.10) vérifient la condtion de Silver-Miiller (1.22). Cela est démontré dans Monk
(2003) par exemple.

6.2.2 Décomposition modale des champs électromagnétiques

Les champs incidents E™ et H'™ admettent la représentation modale dans H(V x, B)

Emc Z Z emc Rh CC . C) + hmc Re (.’IZ . C),
N (6.11)
H™( Z Z —hs R (= 0) + el Ry (x — o),

n=1m=-n

olt les modes réguliers R ,, et Rf  associés aux équations des Maxwell sont donnés par
1
R ,.(y) =V x (Rum(y)y) et R .(y) = -V x Ry (y).

Les coefficients spectraux ejﬁ‘;n et hi™ sont les projections de E™ sur les harmoniques

sphériques vectorielles VgY,, ,,, et rotsY,, .,

. 1 . .
e = , / E™(x) - rotgY,, ,.(x — c) ds,
: n(n 4+ 1)jn(kr) Jjz—c| (@) m ) 6.12)
1 ) 7/_\ .
hf;‘;n: = / E"(x)-VsY, .(x —c)ds.
n(n 4+ 1)jn(kr) Jjz—c (@) - VsYom( )

ol nous avons introduit la notation j, définie par

i) =28 L ).

Remarque 6.4. Plus que dans B, les champs incidents admettent cette méme décomposi-
tion modale dans toute boule ouverte B(c,R). En particulier, les coefficients spectraux e‘"C

et i sont indépendants de r.

Les champs électromagnétiques diffractés vérifiant (6.1) dans ¢ admettent la dé-

composition modale dans Hj..(V x, 0°),

o0 n

Z Z enmSp (T —¢) + hn,meL,m(w —c),

nimeen (6.13)
=20 > ~humSin(x =) +ennS; (x —c),

n=1m=—-n
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6.2. La diffraction par une sphére

ol les modes singuliers S¢ ,, et St associés aux équations de Maxwell sont donnés par
1
Sh () =V x (Sum(y)y) et S5 mly) = —V x S, (y). (6.14)

Les coefficients spectraux e, ,, et h, , sont les projections de E sur les harmoniques

sphériques vectorielles VgY,, ,,, et rotsY,, .,

1 S
€nm = E(x) - rotgY, »,(x — c) ds
) (]_) / _ ) ?
1 » |z—c|=r
n(n + ih (kr) 6.15)
hpm = =0 / E(x)-VsY,n(x—c)ds,
n(n + 1)hy’ (kr) Jlx—cl=r
otl nous avons introduit la fonction &) définie par
~ h{D(z2) d
M (5) = i M
A () L e D (2)] - (6.16)

Les coefficients spectraux e, ,, et h,, ,, associés aux champs électromagnétiques E et
H sont reliés aux coefficients spectraux el et hi® associés aux champs incidents E™

n,m m

et H'™ par les relations

€n,m = _](nl)(/{r) eglcm et hn,m - _fng)(/{o hlrILl?n (617)
hn (/{/r) ’ ha, (/ir) ’

6.2.3 Décomposition modale d’une onde plane

Un onde plane électromagnétique est caractérisée par des champs électromagnétiques

vérifiant les équations (2.1) dans I’espace libre ot le second membre est égal a zéro,

Einc — pexp(ik: i w>, Hinc — lv % Einc p 1 k. (618)

1K

Proposition 6.4. Pourp = (100)" et k = (00 —k) ', le champ électrique incident (6.18)

admet la décomposition modale dans H(V x, B)

2n+1
n(n+1)

SR (@) B (@

B (x) = /7 exp(—ine) 3 (—i)™!

n=1

(R @-c)- Rl (@-0)

La démonstration est basée sur la décomposition de Anger-Jacobi, voir Colton et
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Kress (1998) par exemple,

exp(ikz) = i i"(2n 4+ 1)j,(k|2|) Pa(cos 0).

n=0

Remarque 6.5. Les coefficients eﬁ?jn et hZ‘fm peuvent étre explicités dans le cas d’'une onde

plane. Nous avons

inc i i)" e * 1
e, = Vo -ine) iy +im b [ 25T
6.20
2n + 1 ( )

h;’;fn = /mexp(—ike)(—i)""2|m)| 5‘1m‘

Ainsi, les champs électromagnétiques diffractés par Uonde plane admettent une décomposi-
tion modale qui est complétement analytique, obtenue en substituant (6.20) dans (6.17),

puis en injectant le résultat dans (6.13).

6.2.4 Formalisme de Xu (1995)

Xu (1995) introduit un formalisme légérement différent. Il utilise une autre conven-
tion que (6.3) pour les harmoniques sphériques, ne prenant pas en compte le coefficient

de normalisation, noté ¢/™!, donné par

m | 2n+1(n—|ml)!
cn —$ P (6.21)

Il introduit de plus les fonctions angulaires 7, ,,(cos #) et 7,, ,,(cos #) données par

mPp . (t) d
= — - t = \/ 1 — 12 —P

et telles que

VsYum = (=1)"c exp(imep) [Tm(cos ) eq + imy, m(cos 0)ey]

rotsY,, ,, = (—1)"c;' exp(imy) [im,, m(cosb)ey — Ty, m(cos O)e, ],

170
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puis les modes Maxwell

M(l _ (_]‘>nRh N(l) _ i (_1)71 e
n,m cm n,m> n,m cm n,m>

M(3 _ (_1)n Sh N(3) _ i (_1)nSe
n,m cm n,m> n,m cm n,m:

Proposition 6.5. Le champ électrique admet la décomposition modale dans H(V x, Q)¢)

E(x) = exp(—ic) g in 252”‘”1 11> { }fg;)(?;z) (M3 (- ¢) - MY\ (z - c))

~'n(’ir) 3 3
_ E]g)(m) (N,Sl)(w —c)+ Néll(w — c)) }

Démonstration. Les représentations modales des champs électromagnétiques diffractés
(6.13) s’écrivent

E(z) = i i (—1)"e {enmMP), (x — ¢) = ihym N (@ — )},

H(z)=>Y_ Y (1) {—hn,mMTS?m(fB —c) — ienvaﬂ%(a: — c)} ,

tandis que le champ électrique incident associé a I'onde plane (6.18) est donné par

2n+1
2n(n+1)

n,—

E™(z) = exp(—ike) > i"™

n=1

{-Ml@-0+Mi@-0)

+ N,(Lll)(zc —c)+ Nélll(w — c)}

6.3 Méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple

Nous considérons le probleme de diffraction des ondes électromagnétiques par K
spheres centrées en ci,...,cyx de rayons respectifs ry, ..., rg. La généralisation de la
méthode de Mie consiste a prendre en compte les phénomenes de diffraction multiple
en considérant une onde plane incidente. Cette méthode peut étre généralisée a tout
type d’onde incidente. Selon I'idée de Foldy (1945) présentée dans la Section 2.3, cela
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consiste a considérer localement, les champs diffractés autour d'un obstacle comme un
champ incident vis-a-vis des autres obstacles. En géométrie sphérique, cela suggere de
décomposer les ondes sortantes centrées autour d’'un obstacle donné, en la superposi-
tion d’ondes entrantes centrées autour d’'un autre obstacle donné et ce pour chacun des

obstacles.

6.3.1 Décomposition modale du champ diffracté

Le champ diffracté total E est recherché comme la superposition de champs diffractés

centrés autour des différents obstacles,

K

E(z) =Y EW(x), Z Z e S (@ —cp) +hE S (x—cp). (6.22)
k=1 n=1m=—-n

Dans le cas de la diffraction simple, les coefficients spectraux e}, et h . sont reliés aux

coefficients du champ incident par la relation de proportionnalité (6.17). Dans le cas

de la diffraction multiple, il faut définir les champs incidents locaux centrés autour des

différents obstacles.

Autour du k-iéme obstacle, le champ incident total E} est décomposé sous la forme

Ej(x) = B*(z) + Y B (x)
4k
Les champs incidents Ei™ sont représentés a 'aide de leur décomposition modale (6.11)

autour du centre c;,

nc k,inc ph k,inc e
E! Z Z enm By (T —c) +h R (T — cy).
n=1m=-—n
Si 'onde incidente est une onde plane électromagnétique polarisée en e, et dirigée
selon 'axe —e,, voir Proposition 6.4, les coefficients e’“ inc ap h"f inc gont les coefficients

spectraux issus de la décomposition (6.19) donnés par

) . 2n+1
epin¢ = /mexp(—ikey) (=) 'm b, n(n +1)’
(6.23)
k,inc n+2 2n i !
hynd = V/m exp(—iker ) (—1)"*2[m| b, n(n+ 1)
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Pour ¢ # k, les champs E,(f) sont les champs diffractés associés au /-ieme obstacle

exprimés dans le référentiel associé au k-ieme obstacle,
Z Z ert Rh ( —cp) + hit RS (T — cp). (6.24)
n=1m=-n

Le passage de (6.22) a (6.24) est une conséquence du lemme de translation a deux

centres présenté dans la Section 6.3.2.

Les coefficients spectraux e/, et h? = sont obtenus en suivant I'idée de Mie ot E™

est assimilé & I'ensemble des E!,

v Jalene) |
i h%l)(/il’k)

-k S (F&rk)

hk inc + Z h .
l#£k
hk(

sont exprimés comme combinaison linéaire des e . €t h

. . k7
Les coefficients e, o

Z Z euusrlﬁn’ )_ hiusﬂf@h(du)

v=1 p=—v
k @ h V4 e
h, Z Z e, Sy (dy. ) + hy, Sy (di ), avec dy = ¢; — ¢y
v=1 pu=—-v

Les coefficients S¥/%¢(dy ) et S¥*N(d, ), appelés coefficients de translation, sont définis
par (6.26) et (6.27).

6.3.2 Le lemme de translation a deux centres

Le lemme de translation a deux centres fournit une représentation locale de toute
onde sortante autour d'un obstacle par des ondes entrantes décentrées. Dans le lan-
gage de la méthode de multipOle rapide (Fast Multipole Method en anglais), ces types
de lemmes sont utilisés entre autres pour définir les opérateurs Multipble-vers-Local
(M2L), Multip6le-vers-Multipole (M2M) ou Local-vers-Local (L2L), voir par exemple ?.

Proposition 6.6. Pour tous n € N* et m = —n, ..., n, il existe des coefficients complexes

Spe(dyy) et Sﬁl’]l’h(d&k) pour tous k # (, appelés coefficients de translation, tels que pour
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tout x € R3 vérifiant |z — ¢;| < |dy. | nous avons

Sh (w—ck Z Z Snme dkg R (.’E—Ce)—i-snmh(dkg)Re (aﬁ—Cg),

v=1 pu=—v

Se 33 — Ck Z Z Snmh dkg Rh (ZL‘ — Cg) Snme(dk g)Re (:13 — Cg).

Vi

(6.25)

v=1 pu=—v

Les coefficients de translation ont été calculés historiquement par Stein (1961), Cru-
zan (1962) et Mackowski (1991). Les expressions de Stein (1961) et Mackowski (1991)
font intervenir les coefficients de translation scalaires tandis que les expressions de Cru-
zan font intervenir les symboles de Wigner 3j. Comme I'a remarqué Xu (1996) page 292,
Pexpression de S¥/“h(x,) obtenue par Cruzan (1962) préte a confusion et méne numeéri-
quement a des résultats incorrects. Pour le calcul numérique, nous avons choisi d’utiliser
les coefficients S:/-¢(x,) obtenus par Cruzan (1962) en y incluant notre convention des
harmoniques sphériques. L’expression des coefficients S*/:*(z,), démontrée dans la Sec-

tion 6.3.3, se rapproche de celle de Mackowski (1991). Nous avons

Sttt = S L [ BT () d
nm 0) — n(n + 1) T 1 s nm\ L)Ly, \ L) Xp —m4p(T) dS
Xnn+1)+vv+1)— + 1] S, —m(x },
[n( ) ( ) —p(p )] pip (o) (6.26)
vu,h ik s v L
Snm (:130) = n(n+ 1) “Zzzm ISWLQ( )qnm (mO)
avec "2 () = VYo, X xo) - € Yy ds
o) = [ (TsVos x o) e Vamds.

Les coefficients S} (zo) sont les coefficients de translation scalaire, donnés par

n+v
SV (o) =dm S IS, () /S Yy (@) Yo ()Y s (Z) ds, (6.28)

p=|n—v|

voir Martin (2006) page 95 par exemple. Les fonctions d’ondes S, ,,—, sont définies
par (6.9). De plus, les intégrales ¢#2(x,) peuvent étre calculées analytiquement. En

partlcuher, nous avons la Pl’OpOSIthI‘l suivante.

Proposition 6.7. Soit o = (xo, Yo, 20) un élément de R>. Les intégrales ¢:22(xy) sont

identiquement nulles excepté pour v, = n et j15 = m — 1, m ou m + 1. En particulier; pour
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tout entier naturel n € N* et pour tout entier relatif m = —n, ..., n, nous avons
G (®0) = 1m0,
g () :—i%;jyo\/(n—m—i-l)(n—l—m), m>1,
an";L1(w0):iaj(];iy(]\/(n—m+1)(n+m), m <0,
(@) =~ (o + ot (= m), m> 0
qﬁﬂ“(mo):ix0+iy0\/(n+m+1)(n—m), m < —1.

2

Cette proposition est démontrée dans la Section 6.3.3.

Subsistent dans les coefficients de translation S¥%¢(x) et S¥%!(x,), les intégrales

[ Yo @Yo @)Yy (2) ds.

Elles sont appelées intégrales de Gaunt (1929) et vérifient I'identité

Yo Y, Y, ds = (—1)7vieta jlal=lul=lm|
/5 . w Lpg dS (1) 1

X\/(2n+1)(2y+1)(2p+1) v n p\(v n p
4w 00 0/ \p —m —q 7

£y L2

mi m2

N\ . o 3 Y 7 e
ou le second membre est un coefficient de Gaunt”. Le symbole ( m33) désigne
le symbole de Wigner 3j. Les nombres quantiques /1, ¢, et {3 sont appelés les moments
angulaires et my, my et m3 sont leurs projections. Le symbole est nul sauf si les inégalités

triangulaires, schématisées en Figure 6.2 et données par

10— 0] < U, < b+ ou (i, 7, k) est une permutation de (1,2, 3),
my + Mo + M3 = 0, (629)
[my| < pour k =1,2,3,

sont vérifiées. Les symboles de Wigner 3j sont reliés aux coefficients de Clebsch-Gordan

3. Dans la littérature, on ne retrouve pas une convention unique pour les coefficients de Gaunt.
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ly

b

FIGURE 6.2 — Schéma représentant les moments angulaires ¢, et leurs projections my
pour k= 1,2, 3.

(€1, m1, 0y, ms|l3, m3) qui interviennent en mécanique quantique, selon la relation

6L 2
<€17m17£27m2|€37m3> = (_1)Kl—f2+m3\/m ! 2 3

my MMz —Mg

Les coefficients de Clebsch-Gordan apparaissent lorsque nous effectuons 'addition de

deux moments cinétiques,

o 0
[0, b, bs,mg) = > Y |, ba,ma,ma) (U, by, my, ol ls, mi) (6.30)

m1=—~{1 mo=—{2

Ces notations sont expliquées dans la Remarque 6.6.

Remarque 6.6. Dans Tannoudji et al. (1980) et plus généralement en mécanique quan-
tique, sont introduites les notations dites de Dirac. Elles consistent a substituer la notation
d’un vecteur u en la notation |u) appelé « ket », la notation w' en (u| appelé « bra » et le
produit scalaire u- v en (u|v) (nommé bracket en anglais). Cette notation s’avére pratique
pour mettre en évidence la dépendance d’un vecteur a certaines quantités par le biais d’'un
symbole. Cela est typiquement le cas lorsque nous introduisons la notion de moment ciné-
tique en physique quantique. Il existe deux types fondamentaux de moments cinétiques : le
moment cinétique orbital et le moment cinétique de spin. Tout moment cinétique est ensuite
combinaison linéaire de ces deux types de moments cinétiques. Le moment cinétique orbital
retrouve son équivalent en physique classique défini par £ = x X p oul p désigne la quantité
de mouvement. Le principe des opérateurs associés méne a la définition de Uopérateur de

moment cinétique orbital £ = {£,, £,, £.} tel que
L=ihax xV,

ot h = 6.626 - 10734Js désigne la constante de Planck. Les propriétés de ces opérateurs

impliquent Uexistence d’'une base de vecteurs propres communs a £* = £o £ et £,. Ces
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vecteurs sont notés |(, m) en référence aux nombres quantiques ¢ et m intervenant dans les

valeurs propres de £2 et £.,
L20,m) = B0 + 1)[¢,m) et £.16,m) = hm |¢,m).

A ( fixé, le sous-espace propre €, des états associés au nombre quantique ¢ est de dimen-
sion 2¢ + 1. Nous reconnaissons ici les propriétés vérifiées par les fonctions harmoniques
sphériques Yy,,. Les coefficients de Clebsch-Gordan apparaissent alors lors de Uaddition
de moments cinétiques. Nous considérons a présent un opérateur de moment cinétique
£ = £1 + £ défini comme la somme de deux opérateurs de moments cinétiques £, et £,
qui pour k = 1 ou 2, sont associés aux vecteurs propres |(}, m;) communs a £ et £._.
L’addition de moments cinétiques consiste a exprimer les vecteurs propres |(1, (s, {,m) com-
muns a £* et £, comme combinaison linéaire des vecteurs de base |(1,my, l, ms) associés
a Uespace produit € = ¢; ® &,, ot pour k = 1 ou 2, &, désigne le sous-espace propre des

états associés au nombre quantique (. Cela est mis en évidence dans 'équation (6.30).

Il est intéressant de connaitre 'origine des symboles de Wigner 3j mais il est sur-
tout commode de les calculer analytiquement. Pour ({1, (s, {3) et (my, my, m3) vérifiant
(6.29), le symbole de Wigner 3j peut étre exprimé a partir de la formule de Racah
comme cela est énoncé dans Olver et al. (2010),

AN
my Mo 13 B

(—1) s A [010503] /(60 + ma)! (6 — ma)! (€ +ma)!(Ce — ma)l(ls + m))(€s — ms)!

« Z (_l)q

T Q0+l — Ll — @)l —my — @)Ly +mg — @)!(l1 — by + U3+ q)! (€5 — {1 — ma + q)!

ol la somme est effectuée sur les indices dont les arguments a l'intérieur des factorielles

sont non-nuls, et A [¢1/2¢3] désigne le coefficient triangulaire défini par

A[ggg] _ (b1 + Ly — L3)1 (0 — Ly + L3)!/(—C1 + Ly + {3)!
o (01 + Co + 03)! :

6.3.3 Calcul des coefficients de translation

Dans cette section, nous démontrons l'identité (6.27) en s’appuyant sur la projection

sur la sphére de centre ¢, de rayon r, du mode S, (x — ¢;) sur les vecteurs de base
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(x — ¢)Y,,. Soit x = xy + @' € R* avec |¢/| < xy de sorte que (6.25) ait lieu. Les

coefficients de translation S}™" sont donnés par

1K
v(v+1)r? j,(kr)

Sp " (o) = /|/| Spm(@o+a') -2’ Y, ds' (6.31)
re
La démonstration est ensuite basée sur la définition (6.14) du mode S}, a partir du

potentiel de Debye S, ,,, et sur le lemme de translation scalaire pour |z'| < |z,

E: 2: Snm mO (w”’

v=0 p=—v
ou le mode R, est défini par (6.8) et les coefficients de translation scalaires S} (xo)
sont donnés par (6.28). Ce lemme est démontré dans Friedman et Russek (1954) ou
Stein (1961) et énoncé dans Martin (2006) avec une convention proche de la notre.

Ainsi, nous avons

‘Sgnxaﬁ :fV'X(Shmlw)::‘7 nnLX T = 2: zz:‘snm wo VZR ( ) (wo%—w”,

v=0 p=-v

avec

1d M
VR, (') X (xg + ') = = o (67)| Y, & X @o + ju (k1) TOtsY,, , + J <:T) VsY, . x xo.

La projection de S sur le mode @’ Y,,, nous donne

/I’I Sk (x) -ika' Y, ds' = ikr} Z Z Sy (0) s (Kre) @22 (220), (6.32)
' |=rp

vo=0 pa=—r2

ou les coefficients q;%'2(x,) sont donnés par (6.27). D’apres les propriétés du produit

mixte, en particulier (a x b) - ¢ = (b X ¢) - a, nous obtenons

0 (@0) = [ (@0 x €) - VYo, Vi ds (6.33)

Les équations (6.31) et (6.32) impliquent

SOS S ()2 e )

Snm,h T
Vi (x0) e, jy(lirg)

i/+1
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Ainsi, les coefficients S,’;ﬁj;h sont donnés par (6.27) si et seulement la Proposition 6.7 est

vérifiée.

Démonstration de la Proposition 6.7. Les coefficients g,2*(x,) étant linéaires par rap-
port a xy, nous décomposons I'élément xy = (¢, ¥o, 20) de R? dans la base associée aux
harmoniques sphériques exprimée a travers les éléments de la base cartésienne,

To — 1Yo

Ty = T(egc +ie,) +

xo + 1Yo

5 (e, —iey) + zpe,. (6.34)

Ces éléments de base sont exprimées dans la base des harmoniques sphériques,

. |8 , |8
e, + e, = ? [Yi,ler + VS)/LI] y €y — 1€y = ? D/l,—ler + VSK,—I] 5

47
e, =/ — Yipe,+ VsYiol.
|3 Yo s10) (6.35)

Ainsi, en utilisant (6.33), (6.34) et (6.35), nous obtenons

To — 1
(o) = U [ (ot - ViYi,,) Vi ds

xozly(’/(rotslﬁ,l VsV ps) Yo ds+ zo/ (rotsYio - VsY,, 1) Yo, ds.
S S

La troisieme intégrale est triviale car le produit scalaire entre les deux harmoniques
sphériques vectorielles filtre les dérivées partielles en 6. En prenant en compte la rela-

tion 0,.Y,, 4, = ip2Y,, 4, et I'orthogonalité des harmoniques sphériques, nous obtenons
/S (rOtSYLO : vSYVz,M) m ds = /8 (awyl/%m) mds = ipo /8 YV2,#2W# ds = ipo 552552'

Les deux premieres intégrales nécessitent un traitement différent selon si ps > 0, o = 0

ou us < 0. En particulier, les formules de récurrence suivantes ont lieu

cH2

. G .
rOtS}/l,l : VSYVQ,MQ = _1CT2+1YV2,M2+1 S1 L2 > 07

- (6.36)
rOtS}/l,—l : VSYl/z,,uQ - iﬁyugﬂug—l Si 2 S O?
V2
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ol ¢l est défini par (6.21). Ainsi, nous obtenons

_ cH2
_ i va v i .
/S (rotsYii - VsY,, ) Yo ds = _1cﬁ2+1 v O 1 s g 2 0,
2

C_H/Q "
V2 v .
— T l/26u2—1 Sipo < 0.
Cusy

/S(rothL_l VY, ) Yo ds =i

Les formules de récurrence (6.36) ne permettent a priori pas de calculer la premiere
intégrale lorsque 1> < 0 et la seconde intégrale lorsque 15 > 0. Pour y remédier, il suffit

d’appliquer au préalable la formule de Stokes sur la surface 8, qui s’écrit

[ (r0tsYin - VsYin ) Viuds = = [ (Vs¥iy 10tsYin) Yiny ds,

puis d’utiliser les formules de récurrence pour —p > 0 lorsque m = 1 et pour —p < 0

lorsque m = —1. Nous obtenons

C_’u
v v spu—1 :
C*,qul 51/26#2 SLp S 0’
14

/S(rOtSYM VY, u) Yo ,ds =i

- H
/ (rotsYi 1 - VsYy, 1) Yo, ds = —i—2og” gictl si 1> 0.
S

1
-+ v T2
Cllj

6.3.4 Comparaison avec la littérature

Le lemme de translation a deux centres est un résultat bien ancré dans la théorie
de la diffraction. Nous avons développé des expressions des coefficients de translation
qui se rapprochent de celles de Stein (1961). Nous avons utilisé un formalisme plus
contemporain que nous pouvons retrouver dans les livres de Colton et Kress (1998),
Nédélec (2001) ou encore Monk (2003). Le premier coefficient de translation S*¢ dif-
fere seulement de par la normalisation utilisée. En ce qui concerne le second coefficient
de translation S¥*" nous avons démontré, dans la Section 6.3.3, une expression alter-

nm 2

native a 'expression de Cruzan (1962) donnée par

v+n

Sl = (=1 Y- {(—i)p“\/p2 —(n—v?J(n+v+12—p

p=lv—n|
(v n -1 vV on

0 Lwo—m —p+m
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que nous avons ré-exprimée avec notre formalisme, ou S, ,,, désigne la fonction d’onde
sortante scalaire définie par (6.9) et le coefficient 72 désigne un coefficient de normali-

sation donné par

/en+1r+1)
n(n+1)

Cette derniére expression comporte une anomalie comme I'a remarqué Xu (1996), qui
peut se vérifier numériquement. En effet, le symbole de Wigner 3j admet la propriété

de symétrie suivante

gl £2 63 _ (_1)51_%2_%3 gl £2 63
mi Mmoo M3 —m; —Mmg —M3 7

donc, pour m; = ms = m3 = 0 et lorsque j; + j5 + j3 est impair, nous avons

€1€2€3:0
0 0 0

En particulier, sip =n+ v —2g pour ¢ € Ntelque p > |n — v|, alorsn + v +p — 1 est
n v p—1
P~ <o
0 0 0

La méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple permet de prendre en compte

impair et nous avons

6.4 Conclusion

le phénomeéne de diffraction multiple par de multiples sphéres. Les outils déployés,
comme le lemme d’addition a deux centres, sont des notions bien établies de la théorie
de la diffraction en électromagnétisme. L’extension de cette méthode a des obstacles
de forme arbitraire passe par la mise en place d’'une méthode d’équations intégrales
de frontiére et par la théorie spectrale de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur une sur-
face de forme arbitraire comme cela est présenté dans Ganesh et Hawkins (2009) pour
des obstacles dont la taille caractéristique est comparable ou grande par rapport a la
longueur d’onde. Dans le Chapitre 7, nous mettons en place le développement de la
méthode spectrale par le biais des équations intégrales de frontiére, nous I’explicitons
dans le cas de multiples sphéres afin de montrer ’équivalence avec la méthode de Xu
(1995).
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Chapitre 7. Méthode d’équations intégrales pour la diffraction multiple en
électromagnétisme

Dans le Chapitre 6, nous avons présenté la méthode de Mie généralisée a la diffraction
multiple qui est 'étude de la diffraction des ondes électromagnétiques par de multiples
spheres, générées par une onde plane. Nous avons présenté le formalisme modal utilisé
par Xu (1995).

Ce chapitre relate la justification de la méthode par la mise en place d'une méthode
d’équations intégrales pour la diffraction multiple en électromagnétisme, ou la solu-
tion du probleme est discrétisée dans une base des vecteurs propres de 'opérateur de
Laplace-Beltrami défini sur la surface d’intérét. Les algorithmes spectraux pour la dif-
fraction multiple ont déja donné lieu a de nombreux travaux comme Ganesh et Hawkins
(2008), Ganesh et Hawkins (2009) ou Ganesh et al. (2012) en électromagnétisme et
Barucq et al. (2018a) ou Thierry (2011) en acoustique. Nous présentons cette méthode
spectrale appliquée au probleme de diffraction multiple, d’abord dans le cas d’obstacles

de forme arbitraire, ensuite, nous I'explicitons analytiquement dans le cas sphérique.

7.1 Représentation intégrale de Stratton-Chu

Nous introduisons le probleme de diffraction multiple des ondes électromagnétiques
en régime harmonique par un ensemble fini de domaines tridimensionnels bornés, sim-
plement connexes et deux a deux disjoints. Ensuite, nous rappelons la représentation in-
tégrale des champs électromagnétiques de Stratton et Chu (1939) (Julius Adams Strat-
ton, 1901-1994 et Lan Jen Chu, 1913-1973).

7.1.1 Rappel des notations

Nous considérons K domaines bornés, simplement connexes, deux a deux disjoints,
notés B, ..., Bx C R? définis de maniere autosimilaire comme dans la Section 6.1.1,
de frontieres respectives I'y,..., 'y réguliéres. Le domaine de propagation des ondes

est le domaine extérieur €2¢ de frontiere I" défini par
K K
Q° =R\ |J B avec ' = J I'y.
k=1 k=1

Nous étudions le probleme de Maxwell (6.1) présenté dans la Section 6.1.2. Il consiste,
1

étant donné un champ électrique incident E' € H, ?(divr,, I';) & rechercher les champs
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électromagnétiques E et H dans Hj,.(V x, Q2¢) vérifiant

VXxFE—ikH =0 dans Q°,
VxH+ikE =0 dans Q°,
, (7.1)
nx E=-nxFE' sur 'y, (k=1,...,K)
lim 7 (Hxz—E)=0 uniformément en 7.

7.1.2 Opérateurs intégraux volumiques
Les définitions et propriétés suivantes sont issues de Le Louér (2009), Colton et Kress

(2013) et Bendali (2013).

Nous rappelons I'expression de la fonction de Green sortante GG associée a I'équation

de Helmholtz, définie pour » > 0 par

exp(ikr)
G(r)=———".
(r) dmtr
Pour tout k = 1,..., K, nous introduisons I'opérateur de simple couche Sy, appliqué a

une densité vectorielle p € € (I'x), qui, en tant qu’opérateur appliqué a une densité

scalaire, est généralement associé a 'acoustique,

Snp@) = [ Gle—ylpy) diuly),  @eR\L. 7.2)

k

~ _1
L’opérateur Sr, peut étre prolongé en un opérateur linéaire et continu de H, *(divr,, I';)

dans H(V x, B;) N Hiee(Vx,R3\ B}) que nous noterons de la méme maniére.

_1
Remarque 7.1. Pour p € H, *(divr,,'y), lintégrale (7.2) n’est pas définie au sens clas-
sique de Lebesgue. En toute rigueur, nous devrions la noter avec le crochet de dualité ( , )
1

_1 _1
entre les espaces H, *(divr,,I'x) et H, 2 (rotr,, I'x).
Nous définissons les opérateurs intégraux de potentiel électrique et de potentiel ma-
gnétique.

Définition 7.1. L'opérateur de potentiel électrique ]519k appliqué a une densité vectorielle

j € € (I'y) tangente a 'y est défini par

P, () = V % (V x 5p,4)(@).
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L'opérateur de potentiel magnétique ]5& appliqué a une densité vectorielle m € € (I'y)

tangente a I'y, est défini par

fﬁm(m) =V x Sp,m(x).

Les operateurs Pe et PIIP peuvent étre étendus en des opérateurs linéaires et continus
de H, 2 (leFk, I';) dans H(V x, B) N Hio(V x,R?\ B,) que nous noterons de la méme

maniere.

Remarque 7.2. D’aprés Bendali (2013), Uopérateur de potentiel électrique ]ka est le po-

tentiel de simple couche associé a Uopérateur de Maxwell,
P, d(x) =K G * j(@), j e ™),

ot G désigne le tenseur de Maxwell défini par (1.24) et * le produit de convolution défini

par (1.23). De plus, il est possible de réécrire f’l‘ik J sous la forme

Plgk . = —V/ ‘w - y‘ leFkyk( ) dFk + KQ/F G(’w - y’)]k(y) drk- (7-3)

k

Le potentiel magnétique peut s’écrire sous la forme

P m(z) = /r VG|~ yl) x my(y) d. (7.4)

7.1.3 Représentation intégrale

Le principe général d’'une équation intégrale est de rechercher les champs diffractés
sous la forme d’'une combinaison d’un potentiel de « simple couche » et d'un potentiel
de « double couche » puis de fixer un prolongement de la solution dans les compo-
santes connexes ou nous ne recherchons pas la solution. En général, cela donne une
relation portant sur la trace de la solution : c’est une équation intégrale de frontiere.
Pour l'acoustique, la représentation est donnée par le théoreme de représentation de
Green, voir Colton et Kress (2013). Dans la section précédente, nous avons introduit
les potentiels électrique et magnétique, qui sont les analogues des potentiels de simple
et double couche en acoustique. Ils interviennent en particulier dans la représentation

intégrale de Stratton-Chu.
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Nous prolongeons, a l'intérieur des obstacles By, les champs électromagnétiques dif-
fractés E et H vérifiant (7.1) de maniere arbitraire — cela est possible grace a la surjec-
tivité de Popérateur de trace tangentielle tournée de H(V x,B;) dans H, %(divm, ).
Nous introduisons le saut des traces tangentielles des champs a travers chaque interface
'}, défini par (2.4),

my, = [n X Elr, et Je = [n x H]r, (k=1,...,K). (7.5)

Proposition 7.1. Les champs électromagnétiques admettent la représentation intégrale
K K

E(z)=Y {ﬁgmk(m) - ;ﬁ;kjk(m)} et H(z)=Y {ﬁ;f;jk(w) + iﬁﬁfkmk(m)} 7

k=1 k=1
(7.6)
pour x € R*\ T

7.1.4 Décomposition modale des potentiels électromagnétiques

Les potentiels électriques ﬁﬁk et les potentiels magnétiques f’ﬂl peuvent étre décom-
posés dans la base des harmoniques sphériques vectorielles dans un sous-domaine de

Q€. Pour tout k = 1,..., K, nous considérons R;, > 0 tel que
31@ C B(Ck, Rk)

et nous notons {2 le domaine extérieur inclus dans 2¢ défini par

eR = Rg \ U B(Ck, Rk)

k=1

La Figure 7.1 illustre la configuration géométrique considérée.

La Proposition 7.2 est une conséquence directe du lemme d’addition vectoriel. Le
lemme d’addition vectoriel permet de décomposer la solution fondamentale ®(x, y)p =
G(]x —y|)p, pour p € R3, de ’équation de Helmholtz vectorielle dans la base des modes

entrants et sortants associés au probleme de Maxwell. Pour « € R*, il est donné pour
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FIGURE 7.1 — Représentation du domaine extérieur {25.

tout et y dans R? tels que |z| > |y| > 0, par

-y > { o1 [(Bn® - p) S1n@) = (RLu(v) - p) Sin()]

n=1m=-—n

i I
- an ' Snm .
+ - (VBim(y) -p) VS, (‘””)}(7.7)

Ce lemme technique est démontré dans Colton et Kress (1998) par exemple, avec des

résultats de convergence affinés dans Labat (2016).

Proposition 7.2. Les potentiels électriques f’ﬁk 7 admettent la décomposition modale sui-

vante dans

o0 n

P oje(®) =" > Y e 1){ / — ) - Ji(y) dli(y)

n=1m=-n
- SZ,m (x —c /r Rn,m Y —ck) - Je(y) dFk(y)}-
k
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Les potentiels magnétiques ]5& m, admettent la décomposition modale suivante dans Qf

o0 n

Fmu(@) = —x*3 3 (nil){s;,m@ ) [ By~ e - 5i(y) dDuy)

n=1m=-—n
+Sh(@—e) [ R —e)Gly) i) .

7.2 Equations intégrales de frontiére

L’obtention de I'équation intégrale s’appuie sur la représentation intégrale volumique
des champs électromagnétiques de Stratton-Chu donnée par la proposition 7.1 puis sur

le choix d’un prolongement de la solution a l'intérieur des obstacles By.

7.2.1 Prolongement de la solution

Nous présentons trois prolongements possibles des champs électromagnétiques E et

H vérifiant (7.1), qui donnent lieu a différentes équations intégrales.

Le premier consiste a prolonger les champs électromagnétiques par zéro a l'intérieur
de l'obstacle : E = 0 et H = 0 dans By, pour tout k = 1, ..., K. Dans ce cas, les densités

de courants surfaciques m,, et j, dans (7.5) s’écrivent
my =nx E; et Je=nxH_ (k=1,...,K).

Pour une condition de conducteur parfait, la donnée m, n’est pas une inconnue du
probleme. En revanche, la densité j, est inconnue. La représentation intégrale de la
solution est identique a (7.6) pour x € €. Ce prolongement est assez naturel mais n’est
pas vraiment pratique car il ne simplifie pas la formule de représentation des champs

électromagnétiques. Nous préférerons a celui-ci 'un des deux prolongements suivants.

Le deuxieme consiste a prolonger les champs électromagnétiques en imposant la
continuité de la trace tangentielle du champ électrique [n x E]r, = 0 a travers cha-
cune des interfaces I';. Cela est équivalent a fixer m; = 0 pour tout k = 1,..., K dans

(7.5). Dans ce cas, la représentation intégrale (7.6) devient

1E S Bm
E(x) = - > Pt gi(z) et H(xz) =Y P ji(x), xeQ. (7.8
k=1 k=1
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Ce prolongement simplifie la représentation intégrale en n’y faisant plus qu’intervenir

un des deux potentiels.

Le troisieme consiste a prolonger les champs électromagnétiques en imposant la conti-
nuité de la trace tangentielle du champ magnétique [n x H]|r, = 0 a travers chacune
des interfaces I';. Cela est équivalent a fixer j, = 0 pour tout k = 1,..., K dans (7.5).

Dans ce cas, la représentation intégrale (7.6) se simplifie

K K
E(z) =) Plm(z) et H(x) = i S PE my(z), e (7.9
=1

1K —1

Ces trois prolongements permettent de définir trois équations intégrales faisant inter-
venir trois inconnues différentes, donnant pourtant lieu aux mémes champs électroma-
gnétiques vérifiant (7.1). L'idée générale est, compte tenu de la condition de frontiere
qui est ici une condition de conducteur parfait, de noter que si 'on applique 'opéra-
teur de trace tangentielle tournée a une des représentations du champ électrique alors
I'inconnue de I'équation obtenue est la densité surfacique inconnue mise en jeu. Nous
explicitons cette démarche pour les deux derniers prolongements présentés. En particu-

lier, le prolongement par continuité de la trace tangentielle du champ électrique donne

1 & -
nxE=——) nx (P J sur I’ (=1,...,K),

1K kzz:l ( Fk]k) Ir, ¢ ( ) (7.10)
nx E=—-nx E™ sur I'y (t=1,...,K).

Le prolongement par continuité de la trace tangentielle du champ magnétique implique

K
nxE=Y nx(Pm; sur I, (t=1,...,K),

kgl (e )ife (7.11)
nx E=—nx E™ surI', ((=1,...,K).

Les opérateurs volumiques 15& et 15& sont a valeurs dans Hjo.(V x, Q€). La trace tangen-
- - 1

tielle tournée des potentiels ¥, j, et P, m,, sur I'; a donc du sens dans H, *(divr,, Ty).

Les propriétés de ces opérateurs intégraux de frontiére sont rappelées dans la section

suivante.

Remarque 7.3. Ce sont les identités considérées pour une condition de conducteur parfait.
La condition d’isolant parfait (2.3) s’étudie de maniéere analogue en considérant les repreé-

sentations intégrales du champ magneétique et la condition de frontiére portant sur la trace
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tangentielle du champ magnétique.

7.2.2 Opérateurs intégraux de frontiere

Nous définissons les opérateurs intégraux de frontiére a partir des opérateurs de po-
tentiels volumiques puis nous rappelons quelques propriétés associées. Nous fixons deux
entiers naturels k, £ € {1,..., K}.

Définition 7.2. L'opérateur Py, appliqué a une densité vectorielle j € ¢'>(I';,) tangente a

'), est défini par

Pri(@) = [ (@) x (Vo x (Vo x {Gllz — y)i@)}) duly), @€l (7.12)

I

L'opérateur P, appliqué a une densité vectorielle m € ¢>(I';) tangente a Ty, est défini

par

Plym(z) = / n(z) X (Vo x {G(jz —yl)m(y)}) dT'«(y), xely  (7.13)

JTy,

Les opérateurs P¢, et P}, peuvent étre prolongés en des opérateurs linéaires et conti-
_1 _1 .
nus de H, *(divr,,I'y) dans H; *(divr,,I;) que nous noterons de la méme maniere.

D’apres les relations (7.3) et (7.4), nous avons aussi les égalités suivantes

Pej(z) = —rotpé/r G|z — y|)dive,j(y) dTy + 2 1 X /F G(lz — y))j(y) dTy,

k

Prm(z) = n /F V.G(lz — y|) x m(y) dTx.
k

Les relations de saut, voir par exemple Le Louér (2009), fournissent des propriétés
reliant les opérateurs de potentiels électrique P et magnétique P, aux opérateurs

intégraux de frontiere P¢, et P

Proposition 7.3. La composante tangentielle de U'opérateur de potentiel électrique ]51€k J
_1

appliqué a une densité tangentielle j € H, *(divr,,I'y) est continue a travers I'; pour

tout { = 1,..., K. La composante normale de Uopérateur de potentiel électrique ﬁfk J est

continue a travers I'; pour tout { # k et discontinue a travers I'y. De plus, nous avons

—divp,j  sil=F,

[ x (B )] = 0 et [n- (PE )] = .
0 sil #k,
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La composante normale de Uopérateur de potentiel magnétique appliqué a une densité
_1

tangentielle m € H, *(divr,,I'y) est continue a travers I'; pour tout { = 1,..., K. La

composante tangentielle de Uopérateur de potentiel magnétique est continue a travers I',

pour tout { # k mais discontinue a travers I'y. De plus, nous avons

_ m  sil=Fk, _
[nx (Plm)r,| = 0 iz et n-(Brm),| =0.  (7.14)

Corollaire 10. La trace tangentielle « tournée » extérieure du potentiel électrique ﬁfk J

appliqué a une densité tangentielle j € H, *(divr,, ') est donnée par
nx( Fk'7>|F£:Pk7£J l=1,...,K).

La trace tangentielle « tournée » extérieure du potentiel magnétique ]5{1; J appliqué a une

_1
densité tangentielle m € H, *(divyp,, [';) est donnée par

m, sil+k,

- B
nX(ka)m— lm—FPmm sit =k
2 k,k :

7.2.3 Formulation faible de I’équation intégrale

Lorsque la solution est suffisamment réguliere, la formulation variationnelle est ob-
tenue en fixant I'espace variationnel dans lequel la solution est recherchée, puis en
multipliant I’équation par une fonction test qui se trouve dans le méme espace que la
solution et enfin, en intégrant '’équation dans le domaine d’intérét. Cela n’est pas pos-
sible lorsque la solution est trop peu réguliere. En effet, ici, notre espace de solutions
pour les densités surfaciques j, ou m,, est 'espace H, : (divp,, I'y). Ecrire lintégrale du
produit de deux densités de cet espace n’a pas plus de sens que d’écrire le crochet de

dualité entre solution et fonction test.

Pour k£ = 1,..., K, nous considérons, en référence a la remarque 2.4, les espaces
1 St . '
duaux de H; ?(divr,,I'y) donnés par H, *(rotr,, ;). Par ailleurs, nous notons Hy(div)

et Hr(rot) les espaces variationnels donnés par

Hp(div) = Hy 2 (dive,, Ty) % ... x Hy 2 (dive,, T,
r(div) tl( ;1) tl( ric: I'k) (7.15)
Hr(rot) = H; ?(rotr,,I'1) x ... x H; ?(rotr,., k).
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La formulation faible du probleme associé a (7.10) s’écrit : chercher (ji,...,Jx) €

Hr(div) tel que pour tout (v, ..., vk) € Hr(rot), nous avons

—mz<"><(Prka)| /,v4>n:—<n><E ’W>Fe (t=1,....K). (7.16)
Si de plus le champ inconnu j; appartient a L?(T'y) avec divr, jx € L*(T'x) et la fonc-
tion test v, est dans L(T";) avec rotr,v, € L*(T), les crochets de dualité peuvent étre

remplacés par des signes intégrales et nous avons

Z/ / (| — y|)divr, jk(y) rotpr,v,(x) dI',dT,

+ m/ / (lx — y|)gr(y) - ve(x) d[dly = _/Fz (n X Einc) ~v, dly. 7.17)

Remarque 7.4. Généralement dans la littérature, nous ne retrouvons pas exactement
cette formulation-ci, mais plutét : chercher (ji,...,jx) € Hr(div) tel que pour tout
(vl,...,v%) € Hp(div),

Z/ / |a: — y| leFka< ) diVF['l)z(iL') dderg

win [ [ Gl —yl)ily) vif@) drile = = [ By) vfy) e,

voir par exemple Bendali (2013) ou Ganesh et al. (2012). Les formulations (7.17) et
(7.18) sont équivalentes et leur obtention dépend de Uexpression sur laquelle est appliquée
Uopérateur trace nx . En effet, d’apres U'égalité (a x b) - ¢ = b - (¢ x a), 'équation (7.16)

est équivalente a

S— Z <(Pfikjk) . ,fu;>r =— <Ei"C,fug>U (t=1,...,K). (7.19)

L

_1 _1
De plus, si v, € Hy.?(rotr,,I'y) alors v; = v, x n € H?(divr,,I'y). Ainsi, en utilisant
les expressions (7.3) et (7.10) puis en intégrant par parties, nous obtenons la formulation

variationnelle (7.19).
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La formulation faible du probleme associé a (7.11) s’écrit : chercher (my,...,mg) €
Hr(div) tel que pour tout (v, ..., vk) € Hr(rot), nous avons
K ~ .
m - _ inc =1,... . 2
kz::l <n X (Prkmk)lr[ ,w>rz <'n, x E ’W>F5 (t=1,....K) (7.20)

Si de plus le champ m,, appartient a L?(T';) et la fonction test v, a L(T',), nous avons

/Fz my - v, dly + kil/m /Fk [VoG(|lz —y|) x mi(y)] - (ve(x) x n) dT}dL,

= — r, (TL X Einc) * Uy ng

7.2.4 Discrétisation de I’équation intégrale

Les solutions des équations intégrales (7.16) et (7.20) sont recherchées sous une
forme particuliére qui permet d’obtenir une version discréte des problemes. D’apres
de La Bourdonnaye (1993) et comme cela est rappelé dans I’équation (6.2), si la surface
I';, est difféomorphe a la sphere unité, 'espace des champs tangents a cette surface peut
étre décomposé dans la base des vecteurs propres associés a 'opérateur de Laplace-
Beltrami vectoriel défini sur cette surface. C’est aussi l'idée développée dans Ganesh et
Hawkins (2008) et Ganesh et Hawkins (2009).

Nous supposons que 'y est difféomorphe a § pour tout £ = 1,..., K. Nous considé-
rons T : 8§ — [ le difféomorphisme transformant la sphére unité § en la frontiere I' du
domaine de référence, tel que

Iy =ci +r.Y(8).

La base hilbertienne de L?(T'), notée (Y,,.,,) peut étre exprimée sous la forme

1«?jn,m(a}) = T(Yn,m(@)v

ot les harmoniques sphériques Y, ,,, sont définies par (6.3). Ainsi, les champs tangents

1
de H, ?(divr,, ['x) peuvent étre décomposés sous la forme

(e} n

u(z) =Y > uiL,mvfy,’;m(m) + u;7mrotf‘éﬁ7m(m), xz Ty, (7.21)

n=1m=—-n
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ot les fonctions harmoniques Y% sont les fonctions Y, ,, translatées autour du centre

¢, comme cela est introduit dans la Remarque 6.2 dans le cas sphérique.

Les espaces d’approximation de la solution et des fonctions tests sont basés sur la

décomposition des champs tangents (7.21) tronquée a l'ordre N,

VN(div):{Jer(dlv fj ol Vayk (@) + jE rots Yk ()},

(7.22)

Vi (rot) = {V € Hr(rot), Z Vil Vayk () + vf;’;nrotf%if%m(w)} :

ou Hr(div) et Hr(rot) sont définis par (7.15). Les nouvelles inconnues dans la for-

mulation faible (7.16) seront les coefficients spectraux j&! . j&< associés a la den-
sité vectorielle J = (ji1,...,Jx) € Vn(div). Les inconnues dans la formulation faible

k’”

n,m?

(7.20) seront les coefficients spectraux m mP* associés a la densité vectorielle M =

(ml, ce ,mK) < VN(le)

7.3 Formulation dans le cas sphérique

Nous considérons le probleme de diffraction multiple des ondes électromagnétiques
par K spheres. Les domaines bornés B, sont les boules ouvertes de centre ¢, et de
rayon r, pour tout £ = 1, ..., K. La formulation discrete peut étre explicitée de maniere
analytique en considérant comme base des champs tangents la base des harmoniques

sphériques vectorielles décentrées.

7.3.1 Discrétisation

Nous considérons les espaces d’approximation (7.22) pour la solution et pour les
fonctions tests, basés sur la décomposition des champs de vecteurs tangents dans la

base des harmoniques sphériques vectorielles tronquée a 'ordre N,

N n
vmdiv):{JeHr(div), J@) =3 S LG >+JZ;rotsY,ﬁm<f>},
n=1m=—n
(7.23)

N n
Vy(rot) = {V € Hr(rot), ve(z) = > > vf;"LlVSY,ﬁm(x) + vf;,ﬁbroth,f’m(f)} :

ou Hr(div) et Hr(rot) sont définis par (7.15). Les nouvelles inconnues dans la for-
kol ik, X

n,m> Jnm

mulation faible (7.16) seront les coefficients spectraux j* associés a la den-
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sité vectorielle J = (ji,...,Jx) € Vn(div). Les inconnues dans la formulation faible
(7.20) seront les coefficients spectraux m¥l , m¥-x associés a la densité vectorielle M =

(my,...,mg) € Vy(div).

Les espaces d’approximation (7.23) permettent de préciser les décompositions mo-

dales données dans la Proposition 7.2.

Proposition 7.4. Soit J € Vy(div). Pour tout k = 1,..., K, les potentiels électriques

]51‘3 . Jx admettent la décomposition modale suivante dans g = €)°,

P, gi(w) = ikPr} Z Z inh gn(kre) S (@ = e) = s n(sr) St (@ — ¢). (7.24)
n=1m=-n
Soit M € Vy(div). Pour tout k = 1,..., K, les potentiels magnétiques ﬁﬂmk admettent

la décomposition modale suivante dans Q5 = €)°,

N n
Plmy(x) = =k > Y mﬁun Jn( Kzrk)SZm(w — ) + mb% jn(kre)Se (@ — cp).

n=1m=-n

(7.25)

Nous cherchons a passer a la limite dans (7.24) et (7.25) lorsque « tend vers I'y, pour
tout ¢/ = 1,..., K, puis a en prendre la trace tangentielle tournée sur I'y, comme cela
est présent dans (7.16) et (7.20). Il s’agira ensuite de multiplier par une fonction test
vy puis d’intégrer sur I',. Nous différencions les cas k = ¢ et k # (. Le passage a la limite

dans le cas k£ = / est trivial, la série étant tronquée a 'ordre /N. Nous avons pour x € [',

1 N n _
— —T —c X Ppkgk = K’r} Z Z i H m Jn(FrE) h( )<I€rk>r0tSYnkm(£)
iK 1 e ’

n=1m=—mn

+ b Gk WD (k) VsYE, (),

N n
T —cp x PPmy(x) = w22 Y. S0 —mbl (k)b (k) VsYE L (7)

n=1m=-—n

+mEX (k)R (kr)rotsYrE (7).

Lorsque k # ¢, la difficulté réside dans le changement de référentiel entre le champ de
vecteurs décentré par rapport a ¢, et application de I'opérateur de trace tangentielle

défini par rapport a ¢,. Dans ce cas, nous avons recours a l'utilisation du lemme de
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translation a deux centres présenté dans la Section 6.3.2 qui permet de transformer les
modes singuliers de Maxwell centrés en ¢, en une série de modes réguliers de Maxwell
centrés en ¢,. Soit x € € tel que |z — ¢/| < |er — ¢]. En injectant les expressions
(6.25) dans les décompositions modales (7.24) et (7.25) puis en passant a la limite,

nous obtenons pour x € Iy,

00 v N n
Prge() =ik > >0 >0 >
v=1 p=—vn=1m=-n

{ = [ o) S (d) + 3 () S ()] B (0 — €0)

+ [0, (k) S (de) — 385 g (rire) S (i) | RE (2 — c«)},

_ %) v N n
Promp(@) = =k 30 30 3 D)
v=1p=—vn=1m=-n

{ [mﬁ’,‘?‘n (K Sy (dyg) — mi jn(ﬁfk)sfﬁn’h(dkx)} R} (@ —c)

[l ) SE R (i) + s, ) S5 ()] RS — o)

L’application de 'opérateur de trace tangentielle tournée relativement a ¢, nous donne

1 - 0 v N n
——x—c X PEgr(®) =R D D> D

15 v=1pu=—v n=1m=-n

{0 TnCane) S5 ) 37 ) S ()] o) VY, (7)

+ {Jﬁun En(/”vrk)SZT’e(dk,z) — jh jn(ﬁrk)sff’h(dk,z)} Eu('fre)mtsy;fy(@}a

. B oo v N n
T —c x PRmy(z) =/ )0 >0 D0 Y
v=1p=—v n=1m=-n

{ [—mfi:‘Jn Jn(Kr) SEe () + mi jn(/‘éfk)sff’h(dk,e)} Ju(kre)VsY, ()

- [mil T () S () + mE, () S (de)| },,(/frg)rothlfu(:?)}.
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Soit V' € Vy(rot). La forme bilinéaire associée a la formulation faible continue (7.16)

s’écrit de maniére discrete et approchée sous la forme

1 & ~ B
- kgl <n X <Prk]k)\r,_, ,W>F£ =
N n

S 3 1) T e) il 95+ e o) 5, 52,
n=1m=-n

n 14

+ﬁ2rzzrzzz S Y vw+1) {jnwk)jymross,?h(d 0) I Vo

k%0 n=lv=1m=-npu=—v
+ G (B0 3o (Rre) ST (die) §67 VoI 4 G (k1) g (Kre) Sp () 500, V0

— G (kre) 7, (kr) ST (dy ) vg’x}.
(1) Ju (Kre) Syl (i) Gy Vi (7.26)

La forme bilinéaire associée a la formulation faible continue (7.20) s’écrit de maniére

discrete et approchée sous la forme

K
> <n X (P{‘;mk% ,’Ug> =
k=1 T, T,

K21} Z Z n(n+1) { — En(/{rg)hg)(lﬂ’g) fl”m f;‘ln +jn(/<;rg)ﬁn1)(/<arg)mf;’;n vf;fn}
n=1m=-—n

n v

SOY v+ 1) { = Gl d () ST (dy ) ml

+/{2r2Zr2§:§:
[ k

k#¢ n=lv=1lm=—npu=—v
+ G (k) g (k1) SET (o) % VO + G (k) 7o (Kre) SR (dby ) m v
+ G (k1) g (Kre) S (de) mb% Vﬁ’x}-
(ko) S ) i ¥}

Nous considérons la décomposition modale (6.11) du champ électrique exprimée a

I'aide des modes réguliers R? ,, et R = décentrés autour de chaque obstacle,

Elnc o Z Z Emth w . Cg) + hélncRe (m . CK)-

n=1m=—n

198



7.3. Formulation dans le cas sphérique

Les seconds membres dans (7.16) et (7.20) sont les projections du champ électrique

incident sur la base des harmoniques sphériques vectorielles. Nous avons

N n
(B0 =230 S mlnt 1) { ) e il 4 aere) DS V)

n=1m=-n

(7.28)

Remarque 7.5. Les expressions discrétes (7.26), (7.27) et (7.28) que nous avons obtenues
peuvent étre simplifiées en ajoutant des facteurs normalisant dans les espaces d’approxima-

tion (7.23). Cela est présenté dans la section suivante.

7.3.2 Normalisation

Afin de simplifier les formulations discretes (7.26) et (7.27) faisant intervenir ou bien
I'opérateur de potentiel électrique ou bien I'opérateur de potentiel magnétique, nous
normalisons I'espace des fonctions tests Vy(rot). Cette normalisation nous est dictée

par la forme linéaire discrete (7.28). Nous posons

E o — 1 V@,H Z X 1 vﬁ,x

n T T 1) 2 (e T U ) Gk

de sorte que (7.28) soit équivalent a

N n
inc _ £,inc =0, £,inc AE X
—<TLXE 7,UZ>FZ_Z Z {nm nm+hnm nm( *
n=1 =

La forme bilinéaire discrete (7.26) devient

‘ ,
7 =,
)Y 3 WD e, T — W ()i, T
- 5 = h I
FRE S Y S - dulen) S i, 9

. nm . ol nm =t,
— () SIS (i) 5 Tl 4 (k) ST () 01, T

=, %
— Gulrre) S (dy ) o T }
Jn(Kre) Sy () S Vi (7.29)
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La forme bilinéaire discréte (7.27) devient

N n .
EXES Z {Jn(f@ff) B (sr,) mell 52 +Zn(mrz)h<1>(m) ex gt }

n,m ‘n,m n nm ‘nm
]n("{rﬁ)

={,
FRETAY Y Y (s mil, 3
k#¢0 n=1lv=1m=-npu=—v
. ={,
— Gu(Rr) Sy (dge) i ol o+ o (i) S dy ) mil, 9,

. nm,e =0, %
+]n(’irk)sz/,u (dk€> nmvu,,u}' (730)

Nous cherchons encore a simplifier les formes bilinéaires discretes (7.29) et (7.30).
Nous agissons sur I'espace des inconnues Vy(div). Selon que nous utilisons la formu-
lation faisant intervenir le potentiel électrique ou celle faisant intervenir le potentiel
magnétique, la normalisation choisie différe 1égerement. Elles sont dictées par les re-

présentation modales (7.24) et (7.25). Nous posons

ol _ by o :_$ka

g (k)™ w2 (k)
| ; (7.31)

A | ko _ k%

S ) G T

de sorte que les représentations (7.24) et (7.25) soient équivalentes a

N n

P () =162 Y0 3 0.8 (e — e) + 105,80 (T — cr),
n=1m=-—n
ﬁﬁlmk :—,%ZZ Z Aﬁﬂnslﬁm T —cp) +mX S (T —cp).

n=1m=-n

Ainsi, en injectant les normalisations (7.31) dans les équations (7.29) et (7.30), nous

obtenons la proposition suivante.

Proposition 7.5. Les formulations discrétes des équations intégrales (7.16) et (7.20) pour
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tout ¢ =1,..., K, sont données par
N n (1)
2 ’frk Ae g =6x P (Kre )~ =t ||
K { n m Vn m + = Jn’,m +
nz:lm——n ]n(’%rk> j”(’irk) ]%ré:éuz:lu;l/
v v n 4 || v =t,
{_Sn;lfn,h(d )JIIjII‘J‘, Vo,m + 5 ue(dk,f>.lllf:u + 5 P«e(d )]?/;Ilvnjn

+ S, m:f;;}}:z > {elim i, +nieT,

n=1m=-—n

} (7.32)

et

2y (g g B0 g 5 LSy

n=1m=-n jT“L(Hrk) jn("irk) kA0 v=1 p=—v
~ ~ =/,
[Sume(dy ) ML), — Sueh(dy ) mbs v f;'ln Subh(dy ) mbL T

vu,e k></\€>< ¢,inc =4l L,inc ,\ZX
w2 0 S {emeall e,

n=1m=-n

} - (7.33)

Remarque 7.6. Cette normalisation permet de réduire le nombre d’opérations dans le
calcul numérique du second membre et de la représentation des champs électromagnétiques.

Cette étape est nécessaire pour une accélération algorithmique.

7.3.3 Systemes linéaires

Les formulations discretes (7.32) et (7.33) sont vérifiées pour tout ¢/ = 1,..., K et

peuvent s’écrire sous la forme d’un systeme linéaire ou les inconnues sont les coefficients

fH fH

spectraux !l et _]n <, respectivement m%| et m%* pourtous/=1,...,K,n=1,...,N
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etm = —n,...,n. Nous posons
bl mbl vl
: XZ,* ?ﬁ’*
K| K| K| ! o
. J m v 0,% £,x
j= , m= , V= , avec X7 = , X = ,
+1,% 1,%x 1,x
] m %
Zv* AZ,*
XN Xn,n
_]K’X mK,>< VK,><
(7.34)

pourx = j, mouv et = || ou x. De plus, x‘* € C**! x’* ¢ CNV+2) et j, m € C2ENIN+2),

Nous écrivons les équations (7.32) et (7.33) sous la forme
(M®j,v) = (f,v) et (M™m,v) = (f,v),

olt M® est la matrice associée a I'opérateur de potentiel électrique P¢, M™ est la matrice
associée a I'opérateur de potentiel magnétique P™, ( , ) désigne le produit scalaire her-

mitien et f € C2KV(V+2) désigne le vecteur composé des coefficients spectraux associés
aux champs incidents,

e1,inc
Xf,inc Xé,inc
eK,inc ) 1 ) n—n
f= , avec x“C= [ et xHine = : (x =eouh).
h1,inc : n :
£,inc i
% i
hK,inc

Remarque 7.7. Pour une onde plane électromagnétique incidente, les coefficients eﬁf{}f et

hi-inc sont donnés par (6.23).
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7.3. Formulation dans le cas sphérique

Conformément aux quatre termes de différente nature composant les sommes issues

de (7.32) et (7.33) donnés par les produits

~ ZZ, ~ Zf,X ~ XZ, ~ ZZ,X
<kl I <kl ki l ot ks

n,m n,m’ n,m ¥ n,m’ n,mYnm n,m n,m’

les matrices de masse M et M™ peuvent étre divisées en quatre parties, elles-mémes
décomposées en K x K blocs correspondant respectivement aux différentes interactions

entre obstacles

* * * X * X * *
Mll 12 1K-1 1K
* % * % * % * %
21 22 2K-1 2K
Il [Ix
B M M o
M = avec M** =
Ml v
* % * % * % * %
K-11 K—-12 K—-1K-1 K—-1K
* % * * * * * *
K1 K2 - KK—1 KK

Chaque bloc M} est de taille N (N +2) x N(N +2) et peut étre indicé par quatre entiers
relatifs n,v = 1,...,N, m = —n,...,n et u = —v,...,v comme cela est illustré dans
la Figure 7.2. Soient i, et jio. les indices correspondant aux numéros de ligne et de

colonne des coefficients d’'un bloc M} tels que
iloc = n(n +1) +m et Jloe = V(v +1) + .

Au sein d’une partie M**, les numéros de ligne i et de colonne j associés a un coefficient
peuvent étre exprimées a I'aide des numéros des obstacles ¢ et k et des numéros de ligne

et de colonne locaux i), et jj,c au sein d’une interaction considérée,
i= (0 —1)K 4 i et Jj=(k—=1)K + jioc

Finalement, les numéros de ligne igq, et de colonne jg,, globaux dépendent de la partie

dans laquelle nous nous placons. En particulier,

' i dans M/ *, ‘ j dans M* |
lglob = Jglob =
KN(N+2)+i  dans M™%, KN(N+2)+j dansM*™.
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v=1 vr=2 v=N
/_/R /_/H A
Toe T7cra

PO N U N N i

777777777777777777777777777777777777777777 }m=—-1
}m:O n:l
}m=1
7777777777777777777777777777777777 }m = -2
}m=-1
bm=0 n=>2
}m =1
}m =2
: :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
* % 1 1
k= ! !
1 1
1 1
1 1
1 1 ym=—-N
: : }jm=-—-N—-1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: : rn=N
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 }jm=N—-1
: : }m =N

FIGURE 7.2 — Squelette associé au bloc M7 a l'intérieur des parties M**

La matrice M associée a la formulation électrique est calculée a partir de la formula-
tion discréte (7.32). A k, £, n, v, m et u fixés, les coefficients a l'intérieur des différentes

parties de M® sont donnés par

e 0 sik=1¢,
[(Me)zk} -
m | = KSR (di) si k # ¢,
A1)
o | R CMGOF sik =1,
(] =1 Jnlne)
| K2 Sy (d) sik £,
_ (7.35)
A1)
P ha (K1) s g sik =1,
[(Me)zk}nm = Jn(kre)
K2 St (die) sik#
0 Sik=1/
e\ X x| ViH ’
[(M )ek ] = 9 h ;
o K-SR (dy ) sik # (.



7.4. Justification de la méthode

La matrice M™ associée a la formulation magnétique est calculée a partir de la formula-
tion discréte (7.33). Ak, £, n, v, m et yu fixés, les coefficients & l'intérieur des différentes
parties de M™ sont donnés par

) 0 sik =t
], =
| R S (d) ik # 1,
0
e | 2 M&;&n sik =1,
[l ] =3 Galen)
’ _ k2 SUmh(g sik L
" o (Ak.0) # (7.36)
R M@m sik =1
o2 = 3" o
- RS ) si k # ¢,
[ 0 sik = E,
{(Mm)exkx] =
mm | g2 gree(d, ) sik 1.

Les matrices M® et M™ comportent des zéros dans les blocs diagonaux. Cela méne
a des systemes linéaires mal conditionnés. Pour y remédier, nous introduisons dans le
Chapitre 8 un préconditionnement qui consiste a effectuer des transformations linéaires
de part et d’autre des égalités dans les systémes linéaires

Mej = f et M™m = f.

7.4 Justification de la méthode

Nous justifions théoriquement la méthode spectrale. Nous revenons dans un premier
temps au probleme continu donné par les formulations variationnelles (7.16) et (7.20).
Nous démontrons que ces formulations admettent une solution unique en montrant
que les opérateurs sont de Fredholm et sont inversibles sur la gamme des fréquences
non-résonantes pour le probleme du conducteur parfait (Dirichlet). Dans un deuxieme
temps, le lemme de Céa garantit que notre solution discréte définit une approximation
de la solution du probléme continu avec une précision controlée. Enfin, pour le cas par-
ticulier des petits obstacles sphériques, nous montrons que, sous certaines hypotheses,
les fréquences de résonance ne sont jamais atteintes.

205



Chapitre 7. Méthode d’équations intégrales pour la diffraction multiple en
électromagnétisme

7.4.1 Existence et unicité des problemes continus

Nous étudions les formulations électrique (7.16) et magnétique (7.20). Elles peuvent

toutes deux s’écrire sous la forme : chercher V' € Hy(div) vérifiant

P°V—F, (7.37)

pour ¢ = e ou h, ot I'inconnue V' € Hr(div) désigne le produit cartésien des densités
_1
tangentielles j, ou m; € H; *(divr,,I'x) telles que la représentation (7.8) ou (7.9) ait

lieu. L’'opérateur matriciel P° : Hr(div) — Hr(div) est défini par

& o o
Py, Py, 1K-1 P g
> > > >
P21 P22 P2K—1 P2K
P<>: . . . . .
& > &> &>
PKfll PK712 PKflel PKflK
> > & &
P, Pgy, ... Pgg, Pgg
Pour k =1,..., K, les opérateurs diagonaux Pj,, sont donnés par
Pgy sio=e,
o o k]
ke — ) 1 m .
§I + Pk si o =m,

ou les opérateurs intégraux de frontiere ¢, et P, sont introduits dans la Définition

7.2, tandis que les opérateurs extra-diagonaux P, pour ¢ # k sont donnés par

e 1 —
. Py, sio=e,

Py sio=m.
Enfin, le second membre F' contient les traces du champ incident,

Fj, = (n x E™)

Iy -

Proposition 7.6. Pour ¢ = e ou h, Uopérateur P° est de Fredholm.

Démonstration. Pour ¢ = e ou h, nous montrons que I'opérateur P° peut se décomposer

en la somme d’un opérateur inversible B° et d’'un opérateur compact K°,
P°=B°(I+K°).
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Caractere de Fredholm pour P¢. L’opérateur matriciel P¢ se décompose sous la
forme
Pe — Be + Ce’

ol l'opérateur matriciel B¢ est donné par

e,i
Py 0
e,i
0 Py
Be — : . . : :
- . . . . . )
e,i
0 o .. PK*I,K*I O

e,i
0 PK, K

avec P,f,‘C désignant 'opérateur intégral de frontiere (7.12) en prenant comme fonction

de Green G qui est la fonction de Green G avec xk = i donnée par
exp(—7)
Gi(r) = ——.
T
. _1 —1 .
Pour k = 1,...,K, les opérateurs Py : H; *(divy,,I'x) — H; *(divy,, ;) sont in-
| _1
versibles et leur opérateur inverse (Py;)" est borné dans H; *(divr,,I'x). Donc B¢ est

inversible et son opérateur inverse (B®)~! est borné dans Hr(div). Les composantes de

C*¢ sont données par

PE, — Py si k=,
C;i’,e = 7 ’
Pgy sik# (.
7 7 _l
Pour tout k,¢ = 1,..., K, l'opérateur P, est borné et compact de H, *(divr,,I';) dans
_1 .
H, *(divp,,T). Pour tout k = 1,..., K, lopérateur ¢, — P, est borné et compact

dans H, ?(divr,, I'y). Ainsi, 'opérateur matriciel C* : Hr(div) — Hr(div) est borné et
compact. D’oti, I'opérateur K¢ = (B¢)~'C* est compact dans Hr(div). Donc P¢ est de
Fredholm.

Caractére de Fredholm pour P™. L’'opérateur matriciel P™ se décompose sous la
forme

P"=_(I+K™),

N | —
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ou I désigne 'opérateur matriciel identité et les composantes de K™ sont données par

oupour k, /= 1,..., K, lopérateur P, est défini par (7.13) et est borné et compact de
H, *(divr,,Iy) dans H, *(divr,, ;). Ainsi, l'opérateur ; K™ est compact dans Hr(div),

puis 'opérateur matriciel P™ est de Fredholm. O

Le caractere de Fredholm (d’indice zéro) des opérateurs garantit leur inversibilité
sous réserve de leur injectivité. Dans la Proposition suivante, nous établissons 'injecti-

vité des opérateurs intégraux matriciels de frontiere.

Proposition 7.7. Si pour tout k = 1,..., K, x? n'est pas une valeur propre associée a
lopérateur V x (Vx) pour le probléme intérieur posé dans By, alors pour ¢ = e ou m,

Uopérateur P° est injectif.
Démonstration. Nous considérons V' € Hr(div) tel que pour ¢ = e ou h,
P°V =0.

Nous cherchons a montrer que V' = 0.

Formulation électrique (¢ = e). Soit E le champ électrique représenté a l'aide des

opérateurs de potentiel électrique dans ¢,

1

ik

K
E = > Bt v, V = (vy,...,0k).

k=1

Nous montrons dans un premier temps que si E = 0 dans Q€ alors V' = 0 dans Hp(div).
Comme l'opérateur ]5§k est linéaire et continu de H; ?(divr,,['y) dans H(Vx, B;) U
Hjoo(Vx,R3\ By), le champ E peut étre étendu dans R? \ ' et vérifie I'équation de

Maxwell du second ordre
Vx(VxE)—rE=0 dans R* \ T..

Si E = 0 dans Q€ alors sa trace tangentielle « extérieure » notée n x E, est nulle sur
Iy, pour tout £ = 1,..., K. De plus, puisque 'opérateur n x Pﬁk est continu a travers [y,

alors la trace tangentielle « intérieure » de F, notée n;,, x E, est donnée par

Nipt X E =Ny X E =0 sur 'y, (k=1,...,K).
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Donc, dans By, le champ E vérifie le probleme de Maxwell intérieur

V x (VxE)—kE=0 dans By,

nxE=0 sur I'y.

Or, si x2 n’est pas une valeur propre associée a l'opérateur V x (V x) pour le probléme
intérieur posé dans By, alors E = 0 dans By, pour tout £k = 1,..., K. Cela implique
également H = -V x E = 0 dans B, pour tout k = 1,..., K. Puisque de plus H = 0
dans Q¢ et H admet la décomposition (7.8), nous avons d’apres les relations de saut
(7.14),

K
0=[nxH]=> [n X (Pl—\ek'l)k)l"[} =y sur Ty,
k=1
pour tout ¢ = 1,..., K. Donc V = 0. Il reste a montrer que sous ’hypothese portant sur

k%, E = 0 dans °. Comme V € KerP¢, nous avons
(n X B, = (Mine X E), = (Nexe X E)), =0 surI'y, (k=1,...,K).

Donc E vérifie le probleme de Maxwell extérieur dans 2°* muni d’'une condition de
conducteur parfait homogene sur la frontiere de chacun des obstacles et de la condition
de Silver-Muller a l'infini. Donc E = 0 dans Q°.

Formulation magnétique (¢ = h). La démonstration est similaire en inversant les
rolesde F et H. O

D’apres les Propositions 7.6 et 7.7, le probleme (7.37) admet une unique solution
lorsque x? n’est pas une valeur propre de 'opérateur V x (Vx ) pour les problémes
intérieurs posés dans B, pour k = 1,..., K. Pour plus de détails concernant le cas

scalaire nous renvoyons aux travaux de Barucq et al. (2018a) et Thierry (2011).

7.4.2 Stabilité et convergence

La discrétisation du probléme (7.37) est effectuée par le biais des espaces d’approxi-
mation ((Vy(div))ycy- définis par (7.22) qui est une suite de sous-espaces de Hr(div),
denses dans Hyr(div). Dans la Section précédente, nous avons démontré un résultat
d’existence et d’unicité sur le probléme continu sous ’hypothése que x? n’est pas une
valeur propre de 'opérateur V x (Vx ) pour les problémes intérieurs posés a l'intérieur

des obstacles. Ainsi, en s’appuyant sur des résultats de densité, nous obtenons égale-
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ment, sous cette méme condition, le caractere bien posé du probléme discret. De plus,
le lemme de Céa, rappelé ci-dessous et énoncé dans Sauter et Schwab (2010), nous

donne une erreur d’approximation.
Théoréme 4 (Lemme de Céa pour les probléemes coercifs perturbés). Soit H un espace
de Hilbert et (V},); une suite de sous-espaces de dimension finie de H, dense dans H. Si

- la forme bilinéaire a est coercive : |a(u,u)| > o||ul| g avec a > 0,

- Uopérateur linéaire T' de H dans H' associée a une forme bilinéaire t est compact,

- le probléme est injectif : a(u,v) + t(u,v) = 0 pour tout v € H, implique u = 0,

alors il existe une constante ko > 0 telle que pour tout k > ko, le probléme qui consiste,

étant donné F' € H', a rechercher u; € V, telle que
a(uk, Uk) + t(uk, Uk) = F(Uk) pour tout vy, € Vk,

admet une unique solution u, € Vj. De plus, u; converge vers u et Uestimation d’erreur

sutvante a lieu
— < i — ]
lu — g < Cvifel‘f/k lu — vi|l

7.4.3 Cas des petits obstacles

Dans la Section 7.4.1, nous avons montré que, si x*> n’est pas une valeur propre as-
sociée a l'opérateur V x (Vx ) pour les problemes intérieurs posés dans chacun des
obstacles B, pour k£ = 1,... K, alors les problemes obtenus en considérant les formu-
lations électrique ou magnétique admettent une unique solution. Dans le contexte des
petits obstacles, en émettant une hypothese portant sur la taille des obstacles, il faudrait
démontrer que les fréquences de résonance ne sont jamais atteintes, comme dans le cas

scalaire Barucq et al. (2018a).

Conjecture 1. Si le nombre d’'onde « et le rayon caractéristique ry, relativement au centre

c;, vérifient Uhypothese suivante pour tout k =1, ..., K,
K < Co,

alors k? n’est pas une fréquence de résonance pour les problémes intérieurs de Maxwell.

Remarque 7.8. La constante cq reste a déterminer. Nous pensons qu’elle est reliée aux

premiers zéros des fonctions de Bessel j; et j.
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7.4.4 Equivalence avec la méthode de Mie généralisée

La méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple présentée dans le Chapitre 6
est une méthode semi-analytique qui permet de prendre en compte la diffraction mul-
tiple d’'une onde plane par de multiple spheres, développée initialement par Xu (1995).
La méthode spectrale développée dans ce chapitre s’avere étre équivalente a la méthode
de Mie généralisée a la diffraction multiple dans le cas sphérique. Nous résumons les

étapes successives qui menent aux systémes linéaires, pour chaque méthode :

- la méthode spectrale s’appuie sur la représentation intégrale de Stratton-Chu des
champs électromagnétiques a partir de laquelle nous mettons en place une équa-
tion intégrale pour la diffraction multiple; dans le cas sphérique, I'espace d’ap-
proximation est I'espace issu de la théorie spectrale de I'opérateur de Laplace-
Beltrami vectoriel et des lemmes d’addition et de translation sont utilisés pour

calculer analytiquement les intégrales surfaciques induites,

- la méthode de Mie généralisée a la diffraction multiple s’appuie sur les décompo-
sitions modales des champs électromagnétiques puis sur I'utilisation du lemme de

translation vectoriel introduit dans la Proposition 6.6.

Or, les décompositions modales des champs électromagnétiques peuvent étre démon-
trées entre autres, par la technique de séparation de variable, ot est utilisée la base des
harmoniques sphériques vectorielles, ou bien en utilisant la formule de représentation
de Stratton-Chu et le lemme d’addition vectoriel donné par (7.7). Les deux méthodes
menent alors a des systémes linéaires équivalents. Toutefois, nous avons choisi de nor-
maliser les espaces d’approximation de la solution et des fonctions tests afin de simpli-
fier a la fois la représentation discrete des champs électromagnétiques et le calcul du
second membre. Dans le chapitre suivant, nous utilisons un préconditionneur de type

bloc-diagonal (Jacobi) mais apres avoir effectué les changements de variables adéquats.

7.5 Conclusion

La méthode spectrale permet de définir des modeles d’ordre élevé pour I'étude de
la diffraction multiple des ondes électromagnétiques par de multiples obstacles. Dans
le cas sphérique, cette méthode engendre des systemes linéaires dont les coefficients
peuvent étre exprimés de maniere analytique et dans ce cas, elle est équivalente a la
méthode de Xu (1995).
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L’avantage de cette méthode en comparaison avec les modeles asymptotiques présen-
tés dans la Section 4.3.2 est 'ordre élevé. Cependant, les expressions obtenues a la fois
pour la représentation des champs électromagnétiques et pour le systéme linéaire dans
le cadre de la méthode spectrale sont beaucoup plus complexes, et par conséquent, vont
demander beaucoup plus de temps de calcul, et ce méme a bas ordre, que les modeles

asymptotiques.

Cette méthode, issue de la théorie des équations intégrales de frontiere, met en jeu
des matrices denses dont la taille dépend directement du nombre d’obstacles et du
nombre de modes, soit de 'ordre d’approximation. Elle atteint rapidement ses limites
en termes de consommation de ressources mémoire si nous n’utilisons pas de paralléli-
sation. Dans le Chapitre 8, nous décrivons une méthode astucieuse pour résoudre des

gros problemes en essayant de minimiser les ressources de calcul.
Cette méthode est validée numériquement dans le Chapitre 9 a l'aide d’une solution

élément fini. De plus, nous mettons en évidence les différents cofits de calcul entre

modeles spectraux et modeles asymptotiques.
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CHAPITRE 8

IMPLEMENTATION : ACCELERATION ALGORITHMIQUE
ET REDUCTION MATERIELLE
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Dans le Chapitre 7, nous avons présenté une méthode d’équations intégrales pour le
probleme de diffraction multiple par des obstacles de forme arbitraire et nous avons jus-
tifié rigoureusement la méthode de collocation de Xu (1995) pour la diffraction multiple

par des spheres en électromagnétisme.

213



Chapitre 8. Implémentation : Accélération algorithmique et réduction matérielle

Dans ce chapitre, nous décrivons I'implémentation numérique que nous avons mise
en ceuvre. Nous développons un algorithme itératif pour résoudre les systéemes issus de
cette méthode, qui s’applique également pour la résolution du systéme issu du modele
de Foldy présenté dans la Section 4.3.2. Cette implémentation astucieuse permet no-
tamment de considérer des cas-tests ou sont mises en jeu des matrices denses de grande
taille, par exemple comprenant 60 000 x 60000 éléments, et ce pouvant étre lancés en
séquentiel sur un ordinateur portable avec 16 Go de mémoire vive, avec des temps de

calcul plus que raisonnables.

8.1 La résolution

Dans cette section, nous décrivons les stratégies numériques déployées pour ré-

soudre les systemes linéaires notamment issus de la méthode spectrale.

8.1.1 Rappel des notations

Nous nous proposons de résoudre les systemes linéaires

Mej = f et M™m = f. (8.1)

Ces systemes sont tous deux issus de la méthode spectrale présentée dans le Chapitre
7, le premier correspond a une formulation électrique de I'’équation intégrale, le second
a une formulation magnétique. Les matrices sont de taille 2K N (N + 2) x 2K N(N + 2),
ou K désigne le nombre d’obstacles et N 'ordre maximal des modes considéré dans

'espace variationnel Vy (div) défini par (7.23).

Dans la Section 8.2, nous nous intéresserons a ces deux systemes indépendamment
et définirons un préconditionneur adapté a chacune des formulations. Dans la Section
8.3, nous ne différencierons plus les formulations et nous noterons le systéme linéaire

a résoudre, qui aura été préalablement préconditionné, sous la forme

Ax =Db. (8.2)

En effet, algorithme présenté s’appliquera aussi bien a la formulation électrique qu’a
la formulation magnétique, ainsi qu’aux systemes de Foldy. Nous noterons N la taille

de la matrice égale a 2K N (N + 2) pour les matrices issues de la méthode spectrale et
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égale a 6K pour la matrice issue du systeme de Foldy. Nous rappelons que la solution

du modele de Foldy correspond a la solution de la méthode spectrale pour N = 1.

8.1.2 Résolution directe

La résolution directe du systéme (8.2) consiste a calculer I'inverse de la matrice A et
obtenir ainsi la solution

x=A"1h.

Les méthodes directes fournissent la solution x en un nombre fini d’'opérations élémen-
taires. Pour la méthode LU, la résolution passe par une factorisation LU de la matrice
puis successivement 'utilisation d’algorithmes de descente et de remontée. Cela se tra-
duit par

y =L 'Pb,

Ax=b <+—= LUx=Pb <«—
x=U"y

Cela permet d’obtenir la solution en O(N?) opérations.

Remarque 8.1. La précision dépend directement du nombre d’opérations effectuées. Donc,
plus le systeme linéaire a résoudre est grand et plus les erreurs de calcul vont se répercuter

dans la solution, jusqu’au point d’obtenir une erreur trop importante dans le résultat.

8.1.3 Résolution itérative

Le principe général est de construire une suite (x, ),y qui converge vers x la solution

du systeme linéaire. Il s’agit de décomposer la matrice A en une somme de matrices,
A=M—N,

ou M est une matrice facile a inverser. Il s’agit ensuite de choisir un élément de dé-
part x, faisant office d’initialisation pour 'algorithme itératif et un critere d’arrét de

I'algorithme. La suite (x,,) est construite en résolvant successivement les systemes
Mx,11 = b+ Nx,,.

Remarque 8.2. Les questions naturelles qui apparaissent suite a cette définition sont les
suivantes. Comment choisir la matrice Ml ? Comment choisir le vecteur initial x, ? Quel

critere d’arrét est pertinent pour affirmer que la suite a convergé vers la solution x ?
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8.1.4 Stratégie

Nous étudions le conditionnement des matrices M€ et M™ définies par (7.35) et (7.36)
qui sont engendrées par les formulations spectrales (7.32) et (7.33). A l'aide de transfor-
mations linéaires simples, nous améliorons le nombre de conditionnement des matrices

a inverser dans les systemes linéaires.

Plus le nombre d’obstacles augmente et plus le traitement numérique requiert des
ressources conséquentes en espace mémoire. Nous devons tirer parti de la résolution
itérative en évitant 'assemblage d’une matrice pleine. En particulier, le choix de la
décomposition de la matrice A est crucial pour la convergence du solveur itératif. La

matrice est décomposée sous la forme

A=D4+B+C, (8.3)

ou D désigne la matrice diagonale extraite de A. Les matrices B et C admettent des

termes diagonaux nuls.

Nous mettons en place deux extractions permettant de construire la matrice B. La
premiere correspond a I'extraction des interactions principales associées au systéme. La

factorisation de la matrice sous la forme

D'A=T1+D'B+D!'C

fait intervenir des coefficients normalisés égaux a 1 sur la diagonale. Nous pouvons
distinguer les interactions importantes des interactions négligeables a 'aide d’un critere

de tolérance fixé. En particulier, nous proposons

AR si H(D*A);’;} s cett £k,

o
n,m n,m

Bk nm =

(8.4)
0 sinon,

ol ¢ > 0 désigne la tolérance. La seconde extraction consiste a prendre en compte
les interactions entre obstacles qui se situent dans un méme voisinage. En particulier,

nous négligeons les interactions lorsque la distance qui sépare deux obstacles est grande
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comparée a un critere de tolérance fixé. Nous proposons

A7y Si |ex — ¢l < dmax €tk # L,
o= R (8.5)
0 sinon.

Remarque 8.3. La tolérance ¢ associée a la premiére extraction risque de dépendre du
rayon des obstacles ainsi que de la distance les séparant a la différence de la seconde extrac-
tion ot le critére de tolérance dpgy risque préférablement de dépendre de la longueur d’onde
et étre ainsi indépendante du rayon des obstacles. A contrario, de la premiére extraction
résulte des blocs creux tandis que de la seconde résulte des blocs pleins. Nous pouvons cou-
pler les deux extractions en imposant sur la seconde un critére ¢ (moins restrictif que lors

de la premiére) afin de négliger les coefficients proches de zéro a Uintérieur des blocs pleins.

Remarque 8.4. Dans Egel et al. (2017), le critére choisi est différent des deux présentés
ci-dessus. Les auteurs mettent en place un découpage géométrique volumique uniforme du
domaine et ne tiennent compte uniquement des interactions régnant au sein de chacune des

cellules, ne considérant pas d’interaction entre obstacles provenant de cellules différentes.

Afin de traiter numériquement les cas-tests comprenant un grand nombre d’obstacles
et notamment lorsque leur distribution est uniforme, nous mettons en place un stockage
particulier de la matrice sous la forme d’une succession de blocs correspondant aux in-
teractions associées aux distances c; — ¢, deux a deux différentes. La partie diagonale D
est stockée séparément. L’extraction est effectuée sur cette matrice « blocs » d’ot1 résulte
une matrice creuse « blocs » qui peut par la suite étre assemblée en tant que matrice
globale de type creux. Cette matrice correspond a la matrice B. Nous notons Ny le

cardinal de ’ensemble constitué des éléments c;, — ¢,

Naise = Card ({cx, — ¢ | k,0=1,..., K avec { # k}). (8.6)

Ce nombre entier est borné supérieurement par K (K — 1) ou K désigne le nombre de
spheres. La matrice pleine « blocs » notée Ay, est de taille N (N +2) x 4 Ngise N(N + 2),
ou N(N +2) x N(N + 2) correspond a la taille d’'un bloc et Ny;s correspond au nombre
de blocs stockés par partie (L1, I x, x L et x x). La matrice creusée «blocs » est notée

Bpioc et le reste « blocs », noté Cypyoe correspond a

Cbloc = Abloc - IBbloc- (87)
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Remarque 8.5. Il est clair que ce stockage n’a aucun intérét si nous nous retrouvons dans

une configuration ou
cp— ¢ # cp — cp V (k,0) # (K, 0) tels que k # etk #1.

En revanche, pour des distributions uniformes d’obstacles, qu’ils soient sur une droite, dans
A X3 o 2 7 7 . - 37
un plan ou a lintérieur d’un volume donné, ce stockage permet de réduire considérablement

Uespace mémoire nécessaire a la simulation numeérique.

L’assemblage qui consiste a passer de Ay, a A ou pareillement de By, a B, s'appuie
sur la connaissance a priori de la configuration géométrique et par conséquent de la
disposition des blocs a I'intérieur de la matrice globale. Cet assemblage est présenté dans
la Section 8.3 pour des configurations géométriques arbitraires et dans le cas particulier
de distributions uniformes d’obstacles. Une fois la matrice By, assemblée, nous notons

xo 'élément d’initialisation de I'algorithme itératif donné par

xo = (D +B) 'b. (8.8)

La suite (x,) est mise a jour en calculant successivement

Xpp1 = (D+B)" (b —Cx,). (8.9)

Remarque 8.6. L’inverse de la matrice D + B peut étre calculé au préalable une fois pour

toutes avant la mise en ceuvre itérative.

Il reste a déterminer une maniere de calculer le produit matrice-vecteur Cx, a partir
de la matrice Cy.. Toujours avec une connaissance a priori de la géométrie et de la
répartition des blocs successifs, nous sommes en mesure de déterminer qui agit sur qui
et ainsi, reproduire le produit matrice-vecteur Cx, sans ne jamais assembler la matrice
Chloc. Ce traitement, appelé l'action de la matrice « blocs », est défini par 'opérateur A
vérifiant

A(Cbloc,xp) == CXp. (810)

Ceci est présenté en détail dans la Section 8.3.3.

L’algorithme itératif est interrompu lorsque le résidu entre deux itérations successives

devient inférieur a une tolérance e, ou si le nombre maximal ;. d’itérations est atteint
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avant que la suite (x,) n’ait convergé. La solution peut étre comparée avec celle obtenue
par l'algorithme GMRES (Generalized Minimal RESidual) appliqué a la matrice D + B,

négligeant completement la matrice C.

8.2 Le préconditionnement

A l'aide de transformations linéaires élémentaires, nous améliorons le conditionne-
ment des matrices M® et M™ issues des systemes linéaires (8.1). Des illustrations du
nombre de conditionnement en fonction du nombre d’obstacles, de la taille des obs-
tacles et de la distance entre chacun des obstacles sont données. Par ailleurs, une étude
sur la densité des matrices initiales et extraites est effectuée, en considérant les deux

types d’extraction présentés dans la Section 8.1.4.

8.2.1 Préconditionnement des systemes

Les zéros a I'intérieur des blocs diagonaux résultent du choix de I'espace variationnel
discret V(rot) des fonctions tests donné par (7.23). Cet espace ne refléte pas la dualité
entre les espaces de dimension infinie Hy(div) et Hy(rot). L'espace adéquat est I'espace

Vx (rot) défini par
N N n
Vi (rot) = {V € Hr(rot), vy(x) =Y > Vox VY, () +Vf;’7|7|nr0t5Y7fvm(’$\)} :
n=1m=-—n

L
n,m

ot les roles de vj; et vi* ont été échangés. Au niveau algébrique, cela est équivalent

A définir les matrices M® et M™ telles que
N . 0 I
M® = P M*® et M™ =P M™ avec IP—( ),

puis résoudre les systémes linéaires équivalents

Méj=Pf et M™"m =P f. (8.11)
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La matrice P est une matrice de permutation ou les blocs identités I et les blocs nuls 0
sont de taille KN (N + 2). Les matrices M® et M™ sont alors données par

L P [ S (P B (L P
[t P [ SR [l W B (P

n,m

Nous analysons les blocs diagonaux issus des matrices M® et M™. En particulier,

lorsque le rayon des spheres r, = § est petit devant la longueur d’onde, tel que

A
0 < —

2T

les coefficients diagonaux admettent le comportement asymptotique suivant

(1) hD)
th (ko) _ 0 1 ) ot h~TZ (K0) 1
juld) o2 G

Ju(k6) olgar)

Nous introduisons les matrices diagonales inversibles D¢ et D™ données par

h%l)(/@rk)]l 0 h7(11)(,‘-<;r,1€)]I 0
e __ 2 jn(lirk) m __ 2 jn(Hrk) _
DF=r 0 h%l)(mk)]l et b : 0 h7(11)(,‘-<;r,1€)]I
Jn(krr) Jn (KT

ot les blocs identités I et les blocs nuls 0 sont de taille K N(N + 2), de sorte que les

blocs diagonaux issues des deux parties diagonales de (D¢)~*Me et de (D™)~!M™ soient
des matrices identités de taille N(N + 2). Nous notons

A — (De)—lf\\/vﬂe et AM — (Dm)—1Mm
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qui sont données par

o], =

n,m

[COT

n,m

o] =

n,m

V7l'l/

[(Ae)zxkx} =

n,m

et

[l =

n,m

[ami] =

n,m

[amy ) -

n,m

vt

[(Am)exkx] =

n,m

00

;n(’frk)

= Syie(dy.e)
A (k)

EELORCTP

A (k)

_ Jnlsrg)
h (i)
67,00
Jn(KrE)
hi (k)

SYER (dy )

Spmc(dy,e)

37,0

_ Inlark) SiteP (dy. )
hg)(/irk) o 7

jn(ﬁrk)

S (dy.e)
hY (kry)

0 gune

B (k)
0 0n,
}n("’"k)

= SYER (dy )
hi (k) 7

sik=1¢,
sik #¢,
sik=2{¢,
sik #¢.
sik=1{,
sik £/,
sik=1/¢,

sik £/,

sik=1¢,
sik #¢,
sik=1¢,
sik # 4.
sik=1/¢,
sik #¢,
sik=14,

sik # 4.

Finalement, la résolution des systemes linéaires (8.11) est équivalente a résoudre

A%j = f°

et
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ot1 les seconds membres f¢ = (D¢)~'P f et f™ = (D™)~!P f sont donnés par

El,inc
e ~ .
Ji(kry) h?,inc Ji(kre) Qline
7 &
N 1 | pEine o hy (Kry) . hy(kry)
f¢ = — fl . avec h&ine — et @i :
K e ~
‘ in(kry) pine Jn(kr) ¢,inc
= N
h(kry) N h (krr)
'evg(,inc
'él,inc
m o~
: Ji(kre) finc 21(“%) e{,inc
N 1 | eKiinc o hy(kry) ! . hi(krg)
fm=— ,H“; o avec hne — : et ehinc
Ii ? . o~
" th,inc jN(’%rw eE,inc
N =
N hy(krg) o (T2) N
hrln(,inc

8.2.2 Conditionnement des matrices

Nous comparons le conditionnement des matrices M® et M™ avec celui des matrices
A¢ et A™. Nous rappelons que le conditionnement d’'une matrice est caractérisé par son

nombre de conditionnement que nous définissons ci-apres.

Définition 8.1. Soit A une matrice de taille N inversible. Le conditionnement C(A) de la

matrice A est définie relativement a la norme subordonnée, notée sans ambiguité || ||, par
C(A) = [|ATHIA]L

Nous considérons K sphéres uniformément distribuées sur un segment de R?, de

rayon 0 et de centre ¢, tel que

e =(0 (k—1)d 0) VEk=1,... K, (8.12)

ou d désigne la distance entre deux centres. Cela est illustré dans la Figure 8.1. Nous
étudions le conditionnement des matrices induites en jouant sur les parametres de taille
9, de distance d et sur le nombre K d’obstacles. Pour la simulation numérique, 'onde

incidente est une onde plane définie par (5.1) de longueur d’onde .

222



8.2. Le préconditionnement

K spheres

FIGURE 8.1 — Configuration géométrique : § désigne le rayon des spheres, d la distance
entre deux centres et A\ la longueur d’onde de 'onde incidente dirigée selon I'axe z.

Les Figures 8.2 a 8.4 illustrent le conditionnement de la matrice M® donnée par (7.35)
et des matrices M® et A® obtenues aprés permutation et normalisation, en fonction du
nombre d’obstacles. Les graphiques sont représentés en échelle semi-logarithmique. La
Figure 8.2 représente le conditionnement des matrices associées aux ordres 1 et 2, pour
0 =0.1,d = 1.0 et A\ = 10.0. Le rayon des spheres est dix fois plus petit que la distance
les séparant, elle-méme dix fois plus petite que la longueur d’onde. Le rapport entre

le rayon ¢ et la longueur d’onde )\ est égal a 100. La Figure 8.3 représente celui des

— T T T
g/ i1 s la ®
‘g 106 | * % ®
g
&
3 N
.5 10
=
o]
5 10° e T -+
&) ! ! ! ! ! ! !

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 50
Nombre d’obstacles K

FIGURE 8.2 — Conditionnement des matrices M® associéesa N = 1 (-6-) et N = 2 (-©-),
des matrices M© associéesa N = 1 (-x-) et N = 2 (-x-), et des matrices A® associées a
N =1(-+)et N =2 (-£), en fonction du nombre d’obstacles.

matrices associées aux ordres 1 et 2, pour 6 = 0.1, d = 1.0 et A = 1.0. Le rapport
entre le rayon ¢ et la longueur d’'onde \ est diminué a 10. La Figure 8.4 représente le
conditionnement des matrices associées aux ordres 1 et 2, pour § = 0.1, d = 0.3 et

A = 1.0. Pour chaque test, nous constatons que le conditionnement des matrices A®
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FIGURE 8.3 - Conditionnement des matrices M associéesa N =1 (-6-) et N = 2 (-©-),
des matrices M€ associées a N = 1 (-x-) et N = 2 (-x-), et des matrices A® associées a
N =1 (-+)et N =2 (-&), en fonction du nombre d’obstacles.

10
103
102

10

Conditionnement C'(A)

10°

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Nombre d’obstacles K

FIGURE 8.4 — gonditionnement des matrices M€ associéesa N =1 () et N = 2 (-&-),
des matrices M© associéesa N = 1 (-x-) et N = 2 (-x-), et des matrices A® associées a
N =1(-+)et N =2 (-£), en fonction du nombre d’obstacles.

associées a la formulation préconditionnée se comporte mieux que celui associé aux

matrices non-préconditionnées M¢ et Me€.

Les Figures 8.5 a 8.7 illustrent le conditionnement de ces mémes matrices en fonction
de la taille des obstacles. Les graphiques sont représentés en échelle logarithmique. La
Figure 8.5 représente le conditionnement des matrices associées aux ordres 1, 2 et 3
pour K = 10, d = 1.0 et A = 1.0. Nous faisons varier le rayon des obstacles sphériques
entre 1072 ~ 0.32 4 102 = 0.000032. La Figure 8.6 représente le conditionnement des
matrices associées aux ordres 1 et 2 pour K = 10, d = 1.0 et ou la longueur d’onde
A dépend de la taille des obstacles. Nous supposons que le rapport entre § et A est

constant et égal a 0.1, autrement dit § = % Les Figures 8.5 et 8.6 montrent — au moins
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1 1 1 T [Trrrr 17 [rrrrr 11 [Trrrr 17 T [rrrrr 11
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100 |

311041380 B -G
L1 | R L1 | R L1

101 1072 1073 1074
Rayon ¢ des obstacles

Conditionnement

FIGURE 8.5 — Conditionnement des matrices M® associées a N = 1 (-6-), N = 2 (-&-)
et N = 3 (&), des matrices M® associéesa N =1 (-%-), N=2(-x-)et N =3 ( ),
et des matrices A® associéesa N =1 (-++-), N =2 (&) et N = 3 (——), en fonction de
la taille des obstacles.

pour les deux premiers ordres — que lorsque la distance entre les obstacles est fixe,
le nombre de conditionnement associé a la matrice se rapproche de 1 lorsque la taille
des spheres tend vers zéro tandis que celui associé aux matrices non-préconditionnées

devient tres grand. La Figure 8.7 représente le conditionnement des matrices associées

—_
(@)
©

106 |

103 |

Conditionnement C'(A)

100 FHFtt -+t

L1 L | R L L1 L | R L L1
1071 1072 1073 1074
Rayon 0 des obstacles

FIGURE 8.6 — Conditionnement des matrices M® associéesa N = 1 (-6-) et N = 2 (-©-),
des matrices M€ associéesa N = 1 (-x-) et N = 2 (-x-), et des matrices A® associées a
N =1(-+)et N =2 (-£), en fonction de la taille des obstacles.

aux ordres 1 et 2 pour K = 10, A = 1.0 et ou la distance d séparant les obstacles dépend
linéairement de la taille des obstacles. Nous supposons que le rapport entre § et \ est
constant et égal a 5, autrement dit d = 5¢. Nous observons que le conditionnement de
la matrice A® avec N = 2 (=), a la différence de ce que nous avons observé précé-
demment, croit lorsque nous diminuons a la fois la taille des obstacles et la distance les

séparant. Toutefois, le conditionnement associé reste meilleur que celui associé a la ma-
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FIGURE 8.7 — Conditionnement des matrices M associéesa N =1 (-&-) et N = 2 (-©-),
des matrices M® associéesa N = 1 (-x-) et N = 2 (-x-), et des matrices A® associées a
N =1 (-+) et N =2 (-&), en fonction de la taille des obstacles.

trice non-préconditionnée pour N = 2. Il sera dans ce cas préférable de considérer des
formulations du premier ordre, qui, pour un nombre plus élevé d’obstacles, s’aveérent
plus stables que les formulations d’ordre supérieur.

Les Figures 8.8 et 8.9 illustrent le conditionnement des matrices en fonction de la
distance d qui sépare les obstacles. Nous faisons varier d entre 0.3 et 10. Les graphiques
sont représentés en échelle semi-logarithmique. La Figure 8.8 représente le condition-
nement des matrices associées aux ordres 1, 2 et 3 pour K = 10,0 = 0.1 et A = 10. La
distance séparant deux obstacles est considérée inférieure ou égale a la longueur d’onde

A. La Figure 8.9 représente le conditionnement des matrices associées aux ordres 1, 2

— T T

<

~— 9 |
S 10

g

2 10°) |
Q

g

S 10° |
s ?

5 100f i R .
O ! \ m | | \ \ \ | | \

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance d entre obstacles

FIGURE 8.8 — Conditionnement des matrices M® associéesa N =1 (-6-), N = 2 (-©-)
et N = 3 (-e-), des matrices M€ associéesa N =1 (-%-), N=2(-x-)et N=3( ),
et des matrices A® associéesa N =1 (-+), N =2 (-8-) et N = 3 (=), en fonction de
la taille des obstacles.
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et 3 pour K = 10, 6 = 0.1 et A = 1.0. Elle montre 1’évolution du conditionnement
lorsque la distance qui sépare deux obstacles est supérieure a la longueur d’onde .

Nous constatons que le nombre de conditionnement associé aux formulations précon-

— T T T T T T T T T T T
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g |
=
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c
o 0| |
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Distance d entre obstacles

FIGURE 8.9 — Conditionnement des matrices M® associées a N =1 (-6-), N = 2 (-&-)
et N = 3 (&), des matrices M€ associéesa N =1 (-%-), N=2(-x-)et N =3 ( ),
et des matrices A® associéesa N =1 (-++-), N =2 (&) et N = 3 (—¢—), en fonction de
la distance séparant les obstacles.

ditionnées est toujours meilleur que celui associé aux matrices non-préconditionnées, a
ordre fixé. Lorsque la distance entre obstacles est de 'ordre de la longueur d’onde, le
conditionnement des matrices A€ est trés proche de 1. Plus la distance entre obstacles
diminue, plus le nombre de conditionnement augmente comme nous pouvons le voir
sur la Figure 8.8 lorsque d se trouve entre 0 et 1. De plus, cela s’accentue lorsque nous

montons en ordre dans I'espace d’approximation.

Remarque 8.7. D’autres tests ont été réalisés pour des configurations géométriques plus
générales : les conclusions sont les mémes.

Au moins pour les tests réalisés, les transformations linéaires, présentées dans la Sec-
tion 8.2.1 et appliquées au systeme issu de la formulation électrique, améliorent le

conditionnement de la matrice a inverser dans le systeme linéaire.

8.2.3 Densité et extraction

Comme nous I'avons dit précédemment, la méthode engendre des matrices denses.
Pour un tres grand nombre d’obstacles, il n’est plus possible de stocker intégralement les
matrices A® et A™. L'objectif serait idéalement d’avoir seulement des matrices creuses

a assembler tout en essayant de contenir I'information nécessaire a la prise en compte
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des interactions. Apres le préconditionnement, les matrices, notées indifféremment A,

sont décomposées sous la forme
A=T+B+C,

ou D = T dans (8.3). Nous étudions la densité des matrices extraites I + B ou B est

définie selon I'un des critéres (8.4) ou (8.5), en faisant varier les valeurs € et dyax.

Remarque 8.8. Pour bénéficier des avantages de l'assemblage creux, le taux de remplis-
sage des matrices devrait approximativement étre inférieur a 33% — voire un peu plus en
tenant compte du fait que le stockage d’'un nombre réel en précision double nécessite plus
de mémoire que le stockage d’un entier. En effet, U'assemblage creux nécessite la définition
de vecteurs auxiliaires d’entiers, contenant les numéros de ligne et colonne associés aux

coefficients non-nuls.

Nous considérons K| x K. sphéres uniformément distribuées dans un plan de R?, de

rayon ¢ et de centre ¢;; tel que
= (0 (ke—1)d (k—1)d),

ou d désigne la distance entre deux obstacles consécutifs. Cela est illustré dans la Fi-

gure 8.10. Ce cas-test est plus riche que celui présenté dans la Section 8.2.2 avec des

A

—

P

Q9029000

Q900209000 X
K sphéres

Q99029000

K. sphéres

FIGURE 8.10 — Configuration géométrique : § désigne le rayon des spheéres, d la distance
entre deux centres et A la longueur d’onde de 'onde incidente dirigée selon I'axe z.
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8.2. Le préconditionnement

obstacles alignés, car régne un plus grand nombre d’interactions non-négligeables entre
les obstacles. Cela s’avere évidemment plus pertinent pour comparer les criteres d’ex-
traction. L’onde incidente est une onde plane électromagnétique définie par (5.1) de
longueur d’onde \. Nous étudions la densité des matrices extraites en faisant varier
les critéres de tolérance ¢ et d.x €n jouant sur le rayon ¢ des spheéres, la distance les

séparant d et le nombre K d’obstacles.

La Figure 8.11 représente le squelette de la matrice A® pour différentes valeurs de
N et K, rappelant que la taille des matrices ne dépend que de ces deux grandeurs,

I'ordre d’approximation et le nombre d’obstacles. Les matrices obtenues sont relatives

(aA) K=3x3etN=1 (b)) K=8x9etN =1 () K=3x3etN=4

FIGURE 8.11 — Squelette des matrices A€.

a la numérotation des obstacles que nous avons choisie. Nous constatons effectivement

que les matrices sont denses.

Remarque 8.9. Lorsque K = 9 et N = 1, la taille de la matrice est donnée par 4 x 9 x
1 x 3 = 108. Les deux autres tests sont choisis tels que les tailles des matrices soient égales,
c’est-a-dire telles que 4 X 72 x 1 x 3 =4 x 9 x 4 x 6 = 864, le premier; en augmentant le

nombre d’obstacles, le second, en augmentant le nombre de modes.

Rappelons que la premiére extraction donnée par I + B ou B est définie selon le
critere (8.4) avec D = I se veut conserver les interactions principales et négliger les
interactions secondaires. La Figure 8.12 représente le squelette de la matrice extraite
I+ B pour K =3 x 3, N = 1 et différentes valeurs de e.

Remarque 8.10. Les matrices sont plus creuses dans la partie supérieure que dans la partie
inférieure. Il serait intéressant de choisir un critere différent dans les parties supérieures et

inférieures afin d’obtenir un squelette comportant des symeétries.
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(@) € = 0.007. Le taux de rem- (b) ¢ = 0.015. Le taux de rem- (c) ¢ = 0.025. Le taux de rem-
plissage s’éleve a 32.44%. plissage s’éléve a 14.13%. plissage s’éléve a 5.56%.

FIGURE 8.12 — Squelette des matrices extraites I + B.

Les Figures 8.13 a 8.15 illustrent I’évolution du taux de remplissage de la matrice,
exprimé en pourcentage, dépendant du critere de tolérance e. Les graphiques sont repré-
sentés en échelle semi-logarithmique. La Figure 8.13 représente les taux de remplissage
des matrices associées a différents nombres d’obstacles pour § = 0.1, d = 1.0 et A = 1.0.

Les configurations géométriques sont choisies telles que K. = K} = 3,4,5 ou 6. Pour ex-

80
60 |

40 |- . 8
20 :

O, > |

| | | | | | | | | |
10727 10724 10721 107 107 10712 107 10°% 103 109
Critere de tolérance e

Taux de remplissage (%)

FIGURE 8.13 — Evolution du remplissage de la matrice en pourcentage associée a I'ex-
traction des interactions principales pour différents nombres d’obstacles, en fonction du
critere de tolérance e. La courbe -B- correspond a K = 3 x 3 obstacles, la courbe -+
correspond K = 4 x 4 obstacles, la courbe -©- correspond a K = 5 x 5 obstacles et la
courbe correspond a K = 6 x 6 obstacles.

traire une matrice dont le taux de remplissage est compris entre 5 et 30 pourcents, nous
observons que le critére de tolérance n’est pas sensible au nombre d’obstacles choisi.
La Figure 8.14 représente les taux de remplissage des matrices pour différents rayons
d’obstacles, avec K = 3 x 3, d = 1.0 et A = 1.0. Les rayons ¢ sont choisis tels que

0 = 107P pour p = 1, 2,3 et 4. Nous constatons que, pour extraire une matrice de den-
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< 80 ‘ ‘ ‘
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10732 1072 107 1072° 10716 1072 1078 10°

Critere de tolérance e

FIGURE 8.14 — Evolution du remplissage de la matrice en pourcentage associée a l'ex-
traction des interactions principales pour différents rayons d, en fonction du critere de
tolérance e. La courbe -8 correspond a § = 0.1, la courbe --+- correspond a § = 0.01, la
courbe -©- correspond a 6 = 0.001 et la courbe correspond a § = 0.0001.

sité donnée, le critere de tolérance ¢ dépend méticuleusement de la taille des obstacles.
Dans la tranche de pourcentages qui nous intéresse, a un rayon 0 et taux de remplissage

donnés, le critére ¢ apparait proportionnel a §3, ici 1073,

e =cted® (8.13)

La Figure 8.15 représente les taux de remplissage des matrices pour différentes dis-
tances séparant les obstacles, avec K = 3 x 3, 6 = 0.1 et A = 1. Les distances d sont
choisies entre 36 et 10\, telles que d = 0.3,0.5,1.0,5.0 et 10.0. La Figure 8.15 montre
que le critere de tolérance dépend également de la distance qui sépare les obstacles. En
effet, plus les obstacles sont proches et plus les interactions sont importantes. En parti-
culier, le critére e est inversement proportionnel a la distance qui sépare les obstacles, et
comme (8.13) a lieu, nous déduisons que pour obtenir un taux de remplissage donné,
le critére associé est donné par 5

Czcteg,

ol la constante cte joue sur le taux de remplissage en pourcentage. Plus le taux de
remplissage est élevé et plus la constante est petite. Nous observons a la fois sur les
Figures 8.14 et 8.15 que pour obtenir un taux remplissage voisin de 25%, la constante

est a peu pres égale a 10.

Nous étudions a présent la seconde extraction I + B ou B est définie selon le critére

(8.5). Nous rappelons que cette extraction consiste a tenir compte des interactions entre

231



Chapitre 8. Implémentation : Accélération algorithmique et réduction matérielle

80

60

40

20

0 7\ | | | | | | | | |
1072710724 10721 107 10715 10712 1072 1076 1073 10°
Critere de tolérance e

Taux de remplissage (%)

FIGURE 8.15 — Evolution du remplissage de la matrice en pourcentage associée a l'ex-
traction des interactions principales pour différentes distances entre obstacles, en fonc-
tion du critere de tolérance e. La courbe -8- correspond a d = 10.0, la courbe -4
correspond d = 5.0, la courbe -+- correspond a d = 1.0, la courbe -©- correspond a
d = 0.5 et la courbe correspond a d = 0.3.

obstacles voisins uniquement. Nous ajoutons par ailleurs un filtre sur les coefficients de
la matrice qui sont de l'ordre du zéro machine (107'7). La Figure 8.16 représente le
squelette de la matrice extraite I + B pour K = 3 x 3, N = 1 et différentes valeurs

de day. A la différence de la premiere extraction, les matrices obtenues admettent des

.

(@) dpax = 2.5. Le taux de rem- (b) dpax = 1.5. Le taux de rem-  (¢) dmax = 1.0. Le taux de rem-
plissage s’éleve a 67.97%. plissage s’éleve a 39.16%. plissage s’éleve a 19.96%.

FIGURE 8.16 — Squelette des matrices extraites I + BB.

squelettes presque symétriques — ce qui est normal vis-a-vis du critere considéré. Tout
du moins, le taux de remplissage de la partie supérieure est le méme que celui de la par-
tie inférieure. Les Figures 8.17 a 8.19 illustrent I'évolution du taux de remplissage de
la matrice, exprimé en pourcentage, dépendant du critére de tolérance dp,x. La Figure
8.17 représente les taux de remplissage des matrices associées a différents nombres

d’obstacles pour § = 0.1, d = 1.0 et A = 1.0. Les configurations géométriques sont choi-
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sies telles que K. = K; = 3,5,7 ou 9. La Figure 8.17 montre que, lorsque la distance d

Taux de remplissage (%)
ot
@)
T

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Critere de tolérance d.x

FIGURE 8.17 — Evolution du taux de remplissage de la matrice en pourcentage associée a
'extraction des interactions principales pour différents nombres d’obstacles, en fonction
du critére de tolérance €. La courbe -8~ correspond a K = 3 x 3 obstacles, la courbe --+-
correspond K = 5 x 5 obstacles, la courbe -©- correspond a K = 7 x 7 obstacles et la
courbe correspond a K = 9 x 9 obstacles.

séparant les obstacles est fixée, le taux de remplissage dépend (évidemment) du nombre
d’obstacles considéré. Pour éviter cela, il est nécessaire de tenir compte de la distance
maximale entre deux centres dans la configuration géométrique, en représentant I’évo-
lution du taux de remplissage en fonction de dpax/ max(|dy.|). Cela est illustré dans la

Figure 8.18. Plus le nombre d’obstacles augmente et moins la dépendance du taux de

Taux de remplissage (%)
(@
)
T

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
Critere de tolérance dpay/ max(dyy)

FIGURE 8.18 — Evolution du taux de remplissage de la matrice en pourcentage associée a
I'extraction des interactions principales pour différents nombre d’obstacles, en fonction
du critere de tolérance e. La courbe -8- correspond a K = 3 x 3 obstacles, la courbe -+
correspond K = 5 x 5 obstacles, la courbe -©- correspond a K = 7 x 7 obstacles et la
courbe correspond a K = 9 x 9 obstacles.

remplissage avec le nombre d’obstacles est accentuée. Ainsi, le critére d.x peut étre
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choisi comme une proportion de la distance maximale,

dmax = Cte . maXK(|dk75|), avec 0 <cte <.
La Figure 8.19 représente les taux de remplissage des matrices pour différentes dis-
tances d séparant les obstacles, avec K = 3 x 3, = 0.1 et A = 1.0. Les distances ¢ sont

choisies entre 34 et 10, telles que d = 0.3,0.5,1.0,5.0 et 10.0. Le taux de remplissage

< 80r = -
o 90000

%0 60 | 8
g 40 - :
() B f .
_c; 20 | .
SN T R -
ﬁ 0 L | | | | | | ]

25 20 15 10 5 0

Critere de tolérance d.x

FIGURE 8.19 — Evolution du taux de remplissage de la matrice en pourcentage associée a
I'extraction des interactions principales pour différents nombre d’obstacles, en fonction
du critere de tolérance €. La courbe -5 correspond a d = 0.3, la courbe -©- correspond
d = 0.5, la courbe -+ correspond a d = 1.0, la courbe correspond a d = 5.0 et la

apparait proportionnel a la distance d séparant deux obstacles voisins. En particulier,

nous déduisons un critere pour la définition de dy,.y, donné par

HlaX(’dk’gD

di.])) < g

dmax = cte( max

5 goooy

K(\dk,d)) d, avec 0< cte(k7£g1%§’K(

Pour obtenir un taux de remplissage de 'ordre de 20%, cte(max(|dy,|)) peut étre choisie
entre 1.07 et 1.20.

Nous avons mis en place deux procédés d’extraction et mis en évidence la dépendance
des criteéres de tolérance vis-a-vis des parametres géométriques et physiques. Il reste a
garantir et vérifier que ces matrices contiennent effectivement I'information nécessaire

a 'obtention d'une bonne approximation de la solution.

234
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8.3 Le stockage et ’assemblage

Dans la Section 8.2, nous avons étudié le conditionnement des matrices induites et
nous avons mis en place deux extractions permettant — nous I'espérons — de collecter
I'ensemble des interactions apparaissant comme plus importantes que d’autres. Dans
cette section, nous décrivons la technique utilisée pour stocker de maniére compacte
ces matrices, puis les assembler. Une bréve introduction est donnée dans la Section
8.1.4. Enfin, nous définirons I'action d’une matrice dite « blocs » sur un vecteur donné

en vue de l'utilisation de I'algorithme de résolution itérative.

8.3.1 Stockage par bloc

Nous rappelons que la matrice A issue d’'une des formulations de la méthode spec-
trale, est de taille 2 X N(N +2) x 2 K N(N +2), ou K désigne le nombre d’obstacles et
N le nombre de modes. La définition numérique d’une telle matrice devient rapidement

fastidieuse car elle requiert beaucoup de mémoire RAM.

La technique de stockage requiert un pré-traitement de la géométrie. Nous introdui-

sons O le sous-ensemble de N x N x R? défini par
Ok = {(Lk,co— ) |k =1,... K, k#(}.

Son cardinal est égal a K(K — 1). Nous notons O le sous-ensemble de R® qui contient

I'ensemble des vecteurs deux a deux distincts reliant les centres des obstacles,
O={cr—cip|k,l=1,..., K, k#/}.

Son cardinal, noté Ny conformément a (8.6), est au plus égal a K (K —1). A un élément
de O peut étre associé plusieurs couples (k, ¢). Nous considérons T la fonction qui a un
élément de O associe un ou plusieurs éléments de Ok, puis en extrait les deux premiers

attributs dans N x N. Pour tout &,/ =1, ..., K avec k # {, nous avons
T(Cg — Ck) = {(6, k‘) | (E, k’, Cy — Ck) S OK} .

Remarque 8.11. La connaissance de O et de son image par Y donnée par Y (0O) entraine

la connaissance de O.
Nous introduisons la matrice Ao de taille N(N + 2) x 4 Ngie N(N + 2) divisée en
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quatre parties, chacune comportant Ny blocs de taille N (N + 2) x N(N + 2),

— Il [I > x|l X X wok gk ok, Nise
Aploc = ( bloc Abloc Abloc bloc avec bloc bloc - Abloc :

Cette matrice est définie selon I'Algorithme 1. Cet algorithme peut étre utilisé pour

Algorithm 1 Construction de Ay, connaissant O et O

p<+0
ford € O do
P —p+1

(Lo, ko) < un élément de Y ({d}) choisi arbitrairement
*k,
Ape Ak,
end for

n'importe quelle configuration géométrique. Cependant, il nécessite la connaissance
a priori des sous-ensembles O et Ox. Un deuxieme algorithme peut étre utilisé pour
calculer la matrice « blocs » tout en construisant les sous-ensembles O et O comme

cela est présenté ci-apres dans ’Algorithme 2. Cet algorithme est mieux adapté a une

Algorithm 2 Construction de Ay, de O et de O
p <0
O 0
Ox + 0
fork=1a K do
for/=1a K do
if & # (¢ then
d <~ Cr — Cy
OK(—OKU{(/{Z,f,d)}
if d ¢ O then
D —p+1
O +— 0u{d}

*x,pD

*x
bloc < Ay
end if

end if
end for
end for

configuration arbitraire d’obstacles. Cependant, les K (K — 1) parcours de 'ensemble O,
effectuées dans le but de déterminer si le bloc correspondant a I'interaction associée au

vecteur d a déja été calculée, sont des opérations cofiteuses en temps de calcul.

Remarque 8.12. D’un point de vue numérique, l'ensemble O est une liste ordonnée d’élé-

ments de R® qui est ordonnée de la méme maniére que la succession de blocs a Uintérieur
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de Apoc. En vue de Uassemblage, il est donc possible de déterminer pour chaque partie de
A, a ket ( fixés, quel est U'indice associé au vecteur ¢, — ¢, dans O et par conséquent dans
Apjoce. Il n’est donc pas nécessaire de stocker Uensemble O k. Toutefois, a chaque itération, il

sera obligatoire de parcourir la liste O et d’identifier 'indice associé.

Nous mettons en place un procédé d’accélération algorithmique lorsque les obstacles
sont uniformément répartis sur un segment, dans une section rectangulaire d’un plan,

ou dans un volume parallélépipédique donné.

Obstacles uniformément répartis sur un segment

Nous considérons K sphéres de rayon § réparties uniformément sur un segment [a, bj

de R? telles que leurs centres soient donnés par

-1 -1
ck:(l—]€ >a+kb, k=1,...K.

K—-1 K-1

La configuration géométrique est illustrée sur la Figure 8.20 La distance séparant deux

x a=c;

FIGURE 8.20 — Configuration géométrique : K sphéres uniformément réparties sur le
segment [a, b|.

obstacles consécutifs, notée d, est donnée par

B b — al

d .
K—-1

Pour ce cas particulier, il est possible de prédire les sous-ensembles O et O sans

n’avoir a faire aucun calcul. En effet, 'ensemble Oj;gne associé est donné par

Oligne ={c1 —ci|k=2,...,K}U{e, —c1|k=2,...,K}.
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De plus, son image par T est complétement décrite pour k£ = 2, ..., K par

YT(er—cp) ={(l,l+k-1)|L=1..., K—k+1},
YT(er—c)={(l+k-1,0)|(=1,... K—k+1}.

(8.14)

La Figure 8.21 schématise une des parties A** associée a la matrice pour K = 6 et ce
qu’il advient de la partie A% .. Chaque partie A** possede K? blocs de taille N(N +

k=1k=2k=3k=4k=5k=6

Passage a la matrice « blocs »

FIGURE 8.21 — A gauche, est schématisée une des parties de la matrice globale A et &
droite, la partie correspondante de Ayj... Les blocs ayant la méme couleur sont iden-
tiques, les blocs de couleurs différentes sont deux a deux distincts.

2) x N(N + 2), au total 4 K* blocs dans A, tandis que la matrice « blocs » Ay N’en
posseéde que 8(K — 1). Nous passons d'une proportion quadratique du nombre de blocs

en fonction de K a une proportion linéaire.

Le calcul numérique de cette matrice est réalisé a 'aide de 'Algorithme 1. L’ensemble
O n’est pas vraiment parcouru en tant que tel et n’est jamais assemblé. Cela est rem-
placé par une boucle parcourant 'ensemble des obstacles comme cela est présenté dans

I’Algorithme 3. Par ailleurs, la connaissance de la fonction T n’est plus nécessaire.

Algorithm 3 Construction de Ay, pour une configuration linéaire d’obstacles

p<+ 0

fork=2a K do
P —p+1
Affoe « AT}
Ajee 7+ A

end for
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Obstacles uniformément répartis dans un plan

Nous considérons K. x Kj sphéres de rayon ¢ uniformément réparties dans un pavé

de R? inclus dans un plan de vecteurs directeurs b — a et d — a tels que

K -1
Kc_l\b—a\.

|d —al| =

Les centres des sphéres ¢, sont définis pour k = (k; — 1)K, + k. par

ke—1  ky—1 ke—1,  k—1
—(1- = b d, ke=1,.. K., k=1, K.
c ( Ke—1 K1—1>G+KC—1 1Y ! !

(8.15)

Cela est illustré sur la Figure 8.22. La distance séparant deux obstacles consécutifs, c’est-

z

d= C(K|—-1)K.+1
@ @ o
Y @ 0 0 O

/ @ @ @ o

T a=c b= cxk.

FIGURE 8.22 — Configuration géométrique : K. x K| spheres uniformément réparties
dans le pavé [a, b] x [a, d].

a-dire deux obstacles tels que k| constant et k. varie de 1 ou k. constant et k; varie de 1,

est donnée par
_|d—al |b—al

d= = .
KK—-1 K.—-1

Ici encore, les ensembles O et O peuvent étre déterminés sans effectuer de calcul.

Nous notons Op.n 'ensemble associé, donné par

op]an:{Ck—Cl‘kZQ,...,K}U{Cl—Ck‘kZQ,...,K}
U{C@c—cklk:(k]—l)Kc+1,€C:2,...,KC, k1:2,...,K1}

U{Cg—Ckc|€:(€1—1)Kc—|—1, k’CZQ,...,Kc,f1:2,...,K1}.

De plus, son image par T est décrite a 'aide des expressions suivantes :
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e pourtoutk =2,..., K,

YT(ci—cp)={({l,l+k—-1)+pK.|l=1,..., Kc—ke+1,p=0,...,K1— k},
Y(er—c)={(l+k—-1,0)+pK|l=1,... . Ke—ke+1,p=0,..., Ky — 4},

(8.16)

e pour tout k = (kj — 1)K.+ 1 avec ky = 2, ... K), pour tout £, = 2,... K,

T(e,, —cr) ={l,l+k—-1)+pK.|l=Ve,....,. Ke—ke+1,p=0,...,Kj— k},
(8.17)

e pour tout ¢/ = (¢, — 1)K, + 1 tel que ¢, = 2,... K, pour tout k. = 2,... K,

Yieo—cp) ={(l+k—1,00+pKe|l=khe ..., Ke—Lle+1,p=0,..., K1 — {4}
(8.18)

La Figure 8.23 schématise une des parties A** associée a la matrice pour K. = 4 et
Kj = 3 et illustre la manieére dont sont répartis les blocs successifs a I'intérieur de Ajj .
La matrice A se décompose en 4 K* = 4 K? K} blocs de taille N(N + 2) x N(N + 2)

tandis que la matrice « blocs » Ay, n’en comporte que 4 Nyist, 0U Ny €St égal a
Naige = (2K — 1)(2K. — 1) — 1.

Donnons un exemple. Si nous considérons 100 par 100 obstacles, le nombre de blocs est
réduit de 400 000 000 a 158 400.

Remarque 8.13. La structure matricielle associée a une configuration linéaire d’obstacles
est imbriquée dans la structure matricielle associée a la configuration planaire. En effet,
nous retrouvons cette structure premiere ligne-premiere colonne se répétant sur la dia-
gonale, d’une part, appliquée aux macro-blocs — définis en fixant k; et ¢, et faisant varier

k. et (. —, d’autre part, a Uintérieur de chacun de ces macro-blocs.

Le calcul numérique de la matrice « blocs » est basé sur ’Algorithme 1, ot le parcours
de I'ensemble O est remplacé par le parcours des obstacles associés aux macro-blocs et

aux blocs concernés. Cela est présenté dans I’Algorithme 4.
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Algorithm 4 Construction de Ay, pour une configuration planaire d’obstacles
p<+0
for k. =2a K. do

P —p+1
*%,D **
Ablo% ) <~ A1 ke
Al = A
end for

p+— p+K.—1
for k=14 K, do
for k. =1a K.do
P —p+1
k — (b — 1)K+ ke
Afiec AT}

end for
for /. =2a K.do
P —p+1

k < (k?] — 1)Kc +1
Aflce < AT
end for
end for
for /,=2a K, do
for k. =1a K.do
D —p+1
l — (f] — 1)KC +1
Afige A7,

end for
for /. =2a K.do
P —p+1

12 — (61 - 1)Kc + gc
A AR
end for
end for
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k=1 k=2 k=3

A A A
- ~ ~ ~

ke=1ke=2kc=3ke=4kc=1ke=2kc=3kc=4kc=1kc=2 k3 kc=4

1
le=11
1
le =2
4 =14
1
lc=3 1
1
te=1a I
\ 1
¢ 1
ec=1:
le =2
b = 24
le =3
be =4
\
( ! |
Eczl: 1
| 1
I
éC:2:
51:3< ;
le =31
1
i
éc:4l
\ 1

Passage a la matrice « blocs »

FIGURE 8.23 — Au dessus, est schématisée une des parties de la matrice globale A et
en dessous, la partie correspondante de Ap.. Les blocs ayant la méme couleur sont
identiques, les blocs de couleurs différentes sont deux a deux distincts.

Obstacles uniformément répartis dans un volume parallélépipédique

Nous considérons Ky x K. x K| sphéres de rayon ¢ uniformément réparties dans un

pavé de R? de vecteurs directeurs b — a, d — a et h — a tels que

Ki—1 Kn—1
Ki_l\b—a| et |h—al=""—|b—al

d—al= Ke—1

Les centres des sphéres ¢, sont définis pour k = (k, — 1)K K. + (ky — 1) K. + k. par

c—1 -1 -1 c— 1 —1 -1
Ck:<1_k ki b >a+k: ,. b b

— — d h
K.—1 K -1 Ky—-1 K.—1 K—-1 +Kh—1 ’
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8.3. Le stockage et I'assemblage

ouke.=1,... K, k=1,...Kjetky, =1,... K}. Cela est illustré sur la Figure 8.24 pour

Ky =2, K. = 4 et K} = 3. La distance séparant deux obstacles consécutifs est donnée

FIGURE 8.24 — Configuration géométrique : Ky x K. x K sphéres uniformément réparties
dans le pavé [a, b] x [a,d] X [a, h].

par
_|d—a|_|b—a|_ |h — a
K —-1 K.—1 K,—1

d

Comme pour le passage d’'une configuration linéaire a une configuration planaire, la
structure matricielle associée est une structure imbriquée ou se retrouvent les structures
plan et ligne. Cela est schématisé sur la Figure 8.25. Nous laissons au lecteur le soin
de déterminer, s’il le désire, les ensembles O et Oy associés. La matrice A comporte
4 K* = 4 K} K? K blocs tandis que la matrice blocs admet 4 Ny blocs ot

Nai = (2K — 1)(2K. — 1)(2K; — 1) — 1.

Par exemple, pour 10 x 10 x 10 obstacles, le nombre de blocs passe de 4 000000 a 27 432.
L’algorithme de construction de la matrice « blocs » s’appuie sur ’Algorithme 4 auquel

il faut ajouter un parcours sur ky, = 1,... Kj,.

Nous avons mis en place un moyen de stocker 'ensemble de I'information nécessaire
a la résolution a moindre cofit. Les techniques d’extraction présentées dans la Section
8.2.3 peuvent étre appliquées directement sur les matrices « blocs ». La partie creuse
extraite peut ensuite étre assemblée comme matrice de type creux et demande beaucoup
moins de ressources en mémoire que la matrice globale — surtout pour un tres grand

nombre d’obstacles. Ceci est I'objet de la section suivante.
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[ || I il

L

FIGURE 8.25 — Schéma d’une des parties de la matrice globale A. Les blocs ayant la
méme couleur sont identiques, les blocs de couleurs différentes sont deux a deux dis-
tincts.

8.3.2 Assemblage des matrices « blocs »

Comme pour la technique de stockage, la méthode d’assemblage requiert une connais-
sance totale de la géométrie et des ensembles O et Ok ou de 'ensemble O et son image

par T, introduits dans la Section 8.3.1.
Nous considérons la matrice Ay, obtenue par construction en suivant I'un des Algo-
rithmes 1 a 4. Nous décomposons cette matrice « blocs » sous la forme

Abloc = IBbloc + Cbloc
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8.3. Le stockage et I'assemblage

ol By est définie selon I'un critere d’extraction (8.4) ou (8.5) adapté aux matrices
« blocs » et Cyjc désigne le reste (8.7). Nous supposons que le résultat de I'extraction
nous donne une matrice By, dont le taux de remplissage est tel que le stockage de type
creux soit plus avantageux qu’un stockage classique. La matrice By, peut étre assem-

blée a I'aide de I'Algorithme 5. Cet algorithme peut étre appliqué pour n’importe quelle

Algorithm 5 Assemblage de Ay, connaissant O et T(0)

qg<+ 0
fori=1a2K N(N +2)do
g+ q—+1
lg <1
Jg <t
ag <1
end for
p<+ 0
ford € O do
p —p+1
forn=1a N do
form = —nando
forvr=1a N do
for y = —vavdo
ags1  [Agelnh,
if |ag41] > €machine then
for (¢,k) € Y({d}) do
qg+—q+1
ig— (E=1)N(N+2)+n(n+1)+m
Jo— (L —=1)N(N+2)+v(v+1)+pu
end for
end if
end for
end for
end for
end for
end for

A < SPARSE(iy, j,, ag, 2 K N(N +2),2 K N(N + 2))

configuration géométrique. Cependant, il requiert la connaissance a priori de ’ensemble
image 1(0). L’algorithme 6 tient compte de 'ordre de construction des blocs successifs
et de 'ensemble O comme cela est fait dans I’Algorithme 2. Les fonctions SPARSE() et
FIND() utilisées en pratique sont les fonctions issues de MATLAB. Cet algorithme ne

nécessite ni la construction de O ni celle de T(0O).
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Algorithm 6 Assemblage de Ay lorsque O et Ay, sont bien ordonnés
g+ 0
fori=1a2K N(N +2) do
qg+—q+1
lg <1
Jg <t
ag <1
end for
fork=1a K do
for/=1a K do
if k # ( then
p < FIND(p|dp S O, dp = Cy — Ck)
forn=1a N do

form = —-nando
forvr=1a N do
for y = —vavdo

ag1 = [AGelh
if |ay41| > €machine then
qg+—q+1
ig— (E=1)N(N+2)+n(n+1)+m
Jo— U—=1)NN+2)+v(v+1)+p
end if
end for
end for
end for
end for
end if
end for
end for
A < SPARSE (i, j,, ag, 2 K N(N +2),2 K N(N + 2))
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Pour des distributions uniformes d’obstacles, des algorithmes spécifiques peuvent étre
utilisés afin d’accélérer le processus, comme les Algorithmes 3 et 4 introduits dans le
cadre du stockage pour des configurations linéaires et planaires. Pour le procédé d’as-
semblage, ils sont basés sur 'Algorithme 5 ou la boucle sur (¢, k) € Y({d}) est rempla-
cée par la ou les boucles appropriées qui nous sont dictées par (8.14) pour une ligne
d’obstacles et (8.16), (8.17), (8.18) pour un plan.

8.3.3 Action du produit matrice-vecteur

La derniere étape nécessaire a la mise en place du procédé de résolution itérative
introduit dans la Section 8.1.4 est 'action (8.10) des matrices « blocs » sur des vecteurs

de C?KN(N+2) reproduisant le produit matrice-vecteur.

Analysons le produit matrice-vecteur Ax ou A correspond a une matrice issue d’'une

formulation spectrale. En reprenant la notation (7.34), nous avons pour tout ¢ = 1,..., K,

(AX)(—1)N(V+2) 41 X
— X&” + Z (Agluxk,ﬂ + AE:X’C’X)
k=1
(Ax)en(nt2) k£t
(A X)(K+€fl)N(N+2)+1 K
_ Xf,x + Z (AZkHXk,H + AZkXXk’X) '
k=1

(A X)(K+£)N(N+2) kAl

Ainsi, il suffit d’étre capable de récupérer les blocs AJ}; correspondants dans Apec, par

exemple en utilisant une fonction de type FIND() comme dans I’Algorithme 6.

Lorsque nous considérons des distributions uniformes d’obstacles, il est possible d’évi-

ter cette recherche d’indice.

Proposition 8.1. Pour une configuration linéaire d’obstacles, Uaction de Ay, sur un vec-
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teur x est décrite pour tout ¢ = 1, ..., K par ses différentes composantes,

(A(Aploc, X)) (—1)N(N+2)+1 .
' =x"+ 37 (Aﬂz!émré—kxk’“ + Az‘a‘z:c’KM_kxk’X)
=1

(A(Apioc, X)) e n(N+2)

K
I k=€ k| | X k=€ k,x
+ Z (Abloc X +Abloc X
k=0+1

et

(A(Abploc, X)) (K+4-1)N(N+2)+1 .

_ X€,>< + Z (Abxlo\\c,KJré—ka,” + Abxloi,KH—ka,x)
pa

(A(Abioc, X)) (K +0N(N+2)

K
X || sk—£_ K| x X, k=€ k,x
+ Z (Abloc X +Abloc X :
k=(+1

Démonstration. Pour une ligne d’obstacles, nous avons

**
- Th—0+1 l <k,
ok =

*x

(—k+1,1 > F.

Ainsi, les indices des blocs associés dans la matrice Ay sont donnés par

Sk _ AxREk—L *k o aAx K-k
Th—t+1 = Aploc et k11 = Apjoe

Proposition 8.2. Pour une configuration planaire d’obstacles, Uaction de Ay, sur un vec-

teur x est décrite pour tout { = 1,..., K par ses différentes composantes,

(-A(Abloc; X))((—I)N(N+2)+l

K K.
_ bl I l:pex K, | I X,pex K, x
=x7+ Z Z (Abloc X +Abloc X
k=1 ke=1
(A(Abloc, X))z N(N+2) k14,

K¢
[l l.pex o k|| | X,pex ok, x
+ Z Z (Abloc X _'_Abloc X )
kj=£; ke=1
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(A(Aploc, X)) (K+4-1)N(N+2)+1

EX+ZZ ZC( ><||P4k k\|+AXXpékaX)

=1 k=1
(A(Abloc; X)) (r+0)N(N+2) oy

K
X |[,pek k|| X X,pek ke, X
+ Z Z (Abloc X7+ Abloc X )

k=0 ke=1

ol les exposants py. sont définis par

20K, — D)+ (K + 06—k —2)2K.— 1)+ K.+l — k. sikp</{petk. </,

UKo — 1)+ (K1 + 6 —h—2)2Ke — 1)+ ke — Lot 1 siki<leth >/,

K. +0.—k -1 sikp=/{ et k. </,
Pex =

k. — 0. sikp=1{( et k.>

Q(KC 1) (k?l — 4 — 1)( 2K, — 1)—|—Kc+fc—kic sikp > (et k. <l

2Ke -1+ (k= —1)(2K. — 1)+ k. — L.+ 1 sikp > letk.> /..

Démonstration. Le produit matrice-vecteur s’écrit

(AX) (- 1)N(N+2)+1 le1

= x4l + Z { Z (AMJr k++Xk’H + ALﬁ k++Xk X)

ke=1
(Ax), N(N+2)

£ 5 (Al Al )
ec

le—1
- { $ (Al ox 1 AL )

k=0 \ k=1

ke=0lc+1

£S5 (Al Al )}
K le—1
o3 S )
k=l 41 | ke=1

K.
3 (AL Al ) }
ke=Vc
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avec
=l —k)Ke+ 0l — ke +1, kTt =1,
0 = (0 — k)Ke+ 1, kT = ke — e+ 1,
=l — ke +1, k=t = (b — 0) K+ 1,
=1, k== = (ki — 0)Ke+ ke — e+ 1,
0" =0, — ke + 1, kT =1,
=1, k™ =ke— 0.+ 1.

Par ailleurs, nous avons la correspondance suivante entre blocs issus de la matrice Aypjoc,

G =AY p=2(Kc— 1)+ (K140 — ki — 2)(2K. — 1) + Kc + {c — ke,
g =AY p=2(Ke— 1)+ (Ki+ 60—k —2)(2Kc — 1) + ke — L + 1,
Fer = Bper P =Kot le—ke—1,

P =ARE p=hke— L,

Vi =AE p=2(Kc—1)+ (ki — 06— 1)2K. — 1) + K + lc — ke,
e =AY p=2(Ke— 1)+ (ki — 60— 1)2K. — 1) 4+ ke — Lc + 1.

8.4 Conclusion

La résolution directe des systemes linéaires obtenus a partir de la méthode spectrale,
mais aussi pour ceux de Foldy, n’est pas toujours possible a cause de la quantité de res-
sources nécessaire au stockage global de la matrice de masse et a son inversion. Nous
avons mis en place une méthode de résolution itérative qui permet de réduire drastique-
ment les coflits en mémoire. La matrice de masse n’est plus assemblée de maniere globale
mais nous extrayons une partie contenant les interactions principales entre les différents
obstacles. Les interactions secondaires sont prises en compte dans l'algorithme itératif.
Nous verrons dans la Section 9.2 que la prise en compte de ces interactions secon-
daires permet a l'algorithme itératif de converger plus rapidement vers une solution
approchée, sur des cas-tests ol nous ne pouvons pas calculer, a 'aide d’'une résolution
directe, la solution de référence. Le préconditionnement des systemes linéaires renforce

par ailleurs la stabilité des solutions numériques.
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CHAPITRE 9

RESULTATS NUMERIQUES
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Dans le Chapitre 8, nous avons mis en place une méthode itérative requérant le moins
de mémoire possible pour la résolution des systemes linéaires issus de la méthode spec-
trale. Nous avons introduit un préconditionnement du systeme et étudié deux procédés
de décomposition matricielle. Cela s’applique également aux modeles de Born et Foldy

car les structures algébriques associées sont similaires.
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Chapitre 9. Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats numériques permettant de valider
différents aspects numériques tels que la convergence de la méthode en fonction du
parametre § dans la Section 9.1 et la convergence des méthodes itératives, présentées
dans le Chapitre 8, dans la Section 9.2. Une analyse des cofits de calcul est effectuée

dans la Section 9.3.

9.1 Validation numérique : convergence

Dans cette section, nous étudions la précision de la méthode spectrale et sa conver-
gence en fonction du rayon des spheres 4, pour des géométries comportant un petit
nombre d’obstacles — de sorte qu'un solveur direct puisse étre utilisé. Les solutions sont
ensuite validées a I'aide de solutions éléments finis calculées a 'aide du code Montjoie
développé par Duruflé (2006). Enfin, nous mettons en évidence I’équivalence entre le

modele de Foldy modifié et la solution spectrale du premier ordre.

9.1.1 Description des tests numériques

Nous considérons le probléme de diffraction d’'une onde plane électromagnétique par
K spheres de rayon §. L'onde plane incidente électromagnétique de longueur d’onde
A, définie par (5.1), est dirigée selon I'axe des z et polarisée selon 'axe des x. Les
Figures 9.1 et 9.2 représentent les champs électromagnétiques associés a 'onde plane
de longueur d’onde A = 1.0 se propageant dans l’espace libre de permittivité électrique
e = 1.0 et de perméabilité magnétique ; = 1.0. La Figure 9.1 représente la partie
réelle d’'une des composantes des champs électromagnétiques dans le domaine [—5, 5] x
[—10, 10] x [—5, 5]. La Figure 9.2 représente la partie imaginaire d'une des composantes

des champs électromagnétiques dans le domaine [—5, 5] x [—10, 10] x [—5, 5].

En vue de comparer les solutions avec a la fois des solutions éléments finis et les
modeles asymptotiques, nous proposons deux types de géométries. La premiere est une
configuration linéaire d’obstacles. Elle ne permet pas de valider 'ensemble des interac-
tions. La seconde considere des obstacles dans toutes les directions. Elles sont décrites

en détail ci-dessous.

Géométrie n°l Nous considérons K sphéres de rayon ¢ uniformément distribuées sur

I'axe des y. Leur centre est défini par (8.12) ou la distance d séparant deux obstacles
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9.1. Validation numeérique : convergence

(a) Partie réelle de la premiere composante du (b) Partie réelle de la deuxiéme composante du
champ électrique champ magnétique

FIGURE 9.1 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques associés
a 'onde plane de longueur d’onde A = 1.0 se propageant a la vitesse ¢ = 1.0.

-1

(a) Partie imaginaire de la premiere composante (b) Partie imaginaire de la deuxiéme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 9.2 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
associés a 'onde plane de longueur d’onde A\ = 1.0 se propageant a la vitesse ¢ = 1.0.

consécutifs sera choisie de 'ordre de A ou de l'ordre de § ou encore de I'ordre intermé-
diaire v/\d selon les cas-tests considérés. Les Figures 9.3 & 9.5 représentent les champs
électromagnétiques totaux pour K = 21, § = 0.1, A = 1.0 et d = 0.5 dans le domaine
[—5,5] x [—10,10] x [—5, 5]. La Figure 9.3 représente la partie réelle d’'une des compo-
santes des champs électromagnétiques. La Figure 9.4 représente la partie imaginaire
d’'une des composantes des champs électromagnétiques. La Figure 9.5 représente le

module des champs électromagnétiques totaux.

Géométrie n°2 Nous considérons K spheres de rayon ¢ qui s’agglomerent autour de
l'origine. Nous prenons ¢; = (000) et choisissons les autres centres ¢y, tels que |¢c; —
ci| = d, ou d peut varier suivant les cas-tests considérés. Les Figures 9.6 a 9.8 illustrent

les champs électromagnétiques totaux avec K = 13, 0 = 0.1, A = 1.0 et d = 1.0,
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0.5
1 0
N N
—-0.5
0
-1
-1
r =510 Y
(a) Partie réelle de la premiere composante du (b) Partie réelle de la deuxieme composante du
champ électrique champ magnétique

FIGURE 9.3 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques totaux.

. =510 y x =510 Y
(a) Partie imaginaire de la premiere composante (b) Partie imaginaire de la deuxiéme composante

du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 9.4 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
totaux.

1.5

| | 2.5
2 1
1.5 w

0
1 0.5
0.5
0 0
=510 Y T —5-10 Yy
(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 9.5 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

dans le domaine [—5, 5] x [—10,10] x [-5,5]. La Figure 9.6 représente la partie réelle
d’'une des composantes des champs électromagnétiques. La Figure 9.7 représente la

partie imaginaire d’'une des composantes des champs électromagnétiques. La Figure 9.8
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2 0.5
1 0
N N
—0.5
0
-1
-1
s =510 Y z =510 Y
(a) Partie réelle de la premiére composante du (b) Partie réelle de la deuxieme composante du
champ électrique champ magnétique

FIGURE 9.6 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques totaux.

T —5-10 Y

(a) Partie imaginaire de la premiere composante (b) Partie imaginaire de la deuxiéme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 9.7 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
totaux.

représente le module des champs électromagnétiques totaux.

1.5
1
I3
0.5
0
s —510 Y x =510 Y
(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 9.8 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.
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Pour la validation numérique, nous calculerons pour chaque cas, 'erreur relative com-

mise entre une solution de référence et une solution approchée, i.e. les quantités

| B — By
B+ B

| =G — H™)|

. 9.1
EoEwC .

ol EXf et H* désignent les champs électromagnétiques diffractés associés a la solu-
tion de référence et Ei** et H;*® désignent les champs électromagnétiques diffractés
associés a la solution approchée. Les champs E™ et H'™ désignent les champs électro-
magnétiques incidents. La norme utilisée dans les comparaisons est la norme L? et elle

sera calculée dans des domaines appropriés définis dans chaque section.

9.1.2 Ordre de la méthode

Nous cherchons a mettre en évidence les ordres de convergence des solutions spec-
trales en fonction du rayon des sphéres ¢ et de 'ordre d’approximation, en norme L?
calculée hors d’un voisinage des obstacles. Nous notons Q = [1.5),2.5)\]> C R? le do-
maine dans lequel sera calculée 'erreur commise sur la solution approchée relativement

a la solution de référence. Pour obtenir les données de chaque cas-test, nous calculons :

. rcr N, N, : : 4 4
- les solutions de référence E;™ et H; ™ qui sont les solutions données par la mé-

thode spectrale pour N, = 8 modes,

- les solutions approchées EY et HY d’ordre inférieur, calculées par la méthode

spectrale pour N = 1 a 7 modes,
- les erreurs (9.1) pour la norme L?((2).

Une premiere série de tests est réalisée pour une configuration linéaire d’obstacles (Géo-

meétrie n°1) ; une seconde avec la Géométrie n°2.

Les Figures 9.9 et 9.10 montrent les ordres de convergence associés aux différents
ordres d’approximation des solutions spectrales, en fonction de la taille des spheres,
pour K = 5 sphéres alignées selon I'axe des y. Les graphiques sont représentés en
échelle logarithmique. La Figure 9.9 représente l'erreur relative dans L?(Q2) pour les
champs électromagnétiques totaux, lorsque la distance d entre deux obstacles consécu-
tifs est fixe et égale a A = 1.0. Nous observons d’une part, que l'erreur diminue lorsque
nous diminuons le rayon 0 des obstacles, et d’autre part, qu’elle diminue lorsque nous
augmentons le nombre de modes, c’est-a-dire 'ordre d’approximation. Les ordres de

convergence expérimentaux sont récapitulés dans le Tableau 9.1. Nous remarquons que
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10° - A | 10° 1 1
— =51 . —5 N
S 10 10

e

qé) 10710 B 1010 |- B
5|
?

S 10—15 L - 10—15 L .
(V]
=)

= 10*20 L - 10720 L N

10725 b L L . 10725 b | L L

1073 1072 107t 1073 1072 1071
) 0
(a) Erreur relative L2(€2) du champ électrique (b) Erreur relative L?(2) du champ magnétique

FIGURE 9.9 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L?(Q2) commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon ¢ des sphéres. La distance entre deux
obstacles consécutifs est égale a d = 1.0. La courbe -4- correspond a la solution pour
N = 1 mode. La courbe —+ correspond a la solution pour N = 2 modes. La courbe -3-
correspond a la solution pour N = 3 modes. La courbe correspond a la solution pour
N = 4 modes. La courbe -6~ correspond a la solution pour N = 5 modes. La courbe
-6 correspond a la solution pour N = 6 modes. La courbe correspond a la solution
pour N = 7 modes.

| (e[ e[ [ o[ ]
Ordre (Champ électrique) 5.01 | 6.97 | 9.33 | 11.33 | 13.89 | 17.00 | 19.63
Ordre (Champ magnétique) | 5.01 | 6.92 | 942 | 11.63 | 13.66 | 17.06 | 19.49

TABLE 9.1 — Ordres numériques de convergence associés aux différents ordres d’approxi-
mation des solutions spectrales.

les ordres de convergence relativement a J sont approximativement égaux a 2N + 3,
ou N représente 'ordre maximal des modes utilisés dans 'approximation. La Figure
9.10 représente l'erreur relative dans L?(2) pour les champs électromagnétiques to-
taux, lorsque la distance d entre deux obstacles consécutifs est proportionnelle a v/d\
avec A = 1.0. Ici encore, I'erreur diminue lorsque la taille des obstacles diminue ou
lorsque nous augmentons le nombre de modes dans les approximations. Un facteur
d’échelle, di a la dépendance de la distance d par rapport a , apparait dans le calcul

de l'erreur. Les ordres de convergence obtenus sont récapitulés dans le Tableau 9.2.

La Figure 9.11 montre les ordres de convergence associés aux différents ordres d’ap-
proximation des solutions spectrales, en fonction de la taille des spheres, pour K = 13

spheéres distribuées autour de l'origine. L’erreur relative est calculée pour la norme L?(2)
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FIGURE 9.10 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L?(Q) commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon ¢ des sphéres. La distance entre deux
obstacles consécutifs est égale a d = 1.0. La courbe -4- correspond a la solution pour
N = 1 mode. La courbe —+ correspond a la solution pour N = 2 modes. La courbe -&-
correspond a la solution pour N = 3 modes. La courbe correspond a la solution pour
N = 4 modes. La courbe -6- correspond a la solution pour N = 5 modes. La courbe ¢
correspond a la solution pour N = 6 modes.

| [+ [~ [= ] [ ¢
Ordre (Champ électrique) 494 | 6.79 | 869 | 10.84 | 11.83 | 12.26
Ordre (Champ magnétique) | 4.96 | 6.76 | 8.73 | 10.74 | 11.77 | 12.34

TABLE 9.2 — Ordres numériques de convergence associés aux différents ordres d’approxi-
mation des solutions spectrales.

sur les champs électromagnétiques totaux, lorsque la distance d entre deux obstacles
consécutifs est fixe et égale a A = 1.0. Lorsqu’il y a des obstacles dans toutes les di-
rections, I'erreur diminue encore lorsque le rayon § des obstacles diminue ou lorsque
nous augmentons 'ordre d’approximation. Les ordres de convergence expérimentaux

sont récapitulés dans le Tableau 9.3. Les ordres de convergence relativement a § sont

| [ -& | — [ B | | & |
Ordre (Champ électrique) 5.05 | 7.00 | 9.17 | 12.32 | 14.58
Ordre (Champ magnétique) | 5.05 | 7.00 | 9.17 | 12.31 | 14.57

TABLE 9.3 — Ordres numériques de convergence pour associés aux différents ordres
d’approximation.

approximativement égaux a 2/N + 3, ou /N représente I'ordre maximal des modes utilisés
dans 'approximation.
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FIGURE 9.11 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L?(Q) commise sur les
champs électromagnétiques en fonction du rayon ¢ des spheres. La distance entre deux
obstacles consécutifs est égale a d = 1.0. La courbe -4- correspond a la solution pour
N = 1 mode. La courbe —— correspond a la solution pour N = 2 modes. La courbe
-3-- correspond a la solution pour N = 3 modes. La courbe correspond a la solution
pour N = 4 modes. La courbe -6~ correspond a la solution pour N = 5 modes.

Les graphiques illustrent la convergence des approximations successives issues de la
méthode spectrale présentée dans le Chapitre 7. Le systéme préconditionné, introduit
dans la Section 8.2.1, a été considéré. Un stockage classique de la matrice et une réso-
lution directe ont été utilisés ; les limitations en mémoire n’étant pas préoccupantes en

considérant de petits nombres d’obstacles.

9.1.3 Comparaison avec des solutions aux éléments finis

La méthode spectrale est validée numériquement a I'aide du code de calcul Montjoie
(http://montjoie.gforge.inria.fr/), développé par Duruflé (2006), qui permet de
résoudre de nombreux problémes d’ondes dont le probleme de diffraction des ondes
électromagnétiques, en utilisant, entre autres, la méthode des éléments finis. La mé-
thode des éléments finis consiste a définir une approximation volumique et générale-
ment polynomiale par morceaux de la solution en découpant le domaine de propaga-
tion en sous-domaines appelés mailles, et en approchant la solution dans chacune des
mailles. La précision de cette méthode dépend directement de I'ordre d’approximation,
correspondant a 'ordre maximal atteint par les fonctions de base polynomiales, et du
maillage sur lequel la solution est calculée. A un maillage M}, ol h représente le pas

d’espace caractéristique, et un ordre p d’approximation, est associée une approximation
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« élément fini » notée (E, ,, H, ;).

La solution élément fini est calculée sur des maillages composés d’hexaedres en uti-
lisant la premiere famille de Nédélec, voir Cohen et Monk (1998). La premiere famille

de Nédélec définie sur les hexaedres est constituée de fonctions de bases de

Qp—l,pm X prp—Lp X meuv—h

ou les indices indiquent le nombre d’intervalles associés a la discrétisation. Les fonc-
tions vectorielles de base (;) définies pour & = (71, 75, T3) appartenant a '’élément de

référence K vérifient pour tout j = 1,2, 3,

~

pi(Z) - e; = 95?1 @1)@%@2)@?;@3)53'1 + @%L(fl)ﬁl @2)@%@3)5]'2
+ @?j(@)@%(@)@i (Z3)d;3,

pouri; =1,...,p,is=1,...,p+1letiz=1,...,p+1. Le symbole J, ; désigne le symbole
de Kronecker, le vecteur e; est extrait de la base canonique de R? et les fonctions ¢§ €
P,1 et g7t € P, désignent les fonctions de base lagrangienne associées respectivement
aux points de Gauss et de Gauss-Lobatto que nous n’explicitons pas ici, voir par exemple

Duruflé (2006). Théoriquement, nous avons les estimations d’erreur suivantes

||E5 — Ep,hHLZ(Q) < ch? et ||H5 — Hp7h||L2(Q) < Chp, (92)

ou (Es, Hy) désigne la solution exacte et {2 désigne le domaine de calcul.

Nous cherchons a vérifier numériquement la convergence des solutions éléments finis
et en particulier les relations (9.2), en approchant la solution exacte par 'approxima-
tion (E;™, H,™) issue de la méthode spectrale pour N, = 8 modes. Nous étudions
la convergence des solutions en fonction du pas d’espace h, c’est-a-dire en comparant
les solutions sur des maillages de plus en plus raffinés, et ce, pour différents ordres p
d’approximation. Nous considérons un domaine de référence 2y qui est un pavé de R?

privé de la boule B(0,d) centrée en l'origine et de rayon d,

Qo(a,d) = [~a,a]®\ B(0,6).
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Pour construire le maillage élément fini du domaine de référence, nous choisissons un

parameétre de raffinement n,,¢ correspondant au nombre de subdivisions de chaque aréte

du cube. Le maillage de la surface extérieure est un maillage uniforme et chaque face
7 d 2 7 D 1 1 -1- . . d. 1

est composée de n:, carrés. Dans le volume, nous utilisons une projection radiale sur

le centre de la sphére et découpons les mailles parallélement a chaque face respective,

de sorte que le pas d’espace caractéristique soit respecté dans toutes les directions. La

construction du maillage de référence est illustrée sur la Figure 9.12.

E ‘
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n, quadrangles

(a) Maillage uniforme de la surface extérieure (b) Projections radiales des (c¢) Découpage volu-
du domaine de référence. Chaque face possede noeuds associés a la face gri- mique en trapézes.
n2 carrés. sée sur le centre de la sphére.

FIGURE 9.12 — Maillage du cube de référence Qy = [—a,a]® \ B(0,d) de demi-coté a,
privé de la boule de centre 0 et de rayon §.

Nous mettons en place deux cas-tests, traitant la diffraction d’'une onde plane élec-
tromagnétique, le premier dans un domaine comportant un obstacle sphérique parfai-
tement conducteur, le second dans un domaine en comportant deux. Pour le premier
cas-test, le domaine de propagation est le domaine 2 = Qy avec a = 0.5 et § = 0.1 ou

0.3. Pour le second cas-test, nous considérons le domaine ) donné par

d d
Q(d, ) = Q (2, 5) U Q. <2,5> ,

ol ¢ = (d 0 0) désigne le centre de la seconde sphere, d = 1.0 désigne la distance entre
'origine et c et 6 = 0.1 ou 0.3 le rayon des spheres. La Figure 9.13 montre un maillage
associé a chacune des géométries considérées visualisés avec Medit, développé par Frey
(2001). Pour la comparaison, l'erreur est calculée en norme L? dans Q' C Q qui est le

domaine privé d’'un voisinage des obstacles, excluant de €2 le ou les cubes centrés en
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74

(a) Maillage volumique du cube (—0.5,0.5)3 (b) Maillage volumique du parallépidede

qu
avec un trou sphérique de rayon § = 0.1. Le (=0.5,1.5) x (—0.5,0.5)% avec deux trous sphé-
maillage, composé d’hexaedres, est associé a riques de rayon § = 0.1. Le maillage, composé
TNpap = 12. d’hexaédres, est associé a n; = 12.

FIGURE 9.13 — Coupes des maillages volumiques utilisés pour la simulation des solutions
éléments finis avec n.s = 12.

le centre des obstacles et de demi-cotés §. Pour obtenir les données de chaque cas-test,

nous calculons :

. s N, N, . .
- la solution de référence E;™ et H; ™ correspondant aux approximations spec-

trales associées a N, = 8 modes, sur une grille réguliere de 2

- les solutions éléments finis sur les différents maillages M, ol h.,¢ désigne le
volume caractéristique du pas d’espace associé au parametre de raffinement 7,,¢,
avec npf = 2,3,4,6,8,10,12, 14,16, 18, puis les interpolons sur la grille réguliere

de Q) ou sont définies les approximations de référence,

- et enfin, les erreurs (9.1) dans L2(Q2Y).

La Figure 9.14 représente le module de la différence, sur une grille grossiére, des so-
lutions de référence avec les solutions éléments finis d’ordre 2 calculées sur les maillages
M, .. associé a ng,¢e = 12, pour le premier cas-test. Sur les Figures 9.15 et 9.16, sont mis
en évidence les ordres de convergence des différentes approximations issues de la mé-
thode des éléments finis, en fonction du pas d’espace h sur les deux cas-tests proposeés, a
savoir le probleme de diffraction par une sphere, puis par deux. La Figure 9.15 illustre la
convergence des solutions éléments finis pour différents ordres d’approximation sur le
premier cas-test, en fonction du pas d’espace caractéristique A, associé au parametre de

raffinement n,,¢, respectivement pour 6 = 0.1 et § = 0.3. Nous observons d’une part, que
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x —0:50.5 y

FIGURE 9.14 — Représentation de la différence ponctuelle entre les solutions de référence
et les solutions éléments finis associées aupremier cas-test. La solution élément fini est
d’ordre 2 et la solution spectrale est d’ordre N,f = 8. L'erreur L?(Q') est égale a 0.01866.
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(a) Erreur relative dans Q' pour § = 0.1. (b) Erreur relative dans Q! pour § = 0.3.

FIGURE 9.15 — Evolution de l'erreur relative L2(') commise sur les champs électriques
pour les différentes approximations éléments finis, en fonction de la taille caractéris-
tique du maillage h. La courbe -4- correspond a l'ordre 1 de discrétisation. La courbe
—— correspond a l'ordre 2 de discrétisation. La courbe -=- correspond a l'ordre 3 de
discrétisation. La courbe correspond a l'ordre 4 de discrétisation. La courbe -e-
correspond a 'ordre 5 de discrétisation.

I'erreur diminue lorsque le pas d’espace h, associé au maillage élément fini, diminue, et
d’autre part, qu’elle diminue également lorsque nous augmentons 'ordre p d’approxi-
mation. Les ordres de convergence sont recapitulés dans le Tableau 9.4. La Figure 9.16

montre la convergence des solutions éléments finis sur le second cas-test pour deux va-
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| [ & [+ [ B | | = |
Ordre pour 6 = 0.1 | 1.80 | 2.53 | 3.24 | 4.34 | 5.53
Ordre pour 6 = 0.3 | 1.40 | 2.54 | 3.29 | 4.42 | 5.29

TABLE 9.4 — Ordres numériques de convergence associés aux différents ordres d’approxi-
mation des solutions éléments finis.

leurs de 6 = 0.1 et 6 = 0.3, ce qui valide par ailleurs les coefficients d’interactions entre

les différents obstacles. Ici encore, nous constatons que I'erreur diminue lorsque nous
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Pas d’espace log;(h) Pas d’espace log,,(h)
(a) Erreur relative dans Q' pour § = 0.1. (b) Erreur relative dans Q! pour § = 0.3.

FIGURE 9.16 — Evolution de I'erreur relative L?(€!) commise sur les champs électriques
pour les différentes approximations éléments finis, en fonction de la taille caractéris-
tique du maillage h. La courbe -4- correspond a l'ordre 1 de discrétisation. La courbe
—— correspond a l'ordre 2 de discrétisation. La courbe -=- correspond a l'ordre 3 de
discrétisation. La courbe correspond a l'ordre 4 de discrétisation. La courbe -6-
correspond a l'ordre 5 de discrétisation.

considérons des maillages de plus en plus raffinés ou lorsque I'ordre d’approximation
augmente. De plus, les ordres numériques de convergence se confirment au regard du
premier test, au moins pour les trois premiers ordres d’approximation, comme cela est
établi dans le Tableau 9.5.

Les tests effectués permettent de valider la méthode spectrale avec la méthode des
éléments finis. La méthode des éléments finis fournit des approximations précises de
la solution sous réserve de choisir des maillages suffisamment raffinés. La convergence
est assez lente, en comparaison avec les approximations spectrales successives. Evidem-

ment, plus les maillages sont fins et plus les cofits de calcul sont élevés, au méme titre
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| [+ [ o]
Ordre pour 6 = 0.1 | 1.28 | 1.69 | 2.61
Ordre pour 6 = 0.3 | 1.27 | 1.73 | 2.28

TABLE 9.5 — Ordres numériques de convergence associés aux différents ordres d’approxi-
mation des solutions éléments finis.

que la montée en ordre. Ce cotit de calcul est principalement dii a la factorisation et a
I'inversion de la matrice de masse. Dans la Section 9.3, nous montrerons qu'’il est plus
avantageux, en termes de cotit, d’utiliser des méthodes qui ne nécessitent pas de mailler
le domaine de calcul que la méthode des éléments finis, pour le probleme de diffraction

multiple par des spheres.

9.1.4 Comparaison avec les modeles asymptotiques

Dans les Sections 5.2 et 9.1.2, nous avons vérifié la convergence des solutions issues
des modéles asymptotiques pour la diffraction multiple et des solutions obtenues avec la
méthode spectrale. Ici, nous vérifions numériquement I'équivalence du modele de Foldy
modifié, présenté dans la Section 4.3.2, et de la méthode spectrale associée a N = 1

mode. La solution de référence est la solution spectrale pour N = 8 modes.

Nous considérons K = 5 sphéres uniformément distribuées selon ’axe des y (Geomé-
trie n°1). Nous notons E} et H} les champs électromagnétiques calculés a partir de la
méthode spectrale pour N = 1, et E} et H} les champs électromagnétiques approchés a
partir du modeéle de Foldy modifié. Nous comparons ponctuellement les solutions, d'une
part, dans le domaine [—1.5, 1.5]3, d’autre part, nous calculons la surface équivalente ra-
dar (SER) introduite dans la Définition 5.1. La comparaison de cette quantité, tenant
a la fois compte du champ électrique et du champ magnétique s’avere pertinente pour
valider les solutions ponctuellement. Par ailleurs, le cofit de calcul, en comparaison avec
une représentation volumique des champs, est amoindri. La Figure 9.17 illustre la com-
paraison ponctuelle des approximations (E}, H}) et (E}, Hf) pour § = 0.1 et d = 0.5.
Nous observons que l'erreur ponctuelle est de 'ordre de 10~7 et que les surfaces équi-
valentes radar sont confondues. De plus, nous pouvons comparer en norme L? dans le
domaine 2 = [1.5),2.5\]* (comme dans la Section 9.1.2). La Figure 9.18 montre les er-
reurs relatives commises sur le champ électrique lorsqu’il est approché par la méthode
spectrale a I'ordre 1 et par le modele de Foldy modifié, avec A = 1.0 et § variant. Sur
les sous-figures, sont respectivement considérées les distances d = 1.0 et d = 3¢. Nous

observons que les erreurs en norme L?(Q2) sont parfaitement identiques.
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(a) Module de la différence ponctuelle entre la (b) Surface équivalente radar avec R = 1000
solution spectrale d’ordre 1 et la solution issue et = %’T en fonction de l'angle ¢ € (0,2m).
du modéle de Foldy modifié dans le domaine La courbe —6- correspond a la solution spectrale
(—1.5,1.5)3. d’ordre 1. La courbe -%-- correspond a la solution
de Foldy modifié.

FIGURE 9.17 — A gauche, la représentation du module de la différence ponctuelle entre
I'approximation spectrale d’ordre 1 et 'approximation de Foldy modifié. A droite, la re-
présentation des surfaces équivalentes radar calculées a partir des deux approximations.
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FIGURE 9.18 — Evolution de I'erreur relative calculée en norme L?(Q) commise sur les
champs électromagnétiques, en fonction du rayon 6 des sphéres. La distance entre les
obstacles est choisie ou bien égale a la longueur d’onde ou bien dépend du rayon en
Vo). La courbe —e- correspond a la solution de Foldy avec d = 1.0. La courbe -x -
correspond a la solution spectrale d’ordre 1 avec d = 1.0. La courbe -=- correspond a la
solution de Foldy avec d = 3 6. La courbe -+ correspond a la solution spectrale d’ordre
1 avec d = 3.
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Nous avons vérifié numériquement ’équivalence du modele de Foldy, ayant subi une
modification algébrique dictée par la théorie de Mie, avec la méthode spectrale d’ordre
1. Nous verrons dans la Section 9.3 qu’il est plus avantageux en termes de cofits de
calcul, d’utiliser les modeéles asymptotiques, incluant le modeéle de Foldy modifié, que
les approximations issues de la méthode spectrale. Par ailleurs, 'équivalence de ces
deux méthodes est encourageante dans le sens ou des modeles asymptotiques d’ordre

supérieur avec modifications pourraient étre mis en place en perspective.

9.2 Résolution pour un grand nombre d’obstacles

Dans cette section, nous mettons en ceuvre et comparons la résolution itérative des
systemes linéaires engendrés par les modeles asymptotiques et la méthode spectrale as-
sociés au probleme de diffraction des ondes électromagnétiques par un grand nombre
d’obstacles. Plus le nombre d’obstacles augmente et plus la résolution du probléeme né-
cessite de ressources en mémoire. Pour pallier cette difficulté, nous utilisons la stratégie

numeérique présentée dans la Section 8.1.4.

9.2.1 Description des tests numériques

Nous considérons le probléeme de diffraction d'une onde plane électromagnétique
par K sphéres de rayon § = 0.1. L’onde plane électromagnétique de longueur d’onde
A = 5.0 est définie par (5.1) et se propage dans un milieu tel que ¢ = 1.0 et x = 1.0, voir
les Figures 9.1 et 9.2. Nous proposons deux types de géométrie. L'une est constituée
de K spheres uniformément réparties sur un segment, 'autre constituée d’obstacles

uniformément répartis dans une section du plan.

Géométrie n°1 Nous avons déja défini cette Géométrie a partir de la page 252. Ici,
la distance entre les différents obstacles sera fixe et égale a d = 0.5. Nous renvoyons
le lecteur aux Figures 5.18 a 5.20 pour une illustration des champs électromagnétiques
totaux avec K = 21,0 =0.1, A=1.0etd = 0.5.

Géométrie n°2 Nous considérons K. x K spheres de rayon ¢ uniformément répartis
dans la section du plan de vecteurs directeurs (0 0 d(K; — 1)) et (0 d(K. — 1) 0). Les

centres des sphéres sont données par (8.15), c’est-a-dire

cr=(0 d(kc—1) dk—1)), ke=1,...,Ke, ki=1,... K.

267



Chapitre 9. Résultats numériques

Les Figures 9.19 a 9.21 représentent les champs €électromagnétiques totaux avec K =
100, 5 = 0.1 A = 0.5 et d = 0.5. La Figure 9.6 représente la partie réelle d'une des compo-

santes des champs électromagnétiques. La Figure 9.20 représente la partie imaginaire

ISt
(a) Partie réelle de la premiére composante du (b) Partie réelle de la deuxiéme composante du
champ électrique champ magnétique

FIGURE 9.19 — Représentation de la partie réelle des champs électromagnétiques totaux.

d’'une des composantes des champs électromagnétiques. La Figure 9.21 représente le

(a) Partie imaginaire de la premiere composante  (b) Partie imaginaire de la deuxieme composante
du champ électrique du champ magnétique

FIGURE 9.20 — Représentation de la partie imaginaire des champs électromagnétiques
totaux.

module des champs électromagnétiques totaux.
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(a) Module du champ électrique (b) Module du champ magnétique

FIGURE 9.21 — Représentation du module des champs électromagnétiques totaux.

Les simulations numériques proposées font intervenir de grands nombres d’obstacles.
Pour les réaliser, nous mettons en ceuvre I'algorithme itératif présenté dans la Section
8.1.4. Pour chaque type de géométrie, nous mettons en place deux cas-tests. Pour le
premier, nous aurons a notre disposition une solution de référence obtenue par une ré-
solution directe. Pour le second, nous considérons une configuration géométrique pour
laquelle la solution ne peut étre calculée avec une résolution directe. Dans ce dernier
cas, nous comparerons les résultats obtenus avec une solution calculée a I'aide de I'algo-
rithme GMRES (de MATLAB). Lorsqu’il sera possible de calculer la solution de référence,

nous calculerons les SER associées a

- la solution de référence qui correspond a la solution spectrale avec N = 2 modes,

obtenue par résolution directe,
- la solution issue du modele de Foldy par résolution directe,
- la solution spectrale avec NV = 1 mode obtenue par résolution directe,
- ces mémes solutions, calculées par la résolution itérative « maison » .
Dans le cas contraire, nous calculerons les les SER associées a

- la solution issue du modele de Foldy obtenue a partir de la résolution itérative

dont le procédé est rappelé ci-apres,

- la solution calculée a partir de la méthode spectrale avec N = 1 mode obtenue a

partir de la résolution itérative « maison »,

- ces mémes solutions, calculées a l'aide de 'algorithme GMRES.
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En ce qui concerne la résolution directe, les matrices sont assemblées globalement. Pour

obtenir les données de la résolution itérative, nous suivons les étapes suivantes :
1. calcul de la matrice bloc préconditionnée Ay,
2. extraction de la partie dite principale By, & une tolérance e,
3. assemblage de la matrice creuse I + B,
4

. application de l'algorithme itératif (8.8)-(8.9) ou le produit matrice-vecteur Cx,

est effectué a l'aide de 'action (8.10), voir Propositions 8.1 et 8.2.

9.2.2 Comparaison des surfaces équivalentes radar

Dans cette section, nous comparons les surfaces équivalentes radar calculées sur diffé-

rentes géométries a I'aide des différentes méthodes et des différents types de résolution.

Géométrie n°l Nous considérons K = 1000 spheres de rayon 6 = 0.1 uniformé-
ment réparties selon 'axe des x. La distance entre deux obstacles consécutifs est égale
a d = 1.0. Les Figures 9.22 et 9.23 illustrent les surfaces équivalentes radar associées
a cette configuration géométrique, en échelle logarithmique. Sur la Figure 9.22, nous
comparons les surfaces équivalentes radar obtenues a I'aide de la résolution directe des
systemes linéaires issus de la méthode spectrale pour N = 2 modes avec celles obtenues
a laide de la résolution directe des systemes linéaires issus de la méthode spectrale

pour N = 1 mode et du modele de Foldy dipolaire modifié. Les SER calculées a partir

10}

-

102}
107

1074 |

SER (1000, %, )

107

1076 ;\ | | | | | | | | | | | | | | 7;
6

FIGURE 9.22 — Représentation des surfaces équivalentes radar pour X = 1000 sphéres
obtenues par résolution directe. La courbe correspond a la solution spectrale pour
N = 2 modes obtenue par résolution directe. La courbe -+ correspond a la solution
spectrale pour N = 1 mode obtenue par résolution directe. La courbe === correspond a
la solution de Foldy obtenue par résolution directe.

des différents modeles sont parfaitement confondues. La Figure 9.23 illustre les SER
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calculées a l'aide de la méthode spectrale avec N = 1 mode et du modele de Foldy

dipolaire modifié en utilisant la résolution directe ou la résolution itérative. Le critere
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FIGURE 9.23 — Comparaison des surfaces équivalentes radar pour K = 1000 obtenues
a l'aide des différentes méthodes par résolution directe et itérative. Les courbes =—
et == correspondent aux SER obtenues par résolution directe. Les courbes ==+ et
correspondent aux SER obtenues par résolution itérative « maison ».

de tolérance ¢ utilisé dans I'extraction des matrices principales est
- pour Foldy : € = 107% pour un taux de remplissage de la matrice de 22.19%,
- pour Spectral : ¢ = 10~° pour un taux de remplissage de la matrice de 19.27%.

La tolérance pour le résidu est choisie égale a 107°. Nous observons que les résultats nu-
mériques concordent. Le second test comporte 10 000 spheres de rayon 6 = 0.1 séparées
d’une distance d = 1.0. La Figure 9.24 illustre les surfaces équivalentes radar associées a
cette configuration géométrique, en échelle logarithmique pour les solutions spectrales
avec N = 1 mode obtenues a 'aide des algorithmes itératifs « maison » et GMRES, et
la solution de Foldy obtenue a l'aide de la résolution itérative « maison ». Le critere de

tolérance e utilisé dans I'extraction des matrices principales est
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FIGURE 9.24 — Représentation des surfaces équivalentes radar pour K = 10000 sphéres
obtenues par résolution itérative. La courbe correspond a la solution spectrale pour
N = 1 mode obtenue avec GMRES. La courbe --+ correspond a la solution spectrale
pour N = 1 mode obtenue par résolution itérative « maison ». La courbe === correspond
a la solution de Foldy obtenue par résolution itérative « maison » .

- pour Foldy : ¢ = 5 - 107% pour un taux de remplissage de la matrice de 1.06%,
- pour Spectral : ¢ = 10~° pour un taux de remplissage de la matrice de 0.76%.

La tolérance pour le résidu est choisi égal a 107°. Sur la Figure 9.24, les résultats numé-

riques concordent.

Géométrie n°2 Nous considérons K. x K] = 50 x 50 = 2500 spheres de rayon § = 0.1
uniformément réparties dans le plan yOz. La distance entre deux obstacles consécutifs
(sur une méme ligne ou colonne) est égale a d = 1.0. Les Figures 9.25 et 9.26 illustrent
les surfaces équivalentes radar associées a cette configuration géométrique, en échelle
logarithmique. Sur la Figure 9.25, nous comparons les surfaces équivalentes radar obte-
nues a 'aide de la résolution directe des systemes linéaires issus de la méthode spectrale
pour N = 2 modes avec celles obtenues a I'aide de la résolution directe des systemes li-
néaires issus de la méthode spectrale pour N = 1 mode et du modele de Foldy dipolaire
modifié. Les SER calculées a partir des différents modeéles sont parfaitement confon-
dues. La Figure 9.26 illustre les SER calculées a I'aide de la méthode spectrale avec
N = 1 mode et du modele de Foldy dipolaire modifié en utilisant la résolution directe

ou la résolution itérative. Le critere de tolérance e utilisé dans I’extraction des matrices
principales est

- pour Foldy : ¢ = 107% pour un taux de remplissage de la matrice de 29.66%,
- pour Spectral : ¢ = 10~° pour un taux de remplissage de la matrice de 27.72%.

La tolérance pour le résidu est choisie égale a 107%. Les résultats restent tout a fait cor-

rects. La derniére simulation numérique est composée de 100 x 100 = 10 000 spheres de
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FIGURE 9.25 — Représentation des surfaces équivalentes radar pour KX = 2500 sphéres
obtenues par résolution directe. La courbe - -+ correspond a la solution spectrale pour
N = 1 mode obtenue par résolution directe. La courbe === correspond a la solution de
Foldy obtenue par résolution directe.
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(a) Comparaison des solutions de Foldy obtenues par résolution directe et itérative

-2 | ; d
10 H -] [ E
E AN A i b
T 10 \ AfY i VY ]
: b N TV =
K‘T 1 4| ':L'\} ";h :‘ r ;-,‘i .‘, .“ ”~ Y n .‘; ;)\l': B
g W0 P ANV YW AN AL VAY
S i UV VATAL' HHYAVAWERNLY ]
T 107} '2 A Rdhagd P A | | ’.’E”;:"af \j "5"5’ ‘ E
e ' g \ 1
o 1076 g E
1) E El
10771
10*8 ;l | | | | | | | | | | | | | | :
-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65

Angle ¢
(b) Comparaison des solutions spectrales pour N = 1 mode obtenues par résolution directe et itérative
FIGURE 9.26 — Comparaison des surfaces équivalentes radar pour X = 2500 obtenues
a l'aide des différentes méthodes par résolution directe et itérative. Les courbes =——

et == correspondent aux SER obtenues par résolution directe. Les courbes ==+ et
correspondent aux SER obtenues par résolution itérative « maison ».
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rayon 0 = 0.1 séparées d'une distance d = 1.0. La Figure 9.27 illustre les SER associées,
en échelle logarithmique, pour les solutions spectrales avec N = 1 mode obtenues par
la résolution itérative « maison » et par GMRES, et la solution de Foldy obtenue par réso-

lution itérative « maison ». Le critére de tolérance e utilisé dans I'extraction des matrices
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FIGURE 9.27 — Représentation des surfaces équivalentes radar pour K, x K; = 100 x
100 = 10000 spheéres, obtenues par résolution itérative. La courbe correspond a la
solution spectrale pour N = 1 mode obtenue avec GMRES. La courbe -+ - correspond a
la solution spectrale pour N = 1 mode obtenue par résolution itérative « maison ». La
courbe === correspond a la solution de Foldy obtenue par résolution itérative « maison ».

principales est
- pour Foldy : ¢ = 5-107° pour un taux de remplissage de la matrice de 0.70%,
- pour Spectral : ¢ = 7.5-107% pour un taux de remplissage de la matrice de 0.0034%.

La tolérance sur le résidu est choisie égale 10~%. En régle générale, les résultats obtenus
ne sont pas identiques mais sont assez proches. De plus, jusqu’au seuil de précision

attendu, les résultats numériques concordent presque partout.

9.2.3 Convergence des solveurs itératifs

La convergence des solveurs itératifs dépend principalement du critere de tolérance ¢
que nous choisissons pour définir la matrice des interactions principales I + B. La diffé-
rence entre la résolution itérative « maison » et la résolution a 'aide de GMRES se situe
dans la prise en compte des interactions secondaires contenues dans la matrice Cpjo.. En
effet, nous ne prenons pas en compte cette partie avec la méthode GMRES. Une ques-
tion se pose : la prise en compte des interactions secondaires permet-elle d’améliorer la

convergence de la résolution itérative ?
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Nous comparons les résolutions itératives effectuées a 'aide de notre algorithme
« maison » et de la méthode GMRES sur des configurations géométriques ou les obs-
tacles sont alignés. Nous nous intéressons au nombre d’itérations requises pour que le
résidu de la solution atteigne la tolérance tol dans l'algorithme itératif, en fonction de
différents parametres, a savoir, le critere ¢, le nombre K d’obstacles et la distance d
qui sépare deux obstacles consécutifs. Les Figures 9.28 a 9.30 illustrent la convergence
des solveurs itératifs « maison » et GMRES. La Figure 9.28 montre leur convergence en

fonction du critere de tolérance e choisi pour extraire la matrice principale. La Figure

100}
4 F G A A4 A A4 A A4 ’ --@® 0 ; ;
, 1071 E .
1072
g 35 — i |
= 1072 ¢
2 ; g 1071 ]
o 3 +-+--0-0--¢ 8 & P ]
o ! Y e 1070 E
a) ' \ r 1
E 25 ‘ \ 107 E
O ! \ 1 = |
= \ 10771
\ 107
2| E—E—S—{ - —F—E—=—F—3F | F E
vl vl o e o ol v vl il il 1079 E | L L L L L T—

1071(10—9107810—7107610751074107310—21071 1 15 2 25 3 35 4

€ Nombre d’itérations

(a) Nombre d’itérations en fonction de ¢ (b) Résidu en fonction du nombre d’itérations

avec e = 1076.

FIGURE 9.28 — Evolution du nombre d’itérations en fonction du critére ¢ 4 gauche et évo-
lution du résidu en fonction du nombre d’itérations a droite. La courbe -5~ correspond a
Foldy modifié « maison ». La courbe -6~ correspond a Foldy modifié GMRES. La courbe
-+- correspond a Spectral « maison » avec N = 1 mode. La courbe -® correspond a
Spectral GMRES avec N = 1 mode.

9.29 montre la convergence des solveurs itératifs « maison » et GMRES en fonction de la
distance d qui sépare deux obstacles consécutifs. La Figure 9.30 montre la convergence
des solveurs itératifs « maison » et GMRES en fonction du nombre d’obstacles. Nous
observons que la convergence des solveurs itératifs dépend de la densité des matrices
considérées, de la distance qui sépare deux obstacles consécutifs mais elle ne semble pas
dépendre du nombre d’obstacles. Pour infirmer ou confirmer cela, il faudrait comparer

la convergence de ces solveurs sur une plus grande plage de nombre d’obstacles.
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FIGURE 9.29 — Evolution du nombre d’itérations en fonction de la distance d entre obs-
tacles a gauche et évolution du résidu en fonction du nombre d’itérations a droite. La
courbe -8~ correspond a Foldy modifié « maison ». La courbe -6~ correspond a Foldy
modifié GMRES. La courbe -+- correspond a Spectral « maison » avec N = 1 mode. La
courbe - ®- correspond a Spectral GMRES avec N = 1 mode.
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FIGURE 9.30 — Evolution du nombre d’itérations en fonction du critére nombre K d’obs-
tacles a gauche et évolution du résidu en fonction du nombre d’itérations a droite. La
courbe -5~ correspond a Foldy modifié « maison ». La courbe -6~ correspond a Foldy
modifié GMRES. La courbe -+- correspond a Spectral « maison » avec N = 1 mode. La
courbe - ®- correspond a Spectral GMRES avec N = 1 mode.
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9.3 Coitits de calcul

Dans cette section, nous comparons les cotits de calcul, en termes de temps et d’espace
mémoire, engendrés par la méthode spectrale avec ceux engendrés par les modeles

asymptotiques puis avec ceux engendrés par les éléments finis.

9.3.1 Comparaison avec les modeles asymptotiques

Nous comparons les temps de calcul et 'espace mémoire nécessaires a la simulation

numériques des solutions issues des modeles réduits et des modeles spectraux.

Dans les Tableaux 9.6 a 9.9, nous récapitulons les cofits de calcul associés aux cas-tests
présentés dans la Section 9.2.2. Le Tableau 9.6 s’adresse au cas de 1000 obstacles ali-

gnés. Le Tableau 9.7 s’adresse au cas de 10 000 obstacles alignés. Le Tableau 9.8 s’adresse

| | Solveur | Systéme linéaire | Post-traitement | Temps total | Mémoire |

Foldy modifié | Direct 21.25's 16.12 s 37.37s 1.1 Go
Spectral 1 Direct 44.59 s 21.19 s 65.78 s 1.1 Go

TABLE 9.6 — Cofits de calcul associés aux solutions issues du modele de Foldy dipolaire
modifié et de la méthode spectrale avec N = 1 mode sur le cas de 1 000 obstacles alignés.

| | Solveur | Systéme linéaire | Post-traitement | Temps total | Mémoire |

Foldy modifié | Itératif 29.74 s 76.64 s 106.46 s <1Go
Spectral 1 Itératif 163.25 s 262.97 s 426.34 s <1Go

TABLE 9.7 — Cotits de calcul associés aux solutions issues du modele de Foldy dipolaire
modifié et de la méthode spectrale avec N = 1 mode sur le cas de 10000 obstacles
alignés.

au cas de 50 x 50 = 2500 obstacles uniformément répartis dans le plan. Le Tableau 9.9

| | Solveur | Systéme linéaire | Post-traitement | Temps total | Mémoire |

Foldy modifié | Direct 595.10 s 22.96 s 618.48 s 7 Go
Foldy modifié | Itératif 38.32's 19.00 s 57.32s <1Go
Spectral 1 Direct 613.10 s 62.69 s 676.09 s 7 Go

Spectral 1 Itératif 234.84 s 58.47 s 203.31s <1Go

TABLE 9.8 — Cofits de calcul associés aux solutions issues du modele de Foldy dipolaire
modifié et de la méthode spectrale avec NV = 1 mode sur le cas de 50 x 50 = 2500
obstacles uniformément répartis dans un plan.

s’adresse au cas de 100 x 100 = 10 000 obstacles uniformément répartis dans le plan.
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| | Solveur | Systéme linéaire | Post-traitement | Temps total | Mémoire |

Foldy modifié | Itératif 180.73 s 99.02 s 279.75 s 15.6 Go
Spectral 1 Itératif 1000.10 s 241.60 s 1512.96 s 12.8 Go

TABLE 9.9 — Cofits de calcul associés aux solutions issues du modele de Foldy dipolaire
modifié et de la méthode spectrale avec N = 1 mode sur le cas de 100 x 100 = 10000
obstacles uniformément répartis dans un plan.

Pour une précision identique, les modeles réduits apparaissent vraiment plus rapides

et efficaces que la méthode spectrale.

9.3.2 Comparaison avec les éléments finis

Nous comparons les temps de calcul et I'espace mémoire nécessaires a la simulation
numérique d’une solution élément fini issue de Montjoie (http://montjoie.gforge.
inria.fr/) en comparaison avec une solution spectrale sur trois cas-tests : le premier
dans le contexte de la diffraction simple par une sphére, le deuxiéme en considérant
deux obstacles et le troisieme en considérant quatre obstacles alignés. Les simulations
numériques sont effectuées sur la plateforme de calcul Plafrim — soutenue par Inria,
CNRS (LABRI et IMB), Université de Bordeaux, Bordeaux INP et le Conseil Régional
d’Aquitaine (https://www.plafrim.fr/) — lorsque cela n’est pas possible (en termes

de mémoire) de les réaliser en local.

Pour les solutions éléments finis, les maillages M, , sont construits de la méme ma-
niére que nous 'avons présenté dans la Section 9.1.3 avec n.;s = 10. La Figure 9.13
illustre les maillages pour un et deux obstacles. La Figure 9.31 illustre le maillage sur le

cas des quatre obstacles.

Les temps de calcul et I'utilisation de la mémoire pour les solutions éléments finis a
I'ordre 3 et les solutions spectrales avec N = 3 modes sont récapitulés dans les Tableaux

9.10 a 9.12. Dans le Tableau 9.10, les cofits sont associés au cas de un obstacle. Dans le

| | Nombre de d.d.I. | Précision (L) | Temps | Mémoire |

Elément fini 3 925422 0.28-1073 26.5 min | 21.11 Go
Spectral 3 30 4.77-107° 5.05 s <1Go

TABLE 9.10 — Cofits de calcul associés aux solutions éléments finis d’ordre 3 et aux
solutions spectrales avec N = 3 modes sur le cas d’un obstacle.

Tableau 9.11, les cofits de calcul sont associés au cas de deux obstacles. Dans le Tableau
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FIGURE 9.31 — Coupes du maillage volumique comportant quatre obstacles sphériques,
utilisé pour la simulation des solutions éléments finis avec n.s = 10.

| | Nombre de d.d.I. | Précision (L) | Temps | Mémoire |

Elément fini 3 1972800 2.27-1073 54.25 min | 36.97 Go
Spectral 3 60 4.48 -107° 9.45 s <1Go

TABLE 9.11 — Cofits de calcul associés aux solutions éléments finis d’ordre 3 et aux
solutions spectrales avec N = 3 modes sur le cas des deux obstacles.

9.12, les cofits de calcul sont associés au cas de quatre obstacles. Les cofits de calcul des

| | Nombre de d.d.I. | Précision (L) | Temps | Mémoire |

Elément fini 3 3942936 3.31-1073 147.25 min 75 Go
Spectral 3 120 3.66 - 107° 18.31s <1Go

TABLE 9.12 — Cofits de calcul associés aux solutions éléments finis d’ordre 3 et aux
solutions spectrales avec N = 3 modes sur le cas de quatre obstacles.

éléments finis sont bien plus importants que ceux des solutions spectrales. Cela est en
partie di au nombre important de degrés de liberté engendré par les éléments finis, et

plus généralement par les méthodes dont la précision dépend du maillage choisi.

Le dernier cas élément fini est composé de huit obstacles. L’ordre d’approximation
des éléments finis est choisi égal a 2. La Figure 9.32 illustre le maillage associé est une
coupe bidimensionnelle de la solution dans le plan xz. Ce cas qui comporte 2436 832

degrés de liberté, a demandé environ 8h de calcul et 40 Go de mémaoire.
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(a) Coupe du maillage volumique compor- (b) Coupe du champ électrique total dans le plan zz
tant huit obstacles sphériques avec n.; =
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FIGURE 9.32 — Représentation du maillage et du champ électrique total issu de la simu-
lation numérique élément fini avec huit obstacles.

9.4 Conclusion

La méthode spectrale développée dans le Chapitre 7 a été validée numériquement a
'aide de solutions éléments finis. Nous avons pu mettre en évidence numériquement un

ordre de convergence pour les ordres N (le nombre de modes) successifs

HE6 — EéVH < 052N+37
| Es + E||
qui sont en accord avec I'estimation de Ammari et al. (2013b) obtenue dans le cadre de

la diffraction simple.

La résolution itérative présentée dans le Chapitre 8 permet d’obtenir des approxima-
tions précises pour des cas qui comportent de grands nombres d’obstacles. Le calcul des
approximations obtenues a partir de la méthode spectrale est beaucoup moins cofiteux,
en termes de temps de calcul et d’utilisation mémoire, que la méthode des éléments
finis continus. Par ailleurs, les modeles réduits permettent encore de réduire les cofits
de calcul, en comparaison avec la méthode spectrale, pour une précision identique a
bas-ordre. Toutefois, le développement de modeles réduits d’ordre d’élevé semble com-

pliqué a mettre en place.
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CONCLUSION GENERALE

Apres avoir rappelé brievement dans les Chapitres 1 et 2 les bases de 1’électroma-
gnétisme et la théorie de petits obstacles, nous avons développé dans les Chapitres 3
et 4 des modeles approchés par sources ponctuelles. Il s’avere que le formalisme asso-
cié a Maxwell est beaucoup plus compliqué que celui des ondes scalaires, par exemple
acoustiques. Toutefois, les modeles réduits obtenus sont de méme nature et aboutissent
a des méthodes numériques similaires. Les modéles approchés ont été illustrés numé-
riquement dans le Chapitre 5 et les résultats présentés sont cohérents avec la théorie.
Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés a I'implémentation pratique
de ces modeles et a I'extension d’une théorie proche : la méthode spectrale. Contrai-
rement aux méthodes volumiques qui engendrent des systémes mal-conditionnés, nous
avons réussi a mettre en ceuvre une stratégie d’inversion itérative a ’aide d'une méthode
GMRES préconditionnée. Ceci nous a permis, pour huit obstacles dans le cadre d'une
solution élément fini, de passer d'un temps de calcul de huit heures nécessitant 40 Go
de mémoire vive, a une méthode interactive avec un temps de calcul négligeable et une
utilisation mémoire tres faible. Nous avons pu aussi calculer en moins de trois minutes
le champ diffracté par dix mille obstacles. Il est bien entendu dans ce cas impensable de

faire ce calcul en éléments finis.

L’extension numérique a des obstacles de forme arbitraire reste a étre mise en ceuvre.

Par la suite, il serait aussi pertinent de s’intéresser aux problemes suivants.

- Le probleme inverse : il s’agit de déterminer la taille et la position de billes a I'aide
de la mesure du champ lointain, en étendant les travaux de Barucq et al. (2018b)

au cas électromagnétique.

- Le probleme en temps : il semble possible de traduire en termes d’opérateurs en
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Chapitre 9. Résultats numériques

temps et a I'aide de la transformation de Fourier inverse, en reproduisant I'ap-
proche de Mattesi (2014) ou Marmorat (2015). Nous aboutirons a un probleme

dipolaire. Il semble beaucoup plus difficile de développer une méthode spectrale.

La dynamique de billes métalliques soumise a un champ électromagnétique : en
simulation numérique il est rare de prendre en compte la rétro-action du champ
électromagnétique sur les objets diffractants. Les champs électromagnétiques sont
a l'origine de forces de Lorentz qui mettent les billes en mouvement. C’est un sujet

qui a été tres peu traité par la communauté mathématique.
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Résumé Dans cette thése, nous développons des méthodes numériques de résolution rapide,
précise et efficace qui permettent de prendre en compte, dans des configurations tridimension-
nelles, les phénomeénes de diffraction d’ondes électromagnétiques en régime harmonique par
une multitude d’obstacles, dans le cadre de calcul a basses et moyennes fréquences. Dans un
premier temps, nous nous placons dans un cadre a basses fréquences et nous nous intéressons a
une modélisation multi-échelle du phénomene de diffraction des ondes électromagnétiques par
des obstacles dont la taille caractéristique est petite en comparaison avec la longueur d’onde.
Nous mettons en ceuvre la méthode des développements asymptotiques raccordés qui s’avere
vraiment efficace dans le cadre de la réduction de modeéles, appliquée a I’électromagnétisme.
Deux types de développements se distinguent : les approximations en champ proche ou quasi-
statiques qui décrivent le phénomene a I'échelle microscopique et celles en champ lointain qui
décrivent le phénomene a grande distance. Dans ce dernier contexte, les petits obstacles ne sont
plus considérés comme des contraintes géométriques et peuvent étre modélisés par des sources
ponctuelles équivalentes que sont les multipdles électromagnétiques. Dans un second temps,
nous nous placons dans un cadre a moyennes fréquences ; le domaine de calcul faisant quelques
dizaines de longueurs d’ondes. Nous mettons en place une méthode spectrale pour le probleme
de diffraction multiple des ondes électromagnétiques par de multiples sphéres. Cette méthode
est basée sur la discrétisation d’'une formulation par équations intégrales de frontiere dans des
bases locales et tangentielles, composées des fonctions harmoniques sphériques vectorielles. Il
apparait que les modeles réduits peuvent étre adaptés au régime moyennes fréquences en incor-
porant des corrections non-triviales dictées par la théorie de Mie et portant sur les fonctions de
jauge associées aux termes successifs des développements asymptotiques. Nous présentons une
comparaison de ces différents modeles illustrant leur précision. Toutefois, la prise en compte
d’un grand nombre d’hétérogénéités peut s’avérer cofiteuse en termes de temps de calcul, mais
surtout d’utilisation de la mémoire. Pour pallier cette difficulté, nous implémentons un algo-
rithme astucieux pour la résolution itérative des probleémes linéaires induits, sans jamais avoir a
assembler de maniere globale les matrices associées a la discrétisation.

Mot-clés Développements asymptotiques, électromagnétisme, équations de Maxwell, modeles
réduits, diffraction multiple, équations intégrales de frontiere, méthode spectrale.

Abstract In this thesis, we develop fast, accurate and efficient numerical methods for solving
the time-harmonic scattering problem of electromagnetic waves in 3D by a multitude of obs-
tacles for low and medium frequencies. Taking into account a large number of heterogeneities
can be costly in terms of computation time and memory usage, particularly in the construction
process of the matrix. In the first part of our work, we consider a multi-scale diffraction problem
in low-frequency regimes in which the characteristic length of the obstacles is small compared
to the incident wavelength. We use the matched asymptotic expansion method which allows for
the model reduction. Two types of approximations are distinguished : near-field or quasi-static
approximations that descibe the phenomenon at the microscopic scale and far-field approxima-
tions that describe the phenomenon at a long distance. In the latter one, small obstacles are
no longer considered as geometric constraints and can be modelled by equivalent point-sources
which are interpreted in terms of electromagnetic multipoles. The second part of this thesis also
deals with the multiple scattering of electromagnetic waves by multiple spheres, however, at
medium-frequencies. Here, the domain of computation is a few tens of wavelengths and we im-
plement a spectral method which is based on the discretization of a boundary integral equation
into local and tangential basis functions composed of the vectorial spherical harmonics. The
reduced asymptotic models of the first problem can be adapted for this regime by incorpora-
ting non-trivial corrections appearing in the Mie theory. Specifically, the gauge functions in the
asymptotics are modified. We then present a comparison of these different methods in terms of
their accuracy. Finally, for both methods and to overcome difficulties related to computational
cost, we solve the linear problems iteratively and implement a clever algorithm which avoids
the global assembling of the matrices associated with the discretizations.

Keywords Asymptotic expansions, electromagnetism, Maxwell equations, reduced models, mul-
tiple scattering, boundary integral equations, spectral method.



