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Sur la répartition des coefficients des formes
modulaires de poids demi-entier

Résumé

Cette these traite de certains aspects analytiques liés aux coefficients de Fourier des
formes modulaires de poids demi-entier. On étudie en particulier deux problemes a priori
bien différents mais que 1’on reliera.

Tout d’abord, on s’intéresse aux sommes des coefficients d'une forme cuspidale de poids
demi-entier dans les progressions arithmétiques. Un tel probleme fut étudié précédemment
dans un article de Fouvry, Ganguly, Kowalski et Michel mais dans le cas d’une forme de
poids entier. Les auteurs montrent notamment que, dans un certain régime de convergence,
on a une équirépartition gaussienne des sommes des coefficients dans des progressions
arithmétiques de module fixé.

Dans ce travail, on prouve un résultat analogue lorsque la forme modulaire est de
poids demi-entier. On verra que, dans un régime de convergence plus fin, les sommes des
coefficients en progression arithmétique s’équirépartissent selon une loi qui est différente
de la loi normale obtenue par Fouvry, Ganguly, Kowalski et Michel en poids entier.

Dans un deuxiéme temps, on étudiera les signes des coefficients d’une forme de poids
demi-entier f et des possibles minorations en valeur absolue de ces derniers. En utilisant
certaines techniques issues du premier probleme ainsi que des résultats classiques de la
théorie des formes de poids demi-entier, comme la correspondance de Shimura, la formule
de Waldspurger ou encore la récente théorie des formes nouvelles, on établie une borne
inférieure sur le nombre de coefficients normalisés f (n) tels que n < z, ou n est pris dans
une progression arithmétique, et f (n) >n=* avec a > 0.

Mots-clés : forme modulaire, coefficient, poids demi-entier, équirépartition, progression
arithmétique, signe.



Distribution of coefficients of half-integral weight
modular forms

Abstract

This thesis deals with some analytic aspects of Fourier coefficients of half-integral
weight modular forms. We study in particular two different problems which will be none-
theless connected.

On one hand, we are interested in sums of coefficients of half-integral weight cusp forms
in arithmetic progressions. Such a problem was studied in a previous paper of Fouvry,
Ganguly, Kowalski and Michel for an integral weight cusp form. They showed that, in a
certain range of convergence, there is a Gaussian equidistribution of sums of coefficients
in arithmetic progressions of fixed modulus.

In this work, we prove an analogous result in the case of a half-integral weight cusp
form. We will see that, in a more restricted range of convergence, the sums of coefficients
in arithmetic progressions equidistribute with respect to a distribution which is different
from the normal distribution obtained by Fouvry, Ganguly, Kowalski and Michel in the
integral weight case.

On the other hand, we study the signs of Fourier coefficients of a half-integral weight
cusp form f and we provide lower bounds for these coefficients. Using techniques from
the previous problem and classical results from the theory of half-integral weight modular
forms, such as Shimura’s correspondence, Waldspurger’s formula and the recent theory of
newforms, we establish a lower bound for the number of normalized coefficients f (n) such
that n < z, where n is taken in an arithmetic progression, and f (n) > n~® for positive a.

Keywords : modular form, coefficient, half-integral weight, equidistribution, arithmetic
progression, sign.
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Introduction

Depuis presque deux siecles, les formes modulaires apparaissent indépendamment dans
différents contextes mathématiques et physiques. Leur étude est devenue un sujet a part
entiere qui constitue aujourd’hui un bagage d’outils analytiques particulierement utiles en
théorie des nombres. Pour ne citer qu'un exemple, les formes modulaires jouent un role
crucial dans la preuve par Andrew Wiles du dernier théoréme de Fermat.

Une forme modulaire possede trois parametres importants : son niveau, son poids et
son caractere. Dans une majorité de cas, les formes modulaires apparaissant dans des
probléemes arithmétiques ont un poids entier. Pour autant, il est possible de définir en
toute généralité des formes de poids k avec k rationnel. Cette définition est néanmoins plus
complexe et 'étude des formes de poids rationnels amene généralement a de nombreuses
difficultés techniques qui n’existent pas en poids entier. C’est sans doute pour cette raison
que la littérature sur les formes modulaires se restreint trées majoritairement au cas du
poids entier.

Cependant, les formes de poids rationnels jouent aussi un réle important dans cer-
taines questions de théorie des nombres. C’est particulierement vrai en ce qui concerne les
formes de poids demi-entier. En effet, de telles formes sont utilisées dans la résolution de
nombreux problemes comme par exemple le comptage de point rationnels sur une courbe
algébrique (voir [D] ou [DSP]) ou encore le probleme des nombres congruents (voir [1]).

Dans cette these, on étudie certains aspects analytiques des formes modulaires de
poids demi-entier. On s’intéresse notamment a deux problemes d’apparence distincte mais
qui pourtant seront reliés. Le premier concerne une question d’équirépartition liée aux
coefficients de Fourier d’'une forme de poids demi-entier sommés dans une progression
arithmétique. Le deuxiéme porte sur les signes (positifs ou négatifs) de ces coefficients ainsi
que des possibles bornes inférieures en valeur absolue pour une partie des coefficients. On
retrouvera dans les chapitres 3 et 4 respectivement, le contenu de [D1] et [D2] avec bien
str plus de détails, des résultats souvent plus généraux et des simulations numériques.

Le découpage de la these se fait en quatre chapitres. Ces derniers ne sont pas totale-
ment indépendants mais il est tout a fait possible de lire et comprendre I'un d’entre eux
sans avoir lu les chapitres précédents, les propriétés importantes et utiles étant en général
rappelées. Dans un souci de clarté, on choisit de présenter le contenu de chaque chapitre
dans leur ordre d’apparition.



INTRODUCTION

Chapitre 1

Le premier chapitre a pour but de passer en revue de maniere précise mais concise
toutes les notions qu’on abordera au cours de cette these ainsi que la plupart des notations
utilisées. L’avantage d'un tel chapitre est qu’il renforce le c6té auto-référant du manuscrit :
le lecteur pourra consulter rapidement et régulierement les résultats qui y sont expliqués.

On commencera par présenter les aspects géométriques et algébriques des courbes
modulaires I'\’H pour un sous-groupe de congruence I" et avec H le demi-plan de Poincaré.
On insistera en particulier sur la notion de pointe d’une courbe modulaire et on traitera
le cas de la courbe I'g(4)\'H, exemple fondamental pour la suite.

Puis, on parlera de formes modulaires de poids entier (I’étude des formes de poids
demi-entier étant faite au deuxieme chapitre). Bien qu’il ne s’agisse pas des objets cen-
traux de cette these, on rencontrera des formes de poids entier assez régulierement, ne
serait-ce qu’a travers la correspondance de Shimura qui les relie aux formes de poids
demi-entier mais aussi de maniere plus anecdotique, comme a la fin du chapitre 3. On
se concentrera surtout sur les propriétés algébriques des formes modulaires (opérateurs
de Hecke, formes primitives...) car les propriétés analytiques (fonctions L, estimées sur
les coefficients, moments...) prendront déja une place particulierement importante dans
I’étude des formes de poids demi-entier au deuxieme chapitre.

Enfin, on terminera ce chapitre en rappelant certaines propriétés bien connues de
théorie multiplicative des nombres qui concernent notamment les caracteres de Dirichlet
et en particulier les caractéres quadratiques (ces derniers étant fréquemment utilisés dans
les problemes liés aux formes de poids demi-entier).

Chapitre 2

Le deuxiéme chapitre donne un panorama détaillé de la théorie des formes modulaires
de poids demi-entier, notion au coeur de cette these. Les références sur ce sujet sont assez
foisonnantes. Elles sont essentiellement composées d’articles de recherche qui vont traiter
de questions diverses et on trouve finalement assez peu de livres détaillant I’ensemble de la
théorie avec toutes les preuves nécessaires. Cela s’explique en partie par le fait qu’il s’agit
d’une théorie relativement récente (la définition standard due a Shimura date de 1973)
bien qu’elle prenne ses racines au milieu du XIx'*®* siecle avec 'apparition des fonctions
théta.

On s’efforcera donc de démontrer la plupart des propriétés citées ou, dans une moindre
mesure, d’expliquer leur provenance. On commencera par introduire les notions nécessaires
pour définir les formes de poids demi-entier puis on présentera quelques généralités. En-
suite, on démontrera les propriétés classiques sur les coefficients de Fourier de ces formes
et sur leurs fonctions L. Dans un deuxiéme temps, on détaillera autant que possible la
théorie des opérateurs de Hecke en poids demi-entier. C’est une partie tres importante
puisque c’est véritablement le premier point qui n’a plus rien a voir avec ce qu’il se passe
en poids entier. On montre notamment pourquoi les opérateurs de Hecke en poids demi-
entier T;, sont nuls des que ’entier naturel n n’est pas un carré. Ce phénomene est la base
d’un aspect majeur de la théorie que I'on ne rencontre pas en poids entier : les coefficients
d’une forme propre, méme apres renormalisation, ne sont pas multiplicatifs en général i.e.
la fonction L associée n’a pas de produit eulérien.

L’autre particularité du poids demi-entier est que le niveau d’une forme est nécessaire-
ment un multiple de quatre. L’opérateur T} est donc toujours un « mauvais » opérateur de

6
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Hecke dans le sens ot il n’est pas auto-adjoint (et rarement diagonalisable). On verra que
le probleme de la recherche d’une base de vecteurs propres communs a tous les opérateurs
de Hecke peut alors se résoudre en se restreignant a un sous-espace des formes de poids
demi-entier. Il s’agit de 'espace « plus » de Kohnen constitué des formes de poids £+ 1/2,
ot £ est entier, dont les coefficients a(n) sont nuls dés que (—1)n est congru a 2 ou 3
modulo 4. Sur cet espace, il est possible de définir une nouvelle algebre d’opérateurs de
Hecke un peu différente de celle définie sur I’espace tout entier et pour laquelle il existe
une base de co-diagonalisation.

La suite du chapitre abordera les deux résultats plus techniques mais néanmoins cru-
ciaux que sont la correspondance de Shimura et la formule de Waldspurger. On n’en donne
pas de démonstration mais on espere que la présentation faite sur ce sujet constituera un
complément utile au manuscrit et en facilitera la lecture.

La correspondance de Shimura est une application explicite Sh,, définie pour tout
entier sans facteur carré ¢, qui envoie une forme cuspidale

12) = X atnye ™

n=1

de poids demi-entier ¢ + 1/2 sur une forme

Shef(z) = > by(n)e*™

n=1

de poids entier 2¢. Le lien entre les coefficients de f et de Sh;f est le suivant,

a(tn®) =Y p(d)xe(d)d" " by(n/d)
dln

pour tout entier n et avec i la fonction de Mobius et y; un certain caractere de Dirichlet.
Lorsque f est une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, on a méme b;(n) =
a(t)b(n) pour tout n et ou les b(n) sont les coefficients d’une forme F', ne dépendant que
de f, telle que Sh;f = a(t)F pour tout t.

Ainsi, on tire des résultats connus sur les formes de poids entier de nombreux résultats
non-triviaux sur les coefficients de f. L’exemple le plus important provient de la borne de
Deligne appliquée aux coefficients de F' et de laquelle on déduit que

la(tn®)| < la(t)[n 12+

pour tout € > 0, pour tout ¢ sans facteur carré et pour tout entier n.
La formule de Waldspurger, quant a elle, met en lumiere les liens possibles entre la
valeur de a(t) et F. Cette formule montre que a(t)? est essentiellement proportionnel &

L(1/2, F x x; )t~ 1/2

ou L(1/2, F'xx;) est la valeur centrale de la fonction L (normalisée) associée a F' tordue par
le caractere y;. On entend par « essentiellement proportionnel » le fait que la constante
de proportionnalité peut dépendre de t de facon controlée. Dans son article de 1981,
Waldspurger rend cette constante assez peu explicite mais on peut quand méme déduire
de son résultat qu’elle est bornée en fonction de t. Ceci établit alors une équivalence entre
la conjecture de Ramanujan-Petersson en poids demi-entier, a savoir

|a(t)| <<f,€ t£/2—1/4+e

7
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et la conjecture de Lindelof sur « ’aspect niveau » pour les fonctions L de forme de poids
entier ¢.e.

|L(1/2, F X x¢)| <pe t°

pour tout € > 0.

La fin du deuxieme chapitre traite de ce qui est couramment appelé la question de
Kohnen. Ce probléme datant de la fin des années 90 est le suivant. Etant donné o € C
tel que

a(t)? = aL(1/2, F x x )t 2,

quelle racine de aL(1/2, F x x;)t*"/? vaut a(t)? Si on note r 'une de ces racines, on a
pour tout ¢ sans facteur carré, a(t) = (t)r avec €(t) € {£1}. On peut alors se demander
comment se répartissent les signes e(t) quand ¢ — +o0.

On conjecture qu’il y a une équirépartition de ces derniers mais a ce jour, aucune
preuve complete n’a été apportée. Si on suppose que les coefficients de f sont réels alors
la question de Kohnen revient a se demander quel est le signe de a(t) et, plus généralement,
de a(n) pour tout entier n. On conjecture que

G

e

N

T

a(n) > O}’ 1
a(n) # 0} 772

et on répond partiellement a cette question a la fin du chapitre 2 en établissant une certaine
proportion de signes positifs ou négatifs dans les coefficients de f. Le but du quatriéme

chapitre sera alors de montrer une propriété du méme type sous des hypotheses plus
faibles.

Chapitre 3

Lorsqu’on travaille avec des formes modulaires, on est généralement amené a controler
la taille de leurs coefficients ou de certaines sommes de coefficients. Pour f une forme
cuspidale de poids k € %Z, dont on note les coefficients de Fourier a(n), on a

> lam)* o~ cpat (1)

T—>—+00
n<x

ou ¢y est une constante explicite ne dépendant que de f. Les coefficients a(n) sont donc
en moyenne bornés par n'z. Ponctuellement, on a seulement des estimations du type
a(n) = Ofye(n%“‘ﬁ) pour tout € > 0 avec a = 0 lorsque k € Z et a = 3/14 sinon. Il est
donc souvent nécessaire (surtout en poids demi-entier) de faire appel a des estimations
en moyenne sur les coefficients, comme en (1) par exemple, plutét que d’utiliser des
estimations ponctuelles qui sont loin d’étre optimales. C’est tout I'intérét de I’étude des
moments de coefficients de formes modulaires. On peut, par exemple, se demander quel
est I'ordre de grandeur de
> la(n)”

n<x

avec v > 1. On montrera au chapitre 4 une majoration de cette quantité lorsque v = 4.

8
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En revanche, dans le troisieme chapitre, on s’intéressera a un autre type de moments.
Il s’agit de subdiviser I'intervalle de sommation {n < x} selon des progressions arithmé-
tiques modulo un entier ¢, puis de considérer le moment des sommes des a(n) selon ces
subdivisions. Précisément, en notant fa(n) = a(n)n‘kz;1 les coefficients normalisés de f,
on regarde les moments suivants :

v

X A
> | X fxn)
o\
avec ¥ > 1, ¢ une puissance de nombre premier et ou la premiere somme porte sur les
classes inversibles a modulo q.
Récemment, de nombreux articles ont étudié ce genre de quantités lorsque le poids
de la forme modulaire f est entier. L'un des résultats les plus importants en date est le
suivant.

Théoréme 1 (| LILY]). Soit f une forme primitive de niveau 1. Pour X > 0, un
nombre premier p et une classe a modulo p, on pose
* 1 7
E'(X,p,a) = Y. fx(n).
VX/p nex
n=alp

Sip et X tendent vers 400 avec X/? = o(p) et p <. X124 pour tout € > 0, alors

1 p] V! 2
S E(X,pa) — Gapye 2
p—1 az:l D, @) 2| 2/2(1/2)] 1Cr (2)

pour tout entier v > 1 et ou ¢y est la méme constante qu’en (1).
Une conséquence de ce théoreme est le corollaire suivant.

Corollaire 1. Pour tout nombre premier p, on pose X, = p*/logp. Alors, la suite de va-
riables aléatoires E*(X,, p,-) converge en loi quand p — 400 vers N'(0, ¢s), la loi normale
centrée de variance cy.

Ce théoreme a été démontré a l'origine par Fouvry-Ganguly-Kowalski-Michel | ]
dans le cas ou E*(X,p,a) est remplacé par la somme lisse

E(X,p,a

> feomw (n/X) (3)

\/ /pn a [p)

avec w une fonction C'* & support compact dans |0, +o00[. La suppression du poids lisse
w est un fait non-trivial qui a été prouvé plus tard par Lester-Yesha [L.Y].

Le projet principal de ma these a été d’établir le Théoreme 1 dans le cas ou f est de
poids demi-entier et avec un poids lisse w dans la somme. Cependant, dans ces condi-
tions, la méthode utilisée dans | | ou [LY] ne fonctionne plus et on trouve alors
par d’autres moyens que I'estimation (2) sur les moments de E(X,p, a) est différente. On
obtient en particulier le théoreme suivant.
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Théoréme 2. [D1, Theorem 3| Soit f une forme propre de poids (+1/2 et de niveau 4. On
définit E(X,q,a) comme en (3). Soit v > 0 un entier et e € {£1}. Il existe une constante
explicite C, dépendant seulement de v telle que pour toute puissance d’un nombre premier

qg = p" avec p impair, tout X > 0 et tout € > 0 vérifiant

1 <YM 0 g

ouY =4¢*/X, on a

v/2
vl 1 2, 9o [T
SO(Q)(G)M E(X,q,a) 52"’(”/2)' 3% 1<(mz)<:Y1+E fo(m)*B (Y)

v/2+e
+0 (Y‘Q/”E + Y;)

ot fo(n) est le n-ieme coefficient de Fourier normalisé de f a la pointe O et B est une
fonction C*> a décroissance rapide ne dépendant que de w et £.

Ce théoreme n’assure donc pas la convergence des moments comme en (2). Néanmoins,
on peut en déduire la convergence en loi d’'une sous-suite de E(X,p, ). Ce résultat est a
comparer avec le corollaire 1.

Corollaire 2. [D1, Corollary 1] On suppose les mémes hypothéses que le théoréme précé-
dent. Soit (X,), une suite de réels positifs indexés sur les nombres premiers et tels que

— =o(loglogp) et X,=o(p?).
Xp

Alors, il existe une sous-suite de E(X,,p,-) qui converge en loi vers la loi mizte

1 1
5(50 + 5./\/’(0, 2Cf)

avec 0y la masse de Dirac en zéro.

Les théoremes 1 et 2 résultent de propriétés d’équirépartition de certaines sommes
d’exponentielles. Précisément, on réduit le probleme a 1’étude des moments de la forme

7ZHK1 m;a; x) (4)

a=11=1
ou myq,...,m, sont des entiers positifs et ou 'on a posé
Kl T Z X 217r au+u)/p [ 2’ 2]
pu 1

avec uu = 1 [p]. De plus, ici x(u) vaut 1 ou (%) suivant si on se place dans le cas du
poids entier ou demi-entier i.e. en poids entier, Kl,(a; x) est une somme de Kloosterman
classique tandis qu’en poids demi-entier c’est une somme de Salié. La différence dans
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I’énoncé des deux théoremes et des deux corollaires vient de la différence de comportement
asymptotique de (4) entre le cas ot y = 1 et celui o y = (5)

Lorsque f est de poids entier, et donc pour prouver le théoreme 1, on peut utiliser la
théorie des fonctions traces pour donner un développement asymptotique, dont le premier
terme est constant, de la quantité (4).

En revanche, lorsque f est de poids demi-entier, les moments définis en (4) ne convergent
pas en général et la théorie des fonctions traces n’apporte pas plus d’information supplé-
mentaire qu’'un calcul direct (qui utilise la formule explicite pour les sommes de Salié).

A Daide de certaines techniques combinatoires, on parvient & contourner ce probléme et
a établir le théoreme 2 .

La quasi-totalité du chapitre 3 est consacrée a la preuve du théoreme 2 et du corollaire
2. On établira en fait un résultat plus général incluant le cas des formes de niveau quel-
conque et on montrera aussi des propriétés analogues lorsque la forme modulaire est de
poids entier. On expliquera aussi en détail pourquoi la théorie des fonctions traces échoue
a donner un développement asymptotique intéressant de (4).

Par ailleurs, pour prouver le corollaire 2, on démontrera une condition nécessaire et suf-
fisante pour que la convergence des moments d’une variable aléatoire implique sa conver-
gence en loi. Ce fait est bien connu des probabilistes mais cependant, la preuve semble
difficile a trouver dans la littérature.

Enfin, on donnera une conjecture dont le corollaire 2 n’est qu'un cas particulier. On
s’appuiera notamment sur des simulations numériques et on expliquera pourquoi on ne
peut pas s’attendre a avoir la convergence des moments de E(X, p, -) comme en (2) lorsque
f est de poids demi-entier.

Chapitre 4

On consideére encore une forme cuspidale

f(2) =3 faolnyn =" ¥

n=>1

de poids demi-entier ¢ + 1/2.

On a vu qu’il existait des majorations ponctuelles ou en moyenne de différentes sortes
sur les coefficients de f. Néanmoins, peu de choses sont connues sur les minorations
possibles de |fo(n)|. Une approche possible serait d’utiliser des estimées du type (1) oi
I’on sommerait sur un ensemble plus petit, par exemple une progression arithmétique.

D’un autre coté, puisqu’on s’attend a ce que les signes des foo(n) s’équirépartissent,
on peut méme se demander dans quelle proportion les coefficients normalisés vérifient
foo(n) > m et dans quelle proportion ils vérifient fu (n) < —m pour une borne m pou-
vant dépendre de n.

La finalité du dernier chapitre de cette these est alors d’exploiter 1’étude faite au
chapitre 3 sur les sommes de coefficients dans les progressions arithmétiques pour donner
des minorations sur les + foo(n) lorsque ces derniers sont réels.

Précisément, on établit une borne inférieure pour

7;7*1,(13;04) = Hn <=z

n=alp]et £ foo(n) > na}’ (5)

11
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avec a > 0 et quand p, un nombre premier, et x > 0 tendent vers +o0o dans un certain
domaine de convergence.

Théoréme 3. [D2, Theorem 1] Soit f une forme non-nulle de poids demi-entier { + 1/2
avec £ > 2 et de niveau 4N avec N impair et sans facteur carré. On suppose que ses
coefficients de Fourier son réels et on définit T.- (x; ) comme en (5).
Alors, pour tout ¢ > 0 et tout o €]3/14,1/4], il existe une constante xo = xo(f, e, @)
telle que pour tout p premier et tout x > 0 satisfaisant xo < x'72°F < p <« %72,
on a
Top(zsa) > 1

pour une proportion positive de a [p]. Aussi, on a le méme résultat pour T, (z; ).

Si de plus on suppose que f est une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke,
alors pour tout € > 0, tout § > 0 assez petit et tout o €]1/8,1/7], il existe une constante
xo = 20(f,€,6,a) telle que pour tout p premier et tout x > 0 satisfaisant vy < x'/**° <

p <K z2¢ ona
21-20

Top(Ti0) > T
p
pour un nombre de a [p] qui est >y %.

On distingue donc deux cas suivant si f est une forme quelconque ou si ¢’est une forme
propre pour les opérateurs de Hecke. Dans le deuxiéme, la borne obtenue est meilleure
car il est possible d’utiliser la formule de Waldspurger et un résultat déja connu sur le
deuxieme moment des valeurs centrales de fonctions L tordues par des caracteres quadra-
tiques.

Cependant, le premier cas présente en lui-méme un intérét particulier puisqu’a notre
connaissance, c’est le premier résultat obtenu sur les signes d’une forme de poids demi-
entier qui se passe de ’hypothese que celle-ci est une forme propre. On en déduit notam-
ment le corollaire suivant.

Corollaire 3. [D2, Corollary 1] Soit f une forme non-nulle de poids demi-entier { +1/2
avec £ > 2 et de niveau 4N avec N impair et sans facteur carré. Alors, pour x assez
grand,

A

Hn <zl fuln)> n_(3/14+e)}‘ >0 2T

pour tout € > 0.

De plus, indépendamment du théoreme 3, on montrera aussi une propriété analogue
au corollaire 3 lorsque la forme f considérée est propre.

Proposition 1. Soit f une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, de poids
demi-entier £ + 1/2 avec 0 > 2 et de niveau 4N avec N impair et sans facteur carré.
Alors, pour x assez grand, on a

e

Foo(n) > ns}‘ >l TE

et de méme

Hn <z >l TF

faoln) < —nE}

pour tout € > 0.

12
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Ces résultats non-triviaux mettent en évidence le caractere oscillatoire des coefficients
de Fourier d'une forme modulaire, principe a la base de nombreuses propriétés arithmé-
tiques.

Comme au chapitre 3, on finira cette étude en présentant certaines applications nu-
mériques liées a ce probleme. On donnera les proportions des signes positifs et négatifs
dans la suite (fa(n))nes pour différentes valeurs de z et pour des f de poids différents,
certaines étant des formes propres, d’autres non. On s’intéressera aussi au nombre de
changements de signe dans la suite des coefficients.

Ensuite, on tracera

TH(z;0) = Hn <z

foo(n) > n_o‘}‘

en fonction de x pour deux formes modulaires (une propre et une quelconque) et pour
différents av. On fera alors une conjecture sur le développement asymptotique de T (z; ).

13
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Chapitre 1

Notations et propriétés élémentaires

Le but de ce chapitre est d’introduire rapidement les notations et résultats standard
que I'on utilisera tout au long du manuscrit de these. Dans un souci de concision et puisque
les propriétés énoncées sont tres classiques, on préférera souvent renvoyer le lecteur a des
références précises plutot que de refaire les démonstrations ici.

1 Demi-plan de Poincaré et transformation de
Mobius

1.1 Action d’un groupe de matrices

On note H le demi-plan de Poincaré, c¢’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes
de partie imaginaire strictement positive et on note GL; (R) le groupe des matrices 2 x 2
réelles a déterminant strictement positif. Pour tout 2z € H et tout v € GL3 (R), on pose
_az+b
Ccz+d

vz

ou y = (CCI Z) Ceci est bien défini car Im(cz 4+ d) # 0 et puisque Im (ZIS) = (12115‘“22,

on a vz € H. On vérifie alors facilement que 'application qui a (7, z) associe vz définit
une action (a gauche) du groupe GLJ (R) sur H. Cette action s’étend naturellement aux
z € P}(C) = CU{oo} avec la convention %2 = oo et yoo = a/c (notons que si cz+d =0
alors c(az +b) = —dety # 0).

Si o € R* alors on a alyyz = (ay)z = vz pour tout (7, z) € GL3 (R) x PY(C) et o1 I,
désigne la matrice identité de taille 2. On peut donc voir cette action comme une action
de PGLj (R) =~ PSLy(R), le quotient de GLJ (R) (ou de SLy(R)) par son centre.

L’action de GLJ (R) n’est en général pas isométrique pour la distance euclidienne sur
‘H. Précisément, on a
|2 — w|

37, 2)5 (v, w)

|z — yw| = | (1.1.1)

pour tout v € GLj (R), tout z,w € H et ot I'on a posé j ((CCL Z) ,z) = cz+d. En

revanche, la métrique définie par
dx? + dy?
ds? = — i

Yy
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CHAPITRE 1 : Notations et propriétés élémentaires

est GLJ (R)-invariante. Cela signifie que la distance

pleu) = min [0 (0P

ou L : t > x(t) + iy(t) décrit les chemins dans H de classe C! reliant 2z & w, vérifie
p(yz,yw) = p(z, w).

Cette distance peut méme étre calculée explicitement (voir [I3]) puisque
|z —wf?
coshp(z,w) =14+ ———

4 ) 2Imz Imw

ce qui montre que la topologie induite par cette distance sur H est la méme que sa topologie
usuelle en tant qu’ouvert de C. Par ailleurs, la métrique ds? confére a H une structure de
variété riemannienne dont les isométries directes sont exactement celles données par les
v € GLJ (R). Une compactification possible de cette variété est H = H UR U {oo}.

Pour finir, H est munie d’une unique (& un facteur multiplicatif prés) mesure borelienne
GLj (R)-invariante. Celle-ci vaut

dxdy
Y2

avec dxdy la mesure de Lebesgue classique sur C identifié & R2.

1.2 Sous-groupes de congruence

Parmi les sous-groupes importants de GL3 (R) vis-a-vis de leur action sur H, il y a la
classe trés large des groupes fuchsiens. On dit qu'un sous-groupe I' C GLj (R) est fuchsien
s’il agit discontinument sur H i.e. pour tout z € H, l'orbite

[z ={yz|yel}

n’a pas de point d’accumulation dans H. Quitte a renormaliser les matrices, il n’est pas
restrictif de considérer seulement des sous-groupes de SLy(R). Dans ce cas, Poincaré [I1]
a montré qu’'un sous-groupe I' C SLy(R) est fuchsien si et seulement si il est discret dans
SLy(R). Aussi, on a le résultat remarquable suivant.

Proposition 1.1.1. [I3, Proposition 2.1] Soit I' C SLy(R) un groupe fuchsien et z €
PY(C). On définit
I.={yeT|yz=2}

le sous-groupe stabilisateur de z dans I' et on note f‘z son image dans PSLy(R). Alors, fz
est un groupe monogene. Si de plus z € H, alors il est cyclique. En conséquence, il existe
v e, tel que

r :{ <7> Si_IZ¢F27
z (£v) si —L el

et v est d’ordre fini si z € H.
Dans cette these, on n’abordera que des questions liées a des cas particuliers de groupes

fuchsiens que sont les sous-groupes de congruence. Il s’agit des sous-groupes I' C SLy(Z)
qui contiennent

['(N) = {y € SLy(Z) |y = I (mod N)}
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pour un certain N € N* (le plus petit de ces N s’appelle le niveau du sous-groupe
de congruence). Plus particuliérement, on s’intéressera aux sous-groupes de congruence
suivant

L(N) = {7 € SLu(2) | = ((1) f) (mod N)}

To(N) = {7 € SLy(Z) |y = (g :) (mod N)}

ou x signifie que I'on n’impose aucune restriction supplémentaire sur le coefficient en
question.
Il est clair que
['(N) C I'1(N) C I'h(N)

pour tout N > 1, avec égalité dans la premiere inclusion si et seulement si N = 1 (dans
ce cas, les trois sous-groupes sont égaux a SLo(Z)) et égalité dans la deuxiéme inclusion
si et seulement si N € {1,2}.

Un exercice classique (voir par exemple | , exercice 3.24]) montre que SLy(Z/N7Z)
est engendré par les matrices de transvection ou de maniere équivalente, par les matrices

<(1] 1) et (? _01> En conséquence, le morphisme de groupe

SLo(Z) — SLy(Z/NZ)
0l — v (mod N)

est surjectif de noyau I'(N). Ainsi, I'(N) est un sous-groupe distingué d’indice fini de
SLy(Z). On peut méme prouver facilement (voir [DS, exercise 1.2.3]) que

[SLa(Z) = T(N)] = [SLa(Z/NZ)| = N° [[(1 - 1/p%)

p|N

ou le produit est pris sur les nombres premiers divisant NV.

En particulier, tout sous-groupe de congruence I' est d’indice fini dans SLo(Z) et
n’importe lequel de ses conjugués al'a™!, avec o € SLy(Z), est encore un sous-groupe de
congruence et de méme niveau.

Pour finir, on rappelle que pour tout d divisant N, on a les inclusions naturelles
suivantes :

pour i € {0, 1}. Inversement, si I'une des inclusions précédentes est vérifiée alors d | N.

1.3 La courbe modulaire I'\'H

Fixons I' C SLy(Z) un sous-groupe de congruence et notons € 'ensemble des points
elliptiques pour I', c’est-a-dire ’ensemble des z € H tels que le groupe [, est non-trivial.
On considere I'\N'H = {I'z | z € H} 'espace des orbites pour l'action de I' sur H. Cet
ensemble est muni de la topologie la plus fine rendant continue la projection naturelle
7w : H — I'\H. En fait, on peut montrer que 7 est localement un homéomorphisme au
voisinage de tout point 7 € H\E ('ensemble H privé de &), ce qui donne un ensemble de
cartes locales pour I'\(H\E).
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CHAPITRE 1 : Notations et propriétés élémentaires

On peut méme en construire sur tout I'\H de la facon suivante. Pour 7 € £, notons
m lordre de T', (proposition 1.1.1). On remarque que 'application z +— 0z = ZZ, ou

z—T7’

]_ - \
0= (1 _;), envoie tout voisinage U de 7 sur un voisinage de 0. Quitte a prendre U

plus petit, on peut supposer que 6U est inclu dans le disque unité et que YUNU = () pour
tout v € I'\I';. Ainsi, pour 21, 2o € U, on a 2; € 'z, si et seulement si il existe v € 61,67*
tel que 02, = Ydzy. Les éléments de 610! sont des matrices qui stabilisent 0 et co et
donc correspondent a des transformations de la forme z — az avec a € C*. De plus, ici
a décrit les racines m-itme de I'unité puisque I'image de 0T,.6~' dans PSLy(C) est un
groupe cyclique d’ordre m. En résumé, on a z; € I'zy si et seulement si (d21)™ = (dz2)™.
On peut alors montrer que Iapplication définie de 7(U) dans p(6U), avec p la mise a la
puissance m, qui a 7(z) associe (dz)™, pour z € U, est un homéomorphisme (tout ceci est
fait en détail dans [DS, Part 2.2]).

En conclusion, on a des cartes locales sur I'\H qui lui conférent une structure de
variété différentielle complexe de dimension un qui de plus, munie de la métrique induite
par ds?, est une surface de Riemann (on parle de courbe modulaire).

Une maniére assez commode de visualiser ['\H est d’utiliser ce qu’on appelle un do-
maine fondamental. Il s’agit d'un ouvert connexe D C H a bord régulier (disons C! par
morceaux) tel que deux éléments distincts 21, 2o € D sont toujours distincts modulo T,
i.e. 21 € 'z, et de plus pour tout z € H, il existe un élément de I'z dans I'adhérence D.
Par exemple, ’ensemble

D:{x+iy67-[‘ —1/2<2<1/2 et |x+iy|>1}

est un domaine fondamental de la courbe SLy(Z)\H (voir figure 1.1).

FIGURE 1.1 — Domaine fondamental de SLy(Z)\H

0.5

Le domaine est représenté en bleu. Deux points distincts z; et 29 du bord sont
SLo(Z)-équivalents si et seulement si z; = —Zs.
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1 Demi-plan de Poincaré et transformation de Mébius

1.4 Compactification et pointes de I'\'H

Une notion importante attachée a la courbe T'\'H est sa compactification. Puisque
H est compact, on voit qu'on peut compactifier I'\H en rajoutant certaines orbites de
I\ (R U {oo0}) qu'on appelle des pointes. Dans le cas d'un sous-groupe de congruence, ces
pointes correspondent en fait aux orbites de I'\Q U {oo} et sont en nombre fini.

Considérons d’abord le cas I' = SLy(Z). 1l est facile de voir que I'oo = Q U {co} et
donc que

I\(HUQU {oo}) = 7(D¥) (1.1.2)

ot D* = DU{oo}. On munit alors HUQU {cc} de la topologie engendrée par les ouverts
de H et les ensembles de la forme vHY, pour v € SLy(Z) et ot

HY ={z+iy|y>Y}U{oo}

avec Y > (. Ces ensembles forment une base de voisinages ouverts de yoo. Cette topologie
induit une topologie sur I'\(HUQU{oo}) contenant celle de I'\H et rendant la projection
canonique 7 continue. On montre alors que D* est compact et donc que I'\(HUQU {o0})
'est aussi d’apres (1.1.2).

Pour I' un sous-groupe de congruence quelconque, on procede de la méme fagon et on
remarque que puisque I' est d’indice fini n dans SLy(Z), on a une union disjointe

et donc que I'\(H UQ U {oo}) = Uj_, 7 (7,D*) est bien compact.
On a méme lexistence de cartes locales en chaque pointe de I'\H qui étendent sa
structure de surface de Riemann a I'\ (H U Q U {oo}) (voir [DS, 2.4]).

Généralement, on identifie les pointes a un ensemble de représentants du quotient
MQU {oc} dont on note les éléments avec des lettres gothiques. Soient a € QU {oc} un
tel élément et g, € SLy(Z) tel que g,00 = a. Alors, g, 'T'yg, est un sous-groupe de

11
(remarquons que pour tout sous-groupe de congruence contenant —Is, le stabilisateur de

oo est identique; de méme pour les sous-groupes de congruence ne contenant pas —Is).

1
Ainsi, il existe un entier my, > 1 tel que la matrice (O ﬂ;“) engendre g, 'T,9, modulo

{£L} NnT. 1l s’agit en fait du plus petit entier m > 1 tel que g, <(1) T) gt €. Tl est
donc indépendant du choix de g, ou du représentant de la pointe a. On I'appelle la largeur

de la pointe. On pose alors
vm, 0
Oq = Ja )

1
0 7

une telle matrice vérifie
0,00 =a et v, :=0,To,' €l (1.1.4)

et v, est indépendant du choix de g, mais pas du choix du représentant de la pointe a.
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1.5 L’exemple de I'j(4)\H

[lustrons en détail ce que 'on vient d’énoncer sur un exemple primordial lorsqu’on
parle de forme de poids demi-entier, la courbe I'g(4)\H.

D’apres [13, Proposition 2.6], les pointes de I'g(N)\'H pour tout N, sont données par
les rationnels de la forme u/v avec v | N positif, (u,v) =1 et 0 < u < (v, N/v) (le pged
de v et N/v). Dans notre cas, cela signifie que I'g(4)\'H possede trois pointes représentées
par 0, 1/2 et 1/4 (mais cette derniére correspond & la pointe o). On pose alors

., (0 -1 (10

o . . _ 1
et ainsi le coefficient en bas a gauche de la matrice g, <0 T

suivant si @ = 00, 0 ou 1/2 respectivement. On en déduit que my = mi = 1 et que
mg = 4. On a donc

B (0 —1/2 (10
Ono = 1o, 00—<2 0) et 0;—(2 1).

) g ' vaut 0, —m ou —4m

On va maintenant expliquer la construction d’un domaine fondamental de T'g(4)\H.
Tout d’abord, on choisit des matrices 7; dans chaque classe du quotient I'g(4)\SLy(Z) pour
avoir une décomposition du type (1.1.3). Ensuite, on calcule I'image de D par I'action de v,
puis on recolle certains bords (cette construction ne donne pas quelque chose de connexe
en général donc il faut bien choisir les ;).

D’apres [55, Proposition 3.10], le quotient I'g(INV)\SLa(Z) est décrit par les matrices

b

de la forme (Z 1) € SLy(Z) avec (¢,d, N) = 1. De plus, deux telles matrices (notons la

a/ /
deuxiéme o d
inversibles modulo N) tel que ¢ = uc [N] et d' = ud [N].
Cela montre que I'g(4) est d’indice 6 dans SLy(Z) et qu'un ensemble de représentants
pour le quotient est donné par

_, (0 -1 (0 -1
T =12 72 =\ 0 B=11 1
(0 1 (0 1 (10
74_ _1 1 75_ _1 2 76_ 2 1

mais évidemment ce choix n’est pas fait au hasard. Pour déterminer ;D on utilise le
fait que pour tout o, f € Q U {oo}, l'action de v; est une isométrie directe qui envoie
la géodésique {a, 5} sur la géodésique {ya, 5} et que D est déterminé par le tracé des
géodésiques {—1,1}, {—1/2, 00} et {1/2,00}.

Par géodésique, on entend bien stir le plus court chemin entre o et 8. Si o, 5 € Q, il
s’agit du cercle centré sur I'axe des abscisses passant par «, S et si a € Q et f = 00, alors
il s’agit de la droite perpendiculaire a l’axe des abscisses passant par «.

Par exemple, 74D correspond a la zone « interne » délimitée par C'(2/3,1/3) (le cercle
de centre 2/3 et de rayon 1/3), par la droite verticale passant par 1/2 et par C'(3/8,1/8).
L’union des ;D est représentée en bleu sur la figure 1.2.

) sont dans la méme classe si et seulement si il existe u € Z/NZ* (les
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2 Formes modulaires de poids entier

FIGURE 1.2 — Domaine fondamental de T'o(4)\H

0.6 0.7 0.8

Pour tout 1 < 7 < 6, la zone j correspond a +;D.
Le fait qu’il y ait quatre zones touchant la pointe 0 illustre bien la largeur de celle-ci.

2 Formes modulaires de poids entier

Avant de parler de formes modulaires de poids demi-entier, qui seront au coeur de
I’étude faite dans les chapitres suivants, il apparait opportun de rappeler les notions
classiques a avoir en téte lorsqu’on parle de formes modulaires. Le cas du poids entier,
en particulier, est traité de maniere exhaustive dans de nombreux ouvrages comme par
exemple [[13], [DS] et [O]. On en donne ici I'essentiel.

2.1 Propriétés de base
a b
C

d) € GLJ (R) et pour toute fonction f : H — C,

Fixons un entier k. Pour tout v = (

on pose

\/W> k f(v2)

cz+d

i) = (

pour tout z € H. Cela définit bien un opérateur linéaire sur I’ensemble des fonctions
holomorphes sur H qui & f associe f|,7y. De plus, cela définit sur cet ensemble une action
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CHAPITRE 1 : Notations et propriétés élémentaires

a droite du groupe GL3 (R) d.e. f|p(7172) = (f|x71)|x72 pour tout 1,7, € GLS (R).

Le centre de GLj (R) étant égal au noyau de cette action, on identifiera souvent une
matrice v avec I'opérateur |,y (deux matrices ayant méme opérateur sont égales & multi-
plication par un scalaire o € R’ pres).

Soit I' C SLy(Z) un sous-groupe de congruence. Si on considére une fonction holo-
morphe f: H — C qui est [-invariante, c¢’est-a-dire f|;y = f pour tout v € T, alors on a
une notion d’holomorphie aux pointes de I'\'H. En effet, soient a une pointe de T'\'H et o,
une matrice vérifiant (1.1.4). La fonction g = f|0, est alors holomorphe sur ‘H et vérifie

g(z+1) = g|iT(2) = fleoaTo; '0a(z) = g(z)

car 0,To, ! € T. Par conséquent, le changement de variable ¢ = e(z) := €*™ permet de

définir une fonction §(q) = g(z) holomorphe sur le disque unité ouvert privé de son centre.
Cette fonction admet donc un développement en série de Laurent de la forme

i) =3 faln)g"

nel

avec 0 # |g| <1 et fo(n) € C pour tout n. Ainsi,

g(z) = f|kga(z) = Z fa(n)e(nz)

neZ

pour tout z € H. Cette écriture s’appelle le développement en série de Fourier de f en
la pointe a ou (de maniére équivalente) de g en la pointe co. Elle dépend du choix du
représentant de a dans Q U {co} et du choix de o, de la fagon suivante. Si b = ~ya avec
v € T et si gy vérifie (1.1.4) (en y remplagant a par b), alors il existe un entier r tel que
fo(n) = e(nr/mq) fo(n) pour tout n € Z et ot my désigne la largeur de la pointe a.

On dit que f est holomorphe en a si fa(n) = 0 pour tout n < 0 (ce qui correspond
évidemment a ¢ holomorphe sur le disque). Si de plus fa(O) = 0, alors on dit que f est
cuspidale en a. D’apres ce qui précede, ces propriétés ne dépendent ni du choix de oy, ni
du choix du représentant de la pointe a.

Une caractérisation intéressante est que f est holomorphe en chaque pointe de I'\'H
si et seulement si pour tout v € SLy(Z), f|xy est bornée sur un voisinage de oo dans H.

Remarque 1.2.1. Il est important de souligner a ce stade que si k # 0, alors f n’est
pas [-périodique et donc ne peut pas étre vue comme une fonction de I'\H. En revanche,
2+ y*2|f(2)| (on adopte toujours la convention y = Im z dans ce genre de contexte) est
[-périodique mais n’est pas holomorphe sur I'\'H.

On note M (I") (respectivement Si(I')) I'ensemble des formes modulaires (respecti-
vement cuspidales) de poids k pour I', c’est-a-dire 1’ensemble des fonctions holomorphes
f:H — C qui sont I'-invariantes et holomorphes (respectivement cuspidales) en chaque
pointe de I'\'H. D’apres le théoreme de Riemann-Roch (voir [DS, Theorem 3.4.1]), 'holo-
morphie aux pointes implique que My(I") est un espace vectoriel de dimension finie.

Il est clair que si IV C I' est un autre sous-groupe de congruence, alors My, (I") C M (')
et Sk(I") C Sk(I"). Enfin, 'holomorphie aux pointes et le théoréme de Liouville impliquent
que si k < 0, alors Mg(I') = 0 et si k = 0, alors My(I') = C, 'ensemble des fonctions
constantes, et Sy(I') = {0}. On suppose donc par la suite que k > 0.

22



2 Formes modulaires de poids entier

2.2 Formes sur I';(N)

Les espaces de formes modulaires les plus importants et les plus étudiés sont sans
doute les My (I'1(N)) pour tout entier N > 1. En effet, la littérature regorge d’exemples
et d’applications liées & ces espaces (voir par exemple [55]). En général, on étudie plus
particulierement certains de leurs sous-espaces dont la construction est la suivante. L’ap-

plication
I'o(N) — Z/NZ*

(Z 2) o d[N]

est un morphisme de groupe surjectif dont le noyau est égal a I'y(IV). De ce fait, ce
dernier est un sous-groupe distingué de I'g(NN) et pour tout d € Z/NZ*, on peut définir
lopérateur (d) sur My(I';(N)) par

(@7 = fls (‘j f;)

5,) € I'o(N) et d = d [N] (une telle défini-

tion étant indépendante du choix de la matrice). Ces opérateurs sont en fait ceux d’une
représentation du groupe abélien fini Z/NZ* sur le C-espace vectoriel Mg(I'1(NN)) i.e.
(dyds) = (d1)(d2) pour tout dy,dy € Z/NZ*. Ainsi, on a la décomposition

M (T1(N)) = D Mi(N, x)

pour tout f € M(I';(N)) et avec (i

ou x décrit les caracteres de Z/NZ* et
My(N,x) = {f € M(Ty(N)) | Vd € Z/NZ*, (d)f = x(d)f}.

b
d
et avec x(v) := x(d). Par conséquent, pour toute pointe a de I'o(IN)\H, en prenant o,
et v, comme en (1.1.4) (avec I' = T'o(N)), on a f|roa(z + 1) = x(Va) flroa(z) pour tout
z € H. La fonction f|,o, n’est donc pas 1-périodique en général (elle I'est si et seulement
si X(7a) = 1 et dans ce cas on parle de pointe singuliere pour x). En revanche, si on pose
X(7a) = e(rq) avec rq € [0, 1] indépendant du choix de o, et du représentant de a, alors
2+ e(—1a2) f|roa(2) est bien 1-périodique et admet, d’apres la sous-section précédente,
un développement en série de Fourier en co. Puisque f est holomorphe aux pointes de
I'y(N)\H, cette série de Fourier doit étre bornée sur un voisinage de co. Ainsi, il existe

En fait, si f € My(N, x) alors f|ry = x(7)f pour toute matrice v = (i ) € Io(NV)

des nombres complexes fa(n) pour tout entier n > 0 tels que
f(2) =" fa(n)e((n +10)2)
n=0

pour tout z € H. Ceci est une définition plus générale de I'holomorphie en a. On dit
méme que f est cuspidale en a si r, > 0 ou si fa(O) = 0 lorsque r, = 0. De ce fait, la
caractérisation suivante est souvent utilisée comme définition de My (N, x) et Sk(IV, x).

Ona f € Mg(N,x) (respectivement f € S(IV, x)) si et seulement si f est holomorphe
sur H, flxy = x(7)f pour tout v € T'g(N) et f est holomorphe (respectivement cuspidale)
en chaque pointe de T'o(N)\H.

En particulier, puisque —I5 € To(N), si f € My(N,x) alors (=1)*f = flp(—=1) =
x(=1)f. Il s’en suit que My(N, x) = {0} si x(—1) # (=1)*.
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2.3 Opérateurs de Hecke

On rappelle ici la définition des opérateurs de Hecke sur My(I';(N)). On pose I' =

. s b , .
['1(N) et pour n € N*  on note A" I’ensemble des matrices entiéres (Z d de déterminant
n telles que N | ¢ et a = 1 [N]. L’ensemble A" étant stable par multiplication a gauche
par un élément de I', il peut s’écrire comme une union disjointe d’orbites pour cette action
i.e.

A" = |_|]_j()éZ

avec o; € A". On peut méme montrer que cette union est finie, ce qui permet de définir
le n-ieme opérateur de Hecke sur M (I") par

T f = n**! > flwey

pour tout f € M (T'). Cette définition est évidemment indépendante du choix des repré-
sentants de ['\A". Puisque A™ est aussi stable par multiplication a droite par un élément
de I', on a bien T, f € My (I").

D’apres [I[<4, Lemma p. 167], on a de maniére plus explicite
1 b
=t X dar ()
(a, N)=1
o<b<d

et donc en particulier My (N, ) et Sp(N, x) sont stables par T,, pour tout x et

x(a)a* f (azj b) (1.2.1)

pour tout f € My(N,x). En général on notera encore T,, la restriction de 'opérateur de
Hecke a M (N, x) ou Sk(V,x). En cas de possible confusion concernant l'espace sous-
jacent, on adoptera plutdt la notation THVx,

La proposition suivante est tirée de [DS, Part 5.3].

Proposition 1.2.1. Soient N € N* et x un caractére de Z/NZ*. Pour tout entiern > 1,
on note T,, le n-iéme opérateur de Hecke sur My(N,x). Alors :

(i) Ty est Uopérateur identité sur My(N, x).

(ii) Pour tous entiers m et n, on a T, T, = T,T,, et de plus, si (m,n) = 1 alors
T =1T1,.

(ii) Pour tout nombre premier p et pour tout entier r > 2, on a
Toyr =TT — X(p)pk_lTprfz
avec, par convention, x(p) =0 sip| N.
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2.4 Formes primitives

On fixe N € N* et x un caracteére de Z/NZ* tel que y(—1) = (—1)*. Il est souvent
pratique d’étudier 1'espace My (N, x) en exhibant une base de formes propres, c¢’est-a-dire
des éléments f € My(N,x) qui sont des vecteurs propres communs aux opérateurs de
Hecke. On peut montrer (voir la fin de la partie 5.9 de [D5]) que

ou &(N, x) est 'espace engendré par les séries d’Eisenstein de la forme

EPO(2) = () L(1 — k, &) + Txey6($) L(1 — ki, 00) +2 3 00 (n)e(ntz)

n=>1

pour tout z € H. Ici, 1 et ¢ sont des caracteres primitifs modulo u et v respectivement,
tels que tuv | N (si K = 2, on impose en plus tuv > 1) et ¢ = x (modulo N). Par
ailleurs, d(¢0) = 1 ou 0 suivant si ¢ est trivial ou non et

o4 (n) = S w(n/d)p(d)d"

dln

pour tout n > 1. Pour étre exact, si (k,u,v) = (2,1, 1) alors on doit redéfinir Ezl’l’t(z) par

Ezl’l’l(z) — thl’l’l(tz).

Il se trouve que ces séries d’Eisenstein sont des formes propres pour tous les T}, avec
(n, N) = 1. En ce qui concerne les T,, avec (n,N) > 1, ils stabilisent le sous-espace
Er(N, x) mais les E}f’m ne sont en général pas des vecteurs propres pour 7,,.

Les choses sont un peu moins explicites sur Si(N,x). Si (n,N) = 1 alors 7T, est
un opérateur normal de Si(N,x) (i.e. qui commute avec son adjoint) pour le produit
hermitien de Petersson défini par

B —— dxdy
(F.o)= ] T

pour tout f,g € Si(N, x). L'intégrale est prise sur un domaine fondamental de T'o(N)\H
et sa valeur ne dépend pas du choix de ce domaine puisque la fonction intégrée est I'g(N)-
périodique. De plus, la convergence de l'intégrale est assurée par la cuspidalité de f et g
en chaque pointe de T'o(N)\H.

Par conséquent, et puisque les T,, commutent, il existe une base de Si(N, x) constituée
de formes propres pour tous les opérateurs 7,, avec (n, N) = 1. En revanche, les T},, pour
(n, N) > 1, ne sont en général pas diagonalisables sur Si(N, x). Il est cependant possible
de les diagonaliser sur un sous-espace de Si(N, x).

Pour tout entier d > 1, on note By l'opérateur défini par Byf = f(d-) pour tout f.
On peut montrer que si M | N et d | N/M alors By réalise une injection de Si(M, x)
dans Si(N, x). De plus, on rappelle qu’on a une injection naturelle donnée par I'inclusion
Sk(M, x) C Sg(N, x) pour M | N. Notons que Si(M, x) est bien défini seulement si x est
engendré par un caractere de niveau M i.e. son conducteur ¢(y) divise M.

On note alors SpV(N, x) l'espace des formes nouvelles de Si(V, x), c’est-a-dire I'or-
thogonal pour le produit hermitien de Petersson du sous-espace de Si(N, x) engendré par
les BySp(M,x) ouc(x) | M| N, M < Netd| N/M.
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Théoréme 1.2.1 ([AL1],[L1]). L’espace SV (N, x) est stable par T, pour tout entier n >
1. De plus, il posséde une base de formes propres pour tous les T,, avec (n, N) = 1. Chacune
de ces formes est unique d un scalaire multiplicatif prés ie. si f,g € Sp(N,x)\{0}
vérifient T,f = A(n)f et T,g = AN(n)g avec \(n) € C pour tout n premier avec N, alors
il existe a € C* tel que f = ag.

Soit f € SpV(N, x)\{0} telle que T,,f = A(n)f pour tout n premier avec N et ou
A(n) € C. Soit m € N* tel que (m, N) > 1. Puisque T}, commute avec les opérateurs T},
pour tout n, alors la forme g := T, f vérifie T,,g = A(n)g pour tout n premier avec N.
D’apres le théoreme précédent, il existe A(m) € C tel que g = A(m)f. Une forme propre
de Sp°V(N,x) pour les opérateurs (7)), n)=1 est donc une forme propre pour tous les
opérateurs de Hecke.

Notons a,(f) le n-iéme coefficient de Fourier a I'infini d’une forme modulaire f quel-
conque. Autrement dit, on a

= Y aulfelnz

n>1

pour tout z € H (on utilisera en fait assez peu cette notation par la suite). D’apres
I'équation (1.2.1), pour tout f € Sk(N,x) et tout n > 1, on a a1(7,,f) = a,(f). Ainsi, si
T.f = A(n) f pour tout n, alors a,(f) = a1(f)A(n) et donc si f # 0, alors a1(f) # 0.

On appelle forme primitive une forme propre de Sp*(N, x) pour tous les (7},),>1 telle
que a1(f) = 1. Ses coefficients de Fourier coincident donc avec ses valeurs propres asso-
ciées. Aussi, le théoreme précédent assure que les formes primitives forment une base de

Spv (N, X)-

D’une certaine fagon, les formes primitives engendrent 1’espace Si(IV, x) tout entier.

Les auteurs de [ALL1] et [L.1] établissent la somme directe suivante,
SNx) = @D BaSi™(M,x).
¢ | M| N
d| N/M

Il s’agit méme d’une décomposition en tant que module de Hecke i.e. les sous-espaces
BaSpe (M, x) sont tous stables par les opérateurs (7),)m n)=1. On a méme un isomor-
phisme de modules de Hecke entre SpeV (M, x) et BdS}geW(Z\/[ X) pour tout d | N/M.

De plus, pour tout systeme de valeurs propres (A(n)) e, ny=1, notons Si(N, x, A) 'en-
semble des f € Sg(V, x) telles que T,,f = A(n)f pour tout n premier avec N. Alors, il
existe un unique M tel que ¢(x) | M | N et

Sk(N, X, A) = @@ BaSpev(M, x, A).
d|N/M

Autrement dit, si f € Sg(N, x, A) alors il existe un unique M tel que ¢(x) | M | N et une
unique forme primitive g € SpV(M, x) telle que T,,g = A(n)g pour tout n premier avec
N et

f(z) = Z aq9(dz)

d|N/M

pour tout z € H et avec ay € C.
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3 Quelques résultats de théorie multiplicative des nombres

Dans cette section, on propose un résumé des propriétés liées aux caracteres de Diri-
chlet, aux caracteres et résidus quadratiques ainsi qu’aux entiers sans facteur carré.

3.1 Caracteres de Dirichlet

On appelle caractere de Dirichlet toute fonction x : Z — C induite par un caractere
linéaire du groupe des inversibles modulo un entier N > 1. Précisément, si

Y :Z/NZ* — C*

est un morphisme de groupes, alors il induit un caractere de Dirichlet y défini, pour tout
n € Z, par
X(n [N si(n,N)=1,
= { KO i)

0 sinon

ou on note n [N] la classe de n modulo N. Par convention, si N = 1 alors x(n) = 1 pour
tout n.

Ainsi, x est une fonction N-périodique et totalement multiplicative. De plus, on dit
que x et de niveau N. S’il existe d | N et un caractere X' : Z/dZ* — C* tel que x = X' op
ou p est la surjection canonique de Z/NZ* dans Z/dZ* (on dit que X est induit par Y’)
alors on a I’égalité des caracteres de Dirichlet suivantes :

X = X'Xo,

ou xo est le caractere principal modulo N/d i.e. le caractére de Dirichlet induit par le
morphisme trivial de Z/(N/d)Z* ou autrement dit, xo(n) = 1si (n, N/d) = 1et xo(n) =0
sinon. En général, Y et X’ n’induisent donc pas le méme caractere de Dirichlet mais si par
exemple d = N/p, ol p est un nombre premier tel que p* | N, alors x = X'

Le plus souvent, lorsqu’aucune confusion n’est possible et que le niveau N de x est
précisé, on identifie y et Y puisque ce dernier est I'unique caractére du groupe Z/NZ*
induisant y. On parle alors de caractere modulo N. Par ailleurs, on appelle conducteur
de x le plus petit entier positif d | N tel qu’il existe un caractére x’ modulo d induisant
X (en tant que caractere de Z/NZ*). Un caractére modulo N est dit primitif s'il est de
conducteur N.

Le plus souvent, on notera

>

x [V]

une somme portant sur tous les caractéres modulo N. De tels caracteres sont au nombre
de ¢(N) = |Z/NZ*|, I'indicatrice d’Euler. On rappelle aussi la relation d’orthogonalité
suivante, si a et b sont des entiers premiers avec N, alors

1 -
) > X(@)X(b) = dn(a —b)

ot d,(z) =1si z=0[N] et d,(z) = 0 sinon.
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3.2 Caracteres quadratiques

Parmi les caracteres de Dirichlet que ’on rencontrera au cours cette these, les carac-
teres quadratiques prennent une place particulierement importante. On dit qu'un carac-
tere y modulo N est quadratique s’il est d’ordre deux en tant que caractere de Z/NZ*. De
maniere équivalente, y (défini sur Z) est quadratique si son image dans C vaut {—1,0,1}.

On a une description assez explicite des caracteéres quadratiques que l'on tire de
[ , Part 9.3]. Tout d’abord, écrivons la décomposition de N en produit de facteurs
premiers i.e. N = pi*...pl' ou les p;, pour i € [1,r], sont des entiers premiers distincts.
Le théoreme des restes chinois assure que Y s’écrit de maniére unique sous la forme
X = X1---Xr ol les x;, pour ¢ € [1,7], sont des caractéres modulo p;* et que de plus, y
est quadratique si et seulement si les x; sont réels (quadratiques ou principaux) avec au
moins 'un d’entre eux quadratique.

On peut donc se ramener au cas ou x est un caractere quadratique primitif modulo
N = p", une puissance de nombre premier. Si p est impair alors on peut montrer que
nécessairement n = 1 et x est le symbole de Legendre, a savoir, pour tout a € Z,

=< 1 ¢l existe un entier b # 0 [p] tel que a = v? [p],
—1 sinon.

) 0 sip]a,

Si p =2 alors n = 2 ou 3. Les caracteres de Z/4Z* sont x, (le caracteére principal) et
X4 'unique caractere primitif modulo 4 défini, pour 2 1 a, par

O

Ils induisent alors deux caracteres modulo 8 qu’on note encore xo et 4. Il existe
exactement deux autres caractéres modulo 8 (a fortiori primitifs) qui sont xs et xgx4, ou
Xs est défini, pour 2 1 a, par

1 sia=+1]8],
xs(a) = (=1) :{_1 sia:iisg-

Ainsi, si y est un caractere quadratique primitif de niveau N, alors N = 2"p;...p,
avec n € {0,2,3} et ou les p;, pour i € [1,r], sont des nombres premiers impairs et
distincts. De plus x s’écrit de maniere unique sous la forme

x =1 x»

p|N

ol xp = (5) si p est impair, x2 = x4 (modulo 4) si n =2 et xo = xs ou xsxa si n = 3.

Une facon tres commode de décrire les caracteres quadratiques primitifs est la suivante.
On appelle discriminant fondamental tout entier D tel que I'une des deux assertions
suivantes est vraie :

1. D =1[4] et D est sans facteur carré.
2. D=014], D/4=2,3[4] et D/4 est sans facteur carré.

On définit alors le symbole de Kronecker (2), pour tout discriminant fondamental D,
par
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correspond au symbole de Legendre pour p un nombre premier impair.

SISl

N— ——

=0si2]|D et <§) = xs(D) sinon.

[ ]
S

[ ]
e N N

J=1siD>0et (&) =-1siD<0.

|
—

est une fonction totalement multiplicative avec par convention (%) =1.

—~
gl

D’apres | , Theorem 9.13], (2) est un caractere quadratique primitif modulo |D|.
Il est pair si et seulement si D > 0. Inversement, pour tout caractére quadratique primitif
X, il existe un unique discriminant fondamental D tel que y = Q) Dans ce cas |D| est
le niveau de x et donc D est entierement déterminé par la parite de Y.

De maniere plus précise, si x est de niveau ¢, un entier impair sans facteur carré, alors

X = <ﬂ> avec ¢ = £1 et ¢ = € [4]. En particulier, un tel caracteére est unique et coincide

en fait avec le symbole de Jacobi usuel (5) d’apres la loi de réciprocité quadratique. Si
x est de niveau 4q alors de la méme fagon, il est unique et vaut (ﬂ). En revanche, il
existe deux caracteres quadratiques primitifs modulo 8¢.

Enfin, pour faire le lien avec les notations précédentes, on a y4 = (‘—), Xs = (§) et

X8X4 = (;8)

3.3 Symbole de Jacobi étendu et racine carré dans C

On définit ici les notations essentielles pour parler de formes modulaires de poids demi-

entier. Tout abord, on étend pour tous entiers ¢ et d, avec d impair, la définition de (g)

Si d > 0 alors il s’agit du symbole de Jacobi usuel avec la convention (%) =1.

Si d < 0 alors on pose
ey_ [ (@) sie>0
<d>_ —(ﬁ) sic <0,
0

et pour finir, (E) = 1. Notons que cette notation est cohérente avec celle pour le carac-

tere quadratique associé a un discriminant fondamental.

Par ailleurs, toujours pour un entier d impair, on note ¢4 la somme de Gauss norma-

lisée :
1 7 1 sid=1[4],
Ed_\/g%e<d> _{ i sid=3[4.
Une preuve de 1’égalité précédente peut se trouver par exemple dans [I3, Lemma 4.8].

Pour finir, rappelons que tout nombre complexe z € C* s’écrit de maniere unique sous
la forme z = pe? avec p > 0 et § €] —m, 7]. On note alors log z = log p-+if la détermination
principale du logarithme de z. C’est cette derniere qu’on utilise pour définir les puissances
non-entieres de z. Précisément, si ¢ € C, alors on pose

24 — 6qlogz — pqezqe‘
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En particulier, pour ¢ € $Z un demi-entier, on a 2% = (1/2)%, ol on note /z = z'/2.
On utilisera souvent cette notation pour extraire des racines carrées dans C. Elle prolonge
la notation usuelle \/x pour un nombre réel positif z. De plus, elle vérifie les relations de
multiplicativité élémentaires suivantes.

Lemme 1.3.1. On note H~ [’ensemble des z € C tels que Im z < 0. Alors,

1. (ze’HUR* etz'EH_) = V22 = /27,
2. (€ HUR et 2/ €H) = \[2/2 = V27,
3. (zE”H_UR* etz’G”H‘) é\/%:\/}/\/?

3.4 Résidus quadratiques

On termine cette section en rappelant quelques résultats sur les résidus quadratiques
i.e. les carrés modulo un entier N. Ces rappels seront utiles au chapitre 3, ce qui, comme
on le verra, permet de nous restreindre au cas des carrés inversibles modulo N = p", avec
p un nombre premier impair et n un entier strictement positif.

Considérons le morphisme de groupes

On: LJPp"L* — L[p 7L~
x — x2.

Premierement, si n = 1 alors, Z/pZ étant un corps, Ker¢, = {£1}. De ce fait, chaque
carré inversible @ = b? € Im ¢, posséde deux racines carrées modulo p, c’est-a-dire deux
antécédents par ¢q, qui sont b et —b.

Ceci se généralise a tout n > 1 de la maniére suivante. Supposons que Ker¢,, = {£1}.
Alors, la congruence z? = 1 [p"™!] implique que 22 = 1[p"] et donc que x = +1+kp" [p"*1]
avec k € [0,p—1]. Ainsi, 2% = 142kp™ [p"™], ce qui donne k = 0. D’ou, Ker ¢, = {+1}
et par récurrence, on a Ker¢, = {£1} pour tout n > 1.

En particulier, il y a ¢(q)/2 = p"~(p — 1)/2 carrés inversibles modulo ¢ = p". Un tel
élément possede exactement deux racines carrées. Parmi leurs représentants dans l'inter-
valle [—%%, ¢21] I'un est dans [1, %57] tandis que Pautre est dans [—%+, —1].

En outre, on note Z, 'anneau des entiers p-adiques (et Q, son corps des fractions).
Le lemme de Hensel montre que si a € Z, est un carr¢ modulo p alors c’est un carré dans

Z,. Ainsi, a € Z/p"Z* est un carré modulo p™ si et seulement si ¢’est un carré modulo p.

C’est pour cela qu’on écrira souvent cette condition (%) =1.

3.5 Entiers sans facteur carré

Au cours de cette these, on rencontrera souvent la notion d’entier sans facteur carré.
Il s’agit des éléments (qu’on notera souvent) ¢ € Z tels que n? { ¢ pour tout entier n # +1.
De maniere équivalente, la décomposition de ¢ en produit de facteurs premiers est de la
forme t = £p;...p, ou les p;, pour i € [1,r], sont distincts et ou, par convention, le
produit p;...p, = 1 si r = 0. On note N’ 'ensemble des entiers positifs sans facteur
carré.

On utilisera régulierement le résultat suivant qui est une simple conséquence du théo-
reme fondamental de I'arithmétique.
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Proposition 1.3.1. Soit m un entier non-nul. Alors il existe un unique entier t sans
facteur carré et un unique entier n tels que m = tn?.

Remarque 1.3.1. Les entiers ¢t et n de la proposition précédente ne sont en général pas
premiers entre eux. Ainsi, 'entier £ ne doit pas étre confondu avec le plus grand entier
sans facteur carré divisant m (souvent nommé radical de m). Par commodité, on redéfinit
le radical sans facteur carré de m comme étant t.

Pour finir, un des points clés de la démonstration du théoreme principal du chapitre
3 est I'indépendance linéaire sur Q des racines carrées d’éléments distincts de N’. On
trouve diverses preuves de ce résultat dans la littérature. On peut, par exemple, aisément
le déduire du résultat plus général issu de [31]. On donne ici une preuve directe largement
inspirée de [I<3].

Proposition 1.3.2. Soient ti,...,t,. des éléments de N° distincts deux & deux. Alors la

famille (Vt,,...,\/t,) est libre sur Q.

Preuve. Pour toute famille d’entiers (¢, )n>1 et pour toute partie I C N*, on pose t; = [] ¢,
avec par convention tp = 1. !

Quitte a considérer I’ensemble des nombres premiers p qui divisent au moins 1'un des t;,
il est clair que la proposition est équivalente a montrer que pour tout n > 1 et pour toute
famille (p;)icp1,n) de nombres premiers distincts, la famille (\/p,)rcqin est libre sur Q.
Pour des raisons techniques, on va en fait montrer par récurrence sur n > 1 la proposition
suivante un peu plus générale : pour toute famille (¢;);cp1,n) d’entiers > 1 premiers entre
eux deux a deux et sans facteur carré, la famille (v/#;) Ici,n] est libre sur Q.

Pour n = 1, on sait que (1, v/%;) est libre car v/#; € Q pour tout ¢; € N°\{1} (on peut
voir cela comme une conséquence de la proposition 1.3.1 par exemple).

Soit n > 2. On suppose donc que pour toute famille (¢;);cp1,n—1] d’entiers > 1 premiers
entre eux deux a deux et sans facteur carré, (\/1_5 7) 1c[i,n—1] est libre. Fixons n entiers de la
sorte qu’on note encore (t;)icf1,,]- S'il existe des rationnels a; € Q, pour tout I C [1,n],

tels que
Z Oél\/gl =0
IC[1,n]
alors on réécrit cette égalité sous la forme a + bvt,=0aveca= Y oV et
IC[1,n—1]
b= > aum V/t;. D’aprés Phypothese de récurrence, il suffit de vérifier que a = b = 0
IC[1,n—1]

pour en déduire que a;y = 0 pour tout I C [1,n].

Montrons donc que b = 0. Par I’absurde, si b # 0 alors on a v/t,, = —a/b € K, ou
pour tout r € [1,n], on pose K, = Q(\/t1,...,Vt,) et Ko = Q. Or, puisqu’ici n > 2, on
a K, 1 = K, 5(y/T,_1) et donc on peut écrire v/t,, = ¢ + dv/f,_1 avec ¢,d € K,,_.

Ainsi, t, = 2 + d*t,_1 + 2cd\/T,_;. L’hypothése de récurrence implique que /%, | &
K,_5 et donc que cd = 0. Si d = 0, alors v/t,, = +c € K,_, ce qui contredit I'hypothese
de récurrence appliquée a la famille (¢y,...,t,_2,t,). Si ¢ = 0, alors \/t,t,,—1 = £dt,,_1 €
K, _5 ce qui contredit ’hypothese de récurrence appliquée a la famille (¢y, ..., t, 2, tpt,_1).
Dans tous les cas, on obtient une absurdité donc b = 0, ce qui implique immédiatement
que a = 0.

m
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Chapitre 2

Formes modulaires de poids
demi-entier

Dans ce chapitre nous allons introduire les formes modulaires de poids demi-entier
et étudier certains résultats récents les concernant. Néanmoins, on supposera connus les
résultats classiques sur les formes modulaire de poids entier, des rappels ayant été fait
au chapitre précédent. Une bonne introduction sur les formes de poids demi-entier peut
d’ailleurs étre trouvée dans [I[<1], [O] ou encore [S1].

1 Généralités
1.1 Un objet ancien mais défini récemment

Etonnamment, les premitres formes modulaires & apparaitre furent de poids demi-
entier avec notamment la fonction théta de Jacobi [J1] définie pour z € H par

0(z) = > e(n’z).

ne”

Cependant, les relations de modularité (i.e. le rapport 8(vz)/60(z) pour certaines ma-
trices v € SLy(Z)) de cette fonction et des autres séries théta analogues furent un frein
au développement d’une théorie riche comme celle que 'on connait sur les espaces de
formes de poids entier. En particulier, comme le fit remarquer Hecke (voir l'introduc-
tion de | ]), il est impossible d’appliquer la théorie des opérateurs qui portent son
nom pour construire des formes de poids demi-entier dont les coefficients de Fourier sont
multiplicatifs, de sorte que la fonction L associée possede un produit eulérien.

En fait, il aura méme fallu attendre le début des années 70 dans [S1] pour voir appa-
raitre la définition actuelle des formes de poids demi-entier, analogue a celle qu’on donne
pour les formes de poids entier et qui, de ce fait, englobe des objets plus généraux que les
séries théta.

Cela est certainement di au fait que le groupe qui agit « au-dessus » des séries théta

n’est pas SLy(Z). En effet, si on pose pour v = b) €lo(4) et zeH,

d

J(v,2) = 0(v2)/0(2),

33



CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

alors on peut montrer que J(7, 2)? = x4(d)(cz + d) olt x4 est le caractére primitif modulo
4.

Le lemme suivant permet méme d’expliciter laquelle des racines carrées de x4(d)(cz+d)
est égale a J(v, z). Ce lemme utilise des notations définies dans la sous-section 3.3.

b

Lemme 2.1.1. [SS, Introduction] Pour tout v = <CCL d

) € ['o(4) et tout z € H, on a

T2 =i (G) Ve v

Ainsi, on est tenté de définir, comme dans le cas du poids entier, 'opérateur |1y par
2

fliv(z) = J(v,2) 7 f(y2)

pour tout f : H — C ety € I'y(4). On définirait alors les formes de poids 1/2 et de niveau
4 comme les fonctions holomorphes f : H — C vérifiant

1. f|%7 = f pour tout v € I'g(4),

2. (holomorphie aux pointes) pour tout o € SLy(Z), f] 10 admet un développement de
Fourier sans termes négatifs i.e. est holomorphe a l'infini.

L’ennui c¢’est que application qui & v associe f + f |%7 n’est pas une action (& droite)
de groupe si on considere des v € SLy(Z). Le point clé est alors de faire agir un groupe
plus gros que SLy(Z), a savoir une extension de ce dernier.

La définition suivante est donnée par Shimura dans [S1] et semble servir de référence
dans de nombreux articles sur le sujet. On la retrouve par exemple dans [33].

On rappelle qu’on note GLy(R)™ I'ensemble des matrices réelles 2 x 2 & déterminant

Z) € GLy(R)*

et ¢ : H — C holomorphe telle que ¢(2)? = t(dety)~Y?(cz + d) pour t = t¢ de module 1
et indépendant de z € H.

G est muni de la loi de groupe suivante, pour tout £ = (v, ¢) et £ = (v, ¢’) dans G,
on pose

strictement positif. Soit G ’ensemble des couples £ = (7, ¢) avec v = (Z

£ = (v, 0(7)¢).

On a alors la suite exacte
1-U—G— GLy(R)" —1

ou U= {t € C: |t = 1}. Le groupe I'y(4) possede donc une section particulierement
importante donnée par
s;:y = (1, ()
et donc pour tout N divisible par 4, on a un isomorphisme entre le sous-groupe de
congruence ['g(N) et son image par s; que 'on note Ag(N).
On rappelle que si x est un caractéere modulo N, on définit naturellement sur I'o(V)
le caracteére suivant, encore noté y, par

(e )=
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et en fait tout caractere de I'o(IN)/I'1(N) est de cette forme. On peut de la méme fagon
voir y comme un caractére du groupe Ag(N) lorsque 4 | N en posant

pour £ = (7, ¢) € Ag(V).
Soit k£ un entier impair, on définit un nouvel opérateur « slash » pour le poids demi-
entier k/2 par

F1s€(2) = () £ (32)
pour £ = (v,¢) € Get f:H — C.
On vérifie que pour tout £ et & dans G, on a (f\gf)’gf, = f]gff’. On étend 'action

de G en une action de C[G] par linéarité.
On peut alors faire la définition suivante.

Définition 2.1.1. Soit G défini comme précédemment, k£ un entier impair, N un entier
divisible par 4 et x un caractére modulo N. Une forme modulaire de poids k/2, de niveau
N et de caractere x est une fonction f : H — C holomorphe telle que

L. 156 = X(€)f pour tout € € Ag(N),
2. f est holomorphe aux pointes.

Si de plus,

3. f est cuspidale aux pointes,

alors on dit que f est une forme cuspidale.
On note M (N, x) (respectivement S 5 (N, x)) Pensemble des formes modulaires (res-

pectivement cuspidales) de poids k/2, de niveau N et de caractere x. Si x est le caractere
principal modulo N alors on notera simplement M % (N)et S k (N) ces espaces.

Remarque 2.1.1. Comme s;(—1y) = (=13, 1), la condition 1 impose que si x(—1) # 1
alors Mg(N, x) = {0}.

Expliquons en détail ce que signifient les points 2 et 3 dans la définition précédente.
Pour chaque pointe a associée a l'espace quotient I'o(N)\H, on fixe un élément &, =
(04, o) de G tel que la matrice o, vérifie

0,00 = a et v, :=0,To,' € Ty(N)

. 11 . . . ) - .
oul = (O 1) . Puisque ces conditions sont invariantes lorsqu’on multiplie la matrice par

une constante, on peut toujours prendre o, dans SLy(R).
Ainsi, il existe ¢, de module 1 tel que £, 's;(74)& = (T t,) et on a alors

e f5&(s 1) = (fl3&5(To 1)) () = X()F3Eal2).

En posant e(ry) = x(7,)tF avec r, € [0, 1] et puisque f| % &4 est holomorphe sur H, elle
admet un développement de Fourier de la forme suivante :

fol2) = fls&al2) = X Falmle((n + 14)2)

neEL
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avec fa(n) € C pour tout n. On dit alors que f est holomorphe en a si ce développement
n’a pas de terme strictement négatif i.e.

faz)= > fa(m)e((n +10)2)

n—+rq=0

et on dit que f est cuspidale en a si I'inégalité dans I'indice de sommation est prise stricte.
Par exemple, lorsque N = 4 et donc y est le caractere principal, on a la proposition
suivante.

Proposition 2.1.1. Soit f : H — C une fonction holomorphe telle que f|%§ = f pour
tout £ € Ag(4). Alors [ € M% (4) si et seulement si on a des développements de Fourier
auzx pointes oo, 0 et 1/2 de la forme

n>0
fleéo(2) = Ao(”)e(nz%
n=0
f156() = Y Famye((n +r))2)

-t (0 ) = ()

De plus, [ € Sk (4) si et seulement si fo(0) = fo(0) = 0.

avec e(r

Remarque 2.1.2. Evidemment, toute forme f € M g(N ,X) possede un développement
de Fourier a l'infini de la forme

F(2) = flibol) = X uolme(nz).

n=0
Pour prouver cette proposition, on va avoir recours au lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soit £ = ((CCL fl

(59 el Y e

),gb) € G tel que ad —bc =1 et ¢ # 0. On suppose que

@

Alors

Preuve. Tout d’abord, il existe t € U tel que ¢(z) = tv/cz + d. Ainsi, l'inverse de £ vaut

o (d —b 1 (({d -b\ 1
(D) ) () v

car ad — bc = 1 et en utilisant le lemme 1.3.1.

36



1 Généralités

D’autre part, on a

! b
w5 e)t (5) et vaan)

a a+b\ _,(c (ac’ + cd")z + b + dd’
= y 5d/ 7 ¢(Z) .
c c+d d cz+d
Un calcul rapide montre que ¢ = —c? et d’ = 1+ac. On en déduit alors que ac’ +cd' = ¢
et bd +dd = ¢+ d, ce qui permet d’appliquer le lemme 1.3.1 et d’obtenir

sy(7)€ = ((a a—l—b) ES (Z/) t\/cz+c+d> .

c c+d

Par conséquent, on a

Elss()E = (T, 1\/—caz+a+b +a eyt (3) tvVez +c+ d) = <T, £ (g/)) .

t cz+c+d
O]

Preuve de la proposition 2.1.1. Le groupe I'g(4) a trois pointes associées dans Q U {oo} :
0o, 0 et 1/2. Il suffit donc de calculer, avec le choix des £, donnés a la fin de ’énoncé de
la proposition, la valeur des ¢, pour tout a. Pour a = oo, il est clair que t,, = 1. Pour les
autres pointes, on a

Yo = O'OTg'O_l = (_14 (1)> et ’y% = O'%TO'%_I = (:le é) .

Ainsi, le facteur €, (g—,,) du lemme 2.1.2 vaut respectivement 1 et i et cela correspond

a la valeur de tg et t% d’apres ce lemme.
]

Donnons a présent quelques exemples de formes de poids demi-entier.
Définition 2.1.2. Soit x un caractere de Dirichlet. On pose
> x(n)e(n?z)  si y est pair,
nez

> x(n)ne(n?z)  si x est impair,
n>1

Oy (2) =

avec bien siir 0, = 0, défini au début de cette section (ol xo est le caractere de Dirichlet
modulo 1).

Proposition 2.1.2. [0, Theorem 1.44] Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur .
1. Six est pair alors 6, € M (4r% x).
2. Six est impair alors 0, € S (472, xX4)-

En fait, Serre et Stark ([55]) ont montré que tout élément de M 1 (N, x) s’écrit comme

combinaison linéaire des séries 6, (d-) pour certains caractéres ¢ et certains entiers d. La
question du poids 1/2 est donc essentiellement réglée par 1’étude des séries théta. On verra
qu’en poids supérieur d’autres types de formes peuvent apparaitre.
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

1.2 Premiéres propriétés

On expose ici quelques propriétés bien connues des espaces de formes de poids demi-
entier, analogues au cas des formes de poids entier. Tout d’abord, ce sont des C-espaces
vectoriels de dimension finie et Sk (N, x) est muni du produit hermitien suivant, dit de

2

Petersson,

s ypdady

1
(F-9) = oo ST ooy T VI 5

pour f et g dans Sg(N, X)-

(2.1.1)

La premiere question traitée est celle de la dimension. Il existe plusieurs méthodes pour
calculer dim M (N, x) ou dim Sk(N, x) avec k € %Z, comme par exemple le théoréme de

Riemann-Roch ou certaines formules de traces données par Shimura dans [53]. On peut
en déduire une certaine quantité de formules dont un apergu est donné dans [O, sections
1.3.2 and 1.3.3] et [CO]. Le cas du niveau minimal (N = 4) est particulierement explicite.
Proposition 2.1.3. [O, Theorem 1.49] Soit k un entier impair, on a

0 stk <0,

dim M (4) = { |k/4] +1  sinon

0 stk < 4,

dim Sg (4) = { |k/4] —1  sinon.

On remarque alors qu’en particulier Sk (4) est nul pour k < 7 et il n’existe, a un facteur
2
multiplicatif pres, qu'un élément de S 9 (4). Celui-ci peut étre décrit de maniere simple et

la construction qui suit est tirée de [S1, Section 4]. On pose pour z € H
n(z) = e(z/24) [[(1 — e(n2))
n=1

la fonction éta de Dedekind. Alors, la fonction

est bien définie sur H et appartient a S (4).

Par ailleurs, les séries de Cohen-Eisenstein sont des exemples de formes non-cuspidales
de poids demi-entier dont on donne la construction suivante (voir [C'3] pour plus de
détails).

Soient ¢ et N des entiers naturels avec ¢ > 2. Si (=1)!N = 2,3 [4] alors on pose
H(¢,N)=0.Si N =0 alors on pose

H(¢,0) = (1 — 20)

la valeur spéciale de la fonction ¢ de Riemann. Sinon, il existe un discriminant fondamental
D et un entier n tels que (—1)N = Dn?. On pose alors

H(¢,N) = L(1 = £,xp) > p(d)xp(d)d" ' oa1(n/d)
dln
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ou xp = (Q> est le caractére quadratique associé a D de fonction L de Dirichlet L(s, xp)

et 024_1(71) = Z d%_l.

din
On définit alors la série de Cohen-Eisenstein de poids ¢ + 1/2 par
Hyp12(2) = Z H(¢,N)e(Nz) (2.1.2)
N>0
pour z € H.
Théoréme 2.1.1. [('3, Theorem 3.1] Soit £ > 2, alors

Hyi172 € Myyiyo(4).

L’autre aspect important des formes modulaires est leurs transformées de Mellin i.e.
leurs fonctions L associées. Pour le reste de cette partie on va fixer N > 1 un entier divisible
par 4 et y un caractére modulo N. On fixe aussi k£ un entier impair et f € Sk (N, x). Pour

2

toute pointe a de I'o(N)\H, on fixe &, = (04, ¢a) € G et rq € [0, 1] comme précédemment,
de sorte que le développement en série de Fourier de f en a s’écrive

fo(2) = fleka(2) = X faln)e((n +12)2). (2.1.3)

n+rq>0

Puisque 'on n’a a priori aucune estimation sur les coefficients f,(n), on va d’abord
remontrer le lemme classique suivant puis passer a ’étude de la fonction L associée a la
transformée de Rankin-Selberg de f.

Lemme 2.1.3. En reprenant les notations ci-dessus, on a
2 k
|fa(n)| < nt
pour tout entier n.

Preuve. Pour tout entier n et tout y > 0, on a

fuln) = /01 fa(2)e(=(n + r)2)dz

avec z = x +iy. Ainsi, ]fa(n)\ <L € pour tout € > 0. D’apres (2.1.3), on en déduit que

fa(2)] <5 e (2.1.4)
avee A — { 2mr, sl Ta > 0,
2m sinon.
A présent, remarquons que la fonction (2) = |fa(2)[yt = |f(0a2)|(Im 0q2)% est

o, 'To(N)og-périodique. Si Dy est un domaine fondamental de T'o(N)\H alors o, ' Dy en
est un pour o, 'To(N)o,\H. Le fait que (2.1.4) soit vraie pour toute pointe montre que ¢
est bornée au voisinage de toute les pointes de o, ' Dy et qu’elle est donc bornée sur H.
Ainsi, pour tout y > 0,

[fa(n)| < p | falz + iy)|e(2m(n + ra)y) <7y~ Te(2n(n + ro)y)

ce qui, en prenant y = 1/n, permet de conclure.
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Soit a une pointe de T'o(IN)\H. On définit sa série d’Eisenstein associée par

Eu(z,s)= Y (Imo,'vy2)° (2.1.5)

'Yera\FO (N)

pour z € H et s € C. On rappelle que Iy est le stabilisateur de a sous I'action de I'g(N).

En particulier, on a
1 n
o)

D’apres [12, Théoremes 6.9 et 6.10, Proposition 6.13], la série E,(.,s) converge pour
Re s > 1 et admet un prolongement méromorphe sur C. Dans le demi-plan Re s > 1/2, ses
pdles se situent uniquement dans |1/2, 1] et sont en nombre fini. De plus, la série possede
un poéle en s = 1 dont le résidu vaut

nGZ} et Fazaafooaa_l.

Res Ey(z,5) = Vol(T'o(N)\H) .
Proposition 2.1.4. Pour s € C, on pose lorsque la série converge

R(s, fax fa) = (4m)T(s) > |falm)*(n+r0)~". (2.1.6)

n+rq>0

Alors on a

- dxdy
RGs4h/2 =1 fox o) = [ 1) Eale )5

En particulier, R(s, fa x fa) converge absolument pour Re s > k/2 et admet un pro-
longement méromorphe sur C. De plus,

SE%%R(Safa X fa) = <f> f>

Preuve. Le calcul est assez classique, toutes les interversions de sommes et d’intégrales se
justifient en prenant s réel et en invoquant le lemme 2.1.3.
D’une part, on a pour Res > 1

400 d
(47T)_SF(S)(7”L+7’G)_S :/0 e—47r(n+ra)yysyy

donc en sommant sur les n + r, > 0,

r oo n —4m(n+r s dy
R(s+k/2—1,f % f2) :/ S | faln)|2etrtmt a2 @Y
0 n+rqe>0 Y

oo n n —27(n+m+2r ! s dy
= S falmatmpe ey (= mye)day

0 Y
too 1 sik/pdxdy
= [ e

avec z = x + iy dans l'intégrale.
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Puisque la fonction intégrée est T'o-périodique et que z = | fo(2)|?y*/? est o7 To(N)o,-
périodique, on a

+oo 1 dxdy dxdy
2 s+k/2 _ 2 s4k/2
[ [ iy S [ R me) Tl

Y Y€l oo \og 'To(N)ag = N

- / |fa(z>|2yk/2Ea<0-aZa s) dx;ly
DY, Y

olt D% est un domaine fondamental de o, 'To(N)og\H.

On remarque alors que |fo(2)[>y*/? = |f(042)]?(Imo,z)*? et on obtient le résultat
voulu. L’intégrale converge bien pour Re s > 1 car f décroit exponentiellement a I'infini
et la série d’Eisenstein croit polynomialement.

k)2

]

On peut alors déduire de cela une estimation plus précise sur les coefficients de Fourier
de f que l'on va déduire de ’énoncé suivant, plus général.

Proposition 2.1.5. Soit (a,),>1 une suite de réels positifs tels que la série de Dirichlet

a
L(s) := Z —Z
n=1 n
ait comme abscisse de convergence o. = 1. On suppose de plus qu’il existe o1 < 1 tel que
L admet un prolongement méromorphe dans un voisinage de Re s > o1 avec un unique
pole en s =1 et que pourt € R et s =01+ it, on a

IL(s)| < 1+ |t|*

ou A est une constante strictement positive.
Alors on a
Z a, ~ cr quand r — +00

n<x

ot ¢ = Res L(s).

s=1
Preuve. On va en fait déduire ce résultat du théoreme taubérien d’Hardy-Littlewood dont
on donne une démonstration rapide issue de [I1].
Soit 7 €]0, 1[. La fonction ¢ — r* est C* a décroissance rapide sur |0, +oo[ donc sa
transformée de Mellin
+oo dt ['(s)
s [

t - (log(1/r))*
est bien définie pour Re s > 0 et est a décroissance rapide sur les bandes verticales.
Ainsi, en utilisant la transformée de Mellin inverse, on obtient

1 ['(s)
;an 2Z7T/( L(s)mds (2.1.7)

pour tout ¢ > 1 puisque L(s) est absolument convergente pour Re s > 0.

Par ailleurs, la croissance polynomiale de L sur la bande Re s = o7 et le principe de
convexité de Phragmén-Lindelof (voir par exemple [(-2, Théoréme 8.2.1]) montrent que
pour tout o € 07,1+ ¢] et tout t € R tel que [t| > 1, on a

|L(o + it)| < |t] Amex (452, )*E
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On peut donc décaler le contour d’intégration dans (2.1.7) en ¢ = 09 = max(oy,¢)
(avec ¢ > 0 suffisamment petit) car I'intégrale est absolument convergente. Le théoréme
des résidus donne alors

n_ o C 1 s RO s
> anr" = — T /(UO)L( >(10g(1/7’))5d

=i logr = 2im

c 1
o)

quand r — 1. Notons a présent S ’ensemble des fonctions ¢g continues par morceaux sur
10, 1] telles que

1
71}3% (1—r) ;anr g(r") = C/o g(t)dt.

D’aprés ce qui précede, les fonctions g(t) = 1 et méme g(t) = t*, pour tout k €
N, appartiennent a S. Par linéarité, les fonctions polynomiales appartiennent a S et la
positivité des a, ainsi que le théoreme de Stone-Weierstrass impliquent que & contient
toutes les fonctions continues par morceaux. En particulier, en posant g(t) = % pour
1/e <t <1et g(t) =0 sinon, on obtient

> an =Y a"g(r") avecr = e/

n<x n>1

c /1 dt
z—=too 1 — 71 Jije ©

~ CI.
r—r-+00

Corollaire 2.1.1. Soit x > 0, alors

Z|fa >~ s B2 quand © — 400

n<e

471. k/2

et ot ¢f = k/2 (S f)-

Preuve. Soit y € } || +rq, 2] + 147 [ D’apres la formule de Perron pour les séries de
Dirichlet généralisées ([V, page 9]), on a

1 =\ ods
S falm)P = i [ D(s+k/2 =1, fox oy

nx

pour o > k/2 et avec D(s, fa X fa) = 2 |fa(n)]2(n + 1rg) " (5TR/2-1)
n 0

Ta

On voit ainsi que la propriété précédente reste vraie en remplagant L(s) par
D(s, fa % fa) si cette derniére croit polynomialement sur les bandes verticales. Cette der-
niere propriété découle de 'équation fonctionnelle vérifiée par D(s, f, % fa) En effet, si
on note D(s) le vecteur des D(s, fu X f,) olt a décrit toutes les pointes associées a T'o(V),
alors d’apres la proposition 2.1.4 et [I2, Theorem 6.5], D vérifie une équation fonctionnelle

de la forme
D(s) = ®(s)D(1 — s)
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ou ®(s) est une matrice ne dépendant que de s et N.

Dans le cas du groupe modulaire, la matrice ®(s) a été calculée explicitement [H] et
on sait qu’elle croit polynomialement dans les bandes critiques. On en déduit donc la
propriété voulue par le principe de Phragmén-Lindelof.

On a ainsi montré que
S fam)? ~ gt
n<x

ou, d’apres la proposition 2.1.4, ¢y est bien la constante donnée dans I’énoncé du corollaire.
m

Bien siir, la borne | fo (n)| < n*/* est loin d’étre optimale et de meilleures estimations
des coefficients sont connues. Citons le tres célebre résultat d’Iwaniec, qui a 'avantage
d’étre valable pour tout niveau V.

Théoréme 2.1.2. [I1, Theoreme 1] Soit k > 5 un entier impair, N un entier naturel
divisible par 4 et f € Sk (N). Alors, pour tout entier t sans facteur carré
2

| oo (t)] g tH/472/TH8
pour tout € > 0.

On va maintenant terminer cette sous-section en établissant 1’équation fonctionnelle
des fonctions L associées a f et fy. Ces dernieres sont définies par

L(s, fo) =Y fa(n)n=(+R/A=1/2)

n=1

ou a € {o0,0}. La convergence absolue de cette série pour Res > 1 est assurée par
le corollaire 2.1.1. Avant d’énoncer I’équation fonctionnelle, il est commode de fixer une
convention pour f, qui dépend du choix de la matrice £,. Ces conventions seront toujours
valables par la suite. D'une part, f,, = f et d’autre part

Jo=flsWy

ou Wy = ((1(\)[ _01> ,N1/4\/—z'z>. On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.3. Les fonctions L(s, fy) pour a € {o0,0} se prolongent en des fonctions
entieres et pour tout s € C, on a

A(s, f) == NS/2F§(S)L(S,f) =A(1—s, fo)
ot Fg(s) = (2m) "RV (s + k /4 — 1/2).

Preuve. Pour Res > 1, on a

Too L stkya1/24Y —orny, s+kja—1/20Y
/ f(zy)y +k/4=1/229 (n)e 2 yy +k/4-1/225 (2.1.8)
0 Y 0 31 Y

= Fg(s)L s, f) (2.1.9)

—
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en permutant somme et intégrale en faisant le changement de variable y' = 27ny. Puisque
f est cuspidale, I'intégral dans le membre de gauche converge en l'infini pour tout s € C
et de méme en y = 0 car |fo(z)| = N~1|z|72|f(—1/N2z)| décroit exponentiellement quand
Imz — 400 d’apres (2.1.4).

On obtient ainsi le prolongement analytique de A(s, f) (la dérivation sous le signe
intégrale étant assurée par I'argument précédent pour s réel). De plus, un changement de
variable montre que

+o0
A(s.f) = N2 [7 5 5g) (VWb oiras 2
0 Y

1—s +oo . —s _ dy
=N [T iy
0 y

= A(l -5 fO)

d’apres le calcul précédent en remplacant f par fj.

1.3 Opérateurs de Hecke

Tout comme pour le poids entier, on définit les opérateurs de Hecke sur M s (N, x) en

faisant agir une matrice (vue comme élément de G) de déterminant > 1 et en moyennant
sur le groupe modulaire. Précisément, si m € N*, on pose

o 1 O . 1/4
ozm—<0 m) et &n = (am, m7%).

Il existe alors une décomposition finie en orbites de Ag(N)&,,Ao(N) modulo laction
a gauche de Ay(N) sous la forme

Qi *
avec & = << ::’Z *> ,*) e G.
On peut ainsi définir 'opérateur T,,, pour f € M k (N, x) par

Tmf = mk/4_1 Z X(am,i)ﬂgfm,i

et ceci est indépendant du choix des représentants de Ag(N)\Ag(N)E,Ao(N). Bien siir,
cette définition dépend aussi du choix de N, k et x mais, sauf en cas de potentielle

ambiguité, on gardera la notation allégée T,,. Dans le cas contraire, on notera plutot

Nx
m

Les premieres propriétés sont les suivantes.

Proposition 2.1.6. Soient m,n € N*. On a alors :
1. T (M (N, x)) € Mi(N,x) et T, (Ss(N,x)) € Se(N, ),
2. si (m,n) =1 alors T, T, = Tynn,
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3. st m n’est pas un carré alors T,, = 0.

Prewve. Si f € My (N, x) (respectivement f € Sg(N, x) ) alors T),, f est bien (x, Ag(N))-
invariant par définition. De plus, pour tout n = (0, ¢) € G tel que o € GLo(Q)™, f|xn est
holomorphe (respectivement cuspidale) en U'infini donc T,,,f € M 5 (N,x) (respectivément
T.f € S%(N, X))

Le point 2 se déduit du fait que d’apres [S1, Proposition 1.6], pour (m,n) =1, on a

Pour le point 3, il suffit de remarquer que pour tout v = (i b) € Io(NV) tel quem | b

d

(ce qui existe dés que (d,mN) = 1), on a la relation suivante :

nss6 = (s, ) Hma)) = sstenany- (1 (5)). e

mc

Ainsi, pour tout f € Mk( X), T f = (%) T,.f donc si m n’est pas un carré, il existe

un d tel que (%) =—1douT,f=0.
O

La plupart des propriétés de base des opérateurs de Hecke restent donc vraies en
passant du poids entier au poids demi-entier. Etonnamment, en poids demi-entier, ces
opérateurs sont souvent nuls! La conséquence étant que les coefficients d’une forme vecteur
propre des opérateurs de Hecke (dénommée simplement forme propre par la suite) ne
seront pas a priori multiplicatifs et donc on n’aura pas de produit eulérien de la fonction
L associée.

Par ailleurs, on peut donner une description explicite de T2, pour p premier, en terme
de coefficients de Fourier. Le point technique est de trouver une décomposition de la
forme (2.1.10) suffisamment pratique. Le lemme suivant permet de passer d’une telle
décomposition dans T'g(N)a,,I'o(N) & une décomposition dans Ag(N)E,Ag(N).

Lemme 2.1.4. Soit m € N un carré. Si on a une décomposition matricielle de la forme

F()(ZV amFO |_| F0 amam,i

avec Q. € o(N) alors on a la décomposition dans G

( gmAO I_lAO mSJ (07%%) z)

Preuve. Soit & = s;(a) € Ag(NN). 11 suffit de montrer qu’il existe un unique ¢ tel que &,,§
est de la forme £'€,,57(am ;) avec & € Ag(N).
L’unicité découle directement de I'unicité dans la décomposition matricielle et d’apres

a b

celle-ci, on sait qu’il existe i et o = <c d) € To(N) tels que e = ' Qi .
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a bm

c/m d ) € I'y(N) (donc m | ¢), en posant z; = ;2 pour

Or, comme o, 'd/a,, = (

ze€Hona

= ¢! (c/;n) Vezi/m+ dJ (i, 2)
<2) v\ camzi + dJ (o, 2)

car m est un carré. Ainsi, J(«, z) = J(&/, 0mnaum,iz)J (Qmi, 2) ce qui suffit pour montrer
que §m§ = SJ<O/)£m5J<O[m,i)-
]

On commence par traiter le cas plus facile des « mauvais » opérateurs de Hecke. C’est-
a~dire lorsque p | N.

Proposition 2.1.7. Soit p un nombre premier divisant N et f € M%(N, X) dont on écrit
le développement en série de Fourier a l'infini sous la forme

Alors,
Tref(z) = Z a(p®n)e(nz).

n=0

b
d

o (0 )0 ) (52

Or, a est inversible modulo p? donc il existe un unique ~ modulo p? tel que le membre de

Preuve. Pour tout entier h et tout v = <(CZ ) €lo(N),ona

1
droite de I'égalité précédente appartienne a I'y(/V). Dans ce cas, on a a2y = ¥ oy (0 }f)

avec 7 € ['g(N), ce qui signifie que

p*-1

Lo(N)oyel'g(N) = h|?| Lo(N)oyeTy,

o 1)
avec 7, = |y |-
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Ainsi, d’apres le lemme 2.1.4,

T f(z) = p**7 Z X f58p25 () (2)

h—=0 p?
= p? X%a(n)e(nz/p?) Pz_—: e(nh/p®)

]

Le cas ou p t N est plus technique mais la démonstration est relativement similaire.
Elle est donnée dans [S1, Théoreme 1.7]. La difficulté principale provient de montrer la
chose suivante.

Proposition 2.1.8. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Alors, on a la décom-
position matricielle

pr-1

To(N)ayTo(N) = | | FO(AUCQQT]LJLJ To(N)Bp L To(N)w

§=0 h=1

_ (1
o= (o 1)’

_(p h 1 0 p h
B = 0 p pNv 1 —Nv u)’
p* 0\ (p* —d p’c d
0 1) v ¢ )™\=N 1

et ot pour tout h € [[1,p— 1], on a choisi u et v de sorte que up+vhN =1 et on a choisi
c et d de sorte que cp® +dN = 1.

avec

W

Ainsi, on peut calculer facilement 7T} f car d’apres le lemme 2.1.4, on a

p2—1

2
P> k/2T f= Zf’ SPQSJ )+ x(p Zf| §p23J<<_§7v Z>>+f|§€p28!]<<€]ff Cf))

(2.1.12)

Pour évaluer le dernier terme, on remarque que

s (55 1)) =xemon (5 ) eon (%5 )

ZX@)ﬂgwm””)
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

la derniere étape se justifiant par un calcul direct qu'on ne fera pas ici. On procede de
la méme fagon avec la deuxiéme somme du membre de droite de (2.1.12). Cette fois on

obtient "
Fle&psy ((—ﬁh} Z)) = fle (ﬁh,6;1 (;)) .

On peut ainsi énoncer le théoreme principal de cette partie.

Théoréme 2.1.4. Soit p un nombre premier et f € My (N, x) dont on écrit le dévelop-
2
pement en série de Fourier a linfini sous la forme

f(2) = > aln)e(nz).

n=0
Alors,
T2 f(z) = > b(n)e(nz)
n=0
o1
(=D'n

b(n) = a(p’n) + x(p) ( ) p"a(n) + x(p*)p" 2a(n/p?)

et avec £ = (k—1)/2 et a(n/p*) =0 si p* { n.
Shimura [S1, Theorem 1.9] en déduit alors le théoreme suivant tres important.

Théoreme 2.1.5. Soit t > 0 un entier sans facteur carré premier avec N i.e. pour tout
p premier, p* |t = p | N. Soit f € Mg (N, x) dont on écrit le développement en série de

Fourier a Uinfini sous la forme

Supposons que f est une forme proprei.e. Too f = wy,f avec w, € C pour tout p premier.
Alors, on a formellement

> o) _ o) I1 (1 —(p) ((—D%) pﬁ_l_s> (1 s X(p)2pk—2—2s> B

ns P

n>1 p

avec { = (k — 1)/2. En particulier, si m et n sont deux entiers premiers entre eux et si
a(t) =1, alors
a(tm?n?) = a(tm?)a(tn?).

1.4 Adjoints des opérateurs de Hecke

Dans cette sous-section, on calcule, pour un nombre premier p t N, 'adjoint de 'opé-
rateur T2 sur S k (N, x) par rapport au produit hermitien de Petersson. On montre en
particulier qu’il s’agit d’un opérateur normal, c¢’est-a-dire qui commute avec son adjoint.
On aura besoin des deux lemmes classiques suivant.

Lemme 2.1.5. Soit £ = (a,¢) € G avec a € GLy(Q)*. Alors il eriste n € N* et
By ey PBn € Ag(N)EAGN) tels que

n

Bo(V)ER(N) = | | Ag(N)B; = ';' B.Ao(N).

i=1
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1 Généralités

Preuve. En considérant les orbites pour les actions a gauche et a droite de 'action de
Ag(N) sur Ag(N)EAG(N), on obtient

n

Bo(N)EAG(N) = ] Ao(N )i = L] 7j (M) (2.1.13)

=1

pour certains v;, 7} € Ag(N)EA(N). Posons Ag = EAG(N)E™ N AG(N) et de méme pour
Ag¢-1. Les applications

A \Ag(N) = Ag(N)\Ag(N)EAG(N) ot Ao(N)/As — Ag(N)EAG(N)/Ag(N)
v = Ao(N)&y gt = YEAQ(N)

sont bien définies et bijectives. De plus, par isomorphisme entre I'g(N) et Ag(N), le lemme
5.5.1 de [D5S] montre que les sous-groupes A¢ et Ag—1 ont méme indice dans Ag(N). Ainsi,
on an=m dans (2.1.13).
Soit i € [1,n], montrons que Ay(NN)y; intersecte 7.Ag(N). Si ce n’était pas le cas,
alors on aurait
Ao(N)vi € [ 7jA0(N)
J#

ce qui en multipliant & droite par Ag(/N) donne

Ag(N)EAG(N) C |_| V;AO(N)
i#i

et on aboutit & une contradiction. Par conséquent, on peut choisir 53; € Ag(N)v; N, Ag(N)
pour tout i € [1,n] et on obtient le résultat voulu.

]

Lemme 2.1.6. Soit § = (a,¢) € Ag(N)ERA(N). Alors, pour tout v € a™'To(N)a N
Lo(N), on a

Bsy(MB~' = ss(aya™).

Preuve. Supposons d’abord que le résultat est vrai pour § = {2 = (apz,pl/ 2). Alors,
pour tout y1, 72 € [o(N) et tout v € a 'To(N)a NTh(N) avec o = yia2ye et 8 =
$1(71)&p255(72), on a

Bss(NB™ = s1(1)pss(v2y73 ER ()

Or, 72775+ € ' To(N)aye NTo(N) done Epsy(12yye )R = sulapyyye tayy ) et
ainsi 8s;(7)87" = sy(aya™).
I1 suffit donc de prouver la proposition avec 3 = ,2, mais ceci est clair d’apres I'équa-
tion (2.1.11).
O

Avant de passer au calcul de 'adjoint de 7}z, fixons d’abord quelques notations. Si I'
est un sous-groupe d’indice fini de I'o(N) et que f et g appartiennent a S 5 (N, x), alors

on note
—— kpdrdy

-0 = g o F T
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

leur produit hermitien par rapport a I'. Le facteur de renormalisation permet

1
Vol(T\H)
d’avoir (f, g)r = (f, g)ro(n). Plus généralement on peut définir (f, g)r pour f et g tels que
f(2)g(2)y*/? est I- perlodlque et intégrable.

Par ailleurs, pour 8 = (o, ¢) € G, on pose ' = detaf™! = ((det oz)cfl,gb(ofl-)*l)

et on note a(f) ou a(w) le coefficient en haut a gauche de a.

Proposition 2.1.9. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Alors l'adjoint de T,
sur Sg(N, X) vaut

T =x(p*)T,e.

En particulier, T2 est un opérateur normal et méme auto-adjoint dans le cas ou x est
réel.

Prewve. Prenons f1,..., 58, € Ag(N)EprA¢(N) comme dans le lemme 2.1.5 avec £ = 2
et B; = (o, ¢;). D’aprés [DS, Lemme 5.1.1], pour tout 4, a;I'1 (N)a; ' NIy (N) est un sous-
groupe de congruence i.e. contient I' = I'(N’) pour un certain N’. Quitte a prendre N’
assez grand, on peut supposer que I' est contenu dans tous les I'y, = a;T'1(N)a; ' NT1 ()
et tous les I',-1 = a; 'T1 (N)ay N Ty (N).

Aussi, podr f et g dans Sg (N, x) et pour tout v € Fai—17

FlsBi(v2) 90v2) Im(y2)*"2 = flaBiss (7)(2) gless(7)(2) 42
= f|%$J( o ) Bi(z) @ykﬂ
= flsBi(2) g() y*/*

d’apres le lemme 2.1.6. Ainsi, f|x ﬂl( )g(2)y*/? est r, -1 -périodique et on peut écrire

(Tyaf, g)rov) = ™~ QZX B[ s Bis g)r = pM* QZX DAFLeBi g, -

=1

Par ailleurs, pour tout i € [[1,n],

kﬂdxdy -1 k:/2d$dy
/Fail\Hf‘ 3 A0 /Fai\”:'-lf’ ;Bi(a7 " 2)glar ) Im(a72) "
- 7 k24T
= Po\H f(2) g|§/81 Yy e

car Im(a; '2) = ylo(a; '2)|* compte tenu du lien entre ¢ et a.

En remplagant la fonction intégrée par 1 on obtient méme Vol(T' -1\H) = Vol(I'y,\H)
et donc Z

(T2 f. g)rovy = P*° QZX N{f,alsBi)r., =<f P 2Zx (B:))gl 5, >

En passant a I'inverse dans les égalités du lemme 2.1.5 et en multipliant par p? = det oy,
on a

Bo(N)gB80(N) = L] Ao(N)5
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1 Généralités

Or, on vérifie facilement que

=2 D)= (% 7)) e (1)

ol u et v sont des entiers tels que up?> — vN = 1 (on rappelle que p  N). De plus, en
posant o; = Y27, avec v;,75; € [o(N), on a

@ =a (5 (7 1)) = a9

et de méme, a(f5;) = a(v:7;) [N].
Ainsi, on a Ag(N)EAg(N) = LUy Ao(N)B! et x(a(Bi)) = x(p*)x(a(Bl)), ce qui donne

P22 Y " X(al(B))gleB; = X (") Teg
=1

et termine la preuve.

1.5 Autres opérateurs

Avant de conclure cette section, on va définir les autres opérateurs classiques des
espaces de formes de poids demi-entier et donner quelques propriétés en rapport avec les
opérateurs de Hecke.

Définition 2.1.3. Pour m et N des entiers positifs avec 4 | N et r un nombre réel, on
pose

N 0

1 u
Uﬁ::nﬁﬂ‘1§j<< ),nf“>e;cKﬂ,
e 0 m

— ((Tg (D ,m—1/4> e Cla),
7(r) = ((é §>1>

(N, x), on définit alors I'involution de Fricke (de niveau N et de poids

(b 5.

Soit f € M
k/2) par

MES

f'_>f|§WN7

puis on définit aussi les deux types d’opérateurs shifts par

o1



CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

et si Y est un caractere primitif de Dirichlet modulo m, alors on définit le twist de f par

(0
1 _
fo =[x (g(l/}) u%]iﬁ(U)T(u/m))

ott g(¥) = 3 ¥(u)e(u/m) est la somme de Gauss associée a 1.

Proposition 2.1.10. Soit f € Mg(N, X) (respectivement Sg(N, X)) avec

Alors,
1. f\gWN € M% (N, (ﬂ) )Z) (respectivement S% (N, (ﬂ) )_())
2. Sim | N alors f\%Um € Mg (N, (m) X) (respectivement Sg (N, (m) X)- De plus,

f15Un(2) = 3 almn)e(nz)

n=0

pour tout m € N. En particulier, si m | N et que m est sans facteur carré, alors

f‘% m2 — Tmzf.
3. f\ng S M% (ppcm(m, N), (m) X) (respectivement Sg (ppcm(m, N), (m) X)) et de
plus,

f]ng(z) = Z a(n)e(mnz).

n=0

4. 511 est un caractére primitif de Dirichlet modulo m alors fy € M§ (Nm?, xv?)
(respectivement S (Nm?, xv?)) et de plus,

fu(z) = 3 ¢(n)a(n)e(nz)

n=0

Preuve. Le fait que ’holomorphie (respectivement I’annulation) aux pointes soit conservée

b) € I'o(N), on a

est évident. Soit v = (Z’ d

—bN a

(6 YA )

car ad = 1 [N] donc ¢, = g4 et (ﬂ) = (ﬂ>
Ainsi, f|sWnlgy = x(a) (§) f

Wyss (1) Wyl = (( d _C/N> el (2) m)
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Si de plus on suppose que m | N alors (a,m) = 1 et pour tout u [m], il existe un
unique v’ [m] tel que auw’ = b+ ud [m]. Dans ce cas on a

(2 ) (s ) )

_ <<a+uc (b+ud—u’a)/m+uu’c/m> ’J(%mz_u,)>

mc d—cu

_ ., <<a;—wuc (b+ ud — Z/Ci)éZ}Jr uu’c/m>> (1’ <Zz)>

et donc f]gUm]%’y = x(d) (%) f|kU Par ailleurs,

f\kU — Z f <Z+u) =Y a(mn)e(nz)

n=>0

et la fin du point 2 se déduit facilement de la proposition 2.1.7.
De méme, on montre que

Vs )0 ) = (( oy ) 02/

=so((fun 1)) 0-(7)

et donc f]ng\gfy = x(d) (%) f\ng. Par ailleurs,

f|§Vm(Z) = f(mz) = Z a(n)e(mnz).

n=0
Enfin, si Nm? | ¢ alors pour tout 0 < w, v’ < m, on a
) ) )

a+uc/m b+ (ud—u'a)/m+ uu'c/m?

rlupms () = ( | ECEE)

c d—u'c/m
B a+uc/m b+ (ud—u'a)/m+ uu'c/m?
- c d—u'c/m

en imposant ud = u'a [m], ce qui est possible puisque a et d sont inversibles modulo m et
si u est fixé alors u' est unique modulo m. Ainsi,

ﬁ@7—47*§:¢ ()l (e frm) = x(d)oAd) Sy

[m]

et un simple calcul permet de vérifier que les coefficients de f,, sont bien les (¢(n)a(n)),o.

]

Donnons a présent les relations de commutativité entre ces opérateurs et les opérateurs
de Hecke.
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

Proposition 2.1.11. Soit m un entier strictement positif et f € Mg(N, X)-
1. Sipt N alors

5N( kN,
1 N ) = X (1575w
2
2. Sim est un carré et p{m, alors
k
TN V) = (T )| Vi

3. Soit ¥ un caractere primitif de Dirichlet modulo m. Alors, pour tout p,

& ,Nm? xy? 2 [ 5:Nx
T3 fo=0w? (L)
Preuve. Le premier point se démontre en écrivant la décomposition

( §p2 A0 |_| A0 gp i

et en montrant que pour tout 7, il existe j tel que
ni,j = WprQ’iW§ fp i € A()(N)

et que x(a,2:)x(m;) = x(p)*x(a,2;) avec a,; le premier coefficient de &, ;. Les valeurs
explicites des &2 ; sont données juste avant ’énoncé du théoreme 2.1.4.
Les points 2 et 3 se démontrent tres facilement, avec le théoreme 2.1.4 et la proposition
2.1.10, en identifiant les coefficients de Fourier de chaque membre des égalités.
O

2 Du poids demi-entier au poids entier

Compte tenu des analogies entre les formes modulaires de poids entier et demi-entier,
il est légitime de penser qu’il existe un lien fort entre les deux. Bien stir, si f € M« (N, x)
2

et g € Mw (N, x') ou k et k' sont des entiers impairs, alors le produit
2

f9 € My (ppcm(N N'), ( 4) XX)

est une forme de poids entier. Cette relation n’est malheureusement pas exploitable si ’on
veut, par exemple dans le cas ou (k, N, x) = (kK', N, x’), utiliser les propriétés connues de
M, (N, (‘—4) X2) pour en déduire certaines de Mg (N, x).

La premiere étape vers un lien a double sens fut donnée par Shimura qui introduisit
la célebre correspondance qui porte son nom.
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2 Du poids demi-entier au poids entier

2.1 Correspondance de Shimura

Dans son article de 1973, Shimura [S1] construisit, a partir d'une forme propre de
S 5 (N, x), une forme propre de M;,_;(N’, x?) avec N’ inconnu. Quelques années plus tard,

Niwa [N] et Shintani [54] donnerent une description plus directe de ce résultat, sans passer
par les opérateurs de Hecke, et Niwa prouve méme qu’on peut prendre N’ = N/2.

On fixe £ > 1 un entier impair, N > 0 un entier divisible par 4, x un caractere de
Dirichlet (pair) modulo N et f € § g(N ,X) dont on écrit le développement en série de
Fourier sous la forme

pour tout z € H.
On fixe t > 0 un entier sans facteur carré qui soit premier avec N. Généralement on
prend pour ¢ un entier sans facteur carré ou la valeur absolue d’'un discriminant fonda-

mental. On pose
()
Xt =|— | X
avec { = (k—1)/2.
On définit alors formellement la suite (A¢(n))n>1 par
a(tn?)

> At(:b) = Lls+1-tx) ), —— (2.2.1)

n=1 n n=1

ou L(s,x¢) = X % est la série de Dirichlet associée a ;.
n>1
Théoréme 2.2.1. Avec les notations précédentes, soit f € Sg(N, X) telle que

fz) =>_ a(n)e(nz)

n>1

pour tout z € H.
On pose

Sh,f(z) = Ai(n)e(nz)

n>1
pour tout z € H. Alors,

1. Shyf € Sp_1(N/2,x%) sik > 5,

2. Shyf € My(N/2,%x?) sik =3,

3. Shyf € So(N/2,x?) sik = 3 et si f appartient a l’orthogonal du sous-espace vectoriel
de S%(N, X) engendré par les séries théta de la forme 6y(d-) € S%(N, X) avec
impair.

De plus, les opérateurs de Hecke commutent avec Shy. Précisément, si pour tout p

premier on note Tp%’N’X le p*-ieme opérateur de Hecke sur Sg(N, X) et par Tfﬁl’%’XQ le
p-ieme opérateur de Hecke sur Sp_1(N/2,%x?) alors on a

E _1 N |2
ShT3"f =T, "2 Shyf

pour tout f € Sg(N, X)-
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Remarque 2.2.1. Cet énoncé tiré de [0, Théoréme 3.14] résume les énoncés de [S1,
Section 3, Main Theorem]| et de [N, Section 3|. Le fait que Sh; commute avec tous les
opérateurs de Hecke et pas seulement ceux tels que p f tN est une amélioration due a
Purkait (voir [’2, Proposition 3.4]).

k
Si on suppose en plus que f est une forme propre i.e. Tp%’N’X f = w,f avec w, € C,
alors le théoreme 2.1.5 implique que pour Re s > k/2,

L(s,Shyf) =) Adn) _ a(t) [T = wpp™ + x(p)?p*27%) 7" (2.2.2)

s
n=1 n p

On note alors Shf la forme définie par le produit eulérien de droite de sorte que
Sh;f = a(t)Shf

pour tout t sans facteur carré premier avec N. Comme f £ 0, d’apres le théoreme 2.1.5,
il existe t tel que a(t) est non-nul et donc Shf vérifie les trois points du théoreme 2.2.1

N2
ainsi que la relation T; R Shf = w,Shf.
De plus, les équations (2.2.1) et (2.2.2) impliquent que pour tout n > 1,

(i) = at) 3wl (223
dln

avec (wy)n>1 la suite des coefficients de Shf. Notons qu’a priori, les coefficients w, ne
k
.7 N 7 77N7X
correspondent pas aux valeurs propres (associées a f) des opérateurs 7 % pour tout n.

kN
En effet, il faudrait pour cela que les opérateurs T3, * vérifient la relation

k k k k
7’N7X 7’N7X 77N7X 2 k‘—2 77N7X
2 _ 2 2 2
p2r+2 = sz Tp2r — X (p)p Tp2r72
pour tout entier r > 1.
Or, on peut montrer [P2] que ceci n’est en fait vrai que pour r > 2 alors que pour
r=1,ona

kN, kN, _ _
TE = (T =) + 7).

A la fin de son article [S1], Shimura dresse une liste de questions ouvertes auxquelles
il répond de maniere conjecturale. La premiere traite de la surjectivité et de l'injectivité
potentielle de Sh,. Si 'on compare les dimensions des espaces, la correspondance pourrait
étre bijective dans de nombreux cas. Par exemple, les théoremes 1.34 et 1.49 de [O)]
montrent que

dim S% (4) = dim Sk_1(2)

pour k > 5. Cependant, ce n’est plus vrai en niveau supérieur. L’obstruction semble venir
des possibles facteurs carrés du niveau. On peut montrer notamment (voir [S1, Section
4]) que

dim S (4p%) — dim S (2p?) = (1) (p£1)/4

ou p est un nombre premier impair tel que p£1=0[4] et £ = (k—1)/2.

On se restreindra donc souvent au cas ou le niveau N = 4M avec M sans facteur
carré. La premiere réponse a cette question de Shimura sur la surjectivité fut donnée
par Flicker en 1980 [I'] qui, via le langage des représentations automorphes, donne une
condition nécessaire et suffisante pour quun élément de Sy_1(N/2,x?) soit I'image par
Sh; d'un élément de S k (N, x). En particulier on a la proposition suivante.
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2 Du poids demi-entier au poids entier

Proposition 2.2.1. [I’, Proposition 2.8] Soient M et t des entiers positifs sans facteur
carré avec M impair. On considere la correspondance de Shimura

Shy : S (AM) — Sk_1(2M)
construite au théoréeme 2.2.1. Alors Si_1(M) vu comme sous-espace de Sy_1(2M) est
inclus dans 'image de Shy.

On est ainsi tenté de restreindre ’ensemble de départ pour espérer obtenir une corres-
pondance bijective. C’est en particulier pour cette raison que Kohnen introduisit ’espace
qui porte son nom.

2.2 Espace de Kohnen
Dans son article de 1980 [l<0], Kohnen définit un sous-espace de M 5 (4) qu’il note

M;f(4) et sur lequel il rend explicite la correspondance de Shimura notamment en terme
2

de sous-espaces propres pour les opérateurs de Hecke. Quelques années plus tard [I<7], il
généralisera son travail en introduisant la notion de forme nouvelle sur 'espace Sk (4M, x)
2

avec x? = 1 et M sans facteur carré et impair.

Définition 2.2.1. Soit N = 2*M un entier positif avec a > 2 et M impair sans facteur
carré. Soient x( et y; des caracteres modulo 2¢ et M respectivement et tels que

e:=xo(—1) = xa(—1).

On pose x = xox1.- On définit alors le sous-espace de Kohnen de M k (N, x) par

Mg(N, X) = {f € Mc(N,x) | as(n) =0 pour (=1)’en=2o0u3 [4]}

les af(n) désignant ici les coefficients de Fourier a I'infini de f et bien str ¢ = (k —1)/2.
De méme, on définit le sous-espace de Kohnen des formes cuspidales en posant

Si(N,x) = Mg (N, x) NS (N, ).

La série 0 ainsi que les séries de Cohen-Eisenstein, définies en (2.1.2), sont donc des
exemples d’éléments non-triviaux de M, (4).
2

Les propriétés importantes de cet espace ne sont connues que dans le cas ou N = 4M
avec M sans facteur carré et y est un caractere réel. En fait, on peut méme souvent
se restreindre au cas ou x est trivial car d’apres [UY, Remark 6], si x est un caracteére
quadratique modulo N et de conducteur ¢ alors

M (N,x) = M{(N)|3Uy (2.2.4)

avec ¢’ = q ou q/4 selon si ¢ est impair ou pair.
Si M est impair alors on définit 'opérateur @ sur Sk (V) par
2

3
u=0

ANuw 4

avec 1), = ((Nu +4 1) e AANuz + 1) .
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Proposition 2.2.2. [IKX7, Propposition 1] On suppose que N = 4M avec M impair et

sans facteur carré. Alors, Uopérateur ) défini ci-dessus stabilise Sx(N). De plus, il est
2

hermitien et satisfait I’équation fonctionnelle suivante

(Q-a)(@—-0)=0

avec a = (—1)L%J2\/§ et B = —a/2. Par ailleurs, Si(N) est le sous-espace propre
2

associé a () pour la valeur propre a.

Si M est pair alors on définit la projection P, par

Py > a(n)e(nz) — > a(n)e(nz)

nx1 (—=1)tn=0,1 [4]
pour f(z) = X a(n)e(nz) € Sg(N).
n=1
Proposition 2.2.3. [U'Y, Proposition 6] On suppose que N = 4M avec M pair et sans

facteur carré. Alors la projection Py définie ci-dessus envoie Sg (N) sur S{(N). De plus,
2
elle induit un isomorphisme entre Sk (N/2) et ST (N).
2 5

Remarque 2.2.2. La plupart de ces résultats restent valables dans My (N) (voir [UY,
Partie 3] pour plus de détails).

L’espace de Kohnen a méme une meilleure interprétation en terme de correspondance
de Shimura. Pour commencer, restreignons-nous au cas ot N = 4. L’espace M (4) peut

2
se construire explicitement a partir de formes de poids entier, de la série 0 et de séries de
Cohen-Eisenstein.

Proposition 2.2.4. [IX6, Proposition 1] Soit ¢ un entier naturel. Si { est pair alors
lapplication
M,(1) ® My—(1) — M 5(4)
(f,9) = f(42)0(2) + g(42)H5(2)

est un isomorphisme. Si € est impair alors l'application

My_5(1) ® My_5(1) — MZH/2(4)

(f.9) = f(42)H;(2) + g(42)Hu (2)

3
est un isomorphisme. De plus,

ML1/2(4> = CH€+1/2 ) SL1/2(4)
D’apres la proposition 2.2.1, tout élément de Sy_; := Sj_1(1) est 'image par Sh; d'un
élément de S (4). Le prochain théoréme montre qu’en fait Sy (4) et Sp_; sont isomorphes

2
en tant que modules de Hecke. Une subtilité est qu’il faut définir un nouvel opérateur de
Hecke T, sur S} (4) qui va correspondre & I'opérateur de Hecke classique T, sur Sy,_;.
2
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2 Du poids demi-entier au poids entier

Définition 2.2.2. Pour f(z) = ¥ a(n)e(nz) € SE(4M,x) (en reprenant les notations
n>1 2

de la définition 2.2.1) avec y réel, on pose

R AM,x,+ —1)fen ., —2
T = 3 (atan) @ () 2 )+ 2 ) )elns),

(—=1)fen=0,1 [4]

Mx,+

k
. . : o R AM, .
Par ailleurs, pour p un nombre premier impair, on définit T3 comme la restric-

k
. FAMXx | o . . .
tion de Tp% a ST (4M, x). Comme précédemment, si aucune confusion n’est possible,
2

on allégera la notation en écrivant seulement Tpt.

Il est clair que les opérateurs T,» pour p impair stabilisent S} (4M, x) et donc restent
2

hermitiens sur cet espace. Ceci est aussi vrai pour T, et ce fait non-trivial est prouvé
dans [[X7, Partie 3].
L’espace S} (4) est donc muni d'une structure d’algebre de Hecke pour laquelle T
2

n’est pas un « mauvais » opérateur. On s’attend donc a ce qu'une forme propre pour
cette espace corresponde a une forme propre pour 'espace Si_; via la correspondance de
Shimura. Or, le facteur pour p = 2 du produit eulérien (2.2.2) associée & Shf n’est pas
polynomial de degré deux en p~°. Ainsi, Shf ne peut correspondre a une forme propre
de niveau 1. Pour parer a cela, Kohnen a adapté la définition de Sh; vis-a-vis de 1'espace
plus, vu comme espace de formes niveau 1. Comme pour 'opérateur 7}, on donne ici la
définition de la correspondance de Kohnen-Shimura dans un contexte plus général.

Définition 2.2.3. Pour f(z) = 3 a(n)e(nz) € S (4M, x) (en reprenant les notations de
n=1 2

la définition 2.2.1) avec x réel et pour D un discriminant fondamental tel que (—1)*cD > 0,
on pose formellement

A0 _ g (10, (2) ) 3 2020

ns . 1 ns
et on définit alors I'image de f par la correspondance de Kohnen-Shimura comme étant

Shiif(z) = > Af(n)e(nz).

n>1

De plus, si Tptf = wp,f pour tout p alors on note Shf = 21 wpe(nz) la fonction
nz

associée au produit eulérien

2 heo-2s)
T (11— + o> )
p

qui a bien un facteur de degré 2 pour p = 2.

Remarque 2.2.3. Si dans la définition précédente on suppose que D est pair, alors on
4
vérifie facilement que (Q) X1 et (M> x coincident sur tous les nombres premiers et
donc que Sh}, correspond a la restriction de Shp| sur ST (4M, x). Une telle égalité n’est
2

plus vraie en dehors de I'hypothese ou D est pair.
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

On peut donc a présent énoncer le célebre théoreme de Kohnen sur la correspondance
entre les espaces S} (4) et Sy_;.
2

Théoréme 2.2.2. [IK6, Theorem 1] Si D est un discriminant fondamental tel que (—1)*D >
0 et si f appartient a SL1/2(4)’ alors Sh}f € Sap. De plus, Sh}, commutent avec les opé-
rateurs de Hecke i.e.

ShjThf = T,Shp f

pour tout p. Si [ est vecteur propre commun a tous les Tpt alors Shi, f = a(|D])Sh™ f avec
a(|D|) le |D|-iéme coefficient de f.
Par ailleurs, il existe un isomorphisme

D : SZ}—I/Q(4) — Sgg

qui est égal a une combinaison linéaire des opérateurs Shi, (pour les différents D) et qui

commute avec les T.
En particulier, [’espace SZ:LI/Q(ZL) posséde une base orthogonale de vecteurs propres

communs a tous les opérateurs Tpt avec p premier. Chacun de ces vecteurs est unique a
un facteur multiplicatif prés.

On dit que f € S} (4) est une forme propre si elle est vecteur propre commun & tous
2

les opérateurs T;; avec p premier.

Corollaire 2.2.1. Soit f € S} (4) une forme propre. Alors f est unique a un facteur
2
multiplicatif prés et il existe a € C* tel que pour tout z € H,

avec a(n) réel et algébrique pour tout n > 1.
Pour prouver ce corollaire, on a d’abord besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Les espaces vectoriels MZFH/Q(ZL) et Szrl/Z(Zl) (s’ils sont non-nuls) pos-

sedent des bases dont les éléments sont des formes a coefficients rationnels.
Preuve. On consideére I'isomorphisme

¢V = MZ;I/Q(AL)
donné dans la proposition 2.2.4, avec V := M, ® My_5 si £ est pair et V := M;_3® M;_5
si ¢ est impair.

Comme il existe une base de V' composée de couples de formes (f,g) a coefficients
rationnels (voir [B(]) et que ¢ préserve la rationalité des coefficients, il existe une base B
de M, /2(4) & coefficients rationnels. On en déduit alors qu’il existe une base de Sy /o(4)
a coefficients rationnels. En effet, cet espace est 'intersection des noyaux des formes
linéaires

Ly:f aO(f’gga)
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2 Du poids demi-entier au poids entier

avec a € {00,0,1/2} et ao(f) le coefficient constant de f. Mais la fin de la proposition
2.2.4 montre aussi que dim S, , ,(4) = dim M\, ,(4) — 1 ce qui signifie que les formes L,

sont toutes proportionnelles sur M 15(4) et donc

SJH/Q(ZL) =Ker L.

Comme L, est définie sur Q (i.e. sa matrice dans la base B est a coefficients ration-
nels), on peut construire une base de son noyau dont les éléments seront des combinaisons

linéaires rationnelles d’éléments de B et leurs coefficients de Fourier seront donc rationnels.
O

Preuve du corollaire 2.2.1. Le fait que f soit unique a un facteur multiplicatif pres est
une conséquence immédiate de la deuxieme partie du théoreme 2.2.2 et du fait qu’'une
forme propre dans Sj_; est unique a un facteur multiplicatif pres.

Pour la deuxieme assertion du corollaire, on remarque que les opérateurs de Hecke
préservent la rationalité des coefficients de Fourier d’apres le théoreme 2.1.4 et la définition
2.2.2. De plus, S} (4) posséde une base B’ de formes a coefficients rationnels d’apres le

2

lemme précédent. Les matrices des T ;5 dans la base B’ sont donc rationnelles, commutent
entre elles et possedent les mémes valeurs propres que les opérateurs de Hecke sur Sy
(qui sont réelles et algébriques). Ainsi, il existe une base de vecteurs propres communs
aux T;S qui sont des combinaisons linéaires sur K d’éléments de B’, ou K est le corps de
nombre engendré par les valeurs propres des 7,. O

Remarque 2.2.4. Comme mentionné dans [O, Remark 3.26], il n’existe pas a priori une
facon standard de renormaliser une forme propre f € S (4) de sorte que ses coefficients

2
soient réels et algébriques. Par exemple, imposer a(1) = 1 (si ce dernier est non-nul) ne
garantit pas en général que tous les coefficients soient réels et algébriques.

2.3 Le principe de multiplicité un

Par principe de multiplicité un, on entend bien siir une propriété du type

si [ est vecteur propre des opérateurs de Hecke T,, pour p ne divisant pas le niveau, alors
f est unique a un facteur multiplicatif pres.
Le théoréme 2.2.2 montre donc que ce principe s’applique dans l'espace Sy (4) qui

2
correspond en fait au niveau 1. Si 'on veut étendre ce genre de résultat a tout 1’espace
des formes de poids k/2 et en augmentant le niveau, alors il sera nécessaire d’introduire
la notion de forme nouvelle a I'instar des espaces de formes de poids entier.

Définition 2.2.4. Soient N et M des entiers positifs tels que N = 4M et M est sans

facteur carré. Soient x un caractére modulo N et k un entier impair. Si M est impair,

on définit (de deux fagons équivalentes) 'espace des formes anciennes de Si (N, x) et de
2

Sk (N, x) respectivement comme

SN, )= Y (Sg(4d/7x)+S§(4d’,x)|gUd2)

2

=) <5?5(N/p, x) + Si (N/p, X)IgUp2)
plM 2 2
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

SEUNX) = > (Sg(ﬁld’,x)+Sg(4d’,><)|gUdz)+51(N,X)+S?(N,X)|5U4

=> (Sg(N/p, X) + S&(N/p, X)IgUp2> + S5 (N, X) + 5S¢ (N, )5 Us.

p|M

Si M est pair, on pose

SN = X (Spud o + SEAd Uz )

2

=, (5?5(1\7/1?, X) + SE(N/p, x)lgUg‘z)
pIN 2 2

avec f|§U;';L = 73+(f|§Um).
D’apres le deuxieme point de la proposition 2.1.10, ce sont bien des sous-espaces de
ST (N, x) (respectivement S 5 (N, x)) dans tous les cas. On définit alors I'espace des formes
2

nouvelles de S} (N, x) comme
2
SE (N, x) = SE™(N, )+

ol I'exposant | désigne l'orthogonal dans S} (N, x) pour le produit hermitien de Peters-
son. 2
De méme, si M est impair, on pose

SE(N, x) = SN, x)*
2 2
tandis que si M est pair on pose simplement

SE(N, x) = SN, x).

2

Des principes de multiplicité un ne sont connus pour l'essentiel que de le cas ou

N = 4M avec M sans facteur carré et y est réel. Le premier résultat dans ce sens est

di & Kohnen [KK6], [I[X7] pour l'espace S (N, x) lorsque M est impair puis Manickam,
2

Ramakrishnan et Vasudevan | | généraliserent ce résultat a I'espace SRV (N, x). Pour
2

M pair, il aura fallu attendre les articles de Ueda et Yamana [UY] et Manickam [\[] pour
avoir un principe de multiplicité un sur SF™" (N, x) et S2(N, x). Un bon historique sur
2 2

le sujet peut étre trouvé dans | ].

Le théoréme suivant omet le cas ou M est pair. Néanmoins, si tel est le cas, on déduit
facilement de la proposition 2.2.3 que S7o4(4M) = P,SYY2M) et le corollaire 1 de
2 2

[UY] montre alors que S7"*V(4M) = P.Sp(2M). Compte tenu de leur action sur les
2 2

coefficients de Fourier, il est clair que les T)2 ou T’ p*; avec p t M commutent avec P,. Ainsi,
SEPY(4M) est isomorphe a SE¥(2M) en tant que module de Hecke.
2 2
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3 La question de Kohnen

Théoréme 2.2.3. | , Theorems 5 and 6][I<7, Theorem 2]
On pose N =AM avec M impair sans facteur carré. Sit est sans facteur carré alors
pour tout f € SRV(N), on a Shyf € SN (2M). Si D est un discriminant fondamental tel
2

que (—=1)¢D > 0 alors pour tout f € ST"Y(N), on a Shjf € S (M).
2

De plus, il existe des isomorphismes
@11 SI(N) = Sp(2M)

et
<I>2 . S—é—new( )_> Snew( )

qui sont des combinaisons linéaires des opérateurs Shy et Shj, respectivement. Ces deuz
isomorphismes commutent avec les opérateurs de Hecke.
En particulier, l'espace S (N) (respectivement SV (N)) posséde une base ortho-
2 2

gonale de vecteurs propres communs auzx opérateurs T2 pour p { N (respectivement Tpt
pour pt M) . Chacun de ces vecteurs est unique a un facteur multiplicatif prés et est donc
vecteur propre des autres opérateurs de Hecke T2 ou Tpﬁ pour p | N.

Par ailleurs, si f € SE(N) vérifie Tptf = w,f avec w, € C pour tout nombre premier

p, alors pour tout discriminant fondamental D tel que (—1)°D > 0 et tout entier n, on a

a|Dln?) = a(1D) X ) () & e (2.2.5)

dn
avec (wy), la suite des coefficients de Sh' f.

La différence entre les relations (2.2.3) et (2.2.5) vient du fait que 'algeébre de Hecke sur
I’espace de Kohnen n’est pas simplement la restriction de celle sur I'espace tout entier. En
général, les coefficients d'une forme propre dans S7 (N) ne vérifient pas la relation (2.2.3).

Il faut donc faire attention lorsqu’on parle de forme propre a bien préciser 1’espace sur
lequel on travaille.

3 La question de Kohnen

La correspondance de Shimura donne un lien fort entre les coefficients d’une forme de
poids demi-entier et une forme de poids entier. Si f € Spi1/2(V, x) est une forme propre
telle que

Tef=uw,f
pour tout p premier, alors les w, sont des valeurs propres d’opérateurs de Hecke sur
Sae(N/2,x?) donc vérifient la borne de Deligne [[)4]

Jwp| < 2p" 12

pour p { N/2. Des calculs plus élémentaires montrent qu’on a méme |w,| < p*~/2
tout p (voir par exemple | , Theorem 2.1]).

pour
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

En particulier, d’apres (2.2.3),
la(tn?)| <. |a(t) |1/ (2.3.1)

pour tout € > 0 et pour tout entier n > 1. De la méme facon, si f € SZrl/Z(N) est une
forme propre de 'espace de Kohnen, d’apres (2.2.5) on a

la(IDIn?)| <. Ja(|D])|n’~ 2+ (2.3.2)

pour tout € > 0, pour tout entier n > 1 et pour tout discriminant fondamental D tel que
(-=1)‘D > 0.

Estimer les coefficients de f revient donc a estimer ses coeflicients a(t) ou a(|D])
suivant le cas. Malheureusement, telle qu’on I’a présentée, la correspondance de Shimura
échoue a donner des informations sur ces coefficients.

3.1 Formule de Waldspurger

En 1981, Waldspurger [\W?2] établit la célebre formule qui porte son nom et qui fait le
lien entre la valeur du coefficient a(t) (¢ sans facteur carré) d’une forme propre f de poids
demi-entier et la valeur centrale de la fonction L associée a Shf tordue par un caractere
quadratique. La méme année, Kohnen et Zagier [I[{”] rendent encore plus explicite cette
formule dans le cas d’une forme propre de S5 (4) .

2

Soit N > 1 un entier divisible par 4, y un caractére modulo N et k > 3 un entier. On
rappelle que pour ¢ un entier sans facteur carré, on note y; le caractére défini par

wto = (S0 wiw

n

pour tout entier n et avec ¢ = (k —1)/2.
Soit F' € Si_1(M, x?), pour un certain entier M | N/2, de série de Fourier

F(z) =) a(n)e(nz)

n=1

pour tout z € H. Alors la forme tordue définie par

Fy,(2) = >_Xi(n)a(n)e(nz)

n>1

appartient a S;_;(16t2N?) d’apres | , Proposition 3.1]. Si on suppose de plus que F
est vecteur propre des opérateurs de Hecke T}, pour presque tout p premier (i.e. sauf
éventuellement un nombre fini), alors il en est de méme pour Fy, et il existe ainsi une
unique forme nouvelle F%g de poids k—1 dont les coefficients de Fourier (b(n),>1) vérifient

pour presque tout p premier.
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Théoréme 2.3.1. Si N/4 est pair alors on suppose que le conducteur de x est divisible
par 16. Soit f € S (N, x)\{0} de série de Fourier

fz) =>_a(n)e(nz)

n>1

et telle que Tp%’N’Xf = wyf pour tout p premier avec pt N. Si k = 3 alors on suppose de
plus que [ est dans l’orthogonal de [’espace engendré par les séries théta.

Soit F € Sp(M,x?) telle que M | N/2 et Tlﬂ“*l’M’XQF = wyF pour tout p { M
(Uezistence d’une telle forme est assurée par la correspondance de Shimura).

Alors, il existe une fonction bornée cy : N° — C, ne dépendant que de f , telle que
pour tout entier t sans facteur carré,

a(t)? = cy(t)L(1/2, Fy,)t"/*!
avec F%t définie comme précédemment, de coefficients de Fourier (b(n),>1), et

b(n)
L(S, FYt) = Z W

n=1

Preuve. Expliquons rapidement comment ce théoreme se déduit du théoreme 1 de [\W?2].
On remarque déja que pour f fixée, la forme F' du théoreme 2.3.1 est unique a un facteur
multiplicatif pres d’apres le principe de multiplicité un en poids entier. Donc on en fixe
une et ainsi, toute constante dépendante de F' ne dépend en fait que de f.

Dans l'introduction de [W?2], Waldspurger définit deux hypotheses associées & F' qui
permettent d’appliquer son théoreme. On rappelle leurs définitions. On note p la repré-
sentation automorphe de GLo(A) associée a F', avec A 'anneau des adeles de Q. Pour p
un nombre premier, on note alors p, la représentation locale de GL2(Q)) associée & p. Si
1 et pg sont des caracteres de Q) alors on note 7(p1, p12) la représentation de GLy(Q,)
induite par le caractére du sous-groupe des matrices triangulaires supérieures défini par

(8 2) ((1) f) = (@) pa(b).

Pour tout p sauf éventuellement un nombre fini, p, est de la forme m(uy, o) avec
1 # o - |;tl. Dans ce cas, on dit que p, est principale. Dans les autres cas, p, peut étre
soit une sous-représentation irréductible d'une représentation de la forme m (g1, i1 - [3)
(on dit alors que p, est spécial), soit p, est dite supercuspidale. Cette derniere notion
signifie en particulier que les coefficients ar(n) de F sont nuls dés que p | n et ceci ne
peut arriver que si p? | M (voir [I[<4, Theorem 9.27] par exemple). Pour plus de détails
sur ces notions, le lecteur est renvoyé a [GH].

On pose alors

(H1) Pour tout p premier, si p, = (1, pt2) est principale alors p1(—1) = pa(—1).
(H2) Lune des conditions suivantes est vérifiée :
(a) po n'est pas supercuspidale,
(b) 16 divise le conducteur de ((_‘l)z) X,
(c) 16 divise M.
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La premiere hypothese du théoreme 2.3.1 implique que F' vérifie bien les hypotheses
(H1) et (H2). En effet, (H1) est automatiquement vérifiée d’apres le résultat de Flicker
[W2, Proposition 2| car F' est I'image par la correspondance de Shimura d’une forme de
poids demi-entier non-nulle. De plus, si N/4 est impair, alors 4 ne peut diviser M donc
F' n’est pas supercuspidale en 2.

Ainsi, le théoreme de Waldspurger implique que a(t) est une combinaison linéaire de
termes de la forme

a(t) = Z ATt (8

ou AF : N’ — C vérifie pour tout ¢ sans facteur carré
AF (02 = £(1/2,%,)L(1/2, Fy,)

avec £(1/2,%,) = i°G(x:) et ou G(x;) est la somme de Gauss normalisée associée a y; et
e = 0 ou —1 suivant si £ est pair ou non.
Les fonctions ¢J sont définies dans [\W?2, Partie VIII]. Elles ne sont pas tout a fait

constantes sur N’ mais on peut montrer qu’elles sont bornées (c’est un peu long mais
, 2

élémentaire). En posant c(t) = £(1/2, ;) (Zj AT, cz(j)(t)> , on obtient le résultat voulu.

m

La fonction ¢y du théoreme n’est pas explicite mais on peut contourner ce probleme
comme ’a fait Waldspurger en établissant la formule suivante.

Corollaire 2.3.1. [\W?2, Corollaire 2] On reprend les notations du théoréme précédent.
Soient ty et ty des entiers positifs sans facteur carré tels que ty/ty € Q) 2 pour tout p{ N.
Alors,

a(ty)?L(1/2, F x X, )57 = x(t1 /ta)a(ts)? L(1/2, F x x, )ty

Une conséquence tres importante de ce théoreme est que si 'on veut majorer les
coefficients a(t) de f avec t sans facteur carré, il suffit d’obtenir des bornes pour les valeurs
centrales de fonctions L de formes de poids entier tordues par un caractére quadratique.
C’est I'objet du corollaire suivant. On suppose connue 'existence d'un p > 0 tel que pour
toute forme propre F' € S;,_1 (NN, x?) et tout caractére réel ¢ de conducteur ¢, on a

1L(1/2, Fy)| <F ¢ (2.3.3)
Alors le théoreme 2.3.1 implique immédiatement que

Corollaire 2.3.2. Si N/4 est pair alors on suppose que le conducteur de x est divisible
par 16. Soit f € Sg (N, x) de série de Fourier

f(z) = a(n)e(nz).

n=1

Si k = 3 alors on suppose que f est dans l’orthogonal de [’espace engendré par les
séries théta.
Soit t > 1 un entier sans facteur carré, on a

ja()[* <p #2710

ot p est défini comme dans [’inégalité (2.3.3).
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k
Preuve. Puisque les opérateurs de Tp%’N’X pour p{ N sont simultanément diagonalisables

k
sur S k (N, x), il suffit de vérifier I'inégalité du corollaire pour f vecteur propre des Tp%’N’X
avec p 1 N, c’est-a-dire que [ vérifie les conditions du théoreme 2.3.1 et donc on a le
résultat d’apres l'inégalité (2.3.3).

O

L’étude de la valeur centrale L(1/2, F) est un sujet de recherche a part entiére toujours
actif actuellement. En particulier, trouver des bornes non-triviales de cette quantité en
fonction du conducteur de ¢ est une tache difficile.

Tout d’abord, compte tenu du théoreme 2.3.1, il suffit d’étudier le cas ot F' € Spe¥ (N, x)
est vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke. Si le conducteur de ¢, noté (1)),

est premier avec N, alors N
Fy=F 7

avec 1 le caractére primitif modulo c(v) qui engendre 1. En effet, les deux membres de
cette égalité sont des formes nouvelles propres ayant les mémes p-iémes coefficients pour
presque tout p premier. On peut ainsi souvent se ramener au cas ou ¥ est primitif modulo
¢, premier avec N. La fonction L(s, Fy;) satisfait alors une équation fonctionnelle de la
forme

A(F'—N‘S/Q isp EL — O A(] — L

S, 1/,) = (27‘_) s+ 9 (S, Fl/)) = Cw (1 S,Fw)

avec Cy une constante de module 1 et explicite en fonction des parametres (voir par
exemple [1.1, Theorem 6]).

Une premiere majoration « simple » serait d’obtenir une inégalité du type (2.3.3) en
appliquant le principe de Phragmén-Lindelof ([:2, Theorem 8.2.1]) & A(s, Fy;). Dans ce
cas, on montre qu’on peut prendre p = 1/2+¢ pour tout € > 0. Ce qu’on entend donc par
bonne majoration, ¢’est une inégalité du type (2.3.3) avec p < 1/2. Ce type d’inégalités est
plus généralement appelée borne sous-convexe dans la littérature. L’hypothese de Riemann
généralisée implique que p = € et cette propriété est appelée conjecture de Lindelof. Une
bonne introduction sur ce sujet peut étre trouvée dans | I [ I, [ et ] ]

Dans le cas ou F est une forme modulaire cuspidale, nous allons citer le meilleur
résultat que I'on connaisse a ce jour di a Conrey et Iwaniec. Si ¢ est un entier impair sans
facteur carré, alors il existe un unique caractere primitif réel modulo ¢ qui est (H) avec
+q = 1 [4]. Dans tous les cas, ce caracteére coincide en fait avec le symbole de Jacobi i.e.
pour tout p premier ne divisant pas ¢, on a

p q
Le lemme suivant montre méme que si ¢ = (5) alors F’¢ = F, pour toute forme propre
F' de niveau gq.

Lemme 2.3.1. Soient k et q des entiers avec q impair sans facteur carré. Si F' € Sk(q)
(pas nécessairement nouvelle), de coefficients (a(n)),>1, est vecteur propre pour tous les
opérateurs de Hecke, alors F, € Sp*¥(¢*). Ici, F, désigne la forme tordue de F par (5)
ie.
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Preuve. Quitte a renormaliser F', on peut supposer que a(1) = 1. On sait déja que Fj,
vérifie

p
T, Fy = <q> a(p)Fy pour ptyq,
T,F, =0 pourp]g.

D’apres [L1, Theorem 9], pour montrer que F, est une forme nouvelle, il suffit alors de
prouver l'existence d'un vy € C tel que

0 -1
FQ|k<q2 0>:’qu

car ici les coefficients sont réels. Ceci est élémentaire lorsqu’on remarque que pour tout u
et «' inversibles modulo ¢ tels que uu’ = —1[g|, on a

(6506 )=o) 6 )

0 -1 1 x (U q Uu 0 -1
F, = —|F
e o) =m0 ) )

et donc

]

Théoréme 2.3.2. [C], Corollary 1.2] Soient k, N et q des entiers positifs avec k > 12, q
impair sans facteur carré et N | q. Soit F' € Sp*(N) une forme propre. Alors,

L(1/2,F) <. q"/%"*
ot Fy est la forme cuspidale tordue par le symbole de Jacobi (6)

On en déduit alors I'estimation suivante sur certains coefficients de Fourier de formes
de poids demi-entier.

Proposition 2.3.1. Soient k > 13, M en entier impair sans facteur carré, x un caractére
quadratique modulo 4M de conducteur 4°q (e € {0,1} et q | M) et f € S{(4M,x) de
2

coefficients de Fourier (a(n)),s1. Alors,
la(n)| g nP/A1 216 (2.3.4)

pour tout € > 0 et pour tout entier n = |D|m? avec m € N et D un discriminant
fondamental impair tel que (—1)'D > 0 et M/q divise D .
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3 La question de Kohnen

Preuve. D’apres la relation (2.2.4) qui est encore vraie pour les formes cuspidales, on a
f= g|§Uq avec g € St (4M). Par ailleurs, d’apres [I<7, Partie 5], on a
2

SEUM) = @ 57 ()5 Ui
2 dr|M 2

donc il suffit de montrer le résultat pour g € S (4M) (avec M quelconque mais impair
2

et sans facteur carré). D’apres le théoréme 2.2.3, on peut méme supposer que f est vecteur
propre pour tous les opérateurs de Hecke puisque ceux-ci engendrent S}V (4M).
2

Dans ce cas, on a F' = Sh™g € St%(M) d’apres le théoréme 2.2.3. D’apres le théoréme
2.3.2, on a
L(1/2,F) <o t'/3+e

pour tout ¢ impair sans facteur carré et tel que M | ¢.
Soit D un discriminant fondamental impair tel que (—1)*D > 0, alors t = |D| est
impair et sans facteur carré. De plus, le caractere y; = (Q) Xo (avec xo le caractere trivial

modulo 4) est engendré par le caractere (—) La formule de Waldspurger implique alors

t
que
|a(t)| <<f€ tk/4—1/2+1/6+a

pour tout € > 0 et donc pour tout ¢ impair sans facteur carré tel que M | t.
D’apres la relation (2.2.5), on en déduit le résultat pour les entiers n = tm? avec m

quelconque.
O

A notre connaissance, il n’existe pas de moyen de généraliser inégalité (2.3.4) a tout
entier n. Le théoreme 2.1.2 reste donc une meilleure estimation dans bien des cas.

Une autre application du théoreme, plus liée au corollaire 2.3.1, est que 'annulation
des coefficients a(t) avec t sans facteur carré est équivalente a I'annulation de la valeur
centrale de certaines fonctions L de formes modulaires. Plusieurs résultats sur ce sujet
peuvent se trouver dans | ] ou [J2].

Finissons cette partie en citant le résultat de Kohnen et Zagier qui explicite la fonction
constante) ¢y dans le cas ou f € Sy (4) (on peut alors supposer que k > 13 sinon cet
f k
2

espace est nul [IK0, Proposition 1]). Leur formule pour c¢;(t) n’est valable que dans le cas
ot t = |D] avec D un discriminant fondamental tel que (—1)*D > 0. Ceci n’est pas une
restriction puisque les coefficients a(n) de f sont nuls dés que (—1)n = 2 ou 3 mod 4.
Ainsi, pour (—1)n = 0,1 [4] on écrit n = tm? avec t sans facteur carré. On pose alors

et on voit que I'entier n s’écrit de maniére unique n = |D|m/? avec D un discriminant fon-
damental tel que (—1)*D > 0. D’apres I’égalité (2.2.5), connaitre les coefficients a(|D|) et
les valeurs propres associées a une forme propre f revient a connaitre tous ses coefficients.
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CHAPITRE 2 : Formes modulaires de poids demi-entier

Théoréme 2.3.3. [[XZ, Theorem 1] Soit f € Serl/Q(Zl) vecteur propre pour tous les opé-
rateurs Tpt. On note a(n) ses coefficients de Fourier et on pose F' = Sh™ f (voir définition

2.2.8). Soit D un discriminant fondamental tel que (—1)°D > 0. Alors,

a(opp = CE T e s R )

nt(F, F)
ot L(s,F,D) = (%) ap(n)n=GH1/2) et
n>1
dxdy
F,F:—/ F(z) 22 %Y
e Vol(I'o(1)\#) rur Y
Remarque 2.3.1. Kohnen [I<7] a généralisé ce résultat a toute forme propre de S | Jo(4M)

avec M impair et sans facteur carré.

D’apres le corollaire 2.2.1 et le théoréme 2.3.3, si f est une forme propre de S} (4),
2

normalisée de sorte que ses coefficients a(n) soient réels pour tout n, alors
a(|D|)? = cL(1/2,Sh* £, D) > 0

avec ¢ > (0 et pour tout discriminant fondamental D. La question de Kohnen peut donc se
formuler ainsi : quelle racine carrée de cL(1/2,Sh™ f, D) est-elle égale & a(|D|) ? Autrement
dit, quel est le signe du coefficient a(|D|)?

3.2 Signes des coefficients de formes de poids demi-entier

De maniere générale, et par extension de la question de Kohnen, on peut s’intéresser
au signe, c’est-a-dire au caractere positif ou négatif, des coefficients des formes de poids
demi-entier. C’est un aspect de la théorie des formes modulaires qui est devenu un sujet
d’étude a part entiere. De nombreux articles traitent notamment des changements de signe
dans la suite des coefficients d’une forme de poids entier (voir | 1,1 1, | ]

ou [LR]). Soit
f(z) = a(n)e(nz) (2.3.5)
n>1
une forme propre de Syi1/2(N) avec £ > 2. On suppose que les coefficients a(n) sont tous
réels. Pour (ng)ren une suite croissante d’entiers naturels, on appelle changement de signe
dans la suite (a(ny))r un couple d’entiers positifs (ki, ko) tel que ky < ko, a(ng, )a(ng,) <0
et a(ng) = 0 pour tout entier k tel que k; < k < k.

Soit t un entier positif sans facteur carré tel que a(t) # 0. Bruinier et Kohnen [BK] ont
d’abord montré sous certaines hypotheses qu’il y a une infinité de changements de signe
dans la suite (a(tn?)),>1 et des résultats d’équirépartition ont été établis dans [[\V] et
[ | & propos des signes des a(tn?) pour n > 1. Dans | | et [ ], les auteurs
étudient le cas de (a(t)),cn €t prouvent aussi I'existence d'une infinité de changements de
signe mais cette fois dans une version quantitative.

Puis, Meher et Murty | | ont tourné leur attention sur la suite complete (a(n)),>1
et ont obtenu un résultat similaire lorsque f est une forme propre de Sjﬂ /2(4). En détec-
tant des changements de signes, ils ont prouvé en particulier que

Hn <z ‘ a(n) s O}' > x2T/70E (2.3.6)
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pour tout € > 0 et = assez grand. Dans | |, les auteurs améliorent cette estimation
en remplacant 1’exposant 27/70 — & par 1/2 et ils généralisent cela lorsque n est restreint
a une progression arithmétique de module fixé.

D’importants progres ont été faits tres récemment sur le sujet dans [L1]. En effet,
sous les mémes hypotheses, Lester et Radziwilt montrent que pour tout £ > 0 et pour z
assez grand, il y au moins z'~¢ changements de signe dans la suite (a(n)), avec 1 < n < x
et ou n décrit les discriminants fondamentaux de la forme n = 4t avec ¢ pair et sans
facteur carré. Cela améliore donc énormément 'estimation en (2.3.6) mais en fait, en ce
qui concerne la quantité de signes plus ou moins, les auteurs vont plus loin. En utilisant
un résultat d’Ono et Skinner [O5], ils prouvent le théoreme suivant.

Théoreme 2.3.4. Soit { > 2 un entier et soit f € SZFI/Q(éL) une forme propre de l’espace
de Kohnen normalisée de sorte que ses coefficients (a(n)),>1 soient algébriques et réels
(voir corollaire 2.2.1). Alors, pour x suffisamment grand, on a

{n<a|am) >0} >,

x
et n<xlan) <0y > ——.
log H h ‘ (n) H flogx
Lester et Radziwill donnent une preuve assez rapide de ce résultat en passant sous
silence certains détails techniques. On reprend ici cette preuve en détaillant les choses au
maximum. On aura notamment besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3.2. Soit f € Spi1/2(N, x) dont on écrit le développement en série de Fourier
comme en (2.3.5). On suppose que f est soit une forme propre (pour tous les opérateurs
de Hecke) de Sy1/2(N,x), soit une forme propre de SZSA/Q(N, X). St a(n) =0 dés que n
n’est pas un carré alors f = 0.

Preuve. D’apres I'inégalité (2.3.1) ou (2.3.2), on a |a(n?)] <. n“"Y2* pour tout n > 1
et tout € > 0. Ainsi, pour tout x > 1, on obtient

Z |a(n2)‘2 <<f,€ xé—i—e
n<y/T

mais cette derniere inégalité rentre en contradiction avec le corollaire 2.1.1 si f # 0. En
effet, par hypotheése sur les coefficients de f, le membre de gauche de l'inégalité vaut

> a(n)]*.
n<e

O
Preuve du théoréme 2.3.4. La preuve se base sur le lemme fondamental de [O5]. Ce lemme

stipule en particulier que si f est une forme de poids demi-entier et de niveau N telle
que ses coefficients a(n) sont algébriques et que a(t) # 0 pour au moins un ¢ € N°\{1}
premier avec N, alors pour x assez grand,

i

{DeD|1<|DI <z et a(|D]) #0}] > (2.3.7)

log x
ou D désigne I'’ensemble des discriminants fondamentaux.

Pour pouvoir appliquer ce lemme, il nous faut d’abord vérifier ses hypotheses. On sait
déja que les coefficients de f sont algébriques donc on va montrer qu’il existe t € N°\ {1}
impair tel que a(t) # 0. Supposons par 'absurde que ce n’est pas le cas et considérons
un entier n > 1. Puisque f appartient a l’espace plus, on sait déja que a(n) = 0 si
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(—=1)n = 2,3 [4]. Si (—1)'n = 1 [4], alors n s’écrit sous la forme n = |D|m? avec D € D
impair. Ainsi, '’équation (2.2.5) implique que a(n) = 0 sauf éventuellement si |D| = 1.
Maintenant, si n = 0 [4] alors n s’écrit sous la forme n = 47n’ avec 4 1 n’. D’apreés ce qui
précede, a(n') = 0 sauf éventuellement si n’ est un carré. Or, puisque f est une forme
propre pour T, , on a, d’apres la définition 2.2.2,

a(4'n') = ()\(2) - <(_;)én> 26‘1> a(477 ') — 2" a(472))

olt A(2) désigne la valeur propre pour T associée & f. On montre ainsi par récurrence
que si a(n’) = 0 alors a(n) = 0.

Par conséquent, les coefficients a(n) sont nuls dés que n n’est pas un carré, ce qui,
d’apres le lemme 2.3.2, entraine que f = 0 et aboutit a une absurdité. On a donc vérifié les
hypotheses du lemme fondamental de [O5], il reste alors & montrer que (2.3.7) implique
le résultat.

Soit D € D tel que a(|D|) # 0. Pour tout nombre premier p, d’apres la relation (2.2.5),

a(|D[p?) = a(|DJ) <)\(p) . (?) pe—1>

ot \(p) est la valeur propre associée a T;;. Le théoréme 2.2.3 montre que A(p) est en fait
une valeur propre d'un opérateur de Hecke 7}, en poids 2¢. Cela implique notamment qu’il
existe p > 2 tel que A\(p) < —p~L. En effet, on peut voir cela comme une conséquence de
I’équirépartition des valeurs propres normalisées A(p)p~“~1/2) dans [—2, 2] selon la mesure
de Sato-Tate (voir | ]). Ainsi, a(|D|) et a(|D|p*) ont des signes opposés et ce pour
tout D tel que a(|D|) # 0 (mais p reste fixe). De plus, |D|p? n’est pas égal a la valeur
absolue d'un discriminant fondamental donc pour chaque D tel que a(|D|) # 0, on peut
associer de maniere injective un coefficient strictement positif et un coefficient strictement

z/p?
7y pour z assez grand

négatif. Puisque le nombre de |D| < x/p* en question est > Toate /7

d’apres (2.3.7) , on obtient la conclusion souhaitée.
[

Remarque 2.3.2. Dans [[.1}], les auteurs ne prennent pas la peine de vérifier que a(t) # 0
pour un certain ¢ € N°\{1}. Ce genre de résultat bien connu peut notamment se déduire
de la correspondance de Shimura et de 1’étude des moments des valeurs centrales de
fonctions L associées a une forme de poids entier tordue par des caracteres quadratiques.
Notre contribution ici provient donc de 'utilisation du lemme 2.3.2.

Le théoréme 2.3.4 est le résultat le plus proche de la réponse conjecturale a la question
de Kohnen, qui est que les signes des a(n) s’équirépartissent. En fait, on conjecture méme
que la proportion de changements de signe tend vers 1/2.

On étudiera ce genre probleme au chapitre 4. En particulier, on s’appliquera a détecter
une certaine proportion de signes positifs ou négatifs dans la suite (a(n)),, ou les n sont pris
dans une progression arithmétique. De plus, I’hypothese que f est une forme propre sera
enlevée, ce qui constitue un progres majeur comparé aux précédents résultats puisque dans
ce cas, on ne peut pas utiliser la formule de Waldspurger ainsi que la quasi-multiplicativité
des coefficients de Fourier.
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Chapitre 3

Coefficients de Fourier en
progression arithmeétique

Nous allons a présent étudier le comportement probabiliste des sommes de coefficients
de Fourier de formes modulaires de poids demi-entier dans les progressions arithmétiques.
Il sera établi un résultat analogue a ceux issus des précédents travaux de Fouvry-Ganguly-
Kowalski-Michel et de Kowalski-Ricotta dans le cas du poids entier. On montre en fait
que les sommes que 'on considere s’équirépartissent selon un mélange de lois gaussiennes
lorsque les parametres tendent vers l'infini et dans un domaine de convergence précis. Ce
résultat apparailt comme une conséquence de 1’équirépartition asymptotique des sommes
de Salié.

1 Introduction

1.1 Le contexte mathématique

Soit f une forme cuspidale de poids k € %Z. Dans tout le chapitre, on s’intéresse
aux sommes dans les progressions arithmétiques de ses coefficients de Fourier normalisés
Foo (n) & la pointe infinie. Soient ¢ un entier, w : RY — R, une fonction C> a support
compact et X un nombre réel strictement positif. Posons

A n
S(X,q,0) = Y fe(n)w <X> (3.1.1)
n=a [q]
pour tout entier a premier avec q.

Selon la square root cancellation philosophy, on s’attend a ce que le module de S(X, ¢, a)

soit du méme ordre de grandeur que \/X/q puisque la taille de I'intervalle de sommation
vaut essentiellement X/q et que les termes de la somme sont bornés en moyenne. Cette
philosophie nous amene ainsi a considérer

S(X
B(X,qa) = 2009 (3.1.2)
X/q
Dans | ], une étude probabiliste de cette quantité est réalisée lorsque ¢ est un

nombre premier et les deux parametres g et X tendent vers 'infini dans un certain domaine
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de convergence. Précisément, les auteurs calculent les différents moments de E(X,q,a)
et 'introduction du poids lisse w dans (3.1.1) assure la convergence de ces moments. En
particulier, le résultat suivant est prouvé.

Théoréme 3.1.1 (Fouvry, Ganguly, Kowalski, Michel | ]). Soient p un nombre
premier impair et f une forme propre de Hecke de niveau 1 et de poids entier k. Si X
vérifie p*~¢ <. X = o(p?) pour tout € > 0, alors la suite de variables aléatoires

F, — R
a +— FE(X,pa)
définies en (3.1.2), converge en loi quand p — 400 vers une variable aléatoire gaussienne

d’espérance nulle et de variance explicite en fonction de la norme de Petersson de f et
de la norme L? de w.

Remarque 3.1.1.

e En fait, les auteurs de | ] établissent la convergence du terme d’erreur « na-
turel »
S(X7p7 ) — MP
X/p

avec M, = % > foo(n)w (%) Cependant, le terme principal M, tend tres rapide-
n=>1
ment vers 0 (c’est d’ailleurs bien précisé au début de leur article).

e Quitte a les multiplier par un méme scalaire, les coefficients de Fourier de f sont
réels puisque, dans ce cas, les valeurs propres des opérateurs de Hecke le sont.

Certaines propriétés analytiques des sommes de type (3.1.1) sans poids lisse w ont été
étudiées dans plusieurs travaux antérieurs a | ]. Le calcul de la variance lorsque le
poids k est un entier a d’ailleurs été I'objet de nombreux articles (voir par exemple [32],
12 ou [1.7]).

Evidemment, la somme (3.1.1) n’est intéressante que si ¢ < X. Dans [[.7], la variance
devient méme treés explicite lorsque X'/? < ¢ < X tandis que le cas ot ¢ < X'/? reste
plus mystérieux. Précisément, Lau et Zhao montrent que pour X/?*¢ <« ¢ < X'~¢ on a

2

q
ST Y fuln)| ~epX quand X — +o00 (3.1.3)
a=1' n<X

n=ald

et ou c¢f est le résidu en s = 1 de la fonction L de Rankin-Selberg de f.
En revanche, si X/4*¢ < ¢ < X/27¢ alors la somme estimée dans (3.1.3) est bornée,
& constante multiplicative pres, par ¢X'/? = o(X).

En fait, si on enléve le poids lisse w dans la définition de E(X, p,a) alors le théoreme
3.1.1 reste vrai. Ce fait non-trivial est démontré dans [L.Y].

Le théoreme 3.1.1 a été généralisé dans [I[<1}] a toute forme propre de Hecke-Maass pour
le groupe GL,. Ceci dit, dans ce cas les coefficients de Fourier ne sont pas nécessairement
réels (méme apres renormalisation). La loi asymptotique que l'on trouve est toujours
gaussienne mais potentiellement & valeurs complexes (ou C est identifié & R?).
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Rappelons que si f est une forme propre de Hecke-Maass pour GL, alors elle a des
coefficients de Fourier de la forme

af(ml, Ce ,md_l)

pour tous entiers mq,...,mg_o > 0 et my_1 # 0. Si, dans ce cas, on pose

foo(n) =as(n) =ar(n,1,...,1)

pour tout n > 1, alors ces coefficients vérifient

ag(m) = ag-(m)

ou f* est la forme duale de f. Ainsi, ces coefficients sont réels si f est auto-duale i.e.
=1

Le résultat suivant est établi dans [I[<R].

Théoréme 3.1.2 (Kowalski, Ricotta [[<1R]). Soient p un nombre premier impair et f
une forme propre de Hecke-Maass pour GLy (paire ou impaire) de coefficients de Fourier
foo(n) = ap(n,1,...,1) avec foo(1) = 1. Si X wérifie p~< <. X = o(p?) pour tout & > 0,
alors la suite de variables aléatoires

F, — C

a — FE(X,pa)

définies en (3.1.2), converge en loi lorsque p — 400 vers une variable aléatoire gaussienne
réelle ou complexe suivant si f est auto-duale ou non. Cette gaussienne est d’espérance
nulle et de matrice de covariance explicite en fonction de la norme de Petersson de f et
de la norme L? de w.

Dans le cas du théoréme 3.1.2 pour d > 2, la méthode utilisée dans [I.Y] ne s’applique
plus mais on conjecture que le poids lisse dans la définition de F(X, p,a) peut encore étre
enlevé.

1.2 Enoncé des résultats principaux

A la fois dans [ | et dans [IKXRR], les auteurs établissent un développement asymp-
totique du v-ieme moment de F(X, g, -) et montrent que le terme principal vaut

v/2
(52|y2y/2< /2] v/
pour un certain V' > 0. Ceci correspond bien au v-iéme moment d’une loi normale de
variance V.

Le but de cette étude est de calculer ces moments dans le cas d'une forme de poids
demi-entier et ot le module ¢ de la progression arithmétique est une puissance de nombre
premier. On verra alors que le comportement asymptotique mis en évidence dans ce cas
est bien différent de ceux rencontrés dans | | et [KR].

Notre premiere contribution se concentre uniquement sur les moments de F(X,gq, ).
Afin d’exploiter la multiplicativité des coefficients de f, on aura besoin de faire I’hypothese
suivante. On rappelle que pour f € Spi1/2(N, x) (respectivement Sl:—l/2(N’ X)), on dit
que f est une forme propre si elle est vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke

ZQH/ZN’X (respectivement TZH/2 NX’+) avec p premier. De plus, on note fy = f\gH/QWN S

St+1/2 (N, (ﬂ> ) I'image de f par l'involution de Fricke.
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Hypothese 3.1.1. Pour f € Spi1/2(N), avec £ > 1, on suppose qu’au moins I'une des
conditions suivantes est vérifiée :

1. N =4 et f est une forme propre.

2. fo est une forme propre.

3. fo € Sz;l /2 (N , (ﬂ)) est une forme propre de ’espace de Kohnen.

Par ailleurs, dans le cas ou £ = 1, on suppose que f est dans I'orthogonal du sous-espace

engendré par les séries théta.

Dans I’énoncé qui suit, la dépendance exacte en les parametres initiaux est omise. Cet
aspect sera traité plus tard. Pour éviter des problemes de notation, on notera plutot N’
le niveau de la forme.

Théoreme 3.1.3. Soit f € Sy1/2(N’) une forme cuspidale de poids demi-entier vérifiant
Uhypothése 3.1.1. On définit E(X,q,a) comme en (3.1.2). Soit v > 0 un entier et e €
{£1}. Il existe une constante explicite C,, dépendant seulement de v telle que pour toute
puissance d’un nombre premier ¢ = p~ avec pt N', tout X > 0 et tout € > 0 vérifiant

1 < y+a2r? o Cuq
ouY =N'¢*/X, on a

v/2

X s (3 (3.1.4)

v/2+e
+0 (Y—W?—“)*‘f i )

p

ot a € [0,1/2[ est défini en (3.2.3), fo(n) est le n-iéme coefficient de Fourier normalisé
de f a la pointe 0 et B est une fonction C* a décroissance rapide et ne dépendant que de
w et l.

On prouvera méme une version plus élaborée de ce théoreme avec plus de flexibilité en
les parameétres (voir théoremes 3.6.1 et 3.6.2). Le fait que le terme d’erreur soit non borné
lorsque p est fixé et Y — 400 est une des premieres complications. On verra que dans ce
régime de convergence, on peut définir a partir de S(X,¢,a) un analogue de E(X,q,a)
qui converge.

En revanche, si on veut rendre ce terme d’erreur négligeable pour tout v, alors Y doit
croitre moins vite que toute puissance de p. Ce faisant, le symbole de Legendre tordant
la somme du terme principal engendre une difficulté supplémentaire. En effet, controler
une somme courte tordue par un caractére de grand conducteur est un probleme tres
délicat en général. En fait, différents comportements peuvent apparaitre et on explicitera
précisément I'un d’entre eux dans la proposition 3.8.1. On reviendra en détail sur cet
aspect du probléme dans la section 8 et on en déduira un analogue des théoremes 3.1.1
et 3.1.2 pour une sous-suite de F (X, q,a).
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Corollaire 3.1.1. Soit f € Spi1/2(N') une forme cuspidale de poids demi-entier vérifiant
Uhypothése 3.1.1. On suppose que ses coefficients de Fourier d la pointe 0 sont réels (i.e.
fo(n) € R pour tout n). On définit E(X,q,a) comme en (3.1.2). Soit (qx)k>1 une suite
de puissances de nombres premiers, disons qp = pév’“, ot (pr)r est la suite des nombres
premiers. Si (Xg), est une suite de réels strictement positifs telle que

3

% = o(loglogpy) et X =o(q}) quand k — +oo (3.1.5)
k

alors il existe une sous-suite de la suite de variables aléatoires

Z/quX — R
a = E(Xk7Qk7a)

QUZ converge en loi vers la loi mixte
15 + 1/\/(0 2Viw)
92 0 92 ) faw

ot dg est la mesure de Dirac en 0 et N'(0,2V},,) est une loi normale d’espérance nulle et

de variance 2Vy,, = 2(1,4(2%:/1;; (f, D|wl||3 avec {f, f) défini comme en (2.1.1).

Remarque 3.1.2.

e Le régime de convergence (3.1.5) peut étre élargi si on suppose certaines conjectures
classiques. Par exemple, sous GRH il suffit d’avoir seulement ¢ /X = o(log py).

e Supposer que les coefficients sont réels est crucial. C’est cependant une hypothese re-
lativement classique que 1’on fait souvent dans les articles qui traitent des formes de
poids demi-entier. Notamment dans 'étude des changements de signes de (foo (n))ns1
(voir [BK], | ] ou | |). De plus, 'hypotheése que f ou fy est une forme
propre entraine souvent qu’a renormalisation pres, ses coefficients sont réels (voir
par exemple le corollaire 2.2.1). Des exemples explicites de telles formes sont donnés
dans [BI{, page 7] et [('2, page 109] mais aussi apres la proposition 2.1.3.

Ce résultat est plutét surprenant si on compare au cas du poids entier. On est tenté
de se demander pourquoi la convergence n’est établie que pour une sous-suite de nombres
premiers. On verra en quoi c¢’est une restriction naturelle dans la section 8.

L’apparition d’'un mélange de deux lois distinctes dans le corollaire 3.1.1 est une consé-
quence de ’équirépartition asymptotique des sommes de Salié. Celle-ci est elle-méme mixte
puisque (comme on le verra) on a deux comportements différents suivant que a est un
carré modulo ¢ ou non. Pour cette raison, on va décomposer les moments en une moyenne
entre un moment sur les carrés et un moment sur les non-carrés modulo q.

Dans la derniere section, on verra que la preuve du théoreme 3.1.3 peut étre adaptée
pour traiter le cas de coefficients de Fourier d’une forme modulaire de poids entier en
progression arithmétique de module ¢ = p™¥ ol p est un nombre premier impair et N > 1.
On donnera un schéma de preuve du théoreme suivant.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Théoréme 3.1.4. Soit f une forme cuspidale quelconque de niveau N’ et de poids (pair)
k. On définit E(X,q,a) comme en (3.1.2). Soit v > 0 un entier et e € {£1}. Il existe
une constante explicite C,,, dépendant seulement de v telle que pour toute puissance de
nombre premier ¢ = p~ avec pt 2N’ et N > 2, tout X > 0 et tout ¢ > 0 satisfaisant

1< Y927 0 g

ouY =N'¢*/X, on a

v/2
D DI PR M D SR (0 (3.16)
TN 4, - v, Javt | - m ey ..
SO<Q) a [q] ! (V/2>‘ Y 1<m<ylts " Y
(¢)=¢ ()=
+ 9] (Y—I/Q-‘rs + YV;2+€>

o B est une fonction C* a décroissance rapide et ne dépendant que de w et k.
Comme précédemment, on en déduira le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.2. Soit f une forme cuspidale non-nulle de niveau N’ et de poids (pair) k.
On suppose que ses coefficients de Fourier a l’infini sont réels. On définit (X, q,a) comme

n (3.1.2). Soit (qx)g=1 une suite de puissances de nombres premiers, disons g = piv’“,
ot (pr)r est la suite des nombres premiers et Ny > 2. Si (X)r est une suite de réels
strictement positifs telle que

2
)q(—k = o(loglogpi) et X, =o(q)) quand k — +oo (3.1.7)
k

alors il existe une sous-suite de la suite de variables aléatoires

Z/qu>< — R
a = E<Xk:7qk)a’)

QUZ converge en lo7 vers la loi mixte
2 0 92 ) faw

ot &y est la mesure de Dirac en 0 et N'(0,2V},,) est une loi normale d’espérance nulle et
de variance 2Vy,, = 2 4” o (s Plw|3.

1.3 Survol de la preuve du théoreme 3.1.3

De maniere élémentaire, on commence par détecter la congruence et appliquer une
formule Voronoi pour montrer que F(X,q,a) est essentiellement égal a

Z fo(m)Sa,(ma)B (7;) (3.1.8)

m>1
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o Y = N'¢?/X, la fonction B est C* a décroissance rapide et ne dépend que de w et k,
les fo(n) sont les coefficients normalisés de f a la pointe 0 et

Say(z) = { 2(:080(2’;3”) Zingl) =1letouy? =uxlq,

ce qui est, a un facteur pres, la valeur d’'une somme de Salié normalisée comme on le verra
dans la section 4.

De ce fait, calculer les moments de E(X,gq,-) implique de calculer les moments de
sommes de Salié et c’est la d’ou provient la principale différence entre cette étude et la
preuve des théoremes 3.1.1 et 3.1.2. En effet, dans | | et [IXR] les sommes de Salié
sont remplacées par des sommes de Kloosterman. Les auteurs font alors appel a la théorie
des fonctions traces pour évaluer les moments de telles sommes. Ils utilisent de maniere
cruciale le fait que les groupes de monodromie associés a différentes sommes sont d'une
certaine maniere indépendants deux-a-deux et indépendants de p.

Ceci n’est plus le cas ici puisque premierement, ¢ n’est pas nécessairement un nombre
premier p et deuxiemement, méme si ¢’était le cas, le groupe de monodromie d’une somme
de Salié est le groupe diédral d’ordre 2p (ce qui dépend de p) et il n’y a pas indépendance
de ces groupes lorsqu’on opeére un décalage multiplicatif dans les sommes. Ainsi, comme
on le verra plus en détail, les moments de sommes de Salié ne convergent pas. On tachera
néanmoins de contourner ce probleme.

1.4 Notations

Avant de rentrer dans le vif du sujet, on va introduire certaines notations propres a ce
chapitre. Si u est un entier premier avec ¢ alors u est un entier tel que uu = 1[g| et si ¢
est une puissance d’'un nombre premier impair et u un carré inversible modulo g alors on
note /u’ sa racine carrée modulo ¢ dans [1, (¢ — 1)/2]. De plus, on rappelle que ¢, = 1
ou ¢ suivant si ¢ = 1 ou 3 modulo 4.

Les symboles 3% et 3. U signifient que I'on restreint I'intervalle de sommation respec-
tivement aux classes inversibles modulo ¢ et aux carrés inversibles modulo gq.

Si M est une fonctions définie sur Z/qZ* alors on note E,E* et E~ son espérance
respectivement sur les classes inversibles, les carrés inversibles et les non-carrés inversibles
modulo ¢. Précisément,

L S a) et EEOM) — 2 "
MWO_w@%%A“) tEM) wlq) %, M)

ol ¢ est l'indicatrice d’Euler.
Soit J, la fonction de Dirac en 0 modulo ¢ i.e. pour tout entier z, on a

_J 1 siz=0][q],
0q(x) = { 0 sinon.

On note aussi ¢y pour la fonction de Dirac en 0 classique.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Pour alléger un peu les notations, on ne notera pas la dépendance en X dans les
sommes S et F introduites précédemment. On adopte les notations suivantes.

Sy =5(X,q,-), (3.1.9)
E, = E(X,q,"). (3.1.10)

2 Outils issus de la théorie des formes de poids demi-
entier

On va évidemment utiliser certaines propriétés vues au deuxieme chapitre. Néanmoins,
d’autres aspects de la théorie des formes de poids demi-entier nous seront utiles ici. De
plus, certaines notations vont légerement différer.

Soit ¢ un entier. On rappelle qu'une forme cuspidale f de Sgq1/2(IV, x) possede des
développements en série de Fourier aux pointes oo et 0 sous la forme

fool(2) = Zfoo " (n2)7 (3.2.1)
fol2) = (—iv/N2)~ “1/2)f< ) Zfo 2 e(n2), (3.2.2)

Donc les coefficients fa(n) que l'on considere ici seront toujours les coefficients nor-
malisés de f aux différentes pointes a. Puisque Sy;1/2(4) = {0} pour ¢ < 3 (proposition
2.1.3), on peut méme supposer par la suite que ¢ > 4 si on se place dans le cas 1 de
I’hypothese 3.1.1.

Remarque 3.2.1. Remarquons que si les coeflicients foo(n) sont réels alors les coefficients
fo(n) le sont aussi et inversement.

On note T;, le m-ieme opérateur de Hecke introduit au premier chapitre. On rappelle
que si f € Spy1/2(IV, X) et si p est un nombre premier alors d’apres la proposition 2.1.4

Tef(z) =3 (p“/ 2 fo(0®n) + xa(@)P ! foo(n) + x(p*)p" Y 2foo(?”t/pQ))n’Z/ >We(nz)

Xn(P) = x(p) ((—1)%)

p

avec

et par convention, fu (n/p?) = 0 si p?  n. Aussi, d’apres la proposition 2.1.6,
Ty = Top T
pour tous entiers m et n premiers entre eux.
Soit a > 0 tel que pour tout f € Spq1/2(N, x) et tout t € N,
| foo(t)] < pe 17 (3.2.3)
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pour tout € > 0. D’aprés le théoreme 2.1.2, on peut prendre o = 3/14 voire « = 1/6
dans certains cas (voir la proposition 2.3.1). La valeur « = 0 reste conjecturale (voir
I'introduction de [CT]).

Si f est une forme propre alors d’apres (2.3.1), ses coefficients de Fourier vérifient

| foo(n)| g nF (3.2.4)

pour tout € > 0 et tout entier n. De la méme facon, on a une borne analogue lorsque f
est une forme propre de ’espace de Kohnen.

Dans le but d’établir une formule de Voronoi pour le poids demi-entier, on va avoir
besoin d'une équation fonctionnelle vérifiée par la fonction L de f tordue par un caractere
additif. Une telle équation est obtenue dans | , lemma 4.3]. On démontre ici une
version plus générale. On a vu au chapitre précédent que la fonction L associée a f est

définie par A
= fooln)n™
n>1

pour Res > 1 (la converge absolue étant une conséquence du corollaire 2.1.1). Elle se
prolonge de maniere holomorphe sur I’ensemble du plan complexe et vérifie pour tout
seC

A(S7 f) = NS/2F€<S)L<87 f) = A(l -5, fO)
ot Ty(s) := (2m)~CH2=UND (s 4 £/2 — 1/4).

Lemme 3.2.1. Soient N un entier divisible par 4, x un caractére modulo N et [ €
Se+172(N, x). Soient u et q deux entiers premiers entre eus avec (N, q) = 1. On pose

fU/(] Zfoo eq un -

n>1

alors L(s, f,u/q) converge absolument pour Re s > 1 et se prolonge en une fonction
entiere vérifiant I’équation fonctionnelle suivante,

(VN Tu(s)L(s, f.u/g) = e (‘q“) @)V~ Tu(1 = )L(1 — 5, fo, ~Ni/g)

avec v = 1[q| et fo = fler12Wn.
De plus, cette fonction L croit polynomialement sur les bandes verticales i.e. pour tous
o1 < 03, il existe A > 0 tel que

L(s. [ u/9)] pgoron (14 [H)
pour tout s = o + it avec o € [01,09] et t € R.

Preuve. Posons
A(87 f? U/Q) = (\/NQ)SFZ(S)L(S7 f7 u/Q)

Pour Res > 1, on a

+00 d 400 N d
/ iy + u/q)ysw/zfl/‘l—y :/ Z foo(n)n€/2*1/4eq(un)e*ZW"nyH/%lﬂ—y (3.2.5)
0 Y 0o 51 Yy

= FZ(S)L(S7f7 U/Q) (326>
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

en permutant somme et intégrale en faisant le changement de variable 3’ = 2wny. L’inté-
gral dans le membre de gauche converge en l'infini pour tout s € C. On va montrer qu’il
en est de méme pour la convergence en y = 0.

Soient v et e des entiers tel que Nuv — eq = —1. On a l'identité matricielle suivante,

o (o gy g 1)

avec £ = ( ]\?v Z) € I'h(N) et ou pour simplifier, on identifie W € G a la matrice
0 -1 . - s
N o Cette relation montre en particulier qu’il existe des nombres complexes ¢ et d
tels que

fliy+u/q) = (N .2 + v/q) (ciy + d)~ /D = O(e=4v)

lorsque y — 0" car f est cuspidale en 0 et avec A > 0 une constante qu’on n’explicitera
pas.

Tout ceci montre bien que le membre de gauche de (3.2.5) converge absolument pour
tout s et on en déduit alors le prolongement de L(s, f,u/q) en une fonction entiére.
De plus, la formule de Stirling permet aisément d’obtenir la croissance polynomiale de
L(s, f,u/q) dans les bandes verticales.

Ainsi, en posant ' = s+ ¢/2 — 1/4 et faisant le changement de variable y — on

Nq y’

Cs—ty1/2 [T 1 _edy
N Joufa) = (VR [ () o
= (VNq) =12 /+Oo (W (iy + v/Q))ys'Zy

= (VR [ s neWatin-+ ofa)ey @00 () (/R 2

car on a Wy = (*, (N”) N4 Ji(v — qz ) dans G. Puisque f|o41/26 = x(¢)f, on a

A(s, f.u/q) =, (

—(2£+1 (

d’apres ce qui précede.

x(q / foliy +v/q)y* T2/
0

X(@)(VNg)' ™Ty(1 — s)L(1 — s, fo,v/q)

a>
q
a)
q
O
On finit cette section en énongant les résultats liés a la transformée de Rankin-Selberg

de f mais adaptés a la notation foo(n) des coefficients normalisés (voir la proposition 2.1.4
et le corollaire 2.1.1).
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Proposition 3.2.1. Soient f,g € Se11/2(N,x), s € C et posons
$,F % G) = faoln)goo(n)n "

n>1
Soit Ex(z,s) la série d’Eisenstein classique définie en (2.1.5).
La série D(s, f x g) converge absolument pour Re s > 1 et vérifie

—(s4b— _ — dxdy
() VAR (s L= 1/2)D(s, fx g) = [ FE)aE T Bl 8)
Po(N)\H Y

donc D(s, f x g) admet un prolongement méromorphe sur C. Dans la région Re s > 1/2,
elle admet au mazimum un pole, localisé en s = 1. De plus,

(4)" VAT (0 + 1/2)Res D(s, f x §) = (/. 9)

ot (f,qg) est défini comme en (2.1.1).
On aura aussi besoin des deux résultats suivants que I’on énonce en un seul lemme.

Lemme 3.2.2. Soit f € Spp1/2(N, x) et Y > 0. Il existe une constante cy telle que
> | falm)P ~ Y

m<Y

lorsque Y — +o00. De plus, on a

LR

Preuve. La premiere assertion est simplement une réécriture du corollaire 2.1.1. La deuxieme
découle de la premiere par une sommation par parties. O]

3 La formule sommatoire de Voronoi

De maniere assez classique, pour étudier les coefficients de Fourier dans les progressions
arithmétiques, on utilise une généralisation de la formule sommatoire de Poisson impli-
quant la transformée de Mellin de la fonction test utilisée. Ce genre de formule s’appelle
formule sommatoire de Voronoi en hommage au premier mathématicien a avoir utilisé
cette technique (voir par exemple [V S] pour plus de détails).

Proposition 3.3.1 (Formule de Voronoi ). Soit f € Sg1/2(N, x). Soient u et q deux
entiers avec (N,q) = 1 et (u,q) = 1. Soit X > 0 et w : RY — R une fonction C* a
support compact. Alors,

NN _ ey (U _m
;foo Jeq(un)w <X>_€q2+1 (q) nglfo Num)B(Nq2/X>

(3.3.1)
avec

B(z) = 2; /( | rﬁ(s—)s)w(l _ 8§)z°ds (3.3.2)

Aoy — [+ d
pour x >0, 0 > 1 et(s) = [y~ w(z)z* S
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Preuve. En utilisant la transformée de Mellin inverse de w, on obtient

n 1
A= wo(n)eq(un)w ()—,/Ls, ,u/q) X w(s)ds
3 fuleatunye () = 5 [ Do T ufa) X i)
pour o > 1. La régularité de w implique que w est a décroissance rapide sur les bandes
verticales et puisque la fonction L y croit polynomialement, on peut décaler le contour
d’intégration en Re s = 1 — ¢ puis appliquer I’équation fonctionnelle pour obtenir

_ v 125 Le(1 — ) ~ s
A= /(10)(\/NC]) T(S)L(l =5, fo, =Nu/q) X*w(s)ds

avec w = g, 2+ (‘7’1) X(¢). En faisant le changement de variable s — 1 — s, on a

RYON —
A= / —1+2s . fo, -N Xl—s (1 = $)d
ce qui suffit pour conclure puisque la fonction L dans l'intégrale converge absolument
pour Re s > 1.

O]

Remarque 3.3.1. Bien siir, B dépend de w et £. Pour alléger les notations, on ne notera
pas cette dépendance.

Prouvons maintenant quelques propriétés fondamentales de la fonction B.

Lemme 3.3.1. La fonction B est C* et réelle sur RY.
Six > 0 alors

|B(z)| <apw @
pour tout A > 0.

S10 < x <1 alors
|B(ZL‘)| Lew x—(1/4—€/2+5)

pour tout € > 0.
En particulier,
|B(2)] <pwe 1

pour x > 0 et la transformée de Mellin de B est bien définie pour Res > —(£/2 —1/4) et
a décroissance rapide sur les bandes verticales.

Preuve. Soit x > 0. Il est clair que B(x) = B(z). La régularité de w implique que 0 est a
décroissance rapide sur les bandes verticales et donc en décalant le domaine d’intégration
de o >1atout A>0,ona

1 oo ITo(A +it)| B
< —
IB)l < 27r/ = A—ary’ @

pour tout r > 0. En appliquant la formule de Stirling a I'y, on obtient la premiere inégalité
du lemme.

On applique la méme méthode pour obtenir la seconde inégalité, en rappelant que
rf(a(i)s) n’a pas de pdle dans le domaine Re s > —(¢/2 — 1/4) donc on peut décaler le
contour d’intégration en o = —(¢/2 — 1/4) 4+ ¢ pour tout £ > 0.

O
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On va alors en déduire la proposition suivante

Proposition 3.3.2. Soitn > 0. SiY > 1 alors

>, | fo(m)B (T{/L> | <pa Y4

m>Y1+n

pour tout A > 1. De plus, si Y > 0 alors

S 1folm)B () | < v

m>=1

pour tout € > 0. Les constantes implicites ne dépendent que de f et w.

Preuve. Soit Z > 1. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant la pro-
position 3.2.1 pour f = g = fy combinée avec le lemme 3.3.1, on a

(mZ:Z | fo(m)B Gj) |)2 < Y |folm)Pm—0+ 3 B2 (?) Lt

m=Z m>=Z
1
mA—l—e

<ac YYD
m>=7Z
YA

SAe Zaa e

En prenant € fixé, Z = Y™ et A suffisamment grand, on obtient la premiere inégalité.
On prend Z = 1 pour avoir la deuxieme lorsque 0 < Y < 1.
Sinon, si Y > 1 alors on prend Z =Y et ainsi

> 1folm)B ()| < Y1

m=Y

mais on a aussi

A m n 1/2 m\ ¢—1/2—¢ 1/2
Z | fo(m)B () | < Z | fo(m)[? Z <) d’apres le lemme 3.3.1
m<Y Y m<Y m<Y Y

< Yl/Q . Y1/2

en utilisant le lemme 3.2.2.

On finit cette section en prouvant l'identité de Plancherel suivante.

Lemme 3.3.2. On a
w]lz = || B2 (3.3.3)

ot || - ]2 est la norme L? sur R%.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Preuve. Remarquons d’abord que B la transformée de Mellin inverse de la fonction s +—
Le(s) (1 — s). De ce fait, pour o > 1,

Ly(1-s)
+o0 1 F£(5> R +00 _.dzx
B(z)*dr = ~— / % o1 - / B(x)z' 5=
/0 (z)de 2im Jo) T(1 — s)w( s) 0 (w)z x ds

1 Lo(s) . To(1—s)
2@7T /0-) I‘gi_s)w(l - 3)6710(8)&9

+°° dx
—d
2271 /o‘)/ "o(s) x 3

)

4 Moments de sommes de Kloosterman-Salié

Dans le but de calculer leurs moments, on donne la valeur exacte des sommes de
Kloosterman-Salié modulo une puissance d’un nombre premier impair. Tous les résultats
suivants seront utilisés dans les prochaines sections

Soit p un nombre premier impair. Soient N, m et n des entiers avec N > 1 et soit
q = p". On définit les sommes de Kloosterman et Salié normalisées respectivement par

1

Kl,(m,n) = —=3_"e,(mzx + ni),
z [q]
Sal,( 7 ( ) eq(mz + nz).

Avant d’énoncer la prochaine proposition, on rappelle que ¢, = 1si¢g=1[4] et ¢, =i
si g = 3[4].

Proposition 3.4.1. Sim et n sont premiers avec p, alors
m
Sal,(m,n) = () gg Y. eq(22)
17 w=mn[q)

et si N > 2,
Kl (m,n) =¢, > (SE) eq(2x).
a?=mn [q] \ 1

De plus, toujours pour N = 2, si m est premier avec p et p | n (ou linverse) alors les
sommes sont nulles. Bien str, lorsque N est pair, ces sommes coincident.

Preuve. Le cas N = 1 est démontré dans [I{, lemme 8.4.3]. Redémontrons ce résultat
lorsque N > 2 via la méthode de la phase stationnaire. On remarque déja que

m\ 1 x (@ _
Sal,(m,n) = <q> \/axz[q:] (q) eq(z + mnz).
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4 Moments de sommes de Kloosterman-Salié

On pose g(z) = x+mnZ avec z inversible modulo ¢. Alors, pour tout j < N/2 et tout
y [p7], Ventier x + yp™~7 est inversible modulo ¢ et

N—j [

g(x+yp"N ) = g(x) + ¢ (x)yp™ 7 [q]

ou ¢'(z) =1 — mnz?
Puisque le changement de variable z — z +yp™ 7 ne change pas la valeur de la somme
ni du symbole de Jacobi, on a

S (2 ot = 05 55 (%) etate) + o

z [q] q pjy[pj]x[q]
X a
. ()eq@(x)).
s \4
g’ (z) =0 [p’]

Si p | n alors la condition dans la somme n’est jamais remplie et celle-ci est nulle.
Sinon, puisqu’étre un carré modulo p’ est équivalent a étre un carré modulo ¢, la derniére
somme se fait sur les z = zg+yp’ avec x3 = mn|q] (i.e. ¢’(zo) = 0) et y une classe modulo
p¥ =7, Distinguons deux cas :

Si N et pair, on prend j = N/2 et la derniére somme vaut alors

XX afala) + g =" X oo

zg=mn[q] y[p"/?] 22=mn

En remarquant ici que g(xy) = x¢ +mnzy = 2x¢ [g] et que ¢, = 1 pour N pair, on obtient
le résultat.
Si N est impair, on prend j = (N —1)/2 et on a

S (Hat= T (D) X alata) +o om0 g )y

o ! ad=mnfg \ 1/ ypovns
Zo _
= 5 (B S ol )
z2=mn [q] q y [p]

avec g”(xo) = mnz3. De plus on a
2 a
Z ep(ay”) = | = | ep/D
y [p] p

et €, = ¢, quand N est impair. On remarque alors qu’ici soit (%) = 1, soit la somme est
nulle et on obtient le résultat.

Un raisonnement similaire permet d’obtenir le résultat pour les sommes de Klooster-

man.

]

Remarquons que si m et n sont des entiers tels que (%) = (%) =1 alors
47t /mn’
Sal,(m,n) = 2¢, cos () :
q
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Par la suite, les résultats impliquant la notation \/z? ne dépendront pas du choix de
la racine de x modulo ¢q. On rappelle la notation suivante que I'on a déja introduite dans
la section 1. Pour tout x modulo ¢,

2my/zt c(z) —
Saq(z) :{ 2eos (#5) s <p) =4 (3.4.1)
0 sinon.
On va alors calculer les moments de ces quantités.
Lemme 3.4.1. Soient p et q définis comme précédemment et soient mq, ..., m, des entiers
strictement positifs avec v > 1. On suppose que (%) = (%) = =+1 pour tout 2 <t < v.
Alors,
ET <H Sa,(m; - )) =0
i=1

et

(s )iy, s () o )

=1 ()O(Q) 66{:&1}”

ot (1, est n'importe quel entier fixé tel que (%) = (m1> et o, par convention, d,/, = 1
stq=Dp.

Evidemment, si (%) #+ (%) pour un certain v alors le membre de gauche de [’égalité
est nul.
Preuve. Remarquons d’abord que Sa,(m;a) = 0 si <%) # (m?) = (%) donc il suffit juste
de montrer la deuxiéme égalité pour laquelle I'espérance peut étre vue comme la moitié
de la somme prise sur les a = u,b* pour tout b [g].

= (TTSa (me ) ) = 5 S~ TT Sa (010 2
= ([T 0 A TSetmat?
1

=37 Y ¢ (bée\/ﬂp—mq)

@(q)b[q} 66{:‘:1}”

En utilisant la formule explicite pour la somme de Ramanujan ([I<, page 50]), on obtient
le résultat souhaité. O

Comme dans [[X]}, section 4], on aimerait écrire ce moment comme la somme d'un
terme principal (indépendant de m; et ¢) et d'un terme d’erreur négligeable quand g —
+00. Cependant, ceci semble impossible car, en tant que variables aléatoires, les (Sa,(m;-));
ne se comportent pas indépendamment les unes des autres lorsque ¢ — +00. En effet, on
a

Sag(max) = 2T sma(Say(z)/2)

avec (%) = (;) =1 et ou T}, est le polynéme de Tchebychev de degré n.

Néanmoins, on va donner une approximation des moments de Salié dont la preuve
nécessite l'introduction de polynémes définis comme suit.
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4 Moments de sommes de Kloosterman-Salié

Définition 3.4.1. Soient r > 2 et & l'ensemble de tous les e € {£1}" tels que e; = 1.
On définit le polynome a r variables @), a coefficients dans Z par

T
QT(I%, . ,xf) = H Zeixi.
ecfy i=1

Il est bien défini puisque le polynéome du membre de droite de 1’égalité est pair en
chaque variable ;. De plus, deg Q, = 22, Pour r € {0, 1}, on pose Q;(z) = z et Qy = 0.

Lemme 3.4.2. Soit Y > 0 tel que (1/21/)2”_2 <q/2siv=2etY <qsiv=1. Alors,

pour tous entiers naturels mq,...,m, <Y avec (™) =1 pour tout 7, on a
> 4, ( ei\/miq> <20 ) 6 < 6@\/mi)
ec{£1}v i=1 ec{*1}¥ i=1

ot \/m,; est la racine carré positive de m; dans R.

Preuve. Puisque /m] = 0 [g] si et seulement si m; = 0 [q] et donc m; = 0 d’apres
I’hypothese, le résultat est clair pour v = 1. On suppose donc que v > 2.

Si ZV: ei/m;" =0 [q] alors Q,(my,- - ,m,) = 0[q]. Ainsi,
i=1

>4, (Zi: ei\/ﬁiq> < 26, (Qu(ma, -+ ,my)) . (3.4.2)

ec{£1}¥

Le degré et les coefficients du polynome @), ne dépendent pas de ¢. De plus, on a

Qulmn, - my)| = ]I el < (VI < /2

ec& =1
donc on peut remplacer 9, par ¢, dans le membre de droite de I'inégalité (3.4.2). Mais
si Q,(mq, -+ ,m,) = 0 alors il existe e € {+1}" tel que Z,/: e;v/m, = 0 et on obtient le
i=1

résultat voulu.

O

14
Remarque 3.4.1. L’utilisation du polyndéme @), pour étudier la quantité [] Sa,(m;a)
i=1

est faite dans [R1?, Proposition 4.7] ou les auteurs calculent les moments des produits
de sommes de Salié avec décalage additif i.e. de la forme Sa,(m; + a). Dans ce cas, et
contrairement au cas du décalage multiplicatif, les moments peuvent s’écrire comme la
somme d’'un terme principal constant plus un terme d’erreur négligeable.

Par ailleurs, on retrouve de manieére surprenante une utilisation de (), dans un contexte
tres différent dans [HR, Lemma 3.4].
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5 Faisceau de Salié et monodromie

La section précédente montre que I’on peut évaluer les moments de sommes de Kloosterman-
Salié de maniere approchée en utilisant la formule exacte pour ces sommes. C’est donc
une approche calculatoire et essentiellement élémentaire. Compte tenu des techniques em-
ployées dans | | et [IXR}], on peut se demander si les outils de la géométrie algébrique
et précisément la théorie des fonctions traces seraient a méme d’améliorer nos résultats.
On adopte donc cette approche dans cette section mais on montre qu’elle est en fait
inopérante pour notre étude.

5.1 Rappels sur la théorie des fonctions traces

La théorie des fonctions traces est un outil de théorie analytique des nombres se basant
sur les travaux de Deligne [D1][D5] et Katz [[X2] dont on peut trouver un large dévelop-
pement dans les travaux de Fouvry-Kowalski-Michel (] ] notamment, sera particulie-
rement pertinent pour notre étude). Cette théorie se base sur I’étude des représentations
(-adiques du groupe de Galois absolu du corps de fonctions associé a une courbe sur un
corps fini ou, dans un langage plus géométrique, aux faisceaux lisses (-adiques définis sur
cette courbe.

Dans ce qui suit, p désigne un nombre premier impair et ¢ une puissance de celui-ci.
On pose K = F(t) le corps des fractions rationnelles en ¢ qu’on peut voir comme le corps
de fonctions de la courbe C = P, . On dénote par K une cloture séparable de K et par

F, une cloture algébrique de F,.
Pour chaque x € F,, on peut associer un polynéme irréductible de F,[¢] défini par

P = II  (¢t-o@)

o€Gal (Fy(z)/Fy)

qui correspond naturellement a une place de K ou, en d’autres termes, a un point fermé
de C. On peut alors définir dans Gal (K /K), comme dans le cas d'une extension finie, les
sous-groupes de décomposition et d’inertie notés respectivement D, et I,.. Par exemple, un
élément o € D, définit, pour toute extension galoisienne finie L/K et tout idéal premier
B, D (P,) avec P, C L, un élément du groupe de décomposition

D(%./(P:)) C Gal(L/K)

a conjugaison pres. Par ailleurs, toutes ces notions peuvent se définir en prenant x = oo,
le point a l'infini de C, via le changement de variable t — 1/t.

Soient U un ouvert de Zariski non-vide de C et Ny le plus petit sous-groupe normal
fermé de Gal (K /K) contenant tous les I, avec x dans U. On pose alors

m(U) = Gal(K/K) /Ny

qui correspond au groupe fondamental étale de 'ouvert U autour du point générique oo.

Soit £ un nombre premier différent de p. Il existe une équivalence de catégorie entre les
faisceaux lisses f-adiques sur U (faisceaux localement constants de Q,-espaces vectoriels
de dimension finie) et les Q,-représentations continues finies de 7 (U). Cette équivalence

se fait via le foncteur qui & un faisceau F associe sa fibre F,, au-dessus de oo (voir
[[<2, Chapter 2]).
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5 Faisceau de Salié et monodromie

Soit F un faisceau f-adique lisse de U. Pour tout x € [y, le Frobenius géométrique de
Gal (F,/F,), défini comme étant I'inverse de a — a?, se remonte en un élément Frob, € D,
défini modulo /. Si on note p la représentation associée a F i.e.

p:m(U) = GL(Fy)

alors F, := p(Frob,) est bien défini a conjugaison pres dans GL(F.,) car I, agit triviale-
ment sur Fo.

On fixe un isomorphisme ¢ : Q, — C et on définit alors la fonction trace f associée a
F par
F, — C
xr = rotr(Fy)

f:

De nombreux exemples de fonctions traces classiques (comme certaines sommes d’ex-
ponentielles) sont donnés dans | ]

On termine cette sous-section en rappelant la définition du groupe de monodromie
associé au faisceau F. On fixe d’abord une base de F,, de maniére a pouvoir identifier
GL(F.) et GL4(Qy) avec d la dimension de F,. Le groupe de monodromie (arithmétique)
de F correspond alors & 'adhérence de p(m;(U)) dans GL4(Q,) au sens de la topologie
de Zariski (on voit GL; comme un groupe algébrique). On peut d’ailleurs voir ce groupe
comme un sous-groupe de GL4(C) via ¢. De plus, on le note Ggpin(F).

5.2 Extension des scalaires

Une courbe définie sur F, étant a fortiori défini sur toute extension algébrique k/F,,
on peut redéfinir les notions précédentes en remplacant C et U par C® k et U ® k respec-
tivement. Une différence majeure est que si on prend z dans k = F,, alors le polynome
P, € k[t] associé a sa cloture & dans louvert U @ k va diviser (mais sans étre égal en
général) le polynéme P, € F,[t] défini précédemment.

Un exemple fondamental est lorsqu’on prend k = F,. On peut alors définir 7, (U ® k)
comme précédemment et le lien entre représentation f-adiques de m1 (U ®k) et les faisceaux
(-adiques lisses de U ® k est le méme. Pour un tel faisceau, son groupe de monodromie est
dit géométrique pour spécifier qu’on se place dans le cas d’un corps de base algébriquement
clos. On le note alors Gyeom (F). Notons qu'un faisceau F de U peut naturellement étre
vu comme un faisceau de U @ k et dans ce cas on a Garith(F) D Ggeom(F)-

Tous ces rappels étant faits, on va maintenant passer a ’étude des faisceaux associés
aux sommes de Salié.

5.3 Faisceau de Salié

On s’intéresse ici aux sommes de Salié normalisées dont on donne une définition un
peu plus générale que celle vue a la section précédente. Pour a € F7 et pour ¢ et x des
caracteres respectivement additif et multiplicatif de ¥, on pose

Sal(y, ) (Fy, a) = \}a > x(@)(z +y).
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Dans le but de calculer le développement asymptotique d’'un moment de sommes
de Salié, on peut voir cette somme comme la trace d'un faisceau lisse sur G,,/F, avec
G,, = P'"\{0,00}. Un tel faisceau est construit dans [I<2].

Ce genre de faisceau appartient a la grande famille des faisceaux hypergéométriques,
notamment étudiés dans | |. Les groupes de monodromie ainsi que des critéres du
type Goursat-Kolchin-Ribet sont bien connus pour ces faisceaux sauf dans quelques cas
particuliers. Parmi eux se trouvent les faisceaux Kummer induit (définition 3.5 de | )
et donc la somme de Salié classique (qui est 2-Kummer induite) :

1 x
Sal(a) = % %EFP (p) ep(x + )

Ty =a

avec a € F;.

Ceci dit, un avantage de ces sommes est qu’on peut les calculer explicitement. On a
vu dans la section précédente que

Sal(a) =¢, > e,(22) (3.5.1)
z ey
a:2 =a
o & — 1 sip=1 mod 4,
P71 4 sip=3 mod 4.
C’est aussi un résultat qu’on peut déduire de [[K2] propositions 5.6.1 et 5.6.2. Quitte
a retordre le faisceau, étudier cette somme revient a étudier le faisceau f-adique suivant

ol ¢ est un caractere additif non trivial de F,, £, son faisceau d’Artin-Schreier (voir
[F'W] pour une définition) et

Gn — Gy
2] r =z
D’apres [\, page 8], on a une description explicite de la représentation de m(G,,)

associée a G.
En effet, soient K = F,(t) et (z,y) € K~ tel que y2 =1 et 2P — z = y. Les corps K ()
et K(y) sont deux extensions galoisiennes de K et de plus

F, = H:=Gal(K(z2)/K(y)) {£1} = Gal (K (y)/K)
a +— otelqueo(z)=z+a b +— otelqueo(y) =by "

Ainsi G := Gal (K (z)/K) ~F, x {£1} = D, le groupe diédral a 2p éléments.
La représentation associée a4 G se remonte en une représentation de Gal (K/K). Cette
derniere est alors isomorphe a
Ind%p o pr

oup: H~TF, vy Q, et avec Cal (K/K) % G la surjection canonique.
On peut alors calculer la monodromie de G dans GLo(Q,).
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Proposition 3.5.1. Soit G le faisceau (-adique défini en (3.5.2). On a

i) =G~ {(§ )@=}l (2 ) [ e=1). s

De plus, pour tout x € F), l'image du Frobenius Frob, par la représentation associée
a G correspond (i.e. est égal a conjugaison prés) da

(wf%¢@%w

st (%) =1cet (? é) stnon.

Preuve. D’apres ce qui précede, 'image de m(G,,) par la représentation associée a G est
égale a I'image de pg = Ind%p. Ceci suffit a priori pour établir (3.5.3) mais puisqu’on
veut étre plus précis sur la nature de I'image d’un Frobenius dans G .4,(G), on va rentrer
dans les détails.

Soient € % et pg : Gal (K (z)/K) — GL3(Qy) la représentation (fidele) associée a G.
Considérons une place au dessus de la valuation en x a chaque niveau des extensions
K C K(y) C K(z). Sa tour d’extensions résiduelles est

F, CFy(y) C Fp(2)

avec y*> = z et 2P — z = ¢ (la barre signifie qu’on se place “modulo 7).

Si x est un carré dans I, alors les degrés de ces extensions sont respectivement 1 et p
et de plus t —z = (y— /") (y++/2") donc il ne peut y avoir de ramification. Le Frobenius
géométrique de Gal (F,(z)/F,) se remonte a conjugaison pres en un Frob, € Gal (K (z)/K)
qui vérifie Frob,(z) = z + a pour un certain a € F, puisque Frob,(z)? — Frob,(z) =
Frob,(y) = y (le groupe de décomposition de K (y)/K associé a z est trivial). On a alors
Z—a =2’ = 7+ y donc on peut prendre a = —+/2" et

p
pg(FFObx) = (w(\(/)i ) w(_%?))
car Frob, € H.

Si z n’est pas un carré dans IF, alors F,(y) /IF, est de degré 2 tandis que F,(z)/F,(y) est
de degré 1 car ' =z+ y+y? = z. De plus il n’y a pas de ramification dans la premiere
extension ('idéal (¢ — x) reste premier dans K (y)) ni dans la deuxiéme car TP — T — y
est scindé sur F,(y)). Le Frobenius géométrique de Gal (F,(2)/F,) (d’ordre 2) se remonte
a conjugaison pres en un Frob, € Gal (K (z)/K) qui vérifie (par exemple) Frob,(z) = —z
car 2P = —z. D’ou

0 1
pg(Frob,) = <1 0) :
Tout cela prouve bien en particulier que I'image de pg est égale au membre de droite
de (3.5.3). Puisque ce sous-groupe de GL2(Q,) (qui est en fait isomorphe a D, ) est défini

par des relations polynomiales, ¢’est un fermé de Zariski et on en déduit que le groupe de
monodromie arithmétique de G est

Ga’l‘ith(g) = {(g 2) Ep = 1} LI {(2 g) gp = 1} C GLQ(C)
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Le groupe de monodromie géométrique étant un sous-groupe de G.in(G) contenant
N o 0 1 . . . — =
la premiere composante ainsi que (1 0) (puisqu’il existe o € Gal (K /F,(t)) tel que

o(z) =—z)ona

Ggeom (g) = Garith(Q) .

O

5.4 Calcul de moments
On fixe maintenant des entiers mq,...,m, distincts deux a deux et qu’on suppose
étre tous des carrés modulo p et on fixe aussi des entiers nq,...,ngs > 0. On veut estimer

asymptotiquement (lorsque p — 400) le moment

Mp - 119 Z H Sal(mia)”i,

aEIF;; =1

On a vu qu’en utilisant (3.5.1) on peut obtenir une formule plus explicite pour ce
moment. L’ennui c¢’est qu’on n’arrive pas a faire ressortir un terme principal indépen-
dant de p. Les simulations numériques suggerent néanmoins qu’en dehors de certains cas
pathologiques (du type m; est un carré dans Z pour tout ¢) on devrait avoir

M, ~ WZ;'") 11 (n"/2> (3.5.4)

i=1

avec 0(P) =1 si P est vérifié et 0 sinon (voir la fin de cette section).

L’idée est alors d’étudier M, par le biais des faisceaux de Salié. La formule des traces
de Grothendieck-Lefschetz (voir par exemple [P(:, théoreme 2.5]) donne

M, = tr (Froby | Freon ) + O(1/+/p) (3.5.5)

avec Frob, le Frobenius géométrique de Gal (F,/F,), n{}" = m1(Gy @ Fy) et Frgeom
> P
I’espace co-invariant de la représentation associée au faisceau

F=@F™

i=1

ou F; = [xm]*G. Puisque {7, et donc Gal (K /F,[t]) agissent trivialement sur Fgeom,
P P

alors laction de Gal (F,/F,) ~ Gal (K /F,[t])/ Gal (K /F,[t]) y est bien définie.

Le plus souvent, on a 7" = a{"" .= m(G,, ® F,) et donc le terme principal de
(3.5.5) vaut dim Vg, .., (7) ot V' est la représentation standard du groupe de monodromie
géométrique de F et Vg, ... () son espace co-invariant.

La sous-catégorie des faisceaux « engendrés » par les F; i.e. les sous-quotients de

S .
produits tensoriels de copies de H = @ F; (vu en tant que W?thh—représentation) et de
i=1 ’
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sa représentation duale est équivalente a la catégorie des représentations finies du groupe
Garitn(H) via le foncteur qui a

At Gapitn(H) = GL(V)
arith

associe A o py ou py @ b Garitn(H) est la représentation associée a H. La méme
discussion vaut pour les faisceaux géométriques.

Généralement, sous couvert d'une certaine hypothese sur les m;, le groupe de mono-

S
dromie G4, (H) est maximal dans [] GLg(C), c¢’est-a-~dire qu'il est isomorphe au produit
i=1

cartésien H G aritn(F;). Ici on pourrait s’attendre a un résultat similaire mais si ’on consi-

dere les i 1mages d’un Frobenius FY) = pz, (Frob,) par les représentations associées aux J,
on a deux choix possibles d’apres la proposition 3.5.1

- soit £V {(g 2—) | &P = } pour tout 7,
- soit F{¥) € {(0 5) | &P = 1} pour tout i.

0
Ainsi, dans I'idéal, G40 (H) est maximal dans ﬁ GL2(C) sion a
i=1
P _ 0 P
Garith(%) dlag 0 5 dlag g =1
1€[1;s] 57, i€[1;5] (356)
~ > x {£1}
avec diag (A;) la matrice diagonale par blocs associée aux A;.
1€[1;s]
Dans ce cas, la représentation associée & F se factorise alors par A = X Stdy™

i€ [1;s]
avec Std; = Vect(e], e; ) désignant une copie de la représentation standard de D, et ou

'action sur un tenseur de la forme ® ;" ®...@e " avec g;; € {#1}, se déerit comme
i=1
suit

Mo (5 ¢))) (@) <Ml g @aive. o
i€[1;s] él i=1 i=1

et

S

i€]1;s] 52 0 i=1 i=1

On peut ensuite montrer que la dimension de l’espace invariant 7.e. la multiplicité
de la représentation triviale dans A (qui est toujours égale a la dimension de ’espace
co-invariant pour une représentation semi-simple) vaut exactement le terme principal de
(3.5.4) et on en déduit alors le résultat voulu avec (3.5.5).

Malheureusement, 1’égalité (3.5.6) n’est pas vraie! En effet, on montre que le groupe
de monodromie Ga.in(H) est bien plus petit car les images du Frobenius F() ne se
comportent pas indépendamment.
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Proposition 3.5.2. Sim; = b? mod p alors

S [[l;p—l]]}
x € [[l;p—l]]}.

- B _ ep(bix) 0
Caeon(H) = Garin(H) = {z(iﬁ?%ﬂ (( 0 ep(—bz‘l’)»

oo (o “57))

Preuve. On va déduire ce résultat de la preuve de la proposition 3.5.1. Remarquons
d’abord que pour tout z € F,, l'action d'un Frobenius Frob, € Wi‘f;th = m(G,, ® Fp)
sur la fibre H,, se décrit via celle de Frob, € Gal (F,/F,) sur

(3.5.7)

i=1 i=1

Or pour tout ¢, 'action de Frob, sur Glm=z est la méme que celle de Frob,,,, € szth

sur G, donc la méme que son image dans Gal (K (z)/K), noté encore Frob,, . pour faire
le lien avec la preuve de la proposition 3.5.1.

Ainsi Frob, agit sous la forme diag (F,,;) sur He avec Fy,.. = pg(Frob,,..), ce qui
1€]1;s]
permet d’obtenir (3.5.7) avec ce qui précede car de plus 7{;"™ — Gal (K(z)/K) donc
Ggeam(H) = Garith(H)‘
]

En d’autres termes, on a jamais indépendance des faisceaux JF; méme pour des m;
différents. Ceci n’a rien d’étonnant puisque leurs fonctions traces valent, pour x un carré
*
dans F

27Tbi \/Ep>

tr (x) :2COS< P

qui est un polyndéme de Tchebychev en tg(z). La figure 3.1 illustre bien le fait que dans
le cas ou les m; sont des carrés dans Z, il ne peut y avoir indépendance entre les t,.

En revanche, en dehors de ce cas, les simulations suggerent que la variable aléatoire

= (tr(x),.. ..t (x))

se comporte quasiment comme (2 cos (Uy) , ..., 2cos (Us)) ou les U; sont des variables i.i.d
de loi uniforme sur [0; 27| (voir figure 3.2). Ceci s’explique par le fait que les polyndmes
de Tchebychev reliant les ¢x, seront en général de tres haut degré.

La conclusion reste quand méme que la théorie des fonctions traces n’aide pas pour
montrer un résultat de type (3.5.4). Néanmoins les résultats de la section précédente vont
suffire a estimer les moments de la somme de coefficients de Fourier Ej,.
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F1GURE 3.1 — Cas pathologiques
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Simulations de la variable aléatoire (tz,,tx,) avec (my, my) = (9,4) puis
(m1,m2) = (16,9), p = 2741 et 600 points (mais la moitié sont situés sur 'origine).

FI1GURE 3.2 — Cas quasi-indépendant
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Méme chose mais avec cette fois m; = 19 et my = 33 qui n’ont rien de particulier en
commun a part le fait d’étre des carrés modulo p = 2741.

6 Evaluation asymptotique des moments

Dans cette section, on va prouver une version plus forte du théoreme 3.1.3. On fixe
[ € Set1/2(N') vérifiant 'hypothese 3.1.1. Soit ¢ = p™ une puissance d’un nombre premier
ne divisant pas N’ et pour a premier avec ¢, on définit S,(a) et E,(a) comme en (3.1.9),
(3.1.10) et (3.1.1), (3.1.2). Par ailleurs, on rappelle la définition de la somme de Salié
normalisée en (3.4.1).

On va calculer les moments de E, en utilisant les résultats des sections 2, 3 et 4. Tout
d’abord, on applique la formule sommatoire de Voronoi pour faire le lien avec les sommes
de Salié. Ensuite, on va utiliser la formule explicite vue a la section 4 pour les moments
de sommes de Salié (lemme 3.4.1) et on va appliquer le lemme d’approximation 3.4.2.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

6.1 Application de la formule de Voronoi

Proposition 3.6.1. Soit v un entier strictement positif et posons Y = N'q*/X. Pour
toutn >0, A >0, >0 et a premier avec q, on a

e (9) . — my\
vo__ g q 7 v/2+e, —3/2 —A
Ey(a)” = ( 7 Kmé . fo(m)Sa,(4N"ma)B (Y) +0 (Y p 324y ) 7

(3.6.1)
la constante implicite dépendant seulement de f,w,n, e et A.

Preuve. On introduit d’abord les caractéres additifs pour pouvoir écrire

:126(1 —ab) Zfoo n)e,(nb)w <;,>

n>1
n
72 eq(—ab) Zfoo n)eq(nb) w<X>
To1q) n>1

N-1

1 y R .
+ 5 Z b%;} €pr(_ab> 7%:1 foo(TL)epr(nb)w (X) '

= %SPN_I (@)

On va montrer que le dernier terme est en fait négligeable.
En appliquant la formule de Voronoi, on a pour tout r € [1, N| et b premier avec p",

- Z eyr(—ab) Z foo(n)epr(nb)w (;)

Do [pr] n=1
—(2041) 7
Epr X x —b A — m
= £ _ r(—ab) | — (—N'bm)B | ————
Vw7 (pr ) 2 Jolm)es (=Nom) (Wr/x>
—(26+1)
Epr X — m
— !/
= \/ﬁ N E fo )Sal,(a, N'm)B <N’p2T/X>
X e (2£+1) N—r)/

( 2(N—r)

p ~77 mp

= Sal a, Nm)B| ——|.
q VY mZ>l fo ) ( Y )

La proposition 3.3.2 montre que cette derniere quantité est <. \/§ Y 2+€p_i(N ") et

qu’il en est de méme pour r = 0 en utilisant directement la transformée de Mellin. On
obtient ainsi

Eq(a> — f( )Sal ( m)B (;ZL) + O(Y1/2+5p73/2)
= w f ( )Saq(4N/ma)B (?) + O(y1/2+ep_3/2)
_=sr ) fo(m)Say(4N7ma) B (’;) O YA
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6 Evaluation asymptotique des moments

en utilisant encore la proposition 3.3.2 pour tout 7 > 0 et A > 1. La premiére somme est
< Y'/2*2 donc en élevant E, A la puissance v, on a (3.6.1).
[

Remarque 3.6.1.

e Le terme d’erreur pour r = 0 dans la preuve est vu dans | ] et [KRR] comme
un « faux » terme principal qui correspond a l'espérance de S, et qui est donc
indépendant de a. Evidemment, le fait de inclure ou non dans la définition de Sy
ne change pas le résultat.

e On a aussi prouvé que
SpN (CL) — %Sprl(CL) g2t (9

_ 4 q) 7 N7l m —A
"5 ngun Fo(m)Say(4N"ma) B (Y) Loy

(3.6.2)
ce qui apparait comme étant la « bonne » normalisation de Sy~ si on cherche un
développement asymptotique lorsque p est fixé et que N — 4o00.

6.2 Application du lemme 3.4.1

On voudrait établir une formule asymptotique pour l'espérance du terme principal
dans (3.6.1) lorsque Y et ¢ tendent vers +oo. Pour ce faire, on va définir

M, (a) ::j? S Jo(m)Say(ma)B (’;") (3.6.3)

1<m<Y+n

Remarquons d’abord que puisque 4N’ est premier avec ¢ et d’apres la proposition
3.6.1,

E(EY) = (g” (Z)) E(M!) + 0 (Y”/2+5p_3/2 + Y‘A) (3.6.4)
De plus, . .
E(My) = SEX (M) + JE- (M), (3.6.5)

Puisque le calcul de E~ est essentiellement le méme que pour E*, on va se concentrer
sur ce dernier.

E*(MY) = E* (}/1/2 ( S folm)Sa,(ma)B (;’})) ) (3.6.6)

1<m<Y1+n

_ Y1/2 > 11 fo(m:)B (”;) E* (Hl Saq(mia)> (3.6.7)

<Mmi,e.,my, <Y 1tni=1

D’apres le lemme 3.4.1, si (m?) = 1 pour tout ¢ alors
14 B v 1 v
EY (H Saq<mia)> =(1-1/p)7" Y <5q <Z ei\/ﬁi‘I) — = by (Z e,-\/m/f)»
i=1 ec{£1}¥ i=1 p i=1
(3.6.8)
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

sinon cette quantité est nulle.

Ainsi, on cherche un terme principal dans

S7 L fomB (”;) S, (;m/ﬁq) (3.6.9)

1<m; <Yt 4=l ec{£1}¥
1<i<v
et rappelons que le [0 dans la somme signifie que 'on impose la condition (m?) =1

pour tout 7.

On va montrer en étudiant les radicaux sans facteur carré des m; que le terme principal
provient des v-uplets (my,...,m,) tels que |{m;,i € [1,v]}| = v/2 pour des v pairs.

On va d’abord réarranger I'expression en (3.6.9) de maniere a appliquer intelligemment
le résultat principal de la section 4 pour obtenir des formules précises pour les moments
pairs et impairs.

6.3 Aspect combinatoire

Comme dans [[{]?, lemma 7.1] on va réordonner la somme dans (3.6.9) selon la va-
leur des radicaux sans facteurs carré des m;. Cependant, on utilise une approche et des
notations un peu différentes. Pour s € [1,v], on note S(v,s) 'ensemble des fonctions
surjectives de [1,v] dans [1, s]. Pour j € [1, s], on pose

o) = {i e [1,v]|o(i) = 5}

et |071(4)| son cardinal. Pour k € [1,v], on pose

o =7 eLl,s] : [o7' ()| =k}
Si m € N* alors il peut s'écrire de maniére unique comme m = 12t avec t € N et
> 1. Désormais, si 0 € S(v,s) alors pour 1 <i < vetl<j<s les lettres ¢, r; et m;
réfereront toujours a des entiers strictement positifs tels que ¢; € Noet 1 <m; <Y
Aussi, le symbole < sera utilisé au sens ou la constante implicite ne dépend pas de p, g
ou Y mais peut dépendre bien sir des autres parametres.

Avant de revenir a notre probléeme, remarquons que pour tout ensemble d’entiers M,
toute fonction a valeurs complexes F' définie sur M", on a

> F(ml,...,my):i >y > F(mi,...,m,). (3.6.10)

meMV s=1 065(145) t1<...<ts m e MY

mi =17t
Ainsi, d’apres les équations (3.6.7), (3.6.8) et (3.6.10), on obtient
+ v ( 1/p 1Y 1
ET (M) = = Z > 1 Ze(q) — =2s(q/p) (3.6.11)
Y R s=1oeS(v,s) p
ou
O Yo my; - q
Sola) = ) I1 fo(mi)B (Y) d. (Z eiV/m; ) :

t1 < ...<ts =1 ee{j:l}v =1

2
mi = Tito (i)

pour tout s € [1,v] et o € S(v, s).
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6 Evaluation asymptotique des moments

6.4 Application du lemme 3.4.2

On va montrer la proposition suivante.

Proposition 3.6.2. Soit €y = (2’/2%1)7{ On suppose qu’il existe § > 0 tel que Y219 <
C,q. Alors, pour n suffisamment petit® :
o Sl existe j € [1,s] tel que |o~1(j)] =1 alors X,(q) = 0.
e Sinon,
15, (q)| < YA+MG=(1/2-a)(s=02))+e
pour tout € > 0.

Ainsi, si 09 < s (par exemple, si on est pas dans le cas ot v est pair et s = v/2), alors

YV/2|E ( )’ < Y—(I/Q—a)—i-s

pour n assez petit donc ce terme devient une contribution négligeable dans le calcul de
E(My) lorsque Y — +o0.

Preuve. Prenons n < §227% de maniére a ce que la condition du lemme 3.4.2 soit vérifiée
pour Y7 (le cas v = 1 étant trivial, on peut supposer que v > 2). D’aprés le lemme
3.3.1et 3.4.2,0n a

Sol< ¥ llm) ¥ 6o<Zerz\/_>

t1 < ... eG{:I:l}V

2
m; =r; to(i)

=22 ZHllfomZ |5o(i)\]er )

ec{£1}V t1<...<ts

mi =Ty t o (i)
avec A\j(e,r) = X e
i€o—1(j)
Les racines carrées d’entiers distincts sans facteur carré sont linéairement indépen-
dantes sur Q (proposition 1.3.2) donc

Z)\ e,”)Vt; =0 <= \(e,r)= > er; =0 pour tout j € [1,s].
iea—l(j)
Si |c71(4)| = 1 pour un certain j € [1, s] alors I'égalité précédente n’est jamais vérifiée
car les r; sont strictement positifs. Ceci prouve la premiere assertion de la proposition.
Sinon, pour tout j et pour tout ¢; fixé, on a [0~ (j)| — 1 degrés de liberté dans le choix

des r; < /Y11 /1,0y, Dapres | , lemma 3.3], si on se place dans le premier cas de
I’hypothese 3.1.1, on a

[foltr] <e [Fot))Irf + | oot (3.6.12)
pour tout € > 0. Ceci est de plus trivialement vrai dans le deuxiéme cas d’apres (2.3.1).
Dans le troisieme cas, on a |fo(t;7?)| <. |fo(t;)|rs d’aprés (2.3.2) mais ici on a décomposé

1. Insistons sur le fait qu’il n’est pas nécessaire d’avoir 7 — 0. Ici, 1 est une constante fixée (indépen-
dante de ¢ et de Y') qu’on pourra optimiser plus tard.

101



CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

les entiers m,; sous la forme m; = tirf avec t; = (—1)€D7; > 0 et D; un discriminant
fondamental. Puisque les différentes valeurs de +/%; sont encore linéairement indépendantes
sur QQ, la discussion précédente reste inchangée.

Alinsi,

Z ﬁ | fo(ma) 160 (ZS: (e, T)\/Zj)

t1 < ...<ts 1=1

mi = Tl ta(l)

< o IT I (el + 1fwlt)Drs

t1<..<ts  r2t,u <Y j=lico—1(j)

e;r; =0
ico—1())
lo=1(5)|-1
S a_l j
< YO0 S (1 folt)] + ) (”'( > re)
t j=1 r2t;<yt+n

puisque pour tout j, on fixe les premitres |o~1(j)| — 1 valeurs des 7; et on majore la
derniére valeur (déterminée par la relation linéaire) par Y'*7. On obtient ainsi,

1)1
ZH | folt)] + | oot 10)'( ) 7’6)

t j=1 r2t;<Y1+n

<<ZH ’f H_’f ( )’)U ) y 140 (1/2+€)(lo~1(j)]-1)
0 tj

t j=1

< YU+m/2+e)(v—s) ﬁ 3 (Ifo@®)] + | fas@®)]) Olg=Uo™ DI=1)/2,

J=11<t<y+n

Pour traiter la derniére somme, on va différencier les cas suivant la valeur de |0~ (j)|
(qui est un entier > 2).
e Si |o7!(j)| = 2 alors, puisque (a + b)? < 2(a® + b?), en utilisant le lemme 3.2.2,

A

Z (|f0( )|+|f00( << Z Z | a(t)|2

1<t<y 1Hn \/E ac{0,00} 1<t<Y 147 \/E
< Y(1+77)/2

e Si |o7!(j)| = 3 alors en utilisant (3.2.3), on a

3 (Ifo(t)|+|foo(t)l)3<<Y(1+n)a+s > (1fo()] + | foo(t)])?

t

1<t<y 4n 1<t<y Hn

< Y(1+n)a+5 Z Z |fa(t)|2

ac{0,00} 1<t<Y 147
< Y(l—i—n)a—l—s

ol 'on s’est servi une nouvelle fois du lemme 3.2.2 et d’une sommation par parties.
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6 Evaluation asymptotique des moments

e Si |o7!(j)| = 4 alors la somme est bornée uniformément en g et Y.

De ce fait, on a

Ea’(q) << Y(1+n)(ugs+672+agg)+€
< Y5 -(3-a)(s=02))+e

puisque o5 4+ 03 < s et ceci pour tout € > 0. L]

Remarque 3.6.2.

e Le second terme du membre de droite de (3.6.12) provient du fait que fy n’est a
priori que vecteur propre des opérateurs de Hecke T),» avec p impair. Pour avoir
| fo(r2t)| <. | fo(t)|re, il aurait fallu supposer que fy soit propre.

e Dans le cas de E7, on remplace juste les m; par u,m; dans la fonction indicatrice
(avec p, positif) et on remarque que

> ei/ipmy; =0 <= > ei/m; =0
i1 i=1

donc on obtient le méme résultat que pour ET.

6.5 Moments impairs

On peut a présent énoncer le résultat principal concernant les moments impairs.

bo1y —1
Théoreme 3.6.1. Soient v > 0 un entier impair et C, = <2V2 1) . Supposons qu’il

existe 6 > 0 tel que
1<YY 7 <O

alors pour tout € > 0

Yu/2+€
E(E(l]/) =0 (Y—(I/Q_O‘H‘E + ) (3613)
p

ot la constante implicite ne dépend que de f,w,v,e et ).
Si on suppose qu’il existe 6 > 0 tel que

1<Y¥ 7 < Cuq/p

alors pour tout € > 0

YV/2+E
E(Equ) -0 (Y(l/Qa)+e + >

7 (3.6.14)

ot la constante implicite ne dépend que de f,w,v, e et .
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Preuve. Dans le premier cas, la condition de croissance en Y nous permet d’appliquer la
proposition 3.6.2 pour ¥,(q) dans (3.6.11) mais on ne peut appliquer que la proposition
3.3.2 pour traiter le cas de ¥,(q/p) .

On obtient ainsi
Yu/2+s

D

et de méme pour E~ comme précisé dans la derniére remarque. D’apres I’équation (3.6.4),
on en déduit la conclusion.

Ef(MY) < Y- (1/2me)tes 4

Dans le second cas, on peut appliquer la proposition 3.6.2 a la fois a 3,(q) et X,(q/p)
dans (3.6.11). On obtient ainsi

Ei(MZ) < Y*(l/?*a)ﬁ’a

et d’apres I'équation (3.6.4), on en déduit la conclusion.
]

Remarque 3.6.3. On peut voir que la seconde condition de croissance en Y dans le
théoréme 3.6.1 n’est intéressante que dans le cas ou g = p"¥ avec N > 1.

6.6 Moments pairs

On suppose a présent que v est pair. Pour I'instant, on a seulement montré que le terme
principal de (3.6.9) provient des v-uplets m; = r2t; tels que |{t;,i € [1,v]}| = v/2 donc
il nous faut étre plus précis. On note S*(v,v/2) 'ensemble des surjections o € S(v,v/2)
telles que tout j € [1,r/2] a exactement deux antécédents par o (i.e. o9 = v//2).

Proposition 3.6.3. Soient v > 0 un entier pair et o € S*(v,v/2). On suppose qu’il existe
- v_1y —1
§ >0 tel que Y27+ < Cq avec C,, = <2V2 1) . Alors, pour 0 < n < 62277,

v/2

v/2 o R 2 m; 2
Solg) =22 37 TLAm)B ()
ty <.4.<2tl,/2 =1

Preuve. Soient ty,...,t,/, des entiers positifs distincts sans facteur carré et posons m; =
r?ty;) comme précédemment. Quitte a changer un peu les notations, on peut supposer
que ma;_1 = r?t; et mo; = ri*t; pour i € [1,v/2]. Ainsi,

> <§ €z‘\/ﬁg) = Y. 4 (VZ/Z ei(r; +627‘§)\/5;1) :

ec{£1}” e'e{+1}v/2 ec{£1}/2 i=1
Fixons €’ et appliquons le lemme 3.4.2 aux (r; + eir})*t; < 4Y*. Ceci est possible

21//272 v
car ((1//2)24Y1+’7) < (VRYt)? C < q/2 pour v > 2 et 4Y''™ < ¢/2 pour v = 2.
De ce fait,

v/2 v/2
> 4 (Zei(rﬁe;ré)\/ﬁ) <277 % 6 (Zei(n—i-egr;)\/%i).

ec{£1}v/2 =1 ec{+1}v/2 i=1
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v/2
Le membre de droite s’annule sauf si > e;(r; + €/7})v/t; = 0 pour un certain e. Dans

i=1
ce cas, 1; + eir = 0 pour tout ¢ puisque les ¢; sont sans facteur carré et distincts. On en
déduit alors que r; = 7% et €, = —1 pour tout i (car 7,7, > 1). Ainsi, on a mg;_1 = my; et
en fait

T (Zeﬂ/—q> _ g2

ec{£1}¥
ce qui permet de conclure.

On peut a présent énoncer le résultat principal pour les moments pairs.

b1y —1
Théoreme 3.6.2. Soient v > 0 un entier pair et C, = (21/2 1) . Supposons qu’il existe
0 > 0 tel que

LYY < Oy

alors pour tout 0 < n < 62277 et tout € > 0,
v/2

V! 1 A m yv/2+e
]E:t EY) = - 2B2 (> O Y—(l/?—oc)-‘ra
( q) (V/Z)' Y X ~ i fo(m) + + p

(3.6.15)
ot la constante implicite ne dépend que de f,w,v, e et n.
St on suppose qu’il existe 6 > 0 tel que

1Y < C,q/p

alors le terme d’erreur dans (3.6.15) est O (Y’(l/zfa)“ + Y;éjf) ot la constante implicite
ne dépend que de f,w,v, € et n.

Preuve. Commencons par le second cas. En appliquant les propositions 3.6.2 et 3.6.3 a la
fois pour X,(q) et X,(q/p) dans (3.6.11), on a

v (]' B 1/]7)71 v v/2 m; 2
M) = X 2 S s ()
oc€S*(v,v/2) ty <. <tu/2 i=1

mi =Tr; t7

(1-1/p)~! /2 ik m; —(1/2—
. oV f ml () +0 (1/2—a)+e
pY? UGS;V,V/Q) " <Z< t)o ZH1 " Y ( )

mi = 7r;t;

et puisque la quantité dans le produit est indépendante de 1’ordre des ¢;, on obtient

Yu/2E+<M ) _ 21//2 ‘S (V I//Q)‘ ZD i_[/Q fO(mz)QB <7nl) +0 ( —(1/2— oe)—‘re)

(V/2) t1,..., ty/2 distincts =1 Y
mi:'r?ti
L 27 Thms (1) o y-0mor)
: i () w0070
W/t =, . = L4
mf'rt
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car les termes ajoutés sont négligeables d’apres la proposition 3.6.2. On obtient le résultat
analogue pour E~ (ou la somme est prise sur les non-carrés modulo p) et on en déduit la
conclusion désirée.

On procede essentiellement de la méme fagon dans le premier cas puisqu’il suffit d’ap-
pliquer les propositions 3.6.2 et 3.6.3 seulement pour ¥,(q) et utiliser une fois de plus
que

> htm)n () | < v

mi,...,My =1

7 La convergence des moments

Puisque les corollaires 3.1.1 et 3.1.2 sont établis via la convergence des moments des

variables aléatoires £, , il apparait opportun de rappeler pourquoi dans de nombreux cas,

la convergence des moments d’une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r) entraine sa
convergence en loi. Etonnamment, on trouve assez peu de démonstrations de ce résultat
dans la littérature bien que celui-ci soit tres connu des spécialistes, particulierement en
théorie analytique des nombres.

La plupart des résultats suivants sont issus de [(5].

7.1 Fonction génératrice des moments

On dit qu’une v.a.r X admet un moment d’ordre v € N si E(|X|") < 400 et on définit
alors ce moment comme étant E(X"). Par convention, le moment d’ordre 0 vaut 1.

Définition 3.7.1. Soit X une v.a.r. Pour ¢t € R, on pose lorsque l'intégrale converge
px (t) = E(e™).
Cette fonction s’appelle la fonction génératrice des moments de X.

La premiere propriété fondamentale de cette fonction est que son existence sur un
voisinage de 0 assure l'existence de tous les moments de X et que ceux-ci déterminent

px.

Proposition 3.7.1. Soit X une v.a.r. On suppose qu’il existe h > 0 tel que px(t) soit
bien définie pourt €] — h,+h[. Alors,

(1) oix|(t) < +o0 pour tout t €] — h,+h][,
(i) E(JX|") < +00 pour tout v € N,
(iii) px(t) = X SE(XY) pour tout t €] — h,+h].
v=>0

Preuve. Pour t €] — h,+h[, on a

E(eﬂX') = E(etX]lx>o) + E(e_tX]l)ko)
< ox(t) + ox(—t)
< 400
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ce qui montre (i).
Alinsi,
|t|”

>

v>0

B(x1) = B( S 20 < B < 4oo

v>0

pour t €] — h,+h[, ce qui montre (ii) et qui justifie 'interversion série-intégrale pour
montrer (iii).
O

Lorsqu’elle existe, la fonction génératrice des moments vérifie des propriétés analogues
a celles de la fonction caractéristique de X (qu'on définit par ¢x(t) = E(e)). On a
notamment le fait que ¢x caractérise la loi de X.

Proposition 3.7.2. Soient X et Y des v.a.r telles que px(t) et py(t) soient bien définies
pour t €] — h,+h[, avec h > 0, et vérifient

px(t) = v ()
sur cet intervalle. Alors, on a 'égalité des lois : L(X) = L(Y).
Preuve. La convergence de ¢x(t) sur | — h, +h| entraine que la fonction
s E(e*Y)

est holomorphe sur le domaine —h < Re s < h (en majorant |e*¥ | par el®¢sX]) et de méme
pour s — E(e*V). Puisque ces deux fonctions coincident sur | — h, +h/[, elles coincident
nécessairement sur tout le domaine et donc en particulier pour tout ¢t € R,

ox(t) =E(e"") =E(e") = ¢y (t)

donc on a égalité des fonctions caractéristiques, ce qui implique 1’égalité des lois de X et

Y. m
On peut a présent démontrer la proposition principale de cette partie.

Proposition 3.7.3. Soit X une v.a.r telle que @ x(t) soit bien définie pourt €] — h,+h],
avec h > 0. Alors la loi de X est déterminée par ses moments i.e. pour toute v.a.rY, si

E(X") =E(Y")
pour tout entier v > 1 alors L(X) = L(Y).

Preuve. D’apres les propositions 3.7.1 et 3.7.2, il suffit de montrer que ¢y (t) < 400 sur
un voisinage de 0. Soit ¢ €] — h, +h[, d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

<

v=>0

!t\”

E(YT")

Or, pour tout v > 0, E(|]Y|*) = E(| X |*) et
E(Y ) < E(Y 2 Eyia) + (Y 2Ly 00) < E(Y ) + E(Y ).
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Ainsi,
Itlz” X2 L]+ o041
X[™) + E([Y]**)
D2 2 21
<<t z ’t‘ |21/ + Z ‘t’2y+1 |2u+2)
v>0 (2’/) 1/>0

< x| ([t]) + ¢px (1)
< 400

car ¢|x| est bien dérivable et méme analytique sur | — h, h[.
[l

Remarque 3.7.1. Il existe d’autres criteres plus généraux pour montrer qu'une loi est
déterminée par ses moments. Par exemple la condition de Carleman [C'1] stipule que pour
une v.a.r X de moments (m,),o, si

> m;ﬁ = 400

v>1
alors la loi de X est déterminée par ses moments.

La plupart des lois usuelles (uniformes, de Poisson, exponentielles; normales...) pos-
sedent une fonction génératrice des moments qui converge sur un voisinage de 0 et sont
donc déterminées par leurs moments. Puisqu’ici on s’intéresse particulierement aux lois
normales, on va redémontrer ce résultat pour celles-ci.

Proposition 3.7.4. Soient m € R et V > 0. Soit X ~ N (m,V) une v.a.r gaussienne de
moyenne m et de variance V. Alors ¢x(t) est bien définie pour tout t € R. De plus, si
m=20, on a

vl

v/2
52\1/21,/2( / ) 4

E(X") =
pour tout entier v = 0.

Preuve. Puisque em’% <y H% pour tout z, on montre directement que l'intégrale
E(e!*) converge et ce pour tout .

Soit v € N. Si v est impair alors E(X") = 0 par imparité de la fonction intégrée. Si v
est pair, une intégration par parties montre que

E(X") =

1 o2
\/ﬁ/ a'e”wdr = (v — 1)VE(X" ).
T R

En répétant ce procédé v/2 fois, on obtient le résultat voulu.

7.2 Famille tendue de variables aléatoires

Le caractere tendu ou non d’une suite (X,,),en de v.a.r est un concept important pour
savoir si on peut en extraire une sous-suite qui converge en loi. L’idée générale est que la
masse des X, ne peut pas s’échapper a l'infini quand n — +oc0.
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7 La convergence des moments

Définition 3.7.2. On dit qu’une famille (X;);c; de v.a.r est tendue si pour tout € > 0, il
existe un compact K C R tel que ug PX,e K)>1—c¢.

Dans le cas d'une suite (X, ),en de v.a.r, cette définition est équivalente a

supP(|X,| >a) — 0.
n a——+00
On énonce maintenant le célebre théoreme d’extraction pour une suite tendue de v.a.r.
Ce théoreme nous sera utile par la suite pour caractériser la convergence des moments.

Théoréme 3.7.1. Soit (X,)nen une suite de v.a.r tendue. Alors on peut en extraire une
sous-suite qui converge en loi.

Avant de passer a la preuve de ce théoreme, faisons quelques rappels d’analyse fonc-
tionnelle.

Lemme 3.7.1. On note Cy(R) (respectivement Cy(R)) ’espace des fonctions continues
bornées (respectivement tendant vers 0 en £o00) sur R et d valeurs réelles. On munit ces

espaces de la norme infinie ||f||ooc = sup|f(x)|. Alors, ce sont tout deuzx des espaces de
T€R
Banach et Cy(R) est séparable mais Cy(R) ne Uest pas. De plus, on a l'inclusion continue

sutvante :

Co(R) C Cy(R).

Preuve. Ce sont des résultats tres classiques dont on peut trouver une démonstration dans
[HL] par exemple.
m

Théoréme 3.7.2 (Riesz-Radon). Soit Cy(R) le dual topologique i.e. l'ensemble des formes
linéaires continues de Cy(R). Cet espace peut s’identifier a celui des mesures boréliennes
finies de R, noté M,(R), via l’isomorphisme

M,(R) — Co(R)
pooo— (f%fRfdu)

On peut désormais prouver le théoréme qui nous intéresse.

Preuwve du théoréme 3.7.1. Notons p, = L(X,) la loi de X,,. D’apres le théoreme 3.7.2,
(ftn)n est une suite de B*(Cy(R)’), la boule unité (pour la norme d’opérateur) de Cy(R)'.
Or, Cy(R) est un espace de Banach séparable d’apres le lemme 3.7.1. On en déduit d’une
part, que B'(Cy(R)’) est compacte pour la topologie faible-x d’aprés le théoréme de
Banach-Alaoglu, et d’autre part qu’elle est métrisable pour cette topologie.

Ainsi, il existe une sous-suite (u,, ) qui converge vers un élément p € B'(Co(R)’) (ce
qui définit une mesure borélienne bornée sur R) au sens ou

o F) = [ Fdon, = [ Jdp= )

pour tout f € Cy(R). Montrons qu’en fait, ceci reste vrai pour f € Cp(R).

Soient f € Cy(R) et (x,)n une suite de fonctions continues telles que 0 < x, < 1,
Xnlj=nn) = 1 et supp(x») C] —n —1,n + 1[. Soit € > 0. Choisissons r € N de telle sorte
que

H(R\[=r, ) < & et i (R\[-r,7]) < &
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

pour tout n. Ceci est possible puisque p est de masse finie et (X,,), est tendue.
On a alors, pour k assez grand,

1(F) = g, (O < | CF (U= X )|+ 10— ) (X)) | A [, (f (e — 1))
< I f1looe + € + || fllooe

ce qui permet de conclure. En particulier, pour f = 1, on a pu(R) = p(1) = limy, g, (1) = 1.
De plus, la positivité des p,, entraine celle de p. Ainsi, ¢ est une loi de probabilité et on

a bien X, A X pour toute v.a.r X de loi p.
O

7.3 Convergence des moments

On va maintenant établir le résultat de la théorie des probabilités qui nous intéresse
principalement. A savoir, a quelle condition la convergence des moments d’une suite (X}, ),
de v.a.r implique sa convergence en loi. Il clair qu'une condition nécessaire est que les

limites des moments m, = lirll E(X?) doivent d’'une part correspondre aux moments
n——+0oo

d’une certaine v.a.r X et d’autre part caractériser la loi de X. On va montrer que cette
condition est en fait suffisante.

Avant tout, énoncons un lemme trés classique souvent nommé lemme des sous-sous-
suites puis un autre qui correspond au lemme de Fatou pour la convergence en loi.

Lemme 3.7.2. Soit (X,,),, une suite de v.a.r telle que de toute sous-suite, on peut extraire
une sous-sous-suite qui converge en loi vers une méme v.a.r X. Alors X,, converge en loi
vers X.

c
Preuve. Montrons la contraposée. Si X,, /A X alors il existe f € Cp(R) tel que
E(f(Xn)) # E(f(X))
n—-+0o

donc il existe g9 > 0 ainsi qu'une sous-suite (X, ) telle que [E(f(X,,)) —E(f(X))| = <o
pour tout k.

On ne peut donc pas extraire de cette sous-suite une sous-sous-suite qui converge en
loi vers X.

]

Lemme 3.7.3. Soit (X,,), une suite de v.a.r qui converge en loi vers une v.a.r X. Alors,
pour toute fonction continue positive sur R,

E(f(X)) < Lim inf B(/(X,).

Preuve. Soit (x,), une suite de fonctions continues positives a support compact qui tend
en croissant vers 1. D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

E(f(X)) = lim E(x,(X)f(X)).

Or, pour tous entiers positifs et n, E(x,(X,)f(X,)) < E(f(X,)) donc en passant a
la limite inférieure sur n on a

E((X)F(X) = lm_E(x(X,)f(X,)) < iminf B(f(X,))

n—-+o0o

ce qui permet de conclure en passant a la limite sur r a gauche.
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7 La convergence des moments

Théoréme 3.7.3. Soient (X,,), et X des v.a.r admettant des moments d tous les ordres
et telles que pour tout entier v > 1,

E(XY) — E(X") (3.7.1)

n—-+400o

Si, de plus, la loi de X est déterminée par ses moments alors X, 5 X,

Preuve. Montrons d’abord que la suite (X,,), est tendue. En effet, puisque E(X?) =
E(X?), on a E(X?) < 1 et donc

1
]P)(|Xn| > CL) < ?
d’apres l'inégalité de Tchebychev. Ceci montre bien que (X,,), est tendue.

On va maintenant appliquer le critere de convergence du lemme 3.7.2. Soit (X, ), une
sous-suite de (X},),. Comme elle est elle-méme tendue, d’apres le théoreme 3.7.1, il existe
une sous-sous-suite (X, M)) r qui converge en loi vers une v.a.r Y.

Montrons que
pour tout v > 1. Ceci permettra de conclure car on aura alors E(Y") = E(X") pour tout
v>1etdonc L(Y) = L(X) d’apres les hypotheses du théoréme.

Notons que d’apres le lemme 3.7.3,

E(|Y]") < limkinf]E(|X|;’l¢(k)) < s%pE(|X|Z¢(k)) < 400

car pour v pair, on a E(|X|Z¢(k)) = E(X;L’¢(k)) et pour v impair, on a
v v—1 v+1
Soient v > 1, € > 0 et (x»), une suite de fonctions continues telles que 0 < y, < 1,
Xnl[=nmn) = 1 et supp(x,) C ] —n — 1,n + 1[. Choisissons r € N de tel sorte que

rVE(Y?) <e et rVsupE(XZ) <e.

o : L,
Ainsi, puisque X,,, .. — Y, pour k assez grand on a

B(k)

E(X: ) —EYY)

T (k)

< ‘E(XZWC)XT(X%U“))) - E(YVX?"<Y))‘

+ (X7 (1= X (X)) + [E(Y(1 = x: (V)]
<edr7" s%p IE(XQV )+ T_VE(YQV)

(k)

< 3e

ce qui acheve la preuve.
m

Remarque 3.7.2. Quitte a adapter légerement la démonstration du théoreme 3.7.3, on
remarque que la condition (3.7.1) peut étre relaxée en ne la supposant vraie que pour un
nombre infini de v pair.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Corollaire 3.7.1. Soient (X,,), une suite de v.a.r admettant des moments da tous les
ordres et telles que pour tout entier v > 1

v!
v v/2

avec V> 0. Alors X, 5 N(0,V).

Preuve. D’apres la proposition 3.7.4, les moments de (X,,), convergent vers ceux d’une
loi normale centrée de variance V. Or celle-ci est déterminée par ses moments d’apres les
propositions 3.7.3 et 3.7.4, donc X, 5 N(0,V) d’apres le théoréme 3.7.3.

m

8 Variance

Le but de cette section est de donner un développement asymptotique pour la somme
dans le terme principal de I'égalité (3.6.15). Celle-ci peut étre vue comme la variance
de E,. On va distinguer deux types de convergence. Le premier, lorsque p — 400, nous
menera a la preuve du corollaire 3.1.1. Le deuxieme, lorsque p est fixé, donnera seulement
un résultat partiel sur le comportement asymptotique de S,.

Remarquons d’abord que par une sommation par parties et d’apres les lemmes 3.2.2
et 3.3.1,

A

< (;) (3.8.1)

= hints (2)

m>=7Z

1
Y

pour tout A > 1. Ainsi, on souhaite controler la quantité suivante.

1 A m
- fo(m)?B? () (3.8.2)
Y 1<;<Z Y

(5) =
lorsque p et Z tendent vers l'infini dans un certain domaine ou lorsque p est fixé et
Z — +00.

8.1 Variance lorsque p tend vers ’infini

On va a présent prouver le corollaire 3.1.1. Si on enléve la condition (%) = 41 dans
la somme en (3.8.2), en utilisant la transformée de Mellin inverse, la proposition 3.2.1 et
le lemme 3.3.2, on obtient que les moments pairs convergent sous certaines conditions en

q et Y vers
V! (4m)tH1/2 5 %
3.8.3
ce qui correspond au moment d’ordre v d'une loi normale centrée de variance 2V}, avec
(47T>Z+1/2 )
Viw==—""—""—(f, .
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Cependant, la présence du symbole de Legendre dans la somme rend les choses bien
plus complexes. En effet, c’est un caractere de conducteur p, potentiellement bien plus
gros que Y, la taille de l'intervalle de sommation (comme dans | | et [IXR] ou I'on
suppose que Y <. p° pour tout €).

Néanmoins, on va montrer qu’en supposant une condition de croissance plus restrictive
en Z et p, il existe une infinité de nombres premiers p tels que

m

() =1 pour tout 1 <m < Z. (3.8.4)
p

Proposition 3.8.1. Soit Z : [1,+oo[— Ry une fonction croissante non-bornée. Posons

<m> =1 pour tout 1 < m < Z(p)}-
p

Alors N, — oo dés que :
T—r+00

1. Z < loglogx sans condition,

2. Z < cy/logx avec ¢ strictement inférieur a une constante absolue si on suppose que
les fonctions L de Dirichlet L(s,x) (avec x un caractére réel) n’ont pas de zeros de
Siegel,

3. Z < clogx avec ¢ < 1/4 si on suppose l'hypothése de Riemann pour ces mémes

fonctions L.

Ceci est une conséquence du théoreme de Siegel-Walfisz pour lequel on donne la version
suivante prise dans | , theorem 11.16]. Le point (3) de la proposition 3.8.1 se déduit
facilement de la preuve de | , theorem 11.16].

Théoreme 3.8.1. Soit x un caractére de Dirichlet modulo q réel et non-principal. Posons
() = X x(p)A(p) avec A la fonction de von Mangoldt. Alors, avec les hypothéses
respectz’ve,sgje I’énoncé de la proposition 3.8.1 :

1. [y (2)] < we~eaVios® s g < (logx)?, avec ca ne dépendant que de A.

2. |y (2)] < we= V18T 5 g < e2VI8T et ¢/ une constante absolue.

3. |y ()] < 22+ pour tout € > 0 et siq < .

Les autres constantes implicites sont absolues.
Aussi, on aura besoin du lemme classique suivant.

Lemme 3.8.1. Soit x un caractére de Dirichlet et posons m(z) = > x(p). Alors,

max |

i 1 (1)

X
log

+ V.

my(2)] <

En particulier, |my(x)|logx satisfait les mémes inégalités que celles du théoréme 3.8.1
lorsque x est réel et non-principal.
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Preuve. On écrit d’abord

71-x(w) - 71-x(\/g) = Z

Vr<n<z

A(n)
logn

k
X (p")
x(n)— > 2
puis en sommant par parties on obtient le résultat.
On va maintenant prouver la proposition 3.8.1.

Preuve de la proposition 3.8.1. Posons g(t) = 27?®) et notons (p;); la suite des nombres
premiers. On a

1
P p;<Z(p)
1
e Z (‘”) avec qr = [ p:
p<x g<p) 1;7(Z(p))] p el

Il
™ s
/\‘ .
S~—
/\

ShS
N——

IC[[LW(Z(-T))]] max Ip< WQEZ(;)))

_y b L qf)
gcg(p) +@¢1c[[z7r: (Z(2)] Z 9(p) (

maxI < W(Z(p))

Une sommation par parties donne

mSen 9(05) \Pj 9(pn)  9Pm—1) 5L, \9(P)  9(pjn

avec mr(t) = X (q—’) et bien slr my = 7.
p<t NP

Le terme principal de N, est supérieur a % et les autres termes sont bornés par

@) (r?gx \m(t)\). De plus, le log du conducteur de (q—’) est majoré par
<z
> logp< (14¢€)Z(x) pour z assez grand.
p<Z(x)
Alinsi,

N> T4 0 (glo) mal0)]).

D’apres le théoreme 3.8.1 et le lemme 3.8.1, si Z(z) < 1%5 loglog = alors g(z) et gy sont

t<x )

< (log x)# donc on a
m(x) 24 —ca/logz
Dans le deuxiéme cas (i.e. L(s, X) n’a pas de zéro exceptionnel), avec ¢ < ¢/2 on

obtient q; < VI8 et |7/ (z)| < ~¢Vlogz qonc

lom
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N, > ﬂ(x)e’C@ (1 +0 (echlng*clvlogz)) — +o00.
Dans le dernier cas (i.e. sous GRH), on a

N, > @)

(1 +0 (x2c*1/2+5 log x)) — 400
xc
en prenant ¢ assez petit.
O

Remarque 3.8.1. Malheureusement, on n’a pas une densité naturelle positive de nombres
premiers p qui vérifient (3.8.4) car

N, 1 1 z'/?
7r(gj)<<— > @+W($)+0(1)

(@) Va<p<a I

<

+o0(1) =0

1
9(v/r)

dans tous les cas.

On va maintenant expliquer comment on obtient (3.8.3) dans le cas ot aucun symbole
de Legendre ne tord la somme en (3.8.2).

Proposition 3.8.2. On suppose que les coefficients (fo(n))ns1 sont tous réels, alors

m )e1/2
)‘ ) F, P2+ o).

1 £ 2 2
y 2 Jotm)B (Y T+ 1/2)

1<m<”Z
lorsque Y, Z — 400 avec Y = o(Z).

Remarque 3.8.2.

e Le fait que les coefficients de Fourier de f en la pointe 0 (ou de maniére équivalente
en 00) soient réels est utile uniquement ici. C’est toutefois une hypothese cruciale.

e De plus, un simple changement de variable montre que (fo, fo) = ([, f)-

Preuve. On a fo(m)2 = | fo(m)|? donc & partir de (3.8.1), on obtient

S B () = 5 ZhePst () o)

1 _ —
=5 /(U) D(s, fo x fo)Y* ' B2(s)ds +o(1) pour o > 1
(47T)€+1/2

= T 1z o fo B o)

en décalant le contour d’intégration et en utilisant le théoréme des résidus. On applique
alors le lemme 3.3.2 pour obtenir le résultat souhaité. O
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On a ainsi essentiellement montré le corollaire 3.1.1 puisque sous ses hypotheses, on
aY <. p° et on peut appliquer le théoreme 3.6.1 pour les moments impairs. Pour les v
pairs et strictement positifs, d’apres le théoreme 3.6.2, (3.6.5) et (3.8.1) on a

v/2
(65 ooy (5, 5, w08 () +o) s fevean)

1<m < Z(pg)

avec Z(pg) = loglog pi et py vérifiant (3.8.4). D’apres la proposition 3.8.1, il existe une
infinité de nombres premiers vérifiant (3.8.4) donc les moments convergent vers

1 v (4m)e+1/2
2(v/2)! (r(u 1/2)

V/2
. f>||w||3)

d’apres la proposition 3.8.2 pour une sous-suite de E, .
Il est facile de voir que ces moments (pairs comme impairs) sont bien ceux de la loi
mixte

1. 1
~60+ =N(0,2
500+ 5N (0.2V7,)

définie dans I’énoncé du corollaire 3.1.1. Puisque qu'une loi normale posséde une fonction
génératrice des moments finie sur R, il en est de méme pour cette loi qui est donc déter-
minée par ses moments. Le théoreme 3.7.3 permet alors de finir la preuve du corollaire
3.1.1.

On remarque aussi comment la condition de croissance en X}, et pp du corollaire 3.1.1
peut étre améliorée suivant le cas de la proposition 3.8.1 dans lequel on se place.

8.2 Variance pour un nombre premier fixé

En général, si on fixe un nombre premier p ne divisant pas le niveau N’ de f, on peut
écrire que

S e () = 5 X donts (7) 45 T (%) bl (7).

On rappelle que si x est un caractere réel primitif de Dirichlet modulo p, alors d’apres

la proposition 2.1.10,
fox(2) = 3" x(n) fo(n)n' e (nz)
n=1
est une forme cuspidale de poids ¢ + 1/2 et de niveau N'p?. Cependant, la proposition
3.2.1 reste vraie pour de telles formes (rappelons que fy en est une a fortiori). Pour noter

la dépendance en p, on va redéfinir le produit hermitien de f et g dans Seyq /o (N 7, (N ,))
comme suit

_ 1 =, e+1/247dyY
<f> g>p T VOI(F0(4P2)\H) /I‘o(4p2)\7-[ f(Z)g(Z)y * y2 :

On obtient ainsi un analogue de la proposition 3.8.2 :

)H1/2
¥ 3 Xmbm? B () = 1o fondlwl ol
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9 Forme de poids entier

ou x = (5) et lorsque Y, Z — 400 avec Y = o(Z).
D’ou, en fixant p mais en faisant tendre Y et ¢ = p" vers l'infini avec Y <. ¢° pour

tout €, on obtient la convergence de tous les moments de la quantité définie en (3.6.2) qui
ainsi, toujours sous ces hypotheses, converge en loi vers la loi mixte

1 1
SN O Viw + Vi) + SN0, Vi = Vi)

4r)e+1/2 .
avee Vi) = G275 oo fobllwllf et x = (3).

9 Forme de poids entier

Le travail précédent peut en fait étre adapté pour déduire un résultat similaire lorsque
la forme modulaire f est de poids entier. Précisément, comme dans | |, on cherche
a calculer les moments des sommes des coefficients de f en progression arithmétique mais
avec un module ¢ = p" ou p est un nombre premier et N > 1.

Soit
f(z) =" a(n)n" "D e(nz)

n=1

pour tout z € H, une forme cuspidale de niveau N’ quelconque et de poids (pair) k.
On rappelle que si f est propre (i.e. vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke)
alors ses coefficients de Fourier normalisés vérifient la borne de Deligne [[D4]

la(n)| <fen® (3.9.1)

pour tout entier n > 0. Grace a la théorie des formes nouvelles sur S, (N') [AL1], I'inéga-
lité précédente est toujours vraie pour f quelconque.

Pour toute fonction C* a support compact w : R} — R, tout X > 0, toute puissance
d’un nombre premier ¢ = p" avec pt N’ et tout entier a premier avec ¢, on définit une
nouvelle fois les quantités suivantes

S(X,q,a) = n:za:[q] a(n)w (;) : (3.9.2)

B(X,qa) = 229 (3.9.3)

X/q

Lorsque ¢ n’est pas premier (donc on est pas sous les hypotheses du théoreme 3.1.1),
on obtient un analogue du théoreme 3.1.3 qui implique évidemment le théoreme 3.1.4.

Théoréme 3.9.1. Soit f € Sp(N') une forme cuspidale quelconque de niveau N’ et de
poids (pair) k. Soit X > 0 et ¢ = p" une puissance d’un nombre premier avec p{ 2N’ et

v—1 -1
N > 2. On définit E(X,q,a) comme en (3.9.3). Soient v > 0 un entier, C,, = (2V2 )
et e € {£1}. Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que

1YY <Oy
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

ouY = N'q*/X. Alors, pour tout 0 < n < §2%7 et tout € > 0, on a

ag(m)? B2 (T;L) (3.9.4)

v/2+¢
+ O <Y1/2+€ + W)
p

ot les (ag(m))m=1 sont les coefficients de Fourier normalisés de fo = f|,€(13/ ’Ol), limage
de f par Uinvolution de Fricke sur S,(N'), et B est une fonction C*> a décroissance rapide
ne dépendant que de w et k.

On va donner un schéma de preuve pour le calcul des moments sur les carrés modulo ¢
puisque c’est essentiellement la méme chose que dans la preuve du théoreme 3.1.3. Certains
détails techniques sont méme plus simples en utilisant la borne de Deligne (3.9.1).

Preuve. Tout d’abord, on donne la formule de Voronoi suivante pour les formes cuspidales
de poids entier. Cette version est équivalente & celle issue de [G1, Theorem 2.2] mais en
niveau supérieur. On la déduit tres facilement en adaptant la preuve de la proposition
3.3.1. Pour (b,q) =1et (N',q) =1, 0n a

;a(n)eq(bn)w <;> — 4 \/%q mz;l ap(m)e,(—N'bm)B <N’;Z/X>

B(z) = /(U) mw(l — s)x~°ds

pour > 0, 0 > —(k —1)/2 et [(s) = (2m)~CHE=D/2T (s 4+ (k — 1)/2). On remarque
alors que B vérifie les mémes propriétés que celles montrées a la section 3.

Ainsi, comme dans la preuve de la proposition 3.6.1, on obtient

PO ) = o 5 gl Wy (1) + 0024574

"
\/}_/ m>1

donc on doit estimer les moments de sommes de Kloosterman. Lorsque N > 1, ces sommes
sont tres similaires aux sommes de Salié. Précisément, soient my, ..., m, des entiers stric-
tement positifs tels que (%) = 1 pour tout ¢ € [1,v]. D’apres la proposition 3.4.1, on a
pour N pair,

E* <H K1, (m;, )> = Z g <Z ei\/miq> +O(1/p).
=1 ec{+1}¥ =1
Tandis que si N est impair et p =1 [4],
v .. q A\
e (1T 0) = 3 (VP 6 (1) e + o/
1=1 ec{£1}” p q i=1
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9 Forme de poids entier

avec G(x,a) = % > x(z)eq(az) la somme de Gauss classique divisée par ¢ et définie pour
z [q]

tout caractere multiplicatif y et tout @ modulo q.

Finalement, si NV est impair et p = 3 [4],

o ([ o) - 5 (S () ) o

i=1 ec{+1}¥ p q i=1

Si N est pair alors la preuve est identique. On a méme pas besoin du lemme 3.2.2 pour
obtenir ’analogue de la proposition 3.6.2 car en majorant directement les coefficients avec
(3.9.1) on obtient un meilleur terme d’erreur.

Si N est impair alors pour v impair et @ mod ¢, on a GG ((a),, , a) < qg 1?2« 1/p car

N > 1. Donc on peut borner trivialement le moment d’ordre v.

Si N est impair, v est pair et p = 3 [4] (le cas p = 1 [4] est similaire) alors on a

E* (E(Xv q, )V) =

7, T o S L5 008 (7)1 (0

ec{£1}¥ 1<mq,...,m, <Y 1+ni= p
Yu/2+s
+0 < +Y —A> :
p

Comme pour la proposition 3.6.3, on prouve que le terme principal provient des v-
uplets m qui prennent exactement /2 valeurs et avec exactement la moitié des ey, ... e,
négatifs.

On obtient ainsi la conclusion cherchée.
O]

Le corollaire 3.1.2 se déduit facilement de la section 8, en adaptant la discussion a une
forme de poids entier.
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

10 Simulations numériques et conjecture

On discute dans cette derniere section d’une possible amélioration du corollaire 3.1.1.
On s’appuie notamment sur certaines simulations numériques liées a ce probleme et réa-

lisées avec PARI/GP.

10.1 Retour sur la variance

Le corollaire 3.1.1 apparait comme une conséquence directe de I’étude faite a la section
8. On rappelle qu’il s’agissait de trouver la limite de

11/ 1 <§< z fO(m)2BQ (T;) 2y 1<z:<Zf <7;L> <3.10.1>
(3) =
+ 2; 1<§<z (7;) Fo(m)2B2 (;’;) (3.10.2)

quand p et Y tendent vers I'infini et avec Y <. pf pour tout € > 0 et Y = o(Z).

Comme nous 'avons déja expliqué, le comportement d’une somme courte tordue par
un caractere de grand conducteur est tres chaotique. En effet, deux caracteres distincts
peuvent coincider sur leurs premieres valeurs et c’est exactement cela qui est exploité dans
la proposition 3.8.1. On y montre que si la croissance de Z est suffisamment modérée
alors, pour une infinité de p, la somme en (3.10.2) tordue par le symbole de Legendre
est égale a la méme somme mais tordue par le caractere principal. L’avantage de cette
derniére somme, comme on ’a vu, est qu’elle posseéde une limite facilement calculable via
la transformée de Rankin-Selberg.

Cependant, rien dans la preuve de la proposition 3.8.1 n’empéche de remplacer le
caractere principal par n’importe quelle fonction totalement multiplicative a laquelle on
a prescrit une suite de valeurs £1 sur les nombres premiers. Par exemple, sous les mémes
hypotheses que celles de la proposition 3.8.1, on a

/
N = {p <z (p) = —1 pour tout premier p’ < Z(p)} — +00
p

quand x — +00. Ainsi, pour une infinité de p, le membre de gauche de (3.10.1) vaut

s X hers () 5y S o ()

1<m<Z 1<m<Z

ou 'on note A la fonction de Liouville 7.e. la fonction totalement multiplicative telle que
A(p) = —1 pour tout p. Or, il est tout a fait envisageable que le membre de droite de

I%;ZA ( ) nglx m)? B2 (’;) +o(1)

possede une limite quand Y,p — +oo liée a un possible résidu en s = 1 de la fonction
L de la transformée de Rankin-Selberg généralisée fo X fo X A. A ce jour, on ne connait
pas de méthode efficace pour aborder ce genre de probleme. Si on note fow cette limite
potentielle, alors on obtiendrait la convergence de E(X,p,-) vers

1 1
5/\f (0, Viw + Vi) + 5/\/ (0, Viw — Vi) (3.10.3)

120



10 Simulations numériques et conjecture

dans un certain régime en p et X et lorsque p décrit une certaine suite de nombres
premiers. On rappelle aussi que l'on a posé

T)e+1/2
S TN

Viw = 1 1))

Tout ceci montre que le corollaire 3.1.1 n’est sans doute qu'un cas particulier des
différentes limites que peuvent avoir certaines sous-suites de E(X,p,-) quand p — 400
(ou de la méme facon E(X,q,-) avec ¢ = p™» et p — +00). Ces valeurs d’adhérence seront
toujours de la forme (3.10.3) avec V7, € [0, V] (ici A peut désigner plus généralement
n’importe quelle fonction totalement multiplicative valant +1 sur les nombres premiers).
Le corollaire 3.1.1 correspond donc au cas ot V7, = V..

Ainsi, on propose la conjecture suivante.

Conjecture 3.10.1. Soit f € Spy1/2(N') une forme vérifiant l’hypothése 3.1.1 et dont
les coefficients de Fourier sont réels et soit w € CP(R). On définit E(X,q,-) comme en
(3.1.2). Pour tout V* € [0, V},,|, il existe une suite (py)r de nombres premiers telle que

1 1
E(Xi g, ) = 5N (0. Vi + V) 4 5N(0. Vi = V)

pour toutes suites (Xy), € RY et (qi)x € NV telles que q, = phE avec Ny, > 1 et

2
)q(—k =o(logpy) et Xi = o(q})
k

quand k — +00.

10.2 Histogramme des valeurs de FE(X,p,a)

On présente ici comme premieres applications numériques les histogrammes des fonc-
tions a — FE(X,p,a), définies en (3.1.2), pour différentes valeurs de p et avec toujours
X = p?/log(p). On fixe d’abord la forme modulaire f. Pour limiter les temps de calcul,
on a pris une forme cuspidale non-nulle de niveau 4 de poids minimal. Précisément, on
pose ;

n(22)

TBE = 7; a(n)e(nz)

pour z € H et avec n la fonction de Dedekind et 6 la fonction de Jacobi. On a vu au
deuxieéme chapitre que f € S 9 (4) et que cet espace de formes cuspidales est de dimension
un, ce qui implique que f est une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke. Par
ailleurs, les coefficients de n et de 6 étant entiers et puisque le premier coefficient de 6
vaut un, les coefficients a(n) de f sont entiers. Pour fixer les idées, on en donne ici les
premieres valeurs :

f(z) =

f(2) = q—6¢* +12¢° — 8¢* + 12¢° — 48¢" + 48¢® — 15¢” + 60¢™° + O(¢™)

ou l'on a posé ¢ = e(z).

On a besoin également de fixer le poids lisse w intervenant dans la définition de
E(X,p,a). Pour cela, et toujours dans un souci de simplification des calculs a faire dans
PARI/GP, on peut considérer que I'on prend n’importe quelle fonction lisse w a support
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CHAPITRE 3 : Coefficients de Fourier en progression arithmétique

compact dans [0, 1] et qui coincide suffisamment bien avec la fonction z — 274 de facon
a avoir

E(X,p,a):)g/f4 > a(n) (3.10.4)

n <

X
n=alq

]
dans nos applications numériques.

La figure 3.3 montre une série d’histogrammes des valeurs de E (X, p, -) pour plusieurs
nombres premiers p relativement grand. Pour chaque valeur de p i.e. pour chaque ligne
de la figure 3.3, on donne deux copies de I’histogramme normalisé (la somme des aires
des rectangles bleus vaut 1) des valeurs de E(X,p,a) avec a décrivant Fy. Sur celui de
gauche, on a représenté en rouge la densité gaussienne de variance V'

pvit'—>

1 t?

exp | —=——

V2TV P\7av
ou V est choisi de sorte que py(0) coincide avec la valeur centrale de I’histogramme. Sur

celui de droite, on a représenté en rouge la densité de probabilité py,, v+ d'une loi mixte
de la forme

1 1
SN O Vi V) + SN0, Vyw = V),
Ici, compte tenu du choix de w, on a

1 2
|wl3 ~ / e Pdr = =
0 9
Un rapide calcul avec PARI/GP montre qu’alors V,, >~ 0,263 et c’est cette valeur qu’on
prend pour tracer py.,, y+. De plus, V* est choisi de maniere a ce que pyq,1+(0) coincide
avec la valeur centrale de I’histogramme.

On peut remarquer alors que les courbes rouges de droite épousent un peu mieux la
forme des histogrammes et cela particulierement sur les plus grandes valeurs de E(X, p, a)
(les « bords » des cloches). Ce qui est le plus frappant, c’est surtout que la forme de la
cloche change a chaque fois. En effet, le sommet de celle-ci ne semble pas se stabiliser vers
une valeur fixe et peut varier jusqu’a 30% de sa valeur pour différents p.

Tout ceci met évidemment en lumiere la conjecture 3.10.1. Dans une moindre mesure,
cela nous conforte dans l'idée qu’il est peu probable que la suite de variables aléatoires
E(X,p,-) admette une limite au sens de la convergence en loi lorsque p tend vers +oo.
On propose dans la sous-section suivante une autre application numérique étayant la
discussion précédant la conjecture 3.10.1.

10.3 Les quatriéme et huitieme moments

On s’intéresse maintenant a ’évolution des moments de (X, p, ) en fonction de p. On
garde la méme forme modulaire f et le méme poids lisse w que précédemment, si bien que
E(X,p,a) peut étre définie comme en (3.10.4). De plus, on garde toujours la convention

X = p*/log(p).

On rappelle que pour v en entier pair, le moment d’ordre v de E(X,p,-) vaut
1

7ZE(X,p,a)”
p— 1 a=1
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et que d’apres le théoreme 3.6.2, il est égal, & un o(1) pres, a

V! V!

(et V) T (e - i)

avec Y =4p? /X et V*(Y) = + 2;1 (%) fo(m)?B2 (%) :

On a expliqué en début de section pourquoi on conjecture que V*(Y') possede comme
valeurs d’adhérence possibles tout 'intervalle [0, V},,]. Pour v = 4, cela donne un moment
d’ordre 4 qui possede toutes les valeurs d’adhérence de la forme

3(vf%w +V*?)

avec V* € [0, V). Autrement dit, le quatrieme moment de E(X,p,-) va osciller asymp-
totiquement entre 3V7,, et 6V7,,. Numériquement, cela correspond environ & l'intervalle
[0.2,0.4]. Ceci dit, on rappelle qu’on a approché la valeur de ||Jw||3 par 2/9 = 0,222...
mais en vérité elle est plus petite puisque w doit étre a support compact dans [0, 1]. Si
par exemple on prend [Jwl[|3 = 0,2 alors on a 3V7?,, = 0,17. Pour v = 8, on peut faire une
analyse similaire et obtenir un intervalle de Valeurs d’adhérence qui vaut [0.33, 2.64].

La figure 3.4 représente le tracé des valeurs des moments d’ordre 4 et 8 (en ordonnée)
en fonction de p (en abscisse). Sur la premiére courbe, on a représenté en rouge 'intervalle
potentiel des différentes valeurs d’adhérence pour le quatrieme moment. Comme prévu, la
deuxieéme courbe oscille avec une plus grande amplitude que la premiére et on remarque
que les pics des deux courbes se font pour les mémes valeurs de p (qui correspondent &
celles pour lesquelles V*(Y') est grand).
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FIGURE 3.3 — Histogrammes des valeurs de E(X,p,a) avec a gauche le tracé en rouge
d’'une fonction py et a droite celui d’une fonction py v+
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FIGURE 3.4 — Evolution des moments de E(X, p,-) en fonction de p
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Chapitre 4

Signes et minorations des coefficients
de formes de poids demi-entier

Soit f une forme cuspidale de poids demi-entier et de niveau 4N avec N impair et
sans facteur carré. On note foo (n) son n-iéme coefficient normalisé a la pointe infinie et on
suppose que tous les foo(n) sont réels. On étudie dans ce chapitre les signes des coefficients
foo(n) lorsque n est pris dans une progression arithmétique. On obtient notamment une
borne inférieure pour le nombre d’entiers n < z tels que foo(n) > n ¢ avec z et «
strictement positifs et ol f n’est pas nécessairement une forme propre.

1 Introduction

Soit f dans Spy1/2(4N). Ecrivons son développement en série de Fourier sous la forme

f(z) = Z foo(n)n#e(nz)

n>1

pour z € H. Etant donnés a et z strictement positifs ainsi qu’'une classe a modulo un
nombre premier p, on cherche a établir une minoration sur le nombre d’entiers n < x tels
que n = a [p] et foo(n) > n"* (ou foo(n) < —n~ respectivement). A notre connaissance,
cette question spécifique pour une forme de poids demi-entier n’a jamais été étudiée
auparavant. Pour une forme de poids entier en revanche, des réponses partielles peuvent
étre apportées en utilisant par exemple la loi de Sato-Tate sur les valeurs propres des
opérateurs de Hecke (voir | , Theorem BJ).

1.1 Le signe des coefficients de Fourier

Depuis quelques années, I’étude des signes des coefficients d’une forme de poids demi-
entier est devenu un sujet de recherche tres prisé et la littérature le concernant est relati-
vement riche. Comme on ’a vu au chapitre 2, ¢’est une thématique qui tient son origine
d’une question posée par Kohnen. Prenons f comme précédemment et supposons que ses
coefficients foo(n) sont tous réels. Si ¢ est un entier sans facteur carré et si f est une forme
propre, alors on a vu que d’apres la formule de Waldspurger, foo(t)2 est essentiellement
proportionnel & L(1/2,Shf x x;) ou x; est un caractére quadratique. Il apparait donc
légitime de se demander & quelle racine de L(1/2,Shf X y;) correspond foo(t) i.e. quel est
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le signe de foo(t) et, par extension, comment évoluent les signes de tous les coefficients
fren).

On a fait dans la sous-section 3.2 du chapitre 2 une rapide présentation des résultats
déja existant sur ce sujet. On a vu notamment qu’on était encore loin d’étre parvenu a
établir la réponse conjecturale a la question de Kohnen qui est que les signes des foo(n)
(lorsqu’ils sont non-nuls) s’équirépartissent et que la proportion de changements de signe
tend vers 1/2.

Le meilleur résultat démontré a ce jour est le théoreme 2.3.4 dii a Lester et Radziwitt
[L1R]. Ce théoréme montre quesi f € S/, /2(4) est une forme propre de I'espace de Kohnen
a coefficient réels alors

<] Fem 50} > 1

et la preuve peut étre facilement adaptée a une forme propre de SZ,—I /2(4]\7 ) ou Spt1/2(4N)
pour tout N du moment que les hypotheses du lemme fondamental de [O5] sont vérifiées
(voir la démonstration du théoreme 2.3.4 pour plus de détails).

1.2 Reésultats principaux

Fixons f comme précédemment. Soit o > 0 et soit a une classe modulo un entier gq.
On considére les quantités suivantes,

A

T a) = ‘{n <z ‘ n=alq et fo(n)> n’a} : (4.1.1)
Tog@ia) = |[{n<z|n=alg et ful(n) <-n"}| (4.1.2)

pour tout z > 0. Aussi, on pose T*(z;a) = %ﬁ(w; Q).

Les résultats issus du chapitre précédent permettent de mettre en lumiere le caractere
oscillatoire des coefficients foo(n) lorsque n est pris dans une progression arithmétique.
En utilisant cela, on établit une borne inférieure sur 73;(:1:; a)) pour certains a et pour
une proportion explicite de a [p]. Ici, p est un nombre premier tel que p et x tendent tous
deux vers I'infini dans un régime de convergence que 1’on précisera.

On distinguera deux cas. Le premier est lorsque f est une forme quelconque (non-
nulle) et pas nécessairement une forme propre. On montre alors qu’il existe une proportion
positive de a [p]! pour lesquels au moins un coefficient foo(n) avec n = a [p] et n < =
satisfait fso(n) > n~® pour certains o > 0.

Dans le second cas, on suppose que f est une forme propre pour tous les opérateurs
de Hecke. On établit alors une borne inférieure sur le nombre de a [p] pour lesquels a la
fois 7,7 (7; ) et T, (x; ) sont supérieurs a % pour tout € > 0.

L’intérét de ce travail est donc double. D'une part, on ne se contente pas d’étudier
simplement le signe de foo(n) puisqu’on s’attache aussi a donner une minoration en valeur
absolue de ce dernier pour certains n. D’autre part, on inclut dans cette étude le cas ou f
n’est pas nécessairement propre ce qui marque une différence non-triviale avec les articles
précédents étudiant la question des signes des foo(n) En effet, dans tous les travaux
présentés dans la sous-section 3.2 du chapitre 2, I’hypothese que f est une forme propre est

1. Une proportion positive signifie un nombre de classes a modulo p qui est > p.
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cruciale. Elle permet tout d’abord d’avoir une quasi-multiplicativité des coefficients, ce qui
implique la présence de changements de signe comme on ’a vu dans la preuve du théoreme
2.3.4. Aussi, cette hypothese est nécessaire pour utiliser la formule de Waldspurger et ainsi
tirer le maximum d’informations a partir de ce qui est déja connu pour les formes de poids
entier.

On énonce maintenant le théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme 4.1.1. Soit f € Spp1/2(4N)\{0} ot £ et N sont deux entiers strictement
positifs et avec N impair et sans facteur carré. Si £ = 1, on suppose que f appartient a
l’orthogonal du sous-espace engendré par les séries théta. On suppose par ailleurs que les
coefficients de f sont réels.

Alors, pour tout € > 0 et tout o €]3/14,1/4], il existe une constante xo = xo(f, e, a)
telle que pour tout p premier et tout x > 0 satisfaisant xo < 17201 < p <« 72,
on a

o
’7;4)(:5704) >1

pour une proportion positive de a [p] et ou T," (v; ) est défini en (4.1.1). Aussi, on a le
méme résultat pour T, (7; ).

Si de plus on suppose que f est une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke,
alors pour tout € > 0, tout § > 0 assez petit et tout o €]1/8,1/7], il existe une constante
zo = 20(f,€,6,a) telle que pour tout p premier et tout x > 0 satisfaisant vy < x'/**° <

p<L ™ ona
126

T:I:

oo 0) >

pi/A
pour un nombre de a [p] qui est >y %.
On en déduira alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.1. Soit f € Sp11/2(4N)\{0} comme dans le théoréme 4.1.1 avec N impair
et sans facteur carré mais f n’étant pas nécessairement une forme propre. Alors,

TE(x,3/14 + &) > a7
pour tout € > 0 et pour x assez grand.

Remarque 4.1.1. On déduit immédiatement du corollaire précédent une estimation en
grand oméga sur les valeurs de | fo(n)|. Cependant cette estimation reste bien inférieure &
ce qui a été établi tres récemment dans [D3] et | |. L’intérét d’un tel corollaire provient
du fait qu’on tienne compte du signe de foo(n) et que le résultat est établi dans une plus
grande généralité.

La preuve de la premiere assertion du théoreme 4.1.1 repose sur des estimations de
sommes de coefficients de formes de poids demi-entier en progression arithmétique. Ce
type de sommes a été étudié en détail au chapitre 3 mais on aura besoin ici de démontrer
la chose suivante.

Théoréme 4.1.2. Soit f € Spy1/2(4N)\{0} et w une fonction C* a support compact
dans |0, +oo[. On définit pour tout x > 0, tout nombre premier p et toute classe a modulo

D,

LS fe(mulngz).

Jeloisin
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Alors, pour tout € > 0,
fZ (z,p,a)[* ~ cfllwl3

dés que V%t < p <« x'7¢. Le symbole % signifie que l'on restreint la somme aux
classes inversibles modulo p, ||wl|2 est la norme L? de w et ¢y est une constante positive
ne dépendant que de f.

De plus, si on suppose que N est impair et sans facteur carré, que f est dans [’or-
thogonal du sous-espace engendré par les séries théta lorsque ¢ = 1 et que ses coefficients
sont réels, alors

*Z E(z,p,a)" < 12(ct[lw]3)* + o(1)
Pap)

dés que x'/*° < p < 24/77F,

Ce théoreme apparait comme un cas particulier du théoreme 3.1.3. Cependant, on
y a retiré I’hypothese selon laquelle f est une forme propre et on a étendu le domaine
de convergence en p et = (c’est un détail tres important ici). De ce fait, on fera une
démonstration relativement détaillée de ce résultat bien que les aspects techniques soient
assez similaires a ce qui a été fait au troisieme chapitre.

Dans le but de prouver la seconde assertion du théoreme 4.1.1, on aura besoin d'un
résultat sur le quatrieme moment des coefficients de Fourier de f. Contrairement au second
moment qui est plutot simple a estimer a l'aide de la transformée de Rankin-Selberg, le
quatriéme moment nécessite une stratégie plus complexe. En s’inspirant de ce qui est fait
dans [LL1}], on utilisera la formule de Waldspurger ainsi qu’'une inégalité de grand crible
due a Heath-Brown [HB] pour les caracteéres quadratiques. On prouvera alors la chose
suivante dont l'intérét va évidemment au-dela des applications vues dans ce chapitre.

Proposition 4.1.1. Soit f € Sey1/2(4N) une forme propre pour tous les opérateurs de
Hecke et avec N impair et sans facteur carré. Si ¢ = 1, on suppose que f est dans
lorthogonal du sous-espace engendré par les séries théta. Alors,

Z|foo |4 <<fa e

n<e
pour tout € > 0 et tout x > 0.

Remarque 4.1.2. I’hypothese selon laquelle N est impair et sans facteur carré dans
le théoreme 4.1.2 vient du fait qu'on a besoin d’une théorie sur les formes nouvelles
suffisamment développée. On a vu au chapitre 2 que I’essentiel de ce qui est connu pour
cette théorie en poids demi-entier contraint d’imposer cette restriction sur N.

On aura aussi besoin de cette hypothese pour prouver la proposition 4.1.1 car elle
permet de rendre la formule de Waldspurger plus explicite.

1.3 Structure du chapitre

Puisqu’on s’appréte a travailler avec des sommes lisses, on va considérer seulement
des coefficients f..(n) avec n/x dans le support d’une fonction lisse w a support compact
dans |0, +o0o[ et prouver une borne inférieure pour

Toi(2, a;w) = Hn > 1 ‘ n=alg et foaln)w(n/c) > n_o‘w(n/m)}‘ (4.1.3)
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et pour 7, (z,a;w) défini de la méme maniere en remplagant f par —f.
Sans perte de généralités, on peut supposer que w est a support dans |0, 1[ et prend
ses valeurs dans [0, 1].

Nous allons procéder de la maniere suivante. Apres avoir prouvé le théoreme 4.1.2, on
le combinera avec I'inégalité de Holder pour montrer que

> |E(z,p,a)| >p
o p)

ce qui implique que E(z, p,a) > 1 pour une proportion positive de a[p] puisque > E(z,p,a)
a [p]
est petit.

Ensuite, la premiere assertion du théoreme 4.1.2 découlera d'un argument combina-
toire relativement élémentaire. On prouvera aussi de la méme fagon la deuxieme assertion
du théoreme 4.1.2 mais on utilisera la proposition 4.1.1 plutét que I'estimation sur le
quatrieme moment des sommes de coefficients en progression arithmétique.

On commencera par récapituler les outils de la théorie des formes de poids demi-entier
dont on aura besoin et on prouvera la proposition 4.1.1 dans la section 2. La section 3,
quant a elle, est destinée a démontrer le théoreme 4.1.2 tandis que le théoreme 4.1.1 sera
établi dans la section 4.

1.4 Notations

Comme d’habitude, on écrira a [p] pour une classe a modulo p et bien sir on pose

ep(a) = ea/p).
On rappelle que pout tout entier impair d, on définit ¢; comme étant la somme de
Gauss normalisée i.e.
{1 if d=11[4],
Ed —

i ifd =314,

et pour tout discriminant fondamental D, on note <Q> le caractere quadratique qui lui est

associé. Plus généralement, on utilisera le symbole (g) comme défini dans la sous-section
3.3 du premier chapitre.

Si 2 est un carré modulo un nombre premier impair p, on note /2" I'unique entier
y € [1,(p—1)/2] tel que = =y p].

Pour finir, le symbole 3°° signifie que I’on restreint I'intervalle de sommation aux entiers

{1 stz =0]p],

positifs sans facteur carré et par ailleurs, on pose 6,(z) = 0 sinon

2 Outils issus de la théorie des formes de poids demi-
entier

Dans cette section on commence par rappeler les principales propriétés des formes de
poids demi-entier qui nous seront utiles tout au long du chapitre. Ensuite, on prouvera la
proposition 4.1.1 ainsi qu’une borne non-triviale pour les coefficients d'une telle forme.
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2.1 Généralités

On considere I'espace Spy1/2(4NV, x) des formes de poids £ + 1/2, de niveau 4N et de
caractére y. Sur cet espace, on note simplement 72 le p?-iéme opérateur de Hecke. Pour
p 1 4N, on rappelle, d’apres la sous-section 1.4 du chapitre 2, que 7,2 est un opérateur
normal pour le produit hermitien de Petersson (il est méme auto-adjoint lorsque x est
réel) et que, puisque ces opérateurs commutent entre eux, il existe une base de formes
propres.

Dans le cas ou N est impair et sans facteur carré, on a vu a la sous-section 2.3 du
chapitre 2, qu’en se restreignant a l’espace ;frvf/z(élN ), une base de formes propres est
nécessairement composée de formes qui sont des vecteurs propres pour tous les opéra-
teurs de Hecke. On appelle de telles formes des formes completes. De plus, puisqu’il existe
une base de Sy /2(4N ) composée de formes a coefficients rationnels (voir par exemple
[BC]) et que les matrices des opérateurs de Hecke dans cette base sont rationnelles, on
peut toujours trouver une base de ;ﬁ‘f/Q(ZlN ) composée de formes completes a coefficients
réels et algébriques. On voit ainsi que 'hypothese du théoréme 4.1.1 et du corollaire 4.1.1
imposant que les coefficients de f soient réels n’est pas vraiment restrictive, qu’on soit
dans le cas d'une forme compléte ou non.

Par ailleurs, pour f € Sgi1/2(4N, x), on rappelle qu’on note f; l'image de f par
I'involution de Fricke i.e.

fo= fles1oWan

ou Wiy = ((4(])V _01> ,(4N)1/4\/—iz>. Aussi, on a fo € Set1/2 (4N, (ﬂ> X).

2.2 Correspondance de Shimura et formule de Waldspurger

On rappelle ici I'essentiel de ce qui a été expliqué en détail au chapitre 2 sur la
correspondance de Shimura et la formule de Waldspurger.
Soit f € Sey1/2(4N, x) une forme complete de valeurs propres (A(p)), i.e.

Tp?f = A(p)f

pour tout p. On définit alors formellement A(n) pour tout entier n via la relation

S Amn = =TI (1= A~ + XQ(p)p”’l’Qs)*l-

n>1 p

Alors, la fonction définie par

Shf(z) = > A(n)e(nz)

n=1

pour z € H appartient a Sop(2N, x?) deés que ¢ > 2. Pour £ = 1, c’est encore vrai si
on suppose que f appartient a I'orthogonal du sous-espace engendré par les séries théta
(cette hypothese sera toujours valable par la suite). La forme Shf est alors elle-méme une
forme propre pour tous les opérateurs de Hecke et, pour tout p premier, sa valeur propre
associée au p-ieme opérateur de Hecke sur Sop(2N, x?) n’est autre que A(p).
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De plus, pour tout entier ¢ sans facteur carré premier avec 4N (c’est-a-dire p? | t =
p|4N), on a
7 2y, £=1/2 _ ¢ d (_1)625 d dﬁ—l)\ d
Jooltn®)n™V% = foo(t) 3_ u(d) | *—— | x(d) (n/d)
dn
pour tout entier n et ol foo(n) désigne le n-idme coefficient de Fourier normalisé de f.
Ainsi, d’apres la borne de Deligne pour les valeurs propres des opérateurs de Hecke en
poids entier [D4], on a

| foo(t0®)] < | oo (1) In° (4.2.1)
pour tout € > 0.

La formule de Waldspurger relie la valeur de f.o(#) & la valeur centrale L(1/2, Shf X x;).
On donne ici une version un peu simplifiée du théoreme 2.3.1 ainsi que les notations
nécessaires a introduire et qu’on réutilisera plus tard dans ce chapitre.

On rappelle toutefois qu’il existe des énoncés de la formule de Waldspurger plus précis
que celui qu’on donne. On pense par exemple a ceux issus de [KZ], [[X8] ou [52].

Soit f € Sgt1/2(4N,x) comme précédemment et supposons que NN est impair. Pour
tout ¢ sans facteur carré, on considere le caractere réel

Xt = <(__1)Zt> X (4.2.2)

dont le conducteur divise 4Nt.
D’apres la correspondance de Shimura et la théorie d’Atkin-Lehner [A11], il existe une
unique forme primitive (voir la sous-section 2.4 du premier chapitre pour une définition)

F(z)=> Foo(n)n=2e(nz)

n=1

dans Sa¢(M, x2) pour un certain M | 2N telle que Fx(p)p’~'/2 = \(p) pour tout p t 2N.
On définit alors la forme tordue F; par

Fi(2) = Y Xu(n) P (n)n'2e(nz2)

n=1

qui appartient & Sy (16 N%t?) (voir [AL2, Proposition 3.1]). C’est encore une forme propre
pour le p-itme opérateur de Hecke avec p 1 2Nt et dont la valeur propre associée est

X:(P)A(p).

Ainsi, il existe une unique forme primitive

F(z)=Y" Fy oo (n)n=%e(nz2)

n=1

dans Sye(M’) pour un certain M’ | 16Nt? telle que Fyo(p)p*~"/? = x,(p)A(p) pour tout
p12Nt. On définit sa fonction L associée par

L(S,F't) = Z L’w(n)

s
n=1 n

qui converge absolument pour Re s > 1.
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Théoréme 4.2.1. Avec les notations précédentes, il existe une fonction bornée cs(t) dé-
finde sur N’ et ne dépendant que de f telle que pour tout t € N,

Joolt)? = es () L(1/2, Fy).

On va déduire de ce théoreme l'estimation nécessaire sur le quatrieme moment des
coefficients foo(n).

2.3 Le quatrieme moment

Le but de cette sous-section est de prouver la proposition 4.1.1. L’idée est d’exploiter
la relation (4.2.1) et le théoreme 4.2.1 pour réduire le probléme a la recherche d’une
estimation de

> L(1/2,9 x ¥)* (4.2.3)
P

ou la somme porte sur des caracteres quadratiques 1) de conducteurs inférieurs a une
borne fixée et ou g est une forme primitive de poids entier.

Puisque la forme F; n’est pas égale en général a F, (leurs fonctions L coincident a un
nombre fini de facteurs eulériens preés, mais ce nombre croit avec t), on va imposer que
F} soit exactement la forme F tordue par un caractére quadratique. Pour cela, on aura
besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Soit F(z) = Y. AMn)e(nz) € Sp(N) une forme primitive et soit 1) un
n>1

caractére quadratique primitif modulo M. Si N est sans facteur carré, alors la forme

Fy(2) = >_d(n)A(n)e(nz)

n=1
est une forme primitive.

Preuve. Par hypothese, soit M est sans facteur carré soit il s’écrit M = 4t avec t sans
facteur carré. Ainsi, ¢ se décompose en un produit de caractéres primitifs

Q/}:pr

pIlM

ou Y, = (;) pour les premiers p impairs et 1y est I'un des trois caracteres quadratiques
primitifs modulo 4 ou 8.

D’apres | , Theorem 6], pour toute forme nouvelle G de niveau N’ de valuation p-
adique v,(N') =0 ou 1, on a Gy, € SpV(N'p?*~*»N)) pour p impair. La référence suggere
que cela est aussi vrai en ce qui concerne les caracteres quadratiques primitifs modulo 4 et
8 mais puisque ce n’est pas montré explicitement, on préfere se référer a | , Theorem
3.1 and Corollary 3.1]. On en déduit alors que si M = 2*M’ avec a € {2,3} et M’ impair,
alors Fy, € Spev (220~ ). Ainsi, on obtient facilement que F, est une forme nouvelle
et puisque c’est une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke T}, sauf éventuellement

un nombre fini, c¢’est une forme primitive.
O

On montre alors I'estimation classique suivante pour les moments de type (4.2.3).
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Proposition 4.2.1. Soit F(z) = Y Fx(n)n'z e(nz) € SM¥(N) une forme primitive
n=1

avec N sans facteur carré. Pour x > 0, on note V(z) l'ensemble des caractéres quadra-
tiques primitifs de conducteurs inférieurs a x. Alors

> |L(A/2, Fy)P <pe 2™
vew(a)

pour tout £ > 0 et ot L(s, Fy) = X 1h(n)Fa(n)n™* pour Res > 1.

n>1

Preuve. D’apres le lemme 4.2.1, pour tout ¢ € U(x), Fy, est une forme primitive et donc
sa fonction L satisfait une équation fonctionnelle de la forme

A(s, Fy) = NJ2@20) ™D (s + (k — 1)/2)L(s, Fy) = e(F)A(1 — 5, Fy)

pour un certain e(Fy) € {£1} et ou N, < Nz? est le niveau de F.
De ce fait, en utilisant 1’équation fonctionnelle approchée (voir [II<, Theorem 5.3]) on
obtient

L2, Fy) = (1+2(F) 3 w(n)fg(n)vé (\/?\T) (4.2.4)
n>1 P

1 L(s+k/2) s
Vi(y) = 2@‘7?/(0) W(%y) ds

ou

pour tout o > 0.
Soit 7 > 0, en séparant la somme en (4.2.4) selon si n < '™ ou non, et en remarquant
que V% (y) <r.a vy~ pour tout A > 0, on a

2

Yo L2, )P ey Y

Pe () Ye¥(x)

Y Euln), [
2 v V%(m)

Maintenant, d’apres [H3, Corollary 2|, le membre de droite de I'inégalité précédente
est

< grmetin Z | Foo(n1) Foo(n2)|

147 \/ n]. n2

ny,ng < x

NoRy
N\ V4 2 .
et cette derniere somme est bornée par Y %ﬁln) avec og la fonction du nombre de
n<zltn
diviseurs. Puisque que 7 peut étre pris arbitrairement petit, on en déduit la conclusion.
O

On peut a présent prouver la proposition 4.1.1.

Preuve de la proposition j.1.1. Posons f(z) = ¥ fw(n)n#e(nz) € Sey1/2(4N) comme

n=1
d’habitude.
Puisque N est impair, d’apres le théoreme 4.2.1, on a

[P < |L(1/2, F)
pour tout ¢ sans facteur carré et ot F est définie avant I'énoncé du théoréme.
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Soit D le discriminant fondamental tel que (&) induit y; (défini en (4.2.2) mais
notons qu’ici x est trivial). La discussion précédant le théoreme 4.2.1 et le lemme 4.2.1
montrent que F, est égale & F' (qui ne dépend que de f) tordue par (Q)

Ainsi, d’apres l'inégalité (4.2.1), on a pour tout € > 0,

> eI g S ILA/2 Fo)P 3 m*
n<e t<x mg\/?

Kge Y12, Fyouy) P2

t<x

et puisque | D;| < 4t, une sommation par parties et la proposition 4.2.1 donnent le résultat.

[]

2.4 Bornes pour les coefficients de Fourier
Soit f € Sey1/2(4N, x) et posons
5 -1z
f(2) =" f(n)n 2" e(n2)

n=1

pour z € H. Dans la preuve du théoreme 4.1.2, on aura besoin d'une borne ponctuelle sur
chaque coefficient foo(n) et qui doit étre vérifiée pour f quelconque.

Si £ > 2 et t est sans facteur carré, on rappelle la borne d’Iwaniec (théoreme 2.1.2
mais notons qu’ici on considere les coefficients normalisés) :

|foo (t) | <<f,6 t3/14+€

pour tout ¢ > 0. En fait, ceci est encore vrai lorsque ¢ est divisible par p* avec p | 4N.
Précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Soit f € Sp1/2(4N,x) ou £ et N sont des entiers positifs. Sif =1,
on suppose que f appartient a ’orthogonal du sous-espace engendré par les séries théta.
Pour tout entier n = tm? avec t sans facteur carré et m | AN, on a

[foo ()] e n¥/15
pour tout € > 0.
Preuve. C’est une conséquence directe de [\W1, Theorem 1]. O
A partir de cela, on va déduire la borne suivante plus générale.

Proposition 4.2.3. On se place dans les mémes hypotheses que la proposition précédente.
Si de plus N est impair et sans facteur carré et x est réel, alors pour tout t € N° et tout
entier n > 1,

| foo (tn?)| < f e 314 (tn)*

pour tout € > 0.
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Preuve. D’apres | , Theorems 7|, f peut se décomposer en une somme finie
f=>007

(2

our; | 2N, U(r?) : nz>:1 c(n)e(nz) — nz>:1 c(r?n)e(nz) et f; est soit une forme propre

pour tous les opérateurs de Hecke de Syi1/2(M, x) pour un certain M divisant 4N, soit
une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke de S} i /2(M ,X) pour un certain M
divisant 4/N. Ainsi,

foo(tn?) Zfooz

avec fcm(m) le m-ieme coefficient normalisé de f;. Si f; est une forme propre classique,
alors d’aprés (4.2.1) et la proposition 4.2.2, on a | faoi(t(rin)?)| <ie t314(trin)°.

Si f; est une forme propre de l'espace plus, alors la relation (4.2.1) reste vraie en
remplagant ¢ par |D| ot D est un discriminant fondamental tel que (—1)*D > 0. Dans ce
cas, on a

| fooi(t(rin)?)] e | fooi@|(rm)® 0w | fooi(t(rin)?)] i [ fooi(48)](rin/2)°.

De ce fait, on peut toujours appliquer la proposition 4.2.2 et obtenir
| fooi(t(rin)?)| <o t3/*(trin)® ce qui suffit pour conclure.

3 Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Dans cette section, on prouve le théoreme 4.1.2. Puisqu’on va utiliser les mémes outils
qu’au chapitre 3, on ira assez vite dans les preuves mais on rappellera néanmoins les
propriétés importantes.

3.1 Formule sommatoire de Voronoi
Soit f(z) = X foo(n)ne_é/ze(nz) € Sir1/2(4N) une forme cuspidale et soit w une
n>1
fonction C*° a support compact dans ]0, 1] et a valeurs dans [0, 1]. On définit pour tout

x > 0, tout nombre premier p < x et toute classe a [p]

E(z,p,a

w(n)w(n/x 4.3.1
mﬂ%p}f /). (4.3.1)

On a montré au chapitre précédent que est la bonne normalisation de la somme

z/p
ci-dessus puisqu’'une squareroot cancellation apparait lorsque x et p tendent vers l'infini

dans un certain domaine de convergence.

On commence par rappeler I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction de L de f
tordue par un caractere additif (voir lemme 3.2.1).
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Lemme 4.3.1. Soit f € Spi1/2(4N) comme précédemment. Soient u et q deuz entiers
premiers entre eux tels que (q,4N) = 1. On pose

L(s, f,u/q) = Zfoo n)e,(un)n=*.

n=1

Alors, L(s, f,u/q) converge absolument pour Re s > 1 et se prolonge en une fonction
entiere satisfaisant

\/WQ>SF <S+ (—1/2

M L) = (Y 3 12) L ol ) = (WAL= . fo, TN

avec utt = 1[q| et wy(u) = gq—(%ﬂ) (%L

De plus, cette fonction L croit polynomialement sur les bandes verticales.
En utilisant la transformée de Mellin, on en déduit la formule sommatoire de Voronoi.

Proposition 4.3.1. Soient f, u et ¢ comme précédemment. Alors, pour tout x > 0,

nz;lfoo Jeq(un)w(n/x) = \/_ > fo(m)e,(—4Num)B <4Nq?/x>

m>1

ot B est une fonction lisse a décroissance rapide définie dans la section 3 du chapitre 3.

Comme au dernier chapitre, il découle de cette formule la relation suivante, valable
pour tout p{ 4N et pour tout n > 0,

o fa 1 A — m A
E(z,p,a) =g, (p) Ni% > fo(m)Sa,(Nma)B (Y) + O a(Y™) (4.3.2)

1<m<Y 1+

avec Y = 4Np?/z, qu’on suppose vérifier Y7 < p, et ol

Sa,(y) = { (VI + (=) st () =1,

0 sinon.

3.2 Quelques estimations sur certaines sommes de coefficients
de Fourier

Avant de prouver le théoreme 4.1.2, on souhaite rappeler quelques estimations clas-
siques sur certaines sommes liées aux foo(n).

Lemme 4.3.2. Soit f € Spy1/2(4N) comme précédemment. alors

> | foo () Pw(n/z)? ~ cfl|w|2z  lorsque x — +oo

n=1

471. £+1/2

avec Cy = E—i—l/?)

(f, f) et ot le produit hermitien est défini comme en (2.1.1).
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3 Coefficients de Fourier en progression arithmétique

Preuve. Pour tout 0 > 1, on a

Z ’foo n/x 7/ s, f X f w2( )zds

n>1

ot D(s, f x f) = 3 |foo(n)|Pn=% et w2(s) = [;7 w?(t)t*"'dt est la transformée de Mellin
n>1

w?. Puisque w est lisse & support compact, w?(s) (de méme que w(s)) est bien définie sur
C et est a décroissance rapide sur les bandes verticales.

D’apres la proposition 2.1.4, D(s, f x f) se prolonge en une fonction méromorphe pour
Re s > 1/2 avec exactement un pole en s = 1. Celui-ci est simple et son résidu associé
vaut cy. En décalant le contour d’intégration en o = 1 — € avec € > 0 assez petit, on
obtient

> [ foo(n)Pro(n/x)* —cf@u)ﬁl/( D(s, f x fyu?(s)a*ds

n=1 2um

et puisque D(s, f X f ) croit polynomialement sur les bandes verticales, on a la conclusion.
O

Lemme 4.3.3. Soit f € Sy11/2(4N) comme précédemment et soit a une classe modulo p.
Alors,

> Ja(mw(n/z) = Opue(a™p'™>)

n=a [p]

pour tout € > 0.

Preuve. On commence par écrire

> foo w(n/z) = Zep —ba) Zfoo n)e,(bn)w(n/x)

n=a [p] P yp) nz1

== 2}; ep(—ba)—— 5 /(U) L(s, f,b/p)w(s)x°ds
pour tout ¢ > 1. En décalant le contour d’intégration en ¢ = —&, on obtient
nza:[p fOO w(n/z) = Zep 2z7r /_E)L(s,f, b/p)w(s)x’ds

car les fonctions intégrées sont entieres. En utilisant ’équation fonctionnelle donnée dans
le lemme 4.3.1 (pour b # 0 [p]), on déduit facilement le résultat.
O

On aura aussi besoin de comparer les sommes de coefficients de Fourier a des séries
de Dirichlet en progression arithmétique.

Lemme 4.3.4. Soit 0 < a < 1/2 et soit a une classe modulo p. Alors,

S nw(n/z) = O (xl_a> |

n=a [p] p
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CHAPITRE 4 : Signes et minorations des coefficients de formes de poids demi-entier

Preuve. Comme w est & support dans |0, 1] et prend ses valeurs dans [0, 1], on a

1
n~ “w(n/z)| < —
R 2ty
< /fv/p dt
1 (a+tp)e
l1-a
<
p

]

On a maintenant toutes les clés en notre possession pour prouver le théoreme 4.1.2.

3.3 Preuve du théoréme 4.1.2

Puisque le calcul du moment d’ordre deux est le méme, que les coefficients foo(n)

soient réels ou pas, on suppose par la suite qu'ils le sont (et donc les fo(n) sont réels eux
aussi). Soit v € {2,4}. Pour tout p t 4N, on pose

1
—M;
2

> "E(z,p,a)” 5

a [p]

1
- :‘ +
b

avec

2 1
Mzit = 5 Z E(l‘,p, NM:I:a’)V - 7ZXE<xvpa NM:I:b2)V
(

)=1 Py

et pu4 est n'importe quel entier positif tel que ”—i) =+1.
Ainsi, d’aprés I'équation (4.3.2) et le lemme 3.4.1, on a

a
P

1 v N ml v
ME = > I1 fo(mi) B ( Y) S5, <Zei o )
1< m; <Yitn =1 ec{£1}¥ i=1
1<i<n, (2) =41
YV/2
+Oy¢.a ( + Y_A>
p
avec Y = 4Np?/z. Si v = 2 alors on remarque que
mp=m
ery/famy” + eg/przmy” = 0 [p] <= { 61612 _ _21

car 1 < /urzm® < p/2 et 1 < m; < p. Par conséquent,

2 A m Y
Mi — 282 <> O - Y*A
Y 1<m§y1+n Folm)" By ) + Ora\ 5
(3) ==
et
1 1 ~ m Y
fZXE(x,p, a)? = % > fo(m)*B? (Y) + Of.a ( + Y‘A>
pa [P} 1<m<Y1+n p
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3 Coefficients de Fourier en progression arithmétique

donc si Y — 400 avec Y+ < p. on obtient la premiere assertion du théoréme 4.1.2 car,
d’apres les lemmes 4.3.2 et 3.3.2, on a

1 A m
v > fo(m)’B? <Y> ~ csllw|]3  lorsque Y — +o0 (4.3.3)

1<mLY Hn

et la constante ¢y est la méme que dans le lemme 4.3.2 puisque par un changement de
variable, on sait que f et f, ont la méme norme de Petersson.

Les choses sont plus délicates lorsque v = 4. Comme au dernier chapitre, on introduit
le polynéme suivant

Qux)= [I e

ec {x1}* i=1
el =1

qu’on définit d’abord comme fonction polynomiale de x1, x5, x3, x4 positifs. On rappelle
que la parité en chaque variable /=, du membre de droite de ’égalité précédente permet
de considérer Q4(x) en tant que polyndéme homogene de Z[xy, x5, x3, x4] (les variables
étant formelles).

Pour 1 < my, mg, ms, ms < Y7 on a

|Qa(my, ma,mz,mg)| < ] 1y 3 21y ),

ec {+1}*
er =1

Ainsi, si p < z¥7¢ alors il existe ¢ > 0 tel que p”/**%" <« z, ce qui implique que

p?(142) 1 < p'/* et done, en prenant 0 < 1 < &', on obtient

916y4(1+n) p/2
pour Y assez grand. Supposons donc que c’est le cas. Pour tout e € {+1}* et tout

m = (my, ma, m3, my) avec 1 < m; < Y11 et (%) ==+1,0na

4

Y en/izm =0[p] = Qa(pam) =0[p] = Qu(m) =0 = e’ € {1}, > ejv/m; = 0.

i=1 1=1
Pour tout 1 < i < 4 et tout 1 < m; < Y, posons m; = t;r? avec t; sans facteur
carré et r; > 1. Puisque les différentes valeurs des v/t; sont linéairement indépendantes
4
sur Q (voir la proposition 1.3.2), alors Y €jy/m, = 0 seulement si |[{t1,2,%3,t4}| = 1 ou
i=1

2. Dans le deuxieme cas, disons t; = t 72 ts =14, 0n a

T = T9
4 N
eren = —1 my=m
doeivm; =0 = (eriteyra)Viit(eyrateir) Vs =0 = 17"32: o { m; = mi
i=1
l esely = —1

car r; > 1 pour tout 7. Mais si m; = my # mg = my alors

(€1 + e2)Jurmi® + (e3 + eq)Jurms’ = 0[p] <= e1 = —ey et e3 = —ey.

En effet, si par exemple e; + es # 0 i.e. e; + es € {£2}, alors e3 + ¢4 # 0 (autrement
on aurait \/urmi? = 0[p]) et pamy = pams [p] ce qui implique que m; = m3 mais
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CHAPITRE 4 : Signes et minorations des coefficients de formes de poids demi-entier

on a exclu ce cas. Ceci prouve la condition nécessaire de 1’équivalence précédente et la
condition suffisante est triviale.
De ce fait,

4
Z 0p (Z eiw/uimf> = 4.
ec{t1}*  \i=l

Puisque cette discussion est la méme si m; = mg # my = my ou Si my = my # Mo =
ms, on a montré que

W e () e () + oy (2 )

1< mp,mg < YIH?

t1 # ta, (p')_il

(4.3.4)
ou
tr2

PR S S fo(trf)B<Yi> T s, (zezﬂ ) (43.5)

<ylttn 1<t <yttn =1 ec{£1}4
— 41 1<i<4

On va maintenant montrer que ce dernier terme est négligeable.

Proposition 4.3.2. On définit R comme en (4.3.5). Alors, pour tout € > 0 et tout n
assez petit
|R| <<f,5 Y2_1/7+€.

Preuve. D’apres le lemme 3.4.2, on a
4 » 4
> 5, (Z e\ patr? ) < > b <Z 6#’1‘)
ec{£1}4 i=1 ec{£1}4 i=1

donc, puisque B est bornée, il suffit de prouver que

4
b ~
Ri= > > ) <. Y2 (4.3.6)
Y 1< <yttt i=1
Z‘:=1 e;r; =0

pour tout e € {1} et tout € > 0. Fixons de tels e et e. Pour tout ¢, la somme interne
dans R’ vaut

) [T 1foltr2)| e 975y 080 52 ]

R 3 2\ | 3
Jo|t (Z 617“1‘)
<yl i=1 i=1

t’L2 t’L
1<i<3 1<i<3

1<

d’apres la proposition 4.2.3. Ainsi, pour 7 suffisamment petit,

b Y1+77 %(14‘5)
R/ <<f’5 Y€(1+17) Z t6/7+€ <>

t<Yy1+n t

< y73/2+6¢ Zb 5/14-1

t<y 1+n

<fe y2-1/T+7
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4 Preuve du théoréme 4.1.1

Pour finir la preuve du théoréme 4.1.2, on remarque que

A m A m
S i () e (3)
1< my,mg < YT
tlztz,(%)yz +1

est majoré par R’ défini en (4.3.6) (avec e = (1,—1,1,—1) par exemple), et donc on
déduit de I'équation (4.3.4) et de la proposition 4.3.2 que

12 A mi\ » m Y2
= 22 1 22 2 —1/7+¢
MEmg X s () pn () o (v )
2

1 A m - . Y?
—ll Y e ()] o (Y s +p>

pour tout € > 0. Rappelons que z'/2*¢ <« p < 2*7¢ pour un certain € > 0, donc le terme

d’erreur ci-dessus est un o(1) quand z — +o00. Par conséquent,

Mf| < 12 (11/ S fo(m)?B? (7;&)) +o(1)

1<mLY Hn

et en utilisant encore ’équation (4.3.3), on obtient la conclusion.

4 Preuve du théoreme 4.1.1

On va maintenant prouver un analogue du théoréme 4.1.1 pour 7:;;1(% a; w) défini en
(4.1.3). Ce résultat sera méme un peu plus fort que le théoreme 4.1.1 car il compte le
nombre de n tels que foo(n) > n~* avec n/x dans le support de w.

4.1 Lemmes préliminaires

On commence par prouver deux lemmes plutot standard que I'on utilisera plusieurs
fois.

Lemme 4.4.1. Soit (b(n)),, une suite de nombres réels tels que
> b(n)=o (Z |b(n)|)
n<e n<e

quand x — +00. Posons

ST@)= 2 bn) e X @) =— 3 bn).

n<x n<x
b(n) >0 b(n) <0
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CHAPITRE 4 : Signes et minorations des coefficients de formes de poids demi-entier

Alors,
IRERNED 1]

quand x — +00.

Preuve. On a

1

Y =5 (T @Y @) 45 (X - @)
= X )] + 5 X bln)

n<e n<x

~ 5 X )

n<e

par hypothese. La démonstration est la méme pour >~ (z).
O

Lemme 4.4.2. Soit X un ensemble fini d’entiers positifs. Pour tout n € X, soient b(n)
et ¢(n) deux réels avec c¢(n) = 0. On suppose qu’il existe M >0 et V > 0 tels que

S eln) <M<Y bln)

neX nex

et

> b(n)* < V.

neX

Alors,

{n € X |b(n) > c(n)}| > (M _ Z C(”)) e

neX

Preuve. On a

neX n € X
b(n) < c(n) b(n) > c(n)
1/2
1/2
<xans| x| (o)
neX neX neX
b(n) > c(n)

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la deuxieme somme.

Puisque Y. ¢(n) < M et ¥ b(n)*> <V, on obtient facilement la conclusion.
neX neX
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4 Preuve du théoréme 4.1.1

4.2 Cas ou f est arbitraire

Fixons une forme cuspidale f vérifiant les mémes hypotheses que celles du théoreme
4.1.1 mais ou f n’est pas nécessairement une forme propre. Pour x > 0 et un nombre
premier p, on supposera toujours que l'on a 22t <« p < %7~ pour un certain € > 0.
Ainsi, si x tend vers l'infini alors il en est de méme pour p mais restreint a ce domaine
délimité par x. On commence par établir la proposition suivante.

Proposition 4.4.1. Si 0 <m < ||wj%q alors

1 m ?
o] B> m)| > ({1 = e ) v

quand r — +00.

Preuve. D’apres I'inégalité de Holder, on a

2/3 1/3
72 E(x,p,a) ( Z |E(z,p,a) ) (;ZXE(x’p’“)4)

a [p]
donc en apphquant le théoreme 4.1.2, on obtient

2/3
1/3
crllwlf? + o(1) \< Z |E(x,p, a) ) (12(crllwl3)® + o(1))

et ainsi,

> B0l > ”“’”ff T ofp).

De plus, d’apres le lemme 4 3.3, on sait que

a [p] nz1 n=0 [p]

Ex, = foO (n/x) foO (n/x

_ Of(x*1/2p3/2+€)
= O4(p'™)

pour un certain § > 0 car p < %7,

Par conséquent, le lemme 4.4.1 entraine que

Z[p]JrE(x,p, a) > Hw4H\/\_/_ + o(p) (4.4.1)

o Y7 signifie que l'on restreint I'ensemble de sommation aux classes inversibles a [p]
a [p]
telles que E(z,p,a) > 0.

A présent, on va utiliser le lemme 4.4.2 avec X = {0 < a < p| E(z, p,a) > 0} et, pour

a € X, avec b(a) = E(z,p,a) et c(a) =m < ”wjff\ﬁ D’apres (4.4.1) et le théoréme 4.1.2,
on obtient

| B> ] > (P2 T =00 (cslolo +ot)”

> (ava- ||w|C¢c—f>2p”(p)'
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CHAPITRE 4 : Signes et minorations des coefficients de formes de poids demi-entier

La proposition 4.4.1 nous permet alors de minorer Y foo(n)w(n/x) pour un certain

nombre de a [p|. On va maintenant majorer Y foo(n)2w(n/x)? pour un grand nombre
de a [p] dans le but de pouvoir appliquer une fois de plus le lemme 4.4.2.
Proposition 4.4.2. Soit m > 0. Alors,

ach Z[p] foo(m)w(n/a)* > ma/p}| < (Cf|7|nw”% +o(1)>p.

Preuve. C’est une conséquence directe de I'inégalité de Markov et du lemme 4.3.2.

A présent, prouvons le résultat principal de cette sous-section.

Théoréme 4.4.1. Soient f, x et p choisis comme précédemment. Pour tout a [p|, on
définit T,%(z, a;w) comme en (4.1.3). Soient o €]3/14,1/4] et r < 1/48. Alors, pour x
assez grand,

{ ‘T’L T, a5 w) 1}‘ >rp
dés que x'72r < p < Y7 pour un certain € > 0.
Preuve. Soient my; > 0 et my > 0 tels que

Vr <

ma

4\/_ lwll2\/2r

et

2
clwly _ (1 m
< I J—
my \&/3  Nulbye

En appliquant les propositions 4.4.1 et 4.4.2, on remarque que

Z foo w(n/z) = 1\/% et Z foo w(n/z)? < mox/p (4.4.2)

n=a [p] n=a [p]
pour un nombre de a [p] qui est supérieur a rp dés que p est assez grand i.e. dés que x est
assez grand.
Aussi, d’apres le lemme 4.3.4,

x
Y nw(n/z) <
n=a [p]
Le membre de droite de I'inégalité précédente est un o (\/m / p) car 5”1;& = %\/x/ p et
xl*ZO{‘FE << p
Ainsi, pour toutes ces classes inversibles a [p] vérifiant (4.4.2), on applique le lemme
4.4.2 avec

l—«o

X ={n=alpl [wn/z) # 0},

A

avec b(n) = fo(n)w(n/z) et avec ¢(n) = n~*w(n/z). On obtient alors, pour z assez
grand,
1 2
Ef;(x,a;w) > - (mm/x/p—ir 0 (y/%/p)) >0

et puisque 7,7 (z, @;w) est un entier, on a la conclusion.
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4 Preuve du théoréme 4.1.1

Le théoreme 4.4.1 implique facilement la premiére assertion du théoreme 4.1.1 (rem-
placer f par —f pour obtenir la méme chose avec T, (7, a; w)).

Malheureusement, la borne inférieure établie pour 7, (z, @) ne peut étre améliorée
avec notre méthode puisque qu’elle donne seulement

mi _mi crllwll

Tz, ) >

my cf||”w||2 me

2 F . 7’ . \ . . z . 7’ 7/ ’

avec —_ ot 412 {44 deux inférieurs & —L-. Le membre de droite de I'inégalité précé-
crllwll2 mo 43

dente ne peut donc pas étre plus grand que un.

On déduit aussi le corollaire 4.1.1 a partir du théoreme 4.4.1.

Preuve du corollaire 4.1.1. Soient ¢ > 0 et x > 0. Pour x suffisamment grand, il existe
toujours un nombre premier p dans lintervalle [z%/77% z%/7¢] d’aprés le postulat de
Bertrand. Ainsi, en appliquant le théoreme 4.4.1 avec o« = 3/14 + 2¢ et ¢ assez petit, on
voit que le nombre de n € [1, z] tels que foo(n) > n~ est supérieur a rp > ra?/7"%

un r < 1/48 fixé.

pour

]

On tourne a présent notre attention vers la seconde assertion du théoreme 4.1.1. On
la prouve en utilisant essentiellement les mémes techniques que précédemment.

4.3 Cas ou f est une forme propre

A partir de maintenant, on suppose que f est une forme propre pour tous les opérateurs
de Hecke et que z et p satisfont toujours /%7 < p < %7~ pour un certain ¢ > 0. On
commence par montrer la proposition suivante.

Proposition 4.4.3. Pour m >0 et 6 > 0, on pose

> feo(n)?w(n/z)* > ma/p
Az, p,m,0) =alp]| "~ az[pl Pt unfa < 22 (- (4.4.3)

n=a

Alors, pour m assez petit et x assez grand, on a

|A(z, p,m, )| >y 27°?p*".

Preuve. Remarquons d’abord que d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2
S fom)?w(n/z)? < F(zfoo n/w))

n=a [p] n=a [p]

puisque w est a support compact dans |0, 1[. Comme elle est aussi a valeurs dans [0, 1],
en utilisant la proposition 4.1.1, on obtient

$1+51

nza:[p] foo n/x) <<f’51 W
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pour tout d; > 0 et tout a [p]. Cependant, si a € A(z,p, m,d) alors on a méme
L1+8/2
Z foo n/x) <15 D T34

n=a [p]

D’apres I'inégalité de Markov et la proposition 4.1.1, on a aussi

VP
x%2
pour tout 0 < dy < 9.
Par conséquent, en utilisant le lemme 4.3.2,

T Ly Z Z foo n/x) Z Z foo n/x)

ag A(z,p,m,0) n=a [p] a€A(z,p,m,0) n=a [p]

S ) uln/o)t > ‘7”} <
n=a [p] \/]_9

et en coupant la premiére somme selon si Y- foo( )2w(n/z)* < ma/p ou non, on a
n=a

1+51 \/_ 1+5/2
\/ﬁ $62 p3/4

et on obtient le résultat en choisissant §; < d9 et m assez petit.

x <<f,5,51 mx + ’A(x7p7 m, 6)|

[]

On va alors prouver que pour la plupart des a € A(z,p, m,d), un certain nombre de
coefficients f(n) avec n = a[p] ont des signes positifs ou négatifs. Pour cela, on a besoin

de majorer le nombre de a [p] tels que ‘ Y femuw(n/z)| ou Y fao(n)?w(n/z)? est
n=a [p] n=a [p]

trop grand.

Proposition 4.4.4. Pour § > 0, on pose

> feln)w(n/z)| >

n=a [p]

B(xz,p,d) = {

10 5 . ) , it
ou foo(n)*w(n/z)* > :
5/4 3/4
p n=a [p] p
(4.4.4)
Alors, pour m > 0 et 6 > 0 assez petits, on a

|B(z, p, )| = o(|A(z, p,m,d)|)
deés que /% < p < Y77 pour un certain & > 0

Preuve. D’apres I'inégalité de Tchebychev et le théoréme 4.1.2; le nombre de a [p] tels que

1-6
I )
est inférieur a ) <o
(crllwllz +o(1))z < p* _ /2,3 p’/
72-26))=5/2 Fi=2 21-56/2
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4 Preuve du théoréme 4.1.1

et 961”_7%/2 = o(1) pour § assez petit puisque p < 2%/77¢.

De la méme fagon, d’apres 'inégalité de Markov et le lemme 4.3.2; le nombre de a [p]

tels que
146

Z foo n/x) >:;3/4

n=a [p]

est inférieur a

(crllwl3 +o()e _ p!
gl +op—3/4 U

ce qui est un o(x~%/2p3/4).
[
Comme précédemment, lorsque a € A(x,p,m,d), on utilise I'inégalité de Holder pour
minorer Y. |foo(n)|w(n/x).

n=a

Lemme 4.4.3. Soit a € A(xz,p,m,0) défini en (4.4.3). Alors,
> |fa(mluwn/a) > m*>=
n—a [p]

Preuve. L’inégalité de Holder entraine que

2/3 1/3
ma/p < Y. foo(n)w(n/z)* < (Z | foo(n )Iw(n/w)) (Z fao(n n/x)) :

n=a [p] n=a [p] n=a [p

Ainsi,

145\ —1/2 1-5/2
x x
) > m?/?

S Viulluto/a) > (/o (2 i

n=a [p

[]

On est maintenant & méme de démontrer le théoreme principal de cette sous-section
et qui implique la deuxiéme assertion du théoreéme 4.1.1.

Théoréeme 4.4.2. Soient [, x et p choisis comme précédemment. On suppose que f est
une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke. Pour tout a[p], on définit 7?;(% a;w)
comme en (4.1.3). Soit a €]1/8,1/7]. Alors, pour tout § > 0 assez petit et tout x assez
grand,

1-25 3/4

. _ x p
{a ) | min (T35 (2, 05 0), Ty (0, 050)) 3> p/H >10 Ui

dés que V/*° < p < 1 pour un certain € > 0.

Preuve. Soit a € A(z,p,m,§)\B(z,p,d). D’apres les propositions 4.4.3 et 4.4.4, de tels
a [p] existent pour m et § assez petits et leur nombre est > x’5/2p3/4.
Le lemme 4.4.3 implique que

> fxmpuw(n/z)| <

n=a [p]

21-0 R
<= ( > |foo<n>|w<n/x>)

n=a [p]
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donc, d’apres le lemme 4.4.1 et pour = assez grand,

p1-0/2

:EZ Fro(n)w(n/z) > P

n=a [p]

ott Y* signifie que I'on restreint la somme aux n = a[p] tel que foo(n) > 0 ou foo(n) <0
n=a 7]
respectivement.

De plus, d’apres le lemme 4.3.4,
l-a .%'1_5/2

1/4 1-6/2
Y x D x
:g [ n~“w(n/z) < ’ = I a2 =0 <p5/4 )

pour § assez petit puisque p < 1@<, De ce fait, en rappelant que a & B(z,p, ), on peut
appliquer le lemme 4.4.2 et obtenir

25, —5/2 1-26
n ‘ 227 Lz
Top(, 0 w) > pHop8/A i

4.4 Résultat annexe

Avant de conclure ce chapitre, on profite d’avoir établi certains lemmes et propositions
précédents pour montrer trés simplement un résultat intéressant concernant les signes et
les minorations en valeur absolue des coefficients foo(n) La proposition suivante n’est pas
aussi forte que le théoreme 2.3.4 sur les signes des foo(n) mais présente I'avantage, une fois
de plus, de tenir compte d’une borne inférieure lorsque foo(n) est positif et d’'une borne
supérieure lorsqu’il est négatif.

Proposition 4.4.5. Soit f vérifiant toutes les hypothéses du théoreme 4.4.2. Alors, pour

x assez grand, on a
Hn < fo(n) > ns}‘ >l TE
Hn <z | fo(n) < —nE}

Preuve. On rappelle d'une part que d’apres le lemme 4.3.2; on a

Zfoo n/:z:) >>f,wx

n>1

et de méme
> !

pour tout € > 0.

et d’autre part, d’apres la proposition 4.1.1,

Z foo<n)4 <<f,€ lere

n<x

pour tout € > 0. En utilisant I'inégalité de Holder comme précédemment, on en déduit
que
S | fs(m)lw(n/a) > poe 2"~

n<e
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pour tout € > 0. D’aprés le lemme 4.4.1 et le fait que Y foo(n)w(n/z) soit négligeable,

n<x

3 o (mw(n/z) > e 21

n=1

on a méme

ou l'on restreint la somme aux coefficients positifs (respectivement négatifs).
Ainsi, en fixant w comme précédemment et en appliquant le lemme 4.4.2 avec

X ={n=alpl |w(n/z)# 0},
avec c(n) = n~2w(n/z) et avec b(n) = fa(n)w(n/z), on a pour x assez grand,

Hn €X ‘ Fso(m)w(n/z) > n~#w(n/z) } S e @

ce qui implique la premiere inégalité de la proposition. La deuxieme se déduit de la méme
maniéere en remplacant f par —f.
m

5 Quelques simulations numériques

Dans cette derniere section, on présente plusieurs applications numériques répondant
a la question initiale de savoir comment se répartissent les signes d’une forme de poids
demi-entier et dans quelle proportion ces derniers sont-ils grand en valeur absolue. Comme
pour le chapitre précédent, ces simulations ont été faites avec PARI/GP. Dans toute la
suite, pour f € Sgp1/2(V), on note

f(z) = Z fm(n)n%€<n2)

n>1

son développement en série de Fourier.

5.1 Signes des formes de poids demi-entier

On commence d’abord par présenter quelques données numériques sur la proportion
de signes positifs et négatifs ainsi que la proportion de changements de signe dans la suite
( foo(n))n@ pour différents f. On rappelle qu'un changement de signe est défini comme
étant une paire d’entiers n < m tels que foo(n) foo (M) < 0 et foo (k) = 0 pour tout entier
k €]n,m] (s'il en existe). Dans ce cas, on dit qu’il y a changement de signe en n.

On note alors

1 ~
Nf(z) = " {n < x| fooln) > 0} ,
1 ~
Nf(x):x{ngx foo(n)<0},
1
Nfi(x) = {n < x| il y a changement de signe en n}’

pour tout x > 0.
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Comme précédemment, on considérera deux cas suivant si f est une forme propre ou
non. On a vu que pour une forme propre, on conjecture que les signes s’équirépartissent
et que la proportion de changements de signe parmi les coefficients non-nuls tend vers
1/2. Autrement dit, on doit avoir

N () Ny () . N; ()
Nf(xz)+ Ny (z)"  Nf(x)+ N (z) Nf(z)+ Ny (x)

qui tendent tous les trois vers 1/2. L’objectif de ces simulations est de corroborer cette
conjecture et de montrer qu’elle peut vraisemblablement se généraliser a toute forme f
non nécessairement propre. Elles suggerent méme quelque chose de plus fort, a savoir que
Nf(x), Ny (z) et N]it (z) convergent tous les trois vers la méme valeur.

On construit deux tableaux. Le premier traite le cas des formes quelconques et 'autre
des formes propres. On se placera toujours en niveau 4 dans les simulations. Pour chaque
poids k/2, avec k = 9,11,13,...,25, on choisit « au hasard » un élément f de Sg (4) a
'aide de la fonction mfbasis de PARI/GP. Celle-ci ne tient absolument pas compte dans
sa construction de ’algebre de Hecke sur S s (4). I est donc quasi-impossible que le résultat
rendu soit une forme propre sauf bien str dans le cas ou k = 9 car alors 'espace S k (4)
est de dimension un. Pour se donner bonne conscience, on a bien vérifié que la forme f
obtenue dans S (4) ne vérifie pas

fM(l)fm<n2m2) = fOO(HQ)J?OO(m2>

pour certains entiers m et n.

Pour les formes propres, puisque la fonction mfeigenbasis de PARI/GP ne fonctionne
pas encore pour les espaces de poids demi-entier, on a utilisé la librairie disponible pour
construire des formes propres (pour tous les opérateurs de Hecke) de S} (4).

2
Dans les deux cas, on obtient toujours des formes a coefficients réels et, a part pour f €
S3: (4), les coefficients non-normalisés sont méme entiers. Les tableaux 4.1 et 4.2 donnent,
2

pour différentes valeurs de x et pour les différents f calculés, les valeurs approchées de
N (x), Nj (x) et Nf (z). On remarque dans le premier que la proportion de coefficients
nuls (1 — N (z) — N; (z)) ne tend pas toujours vers 0. Elle semble tendre vers 1/6 en
poids 9/2 et 11/2, vers 1/2 en poids 13/2 et 17/2 (c’est parce que dans ce cas les formes
données par PARI/GP sont dans l'espace plus) et vers 0 sinon. Par ailleurs, les quantités
N (z), Nj (z) et N () semblent bien tendre vers une méme valeur.

Le deuxieme tableau suggere, quant a lui, que la proportion de coefficients nuls d’une
forme propre de Sg(él) tend toujours vers 1/2 et que N (z), Ny (z) et Nj(z) tendent

tous les trois vers 1/4.

On précise aussi qu’il n’y a pas de données pour des formes propres de 'espace de
Kohnen en poids 9/2, 11/2 et 15/2 car les espaces en question sont triviaux pour ces
poids-la.
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CHAPITRE 4 : Signes et minorations des coefficients de formes de poids demi-entier

5.2 Majoration/minoration des coefficients

A présent, on étudie numériquement la quantité suivante, définie pour tout feSk4)
2
et tout a > 0, par

T () = Hn <z

Fooln) > n_a}‘.

Une borne inférieure de cette quantité est établie au corollaire 4.1.1 pour une forme
quelconque et a la proposition 4.4.5 pour une forme propre. On va voir que dans les deux
cas, ces résultats sont encore loin de ce qu’on peut conjecturer.

Pour nos calculs, on a fixé deux formes de poids demi-entier. La premiere, qu’on note
simplement f, est la forme de S 13 (4) calculée comme précédemment a ’aide de la fonction
mfbasis. On rappelle qu’elle n’est pas une forme propre et que sa proportion de coefficients
nuls est microscopique. En revanche, la deuxieme forme considérée est I'unique forme de
S%(él) dont le premier coefficient vaut un. C’est donc une forme propre dont l'image par

la correspondance de Kohnen-Shimura Sh™ (voir définition 2.2.3) est la fonction A de

Ramanujan. On note cette forme ¢ et d’apres [BK], on a
1 1 , ,
5(2) = G[Ea(0),0)(2) = o~ (2Ba(42)6 (2) — BL(42)61(2) )

pour z € H, avec Ey(z) = 1+ 240 3 o3(n)e(nz) et ou ici [-,-] désigne le crochet de
n>1
Rankin-Cohen.
On a alors calculé les valeurs de 7, (z;a) et 75" (z; ) pour différents a et pour z €
[1,10°]. Tout d’abord, comme présenté sur la figure 4.1, on remarque que les coefficients

normalisés de f et de ¢ sont relativement petits puisque ceux de f ne dépassent pas 3,5
en valeur absolue et ceux de § ne dépassent pas 6.

FIGURE 4.1 — mgx{|foo(n)|} et m<ax{|(§oo(n)|} (de gauche a droite) en fonction de x

154



5 Quelques simulations numériques

Cependant, la figure 4.2 montre que les coefficients fo(n) et do(n) sont plus grands
que n~% dans une proportion non-négligeable. Précisément, pour o = 3/14, a = 1/20 et
méme « = 0, il semblerait que 1’on ait

T, (w; @) = py(a)z + o(x) (4.5.1)

avec g € {f,0} et ou py() est une certaine fonction de a dépendant de g. On peut alors
conjecturer que (4.5.1) est valable pour tout « et pour tout g € S 5 (N) a coefficient réels.
Les courbes de la figure 4.2 semblent tellement droites qu’il est probable que le o(x) dans
(4.5.1) puisse étre remplacé par un terme d’erreur treés faible comme par exemple O(y/).

De la méme manieére, on peut définir 7~ (z;) comme étant la méme chose que
T;(:v; a) mais en remplacant g par —g dans la définition. Sans surprise, les simulations

donnent les mémes courbes que celles de la figure 4.2 et on peut donc conjecturer en plus
que pg(a) = p—g(a).
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FIGURE 4.2 — Valeurs de 7;"(z; ) (& gauche) et de 75" (x; @) (a droite) pour z < 10°
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