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Résumé 

Ces travaux de thèse sont issus d’une collaboration entre la société Naval Group 

(anciennement DCNS) et le laboratoire du LaMCoS de l’INSA de Lyon.  

Dans le milieu de la propulsion navale, les transmissions par engrenages qui assurent le lien 

entre le moteur et l’hélice, transmettent des couples importants. Pour transmettre ces couples, les 

mobiles peuvent avoir de grandes dimensions (plus de deux mètres de diamètre). Pour des raisons de 

gains de masse, des trous ou des cavités sont généralement introduits dans le corps de la roue. L’ajout 

de ces alésages réduit sa masse mais augmente également sa flexibilité, ce qui peut la rendre plus apte 

à vibrer. Pour réduire les vibrations générées par l’engrènement sans augmenter sa masse, de 

nombreux travaux portent sur l’utilisation de corrections de profil et d’hélice. Une solution alternative, 

présentée ici, consiste à remplir le corps de la roue à l’aide d’un matériau qui peut jouer le rôle d’un 

amortisseur passif.  

Au cours de cette thèse, un modèle d’engrènement hybride a été utilisé. Dans le modèle 

d’engrènement à paramètres concentrés initial, les mobiles sont introduits à l’aide de disques rigides 

ou d’éléments de poutre de Timoshenko. Les contributions des paliers et du carter sont prises en 

compte via l’utilisation de paramètres concentrés. Le modèle a été adapté pour permettre 

l’introduction d’un modèle éléments finis de roue condensé à l’aide de méthodes de sous-

structuration. La raideur d’engrènement est calculée à chaque pas de temps en fonction des conditions 

de contact et dans l’hypothèse de la décomposition des lignes de contact en tranches minces.  

Lors de la condensation du modèle éléments finis, des nœuds maîtres sont introduits dans le 

corps de la roue pour interagir avec le matériau de remplissage. Le matériau est supposé 

élastoplastique et est introduit sous la forme de paramètres concentrés. Une masse ponctuelle est 

positionnée au centre de chaque cavité et elle est connectée aux voiles de la roue à l’aide système de 

Masing. Deux interfaces successives sont utilisées lors de l’introduction du matériau de remplissage, 

la première intervient lors de la définition des nœuds maîtres et la deuxième lors de l’introduction du 

matériau pour annuler le travail des raideurs additionnelles suivant les mouvements de corps solides.  

Le modèle est ensuite partiellement validé numériquement. L’intérêt est porté à la fois au 

niveau comportement statique et dynamique à la denture, et au niveau du comportement non linéaire 

du matériau de remplissage. Des études à vitesses fixes ou sur des balayages en vitesse sont ensuite 

réalisées pour étudier les effets dissipatifs liés à l’ajout d’un matériau de remplissage. L’influence des 

propriétés de celui-ci, de la géométrie de la roue et des niveaux d’excitation sur le comportement 

dynamique de la transmission sont ensuite étudiés. 
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Abstract 

 This work is included in a PhD thesis in partnership between the society Naval Group 

and the LaMCoS laboratory at the INSA Lyon engineering school.  

 In the naval propulsion domain, the engine is linked propeller using the gear transmission 

which can transmit an important torque. As a result, gears can have an important dimension, and a 

wheel may have a diameter of more than two meters. In order to get lighter wheel, holes and cavities 

can be manufactured in the body of the wheel. These cavities reduce the mass of the wheel, but it also 

increases its flexibility and it can generate more vibrations. To reduce vibrations without increase the 

gear mass, many works studied the helical and tooth profile modifications. The work is aimed to study 

another approach with the introduction of a filling material which can have dissipative properties in 

the body of the wheel in order to have a passive damper.  

 In this work, a hybrid gear model has been used. In the initial model, the gear is a lumped 

parameters model, shafts are introduced with Timoshenko beams and gears are assumed to be rigid 

disks. Contributions of housing and bearings are introduced with lumped parameters. The model has 

been modified in order to introduce a condensed FE model, obtained with sub-structuring methods. 

The mesh stiffness is computed the thin-slice approach.  

 During the sub-structuring step, master nodes are introduced in the body of the wheel in order 

to interact with the filling material. The filling material is supposed to have an elastoplastic behaviour, 

and it is introduced using lumped parameters. A central mass is introduced at the centre of each 

cavities and it is connected to webs using Masing systems. Two interfaces are used during the 

introduction of the filling material. The first one is used during the master nodes definition, and the 

second one is aimed to remove the deformation work of additional filling material during rigid body 

displacements.  

 Then, the model has been validated using numerical comparisons. Output values of interest 

like tooth contact static and dynamic behaviour, and the non-linear behaviour of the filling material 

have been studied. Then, studies on a range of speed or at a single speed have been realized in order 

to study the dissipative effects due to the introduction of the filling material. The influence of filling 

material properties, gear wheel geometry, and amplitude of excitations on the gear transmission 

dynamic behaviour have been studied.  
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Nomenclature 

Paramètres de d’engrènement 

p   Angle de pression 

b  Angle d’hélice de base 

   Longueur de correction de profil mesurée sur la ligne de pression et additionnée par 

la longueur du segment de conduite  

 ijM   Ecrasement au point ijM   

 ijM   Rapprochement normal au point ijM  

 0 ijM   Ecart initial au point ijM  

   Rapport de conduite 

   Coordonnées de la cellule de contact sur la ligne de contact 

1   Vitesse de rotations arbre GV 

2   Vitesse de rotation arbre PV 

b   Largeur de denture  

entréeC   Couple d’entrée  

E   Profondeur de correction de profil  

 eng ijF M   Effort d’engrènement associé à une cellule de contact 

i   Indice de la ligne de contact 

j   Indice de la cellule de contact 

ijk   Rigidité d’une cellule de contact 

_m ISOk  Raideur d’engrènement d’une cellule de contact calculé avec la méthode ISO 

_m WBk  Raideur d’engrènement d’une cellule de contact calculé avec la méthode de Weber et 

Banaschek 

cL   Longueur de correction 

m   Module  

ijM   Point de contact potentiel situé au centre d’une cellule  
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,1 2
n   Normale au contact pour le pignon et pour la roue  

1,2p   Coordonnée de la ligne de contact dans le plan de base 

btP   Pas de base apparent 

q   Vecteur des degrés de liberté associés à l’engrènement  

1T   Point de tangence entre le cylindre de base du pignon et le plan d’engrènement 

2T   Point de tangence entre le cylindre de base de la roue et le plan d’engrènement 

1 'T   Début de l’engrènement 

2 'T   Fin de l’engrènement  

 ijMV   Vecteur de structure 

 *

ijMV  Vecteur structure défini dans le cadre d’une sous-structure  

1x  Coefficient de déport du pignon 

2x   Coefficient de déport de la roue 

1Z   Nombre de dents du pignon 

2Z   Nombre de dents de la roue 

 

Grandeur matériaux  

α  Tenseur d’écrouissage cinématique 

  
Ecrouissage isotrope 

   Coefficient de Poisson  

σ   Tenseur de contrainte 

E  Limite d’élasticité  

ε   Tenseur de déformation  

E   Module d’Young  

TE  Module d’Young tangent, module d’Young élastoplastique  

f  Surface de charge 

G  Module de cisaillement  
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H  Module d’écrouissage 

K  Module de compressibilité  

  

Paramètres concentrés de matériau  

   Déplacement du frotteur/paramètre d’écrouissage  

  Valeur de l’amortissement visqueux associé au matériau  

µ  Coefficient de frottement du frotteur 

extF  Effort extérieur appliqués au système  

TF  Effort de frottement lié au frotteur  

1k   Raideur représentant le comportement élastique 

2k  Raideur représentant le comportement élastoplastique  

M  Valeur de la masse centrale  

N   Effort normal appliqué au frotteur 

 

Paramètres numériques / modèle numérique 

φ   Vecteur des degrés de liberté modaux 

   
Coefficient d’amortissement  

C  Matrice d’amortissement globale du système 

1F   Efforts appliqués sur l’axe d’entrée  

12F   Second membre lié à l’engrènement  

2F  Efforts appliqués sur l’axe de sortie 

ssF  Second membre généré par la procédure de sous-structuration  

cF  Second membre appliqué sur les degrés de liberté de contour 

mF  Second membre appliqué sur les degrés de liberté modaux 

materF   Second membre lié au matériau de remplissage  

K   Matrice raideur globale du système 

1K   Matrice de raideur associée à l’axe d’entrée 
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12K   Matrice de raideur d’engrènement  

2
K   Matrice de raideur associée à l’axe de sortie 

ss
K   Matrice de raideur associée à la sous-structure de la roue 

ccK  Matrice de raideur associée aux degrés de liberté de contour 

mm
K  Matrice de raideur associée aux degrés de liberté modaux 

materK   Matrice de raideur associée au matériau de remplissage initiale 

_mater proj
K   Matrice de raideur associée au matériau de remplissage après projection  

M  Matrice masse globale du système  

1
M   Matrice masse associée à l’axe d’entrée  

2
M   Matrice de masse associée à l’axe de sortie 

ssM   Matrice de masse associée à la sous-structure 

cc
M   Matrice de masse associée aux degrés de liberté de contour 

,cm mc
M  Matrice de masse associée aux termes de couplage entre degrés de liberté de contour 

et modaux 

mmM  Matrice de masse associée aux degrés de liberté de la basse modale 

materM   Matrice de masse associée au matériau de remplissage  

P   Matrice projection du la matrice raideur du matériau de remplissage 

X   Vecteur des degrés de liberté 

1X   Vecteur des degrés de liberté associés à l’axe d’entrée 

2X   Vecteur des degrés de liberté associés à l’axe de sortie  

ss
X   Vecteur des degrés de liberté associés à la sous-structure  

cX   Vecteur des degrés de liberté des nœuds de contour 

 

Notation matricielle 

T   Exposant, transposé de matrice 
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Introduction générale 

 

Les transmissions par engrenages sont des organes couramment utilisés dans les mécanismes 

d’aujourd’hui qui ont pour but de transmettre et d’adapter le couple ou la vitesse de rotation transmis 

en entrée d’un système aux besoins en sortie. L’utilisation des engrenages ne se limite pas uniquement 

à l’histoire récente. Des mécanismes, comme la machine d’Anticythère, d’Archimède, (-287 à -212) ou 

le charriot pointant vers le Sud datant de la Chine des Trois Royaumes (220 à 280) utilisaient déjà cette 

technologie. Au cours des siècles, les transmissions par engrenages se sont améliorées, avec 

notamment l’apparition du profil en développante de cercle, pour être appliquées à un grand nombre 

de systèmes, qu’il s’agisse de mécanique de précision comme l’horlogerie, ou des transmissions de 

très grandes tailles demandant de transmettre des couples importants comme la cimenterie. 

De nos jours, les transmissions par engrenages sont encore très utilisées, en particulier au 

niveau des réducteurs de vitesse, sur des applications allant de l’automobile à l’aéronautique en 

passant par les propulsions navales. Naval Group, un des leaders mondiaux dans l’industrie navale de 

défense, accorde une importance particulière à ce système qui connecte l’arbre moteur, dit GV 

(Grande Vitesse), qui est entrainé par la chaudière nucléaire ou des moteurs électriques, à l’arbre de 

sortie dit PV (Petite Vitesse) qui est directement connecté à l’hélice. En pratique, cela revient à 

transmettre des puissances pouvant atteindre plusieurs dizaines de mégawatts avec des vitesses de 

rotation de l’ordre de quelques milliers de tours par minute en entrée, ce qui se traduit par un couple 

important.  

La conséquence directe de ce couple important est que les roues ont des dimensions 

importantes, parfois de l’ordre du mètre au rayon. Les bâtiments de marines devant d’être le plus léger 

possible, des alésages sont souvent introduits dans le corps de la roue PV. Ce retrait de matière se 

traduit par un gain de masse, mais il s’accompagne d’une augmentation de flexibilité qui rend la roue 

plus apte à vibrer lorsqu’elle est sollicitée par l’engrènement. Cette flexibilité accrue rentre en 

contradiction avec un deuxième enjeu majeur des transmissions de puissance dans le naval de 

défense : être le plus silencieux possible pour assurer une furtivité maximale. Les concepteurs de 

transmissions de puissance doivent donc rechercher le meilleur compromis entre le gain de masse et 

la flexibilité. Selon la littérature, une piste prometteuse, investiguée dans la suite de cette thèse, 

consisterait à remplir les alésages avec un matériau de remplissage possédant éventuellement des 

propriétés dissipatives.  
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L’objectif de cette thèse est de comprendre les phénomènes mis en jeu lors de l’introduction 

de matériaux de remplissage dans le corps de la roue, et comment cette source de dissipation se 

manifeste sur le comportement dynamique de la transmission. Pour réaliser cette étude, un premier 

modèle de transmission par engrenages permettant de prendre en compte la géométrie d’une roue 

où des cavités ont été introduites et les effets volumiques (déplacements dans le corps de la roue) qui 

lui sont liés, est développé. Puis le matériau de remplissage et les effets dissipatifs qui lui sont associés 

sont introduits dans le modèle d’engrènement.  

Ce mémoire de thèse s’articule autour de 4 chapitres, le premier chapitre porte sur une étude 

bibliographique des aspects couverts par la thèse. Tout d’abord, les modèles de transmissions par 

engrenages, et les grandeurs d’intérêt qui s’y rapportent, sont présentés. Dans un second temps, 

l’utilisation de matériau de remplissage pour réduire les vibrations de différents systèmes est étudiée, 

avant de s’intéresser à la modélisation de matériau non linéaire.  

Le chapitre 2 présente les développements des différents modèles réalisés et utilisés dans la 

thèse, avec d’une part, un modèle d’engrènement hybride combinant des éléments finis sous-

structurés et des modèles à paramètres concentrés et, d’autre part, le modèle de matériau de 

remplissage introduit sous la forme de modèle à paramètres concentrés non linéaires.  

Le chapitre 3 apporte des éléments de validation numériques en comparant les résultats issus 

du modèle d’engrènement avec ceux d’autres modèles de référence. Le modèle de matériau de 

remplissage est ensuite validé numériquement en confrontant les résultats obtenus à l’aide de 

plusieurs méthodes de modélisation pour des matériaux élastiques, puis en vérifiant que les résultats 

obtenus sont bien conformes au comportement décrit dans les équations pour un comportement 

élastoplastique.  

Enfin, le chapitre 4 présente différents résultats obtenus avec le modèle de transmission 

développé dans le chapitre 2. Les effets dissipatifs sont d’abord étudiés à vitesse fixe, avant de réaliser 

plusieurs études d’influence portant les propriétés du matériau de remplissage ou la géométrie de la 

roue. Enfin, différents moyens d’optimisation du comportement dynamique d’une transmission par 

engrenage sont comparés, à savoir l’ajout de matériaux de remplissage et l’introduction des 

corrections de profil qui sont également efficaces pour la réduction du bruit.   
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Ce travail de thèse s’intéresse aux transmissions de fortes puissances et aux problèmes de 

vibrations qui y sont associés dans le but de réduire le bruit rayonné. Dans ce contexte, les mobiles 

peuvent atteindre des tailles importantes, et des alésages sont généralement introduits dans le corps 

de la roue pour l’alléger. Ces alésages permettent de réduire le poids des mobiles, ce qui est un enjeu 

important lors de la conception, mais ils rendent également les roues plus flexibles et potentiellement 

plus bruyantes. Pour résoudre ce problème, l’introduction d’un matériau de remplissage qui a un rôle 

d’amortisseur passif directement dans le corps de la roue est envisagé. 

Ce chapitre a pour but de présenter la bibliographie associée à la modélisation de 

transmissions par engrenages, en traitant la modélisation 3D d’un réducteur de vitesse d’une part, et 

l’introduction d’un matériau de remplissage, d’autre part. 

La modélisation volumique des transmissions par engrenages peut être réalisée de plusieurs 

façons, des modèles à paramètres concentrés [Vel1996], des approches basées sur des éléments finis 

complets où les problèmes de contacts sont directement résolus [Li2002] et, enfin, des modèles 

hybrides où les mobiles sont simulés à l’aide de sous-structures et où l’engrènement est introduit à 

l’aide de paramètres concentrés [Bet2006].  

Beaucoup d’études visant à réduire les vibrations dans les engrenages ont été réalisées, mais 

la majorité d’entre elles s’intéresse essentiellement aux dentures (corrections de profil, d’hélice) 

[Vel2011], l’ajout de systèmes dissipatifs passifs dans les corps de roues n’a fait l’objet que de très peu 

d’études. La deuxième partie de ce chapitre s’intéresse donc à plusieurs exemples de structures 

amorties par des matériaux de remplissage, ainsi que les différents types de matériaux de remplissage 

et les modèles qui peuvent être leur être associés.  
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1. Contexte 

Un engrenage est une liaison mécanique assurée par des roues dentées qui permet de 

transmettre de la puissance entre deux axes en rotation ; il peut permettre de changer la vitesse et le 

couple de fonctionnement, dans le cas d’axes parallèles (engrenages cylindriques), concourants 

(engrenages coniques) ou orientés dans des directions quelconques (engrenages gauches). L’un des 

premiers exemples d’utilisation de transmissions par engrenages remonte à la Chine Antique avec le 

charriot pointant vers le sud inventé par Zhou Dong et l’empereur Huang-Di il y a près de 5000 ans 

selon certaines légendes mais plus vraisemblablement pendant la période des Trois Royaumes (III° 

siècle) [Che1958]. Il est composé d’une flèche pointant dans une direction quelconque, par exemple 

le sud, et d’un système de roues dentées (un différentiel) qui permet de toujours orienter la flèche 

dans la même direction (le sud) quels que soient les mouvements du charriot.  

 

Figure 1 : Charriot pointant le sud [Lct1947] 

Ce charriot a ensuite été régulièrement utilisé jusqu’à la dynastie Yuan au XIV° siècle. En 

Europe, les engrenages ne sont pas délaissés pour autant et sont même régulièrement utilisés dans 

des applications comme l’horlogerie, ou les moulins. Au cours de la Renaissance, plusieurs 

mathématiciens comme, par exemple, Léonard de Vinci étudient et perfectionnent les profils de 

dentures.  

A partir du XIX° siècle et de la révolution industrielle, les transmissions par engrenages 

commencent à être beaucoup plus utilisées. L’engrenage devient également plus précis, plus fiable 

tout en transmettant des puissances toujours plus importantes, il s’installe durablement dans le 

domaine des transports qu’ils soient aériens, terrestres ou maritimes. Dans ce dernier domaine, les 

transmissions par engrenages font leur apparition dès le XIX° siècle avec les moteurs à vapeur et les 
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propulsions à aubes et ou à hélices. Au cours du siècle suivant, les moteurs et propulsions ont évolué, 

avec l’apparition du moteur à combustion puis, dans les années 1950, l’arrivée des propulsions 

nucléaires. 

Dans le domaine maritime, la transmission par engrenages assure le lien entre l’arbre d’entrée 

qui est connecté au moteur et l’arbre de sortie qui est connecté à l’hélice. Le réducteur de vitesse a la 

particularité d’avoir des mobiles de grandes tailles en raison des puissances à transmettre. Pour des 

raisons de poids, ils sont généralement allégés en introduisant des alésages ou des cavités dans le 

corps de la roue (fig. 2). Dans le but d’avoir des transmissions les plus légères mais également les plus 

silencieuses possible ce travail de thèse envisage la possibilité d’utiliser les creux de la roue en les 

remplissant à l’aide de matériaux pouvant jouer le rôle de systèmes dissipatifs passifs et ainsi amortir 

les vibrations de la structure.  

 

Figure 2 : Exemple de roue allégée  
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2. Les transmissions par engrenages 

2.1.  Origines des vibrations 

2.1.1. La raideur d’engrènement  

Dans une transmission par engrenages, pour un couple donné, l’effort transmis est 

globalement constant au cours du temps, mais le nombre de paires de dents en contact ne l’est pas. 

Avec les variations de nombres de dents en contact, la répartition locale des efforts le long des lignes 

de contact varie, ce qui entraine des variations au niveau des déformations des dentures synchrones 

du passage des dents. La période caractéristique de ce phénomène est appelée période 

d’engrènement. Les variations des déformations au niveau des dentures peuvent être perçues comme 

des variations de raideur d’engrènement qui excitent le système.  

 

Figure 3 : La raideur d’engrènement entre le pignon et la roue [Bla1992]  

Plusieurs modèles et méthodes ont été développés dans la littérature pour calculer cette 

raideur comme par exemple la méthode ISO ou encore les formules de Weber et Banaschek. La 

méthode normalisée, définie dans la norme ISO 6336 [ISO6336], s’appuie sur une formule qui dépend 

des caractéristiques de denture et qui donne la valeur de la rigidité linéique d’engrènement en 2/ .N m  

Elle doit être multipliée par la longueur instantanée de contact pour déduire la raideur d’engrènement. 

Par ailleurs, les formules de Weber et Banaschek [Web1949] [Web1950] permettent également de 

calculer la valeur de la raideur par unité de longueur de contact en utilisant des expressions analytiques 
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basées sur la décomposition de la raideur d’engrènement en trois contributions indépendantes, la 

raideur de contact, la raideur de flexion, et la raideur de fondation.   

2.1.1.1. Raideur normalisée 

La méthode définie par la norme ISO 6336 [ISO6336] propose une formule applicable en se 

plaçant dans l’hypothèse de mobiles rigides en acier, avec des dentures en développantes de cercle. 

Les caractéristiques de dentures sont issues du profil de référence défini dans la norme ISO53 [ISO53] 

. Elle est calculée en utilisant l’équation 1.1.  

  _

0.8
cosm ISO bk

q
   (1.1) 

En prenant :  

 
2 21 2

1 2 3 4 1 5 6 2 7 8 1 9 2

1 2 1 2

1 1 x x
q C C C C x C C x C C x C x

Zn Zn Zn Zn
           (1.2) 

Avec 
1,2Zn  le nombre de dents équivalent pour un engrenage droit : 

 
 
1,2

1,2 3cos b

Z
Zn


   (1.3) 

Les valeurs des termes 1 9, ... , C C  sont définies dans le tableau 1.  

Tableau 1 : Coefficients pour le calcul de la raideur d’engrènement, méthode ISO6336 [ISO6336] 

1C  2C  3C  4C  5C  6C  7C  8C  9C  

0.04723 0.15551 0.25791 -0.00635 -0.11654 -0.00193 -0.24188 0.00529 0.00182 

 

2.1.1.2. Méthodes de Weber et Banaschek 

Une méthode couramment utilisée dans la littérature est la méthode de Weber et Banaschek 

[Web1950] qui décompose la raideur d’engrènement en trois composantes indépendantes, la raideur 

de contact, la raideur de flexion et la raideur de fondation qui représente les effets de basculement de 

la dent sur le corps de la roue.  

a) La raideur de contact 

La raideur de contact est calculée en se plaçant dans l’hypothèse d’un contact Hertzien dans 

un problème 2D (fig. 4), les dents sont assimilées à des demi-plans élastiques, un champ de pression 

semi-elliptique  p x  est appliqué suivant la normale au plan.  
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Figure 4 : Contact hertzien 2D 

Il est possible de calculer le déplacement c  à l’aide de l’équation suivante [Web1950] :  

 
 

 

2

1 2
1 2

4 ln
2 1

m
c

H

d dF

b E a

 


 

  
   

    

  (1.4) 

Avec : 

/mF b  L’effort appliqué sur la largeur de denture par unité de longueur 

1,2d  Distance entre le point de contact et le centre de la dent mesurés dans la direction de l’effort 

appliqué sur la dent (fig. 6) 

21
8 m

H eq

F
a

b







  La demi largeur du contact hertzien 

1 2

1 2

eq

 


 



 Le rayon de courbure équivalent du contact (1 : pignon, 2 : roue) 

,E   Module d’Young et coefficient de Poisson du matériau 

 Un autre calcul de raideur de contact a également été proposé par Lundberg [Lun1939] en se 

plaçant cette fois ci dans l’hypothèse d’un contact hertzien 3D, et un champ de pression normale 

 ,p x y  semi-ellipsoïdal appliqué sur un rectangle 2 Ha b  à la surface d’un massif élastique semi-

infini (fig. 5).  
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Figure 5 : Contact Hertzien 3D, distribution de pression pour formule de Lundberg 

 Dans ces conditions, le déplacement normal au centre de la roue chargée s’écrit : 

 
 

 
21 1

4 ln 2 ln
2

m
c

H

F b

b E a






  
   

 
  (1.5) 

 La rigidité linéique peut ensuite être exprimée avec l’équation suivante : 

 
1 m

c

c

F
k

b 





  (1.6) 

b) La raideur de flexion 

La raideur de flexion caractérise le déplacement de la dent sous l’effet du chargement suivant 

la normale. La dent est assimilée à une poutre de section variable, encastrée au niveau de la zone où 

la tangente à la trochoïde du profil de raccordement forme un angle de 20° par rapport à l’axe y (fig. 

6). Elle est soumise à un effort ponctuel mF  appliqué au point de contact dans la direction de la ligne 

d’action. En supposant que l’énergie de déformation de la dent est égale au travail de l’effort mF ,  il est 

possible d’exprimer la déflexion suivant la ligne moyenne de la dent [Web1950] :  

 
 

 
  

 

2

2 2

3

0 0

1 1
cos 10.92 3.1 1 0.294 tan

w wu u

wm
d p p

u yF
dy dy

b E d y d y
  

 
   

 
 

    (1.7) 

Avec :  

/mF b  L’effort appliqué sur la largeur de denture par unité de longueur 

wu  distance entre le point M  et rayon de pied de la dent 
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p  l’angle de pression au point de chargement 

1,2  le rayon de courbure au point de contact 

d  le déplacement dû à la flexion de la dent  

 

Figure 6 : Paramètres de denture [Web1950] 

 La raideur de flexion dk  peut ensuite être calculée : 

 
1 m

d

d

F
k

b 
   (1.8) 

c) La raideur de fondation 

En pratique, la dent n’est pas encastrée sur le corps de la roue mais elle y est liée 

élastiquement. Cette liaison est modélisée par la raideur de fondation. Les effets du basculement de 

la dent ont été pris en compte par Weber [Web1949] puis Weber et Banaschek [Web1950]. Dans ces 

calculs, le corps de roue est associé à un massif semi infini 2D, sur lequel des efforts issus du 

chargement de la dent (en moment et résultante) sont appliqués. Il est ensuite possible de calculer la 

déflexion suivante : 

     
2

2 21
cos 1 tanm w w

fond p web p

eq fd fd

F u u
L M P Q

b E s s
  

    
               

  (1.9) 

Avec : 
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/mF b  L’effort appliqué sur la largeur de denture par unité de longueur 

wu  Distance le point M et rayon de pied de la dent 

eqE  Le module d’Young équivalent ( E en contraintes planes, et  2/ 1E  en déformations planes) 

, , ,webP M L Q  Des constantes dépendant surtout du coefficient de Poisson, par exemple pour  

0.3  5.2; 1; 1.4; 0.3L M P Q     [Web1950] 

 La raideur de fondation peut être calculée à l’aide la formule suivante :   

 
1 m

d

d

F
k

b 
   (1.10) 

D’autres formules permettant de calculer la raideur de fondation ont également été proposées 

plus récemment, notamment par Velex et Sainsot [Sai2004] qui ont calculé une raideur de fondation 

en se plaçant dans le cas plus réaliste d’une dent liée à un cercle/anneau élastique et non à un 

plan/massif semi infini.  

2.1.1.3. Autres méthodes de calcul de la raideur d’engrènement 

D’autres auteurs, comme Chen [Chn2013] ou Yang [Yan2018], proposent des méthodes de 

calcul de raideur en prenant en compte le profil corrigé et non le profil théorique de la dent comme 

c’est le cas dans la méthode de Weber et Banaschek.  

Guingand [Ggd2004] propose une autre méthode pour calculer la raideur d’engrènement en 

s’appuyant sur la méthode des coefficients d’influence de Boussinesq [Bsq1885] qui permet de calculer 

les déplacements au niveau d’un contact. En couplant ces déplacements à un maillage éléments finis 

et en calculant les efforts nodaux, il est possible de déduire la raideur d’engrènement du système.  

Des auteurs comme Parker, Vyjayakar [Par2000] et Eritenel [Eri2012] ont développé un 

modèle éléments finis où les mobiles sont maillés avec leurs dents, mais le contact est résolu à l’aide 

d’un modèle analytique.  

Enfin, il existe également des approches qui ne réalisent aucun calcul de la raideur 

d’engrènement, il s’agit des modèles éléments finis complets qui modélisent et résolvent directement 

les problèmes de contacts entre les mobiles sans introduire d’élément de raideur entre les dentures, 

ces modèles sont présentés plus en détail dans le paragraphe 2.5.1..  
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2.1.2. Ecarts de fabrication  

En plus des vibrations générées naturellement par l’engrènement liées au passage des dents, 

une autre source de vibrations doit être prise en compte à savoir, les écarts de fabrication. Au cours 

de sa fabrication, un engrenage est usiné, traité thermiquement pour augmenter la résistance de la 

denture aux problèmes de fatigue, puis des opérations de finition et rectification sont réalisées 

[Hen1978] [Hen1979]. Au cours de chacune de ces opérations, et malgré la rectification finale, des 

écarts de fabrication sont inévitablement introduits. Le profil d’un flanc de dent diffère donc toujours 

de son profil théorique. Ces écarts par rapport au profil théorique sont catégorisés et définis dans la 

norme ISO 1328 [ISO1328]. 

2.1.2.1. Ecarts de profil 

L’un des premiers écarts que l’on peut citer est l’écart de profil, il correspond à la différence 

de forme entre le profil théorique de la dent et le profil réel.  L’écart de profil peut être défini par 

rapport au profil parfait (développante de cercle) ou corrigé (cf fig. 7).  

 

Figure 7 : Ecarts de profil [Hen1978] 

2.1.2.2. Ecarts de distorsion 

 L’écart de distorsion correspond à la différence de position entre l’hélice théorique et l’hélice 

réelle. Tout comme pour l’écart de profil, l’écart de distorsion peut être défini par rapport au flanc 

parfait, ou par rapport au flanc corrigé (cf fig. 8).  

 

Figure 8 : Exemple d’écart de distorsion [Hen1978] 
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2.1.2.3. Ecarts de division  

Les écarts de division ou erreurs de pas, correspondent à la différence entre le pas réel et le 

pas théorique. Il existe deux types d’erreurs de pas, l’erreur de pas dite individuelle qui correspond à 

l’écart entre deux flancs de dents homologues pris deux à deux, et l’erreur de pas dite cumulée qui 

correspond à la somme des erreurs de pas individuelles sur un nombre défini de dents (jusqu’à un tour 

complet de roue). 

 

Figure 9 : Erreur de pas individuelle [Hen1978] 

 

Figure 10 : Exemple d’erreur de pas cumulée [Hen1978] 

2.1.3. Ecarts de montage 

En plus des écarts directement liés à la fabrication des mobiles, des écarts peuvent être 

introduits lors de l’assemblage de la transmission qui peuvent également perturber le comportement 

de la transmission. 

2.1.3.1. Ecarts d’alignement 

Les écarts d’alignement apparaissent lorsque les arbres portant les mobiles ne sont pas 

parfaitement parallèles. Le plus souvent, les écarts d’alignement correspondent à des problèmes de 

parallélisme entre l’axe d’entrée et l’axe de sortie et sont dissociés en deux catégories : les écarts 
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d’inclinaison, tels que les axes restent coplanaires, et les écarts de déviation, pour lesquels ils ne sont 

plus coplanaires. (fig. 11) 

 

Figure 11 : a) Ecart de déviation, b) Ecart d’inclinaison [Ume1986] 

En plus d’être influents sur le comportement vibratoire de la transmission par engrenage, les 

écarts d’alignements peuvent influencer la distribution de charge au niveau des dentures, en générant 

des zones surchargées et des zones non chargées.    

2.1.3.2. Ecarts d’entraxe 

Cet écart correspond à un mauvais positionnement des axes, c’est-à-dire que l’entraxe 

théorique est différent de celui de fonctionnement. Cet écart apparait également en cours de 

fonctionnement lorsque les transmissions de puissances sont montées sur des paliers avec jeu comme, 

par exemple, des paliers hydrodynamiques.  

2.1.3.3. Ecarts d’excentricité  

Les écarts d’excentricité correspondent à la différence de position entre l’axe d’inertie de la 

roue, et son axe de rotation. Ce défaut se traduit par l’ajout d’une excitation synchrone à la vitesse de 

rotation de l’arbre. [Sab1992]  

2.2. Prise en compte de l’environnement  

Dans un mécanisme, un engrenage n’est jamais un composant isolé. Il assure toujours, par 

définition, la transmission de la puissance, du mouvement, entre un axe d’entrée et un axe de sortie. 

Chacun de ces arbres est généralement connecté à un carter à l’aide de paliers. Chaque arbre est 

également sensible aux problèmes usuels de dynamique du rotor. L’ensemble de ces éléments peut 

avoir un rôle sur le comportement vibratoire de l’engrenage et a été traité dans la littérature [Fur1991] 

[Far2012] [Guo2014].  
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2.2.1. Prise en compte des arbres 

Les arbres font partie des premiers éléments pouvant influencer le comportement d’un 

engrenage. Avant même d’évoquer les problématiques qui leurs sont associés en dynamique, ils 

portent les écarts de montage d’alignements et d’entraxe qui peuvent affecter la dynamique d’une 

transmission.  

Les problèmes d’arbres et de dynamique du rotor qui y sont associés sont très largement 

traités dans la littérature comme par exemple les travaux de Lalanne [Lal1986] ou de Vance  [Van1988] 

qui traitent des problématiques de dynamique et plus particulièrement de vibrations à l’aide de la 

méthode des milieux continus.  

Dans les transmissions par engrenage, les fréquences critiques des modes d’arbres calculées 

dans le cadre de la dynamique du rotor sont atteintes beaucoup plus rapidement car lorsqu’un arbre 

tourne à une vitesse de rotation  , il est excité à la fréquence d’engrènement Z et ses 

harmoniques. Les fréquences critiques des arbres sont donc susceptibles d’être atteintes à beaucoup 

plus basse vitesse que dans le cadre de la dynamique de rotors soumis à des excitations synchrones.  

Pour répondre à ce problème, plusieurs modèles de transmissions par engrenages liés par des 

arbres ont été développés, comme par exemple [Vel1988] qui simule les arbres à l’aide de poutres de 

Timoshenko [Tim1955], ou le modèle de Furukawa [Fur1991] (fig. 12) qui a introduit les arbres à l’aide 

de modèles éléments finis 3D. Par la suite, leur influence sur le comportement de dynamique de la 

denture a été largement étudié et confirmé par Umezawa [Ume1996].  

 

Figure 12 : modèle éléments finis 3D de réducteur de Furukawa [Fur1991] 

 Plus récemment, les travaux portant sur les arbres se sont intéressés à l’influence des écarts 

de montage, ou des déformations sous charge sur le comportement dynamique de transmissions. 

Hotait et Kahraman [Hot2008] ont réalisé des études expérimentales dans le but d’étudier l’influence 

des écarts d’alignements couplés à des corrections longitudinales bombées (cf paragraphe 2.6.1.). Ils 
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ont ainsi montré que les écarts d’alignement et les corrections longitudinales influençaient la 

répartition de charge sur les flancs de dentures ainsi que la contrainte en pied de dent.  

Dans leurs travaux, Zhang et al [Zha2013] ont introduit des écarts d’excentricité et des effets 

gyroscopiques sur des trains en multi-étages et ont montré que les écarts d’excentricité étaient très 

influents à haute vitesse et peu influents à basse vitesse. 

Les travaux réalisés par Chen et al [Chn2019] ont permis de montrer que des effets de flexion 

résiduelle pouvaient avoir une influence sur le comportement de la transmission si la flèche dépassait 

les 5% du rayon de l’arbre.  

2.2.2. Prise en compte des paliers 

Les arbres sont connectés au carter par l’intermédiaire de paliers, ces derniers peuvent être 

des paliers fluides ou des roulements. Dans les deux cas, ils assurent un rôle important dans la 

transmission des vibrations des arbres au carter/environnement.  

Dans la littérature, certains modèles introduisent le comportement de paliers fluides ou les 

roulements sous la forme de raideurs constantes additionnelles [Kah1992] [Bau1998] par exemple. 

D’autres auteurs utilisent des approches non linéaires. Comme, par exemples, Lahmar [Lah2000], qui 

a calculé la répartition des efforts sur les éléments roulants dans le but d’en déduire leur influence sur 

les arbres et l’engrènement. D’autres études sur les roulements ont été réalisées par Abbes [Abb2011] 

qui a intégré les effets d’ondulations des bagues des roulements liées au passage des billes. Plus 

récemment, Wu [Wu2017] puis Liu [Liu2019] ont développé des modèles éléments finis 3D de 

roulements à rouleaux dans le but d’en déduire une raideur équivalente non linéaire en fonction des 

efforts qui sont appliqués sur le roulement. Cette raideur est ensuite introduite sous la forme de 

paramètres concentrés dans un modèle de train planétaire en statique pour Wu [Wu2017], et en 

dynamique dans le cadre d’un engrenage simple avec un roulement dans le corps de la roue pour Liu 

[Liu2019]. L’auteur a ainsi montré des couplages entre les deux non linéarités du système ainsi que 

l’apparition de fréquences critiques liées aux modes excités par la denture ou par le passage des 

rouleaux dans les roulements.  

D’autres auteurs, comme par exemple, Theodossiades [The2001], se sont quant à eux 

intéressés à la modélisation des effets non linéaires dans les paliers fluides en s’appuyant sur 

l’hypothèse de paliers courts. Fargère [Far2012] a couplé un modèle non linéaire de paliers au modèle 

non-linéaire de dentures développés par Ajmi [Ajm2005] afin de mettre en évidence les couplages et 

les interactions qui peuvent apparaitre entre des paliers non linéaires avec jeu et la denture. Ces 

interactions ont également été étudiées par d’autres auteurs, comme Liu [Liu2017], qui se sont 
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intéressés aux interactions entre les paliers hydrodynamiques et le jeu de dentures. Liu a ensuite 

étudié l’influence du couple, de la vitesse de rotation et de l’erreur de positionnement associée aux 

paliers ; il a montré que pour certaines positions le jeu de dentures pouvait être annulé et des effets 

de blocage pouvaient apparaitre mais que dans l’ensemble l’introduction de jeu dans les paliers 

permettait au système de s’accommoder des écarts d’entraxe.  

2.2.3. Prise en compte du carter 

La transmission est connectée au carter via les paliers qui transmettent les vibrations au carter 

et ensuite directement à l’environnement. Les premiers essais de modélisation de carters remontent 

à la fin des années 80 et au début des années 90 à travers les travaux de Lim et Singh [Lim1989] 

[Lim1990] [Lim1991] qui proposent un premier modèle de transmissions par engrenages incluant 

arbres, paliers et carter. Plus tard, Rigaud [Rig1996] [Rig1998] s’est également intéressé à ce problème 

en réalisant un modèle éléments finis 3D de carter et en le connectant à une transmission par 

engrenage à l’aide d’un modèle à paramètres concentrés de roulements. Vers la fin des années 2000, 

Abbes [Abb2005] [Abb2007] a eu recours à des méthodes de sous-structuration pour introduire les 

effets de carter sous la forme de modèles éléments finis condensés. Plus récemment, Guo [Guo2014] 

a proposé un nouveau modèle éléments finis 3D en introduisant le carter à l’aide de la méthode des 

éléments finis et en le couplant aux arbres à l’aide d’éléments de paliers non linéaires à paramètres 

concentrés. D’autres auteurs, comme Landet [Lan2018], ont réalisé des modèles globaux de 

transmissions par engrenages en incluant le carter dans le but de prédire puis réduire le bruit généré 

par une transmission par engrenage en optimisant la forme du carter.  

2.2.4. Prise en compte du moteur  

De nombreux modèles présents dans la littérature font l’hypothèse que le couple moteur 

appliqué en entrée du système est constant. En pratique, cela est rarement le cas, les phases de 

démarrage ou de changement de régime moteur induisent des effets transitoires qui sont inévitables, 

même en régime établi quel que soit le type de moteur utilisé (thermique ou électrique), des 

fluctuations de couples peuvent apparaitre en entrée du système, et cela peut bien sûr affecter le 

comportement de la transmission.  

L’influence des fluctuations de couples a d’abord été étudiée par Vernay [Ver1999] qui s’est 

intéressé au régime transitoire d’un réacteur d’avion au démarrage. Sika [Sik2008] s’est intéressé aux 

effets d’acyclisme, il a ainsi montré qu’un comportement acyclique, à l’approche de certaines 

fréquences critiques peut engendrer des pertes de contacts accompagnées de chocs au niveau des 

deux flancs de denture (actifs et rétros). Plus récemment, Rigaud [Rig2017] s’est intéressé aux 

variations de couple d’un moteur électrique et a montré qu’avec la prise en compte des fluctuations 
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du couple du moteur, la réponse dynamique du système était modifiée avec l’apparition 

d’harmoniques des fréquences d’excitation liées au passage des encoches dans le moteur.   

2.3. Grandeurs d’intérêt particulier 

2.3.1. Erreur de transmission 

L’erreur de transmission a été définie par Harris [Har1958]. Elle correspond à la différence 

entre la position angulaire qu’occuperait une roue parfaite et indéformable, avec la position qu’occupe 

réellement l’engrenage déformable avec des écarts de fabrication (fig. 13). L’erreur de transmission 

peut se décliner en trois variantes, l’erreur de transmission dite quasi-statique sans charge, l’erreur 

quasi-statique sous-charge, l’erreur dynamique sous charge.  

 

Figure 13 : Définition de l’erreur de transmission [Mun1989]  

2.3.1.1. Erreur de transmission quasi-statique sans charge 

L’erreur de transmission quasi-statique sans charge, ou erreur de transmission cinématique, 

est mesurée dans le cadre d’un fonctionnement particulier, les mobiles tournent à très basse vitesse 

et sans transmettre de charge. Les déformations sont donc négligeables et les seuls effets visibles 

correspondent essentiellement aux écarts de fabrication [Dra1988], de montages et aux  corrections  

de profil et d’hélice (fig. 14). L’erreur de transmission quasi-statique sans charge est donc un indicateur 

de la qualité de l’engrenage utilisé. 
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Figure 14 : Exemple d’erreur de transmission quasi-statique sans charge expérimentale [Dra1988] 

 

2.3.1.2. Erreur de transmission quasi-statique sous charge  

L’erreur de transmission quasi-statique sous charge est mesurée dans le cadre d’un essai où 

les mobiles tournent à des vitesses très faibles tout en transmettant le couple de fonctionnement. Les 

déformations ne sont plus négligeables, mais les effets d’inerties, et autres effets dynamiques le sont 

toujours. Les amplitudes de variations de l’erreur de transmission quasi-statique sous charge, sont 

généralement plus importantes que pour l’erreur quasi-statique sans charge. De plus ces niveaux 

d’amplitudes corrèlent très souvent avec les niveaux de bruits et vibrations observables sur une 

transmission par engrenage [Hou1994]. L’erreur de transmission quasi-statique sous charge apparait 

donc comme une grandeur importante dans le cadre du dimensionnement d’une transmission de 

puissance. Plusieurs études ont été menées dans le but de définir des méthodes, des critères, pour 

chercher à dimensionner les corrections de profil dans le but de réduire le bruit des transmissions par 

engrenage en jouant sur l’erreur de transmission [Ozg1988b] [Mun1999] [Vel2011]. Enfin, l’erreur de 

transmission quasi-statique sous charge est parfois utilisée comme donnée d’entrée et source 

d’excitations pour des modèles d’engrènements [Ozg1988a] [Mun1970].  

2.3.1.3. Erreur de transmission dynamique sous charge  

Cette fois ci, les mobiles tournent à leur vitesse donnée avec leur couple de fonctionnement. 

Les effets dynamiques et d’inertie viennent s’ajouter et modifient les effets observés en quasi-statique. 

Cette erreur de transmission représente le comportement dynamique de la transmission, comme 

l’erreur de transmission elle peut être mesurée à l’aide de codeurs optiques ([Gre1963] [Mun1989] 

[Rem1998]). Les codeurs étant limités en vitesses, des accéléromètres peuvent également être utilisés 

[Bla1996]. 
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2.3.2. Coefficient dynamique 

En cours de fonctionnement, avec des effets d’inertie et d’engrènement, des phénomènes de 

surcharge ou décharge à la denture peuvent apparaitre au niveau des dentures. Ces effets de 

surcharges ou décharges peuvent ensuite être responsables des phénomènes d’usure et d’écaillage 

[Din2007] [Osm2012] et même entrainer des chocs.  

Ces phénomènes peuvent être quantifiés par un coefficient dynamique défini comme étant le 

rapport de l’effort dynamique appliqué sur les dentures, le long des lignes de contact, à un instant t 

sur l’effort statique qui serait appliqué à la denture. Il existe deux définitions du coefficient 

dynamique :  

- le coefficient dynamique local qui est défini sur un seul couple de dents ; 

- le coefficient dynamique global qui est défini sur l’ensemble des lignes de contact.  

Il est très difficile de mesurer directement la valeur du coefficient dynamique, car il correspond 

à des efforts directement appliqués sur plusieurs lignes de contact qui se déplacent le long du flanc de 

la denture. Il est par contre plus simple de mesurer la contrainte en pied de dent et d’en déduire l’effort 

appliqué au cours du temps comme cela a été proposé par Kubo [Kub1978] ou [Bau1998] [Bau2002] 

(fig. 15).  

 

Figure 15 : Exemple d’évolution du coefficient dynamique mesuré par Kubo [Kub1978] 
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2.3.3. Déplacements des voiles, du corps de roue  

Les déplacements suivant la normale aux voiles représentent une autre grandeur d’intérêt en 

dynamique. Des auteurs comme Guilbert [Gui2017] ou Cooley [Coo2014] se sont intéressés à cette 

grandeur dans le cadre de roues à voiles minces. D’un point de vue expérimental, le comportement 

vibratoire est caractérisé par des proximètres ou des jauges de déformations positionnées sur les 

voiles.  

2.3.4. Efforts et déplacements aux paliers  

Les efforts aux paliers sont des grandeurs intéressantes car ils correspondent aux excitations 

qui sont directement transmises au bâti ou au carter. Lorsque des paliers avec jeu (paliers 

hydrodynamiques) sont introduits dans une transmission par engrenages, des déplacements des 

arbres peuvent être observés dans les paliers. Ils peuvent se manifester comme des écarts 

d’alignement ou d’entraxe. Des auteurs comme Fargère [Far2012] et Theodossiades [The2001] se sont 

intéressés aux trajectoires des nœuds dans les paliers dans le cadre de transmissions par engrenage 

utilisant des paliers avec jeux.  

2.4. Modification des dentures  

2.4.1. Corrections longitudinales et corrections de profil 

Un engrenage parfait, dont les surfaces de flancs réels correspondent strictement aux surfaces 

théoriques, n’est généralement pas un engrenage possédant un comportement dynamique optimal 

en raison des déformations sous charge. Des modifications, appelées corrections, peuvent être 

introduites, le plus souvent pour éviter des chocs à l’engagement, ou pour mieux centrer la charge sur 

la denture.  

Les corrections de profil sont des retraits de matières effectués le plus souvent en tête de 

denture. Ce retrait de matière permet de réduire les effets de surcharges et des chocs à l’engagement 

[Maa1997]. En se référant à la norme ISO21771 [ISO21771], il est possible de trouver différents types 

de corrections avec différents paramétrages possibles comme les corrections de profil linéaires, les 

corrections de profil paraboliques ou encore en forme de bombée (fig. 16).   
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Figure 16 : Exemple de corrections de profil [ISO21771] 
a) Corrections de profil linéaires en tête et pied de dent 

b) Corrections de profil bombées 

Par ailleurs, les corrections longitudinales sont des retraits de matières effectués selon la 

largeur de la denture. Ces retraits de matière peuvent, par exemple, prendre la forme de bombé ou 

de dépouilles linéaires en extrémité de denture et servent le plus souvent à recentrer la charge sur la 

denture au cours de l’engrènement. Les corrections longitudinales permettent alors de réduire les 

effets de surcharge en bord de denture souvent observables sur les engrenages hélicoïdaux, et de 

potentiellement résoudre des problèmes liés aux écarts d’alignements [Hot2008]. Comme pour les 

corrections de profil, la norme ISO21771 [ISO21771] définit plusieurs paramétrages de correction, 

comme les bombés, les corrections linéaires ou encore les modifications de l’angle d’hélice (fig. 17).  

 

Figure 17 : Exemple de corrections longitudinales [ISO21771] 
a) Corrections longitudinales bombées 
b) Corrections longitudinales linéaires 
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2.4.2. Optimisation des corrections de profil 

Il a été mesuré et prouvé par Houser et al. [Hou1994] qu’il existe une corrélation directe entre 

les fluctuations de l’erreur de transmission quasi-statique sous charge, et le bruit généré par une 

transmission. Chercher à réduire cette fluctuation de l’erreur de transmission présente donc un enjeu 

majeur pour favoriser le bon comportement de la transmission. Les corrections de profil influant 

directement le contact entre les dentures, elles apparaissent donc comme une piste intéressante pour 

modifier voire réduire l’erreur de transmission quasi-statique [Tav1986]. 

Velex [Vel2011], puis Bruyère [Bru2013] [Bru2015] se sont basés sur des développements 

analytiques pour démontrer l’existence d’optimums dans l’espace des profondeurs et des longueurs 

de corrections symétriques en tête de dent. Ces optimums sont répartis le long d’une courbe appelée 

« courbe maîtresse » et permettent de minimiser le RMS de l’erreur de transmission quasi-statique 

(fig. 18).  

 

Figure 18 : Exemples de courbes maitresses : a) α
ε < 2   b) α

ε > 2  [Bru2013] 

D’autres méthodes d’optimisation, basées sur des approches stochastiques ont également été 

développées. La plupart sont basées sur des algorithmes génétiques comme les travaux de Bonori 

[Bnr2008], Ghribi [Ghr2013],  Chapron [Cha2016] ou encore les travaux de Mundo [Mdo2017].  

2.5. Modélisations usuelles de l’engrènement et de son environnement (modèles à 

paramètres concentrés) 

Il est possible de définir plusieurs familles de modèles d’engrènement avec des paramètres 

concentrés. Les modèles dits à raideur d’engrènement constante, les modèles à raideur 

d’engrènement variable, et les modèles à raideur d’engrènement dépendant des conditions de 

contacts. Ces familles de modèles diffèrent essentiellement dans leur gestion de la raideur 
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d’engrènement qui est considérée connue au cours du temps dans les modèles à raideur constante ou 

variable, alors que les modèles à raideur dépendant des conditions de contact ne font aucune 

hypothèse sur l’évolution de la valeur de la raideur d’engrènement.  

2.5.1. Modèles à raideur d’engrènement constante 

La première approche, qui est également la plus ancienne, correspond aux modèles 

d’engrènement à raideur constante pour lesquels les excitations d’engrènement sont introduites de 

l’erreur de transmission quasi-statique sous charge. Tuplin [Tup1950] a modélisé la transmission par 

engrenages à l’aide d’un système masse ressort équivalent avec des écarts de profils de dentures 

introduits à l’aide de coins géométriques (fig. 19)  

 

Figure 19 : Modèle de Tuplin selon Ozguven [Ozg1988a] 

Ozguven [Ozg1988a] a utilisé une raideur d’engrènement constante liant un pignon et une 

roue, conduisant à un système avec un seul degré de liberté. Ce ne sont plus les écarts de forme qui 

servent d’excitation mais directement l’erreur de transmission quasi-statique sous charge qui est 

supposée connue. Ce modèle a ensuite été étendu par Sener et Ozguven [Sen1993] à un modèle 

tridimensionnel, prenant en compte la flexion et la torsion des arbres simulés par des poutres de 

Timoshenko (fig. 20). 
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Figure 20 : Modèle de Sener et Ozguven [Sen1993]  

2.5.2. Modèles à raideur d’engrènement variable 

D’autres modèles d’engrènement ont introduit des raideurs d’engrènement variables  mK t  

afin de mieux représenter le passage des dents au cours du temps. Parmi les modèles étudiés, celui de 

Küçükay [Kuc1984], par exemple, introduit une raideur d’engrènement variable à partir d’une fonction 

prédéfinie et modélise le système dans sa globalité en prenant en compte les arbres et les paliers.  

2.5.3. Modèle à raideur d’engrènement dépendante des conditions de contact 

Les modèles présentés précédemment permettent d’étudier le comportement global d’une 

transmission par engrenages, mais ils ne traitent pas ou peu du problème du contact au niveau des 

dentures. D’autres modèles ne font pas d’hypothèses sur l’évolution de la valeur de la raideur de 

l’engrènement au cours du temps et s’intéressent directement à la résolution du problème de contact 

entre les dentures. Les excitations sont directement associées au passage des dents et l’erreur de 

transmission quasi-statique n’est plus une donnée d’entrée du modèle mais devient une grandeur de 

sortie.  

L’un des premiers modèles intégrant ce type d’approche a été proposé par Velex [Vel1996]. Il 

réalise une résolution du problème de contact dans le plan d’engrènement en utilisant la 

décomposition en tranches minces des lignes de contact, c’est-à-dire que dans la fenêtre 

d’engrènement, chaque ligne de contact théorique est décomposée en cellules et les conditions de 

contact sont testées sur chacune d’elles. En fonction de l’état des cellules, et en connaissant la raideur 

linéique, il est possible de calculer la longueur de contact réelle du système et la raideur 

d’engrènement à chaque instant.  
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Figure 21 : Introduction des écarts de formes dans le modèle de Velex [Vel1996] 

Des approches similaires ont été développés par Eritenel et Parker [Eri2012] qui reprennent 

l’algorithme de contact 2D mis en place par Parker et Vijayakar [Par2000] et l’appliquent sur un 

problème volumique où les mobiles sont modélisés à l’aide d’éléments finis.  

Pedrero [Ped2010] a également développé un modèle d’engrènement où il fait l’hypothèse 

que la charge est répartie le long des lignes de contact de sorte à minimiser l’énergie de déformation 

élastique. Le calcul de la répartition de charge se fait alors sur toutes les paires de dents en contact 

sans faire d’hypothèse sur la fraction de la charge totale qui est appliquée sur chacune des paires dents 

en contact.  

Il existe également des modèles qui n’introduisent pas la raideur d’engrènement dans le plan 

d’engrènement mais qui s’intéressent directement à la résolution du contact, il s’agit des modèles dit 

éléments finis complet qui seront abordé plus tard dans ce mémoire (cf paragraphe 2.6.1).  

2.6. Ajout d’éléments flexibles 

Dans les modèles décrits précédemment, les engrenages sont généralement définis comme 

des disques rigides [Vel1996] ou éventuellement des poutres de Timoshenko [Ajm2005]. Dans 

certaines applications (aéronautique [Gui2017], naval…) où le poids des mobiles apparait comme un 

critère de dimensionnement majeur, les roues sont souvent allégées avec un retrait de matière 

important conduisant à un voile mince et une jante fine (cf fig. 22). Les mobiles deviennent alors 

beaucoup plus flexibles et des approches basées sur des disques rigides ou des poutres de Timoshenko 

ne sont plus adaptées.  
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Figure 22 : Exemple roue à jante et voile mince [Bet2006] 

Ces corps d’engrenages flexibles sont susceptibles d’affecter les répartitions des efforts à la 

denture. Une étude de l’influence des voiles sur la répartition des contraintes en pied de dent et les 

phénomènes de fatigue et propagations de fissure qui y sont associés a par exemple été réalisée par 

Balzakis et Houser [Bal1994]. Les auteurs ont montré, à l’aide de modèles éléments finis et de mesures 

expérimentales, que les contraintes tendent à être maximales au niveau du voile.  

 

Figure 23 : Exemple d’engrenages avec et sans voile [Bal1994] 

2.6.1. Modèle d’engrènement élément finis 3D « complets » 

Pour étudier des structures souples, l’une des premières approches consiste à utiliser des 

modèles éléments finis gérant directement le contact entre les dentures. La première approche de ce 

type a été développée par Oda qui a réalisé un premier modèle éléments finis de roue à jante et voile 

minces [Oda19841] [Oda19861] et l’a ensuite repris et amélioré pour l’appliquer aux trains planétaires 

[Oda19842] [Oda19862] [Oda1987].  

Plus tard, Li [Li2002] [Li2008] [Li2013] a développé d’autres modèles éléments finis afin 

d’étudier l’influence de voiles non centrés par rapport à la denture qui s’avèrent très influents sur le 

chargement à la denture.  
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Figure 24 : modèles d’engrènement éléments finis de Li [Li2002] 

Li [Li2008] [Li2013] a introduit les effets centrifuges correspondant à des vitesses de rotation 

élevées dans des études quasi-statiques et a montré que plus les efforts centrifuges étaient 

importants, plus les parties des dentures qui sont les plus éloignées des voiles avaient tendance à être 

déformées.   

Ces modèles éléments finis ont l’avantage d’être précis au niveau géométrique et des lois de 

comportement par contre, le nombre de degré de liberté nécessaire, pour résoudre le problème de 

contact au niveau des dentures en particulier, reste très important. Le modèle de Li [Li2002], fig. 24, 

compte, par exemple, 51 935 nœuds soit 155 805 degrés de liberté (ddl) alors que seulement 4 dents 

ont été maillées avec suffisamment de précision pour résoudre le problème de contact. Le temps et 

les ressources en calculs demandés pour étudier le comportement d’une transmission en dynamique 

sur plusieurs périodes d’engrènement apparaissent comme étant trop importants et ces modèles sont 

généralement limités au seul comportement quasi-statique.    

2.6.2. Modèles hybrides 

Face aux problèmes de temps de calculs demandés par des modèles éléments finis 

« complets », une solution alternative peut être d’utiliser des modèles « hybrides » qui combinent à la 

fois les avantages des modèles éléments finis 3D au niveau de la précision sur la géométrie, de la prise 

en compte de la structure des roues et la rapidité des modèles analytiques ou à paramètres concentrés 

pour la résolution des problèmes de contact.  

Un premier exemple de modèle hybride a été développé par Parker et Vijayakar [Par2000] qui 

ont proposé un modèle d’engrènement éléments finis 2D  (fig. 25 et 26), dans lequel le contact entre 

les dents est résolu avec une solution analytique. Ce modèle a ensuite été repris par Eritenel et Parker 
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[Eri2012] puis par Parker et Cooley [Coo2014] [Coo2015] pour être étendus à des problèmes 3D 

permettant de prendre en compte les effets de flexion des mobiles, puis de rotations pour modéliser  

les effets gyroscopiques, et faire apparaitre les modes de cercles et diamètres.   

 

Figure 25 : Modèle d’engrènement de Parker : Modèle éléments finis [Par2000] 

 

Figure 26 : Modèle de contact de Parker [Par2000] 

D’autres modèles hybrides ont été développés par Abousleiman [Abo2004] [Abo2006] 

[Abo2007], Bettaieb [Bet2006] [Bet2007] ou Guilbert [Gui2016] [Gui2017] [Gui2019] qui se sont 

appuyés sur des méthodes de sous-structuration pour créer des modèles éléments finis condensés des 

mobiles. Le recours à des modèles sous-structurés permet de réduire de manière importante le 

nombre de ddl du problème en ne conservant que les nœuds nécessaires à sa résolution, tout en 

gardant un modèle relativement précis au niveau de la prise en compte de la géométrie de la roue.  
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Pour se rapprocher du cadre des modèles à paramètres concentrés de Bettaieb et Guilbert et 

contrairement à Parker, les dents des mobiles ne sont pas modélisées lors de la sous-structuration. Il 

est possible d’introduire les effets de flexibilité des dentures à l’aide de raideurs d’engrènement 

calculées pour chaque cellule à l’aide de la méthode ISO 6336 [ISO6336] ou des formules de Weber et 

Banaschek [Web1950] (en retirant la contribution liée la raideur de fondation) et introduite 

directement sur les ddls de la sous-structure. La connexion entre la raideur d’engrènement et les 

degrés de liberté du système doit se faire par le biais d’une interface particulière. Elle peut être basée 

uniquement sur les fonctions de forme des éléments finis qui se situe à la surface de la roue comme 

dans le cadre des travaux de Bettaieb [Bet2006] ou bien, utiliser des fonctions de forme des éléments 

finis couplées à un de mortier (mortar) [Gui2017] [Gui2019] pour assurer une meilleure compatibilité 

des champs de déplacements continus (pour les éléments) et discrets (pour les lignes de contact 

discrétisées) (fig. 27).  

 

Figure 27 : a) Modèle avec pignon rigide initial b) Modèle avec roue sous-structurée [Gui2017] 

2.7. Amortissement et dissipations énergétiques 

2.7.1. Amortissement structural 

L’importance de l’introduction de l’amortissement structural a été mise en évidence très tôt 

dans l’étude des équations associées à l’engrènement. Au cours de ses travaux, sur la résolution des 

équations associées aux modèles à raideur d’engrènement variable (cf paragraphe 2.7.2.), Gregory et 

al [Gre1964] ont mis en évidence l’existence de zones d’instabilité autour des fréquences critiques 

d’engrènement. Plus tard, Benton [Ben1981] a montré que ces zones d’instabilités pouvaient être 

réduites grâce à l’ajout d’amortissement.  
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      M x C x K x F     (1.11) 

L’amortissement peut être constant ou variable au cours du temps. Un amortissement variable 

a, par exemple, été introduit par Amabili et Rivola [Ama1997] avec un coefficient d’amortissement 

proportionnel à la raideur d’engrènement. De manière plus générale, deux types d’amortissements 

sont utilisés, l’amortissement de Rayleigh [Ray1945] défini dans l’équation 1.12, où a et b sont des 

constantes pouvant être déterminées expérimentalement. En général dans le cadre de transmission 

par engrenages avec des corps souples, les valeurs des coefficients a et b se situent respectivement 

entre 101 et 102 s et entre 10-6 et 10-5 s-1 [Gui2017].  

      C a M b K    (1.12) 

 Avec  M  la matrice de masse du système et  K  la matrice de raideur moyenne sur une 

période d’engrènement.  

L’amortissement structural peut également être défini par des facteurs d’amortissement 

modaux i  (eq 1.13), sur une base modale, pseudo-modale complète ou tronquée Craig [Cra1977] tel 

que :  

 
ii i ii iic k m     (1.13) 

 Avec 
iic  l’amortissement associé au ième mode de la base modale, et 

iik  et 
iim  

respectivement les ième valeurs propres des matrices de raideur moyenne et de masse.   

Enfin, en reprenant les travaux de Umezawa [Ume1985] et Ankouni [Ank2014] [Ank20162], il 

est possible de définir des valeurs des facteurs d’amortissement structural i  adaptées aux 

transmissions par engrenages de la forme : 

  0.07 1i i ie c e      (1.14) 

 Avec ie , le pourcentage d’énergie de déformation modale dans l’engrènement associé au ième 

mode, c un coefficient pouvant être déterminé expérimentalement (Guilbert propose une valeur de 

0.01 [Gui2017]), la valeur de c correspond au facteur d’amortissement typique pour des modes de 

structure. La valeur de 0.07 est issue des études de Umezawa et correspond à un ordre de grandeur 

déterminé expérimentalement pour l’amortissement structural des modes de dentures.  
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2.7.2. Dissipation par frottement au niveau des dentures 

Cette source de dissipation a été étudiée par plusieurs auteurs. Diab [Dia2006] , Li et Kahraman 

[Li2011] ont proposé un modèle de contact élastohydrodynamique entre les dentures en se plaçant 

dans l’hypothèse d’un contact élasto-hydrodynamique entre les dentures. Liu [Liu2015] a proposé un 

modèle analytique permettant de calculer l’amortissement et la raideur du film d’huile dans le cadre 

de denture peu chargée. D’autres travaux sur le frottement entre les dentures ont été menés par 

Ankouni [Ank2014] [Ank20161] [Ank20162] qui a modélisé le contact entre les dentures et a pu 

déduire des formules analytiques du comportement d’un amortisseur introduit en parallèle avec la 

raideur d’engrènement. Sur un modèle à 1ddl, Ankouni a conclu que cette source d’amortissement 

était moins influente que l’amortissement structural ( 0.5%  ) tant qu’il n’y avait pas de perte de 

contact et de chocs sur les dentures. Sur un modèle 3D plus complet, l’auteur a montré que pour des 

de dentures hélicoïdales cette source d’amortissement restait très faible par rapport aux dissipations 

observées dans les paliers.  

2.7.3. Pertes par ventilation 

Les pertes par ventilation correspondent aux pertes liées à la trainée aérodynamique des 

mobiles en rotation. Boness [Bon1989] a montré que le coefficient de trainé était proportionnel à 

0.5Re  ( Re  est le nombre de Reynolds) pour un comportement laminaire, et 0.2Re  lorsque le fluide 

avait un comportement turbulent. Anderson [And1981], Dawson [Daw1984] [Daw1988] ou Townsend 

[Tow1992] ont proposé différentes formules pour quantifier les pertes par ventilation d’une 

transmission par engrenages. Ils indiquent tous que la vitesse de rotation est un élément important 

mais leurs conclusions diffèrent quant à l’importance des autres facteurs. Anderson [And1981] et 

Townsend [Tow1992] privilégient la largeur de denture et le rayon primitif, alors que Dawson 

[Daw1984] [Daw1988] s’appuie sur le module de denture. Diab [Dia2006] conclut que ce sont les 

parties hautes des dents qui sont les plus influentes.  

Plus récemment, Marchesse et al [Mar2011] [Mar2015] ont développés des modèles 

numériques dans le but de prédire des pertes par ventilation et ont réalisé plusieurs études 

paramétriques visant à isoler des paramètres influents, sans toutefois parvenir à dégager des règles 

simples et globales. 

 Les pertes par ventilation étant importantes à haute vitesse, elles ne seront pas prises en 

compte dans la suite de cette étude où les vitesses de rotation demeurent modérées.  
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2.7.4. Pertes au niveau des paliers 

Les paliers qui portent les arbres de transmissions sont également sources de pertes 

énergétiques. Dans le cadre de paliers fluides, Fargère [Far2012] a introduit un amortissement 

visqueux, en se basant sur les travaux de Frenes [Fre1998] et de Rhode et Li [Rho1980] et a calculé 

une matrice d’amortissement visqueux issue des efforts linéarisés autour d’une position d’équilibre.  

Dans le cadre de paliers à roulements, plusieurs modèles peuvent être utilisés comme celui de 

Palmgren, décrit par Harris [Hrs1991], ou le modèle « SKF » plus récent [SKF2012]. Le modèle de Harris 

sépare le couple résistant exercé par le roulement en deux contributions, une partie liée au couple de 

fonctionnement et une autre indépendante du couple de fonctionnement et liée aux effets visqueux 

du roulement. De son côté, le modèle SKF sépare le couple résistant en trois contributions, la première 

est liée aux effets de roulements, la seconde aux effets de glissement, et la dernière aux effets de 

trainées. D’un point de vue expérimental, Niel [Nie2018] a réalisé des études portant sur des 

roulements tournant à très haute vitesse et a montré qu’à basse et moyenne vitesse (entre 0 et 10000  

tours par minute) le modèle SKF donne de meilleurs résultats que le modèle de Harris et estime mieux 

le couple résistant. A plus de 10000 tours par minute, aucun modèle ne semble estimer correctement 

les pertes. 

3. Ajout d’éléments dissipatifs  

3.1. Exemple de structures creuses remplies par des matériaux dissipatifs  

Dans la littérature, il existe plusieurs exemples de structures amorties par des matériaux de 

remplissage. Nadler [Nad2012] s’est intéressé à l’utilisation de sable pour amortir les vibrations dans 

des boites de fusibles, Bourinet [Bou1996] et Sternberger [Ste2016] [Ste2017] [Ste2018] ont étudié 

l’influence d’un matériau de remplissage granulaire dans des poutres. D’autres auteurs comme Laville 

et al [Lav1997] ont réalisé plusieurs études comparatives portant sur l’utilisation de différents 

matériaux de remplissage pour réduire le bruit lors de l’ébavurage de pièces. Sur d’autres applications, 

Rao [Rao2003] et Dzaba [Dza1975] se sont intéressés à l’usage de matériaux composites 

viscoélastiques dans des poutres sandwich. Dans le cadre de machines tournantes, Sino [Sin2007] et 

Thombsen [Tho2009] ont respectivement étudiés des rotors et des pales d’éoliennes remplies à l’aide 

de matériau composites. Dans le cadre de transmissions par engrenages, Xiao [Xia20161] [Xia20162] 

[Xia20163] a étudié le comportement dynamique d’une transmission avec des mobiles remplis de 

matériau granulaires.   

D’un point de vue expérimental, Bourinet [Bou1996] a réalisé une première étude portant sur 

des poutres remplies à l’aide de matériaux granulaires. Il a montré que tous les modes n’étaient pas 
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uniformément amortis dans la structure et que l’amortissement dépendait des déformations du milieu 

granulaire. Il a également mis en évidence que des paramètres extérieurs au matériau de remplissage, 

comme un champ de contrainte isotrope, rigidifient le matériau granulaire et réduisent ses propriétés 

dissipatives. Ces résultats sont en accord avec ceux obtenus par Sternberger [Ste2016] qui a montré à 

l’aide d’essais en colonne de résonnance que le matériau granulaire avait besoin d’être excité avec une 

accélération minimale pour permettre des mouvements relatifs entre les particules et observer une 

dissipation d’énergie.  

L’auteur [Ste2017] a également prouvé [Ste2017] que plus une cavité est remplie par des 

matériaux granulaires plus elle dissipe jusqu’à un taux de remplissage critique au-delà duquel les 

particules ne peuvent plus bouger les unes par rapport aux autres. 

Des études expérimentales visant à comparer l’efficacité de différents matériaux de 

remplissage ont été réalisées par Sternberger [Ste2018] et Laville [Lav1997]. Sternberger a comparé 

le comportement une poutre remplie d’un matériau viscoélastique à celui d’une poutre remplie à l’aide 

d’un matériau granulaire lorsque celle-ci est soumise à une réponse forcée. Il a montré que l’ajout d’un 

matériau granulaire ou viscoélastique pouvait avoir des effets similaires et que l’efficacité des deux 

solutions dépendait du mode qui devait être amorti, et des accélérations et des déformations subies 

par le matériau de remplissage. Laville [Lav1997] a également mené des études expérimentales pour 

comparer l’influence de divers matériaux de remplissage sur le bruit généré par l’ébavurage de pièces 

en aluminium. En comparant les différents niveaux de bruits générés par des structures remplies d’eau, 

de sable ou de mousse, il a conclu que l’ajout de matériaux essentiellement massiques comme l’eau 

était très peu efficace pour réduire le bruit rayonné et que d’autres solutions comme les mousses ou 

les matériaux granulaires conduisaient à des réductions de bruit très importantes en particulier pour 

les matériaux granulaires. D’autres travaux se sont intéressés à la modélisation des matériaux de 

remplissages. Dans le cadre de matériaux composites, mousses et des matériaux viscoélastiques, des 

lois de comportements de types viscoélastiques ont été introduites par Rao [Rao2003], Sino [Sin2007], 

ou Nakra [Nak1998]. Pour les matériaux granulaires, plusieurs niveaux de modélisation sont possibles. 

Le matériau peut être modélisé à l’aide de la méthode des éléments discrets (DEM) ou bien comme un 

matériau continu avec des lois de comportement particulières aux matériaux granulaires.  

La méthode des éléments discrets a été utilisée dans les travaux de Xiao [Xia20161] [Xia20162] 

[Xia20163] qui a modélisé un engrenage avec des alésages remplis avec un matériau granulaire (fig. 

28), ou de Salot [Sal2007] qui a étudié les propriétés des milieux granulaires en reprenant des essais 

triaxiaux. Dans la méthode des éléments discrets, chaque particule est directement modélisée et des 

degrés de liberté y sont associés (3 ou 6 pour une particule supposée indéformable). Pour des 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 1 – Etude bibliographique 

 

 
65 

 

échantillons de grandes dimensions, la gestion des contacts entre toutes les particules, et le nombre 

de degrés de liberté associé aux particules augmente et le problème peut vite devenir lourd. Cette 

limite peut être très rapidement atteinte, en fonction des matériaux utilisés, par exemple, une cuillère 

à café de sucre contient déjà environ 105 particules [Mol2015]. Pour contourner le problème d’autres 

approches font l’hypothèse que le matériau granulaire est un solide homogène avec une loi de 

comportement qui lui est propre comme, par exemple, la loi NOVA proposée par Mestat [Mes2000] 

ou encore la loi de comportement en grande déformation proposée par Khoie [Kho2007] et 

DorMohammadi [Dor2008]. Pour des études en dynamique, des matériaux composés de grains 

d’origine minérale soumis à des petites déformations peuvent être modélisés à l’aide de lois 

élastoplastiques car les effets visqueux sont négligeables [Dut2007]. 

 

Figure 28 : Roue remplie par un matériau granulaire [Xia20162] 

Xiao [Xia20161] [Xia20162] [Xia20163] a mené plusieurs études sur des roues où des cavités 

ont été réalisées dans les corps des mobiles puis partiellement remplies à l’aide de matériaux 

granulaires (cf fig. 28). Il a construit des modèles numériques à l’aide de la méthode des éléments 

discrets et du logiciel Adams. Xiao a ensuite réalisé des études portant sur différents paramètres du 

matériau granulaire comme :  

- La taille des particules, c’est-à-dire le rayon de la sphère représentant les particules ;  

- Le coefficient de restitution aux chocs des particules entre elles et des particules avec la 

paroi ;  

- Le taux de remplissage de la cavité qui correspond au rapport entre le volume total de la 

cavité et le volume occupé par la poudre.  
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Dans sa première étude [Xia20161], l’auteur a étudié l’influence de la taille des particules sur 

le comportement dissipatif du système dans le but de dégager une taille de particule optimale. Xiao 

[Xia20162] s’est ensuite intéressé à l’influence des propriétés des matériaux en lien avec la capacité 

dissipative des particules, il en a déduit que le coefficient de restitution aux chocs des particules entre 

elles était un paramètre très influent. Un faible coefficient de restitution n’est pas forcément un signe 

de fortes dissipations car les particules ont tendance à peu rentrer en collision. Par contre, avec un 

coefficient de restitution aux chocs plus importants, les particules peuvent ricocher plus facilement les 

unes contre les autres et en augmentant le nombre de chocs, elles accroissent la dissipation d’énergie. 

Dans sa troisième étude [Xia20163], Xiao s’est intéressé à l’influence du taux de remplissage des 

cavités sur le comportement dynamique de la denture, il a observé que plus les cavités sont remplies, 

plus l’énergie dissipée par le matériau de remplissage était importante jusqu’à un taux de remplissage 

critique qui dépend des conditions de fonctionnement. Ce résultat est en accord avec les résultats 

expérimentaux de Sternberger [Ste2017]. 

3.2. Matériaux viscoélastiques  

Un matériau de remplissage peut également être simulé par un modèle viscoélastique. Les 

matériaux viscoélastiques se caractérisent par des comportements ayant à la fois les propriétés d’un 

solide élastique et celles d’un fluide visqueux. Du point de vue macroscopique, les solides 

viscoélastiques sont caractérisés par une évolution des contraintes, de l’énergie dissipée et des 

grandeurs matériaux (module d’Young et le module de compressibilité), sensible à la fréquence 

d’excitation et à la vitesse de déformation. Un exemple de matériau possédant ce type de propriété 

est le deltane 350 qui a été étudié par Rouleau [Rou2013] et qui est fortement dissipatif autour d’une 

fréquence donnée.  

3.2.1. Lois de comportement  

Les matériaux viscoélastiques ont des lois de comportement qui incluent des termes 

différentiels. Dans l’ensemble de ce paragraphe, les lois de comportement sont écrites en 1 dimension 

mais elles peuvent être modifiées et adaptées à des problèmes en 3 dimensions.  

La première loi de comportement, baptisée « modèle linéaire standard » fait intervenir 

seulement des termes différentiels d’ordre 1 [Nas1985] telle que : 

 
d d

b E a
dt dt

 
 

 
   

 
   (1.15) 

Cette loi de comportement peut être étendue en introduisant un « modèle standard 

généralisé » faisant intervenir les sommes des dérivées jusqu’à l’ordre n. Les termes na  et nb  sont 
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déterminés afin de représenter au mieux un comportement caractérisé expérimentalement. Il vient 

alors : 

 
n n

n nn n
n n

d d
b E a

dt dt

 
 

 
   

 
    (1.16) 

Lorsque le nombre de paramètres na  et nb est trop important, il peut être intéressant de 

réduire le nombre de dérivées entières du modèle (et donc de paramètres) en utilisant des dérivées 

fractionnaires [Cos1995]. Il s’agit alors du « modèle fractionnaire » et la loi de comportement devient :  

  n n

n n

n n

b D E a D
    

 
   

 
     (1.17) 

A cause des dérivées à l’ordre n et des dérivées fractionnaires, les équations associées à ces 

lois de comportements sont souvent difficiles à résoudre dans le domaine temporel mais en utilisant 

des transformées de Laplace pour se placer dans le domaine de Laplace, elles peuvent être mises sous 

une forme moins couteuse à résoudre :  

     1 2E iE       (1.18) 

Les fonctions 1E  et 2E   représentent l’évolution du module d’Young complexe en fonction de 

la fréquence d’excitation et peuvent alors être déterminée expérimentalement à l’aide d’essais 

permettant de mesurer n’importe quelle paire parmi les paramètres E, , G ou K en fonction de la 

fréquence. L’une des meilleures paires possible serait de mesurer simultanément le module d’Young 

et le module de compressibilité K [Glt2011] [Pri2000].  

Les différentes lois présentées ci-dessus représentent le comportement local d’un matériau. 

Ces lois peuvent être implémentées dans des modèles éléments finis en reliant les champs de 

contraintes aux champs de déformations. Pour interagir avec des super-éléments dont le 

comportement global est condensé en quelques nœuds maîtres, l’utilisation de modèles éléments finis 

complets est plus difficile car l’ensemble des nœuds du modèle éléments finis complet devrait être 

connecté aux quelques nœuds de la sous-structure. Une solution alternative est de ne pas utiliser des 

modèles traduisant un comportement local, mais plutôt des éléments à paramètres concentrés 

traduisant un comportement global du matériau et de sa géométrie et qui permettrait de plus 

facilement connecter les nœuds maîtres entre eux.  

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 1 – Etude bibliographique 

 
68 

 

3.2.2. Modélisation 1D/ paramètres concentrés 

Lorsque les termes 
1E  et 2E  sont obtenus expérimentalement, il est nécessaire d’associer les 

résultats issus de mesures « discrètes » à un modèle, une loi de comportement continue permettant 

d’obtenir une formulation analytique du comportement du matériau pour pouvoir l’implémenter dans 

un modèle, voir, par exemple, Rouleau [Rou2013]. Dans ces modèles, les lois de comportement 3D 

sont souvent exprimées à l’aide de paramètres concentrés. Le plus souvent, ces paramètres sont des 

raideurs pour représenter le comportement élastique et des amortisseurs pour les effets visqueux. Ces 

paramètres concentrés peuvent être mis en série ou en parallèles.  

Le premier exemple du genre est le modèle classique de Kelvin Voigt (fig. 29) [Kel1875] 

[Voi1892] qui correspond à la mise en parallèle d’une raideur avec un amortisseur. Dans ce modèle, 

les dissipations sont très faibles à basses fréquences et très fortes à hautes fréquences.  

 

Figure 29 : Modèle de Kelvin-Voigt 

Le modèle de Maxwell est un deuxième exemple de modèles couramment utilisé (fig. 30) 

[Max1868] ; il est composé d’une raideur mise en série avec un amortisseur. Dans ce modèle les 

dissipations sont très fortes à basses fréquences et très faibles à hautes fréquences.  

 

Figure 30 : Modèle de Maxwell 

Un troisième exemple de modèle classique est celui proposé par Zener (fig. 31) [Zen1937]. Il 

correspond à la mise en parallèle d’une raideur avec une autre raideur qui est elle-même en série avec 

un amortisseur. Dans ce modèle, l’énergie dissipée est faible à basses et hautes fréquences, elle est 

par contre importante au voisinage d’une fréquence critique.  
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Figure 31 : Modèle de Zener 

Le modèle de Maxwell généralisé ou modèle de Weichert est représenté sur la figure 32 

[Wei1889]. Il correspond à la mise en série de plusieurs modèles de Maxwell et est souvent utilisé pour 

décomposer un problème viscoélastique en série de Prony (eq. 1.19), où chaque branche (raideur mise 

en série avec un amortisseur) du problème correspond à un terme de la série [Lem2009]. Dans ce 

modèle, le facteur de perte, qui correspond au rapport entre l’énergie dissipée et l’énergie apportée 

au système, évolue en fonction des séries de Prony qui le compose et il peut prendre un grand nombre 

de formes et d’allures.  

  
1

i

tn

r i

i

E t E E e




    (1.19) 

 

Figure 32 : Modèle de Maxwell généralisé 

 La figure 33 présente l’évolution du facteur de perte pour différents modèles viscoélastiques, 

les modèles hystérétiques et anélastiques standards ne sont pas présentés ici, le modèle de Biot 

correspond au modèle de Maxwell généralisé.  
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Figure 33 : Evolution du facteur de perte en fonction de la pulsation d’après Bourinet [Bou1996] 

3.3. Matériaux élastoplastiques 

Contrairement aux matériaux viscoélastiques, les matériaux ayant un comportement 

élastoplastiques ne sont pas sensibles à la vitesse de déformation, mais à l’historique du matériau, 

c’est à dire, ses déformations précédentes. Un matériau élastoplastique peut avoir un comportement 

linéaire ou non linéaire en fonction du chargement qui lui est appliqué. 

3.3.1. Surface de charge 

Les matériaux élastoplastiques ont un comportement linéaire élastique jusqu’à une certaine 

contrainte limite, au-delà de laquelle, ils adoptent un comportement non linéaire, cette limite s’appelle 

la surface de charge. La surface de charge est généralement définie par une égalité de la forme 

  0f σ  où f est une fonction dépendante des contraintes, le plus souvent des contraintes 

principales, ou des déformations du matériau. Un exemple de surface de charge très connu est le 

critère de Von Mises (eq. 1.20) qui est défini avec une forme cylindrique, mais il existe plusieurs autres 

surfaces de charge, comme la surface de charge de Drucker Prager (eq. 1.21) qui est de forme conique 

et est généralement utilisée pour les matériaux granulaires [Lem2009].  

 2 0eJ     (1.20) 

  

  

2 0

6sin
avec =

3 3 sin

J p






 



  (1.21) 
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Avec 2J  le deuxième invariant du tenseur déviatorique des contraintes, e la limite 

d’élasticité, p le premier invariant du tenseur des contraintes, et   l’angle de frottement interne dans 

les matériaux granulaires.  

S’il est possible de rester à l’intérieur d’une surface de charge en conservant un comportement 

linéaire élastique, il est impossible de sortir d’une surface de charge. Si l’état de contrainte tend à en 

sortir, elle se dilate ou se déplace, c’est le phénomène d’écrouissage.  

3.3.2. Ecrouissage  

L’écrouissage défini l’évolution d’une surface de charge au cours du temps. Il existe deux 

grands types d’écrouissage, l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique. L’écrouissage isotrope 

correspond à une dilatation de la surface de charge en fonction de l’état de contraintes. L’écrouissage 

cinématique correspond à un déplacement de la surface de charge, dans l’espace des contraintes. 

L’écrouissage cinématique est généralement plus physique que l’écrouissage isotrope car il 

permet de rendre compte d’effets comme l’effet Bauschinger [Bsc1886]. Dans le cadre de sollicitations 

monotones, l’écrouissage isotrope et cinématique ont le même comportement mais l’écrouissage 

isotrope est plus léger à implémenter. Dans le cadre de sollicitations cycliques l’écrouissage isotrope 

ne permet pas de prendre en compte des effets comme l’effet Bauschinger, l’écrouissage cinématique 

doit alors être utilisé [Mro1967].  

En reprenant la définition de Lemaitre et Chaboche [Lem2009], l’effet Bauschinger apparait 

lors de sollicitations cycliques. Sur un essai 1D, il correspond à la diminution de la limite d’élasticité 

dans une direction (en traction par exemple) après que le matériau ait été sollicité dans l’autre (en 

compression par exemple). La figure 34 montre un exemple d’effet Bauschinger. Le matériau est 

sollicité en traction/compression, initialement les deux limites élastiques de traction et compression, 

respectivement 
t

y et 
c

y , sont égales en valeur absolue mais de signes opposés. Lorsque le matériau 

est sollicité et déformé plastiquement en traction, sa limite d’élasticité en compression atteinte une 

valeur 'c qui est plus faible en valeur absolue que sa limite d’élasticité en compression initiale 
c

y .  
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Figure 34 : L’effet Bauschinger d’après Lemaitre et Chaboche [Lem2009] 

Dans le cadre d’un écrouissage isotrope, la surface de charge peut s’écrire : 

   0f  σ   (1.22) 

Dans le cadre d’un écrouissage cinématique, la surface de charge peut s’exprimer :  

    0f  σ α   (1.23) 

Remarque : Il existe une troisième forme d’écrouissage, l’écrouissage mixte qui correspond à 

la combinaison d’un écrouissage isotrope et d’un écrouissage cinématique. La surface de charge s’écrit 

alors : 

   0f   σ α   (1.24) 

3.3.3. Loi de comportement et modélisation 

Dans le cadre de matériaux élastoplastiques, une fois la limite d’élasticité atteinte le matériau 

n’a plus un comportement linéaire élastique. La loi de comportement suivant peut alors être utilisée : 

 

: :

: :
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σ σ

D D

D
σ σ

  (1.25) 

Où H est le module d’écrouissage, eD  le tenseur d’élasticité, et t
D  le tenseur élastoplastique 

tangent. Dans la littérature, il existe plusieurs modèles permettant de définir l’évolution de H en 

fonction de l’état de contraintes et de l’écrouissage. Certains modèles comme le modèle à écrouissage 

linéaire de Prager [Pra1958], supposent H constant quel que soit l’état de contrainte. Pour un essai 

1D, cela revient à avoir un comportement avec 2 pentes, une pour le comportement élastique, et une 
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pour le comportement élastoplastique. D’autres modèles, comme le modèle multi-surfaces de Mroz 

[Mro1967], représentent l’évolution H par une fonction escalier, en se basant sur plusieurs surfaces 

de charge, et d’autres comme celui d’Armstrong Frederick [Arm1966] proposent une évolution de H 

continue et à dérivée continue.   

3.3.4. Modèle à paramètres concentrés 

Comme pour le cas des matériaux viscoélastiques, les modèles des lois de comportement 

élastoplastiques peuvent également être mis sous la forme de modèles à paramètres concentrés 1D 

qui s’insèreraient plus facilement dans un modèle contenant des sous-structures. Le plus souvent ce 

sont des mises en série de raideurs et de frotteurs qui sont utilisées, les raideurs représentent les 

différents modules tangents alors que les frotteurs représentent les surfaces de charge. C’est-à-dire 

que tant qu’il y a adhérence au niveau des frotteurs le matériau conserve son comportement linéaire 

(cf comportement linéaire élastique). Lorsqu’il y a glissement, le matériau a un comportement non 

linéaire (cf comportement élastoplastique). 

Les frotteurs sont introduits avec un comportement obéissant à la loi de Coulomb. Dans la 

figure 35, la grandeur N correspond à l’effort normal appliqué sur le frotteur, µ  correspond au 

coefficient de frottement et les efforts extF  et tF  correspondent respectivement aux efforts extérieurs 

appliqué au frotteur et aux efforts de frottement. Lorsque
extF µN , il y a adhérence, l’effort de 

frottement est alors défini dans l’équation 1.26. Lorsque
extF µN , il y a glissement l’effort de 

frottement est alors défini dans l’équation 1.27.  

 

Figure 35 : Modèle à paramètres concentrés de frotteur 

 T extF F     (1.26) 

  t extF µN sign F     (1.27) 

3.3.4.1. Modèle 1D : modèle de Jenkins 

Le modèle de Jenkins [Sim1998] (fig. 35) est composé d’une raideur mise en série avec un 

frotteur. La raideur représente le comportement linéaire élastique du matériau alors que le frotteur 

représente sa surface de charge et son écrouissage.  Dans ce modèle, tant qu’il y a glissement la raideur 

1k  ne travaille pas, le matériau a alors un comportement parfaitement plastique (fig. 36).  
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Figure 36 : Modèle à paramètres concentrés 1D : de Jenkins  

 

Figure 37 : Comportement du modèle Jenkins sur un essai 1D (dans l’espace des contraintes et 
déformations) d'après Simo [Sim1998] 

3.3.4.2. Modèle de Masing  

Le modèle de Masing [Mas1926] est un autre modèle à paramètres concentrés ; il est composé 

d’une raideur mise en série avec une autre raideur qui est elle-même en parallèle avec un frotteur 

(fig. 38). L’ajout de la deuxième raideur en parallèle du frotteur permet d’obtenir un comportement 

avec deux pentes une pour le comportement linéaire élastique et l’autre pour le comportement 

élastoplastique, soit un comportement semblable au modèle de Prager (fig. 39).   

 

Figure 38 : Modèle de Masing 
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Figure 39:Comportmeent du modèle de Masing sur un essai 1D (dans l’espace des contraintes et 
déformations) d'après Simo [Sim1998] 

3.3.4.3. Modèle d’Iwan  

Le modèle d’Iwan [Iwa1967] consiste à mettre en série une raideur avec un système de n 

frotteurs qui sont chacun en parallèle avec une raideur (fig. 40). L’ajout des différents blocs de frotteurs 

et raideurs permet d’avoir un comportement avec n pentes, une pour chaque raideur (fig. 41).  

 

Figure 40 : Modèle d’Iwan 

 

Figure 41 : Loi de comportement à n pentes (Mroz [Mro1967]), (dans l’espace des contraintes et 
déformations) d’après Lemaitre [Lem2009] 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 1 – Etude bibliographique 

 
76 

 

3.3.4.4. Remarques sur les modèles à paramètres concentrés 

Lorsqu’un matériau est introduit dans un modèle à l’aide de paramètres concentrés, il est 

important de dissocier sa loi de comportement et sa modélisation à l’aide paramètres concentrés. La 

loi de comportement définit le comportement local d’un matériau, elle intervient au niveau de la 

relation entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations. Les paramètres des lois de 

comportements ne dépendent pas de la géométrie étudiée. 

Les modèles à paramètres concentrés définissent le comportement plus global, à l’échelle 

macroscopique du matériau. Ils représentent directement des relations entre efforts et déplacements. 

Les valeurs des paramètres du modèle dépendent des grandeurs matériaux mais aussi de la géométrie 

étudiée ainsi que des conditions aux limites qui lui sont appliquées. Deux matériaux identiques étudiés 

avec des géométries différentes ne seront pas représentés avec les mêmes valeurs de paramètres 

concentrés.  

4. Conclusion  

A l’issue de cette étude bibliographique, il apparait qu’il existe un grand nombre de modèles 

d’engrènement avec des corps souples introduisant différentes hypothèses et différentes approches. 

Ces modèles peuvent s’appuyer sur l’utilisation de modèles éléments finis complets demandant des 

maillages très fins pour résoudre les problèmes de contact entre les dents, ce qui implique de forts 

temps de calcul. D’autres modèles ont des approches hybrides en créant des super-éléments à l’aide 

des méthodes de sous-structuration qu’ils associent ensuite à des modèles d’engrènement à 

paramètres concentrés, ce qui offre des temps de calcul plus raisonnables.  

Différentes sources d’amortissement ou de pertes d’énergie ont également été identifiées. 

Parmi elles se trouvent l’amortissement structural, le cisaillement du film d’huile entre les dents ou 

encore les pertes par ventilation. Au vue de l’application, seul l’amortissement structural est introduit 

dans la suite de l’étude. En plus de cet amortissement, les effets de l’ajout d’un matériau de 

remplissage sur le comportement dynamique de la transmission sont également investigués.  

Plusieurs études ont été réalisées sur des structures creuses remplies d’un matériau de 

remplissage. Les matériaux utilisés étaient généralement des mousses, des matériaux viscoélastiques, 

des liquides ou encore des matériaux granulaires. Des liquides comme l’eau apparaissent comme peu 

efficaces pour réduire les vibrations d’un système, là où les mousses et d’autres matériaux ayant des 

propriétés viscoélastiques, ou encore les matériaux granulaires qui ont des propriétés élastoplastiques 

le sont.  
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Pour introduire ces matériaux dans des modèles sous-structurées, l’utilisation de modèles à 

paramètres concentrés représentant le comportement global du matériau est une solution 

intéressante car elle permet de connecter un nombre réduit de nœuds entre eux. Pour les matériaux 

élastoplastiques un modèle de Masing représentant un comportement à deux pentes sera introduit.  
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Ce chapitre a pour but de présenter la construction du modèle global de la transmission par 

engrenage prenant en compte la géométrie et les effets volumiques d’une roue avec des cavités 

remplie d’un matériau pouvant avoir des effets dissipatifs.  

Dans les modèles d’engrènement à paramètres concentrés issus des travaux de Velex et 

Maatar [Vel1996] puis Velex et Ajmi [Ajm2005], le pignon et la roue sont considérés comme des 

cylindres indéformables ou des poutres de Timoshenko mais ces représentations ne s’appliquent pas 

à des roues à voiles minces avec des alésages. L’objectif étant d’introduire l’effet d’un matériau de 

remplissage dans une roue flexible présentant des cavités et des voiles minces, il est nécessaire de 

connaitre à minima les déplacements d’un certain nombre de points de la structure de la roue. Les 

modèles précédents sont remplacés par des modèle EF condensés à l’aide de méthodes de sous-

structuration pour limiter les temps de calcul.  Une interface particulière, inspirée des travaux de 

Bettaieb [Bet2006] et Guilbert [Gui2017], assure le lien entre les déplacements dans le plan 

d’engrènement, où la raideur d’engrènement est calculée, et les degrés de liberté du super-élément 

de roue. 

Le matériau de remplissage est modélisé à l’aide de paramètres concentrés qui relient les 

déplacements de nœuds maîtres situés sur les faces de la cavité à une masse ponctuelle située en son 

centre. Pour simuler le comportement d’un matériau de remplissage élastoplastique, un modèle de 

Masing [Mas1926] est utilisé. L’intégration des équations de mouvement est réalisée grâce à un 

algorithme de Newmark, couplé à un algorithme de gestion des contacts prenant en compte la non-

linéarité du matériau de remplissage. 
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1. Modèle d’engrènement à paramètres concentrés  

1.1. Modélisation de l’engrènement 

Le modèle d’engrènement à paramètres concentrés qui est présenté ici est basé sur les 

développements de Velex et Maatar [Vel1996]. Dans ce modèle d’engrènement, il est supposé que 

tous les contacts ont lieux dans le plan d’engrènement, le long des lignes de contact théoriques. Les 

lignes de contact, indicées i, sont découpées en cellules, indicées j. Une rigidité locale ijk , un point de 

contact potentiel au centre de la cellule ijM  et un écart initial  0 ijM correspondant aux 

corrections de profil, aux écarts de montage et de fabrication sont associés à chaque cellule (fig. 42).  

 

Figure 42 : Plan d’engrènement 

 Les points T1 et T2 correspondent aux points de tangence entre la ligne d’action et le cercle de 

base des mobiles. Le point T1’ se situe à l’intersection la ligne de pression T1T2 et du cercle de tête de 

la roue. De la même manière, le point T2’ se situe à l’intersection entre la ligne de pression T1T2 et le 

cercle de tête du pignon. 

Remarque : Dans l’ensemble de ce chapitre, les termes indicés 1 sont associés à l’axe du pignon, et les 

termes indicés 2 sont associés à l’axe de la roue.  

Afin de déterminer si chaque cellule est en contact, l’écrasement  ijM  est calculé, en faisant 

la différence entre le rapprochement normal  ijM  et l’écart initial  0 ijM .  

      0ij ij ijM M M       (2.1) 
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En fonction du signe de  ijM , il est possible de dire si la cellule est en contact et si un effort 

d’engrènement  eng ijF M  est appliqué au contact :  

 
     

 

Si >0 : 

Sinon : 0

ij eng ij ij ij

eng ij

M F M M k

F M

  


   (2.2) 

Dans l’équation 2.2 le signe  eng ijF M  dépend de l’orientation de la normale au contact. 

La rigidité ijk  associée à chaque cellule peut être calculée en utilisant les formules de la 

méthode ISO6336 [ISO6336] ou en utilisant la méthode de Weber et Banaschek [Web1950] (cf 

chapitre 1 paragraphe 1.2.1.).  La problématique est donc de calculer la valeur du rapprochement 

normal  ijM  en fonction des degrés de liberté du  modèle.  

1.2. Modélisation des déplacements des mobiles  

Lorsque les mobiles sont massifs, ils peuvent être modélisés par des éléments de cylindres 

rigides [Vel1996], chacun possédant un nœud à six degrés de liberté en son centre (cf fig. 43). Dans 

l’état de référence, les cylindres sont des solides qui ont seulement un mouvement de rotation rigide 

autour de leurs axes. A ce mouvement de référence s’ajoutent des petits déplacements caractérisés 

par des torseurs exprimés par les ddl des centres des cylindres (points O1 et O2). Les composantes des 

torseurs représentent les trois translations et trois rotations qui viennent se superposer aux 

mouvements de corps solides.  

 

Figure 43 : Transmission par engrenage modélisée avec des mobiles rigides 
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Dans le cas où les corps de roues ont 6 ddl, il est possible d’exprimer le rapprochement normal 

à la denture à l’aide des degrés de liberté du pignon définis en 1O  et de la roue définis en 2O , puis en 

faisant intervenir le vecteur structure  ijMV  et le vecteur q  représentant les degrés de liberté de 

1O  et 2O , soit : 

  

 

 
 

1

2 2

T

T

ij ij
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M M
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   
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   (2.3) 

Les vecteurs  ijMV  et q  peuvent ensuite être mis sous la forme suivante [Vel1996] : 
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q   (2.4) 

Lorsque les dentures sont plus larges et les chargements plus importants, il est également 

possible de remplacer l’élément de pignon rigide par un élément de poutre Timoshenko [Tim1955] à 

2 nœuds et 12 degrés de liberté. Ce changement permet de mieux rendre compte des effets de flexion 

et de torsion qui peuvent apparaitre dans les mobiles [Ajm2005]. 
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Figure 44 : Transmission par engrenage modélisée avec des poutres de Timoshenko 

 Avec ce nouvel élément, il est également possible de calculer la valeur du rapprochement 

normal à partir des degrés de liberté des nœuds 1 2 3,  ,  O O O et 4O . Pour le calculer il faut d’abord 

considérer une tranche mince de la roue et du pignon, qui correspond à la cellule où se situe le point

ijM . 

 

 Figure 45 : Tranche mince du pignon et de la roue 

En utilisant la méthode précédente, il est possible de calculer le rapprochement normal 

 ijM  à partir des déplacements des points 1ijO  et 2ijO . Les points 1ijO  et 2ijO sont définis comme 

étant respectivement les centres de la tranche du pignon et de la tranche de la roue. Avec la nouvelle 
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écriture de rapprochement normal (eq. 2.5), un nouveau vecteur structure  T

ijMmV  et un nouveau 

vecteur mij
q représentant les degrés de liberté des points 1ijO  et 2ijO est défini.  
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Les vecteurs  ijMmV  et mij
q peuvent ensuite être mis sous la forme suivante [Ajm2005] : 
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  (2.6) 

Les points 1ijO  et 2ijO étant des points virtuels, ils ne peuvent pas être directement utilisés 

dans le calcul de  ijM . Les degrés de liberté du vecteur mij
q  sont des degrés de liberté fictifs qui 

doivent être reliés aux degrés de liberté réels du système. Les points 1ijO  et 2ijO se trouvent le long 

de l’axe de l’élément de poutre qui représente le mobile. En utilisant les fonctions de forme d’un 

élément de poutre de Timoshenko, il est donc possible d’exprimer les déplacements de 1ijO  en 

fonction des déplacements des points 1O  et 2O , et ceux du point 2ijO  en fonction des points 3O  et

4O . En nommant  ijMP  la matrice de passage utilisant les fonctions de forme de l’élément de poutre, 

le calcul de  ijM  peut-être réécrit : 
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      T

ij ij ij ijM M M  mV P q    (2.7) 

 Avec q  le vecteur des degrés de liberté de 1O , 2O , 3O  et 4O  : 
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3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4

T
u v w u v w

u v w u v w

     

     
q    (2.8) 

 Le modèle à denture larges proposé par Ajmi [Ajm2005] sera, par la suite, utilisé pour définir 

les déplacements du pignon.  

1.3. Prise en compte de l’environnement 

Dans les modèles de Velex et Ajmi [Ajm2005] et Velex et Maatar [Vel1996], l’engrenage n’est 

pas modélisé seul, son environnement est également considéré. Les arbres sont ajoutés à l’aide 

d’éléments de poutre de Timoshenko linéaire à 2 nœuds et 6 degrés de liberté par nœuds (fig. 46) 

[Tim1955]. Les matrices élémentaires de masse et de raideur sont présentées dans l’annexe 1. 

 

Figure 46 : Elément de poutre de Timoshenko 

 Les effets des paliers et du carter sont ensuite ajoutés sous la forme de paramètres concentrés 

avec des éléments de raideur appliqués en un nœud.  

2. Insertion d’un corps de roue souple dans le modèle d’engrènement 

Lorsque les mobiles ne sont plus massifs au regard des efforts et des gammes de fréquence 

mises en jeu, mais très flexible comme c’est le cas dans le domaine aéronautique ou dans le domaine 

naval, les mobiles ne peuvent plus être assimilés à des cylindres indéformables ou à des éléments de 

poutres. Une modélisation plus fine du comportement mécanique, basée sur des modèles volumiques 

devient nécessaire.  
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2.1. Exemple de géométrie initiale – Modèle éléments finis 3D 

 

Figure 47 : Géométrie de la roue étudiée 

La roue étudiée possède une géométrie particulière (cf fig. 47). Elle est composée de voiles 

dont l’épaisseur peut varier entre 5mm et 50mm. Les voiles étant très fins par rapport à leur surface, 

ils sont maillés à l’aide d’élément de coques (S4 dans le logiciel Abaqus [aba3]). La jante et l’arbre qui 

sont plus épais sont maillés à l’aide d’éléments de brique à 20 nœuds (C3D20 [aba3]). (fig. 48) 

Conformément aux travaux de Bettaieb [Bet2006], Cooley [Coo2015], ou encore Guilbert [Gui2017], 

les dents ne sont pas introduites dans la sous-structure de la roue qui est maillée jusqu’au rayon de 

pied. La raideur d’engrènement qui porte les effets de déformation, sera introduite ultérieurement. 

 

Figure 48 : Eléments finis et maillage de la géométrie 

2.2. Méthodes de sous-structuration 

Pour mailler une géométrie complexe comme celle de la roue présentée ci-dessus, le maillage 

peut compter jusqu’à 25 000 nœuds, soit environ 90 000 ddl (les nœuds de coques ont 6 ddl). Dans un 

problème d’engrènement qui peut demander des résolutions en dynamique sur plus d’un tour complet 
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de la roue avec plus de 15 000 pas de temps, les temps de calcul peuvent devenir très importants. Pour 

réduire le nombre de degrés de liberté du système, des méthodes de réduction comme les procédures 

de sous-structuration ou de synthèses modales sont utilisées.  

Les méthodes de sous-structurations consistent à condenser le comportement global d’un 

modèle éléments finis en un nombre réduit de nœuds baptisés nœuds maîtres, tout en conservant son 

comportement statique et dynamique sur un nombre donné de modes.  

Les méthodes de sous-structuration ont plusieurs avantages : 

- Réduire la taille des systèmes étudiés et donc les temps de calcul, en ne conservant qu’un 

nombre réduit de nœuds, tout en maintenant une précision correcte ; 

- Développer une approche modulaire dans les problèmes étudiés, en connectant plusieurs 

sous-structures avec des liens entre leurs différents nœuds d’interface.   

Mais les méthodes de sous-structurations présentent également des limites. Par définition, 

elles ne sont utilisables que dans le cas de problèmes linéaires, et ne peuvent donc pas être utilisée 

dans le cadre de problèmes de contact ou de plasticité. La matrice d’amortissement d’un problème est 

également plus difficile à condenser.  

La procédure de sous-structuration distingue deux types de nœuds/degrés de liberté, les 

degrés de liberté internes qui sont notés i
X  et les degrés de liberté dits d’interface (ou de contour)  

qui sont notés cX  et sont utilisés lors de la connexion avec une autre structure ou sous-structure. Les 

matrices de raideurs ss
K  et de masses ssM  d’une sous-structure peuvent être mises sous la forme 

suivante : 

 
    

       
     

cc ci cc cic

ss ss ss

ic ii ic iii

K K M MX
X K M

K K M MX
   (2.9) 

Pour calculer les valeurs des différents blocs des matrices de l’équation 2.9, plusieurs 

méthodes de sous-structuration peuvent être utilisées, les méthodes à interfaces fixes et les méthodes 

à interfaces libres. Ces deux méthodes seront présentées par la suite en s’appuyant sur le cas simple 

d’une poutre modélisée avec deux éléments comme cela a été fait par Wensing [Wen1998]. 
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Figure 49 : Exemple simple d’une structure avec deux éléments de poutres [Wen1998] 

2.2.1. Méthodes à interface fixe 

Les méthodes de sous-structurations à interface fixe, comme la méthode de Hurty [Hur1965] 

ou la méthode très utilisée de Craig et Bampton [Cra1968], réalisent les calculs dans un cadre où tous 

les degrés de libertés de contour sont bloqués. Pour calculer les composantes statiques des matrices 

les degrés de liberté de contour du système sont tous fixés à 0 à l’exception d’un seul qui est laissé à 1 

(fig. 50).  

 

Figure 50 : Modes statiques contraints a) xb = 1, Φb = 0   b) xb = 0, Φb = 1 [Wen1998] 

 Les modes dynamiques sont obtenus à l’issue de l’analyse modale du système, lorsque tous les 

nœuds de contours sont encastrés (fig. 51). En définissant le vecteur des degrés de liberté modaux φ  

et  n  la matrice de passage vers la base modale, il est également possible de redéfinir le vecteur des 

degrés de liberté internes de la sous-structure.  

  n
i

X φ    (2.10) 

 

Figure 51 : Premier mode dynamique xb = 0, φb = 0    [Wen1998] 

2.2.2. Méthodes à interface libre 

D’autres méthodes de sous-structuration, comme les méthodes de Herting [Her1985] ou de 

Craig-Chang [Cra1976] sont des méthodes dites à interface libre. Pour calculer la partie statique des 
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matrices sous structurées, un effort unitaire est appliqué sur chacun des degrés de liberté de contour 

(fig. 52).  

 

Figure 52 : Modes statiques libres a) Fb = 1 b) Mb = 1 [Wen1998] 

 Les modes dynamiques sont ensuite calculés en laissant les degrés de liberté de contour libres 

(fig. 53). Comme pour le cas des méthodes à interfaces fixes, il est également possible de définir un 

vecteurφ  représentant les degrés de liberté modaux de la base modale tronquée ainsi que  n  la 

matrice de passage vers la base modale troquée (cf eq. 2.10).  

 

Figure 53 : Premier mode dynamiques [Wen1998] 

 La méthode de sous-structuration à interface libre de Craig-Chang étant proposée par le 

logiciel Abaqus [Aba1], elle sera utilisée par la suite. A l’issue de la procédure de sous-structuration, 

les matrices de masse, de raideur et les degrés de liberté du problème global peuvent être mis sous la 

forme suivante (l’indice « c » correspondant aux degrés de liberté de contour, et l’indice « m » 

correspondant aux degrés de liberté modaux) :  

 
   

      
     

cc cmccc

ss ss ss

mc mmmm

M MK 0X
X K M

M M0 Kφ
   (2.11) 

2.2.3. Positionnement des nœuds maîtres 

Lors de la sous-structuration, tous les noeuds situés sur la jante sont conservés comme nœuds 

maîtres afin de garder les propriétés du maillage initial (éléments et fonctions de forme). Ces nœuds 

maîtres sont utilisés pour calculer le rapprochement normal au niveau de chaque cellule des lignes de 

contact. D’autres nœuds maîtres sont définis au niveau de l’arbre pour appliquer les raideurs de 

paliers. Contrairement aux nœuds situés sur la jante, ils ne correspondent pas à des nœuds du 

maillage. Ce sont des nœuds à 6 degrés de liberté situés au centre des paliers qui sont connectés, via 

une liaison rigide, à une partie de l’arbre à l’aide de la fonction Coupling proposé par Abaqus® [Aba2]. 
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(fig. 54). A l’issue de la phase de sous-structuration, le modèle éléments finis qui comptait près de 

90 000 ddl a été condensé en un super élément d’environ 3000 ddl.  

 

Figure 54 : Positionnement des nœuds maîtres / génération de la sous-structure 

2.3. Connexion de la sous-structure  

Une fois la sous-structure générée, l’étape suivante consiste à définir un nouvel élément 

d’engrenage dans le but de relier un mobile d’entrée modélisé à l’aide de paramètres concentrés, à un 

mobile de sortie introduit sous la forme d’une sous-structure volumique (fig. 55).  

 

Figure 55 : Modèle d’engrènement avec sous-structure  
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 Comme pour les modèles à paramètres concentrés étudiés dans la partie 1.2., l’objectif est de 

calculer l’écrasement  ijM , et plus particulièrement le rapprochement normal  ijM  en fonction 

des degrés de liberté du système ceci est obtenu en utilisant une interface similaire à celle développée 

par Bettaieb [Bet2006] puis Guilbert [Gui2016] [Gui2017] [Gui2019]. 

 Dans le calcul du déplacement  ijM1u , la contribution de l’axe d’entrée n’est pas modifiée, 

pour une cellule de contact ijM , il peut donc être exprimé de la façon suivante : 

  
 

 

1

2

T

ij

ij

O

M

M



  
  

    
      

1 1

1 1 ij 1

2

n u

n O M ω

n u

   (2.12) 

 Avec  2 ijMu  le déplacement du point ijM  appartenant à l’axe de sortie.  

Remarque : Dans la suite de ce paragraphe, le calcul du rapprochement est présenté en modélisant le 

pignon de l’axe d’entrée avec un cylindre rigide (modèle de Velex [Vel1996]), mais la méthode reste la 

même dans le cadre d’un pignon modélisé avec une poutre de Timoshenko (modèle d’Ajmi [Ajm2005]) 

 Pour exprimer les déplacements du point ijM   dans le plan apparent en fonction des degrés 

de liberté, un point pijM (noté pM ) est défini à l’intersection entre le rayon de pied et l’axe de 

symétrie du profil de la dent. La section de la dent étant supposée rigide, son déplacement peut être 

modélisé par un torseur de petits déplacements. Les déplacements du point ijM peuvent être 

exprimés à partir des déplacements du point pM  en utilisant les formules de transfert des torseurs 

de déplacements [Bet2006].  

 

Figure 56 : Déplacement du point Mp 
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    ij pM M   ij pu u M M Z    (2.13) 

 Les nœuds maîtres retenus sur la jante étant exactement les mêmes que les nœuds du 

maillage, il est possible d’exprimer les déplacements en translation du point pM  en utilisant les 

fonctions de formes des éléments finis se trouvant sur la jante [Bet2006]. Les nœuds des éléments de 

brique n’ayant que 3 degrés de liberté en translation, les déplacements en rotation ne peuvent pas 

être exprimés directement à partir des fonctions de forme.  

 Pour calculer les rotations du point pM , l’interface développée par Guilbert est utilisée 

[Gui2017] [Gui2019]. Deux points 1,p ijM  (noté 1pM ) et 2,p ijM  (noté 2pM ) sont définis sur le rayon de 

pied de la dent, de part et d’autre de l’axe de symétrie et suffisamment éloignés. A partir de ces points 

il est possible de calculer les déplacements et les rotations du point pM  (fig. 57, eq. 2.14). 

 

Figure 57 : Déplacement du point Mp à partir des points Mp1 et Mp2 

 

      

 
  

1 2

1 22

2

1

2

1

2

ij p pM M M

 

 

   
 


p1 p2

p1 p p p

u u u

u u M M Z
M M M M

   (2.14) 

 Les points 1pM  et 2pM  se situent sur le rayon de pied de la roue, et donc sur la partie maillée, 

leurs déplacements en translation peuvent donc être directement obtenue à partir des fonctions de 

forme des faces des éléments finis se trouvant sur la jante [Dha1981]. Pour une d’éléments finis 2D à 

8 nœuds les fonctions de forme sont présentées dans l’équation 2.16.  
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a)  b)  

Figure 58 : a) Projection de la ligne de contact sur le maillage et positionnement des points Mp1 et 
Mp2 

 b) Repère parent d’un élément fini [Dha1981] 
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   (2.15) 

 Ces fonctions de forme peuvent être regroupées dans une matrice Q  de la forme : 

  

1 1

1 1

1 1

1,2

8 8

8 8

8 8

0 0

0 0

0 0

... ... ... ...

0 0

0 0

0 0

T

p

Q u

Q v

Q w

M

Q u

Q v

Q w

   
   
   
   
   

    
  
  
  
  

   

elemu Q u    (2.16) 
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 Avec , ,i i iu v w  les déplacements du iième nœud de l’élément. 

 Finalement, en reprenant les équations 2.13, 2.14 et 2.16, l’écrasement peut être mis sous la 

forme suivante [Gui2017] :  

    

 

 

 

 
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   (2.17) 

 Avec : 
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



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p
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M M Z
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 En appliquant le même raisonnement aux engrenages à dentures larges, où le pignon est 

modélisé sous la forme d’éléments de poutre de Timoshenko [Ajm2005], l’écrasement peut être 

calculé à l’aide l’équation suivante :  
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   (2.18) 

 Avec  T

ijM
m 1

V  et  ijM
ij 1

P  respectivement, le vecteur structure et la matrice des fonctions 

de forme de l’élément de poutre de Timoshenko associée au pignon de l’axe d’entrée. Les point 1O  et 

2O  se situent sur le même élément de poutre l’arbre GV. 

Dans les deux cas, le calcul de l’écrasement peut une nouvelle fois être mis sous la forme : 

      0ij ij ijM M M  V* q    (2.19) 
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 Avec  *

ijMV  le nouveau vecteur structure du système et q  les degrés de liberté du système 

utilisés pour calculer l’écrasement au niveau de la cellule de contact. Contrairement au cas des 

engrenages massifs, ici, les degrés de liberté associés au vecteur q  ne sont pas constants d’une cellule 

de contact à l’autre car ils dépendent des projections sur le maillage.  

2.4. Prise en compte de la rotation de la roue  

L’axe de sortie est modélisé dans le repère tournant, c’est-à-dire que les degrés de liberté des 

nœuds de la roue sont exprimés dans le repère fixe par rapport à la roue, qui est différent du repère 

global, galiléen, qui est fixe par rapport à l’engrènement et dans lequel sont exprimés les ddl de l’axe 

d’entrée. Afin de prendre en compte la rotation de la roue au cours du temps, une première solution 

est de changer les bases des matrices de masses, de raideur et du second membre au cours du temps, 

cette solution est très lourde du point de vue des temps de calcul, car elle demande d’effectuer les 

changements de base de matrice à chaque pas de temps. Une deuxième approche, moins coûteuse, 

consiste à faire tourner le plan d’engrènement autour de la roue. Pour une cellule de contact donnée, 

la position du point de contact ijM  est exprimée dans le repère tournant lié à la roue, et la normale 

au contact 2n  utilisée dans le calcul du vecteur structure  * ijMV , est également modifiée en 

passant du repère fixe au repère tournant.   

2.5. Equations de mouvement  

2.5.1. Assemblage des matrices 

A partir du vecteur structure calculé précédemment et des équations de Lagrange, il est 

possible de définir la matrice raideur de l’engrènement, qui connecte les degrés de liberté du pignon 

et de la roue.    

       * *,
T

ij ij ij

i j

t t k M M12
K X V V    (2.20) 

Les termes du second membre liés à l’engrènement et représentatifs de l’écartement initial 

 0 ijM peuvent également être calculés à l’aide de la formule suivante : 

       *

0, ij ij ij

i j

t t k M M12
F X V    (2.21) 
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Avec ijk  la rigidité de la cellule de contact calculée à l’aide des formules de Weber et 

Banaschek [Web1950] (en retirant la raideur de fondation de la roue) ou de la norme ISO6336 

[ISO6336]. Et avec  tX  l’ensemble des degrés de liberté du système. 

La matrice de raideur d’engrènement peut ensuite être rajoutée au système global : 
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   (2.22) 

 Avec 1X  les ddl associés à l’arbre d’entrée, 
 
 
 

c

2

X

φ
 les ddl associés à l’axe de sortie (sous-structure 

de la roue) et les termes 1F  et 
 
 
 

c

m

F

F
les efforts appliqués sur l’axe d’entré et de sortie.  

2.5.2. Ajout d’efforts externes sur la partie sous-structurée 

D’autres efforts comme la gravité, ou les effets centrifuges peuvent être condensés au niveau 

des nœuds maîtres lors de la procédure de sous-structuration. Le vecteur global d’efforts appliqué à 

l’ensemble des ddl du maillage complet est condensé en utilisant la même matrice de passage que lors 

du passage des matrices masse et raideur du modèle éléments finis complets aux matrices masse et 

raideur du modèle condensé. Après condensation, ils peuvent être ajoutés au second membre dans 

l’équation 2.22. Des efforts extérieurs (notés ssF ) comme par exemple les effets centrifuges peuvent 

être introduits. L’équation 2.22 devient :  

 
  

  
  

,

,
,

t t

t t
t t

  
  

     
           

    
     

         
        
        

1 1

cc cm c

mc mm 2 2

1 12 11

cc 12 sscc

21
m2 2mm 2

M 0 X

M M X
0

M M φ

K K X FX

FX F X FK 0
K X

Fφ0 K

   (2.23) 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2 – Présentation du modèle numérique 

 
 

 
99 

 

2.5.3. Amortissements 

L’amortissement structural peut être introduit de plusieurs façons. La première méthode est 

d’introduire un amortissement de Rayleigh [Ray1945], qui définit la matrice d’amortissement comme 

une combinaison linéaire entre la matrice masse et la matrice raideur : 

 R R  C M K    (2.24) 

Avec R  et R  les coefficients dont les valeurs se situent généralement autour de 101 et 102 s 

pour le coefficient R , et 10-6 et 10-5 s-1 pour le coefficient R dans le cadre des transmissions par 

engrenage avec des corps souples [Gui2017].  

L’amortissement peut être également introduit sous la forme d’un amortissement modal. Dans 

ce cas, un facteur de perte est appliqué sur chacun des modes de la base modale.  

 2i i i ic k m    (2.25) 

Avec ic  l’amortissement associé au ième mode et ik  , im  les ièmes termes des matrices de 

masse et de raideur modales. Le facteur de perte modal i  est généralement compris entre 0.01 et 

0.07 dans le cadre des transmissions par engrenage.  

La valeur de i  peut être déterminée expérimentalement ou défini à l’aide de formule 

inspirée des travaux de Umezawa et al [Ume1985], et Ankouni et al [Ank2014][Ank20162] (eq. 2.26) : 

  0.07 1 0.01i i ie e       (2.26) 

Avec ie  le pourcentage de l’énergie de déformation modale associée à l’engrènement, 0.07 

le facteur de perte modal associée à l’engrènement, et 0.01 le facteur de perte modal associé aux 

modes de structure.  

Les équations de mouvements peuvent finalement être mises sous la forme suivante :  
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  

  
  

,

,
,

t t

t t
t t

  
  

     
           

    
     

          
        
        

1 1

cc cm c

mc mm 2 2

1 12 11

cc 12 sscc

21
m2 2mm 2

M 0 X

M M C XX
0

M M φ

K K X FX

FX F X FK 0
K X

Fφ0 K

   (2.27) 

2.6. Résolution  

Le système défini dans l’équation 2.26 est un système d’équations différentielles non linéaires. 

La non-linéarité est liée aux contacts entre les dents. Elle dépend fortement des déplacements et des 

degrés de liberté du système et peut conduire à ces pertes de contact suivies par des chocs. Un 

algorithme de résolution non linéaire développé par Velex et Maatar [Vel1996] est utilisé. Cet 

algorithme est composé d’un schéma d’intégration de Newmark (cf annexe 2) et d’un algorithme de 

contact qui permet d’assurer la convergence sur le problème de contact (cf fig. 59). L’algorithme de 

résolution présenté sur la figure 58 débute après l’étape de sous-structuration.  
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Figure 59 : Algorithme de résolution [Vel1996] 

 L’algorithme de contact a pour but de définir et de mettre à jour la zone de contact et la raideur 

d’engrènement, à chaque pas de temps en utilisant la méthode des statuts. L’algorithme vérifie que 

toutes les pressions de contact ijP  sur les cellules ijM  se trouvant dans la zone de contact sont bien 

positives. Si une pression est négative, cela signifie qu’il n’y a pas de contact au niveau de la cellule et 

qu’elle doit en être retirée (raideur kij de la cellule mise à zéro). Dans un second temps, l’algorithme 

de contact vérifie que le rapprochement normal  ijM  est toujours négatif pour les cellules qui sont 

hors de la zone de contact. S’il est positif cela signifie que la cellule est en contact et elle y est ajoutée 

(valeur de kij actualisée). La solution est dite convergée lorsqu’il n’y a pas de modifications du statut 

des cellules d’une itération à l’autre, l’algorithme passe alors au pas de temps suivant.  

 Après avoir introduit la génération de la sous-structure et le modèle d’engrènement, l’insertion 

du matériau de remplissage dans le corps de la roue va être présentée.  

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2 – Présentation du modèle numérique 

 
102 

 

3. Ajout d’un matériau de remplissage linéaire 

Dans l’ensemble de ce paragraphe, le comportement matériau de remplissage est considéré 

linéaire et élastique. Ce premier modèle a pour but de valider la démarche de mise en place du 

matériau de remplissage dans le modèle d’engrènement. (cf chapitre 3)  

3.1. Modification de la sous-structure  

En reprenant la géométrie de la roue présentée précédemment (fig. 60), il est possible de voir 

des grands espaces de forme trapézoïdale (portion de manchon). Ces espaces peuvent accueillir le 

matériau de remplissage.  

 

Figure 60 : Géométrie de la roue étudiée  

 Pour pouvoir modéliser les interactions entre les voiles de la roue et le matériau de 

remplissage, des nœuds maîtres sont créés au centre de chacune des faces du caisson (fig. 61) : 
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Figure 61 : Positionnement des nœuds maîtres sur les voiles  

 A la fin de procédure de sous-structuration, les degrés de liberté retenus sont les mêmes que 

ceux du maillage éléments finis. En d’autres termes, appliquer un effort ponctuel sur un nœud maître 

revient à appliquer un effort ponctuel sur le maillage éléments finis initial. Un seul nœud maitre issu 

du maillage ne peut donc pas être utilisé pour connecter le matériau de remplissage car cela reviendrai 

à appliquer une contrainte, un effort, sur un seul ddl du maillage, la totalité de la face doit être utilisée. 

Une solution alternative est de créer un nœud situé au centre de chaque face et dont les ddl ne 

correspondent à aucun ddl du système. Les degrés de liberté de ce nœud sont liés aux degrés de liberté 

des nœuds de la face sur laquelle il se trouve en utilisant la fonction « distributed coupling » proposée 

par Abaqus [Aba2]. Cette fonction permet de définir les déplacements d’un nœud comme étant à la 

moyenne des déplacements des nœuds de la surface à laquelle il est lié. Ce nœud peut être défini 

comme nœuds maître lors de la sous-structuration. Abaqus propose plusieurs méthodes pour définir 

la moyenne des déplacements des nœuds de la surface : une moyenne uniforme ou des moyennes 

pondérées à l’ordre 1 ou l’ordre 2 par la distance entre les nœuds de la surface et le nœud maître. Ces 

méthodes ont été comparées et les meilleurs résultats ont été obtenus en utilisant la moyenne 

uniforme.  

3.2. Modèle à paramètres concentrés  

Le matériau de remplissage est introduit dans un caisson sous la forme de paramètres 

concentrés. Une masse ponctuelle M est introduite au centre géométrique de la cavité, et elle est 

reliée aux nœuds maitres situés sur les voiles à l’aide de raideurs (fig. 55). Il n’y a que des éléments de 

raideurs car le matériau est supposé linéaire élastique.   
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Figure 62 : a) Cavité du matériau de remplissage et nœuds maîtres  
b) Représentation du matériau de remplissage avec des éléments à paramètres concentrés 

 La figure 62 a) représente la cavité qui est remplie par le matériau de remplissage et la figure 

62 b) représente le matériau de remplissage introduit sous la forme de paramètres concentrés. Pour 

des raisons de lisibilité, seules les 6 raideurs normales aux voiles sont représentées mais en pratique il 

y a 18 raideurs par caissons. Les raideurs qui ne sont pas représentées sont les raideurs qui se trouvent 

suivant deux directions tangentes aux voiles et orthogonales entre elles. La masse est positionnée au 

centre du caisson, au point défini par la moyenne des coordonnées des nœuds situés sur les six faces 

de la cavité. Ce point n’est pas le centre de gravité du caisson (lorsque la masse volumique est 

uniforme), une correction est apportée dans le modèle dynamique en utilisant le théorème de 

Huygens.  

3.3. Connexion entre le matériau de remplissage et la sous-structure  

Pour connecter les nœuds de la sous-structure à la masse centrale en utilisant des éléments 

de raideurs, quelques précautions doivent être prises afin d’éviter que les éléments de raideur 

travaillent suivant les mouvements de corps rigide. Cela peut par exemple se produire au cours d’une 

rotation. (cf fig 63) 
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a)  b)  

Figure 63 : Déplacement en rotation pure de deux nœuds reliés par un élément de raideur 
a) Position initiale b) Position finale  

 Sur la figure 63, les points A et B sont reliés par un élément de raideur suivant la direction x, la 

matrice de raideur du système peut donc est mise sous la forme : 

 Ax

Bx

uk k

uk k

   
    

   
AB AB

K X    (2.28) 

 En passant de la position a) à la position b) à l’aide d’une rotation de centre O, la raideur reste 

orientée suivant x (la matrice ABK  est constante au cours du temps). L’énergie de déformation defE  

du système peut être exprimée à l’aide de l’équation 2.29 :  

  
21 1

2 2

T

def Ax BxE k u u  AB AB ABX K X    (2.29) 

 Or, la différence entre Axu  et Bxu est non nulle :  

 0Ax Bxu u     (2.30) 

 Il vient :   

  
21 1

0
2 2

T

def Ax BxE k u u   AB AB ABX K X    (2.31) 

D’après l’équation 2.31, l’énergie de déformation associée à la raideur k est non nulle, ce qui 

n’est pas physique. L’objectif est donc de corriger la mise en équation pour éviter cet effet. 

A partir du champ de déplacement des points A et B baptisé tot
v  il est possible de déduire 

deux autres champs de déplacements indépendants, le champ de déplacement rigide
v  qui est associé 

aux déplacements de solides rigides et le champ de déplacement déformation
v  qui représente les 

déformations des solides. Une raideur k reliant deux points d’un même solide travaille uniquement 
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suivant le champ de déformation déformation
v  et non suivant le champ rigide

v . Pour annuler ce 

phénomène et avoir une matrice de raideur K qui ne travaille que suivant le champ de déformation, 

une solution consiste à mettre la matrice de raideur uniquement suivant le champ déformation
v  et de 

laisser le champ rigide
v  libre. Ceci peut être fait en exprimant directement la matrice de passage (de 

projection) entre tot
v et déformation

v .  

Le déplacement de corps rigide rigide
v peut être exprimé en utilisant les propriétés du torseur 

de petits déplacements :  

   
solide 0 i 0

v v M O ω    (2.32) 

Avec 0v  les mouvements de corps rigide en translation et 0ω  les mouvements de corps 

rigide en rotation, O un point quelconque (par exemple l’origine du repère), et i
M  l’ensemble des 

nœuds étudiés (ici, les nœuds maîtres associés à la cavité). Le champ de déformation peut alors être 

écrit comme la différence entre le mouvement total et le mouvement de corps solide :  

  
déformation tot solide

v v v    (2.33) 

En définissant A  et L , les matrices formées en écrivant les différences entre les degrés de 

liberté des nœuds maîtres de cavité et les mouvements de corps solides en petites translations et 

rotations, il est possible de mettre le champ de déformation sous la forme suivante :  

  
 

      
 

0

déformation tot 0 0 tot

0

v
v v Av Lω v A L

ω
   (2.34) 

Avec : 

01 0 0

00 1 0

00 0 1

 et ... ... ...... ... ...

01 0 0

00 1 0

00 0 1

  
   
  
   
  

    
   
  

  
      

1 1

1 1

1 1

n n

n n

n n

M O z M O y

M O z M O x

M O y M O x

A L

M O z M O y

M O z M O x

M O y M O x
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Il est possible de calculer sa norme quadratique notée Deff  (eq. 2.35), qui est proportionnelle 

à l’énergie de déformation. Minimiser Deff  revient alors à minimiser l’énergie de déformation 

(eq. 2.36).  

    2 T

Deff      déformation tot 0 0 tot 0 0v v Av Lω v Av Lω    (2.35) 

 

Def

Def

f

f






 

 

0

0

0
v

0
ω

   (2.36) 

 Le système 2.36 peut ensuite être développé (eq. 2.37), puis réécrit sous forme matricielle 

(eq. 2.38) : 

   
 

 

T

tot

T

tot

   


  

0 o

0 o

A v Av Lω 0

L v Av Lω 0
   (2.37) 

   
T T T

T T T

    
    

    

0

tot

0

vA A A L A
v

ωL A L L L
   (2.38) 

 Il vient alors : 

   

1
T T T

T T T



    
     

     

0

tot

0

v A A A L A
v

ω L A L L L
   (2.39) 

 Le résultat de l’équation 2.38 peut alors être réinjecté dans l’équation 2.34, après factorisation 

il vient :  

  
1

T T T

T T T

    
      
     

déformation tot

A A A L A
v 1 A L v

L A L L L
   (2.40) 

 A partir de l’équation 2.40, il est possible de définir le projecteur P  qui sert de matrice de 

passage entre le vecteur de déplacement total et le vecteur des déformations. 

  
1

T T T

T T T

    
      
     

A A A L A
P 1 A L

L A L L L
   (2.41) 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2 – Présentation du modèle numérique 

 
108 

 

 La matrice raideur projetée, qui pourra être insérée dans le modèle global, peut ensuite être 

calculée :  

 
T

mater_proj mater
K P K P    (2.42) 

 Avec materK  la matrice de raideur du matériau de remplissage avant projection.  

Remarque : l’identification des valeurs de la masse M et des différentes raideurs n’est pas présentée 

ici mais dans le chapitre 3.  

3.4. Modification des équations de mouvements  

Les équations de mouvements présentées dans la partie 2.5. sont modifiées pour inclure les 

effets du matériau de remplissage. Dans le cas d’un matériau linéaire élastique, seules les matrices de 

masse et de raideurs sont directement affectées par l’ajout du matériau. Les degrés de liberté 

supplémentaires liés aux masses centrales sont inclus dans le vecteur cX . La matrice d’amortissement 

structural C est recalculée en utilisant les matrices de masse et de raideur du nouveau système.   

  

  

  

,

,

,

t t

t t

t t

  
  

                 

   
   

     
     

    

 
 

    
  
  

1 1

cc cm c
mater

mc mm 2 2

1 12 1

ccc

21 mater_proj

2mm 2

1

c 12 ss

m 2

M 0 X

M M C XX
0 M

M M φ

K K X X

XK 0
K X K

φ0 K

F

F F X F

F

      (2.43) 

 Les non-linéarités du système étant toujours liées au passage des dentures, la méthode et 

l’algorithme de résolution ne sont pas modifiés. Ce modèle est utilisé dans le chapitre 3, paragraphe 2.  

4. Ajout d’un matériau de remplissage dissipatif  

Après s’être intéressé à l’insertion d’un matériau linéaire élastique dans le corps de la roue, ce 

paragraphe s’intéresse à l’insertion de matériaux avec des propriétés dissipatives. 
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4.1. Cas d’un matériau élastoplastique 

4.1.1. Modèle à paramètres concentrés 

Le matériau de remplissage est une nouvelle fois introduit dans le caisson à l’aide de modèles 

à paramètres concentrés. Les paramètres utilisés sont des éléments de raideurs et des éléments 

frotteurs définis avec une loi de Coulomb. Le modèle introduit est un modèle de Masing [Mas1926] 

qui relie les nœuds maîtres des voiles à une masse ponctuelle centrale. La première raideur représente 

le comportement linéaire élastique du matériau, le frotteur, la surface de charge, et la deuxième 

raideur, le changement de pente dû au comportement élastoplastique.  

 

Figure 64 : Matériau élastoplastique introduit à l’aide  de paramètres concentrés 

 La figure 64 présente le matériau de remplissage introduit dans la cavité à l’aide d’un modèle 

de Masing. Comme pour la figure 62, seuls quatre branches sont représentées pour des raisons de 

lisibilité, mais, en réalité, il y en a 18.  
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4.1.2. Loi de comportement et mise en équation  

 

 

Figure 65 : Paramètres du modèle de Masing 

 La figure 65 présente les paramètres qui sont utilisés pour définir la loi de comportement du 

modèle de Masing. La valeur U représente le déplacement entre un nœud du voile et M la masse 

centrale, représente le déplacement du frotteur et correspond au paramètre d’écrouissage. Les 

termes 1k et 2k  sont des termes de raideur définissant le comportement linéaire élastique pour 1k  

et une contribution au comportement élastoplastique pour 2k . N est l’effort normal appliqué au 

frotteur, il est défini comme positif, et est le coefficient de frottement.  

 Dans le modèle de Masing, la limite d’élasticité est définie par l’état du frotteur. Lorsqu’il y a 

adhérence, le comportement du modèle est assimilable à comportement linéaire élastique. Lorsqu’il 

y a glissement, le comportement du modèle correspond à un comportement élastoplastique. Le 

frotteur est quant à lui modélisé avec une loi de Coulomb : 

 tF N    (2.44) 
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 Avec tF  l’effort tangentiel.  

 Pour connaitre l’état du frotteur, qui est directement lié au comportement global du matériau 

il faut comparer la différence des efforts entre la branche 1k  et la branche 2k  et sa valeur limite : 

  1 2k U k N        (2.45) 

 Lorsqu’il y a égalité, le glissement est possible au niveau du frotteur et le paramètre 

d’écrouissage peut évoluer. En cas d’inégalité, le frotteur est bloqué.  

 Au niveau de la programmation, les caractéristiques du système sont connues à des instants 

discrets. En connaissant le système à l’instant 1it   le système peut être décrit à l’instant 1i it t dt   

en utilisant la démarche suivante : 

Lorsqu’il y a glissement, la valeur iU  donnée par l’algorithme de Newmark et la valeur de 

doit être mise à jour en passant d’une valeur 1i  (issue du pas de temps précédent) à une valeur i , 

l’égalité 2.45 n’est pas respectée, et devient l’inégalité 2.46 qui n’est pas physique car l’effort tangent 

sort du cône de frottement. 

  1 1 2 1i i ik U k N         (2.46) 

 En supposant que  1 1 2 1i i ik U k     et  1 2i i ik U k    sont de même signe, il est 

possible d’écrire l’égalité suivante : 

     1 2 1 1 2 1signi i i i i ik U k N k U k             (2.47) 

 Il vient alors :  

 
  1 1 1 2 1

1 2

signi i i i

i

k U N k U k

k k

  


   



   (2.48) 

 Si l’égalité 2.45 est vérifié, il n’y a pas de glissement au niveau du frotteur et 1i i     

Le système élémentaire de Masing exerce des actions mécaniques (notées extF ) au niveau des 

points A et B, ces contributions sont donc à ajouter au second membre des équations de mouvements 

d’un vecteur  
T

A BF F  appliqués sur les ddl concernés.  
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Les actions mécaniques peuvent être mises sous la forme : 

 
 

 
1

1

A ext A B

B ext B A

F F k U U

F F k U U





   


    
   (2.49) 

 L’équation 2.49 peut être remise sous la forme :   

 
1 1 1

1 1 1

extA A

extB B

FF k k U k

FF k k U k





        
          

          
   (2.50) 

 Il vient :  

 
1 1 1 1

1 1 1 1

extA A

extB B

FF k k k k U

FF k k k k U

 

 

          
             

            
   (2.51) 

 Le vecteur  1 1

T
k k   correspond aux effets non-linéaires et dissipatifs du matériau de 

remplissage et il est noté materF . 

 La matrice de raideur du matériau de remplissage est introduite comme étant constante au 

cours du temps et égale à la matrice de raideur du matériau linéaire élastique (cf eq. 2.51). Elle est 

projetée dans un espace où elle ne travaille que suivant le champ de déformations, comme dans le cas 

du matériau linéaire élastique. L’ensemble des effets non linéaires sont introduits à l’aide du vecteur 

materF . 

Remarque : L’identification des paramètres du modèle à partir de grandeur matériau n’est pas abordée 

dans ce chapitre mais sera présentée dans le chapitre 3.  

4.1.3. Equations de mouvements 

L’ajout d’un matériau élastoplastique modifie également les équations de mouvement 

associées au système qui ont été présentées dans la partie 3.4. Le premier membre de l’équation n’est 

pas modifié, mais les efforts liés aux effets non-linéaires du matériau sont ajoutés dans le second 

membre.  
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 

  

  

     

,

,

, ,

t t

t t

t t t t

  
  

                 

   
   

     
     

    

 
 

     
  
  

1 1

cc cm c
mater

mc mm 2 2

1 12 1

ccc

21 mater_proj

2mm 2

1

c 12 ss mater

m 2

M 0 X

M M C XX
0 M

M M φ

K K X X

XK 0
K X K

φ0 K

F

F F X F F X

F

     (2.52) 

4.1.4. Résolution 

L’ajout du matériau de remplissage introduit une nouvelle non-linéarité, liée au calcul des 

paramètres d’écrouissage associé à chaque frotteur, dans le modèle global. L’algorithme de 

résolution proposé par Velex et Maatar [Vel1996] ne la prend pas compte et doit être modifié. Une 

nouvelle version de l’algorithme est proposée dans la figure 66, comme pour le paragraphe 2.6. cet 

algorithme se situe après l’étape de sous-structuration, soit au début de la définition du modèle 

d’engrènement. 
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Figure 66 : Algorithme de résolution non linéaire de Velex-Maatar modifié 

 Une boucle supplémentaire est introduite par-dessus l’algorithme de contact, une fois que le 

comportement à la denture est convergé. Cette boucle a pour but de vérifier la convergence sur le 

matériau non linéaire. Si la variation de   est trop importante entre deux itérations alors l’algorithme 

reboucle jusqu’à convergence puis passe au pas de temps suivant.  

4.1.5. Taille des systèmes et temps de calculs 

Le recours à la sous-structuration permet de réduire le nombre de degrés de liberté associé au 

problème en passant de 90 000 ddl pour le maillage éléments finis d’une roue vide (sans denture), à 

un système de 3 000 ddl pour une roue sous-structurée. D’un point de vue ressources et temps de 

calcul, une étude sur un tour de roue complet, soit environ 16 000 pas de temps, peut durer entre 6 et 

7h pour une roue vide sans correction de profil (l’algorithme de résolution n’itère pas dans les 

différentes boucles) et 36h pour une roue avec des dentures corrigées, des écarts de fabrication et un 
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matériau de remplissage non linéaire en dynamique (l’algorithme de résolution itère dans les 

différentes boucles). Les calculs ont été réalisés sur un seul cœur de 2.30GHz avec 2Go de RAM alloués 

sur un cluster de calcul.  

5. Conclusion 

Ce chapitre présente la construction du modèle global de transmission par engrenage. La roue 

est introduite sous la forme d’une sous-structure d’un modèle élément finis 3D de roue, ce qui permet 

d’introduire des structures volumiques tout en gardant un nombre de degrés de liberté raisonnable. 

Le modèle éléments finis condensé de roue est obtenue en utilisant une méthode de sous-

structuration à interface libre de Craig Chang [Cra1976]. Un élément d’engrenage non linéaire basé 

sur une description des conditions de contact est introduit entre l’axe d’entrée et l’axe de sortie. 

L’élément d’engrenage initialement mis en place par Velex et Maatar [Vel1996], a été modifié en 

reprenant une interface inspirée des travaux de Bettaieb [Bet2006] et de Guilbert [Gui2017] afin de 

connecter la raideur d’engrènement non linéaire et dépendante du temps aux degrés de liberté de la 

roue sous-structurée. Les équations associées à l’engrènement sont ensuite résolues à l’aide d’un 

schéma d’intégration temporelle de Newmark couplé à un algorithme de contact développé par Velex 

et Maatar [Vel1996]. 

Les méthodes de sous-structuration ne permettant pas de prendre en compte des 

comportements non linéaires, un matériau de remplissage a été introduit dans le corps de la roue à 

l’aide de paramètres concentrés de masse, raideur et frotteur dans le but de représenter un 

comportement linéaire élastique ou élastoplastique. Les paramètres concentrés sont introduits entre 

des nœuds maîtres situés aux centres des faces des cavités qui sont remplies par le matériau. Les 

éléments de raideurs pouvant travailler suivant les déplacements de corps rigide de la roue, une 

interface particulière a été développée qui permet de projeter les raideurs dans un espace où elles ne 

travaillent que suivant les déformations de la cavité. Le modèle développé reste limité à l’introduction 

d’une seule masse par caisson, et les interactions entre le matériau de remplissage et les voiles sont 

introduites à l’aide d’un collage cinématique ne prenant pas en compte les effets de frottement ou de 

perte de contact.  

Avec l’introduction d’un matériau de remplissage dans le corps de la roue, les équations de 

mouvements sont modifiées et de nouvelles non-linéarités sont introduites. L’algorithme de résolution 

utilisé précédemment doit être modifié en ajoutant une boucle de convergence supplémentaire pour 

définir les paramètres d’écrouissage sur le matériau de remplissage.  
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Ce chapitre s’intéresse à la validation du modèle numérique qui a été présenté dans le 

chapitre 2 et se décompose en trois parties.  

La première partie s’intéresse à la validation numérique du modèle d’engrènement. Les 

mobiles étudiés sont dans un premier temps des roues pleines déformables ou non. Le comportement 

statique est comparé aux résultats issus des travaux de Ajmi [Ajm2005] et en s’intéressant à la 

distribution de la charge ainsi qu’aux déplacements aux paliers. Le comportement modal de la sous-

structure est ensuite confronté à celui associé à un modèle éléments finis complet. Ensuite, la réponse 

dynamique d’une roue pleine indéformable, s’affranchissant ainsi de tous les effets volumiques, est 

comparée au modèle d’Ajmi [Ajm2005].  

La deuxième partie s’intéresse à la validation du modèle de matériaux à paramètres 

concentrés dans le cas d’un comportement élastique, ainsi qu’à l’identification des valeurs des 

paramètres en fonction des propriétés du matériau de remplissage et de la géométrie du caisson. Une 

procédure numérique d’indentification des raideurs équivalentes au matériau est présentée. Le cas 

d’une roue sous-structurée remplie en utilisant les raideurs équivalentes obtenues précédemment est 

ensuite comparé au cas d’une roue remplie avant sous-structuration.   

La troisième partie s’intéresse au modèle non linéaire de matériau de remplissage 

élastoplastique qui est inséré à l’aide de systèmes à paramètres concentrés élémentaires de Masing. 

Une nouvelle procédure d’identification des paramètres concentrés en fonction des propriétés 

matériaux est mise en place et le comportement d’un modèle élémentaire de Masing est étudié en 

vérifiant l’équilibre au niveau de frotteur (loi de Coulomb), la relation efforts-déplacements et son 

bilan énergétique.  
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1. Comparaison du modèle d’engrènement hybride avec le modèle 

d’engrènement à paramètres concentrés 

Ce paragraphe s’intéresse à la validation de l’introduction d’une sous-structure dans le modèle 

d’engrènement. Avant de s’intéresser au comportement à la denture, le comportement modal de la 

sous-structure est comparé à celui du modèle éléments finis initial dans le but de vérifier la validité de 

la sous-structure. D’autres études sont également réalisées afin de comparer le comportement 

statique et dynamique d’une transmission par engrenages avec une roue sous-structurée avec celui 

d’une transmission modélisée à l’aide de poutres de Timoshenko en suivant la méthode de Ajmi 

[Ajm2005]. Pour limiter l’influence des effets volumiques qui ne sont pas pris en compte dans le 

modèle d’Ajmi, les mobiles seront supposés indéformables.  

1.1. Cas test 

La géométrie étudiée est la même que dans le chapitre 2, il s’agit d’un engrenage double hélice 

de type chevrons. Il est composé d’un arbre d’entrée introduit sous la forme de poutres de Timoshenko 

avec un diamètre intérieur de 250 mm et un diamètre extérieur de 400 mm. Des paliers isotropes sont 

introduits sous la forme de raideurs radiales aux extrémités de l’arbre (cf fig. 67), les valeurs des 

raideurs radiales sont fixées à 1010 N/m. Une butée est introduite sur le nœud 1 à l’aide d’une raideur 

axiale fixée à 1010 N/m. Le couple d’entrée est appliqué sur le nœud 1. La première hélice se situe entre 

les nœuds 2 et 3, la deuxième entre les nœuds 4 et 5. 

 

Figure 67 : Maillage de l’axe d’entrée et positionnement des paliers  

L’axe de sortie, dont la géométrie est définie dans la figure 68, est introduit sous la forme d’une 

sous-structure. Les caissons de la roue sont vides. Des paliers sont introduits à l’aide de raideurs aux 

nœuds B1 et B2, les raideurs sont fixées à 1010 N/m. Une butée axiale est appliquée au nœud B2 sous la 

forme d’une raideur axiale de 1010 N/m. Pour représenter l’action du couple résistant sur le système, 

une raideur de torsion de 109 Nm est appliquée au nœud B2.  
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Figure 68 : Géométrie de la roue étudiée 

 

 

Figure 69 : Positionnement des paliers B1 et B2 sur la sous-structure 

 Les données de dentures associées à chaque hélice sont présentées dans le tableau 2 :  

Tableau 2: Caractéristiques de denture pour les deux hélices 

 Pignon Roue 

Module m [mm] 9 

Nombre de dents 47 239 

Angle de pression α [°] 25 

Angle d’hélice β [°] -15 et 15 

Largeur de denture [mm] 175 175 
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1.2. Génération de la sous-structure, vérification du comportement modal  

Comme présenté dans le chapitre 2, la sous-structure est générée à l’aide du logiciel Abaqus® 

avec la méthode à interface libre de Craig Chang [Cra1976] et le comportement dynamique est 

introduit à l’aide d’une base modale tronquée. Ce paragraphe a pour but de vérifier que la base modale 

de la sous-structure est conforme à la base du modèle éléments finis initial dans le cas d’un axe libre 

(pas de condition limite) et dans le cas d’un axe encastré au niveau des paliers. L’étude sur le cas libre 

a pour but de valider l’outil utilisé lors de la sous-structuration et l’étude sur le cas encastré aux paliers 

a pour but de s’assurer que, une fois introduite dans le code d’engrènement, la sous-structure 

conserve le comportement modal voulu. L’analyse modale est réalisée dans Abaqus® qui utilise la 

méthode de Lanczos [Lcz1950].   

1.2.1. Modèle éléments finis initial et modèle sous-structuré 

Le modèle éléments finis est réalisé sur le même principe que le modèle éléments finis 

présenté dans le chapitre 2, paragraphe 2.1.. La jante et l’arbre sont maillés avec des éléments de 

briques à 20 nœuds (élément C3D20 [aba3]) alors que les voiles sont maillés avec des éléments de 

coques à 4 nœuds (élément S4 [aba3]). A l’issue du maillage, le modèle éléments finis possède 89 056 

ddl (24 905 nœuds), après la sous-structuration statique, en ne gardant que les nœuds maîtres au 

niveau de la jante, des paliers et au centre des voiles, le nombre de degrés de liberté est réduit à 2 667 

auxquels il faut ajouter les degrés de liberté provenant de la base modale.  
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1.2.2. Cas libre 

a)  

b)   

Figure 70 : a) Evolution de la fréquence en fonction du numéro du mode, cas libre 
b) Evolution de l’écart relatif en fonction du numéro du mode, cas libre 

La figure 70 a) présente l’évolution de la fréquence des modes en fonction de leur ordre 

d’apparition, dans le cas où la structure étudiée est libre (pas de conditions aux limites). L’axe des 

abscisses représente le numéro du mode, et l’axe des ordonnées la fréquence. La figure 70 b) 

représente l’évolution de l’écart relatif entre les fréquences des modes issues de l’analyse modale sur 

le modèle éléments finis complet et celles de la sous-structure en fonction du numéro du mode. La 

courbe bleue représente les résultats obtenus à partir du modèle éléments finis complet, la courbe 

rouge celle obtenue pour une sous-structure où 50 modes ont été retenus, la courbe magenta celle 

obtenue avec une sous-structure où 100 modes ont été retenus, la courbe cyan correspond à 200 

modes, la courbe verte à 300 modes, et la courbe noire à 400 modes.  
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Dans le cadre d’une structure libre, on vérifie bien que si N modes sont retenus dans le modèle 

de la sous-structure, les N premiers modes sont fidèles au modèle éléments finis complet avec un écart 

relatif proche de 0% (moins de 1%) sur leur fréquence d’apparition. La sous-structure générée par 

Abaqus possède donc le comportement modal souhaité quand elle est libre, l’étape suivante consiste 

à vérifier que le comportement modal de la sous-structure est toujours correct lorsqu’elle est 

encastrée aux paliers. 

1.2.3. Cas encastré aux paliers  

a) 

b)   

Figure 71 : a) Evolution de la fréquence en fonction du numéro de mode, cas encastré 
b) Evolution de l’écart relatif en fonction du numéro du mode, cas encastré 

La figure 71 présente l’évolution de la fréquence du mode en fonction du numéro du mode, 

dans le cas où la structure est encastrée au niveau des paliers. Les axes et les légendes sont les mêmes 

que dans le paragraphe précédent. Une fois de plus, les écarts relatifs entre l’analyse modale de la 
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sous-structure et celle du modèle éléments finis complet restent faibles avec des écarts relatifs 

inférieurs à 0.1%, mais jusqu’au nombre de modes retenus à 10 modes près.  

En conclusion, l’ajout de conditions aux limites, comme des encastrements aux paliers, 

perturbe légèrement le comportement modal de la sous-structure sans pour autant le rendre 

inexploitable. Si l’on souhaite avoir une sous-structure fiable jusqu’à une fréquence donnée, il est 

nécessaire de retenir tous les modes compris entre 0 et la fréquence demandée et d’y ajouter une 

dizaine de modes.  

1.3. Etude du comportement statique 

Après avoir vérifié que la procédure de sous-structuration est bien fonctionnelle au niveau de 

la base modale, il est nécessaire de regarder si la sous-structure est correctement introduite dans le 

modèle d’engrènement. Cette étude s’intéresse à deux points : la vérification des déplacements au 

niveau des paliers et, dans un deuxième temps, à l’allure de la charge au niveau des dentures. Les 

résultats sont comparés au modèle d’engrènement d’Ajmi [Ajm2005], en supposant dans les deux cas 

les mobiles indéformables (module d’Young de 2.1014 Pa). L’utilisation de mobiles indéformables dans 

un premier temps permet de s’affranchir des effets volumiques qui sont présents dans le modèle 

hybride.  

1.3.1. Déplacements aux paliers  

Le tableau 3 donne les déplacements aux paliers de l’arbre d’entrée en statique dans le cadre 

de mobiles très rigides (E=2.1014 GPa) tandis que les déplacements aux paliers de l’arbre de sortie sont 

portés dans le tableau 4. Les résultats montrent une très bonne corrélation au niveau des 

déplacements aux paliers entre le cas de l’engrenage modélisé à l’aide de poutres de Timoshenko 

(cas 1) et le cas de l’engrenage modélisé avec des poutres de Timoshenko pour l’axe d’entrée, et une 

sous-structure pour l’axe de sortie (cas 2). La direction v correspond aux déplacements suivant l’axe s 

dans le repère s, t, z et la direction w, correspond aux déplacements suivant l’axe t dans le même 

repère.  

Tableau 3 : Déplacements aux paliers pour l'arbre d'entrée, cas rigide 

 Cas 1 Cas 2 

 v w v w 

Palier 1 [µm] 5.5  11.4  5.5  11.4  

Palier 2 [µm] 5.5  11.4  5.5  11.4  
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Tableau 4 : Déplacement aux paliers pour l'arbre de sortie, cas rigide 

 Cas 1 Cas 2 

 v w v w 

Palier 1 [µm] 5.5  11.4  5.5  11.4  

Palier 2 [µm] 5.5  11.4  5.5  11.4  

 

 Lorsque les mobiles sont modélisés avec des corps souples (module d’Young de 2.1011 Pa), les 

déplacements observés sont présentés dans les tableaux 5 et 6. Les écarts sont très faibles sur l’axe 

d’entrée, ce qui était attendu car les arbres sont modélisés de la même façon et ont le même vecteur 

structure. Les déplacements au niveau des paliers de l’axe de sortie sont également très proches 

suivant la direction w avec des écarts relatifs de l’ordre du pourcent, les écarts relatifs observés sur 

suivant la direction v sont plus importants et atteignent les 6%, ces déplacements sont également deux 

fois plus faibles que suivant l’axe w où l’erreur relative est plus faible, ce qui signifie que l’erreur 

relative sur la position de l’arbre dans le palier demeure acceptable.  

Tableau 5 : Déplacements aux paliers pour l'arbre d'entrée, cas souple 

 Cas 1 Cas 2 

 v w v w 

Palier 1 [µm] 5.5   11.8   5.5   11.7   

Palier 2 [µm] 5.5   11.1   5.5   11.2   

 

Tableau 6 : Déplacements aux paliers pour l'arbre de sortie, cas souple 

 Cas 1 Cas 2 

 v w v w 

Palier 1 [µm] 6.3   11.7   5.9   11.7   

Palier 2 [µm] 4.8   11.1  4.9   11.3   

 

Les écarts qui apparaissent avec l’introduction de corps souples, sont liés aux effets 

volumiques de la sous-structure, qui modifie les conditions de contact et le chargement au niveau des 

dentures et par conséquent les déplacements aux paliers.  

1.3.2. Chargement à la denture  

Une autre grandeur d’intérêt qui peut être étudiée est l’évolution du chargement sur une paire 

de dents au cours du temps. La figure 70 représente l’évolution du chargement à la denture (en N/mm) 
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au cours du temps pour les deux hélices non corrigées dans le cadre d’un réducteur de vitesse modélisé 

avec des poutres de Timoshenko indéformables (modèle d’Ajmi). L’abscisse correspond à la largeur de 

denture et l’ordonnée au temps adimensionné par la période d’engrènement. Les zones en rouges 

correspondent aux zones fortement chargées et les zones en bleues aux zones peu chargées. Les zones 

les plus chargées correspondent au moment où 3 paires de dents sont en contact et les zones les moins 

chargés correspondent au moment où 4 paires de dents sont en contact.  

a) b)  

Figure 72 : Chargement à la denture, cas Timoshenko, cas Rigide 
a) hélice 1 
b) hélice 2 

a) b)  

Figure 73 : Chargement à la denture, cas sous-structuré, cas rigide 
a) hélice 1 
b) hélice 2 
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a) b)  

Figure 74 : Maximum de la charge en fonction du numéro du segment 
a) hélice 1 
b) hélice 2 

 Les figures 72 et 73 représentent l’évolution de la charge à la denture lorsque l’axe de sortie 

est introduit sous la forme d’une sous-structure indéformable. La figure 74, de son côté, représente le 

chargement maximum vu par un segment au cours de l’engrènement en fonction du numéro des 

segments (pour les deux hélices), la courbe bleue correspond au cas d’un engrenage rigide modélisé 

avec des poutres de Timoshenko, et la courbe rouge correspond au cas d’un engrenage modélisé avec 

une sous-structure. En reprenant les figure 72, 73, et 74 il apparait que le chargement à la denture est 

le même dans les deux cas, mais il est légèrement déphasé dans le sens de la largeur de denture.  

a) b)  

Figure 75 : Chargement aux dentures, cas Timoshenko, cas déformable 
a) hélice 1 
b) hélice 2 
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a) b)  

Figure 76 : Chargement aux dentures, cas sous-structuré, cas déformable 
a) hélice 1 
b) hélice 2 

a) b)  

Figure 77 : Maximum de la charge en fonction du numéro du segment 
a) hélice 1 
b) hélice 2 

 Les figures 75 et 76 présentent l’évolution de la charge à la denture au cours du temps dans le 

cadre d’un engrenage déformable introduit sous la forme d’une poutre de Timoshenko (fig. 75) et 

d’une sous-structure (fig. 76). La figure 77 représente l’évolution du maximum du chargement à la 

denture en fonction du numéro du segment. L’introduction d’un corps déformable modifie la 

répartition de la charge le long des dentures, la première hélice est plus chargée que la deuxième et le 

chargement est également plus important sur les extrémités de la denture dans le cadre d’engrenage 

modélisé en utilisant des sous-structures que dans le cas d’un engrenage introduit sous la forme de 

poutres de Timoshenko. Au centre de la denture c’est le contraire : le chargement est plus important 

lorsque des poutres de Timoshenko sont utilisées.  
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1.4. Etude du comportement dynamique  

Après avoir validé que la sous-structure est correctement introduite en statique dans le 

modèle d’engrènement, ce paragraphe a pour but de vérifier le comportement dynamique global de 

la transmission. Une comparaison est réalisée entre les résultats issus du modèle d’Ajmi et le module 

hybride où les corps sont rendus très rigides (E=2.1014 Pa). Les éléments souples sont les paliers et les 

dentures.  

La figure 78 représente l’évolution du coefficient dynamique à la denture (cf chapitre 1) en 

fonction de la vitesse de rotation pour une transmission où les corps des mobiles sont indéformables. 

La courbe noire correspond au cas où l’arbre de sortie est modélisé à partir de poutres de Timoshenko 

et la courbe bleue au cas où l’arbre de sortie est modélisé par une sous-structure, la roue introduite 

est une roue pleine et non une roue évidée comme présenté dans le cas test, cette géométrie permet 

d’avoir la même inertie sur les deux cas tests. Une vitesse critique est localisée à 0.95 Vmax, elle 

correspond à un mode d’engrènement. Les deux modèles donnent des résultats similaires avec un 

écart relatif inférieur au pourcent, à l’exception de la vitesse critique située 0.95Vmax où l’écart atteint 

les 2.5%, le premier mode de denture apparait à la même fréquence pour les deux modèles. Ce qui 

signifie que lorsque la même transmission est modélisée suivant la méthode d’Ajmi [Ajm2005] ou à 

l’aide de sous-structure, il est possible d’observer les mêmes résultats en statique et en dynamique.  

 

Figure 78 : Coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation 

2. Validation numérique du modèle de matériau linéaire élastique  

Ce paragraphe s’intéresse à l’identification des valeurs des paramètres concentrés de raideur 

pour le cas d’un matériau linéaire élastique. Les calculs sont réalisés dans le cas où une seule masse 

ponctuelle est positionnée au centre des caissons et où elle est connectée à un seul nœud au centre 
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de chaque face. L’utilisation d’un matériau linéaire permet la comparaison entre le cas d’une roue 

remplie avec un modèle à paramètres concentrés, et le cas d’une roue remplie sous-structurée.  

2.1. Définition des cas tests de référence  

La transmission étudiée est la même que celle étudiée dans le paragraphe 1.1. Le matériau de 

remplissage est introduit avec les caractéristiques présentées dans le tableau 7.  

Tableau 7 : Propriétés du matériau de remplissage dans un cas linéaire élastique 

 Cas A Cas B Cas C Cas D 

Module d’Young [GPa] 2 20 2 20 

Coefficient de Poisson [] 0.2 0.2 0.2 0.3 

Masse volumique [kg.m-3]   1000   1000 2000 2000 

  

2.2. Identification des valeurs des paramètres concentrés 

Ce paragraphe s’intéresse à l’identification des valeurs de raideurs et masse équivalentes pour 

un matériau de remplissage. En supposant que le matériau adhère parfaitement aux parois, l’objectif 

est de passer d’un modèle continu (fig. 79 a)) à un modèle discret 1D (fig. 79 b)), pour différentes 

directions. Le comportement du matériau suivant chacune des directions est également supposé 

indépendant. 

a)  

b)  

Figure 79 : Passage d'un matériau continu a) à un système discret équivalent b) 

2.2.1. Identification de la valeur de la masse centrale M 

La valeur de la masse centrale M est calculée en réalisant le produit de la masse volumique    

uniforme du matériau de remplissage avec le volume de la cavité étudiée cavV .  

 cavM V    (3.2) 
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Remarque : Si la masse centrale n’est pas positionnée au centre de gravité de la cavité, un transfert de 

la matrice de masse peut être réalisé à l’aide du théorème de Huygens.  

2.2.2. Identification des raideurs k 

Il y a en tout 18 raideurs additionnelles par caisson. Les caissons étant identiques, les éléments 

de raideur le sont également d’un caisson à l’autre. La géométrie de la cavité étudiée possède deux 

plans de symétrie, comme le montre la figure 80, ce qui ramène le nombre de raideurs à identifier à 

12.  

 

Figure 80 : Plans de symétrie d’une cavité 

Pour identifier les valeurs des raideurs l’idée générale est de bloquer la masse M (fig. 79) et 

d’appliquer un effort sur les nœuds A ou B et de mesurer les déplacements qui en découlent.  Pour 

cela, un modèle élément finis du matériau de remplissage est construit. Les éléments à paramètres 

concentrés de raideurs représentent le comportement global du matériau entre la masse ponctuelle 

située au centre du caisson et un voile, ce qui correspond à un demi caisson. L’identification de la 

valeur des raideurs équivalentes doit donc se faire sur un demi caisson et non sur le caisson complet. 

Les différents découpages possibles sont présentés sur les figures 81 à 83 (pour la suite seul le cas 

illustré sur la figure 81 sera présenté). Dans le cas des figures 81 et 82, le caisson est découpé suivant 

son plan de symétrie, un seul demi caisson peut être étudié. Dans le cas de la figure 83, le caisson est 

découpé suivant un plan qui n’est pas son plan de symétrie, les deux demi caissons doivent être 

étudiés.  
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Figure 81 : Découpage en demi caisson suivant le premier plan de symétrie 

 

Figure 82 : Découpage en demi caisson suivant un second plan de symétrie 

 

Figure 83 : Découpage en demi caisson suivant un troisième plan qui n’est pas de symétrie 

Une fois que le volume de matériau de remplissage est divisé en deux, toutes les faces sont 

encastrées à l’exception de la face étudiée (fig. 84). Cet encastrement permet d’être plus proche des 

conditions aux limites du matériau de remplissage lorsqu’il se trouve dans la cavité (hypothèse de 

collage cinématique entre le matériau et la roue).  
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Figure 84 : Encastrement des faces non étudiées 

 Un nœud virtuel est ensuite introduit au centre de la face étudiée et ses déplacements sont 

liés aux déplacements des nœuds de la face en utilisant la fonction « distributed coupling » [Aba2] qui 

a déjà été présentée dans le chapitre 2 – paragraphe 3.1., lors de la définition des nœuds maîtres 

(fig. 85). La fonction « distributed coupling » lie les déplacements du nœud à la moyenne uniforme des 

déplacements des nœuds de la face.  

 

Figure 85 : Création d’un nœud virtuel au centre la face 

 Un effort appF  est ensuite appliqué au nœud virtuel suivant les directions normales ou 

tangentielles à la face suivant les vecteurs re , θe , ze dans le repère de la roue (fig. 86). 

 

Figure 86 : Application d’un effort Fapp sur le nœud 
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 Le problème statique est ensuite résolu et le déplacement mesuréU  du nœud est mesuré. En 

faisant le rapport entre l’effort appliqué appF  et le déplacement mesuré mesuréU , il est possible de 

déduire la raideur eqk  qui correspond à la valeur de la raideur qui lie le centre de la face au centre de 

cavité dans la direction de l’effort (eq. 3.3). Cette opération doit être réalisée 12 fois, une pour chacune 

des raideurs étudiées afin de caractériser la totalité du matériau de remplissage.  

 
app

eq

mesuré

F
k

U
    (3.3) 

A l’issu de l’identification les raideurs et masses équivalentes sont présentées dans le 

tableau 8, les valeurs des raideurs sont données avec le paramétrage proposé dans la figure 87. 

 

Figure 87 : Numérotation et repérage des nœuds 
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Tableau 8 : Valeur des raideurs 

 Cas A Cas B Cas C Cas D 

Nœud 1 kz [N/m] 95.31.10  105.31.10  95.31.10  105.31.10  

Nœud 1 kr [N/m] 93.26.10  103.26.10  93.26.10  103.26.10  

Nœud 1 kθ [N/m] 93.15.10  103.15.10  93.15.10  103.15.10  

Nœud 2 kz [N/m] 95.31.10  105.31.10  95.31.10  105.31.10  

Nœud 2 kr [N/m] 93.26.10  103.26.10  93.26.10  103.26.10  

Nœud 2 kθ [N/m] 93.15.10  103.15.10  93.15.10  103.15.10  

Nœud 3 kz [N/m] 92.96.10  102.96.10  92.96.10  102.96.10  

Nœud 3 kr [N/m] 92.57.10  102.57.10  92.57.10  102.57.10  

Nœud 3 kθ [N/m] 93.31.10  103.31.10  93.31.10  103.31.10  

Nœud 4 kz [N/m] 92.96.10  102.96.10  92.96.10  102.96.10  

Nœud 4 kr [N/m] 92.57.10  102.57.10  92.57.10  102.57.10  

Nœud 4 kθ [N/m] 93.31.10  103.31.10  93.31.10  103.31.10  

Nœud 5 kz [N/m] 92.15.10  102.15.10  92.15.10  102.15.10  

Nœud 5 kr [N/m] 92.65.10  102.65.10  92.65.10  102.65.10  

Nœud 5 kθ [N/m] 92.4.10  102.4.10  92.4.10  102.4.10  

Nœud 6 kz [N/m] 93.58.10  103.59.10  93.58.10  103.59.10  

Nœud 6 kr  [N/m] 94.72.10  104.72.10  94.72.10  104.72.10  

Nœud 6 kθ [N/m] 92.59.10  102.59.10  92.59.10  102.59.10  

Masse centrale [kg] 97  97  175  175  

 

2.3. Résultats 

Ce paragraphe compare les résultats obtenus dans le cas où le matériau de remplissage est 

introduit à l’aide de paramètres concentrés au cas d’une sous-structure est générée à partir d’un 

modèle éléments finis d’une roue qui est déjà remplie. La comparaison entre les deux modèles est 

possible car aucun amortissement n’est ajouté au niveau du matériau de remplissage ce qui ne remet 

pas en cause la sous-structuration. Les deux modèles ont également les mêmes conditions limites, et 

les mêmes couples en entrée (cf. paragraphe 1.1.). 

2.3.1. Déplacements aux voiles 

 Les figures 88 a), b), c) et d) représentent l’évolution du RMS des déplacements aux voiles 

(nœud 1) en fonction de la vitesse de rotation pour les différents cas tests. Pour les cas A et B, les 
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déplacements apparaissent comme étant très faibles (inférieur à 0.3.10-6m). En s’intéressant aux 

vitesses critiques, elles apparaissent comme étant correctement identifiée sur le cas A et le cas B avec 

des extrema locaux observables aux mêmes vitesses. Dans le cas C, les résultats obtenus avec le 

modèle témoin et le modèle de matériau à paramètres concentrés sont proches jusqu’à 0.6 Vmax. A 

partir de cette vitesse des écarts importants commencent à apparaitre avec parfois un rapport proche 

de deux dans les déplacements observés (à 0.8 Vmax). Une fois la vitesse critique passée, à partir de 

0.9 Vmax, il y a de nouveau une bonne corrélation entre les deux modèles. Pour le cas D, les 

déplacements aux voiles sont cohérents entre les deux modèles jusqu’à 0.6 Vmax. Passé cette vitesse, 

l’écart relatif augmente progressivement jusqu’à devenir important. Les déplacements restent tout de 

même relativement faibles (moins de 10-7m) mais les déplacements aux voiles ne peuvent plus être 

considérés comme justes à partir d’une certaine vitesse.  

 Cet écart de comportement peut s’expliquer par le fait que le ddl étudié n’est pas tout à fait le 

même dans les deux cas. Dans le cas du témoin, il s’agit du degré de liberté de modèle élément fini qui 

représente les mouvements de la surface des voiles, lorsqu’ils sont collés au matériau de remplissage. 

Dans le cas du modèle à paramètres concentrés, le degré de liberté représente la moyenne des 

déplacements des voiles de la structure lorsqu’ils sont libres. Une raideur est ensuite connectée à ce 

voile, de par la nature du couplage qui est réalisé entre le nœud maître et le voile dans Abaqus, cela 

revient à répartir la raideur uniformément sur le voile ce qui peut être différent du cas témoin. Il peut 

être intéressant de s’éloigner des voiles en regardant d’autres grandeurs d’intérêts comme le 

coefficient dynamique où les déplacements aux paliers pour vérifier s’il y a une bonne corrélation entre 

les résultats des deux cas tests.  
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a)  b)

c)  d)  

Figure 88: Evolution du RMS des déplacements aux  voiles en fonction de la vitesse 
a) Cas A 
b) Cas B 
c) Cas C 
d) Cas D 

2.3.2. Coefficient dynamique  

La figure 89 représente l’évolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de 

rotation pour les différents cas tests présentés dans le tableau 8. Pour les cas A et B, il est possible 

d’observer une très bonne corrélation au niveau des résultats obtenus avec des écarts relatifs 

inférieurs au pourcent. Dans le cas C, il y a un dédoublement de la fréquence critique d’engrènement 

lié à l’ajout du matériau de remplissage, le dédoublement est correctement observé dans les deux 

modèles, mais les fréquences critiques et les amplitudes qui y sont associées, diffèrent. Les deux 

fréquences sont situées à 0.8 Vmax et 0.9 Vmax pour le témoin et 0.81 Vmax et 0.91 Vmax pour le modèle à 

paramètres concentrés. Les amplitudes de vibrations sont également différentes : les deux fréquences 

atteignent un maximum de 1.3 et 1.32 pour le cas témoin, contre 1.34 et 1.275 pour le cas du modèle 

à paramètres concentrés. Cet écart reste acceptable. Le cas D présente une très bonne corrélation 

entre les deux cas avec des écarts relatifs atteignant au plus les 3% à 0.9 Vmax et 2.3% sur la fréquence 

critique à 0.825 Vmax.  
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a) b)  

c) d)  

Figure 89 : Evolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation : 
a) Cas A 
b) Cas B 
c) Cas C 
d) Cas D 

2.3.3. Déplacements aux paliers 

 Les figures de la figure 90, représentent l’évolution du RMS des déplacements aux paliers pour 

les différents cas tests. Pour le cas A, l’erreur relative est inférieure à cinq pourcent sauf pour les points 

situés à 0.2, 0.225, 0.9 et 0.95 Vmax qui présentent une erreur relative plus importante, mais dans ces 

quatre cas, le RMS des déplacements est également inférieur à 0.5.10-6m ce qui signifie que l’erreur 

absolue est faible. Dans le cas B, l’erreur relative est toujours inférieure à 5%, à l’exception des points 

situés à 0.2 et 0.225 Vmax mais comme pour le cas A, les amplitudes des déplacements sont également 

faibles, ce qui signifie que l’écart absolu est très faible. Pour le cas C, les deux modèles présentent une 

bonne corrélation entre eux y compris au niveau de la fréquence critique située à 0.3 Vmax. Comme 

pour le coefficient dynamique, la fréquence critique d’engrènement est également dédoublée et il est 

possible d’observer le même écart entre les fréquences critiques du cas témoin et celles du cas bleu. 

Un écart est également observable au niveau des amplitudes de vibrations avec un RMS de 7.2.10-7m 
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et 7.4.10-7m à 0.8 et 0.9 Vmax pour le cas rouge, et un RMS de 7.9.10-7m et 6.3.10-7m  à 0.81 et 0.91 Vmax 

pour l’autre cas. Pour le cas D, les deux modèles ont un comportement dynamique très proche en 

dehors de la fréquence critique située à 0.825 Vmax où l’écart relatif atteint les 10%. Cet écart se situant 

à l’approche de la fréquence critique il reste tout de même acceptable.  

a) b)

c)  d)  

Figure 90 : Evolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse  
a) Cas A 
b) Cas B 
c) Cas C 
d) Cas D 

2.3.4. Conclusion 

En conclusion, la méthode présentée précédemment permet d’identifier la valeur des 

paramètres concentrés de masse et de raideur pour un matériau élastique et une géométrie donnés. 

Dans le cadre de matériaux légers (cas A et B), les déplacements aux voiles sont calculés avec une 

précision acceptable mais lorsque le matériau de remplissage devient plus lourd (cas C et D) les 

résultats obtenus avec les deux modèles sont moins précis à partir d’une certaine vitesse (0.6 Vmax). En 

s’éloignant des voiles et des conditions limites liées à l’insertion du matériau de remplissage, le modèle 

à paramètres concentrés permet de retranscrire le comportement aux paliers et à la denture avec une 
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très bonne précision dans le cadre de matériaux de remplissage léger (cas A et B), et avec une précision 

acceptable dans le cas de matériau plus lourd (cas C et D).  

3. Eléments de validation numérique du modèle de matériau 

élastoplastique 

Ce paragraphe s’intéresse à l’identification des paramètres d’un système élémentaire de 

Masing en fonction des grandeurs et de la loi de comportement d’un matériau de remplissage donné. 

Ce paragraphe s’intéresse ensuite à la validation du modèle de Masing en vérifiant des éléments du 

comportement du système élémentaire de Masing dans le cœur de calcul.  

3.1. Loi de comportement du matériau de remplissage 

Le matériau de remplissage est introduit avec une loi de comportement du type Prager 

[Pra1958] (cf chapitre 1 paragraphe 3.3.3.). Le choix de cette loi se justifie par sa simplicité pour valider 

l’implémentation du modèle et vérifier que le matériau a bien le comportement attendu. Cette loi peut 

également servir de base pour implémenter des lois de comportement plus complexes basées sur le 

modèle multi-surfaces de Mroz [Mro1967] capable de modéliser le comportement de sables.  

3.2. Identification des valeurs des paramètres concentrés 

L’objectif de ce paragraphe est de faire le lien entre la loi de comportement présentée dans le 

paragraphe précédent et le modèle à paramètres concentrés de Masing qui est introduit entre les 

nœuds maîtres de la roue.  

La méthode d’identification des valeurs des paramètres concentrés en fonction de la 

géométrie et des grandeurs matériaux est la même méthode que celle utilisée précédemment. A 

l’exception que, le matériau n’étant plus linéaire élastique, des calculs sont réalisés à plusieurs 

chargements (par exemple une dizaine), afin de faire apparaitre un comportement à deux pentes 

représentatif du critère de Prager (cf fig. 91). 
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Figure 91 : Exemple de résultats issus d’une succession d’analyses statiques (effort en fonction du 
déplacement) 

Le résultat obtenu sur la figure 91 n’est pas directement utilisable pour implémenter un 

modèle de Masing qui demande trois paramètres en entrée, deux raideurs 1k  et 2k   et le produit de 

l’effort normal avec le coefficient de frottement µN (cf fig. 92). La valeur de 1k correspond à la 

première pente, la valeur de 2k  à la deuxième et le produit N  à l’effort seuil marquant le 

changement de pente.  

 

Figure 92 : Paramètres du modèle de Masing 

 Les valeurs des paramètres du modèle de Masing sont identifiées en utilisant la méthode des 

moindres carrés, le positionnement du seuil est réalisé de sorte à minimiser l’erreur absolue au sens 

de la norme 1 entre la courbe issue de Abaqus® (courbe bleue) et la courbe issue de l’approximation 

des moindres carrés (courbe rouge), cf fig. 93. Comme pour le matériau linéaire élastique, cette 

méthode doit être réalisée 12 fois pour caractériser la totalité des paramètres caractérisant le 

matériau de remplissage introduit dans les caissons. 
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Figure 93 : Exemple de résultats après approximation à l'aide de la méthode des moindres carrés  

3.3. Résultats 

A notre connaissance il n’existe pas de méthodes permettant de réaliser le même type de 

comparaison que précédemment pour valider la modélisation du matériau élastoplastique. En 

l’absence de référence, il est possible de valider certains points du comportement du modèle comme 

l’évolution du paramètre d’écrouissage, la relation efforts – déplacements ou le bilan énergétique.  

Dans l’ensemble de ce paragraphe, les calculs sont réalisés avec un matériau de remplissage 

ayant les propriétés élastiques suivantes : 

- Module d’Young de 2GPa ; 

- Coefficient de Poisson de 0.2 ; 

- Masse volumique d’environ 1000 kg/m3. 

 Ces propriétés élastiques, proches de celle d’un sable, sont étendues en introduisant un 

modèle de Prager à deux pentes, avec une limité d’élasticité de 1.25 kPa et un module tangent de 

0.3 GPa. Les valeurs des raideurs et frotteurs équivalents dans le modèle de Masing sont identifiées en 

utilisant la méthode présentée précédemment.  

A l’issu de la procédure d’identification les valeurs des raideurs sont présentées dans le tableau 9. 
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Tableau 9 : Valeur des paramètres de Masing 

 k1 [N/m] k2 [N/m] µN [N] 

Nœud 1 ez  94.54.10  88.7.10  464  

Nœud 1 er  93.16.10  85.14.10  232  

Nœud 1 eθ  93.08.10  84.95.10  232  

Nœud 2 ez  94.54.10  88.7.10  464  

Nœud 2 er  93.16.10  85.14.10  232  

Nœud 2 eθ  93.08.10  84.95.10  232  

Nœud 3 ez  92.8.10  84.69.10  166  

Nœud 3 er  92.47.10  83.97.10  166  

Nœud 3 eθ  93.21.10  86.03.10  333  

Nœud 4 ez  92.8.10  84.69.10  166  

Nœud 4 er  92.47.10  83.97.10  166  

Nœud 4 eθ  93.21.10  86.03.10  333  

Nœud 5 ez  92.1.10   83.4.10  104  

Nœud 5 er  92.33.10   84.3.10  208  

Nœud 5 eθ  92.29.10   83.8.10  104  

Nœud 6 ez  93.29.10  85.69.10  220  

Nœud 6 er   93.97.10  87.53.10  441  

Nœud 6 eθ  92.55.10  83.82.10  220  

Masse centrale [kg]  96   

 

3.3.1. Equilibre au niveau du frotteur, évolution du paramètre d’écrouissage  

En reprenant les formules développées dans le chapitre 2 – paragraphe 4.2.2., l’équilibre au 

niveau du frotteur s’écrit : 

  1 2k U k N        (3.4) 

Pour un déplacement U  donné il est possible de déduire un encadrement de la valeur de   : 

 
1 1

2 1 2 1

N k U N k U

k k k k

 


  
 

 
   (3.5) 
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La figure 94 représente l’évolution du terme   au cours de temps (courbe rouge), la courbe 

bleue représente l’évolution du déplacement U au cours du temps et les courbes magenta et noire 

l’évolution des bornes de   définis dans l’inéquation 3.5 . Il est possible de voir deux choses, tout 

d’abord la valeur de   est toujours comprise entre les deux bornes, et elle est parfois confondue avec 

l’une des deux bornes. Dans un second temps, lorsque la valeur de l’écrouissage se situe entre les 

bornes, celui-ci reste constant, ce qui est normal car l’inéquation est vérifiée. Le matériau a un 

comportement linéaire et élastique, et   n’a pas besoin d’être mis à jour. La valeur de   évolue de 

façon conforme au comportement attendu.  

 

Figure 94 : Evolution du déplacement et de l’écrouissage au cours du temps 

3.3.2. Etude de la relation efforts-déplacements en sollicitation cycliques 

Ce paragraphe s’intéresse à la vérification de la relation efforts-déplacements au cours du 

temps, dans le but de vérifier si le comportement élastoplastique correspond bien aux valeurs définies 

en entrée.  
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Figure 95 : Evolution de l'effort en fonction du déplacement 

 La figure 95 représente l’évolution de l’effort appliqué sur le modèle de Masing en fonction du 

déplacement U sur un tour de roue complet. La pente la plus raide correspond au comportement 

élastique, la pente est de 92.55.10 N ce qui est bien conforme à valeur définie en entrée, avec un écart 

relatif de 0.001%.  

 

Figure 96 : Evolution de l'effort en fonction du déplacement, positionnement des pentes 
élastoplastiques 

 Sur la figure 96, la courbe bleue représente la même relation que sur la figure 95 et les courbes 

noires défissent les positions possibles pour la limite d’élasticité qui correspondent également aux 

deux positions possibles pour les pentes du comportement élastoplastique. Il apparait que les pentes 

correspondant au comportement élastoplastique suivent les pentes noires ce qui signifie que la limite 

d’élasticité est correctement positionnée au cours du temps et que la valeur de la deuxième pente est 

bien conforme à celle définie en entrée.  
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3.3.3. Calcul des énergies  

Ce paragraphe s’intéresse au bilan énergétique du système du Masing au cours du temps. En 

utilisant le théorème de l’énergie cinétique entre deux pas de temps successifs il est possible de vérifier 

que le travail des efforts externes introduits en entrée du système est correctement dissipé via le 

travail du frotteur et est converti en énergie de déformation élastique.  

En reprenant le paramétrage de la figure 90, et les développements du chapitre 2, le travail 

des efforts extérieurs (noté ExtW ) peut être défini par la formule suivante : 

    1

0

t t

ExtW F t dU k U dU       (3.6) 

L’énergie interne du système peut être calculée en faisant la somme des énergies de 

déformation des deux ressorts (notées 1kE  et 2kE ) et du travail des efforts de frottement dans le 

frotteur FrotW .  

  
2

1 1

1

2
kE k U      (3.7) 

 
2

2

2

1

2
kE k     (3.8) 

 
0

t

FrotW µNd     (3.9) 

En appliquant le théorème de l’énergie cinétique, il est possible d’écrire le bilan énergétique 

du système à l’aide de l’égalité suivante : 

 1 2 0Ext k k FrotW E E W       (3.10) 

Remarque : des éléments de démonstration et de vérification de l’égalité sont disponibles dans 

l’annexe 3.  

La figure 97 représente l’évolution du travail des efforts externes et de l’énergie interne du 

système au cours du temps. La courbe rouge correspond au travail des efforts externes, et la courbe 

bleue correspond aux énergies internes. Il est possible de voir que le bilan d’énergie calculé à l’aide du 

théorème de l’énergie cinétique est bien respecté avec un écart faible entre l’énergie apportée au 

système et l’énergie interne du système comprenant : l’énergie stockée dans les raideurs et l’énergie 

dissipée par le frotteur. L’évolution de l’écart absolu entre les deux courbes est présentée dans la 
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figure 98, l’écart absolu présente des oscillations synchrones d’une demi-période d’engrènement mais 

il tend globalement augmenter en valeur absolue. Cet écart reste faible devant le calcul de l’énergie 

totale avec un maximum 3.5.10-2 J alors que l’énergie apportée au système est de plus de 20 J sur un 

tour de roue, soit un écart relatif de 0.16% ce qui est très faible, le bilan énergétique est donc correct.  

 

Figure 97 : Evolution de l'énergie totale apportée au système au cours du temps 

 

Figure 98 : Evolution de l’erreur absolue au cours du temps.  

4. Conclusion 

En conclusion, des éléments de validation numérique du modèle ont été présentés dans ce 

chapitre. Le comportement à la denture a été étudié et validé en regardant l’évolution de la charge le 

long d’une ligne de contact et les déplacements aux paliers pour des cas tests déformables et 

indéformables d’une roue pleine sous-structurée en statique. 

Le nombre optimal de mode à retenir dans la sous-structure a été défini afin de garder la 

totalité du comportement modal jusqu’à une fréquence donnée. En utilisant la méthode de sous-

structuration de Craig-Chang proposée par Abaqus® le comportement modal d’une sous-structure est 
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équivalent à celui du maillage éléments finis dont elle est issue à 10 modes près par rapport au nombre 

de mode retenus (400).  

 Le comportement du modèle élémentaire de Masing introduit dans le corps de la roue a 

également été étudié. Une procédure d’identification des valeurs des paramètres du modèle en 

fonction des grandeurs matériaux a été mise en place. Il a été vérifié que l’équilibre au niveau du 

frotteur respecte la loi de Coulomb, et que l’écrouissage cinématique évolue correctement au cours 

du temps et en fonction des sollicitations. La relation : efforts appliqués/déplacements observés, a 

également été vérifiée et les valeurs des deux pentes correspondent bien aux raideurs qui ont été 

définies en données d’entrées. Le changement de pente, quant à lui, a bien lieu lorsque le frotteur 

commence à glisser. Enfin le bilan énergétique du système a été étudié, l’énergie apportée au système 

par le travail des efforts extérieurs est bien égale à l’énergie du système, comprenant l’énergie de 

déformation stockée dans les deux raideurs et l’énergie dissipée par le frotteur.  
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Il a été montré dans le chapitre 3 que le modèle hybride d’engrenage développé dans le 

chapitre 2 permet d’étudier le comportement dynamique de la transmission à la denture avec un bon 

niveau de confiance. Il permet notamment d’évaluer la distribution de charge, le coefficient 

dynamique et les déplacements au niveau des paliers dans le cadre de roues vides ou remplies avec 

un matériau. Ce chapitre s’intéresse à la réalisation d’études spécifiques portant sur l’influence du 

matériau de remplissage sur le comportement dynamique de la transmission. 

Dans un premier temps, ce chapitre s’intéresse à l’apparition des phénomènes mis en jeu et la 

manifestation des effets dissipatifs liés au matériau de remplissage, en réalisant des balayages en 

vitesse et des études à vitesse fixe. Lors des études à une vitesse donnée, la comparaison des signaux 

temporels entre le cas où le remplissage est effectué avec un matériau linéaire ou élastoplastique 

permet d’analyser l’impact global du système dissipatif.  

Après avoir étudié les phénomènes mis en jeu dans les dissipations d’énergie, la deuxième 

étude s’intéresse à l’influence de différents paramètres sur le comportement dynamique de la 

transmission. Ces paramètres peuvent être directement liés aux propriétés du matériau de 

remplissage comme le module d’Young, la masse volumique, le module d’Young tangent ou encore la 

limite d’élasticité. L’impact de la géométrie est également étudié en faisant varier le nombre de 

caissons présents dans une roue. Enfin, le matériau de remplissage étant modélisé à partir d’une loi 

de comportement à seuil, une dernière étude s’intéresse à l’impact du niveau d’excitation sur l’énergie 

dissipée par le matériau de remplissage, dans le but de voir si un niveau d’excitation minimal est 

nécessaire pour que le matériau dissipe de l’énergie.   

Après avoir mis en évidence quelles propriétés pouvaient influencer le comportement 

dynamique de la transmission, une dernière étude s’intéresse à l’efficacité du matériau de remplissage, 

dans une transmission incluant des corrections de profil, des écarts de fabrication et où un couple 

résistant variable en fonction de la vitesse de rotation est utilisé. 
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1. Etudes des dissipations dans le matériau de remplissage 

Ce paragraphe s’intéresse à l’observation de l’évolution de grandeurs d’intérêt comme le 

coefficient dynamique, les déplacements aux paliers en présence d’effets dissipatifs liés à 

l’introduction d’un matériau de remplissage élastoplastique.  

1.1. Cas test  

Le cas test utilisé dans ce chapitre est le même que dans le chapitre 3. Il s’agit d’un engrenage 

double hélice de type chevron comprenant 9 cavités qui sont remplies avec le matériau dissipatif. Les 

dimensions de la roue sont rappelées dans la figure 99. Des paliers isotropes sont introduits au niveau 

des points B1 et B2 (cf fig. 100) à l’aide de raideurs radiales constantes, elles sont fixées à 1010 N.m-1. 

Pour prendre en compte l’effet de la sortie sur l’arbre, une raideur de torsion est également appliquée 

au point B2 sa valeur est fixée à 109 Nm. Une butée est définie à l’aide d’une raideur axiale au nœud 

B1, sa valeur est fixée à 1010 N.m-1. 

 

Figure 99 : Dimension de la roue étudiée 
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Figure 100 : Positionnement des paliers B1 et B2 sur la sous-structure 

 L’arbre d’entrée est introduit à partir de 6 éléments de poutres de Timoshenko ayant un 

diamètre extérieur de 400mm et un diamètre intérieur de 250mm. Des paliers isotropes sont introduits 

sous la forme de raideurs radiales aux extrémités de l’arbre (cf fig. 101), les valeurs des raideurs 

radiales sont fixées à 1010 N/m. Une butée est introduite sur le nœud 1 à l’aide d’une raideur axiale 

fixée à 1010 N/m. Le couple d’entrée est appliqué sur le nœud 1. La première hélice se situe entre les 

nœuds 2 et 3, la deuxième entre les nœuds 4 et 5.  

 

Figure 101 : Maillage de l’axe d’entrée et positionnement des paliers  

Le coefficient d’amortissement structural est fixé à 0.03. Les valeurs des caractéristiques de 

dentures sont rappelées dans le tableau 10.  

Tableau 10 : Caractéristiques de dentures 

 Pignon Roue 

Module m [mm] 9 

Nombre de dents 47 239 

Angle de pression α [°] 25 

Angle d’hélice β [°] -15 et 15 

Largeur de denture [mm] 175 175 
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 Le matériau de remplissage introduit dans le corps de la roue peut avoir un comportement 

élastique, le matériau de remplissage a alors un module d’Young de 2GPa, un coefficient de Poisson 

de 0.2 et une masse volumique de 1000 kg.m-3 qui sont des propriétés proche d’un sable. Lorsque le 

matériau a un comportement élastoplastique, sa limite d’élasticité est fixée à 1.2 kPa, et son module 

d’Young élastoplastique est fixé à 0.3 GPa. Les grandeurs associées dans le système de Masing sont 

présentées dans le tableau 11.  

Tableau 11 : Valeur des paramètres de Masing 

 k1 [N/m] k2 [N/m] µN [N] 

Nœud 1 ez  94.54.10  88.7.10  464  

Nœud 1 er  93.16.10  85.14.10  232  

Nœud 1 eθ  93.08.10  84.95.10  232  

Nœud 2 ez  94.54.10  88.7.10  464  

Nœud 2 er  93.16.10  85.14.10  232  

Nœud 2 eθ  93.08.10  84.95.10  232  

Nœud 3 ez  92.8.10  84.69.10  166  

Nœud 3 er  92.47.10  83.97.10  166  

Nœud 3 eθ  93.21.10  86.03.10  333  

Nœud 4 ez  92.8.10  84.69.10  166  

Nœud 4 er  92.47.10  83.97.10  166  

Nœud 4 eθ  93.21.10  86.03.10  333  

Nœud 5 ez  92.1.10   83.4.10  104  

Nœud 5 er  92.33.10   84.3.10  208  

Nœud 5 eθ  92.29.10   83.8.10  104  

Nœud 6 ez  93.29.10  85.69.10  220  

Nœud 6 er   93.97.10  87.53.10  441  

Nœud 6 eθ  92.55.10  83.82.10  220  

Masse centrale [kg]  96   
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1.2. Balayage en vitesse 

Afin de définir les gammes de vitesses où le matériau de remplissage est influent, une première 

étude est réalisée sur des balayages en vitesse. La figure 102 représente l’évolution du coefficient 

dynamique en fonction de la vitesse de rotation. La courbe noire correspond au cas d’une roue vide, 

la bleue au cas d’une roue remplie avec un matériau linéaire élastique et la rouge au cas d’une roue 

remplie avec un matériau élastoplastique.  

De prime abord, la courbe noire qui représente le comportement de la roue vide présente deux 

vitesses critiques. La première vitesse critique est située à 0.85 Vmax et correspond à un mode 

d’engrènement qui est superposé au mode de 3 diamètres. La deuxième vitesse critique qui se situe 

aux environs de 1 Vmax est un couplage entre un mode de 1 cercle et un mode de 1 cercle – 1 diamètre 

(une présentation des modes de cercles et de diamètres est faite en annexe 4). 

Avec l’ajout du matériau de remplissage linéaire élastique (courbe bleue), la réponse 

dynamique de la transmission est modifiée. La vitesse critique d’engrènement est légèrement réduite 

à cause des effets de masse ajoutée. Le maximum du coefficient dynamique reste constant à 1.45. Il 

en va de même pour le mode situé après Vmax dont la vitesse critique est réduite à 0.98 Vmax.  

Lorsque le matériau de remplissage introduit a des propriétés élastoplastiques, le 

comportement dynamique de la transmission est à nouveau modifié. La vitesse critique 

d’engrènement passe de 0.85 Vmax à 0.8 Vmax, et le maximum du coefficient dynamique passe de 1.45 

à 1.3. Les inerties étant les mêmes entre les deux roues pleines, cette variation de fréquence et 

d’amplitude est dûe aux effets non-linéaires des matériaux qui dissipent les vibrations dans le corps, 

et assouplissent la roue. La vitesse critique des superpositions des modes de 1 cercle, 1 cercle – 1 

diamètre, est réduite de 0.98 Vmax à 0.9 Vmax. Cette variation est liée aux effets d’assouplissement de 

la roue lorsque le matériau se déforme de façon élastoplastique. Les effets dissipatifs du matériau de 

remplissage sur ce mode sont plus difficiles à analyser car les vibrations des modes de 1 cercle et 

1 cercle – 1 diamètre, sont couplées à celles du mode d’engrènement.  

L’ajout du matériau de remplissage élastoplastique dans le corps de la roue est peu influent 

sur le coefficient dynamique entre 0.2 et 0.8 Vmax, le coefficient dynamique est ensuite plus faible entre 

0.8 et 0.9 Vmax grâce aux effets dissipatifs du matériau de remplissage. Entre 0.9 et Vmax le coefficient 

dynamique est plus important à cause du décalage des modes de 1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre.  
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Figure 102 : Coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation 

La figure 103 représente l’évolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de la 

vitesse de rotation, pour une roue vide, une roue remplie avec un matériau élastique et une roue 

remplie avec un matériau élastoplastique. Les légendes sont les mêmes que pour la figure 102.  

Dans le cas d’une roue vide, trois vitesses critiques apparaissent au cours du balayage en 

vitesse. La première, qui n’était pas visible sur le coefficient dynamique, se situe à 0.32 Vmax et 

correspond à un mode de torsion de la roue. Le second mode qui est excité à 0.85 Vmax correspond à 

un mode d’engrènement. Le dernier mode qui est excité à Vmax est une combinaison d’un mode de 

1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre.  

Dans le cas d’une roue remplie avec un matériau de remplissage linéaire élastique (courbe 

bleue), la vitesse critique du mode de torsion est réduite et passe de 0.32 à 0.3 Vmax. Ce changement 

de vitesse critique est lié aux effets de masse ajoutée du matériau de remplissage, l’amplitude du pic 

n’est pas affectée. La deuxième vitesse critique qui correspond au mode d’engrènement est modifiée 

par l’introduction d’un matériau de remplissage, avec les effets d’inertie et de masse ajoutée la vitesse 

critique d’engrènement baisse légèrement. Contrairement au coefficient dynamique qui est resté 

constant le RMS des déplacements dans les paliers passe de 1.4µm à 1.2µm mais cette variation reste 

très faible. Enfin, la vitesse critique des modes de 1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre est modifiée par les 

effets de masse ajoutée et baisse à 0.98 Vmax.  

Avec l’introduction d’un matériau élastoplastique (courbe rouge), le comportement de la 

transmission est le même entre 0.2 et 0.8 Vmax que lorsque la roue est remplie avec un matériau linéaire 

élastique, y compris au niveau du mode de torsion à 0.3 Vmax qui se trouve à la même vitesse car les 
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roues ont la même inertie. Les effets non linéaires du matériau ont peu d’influence sur le 

comportement de la transmission à cette vitesse. Entre 0.8 et 0.9 Vmax la deuxième vitesse critique est 

affectée par les effets non linéaires du matériau. La vitesse critique passe de 0.85 à 0.8 Vmax et le RMS 

des déplacements aux paliers passe de 1.2µm à 0.85µm soit une réduction de près de trente pourcents 

même si les déplacements restent très faibles. Comme pour le coefficient dynamique le mode de 1 

cercle et le mode de 1 cercle – 1 diamètre passe également 0.98 Vmax à 0.9Vmax à cause des effets 

d’assouplissement du matériau de remplissage lorsqu’il a un comportement élastoplastique. Avec ce 

décalage de la fréquence critique et comme pour le coefficient dynamique le système est légèrement 

plus agité entre 0.9 Vmax et Vmax avec l’utilisation du matériau de remplissage élastoplastique que sans.  

 

Figure 103 : RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation 

 La figure 104 représente l’évolution de l’énergie dissipée dans l’ensemble des caissons sur un 

tour de roue en fonction de la vitesse de rotation. Au niveau de la première fréquence critique localisée 

à 0.3 Vmax l’énergie dissipée est très faible, ce qui confirme que le matériau de remplissage 

élastoplastique n’a pas d’influence sur ce mode. L’énergie dissipée reste très faible jusqu’à 0.7 Vmax ce 

qui correspond à la vitesse où le mode d’engrènement commence à être excité.  

L’énergie dissipée augmente brutalement jusqu’à atteindre un plateau entre 0.8 et 0.9 Vmax, ce 

qui correspond également à la gamme de vitesse où le matériau de remplissage est le plus influent et 

où le mode d’engrènement est excité. L’énergie dissipée sur un tour de roue passe de 21 J à 0.82 Vmax 

(soit une puissance de 55 W) à 23J à 0.88 Vmax (soit une puissance de 63 W). L’énergie dissipée est donc 

maximale dans la zone où la transmission est la plus excitée et où le matériau de remplissage est le 

plus influent.  
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Entre 0.9 Vmax et Vmax la transmission vibre moins. Le maximum du coefficient dynamique 

diminue (cf fig. 102), et l’énergie dissipée par le matériau de remplissage diminue également en 

passant à 7J sur un tour de roue (soit 22 W). Avec la baisse des niveaux d’excitations le matériau semble 

moins se déformer dans le domaine élastoplastique ce qui réduit l’énergie dissipée.  

 

Figure 104 : Energie dissipée en fonction de la vitesse de rotation 

 A partir de ces résultats, il peut être intéressant de compléter cette étude et d’analyser plus 

en détail le comportement dynamique de la transmission à différentes vitesses fixes. La première 

vitesse qui peut être analysée se situe à 0.8375 Vmax et correspond à la vitesse critique du mode 

d’engrènement pour une roue remplie avec un matériau linéaire. C’est également la vitesse où le 

matériau de remplissage élastoplastique est le plus efficace en proposant une forte réduction du 

coefficient dynamique qui passe de 1.45 à 1.25. Une autre vitesse intéressante est 0.3 Vmax : à cette 

vitesse la structure présente un mode de torsion de la roue qui est très important au niveau des 

déplacements aux paliers et où le matériau de remplissage est peu influent.  
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1.3. Etude du comportement du matériau sur une vitesse critique 

1.3.1. Etude à 0.8375 Vmax  

a) b)  

Figure 105 : Evolution du coefficient dynamique en fonction du temps : 
a) Sur toute la durée de la simulation  

b) Sur quelques périodes d’engrènement 

La figure 105 a) représente l’évolution du coefficient dynamique en fonction du temps à la 

vitesse critique du mode d’engrènement situé à 0.8375 Vmax sur plusieurs tours de roue. La courbe 

rouge correspond à une roue remplie à l’aide d’un matériau linéaire élastique et la bleue au cas d’une 

roue remplie avec un matériau élastoplastique. La figure 105 b) représente l’évolution du coefficient 

dynamique au cours du temps sur quelques périodes d’engrènement.  

Dans le cadre d’une roue remplie à l’aide d’un matériau de remplissage linéaire élastique le 

maximum du coefficient dynamique est de 1.45. Deux excitations majeures apparaissent également, 

la première est une excitation synchrone d’un demi-tour de roue, elle est directement liée aux 

interactions des caissons entre eux, et la deuxième est synchrone de la période d’engrènement et 

correspond directement au passage des dents. 

Avec l’introduction du matériau de remplissage le maximum du coefficient dynamique passe 

de 1.45 à 1.25. L’excitation liée aux caissons est fortement amortie tout comme une partie des effets 

dynamiques synchrones de la période d’engrènement. Le matériau de remplissage est influent et 

semble être sollicité dans le domaine élastoplastique.  
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a) b)  

c)  

Figure 106 : FFT du coefficient dynamique 
a) Pour la première harmonique de la fréquence d’engrènement 

b) Autour de la première harmonique de la fréquence d’engrènement 
c) Pour les autres harmoniques de la fréquence d’engrènement 

La figure 106 présente la FFT du coefficient dynamique des deux cas. Les légendes des couleurs 

sont les même que sur la figure 105. Les graphes présents sur la figure 106 montrent tout d’abord que 

le coefficient dynamique est majoritairement porté par la première harmonique d’engrènement 

(fig. 106 a)) dans un premier temps ainsi que par des excitations liées aux masse ajoutées dans les 

caissons (fig. 106 b)) dans un second temps. Les autres harmoniques de la fréquence d’engrènement 

(fig. 106 c)) n’interviennent que dans un troisième temps avec les amplitudes des pics qui sont 

inférieures à 1.10-2.  

Avec l’introduction du matériau de remplissage, l’amplitude du pic de la première harmonique 

de fréquence d’engrènement passe de 0.40 à 0.22, soit une réduction de près de 45% des amplitudes 

de vibrations (cf fig. 106 a)). Pour les modes liés aux masses ajoutées dans les caissons, lors du passage 

d’un matériau de remplissage élastique à un matériau élastoplastique l’ensemble des dix-huit modes 

sont amortis avec une efficacité variable entre les différentes modulations (cf fig. 106 b)). Les modes 

les plus excités sont également les modes qui sont les plus amortis. Dans un dernier temps, les 
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différentes harmoniques de la fréquence d’engrènement sont également amorties avec une efficacité 

variable entre elles.  

La figure 108 présente l’énergie dissipée dans un caisson pour les différents frotteurs et pour 

un tour de roue. Les numéros des nœuds maîtres sont définis dans la figure 107 et les directions er, eθ 

et ez associées à chaque nœud sont définies dans le repère cylindrique dont l’origine se trouve au 

centre de la roue. Les nœuds 1 et 2 correspondent aux deux nœuds situés sur les parois latérales de la 

roue. Les nœuds 3 et 4 correspondent aux nœuds situés sur les parois entre les caissons, le nœud 5 

correspond au nœud sur la paroi inférieure du caisson, et le nœud 6 à celui sur la paroi supérieure. 

En reprenant l’histogramme figure 108 il apparait que, les dissipations sont plus importantes 

suivant er et eθ mais ne suivent pas de direction privilégiée. Les dissipations ne sont également pas 

orientées uniquement suivant la normale aux parois ce qui montre que les effets de cisaillement ont 

une très forte influence sur les effets dissipatifs. Les nœuds 1 et 2 apportent une contribution plus 

importante aux effets dissipatifs, ce sont les nœuds 5 et 6 qui dissipent le moins d’énergie.  Cette 

répartition de l’énergie dissipée entre les différents systèmes de Masing signifie que même lorsque le 

système est très excité la masse centrale bouge très peu suivant l’axe ez et reste dans le plan défini par 

les vecteurs er et eθ et passant par le centre du caisson. 

 

Figure 107 : Numérotation des nœuds maîtres 
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Figure 108 : Dissipation d’énergie dans les systèmes de Masing élémentaires pour un tour de roue 
et un caisson 

 La figure 109 représente l’énergie dissipée par un caisson en fonction du temps sur un tour de 

roue, les dissipations d’énergie apparaissent sur la totalité du tour de roue, sans qu’il n’y ait de période 

privilégiée. Cela signifie que la roue est tout le temps agitée et sollicitée de sorte à ce que le matériau 

de remplissage se déforme dans le domaine élastoplastique. Les déformations des parois des caissons 

sous l’effet de l’engrènement (lorsque le caisson passe sous l’engrènement) ont peu d’influence sur 

les dissipations d’énergie. Les vibrations et les mouvements des mobiles liés au mode d’engrènement 

sont à l’origine des dissipations d’énergie qui sont observées.  

 

Figure 109 : Energie dissipée dans un caisson  en fonction du temps à 0.83 Vmax 
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1.3.2. Etude à 0.3 Vmax 

a) b)  

Figure 110 : Coefficient dynamique en fonction du temps à 0.3 Vmax 
a) Sur plusieurs tours de roue 

b) Sur 4 périodes d’engrènement 

 La figure 110 a) représente l’évolution du coefficient dynamique en fonction du temps sur 

plusieurs tours de roue à 0.3 Vmax pour une roue remplie à l’aide d’un matériau linéaire (courbe bleue), 

et d’un matériau non linéaire (courbe rouge). La figure 110 b) représente l’évolution du coefficient 

dynamique sur quelques périodes d’engrènement. La figure 111 montre les FFT associées à chacun des 

signaux.  

 Le matériau de remplissage non linéaire est peu influent sur l’évolution du coefficient 

dynamique au cours du temps. Ce résultat était attendu car celui-ci n’a aucun effet ni sur le maximum 

du coefficient dynamique, ni sur le RMS des déplacements aux paliers. Le spectre du coefficient 

dynamique apparait également comme étant beaucoup plus riche qu’au niveau de l’autre vitesse 

critique avec une influence forte de la troisième harmonique d’engrènement. Le coefficient dynamique 

étant faible et les effets non-linéaires du matériau de remplissage sont peu influents, il est très 

probable que le matériau de remplissage ne soit pas assez excité pour être déformé dans le domaine 

élastoplastique.  
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Figure 111 : FFT du coefficient dynamique 

 

Figure 112 : Energie dissipée par les différents systèmes élémentaires de Masing sur un tour de 
roue 

 La figure 112 représente l’énergie dissipée par les différents systèmes élémentaires de Masing 

d’un caisson sur un tour de roue. Les dissipations d’énergie sont très faibles pour chacun des frotteurs 

avec une énergie dissipée d’au plus 2.10-3 J. Les dissipations d’énergie apparaissent comme étant très 

faibles, voire nulles, suivant la direction ez et plus importantes dans les directions er et eθ ce qui est 

logique à cause des dentures chevrons qui sollicitent peu la roue dans la direction axiale. Les 

dissipations apparaissent comme étant plus faibles au niveau des nœuds 1 et 2 ce qui signifie que les 

déplacements de la masse centrale sont similaires à ceux des nœuds 1 et 2.   
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Figure 113 : Energie dissipée dans un caisson au cours du temps sur un tour de roue à 0.3 Vmax 

La figure 113 présente l’évolution des dissipations d’énergie en fonction du temps et sur un 

tour de roue. A l’exception des effets transitoires à t=0, les dissipations sont faibles jusqu’à la 

quarantième période d’engrènement. A partir de ce moment, le caisson étudié commence à passer 

sous l’engrènement et les dissipations d’énergie sont plus importantes. Entre la quarantième et la 

soixante-dixième période d’engrènement l’énergie dissipée passe 0.001 J à 0.006 J. Entre la soixante-

dixième et la centième période d’engrènement, c’est le caisson suivant qui se situe sous l’engrènement 

et le matériau de remplissage continue à dissiper de l’énergie. Celle-ci passe de 0.006 J à 0.0075 J. Au 

cours de la fin du tour de roue les dissipations d’énergie restent faibles.  

1.4. Conclusion 

En conclusion, pour le cas test étudié, le matériau de remplissage élastoplastique dissipe de 

l’énergie et améliore le comportement dynamique essentiellement au niveau de la vitesse critique 

d’engrènement situé à 0.8375 Vmax. Le comportement dynamique de la transmission est complètement 

modifié, avec les effets non-linéaires et d’assouplissement du matériau de remplissage, les vitesses 

critiques sont modifiées, en particulier pour celles associées au mode d’engrènement et aux modes de 

1 cercle, 1 cercle – 1 diamètre. Les amplitudes de vibrations sont également réduites au niveau de la 

vitesse critique d’engrènement en réduisant à la fois les vibrations liées à l’engrènement et des 

vibrations liées aux interactions des caissons entre eux.  

A 0.8375 Vmax tous les systèmes élémentaires de Masing dissipent de l’énergie à l’exception de 

ceux qui sont orientés suivant l’axe de la roue car ils ne sont pas sollicités en raison des dentures 

chevrons qui sollicitent peu la roue dans cette direction. A cette vitesse le matériau de remplissage 

dissipe de l’énergie tout le temps indépendamment du moment au le caisson se retrouve sous 

l’engrènement. A 0.3 Vmax, lorsque les dissipations d’énergie sont plus faibles, les dissipations 
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apparaissent essentiellement lorsque le caisson passe sous l’engrènement. Elles sont donc 

directement liées aux déformations de la roue sous l’effet des efforts d’engrènement.  

 A l’issu de ce paragraphe, il apparait que l’introduction du matériau de remplissage dans le 

corps d’une roue a un effet sur le comportement dynamique de la transmission, l’influence des 

propriétés matériaux et de la géométrie de la roue seront étudiée par la suite. Les dissipations 

d’énergie étant majoritairement présentes lorsque le coefficient dynamique est important, et le 

matériau de remplissage étant introduit avec une loi de comportement seuil, l’influence du niveau 

d’excitation sur les effets dissipatifs sera investiguée par la suite. 

2. Influence des propriétés du matériau de remplissage  

2.1. Influence de la masse et de la raideur 

Ce paragraphe s’intéresse à l’influence de la masse volumique et du module d’Young du 

matériau de remplissage sur le comportement dynamique de la transmission. Les propriétés 

élastoplastiques sont définies comme étant constantes afin de garder les mêmes propriétés 

dissipatives au niveau du matériau de remplissage. Le module d’Young élastoplastique (noté tE  ) est 

fixé à 0.3 GPa et la limite d’élasticité (notée e  ) est fixée 1.2 kPa.  

L’influence des propriétés élastiques et massiques du matériau de remplissage est étudiée en 

réalisant des balayages en vitesses pour les différents couples modules d’Young/masse volumique. 

Pour chaque balayage, le maximum du coefficient dynamique et le RMS des déplacements aux paliers 

sont retenus. Le module d’Young varie entre 1 GPa et 5 GPa et la masse volumique est fixée à 1 000 

puis 2 000 kg.m-3. Les balayages sont réalisés aux environs de la vitesse critique du mode 

d’engrènement entre 0.775 et 0.95 Vmax.  

La figure 114 présente l’évolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la 

vitesse de rotation. La figure 115 présente l’évolution du RMS des placements aux paliers en fonction 

de la vitesse de rotation. Sur les deux figures, la masse volumique est fixée à 1 000 kg.m-3 et la courbe 

noire correspond à un matériau avec un module d’Young de 1 GPa, la bleue à un module d’Young de 

3 GPa et la magenta à un module d’Young de 5 GPa.  

D’après les figures 114 et 115, deux modes peuvent être identifiés. Le premier mode dont la 

vitesse critique évolue entre 0.8 et 0.825 Vmax est un mode d’engrènement, le second mode qui est 

essentiellement visible à 0.9 Vmax pour E=1GPa correspond à la combinaison des modes de 1 cercle et 

de 1 cercle - 1 diamètre.   
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Tout d’abord, le module d’Young a une influence faible sur le comportement dynamique 

(fig. 114) au niveau de la première vitesse critique (située entre 0.8 et 0.85 Vmax), mais quelques 

tendances apparaissent. Plus la valeur de la raideur est importante, plus le maximum du coefficient 

dynamique est élevé même si les variations sont très faibles (entre 1.27 et 1.29). La valeur de la vitesse 

critique de la première harmonique d’engrènement est également influencée et passe 0.8 à 0.825 Vmax 

lorsque le module d’Young augmente de 1 à 5 GPa. Le RMS des déplacements aux paliers est affecté 

de la même manière, avec l’augmentation du module d’Young la première vitesse critique passe de 

0.8 à 0.825 Vmax, et le RMS des déplacements aux paliers augmente également et passe de 6.5.10-7 à 

7.5.10-7 m, ce qui reste une variation très faible (0.1 µm).  

La raideur a une influence plus forte au niveau de la deuxième vitesse critique, lorsque le 

module d’Young du matériau de remplissage est faible, une deuxième fréquence critique apparait à 

0.9 Vmax, elle correspond à la superposition des modes de 1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre. Pour un 

matériau de remplissage ayant un module d’Young de 1GPa, les modes sont très excités et le 

coefficient dynamique atteint 1.23. Pour un matériau de remplissage ayant un module d’Young de 

3 GPa, le mode est légèrement excité à 0.89 Vmax. Pour un module d’Young de 5 GPa, le mode n’est pas 

excité. Les résultats sont les mêmes au niveau des déplacements aux paliers (fig. 115) avec des RMS 

qui reste toujours très faibles et inferieur au micromètre.  

  

 

Figure 114 : Evolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs du module d’Young 
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Figure 115 : Evolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs du module d’Young 

   

 

Figure 116 : Evolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs du module d’Young 
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Figure 117 : Evolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs du module d’Young 

 La figure 116 présente l’évolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de 

rotation pour des matériaux ayant différentes valeurs de modules d’Young lorsque la masse volumique 

du matériau de remplissage est de 2 000 kg.m-3. Les légendes sont les mêmes que sur les figures 114 

et 115. En regardant le maximum des différentes courbes, il apparait que les maximas du coefficient 

dynamique varient entre 1.23 et 1.25 ce qui est faible. Au niveau des vitesses critiques, seul le cas où 

le module d’Young vaut 1GPa (courbe noire) est légèrement plus faible (0.81 Vmax contre 0.85 Vmax), 

mais passé une valeur de 3GPa le module d’Young n’a pas d’influence sur la vitesse critique du système.  

 Dans un second temps, la figure 117 présente l’évolution des RMS des déplacements aux 

paliers en fonction de la vitesse de rotation, les légendes sont les mêmes que pour la figure 115. 

Comme pour la figure 115, les valeurs des RMS apparaissent une nouvelle fois comme étant très faibles 

(moins de 1 µm). Les mêmes tendances peuvent être observées qu’au niveau du coefficient dynamique 

avec des amplitudes de vibrations qui sont peu influencées par la valeur du module d’Young lorsque 

celui-ci vaut 3GPa ou plus. Pour un module d’Young de 1GPa, le comportement est complètement 

différent, avec la présence de deux vitesses critiques, une à 0.82 Vmax et une autre à 0.95 Vmax. Mais 

dans l’ensemble le module d’Young a peu d’influence sur le comportement du système aux paliers.  
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Figure 118 : Evolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs de masse volumique et de module d’Young 

 La figure 118 représente l’évolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la 

vitesse de rotation pour différents matériaux de remplissage. Les courbes en traits pleins 

correspondent à un matériau de remplissage avec une masse volumique de 2 000 kg.m-3 et les courbes 

en pointillés à une masse volumique de 1 000 kg.m-3. Les courbes noires correspondent aux matériaux 

de remplissage ayant un module d’Young de 1GPa. Les courbes bleues à un module d’Young de 3GPa 

et les courbes magenta à un module d’Young de 5GPa.  

Sur la figure 118, il apparait qu’en augmentant la masse du matériau de remplissage toutes les 

vitesses critiques deviennent plus faibles. Dans le cadre d’un matériau de remplissage avec une masse 

volumique de 1 000 kg.m-3, la première vitesse critique se situe entre 0.8 et 0.82 Vmax et la deuxième 

se situe à 0.85 Vmax. En augmentant la masse volumique à 2 000 kg.m-3, la première vitesse critique 

diminue et sort de la gamme de vitesse étudiée et la deuxième vitesse critique diminue à 0.9 Vmax. La 

masse ajoutée semble ne pas avoir d’influence sur le maximum du coefficient dynamique, pour un 

même mode les amplitudes de vibrations restent constantes lorsque la masse volumique passe de 

1 000 kg.m-3 à 2 000 kg.m-3.  
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Figure 119 : Evolution des RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation 
pour différentes valeurs de masse volumique et de module d’Young 

 La figure 119 représente l’évolution du RMS des déplacements aux paliers pour plusieurs 

matériaux de remplissage, les légendes sont les mêmes que pour la figure 118. Comme pour le 

coefficient dynamique, les vitesses critiques sont plus faibles lorsque le matériau de remplissage est 

lourd et le système est également moins agité. 

 En conclusion, les valeurs de masse et raideurs du matériau de remplissage ont une influence 

sur la valeur des fréquences critiques, et les valeurs de ces dernières évoluent dans le sens attendu 

lorsque la masse ou le module d’Young sont modifiés. Même si cette influence est plus marginale, il 

semble que la transmission soit moins excitée avec un matériau souple (module d’Young faible) plutôt 

qu’avec un matériau rigide (module d’Young important).  

2.2. Influence du module d’Young tangent et de la limite d’élasticité  

Ce paragraphe s’intéresse à l’influence des propriétés élastoplastiques du matériau de 

remplissage sur le comportement dynamique de la transmission. Les propriétés élastiques sont 

constantes pour tout le balayage, et sont fixées à 2GPa pour le module d’Young, 0.2 pour le coefficient 

de Poisson, et 1000 kg.m-3 pour la masse volumique.  

Pour évaluer l’influence des deux gradeurs, un balayage en vitesse entre 0.5 Vmax et Vmax est 

réalisé pour différentes valeurs de la limite d’élasticité et de module d’Young tangent. Pour chaque 

balayage en vitesse, le maximum du coefficient dynamique sur toute la gamme de vitesse est retenu 

ainsi que le maximum du RMS des déplacements aux paliers associé à chaque vitesse du balayage.  La 
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limite d’élasticité (notée e ) varie entre 0.5 et 5 kPa et le module d’Young élastoplastique tangent 

(noté tE  ) varie entre 1.2 et 0.12 GPa.  

La figure 120 présente l’évolution du maximum du coefficient dynamique sur une gamme de 

vitesse en fonction de tE  et e . Les zones rouges correspondent aux zones où le coefficient 

dynamique est fort et les bleues aux zones où il est plus faible. Il apparait que plus le module d’Young 

tangent et la limite d’élasticité sont faibles, plus le coefficient dynamique est faible en passant d’un 

maximum de 1.26 à un minimum de 1.18.  

Lorsque tE  est supérieur à 9.108 Pa, la limite d’élasticité a peu d’influence sur le coefficient 

dynamique, car la raideur 2k  du système de Masing est importante et lorsque le matériau de 

remplissage se déforme de manière élastoplastique, l’essentiel de l’énergie est stockée dans les deux 

raideurs au lieux d’être dissipée par le frotteur. Le comportement du matériau de remplissage reste 

proche de celui du matériau linéaire élastique. Pareillement, au-delà d’une certaine valeur, la limite 

d’élasticité a peu d’influence sur le coefficient dynamique car elle n’est plus atteinte, cela signifie que 

le matériau conserve un comportement élastique au cours du temps. 

En dessous d’une limite d’élasticité de 3 000 Pa et d’un module d’Young élastoplastique de 

0.7 GPa, le matériau de remplissage est plus influent sur le coefficient dynamique. Les grandeurs tE  

et e ont la même influence et le minimum du coefficient dynamique est atteint lorsque les deux 

grandeurs sont minimales. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2020LYSEI008/these.pdf 
© [C. Chevrel--Fraux], [2020], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 4 – Etudes comportementales 

 

 
175 

 

 

Figure 120 : Evolution du coefficient dynamique en fonction de de la limite d'élasticité et du module 
d'Young élastoplastique 

 

Figure 121 : Evolution du maximum du RMS des déplacements aux paliers en fonction de de la 
limite d'élasticité et du module d'Young élastoplastique 

 La figure 121 présente l’évolution du maximum du RMS des déplacements aux paliers en 

fonction du module Young élastoplastique et de la limite d’élasticité. La légende est la même que pour 

la figure 120. Les mêmes tendances peuvent être observées que pour le coefficient dynamique. Les 

amplitudes de variations du RMS des déplacements reste tout de même très faible, le maximum du 

RMS varie entre 62.11.10  et 62.08.10  m, soit trois centièmes de micromètres.  
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2.3. Influence du nombre de caissons 

Ce paragraphe s’intéresse à l’influence du nombre de caissons sur le comportement du 

système, afin de voir si c’est un paramètre qui peut jouer un rôle important dans la conception des 

systèmes. Deux cas tests sont comparés pour des roues ayant 9 caissons (cas A) et 20 caissons (cas B). 

A chaque fois les roues sont remplies avec un matériau ayant un module d’Young de 2GPa, un 

coefficient de Poisson de 0.2 et une masse volumique de 1000 kg.m-3, les propriétés dissipatives du 

matériau sont fixées à 0.3 GPa pour le module d’Young élastoplastique et 1.25 kPa pour la limite 

d’élasticité.  

Plusieurs balayages en vitesses sont réalisés avec les différentes géométries de roue remplies 

avec un matériau élastoplastique et un matériau linéaire. Les grandeurs d’intérêts analysées sont le 

coefficient dynamique et le RMS des déplacements aux paliers. 

a) b)  

Figure 122 : Evolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation  
a) Cas A 
b) Cas B 

 La figure 122 représente l’évolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de 

rotation. Sur les deux graphes, la courbe bleue correspond au cas d’une roue remplie avec un matériau 

de remplissage linéaire, et la courbe rouge élastoplastique. Dans les deux cas, plusieurs vitesses 

critiques peuvent être identifiées.  Pour des roues remplies avec un matériau linéaire, la vitesse 

critique située à 0.82 Vmax correspond à un mode d’engrènement. Dans le cas A, une autre vitesse 

critique représentant la superposition des modes de 1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre est excité à Vmax. 

Dans le cas B, ces mêmes modes sont excités à 0.98 Vmax. L’augmentation du nombre de cavité rend la 

roue plus lourde et plus rigide de la roue via l’introduction de raidisseur entre les caissons, mais ce 

sont les effets de masse ajoutée qui sont les plus influents.   
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 Avec l’ajout du matériau de remplissage élastoplastique, chaque cas test voit sa réponse 

dynamique affectée. Dans le cas A, la première vitesse critique est réduite à 0.8 Vmax à cause des effets 

non-linéaires du matériau et le coefficient dynamique passe de 1.45 à une valeur inférieure à 1.3. La 

deuxième vitesse critique passe de 1 Vmax à 0.9 Vmax et l’influence du matériau de remplissage sur les 

niveaux d’excitation est plus difficile à juger car le comportement de la structure à cette vitesse critique 

est influencé par la réponse du mode excité à 0.8 Vmax.  

Dans le cas B, la première vitesse critique visible sur le coefficient dynamique est plus faible 

(0.8 Vmax) à cause des effets non-linéaires du matériau de remplissage. L’amplitude du coefficient 

dynamique est également réduite de 1.45 à une valeur légèrement supérieure à 1.30. La valeur de la 

deuxième vitesse critique est également influencée par le matériau de remplissage et passe de 

0.98 Vmax à 0.92 Vmax, l’amplitude d’excitation du mode n’est pas affectée, le coefficient dynamique 

reste à 1.2 dans les deux cas. Lorsque la roue est remplie avec un matériau élastoplastique, la valeur 

de la deuxième vitesse critique devient plus grande dans le cas B (0.92Vmax) que le cas A (0.9 Vmax), ce 

comportement est différent de ce qui avait été observé lorsque le matériau avait un comportement 

élastique, dans le cadre d’un matériau élastoplastique, les effets de raidissement liés à l’augmentation 

du nombre caissons deviennent plus influents.  

a) b)  

Figure 123 : Evolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation  
a) Cas A 
b) Cas B 

 Après s’être intéressé au coefficient dynamique, la figure 123 montre l’évolution du RMS des 

déplacements aux paliers en fonction de la vitesse de rotation. La figure 123 a) présente le 

comportement du cas A, lorsque la roue est remplie à l’aide d’un matériau linéaire élastique, trois 

fréquences critiques peuvent être identifiées. La première se situe à 0.3 Vmax et correspond à un mode 

de torsion de la roue et ses amplitudes vibrations ne sont pas affectées par l’introduction d’une non-

linéarité dans le matériau de remplissage. La seconde vitesse critique se situe à 0.85 Vmax correspond 
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à un mode d’engrènement et est fortement affectée par le matériau de remplissage non linéaire. La 

vitesse critique est réduite à 0.8 Vmax et le RMS est réduit de 1,2µm à 0.85µm, soit une réduction de 

près du tiers, même si le RMS des vibrations est très faible. La troisième vitesse critique qui correspond 

à la superposition des modes de 1 cercle et 1 cercle – 1 diamètre, se situe à Vmax est sensible à 

l’introduction du matériau non linéaire et elle est réduite à 0.9 Vmax, mais comme pour le coefficient 

dynamique, les excitations à ces vitesses superposent le comportement de plusieurs modes et il est 

plus difficile de conclure sur l’efficacité du matériau de remplissage.  

 La figure 123 b) représente la réponse dynamique du cas B. Comme pour le cas A, la première 

vitesse critique apparait à environ 0.3 Vmax mais elle n’est pas influencée par le matériau de 

remplissage. La deuxième vitesse critique se situe à 0.85 Vmax dans le cadre d’une roue remplie à l’aide 

d’un matériau linéaire élastique. Lorsque le matériau devient non linéaire, la vitesse critique diminue 

à 0.8 Vmax et le RMS des déplacements aux paliers passe de 1.15µm à 0.95 µm. La dernière vitesse 

critique passe également de 0.98 à 0.92 Vmax avec l’introduction d’un matériau non linéaire.  

 En conclusion la variation du nombre de caissons présents dans une roue est peu influente sur 

le comportement de la transmission. Les vitesses critiques associées aux différents modes de la 

structure restent proches. De plus lorsque la roue est remplie avec un matériau linéaire élastique, ce 

sont les effets de masse ajoutée liés à l’ajout de raidisseurs (paroi entre les caissons) dans le corps de 

la roue qui influent sur la réponse forcée. Mais lorsque la roue est remplie avec un matériau 

élastoplastique se sont les effets de raidissement qui sont les plus influents. A basse vitesse le nombre 

de caisson n‘a aucune influence sur les effets dissipatifs qui restent faibles dans les deux cas. A haute 

vitesse, les effets dissipatifs sont moins importants lorsque le nombre de caissons augmente. Ces 

résultats ne prennent pas en compte les frottements entre le matériau et la paroi qui peuvent 

augmenter l’énergie dissipée lorsque le nombre de caissons augmente car le nombre de surfaces en 

contact est plus important.  

2.4. Influence du niveau d’excitation 

Le matériau de remplissage est modélisé à partir d’une loi de comportement à seuil. Un effort 

minimal doit être appliqué sur le matériau pour que le seuil soit franchi et qu’il dissipe de l’énergie. Ce 

paragraphe a pour but d’étudier le passage d’un comportement non-dissipatif à un comportement 

dissipatif en fonction des excitations appliquées au matériau de remplissage.  

Afin de ne pas introduire d’effets supplémentaires liés à l’ajout et à la modification d’écarts de 

fabrication, le niveau d’excitation sera augmenté en modifiant directement le coefficient 

d’amortissement structural, noté  , entre 0.005 et 0.09. Dans le cadre de transmission par engrenage, 
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d’après les travaux de Ankouni [Ank20162] et Umezawa [Ume1985], le coefficient d’amortissement 

varie entre 0.01 et 0.07. 0.01 correspond à l’amortissement des modes de structure, et 0.07 à celui des 

effets de denture. Le comportement du matériau de remplissage est étudié au voisinage de la vitesse 

critique d’engrènement localisée à 0.83 Vmax. Les grandeurs de sorties étudiées sont le RMS des 

déplacements aux paliers et le coefficient dynamique global. 

a)  

b)  

Figure 124 : Coefficient dynamique en fonction de l’amortissement structural 
a) Suivant une gamme de vitesse 

b) Maximum de chaque cas en fonction du coefficient d’amortissement 

La figure 124 a) présente l’évolution du maximum du coefficient dynamique en fonction de la 

vitesse de rotation, pour différents coefficients d’amortissement structural. Les courbes pleines 

correspondent à la réponse du système lorsque la roue est remplie à l’aide d’un matériau linéaire, les 

courbes en pointillés correspondent au cas d’une roue remplie avec un matériau élastoplastique. Les 

courbes noires, rouges, orange, violettes, vertes et bleues correspondent respectivement à des 

coefficients d’amortissement de 0.005, 0.01, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09.  
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La figure 124 b) présente l’évolution du maximum du coefficient dynamique sur la gamme de 

vitesse en fonction du coefficient d’amortissement structural. La courbe en traits pleins correspond au 

comportement de la roue remplie avec un matériau linéaire et la courbe en pointillés correspond au 

cas d’une roue remplie avec un matériau élastoplastique.  

De prime abord, il apparait que plus l’amortissement est important moins le système vibre 

avec un coefficient dynamique allant de 1.15 lorsque   vaut 0.09, à plus de 2 lorsqu’il vaut 0.005. 

Lorsque l’amortissement est fort  0.05  , le matériau de remplissage est peu influent, le coefficient 

dynamique passe de 1.16 à 1.15 pour 0.09  , de 1.2 à 1.18 pour 0.07  . Lorsque 0.05  , 

l’impact du matériau de remplissage est plus important. Le maximum du coefficient dynamique passe 

de 1.28 à 1.22, et un premier décalage de la vitesse critique apparait. Elle n’est plus entre 0.825 et 0.84 

Vmax mais entre 0.81 et 0.825 Vmax.  

En réduisant encore   à 0.03, l’influence du matériau de remplissage continue d’augmenter. 

Avec l’introduction d’un comportement non linéaire, le maximum du coefficient dynamique chute de 

1.45 à 1.27. La vitesse critique est également décalée aux environs de 0.81 Vmax. Pour un coefficient 

d’amortissement de 0.01, la valeur du maximum du coefficient dynamique augmente significativement 

pour atteindre 2, une valeur à laquelle de potentielles pertes de contact peuvent apparaitre. Avec 

l’introduction du matériau de remplissage, les effets dynamiques sont fortement atténués et le 

coefficient dynamique est réduit à 1.45. La vitesse critique diminue également et se situe entre 0.8 et 

0.81 Vmax. Enfin lorsque la valeur de  atteint 0.005 le maximum du coefficient dynamique qui se situe 

au-dessus de 2 est réduit 1.6, la vitesse critique est également décalée de 0.83 Vmax à 0.81 Vmax.  
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a)  

b)  

Figure 125 Evolution du RMS des déplacements aux paliers en fonction de l'amortissement 
structural 

a) Suivant une gamme de vitesse 
b) Maximum de chaque cas en fonction du coefficient d’amortissement 

Les figures 125 a) et 125 b) représentent l’évolution des RMS des déplacements aux paliers en 

fonction de la vitesse de rotation et du coefficient d’amortissement structural autour de la fréquence 

critique d’engrènement. Les légendes sont les mêmes que sur les figures 124 a) et b).  

Comme pour le coefficient dynamique, le matériau de remplissage est peu influent tant que 

l’amortissement structural est important  0.03  avec des réductions du RMS des déplacements 

aux paliers inférieurs au micromètre. Lorsque le coefficient d’amortissement diminue,  0.01  , le 

RMS passe de 3 µm pour un matériau de remplissage linéaire à 1 µm pour un matériau de remplissage 

non linéaire. Pour un amortissement encore plus faible, 0.005  , le RMS passe de 3.1 µm à 1.5 µm, 

la réduction du RMS est moins importante que précédemment mais ce résultat est à pondérer car sur 

ce balayage en vitesse, la vitesse critique n’est pas clairement identifiée sur le RMS des déplacements 
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aux paliers, elle se situe entre 0.82Vmax et 0.84 Vmax pour le cas d’une roue remplie avec matériau 

élastique, et entre 0.8 et 0.82 Vmax pour le cas d’un matériau de remplissage élastoplastique.    

a)  

b)  

Figure 126 : Evolution de l’énergie dissipée en fonction de l’amortissement  
a) Suivant une gamme de vitesse 

b) Maximum de chaque cas en fonction du coefficient d’amortissement 

 La figure 126 a) présente l’évolution de l’énergie dissipée en fonction de la vitesse de rotation 

pour différentes valeurs d’amortissement structural, les légendes sont les mêmes que les figures 124 a) 

et 125 a). La figure 126 b) représente l’évolution du maximum de l’énergie dissipée en fonction du 

coefficient d’amortissement structural. Lorsque l’amortissement est important, 0.07  , l’énergie 

dissipée est très faible, environ 5J, les frotteurs dissipent très peu et le matériau de remplissage passe 

la majorité du temps dans le domaine élastique. Lorsque le coefficient d’amortissement diminue 

jusqu’à 0.03   l’énergie dissipée augmente aux environs de 25J, elle augmente plus fortement à 
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65J puis 110J lorsque   diminue à 0.01 puis 0.005. La vitesse de rotation où l’énergie dissipée est 

maximale est sensible au coefficient d’amortissement, elle passe de 0.85 Vmax à 0.81 Vmax.  

Lorsque le niveau d’excitations du système augmente, l’énergie dissipée est plus importante. 

Lorsque le coefficient d’amortissement est suffisamment faible, les niveaux d’excitations deviennent 

suffisamment importants pour que le matériau de remplissage soit excité au-delà de sa limite 

d’élasticité et ait un comportement élastoplastique synonyme de dissipations d’énergie.  

2.5. Conclusion  

A l’issu de cette étude sur l’influence des différents paramètres du système. Le matériau de 

remplissage ajoute à la fois des effets de masse et de raideur dans le corps de la roue. Lorsque la masse 

volumique ou le module d’Young varient, les vitesses critiques varient également dans les sens 

attendus, c’est-à-dire que plus le matériau est raide (le module d’Young augmente), plus les vitesses 

critiques sont hautes, et que plus le matériau est lourd, plus les vitesses critiques sont basses. Dans un 

second temps, le module d’Young a peu d’impact sur les amplitudes des vibrations associées aux 

différents modes du système, il est plus difficile de conclure sur l’influence de la masse volumique sur 

les niveaux de vibrations.  

D’autres propriétés comme la limite d’élasticité ou le module d’Young ont une influence sur le 

comportement dynamique de la transmission. Lorsque ces deux grandeurs sont suffisamment faibles, 

elles ont toutes les deux une influence forte sur le comportement dynamique de la transmission en 

réduisant les niveaux de vibrations. Dès que l’une des deux grandeurs est trop importante le matériau 

de remplissage ne dissipe plus d’énergie et le comportement de la transmission n’est plus affecté par 

les propriétés non-linéaires du matériau de remplissage.  

La loi de comportement étant une loi à seuil, un niveau d’excitation minimal doit être appliqué 

au matériau de remplissage pour qu’il dissipe de l’énergie et plus il reçoit de l’énergie plus il en dissipe, 

c’est pourquoi le matériau de remplissage dissipe essentiellement de l’énergie au niveau des vitesses 

critiques où le matériau de remplissage est très sollicité.  

Des paramètres géométriques de la roue comme le nombre de caissons sont peu influents sur 

le comportement dynamique du système, mais des précautions sont tout de même à prendre vis-à-vis 

de ce résultat car les interactions entre le matériau et la paroi ne sont pas prises en compte dans le 

modèle. Le nombre de surfaces en contact augmentant avec le nombre de caisson introduits dans le 

corps de la roue, il est possible que la prise en compte de cette interaction augmente l’influence du 

nombre de caissons sur la réponse du système.  
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3. Introduction de corrections de profil 

L’objectif de ce paragraphe est d’étudier le comportement dynamique d’une transmission par 

engrenage lorsque plusieurs moyens de réduire les niveaux de vibrations sont utilisés ensembles ou 

séparément. Les moyens étudiés dans cette section sont l’utilisation d’un matériau de remplissage et 

de corrections de profils. L’efficacité des solutions utilisées ensemble ou séparément est investiguée 

sur toute une gamme de vitesse. 

3.1. Présentation du cas test 

Cette étude est réalisée sur un cas plus sévère, la géométrie utilisée reste la même (cf 

chapitre 4 paragraphe 1.1.), un couple variable en fonction de la vitesse de rotation est défini en entrée 

(eq. 4.1).  

 
2

entréeC K    (4.1) 

Avec entréeC  le couple appliqué en entrée, K une constante et   la vitesse de rotation en 

entrée.  

Des écarts de fabrication sont également introduits sur les deux hélices sous la forme d’erreurs 

de pas. Les erreurs de pas cumulées sont définies sous la forme de sinus déphasés de / 2  entre 

chaque hélice. L’amplitude de l’erreur de pas cumulée est fixée selon le maximum admissible la norme 

DIN 3962 et le critère DIN 3 [Din3962], soit une amplitude de 22µm. 

Le matériau de remplissage est supposé proche d’un sable et possède les propriétés suivantes :  

- Module d’Young de 2.109 Pa ; 

- Coefficient de Poisson de 0.2 ;  

- Masse volumique de 1000 kg.m-3 ; 

- Module d’Young élastoplastique de 0.3 GPa ; 

- Limite d’élasticité de 1.25 kPa.  

Comme cela a été vu dans le paragraphe 2.4., le matériau de remplissage est efficace lorsque 

les amplitudes des vibrations sont suffisamment importantes pour permettre au matériau d’avoir un 

comportement élastoplastique. Le coefficient d’amortissement structural est fixé à 0.01.  

Dans un premier temps, l’influence de l’introduction d’un matériau de remplissage linéaire 

élastique une roue est investiguée. Ce calcul permet également de définir une référence qui possède 

la même masse et raideur que dans le cadre d’un matériau de remplissage non linéaire. L’influence du 

matériau non linéaire est d’abord présentée dans le cadre de denture parfaite. L’influence des 
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corrections de profil sur le comportement dynamique d’une roue avec un matériau linéaire est ensuite 

étudiée avant de s’intéresser au cas d’une roue remplie d’un matériau non linéaire avec des dentures 

corrigées. Ce dernier cas a pour but d’évaluer si les corrections de profil et le matériau de remplissage 

sont plus efficaces lorsqu’ils sont utilisés ensemble pour optimiser le comportement dynamique d’une 

transmission que lorsqu’ils sont introduits séparément.  

3.2. Comportement de la roue sans corrections et sans dissipations 

 

Figure 127 : Coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation pour une roue pleine et une 
roue vide [Chf2019] 

La figure 127 représente l’évolution du maximum du coefficient dynamique à la denture en 

fonction de la vitesse de rotation pour le cas d’une roue vide et d’une roue remplie avec un matériau 

linéaire élastique. Dans les deux cas, plusieurs vitesses critiques apparaissent dans la gamme de 

vitesse. La première est située à 0.225 Vmax, la deuxième à 0.4 Vmax et une dernière à 0.775 Vmax. La 

première vitesse critique correspond à un mode de 0 – cercle ; 0 – diamètre, la deuxième à un mode 

de torsion de la roue, et la troisième à un mode d’engrènement. Le coefficient dynamique est 

également très important à 0.225 Vmax car le couple appliqué est très faible et la déformée statique à 

la denture est plus faible que l’erreur de pas individuelle, ce qui tend à introduire des chocs.  

Lorsque la roue est vide et dans le cas de dentures non corrigées, le maximum du coefficient 

dynamique est supérieur à 2 à 0.225 Vmax et 0.775 Vmax, des pertes de contact sont susceptibles 

d’apparaitre. Avec l’ajout du matériau de remplissage, le maximum du coefficient dynamique à 

0.225 Vmax passe de 2.15 à 1.65. Le mode excité à 0.775 Vmax n’est pas affecté par le matériau de 

remplissage. 

Les modifications du comportement de la transmission à 0.225 Vmax sont liés à l’ajout du 

matériau de remplissage qui rend le corps de roue plus lourd, mais aussi plus raide, ce qui modifie le 
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comportement vibratoire lié au mode de 0 – cercle ; 0 – diamètre ainsi que sa vitesse critique, ce qui 

change le comportement dynamique de la transmission et peut réduire ses vibrations. Pour les modes 

à plus haute vitesse, le matériau de remplissage est moins influent, car il joue essentiellement le rôle 

de masse ajoutée. Il intervient moins au niveau des déformées modales de la roue, ce qui explique le 

léger décalage en fréquence du mode de denture sans modifier le comportement dynamique de la 

transmission au niveau de la vitesse critique.  

 

Figure 128 : Coefficient dynamique adimensionnée par l’effort moyen à Vmax en fonction de la 
vitesse de rotation pour une roue pleine et une roue vide 

La figure 128, représente l’évolution du coefficient dynamique lorsque l’effort à la denture est 

adimensionné par l’effort moyen à Vmax, la courbe noire en pointillés correspond à un coefficient 

dynamique de 1 lorsque l’on adimensionne par l’effort moyen de la vitesse de fonctionnement, la 

courbe en pointillés rouge correspond à un coefficient dynamique de 2.  

Sur cette figure, le voisinage de la vitesse critique située à 0.775 Vmax est la zone la plus excitée 

avec un pic à 1.2. A l’exception de la zone située 0.225 Vmax pour une roue vide qui présente des pertes 

de contact, les autres vibrations qui apparaissent aux différentes vitesses sont moins importantes et 

moins significatives que le pic situé à la vitesse critique d’engrènement qui doit donc être réduit en 

priorité.  

3.3. Introduction du matériau de remplissage non-linéaire  

La figure 129 montre l’évolution du coefficient dynamique après l’introduction du matériau de 

remplissage non linéaire. Comme précédemment, l’introduction des effets non-linéaires est surtout 

influente au niveau de la fréquence critique d’engrènement où le coefficient dynamique est réduit de 

2.1 à 1.65, il n’y a alors plus de potentielles pertes de contact au niveau des dentures. 
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a)

b)  

Figure 129 : Evolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation, ajout d’un 
matériau non linéaire  

a) Adimensionné par l’effort moyen à la vitesse de fonctionnement 
b) Adimensionné par l’effort moyen de fonctionnement à Vmax 

3.4. Optimisation des corrections de profil 

Les corrections de profils sont généralement utilisées pour limiter les chocs entre les dents à 

l’engagement [Maa1997] et pour améliorer l’erreur de transmission quasi-statique qui est un 

indicateur des niveaux de bruits émis par l’engrenage [Hou1994]. Il existe plusieurs méthodes pour 

définir des valeurs de correction de profil optimales (cf chapitre 1 paragraphe 2.6.2.). Ce paragraphe 

s’intéresse à la définition d’optimums analytiques proposée par Bruyère et Velex [Bru2013] [Vel2011]. 

Ces optimums sont définis dans l’hypothèse de corps de roues massifs, sans écarts de fabrication, sans 

écarts d’orientation, d’un engrenage simple hélice et dans le cadre de corrections de profils linéaires 

symétriques. Avec l’introduction de corps souples et l’utilisation d’un engrenage double hélice de type 
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chevrons, certaines hypothèses de la courbe maîtresse ne sont plus vérifiées, l’idée est de vérifier si 

les optimums proposés par la courbe maîtresse et ceux obtenus à l’issus de simulations sont cohérents.  

3.4.1. Définitions des corrections de profil 

Les corrections introduites sont des corrections de profil linéaires en tête de dents. Elles sont 

définies par leur profondeur E et leur longueur . La longueur de correction de profil est une grandeur 

adimensionnée définie comme une fraction du segment de conduite. La profondeur est parfois 

représentée via la grandeur *E qui définit la profondeur de correction adimensionnée par la déflexion 

statique moyenne à la denture. La figure 130 a) présente la forme des corrections linéaires de profil 

sur un flanc de denture, des corrections en tête et pied sont présentées sur la figure mais seules les 

corrections en tête seront étudiées par la suite. La figure 130 b) présente l’évolution de la somme des 

écarts (corrections) de profil du pignon et de la roue suivant la ligne d’action et dans le cadre de 

corrections de profil symétriques en tête de pignon et de roue (ie les corrections de profil sont 

appliquées uniquement en tête de pignon et de roue, et les longueurs et les profondeurs de correction 

sont les mêmes).  

  
c

bt

L

P
     (4.2) 

 

Figure 130 : a) Correction de profil linéaire en tête et pied de dent [ISO21771] 
b) Ecarts dûs aux correction de profil en tête de dents dans la direction du plan d’action [Bru2014] 

 Bruyère et Velex [Vel2011] [Bru2013] [Bru2014] ont défini un optimum analytique des valeurs 

de corrections de profil dans le plan  *,E  qui minimise le RMS de l’erreur de transmission quasi-

statique sous charge. Cet optimum à la forme d’une courbe est appelée « courbe maîtresse ».  

3.4.2. Etude de l’erreur de transmission 

Dans l’ensemble de ce paragraphe les calculs sont réalisés en quasi-statique ( 0.001 rad/s), 

les corrections de profil introduites sont identiques sur les deux hélices du chevron. 
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La figure 131 présente l’évolution du RMS de l’erreur de transmission quasi-statique sous 

charge en fonction de la longueur et de la profondeur de correction. La courbe noire représente 

la courbe maîtresse obtenue pour le couple de fonctionnement à 0.775 Vmax. Les zones bordées de 

bleu correspondent aux zones où le RMS de l’erreur de transmission est faible et celles bordées de 

rouge les zones où il est important. On constate qu’il y a une bonne corrélation entre l’optimum 

numérique et l’optimum analytique. Dans cette situation les écarts d’orientations liés à la déformation 

des corps restent faibles. La flexibilité de la roue n’affecte pas le RMS de l’erreur de transmission quasi-

statique dans ce cas. 

Les corrections de profil étant les mêmes entre les deux hélices, et le RMS de l’erreur de 

transmission globale est minimal lorsque les corrections de profils se situent sur la courbe maitresse 

de chaque hélice. Le RMS de l’erreur de transmission globale est donc minimal lorsque le RMS de 

l’erreur de transmission associé à chaque hélice est minimal.  

 

Figure 131 : Comparaison entre RMS numérique et l’optimum analytique des corrections linéaires 
de profil 

Les corrections de profils optimales sont dépendantes de la déformée statique moyenne et 

donc du couple de fonctionnement. Des corrections profondes et courtes  0.2 , moins sensibles 

au couple sont souvent plus intéressantes dans le cas où le couple est non constants. La figure 132 

présente les courbes maîtresses obtenues pour différents couples de fonctionnement appliqués à 

différentes vitesses critiques du système (cf figure 127). La courbe noire correspond à la courbe 

maitresse lorsque le couple d’entrée est celui défini à 0.25 Vmax, la courbe bleue au couple appliqué à 

0.4 Vmax et la courbe rouge au couple appliqué à 0.775 Vmax. 
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Figure 132 : Courbe maitresse pour différents couples d'entrée 

La figure 133 présente la superposition des figures 131 et 132, c’est-à-dire, l’évolution du RMS 

de l’erreur de transmission en fonction de la profondeur de correction (en abscisse) et la longueur de 

de correction (en ordonnée) pour un couple introduit en entrée à 0.775 Vmax. Les corrections optimales 

pour les couples de fonctionnement associés aux vitesses les plus faibles (0.225 et 0.4 Vmax) se situent 

dans des zones où les corrections de profil sont peu influentes même lorsqu’elles sont courtes et 

profondes pour un couple fonctionnement correspondant à 0.775 Vmax, en d’autres termes des 

corrections optimales à 0.225 Vmax ou 0.4 Vmax pourront permettre d’optimiser le comportement 

dynamique de la transmission au voisinage de ces points de fonctionnements mais elles seront 

inefficaces à 0.775Vmax qui correspond à la zone où le système est le plus excité. Pour optimiser le 

comportement à la denture, il est donc préférable de prendre des corrections dimensionnées pour 

0.775 Vmax pour réduire les vibrations au niveau du mode qui est le plus excité (cf fig. 127). Pour avoir 

des corrections peu sensibles au couple et qui ne dégradent pas le comportement à basse vitesse, une 

profondeur de correction de 175 µm et une longueur de correction de 0.2 sont appliquées en tête de 

pignon et de roue sur les deux hélices. Ces corrections sont courtes et profondes et donc moins 

sensibles aux variations de couple et se situent sur la courbe maîtresse rouge. Elles seront utilisées afin 

d’optimiser le comportement dynamique de la transmission au niveau de la fréquence critique sans 

dégrader le comportement aux autres vitesses.   
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Figure 133 : Evolution du RMS de l’erreur de transmission en fonction des corrections de profil 

3.5. Corrections de profil, et matériau de remplissage linéaire élastique  

La figure 134 présente l’évolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de 

rotation. La courbe noire correspond au cas de la roue vide, la courbe bleue au cas de la roue remplie 

à l’aide d’un matériau élastique et la courbe verte au cas d’une roue pleine (matériau élastique) avec 

les corrections de profil déterminées dans le paragraphe précédent. Les corrections de profils 

réduisent le coefficient dynamique sur l’ensemble des vitesses, en particulier à 0.225 Vmax où le 

coefficient dynamique est réduit de 1.7 à 1.6 et entre 0.75 et 0.9 Vmax où le coefficient dynamique est 

réduit de 2.1 à 1.18.  
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Figure 134 : Evolution du coefficient dynamique en fonction de la vitesse de rotation, ajout de 
corrections de profil 

a) Adimensionné par l’effort moyen à la vitesse de fonctionnement 
b) Adimensionné par l’effort moyen de fonctionnement à Vmax 

3.6. Corrections de profil et matériau de remplissage non linéaire  

 La figure 135 reprend les figures 128 et 134 en ajoutant la courbe magenta qui correspond au 

cas d’une roue remplie à l’aide d’un matériau non-linéaire avec des corrections de profils déterminées 

dans le paragraphe 3.4..   

 Avec l’introduction d’un matériau non-linéaire dans une roue avec des corrections de profil, le 

comportement dynamique de la transmission est légèrement modifié au niveau de la vitesse critique 

du mode d’engrènement situé à 0.775 Vmax. A cette vitesse, le maximum du coefficient dynamique 

passe de 1.18 à 1.15. En reprenant les résultats de l’analyse d’influence effectuée dans le paragraphe 

2.4., l’influence plus faible du matériau de remplissage dans le cas de denture corrigée reste logique 
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car le système est très peu excité. Le matériau de remplissage est peu sollicité dans le domaine 

élastoplastique et dissipe donc moins d’énergie.  

a)  

b)  

Figure 135 : Evolution du coefficient dynamique, introduction de corrections de profils combinées et 
d’un matériau de remplissage non linéaire [Chf2019] 

a) Adimensionné par l’effort moyen à la vitesse de fonctionnement 
b) Adimensionné par l’effort moyen de fonctionnement à Vmax 

3.7. Conclusion  

En conclusion, l’introduction d’un matériau de remplissage linéaire élastique dans une 

transmission par engrenage présentant des écarts de fabrication a une influence assez faible dans le 

cas étudié. Lorsqu’un matériau non linéaire est introduit, son influence sur le coefficient dynamique 

est surtout importante à haute vitesse et lorsque le couple est assez important. Avec l’ajout de 

corrections de profil dimensionnées pour la vitesse critique du mode d’engrènement (0.775 Vmax), le 

matériau de remplissage a une efficacité réduite mais apporte tout de même une légère réduction des 
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vibrations, l’utilisation des deux solutions ensemble est plus intéressante que l’utilisation d’une seule 

des deux. 

L’utilisation de corrections de profil et du matériau de remplissage contribuent toutes les deux 

à l’amélioration du comportement dynamique de la transmission lorsqu’il y a une vitesse critique (en 

premier lieu les corrections de profil et dans un second temps le matériau de remplissage). Lorsque le 

système présente plusieurs vitesses critiques, l’utilisation des deux méthodes pourrait être très 

intéressante car certains modes peuvent être amortis grâce aux corrections de profil et d’autres grâce 

au matériau de remplissage.  

4. Conclusion 

A l’issue de la présentation des résultats du modèle, il apparait que les effets dissipatifs 

observés se manifestent essentiellement lorsque les vibrations sont importantes en particulier au 

niveau de la fréquence critique d’engrènement.  

L’introduction d’un matériau de remplissage dans le corps de la roue modifie sa masse, son 

inertie et sa raideur. Sur le cas traité et lorsque le matériau est linéaire élastique, les fréquences 

propres du système sont peu modifiées. Lorsque le matériau a un comportement élastoplastiques 

certaines vitesses critiques sont peu affectées comme la vitesse critique d’engrènement alors que 

d’autre, comme celle associée aux modes de 1 – cercle ; 0 et 1 diamètre sont plus fortement modifiées.   

A l’issu de l’étude de sensibilité des paramètres, le nombre de caissons semble être peu 

influent même si ce résultat pourrait être réétudié en prenant en compte les frottements entre le 

matériau de remplissage et les parois, car la quantité de surface en contact augmente. Dans un second 

temps, l’influence des grandeurs caractéristiques du matériau de remplissage comme le module 

d’Young et la masse volumique a pour effet de décaler certaines vitesses critiques suivant des 

directions attendues. Le module d’Young élastoplastique est quant à lui influent, tant que le la limite 

d’élasticité n’est pas trop importante et inversement, lorsque ces deux valeurs sont faibles elles sont 

toutes les deux très influentes sur le comportement dynamique de la transmission. Enfin, la loi de 

comportement du matériau de remplissage étant une loi à seuil, le comportement dissipatif du 

matériau de remplissage est également sensible à la valeur du coefficient d’amortissement structural 

et aux niveaux de vibrations qui en découlent. Plus ils sont importants, plus le matériau dissipe de 

l’énergie et est influent sur le comportement dynamique de la denture. 

Dans un dernier temps l’influence du matériau de remplissage est comparée à l’utilisation 

d’une autre méthode permettant d’améliorer le comportement dynamique de la denture, les 

corrections de profil, en s’intéressant à une transmission avec des écarts de fabrication et soumise à 
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un couple dépendant du carré de la vitesse de rotation. L’utilisation de corrections de profil est un 

moyen efficace de réduire les amplitudes de vibrations générées par l’engrènement dans le cadre 

d’une roue rigide mais elles sont également efficaces lorsque le corps de roue est souple. Ce type de 

solution est également très sensible au couple transmis ce qui signifie qu’elle ne peut être bénéfique 

qu’au voisinage d’une vitesse donnée pour l’application étudiée. Le matériau de remplissage 

élastoplastique ne présente pas cette sensibilité et peut être utilisé pour améliorer le comportement 

sur n’importe quelle vitesse critique et son voisinage à partir du moment où le mode est suffisamment 

excité. Suivant les types de fonctionnement, par exemple une transmission avec de nombreuses 

vitesses critiques, la combinaison des deux solutions pourrait se révéler être très efficace pour 

améliorer le comportement global de la transmission sur toute une gamme de vitesses.  
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Conclusion générale 

  

Dans les systèmes de transmission de puissance mécanique par engrenages de grandes tailles, 

le corps de la roue est creux et il est envisagé d’utiliser ces espaces pour installer des systèmes passifs 

qui amortissent les vibrations de la structure. Ces travaux de recherche se focalisent sur l’étude du 

remplissage de ces cavités par un matériau dissipatif élastoplastique. Pour la simulation d’un tel 

dispositif, il est nécessaire de mettre en place un modèle volumique de transmission par engrenage 

prenant en compte avec précision la géométrie de la roue, les effets de déformation de la structure et 

l’influence d’un matériau de remplissage.  

Le comportement du corps de roue est obtenu à partir d’une modélisation éléments finis 3D 

de celle-ci qui est ensuite condensée par la méthode de Craig-Chang. Le modèle d’engrènement 

hybride réalise une interface entre cette structure et l’arbre du pignon qui est introduit à l’aide 

d’éléments de poutre de Timoshenko. Elle permet le calcul de tous les paramètres nécessaires à la 

simulation de l’engrènement (rapprochements normaux des dentures, écarts initiaux, raideurs, etc.) 

bien que les modèles des deux mobiles soient de natures différentes (discrétisation 1D / 3D, …).  

Les méthodes de sous-structuration étant principalement adaptées aux problèmes linéaires, 

le matériau de remplissage élastoplastique ne peut pas être sous-structuré. Il est introduit sous la 

forme de systèmes à paramètres concentrés (système de Masing). Dans un caisson de roue, ces 

éléments connectent une masse centrale aux nœuds maîtres virtuels associés à chacune des parois de 

celui-ci. Les déplacements du nœud maître virtuel créé au centre de chaque face et sont couplés aux 

degrés de liberté des nœuds du maillage situé sur cette paroi. De plus, on s’assure que les mouvements 

de corps rigide n’entrainent pas de variation d’énergie dans les systèmes de Masing. Le modèle ainsi 

obtenu possède quelques milliers de degrés de liberté et fonctionne assez rapidement pour pouvoir 

réaliser des balayages en vitesse. 

Le modèle a ensuite été validé dans le cas où tous les matériaux ont un comportement 

élastique linéaire, en le comparant à différentes références numériques et pour plusieurs types de 

fonctionnement. Pour un matériau de remplissage élastoplastique, il n’a pas été possible de trouver 

dans la littérature de résultat permettant une comparaison. La validation s’est donc limitée à la 

vérification de l’évolution de quelques paramètres du modèle (écrouissage, énergie, etc). 
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Une étude paramétrique a été menée en réalisant des balayages en vitesse afin de mettre en 

évidence l’impact de l’introduction du matériau de remplissage dans le corps de la roue sur le 

comportement global de l’engrenage. Il est apparu que le nombre de caissons remplis de matériau 

dissipatif est peu influent sur le comportement dynamique de la transmission et que certaines 

grandeurs comme la limite d’élasticité et le module d’Young élastoplastique impactent 

significativement sur l’énergie dissipée. Plus les valeurs de ces paramètres sont faibles, plus l’énergie 

dissipée est importante et l’amplitude des vibrations réduite. Par ailleurs, la loi de comportement du 

matériau de remplissage étant une loi à seuil, ses propriétés dissipatives sont sensibles aux niveaux 

d’excitation. Par conséquent, l’efficacité du matériau de remplissage dépend du niveau de vibration 

initial et n’est pas proportionnel à celui-ci.  

Enfin, ce dispositif est combiné à l’introduction de corrections de profils qui réduisent 

également l’excitation générée par l’engrènement. La modification du profil est efficace seulement au 

voisinage d’un couple de fonctionnement donné et l’introduction de caissons remplis d’un matériau 

élastoplastique a un effet sensible sur le système au niveau des vitesses critiques. La conjugaison de 

ces deux dispositifs peut être pertinente pour assurer une certaine qualité vibro-acoustiques sur une 

plage de fonctionnement.  

Au cours de ce travail de thèse plusieurs hypothèses ont été faites à plusieurs niveaux de 

modélisations. Certaines sont issues de travaux de recherches antérieurs comme le fait que tous les 

contacts sont situés dans le plan d’engrènement et suivant les lignes de contact théoriques ou encore 

la décomposition en tranches minces indépendantes entre elles. Cette dernière peut apparaitre 

comme plus limitante car elle n’introduit pas effet de couplage direct entre des segments de denture. 

Il est alors supposé que chaque tranche de dent a un comportement indépendant en flexion, même 

elles sont toutes connectées à la même structure au niveau de leur fondation. Cette modélisation n’est 

pas non plus trop influente sur la validité du modèle car des auteurs comme Guilbert [Gui2017] ou 

Fargère [Far2012] ont de bonnes corrélations entre les résultats de leur modèle et les résultats 

expérimentaux.  

D’autres hypothèses concernent directement le matériau de remplissage et sont propres à ce 

travail. Tout d’abord, le matériau de remplissage est supposé collé à la paroi du caisson, condition qui 

est différente de la réalité où le matériau est en contact éventuellement glissant avec la paroi. Cette 

hypothèse de collage cinématique ne permet pas d’introduire des effets de frottements, de pertes de 

contact ou de chocs inélastiques entre le matériau et le voile. Ces éléments ne sont probablement pas 

influents lorsque le matériau de remplissage dissipe peu d’énergie car les déformations et les 

vibrations de la roue restent faibles. Il y a peu de frottement au niveau des parois et les énergies mises 
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en jeu au niveau des pertes de contact et des chocs à la paroi sont faibles. Lorsque le niveau vibratoire 

est plus élevé, la prise en compte de ces phénomènes pourrait changer le comportement de la 

transmission, la prise en compte des frottements ajouterait une nouvelle source de dissipations qui 

pourrait être corrélée au nombre de caissons. Pour améliorer le modèle il est possible d’envisager 

d’introduire un paramètre concentré de contact en série des systèmes de Masing orienté suivant la 

normale aux caissons. Suivant les directions tangentielles, des frotteurs dont les efforts normaux 

seraient liés aux comportements de l’élément de contact introduit suivant la direction normale 

pourraient également être introduits en série de système de Masing.  

Enfin, le matériau de remplissage est introduit sous la forme de paramètres concentrés 

(modélisation 1D) où les réactions du matériau suivant chacune des directions sont supposées 

indépendantes entre elles. Or la plupart des modèles de comportement 3D contiennent un couplage 

des effets entre les déformations/déplacements suivant les différentes directions. Les critères de 

plasticité dépendent également de l’état de contrainte du matériau dans toutes les directions. Pour 

prendre en compte ces effets, une première solution pourrait être d’introduire des raideurs 

supplémentaires entre des directions différentes dans le but de reproduire les effets de contractions 

ou de dilatations liés au coefficient de Poisson.  

Par ailleurs, le matériau de remplissage est introduit avec une seule masse centrale, ce qui 

signifie que tous les effets d’inertie et les efforts extérieurs sont appliqués en un seul point, et que 

toutes les informations relatives au comportement du matériau sont également condensées en un seul 

point. Le modèle peut être amélioré en introduisant plusieurs masses connectées entre elles avec 

plusieurs modèles élémentaires de Masing. Cela permettrait d’avoir une meilleure compréhension des 

zones où le matériau dissipe de l’énergie, mais aussi de mieux représenter l’influence du matériau sur 

le comportement du voile, en le connectant sur plusieurs points au lieu d’un seul représentant les 

déplacements moyens de toute la surface. Enfin, des efforts non constants dans le volume de matériau 

comme les effets centrifuges pourraient également être appliqués de manière plus réaliste avec des 

efforts faibles pour des nœuds situés plus près du centre de la roue et plus importants des nœuds qui 

sont plus éloignés.  

Le matériau de remplissage est modélisé avec un comportement à deux pentes. La loi de 

comportement du matériau de remplissage pourrait également être enrichie pour se rapprocher de 

lois de comportements réalistes avec des modèles à n pentes en ajoutant d’autres blocs « raideur-

frotteur » en série du modèle de Masing. La loi de comportement du frotteur peut également être 

modifiée en introduisant des modèles, comme celui de Dahl, qui pourrait permettre d’avoir des lois de 

comportement à dérivées continues, et ainsi améliorer la convergence. Les déplacements au niveaux 
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des frotteurs étant faibles (inférieurs au micromètres), une attention particulière doit être portée aux 

paramètres numériques du modèle afin de s’assurer qu’ils n’influencent pas le comportement du 

frotteur.  

Les études paramétriques du chapitre 4 ont montré que l’influence du matériau de 

remplissage est sensible au coefficient d’amortissement structural, or ce paramètre est mal connu. 

Des études expérimentales portant sur des roues vides pourraient dans un premier temps permettre 

d’identifier la valeur de ce paramètre. Puis, dans un second temps, d’autres études portant sur ces 

mêmes roues pleines, pourraient permettre de renforcer la validation du modèle.   

Au cours de ces travaux, une seule forme de cavité a été étudiée. Des études comparant 

l’influence de différentes formes comme des cavités cylindriques par exemple, pourraient être 

réalisées. Des études paramétriques et d’optimisation pourraient permettre de définir des géométries 

et des paramètres du matériau de remplissage où il serait plus efficace. 

Ces travaux portent essentiellement sur des études du comportement de la roue, et une suite 

intéressante pourrait être d’introduire des modèles de paliers plus élaborés que celui utilisé (palier 

isotrope à raideur constante), mais également de modéliser d’autres corps souples comme le carter. 

De plus, des efforts extérieurs comme les effets centrifuges sont déjà présents dans le modèle, il 

pourrait être compléter par d’autres efforts extérieurs comme la gravité, qui est plus influente à basse 

vitesse et qui peut ajouter des excitations synchrones d’un tour de roue.  
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Annexe 1 : Matrice des éléments d’arbre 

 

Les arbres sont modélisés à partir d’éléments de poutres de Timoshenko [Tim1955]. Chaque 

élément d’arbre est un élément linéaire à 2 nœuds et 12 ddl, soit 3 ddl de translation et 3 ddl de 

rotation par nœud. (fig. 136) 

 

Figure 136 : Elément de poutre de Timoshenko 

Les matrices de masse (notée totM ) et de raideurs (notée totK ) peuvent être décomposées 

suivant en plusieurs contributions : 

- De traction/compression, suivant la direction Z  indicée tc ;  

- De torsion, autour de l’axe Z , indicées tor  ; 

- De flexion suivant l’axeS , indicées _fle S  ; 

- De flexion suivant l’axe T , indicées _fle T . 

En faisant l’hypothèse que ces contributions sont découplées, les matrices de masse et de 

raideur globale sont définies comme étant la somme de chacune des contributions suivant leur ddl 

respectifs. (eq. A1.1) 

 
_ _

_ _

tot tc tor fle fle

tot tc tor fle fle

   

   

S T

S T

K K K K K

M M M M M
  (A1.1) 

1. Traction/compression 

Les matrices de masse et de raideur de traction compression sont respectivement définies 

dans les équations A1.2 et A1.3 :  

 
2 1

1 26
tc

SL  
  

 
M   (A1.2) 
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1 1

1 1
tc

ES

L

 
  

 
K   (A1.3) 

Avec, E le module d’Young, S la section de poutre, L la longueur, et   la masse volumique. Le 

vecteur des degrés de liberté associés aux matrices, noté tcq , est défini dans l’équation A1.4 : 

 
1

2

tc

u

u

 
  
 

q   (A1.4) 

2. Torsion  

Les matrices de masse et de raideur de torsion sont respectivement définies dans les équations 

A1.5 et A1.6 :  

 
2 1

1 26
tor

I L  
  

 
M   (A1.5) 

 
1 1

1 1
tc

GJ

L

 
  

 
K   (A1.6) 

Avec, I le moment d’inertie polaire, G le module de cisaillement et J l’inertie de section définis 

dans l’équation A1.7 : 

 
 

4 4

int

2 1

2
64

ext

I LJ

E
G

D D
J

 













  (A1.7) 

Le vecteur des degrés de liberté associés aux matrices, noté torq , est défini dans l’équation 

A1.8 : 

 
1

2

tor





 
  
 

q   (A1.8) 

3. Flexion 

Les matrices de masse et de raideur de flexion sont respectivement définies dans les équations 

A1.8, A1.9, A1.10 et A1.11 :  
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2 2

_

2

156 22 54 13

4 13 3

156 22420

4

fle

L L

L L LSL

L

sym L



 
 


 
 
 
 

SM   (A1.9) 

 
 

   

 

2 2 2

_ 3

2

12 6 12 6

4 6 2

1 12 6

4

x
fle

L L

L L LEI

L L

sym L

 





 
 

   
   

 
  

SK   (A1.10) 

 

2 2

_

2

156 22 54 13

4 13 3

156 22420

4

fle

L L

L L LSL

L

sym L



 
 


 
 
 
 

TM   (A1.11) 

 
 

   

 

2 2 2

_ 3

2

12 6 12 6

4 6 2

1 12 6

4

x
fle

L L

L L LEI

L L

sym L

 





 
 

   
   

 
  

TK   (A1.12) 

Avec xI  l’inertie transverse de section et   le coefficient d’influence du cisaillement sur la 

déformée de flexion (A1.12). 

 

4 4

int

2

64

12

ext
x

D D
I L

EI

GL S

 








  (A1.13) 

Les vecteurs des degrés de libertés associés aux matrices, notés 
_fle S

q et
_fle T

q , sont définis 

dans les équations A1.13 et A1.14 : 

 

1

1

_

2

2

fle

v

v





 
 
 

  
 
  

S
q   (A1.14) 
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1

1

_

2

2

fle

w

w





 
 
 

  
 
  

Tq   (A1.15) 
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Annexe 2 : Schéma d’intégration de Newmark 

 

Le schéma d’intégration de Newmark est régulièrement utilisé en mécanique pour résoudre 

des systèmes d’équations différentielles. Il s’appuie sur des développements en série de Taylor  des 

vecteurs déplacement 1nq  et vitesse 1nq  au un pas de temps 1n nt t t    à partir du déplacement 

n
q  au pas de temps nt .  

 

2

1

1

2
n n n n n

n n n n

t
t

t










   

   

q q q q q

q q q q

  (A2.1) 

 Avec 
n

q le vecteur des ddl, nt  le pas de temps précédent, et nt t le pas de temps suivant, 

  et   des paramètres numériques du schéma d’intégration. Pour une résolution 

inconditionnellement stables, les valeurs de   et   sont respectivement fixée à 0.25 et 0.5. 

En considérant la dérivée de l’accélération constante entre deux pas de temps, il vient :  

 
1

1
2

n n
n n n nt 



   

q q
q q q q   (A2.2) 

 En réinjectant l’équation A2.2 dans A2.1, il vient : 

 

 

2 2

1 1

1 1

1

2

1

n n n n n

n n n n

t t t

t t

 

 

 

 

 
        

 

     

q q q q q

q q q q

  (A2.3) 

 En définissant le système dynamique suivant : 

 1 1 1 1n n n n     Mq Cq Kq F   (A2.4) 

 Avec , ,M C K les systèmes de masse, amortissement et raideur du système, et 1nF le vecteur 

second membre connu à 1nt  . En exprimant les accélérations et déplacement à 1nt   à partir des 

déplacements en A2.3 dans A2.4 il vient :  
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1 12 2

1 1 1 1
1

2

1
1 1

2

n n n n n

n n n

t t t t

t
t



    

  
 

  

 

    
         

       

     
           

     

M C K q F M q q q

C q q q

  (A2.5) 

 Une fois le système A2.5 résolu, les déplacements 1nq  sont connus, il est alors possible de 

déduire les termes de vitesse et d’accélération au pas de temps 1nt   à partir de l’équation A2.6 

 

 

1
1

2

1 2

1
1 1

2

1 1

2

n n
n n n

n n n n n

t
t

t t
t

  
 

  









       
            

       

  
          

q q
q q q

q q q q q

  (A2.6) 
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Annexe 3 : Bilan énergétique du système de Masing 

 

1. Présentation du système 

 

Figure 137 : Paramétrage du modèle de Masing  

La figure 137 présente le paramétrage du système de Masing utilisé dans cette annexe pour 

calculer son bilan énergétique. D’après le théorème de l’énergie cinétique (eq. A3.1), sur un pas de 

temps, le travail des efforts extérieur est égal à la variation d’énergie interne du système. Le système 

n’ayant pas de masse, la variation d’énergie cinétique est nulle : 

 int 0c extE W W       (A3.1) 

Avec cE  l’énergie cinétique, extW  le travail des efforts extérieurs et intW  l’énergie interne du 

système. Le travail des efforts extérieur correspond au travail des efforts extF , et l’énergie interne du 

système se décompose en deux parties, l’énergie de déformation stockée dans les raideurs 1k  et 2k  

et de l’énergie dissipée par le frotteur.  

Avant de passer au calcul des différentes énergies du système, il est nécessaire d’exprimer la 

valeur de l’effort de frottement tF  en fonction des différents paramètres du système (eq. A3.2 et 

A3.3). En écrivant l’équilibre sur chaque branche il vient le système suivant :  

  
 1

2

0

0

ext

ext t

F k U

F k F





   

   

  (A3.2) 

Par substitution de extF , il vient :   
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  2 1tF k k U      (A3.3) 

Remarque :  

- si tF µN  :    ne varie pas ; 

- si tF µN  :   varie (cf eq. A3.4), et la valeur de tF  vaut au plus µN  : 

 
  1 2 1 1

1 2

µNsign k k Uk Uk

k k


 

  
 


  (A3.4) 

2. Calcul des énergies externes 

Les énergies externes correspondent au travail de l’effort extérieur au cours du temps sur un 

pas de temps la variation de l’énergie externe peut se calculer à l’aide de la méthode des trapèzes 

(eq. A3.5) : 

 
   

2

B

ext ext

ext ext

A

F A F B
W F dU U


      (A3.5) 

 En posant    1extF A k U    et  1extF k U U      , il vient :  

 1
2 2

ext

U
W k U U




  
      

 
  (A3.6) 

3. Calcul des énergies internes  

L’énergie interne se décompose en trois contributions (eq. A3.7), les deux premières 

correspondent aux énergies de déformation contenues dans les raideurs 1k (notée 1kW ) et 2k  (notée 

2kW ). La dernière contribution correspond à l’énergie dissipée par le frotteur (notée FW ). 

 1 2int k k FW W W W       (A3.7) 

Le terme 1kW  est calculé en faisant la différence des énergies de déformation la raideur k1 à 

t t  et t  : 

     2 21
1

2
k

k
W U U U           (A3.8) 
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Le terme 2kW  est calculé en faisant la différence des énergies de déformations de la raideur 

k2 entre les pas de temps t t  et t  : 

   2 22
2

2
k

k
W         (A3.9) 

Le terme FW  est calculé en calculant le travail des efforts de frottement sur le pas de temps : 

  FW µN     (A3.10) 

4. Bilan énergétique  

Finalement le bilan énergétique du système être décris dans l’équation A3.11 

     

  

int 1 2

2 21
1

2 22

2 2 2

2

ext Fext k k FW W W W W W

kU
k U U U U U

k
µN


   

   

      

  
           

 

     

 (A3.11) 

Après simplification, il vient : 

  int 1 2 1 0
2

extW W k k k U





          (A3.12) 

Si le frotteur est bloqué au cours du pas de temps, 0  , le bilan énergétique est vérifié. 

Si le frotteur glisse au cours du pas de temps, l’effort tF  reste constant sur un pas de temps :   

    t tF t F t t µN    (A3.13) 

 Il vient :  

       1 2 1 1 2 1k k Uk k k U U k          (A3.14) 

 Après simplification, il vient :  

     1 2 1 0k k U k      (A3.15) 

 L’équation A3.12 est bien vérifiée, et le système est bien à l’équilibre du point de vue 

énergétique.  
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Annexe 4 : Définitions des modes de la roue :  

Modes de cercles et de de diamètres  

 Blevins [Ble1979] et Schmiechen [Sch1997] ont étudié les déformées modales de disques et 

de roues dentées et ont montré que les déformées modales des roues possèdent les mêmes formes 

que celles des disques. Ces résultats confirment également ceux de Cooley [Coo2014] qui montre que 

la raideur d’engrènement a peu d’influence sur le comportement modal du corps des mobiles. Les 

modes sont souvent classés en fonction de leur forme qui peuvent se distinguer suivant deux 

catégories. Si les déformées modales présentent des nœuds de vibrations qui sont répartis suivant des 

cercles, on parle alors de modes de cercles. Si elles présentent des nœuds de vibration suivant des 

diamètres, on parle alors de modes de diamètres. Les modes sont ensuite dénommés suivant leur 

nombre de cercles et leur nombre de diamètre de la manière suivante : mode de NC cercles – ND 

diamètres, avec NC le nombre de cercle et ND le nombre de diamètres. Certains modes comme les 

modes de 0 cercle – 0 diamètre, 0 cercle – 1 diamètre sont sensibles aux conditions limites définies sur 

l’arbre car ils ne sont pas équilibrés et induisent des efforts au niveau des paliers, alors que la majorité 

de ces modes sont peu sensibles aux conditions limites sur l’arbre car ils sont équilibrés et n’induisent 

aucun effort au niveau des paliers.  

La figure 138 présente la déformée modale de différents modes de disque :  

a)  b) c)  

Figure 138: Exemples de déformées modales disques [Jac1997] : 
a) Mode de 0 cercle – 0 diamètre 
b) Mode de 0 cercle – 3 diamètres  
c) Mode de 1 cercle – 0 diamètre 
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