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Chapitre 1

Introduction

L’histoire des mathématiques a été en partie dirigée par l’idée de généralisation pour
mieux comprendre certains objets ou relier des concepts similaires provenant de champs
mathématiques distincts. Les mathématiques non commutatives n’y font pas exception.
Cette démarche a, entre autres, donné naissance à la théorie des groupes quantiques, des
groupes duaux et à celle des probabilités libres.

L’idée principale est de définir les objets mathématiques classiques, non plus comme
ensemble de points, mais à travers l’algèbre de leurs fonctions à valeurs complexes, puis
de supprimer l’hypothèse de commutativité dans cette dernière.

Par exemple, pour X un espace topologique compact, l’ensemble C(X) des fonctions
continues sur X et à valeurs complexes est une C∗-algèbre commutative. Réciproquement,
toute C∗-algèbre commutative est de cette forme, d’après le théorème de Gelfand-Naimark.
Cela nous invite donc à considérer les C∗-algèbres non commutatives comme les algèbres de
fonctions d’espaces compacts « non commutatifs ». Si, de plus, nous regardons un groupe
compact abélien G, la C∗-algèbre C(G) peut être munie d’une structure supplémentaire
qui en fait une ∗-algèbre de Hopf unifère.

Dans ce cas, la dualité de Pontryagin nous assure alors que G est canoniquement
isomorphe à son bidual ˆ̂

G, et il est possible d’étendre cette relation symétrique aux groupes
abéliens localement compacts. Malheureusement, ce n’est plus le cas lorsque le groupe
étudié est non abélien. Il faut donc trouver une catégorie d’algèbres de Hopf, contenant la
sous-catégorie des groupes abéliens localement compacts, et vérifiant une dualité parfaite.

De nombreuses tentatives ont été faites dans cette direction, développées de façon
indépendante par différents mathématiciens. Par exemple, Kac et Vainerman, et Enock
et Schwartz ont développé en parallèle la théorie des algèbres de Kac [15], qui admettent
un dual du même type et généralisent les résultats connus. C’est dans ce contexte, à la
fin des années 1980, que Woronowicz a défini le concept de pseudo-groupe, qui a ensuite
pris le nom de groupe quantique [41, 22], à l’aide d’une C∗-algèbre A et d’un coproduit
∆: A → A⊗A coassociatif vérifiant les règles de bisimplifiabilité quantique.

Cette théorie est très riche, et de nombreuses notions définies pour les groupes com-
pacts classiques se généralisent au cas quantique ou y trouvent des notions similaires.
C’est par exemple le cas de la théorie des représentations, de l’état de Haar ou de la
transformée de Fourier que nous présenterons dans le chapitre 3.

Il est aussi possible de généraliser les groupes classiques dans le cadre non commutatif
à l’aide du produit libre d’algèbres. Cette idée nous permet de définir les groupes duaux
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

au sens de Voiculescu [39]. Remarquons que cette notion de groupe dual est différente de
celle prise en compte dans la dualité de Pontryagin. Dans ce cadre, le coproduit prend
ses valeurs dans le produit libre de l’algèbre avec elle-même et il ne lui est plus imposé
de satisfaire les règles de bisimplifiabilité quantique. En revanche, il est demandé que
deux autres ∗-homomorphismes existent, il s’agit de la counité δ : A → C qui joue le rôle
de l’élément neutre d’un groupe classique G et l’antipode Σ: A → A qui joue celui de
l’opération inverse dans G. La présentation de ces groupes duaux fait l’objet du chapitre
4.

D’autre part, en étudiant les algèbres de von Neumann des groupes libres Fn à n
générateurs, Voiculescu a introduit la notion de liberté, ce qui a conduit au développe-
ment de la théorie des probabilités libres, et plus largement à celle des probabilités non
commutatives.

Dans les années 70 et 80, les probabilités non commutatives sont devenues un champ de
recherche important, qui généralise la théorie des probabilités formulée par Kolmogorov.
Certaines parties ressemblent au cas classique, mais il existe aussi des différences signifi-
catives. L’une d’elles est la notion d’indépendance. Alors qu’il n’existe qu’une définition
d’indépendance pour deux variables aléatoires classiques, il en existe cinq différentes dans
le cas des probabilités non commutatives.

La théorie des probabilités libres possède des liens étroits avec de nombreux domaines,
de la théorie des opérateurs aux matrices aléatoires [36], de la combinatoire [30] à la
théorie des représentations des groupes symétriques. Nous présenterons dans le chapitre
5 les éléments essentiels pour notre travail.

C’est dans cet esprit d’extension des résultats classiques au cas quantique que nous
avons travaillé durant ces trois ans de thèse. Résumons d’abord ces résultats du cas
classique et certaines de leurs extensions au cas non commutatif, avant d’exposer nos
travaux.

1.1 Étude des traces de puissances des représenta-
tions

En 1991, Diaconis et Shahshahani [14] ont montré que les traces des puissances d’une
matrice, choisie uniformément aléatoirement dans le groupe unitaire, sont asymptotique-
ment (quand la dimension de la matrice tend vers l’infini) des variables aléatoires indé-
pendantes, gaussiennes complexes et centrées. De plus, la variance de cette loi est égale à
la puissance de la matrice.

Ils ont également étudié les groupes orthogonal, symplectique et symétrique. Les va-
riables aléatoires obtenues suivent asymptotiquement respectivement les lois normales
N (12N(k), k) et N (−12N(k), k) et la loi de Poisson P( 1

k
), où k est la puissance de la

matrice, et 12N la fonction indicatrice des entiers pairs.
Ces résultats permettent en particulier d’étudier les valeurs propres d’une matrice

aléatoire dans ces groupes, comme le montre [12], et d’obtenir des convergences de mesures
de probabilité.

Banica, Curran et Speicher [3, 4] ont réalisé le même type d’étude, dans le contexte
des groupes quantiques compacts « easy ». Ils ont obtenu des résultats similaires, dans le
cadre de la théorie des probabilités libres. Par exemple, pour le groupe orthogonal libre,
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1.2. MARCHES ALÉATOIRES ET GROUPES QUANTIQUES FINIS

ils ont prouvé que les traces des puissances de la représentation fondamentale χ(uk) sont
asymptotiquement des variables aléatoires ∗-libres, semi-circulaires si k ≤ 2 et circulaires
lorsque k ≥ 3.

Pour cela ils ont utilisé d’autres techniques, puisque nous ne disposons pas d’une
définition satisfaisante des valeurs propres d’une matrice dont les coefficients sont les
éléments d’une algèbre non commutative. Ils ont fait appel à la théorie des représentations
et à la dualité de Tannaka-Krĕın, prouvée par Woronowicz [43], puis aux matrices de
Weingarten pour déterminer les moments joints puis les cumulants libres de ces traces.
Remarquons que cette méthode permet de retrouver les résultats du cas classique en
supposant la commutativité de l’algèbre.

Malheureusement, cette technique ne peut se généraliser à tous les groupes quantiques.
Par exemple, Banica et Collins [2] ont étudié les matrices de Weingarten du cas unitaire
libre, et n’ont pas pu obtenir de formule générale pour exprimer leurs coefficients.

1.2 Marches aléatoires et groupes quantiques finis
Pour un groupe fini classique G, et un point fixé h dans G, choisissons aléatoirement,

suivant une loi de probabilité fixée, un élément g, et allons au point gh. En répétant
cette procédure, avec la même loi de probabilité π, nous obtenons une suite d’éléments
hk = gkgk−1 . . . g1h de G qui définissent une marche aléatoire sur le graphe de Cayley de
G. Une question fréquemment posée est de savoir quand la loi de probabilité π?k de la
position actuelle hk sera proche de la loi uniforme sur G. Diaconis et Shahshahani ont
répondu à cette question dans [13] pour le cas des groupes de permutations, en utilisant
la théorie des représentations.

Ils ont aussi observé qu’après moins de tn transpositions aléatoires un paquet de n
cartes n’est pas bien mélangé, mais qu’après plus de tn transpositions aléatoires, il est
bien mélangé, avec tn = 1

2n log(n). Ce phénomène est appelé « cut-off » ou phénomène
de seuil. Pour de plus amples informations sur cette propriété, le lecteur peut consulter
l’article de Saloff-Coste [34].

Les marches aléatoires sur les groupes quantiques finis ont été étudiées pour la première
fois par Franz et Gohm [16]. Comme nous n’avons pas accès aux éléments du groupe
quantique, il faut traduire les propriétés qui nous intéressent. Pour cela, remarquons
que les lois de probabilité des positions successives {π?k}k≥1 forment un semi-groupe
de convolution dans l’ensemble des mesures de probabilité définies sur le groupe G dans
le cas classique. Dans le cas quantique, nous nous intéresserons donc aux semi-groupes de
convolution {φ?k}k≥1 dans l’ensemble des états définis sur l’algèbre du groupe quantique
considéré.

Dans sa thèse [23], McCarthy a développé la théorie de Diaconis et Shahshahani, dans
le cadre des groupes quantiques finis, pour estimer la distance en variation totale entre
φ?k et la mesure de Haar. Il a également étudié le phénomène de seuil dans ce contexte
[24], mais n’a pas pu en démontrer l’existence. Freslon [19, 18] a étendu ces méthodes au
groupe quantique compact libre orthogonal O+

n et a obtenu un « cut-off » dans ce cadre.
De plus, l’étude de la convergence des marches aléatoires repose en partie sur la

connaissance des états idempotents. Ils ont été déterminés par Pal [31] pour le groupe
quantique de Kac-Paljutkin et Zhang [44] a récemment classé ceux des groupes quan-
tiques finis de Sekine.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3 Présentation des résultats

Dans le cadre de notre doctorat, nous avons tout d’abord travaillé sur les groupes
quantiques finis pour étudier l’∗-distribution des traces des puissances des représentations
irréductibles, et la convergence de certaines marches aléatoires. Nous avons ensuite regardé
les traces des puissances de la représentation fondamentale du groupe dual unitaire au
sens de Voiculescu, par rapport à la trace de Haar libre, avant d’étendre l’étude au cas
du groupe dual orthogonal. C’est ce travail que nous présentons ici.

Plus précisément, après avoir déterminé la théorie des représentations des groupes
quantiques finis de Kac-Paljutkin KP et de Sekine KPn, nous nous intéresserons aux
traces des puissances de leurs représentations irréductibles. Nous montrerons qu’elles sont
dans l’algèbre des caractères, c’est-à-dire l’algèbre engendrée par les traces des représen-
tations irréductibles. C’est la raison pour laquelle nous les appellerons caractères associés,
même s’ils ne correspondent pas à la trace d’une représentation du groupe quantique.
Remarquons qu’il existe des groupes quantiques où les traces des puissances de certaines
représentations ne sont pas dans l’algèbre des caractères, contrairement aux groupes clas-
siques où elles le sont toujours.

Nous identifierons ensuite l’∗-distribution, par rapport à l’état de Haar, de chacun de
ces caractères associés, définis sur le groupe de Kac-Paljutkin KP, et déterminerons les
relations d’indépendance entre eux. Nous rencontrerons des lois discrètes définies comme
combinaison convexe de masses de Dirac. Dans le cas de la famille des groupes quantiques
finis de Sekine, nous étudierons tout d’abord de façon plus approfondie l’algèbre engendrée
par les caractères irréductibles et une sous-algèbre commutative, avant de déterminer les
∗-distributions asymptotiques de ces traces, au sens de la convergence des moments.

D’autre part, nous regarderons certaines marches aléatoires sur ces groupes quantiques
finis. Elles seront définies à partir de la transformée de Fourier de combinaisons linéaires
des caractères irréductibles. Après avoir trouvé des conditions nécessaires et suffisantes
pour que ces marches aléatoires soient bien définies, nous étudierons leur convergence,
tout d’abord vers l’état de Haar à l’aide de la version quantique de la théorie de Diaconis
et Shahshahani, puis nous déterminerons les états limites possibles et les conditions de
convergence. En particulier, nous montrerons que ces limites sont des états idempotents
centraux, i.e. vérifient φ ? φ = φ et φ ? ψ = ψ ? φ pour toute fonctionnelle linéaire ψ.

De plus, dans le cadre des groupes de Sekine, nous nous intéresserons également aux
phénomènes de seuil. Nous étudierons un exemple de marche aléatoire et montrerons qu’il
ne possède pas cette propriété. Nous regarderons aussi les groupes duaux K̂Pn, engendrés
par les représentations irréductibles des groupes de Sekine KPn, et réaliserons dans ce
cadre les mêmes études.

L’ensemble de ces résultats est présenté dans la seconde partie de ce document, dans
les chapitres 6, pour l’étude du groupe quantique fini de Kac-Paljutkin, et 7, pour celle
de la famille des groupes quantiques finis de Sekine et de leurs duaux.

Dans une troisième partie, nous nous tournerons vers le cas des groupes duaux au
sens de Voiculescu. Nous réaliserons une étude des traces des puissances de la repré-
sentation fondamentale du groupe dual unitaire dans le chapitre 8. Nous déterminerons
l’∗-distribution de chacune de ces traces par rapport à la trace de Haar libre définie
par Cébron et Ulrich [7] et leurs relations d’indépendance dans le cadre des probabilités
non commutatives. Nous montrerons que ce sont asymptotiquement toutes des variables
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aléatoires circulaires ∗-libres.
Dans le chapitre 9, nous étudierons le groupe dual orthogonal défini par Voiculescu,

et montrerons que l’étude se déduit en partie de celle du groupe dual unitaire.

1.4 Conventions et notations
Sauf mention contraire, nous considérerons les espaces vectoriels, et les algèbres, sur le

corps des nombres complexes C. De plus, les algèbres seront, par définition, associatives,
mais pas nécessairement commutatives. Les produits tensoriels mentionnés seront alors les
produits tensoriels algébriques sur C. Ces notions sont définies avec plus de précision dans
la première partie, qui présente les outils nécessaires au travail exposé dans ce document.

Pour tout espace de Hilbert H, l’algèbre des opérateurs bornés est notée B(H), et la
notation K(H) désigne l’ensemble des opérateurs compacts.

L’ensemble des entiers naturels est noté N et, suivant la convention anglo-saxonne, ne
contient pas 0. Nous noterons Zn l’ensemble des entiers modulo n : Zn = Z/nZ.

Nous utiliserons plusieurs lois classiques de probabilité. Voici les principales notations :

• δx désigne la masse de Dirac au point x

• U(xT) correspond à la loi uniforme sur le multiple du cercle unité T dans l’ensemble
des nombres complexes C

• µarc(x,y) est la loi arcsinus sur l’intervalle ouvert réel ]x ; y[, c’est-à-dire la loi de
probabilité de fonction de densité t 7→ C√

(t−x)(y−t)
1]x ; y[(t), où C est la constante de

normalisation d’inverse
∫ y

x

1√
(t−x)(y−t)

dt.
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Mathématiques non commutatives
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Chapitre 2

Outils nécessaires

Nous présentons ici les outils nécessaires à l’étude qui va suivre. Nous supposons que le
lecteur connaît les notions de base d’algèbre linéaire et de théorie des espaces de Hilbert.
La plupart des définitions et résultats donnés ici sont des propriétés classiques, qu’il est
possible de trouver dans de nombreuses références.

2.1 Algèbres
Malgré leur nom de groupe, nous nous intéressons à des algèbres. Elles peuvent prendre

différentes formes et structures algébriques.

Définition 2.1.1. Une algèbre A sur le corps K est un K-espace vectoriel muni d’une
multiplication

· : A×A → A
(x, y) 7→ xy

telle que, pour tout (x, y, z) ∈ A×A×A et tout (λ, µ) ∈ K×K,

(x+ y)z = xz + yz ,
x(y + z) = xy + xz ,
(λx)(µy) = (λµ)xy ,

(xy)z = x(yz) .

Si A contient un élément neutre pour cette multiplication, l’algèbre sera dite unifère
et l’élément neutre, noté 1A ou 1 s’il n’y a pas de confusion possible, sera appelé l’unité
de A. Si la multiplication est commutative, l’algèbre sera dite commutative.

Nous parlerons de sous-algèbre pour un sous-espace stable par la multiplication. S’il
contient l’unité de A, ce sous-espace sera dit unifère. Un homomorphisme d’algèbres
f : A → B est un homomorphisme d’espaces vectoriels compatible avec les multiplica-
tions, c’est-à-dire tel que f(xy) = f(x)f(y) pour tout (x, y) ∈ A × A. Si A et B sont
unifères, l’homomorphisme f : A → B sera dit unifère s’il préserve l’unité, c’est-à-dire
vérifie f(1A) = 1B.
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Définition 2.1.2. Une ∗-algèbre A est une algèbre munie d’une involution ∗ : A → A,
c’est-à-dire d’une application vérifiant, pour tout (x, y) ∈ A×A et tout λ ∈ K,

(x+ λy)∗ = x∗ + λ̄y∗

(x∗)∗ = x

(xy)∗ = y∗x∗

où ·̄ désigne la conjugaison complexe.

Une sous-algèbre, d’une ∗-algèbre, stable par l’involution sera appelée une ∗-sous-
algèbre. Un ∗-homomorphisme est un homomorphisme d’algèbres f : A → B compatible
avec l’involution, i.e. tel que f(x∗) = f(x)∗ pour tout x ∈ A.

Définition 2.1.3. Un état φ sur une ∗-algèbre unifère A est une fonctionnelle linéaire
positive unifère, c’est-à-dire qui préserve l’unité : φ(1A) = 1. Cela signifie que φ est une
application linéaire à valeurs dans C telle que

∀x ∈ A, φ(x∗x) ≥ 0 .

Une trace est un état tel que pour tout (x, y) ∈ A × A, φ(xy) = φ(yx). Nous parlerons
d’état fidèle s’il vérifie

∀x ∈ A, φ(x∗x) = 0⇒ x = 0 .

En particulier, tout état φ est hermitien, c’est-à-dire φ(x∗) = φ(x) pour tout x ∈ A.

Définition 2.1.4. Un espace de probabilité non commutatif est la donnée d’une ∗-algèbre
unifère A munie d’un état φ. Les éléments de A sont appelés des variables aléatoires non
commutatives.

Nous pouvons aussi munir les algèbres d’une topologie lorsqu’elles sont définies à partir
d’un espace vectoriel normé.

Définition 2.1.5. Une C∗-algèbre est une ∗-algèbre A sur C munie d’une norme complète
vérifiant, pour tout (x, y) ∈ A×A, ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ et ‖x∗x‖ = ‖x‖2.

Remarquons que tout ∗-homomorphisme entre C∗-algèbre est continu, de norme infé-
rieure ou égale à 1. Un état sur une C∗ algèbre peut alors être défini comme une forme
linéaire positive de norme 1.

Définition 2.1.6. Soit H un espace de Hilbert. Une algèbre de von Neumann est une
∗-sous-algèbre unifère de B(H) fermée pour la topologie forte, i.e. la topologie la plus
grossière qui rend continue l’application

φx : A → C
a 7→ ‖ax‖

quel que soit x ∈ H.

Proposition 2.1.7. Toute algèbre de von Neumann est une C∗-algèbre.

Nous dirons qu’une algèbre de von Neumann A est de dimension finie lorsqu’il existe
un entier n ≥ 1 tel que A est isomorphe à une ∗-sous-algèbre unifère deMn(C), cela est
équivalent au fait que l’algèbre A, vue comme espace vectoriel, est de dimension finie.
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2.2 Produit tensoriel
Définition 2.2.1. Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels. Le produit tensoriel de E1 et
E2 est le K-espace vectoriel E1⊗E2 associé à l’application φ : E1×E2 → E1⊗E2 vérifiant
la propriété universelle suivante : pour tout K-espace vectoriel F , et toute application
bilinéaire f : E1×E2 → F , il existe une unique application linéaire f̃ : E1⊗E2 → F telle
que f = f̃ ◦ φ, i.e. telle que le diagramme suivant commute :

E1 × E2 E1 ⊗ E2

F

φ

f

f̃

.

Ainsi le produit tensoriel E1 ⊗ E2 peut être identifié comme le quotient de l’espace
vectoriel engendré par l’ensemble E1×E2 par les relations λ(x, y)−(λx, y), λ(x, y)−(x, λy),
(x + x′, y) − (x, y) − (x′, y) et (x, y + y′) − (x, y) − (x, y′) quels que soient x, x′ éléments
de E1, y, y′ de E2 et λ ∈ K. Si nous notons x ⊗ y la classe de (x, y), l’ensemble des
x ⊗ y engendre E1 ⊗ E2. En particulier, si (ei)i∈I et (fj)j∈J sont des bases de E1 et E2
respectivement, la famille (ei ⊗ fj)(i,j)∈I×J est une base de E1 ⊗ E2.

Proposition 2.2.2. Soient f : E → X et g : F → Y deux applications linéaires entre
les quatre K-espaces vectoriels E, F , X et Y . Alors nous pouvons définir l’application
linéaire f⊗g : E⊗F → X⊗Y par (f⊗g)(x⊗y) = f(x)⊗g(y), pour tout (x, y) ∈ E×F .

De plus, si les espaces sont munis d’une structure d’algèbre, alors le produit tensoriel
est aussi une algèbre. Remarquons que dans ce cas nous identifierons A et A⊗ C.

Proposition 2.2.3. Soient A et B deux algèbres. L’espace vectoriel A⊗B peut être muni
d’une multiplication, définie par

((a1 ⊗ b1), (a2 ⊗ b2)) 7→ (a1a2)⊗ (b1b2)

ce qui en fait une algèbre.

Si les algèbres A et B considérées sont des ∗-algèbres, munies respectivement des
involutions ∗A et ∗B, il est possible de définir une involution sur le produit tensoriel pour
en faire une ∗-algèbre, par la formule suivante : (a⊗ b)∗ = a∗A ⊗ b∗B .

Par exemple, nous utiliserons souvent le produit tensoriel de l’algèbre des matrices
Mn(C) avec une algèbre A. Nous noterons Mn(A) cette algèbre Mn(C) ⊗ A, et ses
éléments sont des matrices dont les coefficients sont des éléments de A. Nous avons alors
besoin d’étendre la définition de la trace d’une matrice.

Definition 2.2.1. Soit M ∈MN(A) une matrice dont les coefficients Mi,j appartiennent
à l’algèbre A. La trace de M , notée χ(M ), est la somme de ses coefficients diagonaux,
c’est-à-dire χ(M ) = (tr⊗ idA)(M ) =

∑
i

Mii dans A.
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2.3 Produit libre
Définition 2.3.1 ([7]). Soient A et B deux ∗-algèbres unifères. Le produit libre de A et
B est l’unique ∗-algèbre unifère AtB donnée avec les ∗-homomorphismes iA : A → AtB
et iB : B → A t B, tels que, pour tous les ∗-homomorphismes f : A → C et g : B → C,
il existe un unique ∗-homomorphisme f t g : A t B → C vérifiant f = (f t g) ◦ iA et
g = (f t g) ◦ iB, c’est-à-dire tel que le diagramme suivant commute

A A t B B

C

iA

f

g

iB

f t g

.

Nous parlons parfois de A et B comme les jambes gauche et droite du produit libre
A t B. C’est pourquoi, pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, nous noterons iA(a) et iB(b) par
a(1) et b(2), respectivement. L’algèbre AtB peut être vue comme la plus petite ∗-algèbre
unifère contenant A et B et telle qu’il n’y a aucune relation entre A et B excepté le
fait que les unités sont confondues. Ainsi, comme dans le cas du produit tensoriel, nous
identifierons A et A t C son produit libre avec C.

Nous pouvons définir un produit libre de morphismes plus général.

Définition 2.3.2. Soient A1, A2, B1 et B2 quatre ∗-algèbres unifères, et f : A1 → A2,
g : B1 → B2 deux ∗-homomorphismes unifères. Alors ft

¯
g : A1tB1 → A2tB2 est l’unique

∗-homomorphisme unifère, donné par (iA2 ◦ f) t (iB2 ◦ g), tel que le diagramme suivant
commute :

A1 A1 t B1 B1

A2 A2 t B2 B2

iA1

f g

iB1

ft
¯
g

iA2

iB2 .

Soient (A1, φ1) et (A2, φ2) deux espaces de probabilité non commutatifs. Alors le pro-
duit libre A1 t A2 peut être muni de cinq états produits différents. Il s’agit des notions
de produit libre, tensoriel, booléen, monotone et anti-monotone. Pour les définir, nous
devons supposer que les ∗-algèbres unifères se décomposent, en tant qu’espaces vectoriels,
sous la forme Ai = C1Ai ⊕A0

i , où A0
i est une ∗-sous-algèbre de Ai.

Définition 2.3.3 ([7]). Soient (A1, φ1) et (A2, φ2) deux espaces de probabilité non com-
mutatifs tels que A1 = C1A1 ⊕ A0

1 et A2 = C1A2 ⊕ A0
2. Il existe cinq états, en général

différents, φ1 ∗φ2, φ1⊗φ2, φ1 �φ2, φ1 Bφ2 et φ1 Cφ2 sur A1 tA2, appelés respectivement
produit libre, tensoriel, booléen, monotone et anti-monotone, et donnés respectivement,
pour tout a1 . . . an ∈ A1 t A2 tel que ai ∈ A0

εi
et ε1 6= ε2 6= . . . 6= εn, par les relations

suivantes :

• φ1 ∗ φ2(a1 . . . an) = 0 lorsque φεi(ai) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n
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• φ1 ⊗ φ2(a1 . . . an) = φ1

 ∏
1≤i≤n
εi=1

ai

φ2

 ∏
1≤i≤n
εi=2

ai


• φ1 � φ2(a1 . . . an) =

n∏
i=1

φεi(ai)

• φ1 B φ2(a1 . . . an) = φ1

 ∏
1≤i≤n
εi=1

ai

 ∏
1≤i≤n
εi=2

φ2(ai)

• φ1 C φ2(a1 . . . an) =
∏

1≤i≤n
εi=1

φ1(ai)φ2

 ∏
1≤i≤n
εi=2

ai


Remarquons que la décomposition Ai = C1Ai ⊕A0

i peut ne pas exister, au sens où A0
i

peut ne pas être une sous-algèbre, ou ne pas être unique. Dans ces cas, les produits libre et
tensoriel peuvent toujours être définis et ne dépendent pas du choix de la décomposition,
contrairement aux produits booléen, monotone et anti-monotone.

2.4 Bigèbres et algèbres de Hopf
Définition 2.4.1. Une bigèbre A est une algèbre unifère munie des homomorphismes
unifères ∆: A → A⊗A et ε : A → C vérifiant

(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆
(ε⊗ id) ◦∆ = id = (id⊗ε) ◦∆

Les applications ∆ et ε sont appelées coproduit et counitée.
Lorsque le coproduit est symétrique, c’est-à-dire si σ◦∆ = ∆ où σ(a⊗b) = b⊗a, nous

parlerons d’algèbre co-commutative. Si l’algèbre A est munie d’une involution telle que les
applications ∆ et ε sont des ∗-homomorphismes, nous parlerons d’une bigèbre involutive.
Définition 2.4.2. Une algèbre de Hopf est une bigèbre munie d’une application linéaire
S : A → A, appelée antipode, vérifiant

m ◦ (S ⊗ id) ◦∆ = ε(·)1A = m ◦ (id⊗S) ◦∆
où m : A⊗A → A est la multiplication de l’algèbre.

De même, nous parlerons d’∗-algèbre de Hopf lorsque la bigèbre est involutive, ce qui
entraîne que S(·∗) = S(·)∗. Une algèbre de Hopf-von Neumann est une algèbre de von
Neumann munie d’une structure d’algèbre de Hopf.
Définition 2.4.3 ([15]). Une algèbre de Kac de dimension finie est la donnée d’une
algèbre de Hopf-von Neumann involutive de dimension finie (A,∆, ε, S) et d’une trace
fidèle et normale φ telle que

(id⊗φ) [(1A ⊗ y∗)∆(x)] = S ((id⊗φ) [∆(y∗)(1A ⊗ x)]) (2.1)
pour tout (x, y) ∈ A×A.
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Chapitre 3

Groupes quantiques

Les groupes quantiques compacts sont une généralisation non commutative des groupes
compacts classiques, du point de vue de l’algèbre des fonctions continues définies sur le
groupe. Nous présentons ici le lien avec les groupes classiques, notamment à travers des
propriétés communes, avant d’en donner quelques exemples.

3.1 Du classique au quantique
Définition 3.1.1 ([28]). Un groupe quantique compact G est la donnée d’une C∗-algèbre
unifère A (possiblement non commutative) et d’un coproduit coassociatif satisfaisant les
règles de bisimplifiabilité quantique, i.e. un ∗-homomorphisme unifère ∆: A → A⊗minA
vérifiant

(∆⊗ idA) ◦∆ = (idA⊗∆) ◦∆

et la densité des deux sous-espaces (1A ⊗ A)∆(A) = vect {(1A ⊗ a)∆(b), a, b ∈ A} et
(A⊗ 1A)∆(A) = vect {(a⊗ 1A)∆(b), a, b ∈ A} dans A⊗min A.

Remarque 3.1.2. Les produits tensoriels ⊗min considérés dans ce chapitre sont des pro-
duits tensoriels minimaux de C∗-algèbres, c’est-à-dire la complétion du produit tensoriel
algébrique par rapport à la norme de B(H ⊗H), où H est un espace de Hilbert tel qu’il
existe un plongement de la C∗-algèbre A dans B(H) : A⊗min A = A⊗A ⊂ B(H ⊗H).

Nous utiliserons parfois la notation de Sweedler : ∆(a) = ∑
(a)
a(1) ⊗ a(2). La coassocia-

tivité s’écrit alors sous la forme :∑
(a),(a(1))

a(1,1) ⊗ a(1,2) ⊗ a(2) =
∑

(a),(a(2))
a(1) ⊗ a(2,1) ⊗ a(2,2) =

∑
(a)
a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) .

Cette définition généralise la définition des groupes compacts classiques. En effet, soit
(G, ·) un groupe compact. Alors nous pouvons construire l’ensemble C(G) des fonctions
continues sur ce groupe à valeurs complexes. Il est clair que C(G) est une C∗-algèbre
unifère commutative. Grâce à la loi de composition interne de G, nous pouvons définir un
∗-homomorphisme unifère ∆: C(G)→ C(G×G) par

∀(s, t) ∈ G×G, ∆(f)(s, t) = f(s · t) .
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En identifiant C(G × G) et C(G) ⊗min C(G), l’associativité de la loi de G nous montre
que ∆ est un coproduit, puisqu’il est coassociatif :

[(∆⊗ id) ∆(f)] (s, t, u) = f((s · t) · u) = f(s · (t · u)) = [(id⊗∆) ∆(f)] (s, t, u) .

Nous n’avons utilisé pour l’instant que les propriétés d’un semi-groupe compact. Notons
qu’un semi-groupe compact est un groupe compact si et seulement si tous ses éléments
sont réguliers à gauche et à droite, c’est-à-dire vérifient

∀s ∈ G, s · r = s · t ⇒ r = t et ∀s ∈ G, r · s = t · s ⇒ r = t .

C’est cette propriété qui nous permet de montrer la densité de (1G ⊗ C(G))∆(C(G)) et
(C(G)⊗ 1G)∆(C(G)) dans C(G×G).

Cet exemple des groupes classiques nous conduira à noter C(G) l’algèbre A qui définit
le groupe quantique G = (A,∆).

3.2 Propriétés
Les groupes quantiques compacts étant des généralisations des groupes compacts clas-

siques, ils partagent de nombreuses propriétés. Nous en donnons quelques unes, que nous
utiliserons dans la suite.

3.2.1 État de Haar
Tout groupe compact G possède une unique mesure de probabilité λ invariante à

gauche et à droite par translation, c’est-à-dire vérifiant∫
G
f(s) dλ(s) =

∫
G
f(g · s) dλ(s) =

∫
G
f(s · g) dλ(s)

pour toute fonction f intégrable sur G et tout élément g du groupe.
D’autre part, remarquons qu’une mesure de probabilité sur un groupe compact clas-

sique nous permet de définir un état sur l’algèbre du groupe, par intégration. La propriété
précédente se traduit pour l’état associé à la mesure de Haar, aussi noté λ, par la relation
(λ⊗ 1G) ◦∆ = λ(·)1G = (1G ⊗ λ) ◦∆, ce qui nous invite à définir ainsi un état de Haar.

Définition 3.2.1. Un état de Haar h sur une bigèbre (A,∆) est un état sur A tel que

(h⊗ idA) ◦∆ = h(·)1A = (idA⊗h) ◦∆ .

Théorème 3.2.2 ([22]). Tout groupe quantique compact admet un unique état de Haar.

3.2.2 Théorie des représentations
Pour étudier un groupe, il est parfois utile de le voir agir sur un espace vectoriel. Cela

nous donne une représentation du groupe, c’est-à-dire un morphisme π : G → GL(V ).
Si de plus le groupe est compact, les représentations considérées sont continues, ce qui
signifie que l’application G× V → V définie par (g, v) 7→ π(g)(v) est continue sur G× V .
En particulier, si V est de dimension finie, nous pouvons décrire l’application π comme
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une matrice de fonctions continues telle que π(g) = (πij(g))1≤i,j≤dim(V ), c’est-à-dire π est
vue comme un élément de End(V )⊗min C(G).

Dans ce contexte, la propriété π(s · t) = π(s)π(t) devient (idV ⊗∆)π = J12(π)J13(π),
où J12(a⊗f) = a⊗f ⊗1G et J13(a⊗f) = a⊗1G⊗f dans End(V )⊗minC(G)⊗minC(G),
pour tout a ⊗ f de End(V ) ⊗min C(G), ce qui nous conduit à la définition suivante, où
nous noterons u(ij) au lieu de Jij(u) :

Définition 3.2.3 ([28]). Soit G = (C(G),∆) un groupe quantique compact. Une core-
présentation de l’algèbre C(G), aussi appelée une représentation du groupe quantique G,
est un élément inversible u de M (K(H)⊗min C(G)), pour un certain espace de Hilbert
complexe H, tel que (idH ⊗∆)u = u(12)u(13) dans M (K(H)⊗min C(G)⊗min C(G)).

Lorsque u est un élément unitaire, nous dirons que la représentation est unitaire.

Remarque 3.2.4. Ici,M (K(H)⊗min C(G)) désigne l’algèbre des multiplicateurs du pro-
duit tensoriel K(H)⊗min C(G). Lorsque H est de dimension finie n, nous avons

M (K(H)⊗min C(G)) ' B(H)⊗min C(G) 'Mn(C)⊗min C(G) .

Définition 3.2.5. Soient u ∈M (K(Hu)⊗min C(G)) et v ∈M (K(Hv)⊗min C(G)) deux
représentations du groupe quantique compact G. L’opérateur T : Hu → Hv entrelace u et
v lorsqu’il vérifie

(T ⊗ 1C(G))u = v(T ⊗ 1C(G)) .

Si un tel opérateur existe, u et v seront dites équivalentes. Si de plus T est unitaire, les
représentations u et v sont unitairement équivalentes.

Une représentation u est dite irréductible s’il n’existe pas d’opérateur entrelaçant u
avec elle-même, excepté les multiples scalaires de l’identité idH.

La théorie de Peter-Weyl-Woronowicz généralise la théorie de Peter-Weyl pour les
groupes compacts classiques. En particulier, toute représentation se décompose en somme
directe de représentations irréductibles et les représentations irréductibles des groupes
quantiques compacts sont de dimension finie, i.e. l’espace de Hilbert considéré est de
dimension finie. Ainsi, dès qu’une base de l’espace de Hilbert est fixée, nous pouvons
voir les représentations irréductibles u ∈ Mn(C) ⊗min C(G) ' Mn(C(G)) comme des
matrices dont les coefficients sont des éléments de l’algèbre du groupe quantique et véri-
fient ∆(uij) = ∑

k
uik ⊗ ukj. À équivalence près, nous pouvons considérer uniquement les

représentations irréductibles unitaires (de dimension finie).
Pour un groupe quantique G, nous noterons I(G) l’ensemble de ses représentations

irréductibles unitaires, et, pour chaque représentation α ∈ I(G), dα désignera sa dimen-
sion, i.e. la dimension de l’espace de Hilbert considéré ou encore la taille de matrice α, et
χ(α) le caractère associé.

3.2.3 Transformée de Fourier
Pour notre étude, nous utiliserons aussi la transformée de Fourier dans le cadre des

groupes quantiques finis.
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Dans le cas d’un groupe abélien fini (G,+), notons Ĝ son dual, c’est-à-dire l’ensemble
des caractères de G muni de la multiplication des applications. Une version de la trans-
formée de Fourier est définie pour f appartenant à C[G], comme la fonction F(f) définie
sur Ĝ par :

F(f)(g) = 1
|G|

∑
x∈G

f(x)g(x) =
∫
G
f(x)g(x) dλ(x)

où λ = 1
|G|

∑
x∈G

est la mesure de Haar de G.

De plus, C[G] peut être muni d’une structure d’algèbre, avec la multiplication donnée
par le produit de convolution. Si f et g sont des éléments de C[G], alors leur produit de
convolution est défini pour x ∈ G par :

(f ? g)(x) = 1
|G|

∑
y∈G

f(x− y)g(y) =
∫
G
f(x− y)g(y) dλ(y) .

La transformée de Fourier transforme alors la convolution de C[G] en multiplication dans
C[Ĝ], c’est-à-dire :

F(f ? g)(h) = F(f)(h)F(g)(h)

pour tout h ∈ Ĝ.
Remarquons que les caractères d’un groupe abélien fini forment une base de C(G),

l’ensemble des applications de G dans C. En étendant la transformée de Fourier de f
par linéarité, nous obtenons une application F de C[G] dans l’ensemble des applications
linéaires définies sur C(G). Ceci nous conduit à définir la transformée de Fourier dans le
cadre des groupes quantiques finis de la façon suivante :

Définition 3.2.6. Soit G un groupe quantique fini. Pour x un élément de C(G), notons
par F(x) la forme linéaire définie sur C(G) par

F(x)(y) =
∫
G
yx .

Elle sera appelée la transformée de Fourier de x.

Ceci nous permet de définir un produit de convolution sur C(G), aussi noté ? comme
le produit des fonctionnelles linéaires sur C(G), grâce à la formule suivante :

F(a ? b) = F(a) ? F(b) := (F(a)⊗F(b)) ◦∆ .

En utilisant la notation de Sweedler, nous obtenons :

Proposition 3.2.7. Soit G un groupe quantique compact. Le produit de convolution est
donné par a ? b = ∑

(b)
b(2)F(a)

(
S(b(1))

)
dans C(G).

Remarquons qu’ici nous imposons la relation entre transformée de Fourier, multiplica-
tion et convolution pour définir le produit de convolution, contrairement au cas classique,
où la relation est une conséquence des définitions.
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3.3 Exemples
Nous allons présenter ici quelques groupes quantiques. La plupart de ces groupes

sont des déformations des groupes classiques. Il existe plusieurs façons de procéder. Par
exemple, les groupes quantiques « easy » sont obtenus en enlevant l’hypothèse de com-
mutativité dans l’algèbre du groupe correspondant, tandis que les groupes SUq(N) sont
le résultat d’une déformation des relations à l’aide d’un paramètre réel q.

3.3.1 Groupes quantiques orthogonaux
La C∗-algèbre universelle engendrée par n2 éléments ui,j satisfaisant

u∗i,j = ui,j and ut = (ui,j)t1≤i,j≤n = (uj,i)1≤i,j≤n = u−1

et le coproduit donné par

∆(ui,j) =
n∑
k=1

ui,k ⊗ uk,j

définissent le groupe quantique orthogonal libre O+
n .

C’est un cas particulier d’une définition plus large [38, 40] de groupes quantiques
orthogonaux, définis comme suit. Il correspond au cas F = In.

Définition 3.3.1 ([1]). Pour tout entier non nul n et toute matrice inversible F ∈Mn(C)
telle que FF = cIn, pour un certain réel c, notons Ao(F ) la C∗-algèbre unifère universelle
engendrée par n2 éléments {uij}1≤i,j≤n tels que la matrice u = (uij)1≤i,j≤n est unitaire et
vérifie u = F ūF−1 .

Alors, munie du coproduit ∆, donné par ∆(uij) =
n∑
k=1

uik ⊗ ukj, (Ao(F ),∆) est un
groupe quantique compact orthogonal.

Les groupes quantiques « easy » sont les groupes quantiques compacts déterminés par
des ensembles de partitions grâce à la dualité de Tannaka-Krĕın, et vérifiant Sn ⊂ G ⊂ O+

n

[3, 4]. Nous pouvons ainsi définir, par exemple les groupes quantiques libres symétrique
S+
n , hyperoctaédral H+

n , ou bistochastique B+
n , à partir des propriétés des générateurs.

3.3.2 La famille des SUq(N)
La C∗-algèbre universelle engendrée par deux éléments α et γ vérifiant

α∗α + γ∗γ = 1, αα∗ + q2γγ∗ = 1, γ∗γ = γγ∗, αγ = qγα

et le coproduit donné par

∆(α) = α⊗ α− qγ∗ ⊗ γ, ∆(γ) = γ ⊗ α + α∗ ⊗ γ

définissent le groupe quantique compact SUq(2) [42].

Remarque 3.3.2. Si q = 1, nous retrouvons l’algèbre des fonctions continues sur groupe
classique SU(2).
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Plus généralement, pour un réel q fixé, soit AN la C∗-algèbre unifère universelle en-
gendrée par N2 éléments {uij}1≤i,j≤N tels que

N∑
k=1

u∗kpukq = δpq1 =
N∑
k=1

upku
∗
qk

pour tout 1 ≤ p, q ≤ N et vérifiant∑
1≤k1,...,kN≤N

E(k1, . . . , kN)ul1k1 . . . ulNkN = E(l1, . . . , lN)1

où E(k1, . . . , kN) est nul si deux ki sont égaux, et vaut (−q)I(k1,...,kN ) sinon, en notant
I(k1, . . . , kN) le nombre d’inversion dans la permutation (k1, . . . , kN).

Alors, le groupe quantique SUq(N) [43] est défini par AN et le coproduit donné sur
les générateurs par la relation classique

∆(uij) =
N∑
k=1

uik ⊗ ukj .

Remarquons que ces premiers exemples sont tous des groupes quantiques compacts
matriciels[41], au sens où les algèbres sont engendrées par les coefficients uij d’une matrice
inversible u, telle que la matrice ū = ((uij)∗)i,j est aussi inversible, et le coproduit vérifie
∆(uij) = ∑

k
uik ⊗ ukj. Nous dirons que u est la représentation fondamentale du groupe

quantique dans ce cas.

3.3.3 Groupe de Kac-Paljutkin
Le groupe quantique de Kac-Paljutkin KP, introduit par Kac et Paljutkin dans [21],

est le plus petit exemple non trivial de groupe quantique, au sens où il n’est ni commutatif
ni co-commutatif. Nous suivons ici la présentation de [16].

Considérons la somme directe d’algèbres de matrices A0 = C⊕ C⊕ C⊕ C⊕M2(C)
munie de la multiplication et de l’involution usuelles. C’est une ∗-algèbre unifère de di-
mension huit, de base canonique

e1 = 1 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)
E11 = 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
1 0
0 0

)

e2 = 0 +̇ 1 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)
E12 = 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 1
0 0

)

e3 = 0 +̇ 0 +̇ 1 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)
E21 = 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 0
1 0

)

e4 = 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 1 +̇
(

0 0
0 0

)
E22 = 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 0
0 1

)

où la notation +̇ est définie de façon naturelle pour désigner les éléments d’une somme

directe. L’unité de A est 1 = 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇
(

1 0
0 1

)
= e1 + e2 + e3 + e4 + E11 + E22.
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Les formules suivantes définissent le coproduit, où ı désigne l’unité imaginaire :

∆(e1) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 + e4 ⊗ e4

+ 1
2E11 ⊗ E11 + 1

2E12 ⊗ E12 + 1
2E21 ⊗ E21 + 1

2E22 ⊗ E22 ,

∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e4 + e4 ⊗ e3

+ 1
2E11 ⊗ E22 + 1

2E22 ⊗ E11 −
ı

2E12 ⊗ E21 + ı

2E21 ⊗ E12 ,

∆(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e2 ⊗ e4 + e4 ⊗ e2

+ 1
2E11 ⊗ E22 + 1

2E22 ⊗ E11 + ı

2E12 ⊗ E21 −
ı

2E21 ⊗ E12 ,

∆(e4) = e1 ⊗ e4 + e4 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2

+ 1
2E11 ⊗ E11 + 1

2E22 ⊗ E22 −
1
2E12 ⊗ E12 −

1
2E21 ⊗ E21 ,

∆(E11) = e1 ⊗ E11 + E11 ⊗ e1 + e2 ⊗ E22 + E22 ⊗ e2

+ e3 ⊗ E22 + E22 ⊗ e3 + e4 ⊗ E11 + E11 ⊗ e4 ,
∆(E12) = e1 ⊗ E12 + E12 ⊗ e1 + ıe2 ⊗ E21 − ıE21 ⊗ e2

− ıe3 ⊗ E21 + ıE21 ⊗ e3 − e4 ⊗ E12 − E12 ⊗ e4 ,
∆(E21) = e1 ⊗ E21 + E21 ⊗ e1 − ıe2 ⊗ E12 + ıE12 ⊗ e2

+ ıe3 ⊗ E12 − ıE12 ⊗ e3 − e4 ⊗ E21 − E21 ⊗ e4 ,
∆(E22) = e1 ⊗ E22 + E22 ⊗ e1 + e2 ⊗ E11 + E11 ⊗ e2

+ e3 ⊗ E11 + E11 ⊗ e3 + e4 ⊗ E22 + E22 ⊗ e4 ,

la counité est donnée par ε
(
x1 +̇ x2 +̇ x3 +̇ x4 +̇

(
c11 c12
c21 c22

))
= x1 et l’antipode est l’ap-

plication de transposition, i.e. S(ei) = ei and S(Eij) = Eji.
Ceci définit un groupe quantique fini, noté KP = (A0,∆). Nous aurons également

besoin de son état de Haar, noté
∫
KP:∫

KP

(
x1 +̇ x2 +̇ x3 +̇ x4 +̇

(
c11 c12
c21 c22

))
= 1

8 (x1 + x2 + x3 + x4 + 2(c11 + c22)) .

3.3.4 Famille de Sekine
En 1996, Sekine a défini sur le même modèle une nouvelle famille de groupes quantiques

finis [35], de dimension 2n2 pour tout n ≥ 2, notés KPn. Nous suivons ici la présentation
de [23].

Considérons la somme directe d’algèbres de matrices An = ⊕
i,j∈Zn

Ce(i,j)⊕Mn(C) munie
de la multiplication et de l’involution usuelles. C’est une ∗-algèbre unifère de dimension
2n2, de base {e(i,j)}i,j∈Zn ∪ {Ei,j}1≤i,j≤n et d’unité 1 = ∑

i,j∈Zn
e(i,j) +

n∑
i=1

Ei,i.
Les formules suivantes définissent le coproduit :

∆(e(i,j)) =
∑

k,l∈Zn
e(k,l) ⊗ e(i−k,j−l) + 1

n

∑
k,l∈Zn

ηi(k−l)Ek,l ⊗ Ek+j,l+j
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∆(Ei,j) =
∑

k,l∈Zn
e(−k,−l) ⊗ ηk(i−j)Ei−l,j−l +

∑
k,l∈Zn

ηk(j−i)Ei−l,j−l ⊗ e(k,l)

où η = e
2ıπ
n est une racine primitive de l’unité. La counité est donnée par

ε

 ∑
i,j∈Zn

x(i,j)e(i,j) +
∑

1≤i,j≤n
Xi,jEi,j

 = x(0,0)

et l’antipode vérifie S(e(i,j)) = e(−i,−j) et S(Ei,j) = Ej,i.
Ceci définit un groupe quantique fini, noté KPn = (An,∆, S). Nous aurons également

besoin de son état de Haar, noté
∫
KPn:

∫
KPn

 ∑
i,j∈Zn

x(i,j)e(i,j) +
∑

1≤i,j≤n
Xi,jEi,j

 = 1
2n2

 ∑
i,j∈Zn

x(i,j) + n
n∑
i=1

Xi,i

 .

Remarquons que même s’ils ont parfois (par erreur) été considérés comme isomorphes,
KP et KP2 sont distincts, leurs coproduits sont différents. De plus, KP2 est co-commutatif,
contrairement à KP.
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Chapitre 4

Groupes duaux

Nous définissons ici les groupes duaux au sens de Voiculescu et présentons quelques
unes de leurs propriétés. Nous introduisons également l’exemple le plus courant de ces
groupes, le groupe dual unitaire et sa trace de Haar libre.

4.1 Définitions
Les groupes duaux au sens de Voiculescu [39] sont une autre généralisation de groupes,

comme les algèbres de Hopf, mais utilisent le produit libre au lieu du produit tensoriel.

Définition 4.1.1. Un groupe dual au sens de Voiculescu est la donnée d’une ∗-algèbre
unifère A et de trois ∗-homomorphismes unifères ∆: A → AtA, δ : A → C et Σ: A → A,
tels que

• l’application ∆ est un coproduit coassociatif, i.e. (idA t¯
∆) ◦∆ = (∆t

¯
idA) ◦∆,

• l’application δ est une counité, i.e. (δt
¯

idA) ◦∆ = idA = (idA t¯
δ) ◦∆,

• l’application Σ est un antipode, i.e. (Σ t idA) ◦∆ = δ(·)1A = (idA tΣ) ◦∆.

Remarque 4.1.2. Dans le produit tensoriel A⊗A, les deux inclusions naturelles de A,
A⊗ 1A et 1A ⊗A, commutent. Ce n’est pas le cas des images A(1) et A(2) de A dans le
produit libre AtA. Les groupes duaux au sens de Voiculescu sont donc une généralisation
hautement non commutative des groupes classiques.

Nous pouvons alors décomposer l’algèbre du groupe dual (A,∆, δ,Σ) sous la forme
C1A ⊕ ker(δ), où ker(δ) = {a ∈ A, δ(a) = 0} est une ∗-sous-algèbre. Nous pouvons alors
définir cinq notions différentes de convolution d’états, correspondant aux cinq différents
produits d’états sur le produit libre d’algèbres.

Définition 4.1.3. Considérons le groupe dual (A,∆, δ,Σ) et la décomposition de l’algèbre
A = C1A⊕ker(δ). Pour deux états φ et ψ sur A, nous pouvons définir cinq états différents
φ ?F ψ, φ ?T ψ, φ ?B ψ, φ ?M ψ et φ ?AM ψ, appelés respectivement produit de convolution
libre, tensoriel, booléen, monotone et anti-monotone, et donnés respectivement par

φ ?F ψ = (φ ∗ ψ) ◦∆, φ ?T ψ = (φ⊗ ψ) ◦∆, φ ?B ψ = (φ � ψ) ◦∆,
φ ?M ψ = (φB ψ) ◦∆ et φ ?AM ψ = (φC ψ) ◦∆ .
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Ceci nous conduit à définir cinq notions d’états de Haar différentes, en fonction du
produit de convolution utilisé.

Définition 4.1.4. L’état de Haar libre (respectivement tensoriel, booléen, monotone,
anti-monotone) du groupe dual (A,∆, δ,Σ) est, s’il existe, l’unique état h sur A tel que,
pour tout état φ sur A, h?F φ = h = φ?F h (resp. h?T φ = h = φ?T h, h?B φ = h = φ?B h,
h ?M φ = h = φ ?M h, h ?AM φ = h = φ ?AM h).

Remarquons que nous n’avons pas de résultat général d’existence comme dans le cas
des groupes quantiques compacts. Nous définissons aussi, en ne considérant que les traces,
une notion plus faible pour laquelle nous n’avons pas non plus de ce type résultat.

Définition 4.1.5 ([7]). La trace de Haar libre (respectivement tensorielle, booléenne,
monotone, anti-monotone) du groupe dual (A,∆, δ,Σ) est, si elle existe, l’unique trace h
sur A telle que, pour toute trace φ sur A, h ?F φ = h = φ ?F h (resp. h ?T φ = h = φ ?T h,
h ?B φ = h = φ ?B h, h ?M φ = h = φ ?M h, h ?AM φ = h = φ ?AM h).

En particulier, une trace sur A qui est un état de Haar du groupe dual (A,∆, δ,Σ) est
une trace de Haar de ce groupe dual pour le même produit.

Définition 4.1.6. Une variable aléatoire quantique définie sur le groupe dual (A,∆, δ,Σ)
et à valeurs dans l’espace de probabilité non commutatif (B, φ) est un ∗-homomorphisme
unifère j : A → B.

4.2 Le groupe dual unitaire
Soient n ≥ 1 et Unc

n l’∗-algèbre non commutative engendrée par n2 éléments, notés
{uij}1≤i,j≤n, tels que la matrice u = (uij)1≤i,j≤n soit unitaire. Cette algèbre Unc

n est parfois
appelée l’algèbre de Brown. Il est possible de munir cette algèbre d’une structure de groupe
dual au sens de Voiculescu, U〈n〉 = (Unc

n ,∆, δ,Σ), appelée le groupe dual unitaire.

Définition 4.2.1. Soit n ≥ 1. Le groupe dual unitaire U〈n〉 est défini par l’∗-algèbre
unifère Unc

n et les trois ∗-homomorphismes unifères ∆: Unc
n → Unc

n t Unc
n , δ : Unc

n → C et
Σ: Unc

n → Unc
n , tels que

• Unc
n est l’algèbre de Brown, engendrée par les uij satisfaisant

∀1 ≤ i, j ≤ n,
n∑
k=1

u∗kiukj = δij =
n∑
k=1

uiku
∗
jk ,

• le coproduit ∆ est coassociatif et donné sur les générateurs par ∆(uij) =
n∑
k=1

u
(1)
ik u

(2)
kj ,

• la counité δ est donnée par δ(uij) = δij,

• l’antipode Σ est donné par Σ(uij) = u∗ji.
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Dans [7], Cébron et Ulrich étudient les états et les traces de Haar correspondant
aux cinq différentes notions de convolution (libre, tensorielle, booléenne, monotone et
anti-monotone). Ils montrent en particulier qu’il n’y a pas d’état de Haar sur U〈n〉 pour
chacune de ces convolutions, et même aucune trace de Haar pour la convolution booléenne,
monotone ou anti-monotone, pour tout n ≥ 2. Ils démontrent aussi l’existence d’une trace
de Haar fidèle sur Unc

n pour la convolution libre, notée h. Il s’agit de la trace définie par
McClanahan [25]. De plus, Cébron et Ulrich déterminent les cumulants libres, par rapport
à h, des générateurs uij et de leurs adjoints (u∗)ij = u∗ji.

Proposition 4.2.1 ([7]). Les cumulants libres de (uij)1≤i,j≤n et ((u∗)ij)1≤i,j≤n dans l’es-
pace de probabilités non commutatif (Unc

n , h) sont donnés comme suit.
Soient 1 ≤ i1, j1, . . . , ir, jr ≤ n et ε1, . . . , εr les exposants ∅ ou ∗. Si les indices sont

cycliques (i.e. si jl−1 = il pour 2 ≤ l ≤ r et i1 = jr), si r est pair et si les εi sont alternés,
nous avons

κr ((uε1)i1j1 , . . . , (uεr)irjr) = n1−r(−1) r2−1C r
2−1

où Ci = (2i)!
(i+1)!i! est un nombre de Catalan.

Sinon, le terme de gauche est nul.

Notons qu’il existe aussi une trace de Haar pour le produit tensoriel, définie par Cébron
et Ulrich, qui n’est pas fidèle, pour n ≥ 2.
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Chapitre 5

Théorie des probabilités non
commutatives

Pour cette courte présentation de la théorie des probabilités non commutatives, nous
suivrons essentiellement le livre de Nica et Speicher [30]. L’idée est de généraliser les
notions classiques de théorie des probabilités au cas où l’algèbre des variables aléatoires
peut ne pas être commutative.

5.1 Espaces de probabilité non commutatifs
Rappelons qu’un espace de probabilité non commutatif est la donnée d’une ∗-algèbre

unifère A et d’un état φ sur cette algèbre. Les éléments de A seront appelés les variables
aléatoires non commutatives.

Exemple 5.1.1. Soit (Ω, P) un espace de probabilité classique, alors l’ensemble des va-
riables aléatoires ayant des moments finis à tout ordre L∞−(Ω,P) := ⋂

1≤p<∞
Lp(Ω,P), muni

de l’espérance E :=
∫

Ω · dP, vérifie la définition d’un espace de probabilité non commutatif,
avec une algèbre commutative.

Il en est de même pour (C(G), eve) l’ensemble des fonctions continues définies sur un
groupe compact G et à valeurs complexes, muni de eve : f 7→ f(e) l’évaluation en l’élément
neutre e du groupe.

L’algèbre des matrices Mn(C) munie de la trace normalisée trn constitue quant à
elle un premier exemple d’espace de probabilité non commutatif avec une algèbre non
commutative.

Définition 5.1.2. Nous parlerons d’homomorphisme d’espaces de probabilité non com-
mutatifs lorsque l’∗-homomorphisme f : (A1, φ1)→ (A2, φ2) vérifie φ1 = φ2 ◦ f .

Un concept essentiel dans l’étude des variables aléatoires est celui de loi de probabilité.
Nous l’étendons au cas des variables non commutatives grâce aux définitions suivantes.

Définition 5.1.3. Soit a une variable aléatoire non commutative dans l’espace de pro-
babilité non commutatif (A, φ). Une expression de la forme φ(aε1 . . . aεn), pour un entier
naturel n et des exposants ε1, . . . , εn ∈ {∅, ∗}, est appelée ∗-moment de a.
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Notons C〈X,X∗〉 l’ensemble des polynômes non commutatifs à deux indéterminées X
et X∗. Il s’agit de l’∗-algèbre unifère librement engendrée par les deux éléments X et X∗
qui ne commutent pas.

Définition 5.1.4. Soit a une variable aléatoire non commutative dans l’espace de proba-
bilité non commutatif (A, φ). Nous appellerons ∗-distribution de a la fonctionnelle linéaire
µa : C〈X,X∗〉 → C déterminée par

µa (Xε1 . . . Xεn) = φ(aε1 . . . aεn)

pour tout entier naturel n et pour tout choix des exposants ε1, . . . , εn ∈ {∅, ∗}.

Remarquons qu’un élément auto-adjoint de l’algèbre A, i.e. tel que a∗ = a, correspond
à une variable aléatoire réelle classique, au sens où son ∗-distribution est celle d’une telle
variable aléatoire.

Exemple 5.1.5. Soit (Ω, P) un espace de probabilité classique, et (L∞−(Ω,P),E) l’es-
pace de probabilité non commutatif associé. Alors l’∗-distribution µX de X ∈ L∞−(Ω,P)
correspond à la collection de ses moments de tout ordre, et donc à la loi de probabilité
de X lorsqu’elle est déterminée par ses moments.

Lorsque nous nous intéressons à plusieurs variables aléatoires en même temps, il est
courant de considérer leur loi de probabilité jointe. Procédons de même pour étendre ce
concept au cas des variables aléatoires non commutatives.

Notons C〈X1, X
∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s 〉 l’∗-algèbre unifère librement engendrée par les 2s indé-

terminées X1, X
∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s qui ne commutent pas.

Définition 5.1.6. Soit (A, φ) un espace de probabilité non commutatif et a1, . . . , as des
éléments de A. Une expression de la forme φ(aε1

i1 . . . a
εn
in ), pour un entier naturel n, des

indices 1 ≤ i1, . . . , in ≤ s et des exposants ε1, . . . , εn ∈ {∅, ∗}, est appelée ∗-moment joint
des variables non commutatives a1 . . . , as.

L’∗-distribution jointe des variables aléatoires non commutatives a1, . . ., as est la
fonctionnelle linéaire µa1,...,as : C〈X1, X

∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s 〉 → C définie par

µa1,...,as(P ) = φ(P (a1, . . . , as)) ,

où P (a1, . . . , as) est l’image de P par l’homomorphisme d’algèbres qui envoie Xr sur ar
et X∗r sur a∗r, pour tout 1 ≤ r ≤ s.

Définition 5.1.7 ([9]). Nous dirons qu’une famille de s-uplets (an1 , . . . , ans ) de variables
aléatoires non commutatives converge vers le s-uplet (a1, . . . , as) si et seulement si

∀P ∈ C〈X1, X
∗
1 , . . . Xs, X

∗
s 〉, µan1 ,...,ans (P ) −→

n→+∞
µa1,...,as(P ) .

Nous dirons de même qu’une variable aléatoire non commutative admet µ comme
∗-distribution asymptotique, au sens de la convergence des ∗-moments.
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5.2 Différentes notions d’indépendance
Une des caractéristiques importantes des variables aléatoires classiques est l’indépen-

dance. En effet, lorsque deux variables aléatoires sont indépendantes, il nous suffit de
connaître la loi de probabilité de chacune d’elles pour connaître leur loi jointe.

Nous voudrions pouvoir étendre cette propriété au cas des variables aléatoires non
commutatives. Il nous faut donc une notion d’indépendance non commutative. Elle peut
prendre différents aspects.

5.2.1 Cas classique : l’indépendance tensorielle
Définition 5.2.1. Soit (A, φ) un espace de probabilité non commutatif et I un ensemble
fixé d’indices.

1. La famille d’∗-sous-algèbres unifères (Ai)i∈I est appelée tensoriellement indépen-
dante, si les sous-algèbres Ai commutent (i.e. ab = ba pour tout a ∈ Ai et tout
b ∈ Aj, avec i, j ∈ I, i 6= j) et si φ se factorise de la façon suivante

φ

∏
j∈J

aj

 =
∏
j∈J

φ(aj)

pour tout sous-ensemble fini J ⊂ I et tout aj ∈ Aj.

2. L’indépendance tensorielle des variables aléatoires non commutatives est définie par
l’indépendance tensorielle des ∗-algèbres unifères engendrées.

Remarque 5.2.2. Deux variables aléatoires non commutatives a et b auto-adjointes
dans l’espace de probabilité non commutatif (A, φ) seront tensoriellement indépendantes
lorsque a et b commutent dans A et vérifient, pour tout choix des entiers naturels m et
n, φ(ambn) = φ(am)φ(bn). Cette définition correspond bien à la notion d’indépendance de
deux variables aléatoires réelles classiques.

Le nom d’indépendance tensorielle vient du fait que nous pouvons la décrire à partir
de la notion de produit tensoriel d’états.

Proposition 5.2.3. Soient (A, φ) un espace de probabilité non commutatif et a1, a2 ∈ A
deux variables aléatoires non commutatives telles que a1a2 = a2a1. Alors a1 et a2 sont
tensoriellement indépendantes si et seulement si φ1 ⊗ φ2 = φ ◦ (i1 t i2) comme états sur
A1 t A2, où φi est la restriction de φ à Ai = *-alg{1A, ai} et i1 : A1 → A, i2 : A2 → A
sont les inclusions naturelles.

5.2.2 L’indépendance libre
Définition 5.2.4. Soit (A, φ) un espace de probabilité non commutatif et I un ensemble
fixé d’indices.

1. La famille d’∗-sous-algèbres unifères (Ai)i∈I est appelée ∗-librement indépendante,
ou ∗-libre, si φ(a1 . . . an) = 0 pour tout n ≥ 1, et tout aj ∈ Aij vérifiant φ(aj) = 0
et i1 6= i2, i2 6= i3, . . ., in−1 6= in.
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2. Pour tout i ∈ I, soit Xi un sous-ensemble de A. Alors la famille (Xi)i∈I est appelée
∗-librement indépendante si les ∗-algèbres unifères Ai = *-alg{1A,Xi} sont ∗-libres
dans (A, φ).

3. En particulier, l’indépendance ∗-libre ou ∗-liberté des variables aléatoires non com-
mutatives est définie par l’indépendance ∗-libre des ∗-algèbres unifères engendrées :
si les ∗-sous-algèbres unifères Ai = *-alg{1A, ai} sont ∗-libres dans (A, φ), nous
dirons que les variables aléatoires non commutatives (ai)i∈I sont ∗-libres.

Remarquons que la notion d’indépendance ∗-libre est relative à un état, mais nous ne
le citerons pas lorsqu’il n’y a pas de confusion possible. Nous parlerons de l’∗-liberté d’une
variable non commutative par rapport à un ensemble d’autres variables non commutatives,
lorsque nous serons dans le cas du second point de la définition, et que l’un des ensembles
considérés sera un singleton.

L’∗-liberté est bien une notion d’indépendance pour les variables aléatoires non com-
mutatives, au sens où elle nous permet de déterminer l’∗-distribution jointe à partir des
∗-distributions marginales.

Proposition 5.2.5. Soient (A, φ) un espace de probabilité non commutatif, et (Ai)i∈I
une famille ∗-libre d’∗-sous-algèbres unifères. Notons B l’∗-sous-algèbre unifère engendrée
par toutes les Ai, B := *-alg{Ai, i ∈ I}. Alors φ|B est déterminé de façon unique par les
φ|Ai et la condition d’indépendance libre.

Ce résultat s’obtient par récurrence, en centrant les variables aléatoires non commu-
tatives, c’est-à-dire en considérant a− φ(a)1A.

Exemple 5.2.6. Soient a et b deux variables non commutatives ∗-libres. Nous savons
que φ(ab) = 0 si φ(a) = φ(b) = 0. Lorsque ce n’est pas le cas, nous pouvons quand même
déterminer φ(ab) en centrant les variables :

0 = φ ((a− φ(a)1A)(b− φ(b)1A)) = φ(ab)− φ(a)φ(b)

d’où φ(ab) = φ(a)φ(b).
De même, si {a1, a2} et b sont ∗-libres,

0 = φ ((a1 − φ(a1)1A)(b− φ(b)1A)(a2 − φ(a2)1A))

entraîne φ(a1ba2) = φ(a1a2)φ(b).

Remarque 5.2.7. Deux variables aléatoires classiques sont ∗-librement indépendantes si
et seulement si l’une des deux au moins est presque sûrement constante. En effet, soient
X et Y deux variables aléatoires de L∞−(Ω,P) ∗-libres pour l’espérance E. Sans perdre
de généralité, nous pouvons supposer que ces variables aléatoires X et Y sont centrées.
Alors

0 = E[XYXY ] = E[X2Y 2] = E[X2]E[Y 2]
où la première égalité suit de la définition d’∗-liberté et la dernière de l’exemple ci-dessus.
En particulier, nous obtenons que l’une des deux variances au moins doit s’annuler. Ceci
montre bien que la ∗-liberté est un concept non commutatif, qui ne correspond pas à un
cas particulier de dépendance entre des variables aléatoires classiques.
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Remarquons que nous pouvons aussi définir l’indépendance libre à partir du produit
libre des algèbres en utilisant cette fois le produit libre d’états.

Proposition 5.2.8. Soient (A, φ) un espace de probabilité non commutatif et a1, a2 ∈ A
deux variables aléatoires non commutatives. Alors a1 et a2 sont ∗-libres si et seulement
si φ1 ∗ φ2 = φ ◦ (i1 t i2) comme états sur A1 t A2, où φi est la restriction de φ à
Ai = *-alg{1A, ai} et i1 : A1 → A, i2 : A2 → A sont les inclusions naturelles.

Définition 5.2.9 ([9]). Nous dirons qu’une suite de familles de variables aléatoires non
commutatives est asymptotiquement ∗-libre, si elle converge vers une famille de variables
aléatoires non commutatives ∗-librement indépendante.

5.3 Cumulants
Les cumulants cn(X) d’une variables aléatoire classique sont des quantités bien dé-

terminées et souvent utilisées. Les premiers sont l’espérance, la variance, le coefficient
d’asymétrie et le kurtosis, donnés par

c1(X) = E[X] , c2(X) = E[X2]− E[X]2 , c3(X) = E[X3]− 3E[E2]E[X] + 2E[X]3 ,
c4(X) = E[X4]− 4E[X3]E[X]− 3E[X2]2 + 12E[X2]E[X]2 − 6E[X]4 .

La suite des cumulants est une autre façon de caractériser les lois de probabilité détermi-
nées par leurs moments. Par exemple, la loi N (0, 1) correspond à la suite (0, 1, 0, 0, . . .). De
plus, ils se comportent bien vis à vis de l’indépendance, puisque cn(X+Y ) = cn(X)+cn(Y )
lorsque X et Y sont indépendantes. En particulier, les cumulants joints de variables aléa-
toires indépendantes sont nuls.

Il est possible de définir une notion équivalente dans le cadre des probabilités non
commutatives. La notation [s] désignera l’ensemble {1, 2, . . . , s}, pour tout s ≥ 1. Remar-
quons alors que la définition des cumulants classiques repose sur les partitions de [s], nous
utiliserons donc les partitions non croisées pour les cumulants libres.

5.3.1 Partitions non croisées
Une partition de [s] est une famille de sous-ensembles de [s] non vides et disjoints,

telle que leur union est l’ensemble [s] tout entier. Ces sous-ensembles V sont appelés les
blocs de la partition π qu’ils forment, et nous noterons V ∈ π. Une partition possède un
croisement s’il existe 1 ≤ i < j < k < l ≤ s tels que i et k sont dans un bloc, et j et l
sont dans un autre. Une partition ne contenant aucun croisement sera dite non croisée.

Figure 5.1 – Une partition croisée et une autre non croisée d’un ensemble à cinq éléments

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

• l’ensemble des partitions non croisées de [s] est noté NC(s),
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• NC2(s) correspond aux appariements, ou partitions par paires, sans aucun croise-
ment.

Nous pouvons munir l’ensemble NC(s) d’un ordre partiel ≤, appelé la relation de
finesse inverse.

Definition 5.3.1 ([30]). Soient π, σ ∈ NC(s) deux partitions non croisées. Nous noterons
π ≤ σ si chaque bloc de π est complètement contenu dans l’un des blocs de σ. L’élément
maximal de NC(s) par rapport à cet ordre partiel est la partition constituée d’un seul
bloc, et est notée 1s, c’est-à-dire 1s = .

Nous obtenons alors le treillis (NC(s),≤). En particulier, pour toute paire de partitions
non croisées (π, σ) de [s] nous pouvons toujours définir la borne supérieure, notée π ∨ σ,
comme la plus petite partition τ vérifiant π ≤ τ et σ ≤ τ .

Figure 5.2 – Un sous-treillis de NC(4) contenant NC2(4) = { , }

La structure de treillis nous permet de définir la fonction de Möbius µnc sur NC(s).
C’est une fonction multiplicative µnc : NC(s)×NC(s)→ N, définie vérifiant [30, équation
(10.11)] :

Proposition 5.3.2 ([30]). Pour tout s ≥ 1 et tout σ ∈ NC(s),

∑
π≥σ

µnc(π, 1s) =
1 si σ = 1s

0 dans tous les autres cas
.

5.3.2 Cumulants libres
Pour un espace de probabilité non commutatif (A, φ), les cumulants libres, notés κs,

sont alors définis par les formules moment-cumulant [30, équations (11.7) et (11.8)] :

φ(a1 . . . as) =
∑

π∈NC(s)
κπ[a1, . . . , as] (5.1)
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où κπ[a1, . . . , as] = ∏
V ∈π

κV [a1, . . . , as] := ∏
V ∈π

V={v1<...<vl}

κl(av1 , . . . , avl) et

κs(a1, . . . , as) =
∑

σ∈NC(s)
φσ[a1, . . . , as]µnc(σ, 1s) (5.2)

où φσ[a1, . . . , as] = ∏
V ∈σ

φV [a1, . . . , as] := ∏
V ∈σ

V={v1<...<vl}

φ(av1 . . . avl).

Remarquons que les cumulants libres caractérisent l’indépendance ∗-libre.

Proposition 5.3.1. Soit (ai)i∈I une famille de variables aléatoires non commutatives de
(A, φ). La famille est ∗-libre si et seulement si les ∗-cumulants libres joints s’annulent,
i.e. pour tout s ≥ 0, pour tout ε1, . . . , εs ∈ {∅, ∗} et pour tout ai1 , . . . , ais ∈ A tels que
i1, . . . , is ∈ I, s’il existe j 6= j′ tels que ij 6= ij′, alors κs(ai1 , . . . , ais) = 0.
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Part II

Finite quantum groups
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Chapter 6

Kac-Paljutkin finite quantum group

We present here the study of the Kac-Paljutkin finite quantum group. This chapter is
mostly taken from the articles [6, 5]. We use the notation given in subsection 3.3.3.

6.1 Representation theory
When Kac and Paljutkin define KP, they also give the list of its irreducible represen-

tations. But for completeness, we also do the calculation here.

6.1.1 The group of group-like elements
A group-like element is a nonzero element of A0 such that ∆(g) = g ⊗ g. Group-like

elements satisfying ε(g) = 1, i.e. g1 = 1, correspond to one-dimensional representations
of the finite quantum group KP. Moreover, they form a group, with inverse given by the
antipode. In particular, the unit 1 of A0 satisfies these conditions, it is called the trivial
representation.

Proposition 6.1.1. The family of group-like elements of KP is a group isomorphic to
Z2 × Z2:
{

1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇
(

1 0
0 1

)
, 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇

(
−1 0
0 −1

)
,

1 +̇−1 +̇−1 +̇ 1 +̇
(

1 0
0 −1

)
, 1 +̇−1 +̇−1 +̇ 1 +̇

(
−1 0
0 1

)}
.

Proof. Direct calculations, using the conditions above and the linear basis of the tensor
product A0⊗A0, give the list of one-dimensional unitary representations of KP. Moreover,
the multiplication on A0 gives the structure of an abelian group on this set and every
non-trivial element is of order 2.

Remark 6.1.2. Note that in [20], Izumi and Kosaki give group-like elements which look
a little bit different from ours. The fact is that they do not use the same basis: in their
notation, z(a), z(b) and z(c) play respectively the role of our e4, e2 and e3.
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6.1.2 Matrix elements and fundamental representation
Let us look at representations of KP with dimension at least 2. We will determine

matrix elements of representation of dimension 2, i.e. elements X(11), X(12), X(21), X(22) of
A0, such that ∆(X(ij)) = X(i1)⊗X(1j) +X(i2)⊗X(2j) and ε(X(ij)) = δi,j for all i, j ∈ {1, 2}.
These are matrix elements of two-dimensional representations of KP. An argument of di-
mension allows us to know that, up to equivalence, there is only one two-dimensional
irreducible representation, and that there is no irreducible representation of higher di-
mension.

Proposition 6.1.3. For all a ∈ {−1, 1} and all λ ∈ T, let us fix

Xa,λ =
(
X(11) X(12)
X(21) X(22)

)

=


1 +̇ a +̇−a +̇−1 +̇

(
0 0
0 0

)
0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 λ
ıaλ 0

)

0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 λ̄

−ıaλ̄ 0

)
1 +̇−a +̇ a +̇−1 +̇

(
0 0
0 0

)
 .

Then Xa,λ is a fundamental representation of KP, it means that its coefficients generate
the algebra A0.

To prove this, we have to define the adjoint x∗ of an element x in A0. It is given by
the following formula:(

x1 +̇ x2 +̇ x3 +̇ x4 +̇
(
c11 c12
c21 c22

))∗
= x1 +̇ x2 +̇ x3 +̇ x4 +̇

(
c11 c21
c12 c22

)
.

Remark 6.1.4. Remark 6.1.2, about [20], holds again. Moreover, since all Xa,λ are unitary
equivalent, Izumi and Kosaki fix a = −1 and λ = eı

π
4 .

Proof. First of all, let us check that X(11) is a matrix element of a two-dimensional repre-
sentation of KP. The computation for X(12), X(21) and X(22) are similar. We have on the
first hand

∆(X(11)) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 + e4 ⊗ e4

− (e1 ⊗ e4 + e4 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2)
+ a (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e4 + e4 ⊗ e3)
− a (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e2 ⊗ e4 + e4 ⊗ e2)
+ E12 ⊗ E12 + E21 ⊗ E21 + ıaE21 ⊗ E12 − ıaE12 ⊗ E21

and, on the other hand

X(11) ⊗ X(11) + X(12) ⊗ X(21) = e1 ⊗ e1 + ae1 ⊗ e2 − ae1 ⊗ e3 − e1 ⊗ e4

+ a (e2 ⊗ e1 + ae2 ⊗ e2 − ae2 ⊗ e3 − e2 ⊗ e4)
− a (e3 ⊗ e1 + ae3 ⊗ e2 − ae3 ⊗ e3 − e3 ⊗ e4)
− (e4 ⊗ e1 + ae4 ⊗ e2 − ae4 ⊗ e3 − e4 ⊗ e4)
+ |λ|2E12 ⊗ E12 − ıa|λ|2E12 ⊗ E21

+ ıa|λ|2E21 ⊗ E12 + a2|λ|2E21 ⊗ E21 .
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Hence, ∆(X(11)) = X(11) ⊗ X(11) + X(12) ⊗ X(21).
Moreover, we can sow that Xa,λ and Xa,λ are unitary matrices and

∫
KPχ(Xa,λ)∗χ(Xa,λ)

equals 1. Hence Xa,λ defines a unitary irreducible representation of KP.
Finally, the family

{
X(11),X(12),X(21),X(22)

}
generates A0 since

e1 = 1
4
(
X2

(11) + X(11)X(22)
)

+ 1
4
(
X(11) + X(22)

)
e4 = 1

4
(
X2

(11) + X(11)X(22)
)
− 1

4
(
X(11) + X(22)

)
e2 = 1

4
(
X2

(11) − X(11)X(22)
)

+ a

4
(
X(11) − X(22)

)
e3 = 1

4
(
X2

(11) − X(11)X(22)
)
− a

4
(
X(11) − X(22)

)
E11 = 1

2
(
X(12)X

∗
(12) + ıaX(12)X(21)

)
E22 = 1

2
(
X(12)X

∗
(12) − ıaX(12)X(21)

)
E12 = 1

2
(
λ̄X(12) + λX(21)

)
E21 = − ıa2

(
λ̄X(12) − λX(21)

)
.

Remark 6.1.5. Since the Kac-Paljutkin finite quantum group admits a unitary finite
dimensional fundamental representation Xa,λ such that Xa,λ = Xa,−ıaλ̄, it is a compact
matrix quantum group [41].

6.1.3 Fusion rules
In order to give a complete representation theory, let us also present the fusion rules

for KP, i.e. determine the decomposition of each possible tensor product of two irreducible
representations as a direct sum of irreducible representations, up to unitary equivalence.
Let us recall that, for two finite dimensional Hilbert spaces H and K,

: (B(H)⊗A0)× (B(K)⊗A0)→ B(H⊗K)⊗A0

is given by (m⊗ a) (n⊗ b) = m⊗ n⊗ ab.
The group structure in Proposition 6.1.1 gives the fusion rules for the one-dimensional

representations of KP, since C ⊗ C ' C. Hence, if gi and gj denote two of the four
one-dimensional representations of KP:

gi gj ' gigj =


1KP if i = j

gi if gj = 1KP 6= gi

gj if gi = 1KP 6= gj

gk otherwise, where {gi, gj, gk} = {α ∈ I(KP), dα = 1, α 6= 1KP}

.

We also need to determine Xa,λ Xa,λ and Xa,λ gi. Let us note that, by definition

χ
(
Xa,λ Xa,λ

)
= χ(Xa,λ)2 =

(
X(11) + X(22)

)2
= 4 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 4 +̇

(
0 0
0 0

)
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which is the sum of the four one-dimensional irreducible representations. We get

Xa,λ Xa,λ '
⊕

α∈I(KP)
dα=1

α .

Moreover, it is easy to see that Xa,λ gi = gi Xa,λ is some Xa′,λ′ , hence is unitarily
equivalent to Xa,λ.

6.2 Traces of the fundamental representation and its
powers

To extend the study of Diaconis and Shahshahani in KP, we compute the traces of
powers of the fundamental representation. Once we have these elements, we compute their
∗-distribution in the finite quantum group KP with respect to the Haar state, and identify
them with classical probability distributions determined by moments of all order.

6.2.1 Powers of the fundamental representation
Lemma 6.2.1. For all nonnegative integer n, (Xa,λ)2n is a diagonal matrix,

(Xa,λ)2n =


1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇

(
(−ıa)n 0

0 (ıa)n
)

0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)

0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)
1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇

(
(ıa)n 0

0 (−ıa)n
)


Proof. Let {eij}1≤i,j≤2 denote the family of matrix unit inM2(C). Then

Xa,λ =
2∑

i,j=1
eij ⊗ X(ij)

as an element of M2(C) ⊗ A0. The usual multiplication in the algebraic tensor product
of algebra gives, going back to the matrix notation,

(Xa,λ)2 =


1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇

(
−ıa 0

0 ıa

)
0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 0
0 0

)

0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 0
0 0

)
1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇

(
ıa 0
0 −ıa

)
 .

The result follows for higher powers by similar calculations, using (Xa,λ)2n =
[
(Xa,λ)2

]n
.

Lemma 6.2.2. For every natural integer n, we have χ
(
(Xa,λ)2n+1

)
= χ (Xa,λ) and

χ
(
(Xa,λ)2n

)
= 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ ((ıa)n+(−ıa)n)I2, where I2 is the identity matrix inM2(C).
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Proof. The second relation comes from Lemma 6.2.1 and the componentwise addition. The
classical formula (Xa,λ)2n+1 = (Xa,λ)2nXa,λ leads to the following expression for (Xa,λ)2n+1:

1 +̇ a +̇−a +̇−1 +̇
(

0 0
0 0

)
0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇

(
0 (−ıa)nλ

(ıa)n+1λ 0

)

0 +̇ 0 +̇ 0 +̇ 0 +̇
(

0 (ıa)nλ̄
(−ıa)n+1λ̄ 0

)
1 +̇−a +̇ a +̇−1 +̇

(
0 0
0 0

)


and the trace does not depend on n.

Let E[Zn] denotes the moment of order n of a classical random variable Z. We obtain
four different discrete probability distributions for χ

(
(Xa,λ)k

)
, depending on the power k.

Theorem 6.2.3. Let k be a nonnegative integer. Let us denote by µ0, µ1, µ2 and µ4 the
following distributions:

µ0 = δ2, µ1 = 1
8δ−2 + 3

4δ0 + 1
8δ2, µ2 = 1

2δ0 + 1
2δ2 and µ4 = 1

2δ−2 + 1
2δ2 .

Then for all a ∈ {−1, 1} and λ ∈ T, χ
(
(Xa,λ)k

)
is self-adjoint and admits µκ as

∗−distribution, with

κ =


1 if k ≡ 1[2]
2 if k ≡ 2[4]
4 if k ≡ 4[8]
0 if k ≡ 0[8]

.

Moreover, we have

χ
(
(Xa,λ)k

)
=


2 +̇ 0 +̇ 0 +̇−2 +̇ 02 , if k ≡ 1[2]
2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 02 , if k ≡ 2[4]
2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇−2I2 , if k ≡ 4[8]
2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2I2 , if k ≡ 0[8]

.

Proof. Assume that k is odd, then χ
(
(Xa,λ)k

)
= χ (Xa,λ), by Lemma 6.2.2, and, by

definition, we have

χ (Xa,λ) = X(11) + X(22) = 2 +̇ 0 +̇ 0 +̇−2 +̇
(

0 0
0 0

)

so, χ (Xa,λ)∗ = χ (Xa,λ), and for all nonnegative integer n, we obtain that
∫
KP

(χ (Xa,λ))n = 1
8(2n + 0n + 0n + (−2)n + 2(0n + 0n))

= (−2)n
8 + 3

4 × 0n + 2n
8 = E[Zn

1 ]

where Z1 is a µ1-distributed random variable.
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Now, assume that k is even. Then

χ
(
(Xa,λ)k

)
= 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇

(
(ıa) k2 + (−ıa) k2 0

0 (ıa) k2 + (−ıa) k2

)

is self-adjoint and
∫
KP

(
χ
(
(Xa,λ)k

))n
= 1

2
(
2n +

(
(ıa) k2 + (−ıa) k2

)n)
.

Let us note that (ıa)2 = −1, and (ıa)4 = 1. Hence, we obtain that the distribution of
χ
(
(Xa,λ)k

)
equals µ2 if k = 4p+ 2, µ4 if k = 8p+ 4 and µ0 if 8 divides k.

Remark 6.2.4. Like in the classical case, we can express traces of powers of the fun-
damental representation as linear combinations of characters, it means one-dimensional

representations, given in Proposition 6.1.1, and χ (Xa,λ) = 2 +̇ 0 +̇ 0 +̇−2 +̇
(

0 0
0 0

)
. Here

we have 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2I2 = 2 1, 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇−2I2 = 2 (1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇−I2) and
2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 2 +̇ 02 = 2 [(1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇−I2) + 1]. Let us note that this is not true in gen-
eral for quantum groups. For instance, in the free orthogonal group O+

n , χ(u2) is not a
linear combination of characters, where u is the fundamental representation of O+

n (see
Appendix A). For further examples, the reader can also look at the dual quantum group
K̂Pn in subsection 7.5.1.

6.2.2 Independence
We are now able to study the independence relations between the four distinct variables

obtained in the previous theorem. Since the characters are commuting, we are looking at
tensor independence. To study it, we will use the classical joint cumulants, which vanish
when there is a random variable independent from the others.

Let us denote by Pr the set of all partitions of {1, 2, . . . , r}, and for π ∈ Pr, |π| is the
number of its blocks.

Theorem 6.2.5. For i ∈ {0, 1, 2, 4}, let Zi be a µi-distributed random variable such that
Z0 and Z1 are independent from all the others.

Then, for all a ∈ {−1, 1}, λ ∈ T, and (k1, . . . , kr) ∈ Nr,

∫
KP
χ
(
(Xa,λ)k1

)
. . . χ

(
(Xa,λ)kr

)
= E [Zm1 . . . Zmr ]

= 2#{i,ki=0}E
[
Z

#{i,ki=1}
1

]
E
[
Z

#{i,ki=2}
2 Z

#{i,ki=4}
4

]

with mi =


1 if ki ≡ 1[2]
2 if ki ≡ 2[4]
4 if ki ≡ 4[8]
0 if ki ≡ 0[8]

.
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Proof. Let us note that the χ
(
(Xa,λ)i

)
’s commute. Hence, by definition of the multipli-

cation in the direct sum, and by definition of the Haar state
∫
KP∫

KP

r∏
i=1

χ
(
(Xa,λ)ki

)
=
∫
KP

2r +̇α(k) +̇α(k) +̇(−1)#{i,ki=1}2r +̇ β(k)

= 1
8
(
2r
(
1 + (−1)#{i,ki=1}

)
+ 2α(k) + 2 tr(β(k))

)
where α(k) is 0 if there exists i such that ki = 1 and 2r otherwise, and β(k) is the null
matrix if there exists i such that ki ∈ {1, 2} and (−1)#{i,ki=4}2rI2 otherwise. So, we have

∫
KP

r∏
i=1

χ
(
(Xa,λ)ki

)
=



0 if 2 - #{i, ki = 1}
2r−2 if #{i, ki = 1} ∈ 2(N \ {0})
2r−1 if #{i, ki = 1} = 0,#{i, ki = 2} ≥ 1
2r−1

(
1 + (−1)#{i,ki=4}

)
otherwise

Clearly, χ
(
(Xa,λ)0

)
is independent from the other χ

(
(Xa,λ)i

)
’s. To study the inde-

pendence of χ (Xa,λ), let us look at classical cumulants. Let {p1, p2, . . . , pr} be a subset
of {1, 2, 4}, and c(p1, . . . , pr) be the joint cumulant of χ ((Xa,λ)p1) , . . . , χ ((Xa,λ)pr). By
definition, we have

c(p1, . . . , pr) =
∑
π∈Pr

(|π| − 1)! (−1)|π|−1 ∏
B∈π

∫
KP

∏
k∈B

χ ((Xa,λ)pk)

hence, if 1 is in {p1, p2, . . . , pr} the cumulant is 0, it means that χ (Xa,λ) is independent
from the others. Moreover,

c(2, 4) =
∫
KP
χ
(
(Xa,λ)2

)
χ
(
(Xa,λ)4

)
−
∫
KP
χ
(
(Xa,λ)2

) ∫
KP
χ
(
(Xa,λ)4

)
= 2

thus χ
(
(Xa,λ)2

)
and χ

(
(Xa,λ)4

)
are not independent.

6.3 Random walks
As already noted by Kac and Paljutkin [21], we have seen that the characters of the

elements of I(KP) are

ρ(1) = 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇
(

1 0
0 1

)
,

ρ(2) = 1 +̇−1 +̇−1 +̇ 1 +̇
(

1 0
0 −1

)
,

ρ(3) = 1 +̇−1 +̇−1 +̇ 1 +̇
(
−1 0
0 1

)
,

ρ(4) = 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇ 1 +̇
(
−1 0
0 −1

)
and

χ(Xa,λ) = 2 +̇ 0 +̇ 0 +̇−2 +̇
(

0 0
0 0

)
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Let us fix an element g =
4∑

u=1
guρ(u) + gXa,λχ(Xa,λ) of A0 = C(KP), with gα ∈ C for

every α ∈ I(KP). Let us note that, by definition of the Fourier transform,

F(ei)(ek) = 1
8δik , F(ei)(Ekl) = 0 , F(Eij)(ek) = 0 and F(Eij)(Ekl) = 1

4δilδjk .

Then, F(g) is a state on C(KP) if and only if F(g)(1) = 1 and F(g) is positive, which
means that F(g)(xei) ≥ 0 and F(g)(

2∑
i,j=1

aijEij) ≥ 0 for any nonnegative real number x,

any 1 ≤ i ≤ 4 and any positive semidefinite matrix A = (aij)1≤i,j≤2 ∈ M2(C). These
conditions are equivalent to:

g1 = 1
1 + g2 + g3 + g4±2gXa,λ ≥ 0

1 + g2 − g3 − g4 ≥ 0 (6.1)
1− g2 + g3 − g4 ≥ 0
1− g2 − g3 + g4 ≥ 0

In particular, it implies that, for all α ∈ I(KP), gα is real and moreover

|gα| ≤ dα . (6.2)

6.3.1 Upper and lower bounds
First, we will study the distance of the random walk to the Haar state, which play the

role of uniform randomness in the quantum group. This distance is bounded from above
and below, thanks to the quantum version of Diaconis-Shahshahani Lower and Upper
Bound Lemmas, given by McCarthy [23].

Lemma 6.3.1. For all u ∈ {2, 3, 4} and all positive integer k,

1
2 |gu|

k ≤ ‖F(g)?k −
∫
KP
‖QTV ≤

√√√√√1
4

4∑
v=2
|gv|2k +

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣2k
4k (6.3)

Proof. The Quantum Diaconis-Shahshahani Upper Bound Lemma (Lemma 5.3.8 in [23])
gives

‖F(g)?k −
∫
KP
‖2
QTV ≤

1
4

∑
β∈I(KP)
β 6=1KP

dβ tr
(
F̂(g)(β)∗kF̂(g)(β)k

)

with F̂(g)(β) the matrix composed by the F(g)(βij)’s for βij the matrix coefficients of β.
On the other hand, by the Lower Bound Lemma (Lemma 5.3.9 in [23]), for all non-

trivial one-dimensional representation α,

‖F(g)?k −
∫
KP
‖QTV ≥

1
2

∣∣∣∣F̂(g)(α)
∣∣∣∣k .
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Let us compute F̂(g)(β) for every β ∈ I(KP). First of all, let us note that, by linearity
of the Fourier transform F ,

F̂(g)(β) =
∑

α∈I(KP)
gαF̂(χα)(β) =

 ∑
α∈I(KP)

gα

∫
KP
βijχα


1≤i,j≤dβ

.

Assume dβ = 1. If dα = 1, then γ = βα is again an irreducible one-dimensional
representation of KP, and

∫
KPγ = δγ,1KP . If dα = 2, then α = Xa,λ and βχα = χ(Xa,λ).

Since
∫
KPχ(Xa,λ) = 0, we get F̂(g)(β) = gβ−1 and

tr
(
F̂(g)(β)∗kF̂(g)(β)k

)
= |gβ−1 |2k

where β−1 is the inverse of β in the family of group-like elements.
Now, assume dβ = 2, which means that β = Xa,λ. Then

F̂(g)(Xa,λ) =
F(g) (1 +̇−1 +̇ 1 +̇−1 +̇ 02) F(g)

(
eı
π
4E12 − e−ı

π
4E21

)
F(g)

(
e−ı

π
4E12 − eı

π
4E21

)
F(g) (1 +̇ 1 +̇−1 +̇−1 +̇ 02)


is easy to calculate. We obtain F̂(g)(Xa,λ) = 1

2gXa,λI2. Therefore

tr
(
F̂(g)(Xa,λ)∗kF̂(g)(Xa,λ)k

)
= 1

22k−1

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣2k .

Hence, the Quantum Diaconis-Shahshahani Upper and Lower Bound Lemmas give the
bounds announced in (6.3).

6.3.2 Asymptotic behavior
We can now determine the conditions for the random walk to converge to the Haar

state. We then study the other cases, when the random walk does not converge to the
Haar state.

Theorem 6.3.2. The random walk defined by g =
4∑

u=1
guρ(u) + gXa,λχ(Xa,λ), satisfying

conditions (6.1), converges to the Haar state if and only if
∀α ∈ I(KP) \ {1KP}, |gα| < dα . (6.4)

In this case, the distance to the Haar state decreases exponentially fast from the step on.
Proof. By the upper bound (6.3) in Lemma 6.3.1, the condition (6.4) is sufficient.

By the lower bound (6.3) in Lemma 6.3.1, the convergence implies that |gu| is strictly
less than 1, for each u ∈ {2, 3, 4}. Then, the second equation in (6.1) leads to

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣ < 2,
i.e. (6.4) holds.

In the case of convergence, let us denote by gm the greatest element among |g2|, |g3|,

|g4| and

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣
2 . Then, gm < 1 and, by Lemma 6.3.1,

‖F(g)?k −
∫
KP
‖QTV ≤

√√√√√1
4

4∑
u=2
|gu|2k +

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣2k
4k ≤

√
7

2 gkm

which shows the exponential decay.
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By the inequality (6.2), the random walk does not converge to the Haar state if and
only if there exists a non-trivial irreducible representation α such that |gα| = dα, i.e.
gα ∈ {−dα, dα}. Let us note that, in this case, it still might converge, but to some other
state. Moreover, the limit state, if it exists, is clearly an idempotent state.

Let us now investigate conditions for the random walk to converge to an idempotent
state different from

∫
KP. First of all, let us list the idempotent states on C(KP), given by

Pal [31], i.e. states on C(KP) satisfying (φ⊗φ)◦∆ =: φ?φ = φ. Note that, by definition,
the Haar state is idempotent. There are height such states on C(KP), they are

φ1 = 8F(e1) ,
φ2 = 4F(e1 + e2) ,
φ3 = 4F(e1 + e3) ,
φ4 = 4F(e1 + e4) ,
φ5 = 2F(e1 + e2 + e3 + e4) ,
φ6 = 2F(e1 + e4 + E11) ,
φ7 = 2F(e1 + e4 + E22) ,

φ8 = F(1KP) =
∫
KP

.

Let us also note that g?k =
∑

α∈I(KP)

gkα
dk−1
α

χα. In particular, its coefficients in front of e2 and

e3 are equal. Hence the random walk defined by such a g cannot converge to φ2 or φ3.
Then, by looking at the different cases, we get:

Proposition 6.3.3. Assume that the random walk associated with g does not converge to
the Haar state φ8. Then, we have six possibilities.

If gXa,λ = 2, then gu = 1 for all 1 ≤ u ≤ 4 and F(g) = φ1.
If gα = 1 for at least two non-trivial one-dimensional representations in I(KP) and∣∣∣gXa,λ ∣∣∣ < 2, then gu = 1 for all 1 ≤ u ≤ 4 and the random walk converges to φ4.
If g2 = 1, then g3 = g4. Assume also that |g4| < 1 and

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣ < 2, then the random
walk converges to φ6.

If g3 = 1, then g2 = g4. Assume also that |g2| < 1 and
∣∣∣gXa,λ ∣∣∣ < 2, then the random

walk converges to φ7.
If g4 = 1, then g2 = g3. Assume also that |g3| < 1 and

∣∣∣gXa,λ ∣∣∣ < 2, then the random
walk converges to φ5.

In all the other cases, it means if gXa,λ = −2 or if there is 2 ≤ u ≤ 4 such that
gu = −1, then the random walk is cyclic and does no converge.
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Chapter 7

Sekine family of finite quantum
groups

We present here the study of the family of Sekine finite quantum groups. This chapter
is mostly taken from the articles [6, 5]. We use the notation given in subsection 3.3.4.

7.1 Representation theory
Let us first determine the representation theory of the Sekine finite quantum groups.

We list here the irreducible unitary representations of KPn, for each n ≥ 2. Note that it
depends on the parity of n.

7.1.1 Case n odd
The representation theory for KPn, with n odd, was already determined by McCarthy.

Theorem 7.1.1 ([23]). If n ≥ 3 is odd, the finite quantum group KPn admits 2n one-
dimensional non-equivalent unitary representations,

∀l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, ρ±l =
∑
i,j∈Zn

ηile(i,j) ±
n∑
i=1

Ei,i+l .

It also admits n(n−1)
2 two-dimensional non-equivalent unitary irreducible representa-

tions, indexed by u ∈ {0, 1, . . . , n − 1} and v ∈ {1, 2, . . . , n−1
2 }, given by their matrix-

coefficients:
Xu,v

11 =
∑
i,j∈Zn

ηiu+jve(i,j) Xu,v
12 =

n∑
i=1

η−ivEi,i+u

Xu,v
21 =

n∑
i=1

ηivEi,i+u Xu,v
22 =

∑
i,j∈Zn

ηiu−jve(i,j)

7.1.2 Case n even
We can do the same study in the even case. There is more one-dimensional represen-

tations, but we have the same definition for the two-dimensional irreducible ones.
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Theorem 7.1.2. If n is even, the finite quantum group KPn admits 4n one-dimensional
non-equivalent unitary representations,

∀l ∈ {0, 1, . . . , n− 1},


ρ±l = ∑

i,j∈Zn
ηile(i,j) ±

n∑
i=1

Ei,i+l

σ±l = ∑
i,j∈Zn

(−1)jηile(i,j) ±
n∑
i=1

(−1)iEi,i+l
.

It also admits n(n−2)
2 two-dimensional non-equivalent unitary irreducible representa-

tions, indexed by u ∈ {0, 1, . . . , n − 1} and v ∈ {1, 2, . . . , n2 − 1}, given by their matrix-
coefficients:

Xu,v
11 =

∑
i,j∈Zn

ηiu+jve(i,j) Xu,v
12 =

n∑
i=1

η−ivEi,i+u

Xu,v
21 =

n∑
i=1

ηivEi,i+u Xu,v
22 =

∑
i,j∈Zn

ηiu−jve(i,j)

Proof. The computations done for ρ±l and Xu,v in the odd case in [23] are still valid.
It is clear that ε(σ±l ) = 1. By [37, Proposition 3.1.7], it remains to prove that σ±l are

group-like elements. The same steps as for ρ±l give

∆(σ±l ) =
∑

i,j,s,t∈Zn
(−1)jηile(s,t) ⊗ e(i−s,j−t)

+
n∑

m=1
j∈Zn

(−1)jEm,m+l ⊗ Em+j,m+j+l

±
n∑

m=1
s,t∈Zn

(−1)mηsle(s,t) ⊗ Em+t,m+t+l

±
n∑

m=1
s,t∈Zn

(−1)mηslEm−t,m−t+l ⊗ e(s,t) .

On the other hand, we have

σ±l ⊗ σ±l =
∑

i,j,s,t∈Zn
(−1)j+tη(i+s)le(i,j) ⊗ e(s,t)

+
n∑

s,t=1
(−1)s+tEs,s+l ⊗ Et,t+l

±
n∑

m=1
s,t∈Zn

(−1)t+mηsle(s,t) ⊗ Em,m+l

±
n∑

m=1
s,t∈Zn

(−1)m+tηslEm,m+l ⊗ e(s,t)

which is the same, up to re-indexation (s+ i→ i, t+ j → j, i→ s and j → t in the first
term, t − s → j in the second one, m − t → m in the third one and m + t → m in the
last one).
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Remark 7.1.3. This is another way to see that the Kac-Paljutkin KP finite quantum
group is different from KP2, since they do not have the same representation theory. The
quantum group KP admits four one-dimensional representations and one two-dimensional
irreducible representation, whereas the Sekine quantum group KP2 admits eight one-
dimensional representations and no two-dimensional irreducible representation. In partic-
ular, KP2 is cocommutative and therefore a group algebra (of D8).

7.1.3 Fusion rules
Like in the case of the Kac-Paljutkin finite quantum group, let us determine the fusion

rules for the irreducible representations of KPn.
Once again, the tensor product of two one-dimensional representations is obtain by

their product in An. Then, for any k and l in Zn and s, s′ in {+,−}, we get

ρsl ρs
′

k ' ρss
′

k+l , σ
s
l σs

′

k ' ρtk+l , ρ
s
l σs

′

k ' σtk+l , σ
s
l ρs

′

k ' σss
′

k+l

where the sum k + l is taken in Zn, ss′ is + if s = s′ and − otherwise and t denotes the
product of (−1)l and ss′, with the same rules.

A straightforward calculation gives us Xu,v ρ±l ' Xu+l,v ' ρ±l Xu,v. Moreover, thanks
to the identity η n2−v = −η−v, we can check that

Xu,v σ±l ' Xu+l,n2−v ' σ±l Xu,v .

Let us look at Xu1,v1 Xu2,v2 . Consider the sum u1 + u2 in Zn, and let w± denotes the
absolute value of v1 ± v2 (mod n). Then, if w+ and w− are not zero,

Xu1,v1 Xu2,v2 ' Xu1+u2,w+ ⊕ Xu1+u2,w− .

If w− = 0, then v1 = v2, and we have to replace Xu1+u2,w− by ρ+
u1+u2⊕ρ

−
u1+u2 in the formula

above. If w+ = n
2 , then n is even, and we have to replace Xu1+u2,w+ by σ+

u1+u2 ⊕ σ
−
u1+u2 in

the formula above.

7.2 Character spaces
Let us look more precisely at relations between the characters before to study their

asymptotic ∗-distributions.

7.2.1 Characters
We will now consider the traces of powers of the two-dimensional irreducible represen-

tations Xu,v. In the following, we (incorrectly) call kth character associated with Xu,v the
trace of the kth power of this representation.

Lemma 7.2.1. The even powers of Xu,v are diagonal matrices.

Proof. By definition and orthogonality of the e(i,j)’s and the Ei,j’s, we have(
(Xu,v)2

)
12

= Xu,v
11 X

u,v
12 + Xu,v

12 X
u,v
22 = 0KPn
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(
(Xu,v)2

)
21

= Xu,v
21 X

u,v
11 + Xu,v

22 X
u,v
21 = 0KPn

so (Xu,v)2 is a diagonal matrix and therefore (Xu,v)2k =
(
(Xu,v)2

)k
is also diagonal.

Proposition 7.2.2. The characters associated with Xu,v are

χ
(
(Xu,v)k

)
= 2

∑
s,t∈Zn

ηksu cos
(

2ktvπ
n

)
e(s,t) + 12Z(k) 2 cos

(
kuvπ

n

)
n∑
r=1

Er,r+ku

where 12Z denotes the indicator function of the even integers.

Proof. By definition, we have(
(Xu,v)2

)
11

= (Xu,v
11 )2 + Xu,v

12 X
u,v
21

=
∑

i,j,k,l∈Zn
ηiu+jve(i,j)η

ku+lve(k,l) +
n∑

i,j=1
η−ivEi,i+uη

jvEj,j+u

=
∑
s,t∈Zn

η2su+2tve(s,t) +
n∑
r=1

ηuvEr,r+2u

and by similar calculations, and by Lemma 7.2.1 we have
(
(Xu,v)2k

)
11

=
∑
s,t∈Zn

η2ksu+2ktve(s,t) +
n∑
r=1

ηkuvEr,r+2ku

(
(Xu,v)2k

)
22

=
∑
s,t∈Zn

η2ksu−2ktve(s,t) +
n∑
r=1

η−kuvEr,r+2ku

which leads to the result for even powers.
Let k = 2p+ 1, then (Xu,v)2p+1 = (Xu,v)2pXu,v, hence we obtain(

(Xu,v)k
)

11
=
(
(Xu,v)2p

)
11

(Xu,v)11 +
(
(Xu,v)2p

)
12

(Xu,v)21

=
 ∑
i,j∈Zn

η2piu+2pjve(i,j) +
n∑
i=1

ηpuvEi,i+2pu

∑
k,l∈Zn

ηku+lve(k,l)

=
∑
s,t∈Zn

ηksu+ktve(s,t)

and similarly
(
(Xu,v)k

)
22

= ∑
s,t∈Zn

ηksu−ktve(s,t) which leads to the result for odd powers.

7.2.2 Algebra of characters
Proposition 7.2.3. The algebra of characters, generated by all one-dimensional repre-
sentations and all the χ(Xu,v), contains all χ

(
(Xu,v)k

)
.

Proof. If n does not divide kv, consider w the absolute value of kv (mod n). If w belongs
to {1, . . . , bn−1

2 c}, then

χ
(
(Xu,v)k

)
= χ

(
Xku,w

)
+ 12Z(k) cos

(
kuvπ

n

)
(ρ+
ku − ρ−ku)
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otherwise, n is even and w = n
2 , and

χ
(
(Xu,v)k

)
= σ+

ku + σ−ku + 12Z(k)12Z(u)(−1)u2 (ρ+
ku − ρ−ku) .

If kv = an then, for s the sign of (−1)au,

χ
(
(Xu,v)k

)
=
ρ

+
ku + ρ−ku if k is odd

2ρsku if k is even
.

Remark 7.2.4. This proposition gives us another reason to call character the χ
(
(Xu,v)k

)
since, for the classical groups, every linear combination χ, with coefficients in Z, of char-
acters such that χ(e) > 0 is again a character. Let us note once again that the traces of
powers of a representation do not belong to the character space in general for quantum
groups. A counterexample is given by the dual quantum group K̂Pn in subsection 7.5.1.
Proposition 7.2.5. The algebra of characters is commutative if n is odd.
Proof. Note that we have for s 6= s′ or t 6= t′, e(s,t)e(s′,t′) = 0KPn , e2

(s,t) = e(s,t) and
e(s,t)Ei,j = Ei,je(s,t) = 0KPn . On the other hand, we also have, for all natural numbers a, b,(

n∑
m=1

Em,m+a

) n∑
µ=1

Eµ,µ+b

=
n∑
r=1

Er,r+a+b =
 n∑
µ=1

Eµ,µ+b

( n∑
m=1

Em,m+a

)

which leads to the commutativity of the algebra.
Remark 7.2.6. If n is even, the subalgebra generated by the ρ±l ’s and the χ(Xu,v) is also
commutative. But the σ±l ’s do not commute with the ρ±l ’s, since(

n∑
m=1

(−1)mEm,m+a

) n∑
µ=1

Eµ,µ+b

=
n∑
r=1

(−1)rEr,r+a+b

6=
 n∑
µ=1

Eµ,µ+b

( n∑
m=1

(−1)mEm,m+a

)
=

n∑
r=1

(−1)r+bEr,r+b+a

when b is odd.

7.2.3 A commutative (sub)algebra
For all n, the algebra generated by all the χ(Xu,v)’s and all the ρ±l ’s is a classical

commutative algebra. Thus, by the spectral theorem, it is ∗-isomorphic to Ck for some
k ∈ N. In order to keep track of the restriction of the Haar state, we can view it as a
subalgebra of some L∞(Ωn, µn), for a compact space Ωn and a probability distribution µn.
It means that we can see these characters as classical random variables on the classical
probability space (Ωn, µn).

By the Gelfand-Naimark Theorem, Ωn is the spectrum of the algebra, it means the
set of all its characters, which means here the set all the nonzero ∗-multiplicative linear
forms. To determine this space and the measure µn, we need to investigate deeper the
structure of the ∗-algebra

Cn = *-alg
{
ρ±l , χ (Xu,v) , 0 ≤ l, u ≤ n− 1, 1 ≤ v ≤

⌊
n− 1

2

⌋}
.
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Lemma 7.2.7. For all integers k and l between 0 and n− 1, ρ+
k ρ

+
l = ρ+

k+l, ρ−k ρ−l = ρ+
k+l

and ρ+
k ρ
−
l = ρ−k+l = ρ−k ρ

+
l , where the sum k + l is taken in Zn. We also have that, for

all integer v between 1 and bn−1
2 c, and for all integer u between 0 and n − 1, there exist

integers ai ∈ Z such that

χ (Xu,v) = ρ±u

((
χ
(
X0,1

))v
+ av−2

(
χ
(
X0,1

))v−2
+ . . .+ a1χ

(
X0,1

))
if v is odd, or, if v is even

χ (Xu,v) = ρ±u

((
χ
(
X0,1

))v
+ av−2

(
χ
(
X0,1

))v−2
+ . . .+ a0

(
ρ+

0 + ρ−0
))

.

Proof. The first assertion follows from the definition of the componentwise multiplication.
For the second part of the lemma, we easily see that ρ±uχ (X0,v) = χ (Xu,v), by the

same way. Therefore, we only need to consider the χ (X0,v).
Let us note that the Tchebychev polynomials Tn satisfy, Tn(cos(θ)) = cos(nθ), for any

real θ, so we have, thanks to the componentwise multiplication,

χ
(
X0,v

)
= 2

∑
s,t∈Zn

cos
(2πtv

n

)
e(s,t)

= 2
∑
s,t∈Zn

Tv

(
cos

(2πt
n

))
e(s,t)

= 2 T̃v
(
χ (X0,1)

2

)

where the constant term in T̃v
(
χ(X0,1)

2

)
is 0 or (ρ+

0 + ρ−0 ) = ∑
s,t∈Zn

e(s,t) but not 1KPn , what

we should have if we substitute χ (X0,1) in Tv(X).
Moreover, the Tchebychev polynomial Tv has degree v with leading coefficient 2v−1,

and all its coefficients are integers. It is symmetric if v is even, or antisymmetric if v is
odd.

This Lemma means that

Cn = *-alg
{
ρ+

1 , ρ
−
1 , χ

(
X0,1

)}
.

Remark 7.2.8. Since, when n is odd, we have (ρ−1 )n+1 = ρ+
1 , the corresponding Cn is

generated (as an algebra) by
{
ρ−1 , χ (X0,1)

}
.

Thus, by the properties of the characters, they are defined by their values on ρ+
1 , ρ−1

and χ (X0,1). Moreover, the spectrum σ(a) of an element a ∈ Cn is equal to the set of
possible values of characters {ω(a), ω ∈ Ωn}, so Ωn is fixed by the spectra of the three
elements and some relations. Let us note that Cn is a subalgebra of An containing the
unit. Hence, the spectrum with respect to Cn is the spectrum with respect to An. Direct
calculations show that:

σ
(
χ
(
X0,1

))
=
{

2 cos
(2tπ
n

)
, t ∈ Zn

}
∪ {0} ,

σ
(
ρ+

1

)
= {ηs, s ∈ Zn} ,

σ
(
ρ−1
)

= {ηs, s ∈ Zn} ∪ {−ηs, s ∈ Zn} .
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(
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)
’S

To determine Ωn, let us note that

(ρ+
1 )2 = (ρ−1 )2 = ρ+

2 and ρ+
1 χ

(
X0,1

)
= ρ−1 χ

(
X0,1

)
= χ

(
X1,1

)
which leads to the relations∀ω ∈ Ωn, ω

(
ρ+

1

)
= ±ω

(
ρ−1
)

∀ω ∈ Ωn, ω
(
ρ+

1

)
= −ω

(
ρ−1
)
⇒ ω (χ (X0,1)) = 0

.

Finally, we get the following result

Theorem 7.2.9. For all n, Cn, equipped with the Haar state, can be viewed as an algebra
of random variables on the probability space

Ωn =
(
{ηs, s ∈ Zn} × {1} ×

({
2 cos

(2tπ
n

)
, t ∈ Zn

}
∪ {0}

))
∪ ({−ηs, s ∈ Zn} × {−1} × {0})

endowed with the measure

µn =
(

14Z(n)
2n(p+ 1) + 1− 14Z(n)

2n(p+ 2)

) ∑
ω=(a,b,c)∈Ωn

b=1

δω + 1
2n

∑
ω=(a,b,c)∈Ωn

b=−1

δω

where p =
⌊
n
2

⌋
and 14Z is the indicator function of 4Z, thanks to the Gelfand transform,

G : Cn → L∞(Ωn, µn)
x 7→ (x̂ : ω 7→ ω(x))

given by the following formula

ρ̂−1 (a, b, c) = a , ρ̂+
1 (a, b, c) = ab , χ̂ (X0,1)(a, b, c) = c .

7.3 Asymptotic properties of characters associated
with the representations Xu,v

Let us return to our study of characters associated the two-dimensional irreducible
representations, i.e. traces of powers of some Xu,v. More precisely, let us look at what
happens for their ∗-distribution when the dimension of the algebra An tends to infinity.

7.3.1 Asymptotic distributions
Definition 7.3.1. We say that a complex random variable Z is C-arcsine(α) distributed,
if it admits z 7→ 1αD(z) 1

π2
√
α2−|z|2

as density function. Let us denote by µC−arc(α) the
corresponding distribution.

Lemma 7.3.2. If Z is a C-arcsine(2) random variable, for all k and l, we have

E[ZkZ̄ l] =

(

2k
k

)
if k = l

0 otherwise
.
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Proof. We need to compute

1
π2

∫ 2

0

∫ 2π

0

rk+leı(k−l)θ√
4− r2

dθ dr .

The integral with respect to θ vanishes, except if k = l. In this case, we are left with the
2kth moment of the arcsine distribution on the open interval (−2 ; 2).

This helps us to find the ∗-distribution of characters associated with the irreducible
representations Xu,v. Since the kth character depends on the parity of k, its distribution
depends also on this parity.

Theorem 7.3.3. For all u, v ≥ 1, χ (Xu,v) is asymptotically (when n tends to infinity)
a
(

1
2δ0 + 1

2µC−arc(2)
)
-distributed random variable, and χ (X0,v) admits asymptotically the

∗-distribution 1
2δ0 + 1

2µarc(−2,2), where µarc(−2,2) represents the classical arcsine distribution
on the open interval (−2 , 2).

Moreover, the same holds for all χ
(
(Xu,v)k

)
, with k odd.

Proof. We only do the computation for χ (Xu,v). The case χ
(
(Xu,v)k

)
, with k > 1 odd, is

similar.
Let us remember that, by Proposition 7.2.2,

χ (Xu,v) = 2
∑
s,t∈Zn

ηsu cos
(2tvπ

n

)
e(s,t) .

Therefore, χ (Xu,v) commutes with χ (Xu,v)∗, and for all m ≥ 1

(χ (Xu,v))m = 2m
∑
s,t∈Zn

ηmsu cos
(2tvπ

n

)m
e(s,t)

so we have∫
KPn

(χ (Xu,v))r1 (χ (Xu,v))∗r∗

= 2r1+r∗

2n2

∑
s,t∈Zn

η(r1−r∗)su cos
(2tvπ

n

)r1+r∗

= 1
2n2

∑
s∈Zn

η(r1−r∗)su

r1+r∗∑
l=0

(
r1 + r∗

l

)∑
t∈Zn

η(2l−(r1+r∗))tv


= 1

21nZ((r1 − r∗)u)
r1+r∗∑
l=0

(
r1 + r∗

l

)
1nZ((2l − (r1 + r∗))v) .

For all u ≥ 1, r1 6= r∗, n ≥ u(r1 − r∗) + 1, we have 0 < u(r1 − r∗) < n, so∫
KPn

(χ (Xu,v))r1 (χ (Xu,v))∗r∗ = 0 .

Otherwise, if r1 = r∗ = r ≥ 1, for n great enough (n ≥ 2rv + 1), we obtain∫
KPn

(χ (Xu,v))r (χ (Xu,v))∗r = 1
2

(
2r
r

)
.

54



7.3. ASYMPTOTIC PROPERTIES OF THE χ
(
(XU,V )K
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Hence, if u 6= 0, χ (Xu,v) is asymptotically a
(

1
2δ0 + 1

2µC−arc(2)
)
-distributed random vari-

able.
If u = 0, let us note that χ (X0,v) is self-adjoint, and

∫
KPn

(χ (Xu,v))m = 1
2

m∑
l=0

(
m

l

)
1nZ((2l −m)v) .

Hence, for n great enough, if m is odd, the moment vanishes, and if m = 2p, it is 1
2

(
m
p

)
,

which corresponds to the distribution 1
2δ0 + 1

2µarc(−2,2).

Theorem 7.3.4. For all integers u, v ≥ 1 and any even k, χ
(
(Xu,v)k

)
is asymptotically

(when n → +∞) a
(

1
2U(2T) + 1

2µC−arc(2)
)
-distributed random variable, and χ

(
(X0,v)k

)
admits asymptotically (when n→ +∞) 1

2δ2 + 1
2µarc(−2,2) as ∗-distribution.

Proof. The only difference with the characters in the preceding theorem is the part
“+2 cos

(
kuvπ
n

) n∑
r=1

Er,r+ku” in the even characters.
By the properties of the multiplication in KPn we only need to study it, and show

that its moments are asymptotically one half of those for a random variable uniformly
distributed on 2T.

Let us denote this normal matrix by Mk,u,v,n. Then, for all m ≥ 1
Mm

k,u,v,n = 2m cos
(
kuvπ
n

)m n∑
r=1

Er,r+mku

(M∗
k,u,v,n)m = 2m cos

(
kuvπ
n

)m n∑
r=1

Er,r−mku
.

Hence, we have

∫
KPn
Mα

k,u,v,n(M∗
k,u,v,n)β = 1

2n2n2α+β cos
(
kuvπ

n

)α+β

tr
(

n∑
r=1

Er,r+ku(α−β)

)

= 2α+β

2n cos
(
kuvπ

n

)α+β n∑
r=1

1nZ(ku(α− β))

= 1
2

(
2 cos

(
kuvπ

n

))α+β

1nZ(ku(α− β)) .

For u = 0, we get 1
2

(
2 cos

(
kuvπ
n

))α+β
which is one half of 2α+β.

For u ≥ 1 and n great enough, this moment goes to one half of the moment of U(2T),
which is zero if α is different from β, 22α otherwise. This completes the proof.

Remark 7.3.5. Let us note that
n∑
r=1

Er,r+ku is a permutation matrix, whose eigenvalues

are the nth roots of unity. Therefore the eigenvalues of the matrix 2 cos
(
kuvπ
n

) n∑
r=1

Er,r+ku

are the nth roots of unity multiplied by 2 cos
(
kuvπ
n

)
. So when n goes to infinity, the

eigenvalues come out uniformly on 2T if u is not zero, which corresponds to the result of
the Theorem 7.3.4.
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Remark 7.3.6. If we let n go to infinity in Theorem 7.2.9, we see that, (Ωn, µn) converges
to (Ω, µ) where

Ω = T× {1} × [−2 ; 2] t T× {−1} × {0} , µ = 1
2µC−arc(2) + 1

2U(T) .

And, we can check easily that

ρ̂−1 , ρ̂
+
1 ∼ U(T) and χ̂ (X0,1) ∼ 1

2µarc(−2,2) + 1
2δ0 .

Remark 7.3.7. The same type of computations for the dihedral group D2n give similar
results. The dihedral group D2n admits indeed

⌊
n−1

2

⌋
two-dimensional non-equivalent

unitary irreducible representations σk given by

s 7→
(

0 1
1 0

)
, t 7→

(
ηk 0
0 η−k

)

where s and t generate D2n with s of order 2 and t of order n. Let us denote by χk,l
the class function tr

(
σk(·)l

)
. Then by the moments method, the asymptotic law of χk,l is

1
2

(
µarc(−2,2) + δ2

)
if l is even and positive, 1

2

(
µarc(−2,2) + δ0

)
if l is odd or δ2 when l = 0.

7.3.2 Asymptotic pairwise independence

Since we only consider χ(Xu,v) or its adjoint, we work in a commutative setting, and
we can use classical cumulants. Let b, d, k, l, be natural integers, a and c be nonnegative
integers and e, f be in {1, ∗}. Then direct calculation leads to

lim
n→+∞

c

(
χ
((

Xa,b
)k)e

, χ
((

Xc,d
)l)f)

= δεka,−ϕlc
(
δkb,ld + 21(2Z)2(k, l)

)
− δ0,aδ0,c1(2Z)2(k, l)

where ε (respectively ϕ) is 1 if e = 1 (resp. f = 1), and −1 if e = ∗ (resp. f = ∗). This
proves

Proposition 7.3.8. Let a, b, c, d, e, f , k and l be as above. The followings are equivalent

1. χ
((

Xa,b
)k)e

and χ
((

Xc,d
)l)f

are asymptotically independent

2. at least one of the following conditions holds

• ka 6= lc

• a 6= 0 or c 6= 0, and e = f

• k or l is odd, and kb 6= ld

56



7.4. RANDOM WALKS

7.4 Random walks
Let us recall that the set of irreducible representations I(KPn) depends on the parity

of n. For n odd, its elements are, for l ∈ Zn, the one-dimensional representations

ρ±l =
∑
i,j∈Zn

ηile(i,j) ±
n∑

m=1
Em,m+l

with η = e
2ıπ
n a primitive nth root of unity, and the two-dimensional representations Xu,v,

whose characters are
χ (Xu,v) = 2

∑
s,t∈Zn

ηsu cos
(2tvπ

n

)
e(s,t)

for u ∈ Zn and v ∈ {1, 2, . . . ,
⌊
n−1

2

⌋
}. If n is even, we also need to add, for each l ∈ Zn,

σ±l =
∑
i,j∈Zn

(−1)jηile(i,j) ±
n∑

m=1
(−1)mEm,m+l .

Note that ρ+
0 , called the trivial representation, is the unit in An = C(KPn), for each n.

Let us denote by 12N the indicator function of even natural integers. Fix an element
a = ∑

α∈I(KPn)
aαχα of C(KPn), such that aρ+

0
= 1, and for all i, j in Zn,

n−1∑
l=0

aρ+
l

+ aρ−
l

+12N(n)(−1)j(aσ+
l

+ aσ−
l

)+ 2
bn−1

2 c∑
v=1

aXl,v cos
(2πjv

n

) ηil ≥ 0 (7.1)

and such that the matrix A is positive semidefinite, where its coefficient Ai,j is given by
aρ+

j−i
− aρ−j−i + 12N(n)(−1)i(aσ+

j−i
− aσ−j−i).

Then the Fourier transform of a denoted F(a) satisfies the first conditions of [17,
Lemma 6.4], which means that F(a) is a state on C(KPn). Moreover, these conditions are
necessary. To obtain this result, we need to note that

2n2F(e(s,t))(e(i,j)) = δs,iδt,j 2n2F(e(s,t))(Ei,j) = 0

2nF(Ep,q)(e(i,j)) = 0 2nF(Ep,q)(Ei,j) = δp,jδq,i

and to express a in the canonical basis of C(KPn).
Remark 7.4.1. By (7.1) and the property of A, the coefficient aρ−0 is real and its absolute
value is not greater than 1.
Example 7.4.2. Let p, q be two integers such that pq = n, q > 1. Put aρ+

lp
= ηlp for all

0 ≤ l ≤ q − 1 and aα = 0 for all the others α ∈ I(KPn). Then, for all i, j ∈ Zn, the
left-hand-side term in (7.1) is

a(i,j) =
q−1∑
l=0

ηlpηilp = q1qZn(i+ 1)

which equals q if i+ 1 is a multiple of q in Zn and 0 otherwise. This is nonnegative, and
the matrix A, defined by Aij = ηlp if j = i + lp and 0 otherwise, is self-adjoint and its
eigenvalues are 0 and q, i.e. A is semidefinite positive. Therefore, F(a) = φp is a state on
the algebra An = C(KPn).
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7.4.1 Conditions for convergence
First, let us determine the conditions for the random walk defined by such an element

a ∈ C(KPn) to converge. Note that, if we extend naturally the notation, Xu,0 is unitarily
equivalent to the direct sum of the representations ρ+

u and ρ−u . Similarly, if n is even, Xu,n2

is unitarily equivalent to the direct sum of σ+
u and σ−u , as representations of KPn.

Moreover, the random walk associated with a converges if and only if the sequences
of matrices

(
F̂(a)(Xu,v)k

)
k∈N

converge for all u ∈ Zn and all v ∈ {0, 1, . . . ,
⌊
n
2

⌋
}, since

̂(F(a)?k)(Xu,v) =
(
F̂(a)(Xu,v)

)k
.

Theorem 7.4.3. The random walk associated with a converges if and only if every com-
plex number aα

dα
is an element of the open unit disk D or equals 1, for all α ∈ I(KPn).

Proof. First, let us fix (u, v) such that 0 ≤ u ≤ n− 1 and 1 ≤ v ≤
⌊
n−1

2

⌋
. Then

F̂(a)(Xu,v) =


n−1∑
s,t=0

ηsu+tv ∫
KPne(s,t)a

n∑
m=1

η−mv
∫
KPnEm,m+ua

n∑
m=1

ηmv
∫
KPnEm,m+ua

n−1∑
s,t=0

ηsu−tv
∫
KPne(s,t)a


is easy to calculate if we note that

∫
KPne(i,j)a equals 1

2n2a(i,j), where a(i,j) is the left-hand-
side term in inequality (7.1), and

∫
KPnEm,m+ua = 1

2nAm+u,m. By direct calculations, we
obtain F̂(a)(Xu,v) = 1

2aXn−u,vI2. Hence the corresponding sequences of matrices converge
if and only if

1
2 |aX

n−u,v | < 1 or 1
2aX

n−u,v = 1 .

The same computation for v = 0 gives

F̂(a)(Xu,0) = 1
2

aρ+
n−u

+ aρ−n−u aρ+
n−u
− aρ−n−u

aρ+
n−u
− aρ−n−u aρ+

n−u
+ aρ−n−u


=
( 1√

2
1√
2

1√
2 −

1√
2

)aρ+
n−u

0
0 aρ−n−u

( 1√
2

1√
2

1√
2 −

1√
2

)
.

This leads to the condition on aρ+
l
and aρ−

l
.

If n is even, we get

F̂(a)(Xu,n2 ) = 1
2

 aσ+
n−u

+ aσ−n−u (−1)u
(
aσ+

n−u
− aσ−n−u

)
(−1)u

(
aσ+

n−u
− aσ−n−u

)
aσ+

n−u
+ aσ−n−u


whose eigenvalues are aσ+

n−u
and aσ−n−u , and the condition on these coefficients follows.

Remark 7.4.4. Since the Xu,v’s are unitaries, the F̂(a)(Xu,v)’s have norm not greater than
1, when F(a) is a state. In particular, for each irreducible representation α in I(KPn), the
modulus of the coefficient aα is bounded from above by the dimension dα, i.e. |aα| ≤ dα.
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7.4.2 Distance to uniformity
Now that we have a criterion for convergence, we want to single out conditions ensuring

that the limit is the Haar state. As in the case of the Kac-Paljutkin finite quantum group,
we look at convergence to the Haar state by using Quantum Diaconis-Shahshahani Upper
and Lower Bound Lemmas.

Upper bound

Lemma 7.4.5. For any natural integer k,

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV ≤

√√√√√√
1
4

∑
α∈I(KPn)
α6=ρ+

0 , dα=1

|aα|2k + 1
4k

∑
α∈I(KPn)
dα=2

|aXu,v |2k (7.2)

Proof. The Quantum Diaconis-Shahshahani Upper Bound Lemma [23, Lemma 5.3.8] gives

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖2
QTV ≤

1
4

∑
β∈I(KPn)
β 6=ρ+

0

dβ tr
(
F̂(a)(β)∗kF̂(a)(β)k

)
.

Let us compute F̂(a)(β) for every β ∈ I(KPn). First of all, let us recall that, by
linearity of F ,

F̂(a)(β) =
∑

α∈I(KPn)
aαF̂(χα)(β) =

 ∑
α∈I(KPn)

aα

∫
KPn
βijχα


1≤i,j≤dβ

.

Assume dβ = 1. If dα = 1, then γ = βα is again an irreducible one-dimensional
representation of KPn, and

∫
KPnγ = δγ,ρ+

0
. If dα = 2, then

β · χ (Xu,v) =
χ

(
Xu+l,v

)
if β = ρ±l

χ
(
Xu+l,n2−v

)
if β = σ±l

.

Since
∫
KPnχ (Xu,v) = 0, we get F̂(a)(β) = aβ−1 and then

tr
(
F̂(a)(β)∗kF̂(a)(β)k

)
= |aβ−1 |2k . (7.3)

Now, assume dβ = 2, which means that there exists (u, v) such that β = Xu,v for
0 ≤ u ≤ n − 1 and 1 ≤ v ≤

⌊
n−1

2

⌋
. We already know that F̂(a)(Xu,v) = 1

2aXn−u,vI2.
Therefore

tr
(
F̂(a)(Xu,v)∗kF̂(a)(Xu,v)k

)
= 1

22k−1 |aXn−u,v |
2k . (7.4)

Finally, we get the bound (7.2) by replacing (7.3) and (7.4) in the Quantum Diaconis-
Shahshahani Upper Bound Lemma.

Hence, the random walk associated with a converges to the Haar state if all the complex
numbers cited in Theorem 7.4.3 are not equal to 1, except aρ+

0
, which means that

∀α ∈ I(KPn) \ {ρ+
0 }, |aα| < dα (7.5)
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Lower bound

Lemma 7.4.6. For any non-trivial irreducible representation α,

1
2

∣∣∣∣aαdα
∣∣∣∣k ≤ ‖F(a)?k −

∫
KPn
‖QTV . (7.6)

Proof. By the quantum version of the Lower Bound Lemma [23, Lemma 5.3.9], for every
non-trivial one-dimensional representation α,

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV ≥

1
2 |aα|

k .

Moreover, the following equality [23] holds

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV = 1

2 sup
x∈C(KPn),‖x‖∞≤1

∣∣∣∣F(a)?k(x)−
∫
KPn
x

∣∣∣∣ (7.7)

and any two-dimensional irreducible representation satisfies ‖χ(Xu,v)
2 ‖∞ ≤ 1. Thus

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV ≥

1
4
∣∣∣F(a)?k (χ(Xu,v))

∣∣∣ = 1
2

∣∣∣∣aXn−u,v2

∣∣∣∣k .

Remark 7.4.7. If (7.5) is not satisfied for some non-trivial representation, we obtain that
the sequence

(
F(a)?k

)
k∈N

stays "uniformly far away from randomness", since the norm is
at least 1

2 for all k.

Finally, combining the previous lemmas, we obtain

Theorem 7.4.8. The random walk (F(a)?k)k∈N converges to the Haar state if and only
if the condition (7.5) holds.

Remark 7.4.9. Let us note that if the condition (7.5) is not satisfied for Xu,v, aXu,v = 2,
by Theorem 7.4.3. Hence

F̂(a)(Xn−u,v) = 1
2aX

u,vI2 = I2

and the limit of the sequence
(
F̂(a)(Xn−u,v)k

)
k∈N

is the identity. But,
∫̂
KPn(Xp,q) is the

null matrix except if p = q = 0, it means that the limit state is not
∫
KPn. This is another

way to prove that the condition (7.5) is necessary for the two-dimensional representations.

7.4.3 Cut-off phenomenon
In the classical case, we frequently observe cut-off phenomenon, i.e. the distance be-

tween F(a)?k and the Haar state is almost 1 for a time and then suddenly tends to
0, exponentially fast. There exist different definitions of the threshold (see for example
[34],[11] and [33]), depending on how sharp you want the cut-off.
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Note that, by upper and lower bounds, (7.2) and (7.6), we have roughly

1
2M

k
a ≤ ‖F(a)?k −

∫
KPn
‖QTV ≤

n√
2
Mk

a

where Ma is the maximum of the |aα|
dα

, α non-trivial. For n fixed, if Ma is less than 1, the
random walk converges to the Haar state. In this subsection, we will look at what happens
if a and k depend on n. To give a definition of a depending quite naturally on n, we look
at some quantum version of the simple random walk on Zn, studied in [10, Theorem 2,
Chapter 3C].

If we only consider these bounds and want that nMk
a vanishes when n goes to infinity,

then the limit of Mk
a is also 0. Moreover, since the lower bound is at most 1

2 , it will be
ineffective to prove the cut-off. Actually, for our example, we are able to prove that there
is no cut-off, as in its classical version.

Remark 7.4.10. In [24], McCarthy gives another example of a random walk in Sekine
family where there is no cut-off, but with a state which formally does not depend on n
and which is not the Fourier transform of an element in the central algebra. Note that in
[18] and [19], Freslon finds cut-off examples in compact quantum groups.

Theorem 7.4.11. For n odd, define the element a ∈ C(KPn) such that for any l ∈ Zn,
aρ+

l
= cos

(
2lπ
n

)
and aα = 0 otherwise. Then F(a) defines a state on C(KPn), such that,

for any nonnegative c, if k = ecn2,

1
2e
−k
(
π2

2n2 + π4
4n4

)
≤ ‖F(a)?k −

∫
KPn
‖QTV ≤ e−k

π2
2n2 .

Moreover, the lower bound still holds when k = e−cn2.

Remark 7.4.12. If n is even, the same definition for aρ+
l

leads to aρ+
n
2

= −1 and by
Theorem 7.4.8 the random walk does not converge to the Haar state.

Proof. First let us prove that F(a) is a state on C(KPn). We only need to check that every
a(i,j) is nonnegative and that the matrix A is semidefinite positive, since aρ+

0
is equal to 1

by definition.
Note that, for any i and any j in Zn,

a(i,j) =
n−1∑
l=0

cos
(

2lπ
n

)
ηil = n

2 (δi,1 + δi,n−1)

is always nonnegative and the equality Ai,j = cos
(

2(j−i)π
n

)
defines a circulant matrix,

whose eigenvalues are given by the same formula as the a(i,j)’s, for i between 0 and n− 1.
Thus, the matrix A is semidefinite positive.

On the first hand, following the arguments of [10, Theorem 2, Chapter 3C], the upper
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bound (7.2) gives

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖2
QTV ≤

1
4

n−1∑
l=1

cos
(

2lπ
n

)2k

≤ 1
2

n−1
2∑
l=1

cos
(
lπ

n

)2k

≤ 1
2

n−1
2∑
l=1

e−
kl2π2
n2

where we use that cos(x) ≤ e−
x2
2 for 0 ≤ x < π

2 . Finally, since for every natural integer j
we have (j + 1)2 − 1 ≥ 3j,

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖2
QTV ≤

e−
kπ2
n2

2

+∞∑
j=0

e−
3kjπ2

n2

= e−
kπ2
n2

2
(

1− e−
3kπ2
n2

) .

This works for any k and any odd n. Moreover, for k greater than n2, 2
(

1− e−
3kπ2
n2

)
is

greater than 1, thus we obtain the announced upper bound.
On the other hand, the lower bound (7.6) leads to

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV ≥

1
2 max

1≤l≤n−1

∣∣∣∣∣cos
(

2πl
n

)∣∣∣∣∣
k

= 1
2 cos

(
π

n

)k
.

Let us define g(x) = log
(
e
x2
2 +x4

4 cos(x)
)
. Since g′(x) = x + x3 − tan(x) is positive on(

0 ; π
3

]
, g(x) is also positive on the same interval. Hence

‖F(a)?k −
∫
KPn
‖QTV ≥

1
2 cos

(
π

n

)k
≥ 1

2e
− kπ

2
2n2−

kπ4
4n4 .

This works for any k and any odd n ≥ 3.

Remark 7.4.13. Thus, the limit of ‖F(a)?k(n)−
∫
KPn‖QTV , when n and k(n)

n2 go to infinity,
is null, and conversely, is always at least 1

2e
−π

2
2 −

π4
36 for k(n) less than n2.

Remark 7.4.14. These bounds give in particular that for any positive integer C,

0 < lim inf
n→+∞

‖F(a)?Cn2 −
∫
KPn
‖QTV ≤ lim sup

n→+∞
‖F(a)?Cn2 −

∫
KPn
‖QTV < 1 .

Thus k should satisfies lim
n→+∞

k
n2 = +∞ in order to get the convergence of the upper

bound to 0 when n goes to infinity. But, in this case, the lower bound vanishes too. This
is precisely the meaning of a “no cut-off” statement.

62



7.4. RANDOM WALKS

7.4.4 Asymptotic behavior
We go back to the setting where n and a are fixed, and k does not depend on them.

We now study what happens when k goes to infinity.

Possible limit states

Let us note that, when the random walk converges, the limit state µ is an idempotent
state. Thanks to Zhang [44], we know all the idempotent states on the Sekine quantum
groups. There are four different types:

•
∫
KPn, the Haar state,

• hΓ = 2n2

#Γ
∑

(i,j)∈Γ
F(e(i,j)) where Γ is a subgroup of Zn × Zn ,

• hΓ,l = n2

#Γ
∑

(i,j)∈Γ
F(e(i,j)) + q

∑
m≡l[q]

F(Em,m) where Γ = Zn × qZn, q | n, q > 1 and

l ∈ Zq ,

• hΓ,l,τ = n2

#Γ
∑

(i,j)∈Γ
F(e(i,j)) + q

∑
i,j≡l[q]

τj−iF(Ei,j) where Γ = pZn × qZn, p > 1, pq = n,

l ∈ Zq and τ ∈ {−1, 1}qZn such that ∑
j∈qZn

τjη
ij > 0 for all i ∈ Zp.

Let us note that the two first types are Haar idempotent states, which means that
they arise from the Haar state of a quantum subgroup.

Remark 7.4.15. We already know that∫̂
KPn

(Xu,v) = δ(u,v),(0,0)I2 .

Note that [44, Remark 2.11] gives a useful characterization of types hΓ,l and hΓ,l,τ by the
µ̂(Xu,v)’s:

ĥΓ,l(Xu,v) =



1
2

 1 η−vl

ηvl 1

 if u = 0 and n
q
| v0 0

0 0

 otherwise
(7.8)

ĥΓ,l,τ (Xu,v) =



1
2

 1 τ−vη
−vl

τvη
vl 1

 if q | u and n
q
| v0 0

0 0

 otherwise
(7.9)

In particular, for µ of these types, and for each v between 1 and bn−1
2 c, the matrix

µ̂(Xn−u,v) is either null or not diagonal. Thus, when some aXu,v equals 2, by the proof of
Theorem 7.4.8, the limit state should be of type hΓ, if it exists.

Proposition 7.4.16. If the random walk associated with a converges, the limit state µ is
a central idempotent state.
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Proof. A central idempotent state is a state φ on C(KPn) such that φ ? φ = φ and
φ ? ψ = ψ ? φ for every bounded linear functional ψ on C(KPn).

Let us note that if F(a)?k ? ψ = ψ ? F(a)?k holds for all k, then µ ? ψ = ψ ? µ is
verified, where µ is the limit state of the random walk F(a)?k. Thus, we will study the
commutativity for the random walk. Actually, we only need to check if F(a) is central,
for a a linear combination of irreducible characters.

Let ψ be a linear functional on C(KPn). Then, there exists b in C(KPn) such that
ψ = F(b). We want to prove the equality ψ ? F(a) = F(a) ? ψ. This is to show that if a
is a linear combination of characters, a ? b = b ? a holds for all b in C(KPn).

Using Sweedler notation, by definition of the convolution product on C(KPn), since
the Haar state is a trace and S is an involution,

b ? a =
∑
(a)
a(2)

∫
KPn
S(a(1))b

=
(∫

KPn
⊗ρ+

0

) [
(b⊗ ρ+

0 ) · (S ⊗ ρ+
0 )∆(a)

]
=
(∫

KPn
⊗S

) [
(b⊗ ρ+

0 ) · (S ⊗ S)∆(a)
]
.

Let us denote by σ the morphism x ⊗ y 7→ y ⊗ x, and note that for any α in I(KPn),
σ(∆(χα)) = ∆(χα).

The property of the antipode gives (S⊗S)∆(a) = σ (∆(S(a))). Moreover the element
S(a) is also a linear combination of characters, hence σ (∆ (S(a))) = ∆(S(a)). Then

b ? a = S
(∫

KPn
⊗ρ+

0

) [
(b⊗ ρ+

0 ) ·∆(S(a))
]

= S2
(∫

KPn
⊗ρ+

0

) [
∆(b) · (S(a)⊗ ρ+

0 )
]

=
(∫

KPn
⊗ρ+

0

) (
S ⊗ ρ+

0

) [(
S ⊗ ρ+

0

)
∆(b) · (a⊗ ρ+

0 )
]

= a ? b

where the second equality comes from the Kac property (2.1), and the last one from the
fact that

∫
KPnS(x) =

∫
KPnx.

Remark 7.4.17. This result is true in any quantum group satisfying the Kac property,
since the Haar state is always invariant with respect to the antipode.

Convergence to hΓ

Thanks to Theorem 7.4.8, we already know necessary and sufficient conditions for the
random walk to converge to the Haar state. We will now study the convergence to an
idempotent state of type hΓ. Note that all hΓ are not possible limit states, since some
of them are not central. The subgroup Γ has to satisfies some symmetry in order to the
state hΓ to be central for the convolution.

Lemma 7.4.18. Assume that the random walk associated with a converges, and denote
by µ the limit state. The followings are equivalent:
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i) ∀l ∈ Zn, aρ+
l

= aρ−
l
and aσ+

l
= aσ−

l
(when n is even)

ii) aρ−0 = 1

iii) µ is a hΓ for Γ a subgroup of Zn × Zn such that

(k, l) ∈ Γ ⇐⇒ (k,−l) ∈ Γ (7.10)

Proof. The implication i) ⇒ ii) is clear. The converse follows from the fact that A is
positive semidefinite.

Now, let us look at the equivalence between ii) and iii). First of all, let us note that

a?k =
∑

α∈I(KPn)

akα
dk−1
α

χα .

Let us denote by a(k)
(i,j) and A

(k)
i,j its coefficients in the canonical basis, and by µ(i,j) and

Mi,j the coefficients of µ in basis {F(e(i,j)),F(Ei,j), 1 ≤ i, j ≤ n}.
Then by [44], either ∑

i,j∈Zn
µ(i,j) = 2n2 and

n∑
m=1

Mm,m = 0 and µ is of type hΓ, or
∑

i,j∈Zn
µ(i,j) = n2 and

n∑
m=1

Mm,m = n and µ is of another type.

On the other hand, we have∑
i,j∈Zn

µ(i,j) = lim
k→+∞

∑
i,j∈Zn

a
(k)
(i,j) = lim

k→+∞
n2
(
1 + ak

ρ−0

)

n∑
m=1

Mm,m = lim
k→+∞

∑
i∈Zn

A
(k)
i,i = lim

k→+∞
n
(
1− ak

ρ−0

)

Therefore the limit µ satisfies ∑
i,j∈Zn

µ(i,j) = 2n2 and
n∑

m=1
Mm,m = 0 if and only if aρ−0 = 1.

Moreover, for a a linear combination of irreducible characters, a(k)
(i,−j) = a

(k)
(i,j) then

µ(i,j) = µ(i,−j). Thus the subgroup Γ of Zn × Zn satisfies the condition (7.10).

Remark 7.4.19. By Remark 7.4.15, we obtain that if the random walk converges and
there exists α ∈ I(KPn) such that aα = dα = 2, then aρ−0 = 1.

Lemma 7.4.20. Assume that the random walk associated with the element a converges.
If there exists a one-dimensional representation α+ in I(KPn) such that aα+ = aα− = 1,
then the limit state is of type hΓ, with Γ a subgroup of Zn × Zn satisfying (7.10).

Proof. Let us denote by X̂α the corresponding Xu,v with u ∈ Zn and v = 0 if α+ is ρ+
n−u

or v = n
2 if α+ = σ+

n−u. Then F̂(a)?k(X̂α) = I2. Hence, by characterizations (7.8) and
(7.9), the limit state is of type hΓ. The same argument as in the preceding lemma gives
the property of Γ.
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Classification

Let us list all the possible asymptotic behaviors for a random walk defined by the
Fourier transform of a linear combination of irreducible characters. Note that the set of
limit states depends on the parity of n.

Theorem 7.4.21. Denote by µ the limit state of the random walk associated with a, if it
exists.

If n is odd, there are only four possibilities:

• condition (7.5) holds, i.e. µ =
∫
KPn ,

• ∀α ∈ I(KPn), |aα| < dα or aα = dα, and aρ−0 = 1, i.e. µ = hΓ, with Γ a subgroup of
Zn × Zn satisfying (7.10)

• ∀α ∈ I(KPn), |aα| < dα or aα = 1, aρ−0 6= 1 but condition (7.5) does not hold, i.e.
µ = hΓ,l,τ with q = 1 (and p = n), l = 0 and τi = 1 for all i ∈ Zn,

• otherwise the random walk diverges.

If n is even, there are six possibilities:

• condition (7.5) holds, i.e. µ =
∫
KPn ,

• ∀α ∈ I(KPn) |aα| < dα or aα = dα, and aρ−0 = 1, i.e. µ = hΓ, with Γ a subgroup of
Zn × Zn satisfying (7.10)

• ∀α ∈ I(KPn), |aα| < dα or aα = 1, aρ−0 6= 1, aσ+
0

= 1 or aσ−0 = 1 but aσ+
0
6= aσ−0

,∣∣∣aσ+
2

∣∣∣< 1 and
∣∣∣aσ−2 ∣∣∣< 1, i.e. µ = hΓ,l with q = 2 and l equals 0 if aσ+

0
= 1, or 1 if

aσ−0
= 1,

• ∀α ∈ I(KPn), |aα| < dα or aα = 1, aρ−0 6= 1,
∣∣∣aσ+

0

∣∣∣ < 1 and
∣∣∣aσ−0 ∣∣∣ < 1 but condition

(7.5) does not hold, i.e. µ = hΓ,l,τ with q = 1 (and p = n), l = 0 and τi = 1 for all
i ∈ Zn,

• ∀α ∈ I(KPn), |aα| < dα or aα = 1, aρ−0 6= 1, aσ+
0

= aσ+
2

= 1 or aσ−0 = aσ−2 = 1 but
aσ+

0
6= aσ−0 , i.e. µ = hΓ,l,τ with q = 2 (and p = n

2 ),

• otherwise the random walk diverges.

Remark 7.4.22. By Proposition 7.4.16, the limit states are central for the convolution
product. One can check that all the central idempotent states arise as limit of such random
walks.

Proof. We only need to look at the case when the limit µ exists but is not the Haar state
or some hΓ. We will again use the characterizations (7.8) and (7.9) of the idempotent
states hΓ,l and hΓ,l,τ .

The limit of the F̂(a)?k(Xu,v)’s is null for all v between 1 and bn−1
2 c, which is equivalent

to q equals 1 or 2.
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Since q divides n, if n is odd, the only possibility is q = 1. Hence, µ is the state
h{0}×Zn,0,(1)n−1

i=0
.

If n is even, X0,n2 exists, and

F̂(a)?k(X0,n2 ) = 1
2

akσ+
0

+ ak
σ−0

ak
σ+

0
− ak

σ−0
ak
σ+

0
− ak

σ−0
ak
σ+

0
+ ak

σ−0



tends to
(

0 0
0 0

)
, 1

2

(
1 1
1 1

)
or 1

2

(
1 −1
−1 1

)
.

Let us note that the limit is null if and only if aσ+
0
and aσ−0 have both modulus less

than 1. Since, among the possible limit states, the equality µ̂(X0,n2 ) =
(

0 0
0 0

)
characterizes

h{0}×Zn,0,(1)n−1
i=0

, we get the fourth case.
Assume now that the previous limit is not the null matrix. The case u = n − 2 and

v = n
2 will determine the limit, since

ĥΓ,l(Xn−2,n2 ) =
(

0 0
0 0

)
whereas ĥΓ,l,τ (Xn−2,n2 ) = ĥΓ,l,τ (X0,n2 ) .

We have

F̂(a)?k(Xn−2,n2 ) = 1
2

akσ+
2

+ ak
σ−2

ak
σ+

2
− ak

σ−2
ak
σ+

2
− ak

σ−2
ak
σ+

2
+ ak

σ−2


whose limit is null, if and only if

∣∣∣aσ+
2

∣∣∣<1 and
∣∣∣aσ−2 ∣∣∣<1. This concludes the proof of the

theorem.

Remark 7.4.23. If we look at the characterizations (7.8) and (7.9), we have also the
following equivalences:

∀l ∈ Zn, aρ+
l

= 1 and |aα| < dα for all the others α ∈ I(KPn)
⇐⇒ µ = h{0}×Zn,1,(1)n−1

i=0

aρ+
0

= 1, aσ+
0

= 1 and |aα| < dα for all the others α ∈ I(KPn)
⇐⇒ µ = hZn×2Zn,0

aρ+
0

= 1, aσ−0 = 1 and |aα| < dα for all the others α ∈ I(KPn)
⇐⇒ µ = hZn×2Zn,1

∀i ∈ Zn
2
, aρ+

2i
= 1, ∀i ∈ Zn

2
, aσ+

2i
= 1 or ∀i ∈ Zn

2
, aσ−2i

= 1 but aσ+
0
6= aσ−0

,

and |aα| < dα for all the others α ∈ I(KPn)
⇐⇒ µ = hn

2 Zn×2Zn,l,τ
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Remark 7.4.24. Thanks to Remark 7.4.4 we get that the random walk diverges if and
only if there exists α in I(KPn) such that |aα| = dα but aα 6= dα. In this case, the random
walk can be cyclic or not.

Example 7.4.25. Let us look again at the state φp defined in Example 7.4.2. By Theorem
7.4.3, the random walk diverges. Moreover, we have

φ?kp =
q−1∑
l=0

ηklpF(ρ+
lp) ,

for q > 1 such that pq = n. Thus the random walk is cyclic, with period q.
Let us note that ρ+

0 − ρ−0 = 2
n∑

m=1
Em,m clearly satisfies the conditions of [17, Lemma

6.4]. The associated random walk is also cyclic, with period 2, for all n ≥ 2 (even for odd
n). The state is hZn×Zn = 2 ∑

i,j∈Zn
F(e(i,j)) when k is even and 2

n∑
m=1
F(Em,m) for k odd.

Thus, we can define the random walk

ψp = F
(ρ+

0 − ρ−0 )
q−1∑
l=0

ηlpρ+
lp

 =
q−1∑
l=0

(
ηlpF(ρ+

lp)− ηlpF(ρ−lp)
)

which is also cyclic, with period lcm(2, q). In particular, it has period 2q when n is odd.

Example 7.4.26. Let us note that ρ+
0 − ρ−0 + 1

2

n−1∑
l=1

(ρ+
l − ρ−l ) defines a state. One can

check that the associated random walk is not cyclic and admits no limit.

7.5 The dual family
We can define a dual quantum group for a finite quantum group G = (A,∆). This

dual, denoted Ĝ = (C(Ĝ), ∆̂), is again a finite quantum group. The algebra A′ = C(Ĝ) is
the set of all linear forms defined on A. It is also isomorphic to the direct sum of the non-
equivalent unitary irreducible corepresentations of A, thanks to the Fourier transform.
All the structures are defined by duality.

In particular, for the case of the Sekine family, let us denote by e(i,j) and Ei,j the
elements of the dual basis. Then, we have the coproduct on A′n, dual of the multiplication
on An, given by

∆̂(e(i,j)) = e(i,j) ⊗ e(i,j) and ∆̂(Ei,j) =
n∑
k=1

Ei,k ⊗ Ek,j

and the Haar state, dual of the counit on An,

∫
K̂Pn

 ∑
i,j∈Zn

x(i,j)e
(i,j) +

∑
1≤i,j≤n

Xi,jE
i,j

 = x(0,0) .

Thus we can do the same study in these finite quantum groups. First let us determine
their representation theory.
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7.5.1 Representation theory
We clearly obtain that the unitary irreducible representations of K̂Pn are the n2 e(i,j)’s

and the n-dimensional representation X̂, given by its matrix-elements X̂i,j = Ei,j. Let us
note that X̂ is a fundamental representation of K̂Pn. Moreover, these representations are
non-equivalent, so there is no other non-equivalent unitary irreducible representation. We
can also determine the fusion rules, using the multiplication in A′n (see Appendix B).

The characters, e(i,j), i, j ∈ Zn, and χ(X̂) =
n∑
i=1

Ei,i, generate a commutative algebra,

for the product in C(K̂Pn). This central algebra is the linear span of these characters and
may not contain all the traces of powers of X̂, given for all positive integer k by

χ
(
X̂k
)

=



∑
s,t∈Zn

kt≡0 mod n

Es,s+t if k is odd

∑
s,t∈Zn

kt≡0 mod n

η−ste(s,t k2 ) if k is even
.

Note that χ
(
X̂k
)
equals χ(X̂) when k is odd and gcd(k, n) = 1. If gcd(k, n) is greater

than 1 for some odd k, then χ
(
X̂k
)
is not in the character space.

7.5.2 Traces of powers of the generating representation
We want to determine the ∗-distribution of the χ(X̂k)’s. These traces are all self-

adjoint, thus their ∗-distributions correspond to probability distributions of classical real
random variables. Using the corepresentations basis, we can get that, for all positive
integers k1, k2, . . . , kr

∫
K̂Pn
χ
(
X̂k1

)
. . . χ

(
X̂kr

)
= nr−2 1 +(−1)

r∑
i=1

ki

2 #{t ∈ Zn, ∀1 ≤ i ≤ r, n |kit} .

In particular, by the moments method, the normalized character 1
n
χ(X̂) admits the

∗-distribution 1
2n2 (δ−1 + δ1) + (1− 1

n2 )δ0. Moreover, let us note that

# {t ∈ Zn, ∀1 ≤ i ≤ r, n | kit} = gcd(n, k1, . . . , kr) .

Thus, for all positive integer k, the normalized trace 1
n
χ(X̂k) admits the ∗-distribution

gcd(k,n)
2n2 (δ−1 + δ1) + (1− gcd(k,n)

n2 )δ0 if k is odd, and gcd(k,n)
n2 δ1 + (1− gcd(k,n)

n2 )δ0 if k is even.

7.5.3 Random walks
We are also able to define a Fourier transform, and to look at random walks.
The Fourier transform, also denoted F , on C(K̂Pn) allows us to go back in the Sekine

finite quantum group KPn, identifying F(e(i,j)) with e(−i,−j) and F(Ei,j) with 1
n
Eij.

The Fourier transform of an element a of the form ∑
α∈I(K̂Pn)

aαχα defines a state on

C(K̂Pn) if and only if aα is nonnegative for any α ∈ I(K̂Pn) and a(0,0) = ae(0,0) = 1.
The same type of computation as the above gives us the following result:
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Proposition 7.5.1. The random walk associated with such an element a of C(K̂Pn)
converges to the Haar state

∫
K̂Pn

if and only if

∀α ∈ I(K̂Pn) \ {e(0,0)}, aα < dα .

If this condition is not satisfied, but aα ≤ dα for any irreducible representation α, then
the random walk converges to some central idempotent state, i.e. an element of An of the
form ∑

i,j∈Zn
ε(i,j)e(i,j) + ε ˆ̂

X

n∑
i=1

Eii, with εα = 0 or 1, for every α in I(K̂Pn). Moreover, any
idempotent element in the center of An can be obtained this way.

Otherwise, there exists α such that aα > dα and the random walk diverges.
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Study of dual groups
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Chapter 8

Asymptotic aspects of the unitary
dual group

In [7], Cébron and Ulrich study the Haar states according to the five notions of con-
volution (free, tensor, boolean, monotone and anti-monotone) of the unitary dual group
U〈n〉. They prove in particular that there is no Haar state for each of the five notions of
convolution, and even no Haar trace for the boolean, monotone or anti-monotone convo-
lution, for n ≥ 2. They also define a faithful Haar trace on U〈n〉 for the free convolution,
denoted h, which is in fact equal to the state given by McClanahan in [25].

We want to extend the study of Diaconis, Shahshahani and Evans to the framework
of the unitary dual group and its free Haar trace. To do this, following the method of [3],
let us first compute the mixed ∗-moments of these variables, and then determine their
asymptotic ∗-distribution.

8.1 Mixed ∗-moments
Let n ≥ 1, r ≥ 1, p = (p1, . . . , pr) ∈ Nr and e = (e1, . . . , er) ∈ {∅, ∗}r. Let us define

p =
r∑
i=1

pi and ε = (e1, e1, . . . , e1, e2, . . . , er) ∈ {∅, ∗}p where each ei is repeated pi times.
We want to compute the mixed ∗-moments of the χ(up)’s with respect to h, i.e. the
h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er)’s.

Let us note that

χ(up) =
p∑
i=1

(up)ii =
∑

1≤i1,...,ip≤n
ui1i2ui2i3 . . . uipi1

and similarly χ(up)∗ = ∑
1≤i1,...,ip≤n

u∗i1ipu
∗
i2i1 . . . u

∗
ipip−1 . This leads to the following definition:

Definition 8.1.1 ([3]). The trace permutation associated to p and e is the permutation,
denoted γp,e ∈ Sp, having as cycles

(1, 2, . . . , p1)e1 , (p1 + 1, . . . , p1 + p2)e2 , . . . , and (p− pr + 1, . . . , p)er

where we use the notation (a1, a2, . . . , as)∗ = (as, as−1, . . . , a1).
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Thus, we obtain

χ(up1)e1 . . . χ(upr)er =
∑

1≤k1,...,kp≤n
uε1k1kγp,e(1)

. . . u
εp
kpkγp,e(p)

.

Lemma 8.1.2. For every n ≥ 1, r ≥ 1, p = (p1, . . . , pr) ∈ Nr, e = (e1, . . . , er) ∈ {∅, ∗}r,
p =

r∑
i=1

pi and ε = (e1, e1, . . . , e1, e2, . . . , er) ∈ {∅, ∗}p as above,

h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er) = #{π ∈ NC2(p), ε-adapted, γp,e(π) = π}+ o
( 1
n

)
.

Proof.
Step 1: Moment-cumulant formula Since h is a state, it is linear, hence

h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er) =
∑
k∈[n]p

h
(
uε1k1kγp,e(1)

. . . u
εp
kpkγp,e(p)

)
.

By the moment-cumulant formula (5.1), we can write

h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er) =
∑
k∈[n]p

∑
π∈NC(p)

∏
V ∈π

κV

[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
.

Step 2: ε-adaptation of π
By Proposition 4.2.1, κV

[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
is zero when the cardinal of V , de-

noted #V , is odd or when ε|V = (εv1 , . . . , εv#V ) is not alternating.
We will say that π ∈ NC(p) is ε-adapted when the following conditions are true for

each block V = {v1 < . . . < vl} of the noncrossing partition π:

• #V := l ∈ 2N,

• ∀1 ≤ i ≤ l − 1, εvi 6= εvi+1 .

Hence, we get

h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er) =
∑

π∈NC(p)
ε-adapted

∑
k∈[n]p

∏
V ∈π

κV

[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
.

Step 3: (p, e, π)-cyclicity of k
Let us fix an ε-adapted noncrossing partition π. Let V = {v1 < . . . < vl} be one of its

blocks. Note that, if εv1 = ∅, then εvl = ∗ and

κV

[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
= κl

(
(u)kv1kγp,e(v1) , . . . , (u

∗)kγp,e(vl)kvl

)
and similarly, if εv1 = ∗,

κV

[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
= κl

(
(u∗)kγp,e(v1)kv1

, . . . , (u)kvlkγp,e(vl)

)
.
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By Proposition 4.2.1, for each k ∈ [n]p, κV
[
uε1k1kγp,e(1)

, . . . , u
εp
kpkγp,e(p)

]
is not zero if the

indices, in the corresponding right-hand side term above, are cyclic.
We will say that k ∈ [n]p is (p, e, π)-cyclic when the following condition:

∀1≤ i≤ l

2 ,
kv2i = kv2i+1 , kvl = kv1 , kγp,e(v2i) = kγp,e(v2i−1) if εv1 = ∅
kv2i = kv2i−1 , kγp,e(vl) = kγp,e(v1), kγp,e(v2i) = kγp,e(v2i+1) if εv1 = ∗

is true for each block V = {v1 < . . . < vl} of the noncrossing partition π.
By replacing the value of the cumulant given in Proposition 4.2.1 in this case, we

obtain, with |π| the number of blocks in π,

h (χ(up1)e1 . . . χ(upr)er) = (−1) p2
np

∑
π∈NC(p)
ε-adapted

(−n)|π|#{k ∈ [n]p, (p, e, π)-cyclic}
∏
V ∈π

C#V
2 −1 .

Step 4: Leading terms with respect to n
Since we are interested in the asymptotic properties of the mixed moments, when n

goes to infinity, we only need to take care of the leading terms with respect to n in the
sum. The order, with respect to n, of each summand depends on the number of blocks in
π and the power of n in #{k ∈ [n]p, (p, e, π)-cyclic}.

For each triple (p, e, π), where π ∈ NC(p) is ε-adapted, let us define the associated
partition τ(p,e,π) of {1, 2, . . . , p}, given by:

∀i, j ∈ [p], ∃V ∈ τ(p,e,π), {i, j} ⊂ V ⇐⇒ ∀k ∈ Np (p, e, π)-cyclic, ki = kj .

Thus #{k ∈ [n]p, (p, e, π)-cyclic} = n

∣∣∣τ(p,e,π)

∣∣∣.
By ε-adaptation and (p, e, π)-cyclicity, we have 1 ≤ |π| ≤ p

2 and 1 ≤
∣∣∣τ(p,e,π)

∣∣∣ ≤ p
2 .

Hence, the mixed ∗-moments are of the form c+ o
(

1
n

)
.

Note that |π| +
∣∣∣τ(p,e,π)

∣∣∣ = p is equivalent to |π| =
∣∣∣τ(p,e,π)

∣∣∣ = p
2 . Moreover, π ∈ NC(p)

is ε-adapted and has p
2 blocks if and only if π is an ε-adapted noncrossing pairing.

For such a π, note that ∏
V ∈π

C#V
2 −1 = 1. Let us put π = {V1, . . . , V p

2
} with, for each

1 ≤ i ≤ p
2 , Vi = {vi,1, vi,2}. Then the definition of (p, e, π)-cyclicity is written as follows:

∀1 ≤ i ≤ p

2 , kvi,1 = kvi,1 and kγp,e(vi,1) = kγp,e(vi,2) .

Considering only the first equality, we already obtain p
2 disjoint blocks in τ(p,e,π). Therefore,∣∣∣τ(p,e,π)

∣∣∣ = p
2 is equivalent to

∀1 ≤ i ≤ p

2 , ∃1 ≤ j ≤ p

2 , {γp,e(vi,1), γp,e(vi,2)} = {vj,1, vj,2}

which means that γp,e(π) = π.
Thus, c = #{π ∈ NC2(p), ε-adapted, γp,e(π) = π}.
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8.2 Asymptotic distributions
Theorem 8.2.1. The family of variables (χ(up))p≥1 is asymptotically, when the size of u
goes to infinity, a family of ∗-free circular variables of mean 0 and covariance 1.

Proof. For all n ≥ 1, r ≥ 1, p = (p1, . . . , pr) ∈ Nr, e = (e1, . . . , er) ∈ {∅, ∗}r, p =
r∑
i=1

pi,
and ε = (e1, e1, . . . , e1, e2, . . . , er) ∈ {∅, ∗}p as above, let us compute the joint cumulants,
by the moment-cumulant formula (5.2):

κr (χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er)
=

∑
σ∈NC(r)

µnc(σ, 1r)hσ [χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er ]

=
∑

σ∈NC(r)
µnc(σ, 1r)

∏
V ∈σ

hV [χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er ]

=
∑

σ∈NC(r)
µnc(σ, 1r)

∏
V ∈σ

#{π ∈ NC2(V γp,e), ε|V -adapted, γp|V ,e|V (π) = π}

+ o
( 1
n

)
by Lemma 8.1.2.

Let us denote by σγp,e the partition in NC(p) obtained by replacing j ∈ [r] by the jth

cycle of γp,e,
(
j−1∑
i=1

pi + 1, . . . ,
j∑
i=1

pi

)
. Note that, π is a noncrossing pairing of {1, . . . , p} such

that π|V γp,e is ε|V -adapted and γp|V ,e|V (π|V γp,e ) = π|V γp,e , for each block V of σ ∈ NC(r),
if and only if π is an ε-adapted noncrossing pairing such that γp,e(π) = π and π ≤ σγp,e .
Then

lim
n→+∞

κr (χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er)

=
∑

σ∈NC(r)
µnc(σ, 1r)#{π ∈ NC2(p), ε-adapted, γp,e(π) = π, π ≤ σγp,e}

=
∑

σ∈NC(r)
µnc(σ, 1r)

∑
π∈NC2(p) ε-adapted,
γp,e(π)=π, π≤σγp,e

1

=
∑

ρ∈NC(p)
ρ≥γp,e

µnc(ρ, 1p)
∑

π∈NC2(p) ε-adapted,
γp,e(π)=π, π≤ρ

1

since we have {σγp,e , σ ∈ NC(r)} = {ρ ∈ NC(p), ρ ≥ γp,e}, where γp,e is seen as the
partition obtained from its cycles, and µnc(σ, 1r) = µnc(σγp,e , 1p). Thus

lim
n→+∞

κr (χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er)

=
∑

π∈NC2(p)
ε-adapted,
γp,e(π)=π

∑
ρ∈NC(p)
ρ≥γp,e∨π

µnc(ρ, 1p)

=#
{
π ∈ NC2(p) ε-adapted, γp,e(π) = π, γp,e ∨ π = 1p

}
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by Proposition 5.3.2.
Let π ∈ NC2(p) be ε-adapted such that γp,e(π) = π and γp,e ∨ π = 1p. Let C and

C ′ be two cycles of γp,e. Since γp,e ∨ π = 1p, we can find α in C and β in C ′ such that
{α, β} is a block of π. Then γp,e(π) = π implies that #C = #C ′ and these cycles cannot
be connected to another cycle of γp,e. By ε-adaptation, we get that the only suitable π is{
{1, p}, {2, p− 1}, . . . ,

{
p
2 ,

p
2 + 1

}}
and

lim
n→+∞

κr (χ(up1)e1 , . . . , χ(upr)er) =
1 if r = 2, p1 = p2, e1 6= e2

0 otherwise

which are the cumulants of ∗-free circular variables.

Remark 8.2.2. Note that it is possible to have an exact formula for the cumulants above
(see Appendix C).
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Chapter 9

The orthogonal dual group

In [39], Voiculescu also defines a generalization of the orthogonal group, called the
orthogonal dual group. To present it, we need real ∗-algebras, and real free products of
these algebras. Let us first introduce some basic facts about real C∗-algebra.

9.1 Real C∗-algebra
The following properties are equivalent [32]:

i) A is a real C∗-algebra,

ii) A is a Banach ∗-algebra over R isometrically ∗-isomorphic to a norm-closed ∗-algebra
of bounded operator on a real Hilbert space,

iii) A is a real Banach ∗-algebra satisfying the C∗-identity ‖a∗a‖ = ‖a‖2 for every a ∈ A
and also having the property that for each a ∈ A, a∗a has spectrum contained in
[0,∞),

iv) A is a real Banach ∗-algebra satisfying the C∗-identity ‖a∗a‖ = ‖a‖2 for every a ∈ A
and also having the property that for each a, b ∈ A, ‖a∗a‖ ≤ ‖a∗a+ b∗b‖.

Remark 9.1.1. In particular, any C∗-algebra is a real C∗-algebra, since every complex
algebra is also a real algebra.

Let A1 and A2 be real unital ∗-algebras. We will say that f : A1 → A2 is a real
∗-homomorphism, if for any a, b ∈ A1 and any λ ∈ R,

f(a+ λb) = f(a) + λf(b) , f(ab) = f(a)f(b) and f(a∗) = f(a)∗ .

Voiculescu [39] defines a state on A as a state on its complexification AC = A + ıA
which is real, i.e. a stat on A is a positive linear functional ϕ on AC such that ϕ(1AC) = 1
and ϕ|A(A) ⊂ R. In particular, ϕ(a∗) = ϕ(a) for every a ∈ A. Note that the involution of
A is extended to AC with, for all a, b ∈ A, (a+ ıb)∗ = a∗ − ıb∗.

Example 9.1.2. Consider the real noncommutative C∗-algebraMn(R), where the invo-
lution is the transposition of the matrices. Then its complexification is Mn(C), and the
involution becomes the conjugate transposition. The normalized trace trn is a state on this
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complex algebra, which is real on Mn(R). Thus (Mn(R), trn) is a real noncommutative
probability space.

Note that the unitary elements in the ∗-algebra (Mn(R), trn) are the real orthogonal
matrices.

9.2 Free products of real unital ∗-algebras
Let A1 and A2 be real unital ∗-algebras. The free product of A1 and A2 is de-

fined by a universal property: it is the unique real unital ∗-algebra A1 t A2 with real
∗-homomorphisms ik : Ak → A1 t A2, k = 1, 2, such that, for all real ∗-homomorphisms
fk : Ak → A3, there exists a unique real ∗-homomorphism f1tf2 : A1tA2 → A3 satisfying
fk = (f1 t f2) ◦ ik, k = 1, 2.

Theorem 9.2.1. Let A1 and A2 be real unital ∗-algebras. Then

(A1 t A2)C ' (A1)C tC (A2)C

where tC denotes the free product of (complex) unital ∗-algebras.

Proof. Note that (A1)C tC (A2)C and A1 t A2 are characterized by a universal prop-
erty: for any real (respectively complex) ∗-algebra C, and for all real (resp. complex)
∗-homomorphisms fi : Ai → C (resp. fi : (Ai)C → C), there exists a unique real (resp.
complex) ∗-homomorphism f1 t f2 : A1 t A2 → C (resp. f1 tC f2 : (A1)C tC (A2)C → C)
such that the following diagrams commute:

A1 A1 t A2 A2

C

(A1)C (A1)C tC (A2)C (A2)C

C
.

On the one hand, we have, Aj ⊂ (A1)CtC (A2)C for j = 1 and 2, where (A1)CtC (A2)C
is seen as a real ∗-algebra. Then, by the universal property above, there exists a unique
real ∗-homomorphism T : A1 t A2 → (A1)C tC (A2)C, such that T (a(j)) = (a + ı0Aj)(j)C

for all a ∈ Aj. We can extend T to a complex ∗-homomorphism from (A1 t A2)C to
(A1)C tC (A2)C by putting T (ıx) = ıT (x) for all x ∈ A1 t A2. In particular, note that
T (a(j) + ıb(j)) = (a+ ıb)(j)C for every a, b ∈ Aj.

On the second hand, we can easily embed (Aj)C into (A1 t A2)C, by sending a + ıb
to a(j) + ıb(j). By the universal property, there exists a unique complex ∗-homomorphism
S : (A1)C tC (A2)C → (A1 t A2)C, satisfying S

(
(a+ ıb)(j)C

)
= a(j) + ıb(j).

Hence, we obtain TS = id(A1)CtC(A2)C and ST = id(A1tA2)C .

Lemma 9.2.2. Let (A1, φ1) and (A2, φ2) be two real noncommutative probability spaces,
with Ai = R1Ai ⊕ Bi. Then A1 t A2 can be equipped with five different product states,
called respectively free, tensor, boolean, monotone and anti-monotone products of states.

Proof. The decompositions Ai = R1Ai ⊕ Bi lead to the corresponding decomposition of
the complexifications: (Ai)C = C1Ai ⊕ (Bi)C.
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Let • be one of the five products, i.e. • ∈ {∗,⊗, �,B,C}. The products are states on
the complexification. Let us prove that, for all a1, . . . , an in A1 t A2 such that ai ∈ Aεi
and ε1 6= ε2 6= . . . 6= εn, φ1 • φ2(a1 . . . an) is real.

First of all, note that the decomposition of ai in (Aεi)C is its decomposition in A,
denoted by µi1Aεi + bi.

By definition, φ1 • φ2(ai) = φεi(ai), thus it is real if n = 1.
Moreover, since bi is in Aεi , we can deduce from the definition of the five products

that φ1 • φ2 (b1 . . . bn) is a real number. But, we also have

φ1 • φ2
(
(a1 − µi1Aεi ) . . . (an − µi1Aεi )

)
=

∑
U,V ∈{1,...,n}
U∪V={1,...,n}
V={v1<...<vs}

(−1)#U ∏
i∈U

µi φ1 • φ2(av1 . . . avs) .

and the result follows by induction on n.

9.3 Orthogonal dual group
We are now ready to define the orthogonal dual group, introduced by Voiculescu [39].

Let n ≥ 1 and Onc
n be the universal (noncommutative) real unital ∗-algebra generated by

n2 elements (uij)1≤i,j≤n satisfying u∗u = Ik = uu∗, i.e.

∀1 ≤ i, j ≤ n,
n∑
k=1

u∗kiukj = δij1Onc
n

and
n∑
k=1

uiku
∗
jk = δij1Onc

n
.

Let us define the real ∗-homomorphisms

• ∆: Onc
n → Onc

n tOnc
n given on the generators by ∆(uij) =

n∑
k=1

u
(1)
ik u

(2)
kj ,

• Σ: Onc
n → Onc

n satisfying Σ(uij) = u∗ji,

• δ : Onc
n → R such that δ(uij) = δij.

Theorem 9.3.1. O〈n〉 = (Onc
n ,∆,Σ, δ) is a dual group in the sense of Voiculescu. We

will call it the orthogonal dual group.

Proof. Note that we only need to check the relations on the generators: it clearly extends
to Onc

n because these maps are ∗-homomorphisms. Direct calculations show that, for all
1 ≤ i, j ≤ n,

(idt∆)∆(uij) = (∆ t id)∆(uij) , (idtδ)∆(uij) = uij = (δ t id)∆(uij)

and (idtΣ)∆(uij) = δ(uij)1Onc
n

= (Σ t id)∆(uij) .

Remark 9.3.2. The definitions of unitary and orthogonal dual groups are very similar.
We will follow the reasoning of [7] to study Haar states on O〈n〉.

A quantum variable on O〈n〉 over the real noncommutative probability space (A, φ)
is a real ∗-homomorphism j from Onc

n to A.

81



CHAPTER 9. THE ORTHOGONAL DUAL GROUP

Proposition 9.3.3. Let j : Onc
n → A be a quantum random variable, over a real non-

commutative probability space. Then, the matrix (j(uij))1≤i,j≤n is unitary in Mn(A).
Conversely, for any unitary matrix (Aij)1≤i,j≤n in Mn(A), there exists a unique real
∗-homomorphism j : Onc

n → A such that j(uij) = Aij.

Proof. By the properties of the generators uij, we have

[
(j(uij))∗1≤i,j≤n (j(uij))1≤i,j≤n

]
ij

=
n∑
k=1

[
(j(uij))∗1≤i,j≤n

]
ik

[
(j(uij))1≤i,j≤n

]
kj

=
n∑
k=1

j(uki)∗j(ukj)

= j

(
n∑
k=1

u∗kiukj

)
= j(δij1Onc

n
) = δij1A

therefore (j(uij))∗1≤i,j≤n (j(uij))1≤i,j≤n = 1MN (A). By similar computations we obtain also
(j(uij))1≤i,j≤n (j(uij))∗1≤i,j≤n = 1MN (A), and the converse statement is clear.

Lemma 9.3.4. Let us consider φ and ψ two states on Onc
n . We can define five differ-

ent states on Onc
n , called respectively free, tensor, boolean, monotone and anti-monotone

convolution, given respectively by

φ ?F ψ = (φ ∗ ψ) ◦∆, φ ?T ψ = (φ⊗ ψ) ◦∆, φ ?B ψ = (φ � ψ) ◦∆,

φ ?M ψ = (φB ψ) ◦∆, φ ?AM ψ = (φC ψ) ◦∆ .

Proof. The decomposition Onc
n = R⊕ker δ leads to (Onc

n )C = C⊕ker δ, where δ is extended
to (Onc

n )C by δ(a+ ıb) = δ(a) + ıδ(b). Thus, we only need to check that φ ? ψ(uij) is real,
for any i, j and any convolution ?. But, if • denotes the corresponding product of states,

φ ? ψ(uij) =
n∑
k=1

φ • ψ
(
u

(1)
ik u

(2)
kj

)

and each term in the sum is real by Lemma 9.2.2.

Let us denote by Eij the usual matrix units inMn(R), and by E11 (A tMn(R))E11
the ∗-subalgebra {E11XE11, X ∈ AtMn(R)} of AtMn(R). Note that we have the real
∗-isomorphism

A tMn(R) ' (E11 (A tMn(R))E11)⊗Mn(R)
X 7→

∑
1≤i,j≤n

E1iXEj1 ⊗ Eij∑
1≤i,j≤n

Ei1AijE1j ←[
∑

1≤i,j≤n
Aij ⊗ Eij .

Theorem 9.3.5. The real ∗-algebra E11 (A tMn(R))E11 can be endowed with the state
n(φ ∗ trn).
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Proof. By definition, n(φ ∗ trn) is a state on AC tMn(C). Thanks to Theorem 9.2.1, it
means that it is a state on the complexification of AtMn(R), and by Lemma 9.2.2 it is
real.

Proposition 9.3.6. For any unitary U in the real noncommutative probability space
(A, φ), there exists a unique quantum random variable jU : Onc

n → E11 (A tMn(R))E11,
determined by jU(uij) = E1iUEj1, which induces a state n(φ ∗ trn) ◦ jU on O〈n〉.

Proof. Note that
n∑
k=1

(E1kUEi1)∗(E1kUEj1) =
n∑
k=1

E1iU
∗Ek1E1kUEj1 = δijE11

and
n∑
k=1

(E1iUEk1)(E1jUEk1)∗ = δijE11, which means that the matrix (E1iUEj1)1≤i,j≤n is
unitary inMn(E11 (A tMn(R))E11). The result follows from this property.

As in the case of Unc
n , if U, V ∈ A are two unitary variables of the real noncommutative

probability space (A, φ), we can prove that if U and V are ∗-free in (A, φ), then the
image ∗-algebras of jU and jV are ∗-free in the real noncommutative probability space
(E11(A tMn(R))E11, n(φ ∗ trn)).

9.4 The Haar state in the one-dimensional case
Proposition 9.4.1. The Haar measure on the unit circle defines a Haar state on Onc

1 ,
for the five notions of convolution. Moreover, it is also a Haar trace.

Proof. Let us recall that the algebra Onc
1 is the universal real C∗-algebra generated by an

element u satisfying uu∗ = u∗u = 1. Similarly, Unc
1 is the universal (complex) C∗-algebra

generated by an element v satisfying the same property. Hence, the complexification of
O〈1〉 is U〈1〉.

Therefore states on O〈1〉 are states on U〈1〉 which are real, i.e. such that µ(x) = µ(x∗)
for all x ∈ Onc

1 . Since we identify states on U〈1〉 with probability measures on the complex
unit circle T, each state on O〈1〉 is considered as a probability measure µ on the unit circle
T satisfying

∫
T z

k dµ(z) =
∫
T z̄

k dµ(z), i.e. is a symmetric probability measure on T.
Thus, it is clear that the state associated to the uniform measure on T, given by∫

T z
k dµ(z) =

∫
T z̄

k dµ(z) = δk0, is the Haar state on O〈1〉. It is indeed absorbing, for the
five convolutions with all states on U〈1〉 [7].

Moreover, note that every state is a trace since Onc
1 is a commutative algebra.

9.5 The non-existence of the Haar state in the free
and tensor cases, n ≥ 2

Proposition 9.5.1. There is no free or tensor Haar state on Onc
n for n ≥ 2.

Proof. Let us fix n ≥ 2 and assume that h is a free Haar state.
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For each 1 ≤ k ≤ n− 1, let us define

Mk =



I2k−2 | 0 0 | 0 0 | 0
−−− −| −− −− −| −− −− −| − −−−−

0 | 0 1 | 0 0 | 0
0 | 0 0 | 1 0 | 0

−−− −| −− −− −| −− −− −| − −−−−
0 | 1 0 | 0 0 | 0
0 | 0 0 | 0 1 | 0

−−− −| −− −− −| −− −− −| − −−−−
0 | 0 0 | 0 0 | I2(n−k−1)


and jk : Onc

n → M2(R) the quantum random variable such that jk(uij) is the (i, j)-th
block of size 2 × 2 of Mk. Note that jk is well defined since Mk is an orthogonal matrix,
i.e. a unitary element ofM2n(R) with respect to the transposition. In particular,

jk(uik) =



0 1
0 0

 if i = k1 0
0 0

 if i = k + 10 0
0 0

 otherwise

The functionals φk = 〈e2, jk(·)e2〉 are states on Onc
n , since they are clearly states on

the complexification (Onc
n )C which are real-valued on Onc

n . Moreover they satisfy, for every
1 ≤ i, j ≤ n:

φk(uiku∗jk) = 〈e2, jk(uik)jk(ukj)te2〉 = 〈e2,

(
δij 0
0 0

)
e2〉 = 0 .

If h is the free Haar state, for each 1 ≤ i ≤ n

h(uiku∗ik) = (h ?F φk)(uiku∗ik) =
∑

1≤p,q≤n
(h ∗ φk)(u(1)

ip u
(2)
pk u

(2)∗
qk u

(1)∗
iq )

=
∑

1≤p,q≤n
h(uipu∗iq)φk(upku∗qk) = 0 .

We can do the same reasoning for k = n by considering the matrix in which the last
to columns of blocks of Mn are exchanged. Thus we obtain a state φn on Onc

n satisfying
φn(uinu∗jn) = 0 for every 1 ≤ i, j ≤ n. This leads to h(uinu∗in) = 0 for each 1 ≤ i ≤ n.

Therefore, if h is the free Haar state, for all 1 ≤ i ≤ n, we should have

1 = h(1Onc
n

) = h

(
n∑
k=1

uiku
∗
ik

)
=

n∑
k=1

h(uiku∗ik) = 0

which is impossible.
The same computations give the result for the tensor case since, by definition

(h⊗ φk)(u(1)
ip u

(2)
pk u

(2)∗
qk u

(1)∗
iq ) = h(uipu∗iq)φk(upku∗qk) .
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9.6 The non-existence of the Haar state and the Haar
trace in the boolean case, n ≥ 2

Proposition 9.6.1. There is no boolean Haar state and no boolean Haar trace on Onc
n

for n ≥ 2.

Proof. First, let us note that

(φ � ψ)(a(2)b(1)c(2)) = ψ(a) (φ(b)− δ(b))ψ(c) + δ(b)ψ(ac) .

Assume that h is the boolean Haar state on Onc
n . Then, for every state ψ on Onc

n and
all 1 ≤ i, j, k, l ≤ n

h(u∗ijukl) = (h ?B ψ)(u∗ijukl) =
∑

1≤p,q≤n
(h � ψ)(u(2)∗

pj u
(1)∗
ip u

(1)
kq u

(2)
ql )

=
∑

1≤p,q≤n
ψ(u∗pj)

(
h(u∗ipukq)− δ(u∗ipukq)

)
ψ(uql) + δ(u∗ipukq)ψ(u∗pjuql)

=
∑

1≤p,q≤n
ψ(upj)h(u∗ipukq)ψ(uql) − ψ(uij)ψ(ukl) + ψ(u∗ijukl)

which can be written Mh = (Mh − In2)(Nψ ⊗Nψ) +Mψ, where

Nψ = (ψ(uij))1≤i,j≤n , and Mψ =
(
ψ(u∗ijukl)

)
(i,k),(j,l)

.

Note that we can see every probability measure µ on the classical orthogonal group
O(n) = {M ∈Mn(R), U∗U = In = UU∗} as a state on Onc

n via the integration map:

µ(uε1i1j1 . . . u
εr
irjr) =

∫
O(n)

Mi1j1 . . .Mirjr dµ(M) .

Let us set ψ1 = 1
2(δIn + δ−In) and ψ2 = δA where A is the diagonal matrix such that

A11 = −1 and Aii = 1 for 2 ≤ i ≤ n. Then we have Nψ1 = 0n, Mψ1 = In2 and Mψ2 6= In2

since ψ2(u∗11u22) = −1.
Then the relation above betweenMh and Nψ,Mψ givesMh = Mψ1 = In2 . If we replace

Mh by In2 in the relation with Mψ2 we obtain a contradiction.
Therefore, there is no boolean Haar state on Onc

n . Moreover, the states ψ1 and ψ2 are
two traces, so we can also conclude that there is no boolean Haar trace on Onc

n .

9.7 The non-existence of the Haar state and the Haar
trace in the monotone and antimonotone cases,
n ≥ 2

Proposition 9.7.1. There is no Haar state and no Haar trace on Onc
n for the monotone

and antimonotone convolutions, for all n ≥ 2.

Proof. Note that the formula for the boolean product is also valid for the monotone case:

(φB ψ)(a(2)b(1)c(2)) = ψ(a) (φ(b)− δ(b))ψ(c) + δ(b)ψ(ac) .
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Thus, the same proof leads to the conclusion that there is no monotone Haar state and
no monotone Haar trace.

For the antimonotone product, we obtain similar things if we exchange u∗ij and ukl,
since

(φC ψ)(a(1)b(2)c(1)) = φ(a) (ψ(b)− δ(b))φ(c) + δ(b)φ(ac) .
Thus, a similar proof leads to the conclusion that there is no antimonotone Haar state
and no antimonotone Haar trace.

9.8 Existence of the Haar trace for the free and the
tensor convolution, n ≥ 2

Theorem 9.8.1. The complexification of Onc
n is ∗-isomorphic to the algebra Unc

n , and the
structure of dual group is preserved, i.e. (O〈n〉)C ' U〈n〉.

Proof. Let us recall that Unc
n is the universal (complex) ∗-algebra generated by n2 elements

{vij}1≤i,j≤n such that, for all 1 ≤ i, j ≤ n

n∑
k=1

vikv
∗
jk = δij1Unc

n
=

n∑
k=1

v∗kivkj .

On the first hand, note that (Onc
n )C is a complex ∗-algebra generated by the n2 elements

uij + ı0Onc
n

satisfying the same relations. Hence, there exists a complex ∗-homomorphism
T : Unc

n → (Onc
n )C given by T (vij) = uij + ı0Onc

n
.

On the other hand, Unc
n can be considered as a real ∗-algebra generated by 2n2 elements

{vkl}1≤k,l≤n ∪ {wkl = ıvkl}1≤k,l≤n satisfying
n∑
k=1

vpkv
∗
qk = δpq1Unc

n
=

n∑
k=1

v∗kpvkq ,
n∑
k=1

wpkw
∗
qk = δpq1Unc

n
=

n∑
k=1

w∗kpwkq .

Then, there exists a real ∗-homomorphism S : Onc
n → Unc

n such that S(uij) = vij.
Moreover S extends to a complex ∗-homomorphism S : (Onc

n )C → Unc
n with the formula

S(ıx) = ıS(x) for every x ∈ Onc
n , where Unc

n is now considered as a complex algebra.
Hence we obtain ST = idUnc

n
and TS = id(Onc

n )C , and it is clear that the extensions of the
∗-homomorphisms defining O〈n〉 are the ∗-homomorphisms of the dual group U〈n〉.

Remark 9.8.2. The previous non-existence results are not direct consequence of the
equivalent non-existence results in [7]. Indeed, we are interested in an even weaker prop-
erty, we are looking for a (tracial) state on Unc

n which absorb (tracial) states satisfying
φ(a∗) = φ(a) for all a ∈ Onc

n . Actually the non-existence is almost a consequence of the
proofs given in [7] because they use real states to obtain contradictions, except ψ2 in the
boolean case.

Let us consider a real noncommutative probability space (A, φ), and U ∈ A a Haar
unitary random variable. Then, we can construct from there the state h = [n(φ∗ trn)]◦ jU
on Onc

n .
Thanks to the previous theorem, h is a state on Unc

n . By [7], it is the free Haar trace on
Unc
n . Hence, it is the free Haar trace on Onc

n . In particular, Onc
n admits a free Haar trace,

and we can prove as in the unitary dual group that:
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Theorem 9.8.3. The family of variables (χ(up))p≥1 is asymptotically a family of ∗-free
circular variables of mean 0 and covariance 1.

Cébron and Ulrich [7] also prove that there exists a tensor Haar trace. Its description
[7, Lemmas 2.13 and 2.14] show that the restriction to Onc

n is real-valued. Hence Onc
n

admits a tensor Haar trace.
Moreover this trace is not faithful on Unc

n for n ≥ 2 [7, Proposition 2.16]. The same
argument gives that it not faithful on Onc

n for n ≥ 2.

9.9 Construction of the free Haar trace, n ≥ 2
McClanahan [25] defines a state on Unc

n , which turns out to be the free Haar trace. Let
C(T) be the algebra of continuous functions on the unit complex circle T. Let Mn(C)′
denotes the relative commutant ofMn(C) in C(T)tMn(C). By direct calculations we can
verify that there exists a unique (complex) ∗-homomorphism ϕ : Unc

n →Mn(C)′ satisfying

ϕ(uij) =
n∑
k=1

Eki IdTEjk .

This allows us to define the free Haar trace (λ∗ trn)|Mn(C)′ ◦ϕ on Unc
n , where λ is the Haar

measure on the unit circle T. Thus the free Haar trace on Onc
n is the restriction of this

state to Onc
n , but we can also find a expression which does not refer to Unc

n .

Theorem 9.9.1. Let C(T)R be the real algebra of continuous functions f on the complex
unit circle T such that f (̄·) = f(·). LetMn(R)′ denotes the relative commutant ofMn(R)
in C(T)R tMn(R). Then (Mn(R)′)C =Mn(C)′.

Proof. Let a, b be elements of Mn(R)′ ⊂ C(T)R t Mn(R). Note that (Mn(R)′)C is a
subset of (C(T)R tMn(R))C ' C(T) tMn(C) by Theorem 9.2.1.

For every M ∈ Mn(C) there exists X, Y ∈ Mn(R) such that M = X + ıY . Then it
is straightforward to prove that M(a+ ıb) = (a+ ıb)M . Thus (Mn(R)′)C ⊂Mn(C)′.

Conversely, let X ∈ Mn(C)′. Then X ∈ (C(T)R tMn(R))C by Theorem 9.2.1 and
there exists x, y ∈ C(T)R t Mn(R) such that X = x + ıy. For all M ∈ Mn(R), by
hypothesis MX = XM , i.e. Mx + ıMy = xM + ıyM . By unicity of the decomposition
in (C(T)R tMn(R))C, we get Mx = xM and My = yM . Thus x and y commute with
Mn(R) in C(T)R tMn(R) andMn(C)′ ⊂ (Mn(R)′)C.

Theorem 9.9.2. Let ϕ be the unique real ∗-homomorphism ϕ : Onc
n →Mn(R)′ satisfying

ϕ(uij) =
n∑
k=1

Eki IdTEjk .

Then h = (λ ∗ trn)|Mn(R)′ ◦ ϕ is the free Haar trace on Onc
n , where λ is the Haar measure

on the unit circle T. Moreover, it is a faithful state.

Proof. Note that λ defines a state on C(T)R, hence (λ ∗ trn)|Mn(R)′ is a state onMn(R)′
by Lemma 9.2.2.

Since ϕ is a real ∗-homomorphism, it preserves positivity, and it is easy to check that
ϕ is unital. Thus h = (λ ∗ trn)|Mn(R)′ ◦ ϕ is a state on Onc

n .
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Moreover its extension to the complexification Unc
n is the free Haar trace defined by

McClanahan. Let us also note that the free Haar trace is faithful on Unc
n for all n ≥ 1.

Therefore h is faithful on Onc
n for every n ≥ 1.
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Appendix A

Trace of the square of the
fundamental representation of O+

n

Let us denote by O+
n = (Ao(n),∆) the free orthogonal quantum group. The fundamen-

tal representation is denoted u. Let us recall that the coproduct is given on the generator
uij by the following formula:

∆(uij) =
n∑
k=1

uik ⊗ ukj .

The antipode satisfies, for xα and xβ two irreducible representations of O+
n ,

S(xαijx
β
kl) = (xβlk)∗(xαji)∗ .

Let us show that χ(u2) is not in the central algebra, i.e. the ∗-subalgebra generated
by irreducible characters. To do this, let us first define the map P : Ao(n)→ Ao(n) by

P (a) = a(2)

∫
O+
n

a(1)S(a(3)) .

This is the projection from Ao(n) onto the central algebra [8]. Hence we should prove that
P (χ(u2)) is not χ(u2) in Ao(n).

Let us note that χ(u2) =
n∑

i,j=1
uijuji and

P (χ(u2)) =
n∑

i,j,l1,l2,k1,k2=1
ul1l2uk1k2

∫
O+
n

uil1uik1ujk2ujl2 .

Thanks to Banica and Collins [2], we have:∫
O+
n

ui1j1ui2j2 . . . ui2kj2k =
∑

p,q∈D(k)
δpiδqjWkn(p, q)

where D(k) = NC2(2k) is the set of all noncrossing pairings, Wkn = G−1
kn is the inverse of

the Gram matrix Gkn satisfying Gkn(p, q) = n|p∨q| and

δpi =
1 if each block of p joins a pair of equal indices

0 if not
.
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Let us recall that p ∨ q is the smallest partition which is coarser than p and q, and that
|p ∨ q| is its number of blocks. Let us not that p ∨ q is also the number of loops in the

diagram
[
b
q

]
, where b is the horizontal flip of the partition p.

Moreover, Banica and Collins determine the coefficients of the matrix Wkn. To do this,
they use paths in the lattice of noncrossing pairings NC2(2k). For a path P = p0p1 . . . pl
in NC2(2k), i.e. a finite sequence of noncrossing pair partitions where pi and pi+1 are
different, let us put:

l(P) = l and d(P) = l(P)k − (|p0 ∨ p1|+ |p1 ∨ p2|+ . . . |pl−1 ∨ pl|) .

Note that if P = p is reduced to a point, l(P) = d(P) = 0. Thus the following gives the
coefficients of the Weingarten matrix Wkn:

Wkn(p, q) = 1
nk
∑
P

(−1)l(P)n−d(P)

where the sum is taken over all the possible paths P in D(k) from p to q.
This leads us to the following formula:

P (χ(u2)) =
n∑

i,j,l1,l2,k1,k2=1
ul1l2uk1k2

∑
p,q∈D(2)

δp(iijj)δq(l1k1k2l2)
1
n2

∑
P

(−1)l(P)n−d(P) .

On the first hand, if i 6= j then the only partition p in NC2(4) with nonzero con-
tribution is , since NC2(4) = { , }. We have to distinguish between four
possibilities for (l1k1k2l2): l1 = k1 6= l2 = k2, l1 = l2 6= k1 = k2, l1 = l2 = k1 = k2 or any
other case.

In the last case, δq(l1k1k2l2) = 0 for all q ∈ NC2(4). In the other cases we have∑
q∈D(2)

δq(l1k1k2l2)Wkn( , q)

=


Wkn( , ) if l1 = k1 6= l2 = k2

Wkn( , ) if l1 = l2 6= k1 = k2

Wkn( , ) +Wkn( , ) if l1 = l2 = k1 = k2

=



1
n2

+∞∑
l=0

1
n2l = 1

n2−1 if l1 = k1 6= l2 = k2

1
n2

+∞∑
l=0

−1
n2l+1 = − 1

n(n2−1) if l1 = l2 6= k1 = k2

1
n2

+∞∑
l=0

(−1)l
nl

= 1
n(n+1) if l1 = l2 = k1 = k2

.

On the other hand, if i = j, δp(iiii) = 1 for all partition p in D(2). Similar calculation
gives

∑
p,q∈D(2)

δq(l1k1k2l2)Wkn(p, q) =



1
n(n+1) if l1 = k1 6= l2 = k2

1
n(n+1) if l1 = l2 6= k1 = k2

2
n(n+1) if l1 = l2 = k1 = k2

0 otherwise

.
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Finally, we obtain

P (χ(u2)) =
n∑

i,j,l1,l2,k1,k2=1
ul1l2uk1k2

∑
p,q∈D(2)

δp(iijj)δq(l1k1k2l2)Wkn(p, q)

=
∑

1≤s6=t≤n

(
n

n(n+ 1) + n(n− 1)
n2 − 1

)
ustust +

(
n

n(n+ 1) −
n(n− 1)
n(n2 − 1)

)
ussutt

+
n∑
r=1

(
2n

n(n+ 1) + n(n− 1)
n(n+ 1)

)
urrurr

=
∑

1≤s,t≤n
ustust = χ(uut) = n1O+

n
.

Hence, χ(u2) 6= P (χ(u2)) in general, which means that χ(u2) is not in the algebra of
characters.

For instance, a representation of Ao(2) inM2(C) is given by the block matrix

π(u) =
(
π(u11) π(u12)
π(u21) π(u22)

)
=


0 0 | 0 1
0 0 | 1 0
− − −| − −
1 0 | 0 0
0 1 | 0 0



which satisfies χ(π(u)2) = 2π(u12) = 2
(

0 1
1 0

)
, this is different from 2I2 = P (χ(π(u)2)).
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Appendix B

Multiplication and fusion rules in
the finite quantum group K̂Pn

Since K̂Pn =
(
A′n, ∆̂

)
is the dual of the Sekine finite quantum group KPn = (An,∆),

the multiplication in A′n is defined by duality:
∀(a, b) ∈ A′n ×A′n, ∀g ∈ An, (ab)(g) = (a⊗ b) ◦∆(g) .

Thus, for any i, j, k and l in Zn, we have
e(i,j)e(k,l) = e(i+k,j+l)

e(i,j)Ek,l = η−i(k−l)Ek−j,l−j

Ei,je(k,l) = ηk(j−i)Ei+l,j+l

Ei,jEk,l = 1
n

∑
s,t∈Zn

t=k−i=l−j

ηs(i−j)e(s,t)

where the sums are taken in Zn. In particular, Ei,jEk,l is zero when i− j 6= k − l in Zn.
Then we can check that X̂ is a fundamental representation of K̂Pn. We only need to

show that we can find the e(i,j)’s and the Ei,j’s in the algebra generated by its matrix
coefficients. Let us recall that they are the Ei,j’s. Moreover, we have, for any s, t ∈ Zn∑
j∈Zn

ηsjE0,jEt,j+t = 1
n

∑
j∈Zn

ηsj
∑
k∈Zn

η−kje(k,t) = 1
n

∑
k∈Zn

η−kj

∑
j∈Zn

ηj(s−k)

 e(k,t) = e(s,t) .

Finally, let us determine the fusion rules. The first ones are given by the multiplication
of one-dimensional representations: e(i,j) e(k,l) ' e(i+k,j+l) for any integers i, j, k and l in
Zn. A straightforward calculation gives X̂ e(k,l) ' X̂ ' e(i,j) X̂ for any one-dimensional
representations e(i,j) and e(k,l).

The representation X̂ X̂ can be seen as a matrix inMn2(A′n), given by its blocks of
size n of the form Ei,jX̂. In particular, the character of X̂ X̂ is the square of χ(X̂). The
definition of multiplication above leads to

χ(X̂ X̂) = χ(X̂)2 =
n∑

i,j=1
Ei,iEj,j = 1

n

n∑
i,j=1

∑
s∈Zn

e(s,j−i) =
∑
s,t∈Zn

e(s,t) .

Thus X̂ X̂ ' ⊕
i,j∈Zn

e(i,j).
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Appendix C

Cumulant of R-cyclic matrices and
unitary dual group

Note that we can obtain an exact formula for the cumulants of the χ(up)’s in the
unitary dual group. To do this, we need to use the R-cyclicity of u and u∗.

Definition C.0.1. For an algebra A, a family of matrices {Al = (a(l)
ij )1≤i,j≤n}1≤l≤s in

Mn(A) is called R-cyclic if κr(a(l1)
i1j1 , . . . , a

(lr)
irjr) = 0 whenever it is not true that j1 = i2,

j2 = i3, ..., jr−1 = ir and jr = i1.

Thus [7, Corollary 2.8] ensures that {u, u∗} is a R-cyclic family. By [29, Theorem 4.3]
this is also the case of any finite subset from the family {uk}k≥1 ∪ {(u∗)k}k≥1.

Note that χ(uk)e = χ((ue)k) for any k ≥ 1 and e ∈ {∅, ∗}. Indeed, the identity is clear
for e = ∅, and if e = ∗, we have:

χ(uk)∗ =
(

n∑
i=1

(uk)ii
)∗

=
 n∑
i1,...,ik=1

ui1i2ui2i3 . . . uiki1

∗

=
n∑

i1,...,ik=1
(uiki1)∗ . . . (ui2i3)∗(ui1i2)∗

=
n∑

j1,...,jk=1
(uj1jk)∗ . . . (ujk−1jk−2)∗(ujkjk−1)∗

=
n∑

j1,...,jk=1
(u∗)jkj1 . . . (u∗)jk−2jk−1(u∗)jk−1jk

=
n∑

l1,...,lk=1
(u∗)l1l2 . . . (u∗)lk−1lk(u∗)lkl1

=
n∑
i=1

((u∗)k)ii = χ((u∗)k) .

It means that we can see the calculation of κs(χ(up1)e1 , . . . , χ(ups)es) in a more general
framework and compute κs(χ(Ap1

l1 ), . . . , χ(Apsls )) for {Al}l∈I a R-cyclic family of matrices.
Note that this is a calculation similar to the one in the last section of [26], and we will
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use similar arguments. Since {Ap1
l1 , . . . , A

ps
ls
} is also a R-cyclic family, if p is the sum of all

the pi’s and a(l)
ij denotes the coefficient (i, j) of the matrix Al,

κs(χ(Ap1
l1 ), . . . , χ(Apsls ))

=
n∑

i1,...,ip=1
κs
(
a

(l1)
i1i2 . . . a

(l1)
ip1 i1

, . . . , a
(ls)
ip−ps+1ip−ps+2 . . . a

(ls)
ipip−ps+1

)
=

∑
1≤i1,...,ip≤n

i1=ip1+1=...=ip−ps+1

κs
(
a

(l1)
i1i2 . . . a

(l1)
ip1 ip1+1 , . . . , a

(ls)
ip−ps+1ip−ps+2 . . . a

(ls)
ipi1

)
.

By the property of the free cumulant [30, equation (11.11)], when γp denotes the partition
of {1, . . . , p} defined by p = (p1, . . . , ps), i.e. γp = {{1, 2, . . . , p1}, . . . , {p− ps + 1, . . . , p}},
we obtain

κs(χ(Ap1
l1 ), . . . , χ(Apsls )) =

∑
1≤i1,...,ip≤n

i1=ip1+1=...=ip−ps+1

∑
π∈NC(p)
π∨γp=1p

κπ
[
a

(l1)
i1i2 , . . . , a

(l1)
ip1 ip1+1 , . . . , a

(ls)
ipi1

]
.

By definition of κπ, we can restrict ourselves to the study of a block V = {v1 < . . . < vr}
of π, and look at κr(a

(λv1 )
iv1 iv1+1 , . . . , a

(λvr )
ivr ivr+1) where λ = (l1, . . . , l1, l2, . . . , ls) ∈ Ip. In order

to have a nonzero contribution, the indices have to be cyclic, i.e. to satisfy

∀1 ≤ j ≤ r − 1, ivj+1 = ivj+1 and ivr+1 = iv1 .

Let us denote by σπ the permutation associated to the partition π, by considering the
elements of a block of π in increasing order as a cycle of σπ. Hence the conditions above
write iγ(vi) = iσπ(vi) where γ = (1, 2, . . . , p). Since this should be true for each block of π,
it means that ij = iγ◦σ−1

π (j) for all 1 ≤ j ≤ p. Thus, we get

κs(χ(Ap1
l1 ), . . . , χ(Apsls )) =

∑
π∈NC(p)
π∨γp=1p

∑
1≤i1,...,ip≤n

i1=ip1+1=...=ip−ps+1
ij=iγ◦σ−1

π (j)

κπ
[
a

(l1)
i1i2 , . . . , a

(l1)
ip1 ip1+1 , . . . , a

(ls)
ipi1

]
.

Then, if κπ
[
a

(l1)
i1i2 , . . . , a

(ls)
ipi1

]
depends only on the cyclicity of the indices, we denote it

κπ
[
a(l1), . . . , a(l1), . . . , a(ls)

]
and find

κs(χ(Ap1
l1 ), . . . , χ(Apsls )) =

∑
π∈NC(p)
π∨γp=1p

κπ
[
a(l1), . . . , a(l1), . . . , a(ls)

]
cπ

where cπ denotes the quantity

#
{
i ∈ {1, . . . , n}p, i1 = ip1+1 = . . . = ip−ps+1, ∀1 ≤ j ≤ p, ij = iγ◦σ−1

π (j)

}
.

Thanks to [27, Lemma 14], π ∨ γp = 1p if and only if σ−1
π ◦ γ separates p1, p1 + p2, . . .

and p, which is equivalent to the fact that 1, p1 + 1, . . . and p− ps + 1 are all in different
blocks of γ ◦ σ−1

π . Thus, cπ = n#(γ◦σ−1
π )−s+1, where #σ denotes the number of cycles in
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the cycle decomposition of permutation σ ∈ Sp. Notes that γ ◦ σ−1
π corresponds to the

Kreweras complement [30] of π, denoted K(π), conjugated by γ. Hence

#(γ ◦ σ−1
π ) = |K(π)| = p+ 1− |π|

where |π| is the number of blocks of π, and then cπ = np+2−s−|π|.
In particular, in the dual unitary group endowed with the free Haar trace, we have

I = {∅, ∗} and, if π is adapted to λ = (l1, . . . , l1, l2, . . . , ls),

κπ
[
a(λ1), . . . , a(λp)

]
= n|π|−p(−1)

p
2−|π|

∏
V ∈π

C#V
2 −1

the cumulant vanishes in all the other cases.
We get, with ε = (e1, . . . , e1, e2, . . . , es),

κs (χ(up1)e1 , . . . , χ(ups)es) = n2−s(−1)
p
2

∑
π∈NC(p)
π∨γp=1p
ε−adapted

(−1)|π|
∏
V ∈π

C#V
2 −1 .

Finally, if s > 2, we obtain that the cumulants vanish asymptotically. If s = 2, the
cumulant is nonzero if and only if p1 = p2 and e1 6= e2, in this case the cumulant equals
1. Moreover, if s = 1, there is no partition adapted to (e), and the cumulant is zero.

Remark C.0.2. Unfortunately we cannot apply this method to study the asymptotic
∗-distribution of the traces of power of the generating matrix with respect to the tensor
Haar trace hT , since {u, u∗} is not a R-cyclic family with respect to hT . For example,
κ6(u∗12, u

∗
11, u11, u

∗
11, u11, u21) = − 2

n2 and the indices are not cyclic.
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Homomorphisme
d’algèbres, 9
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Résumé : Dans une première partie, nous introduisons les outils des mathématiques non
commutatives que nous utiliserons dans notre étude des groupes quantiques finis et des groupes
duaux. En particulier, nous présentons ces « groupes » et certaines de leurs propriétés.
La seconde partie est dédiée à l’étude de certains groupes quantiques finis : celui de Kac-Paljutkin
KP et la famille de Sekine KPn, n ≥ 2. Pour chacun, nous étudions les propriétés (asymptotiques)
de l’∗-distribution des caractères irréductibles et la convergence de marches aléatoires définies à
partir de combinaisons linéaires de caractères irréductibles. Nous commençons par examiner la
théorie des représentations et de leurs puissances pour déterminer les caractères irréductibles.
Ensuite, nous étudions l’∗-distribution des traces de ces puissances, par rapport à l’état de
Haar, en regardant les ∗-moments joints. Dans le cas de la famille de Sekine, nous déterminons
la distribution asymptotique (lorsque la dimension de l’algèbre tend vers l’infini), en considérant
la convergence des moments. L’étude des marches aléatoires débute en bornant la distance à
l’état de Haar. Nous déterminons ensuite le comportement asymptotique et l’état limite s’il
existe. Remarquons que les limites possibles sont les états idempotents centraux. Nous étudions
aussi le phénomène de seuil dans le cadre des groupes quantiques de Sekine.
Dans la troisième partie, nous étudions les groupes duaux au sens de Voiculescu. En particulier,
nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques de l’∗-distribution des traces de certaines
matrices, par rapport à la trace de Haar libre sur le groupe dual unitaire. Les matrices considérées
sont les puissances de la matrice unitaire engendrant l’algèbre de Brown. Nous procédons en
deux étapes : premièrement, nous calculons les ∗-moments joints, puis nous caractérisons la
distribution grâce aux cumulants libres. Nous obtenons que ces traces sont asymptotiquement
des variables aléatoires circulaires ∗-libres. Nous explorons aussi le groupe dual orthogonal, qui
a un comportement similaire.

Mots-clés : groupe quantique fini, représentation irréductible, état de Haar, marche aléatoire sur
un groupe quantique fini, groupe dual, probabilités libres, ∗-distribution

Abstract: In the first part, we introduce the tools of noncommutative mathematics that we
will use in our study of finite quantum groups and dual groups. In particular, we present these
“groups” and some of their properties.
The second part is dedicated to the study of some finite quantum groups: the Kac-Paljutkin one
KP and the family of Sekine KPn, n ≥ 2. For each of these examples, we study (asymptotic)
properties of the ∗-distribution of irreducible characters and convergence of random walks arising
from linear combinations of irreducible characters. We first examine the representation theory to
determine irreducible representations and their powers. Then we study the ∗-distribution of their
trace with respect to the Haar state, by looking at the mixed ∗-moments. For the Sekine family
we determine the asymptotic distribution (as the dimension of the algebra goes to infinity), by
considering convergence of moments. For study of random walks, we bound the distance to the
Haar state and determine the asymptotic behavior, i.e. the limit state if it exists. We note that
the possible limits are any central idempotent state. We also look at cut-off phenomenon in the
Sekine finite quantum groups.
In the third part, we study dual groups in the sense of Voiculescu. In particular, we are interested
in asymptotic properties of the ∗-distribution of traces of some matrices, with respect to the free
Haar trace on the unitary dual group. The considered matrices are powers of the unitary matrix
generating the Brown algebra. We proceed in two steps, first computing the mixed ∗-moments,
then characterizing the distribution thanks to the free cumulants. We obtain that these traces
are asymptotically ∗-free circular variables. We also explore the orthogonal dual group, which
has a similar behavior.

Keywords : finite quantum group, irreducible representation, Haar state, random walk on a finite
quantum group, dual group, free probability, ∗-distribution
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