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Introduction

La théorie de Serre-Bass (exposée dans [Ser77]) est une partie fondamentale de la théorie
géométrique des groupes moderne. Introduite en 1970 par Jean-Pierre Serre, elle vise &
donner une interprétation combinatoire de plusieurs résultats jugés "mystérieux" dans les
années 60, tels que le théoréme d’Thara suivant lequel tout sous-groupe discret et sans torsion
de SLy(Qy) est libre. La preuve initiale de ce théoréme est de nature combinatoire et utilise
le fait que ce groupe se décompose en somme amalgamée de deux copies de SLy(Zy). Serre
explique que, par analogie & la topologie, il existe une maniére plus naturelle de prouver
la liberté d’un groupe : en le faisant opérer librement sur un arbre. C’est d’ailleurs I'un
des premiers résultats de cette théorie, il montre ainsi qu'un groupe (abstrait) est libre si
et seulement s’il agit librement sur un arbre. Ce qui fournit alors une des preuves les plus
élémentaires du théoréme de Nielsen-Schreier qui affirme que tout sous-groupe d’un groupe
libre est libre et aussi de celui d’lhara.

Dans leur article [DSA11], Deschamps et Suarez se sont intéressés a un analogue pour les
groupes profinis de ce résultat sur la liberté des groupes. Les groupes prolibres ne jouissent
pas de ’ensemble des propriétés des groupes libres. Par exemple, un sous-groupe fermé
d’un groupe prolibre n’est pas nécessairement prolibre (pour un analogue du théoréme de
Nielsen-Schreier pour les groupes profinis on se restreint au cas des sous-groupes ouverts).
Les auteurs ont donc été amenés a considérer une propriété plus faible : la presque liberté.
Un groupe profini est dit presque libre s’il est la complétion profinie d’un groupe libre pour
une famille de sous-groupes d’intersection triviale. Ceci équivaut a dire que, du point de
vue topologique, le groupe profini posséde un sous-groupe discret libre dense. Deschamps
et Suarez développent alors dans leur article des outils analogues & la situation discréte :
prographes, proarbres, proactions etc. qui leur permettent d’énoncer le résultat suivant :
un groupe profini est presque libre si et seulement s’il agit prolibrement sur un proarbre.

Ces outils sont moralement des passages a la limite projective des notions combinatoires
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de graphes, d’arbres et d’actions. Par exemple les proarbres sont des systémes inductifs
extraits par sections de systémes projectifs de graphes (prographes) qui, par passage a la
limite directe, donnent des arbres.

De maniére générale, dans [Ser77]|, Serre s’intéresse a I’étude de la structure d’un groupe
G agissant sur un arbre X lorsque l'on connait le graphe quotient G \ X ainsi que les
stabilisateurs Gp des sommets, P € S(X) et G, des arétes, y € A(X). Sil’action de G sur
X est libre auquel cas les stabilisateurs Gp et Gy sont triviaux alors G est libre.

Un autre cas particulier trés important est celui ot le graphe quotient G\ X est un segment;

Y
o ———O

P Q

Dans ce cas G s’identifie a 'amalgame Gp ¢, Gq. Réciproquement, G est amalgame
de deux groupes sur un troisiéme s’il agit sur un arbre avec comme domaine fondamental
un segment. Un exemple d’application consiste a faire agir SLo(Z) sur le demi-plan de
Poincaré, ce qui permet de retrouver le fait bien connu que SL3(Z) est le produit amal-
gamé de Z/6Z par Z/AZ sur Z/2Z. 11 existe beaucoup d’autres illustrations de ce résultat
entre autres ce joli résultat d’Ihara qui affirme que SLy(Q,) peut étre vu comme produit
amalgameé de deux copies de SLy(Zp,) ou bien encore un théoréme de Nagao donnant la
structure de GLy(k[t]) comme amalgame de G Ly (k) et du groupe de Borel B(k[t]).

Avec la collaboration de H. Bass, Serre donne la caractérisation du groupe G dans le
cas général ou le graphe G\ X n’est pas forcément un arbre. Ainsi apparait la notion de
"groupe fondamental d’un graphe de groupes" qui généralise celle de groupe libre et celle
d’amalgame. Le résultat principal dit que 'on peut reconstituer G a partir de G\ X et
des stabilisateurs Gp et G, des sommets et des arétes : c’est le groupe fondamental d’un
graphe de groupes porté par G\ X. De plus tout graphe de groupes s’obtient ainsi de fagon
unique. Par exemple si G\ X est un lacet, on obtient les groupes de "type HNN" .

L’objet de cette thése est de donner un analogue du théoréme principal de [DSA11]
pour le cas des amalgames mais aussi une généralisation de ce résultat au cas du groupe
fondamental. Cela nous améne & considérer dans un premier temps une autre catégorie
de groupes profinis : les groupes profinis presqu’amalgamés (i.e. possédant un sous-groupe
discret amalgamé dense) et la notion de groupe profini presque groupe fondamental d’un
graphe de groupes qui généralise la précédente, dans un second temps.

Les résultats précédents peuvent étre utilisés pour étudier la structure de certains
groupes de Galois. Par exemple, si 'on considére la tour d’extensions galoisiennes suiv-
ante
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Les groupes de Galois des extensions Puis,(C)/C((t)) et Puis,(C)/R((t)) sont respective-
ment presque libre et presqu’amalgamé. Ce deux résultats sont triviaux car ces groupes
sont respectivement isomorphes a Z, et Dpeo = Z, X Z/27Z. Cependant, cela montre que
les résultats cités plus haut peuvent s’illustrer en théorie de Galois.

Le premier chapitre de cette thése est consacré & des rappels sur la théorie de Bass-Serre.
Dans le chapitre 2 nous rappelons la théorie des prographes sylvestres de Deschamps-Suarez
et le lien avec la presque liberté en suivant [DSA11]. Le chapitre 3 traite de I’analogue au
théoréme de Deschamps-Suarez pour les groupes profinis presqu’amalgamés, cette partie
fait Pobjet de Darticle [Sar20]. Nous proposons une généralisation de ces deux résultats
dans le chapitre 4 de ce manuscrit.

Chapitre 1 : Théorie de Bass-Serre

Dans le premier chapitre de cette thése, nous exposons les bases de la théorie de Bass-
Serre.
Il s’agit essentiellement du premier chapitre de [Ser77|. Nous commencons par les définitions
des notions de graphes, d’arbres et d’actions de groupes sur un graphe entre autres. Nous
nous intéressons ensuite & une classe d’exemples de graphes que constituent les graphes de
Cayley d’un groupe relativement & une partie de ce dernier. En particulier, nous définissons
les notions de chemins, circuits, lacets qui vont intervenir naturellement dans la suite.

Dans la section suivante, nous expliquons comment étudier un groupe au moyen du
graphe qui lui est associé. Nous précisons le lien entre groupes libres et actions libres sur
un arbre. On passe de la aux amalgames (section 1.3), plus précisément nous donnons
la définition et la structure des éléments de cette notion centrale dans notre thése. Ce
théoréme de structure sera I’occasion pour nous de parler d’un autre objet dans la lignée des
amalgames : les extensions HNN. Puis nous montrons que les amalgames sont exactement
les groupes qui agissent sur un arbre avec comme domaine fondamental un arbre. Dans ce
manuscrit, nous nous restreignons au cas d’une action & domaine fondamental un arbre fini
pour ainsi dire aux amalgames avec un nombre finis de facteurs. Ce résultat est important
pour la suite, nous en fournissons un analogue profini.
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Considérons un groupe G qui agit sur un arbre I' et H un sous-groupe distingué de
G. Nous donnons une série de propriétés relatives a l'action du groupe quotient G/H sur
le graphe quotient H \ I'. Nous décrivons ensuite explicitement l’arbre associé au groupe
diédral infini Do, = Z /27 x Z /27 qui est un cas particulier de groupes amalgame, ainsi que
I’action de ce dernier sur I'arbre. Cet exemple nous sert aussi d’illustration aux différents
résultats énoncés en amont.

Nous terminons ce chapitre en traitant le cas général d’'un groupe G agissant sans
inversion sur un arbre X ainsi que le théoréme de structure selon lequel un tel groupe
s’'identifie au groupe fondamental d’'un graphe de groupes porté par le graphe quotient
G\ X. Un analogue profini de ce résultat fera ’'objet du chapitre 3. L’un des ingrédients
principaux du théoréme de structure est ’existence d’un revétement universel du graphe de
groupe associé au quotient G\ X.

Nous nous contentons d’énoncer la plupart des résultats de ce chapitre et de donner
des références pour les preuves. Nous fournissons bien sir des preuves pour les nouveaux
résultats qui interviennent.

Chapitre 2 : Prographes sylvestres et groupes profinis

Ce chapitre est dédié & un rappel sur la théorie des prographes de Deschamps et Suarez
([DSA11]). Nous commengons par rappeler les définitions des notions de base indispensables
a cette thése telles que celles de prographe, proarbre et de section graphiquement cohérente.
Nous introduisons donc un peu de terminologie avant de présenter le résultat principal de
ce chapitre.

Définition. un prographe est un systéme projectif de graphes (I';, 0;;)ics indexé sur un
ensemble pré-ordonné d’indices (I, <) filtrant a droite, tel que pour tout ¢ < j le morphisme
de graphes 0;; soit surjectif.

Il est légitime de se poser la question de savoir comment on passe de cette notion
de prographe a celle de proarbre. C’est 1a ou interviennent les sections graphiquement
cohérentes que nous définissons au début de ce chapitre. En effet, un proarbre est un
systéme inductif extrait par section du prographe qui, par passage & la limite directe,
donne un arbre. Nous donnons la définition d’'un prographe associé au graphe de Cayley
d’un groupe. Nous montrons ensuite pour un groupe dénombrable l'existence d’une section
graphiquement cohérente permettant de reconstruire le groupe. Ce résultat est crucial pour
la preuve du théoréme principal de ce chapitre.

Dans la partie suivante nous voyons comment un groupe profini agit sur un prographe.
Pour cela, on counsidére un systéme projectif de groupes finis et on extrait de ce dernier
un systéme inductif par une section. Ensuite, nous définissons la notion d’action profinie
(resp prolibre), il s’agit en fait de faire agir (resp. librement) chaque étage de notre systéme
projectif de groupes finis définissant un groupe profini donné sur les étages d’un prographe,
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ces actions étant soumises a des conditions arithmético-combinatoires. Dans la deuxiéme
section de ce chapitre nous parlons des groupes profinis presque libres. En voici la définition:

Définition. Un groupe profini sera dit presque libre s’il est égal a la complétion profini
d’un groupe libre relativement & une base de filtre de sous-groupes distingués d’indice fini
A, vérifiant m H = {e}.

He%

De maniére équivalente un groupe profini est presque libre s’il posséde un sous-groupe
abstrait libre dense. Nous pouvons enfin énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme. Soit Q un groupe profini de rang dénombrable. Alors Q) est presque libre si et
seulement s’il Q agit prolibrement sur un proarbre.

Dans la derniére partie de ce chapitre nous donnons un exemple de référence pour
illustrer les différentes notions introduites. Il s’agit du prographe associé au groupe profini
Z, donné dans [DSA11]. Ce qui nous permet de montrer que ce dernier est presque libre.
Ce résultat est trivial. Mais U'intérét de cet exemple est que nous 'utilisons pour donner
une illustration galoisienne du théoréme de Deschamps-Suarez.

En fait, nous (re)montrons que le groupe profini Gal(Puis,(C)/C((t))) est presque libre
en le faisant agir prolibrement sur un proabre. Pour cela, on considére le systéme projectif
(Gny T€81mm ) nen+ Ol T€S,,, désigne I'application de restriction et G,, = Gal(C((t'/?"))/C((t))).

Le corps Puis,(C) = U,,cn (C((tz%")) est la p-partie du corps des série de Puiseux sur C et
c’est une extension galoisienne sur C((¢)) de groupe de Galois lim Gy ~ Zy. En particulier
ce groupe est presque libre. Nous proposons une preuve de la presque liberté de ce groupe
en utilisant 'arithmétique de ce corps. En effet, nous construisons un prographe "arith-
métique" sur lequel le groupe Gal(C((t*/?"))/C((t))) ~ Z/p"Z agit librement et transitive-
ment. Le prographe (I'),), associé a l'extension Puis,(C)/R((t)) s’obtient en considérant
comme ensemble de sommet S(I',,) & chaque étage n, la famille {{;fn, k=01,---p» 1}

d’élements de C((t'/P")) o &, est une racine n-iéme de 'unité.
Chapitre 3 : Groupes profinis presqu’amalgamés

Les objets et méthodes utilisés par Deschamps et Suarez dans leur article se placent
dans un cadre tout & fait général. Nous les étendons dans ce chapitre a la situation des
amalgames. Nous commencons par adapter, en ajoutant la donnée de domaines fonda-
mentaux finis, les résultats de DS montrant pour un groupe dénombrable I'existence d’une
section permettant de reconstruire le groupe. La preuve est essentiellement la méme pour
le lemme 3.1.1, nous prenons le soin de vérifier la préservation du domaine fondamental
a chaque étage du prographe ainsi que par passage a la limite inductive via la section.
Cependant dans le théoréme 3.1.2, nous demandons que les stabilisateurs des sommets du
domaine fondamental soient finis. Cette hypothése signifie que dans la suite nous allons
devoir nous restreindre & des amalgames de groupes finis.
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Ensuite nous introduisons la notion d’action & domaine fondamental arbre fini d’un
groupe profini sur un prographe. Cela consiste & faire agir les groupes du systéme pro-
jectif de groupes finis associés au groupe profini sur chaque étage d’un systéme projectif
de graphes (prographes), de sorte que l'action & chaque étage posséde un domaine fonda-
mental qui est un arbre fini, avec en plus une condition de compatibilité entre la section
graphiquement cohérente du prographe et la section du groupe profini.

Puis nous donnons la définition de 'analogue des groupes profinis presque libres : les
groupes profinis presqu’amalgamés. Ce sont des complétions profinies de groupes finis
amalgamés relativement & une base de filtre de sous-groupes. De méme ici encore étre
presqu’amalgamé équivaut & posséder un sous groupe dense qui est un amalgame.

Nous donnons ainsi I’analogue du théoréme de Deschamps-Suarez sur les groupes profinis
presque libres au cas des groupes profinis presqu’amalgamés. Ce qui nous améne aux deux
théorémes suivants :

Théoréme. Soit Q un groupe profini de rang dénombrable qui agit & domaine fondamental
arbre fini sur un proarbre P. Alors 1 est presqu’amalgamé.

Théoréme. Soit Q un groupe profini de rang dénombrable, finiment presqu’amalgamé.
Alors Q agit a domaine fondamental arbre fini sur un proarbre.

Comme pour le chapitre précédent, nous terminons ce chapitre par un exemple, ici,
celui du groupe profini Z, x Z /27, on montre qu'il est presqu’amalgamé. Il s’agit en fait du
groupe 5;;, complétion profinie du groupe diédral infini Do, = Z % Z/27 relativement a
une certaine base de filtre de sous-groupes distingués. Ensuite, nous utilisons cet exemple
pour obtenir une illustration galoisienne, ce qui nous permet de conclure que le groupe de
Galois Gal(Puis,(C)/R((t))) ~ D/p\oo est presqu’amalgamé. Encore une fois ce résultat est
trivial mais nous incite & considérer d’autres situations arithmétiques pour lesquelles on ne
connait pas le groupe de Galois mais pour lesquelles on pourrait obtenir la propriété d’étre
presqu’amalgamé.

Chapitre 4 : Généralisation

Dans le chapitre 4 nous introduisons la notion de groupe profini presque groupe fonda-
mental de type Y, pour Y un graphe fixé, qui généralise celles de groupe profini presque libre
et presqu’amalgamé. De méme la notion d’action convenable qui généralise celle d’action a
domaine fondamental arbre fini. Tout comme dans le chapitre précédent, nous commencons
par adapter les résultats du chapitre deux a notre situation. La difficulté ici était de trouver
un sous-graphe qui puisse jouer le méme réle que le domaine dans le cas des groupes profinis
presqu’amalgamés. Nous avons réussi a la contourner grace un résultat de Serre : le lemme
4 de la page 51 de [Ser77].

Définition. Soit Y un graphe connexe non vide. Soit G un groupe qui agit sans inversion
sur un arbre X. On dit que G est un groupe fondamental de type Y si le graphe
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quotient G\ X est égal & Y et si G s’identifie au 71 (G,Y,T'), ou (G,Y,T) est le graphe de
groupe associé & l'action de G sur X en T', un arbre maximal.

Un groupe profini est dit presque groupe fondamental de type Y §’il posséde un sous-
groupe abstrait dense qui est un groupe fondamental de type Y.
Nous démontrons ensuite les deux théorémes suivants :

Théoréme. Soit Y un graphe connexe non vide et ) = @Z G, un groupe profini de rang
dénombrable qui agit convenablement sur un proarbre P = (I';);. Alors Q est presqu’un

groupe fondamental de type Y = hﬂr G; \h_m>s r;.

Théoréme. Soit Y un graphe fini connexe non vide et Q) = lim G, un groupe profini de
rang dénombrable, presque groupe fondamental de type Y, finiment engendré. Alors Q) agil
convenablement sur un proarbre P = (I'y, Oy )i tel que pour tout n, le quotient G, \ Iy, est
isomorphe a Y.

Nous travaillons sur une illustration de ce résultat aux groupes de Baumslag-Solitar.
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CHAPITRE 1

Action de groupe sur un arbre

Ce premier chapitre est consacré & des rappels sur la théorie de Bass-Serre; pour plus de
détails nous renvoyons le lecteur a [Ser77| [Gil93] et|RS02|. Nous débutons ce chapitre par
une premiére section dédiée aux arbres. Nous donnons les définitions des notions de graphe,
d’arbre, d’action de groupe sur un graphe, de graphe de Cayley d’'un groupe, etc. Ensuite
dans la section suivante nous parlons d’action libre sur un arbre. Nous énoncons le théoréme
de structure des groupes agissant librement sur un arbre et le théoréme de Nielsen-Schreier
qui en découle. La notion d’amalgames est abordée dans la section 1.3. Nous donnons un
théoréme de structure des éléments d’un groupe amalgamé & deux facteurs grace a la notion
de mots réduits. Dans la section d’aprés nous traitons le cas des actions de groupe sur un
arbre avec un domaine fondamental qui est un arbre, ce qui nous donne la structure des
groupes amalgamés. Nous démontrons quelques propriétés relatives aux amalgames et aux
actions de groupes sur un arbre avant de donner dans la derniére section une généralisation
des résultats sur les groupes libres et les amalgames. Pour cela, nous parlons de la notion
de groupes fondamental d’un graphe de groupe, de revétement universel relatif & un graphe
de groupes avant d’énoncer le théoréme de structure des groupes agissant sans inversion sur
un arbre.

1.1 Arbres

Définition 1.1.1. Un graphe abstrait I' est la donnée :
e d’un ensemble de sommets X ;

e d’un ensemble d’arétes Y ;
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e d’une application Y — X x X, qui envoie une aréte y de I' sur le couple (o(y),t(y))
de son origine o(y) et de son sommet terminal t(y) ;

e et d'une application de Y dans lui méme qui envoie une aréte y sur son aréte opposée
Y.

Et ces deux applications satisfont & la condition suivante : pour tout y € Y, 7 = v,
y # y (i.e. Iapplication est d’ordre 2 et sans point fixe) et o(y) = (7).

On note X = S(I") et Y = A(T") respectivement, ’ensemble des sommets et des arétes de T
Un graphe est généralement représenté par un diagramme dans lequel un point correspond
a un sommet et un segment d’extrémités une origine et un sommet terminal correspond &
une aréte.

Cette représentation de I' ne nous précise pas lorigine et le sommet terminal des arétes.
En effet, un segment représente une paire d’arétes (y et 7). La notion suivante d’orientation
d’un graphe permet de distinguer ces deux arétes.

Il est clair que I’ensemble des arétes Y d’un graphe peut s’écrire comme la réunion disjointe
de deux ensembles, Y = Y, ||Y,. Une orientation d’un graphe est le choix d'une
partie Y. Il en existe toujours. Un graphe orienté est défini, a isomorphisme prés, par
la donnée de deux ensembles X et Y, et d’'une application Y, — X x X.

Définition 1.1.2. Soient deux graphes I' et IV. On appelle morphisme de graphes
de T" dans I" toute application f : S(I') — S(I"”) qui envoie les sommets de T’ sur ceux
de TV telle que : Pour toute aréte y = (P,Q) € A('), (f(P), f(Q)) € A(I"), avec P
et @ respectivement l'origine et le sommet terminal de y et pour toute aréte y € A(T)

flo(y))=o(f(y)), f(t(y))=t(t(y)) et f(¥) = f(y)-

Les graphes munis des morphismes de graphes forment un catégorie au sens de la théorie
des catégories. Nous pouvons maintenant parler de la notion d’action d’un groupe sur
un graphe.

Définition 1.1.3. Soient G un groupe et I' un graphe. On dit que G agit sur I' si G agit sur
I’ensemble des sommets S(I') et sur 'ensemble des arétes A(I") et laction est compatible
avec les applications o, t et 'inversion.

De maniére équivalente, un groupe G agit sur un graphe I' §’il est muni d’un morphisme de
groupes ¢ : G — Aut(T) .

Exemple 1.1.4. 1. Le graphe Ch,, ayant pour ensemble de sommets S(I') = {0, 1,--- ,n}
et pour ensemble d’arétes A4 (I') = {[i,i + 1]} pour ¢ € {0,1,--- ,n} est représenté
par le dessin suivant :
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0 1 2 3 n—2 n—1 n

[0,1] [1,2] (2, 3] [n—1,n]

2. Le graphe de Cayley (I'(G,S) d’'un groupe.

Soit G un groupe et soit S une partie de G. Le graphe de Cayley I' = I'(G, S) de G
relativement a S est le graphe défini par :

e l'ensemble des sommets S(I') = G ;
e lorientation A(I')y =G x S
e 0(g,8) = g et t(g,s) = gs, pour toute aréte (g,s) € G x S.

La multiplication & gauche par les éléments de G définit une opération de G sur I' qui
préserve lorientation. De plus G opére librement sur les sommets et les arétes de I'.

/

(9.5 g (9.8 95 (9'9,81"9'gs

—

3. Sion prend G = {1} et S = {1}. Alors I'(G, S) est un lacet :

[0, 0] 0

Malgré la notation, l’aréte [0, 0] est différente de son aréte opposée [0, 0].

4. Cette fois,G est cyclique d’ordre n engendré par a, G =< ala™ = 1 > avec n €
{1,2,---,} et S = {a}. Alors I'(G,S) est ce que l'on appelle un un circuit de
longueur n noté Ciry,.
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On reprend les notation du 1. de 'exemple précédent, soit I' un graphe. Un morphisme
¢ : Ch,, — I est aussi appelé chemin de longueur n dans le graphe T

De méme, on appelle circuit de longueur n dans un graphe tout sous-graphe isomorphe &
Cir,. Un lacet est un circuit de longueur 1.

Définition 1.1.5. Un graphe est dit connexe si deux sommets quelconques sont les ex-
trémités d’au moins un chemin. Les sous-graphes connexes maximaux (pour la relation
d’inclusion) s’appellent les composantes connexes du graphe.

Définition 1.1.6. Un arbre est un graphe connexe, non vide, sans circuit.

Exemple 1.1.7. Voici quelques exemple d’arbres.

Ve
b
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Un chemin sans aller-retour i.e. y;411 # y; dans un arbre s’appelle une géodésique.
Sous-arbres engendrés par un ensemble de sommets

Soit I' un arbre et X’ une partie de X = S(I"). Tout sous-arbre I de I" contenant X’
contient les géodésiques d’extrémités dans X'. Inversement les sommets et les arétes de ces
géodésiques constitue un sous-arbre IV de I' contenant X’ ; ¢’est le sous-arbre engendré par
X/

Sommets terminaux

Soit I' un graphe, P € X, on définit le graphe I' — P comme étant le graphe obtenu en
supprimant P de I’ensemble des sommets X et en supprimant de Y toutes les arétes qui ont
P pour origine ou sommet terminal. Si on note Yp I’ensemble des arétes y tel que t(y) = P
alors T — P = [(X \ P), Y\ {YpUYp}l.

Définition 1.1.8. Le cardinal de Yp s’appelle I'indice de P. Si n = 0, on dit que P est
isolé, (si ' est connexe ce n’est possible que si X = {P}, Y = {0}). Si n < 1 on dit que P
est une sommet terminal.

Proposition 1.1.9. Soit P un sommet terminal non isolé d’un graphe T' (i.e sommet
terminal d’une unique aréte).

1. T est conneze si et seulement si I' — P est connexe.
2. Tout circuit de I' est contenu dans I' — P.
3. T' est un arbre si et seulement si I' — P est un arbre.

Démonstration. 1. Comme une unique aréte y a pour sommet terminal P, alors ’ensemble
des arétes de I'p est Y \ {y,7}. D’on 1.

2. Un sommet d’un circuit est d’indice supérieur ou égal & 2 donc est différent de P, donc
tout circuit de I' est dans I' — P.

3. Résulte de 1. et 2. O

Soit I un graphe non vide. L’ensemble des sous graphes de I' qui sont des arbres, ordonné
par l'inclusion, est évidemment inductif. Il posséde donc un élément maximal ; un tel
élément s’appelle arbre maximal de T'.

Corollaire 1.1.10. Soit A un arbre mazximal d’un graphe T' conneze non vide. Alors A
contient tous les sommets de T'.

Démonstration. On suppose que non. On peut alors trouver un sommet P de I'" qui n’est
pas dans A et une aréte y reliant P & @ dans A. Mais le graphe A obtenu par adjonction
du sommet P et des arétes y, y serait un arbre par le 3. de la proposition 1.1.9, ce qui
contredit la maximalité de I' d’oul le résultat. O
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1.2 Action libre sur un arbre

Définition 1.2.1. Soient G un groupe agissant sur un graphe I'. On dit que G agit sans
inversion sur I' si pour toute aréte y € A(I") et tout g € G, on a gy # . 1l est équivalent
de dire que G préserve une orientation de I'.

Définition 1.2.2. Soit G un groupe et I' un graphe, on dit que G agit librement sur I' §il
agit sans inversion et si un élément g # 1 de G ne laisse invariant aucun sommet ni aucune
aréte de I.

Par exemple si S est une partie de G, le groupe G agit librement (par multiplication
a gauche) sur le graphe de Cayley I'(G, S). Nous allons donner une caractérisation des
groupes libres en terme d’action libre sur leur graphe de Cayley.

Proposition 1.2.3. Soit I' =T'(G, S) le graphe définit par un groupe G et une partie S de
G. Alors T est un arbre si et seulement si G est un groupe libre de famille basique S.

Exemple 1.2.4. On prend G = F(S) ou S = {a,b}. L’arbre I'(G,S) est donné par le
dessin suivant :
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Définition 1.2.5. Si un groupe G agit sans inversion sur un graphe I', on peut définir de
maniére naturelle le graphe quotient G \ I'. L’ensemble des sommets (resp. des arétes) de
G\ T est le quotient de S(I") (resp. A(T") par 'action de G.

Il est trés important que le groupe G agisse sans inversion, pour que le graphe quotient soit
un graphe au sens usuel (& savoir, une aréte est toujours différente de son aréte opposée).

Lemme 1.2.6. Soit G un groupe qui agit sans inversion sur un graphe I'. Tout sous-arbre
T de G\ T se reléve en un sous-arbre de T'. Un reléevement d’arbre mazimal de G\ T
s’appelle un arbre de représentants de I' mod G.

Du lemme précédent découle le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.7. Un groupe est libre si et seulement si il agit librement sur un arbre. Plus
précisément, on se donne G un groupe agissant librement sur un arbre I'. Alors,

1. 1l existe un sous-arbre T de I' qui se projette injectivement dans un arbre mazximal de

G\T';

2. Pour un choiz de T comme dans (1) et d’une orientation Y4 C A(T) conservée par
Gona:

(a) G est libre de famille basique S composé des élément g # 1 de G pour lesquels il
existe une aréte y € Yy d’origine dans T et de sommet terminal dans g7 .

(b) Si T = G/T n'a qu’un nombre fini s de sommets, et si |A(L'*)| = 2a, on a
|IS|—1=a—s.
En appliquant ce dernier théoréme on obtient le résultat suivant :
Théoréme 1.2.8 (Schreier). Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.

Démonstration. Soit G un groupe libre. On peut faire opérer G librement sur un arbre I'
(cf. prop 1.2.3). Si H est un sous-groupe de G, il est clair que H agit librement sur I' ;
c’est donc un groupe libre d’aprés le théoréme 1.2.7. ]

1.3 Amalgames

La notion de somme amalgamée de deux groupes est un cas particulier d’une notion plus
générale de limite inductive dans la catégorie des groupes.

Définition 1.3.1. Soit une famille (G;);c; de groupes, indexée par un ensemble I. Pour
tout ¢, j € I, soit Fj; un ensemble d’homomorphismes de G; dans Gy, i.e. Fj; C Hom(G;, G;).
La limite inductive G = li_m>Gi de ce systéme est un groupe G muni d’une famille
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d’homomorphismes ¢; € Hom(Gj, G) telle que ¢; o fi; = ¢; pour tout f;; € Fjj;, ce groupe
et cette famille étant universelle dans le sens suivant :

Pour tout groupe H et tous morphismes v¢; € Hom(G;, H) tels que v; o f;; = 1); pour tout
fij € Fij, il existe un unique homomorphisme 6 € Hom(G, H) tel que 1; = 0 o ¢;.

Le diagramme commutatif suivant résume cette définition :

fig

G, G,

G »j

I
1
I
1o
I
I

H

Proposition 1.3.2. Le couple formé de G et de la famille (¢;)icr existe et est unique a
isomorphisme unique pres.

Démonstration. L’unicité se démontre comme d’habitude & partir de la propriété uni-
verselle. Nous allons montrer l'existence. Définissons G par générateurs et relations. On
prend comme famille génératrice S = | | G, la réunion disjointe des G;. Soit F'(S) le groupe
libre engendré par S. Soit A le sous groupe distingué de F(S) engendré par les relations :

Ry ={zyz"': z,y, z € G; pour un certain i et z = zy dans G;}

Ry={azy ':2eGyec Gy, fij(x) =y pour au moins un f;; € Fj;}.

On prend G = F(S)/N. L’homomorphisme ¢; : G; — G est ’homomorphisme canonique,
grace & la relation Rp. La propriété universelle des groupes libres assure que G est en effet
un candidat pour la limite inductive des G;. ]

Nous pouvons maintenant définir la notion de somme amalgamée de groupes.

Définition 1.3.3. Soient A un groupe et (G;);c; pour famille de groupes et, pour tout
1 € I, A — G; un homomorphisme injectif. On note G = x4G; la limite inductive de la
famille (A, G;) relativement & ces homomorphismes. On l’appelle la somme amalgamée
des GG; suivant A.

Ici, comme dans toute la suite, nous adoptons le point de vue selon lequel A est identifié
a son image dans chacun de G;, donc est vu comme un sous-groupe de chacun des G;.
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Exemple 1.3.4. 1. Le cas particulier ot A = {1} nous donne le produit libre usuel et
on le note xG;.

2. Le produit libre de Z/27Z par lui-méme est isomorphe au groupe diédral infini D :

Z)27 % 7.)27. ~ Do, =7 x Z./27 = {a,bla® = 1,ab = b 'a}.

3. 7/3Z 7,27 ~ PSLy(Z)
4. TJAZ %795 T/6T = SLa(Z)

1.3.1 Structure des sommes amalgamées

On se place dans le cadre de la définition précédente. Pour rappel, on dispose d’une famille
de groupes (Gj)ier, d’'un groupe A et, pour tout i € I, d’'un homomorphisme injectif de A
dans G;. La limite inductive de la famille (A, G;) est notée G = x4G;. Nous allons donner
la structure de ces groupes amalgamés.

Mais avant introduisons la notion de mot réduit qui nous sera utile pour cela.

Pour tout i € I, soit S; une transversale a gauche de A dans G, i.e. un ensemble de
représentants S; des classes & gauche de G; suivant A. Et on suppose que 1 € S;. On a
donc une bijection (a, s) — as de A x S; dans G;. L’image de ’ensemble A x S; — {1} par
cette bijection est I'ensemble G; — A.

Soit & = (i1, - - ,4n) une suite d’éléments dans I (avec n > 0) vérifiant la condition suivante
(C) tig #igr1 pour 1 <k <n-—1.

Définition 1.3.5. On appelle mot réduit de type a toute famille m = (s1,--- , sp,a) ou
acA, s,e S, —{1} pour1 <k <n.

On note ¢ (resp. ¢;) ’homomorphisme canonique de A ( resp.G;) dans G.
Le théoréme suivant nous permet de décrire la structure des éléments de la somme amal-
gamée G.

Théoréme 1.3.6 ([Ser77]). Soit g € G = G1 x4 Ga, alors il existe un unique mot réduit
m = (s1,---,Sp,a) de type « tel que :

9= ¢ir(s1) - @i, (sn)p(a).
Démonstration. 11 s’agit de [Ser77|, I, 1.2, théoréme 1 O

Corollaire 1.3.7. Awvec les notations précédentes, tous les homomorphismes f; et f sont
wngjectifs. Ainst on peut identifier A et les G;a leurs images dans G et on peut affirmer que
pour tout g € G il existe un unique a et une unique suite d’éléments s, € S;, — {1} avec

i # ip+1 tel que g = 81+ - spa.
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Les sommes amalgamées interviennent dans la construction de plusieurs objets mathéma-
tiques. Elles sont souvent utilisées pour montrer la non trivialités de groupes définis par
générateurs et relations. Nous donnons ici I’exemple des extensions HNN dont nous nous
servirons pour illustrer d’autres résultats dans la suite. Pour plus de détail sur la construc-
tion des extensions HNN voir [Ser77], [HNN49]

Proposition-Définition 1.3.1. . Higman, B.H. Neumann, H.Neumann| Soit G un groupe.
Soient A un sous-groupe de G et 0 : A — G un homomorphisme injectif de A dans G. 11

existe alors un groupe G contenant G et un élément s € G tels que 6(a) = sas L.

On dit que G se déduit de (A, G, 6) par construction HNN.

Démonstration. 11 s’agit de [Ser77|, I, 1.4 proposition 5.
O

Exemple 1.3.8. Les groupes de Baumslag-Solitar définis pour toute paire m, n d’entiers re-
latifs, par la présentation BS(m,n) =< a,bla”'b™a = b"™ > sont des exemples d’extensions
HNN. Pour plus détail sur ces groupes voir [BS62].

1.4 Action sur un arbre & domaine fondamental un arbre

1.4.1 Amalgames & deux facteurs

Dans cette section, on caractérise les amalgames de la forme G x4 G2 comme étant les
groupes agissant sur un arbre avec comme domaine fondamental un segment. On définit
un segment comme étant un graphe isomorphe 4 :

Qo—el

Définition 1.4.1. Soit G un groupe opérant sur un graphe I'. On appelle domaine
fondamental de I' mod G tout sous graphe T de I tel que T'— G\ T est un isomorphisme.

On peut remarquer qu’il n’existe pas toujours un domaine fondamental pour une action
donnée sur un graphe. Par exemple, le groupe Z/37Z agit sur le circuit Cirg par rotation
d’angle 27” et le graphe quotient est Cirs. Comme Cirg n’a pas de sous-graphe isomorphe a
Ciry, cette action n’admet pas de domaine fondamental. Cependant la proposition suivante
nous assure l'existence d'un domaine fondamental pour une grande classe d’actions qui nous
intéressent.

Proposition 1.4.2 ([Ser77|, § 4, proposition 17). Soit G un groupe agissant sur un arbre
T. 1l existe un domaine fondamental de T mod G si et seulement si G\ T est un arbre.

Remarque 1.4.3. Un domaine fondamental s’il existe n’est pas unique. En effet, si T en
est un alors ¢ - T aussi, pour tout g € G
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Nous pouvons maintenant énoncer les deux théorémes principaux de cette section qui car-
actérisent les groupes amalgamés de la forme G x4 Gos.

Théoréme 1.4.4. Soit G un groupe agissant sur un graphe I, et soit T un segment de T.
Supposons que T est un domaine fondamental de I' mod G. Soit P et QQ les sommets de
T, et soit e = {y,y} Uaréte géométrique de T. Soient Gp, Gg et G, = Gy les stabilisateurs
de P, Q) et y respectivement. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes.

1. T est un arbre

2. U’homomorphisme canonique Gy g, Gg — G induit par les inclusions G, — G et
Gg — G est un isomorphisme.

Démonstration. 1l s’agit de [Ser77|, § 4, théoréme 6. O

Théoréme 1.4.5. Soit G = Gy x4 Gy un amalgame de deux groupes. Il existe un arbre (et
un seul, a isomorphisme unique prés) sur lequel G opére avec pour domaine fondamental
un segment T tel que si {P,Q} sont les sommels de ce segment el {y,y} les aréles, alors
G1=Gp, GQZGQ etA:Gy,

Démonstration. 11 s’agit de [Ser77|, §4, théoréme 7. O

La stratégie de la preuve du théoréme 1.4.4 consiste & montrer d’une part que pour que
I' soit connexe, il faut et il suffit que G soit engendré par Gp N Gg et d’autre part que
X contient un circuit si et seulement si G, g, Gg — G soit injectif. Dans la premiére
affirmation, le sens direct de I'implication peut étre généralisée de la maniére suivante :

Lemme 1.4.6. Soit G un groupe agissant sans inversion sur un graphe connexe non vide
. Soient T un arbre de représentant de I'mod G et W un sous-graphe de I' contenant T,
dont chacune des arétes a une extrémité dans T, et tel que G.W = T'. Pour tout aréte y
de W d’origine dans T, soit g, € G tel que gyt(y) € S(T). Alors G est engendré par les
éléments gy et les stabilisateurs Gp des sommets P de T'.

Démonstration. C’est le lemme 4 de [Ser77| §4.

1.4.2 Amalgames avec un nombre fini de facteurs

Dans cette partie nous généralisons les résultats de la section précédente. Nous donnerons
une caractérisation des groupes amalgamés avec un nombre fini de facteurs qui agissent sur
un arbre avec comme domaine fondamental un arbre fini. Ces résultats sont tout a fait
valables pour un amalgame quelconque mais nous n’aurons a considérer que le cas fini qui
nous intéresse pour la suite.

Définition 1.4.7. de groupe| Un graphe de groupe (G,T) est la donnée :

28



e d’un graphe T’
e d’'un groupe Gp, pour tout P € S(T)

e d’un groupe G, muni d'un monomorphisme Gy — Gy, (noté a — a¥), pour tout
y € ar(T) et tel que Gy = Gy,

Si T est un arbre (G,T), nous dirons est un arbre de groupes.

La limite inductive de 'arbre de groupe (G, T) que nous notons
GT = lﬂ(Gv T)
sera appelée 'amalgame de G'p suivant les G,.

Dans la notation (G,T) , G n’est pas un groupe mais il faut voir G comme une sorte
de foncteur qui associe un groupe aux sommets et aux arrétes d’un graphe.

0 1
Exemple 1.4.8. 1. On prend pour T un segment *——* . On a alors trois groupes

Gp, Gg et Gy = Gy, ainsi que deux monomorphismes j : Gy, — Gp et y : Gy — Gg.
Le groupe Gr est égal a ’amalgame Gp ¢, Gg.

2. Soient A un groupe et (G;)icr une famille de groupes et, pour tout i € I, A — G; un
homomorphisme injectif. Soit 0 un élément n’appartenant pas & I. Formons I'arbre
T dont les sommets sont les éléments de I et 0, et dont les arétes sont les couples
(0,4) et (i,0), avec i € I. On définit un arbre de groupes (G,T), en posant Gy = A,
Gy = A pour tout y € A(T), et définissant les monomorphismes A — A et A — G de
facon évidente. Il est clair que Gp = liﬂ(G, T) est 'amalgame * 4G; défini plus haut.

Nous reviendrons plus amplement sur cette notion de graphe de groupe dans la section
1.6. Nous donnerons des exemples plus concrets de graphes de groupes.

Si (G, T) est un arbre de groupes, de limite Gp nous conviendrons d’identifier les groupes
Gp et Gy a leurs images dans Gr. Nous pouvons maintenant énoncer le premier théoréme
principal de cette section

Théoréme 1.4.9 ([Ser77|, § 4, théoréme 9). Soit (G,T) un arbre de groupes finis (i.e T
est un arbre fini). Il existe un graphe T' contenant T et une action de Gp = li_m}(G,T) sur
I' qui sont caractérisés (a isomorphisme unique prés) par :

o T est un domaine fondamental pour I' mod Gr ;
o Stabg,(P) = Gp pour tout P € S(T') C S(I') ;

e Stabg, (y) = Gy pour tout y € A(T) C A(T').
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De plus T' est un arbre, on ['appelle graphe associé a l’arbre de groupe.

Démonstration. Les sommets et arétes de I' sont donnés par :
S(T') =UGr - P =UGr \ Gppour P dans S(T')
A(T) =UGr -y = UGy \ Gypour y dans A(T)

Les extrémités se définissent au moyen des inclusions Gy — G, et Gy — Gyy) 0

Inversement, soit G un groupe agissant sur un graphe I' avec comme domaine fondamental
un arbre fini 7. Soit (G,T') I'arbre de groupes dont les Gp et G, sont les stabilisateurs
dans G des sommets de T et des arétes y. Soit Gy = lim(G,T). Les inclusions Gp — G
se prolongent en un homomorphisme G — G, cet homomorphisme est surjectif si I' est
connexe.

Soit T' est l'arbre associé au graphe de groupe (G,T), application identique T" — T se
prolonge de maniére unique en un morphisme I — I équivariant par rapport & Gp — G.

Théoréme 1.4.10. Les hypothéses et notations étant comme ci-dessus, les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

1. T est un arbre.
2. T =T estun isomorphisme.

3. Gt — G est un isomorphisme.

Démonstration. 11 s’agit du théoréme 10 du § 4 de [Ser77].
O

Pour simplifier en évitant d’utiliser la notion de graphe de groupe (que nous réservons
pour plus tard) dans la suite nous reformulons les deux précédents théorémes comme suit :

Théoréme 1.4.11. Soit G un amalgame d’un nombre fini de groupes. Alors il existe un
arbre I sur lequel G agit avec comme domaine fondamental un arbre finiT'. Et inversement,
soit G un groupe agissant sur un arbre avec comme domaine fondamental un arbre fini, alors
G est un groupe amalgamé avec un nombre fini de facteurs.

Nous venons de voir que tout amalgame de deux groupes G = G1 %4 Go agit sur un
arbre avec comme domaine fondamental un segment. Et la description de cet arbre, notons
le I, est donnée par :

S() = (G/G1) U (G/Ga)
A(T) = G/A.

Le théoréme de structure des sommes amalgamées permet de trouver des représentants
simples et pratiques des classes des éléments de ces deux ensembles.

Soit g € G, notons g sa classe dans G/Gy. D’apreés le théoréme g = s1 - - - spa.
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e Sis, €5y alors g~ sy -8, 0u s, €9 car a € Gy ;
e et sis, €51 alorsg~s1---8,_1 0l §,_1 € S9 car spa € Gi.
Ce qui donne la proposition suivante.

Proposition 1.4.12. Pour tout g € G sa classe g dans G/G1 admet un représentant de la
forme sy -+ s, avec s, € So-{1}. Ainsi G/G1 = {s1--- s, avec s, € So — {1}}, de méme
G/Gy = {s1---sp avec s, € S1 — {1}} et G/A ={s1---s,}.

On peut ainsi facilement construire ’arbre I' sur lequel notre amalgame agit avec comme
domaine fondamental un segment. Soit P un sommet de I'. On se pose la question de
savoir combien d’arétes ont pour origine P.

Ona P eG/Gy, P=sy--- sy avec s, € So — {1}. Pour répondre & cette question on peut
calculer le nombre d’antécédents de 'application G/A — G/G1 qui envoie une aréte ~y sur
son origine P. Ce sont donc toutes les arétes de la forme v = s - - - s,u avec u € S1. Donc
il y a autant d’arétes d’origine P qu’il y a d’éléments dans Sy, i.e. #51 = #G1/A .

De méme un sommet ) € G/G9 de T' est sommet terminal de #Sy = #G2/A.

Donc en partant du domaine fondamentale on peut reconstruire intégralement 'arbre I'.

Exemple 1.4.13. Le groupe diédral infini Dy, = Z x Z/27 est une somme amalgamée de
deux copies de Z/2Z sur le sous-groupe trivial : Do, = Z/27Z {1y Z/2Z. 1l agit donc sur
un arbre I' avec comme domaine fondamentale un segment. Si P est une origine dans I', il
y & #7/27 = 2 arétes d’origine P de méme pour un sommet terminal @ il y a 2 arétes de
sommet terminal (). Ainsi I' est représenté par 'arbre ci-dessous :

Py Q-1 Py Qo Py Q1

Proposition 1.4.14. Soient G = Gy %4 G et H = Hy *xg Ho deux groupes amalgamés
avec #G1/A < #G9/A et #H1/B < #Hs/B. On note ' (resp. T'y) Uarbre sur lequel G
(resp. H) agit. Il y a équivalence entre :

1. T'g et 'y sont des arbres isomorphes ;
2. #G1/A=#H/B et #G2/A=4H,/B ;

Démonstration. . 1. = 2. C’est clair. 2.= 1. Il nous faut construire un isomorphisme de
graphe entre ' et I'y i.e une bijection entre les sommets qui préserve les arétes. Notons
S; (resp. R;) une transversale & gauche de A (resp. B) dans G; (resp. H;) pour i € {1,2}.
Comme #G1/A = #H /B = #51 = #R1= et #G9/A = #Hy/B = #52 = #R2, on a les

bijections suivantes :
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U12S1—>R1€tUQ:SQ—>R2
S;i = T Sjl—>7’j"

On en déduit les deux bijections suivantes :

f : G/Gl — H/H1 et g : G/G2 — H/H2
Sl...sn —> Tl...rn Sl...sm —> Tl...rm .
SHESQ—{l} T’nGRQ—{l} SmESl—{l} T’mERl—{l}

On vérifie maintenant que f et g sont bien des morphismes de graphes c’est a dire s’ils
commutent respectivement avec les applications origine o et sommet terminal t. En effet :
Soit @ = s1 - -+ s, une arétes de ',

flo(a)) = f(s1---sm) =71 Tm
o(f(a))=o0(r1---rp)=71-""Tm
oum=mnsis, €Spetm=mn—1sis,€S;. On a bien que f(o(a)) =o(f(a)) et de méme
9(t(a)) = t(g(a)). O
Propriété 1.4.15. Soient I' un graphe et G agissant sur I'. Pour tout H < G,
1. G/H agit sur H\T
2. (G/H)\(H\I') est isomorphe a G\I'

3. Si de plus G agit sur I' avec comme domaine fondamental un segment T, alors
G/H agit sur H\I' avec comme domaine fondamental 6(T) ot 6 : I' — H\I est
’épimorphisme canonique.

Démonstration. S’il n’y a pas d’ambiguité on notera toutes les classes par des barres.
1. Soient g € G, x € T, on pose 79 := 29.
montrons que ceci ne dépend pas de la classe de g et x choisie ; Soient ¢, 7’ tels que

g & gd=hg
7 e o =

g8

29 = (xh/)hg = gh'hg — (asg)h0 = /¢ =729

2. Considérons le diagramme suivant :

(G/H)\(H\I)
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avec 0 o sy = sq.

Pour x € T', on pose f(mo sy(x)) = sg(x).

f est bien définie, en effet soient x, y € I" tels que mo sy (z) = 7o s (y).

Ce qui signifie qu'il ¢ €G,sp(y) = sp(x)? = sy(x9), donc f(7 o sp(y)) = saly) =
0osu(y) =00suy(a?) =sa(a?) =sa(x) = f(rosu(y)).

f est clairement surjective.

Soit x,y € T, f(mosy(x)) = f(mosu(y)) = sa(z) =sq(y) = g € G,y =x9. mosy(g) =
m(su(29)) = m(su(2)?) = n(su(x)).

Donc f est injective. ]

On reprend 'exemple du groupe diédral infini vu cette fois, en tant que produit libre.
Nous allons construire en détail 'arbre I et en méme temps voir la propriété précédente
sur umn cas concret.

Exemple 1.4.16. On considére Do, = Z/27 x1 Z/27Z = G1 x1 G2 et une présentation de
ce groupe est donnée par Do, =< a,b |a®> = b> = 1 >= {e,ababab--- ,bababab - - -} avec
Gi1=<a>et Gy =<b>.

On a ainsi S(I') = G/G1 U G/Gy avec G/G1 = {e,ababa---b,babab---b} et G/G2 =
{e,ababa - --a,babab---a}. On a A(I') = G. Si l'on se donne une origine P = ---b dans
G/Gy, il y a deux arétes qui partent de P : a; = ---b.e = ---b et ag = ---ba, de méme
pour un sommet terminal . I' est donc donnée par le graphe suivant :

ab a e e b ba

L’action de Do = Z /27 %1 7./27 est donnée par :

Do xI' — T
(9,a) = ga

Pour tout entier n > 0, le sous groupe distingué H =< " > <D ol ¢ = ab agit sur T
et son graphe quotient Hy»\I' s’identifie au graphe I'y,
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(ab)™a

1.5 Structure de groupes agissant sur un arbre

Dans cette section, le résultat principal nous donne la structure d’un groupe sans inversion
sur un arbre. Deux cas particuliers sont déja bien connus : celui d’'une action libre ou
le groupe est un groupe libre et celui d’une action avec un arbre fini comme domaine
fondamental auquel cas le groupe est un amalgame.

1.5.1 Groupe fondamental d’un graphe de groupes

On rappelle la définition 1.4.7 d’un graphe de groupe (G,T). C’est la donnée d’un graphe
T, pour tout P € S(T") d'un groupe Gp, et pour tout y € A(T"), d'un groupe G, muni d’un
monomorphisme G, — Gy, (noté a — a¥) ; on exige en outre que Gy = Gy,

Définition 1.5.1 (Groupe fondamental). Soit ¥ un graphe connexe et non vide et soit
(G,Y) un graphe de groupes. On considére le groupe F(G,Y) engendré par les groupes
Gp et les éléments y € A(Y), soumis aux relations

! =a’ si ye AY) et a€G,.

-1

y=y et yaly

Soit T un arbre maximal de Y. Alors le groupe fondamental 7;(G,Y,T) du graphe
de groupe (G,Y), le quotient de F(G,Y) par le sous-groupe distingué engendré par les
¢éléments y de A(T).

De maniére équivalente si g, désigne I'image de y dans m1(G,Y,T), le groupe 71 (G,Y,T)
est engendré par les groupes Gp (P parcourant les sommets de Y), les g, (y parcourant les
arétes de Y), soumis aux relations

gyalgyt =a’, gy=g,' si ye AY), a€G,
Gy=1 si yeAT)
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Exemple 1.5.2. Trois cas a insérer ici : groupes libres, amalgames, HNN

1. Groupe fondamental d'un lacet de groupes

Posons A = Gy,. Le groupe F(G,Y) = m(G,Y, P) est engendré par Gp et par un
élément g = g, avec les relations de définition : gaYg~! = a¥, pour tout a € A.

Si I'on identifie A & un sous-groupe de G = Gp par a — a¥, et si 'on désigne par 0
I’homomorphisme a — a? de A dans G, on voit que le groupe 71 (G, Y, P) n’est autre
que le groupe déduit de (A, G, 0) par construction HNN (cf définition 1.3.1).

2. Groupe fondamental d'un segment de groupe

r Ici on prend T' =
Y, on a donc m(G,Y,t) = {Gp*Gg;a¥ = a¥(a € Gy)} = Gp x¢, Gg

1.5.2 Revétement universel relatif & un graphe de groupes

Le résultat principal de cette section nous donne la structure d’'un groupe agissant sur un
arbre. Nous verrons en fait qu’un tel groupe est le groupe fondamental d’un certain graphe
de groupe. Ainsi I'un des ingrédients crucial dans la construction de ce graphe de groupe
est 'existence d’'un revétement universel de ce graphe de groupes sur lequel notre groupe
agira.

On considére un graphe de groupes (G,Y), avec Y un graphe connexe non vide. Soit T’
un arbre maximal de Y et soit A une orientation de Y. Pour tout arétes y € A(Y'), on note
ly| celle des deux arétes y, ¥ qui appartient a A.

L’image de Gy dans Gy, sera noté Gy.
Nous voulons construire :

e un graphe X = X(G,Y,T) ;
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e une action de 7 = (G, Y, T) sur X ;
e un morphisme p : XY qui induise un isomorphisme 7 \ X~Y ;

e des sections S(Y) — S(X) et A(Y) — A(X) de p et nous les notons respectivement
P—>Pety—Y

Ainsi le graphe X est défini comme suit

S(X) = |_| m\7s ou wz=Gp;
PeS(Y)

AX)= || m\m on m=Ghw=]y).
yEA(Y)

On note P (resp. §) l'image de 1 dans 7\ 75 (resp. m\ my). Nous avons les sections
SY)—=S(X); P Pet AY)—= AX) sy~ 7.

Les sommets et les arétes de X sont respectivement les gP et les gY avec g e m, P € S (Y)
et y € ar(Y'). Maintenant, il nous reste & définir pour chaque aréte son aréte opposée, son
origine et son sommet terminal. C’est a dire pour une aréte gY, on doit définir g7, o(g7)
et t(gy), pour Y € A(Y) et g € 7.

Soit y € A(Y), on note e la fonction indicatrice de A (orientation de Y), i.e. e(y) =1 ou
e(y) = 0 selon que y appartienne & A ou non. Nous prenons ainsi :

=gy

o(gi) = g5 o(y)

t(99) = 9951 (y)

Dans ces trois définitions, le terme de gauche dépend uniquement de la classe & gauche de g
dans G ou w = |y|. Nous devons vérifier que c’est la méme chose pour le terme de droite.
Le lemme suivant nous assure ce résultat.

S|
<

Lemme 1.5.3 ([Ser77|, §5.3). Les trois expressions précédentes sont bien définies.

Le revétement universel que nous venons de construire est en fait un arbre. C’est I'objet
de notre prochain théoréme dont la preuve est due & H.Bass.

Théoréme 1.5.4 (Serre). On considére Y un graphe connexe non vide. Soit (G,Y) un
graphe de groupe, soit T un arbre mazimal de Y et soit A une orientation de Y. Alors le
graphe X = X(G,Y,T), revétement universel de Y construit ci-dessus est un arbre.

Démonstration. 11 s’agit du théoréme 12, § 5 de [Ser77].
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1.5.3 Le théoréme de structure

Finalement nous en arrivons au théoréme de structure pour un groupe G agissant sans
inversion sur un arbre X. L’idée est de faire du graphe quotient Y = G'\ X un graphe de
groupe de tel sorte que G soit isomorphe au groupe fondamental de Y.

Soit G un groupe agissant sans inversion sur un graphe connexe non vide X. Nous noterons
par Y le graphe quotient G\ X.

Nous allons construire un graphe de groupe (G,Y) a partir du graphe quotient Y. Soit T
un arbre maximal de Y et soit j : T'— X un relévement de T i.e. un arbre de représentants
de X mod G. Soit A une orientation de Y et notons e la fonction indicatrice de A comme
précédemment, e(y) = 1 ou e(y) = 0 selon que y appartienne & A ou non, pour y € Y.

Définissons maintenant une application j : A(Y) — A(X) , qui prolonge j et notée encore
7, telle que j7 = jy. Il suffit de définir j(y) pour toute aréte y € A qui n’est pas dans 7T
Pour une tel aréte nous définissons son origine comme étant un sommet de j(7'), c’est-a-dire
o(j(y)) = j(o(y)). Puisque t(j(y)) et j(t(y)) ont la méme projection t(y) dans Y, on choisit

vy € G tel que t(j(y)) = 7,5(t(y)).

Nous avons défini j(y), v, pour toute aréte y € A qui n’est pas dans 7. On prolonge y —
grace aux formules
’Y@Z’Yy_l et Ye=1 pour yeT.

On obtient alors pour toute aréte y € Y :
o(j(y)) = 75® i (o(y))

t(j(y) =75 (t(y)).

Les stabilisateurs des sommets et des arétes de X par la G-action sont notés Gg et G,
pour @ € S(X) et z € A(X). Le groupe (G,Y) est alors défini par :

Gp=Gjpy pour PeS(Y)

Gy =Gjy) pour ye AY),

’homomorphisme a — a¥ de Gy — Gy(y) est donné par a¥ = 7y_e(y)a’y§(y).

Le groupe fondamental associé au graphe de groupe (G,Y) et au sous arbre maximal T’
est noté w1 (G,Y,T). Comme ce dernier est engendré par les Gp et les g, avec y € Y, on
a I’homomorphisme de groupe ¢ : m1(G,Y,T) — G défini par les inclusions Gp — G et
Gy = Vy-

On considére le revétement universel de (G,Y) noté X(G,Y,T), soit ¢ : X(G,Y,T) — X
Papplication définie par gP — ¢(g)j(P) et g§ = ©(g)j(y). On vérifie facilement que v est
un morphisme de graphe et que ¥ est p—équivariant.
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Soit W le plus petit sous-graphe de X contenant tous les j(y) avec y parcourant toutes
les arétes de Y. Alors, toute arétes de W a une extrémité dans j(7T) et on a G- W = X.
De plus W est contenu dans 1/}()2' ) et ¢ induit un isomorphisme entre les stabilisateurs des
sommets et des arétes correspondants & X et X. En appliquant le lemme 1.4.6 on voit
que @ et 1) sont surjectifs et 1) est localement injectif (i.e injectif sur ’ensemble des arétes
d’origine donnée).

Théoréme 1.5.5 (Serre). Les hypothéses et les notations étant comme ci-dessus, les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) X est un arbre
i) X — X est un isomorphisme de graphes
i) ¢ :m(G,Y,T) = G est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. C’est le théoréme 13, § 5 de [Ser77].
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CHAPITRE 2

Groupes profinis et prographes

Dans ce chapitre nous exposons les bases de la théorie des prographes sylvestres et des
groupes profinis presques libres de Deschamps et Suarez. Nous nous référons a [DSALI]
et nous contenons d’énoncer la plupart des résultats sans preuve. Il existe déja dans la
littérature une théorie des graphes profinis (developé par exemple dans |Rib17|) définis
comme étant des limites projectives de graphes finis. Dans la théorie de Deschamps, il ne
s’agit pas de passer a la limite projective d’un prographe (systéme projectif de graphes).
Cependant un proabre est la donnée d’un prographe muni d’une famille inductive de sections
ensemblistes qui par passage & la limite directe donne un arbre. L’avantage étant que l'on
pourra utiliser des résultats de la théorie des graphes de Bass-Serre pour étudier plusieurs
classes de groupes profinis ici par exemple, les groupes profinis presque libres.

Dans la premiére partie de ce chapitre nous définissons les notions de prographes,
proabres, section graphiquement cohérente etc. Ensuite énongons un théoreme crucial dans
la preuve du résultat principal de ce chapitre. Il stipule que pour le prographe associé au
graphe de Cayley d’un groupe dénombrable, il existe une section de la famille projective as-
socié au prographe qui permet de reconstruire le groupe. Nous voyons ensuite comment est
défini 'action d’un groupe profini sur un prographe. Nous passons de 1a dans la deuxiéme
section aux groupes profinis presque libres. Nous fournissons une définition et démon-
trons une définition équivalente. Puis nous énoncons le théoréme principal qui caractérise
les groupes presque libres comme les groupes agissant librement sur les proabres. Nous
concluons par un exemple dans lequel nous illustrons les notions et résultats mentionnés
jusqu’alors.

Dans ce texte, étant donné un graphe orienté I', on notera S(I') (resp. A(T")) 'ensemble
des sommets (resp. des arétes orientées) de I'. Pour toute aréte orientée a € A(T'), on
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notera o(a) (resp. t(a)) lorigine (resp. le sommet terminal) de a. Quand on fera agir un
groupe sur un graphe, il s’agira d’une action & gauche et cette action sera toujours une
action de graphes orientés et sans inversion. Un morphisme de graphes 6 : I'y — I's sera vu
comme une unique application de I'ensemble S(I';) U.A(T'1) vers 'ensemble S(T'2) U A(T'2).

Par commodité, on notera indifféeremment dans ce texte T la classe d’équivalence d’un
objet x, qu’il s’agisse de la classe d’une aréte ou d’'un sommet dans un graphe quotient, de
la classe d’'un élément dans un groupe quotient ou encore méme de la classe d’un élément
dans une limite inductive d’ensembles.

2.1 Prographes sylvestres et actions profinies

2.1.1 Prographes

Définition 2.1.1. Un prographe est un systéme projectif de graphes (I';,0;;)ics indexé
sur un ensemble pré-ordonné d’indices (I, <) filtrant a droite, tel que pour tout ¢ < j le
morphisme de graphes 0;; soit surjectif.

Définition 2.1.2. Soient G un groupe, .4 une base de filtre de sous-groupes de G et
S C G une partie non vide. On considére I' = I'(G, 5), le graphe du groupe G relativement
a la partie S. Le groupe GG agit & gauche de maniére naturelle sur I' et pour tout N € A,
on note 'y = N\I'. Si l'on considére l'inclusion sur .4, cela fait de cet ensemble un
ensemble ordonné filtrant & droite et si M C N on dispose alors d’un épimorphisme naturel
de graphes Oy n : 'y — T'y. Le systéme (I'n,0pn)nve s est alors un prographe. On
I’appellera dans la suite prographe de G relativement a la partie S et a la base de
filtre A4

Définition 2.1.3. Une section graphiquement cohérente d’un prographe est une famille
inductive de sections ensemblistes (s;;)i<; de (0j;)i<; vérifiant que :

(C1) pour tout i € I et tout a € A(T;) il existe ig > i tel que pour tout k > i

o(sir(a)) = Sigk’(o(siig(a)))
t(sik(a)) = sigk(t(siig(a)))

Une section graphiquement cohérente d’un prographe fournit deux systémes inductifs
d’ensembles, un premier, & partir des sommets et un second pour les arétes. Ce qui permet
de construire un graphe limite inductive du prographe de départ.

Proposition 2.1.4 (Deschamps-Suarez, proposition-définition 5, [DSA11]). Soit (T';, 6;:)ier
un prographe muni d’une section graphiquement cohérente s = (s;;)i<j. Les deux ensembles
lim S(Ty) et lim A(L;) permettent de définir canoniquement les sommets et les arétes d’un
graphe. Ce graphe est appelé limite inductive du prographe (I';,0;;)icr relativement a
la section graphiquement cohérente s = (Sij>z‘§j et est noté li_m}s T;.
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Lemme 2.1.5 (Deschamps-Suarez lemme 6, [DSA11]). Considérons un prographe (I'y,, Omn)nen
indicé par N (muni de lordre naturel) et un graphe T' muni pour tout n € N d’un morphisme
de graphes 0, : I' — T, vérifiant que pour tout m > n, le diagramme suivant commute :

F*»F

N

Supposons qu’il existe une suite croissante (Ag)ren de parties de T telle que U A =T

keN
et qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny)i telle que, pour tout k € N,

Apy1 s’injecte (par Op, ) dans Ty, | el se surjecte (par Oy, ) dans Ty, :

0
k41
Ak+1 —> Fnk+1

0
Nk
]\ \ lenk+1nk
0,

1l existe alors une section graphiquement cohérente s telle que li_m% I'y, soit canoniquement
isomorphe a T,

Théoréme 2.1.6 (Deschamps-Suarez, théoréme 7, [DSA11]). On considére un groupe G
dénombrable, S C G une partie non vide et une suite décroissante Hy D Hy D --- de
sous-groupes distingués d’indices finis de G telle que ﬂ H, = {e}. On note (Tp,0mn)n
neN

le prographe de G relativement a la partie S et G la base de filtre {Hy, Hy,---}. Si ' c
(G, S) est un sous-graphe vérifiant que, pour tout n > 0, la restriction & I du morphisme
I'(G,S) — Ty, reste surjective, alors il existe une section graphiquement cohérente, s, telle
que hﬂg I',, soit canoniquement isomorphe a r.

Remarque 2.1.7. Le théoréme 7 affirme que pour un sous-graphe de I'(G, S) se surjectant
sur tous les graphes du prographe associé, on sait relever par une certaine section la limite
li_m} I',, sur ce sous-graphe. Cela montre que quand on fait varier s, on peut avoir une
grande diversité li g r,.

Remarquons aussi qu’il n’y a aucune raison pour que ﬂ I, s'injecte de maniére canonique
dans I', c’est & dire qu’il existe pas une réciproque pertinente & ce théoréme. Pour des
exemple et/ou contre exemples voir la remarque a la page 9 de [DSA11].

Définition 2.1.8. Une section graphiquement cohérente s d'un prographe (I';, 8;;)icr sera
dite arborescente si li_m}s T'; est un arbre. Un prographe sera dit sylvestre s’il posséde une
section arborescente.

Un proarbre est la donnée d’un prographe sylvestre muni d’une section arborescente.
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. . . ~ /
Le théoréme précédent nous dit que 1'on sait relever canoniquement (I'y,, 0y )n & I' par
une certaine section. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.1.9 (Deschamps-Suarez, proposition 9, [DSA11]). Le prographe d’un groupe
libre de rang dénombrable relativement o une de ses bases et & une base de filtre constitué
d’une suite décroissante de sous-groupes d’indices finis d’intersection réduite au neutre, est
un prographe sylvestre.

Démonstration. Les hypothéses du théoréme 2.1.6 sont vérifiées. 1l existe donc une section
graphiquementcohérente au prographe dont la limite inductive est isomorphe au graphe du
groupe libre relativement a sa base. Mais un tel graphe est un arbre d’aprés la proposition
1.2.3. O

2.1.2 Action profinie

Nous allons maintenant aborder la notion d’action profinie sur un prographe (cf section 2
de [DSA11]). Mais avant cela nous avons besoin de quelques définitions et résulats prélim-
inaires.

Définition 2.1.10. On considére un systéme projectif (G, ¢ji)icr d’ensembles indexé par
un ensemble d’indices [ filtrant & droite. On considére pour tout ¢ € I, un sous-ensemble
E; C G; et pour tout ¢ < j une section ensembliste 7;; de ¢j;. Si le systéme (El-,mj)i est
inductif, on dira que c’est un systéme inductif extrait du systéme projectif (G, ¢ji)ier-

Proposition 2.1.11 (Deschamps-Suarez, proposition 10, [DSA11]). Soit (E;,rij); un sys-
teme inductif extrait d’un systéme projectif (G, pji)ier. L’ensemble ligl E; s’injecte canon-
iquement dans l'ensemble @@ G;.

Nous donnons la preuve de Deschamps et Suarez a cette proposition car nous nous en
servirons pour la suite.

Démonstration. Commencons par définir pour tout k& € I, une application 6 : 1ig E,—
Gy, : soit x € lig E; et x; € E; tel que x =77; ; il existe [ > i, k et 'on pose alors
Ok(z) = ik o Tir ;)
Cette définition ne dépend que de z et de k. En effet, pour commencer, elle est indépendante
de 1 : soit ' > i, k, considérons p > ,I'. On a
o ori(xi) = Pk 0 Ppr 0Ty 0 T (X)) = Ppk © Tip(Ts)
= QRO P OTy, 0Ty () = Oy 0Ty (x;)
Montrons maintenant qu’elle est indépendante de i : soit i elet xy € By tel que z =T
Il existe donc j > i, tel que ry(x;) = ry (@) Pour I >k, j on a

Pk 0 Tt (i) = ik © rji 0 i (T) = Pk O Tji © 7“1-']-(33@-/) = ory(zy)
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Donc les applications 6 sont bien définies.
e Pour tout j > ¢ on a ¢j; 0 0; = 0;. En effet, soit v = 7, € lig E;, xp, € Epetl > j,k.
On a 0;(x) = ¢ o sp(xy) et donc

pji 0 0;(x) = pji 0 puj o sp(ak) = i o sulzr) = 0i(z)

(car I > i, k).

e La propriété universelle de la limite projective assure alors qu’il existe une unique applica-
tion 6 : lig E;, — m@ G telle que pour tout i € I on ait p;00 = 6; (ol p; :@@ G; — G;
désigne I'application canonique).

Montrons maintenant que ¢ est injective : soit z,y € lim F; tels que 0(z) = 0(y). 1l existe
un indice k € I et xp,yr € Ey tels que x =T et y =Jg. On a

rr = 0r(z) = pr o 0(x) = pr 0 O(y) = Ok (y) =y

et donc = 9. On a donc bien le diagramme commutatif suivant :
lim G —"— G,

0;

lim E;
O

On s’intéresse maintenant & un systéme projectif de groupes (Gj, ¢ji)icr. Comme pour
le cas des prographes, nous définissons une notion de section pour le systéme projectif de
groupes associés & un groupe profini. La limite inductive relativement a cette section sera
un sous-groupe dense du groupe profini.

Définition 2.1.12. Si (G;, ¢ji)icr désigne un systéme projectif de groupes, on appellera
section de ce systéme tout systéme inductif extrait (G;,74;); tel que 'image de lig G; dans
@so G; soit un sous-groupe.

Proposition 2.1.13 ([DSA11|, proposition 13). Soient (Gi, @ji)icr un systéme projectif
de groupes finis et G = @w Gi. Sir désigne une section de (Gj,@ji)ier alors Uimage
H de lim G; dans G est un sous-groupe dense de G. En particulier, G s’identifie o la
complétion profinie de H relativement a la base de filtre de sous-groupes distingués d’indices

finis {H N ker(G — G;) }ier-
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Réciproquement, soient H un groupe dénombrable et Hy D Hy D - -- une suite décroissante
de sous-groupes distingués d’indices finis et d’intersection réduite au neutre. Posons, pour
tout entier n, G,, = H/H,, et considérons G = @Gn, 1l existe alors une section r du
systeme projectif (Gn, ©mn)n telle que H ~ h_m» G,,. Plus précisément, si l'on considére les
mjections canoniques

alors il existe une bijection w : H — li@l G, telle que m = 0 ow (en d’autres termes, on

peut reconstruire par une certaine section, une copie de H dans sa complétion profinie)

Nous choisissons d’inclure la démonstration de Deschamps et Suarez de cette proposition
car nous allons l'utiliser dans la suite.

Démonstration. On garde les notations de la preuve de la proposition 2.1.11. Il est clair que
les applications 6y sont surjectives et comme 0 = ¢k 0 6 on en déduit que pi(0(H)) = Gk
pour tout k, ce qui montre que #(H) est un sous-groupe dense de G. Si maintenant, pour
i € I fixé, on note H; = H Nker(p;), on a alors G; = H/H; et donc G = mH/Hz est bien
la complétion profinie du groupe H relativement a la base de filtre {H;};.

Réciproquement, si l'on suppose que H est dénombrable, on peut donc énumérer H en
une suite hq,hg,---. Pour tout entier k¥ > 1, on pose Ay = {hq,---,hi}. On prend les
notations suivantes

hﬂan

Tn

H

Exactement comme dans la preuve du lemme 3.1.1 et du théoréme 2.1.6 (cas des sommets),
on construit & partir de la suite de parties (Ag)i un systéme inductif extrait 7 = (rpm)n<m,
en particulier, on dispose de deux suites (ix)r et (ng)r strictement croissantes telles que,
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par le diagramme suivant

ﬂ'nk
A, ———— Gp,

la partie A;, se reléeve identiquement par rp,n,,, dans A; . Définissons I"application
w:H— liml Gy, de la maniére suivante : si h € H il existe un indice i tel que h € A,
et on pose

w(h) = mn, (h)

La maniére dont on a construit r assure que la définition de w(h) ne dépend pas du choix
de l'indice i; et donc que w est bien définie. L’application w est surjective : soit x = x; €

lig G, et un indice k tel que n, > I. L’ensemble A;, ., se surjecte sur Gy, on a alors

T = Ty, (77) et comme Gy se reléve injectivement par ry,, ., dans m,, (4, ), il existe

(un unique) h € A, tel que 7y, (k) = iy, (21). On a donc w(h) = =.
Montrons maintenant que 6 o w = m. Remarquons pour commencer que si © € lig G, et
que x = T, pour un certain entier n, alors on a

9(33) = (QDn,l(xn)y T 790n,n—1(xn) Tn, Tnn+1 xn G LG C HG

Prenons maintenant h € H et considérons un indice iy tel que h € A;, , on a alors

Tk

Gowlh) = O(re ()
= (Somm (Wnk( ))7 7Qpnk,nkfl(ﬂ-nk(h))?Wnk(h)arnk7nk+1(ﬂnk(h))>"')
( ( ) T Mg, — 1(h)777nk(h)7rnkﬂk-i-l(ﬂ-nk(h))v'”)

Maintenant, par construction, pour tout € A;, et tout I > ny on a ry,, ;(my, (z)) = m(x)
et donc

0 ow(h) - (Wl(h)7 T ,Wnk_l(h),ﬂnk(h),ﬂnk+1<h), e ) - ﬂ—(h>

L’application 7 étant injective, w l'est aussi ce qui prouve finalement qu’elle est bien bijec-
tive. =

Maintenant que nous avons les outils précédents & notre disposition nous pouvons donner
la définition de l’action d’un groupe profini sur un prographe.

Définition 2.1.14 (Deschamps-Suarez, définition 15, [DSA11]). Soit P = (I';,0j)icr un
prographe et G un groupe profini. On dit que G agit sur P si :
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e Il existe une base de filtre, (U;);er, de sous-groupes ouverts distingués de G, indexée
par (I,<) (Uj CU; <=1 < j) tel que (), U; = {e}.

e Pour tout ¢ € I, le groupe quotient G; = G/U; agit sur le graphe T;.

e Les actions des groupes G; sur les graphes I'; sont compatibles pour 'ordre : pour
tout i < j, g€ Gjetx €'y, onabj(g- ) =pji(g) - 0ji(x) ott pj; : Gj — G est la
surjection canonique induite par l'inclusion U; C U;.

Définition 2.1.15 (Deschamps-Suarez, définition 15, [DSA11]). Les hypothése et no-
tion étant comme ci-dessus. Si I'on dispose d’une section graphiquement cohérente s de
(T4, 85i)icr et d'une section r du systéme projectif (G/U;, ¢ji)icr on dira que l'action de G
sur P est complétement compatible & s et r si ’on a, en outre, la propriété suivante :

(Cs) Viel, Y(gi,a;i) € Gy x Ty, Fig >, Yk > 1o, Sigk (Tiig(9i) - Sii(@i)) = 7ik(9s) - Sik(a;)

On reprend les notations des définitions précédentes et ’on suppose que 'action de G sur
P est complétement compatible & s et r. Considérons un indice i € I et (a;,¢9;) € T'; X G;.
Soit ip un indice satisfaisant a la condition (C3). On pose :

g a = 1iig(g:) - Siig(a:)
Ceci ne dépend que de a et g.

Dans la proposition 16 de [DSA11|, Deschamps et Suarez montrent que l’application
(a,9) — g - a définie précédemment est une action du groupe lig G; sur le

graphe hﬂs r;.

2.2 La presque liberté

2.2.1 Groupes profinis presque libres

Les groupes prolibres jouent un réle important en théorie de Galois. Ils sont obtenus en
prenant la complétion profinie des groupes abstraits libres relativementa certaines bases de
filtres de sous-groupes distingués (nous renvoyons le lecteur a [FJ06],[RZ00| et |[Wil98]).
Cependant la réciproque de cette propriété est fausse. Ici on s’intéresse a la complétion
profinie par rapport & une base de filtre de sous-groupes distingués bien particuliére : leur
intersection est réduite au neutre. Ce qui améne & une propriété plus faible : la presque
liberté.

Définition 2.2.1. Un groupe profinie sera dit presque libre g’il est égal & la complétion
profini d’un groupe libre relativement a une base de filtre de sous-groupes distingués d’indice
fini A, vérifiant ﬂ H = {e}.

He#
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L’hypotheése de séparation ﬂ H = {e}, présente dans la définition, est 1a pour s’assurer

He#
que le groupe libre s’injecte de maniére dense dans sa complétion. De maniére plus précise,

on a :

Lemme 2.2.2. Un groupe profini est presque libre si el seulement s’il posséde un sous-
groupe (abstrait) libre dense.

Démonstration. Le sens direct est donc assuré par I’hypothése ﬂ H = {e}.
He%

Pour la réciproque, de maniére générale si I" est profini et si G est un sous-groupe dense de I,
alors pour tout sous-groupe ouvert distingué U de I, la restriction & G de I’épimorphisme
canonique ¢y : I' — T'/U reste surjective. On en déduit donc que I'/U s’identifie a
G/(GNker(yy)) et, par compatibilité des applications, que I est isomorphe a la complétion
profinie de G relativement a la base de filtre {G N ker(¢y)};; ou U parcourt 'ensemble des
sous-groupes ouverts distingués de T. O

2.2.2 Théoréme de Deschamps Suarez

Nous allons maintenant définir la notion d’action prolibre et énoncer ’analogue démontré
par DS pour les groupes profinis du théoréme de Serre caractérisant la liberté d’'un groupe
par son action libre sur un arbre.

Définition 2.2.3 (Action prolibre). On dira qu’un groupe profini G agit profiniment sur
un prographe P si G agit sur P de maniére complétement compatible & deux sections s et
r. On dira que G agit prolibrement sur P si de plus pour tout ¢ € I I'action de G; sur I';
est libre.

Si G agit prolibrement sur P (pour deux sections s et r), alors le groupe lig G; agit
librement sur le graphe hﬂs I';. En effet, soient (a,g) € hﬂs I x lim G; tel que a9 = a,
un indice i € I tel qu'il existe (a;,g;) € I'; x G; vérifiant g = g; et a = @, et un indice i
satisfaisant la propriété (Cs) pour le couple (g, a;). On a donc a¥ = sy, (a;)"09) = @; =
siip (@), et par suite, il existe i; > i tel que

siig (@3)"19) = 5505 (5140 (@) 90 9)) = si04, (siig (04)) = iy (i)
Ainsi, pour tout k > i, on a s;(a;)"*9) = sii(a;), ce qui implique, puisque G}, agit
librement sur ', par hypothése, que 7;(g;) = e pour tout k > i; et donc que g; = e.
Théoréme 2.2.4 (Deschamps-Suarez, théoréme principal, [DSA11]). Soit Q un groupe
profini de rang dénombrable. Les propriétés suivanies
1. Q est presque libre,
2. Q agit prolibrement sur un proarbre,

sont équivalentes.
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2.3 Exemple et interprétation galoisienne

Prographe associé a Z, Soit p un nombre premier, G = Z, A = {an}nzo et §={1}.
Le graphe du groupe I' = I'(G, S) s’identifie & 'arbre droit infini :

Puisque S est réduit & un seul élément, les arétes de I',, sont définies de maniére non
équivoque par leurs origines et leurs sommets. On notera alors pour tout x € Z, a(Z,1) =
[z mod(p™), x 4+ 1 mod(p")]. Pour m > n, ’épimorphisme 6,,,, est alors défini par

mn (2 mod(p™)) = x mod(p")

6
O ([ mod(p™), x + 1 mod(p™)]) = [x mod(p™), = + 1 mod(p")]

Définissons une section au prographe (7, 0mn)n de la maniére suivante : pour m > n, on
pose, pour x € {07 T [pn/Q]}a

Spm(z mod(p™)) = x mod(p™)

S (P" — x mod(p")) = p™ — x mod(p™)

Snm([z mod(p™),  +1 mod(p")]) = [z mod(p™), =+ 1 mod(p™)]

et, pour z € {1,---,[p"/2]},

Sam([p" — x mod(p"), p" —x 4+ 1 mod(p")]) = [p™ — x mod(p™), p™ — x + 1 mod(p"™)]

Ces formules sont valables pour p > 3, pour p = 2 on peut considérer les sections suivantes:
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Considérons un indice i € N et une aréte a € o7 (v;). Si
a # [p' — [p*/2] mod(p"), p' — [p'/2] + 1 mod(p*)]
alors 'indice ip = ¢ convient pour a dans la propriété (C1). Si maintenant
a=[p' — [p'/2] mod(p'), p’ — [p'/2] + 1 mod(p')]

alors I'indice i9 = i + 1 convient pour a dans la propriété (C7). La section s définie ici est
donc graphiquement cohérente.

La section s du prographe associé a Z, ci-dessus, est arborescente, i.e ligs I'yy, ~ T est un
arbre.

[lustration du plongement naturel de I';, — T" induit par s pour p=5et n=1:
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On considére le systéme projectif (Z/p™Z, Pmn)nen associé au groupe Z,. Pour m > n, on
consideére la section 1y, de ¢, définie, pour x € {0,--- , [p"/2]}, par

Tnm(z mod(p™)) = x mod(p™)
Trm (P — x mod(p™)) = p™ — z mod(p™)

Le systéme 7 = (7pm )n est alors une section au sens de la définition 2.1.12. Plus précisément,
lig Z/p"Z s’identifie au sous-groupe discret de Z, engendré par 1 (qui est donc dense et
isomorphe a Z). Ce fait, est un cas particulier de la proposition 2.1.13

Le groupe profini Z, agit sur le prographe (I'y,0mn)n de la maniére suivante : si
g mod(p") € Z/p"Z et x mod(p") € S(I'y,), alors

(z mod(pn))? medr") = x4+ g mod(p”
[z mod(p"), z + 1 mod(p™)}¢ ") = [z + g mod(p"),z + g + 1 mod(p")]

On constate que cette action est complétement compatible aux sections r et s.
Aspect Galoisien des prographes

Nous allons appliquer le théoréme 2.2.4 de Deschamps-Suarez qui affirme qu’un groupe
profini de rang dénombrable est presque libre si et seulement il agit prolibrement sur un
proarbre pour montrer que le groupe profini Z, est presque libre. On sait évidemment déja
que Z, est presque libre car c’est la complétion profinie de Z relativement & la base de
filtre des p™Z. Cependant cette application nous permet de voir comment la théorie des
prographes s’applique en théorie de Galois.

Considérons l'extension C((t'/?"))/C((t)) du corps des séries de Laurent a coefficient
de C. Elle est visiblement galoisienne, son groupe de Galois est alors isomorphe au groupe
cyclique d’ordre p", Z/p™Z. Soit &, racine primitive n-iéme de 'unité, 1’application o :
C((t/P")) — C((t'/P")) définie par o (t1/P") = &nt!/P" est un élément de G, = Gal(C((t'/7"))/C((1)))
d’ordre p™, mais comme le degré de cette extension est p™, cela implique que o est un généra-
teur de ce groupe qui est donc cyclique de degré p”. Donc on a G, = Gal(C((t'/?"))/C((t))) ~
Z/p"Z.
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On considére le systéme projectif (G, reSmn)nen+ OU res,, désigne l'application de
. . L
restriction et G, = Gal(C((t'/?"))/C((t))) . Le corps Puis,(C) = Unen C((t7™)) est la
p-partie du corps des séries de Puiseux sur C et c’est une extension galoisienne sur C((t))
de groupe de Galois Jim G, = Z,. En particulier ce groupe est presque libre. Nous allons
le prouver autrement, en utilisant I’arithmétique de ce corps.

On considére pour tout n € N, le graphe I',, défini par :
S(Fn) = {§£">k = 01 17 o _pnl - 1}

Pour n > 1, on peut définir I’épimorphisme 6,, donné par :

3 > (&hn )P

[k &) = [(€ha)Ps (6P

Le couple (I'y, 6,) forme un prographe. Et le groupe Z/p"Z = Gal(C((t'/?"))/C((t))) agit
sur I',, librement et transitivement. L’action est donnée par l'image dans C((t'/?")) par
I’automorphisme o de G,,. Cette action est la méme que celle que nous avions décrite plus
haut. Nous venons de montrer que le groupe profini Gal(Puis,(C)/C((¢))) agit prolibrement
sur un proabre alors il est presque libre.
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CHAPITRE 3

Groupes profinis presqu’amalgamés

Le but de ce chapitre est de donné un analogue du théoréme 2.2.4 pour les groupes profinis
possédant un sous-groupes amalgamé dense.

3.1 Reésultats préliminaires

Le lemme 2.1.5 de Deschamps-Suarez montre qu’une section graphiquement cohérente d’un
prographe permet de reconstruire 'arbre sur lequel un groupe qui est amalgame de groupes
finis agit. Nous I’adaptons ici en ajoutant la donnée de sous-arbres finis.

Lemme 3.1.1. Considérons un prographe (U'n, Omn)nen indezé par N (muni de l’ordre na-
turel) et pour tout n € N arbre fini T,, C I'y,. Soient I' un graphe, T sous-arbre fini de
I, et pour tout n € N, 0, : I' — T['), épimorphisme de graphes vérifiant que pour tout n,
0,.(T) =T, et que pour tout m > n, le diagramme suivant commute :

r -y

N o

%

Supposons qu’il existe une suite croissante (Ag)ren de parties de T telle que U Ap =T,

keN
pour tout k € N, T' C Ay, et qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (ng)k

telle que, pour tout k € N, Ap 1 s’injecte (par 0y, .,) dans T et se surjecte (par Oy, )

Nk+1 Nk+1
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sur L'y, -

nk+1
Ak+1 — Fnk+1
Oy,
T S T
67lk

Il existe alors une section graphiquement cohérente s = (Spm)n<m telle que:

1. pour tout n,m € N, spn(Ty) = T et la restriction Spm|1, est un morphisme de
graphe ;

2. le morphisme canonique o : li_m}S I'y, = T est un isomorphisme ;
3. la famille (T,,),, définit arbre fini T de lim T, et o(T,) =T pour tout n € N.

Démonstration. Commencons par définir, pour £ > O,une section o,, de l'application
an’Ak+1 : Ak‘Jrl — F”k

O,
+1
Ak?—i—l Fnk+1
0”k+1"k
On h

e six € 0, (Ag), on pose oy, () = (On,|a,) (),
esix ¢ 6, (Ag), alors on prend pour oy, (z) un relevé quelconque de z qui soit dans Ay .

On définit alors une section sy, p,

0

N17k
Fﬂk+1 F”k
Snpnp1
; S _
de l'application Op,_ ,n, en posant Sp.n,,, = Ony,, © Ony.
Comme T C Ay, on a :
Ony, (Tnk) =T

Et on a bien

Snknk+1(Tnk) = Tnk+1‘
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En effet, d'une part, soient o € T3, et § € T tels que o = 0,;]3 (B), ce qui donne sy, 5, (@) =
Onyi1 (B) € Th,,,,- Dot 'inclusion dans un sens.

D’autre part, soient v € Ty, ., et 6 € T tels que v = 0y,,,(6), on a § = 0y, © Oy, (9)
car la restriction 6, |7 & valeur dans T;,, est isomorphisme de graphes. Par conséquent,
Y = Onyyy © Ony, © 05, (6). Ce qui prouve I'inclusion dans I'autre sens.

Soit a € Th,,, on a Spun,., (@) = On,_, (b) ot b € T', encore une fois, car la restriction 0y, |7
a valeur dans 7}, est isomorphisme de graphes. Ainsi sy, p, +1’T"k est un bien morphisme
de graphes.

Pour h > 2, on pose Sp,n,., =0 0 Opy-

= Snppn_1ngen © 77 O Sngngg Nkth

La section (Sn,n,,)k,n du sous-prographe (I'y,) est alors graphiquement cohérente. En
effet, si a € A(T',, ), alors il existe h > k tel que oy, (a),0(on, (a)),t(on, (a)) € Ap. Or Ay
s'injecte dans I'y, , donc, en vertu de l'égalité sp,p, ., = 0 © oy, on en déduit que,
pour m > 0, on a

Nh4+m

O(Snknh+m (a)) = Snpnh4m (O(Snknh (a)))

Définissons maintenant, pour un entier n quelconque, une section s, n+1. Pour cela fixons
un indice nyg, posons [ = ny, et considérons les entiers 4 tel que ng < I+i < ngy1. Définissons
d’abord les sections ;i pn, ., €t Siiitiv1 :

Siting g

o~ Ce Fl+i+1 Fl+i . Fnk
~~_
Si4i,l4i+1

r

par récurrence sur ¢ : pour i = 0, s, , est déja définie et on pose s;;11 = O, 14108104,
Et

Slvl+1(ﬂ) = 9”k+17l+1 © Sl,nk_,_l (ﬂ) = (enk+1,l+1(Tnk+1)) = ﬂ+1
Si pour ¢ — 1 > 0, les sections Siti—1mper €0 Si+i—1,14¢ sont définies, et de sorte que
Sl+i71,nk+1 (Tlﬂ,l) = Tnk+1 et 5l+i71,l+i(irl+ifl) = ﬂJri, on définit SlJri,nkJrl de la maniére
suivante :
osiz€sppi1,1i(ligio1), on pose si1in, ., (T) = Siri-1np, (Orriiri-1(x)),

esix ¢ s 114i(l'ii—1), on prend pour siy;y, ., (7) n'importe quel relevé de z dans I’
Ainsi

Nk+1-
Slti,np 41 (Ti4i) = Tnk+1

Une {08 $i4;p,,, ainsi définie, on définit comme il se doit siyi14i41 = Onyyy irit1 0 Siding,, -
On a donc

Siqiritl(Tiai) = Ongy dit1 © Stvingy (Tii) = Ong g tvirt(Togry) = Tiig-
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Il est alors clair que l'on & Sj44pn,,, = Sngypy—1mpp1 © 0" O Sl lbitl:

Sin < m, on pose Spm = Sm—1,m © - © Spn+1 €t le systéme (I'y, Spm)n est alors inductif.
La section s = (Spm )n<m €St une section inductive qui posséde une sous-section (S, n, )k<i
graphiquement cohérente. Elle est donc elle-méme graphiquement cohérente. On a bien
que la restriction spm|7, est un morphisme de graphes et Sy, (T5,) = Th,.

Pour ng <1 < ngy1, on définit une application oy : I'1 — Agy2 en posant o; = oy, ©
Singsq- Les applications o; commutent visiblement au diagramme inductif et, par propriété
universelle, on en déduit 'existence d’une application

o:limI — T
S

Siz €T, il existe K > 0 tel que x € Ay et alors la classe 6,,(z) ne dépend pas du
choix de k. En effet si k&1 < kg sont tels que x € Ay, C Ay,, alors par construction
O & Spy ny, © Ony, (z) = On,, () et donc Oy, (x) = Oy, (x). Ceci permet de définir une
application

1/J:F—>Iigfn

en posant ¢ (z) = 0y, (x), ol k est tel que x € Ag.
Et donc

Y(T) = 05, (T) = T,

L’application ¢ est un morphisme de graphe. En effet, si a € I' est une aréte et k est
un entier tel que a,0(a),t(a) € A, alors on a alors pour tout m > ng, o(Sn,m(0n, (a))) =
Snem(0(0n, (@))) et donc o(¢(a)) = 0(On, (a)) = ¥(o(a)). On ade méme t(¢(a)) = (t(a)) et

1 est donc bien un morphisme. Il est certainement bijectif puisque Yoo = Id et oot = Id.

Ainsi, o est un isomorphisme canonique (i.e. provenant de la propriété universelle des
objets inductifs) entre li_nn}S I',, et I'. Cet isomorphisme dépend toutefois du choix de la
suite (Ag)g. O

Par application du précédent lemme au cas d’un groupe agissant sur arbre, nous obtenons
le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2. Soit G un groupe dénombrable agissant sur un arbre I' avec comme
domaine fondamental un arbre fini T. On suppose que les stabilisateurs des sommets de T
sont finis. On considére une suite décroissante Hy D Hy D --- de sous-groupes distingués

d’indice fini de G telle que (| H, = {e} et le prographe (T'y, Omn)n donné par Ty, = H,\T.
neN
Pour tout n € N, on note 0, Uépimorphisme canonique de I' dans I';, et on définit ’arbre

T, := 0,(T). Alors il existe une section graphiquement cohérente, s, de Op,y, telle que
li_m}s Ty =T et spum(Ty) = Th.
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Démonstration. On veut vérifier les hypothéses du lemme précédent et 'appliquer.
On note, pour m > n, 0,,, : 'ty — T'y, I'épimorphisme canonique induit par 'inclusion
H,, C H,. On obtient ainsi, pour tout n < m, le diagramme commutatif suivant:

r-fmy

N

1%

Nous allons construire la suite (Ag)gen du lemme. Pour cela on considére une partie A C T’
contenant 7' et composée d’un nombre fini de sommets et de toutes les arétes ayant pour
origine un de ces sommets. Il existe alors un indice n > 0 tel que A s’injecte par 60, dans
I',,. En effet, soient x1,--- , 2% les sommets distincts de A. Pour tout 1 < i < j < mn, il
existe n;; € N tel que z; # rjmodHy,;. En effet supposons que pour tout n € N x; = z;
mod H,.

Comme S(I') = G.S(T') = {g;- Pi|g; € G, P; € S(T)}, on peut écrire tout sommet z; € S(I")
sous la forme z; = g; - P;, pour un certain g; € G et P; € S(T).

Ainsi, soient g; et g; deux éléments de G et P; et P; deux sommets de I tels que z; = g;-P; et
xj = g;-Pj. Alors x; = xjmodH, implique que P; = P; =: P, z; = g;-P; = hy-x; = hpg;-P;
avec hy, € Hy.

On en déduit que P = gi_lhngj - P et donc que gi_lhngj € Stabg(P).

Puisque Stabg(P) est fini, il existe a € Stabg(P) et une infinité d’'indices ny tels que
g;lhngj = a, d’ou hy,, = giagj*l. On a gmg;l # e car x; # x; ce qui contredit () H, =

neN
{e}.

Notons n = maxn;;. Alors pour tous i < j, x; # x; mod H,.
Z?]
Les sommets de A s’envoient injectivement par 6, dans [',,. En utilisant le méme argu-

ment que pour les sommets, arétes de A s’envoient aussi injectivement par 6, dans I',, car
puisque le domaine fondamental est fini il y a un nombre fini d’arétes qui partent de chaque
sommet.

Comme G est dénombrable et T" aussi alors I' ’est aussi car I' = G - T, on peut énumérer
S(T') en une suite (gn)n. Pour n > 0, on considére la partie A,, C I' constituée des sommets
go, -+ ,gn €t de toutes les arétes de I qui ont pour origine un des g; avec ¢ < n. La suite
(Ay)n est donc une suite de parties de T, croissante pour U'inclusion et de réunion valant T’
tout entier.

Posons ig = 0. D’aprés ce qui préceéde, il existe un indice ng tel que 4A;, s’injecte par
On, dans I'y,,. Comme I',, ne compte qu'un nombre fini de sommets, si 'on reléve ces
sommets dans I il existe alors un indice i1 > ig tel que A;, contienne tous ces relevés. La
partie A;, se surjecte alors par 6,, sur le graphe I'y,. Il existe alors un indice n; > ng tel
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que A;, s’injecte par 60, dans I',,. On construit ainsi, par récurrence, deux suites d’indice

ig <i1 <--- et ng < ny <--- telles que, pour tout k > 0, Ay, ., s’injecte (par 0y, ,) dans

Iy, et se surjecte (par 0, ) dans Iy, .

On peut alors appliquer le lemme précédent pour conclure : il existe une section
graphiquement cohérente s telle que s, (7,) = T, et un isomorphisme canonique de
graphes o :lim I';, — T O

Corollaire 3.1.3. Le prographe d’un amalgame de groupes finis relativement & une base
de filtre de sous-groupes distingués d’indices finis d’intersection réduite au neutre, est un
prographe sylvestre.

Démonstration. D’apres le théoréme 1.4.11(théoréme 7 de [Ser77]), notre groupe amalgamé
agit sur un arbre avec comme domaine fondamental un arbre fini. On lui applique alors le
théoréme précédent pour obtenir le résultat voulu. O

3.2 Action & domaine fondamental arbre fini

Définition 3.2.1. On dira qu'un groupe profini agit profiniment sur un prographe P si
G agit de maniére complétement compatible & deux sections s et . Si de plus, pour tout
i € I, G; agit sur I'; avec comme domaine fondamental un arbre fini T;, avec s;;(T;) = T}
et la restriction s;;|7, est un morphisme de graphe, et enfin la condition :

(Cy)Vi € I Va; € T;,Vg; € Gy, Fig > i,Vk > g, sik(gi - i) = rie(gi) - g

est vérifiée, on dira que G agit & domaine fondamental arbre fini (dfaf) sur le prographe

P.

Lemme 3.2.2. Soit G un groupe profini agissant & domaine fondamental arbre fini sur un
proarbre P, alors li@l G, agit sur Iigs I'; avec comme domaine fondamental un arbre fini

T :=T;, pour tout i € I.

Démonstration. Soit a € lig9 i, a =a; ot a; € T';. Comme G agit & domaine fondamental
arbre fini sur P il existe donc g; € G; et il existe o; € T, tels que a; = g; - a;. On cherche
g€ 1ig Giet a €T tel que a = g-a. Les éléments g := g; et o = a; conviennent. En effet

gi Qi = Tiig

I
<
S:
o
|| |
Q
DS
N
Q
S
o

I
8l



T est bien un domaine fondamental pour 'action de lig G; sur lig I'; et c’est aussi un
S
arbre fini. n

Dans la suite on s’intéressera qu’aux groupes amalgameés avec un nombre fini de facteurs.
Nous introduisons ainsi la convention/définition suivante :

Définition 3.2.3.

1. Un groupe G est dit amalgamé s’il est amalgame d’un nombre fini de facteurs.

2. Un groupe profini sera dit presque-amalgamé s’il est égal & la complétion profinie
d’un groupe amalgamé relativement & une base de filtre de sous-groupes distingués
d’indice fini B, vérifiant ﬂ H = {e}.

HeB

L’hypothése de séparation ﬂ H = {e} nous assure que le groupe amalgamé s’injecte
HeB
dans sa complétion.
Comme pour le cas de la presque liberté (cf lemme 2.2.2), on a de maniére plus précise le
lemme suivant :

Lemme 3.2.4. Un groupe profini est presqu’amalgamé si et seulement s’il posséde un sous-
groupe (abstrait) amalgamé dense.

Définition 3.2.5. Un groupe profini est dit finiment presqu’amalgamé s’il posséde un
sous groupe dense, amalgame de groupes finis.

Nous obtenons un analogue du théoréme 2.2.4 de Deschamps-Suarez donné par les deux
prochains théorémes.

Théoréme 3.2.6. Soit  un groupe profini de rang dénombrable qui agit ¢ domaine fon-
damental arbre fini sur un proarbre P. Alors Q est presqu’amalgamé.

Démonstration. Par hypothése Q = @z G; agit & domaine fondamental arbre fini sur un
proarbre P = (I';, 6;;); relativement & deux sections s et r. Le sous-groupe h_m» G; dense
agit d’apres le lemme 3.2.2 sur l'arbre li . I'; avec comme domaine fondamental un arbre
fini 7. 1l est donc amalgamé d’aprés le théoréme 1.4.11. Ainsi {2 posséde un sous groupe
abstrait dense qui est amalgamé, il est donc presqu’amalgameé. O

Nous allons maintenant démontrer une réciproque partielle du théoréme précédent. Nous
aurons besoin du lemme technique suivant.
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Lemme 3.2.7. Soit H un groupe dénombrable agissant sur un arbre I' avec comme domaine
fondamental un arbre fini T'. On suppose que les stabilisateurs des sommets de T sont finis.

On considére une suite décroissante Hy D Hy D -+ de sous-groupes distingués d’indice fini
de H telle que (| Hy, = {e} et le prographe (T'n,O0mn)n donné par 'y, = H, \ T'. Posons
neN

pour tout entier n G, = H/H,. Pour tout n € N, on note m, l’épimorphisme canonique
de H dans Gy, et on suppose que G, agit I'y, avec comme domaine fondamental larbre fini
T; :=T. Considérons enfin A C H une partie finie de H. Il existe alors deuz indices :

e n >0 tel que A s’injecte par m, dans G, ;
e m>0tel quesi \E A eta€T et )¢ Stab(a) alors X ¢ Stab(@), ot @ = ayy, € Ty

Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe un indice m € N, tel quesi A € A, a € T
et A ¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(@), ou @ = ap,.

Soit A € A avec A ¢ Stab(a), on suppose que pour tout m € N, X\ € Stab(«,,,). Dans ce cas
on a :

m

> >

ol g

Ao =

ol ol 2

Ce qui implique l'existence d'un h,, € H,, tel que A\ - a = Ay, - a, on a donc que htA €
Stab(a) ce qui veut dire qu'il existe un élément a,, € Stab(a) tel que h,'\ = a,,. Comme
Stab(c) est fini, il existe une infinité d’indices my, telle que a,, = a € Stab(a). On a
donc h,;i = A la # e d’aprés 'hypothese A ¢ Stab(a). Et le fait que hp,, # e contredit
I'hypothese () Hy, = {e}.

neN

Pour la premiére affirmation, on raisonne de la méme maniére. O

Théoréme 3.2.8. Soit Q) un groupe profini de rang dénombrable, finiment presqu’amalgamé.
Alors Q agit & domaine fondamental arbre fini sur un proarbre.

Démonstration. Comme () est de rang dénombrable, il existe une filtration Uy D Uy D ---
de sous-groupes ouverts distingués de 2. Sil’on considére les groupes quotients G, = Q/U,,
alors 2 = @n Gp. Soit F' un sous-groupe amalgamé et dense de . D’aprés le théoreme
1.4.11 , F agit sur un arbre I' avec comme domaine fondamental un arbre fini 7. On
considére le prographe P = (I';,),, de F (relativement & la base de filtre {F' N U, }, ), donné
par I'y = FNU, \T.

Puisque F' agit sur I' avec comme domaine fondamental un arbre fini, on en déduit que
pour tout entier n, G, = F//F NU, agit sur I',, avec comme domaine fondamental un arbre
fini T,,.

Le groupe F' est dénombrable et {F'N Uy}, est une base de filtre de sous-groupes distingués
d’indices fini et d’intersection réduite au neutre. Nous allons construire une section r du
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systéme projectif (G, Gmn)n, tel que F ~ lig Gp.
Soit A C F une partie finie de F'. 1l existe, d’aprés le lemme précédent deux indices :

e n >0 tel que A s’injecte par m, dans Gy, ;

e/ >0tel quesi A\ €A, a €T et ¢ Stab(a) alors X ¢ Stab(a@), ot @ = a,,.

Puisque F est dénombrable, pour n > 0, on considére A, = {f1,---, fn}, ou f; € F pour
i=1,---,n. La suite (Ay), est une suite croissante de parties de F' dont la réunion vaut
F, U\, =F.

Posons iy = 0, A, = {e}. Par ce qui précede il existe un indice ng tel quesi A € Ajy, a € T
et A ¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(@) et on a que A;, s’injecte par m,, dans G,,. Comme G,
est fini, si I'on reléve ses éléments dans F', il existe un indice i; > iy tel que A;, contienne
tous ces relevés ; la partie A;, se surjecte par m,, dans G,,,. Ensuite il existe deux indices :

e 1} > ng tel que A;, s'injecte par m, dans G, ;
en]>0telquesi A€ A, a €T et \ ¢ Stab(a) alors \ ¢ Stab(ayy ).

On prend n; = max(n,n}). Alors les deux conditions précédentes sont veérifiées pour

I'indice n1. On construit ainsi par récurrence deux suites d’indices ig < i1 < --- et ng <
ny < --- telles que :
i) Aj, s’injecte par m,, dans Gy, ;

ii) A;, se surjecte par m,, , dans Gy, , ;

iii) Si A€ A;, a €T et A¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(ay, ).
Comme dans la preuve du lemme 3.1.1 on construit un systéme inductif r = (rpm)n<m. En

particulier on obtient le diagramme suivant :

Tng 41 G

Apyq
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7 est bien une section du systéme projectif (G, @mn )n, plus précisément, d’aprés la propo-
sition 2.1.13 si 'on considére les injections canoniques

alors il existe une bijection w : H — lig Gy, telle que m =0 ow.
Construisons une section graphiquement cohérente s du prographe P. Posons A = Ay - T,
pour tout kK € N. On a aussi I'y,, = G, - T,,. On obtient alors le diagramme suivant :

9"k+1
Apyr — T

Nk+1
~
\
\
| Sy
1
/
~. //
Ap % Sp
k ng

ot op, (Gny, - Any.) = Py (Iny,) - @ €t Oy, (hi - o) = mp, (hi) - @y, pour tout k € N,
Ces deux applications sont bien définies grace a la condition iii).

Posons :
Snknk+1(gnk cap,) = 9"k+1 © 0y (Gny * Ony,)
= 9”k+1 (pnk (gnk) ' a)
= Tngyq (Pry (Gny)) - Qg

- Tngngs1 (gnk) *Qny iy
et s aussi est bien définie. D’aprés la preuve du lemme 3.1.1 s est une section graphiquement
cohérente du prographe P, on a que li_m}s [y, ~T et spm(a) = am, avec oy € T;, la restriction
de spm & 1), est un morphisme de graphe. L’égalité snknkﬂ(gnk O, ) = rnknkﬂ(gnk) Qg
correspond & la condition (Cy).
Nous allons donc montrer que la condition (C3) de la définition 2.1.15 est vérifiée. Dire
que r est une section équivaut a la condition (Cy) suivante : Vn € N,Vg,,g.,, Ing > n,
Vm > ny,

Tnom (Tnng (9n) - Trne(91)) = Tnm(9n)Tnm (97,

On agit sur ay, des deux cotés de I'égalité et d’apres I'égalité s, p, ., , (gny-0ny) = Trimner1 (gn,)-
Q4> ON obtient :

Snogm (Tnng (9n)Tnng (97,1) “an) = Tam(gn) - Snom(giz o)
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On a bien la condition (C3):

Snom(rnno (gn) * Snng (Q;L : an)) = Tnm (gn) : Snom(g% : an)

3.3 Une illustration galoisiennne

On considere le groupe diédral infini Do, = Z X Z/27 et les éléments ¢ = (0,1) et 0 = (1,0)
qui engendrent le groupe. Par interprétation géométrique, on peut dire que o = (1,0) est
une rotation et ¢ = (0,1) une symétrie axiale. On voit que les éléments ¢ et oc = (1,1)
engendrent librement Dy,. Sibien que Dy, peut-étre vu comme le produit libre Z /277 /27.
Ainsi Dy est un amalgame de deux copies de Z/27Z sur le sous-groupe trivial.

On se donne p un nombre premier et on considére la base de filtre ((p"Z,0)),>0 de sous-
groupes distingués dans D, vu comme un produit semi-direct et on note U, = (p"Z,0).
Pour tout n € N*, le quotient D /U, est égal au groupe diédral Dp». La famille des
groupes (Dpn ), forment un systeme projectif dont la limite projective est le groupe ﬁp\oo =
Zyp % ZJ27. Par conséquent ﬁp\oo est la complétion profinie de Dy, relativement a la base
de filtre (U,),. Puisque Do est dense dans Ep\oo, ce dernier est donc un groupe profini
presqu’amalgamé.

Dans cette partie nous allons explicitement retrouver ce résultat en appliquant le théoréme
3.2.6 de la section précédente.

Pour tout entier naturel n non nul, considérons le groupe diédral Dyn = Z/p"Z x 7./ 27
et le systéme projectif (Dpn, ©mn)nen, dont la limite projective est le groupe profini Dpee =
Zyp x ZJ27Z. Pour m > n, le morphisme @y, : Dym — Dpn est défini par :

Omn(x mod (p™),a) = (z mod (p"), a).

Nous allons maintenant construire un proarbre sur lequel notre groupe profini 5;0
agira.
Nous partons de Do, = Z % Z /27 et on considére les éléments g1 = (0,1) et go = (1,1). On
pose G1 =< g1 >~ Z/27 et Gy =< gy >~ Z/27. On obtient les classes suivant les sous-
groupes G1 et Ga2 : Do /G1 = {{(n,0),(n,1)}/n € Z} et Dy /G2 = {{(n,0), (n+1,1)}/n €
Z}.
Soit I' 'arbre dont l’ensemble des sommets est S(I') = Do /G1 U D /G2 et 'ensemble des
arétes est A(I') = Do. Pourn € Z, on pose P,, = {(n,0), (n,1)} et Q, = {(n,0),(n+1,1)},
ce sont les sommets de I'.
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Soit maintenant (n,g) € A(I') = Ds. On a (o(n,g)) = (n,9) mod (G1) = {(n,0),(n,1)} =
P, et
_ {(TL,O),(TL—I—l,l)}:Qn Sig=0
tn.g) = { {(n—1,0), (1)} = Qn 1 sig=1

On en déduit que ’arbre I est :

P Q-1 Py Qo P, Q1

Pour n > 1 variable, les graphes quotient I';, = I'/U,, ci-aprés

Pr Qg

Qﬁ

deéfinissent un prographe P = (I'y, Opn)n>1. Pour m > n, Uépimorphisme 6,,,, est défini,
pour x € Z, par :

an : Fm Fn
P, mod p™ P, mod p"
Q. mod p™ Q. mod p"

[P, mod p™, @Q, mod p™]
[Py4+1 mod p™, @, mod p™]

[P, mod p"™, Q, mod p"|
[Py4+1 mod p™, Q, mod p"|

11111

Omn est clairement surjectif.

Pour tout n > 1, Dpyn = Z/p"7Z x /27 agit sur le graphe Iy, le segment [Py, Qg] est
un domaine fondamental pour cette action. Soit a € Z, on note @ sa classe modulo p"Z.
Les éléments Dyn s’écrivent sous la forme (@, b), o b € Z/2Z. L’action de Dyn sur Ty, est
donnée par :
2k
=2k+1

Q Qf

_ . , 1 — [Pm—@m] Si
@0) - [Ps - Qu { S
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_ [P—r — Q—] si@ =2k
1) [Py — Qn] = n ¢ -

(@1)-] ] { [Pﬂ — Qn—k—l} sia=2k+1
3 [P - Q—=] sia=2k
a,0) - [P 7 _{ ke o s =
(@,0) - [Pog J [Pn+k:+1 — Qn+k+1] sia=2k+1
a’1 g — Q5 = n—k+1 n—k R
(@1) - [Prgy — Qn { [pnikﬂ — ankﬂ] sia=2k+1

Le prographe P = (', 0un)n est en fait un proarbre. En effet on a hﬂs I'y ~T o1 s est 1a
section graphiquement cohérente arborescente définie ci-dessous .

Pour m > n, on pose, pour x € {0,---, [p"/2]},

Iy
P, mod p™
@z mod p"
Ppyn_; mod p™
Qpn—z mod p"
[P, mod p" — Q, mod p"]
[P:v mod p" — Qz—1 mod pn}

Snm

eta pour x € {17 T 7[pn/2]}7

Iy
[Pyn—g mod p"™ — Qpn—p mod p"]
[Ppn—p mod p" — Qpn_p—1 mod p"]

Snm

_>
}—)
|_>
>
>
>
>

—
—
—

I'm
P, mod p™
Q2 mod p™
Ppn_; mod p™
Qpn—z mod p™
[P; mod p™ — Q, mod p™|
[P, mod p™ — Q,—1 mod p"]

|
[Pym g mod p™ — Qpm_z mod p™]
[Pym_ mod p™ — Qpm_z—1 mod p™]

Ces formules sont valables pour p > 3, pour p = 2 on peut considérer les sections suivantes
: On envoie I'y, sur la partie du dessus de I';,, pour m > n.
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P 512

AA
Q1L >—. " Q2
P

Considérons un indice ¢ € N et une aréte a € A(I';). Si
. { [Pipij2—1:Qppijz)  sip=2
Qpij2) Pipijg1] sip>3
alors 'indice 49 = ¢ convient pour a. Si maintenant
_ { [Pipij2—1:Qppijz)  sip=2
Qpij2) Plpijg1] sip>3
alors l'indice i9g = ¢ + 1 convient pour a. La section s est donc graphiquement cohérente.
Pour m > n, on considére la section 7y, de @mn, pour z € {0, -, [p"/2]}, définie par :
Tnm(x mod (p"),a) = (z mod (p™),a)

Tom(p" — x mod (p"),a) = (p™ — x mod (p), a).

Le systéme (rpm)n est alors une section dans le sens ou lﬂv Dpyn (isomorphe & Do, =
Z x Z/27) est un sous groupe de Dpoo.

Le groupe 51;» agit & domaine fondamental segment sur un proarbre. On en déduit, d’apreés
le théoréme 3.2.6 qu’il est presqu’amalgamé.

MNlustrons maintenant sur une situation galoisienne ce que nous venons de faire.

Considérons un systéme cohérent de racines primitives p"-iémes de I'unité (£pn)y, c’est
a dire pour tout {p» une racine primitive p"-iéme de l'unité telle que si p™ = kp" alors
Epn = fjl,fm. Par exemple on considére &n = exp(if#).
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1
Pour tout entier naturel n > 1, on considére ’extension galoisienne C((¢7™))/R((t)) du corps

1
de séries de Laurent a coefficients dans R. Son groupe de Galois : G, = Gal(C((¢7"))/R((¢)))
est isomorphe & Dpn. Plus précisément si 'on note c la conjugaison complexe et soit

l’automorphisme o : (C((tz%”)) — C((tz%")) défini par : a(tz%") = §pnt1%", le groupe G, :=
Gal(C((t#))/R((t))) est engendré par c et o.

Soit le systéme projectif (Gj,reSmn)nen+ OU resy,, désigne I'application de restric-
tion. La p-partie du corps des série de Puiseux sur C correspond au corps Puis,(C) =

1
Unen C((t7™)). Il s’agit d'une extension galoisienne sur R((£)) de groupe de Galois Jim G, ~
51;. En particulier ce groupe est presqu’amalgamé.

On peut voir cette derniére propriété directement gréace a I'arithmétique de ce corps : pour
tout n > 1, on considére le graphe I';; donné par :

( )_{£2p”t n7€2k+ O?apn_l}
A(Ty) = {[€3k. 77 €25 7] (28207 255 | k= 0, p" — 1},

Pour n > 1 donné, on peut définir un épimorphisme de graphe donné par :

071 : Fn — Fn 1
525”7513 — (€2£ntp )
£2k+1t1’ — (£2k+1t1’ )

S5t S ] o [(Sh tp>,<£§;f#tfj>p]
(BT I T] o (632 (63t P

Il est clair que (I'y, 0y), forme un prographe et pour tout n > 1, le groupe G,, agit na-
turellement sur I',,. L’action est celle donnée par I'image dans le corps (C((tz%")) par les
automorphismes c et o de G,, = Gal(C((tﬁ))/R((t))).

On voit que cette action est exactement celle que nous avions décrite dans la premiére

partie de cet exemple. On en déduit que Gal(Puis,(C)/R((t))) agit & domaine fondamental
segment sur un proarbre et donc que ce groupe est presqu’amalgamé.

Cet exemple incite & considérer d’autres situations arithmétiques explicites pour lesquelles
on ne sait pas déterminer le groupe de Galois mais pour lesquelles on pourrait obtenir la
propriété d’étre presqu’amalgamé.
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CHAPITRE 4

Le cas général du groupe fondamental

4.1 Groupes profinis presque groupes fondamentaux

Nous allons commencons cette section par une remarque. On reprend le lemme 3.1.1,
remarquons que nous pouvons remplacer le sous arbre fini 7' par un sous-graphe W de T,
la preuve restera tout aussi valable. On obtient le lemme suivant

Lemme 4.1.1. Considérons un prographe (I'y, Omn)nen indezé par N (muni de ’ordre na-
turel) et pour tout n € N, un graphe W,, € T',. Soient T' un graphe, W un sous-graphe de
T, et pour tout n € N, 0, : I' = I'), un épimorphisme de graphes vérifiant que pour tout n,
0,(W) =W, et que pour tout m > n, le diagramme suivant commute :

r .

N o

1%

Supposons qu’il existe une suite croissante (Ag)ren de parties de T telle que U A =T,

keN
pour tout k € N, W C Ay, et qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny)k

telle que, pour tout k € N, Apyy s’injecte (par On, ) dans I'y, ., et se surjecte (par Oy, )
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sur L'y, -

nk+1
Ak+1 — Fnk+1
Oy,
] S T
Gn/k

Il existe alors une section graphiquement cohérente s = (Spm)n<m telle que:

1. pour tout n,m € N, s, (W),) = Wy, et la restriction Spm|w, est un morphisme de
graphe ;

2. le morphisme canonique o : ligj I'y, = T est un isomorphisme ;
S

8. la famille (W,,),, définit un graphe W de lim T, et o(Wy) =W pour tout n € N.

Soit P = (I';, 0i)icr un prographe et G un groupe profini. On rappelle que G agit sur P si

e [l existe une base de filtre, (U;);er, de sous-groupes ouverts distingués de G, indexée
par (I,<) (U; CU; <=1 < j) tel que (), U; = {e}.

e Pour tout i € I, le groupe quotient G; = G/U; agit sur le graphe T';.

e Les actions des groupes G; sur les graphes I'; sont compatibles pour 'ordre : pour
tout i <j,geGjetxely, onabjg-x)=wjilg)- 0j(x)on pj: Gj — G est la
surjection canonique induite par l'inclusion U; C U;.

Si l'on dispose d’une section graphiquement cohérente s de (I';,60;i)icr et d’une section
r du systéme projectif (G/U;, pji)icr on dira que l'action de G sur P est complétement
compatible & s et r si I'on a, en outre, la propriété suivante :

(Cs) Vi e, Y(gi,ai) € Gy x Ty, Jig >, Yk > 10, Sigk (Tiig (i) - Siig(@i)) = 7ik(9s) - Si(a;)

Définition 4.1.2. On dira qu’un groupe profini G agit profiniement sur un prographe P
si G agit de maniére complétement compatible & deux sections s et 7.

Définition 4.1.3. Soit G un groupe qui agit profiniement sur un prographe P = (I';, 0;;)icr
relativement & deux sections s et r. On dira que G agit "convenablement" sur le pro-
graphe P s'il existe pour tout ¢ € I, W, un sous-graphe de I'; tel que pour tout j > i,
s5ij(W;) = Wj et la restriction s;j|w, est un morphisme de graphe, et enfin si la condition :

(Cy)Vi € I,¥Yoy € Wy, Yg; € Gy, Fig > i, Yk > io, sik(gi - i) = rir(gi) - o

est vérifiée.
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Remarque 4.1.4. Le cas d’'une action & domaine fondamental arbre fini (cf. définition
2.3.4) est un cas particulier de la définition précédente. En effet, il suffit de prendre W; = T;
pour tout i.

On renvoie a la section 1.5 pour des rappels sur la notion de groupe fondamental d’un
graphe de groupe.

Soit G un groupe agissant sans inversion sur un arbre X. Le théoréme 1.5.7 nous dit
alors, que G s'identifie au groupe fondamental d’un certain graphe de groupe (G,Y’) ou
Y = G\ X est le graphe quotient de X par G. Pour étre plus précis, la structure de G est
donnée par le théoréme 1.5.7, G ~ m1(G,Y,T) ou T est un arbre maximal de Y.

Définition 4.1.5. Soit Y un graphe connexe non vide. Soit G un groupe qui agit sans
inversion sur un arbre X. On dit que G est un groupe fondamental de type Y si le
graphe quotient G\ X =Y et si G g'identifie au 71 (G,Y,T), ou (G,Y,T) est le graphe de
groupe associé & ’action de G sur X en T, un arbre maximal.

Définition 4.1.6. Soit Y un graphe connexe non vide. Soit G un groupe profini, on dit

que G est presque groupe fondamental de type Y s’il est la complétion profinie d’un un

groupe (abstrait) fondamental de type Y relativement & une base de filtre de sous-groupes
e . L _

distingués d’indice fini B, vérifiant mHeBH = {e}.

On a de maniére plus précise le lemme suivant :

Lemme 4.1.7. Soit Y un graphe conneze non vide. Un groupe profini est presque groupe
fondamental de type Y si et seulement s’il posséde un sous-groupe (abstrait) dense qui est
un groupe fondamental de type Y.

Démonstration. 1l s’agit de la méme preuve que pour le lemme 2.2.2.
O

Définition 4.1.8. Soit Y un graphe connexe non vide et {2 un groupe profini presque
groupe fondamental de type Y, i.e il posséde un sous-groupe dense H qui agit sur un arbre
I" tel que le graphe quotient H\I' =Y. Soit 7" un arbre maximal de Y et soit j : " — X un
relevement de T'. Soit W le plus petit sous-graphe de X contenant j(Y') dont chacune des
arétes a une extrémité dans j(T), on a donc H.W = X. On dira que le groupe profini  est
presque un groupe fondamental de type Y, finiment engendré si les stabilisateurs
des sommets de W sont finis.

Théoréme 4.1.9. Soit Q) = ml G un groupe profini de rang dénombrable qui agit con-
venablement sur un proarbre P = (I';);. Alors Q est presque un groupe fondamental de type

Y:%GI\MSFZ
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Démonstration. Par hypothése Q = m@ (; agit convenablement sur un proarbre P =
(T4, 84;); relativement a deux sections s et 7. Le sous-groupe hﬂr G dense agit sans inversion
sur ’arbre ligs I';. 1l 'identifie donc au groupe fondamental d’'un certain graphe de groupe
(G,Y)ouY = lﬂr Gi\ligs I'; d’aprés le théoréme 1.5.5. Ainsi 2 posséde un sous groupe
abstrait dense qui est un groupe fondamental de type Y. D’oul le résultat. O

Lemme 4.1.10. Soit H un groupe dénombrable agissant sur graphe connexe X. On pose
Y = H\ X graphe le quotient et on suppose que Y est fini. Soit T un arbre maximal de
Y et soit j: T — X un reléevement de T. Soit W le plus petit sous-graphe de X contenant
J(Y') dont chacune des arétes a une extrémité dans j(T), on a donc HW = X. On suppose
que les stabilisateurs des sommets de W sont finis.

On considére une suite décroissante Hy D Hy D --- de sous-groupes distingués d’indice fini
de H telle que (| H, = {e} et le prographe (X, 0mn)n donné par X, = H, \ X. Posons
neN

pour tout entier n, G, = H/H,. Pour tout n € N, on note m, l’épimorphisme canonique
de H dans G,,. On a que G, agit X,, et G, - Wy, = X,, o Wn=W

Considérons enfin A C H une partie finie de H. Il existe alors deuz indices :
o n >0 tel que A s’injecte par m, dans Gy, ;
e m>0telquesi\€Aetac W et)d Stab(a) alors X ¢ Stab(@), ot @ = vy, € Wiy,

Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe un indice m € N, tel que si A € ANaeW
et A ¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(@), ou @ = ap,.

Soit A € A avec A ¢ Stab(a), on suppose que pour tout m € N, X\ € Stab(«,,,). Dans ce cas
ona:

m

> >
Q

A =

o]
I
ol 2l

Ce qui implique l'existence d'un h,, € H,, tel que A - a = Ay, - a, on a donc que htA €
Stab(a) ce qui veut dire qu'il existe un élément a,, € Stab(a) tel que h, '\ = a,,. Comme
Stab(c) est fini, il existe une infinité d’indices my telle que a,, = a € Stab(a). On a
donc h,,;t = A"'a # e d’apres Uhypothese A ¢ Stab(a). Et le fait que hp, # e contredit
I'hypothese () Hy, = {e}.

neN

Pour la premiére affirmation, on raisonne de la méme maniére. O

Théoréme 4.1.11. Soit Y un graphe fini connexe non vide et Q) = @n Gy un groupe
profini de rang dénombrable, presque groupe fondamental de type Y, finiment engendré.
Alors Q agit convenablement sur un proarbre P = (I'y,, Omp)i tel que pour tout n, le quotient
G, \ T, est isomorphe a Y.
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Démonstration. Comme () est de rang dénombrable, il existe une filtration Uy D Uy D - - -
de sous-groupes ouverts distingués de 2. Sil’on considére les groupes quotients G, = Q/U,,
alors Q = lim G,,. Soit F' un sous-groupe dense de Q tel que F' = m(G,Y,T). D’aprés le

théoréme 1.5.4, il existe un arbre X = X(G, Y, T) et une opération de F sur X tels que
F\X =Y. Soit T un arbre maximal de Y et soit j : T — X un relévement de 7. Soit W le
plus petit sous-graphe de X contenant j(Y) dont chacune des arétes a une extrémité dans
j(T), on a donc F.W = X On considére le prographe P = (X,,), de F (relativement & la
base de filtre {F N U,},,), donné par X,, = FNU, \ I

Puisque F' agit sur I', on en déduit que pour tout entier n, G, = F/F N U, agit sans
inversion sur le graphe connexe X, et G, - X;, = W,,.

Le groupe F' est dénombrable et {F N Uy}, est une base de filtre de sous-groupes dis-
tingués d’indices fini et d’intersection réduite au neutre. Nous allons construire une section
r du systéme projectif (G, Gmn)n, tel que F ~ hgr Gp.

Soit A C F une partie finie de F'. 1l existe, d’aprés le lemme précédent deux indices :

e n > 0 tel que A s’injecte par m, dans G,, ;

e/ >0tel quesi A\ €A, a € W et A ¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(@), ot @ = ay,.

Puisque F est dénombrable, pour n > 0, on considére A,, = {f1,---, fn}, ou f; € F pour
i=1,---,n. La suite (A,), est une suite croissante de parties de F' dont la réunion vaut
F,U,A, =F.

Posons iy = 0, A;, = {e}. Par ce qui précede il existe un indice ng tel que si A € A, a € W
et A ¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(@) et on a que A;, s’injecte par 7,, dans G,,. Comme G,
est fini, si I’on reléve ses éléments dans F', il existe un indice ¢; > 7o tel que A;, contienne
tous ces relevés ; la partie A;, se surjecte par m,, dans G,,,. Ensuite il existe deux indices :

e 1} > ng tel que A;, s'injecte par m, dans G, ;
e n]>0tel quesi A€ A, a €T et \ ¢ Stab(a) alors \ ¢ Stab(ayy ).

On prend n; = max(n},n}). Alors les deux conditions précédentes sont veérifiées pour
I'indice n1. On construit ainsi par récurrence deux suites d’indices ig < i1 < --- et ng <
ny < --- telles que :

i) A;, s’injecte par m,, dans G, ;
ii) A;, se surjecte par m,, , dans Gy, , ;

iii) Si A€ A, a€W et )¢ Stab(a) alors A ¢ Stab(ap, ).
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Comme dans la preuve du lemme 3.1.1 on construit un systéme inductif 7 = (rpm)n<m. En
particulier on obtient le diagramme suivant :

g4

Ak:-i—l Gnk+1
~

\\
\

1 Trgngg

/I

/

Ty, /

Ay —— G,

7 est bien une section du systéme projectif (G, @mn)n, plus précisément, d’apres la propo-
sition 2.1.13 si ’on consideére les injections canoniques

alors il existe une bijection w : F' — lim G, telle que m = f o w.
Construisons une section graphiquement cohérente s du prographe P. Posons A = Ag- W,
pour tout £ € N. On a aussi X,,, = Gy, - Wp,. On obtient alors le diagramme suivant :

9”k+1
Aprp — = X

Nk+1

N

\

\
| Snpnpy

1

/

~. //

On
k
A —————— Xnk

ou op, (Gny, - Any,) = Py (Gny,) - @ €t Oy, (hi - @) = mp, (hi) - @y, pour tout k € N.
Ces deux applications sont bien définies grace a la condition ii).

Posouns :
Snpngs1 (gnk ’ ank) = 9”k+1 O Ony (gnk ’ a”k)
= an+1(pnk(gnk)'(1)
= Tngg (pnk (gnk)) *Onygg

- Tnknk-‘rl (an) : O‘nk+1

et s aussi est bien définie. D’aprés la preuve du lemme 3.1.1 s est une section graphique-
ment cohérente du prographe P, on a que li_m}s X, ~ X et spm(a) = am, avec o € Wi,
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la restriction de s,;, & W, est un morphisme de graphe. L’égalité sp,n,. ,(9n, - On,) =
Trgngrr (Gny,) - Oy, correspond & la condition (Cy).
Nous allons donc montrer que la condition (C3) de la définition 2.1.15 est vérifiée. Dire

que 7 est une section équivaut a la condition (Cy) suivante : Vn € N,Vgy,,g.,, Ing > n,
vm > no,

Trom (Tnno (9n) * Tnno (9n)) = Trm (9n)Tam(97,)

On agit sur o, des deux cotés de 1'égalité et d’apres 1'égalité sy, n, ., (Gny, Oy ) = Tngngis (9ng )
Qipy,,» ON Obtient :

Snom(rnno (gn)rnno (g;) : an) = Tnm(.gn) : Snom(g; : an)

On a bien la condition (C3):

Sngm (Tnng (9n) * Snng (gfrz ) = Tnm(gn) - S”Om(gfn - a)
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Résumé : La théorie de Bass-Serre a été développée en 1970 par Jean-Pierre Serre, dans
[Ser77]. Elle a pour motivation principale d’étudier la structure des sous-groupes discrets et sans
torsion de SLy(Q,), plus précisément le théoréme d’Thara suivant lequel ces sous-groupes sont libres.
S’inspirant de la topologie notamment de la théorie des revétements, il devient alors plus naturel,
explique J-P Serre de montrer la liberté d’un groupe en le faisant agir librement sur un arbre. Il en
déduit ainsi une preuve simple et élégante de ce théoréme jugé mystérieux et permet de généraliser
plusieurs résultats de théorie combinatoire des groupes : les théorémes de Nielsen-Schreier, de
Kurosh et de Nagao entre autres. Cette théorie montre plus généralement qu’un groupe agit sur un
arbre sans inversion si et seulement il est isomorphe & un amalgame non trivial ou & une extension
HNN.

En 2011 B. Deschamps et I. Suarez ont introduit dans [DSA11] une théorie combinatoire pour
les groupes profinis et ont démontré un analogue pour les groupes profinis du théoréme de Serre
sur liberté d’un groupe : un groupe profini posséde un sous-groupe libre dense si et seulement il
agit prolibrement sur un poarbre. La notion d’action prolibre se résume moralement & faire agir
librement les groupes du systéme projectif de groupes finis associés & un groupe profini sur chaque
étage d’un systéme projectif de graphes avec certaines conditions arithmétiques.

L’objet de cette thése est de donner une contribution a cette théorie des prographes. Les outils
et techniques développés par Deschamps et Suarez étant placé dans un cadre assez général nous
permettent alors de montrer un analogue du théoréme de DS pour les groupes profinis possédant
un sous-groupe amalgamé dense ainsi qu’une généralisation de ce résultat. Enfin nous illustrons ces
résultats sur des situations galoisiennes bien connues.

Abstract : Bass-Serre theory was initiated in 1970 by Jean-Pierre Serre, in [Ser77]. The the-
ory’s main motivation was to study the structure of discrete and torsion-free subgroups of SL2(Q,),
more precisely Ihara’s theorem stating that all torsion-free subgroups of SL2(Q,) are free. Inspired
by covering space theory in algebraic topology, J-P Serre explains that showing the freedom of a
group by making it act freely on a tree is more natural. So, he deduces a simple and elegant proof
of this theorem and allows to generalize several theorems of combinatorial group theory: Nielsen-
Schreier, Kurosh and of Nagao theorems and so on. This theory shows more generally that a group
acts on a tree without inversion if and only it is isomorphic to a non-trivial amalgam or to an HNN
extension.

In 2011 B. Deschamps and I. Suarez introduced in [DSA11] a combinatorial theory for profinite
groups. They proved an analogue for profinite groups of Serre’s theorem on freedom of a group : a
profinite group has a dense free subgroup if and only this group acts profreely on a protree. The
notion of profree action can be summarized to making the groups of the inverse system of finite
groups associated with a profine group act freely on each floor of an inverse system of graphs with
certain arithmetic conditions.

The purpose of this thesis is to give a contribution of Deschamps-Suarez theory of prographs. Tools
and techniques developed by Deschamps and Suarez, placed in a general context, allow to show
an analog of the Deschamps-Suarez theorem for profinite groups with a dense amalgamated sub-
group and a generalization of this result. Finally, these results are illustrated on well-known Galois
situations.

Mots clés : Théorie de Bass-Serre, combinatoire des graphes et des groupes, théorie des
groupes, groupes profinis, théorie de Galois arithmétique des corps et des groupes profinis
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