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NOTATIONS 5

Notations

• [[n;m]] : L’ensemble des entiers compris entre n et m (n < m, n,m ∈ N).
• E − F : L’ensemble E privé de l’ensemble F .
• IdE : La fonction identité de l’ensemble E.
• eM : L’élément neutre du monoïde M .
• Sn : Le groupe symétrique à n éléments (n ∈ N).
• Bn : Le groupe de tresses à n brins (n ∈ N).
• SBn : Le monoïde de tresses singulières à n brins (n ∈ N).
• VBn : Le groupe de tresses virtuelles à n brins (n ∈ N).
• SVBn : Le monoïde de tresses virtuelles singulières à n brins (n ∈ N).
• AΓ : Le groupe d’Artin associé au graphe de Coxeter Γ.
• A+

Γ : Le monoïde d’Artin associé au graphe de Coxeter Γ.
• SAΓ : Le monoïde d’Artin singulier associé au groupe d’Artin AΓ.
• ΣS : L’ensemble {σs; s ∈ S} des générateurs de AΓ avec S l’ensemble des sommets

de Γ.
• AX : Le sous-groupe de AΓ engendré par les générateurs {σx; x ∈ X} lorsqueX ⊆ S.
• TS : L’ensemble {τs; s ∈ S} des générateurs singuliers de SAΓ, en bijection avec

l’ensemble ΣS .
• SAX : Le sous-monoïde de SAΓ engendré par les générateurs {σx, σ−1

x , τx; x ∈ X}
lorsque X ⊆ S.
• ΓX : Le sous-graphe complet de Γ engendré par X lorsque X ⊆ S.





Introduction

Cette thèse se propose d’étudier deux objets liés aux monoïdes de tresses singulières,
à savoir le morphisme de désingularisation et la famille des invariants de Vassiliev, trans-
posés dans les cadres respectifs des monoïdes d’Artin singuliers et des monoïdes de tresses
virtuelles singulières.

Les monoïdes de tresses singulières ont été définis par Birman au début des années 90
et sont des extensions des groupes de tresses définis par Artin dans la première moitié du
XXeme siècle. Un entier strictement positif n étant fixé, une tresse singulière à n brins est
définie de la même manière qu’une tresse classique à l’exception qu’on autorise un nombre
fini d’intersections entre deux brins distincts, qu’on appelle singularités. Comme dans le cas
classique on considère ces objets à isotopie près, et comme dans le cas classique l’ensemble
SBn des classes d’isotopie de tresses singulières à n brins peut être muni d’une opération
induite par la concaténation de tresses. Muni de cette opération, SBn est alors un monoïde
dont Birman a fourni la présentation suivante (Proposition 1.8).

• Générateurs : σ1, . . . , σn−1;σ
−1
1 , . . . , σ−1

n−1; τ1, . . . , τn−1.
• Relations :

— σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1, pour tout i = 1, . . . , n− 1 ;
— σiσjσi = σjσiσj si |i− j| = 1 ;
— σiσj = σjσi si |i− j| > 1 ;
— σiτi = τiσi, pour tout i = 1, . . . , n− 1 ;
— τiσjσi = σjσiτj si |i− j| = 1 ;
— τiσj = σjτi si |i− j| > 1 ;
— τiτj = τjτi si |i− j| > 1.

En utilisant la notion de croisement rappelée au chapitre 1, les générateurs σ±1 peuvent être
vus comme des croisements classiques et les τi comme des croisement singuliers. On peut
vérifier à l’aide de cette présentation que le nombre de générateurs τi apparaissant dans
l’écriture d’un élément β ∈ SBn ne dépend pas du choix de l’écriture en question. Il est
donc possible de définir, à un entier naturel d fixé, le sous-ensemble SB(d)n de SBn constitué
par les éléments ayant exactement d singularités. On peut montrer que le sous-ensemble
SB

(0)
n est alors canoniquement isomorphe au groupe Bn ce qui permet de considérer SBn

comme une extension de Bn. La nature de la relation entre SBn et Bn a été plus tard
précisée par Paris (Proposition 1.10) qui a démontré que SBn pouvait être décomposé en
un produit semi-direct de monoïdes dont l’un des facteurs est Bn et l’autre fait partie de la
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8 INTRODUCTION

famille des monoïdes d’Artin angle droit (dont on rappelle la définition dans la sous-section
2.2 du chapitre 2).

Dans [10], où Birman donne la définition de SBn ainsi que sa présentation, elle y
introduit également le morphisme multiplicatif suivant

δ : SBn → Z[Bn]
σ±1 7→ σ±1

τi 7→ σi − σ
−1
i

appelé morphisme de désingularisation. Elle conjecture également que celui-ci est injec-
tif. Un premier résultat allant dans le sens de cette conjecture, connue sous le nom de
"conjecture de Birman", a d’abord été démontré par Fenn, Rolfsen et Zhu dans [21] où ils
démontrent que le noyau de δ est réduit au neutre (ce qui, au contraire d’un homomorphisme
de groupes, ne revient pas à montrer l’injectivité d’un homomorphisme de monoïdes). C’est
ensuite Paris qui démontre dans [39], dix ans après la formulation de la conjecture de
Birman, la véracité de celle-ci (Théorème 1.13).

Le morphisme δ peut être utilisé pour étendre tout invariant de tresses classiques V ,
c’est-à-dire tout homomorphisme de Z-modules entre Z[Bn] et un groupe abélien H, en un
invariant de tresses singulières Vδ en posant pour tout β ∈ SBn :

Vδ(β) = V (δ(β)).

C’est via ce procédé que Birman adapte aux tresses la nouvelle définition d’invariant de
Vassiliev qu’elle avait préalablement établie dans [12] pour les nœuds. Sous cette reformu-
lation un invariant de Vassiliev 1 d’ordre d est alors un invariant V tel que son extension
Vδ vérifie Vδ(SB

(d)
n ) 6= 0 mais Vδ(SB

(k)
n ) = 0 pour tout k > d. Une question est alors de

savoir si les invariants de Vassiliev séparent les tresses i.e. si pour toute paire de tresses
distinctes β et β′, il existe un invariant de Vassiliev V tel que V (β) 6= V (β′). Cette question
est tranchée par Papadima dans [36] où il y donne une réponse affirmative 2 (Théorème
1.20).

Pour finir, mentionnons qu’il est possible de pousser la question un peu plus loin en
demandant si les invariants de Vassiliev séparent les tresses singulières i.e. si pour toute
paire de tresses singulières distinctes β et β′, il existe un invariant de Vassiliev V tel que
Vδ(β) 6= Vδ(β

′). Cette question possède encore une fois une réponse affirmative (proposition
1.24) qui provient de la combinaison d’un résultat de Zhu (Théorème 1.21) et du résultat
de Paris sur l’injectivité de δ.

Le premier chapitre de cette thèse expose plus en détail ces différentes notions. La
section 1 revient sur la définition des tresses classiques et la section 2, sur celles des tresses
singulières. Les sections 3 et 4 sont respectivement consacrées aux définitions du morphisme

1. Dans la thèse nous ne travaillons qu’avec des coefficients entiers mais notons tout de même que si
A est un anneau quelconque, il est également possible de définir une autre notion d’invariant (et donc
d’invariant de Vassiliev) dit "à coefficients dans A" en considérant les homomorphismes de A-modules de
A[Bn] dans un A-module.

2. Le résultat de Papadima concerne les invariants de Vassiliev à coefficient entiers mais Bar-Natan avait
déjà montré un résultat similaire en considérant des invariants de Vassiliev à coefficients dans un certain
anneau de séries formelles ([6]).
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de désingularisation et des invariants de Vassiliev pour les tresses, ainsi qu’aux divers ré-
sultats connus sur ces objets.

Le but de cette thèse est donc d’étudier le morphisme de désingularisation et les in-
variants de Vassiliev dans de nouveaux contextes dont le premier est celui des monoïdes
d’Artin singuliers. Ceux-ci sont, tout comme le monoïde de tresses singulières, des exten-
sions des groupes d’Artin et font l’objet du chapitre 2.

Les groupes d’Artin forment une famille de groupes aux propriétés combinatoire et
géométriques particulières dont les plus célèbres exemples sont les groupes de tresses Bn.
Tout groupe d’Artin est donné par une présentation standard qui peut être encodée au
moyen d’un graphe appelé graphe de Coxeter. À tout groupe d’Artin correspond un graphe
de Coxeter et inversement. Si Γ est un graphe de Coxeter, on notera AΓ le groupe d’Artin
associé et on dira que AΓ est de type Γ. Si S désigne l’ensemble des sommets de Γ, le
groupe d’Artin est alors engendré par un ensemble en bijection avec S noté par convention
ΣS = {σs; s ∈ S}. Pour tout X ⊂ S, le sous-graphe complet ΓX engendré par X dans
Γ est lui-même un graphe de Coxeter donnant lieu à un nouveau groupe d’Artin AΓX

.
Grâce aux résultats de Van der Lek dans [44], on sait que AΓX

est alors un sous-groupe
du groupe d’Artin originel AΓ (Théorème 2.6). On rappelle en section 1 la définition des
groupes d’Artin (Définition 2.1) ainsi que celles de certaines de ses principales sous-familles
(Définition 2.7), à savoir :

— celle des groupes d’Artin dits de type sphérique dont fait partie le groupe de tresses
à n brins Bn pour tout n (son graphe de Coxeter est le graphe An donné en figure
1 du chapitre 2), cette famille contient également les groupes d’Artin de type Bn
(n ≥ 2) (ces graphes sont également détaillés en figure 1) qui reviendront dans les
sections 5 et 6 du chapitre ;

— celle des groupes d’Artin dits de type affine dont font partie les groupes de type Ãn
(n ≥ 2) (voir figure 2 du chapitre 2) qui reviendront également dans les sections 5
et 6 ;

— celle des groupes d’Artin dits de type FC qui contient celle des groupes de type
sphérique.

La section 2 est consacrée aux monoïdes singuliers d’Artin à proprement parler. Ceux-
ci ont été définis par Corran dans [18] par analogie avec les monoïdes de tresses virtuelles
singulières. Comme déjà dit, tout groupe d’Artin AΓ (associé au graphe de Coxeter Γ
d’ensemble de sommets S) est défini par une présentation standard, il est alors possible
de construire à partir de celle-ci une nouvelle présentation, de monoïdes cette fois-ci, et le
monoïde défini par cette présentation, appelé monoïde singulier d’Artin associé à AΓ, est
noté SAΓ (Définition 2.10). Celui-ci est alors engendré par les générateurs standards σs de
AΓ (appelés générateurs classiques), leurs inverses, ainsi qu’un nouveau jeu de générateurs
non inversibles, dits singuliers, en correspondance bijective avec l’ensemble des générateurs
classiques (et donc avec S). On note ce nouvel ensemble de générateurs TS = {τs; s ∈ S}.
Comme pour les monoïdes de tresses singulières, le nombre de générateurs singuliers qui
apparaissent dans l’écriture d’un élément de SAΓ ne dépend pas de l’écriture en question,
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ce qui permet de définir les sous-ensembles SA(d)
Γ par analogie avec les ensembles SB(d)n .

De plus, comme pour les monoïdes SBn, il est possible de décomposer le monoïde SAΓ en
un produit semi-direct dont l’un des facteurs est le groupe d’Artin AΓ et le second est un
monoïde d’Artin angle droit (Proposition 2.12). Dans la mesure où nombre de résultats de
ce chapitre s’appuient sur cette décomposition faisant intervenir un membre de la famille
des monoïdes d’Artin angle droit, la section 2 est également l’occasion de rappeler plusieurs
propriétés de ces monoïdes et d’établir des preuves formelles de certaines d’entre elles dans le
cas où les monoïdes sont infiniment engendrés, ce cas étant jusqu’ici absent de la littérature
(bien que communément admis parmi les spécialistes).

On introduit dans la section 3 la propriété FRZ (Définition 2.24) qui est une propriété
possédée par certains groupes d’Artin (dont les groupes de type FC). Dans les grandes
lignes un groupe AΓ (associé au graphe de Coxeter Γ d’ensemble de sommets S) possède la
propriété FRZ si pour tous sommets s, s′ de S et α ∈ SAΓ, on a l’égalité ασs = σs′α si et
seulement si on a l’égalité ατs = τs′α. On s’appuie ensuite sur les résultats de la section 2
pour démontrer le théorème suivant qu’on nomme critère d’extension.

Théorème 2.28 Soient Γ et Γ′ deux graphes de Coxeter dont on note l’ensemble des
sommets respectivement S et S′. Soient AΓ et AΓ′ les groupe d’Artin associés dont on note
l’ensemble générateurs respectivement ΣS = {σs; s ∈ S} et ΣS′ = {σs′ ; s

′ ∈ S′}. On suppose
de plus que AΓ′ possède la propriété FRZ.

Soit ϕ un morphisme de groupes de AΓ dans AΓ′ . On suppose que pour tout s ∈ S, il
existe gs ∈ AΓ′ , ks ∈ N∗ et i(s) ∈ S′ tel que ϕ(σs) = gsβ

ks
i(s)g

−1
s .

Alors pour toute famille d’entiers non-nuls L = (ls)s∈S le morphisme ϕ peut être étendu
en un morphisme de monoïdes Φ[(ls)s∈S ] entre SAΓ et SAΓ′ en posant pour tout s ∈ S :

Φ[(ls)s∈S ](τs) = gsτ
ls
i(s)g

−1
s .

De plus Φ[(ls)s∈S ] est injectif si et seulement si ϕ est injectif et AΓ a aussi la propriété FRZ.

Ce théorème constitue un résultat clé et servira à la démonstration des autres principaux
théorèmes du chapitre.

La section 4 sert à mettre en lumière le fait qu’avec une légère modification de la dé-
monstration du critère d’extension de la section précédente, il est possible d’obtenir les
résultats suivants, qui sont des analogues des résultats de Van der Lek pour certains mo-
noïdes singuliers.

Théorème 2.31 Soit AΓ un groupe d’Artin de type FC.
— Si X ⊆ S, alors SAX ≃ SAΓX

et
— si Y ⊆ S aussi, alors SAX ∩ SAY = SAX∩Y .

Théorème 2.32 Soit AΓ un groupe d’Artin de type affine. Si X ⊆ S alors

SAX ≃ SAΓX
.
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La section 5 se focalise sur la conjecture de Birman pour les monoïdes singuliers d’Artin.
En effet si AΓ est un groupe d’Artin (associé à un graphe de Coxeter Γ d’ensemble de
sommets S), il est possible de définir comme pour les monoïdes de tresses singulières un
morphisme de désingularisation δΓ : SAΓ → Z[AΓ] qui envoie chaque générateur classique
σs sur lui-même et chaque générateur singulier τs sur σs − σ−1

s . On conjecture que δΓ est
injectif pour tout graphe de Coxeter Γ. Le premier résultat de cette section est un résultat
partiel allant dans le sens de cette conjecture. Celui-ci prolonge le résultat de Fenn, Rolfsen
et Zhu en énonçant que le morphisme δΓ possède un noyau trivial pour tout graphe de
Coxeter Γ (Proposition 2.33). On s’appuie ensuite sur le critère d’extension de la section 3
et sur des résultats de Kent et Peifer issus de [32] qui donnent des plongements respectifs
entre les groupes d’Artin AÃn−1

et ABn et les groupes ABn et AAn = Bn+1, afin de réaliser
les monoïdes SAÃn−1

et SABn comme des sous-monoïdes de SAAn = SBn+1. Dans le cas
de SAÃn−1

, il est alors possible de voir le morphisme de désingularisation δÃn−1
comme la

restriction du morphisme δAn qui est injectif par le résultat de Paris, menant au résultat
suivant.

Théorème 2.38 Les groupes d’Artin de type Ãn vérifient la conjecture de Birman.

Pour finir, la section 6 du chapitre s’intéresse aux invariants de Vassiliev pour les groupes
d’Artin. En effet, pour un groupe d’Artin AΓ fixé, l’existence d’un morphisme de désingu-
larisation et des sous-ensembles SA(d)

Γ permet de définir similairement au cas des tresses
une notion d’invariant de Vassiliev pour le groupe AΓ. La question est alors de détermi-
ner si ces invariants séparent les éléments de celui-ci. On montre alors que s’il existe un
homomorphisme d’un groupe d’Artin AΓ dans un autre groupe d’Artin AΓ′ qui vérifie les
conditions énoncées dans le critère d’extension de la section 3, alors ce morphisme induit
pour tout invariant de Vassiliev de AΓ′ un invariant de Vassiliev de AΓ (Proposition 2.47).
En se fondant sur ce résultats et sur ceux de Kent et Peifer, on démontre alors le résultat
suivant qui conclut le chapitre.

Théorème 2.48 Les invariants de Vassiliev d’un groupe d’Artin de type Bn ou Ãn séparent
les éléments de ce groupe.

Après avoir traité les monoïdes singuliers associés aux groupes d’Artin dans le chapitre
2, le chapitre 3 est consacré à l’étude des monoïdes singuliers associés aux groupes de
tresses virtuelles. Ce chapitre est une version remaniée d’un article co-écrit avec Bruno
Cisneros et paru dans Journal of Knot Theory and its Ramifications.

L’ensemble des tresses virtuelles à n brins VBn (n ∈ N) est une autre extension de
l’ensemble des tresses à n brins Bn. Elle a été originellement introduite par Kauffman et
Vershinin en termes de diagrammes de tresses dans lesquels apparaissent, en plus des croise-
ments classiques, un nouveau type de croisement appelé croisement virtuel. Les diagrammes
sont alors définis à des mouvements de Reidemeister classiques et virtuels près. L’ensemble
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des diagrammes possède toujours une structure de groupe dont une présentation a été
donné par Vershinin (Proposition 3.1). Il a été ensuite démontré par Kamada dans [30] que
le groupe de tresses classiques Bn est bien un sous-groupe du groupe de tresses virtuelles
VBn (Théorème 3.3). Tout ceci est détaillé dans la section 1.

Le groupe de tresses Bn possède donc jusqu’ici deux extensions, à savoir le monoïde de
tresses singulières SBn et le groupe de tresses virtuelles VBn. En s’appuyant sur ces deux
extensions, Caprau, De la Pena et MacGahan introduisent dans [13] le monoïde de tresses
virtuelles singulières SVBn dont ils donnent une définition en termes de diagrammes de
tresses et de mouvements de Reidemeister ainsi qu’une présentation (Proposition 3.2) qui
sont toutes deux détaillées dans la section 2.

La proposition 3.5 énonce alors le fait que le groupe Bn et le monoïde SBn sont bien tous
deux des sous-monoïdes de SVBn. Celui-ci est établi en s’appuyant sur une décomposition de
SVBn en produit semi-direct (Proposition 3.4) similaire à celle détaillé pour les monoïdes
SBn dans le chapitre 1 et les monoïdes d’Artin singuliers dans le chapitre 2. Ces deux
propositions font l’objet de la section 3.

Nous nous attelons ensuite dans la section 4 à l’extension au niveau singulier de deux
interprétations déjà connues des tresses virtuelles. La première de ces interprétations est de
nature combinatoire et consiste à faire correspondre à tout diagramme de tresses virtuelles
à n brins ce qu’on appelle un diagramme de Gauss horizontal à n brins. Un tel diagramme
consiste en une réunion de n intervalles parallèles du plan, connectés entre eux par des flèches
munies d’un signe. À un diagramme de tresses virtuelles à n brins donné on peut associer
un diagramme de Gauss horizontal à n brins, dans lequel chacun des n intervalles représente
un brin du diagramme de tresses et chaque flèche représente un croisement où les deux brins
impliqués correspondent aux intervalles connectés par la flèche et où le signe du croisement
donne le signe de la flèche. Il est à noter que dans ce processus de traduction de diagramme
de tresses virtuelles en diagramme de Gauss horizontal, les croisements virtuels sont tous
simplement ignorés. En quotientant l’ensemble des diagrammes de Gauss horizontaux par
des mouvements Ω qui sont la traduction chez les diagrammes de Gauss des mouvements de
Reidemeister, on obtient alors un ensemble dont on peut montrer qu’il est en bijection avec
VBn. Dans la première partie de la section 4, nous autorisons le fait d’avoir des flèches non
signées dans les diagrammes de Gauss horizontaux et obtenons alors une classe d’objets plus
généraux que les diagrammes de Gauss classiques, que nous nommons diagrammes de Gauss
singuliers horizontaux. Nous démontrons ensuite qu’il est possible d’étendre le processus de
traduction ci-dessus aux tresses virtuelles singulières en faisant correspondre les flèches
non signées aux croisements singuliers. Enfin nous montrons qu’en quotientant l’ensemble
des diagrammes de Gauss singuliers horizontaux par les mouvements Ω classiques ainsi
qu’un nouveau jeu de mouvements qui traduisent cette fois les mouvements de Reidemeister
singuliers, on obtient comme dans le cas classique une bijection entre l’ensemble quotient
obtenu et l’ensemble SVBn (Proposition 3.10).

La deuxième interprétation traitée est celle en termes de classes stables de tresses abs-
traites. Conformément au processus décrit dans [15], il est possible de construire à partir
d’un diagramme de tresse virtuelle un diagramme de tresse tracé sur une surface orientable
à deux composantes de bord. Le couple tresse/surface ainsi obtenu est appelé diagramme
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de tresse abstraite à n brins. Si l’on considère ensuite les classes stables de tresses abstraites
à n brins i.e. l’ensemble des diagrammes de tresse abstraites identifiées au travers des mou-
vements de Reidemeister, isotopies, difféomorphismes, stabilisations et déstabilisations 3,
on obtient au final un ensemble dont on peut montrer qu’il est lui aussi en bijection avec
VBn. Ceci permet d’obtenir une réalisation topologique des tresses virtuelles. La seconde
moitié de la section 4 consiste donc à montrer que le processus de construction d’une tresse
abstraite à partir d’une tresse virtuelle singulière reste valable, permettant ainsi de définir
une notion de diagramme de tresse singulière abstraite, puis à montrer que l’ensemble des
classes stables de tresses singulières abstraites à n brins est bien en correspondance bijective
avec l’ensemble SVBn (Proposition 3.15). On obtient ainsi une réalisation topologique des
tresses virtuelles singulières.

Motivé par cette interprétation topologique, nous définissons dans la dernière section
du chapitre le morphisme de désingularisation

δv : SVBn → Z[VBn]

pour les tresses virtuelles singulières, qui coïncide avec le morphisme de désingularisation δ
d’origine sur SBn et laisse invariants les croisements virtuels, ainsi que la notion d’invariants
de Vassiliev qui lui est naturellement associée.

Le quatrième chapitre propose une connexion entre les monoïdes singuliers d’Artin
du chapitre 2 et les monoïdes de tresses virtuelles singulières du chapitre 3. La connexion
en question se fait via la famille de groupes (KBn)n∈N défini en section 1. Pour n ∈ N

fixé, le groupe KBn est un sous-groupe du groupe VBn qui s’avère être un groupe d’Artin
(Théorème 4.1). Ce même théorème décrit également comment VBn peut être décomposé
en un produit semi-direct entre KBn et le groupe symétrique à n éléments Sn.

Puisque KBn est un sous-groupe de VBn et que ces deux groupes possèdent un monoïde
singulier associé, il est naturel de se demander s’il n’existerait pas une relation d’inclusion
similaire entre SKBn et SVBn. La section 2 du chapitre répond par l’affirmative à cette
question et montre même que la décomposition en produit semi-direct reste présente au
niveau singulier i.e. que le monoïde SVBn est produit semi-direct de SKBn et de Sn

(Proposition 4.5).
Dans la section 3, on exploite la décomposition SVBn = SKBn⋊Sn afin de démontrer

que les diverses conjectures développées jusqu’à présent dans cette thèse (conjecture de
Birman et séparabilité par les invariants de Vassiliev) pour les monoïdes SVBn et SKBn
sont liées par les résultats suivants.

Théorème 4.9 La conjecture de Birman est vraie pour VBn si, et seulement si, elle est
vraie pour KBn.

Théorème 4.11 Les invariants de Vassiliev de VBn séparent les éléments de VBn si et
seulement si les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de KBn.

3. Par stabilisation et déstabilisation, il faut comprendre respectivement ajout et suppression d’une
poignée sur la surface.
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Théorème 4.13 Les invariants de Vassiliev de VBn séparent les éléments de SVBn si et
seulement si les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de SKBn.

À cela on ajoute le théorème 4.10 qui fait un premier pas dans la direction de la démons-
tration de la conjecture de Birman pour les groupes SKBn (et donc SVBn) en montrant
que certains de leurs sous-groupes vérifient eux-même la conjecture de Birman.

La thèse se termine avec deux annexes. L’annexe A est une courte annexe servant à
rappeler les éléments de base de la combinatoire des monoïdes.

L’annexe B est au contraire nettement plus conséquente, incorpore des résultats nou-
veaux et aurait donc pu faire l’objet d’un chapitre à part entière. Cependant, dans la mesure
où elle se focalise sur des problématiques distinctes de celles traitées dans le reste de la thèse,
l’auteur a préféré en faire une annexe. Notons toutefois celle-ci est connectée au chapitre
précédents par le biais de la proposition 2.25 et du théorème 4.5. L’annexe en question
est consacrée à l’étude de la problématique du plongement de monoïde ainsi qu’à un objet
fondamental associé à cette problématique : le groupe enveloppant. Le problème du plon-
gement de monoïde consiste, un monoïde M étant donné, à déterminer s’il est possible de
plonger M dans un quelconque groupe. Le groupe enveloppant de M est alors un groupe
privilégié dans lequel M ne se plonge que s’il est possible de le plonger dans un groupe.
Ceci permet de ramener le problème de la plongeabilité de M dans un groupe à celle de sa
plongeabilité dans son groupe enveloppant.

On définit plus précisément la notion de groupe enveloppant dans la première section
de l’annexe (Définition B.1) avant démontrer que tout monoïde en admet un (Théorème
B.2). On y introduit ensuite l’appellation de plongeable qui désigne tout monoïde se plon-
geant dans son groupe enveloppant. La section se termine ensuite avec la démonstration
d’un certain jeu de propriétés concernant le groupe enveloppant qu’on appelle propriétés
fonctorielles 4 (Proposition B.4, Corollaires B.5 et B.6).

La section 2 décrit la manière dont les groupes enveloppants se comporte vis-à-vis des
limites inductives de monoïdes. Après avoir rappelé la définition des systèmes inductifs ainsi
que la notion de limite inductive qui y est associée (Définitions B.8 et B.10), on démontre
via une construction simple l’existence d’une limite inductive pour tout système inductif
de monoïdes (Proposition B.12). On y montre également que la limite inductive vérifie des
propriétés de nature similaires à celles déjà vues en section 1 pour le groupe enveloppant,
qu’on appelle également propriétés fonctorielles (Propositions B.19 et B.17). En utilisant les
propriétés fonctorielles du groupe enveloppant et des limites inductives, on démontre alors
que le groupe enveloppant d’une limite inductive de monoïdes est égale à la limite inductive
des groupes enveloppants (Théorème B.20), ce qui nous permet d’en déduire le corollaire
B.21 qui énonce que si un système inductifs n’est constitué que de monoïdes plongeables

4. L’appellation "fonctorielle" n’est pas anodine : en effet ces propriétés peuvent être résumées au fait
que le groupe enveloppant définit un foncteur de la catégorie des monoïdes dans la catégorie des groupes,
cependant l’auteur a préféré ne pas faire appel à la théorie des catégories puisque l’un des buts premiers de
l’annexe est de présenter les choses de la manière la plus accessible possible.
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alors la limite inductive de ce système est également plongeable. On termine la section par
une application de ce résultat à la la plongeabilité des groupes d’Artin infiniment engendrés,
ce qui était déjà connu pour le cas finiment engendré.

Théorème B.26 Tout monoïde d’Artin, même avec une infinité de générateurs, se plonge
dans le groupe d’Artin de même présentation.

Pour finir, la section 3 s’intéresse au comportement du groupe enveloppant vis-à-vis
du produit semi-direct de monoïdes. On y donne des conditions suffisantes pour qu’un
produit semi-direct de monoïdes plongeables soit plongeable (Théorème B.31), ce qui nous
permet d’en conclure que les différents monoïdes singuliers définis dans la thèse, à savoir les
monoïdes SBn, SVBn et SAΓ (pour tout n ∈ N∗ et tout graphe de Coxeter Γ), se plongent
bien dans leurs groupes enveloppants respectifs (Corollaire B.32).





Chapitre 1

Tresses classiques et singulières

Le but de ce chapitre est de présenter le cadre dans lequel étaient initialement consi-
dérées les problématiques étudiées dans cette thèse. On y définit le groupe de tresses, le
monoïde de tresses singulières (qui constitue une extension de ce groupe), le morphisme
de désingularisation défini sur ce monoïde ainsi que la conjecture initialement formulé par
Birman sur l’injectivité de ce morphisme avant de finir avec les invariants de Vassiliev. On
y expose également les premiers résultats connus sur la conjecture de Birman et sur les
invariants de Vassiliev pour les tresses.

1. Les tresses classiques

Depuis leur introduction par Artin en 1925 dans [2], les tresses ont été redéfinies de
nombreuses fois à l’aide de diverses approches. On se contentera ici de ne donner qu’une
seule de ces définitions, qui se rapproche de la première définition historique donnée par
Artin. Pour les autres définitions on pourra se référer aux divers articles destinés à donner
une vue d’ensemble de la théorie des tresses et qui sont parus au cours du temps, comme
par exemple [11] ou encore [40].

Définition 1.1. Soit n un entier strictement positif. Une tresse géométrique à n brins est
un n-uplet β̂ = (β̂1, ..., β̂n) d’applications C∞ de [0; 1] dans C tel que :

• β̂k(0) = k et il existe sβ̂ ∈ Sn tel que β̂k(1) = sβ̂(k), pour tout k,

• si k, l ∈ [[1;n]] et k 6= l alors pour tout t ∈ [0; 1], β̂k(t) 6= β̂l(t).
Les applications β̂1, ..., β̂n sont appelés brins de la tresse géométrique β̂. Afin de mettre en
avant leur nature tridimensionnelle, et en remarquant que les deux applications se déduisent
chacune de l’autre, pour toute tresse géométrique β̂ on définit également β̃ l’application de
[0; 1] dans C× [0; 1], définie pour tout t ∈ [0; 1] par β̃(t) =

(
β̂(t), t

)
.

Définition 1.2. Une isotopie ambiante est une application lisse I de (C × [0; 1]) × [0; 1]
telle que, pour tout s ∈ [0; 1], l’application Is : C × [0; 1] → C × [0; 1] qui envoie (z, t) sur
I(z, t, s) est un difféomorphisme, et que I0 = IdC×[0;1]. Deux tresses géométriques β̂ et β̂′

sont isotopes s’il existe une isotopie ambiante I telle que I1 ◦ β̃ = β̃′. La relation d’isotopie
ainsi définie est une relation d’équivalence sur l’ensemble des tresses géométriques à n
brins. On note Bn l’ensemble des classes d’isotopie des tresses géométriques à n brins et
on appelle simplement tresse à n brins tout élément de Bn i.e. toute classe d’isotopie de
tresses géométriques à n brins.

17
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On définit la concaténation de deux tresses géométriques à n brins β̂ = (β̂1, ..., β̂n) et
β̂′ = (β̂′1, ..., β̂

′
n) par

β̂β̂′ = (β̂1.β̂
′
sβ(1)

, ..., β̂n.β̂
′
sβ(n)

)

où . désigne l’opération usuelle de concaténation des chemins dans un espace topolo-
gique.

L’opération de concaténation est une opération compatible avec la relation d’isotopie de
tresses i.e. si β̂1 est isotope à β̂′1 et β̂2 est isotope à β̂′2 alors β̂1β̂2 est isotope à β̂′1β̂

′
2, on peut

donc définir l’opération de concaténation sur les tresses. Cette opération est naturellement
associative. De plus si β̂(e) = (β̂

(e)
1 , ..., β̂

(e)
n ) est la tresse triviale définie par

β̂
(e)
k (t) = k, pour tout t ∈ [0; 1]

alors pour toute tresse β̂, les tresses β̂.β̂(e) et β̂(e).β̂ sont toutes deux isotopes à β̂, ce qui
fait de la classe de β̂(e) dans Bn un élément neutre pour l’opération de concaténation. Pour
finir, pour toute tresse β̂, si β̂−1 désigne l’application allant de [0; 1] vers C définie pour
tout t ∈ [0; 1] par β̂−1(t) = β̂(1− t), alors β̂.β̂−1 et β̂.β̂−1 sont toutes deux isotopes à β̂(e),
ce qui fait que toute classe de Bn possède un inverse.

Tout ceci justifie le résultat suivant.

Théorème 1.3 (Artin [3]). L’ensemble Bn, muni de l’opération de concaténation forme
un groupe.

Pour faciliter leur étude, on représente généralement les tresses par des dessins en 2
dimensions construit comme suit.

On considère la projection

π : C× [0; 1] → R× [0; 1]
(z, t) 7→ (Re(z), t).

Soit β ∈ Bn et β̂ = (β̂1, ..., β̂n) une tresse géométrique à n brins représentant β alors,
quitte à modifier β̂, on peut toujours supposer que les applications π ◦ β̃1, ..., π ◦ β̃n vérifient
les propriétés suivantes :

— pour tout t ∈ [0; 1], il existe au plus 2 éléments i, j ∈ [[1;n]] tels que

(π ◦ β̃i)(t) = (π ◦ β̃j)(t),

— dans ce cas où (π ◦ β̃i)(t) = (π ◦ β̃j)(t) alors π ◦ β̃i et π ◦ β̃j sont transverses en t i.e.
les vecteurs tangents à π ◦ β̃i et π ◦ β̃j en t sont non-colinéaires.

Avec ces conditions vérifiées on peut alors représenter l’union des images des π ◦ β̃i dans
R × [0; 1] ⊂ R2 et pour chaque point double (π ◦ β̃i)(t) = (π ◦ β̃j)(t) (avec i, j ∈ [[1;n]] et
t ∈ [0; 1]) modifier un voisinage de ce point en effaçant localement autour du point double le
brin qui passait en-dessous à l’instant t avant la projection, comme illustré dans la figure 1.
Ici dire que le brin β̂i est au-dessus du brin β̂j à l’instant t signifie que Im

(
β̂i(t)

)
< Im

(
β̂j(t)

)
.

La représentation 2-dimensionnelle ainsi obtenue est alors appelée diagramme de tresse
et les points doubles modifiés sont appelés croisements.
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i

j

i

j

i

j

Si le brin i est au-dessus 

du brin j

Si le brin j est au-dessus 

du brin i

Figure 1. Construction des croisements classiques à partir des points
doubles de la projection

Soient β, β′ ∈ Bn et β̂, β̂′ des tresses géométriques représentant β et β′ respectivement et
permettant de construire des diagrammes de tresse respectifs D(β̂) et D(β̂′). Alors β = β′

(ou de manière équivalente β̂ et β̂′ sont isotopes) si et seulement si les diagrammes D(β̂) et
D(β̂′) sont reliés par une suite finie d’isotopies planaires (c’est-à-dire de difféomorphismes
du plan préservant l’orientation) et de modifications locales des diagrammes (au sens où
seule une partie des diagrammes est modifiée et le reste du diagramme est laissé intact)
appelées mouvements de Reidemeister et qui sont décrits dans la figure 2.

=

=

Figure 2. Mouvements de Reidemeister

Pour finir, on dispose d’une présentation de Bn qui a été donnée pour la première fois
par Artin dans [2] et qui est détaillée dans la proposition suivante.

Proposition 1.4 (Artin [2, 3]). Le groupe de tresses à n brins a la présentation suivante.
• Générateurs : σ1, . . . , σn−1.
• Relations :

— σiσjσi = σjσiσj si |i− j| = 1 ;
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— σiσj = σjσi si |i− j| > 1.

Dans cette présentation le générateur σi, où i ∈ [[1;n]], représente le diagramme de
tresse décrit en figure 3 où est est également représenté son inverse σ−1

i .

σi =

i

i+1

σ−1
i =

i

i+1

Figure 3. Les éléments σi et σ−1
i

Précisons que les relations d’inversibilité des σi (sous-entendues dans la présentation)
et la première famille de relations correspondent respectivement aux premier et deuxième
mouvements de Reidemeister montré dans la figure 2 tandis que la deuxième famille de
relations correspond à des isotopies planaires.

2. Les tresses singulières

Nous allons maintenant introduire la notion de tresses singulières, pour lesquels les brins
seront autorisés à s’intersecter en un nombre fini de points. Nous les interpréterons plus
tard comme des états critiques, intermédiaires entre plusieurs tresses classiques.

Définition 1.5. Soit n un entier strictement positif. Une tresse singulière géométrique à
n brins est un n-uplet β̂ = (β̂1, ..., β̂n) d’applications C∞ de [0; 1] (toujours appelées brins)
dans C qui vérifie les mêmes propriétés qu’une tresse géométrique à ceci près qu’on autorise
pour un nombre fini de t ∈ [0; 1] à ce que β̂k(t) = β̂l(t) pour une certaines paire {k, l}
avec k 6= l, auquel cas on impose que le point s = β̂k(t) = β̂l(t) soit un point double
(i.e. si j 6= k, l alors β̂j(t) 6= s) et transverse (i.e. que les vecteurs tangents aux images
des brins β̂k et β̂l au point s ne soient pas colinéaires). Le point double est alors appelé
singularité. Comme pour les tresses géométriques classiques, pour toute tresse singulière
géométrique β̂, on notera β̃ l’application de [0; 1] dans C× [0; 1], définie pour tout t ∈ [0; 1]

par β̃(t) =
(
β̂(t), t

)
.

Définition 1.6. Deux tresses singulières β̂ et β̂′ sont isotopes s’il existe une isotopie am-
biante I telle que I1◦β̃ = β̃′. La relation d’isotopie ainsi définie est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des tresses singulières géométriques à n brins. On note alors SBn l’ensemble
quotient ainsi formé et on appelle tresse singulière à n brins toute classe d’isotopie de tresses
singulières géométriques à n brins.

On désignera parfois les tresses définies en section 1 par l’appellation tresse classique
par opposition aux tresses singulières définies dans cette section.
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On définit similairement aux tresses classiques l’opération de concaténation pour les
tresses singulières géométriques. Cette opération de concaténation est encore une fois com-
patible avec la relation d’isotopie de tresses et on a alors le résultat suivant.

Théorème 1.7 (Birman [10]). L’ensemble SBn, muni de l’opération de concaténation,
forme un monoïde.

De même que dans le cas des tresses classiques, une tresse singulière β peut être re-
présentée en 2 dimension par un diagramme de tresse singulière construit à partir d’un
représentant de β bien choisi. Dans un diagramme de tresse singulière, l’image d’une sin-
gularité n’est pas retouchée et est nommée croisement singulier. Pareillement aux cas des
tresses, les croisements définis en section 1 sont parfois appelés croisements classiques par
opposition aux croisements singuliers.

Pour finir, tout comme dans le cas classique la notion d’isotopie sur les tresses géo-
métriques singulières peut se traduire par une notion de mouvements locaux sur les dia-
grammes associés. En effet, si β, β′ ∈ Bn et β̂, β̂′ des tresses géométriques représentant β
et β′ respectivement et permettant de construire des diagrammes de tresse respectifs D(β̂)

et D(β̂′) alors β = β′ (i.e. β̂ et β̂′ sont isotopes) si et seulement si les diagrammes D(β̂) et
D(β̂′) sont reliés par une suite finie d’isotopie planaires, de mouvements de Reidemeister
comme précédemment décrits (dits mouvements de Reidemeister classiques) et de nouveaux
mouvements de Reidemeister dits singuliers qui sont décrits dans la figure 4.

=

=

=

Figure 4. Mouvements de Reidemeister singuliers

Une présentation (au sens des monoïdes) a été donnée par Birman dans [10] et est
détaillée dans la proposition suivante.

Proposition 1.8 (Birman [10, Lemme 3]). Le monoïde de tresses singulières à n brins
a la présentation suivante.

• Générateurs : σ1, . . . , σn−1;σ
−1
1 , . . . , σ−1

n−1; τ1, . . . , τn−1.
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• Relations :
— σiσ

−1
i = σ−1

i σi = 1, pour tout i = 1, . . . , n− 1 ;
— σiσjσi = σjσiσj si |i− j| = 1 ;
— σiσj = σjσi si |i− j| > 1 ;
— σiτi = τiσi, pour tout i = 1, . . . , n− 1 ;
— τiσjσi = σjσiτj si |i− j| = 1 ;
— τiσj = σjτi si |i− j| > 1 ;
— τiτj = τjτi si |i− j| > 1.

Diagrammatiquement, les générateurs τi correspondent aux singularités suivantes.

τi =

i

i+1

Figure 5. Le générateur τi

Les diverses relations reflètent, encore une fois, les isotopies planaires ainsi que les
mouvements de Reidemeister, classiques et singuliers.

Remarque 1.9. Les générateurs τi représentent les singularités d’une tresse et sont appe-
lés générateurs singuliers, les générateurs σi sont appelés générateurs classiques. On peut
remarquer en analysant la présentation de SBn qu’aucune relation ne modifie le nombre
de générateurs singuliers. Cela permet de définir sans ambiguïté le nombre de singularités
d’un élément β ∈ SBn, et de noter, pour tout d ∈ N, le sous-ensemble SB(d)n de SBn consti-
tué des éléments ayant exactement d singularités. Si on considère le morphisme naturel
ι : Bn → SBn et la projection pr : SBn → Bn qui envoie les générateurs singuliers sur
l’élément neutre et les générateurs classiques sur les générateurs correspondants de Bn, on
a pr ◦ ι = IdBn . Ceci implique alors que l’application naturelle envoyant les générateurs de

Bn dans ceux de SBn induit un isomorphisme entre Bn et SB(0)n , montrant ainsi que Bn est
isomorphe à un sous-monoïde de SBn.

Mais plus qu’un simple sous-monoïde, la proposition suivante, cas particulier de [41,
proposition 2.1], elle même inspirée par [39, lemme 2.3], montre que Bn apparaît même
comme facteur semi-direct de SBn.

Proposition 1.10 (Paris [39, 41]). SoitM le monoïde de présentation suivante.
• Générateurs : Υ = {βτiβ

−1 ; 1 ≤ i ≤ n− 1 et β ∈ Bn}.
• Relations : uv = vu, si u, v ∈ Υ et uv = vu dans SBn.

Alors
SBn =M⋊ Bn

où Bn agit sur M par conjugaison.
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3. Le morphisme multiplicatif et la conjecture de Birman

Dans la suite, nous interpréterons toute tresse singulière comme un état intermédiaire
entre les tresses classiques qui lui sont infinitésimalement proches. Afin de commencer à
formaliser cela, nous introduisons maintenant de manière algébrique un morphisme de dés-
ingularisation.

En utilisant les relations définissant SBn et Bn, on constate en effet qu’on peut définir
un morphisme multiplicatif

δ : SBn → Z[Bn]
σ±1 7→ σ±1

τi 7→ σi − σ
−1
i .

Définition 1.11. Le morphisme δ défini ci-dessus est appelé morphisme de désingularisa-
tion.

Ce morphisme de désingularisation a été défini par Birman dans [10]. Dans ce même
article, Birman conjecture qu’il est injectif.

Définition 1.12. La conjecture statuant l’injectivité du morphisme de désingularisation δ
est connue sous le nom de "conjecture de Birman". Dans la suite de ce manuscrit, nous allons
considérer plusieurs généralisations des tresses classiques et des tresses singulières. Nous
garderons le terme de conjecture de Birman pour parler des questions similaires d’injectivité
des morphismes de désingularisation dans ces différents contextes.

Théorème 1.13 (Paris [39]). La conjecture de Birman est vraie pour les tresses clas-
siques.

Notons que, contrairement aux morphismes de groupes, l’injectivité d’un morphisme de
monoïdes ne se réduit pas à la trivialité de son noyau. De fait, Fenn, Rolsen et Zhu avaient
déjà montré dans [21] que ker(δ) = {1}, mais ce résultat est bien plus simple à démontrer
que celui montré dix ans après par Paris dans [39].

4. Invariants de Vassiliev pour les tresses

4.1. Invariants de type fini pour les nœuds, façon Vassiliev. La théorie des
nœuds s’attache à étudier l’espace des plongements lisses du cercle dans l’espace R3 à
isotopie ambiante près. À l’instar de l’algèbre des tresses classiques, laquelle peut être in-
terprétée comme une déformation perturbative de l’algèbre des permutations, les invariants
de type fini, appelés également invariants de Vassiliev, s’appliquent à étudier les nœuds en
introduisant un élément singulier perçu comme une perturbation de la différence de deux
nœuds localement infinitésimalement proches [5]. La première définition de ces invariants,
par Victor Vassiliev à la fin des années 80 dans son article [45], est toutefois de nature
plus homologique. En effet, l’ensemble des nœuds y est vu comme l’ensemble K des compo-
santes connexes de l’espace M\ Σ, où M est l’ensemble de toutes les applications C∞ du
cercle unité S1 dans R3, et Σ, appelé discriminant de l’espace des nœuds, le sous-ensemble
constitué des éléments qui ne sont pas des plongements. Autrement dit, l’ensemble K est
vu comme une base de H0(M\ Σ).
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L’ensemble des invariants de nœuds à coefficients dans Z correspond alors à H0(M\Σ).
Par un principe de dualité de type Alexander, chaque tel invariant ν est alors déterminé,
à constante près, par la donnée d’un cycle cν de dimension maximale dans Σ, la différence
ν(K1) − ν(K2), pour tous nœuds K1,K2 ∈ K, étant alors égale à l’intersection algébrique
de cν avec γ, un chemin reliant dans M les composantes K1 et K2. L’idée de Vassiliev est
alors de définir une notion de complexité sur ces cycles, et incidemment sur les invariants.
Pour cela, il commence par stratifier Σ en fonction du degré de singularité des fonctions, la
strate supérieure correspondant par exemple aux applications possédant un unique point
double transverse. Leurs codimensions allant croissant, cela permet de procéder à un écla-
tement 1 successif de ces strates dans Σ, afin d’obtenir un espace Σ̂ où toutes ces strates
sont désormais de codimension nulle. Un relevé de cν dans Σ̂ n’est alors plus nécessairement
un cycle, mais il peut éventuellement être clos en lui rajoutant des cellules vivant dans ces
strates éclatées. On dit que cν (ainsi que ν) est de degré au plus n ∈ N∗ si ces cellules ne
vivent que dans l’éclatement de strates de codimension au plus n. En un sens, puisque les
invariants de degré au plus n ne les perçoivent plus, cela correspond à abattre les cloisons
correspondant aux strates de codimensions plus grandes que n, et de simplifier par ce biais
l’espace des nœuds. Concrètement, les invariants de degré au plus n forment alors un espace
vectoriel de dimension fini, dont les éléments sont caractérisables et calculables par un jeu
fini de données.

Plus proche des thématiques abordées dans ce manuscrit, une approche alternative pour
définir les invariants de Vassiliev a été donnée pour les nœuds par Birman et Lin dans [12],
avant que Birman n’établisse son équivalent pour les tresses dans [10]. Devenue par la suite
l’approche la plus répandues dans les articles traitant du sujet, celle-ci se base sur l’extension
des invariants de nœuds aux au nœuds singuliers, c’est-à -dire aux nœuds possédant un
nombre fini de points doubles transverses, appelé également croisements singuliers :

.

Dans les grandes lignes, cette nouvelle approche consiste tout d’abord à interpréter un tel
croisement singulier comme la différence formelle d’un croisement classique positif et d’un
croisement classique négatif :

 −

et, en conséquence, de voir un nœud (ou une tresse) singulier (singulière) comme une combi-
naison formelle de nœuds (ou de tresses) classiques obtenue en désingularisant ainsi chaque
singularité l’une après l’autre. Tout invariant de nœuds à coefficients dans Z peut alors être
étendu aux nœuds singuliers par linéarité. En particulier, la valeur ν(K) d’un invariant sur
un nœud possédant un unique point double correspondra à la différence ν(K1) − ν(K2)
des valeurs prises par cet invariant sur les deux nœuds obtenus en désingularisant, positi-
vement et négativement, ce croisement singulier. Or, dans M, il existe un chemin reliant
K1 à K2 n’intersectant Σ qu’en un unique point correspondant à K. Au vu de ce qui a

1. C’est-à -dire que chaque strate est multiplié par un simplexe de dimension égale à la codimension de
la strate dans Σ.
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été dit plus haut, cela signifie que ν(K) n’est autre que le coefficient dans cν de la cellule
contenant K. En généralisant ce raisonnement aux cas de nœuds possédant n ∈ N∗ points
doubles, on montre que tout invariant de degré au plus n s’annule sur les nœuds possédant
au moins n + 1 points doubles. Birman et Lin ont montré que, plus généralement, cette
propriété caractérise les invariants de degré au plus n, et permet donc de les définir de
manière diagrammatique, en terme de changement de croisement, vu comme un processus
de désingularisation.

Ce processus de désingularisation des nœuds singuliers (et des tresses singulières) est
parfois comparé avec la dérivation. Dans le cadre de cette analogie, les invariants de Vassiliev
correspondent alors aux invariants possédant un comportement polynomiale vis-à -vis de
cette dérivation, dans le sens où les invariants de degré au plus n sont les invariants dont la
dérivé (n+ 1)ième s’annule. On pourra en effet noter que, à l’instar des polynômes, chaque
invariant de degré au plus n est déterminé par son évaluation sur un nombre fini d’éléments.

4.2. Invariants de type fini pour les tresses, façon Birman–Lin. Dans le cas
des tresses, nous allons maintenant détailler l’approche diagrammatique de Birman et Lin.
Rappelons que si G est un groupe alors Z[G] est la Z-algèbre qui en tant que module est
le module libre sur les éléments de G et dont la multiplication est obtenue en étendant
bilinéairement la multiplication de G. Rappelons également qu’on peut identifier Z avec
Z.eG où eG désigne le neutre de G.

Définition 1.14. Un invariant algébrique de tresses (classiques) est une application de Bn
dans un groupe abélien H ou, de manière équivalente, un morphisme de Z-module de Z[Bn]
dans H.

Définition 1.15. Soit V une famille d’invariants algébriques de tresses. On dit que V sépare
les tresses (classiques) si pour toutes tresses (classiques) distinctes β et β′, il existe V ∈ V
tel que V (β) 6= V (β′).

Le morphisme de désingularisation δ permet d’étendre tout invariant de tresses clas-
siques aux tresses singulières par le procédé suivant.

Si V : Z[Bn] → H est un invariant de tresses classiques on pose pour toute tresse
singulière β :

V (β) = V (δ(β)).

Si V : Z[Bn]→ H est un invariant de tresses classiques on définit Vδ : Z[SBn]→ H en
pose pour toute tresse singulière β ∈ SBn :

Vδ(β) = V (δ(β)).

Si V est une famille d’invariants algébriques de tresses, on dénotera avec Vδ la famille
d’extensions à Z[SBn] obtenue par ce procédé.

Définition 1.16. Soit V une famille d’invariants algébriques de tresses. On dit que son
extension Vδ sépare les tresses singulières si pour toutes tresses singulières distinctes β et
β′, il existe Vδ ∈ Vδ tel que Vδ(β) 6= Vδ(β

′).

On peut alors définir la notion d’invariants de Vassiliev.
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Définition 1.17 (Invariants de Vassiliev). Un invariant algébrique V : Z[Bn] → H

est appelé invariant de Vassiliev (ou invariant de type fini) d’ordre d si Vδ(SB
(d)
n ) 6= 0 et

Vδ(SB
(k)
n ) = 0 pour tout k > d.

Nous avons fait le choix de définir les invariants de Vassiliev ainsi afin de faire le lien
avec les tresses singulières mais il est également possible de les définir autrement. Tout
d’abord, on rappelle que si I est un idéal bilatère d’un anneau A et d ∈ N alors Id est
l’idéal bilatère engendré par les produits de d éléments de I.

Définition 1.18. Dans la suite on dénotera J l’idéal bilatère de Z[Bn] engendré par les
éléments σ1 − σ

−1
1 , ..., σn−1 − σ

−1
n−1.

Pour tout d ∈ N, le sous-Z-module engendré par δ
( ⋃
k>d

SB
(k)
n

)
coïncide avec J d. Cela

permet de donner la définition alternative suivante des invariants de Vassiliev.

Proposition 1.19. Soit d ∈ N. Soit H un groupe abélien. Un invariant algébrique V :
Z[Bn] → H est un invariant de Vassiliev d’ordre d si et seulement si V (J d) 6= 0 et
V (J d+1) = 0.

C’est Ted Stanford qui, en 1996 dans [43], montre la pertinence de l’études des inva-
riants de Vassiliev pour les tresses dans la compréhension de ces mêmes invariants pour les
entrelacs, et qui pose aussi la question de savoir si pour toute paire de tresse il existe un
invariant de Vassiliev qui les distingue. Et justement c’est en exploitant la proposition 1.19,
il a été démontré respectivement dans [36] et [47] les résultats suivants. 2

Théorème 1.20 (Papadima [36]). Pour tout β, β′ ∈ Bn avec β 6= β′, il existe d ∈ N∗ et
un invariant de Vassiliev de degré d à valeurs dans Z tel que V (β) 6= V (β′), en particulier
les invariants de Vassiliev séparent les tresses classiques.

Théorème 1.21 (Zhu [47, Théorème 1]). La conjecture de Birman est vraie si et seule-
ment si les invariants de Vassiliev séparent les tresses singulières.

Ces deux théorèmes sont basés sur deux autres résultats dont le premier est démontré
séparément dans les deux articles et le second, qui est tiré de [34], est cité dans les deux
articles et redémontré dans le premier. Ces deux résultats sont les suivants.

Proposition 1.22 (Zhu, Papadima). L’intersection des J d avec d ∈ N∗ est triviale i.e.
+∞⋂

d=1

J d = 0.

Proposition 1.23 (Lin, Papadima). Pour tout d ∈ N le quotient J d/J d+1 est un Z-
module libre.

2. Pour être précis, le premier théorème n’est pas explicitement formulé dans [36], cependant l’auteur
réunit en une seule proposition (le corollaire 1.4) les deux résultats dont le théorème est une conséquence
direct.
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On donne dans les paragraphes qui suivent une esquisse de la preuve de la proposition
1.22 (inspirée par l’approche proposée dans [43]) ainsi que celle des théorèmes 1.20 et 1.21.

Soit π l’homomorphisme (surjectif) π : Bn → Sn qui associe à toute tresse dans Bn la
permutation associée. Le noyau est appelé sous-groupe des tresses pures à n brins, qu’on
notera Pn. On choisit une section ensembliste s de π et on note pour tout β ∈ Bn :

• σβ = π(β) ;
• pβ = βs(σβ)

−1.
Alors tout β ∈ Bn, peut être réécrit sous la forme β = pβs(σβ) avec pβ ∈ Pn. On rappelle
également que si G est un groupe alors l’idéal d’augmentation de G est l’idéal de Z[G]
engendré par les éléments de la forme g − 1 avec g ∈ G.

À l’aide du paragraphe précédent, on peut établir la correspondance suivante entre la
base Bn de Z[Bn] et la base (p⊗ σ)(p,σ)∈Pn×Sn

de Z[Pn]⊗ Z[Sn] :

β = pβs(σβ)←→ pβ ⊗ σβ .

Cette correspondance permet d’établir un isomorphisme de Z-module entre Z[Bn] et
Z[Pn] ⊗ Z[Sn] qui envoie pour tout d ∈ N l’idéal J d sur Id ⊗ Z[Sn] où Id est la d-ième
puissance de I, l’idéal d’augmentation de Pn. Ainsi la démonstration de la proposition 1.22
est réduite à la démonstration de la trivialité de l’intersection des Id⊗Z[Sn] ou, de manière
équivalente, des Id pour d > 1. Ceci est équivalent (voir par exemple [42]) à dire que le
groupe Pn est résiduellement nilpotent, ce qui s’avère être un résultat bien connu 3.

On passe à une esquisse de preuve du théorème 1.20. Soient β, β′ ∈ Bn avec β 6= β′.

Alors β − β′ /∈
+∞⋂
d=1

J d = 0, autrement dit il existe d ∈ N∗ tel que β − β′ /∈ J d et alors la

projection canonique

Pd : Z[Bn] −→ Z[Bn]/J
d

est un invariant de Vassiliev de degré d− 1 tel que Pd(β − β′) 6= 0 i.e. Pd(β) 6= Pd(β
′).

De plus on peut montrer 4 que

Z[Bn]/J
d ≃ (Z[Bn]/J )⊕ (J /J 2)⊕ ...⊕ (J d−1/J d).

Par la proposition 1.23, le quotient Z[Bn]/J d est donc un Z-module libre et par conséquent
il n’est pas difficile de trouver un homomorphisme de Z-modules ϕ de Z[Bn]/J

d dans Z tel
que ϕ(Pd(β)) 6= ϕ(Pd(β

′)). L’homomorphisme V = ϕ ◦Pd est alors l’invariant de Vassiliev 5

recherché.

3. Puisque nous ne reviendrons dans la suite sur ces objets nous nous limitons a donner [35] comme
reférence pour la notion de propriété résiduelle et [20] comme preuve de la nilpotence résiduelle (sans
torsion) de Pn

4. Cela nécessite quelques résultats d’algèbre que l’on ne détaillera pas ici afin de ne pas alourdir plus
que ça la démonstration.

5. Notons que V peut très bien être de degré strictement inférieur à d− 1.
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On termine avec le cas du théorème 1.21. Une implication est évidente, car si le mor-
phisme de désingularisation δ n’était pas injectif, alors les invariants de Vassiliev ne pour-
raient pas séparer les tresses singulières.

Réciproquement, si δ est injectif alors pour β, β′ ∈ SBn avec β 6= β′, on a δ(β) 6= δ(β′)

i.e. δ(β) − δ(β′) /∈
+∞⋂
d=1

J d = 0 et à partir de là on peut réitérer la première partie du

raisonnement du cas classique.

Ainsi, le résultat de Paris sur l’injectivité du morphisme de désingularisation induit
comme conséquence directe la proposition suivante, que nous mentionnons car à notre
connaissance non signalée dans la littérature.

Proposition 1.24. Les invariants de Vassiliev séparent les tresses singulières.

4.3. Une première généralisation : Un mot à propos des tresses sur les sur-
faces. Dans le reste de la thèse, nous allons nous pencher sur l’analogue du morphisme
de désingularisation et des invariants de Vassiliev pour dans d’autres cadres, à savoir les
groupes d’Artin et les groupes de tresses virtuelles considérés respectivement avec leur mo-
noïdes singuliers associés. Cependant ces objets on déjà été étudiés dans un autre cadre
distinct mais relié à la théorie des tresses classiques : les tresses sur les surfaces. Cette
sous-section offre un survol de résultats connus dans ce cadre.

On commencera par rappeler la définition des tresses sur une surface. Soit Σ une surface
et P = {P1, ..., Pn} n points de Σ tous distincts.

La notion de tresse géométrique sur la surface Σ d’origine P est défini similairement
au cas classique, en remplaçant dans la définition 1.1 toutes les occurrences de C par Σ
et les k par Pk, où k ∈ [[1;n]]. En effectuant la même opération dans la définition 1.2, on
obtient la notion d’isotopie entre tresses géométriques sur Σ d’origine P. La concaténation
des tresses induit une structure de groupe sur les classes d’isotopie des tresses géométriques
sur Σ d’origine P. Puisque le groupe ne dépend pas du choix des points on pourra noter ce
groupe Bn(Σ).

On définit de la même manière l’ensemble des tresses singulières sur Σ à l’aide des
définitions 1.5 et 1.6. Celui-ci est encore un monoïde pour l’opération de concaténation et
est noté SBn(Σ).

Pour finir, on dispose toujours d’un morphisme de désingularisation de SBn(Σ) dans
Z[Bn(Σ)] et on peut définir la notion d’invariant de Vassiliev comme on l’avait fait précé-
demment.

On peut trouver dans [7] et [22] des présentations de Bn(Σ) pour le cas où 6 Σ est
une surface fermée orientable de genre g ≥ 1 ou fermée non-orientable de genre g ≥ 2. On
dispose également de présentations de monoïde pour SBn(Σ) pour le même type de surfaces
dans [23].

6. Le cas où les surfaces sont privées d’un nombre fini de points est également traité dans [7].
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En s’appuyant sur ces présentations Paris et González-Meneses ont pu démontré dans
[24] l’analogue des propositions 1.22 et 1.23 et par conséquent l’analogue du théorème 1.20
pour les tresses sur une surface fermée orientable de genre strictement positif.

De plus, dans [38], Paris a adapté sa démonstration de sa preuve originelle de [39] afin
de prouver que la conjecture de Birman restait vraie pour les groupes Bn(Σ) quand Σ était
là encore une surface fermée orientable de genre strictement positif.

Le cas des autres surfaces ne semble pas avoir beaucoup été traité dans la littérature.
On peut cependant mentionner [28] où le cas de la sphère est traité et en particulier le
corollaire 4.2 qui montre que, même s’il est bien possible de séparer les tresses de la sphère
à l’aide des invariants de Vassiliev, il est cependant impossible de le faire juste avec ceux à
valeurs entières. Ce résultat est relié au fait que les groupes de tresses sur la sphère ont des
éléments de torsion, tandis les autres groupes de tresses sur des surfaces fermées de genre
strictement positif n’en ont pas.





Chapitre 2

Groupes d’Artin et monoïdes singuliers d’Artin

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’extension des notions établies dans le chapitre pré-
cédent au cadre des groupes d’Artin, dont le groupe de tresses est un cas particulier. On y
donne les définitions de groupes d’Artin et y présente certaines familles de groupes d’Artin
qui joueront un rôle important dans le reste de la thèse. On y introduit ensuite les notions
de singularité, de morphisme de désingularisation, d’invariant de Vassiliev pour les groupes
d’Artin avant de conclure avec des résultats sur les problématiques qui sont liées à ces
notions.

1. Les groupes d’Artin

Les groupes de tresses sont connus comme étant des cas particulier de groupe d’Artin.
Ceux-ci sont généralement définis à partir d’une matrice de Coxeter ou d’un graphe de
Coxeter dont on donne les définitions dans le paragraphe suivant.

Soit S un ensemble. Une matrice de Coxeter sur S est une matrice M = (mst)s,t∈S dont
les coefficients sont indexés par S, et telle que mss = 1 pour tout s ∈ S et mst = mts ∈
{2, 3, 4 . . . ,+∞} pour tous s, t ∈ S avec s 6= t. Une matrice de Coxeter est généralement
représentée par un graphe de Coxeter Γ défini comme suit :

• ses sommets sont les éléments de S,
• s, t ∈ S sont joints par une arête si mst ≥ 3 et cette arête est étiquetée par mst

lorsque celui-ci est plus grand que 4.
Si m est un entier plus grand que 2 et a, b sont deux lettres d’un alphabet quelconque, alors
on note

w(m; a, b) = abab . . .︸ ︷︷ ︸
m lettres

.

Définition 2.1. Soit ΣS = {σs; s ∈ S} un ensemble en bijection avec S. Le groupe d’Artin
(resp. le monoïde d’Artin) associé à Γ est le groupe AΓ (resp. le monoïde A+

Γ ) de présentation
suivante.

• Générateurs : σs, s ∈ S.
• Relations : w(mst;σs, σt) = w(mst;σt, σs), s, t ∈ S avec s 6= t et mst < +∞.

Au graphe de Coxeter Γ est également associé un autre groupe appelé groupe de Coxeter.

Définition 2.2. Le groupe de Coxeter WΓ associé à Γ (ou au groupe d’Artin AΓ) est le
groupe de présentation suivante.

• Générateurs : S.

31
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• Relations :
— s2 = 1, s ∈ S ;
— w(mst; s, t) = w(mst; t, s), s, t ∈ S avec s 6= t et mst < +∞.

Historiquement, les groupes de Coxeter ont été étudiés avant les groupes d’Artin, ce
qui explique la convention consistant à utiliser les sommets du graphe de Coxeter comme
générateurs du groupe de Coxeter associé et non du groupe d’Artin, pour lequel on utilise
un ensemble en bijection avec l’ensemble des sommets du graphe.

Définition 2.3. En accord avec la terminologie usuelle un sous-groupe H de AΓ (resp.
WΓ) est appelé sous-groupe parabolique standard s’il existe une partie X de S tel que H
soit engendré par ΣX = {σx; x ∈ X} (resp. par X). On note alors AX (resp. WX) ce
sous-groupe.

Remarque 2.4. Un sous-graphe Γ′ d’un graphe de Coxeter est lui-même un graphe de
Coxeter et peut donc servir à définir un groupe de Coxeter WΓ′ ou d’Artin AΓ′ associé.

Si X est une partie de S alors on dénote par ΓX le sous-graphe complet de Γ engendré
par l’ensemble X.

Remarque 2.5. On a choisi dans les définitions ci-dessus de prendre S quelconque mais
habituellement l’étude des groupes et monoïdes d’Artin ainsi que des groupes de Coxeter
se fait en supposant S fini et c’est ce que nous allons dorénavant faire.

À partir de maintenant on suppose, sauf mention explicite du contraire, que tous les
graphes de Coxeter qui apparaissent par la suite n’ont qu’un nombre fini de sommets.

Sous cette condition on peut, à partir des résultats de Van der Lek dans [44], déduire
le théorème suivant :

Théorème 2.6 (Van der Lek [44]). Soit Γ un graphe de Coxeter et AΓ (respectivement
A+

Γ ) le groupe (resp. le monoïde) d’Artin associé. Soit S l’ensemble des sommets de Γ.
— Si X ⊆ S, alors AX ≃ AΓX

et A+
X ≃ A

+
ΓX

;
— si Y ⊆ S aussi, alors AX ∩AY = AX∩Y et A+

X ∩A
+
Y = A+

X∩Y .

Définition 2.7. Toujours en accord avec la terminologie usuelle, on dit que AΓ est :
— de type sphérique ou encore de type fini si son son groupe de Coxeter associé WΓ est

fini ;
— libre d’infini si pour tous s, t ∈ S, mst < +∞ ;
— de type FC si tout sous-groupe parabolique standard libre d’infini de AΓ est de type

sphérique.

La raison d’être de ces définitions tient aux faits suivants :
— tout d’abord les groupes d’Artin de type sphérique présente un certain nombre de

propriétés qui les différencient des autres groupes d’Artin, en particulier ce sont les
seuls groupes d’Artin qui sont des groupes de Garside ;
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— ensuite être libre d’infini pour un groupe d’Artin AΓ est équivalent à dire que ce
groupe d’Artin n’est pas produit amalgamé de deux de ses sous-groupes paraboliques
standards au-dessus d’un troisième, en effet si jamais mst = +∞ pour une certaine
paire s, t ∈ S alors AΓ est alors amalgame de AS−{s} et de AS−{t} au-dessus de
AS−{s,t}, et réciproquement si AΓ est un amalgame de deux de ses sous groupes
paraboliques standards AX et AY au-dessus d’un troisième AZ alors pour tous s ∈
X − Z et t ∈ Y − Z alors mst = +∞ ;

— pour finir il résulte de la remarque précédente que la classe des groupes d’Artin
de type FC correspond à la la plus petite classe des groupes d’Artin contenant les
groupes d’Artin de type sphérique et qui est stable par amalgamation au-dessus des
sous groupes paraboliques standards.

On rappelle également le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.8. Soit Γ et Γ′ deux graphes de Coxeter et AΓ, AΓ′ les deux groupes
d’Artin associés, alors AΓ×AΓ′ est également un groupe d’Artin, dont le graphe de Coxeter
correspond à la réunion disjointe des graphes Γ et Γ′.

Ceci mène à la définition suivante.

Définition 2.9. Soit Γ un graphe de Coxeter et AΓ le groupe d’Artin associé, on dit que
AΓ est irréductible si Γ est connexe i.e. ne peut être écrit comme réunion disjointe de deux
de ses sous-graphes, ce qui revient à dire que AΓ ne pas s’écrire comme produit direct non
trivial de deux de ses sous-groupes paraboliques.

On dispose de la liste complète des graphes de Coxeter donnant lieu à des groupes
d’Artin irréductibles de type sphérique. Ceux-ci sont affichés dans la figure 1 accompagnés
de leur dénomination standard qui, exception faite du graphe In, est composée d’une lettre
et d’un indice égal au nombre de sommets du graphe en question. Dans la liste n désigne
un entier naturel non-nul :

Figure 1. Graphes de Coxeter irréductibles de type sphérique

En utilisant la présentation donnée en section 1.1, on peut remarquer que le groupe de
tresses à n brins Bn est le groupe d’Artin associé au graphe de Coxeter An−1 et est donc
un groupe d’Artin de type sphérique, en effet le groupe de Coxeter associé au graphe An−1

est le groupe symétrique à n éléments Sn.
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Il existe une autre famille de groupes d’Artin bien connue en théorie des groupes d’Ar-
tin : les groupes d’Artin de type affine, dont la liste est donnée en figure 2. Chaque graphe de
Coxeter d’un groupe d’Artin de type affine est obtenu à partir de celui d’un groupe d’Artin
de type sphérique en ajoutant un sommet et une arête (à l’exception de Ĩ1), la convention
est alors d’ajouter un tilde au graphe de Coxeter d’origine pour obtenir la dénomination
du nouveau graphe. En particulier, les graphes dans la figure 2 ont un sommet de plus que
l’indice dans leur nom (par exemple le graphe Ãn possède n+ 1 sommets).

Figure 2. Graphes de Coxeter irréductibles de type affine

2. Monoïde singulier associé à un groupe d’Artin

2.1. Définition des monoïdes singuliers d’Artin et premières propriétés. Dans
[18], Corran a associé à chaque groupe d’Artin un monoïde dit "singulier", défini de manière
purement algébrique par générateurs et relations. Elle étend ainsi le concept de monoïde
de tresses singulières aux groupes d’Artin autres que Bn.

Définition 2.10. Soit AΓ un groupe d’Artin associé à un graphe de Coxeter Γ d’ensemble
de sommets S et dont les générateurs sont notés comme d’habitude σs, pour tout s ∈ S
et soit TS = {τs; s ∈ S} un ensemble en bijection avec S et ΣS . On définit le monoïde
singulier d’Artin SAΓ associé à AΓ comme étant le monoïde de présentation suivante.

• Générateurs : σs, σ−1
s , τs, pour tout s ∈ S.

• Relations :
— σsσ

−1
s = σ−1

s σs = 1, pour tout s ∈ S ;
— w(mst;σs, σt) = w(mst;σt, σs), s, t ∈ S avec s 6= t et mst < +∞ ;
— σsτs = τsσs, pour tout s ∈ S ;
— τsτt = τtτs pour tous s, t avec ms,t = 2 ;
— τsw(mst − 1;σt, σs) = w(mst − 1;σt, σs)τs∗t, s, t ∈ S avec s 6= t et mst < +∞

où s ∗ t = s si ms,t est pair et s ∗ t = t si ms,t est impair.

Remarque 2.11. Les générateurs τs sont encore une fois appelés générateurs singuliers
et les générateurs σs sont appelés générateurs classiques. Comme dans le cas des monoïdes
SBn on peut, en utilisant la présentation de SAΓ, remarquer que le nombre de générateurs
singuliers utilisé dans l’écriture d’un élément de SAΓ est indépendant de cette écriture et
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qu’on peut définir sans ambiguïté le nombre de singularités d’un élément m ∈ SAΓ. Pour
tout d ∈ N on notera SA

(d)
Γ le sous ensemble de SAΓ constitué par les éléments ayant

exactement d singularités. L’argument utilisé dans la remarque 1.9 pour montrer que Bn
s’identifie à SB(0)n s’étend naturellement au cas général : AΓ coïncide donc avec SA(0)

Γ , et
AΓ est bien un sous-monoïde de SAΓ.

On retrouve dans le cadre général la décomposition en produit semi-direct déjà établie
pour les monoïdes de tresses singulières :

Proposition 2.12 (Paris, Godelle, Proposition 2.1 [41]). Soit AΓ un groupe d’Ar-
tin associé à un graphe de Coxeter Γ d’ensemble de sommets S. Soit MΓ le monoïde de
présentation suivante.

• Générateurs : ΥΓ = {βτsβ
−1, s ∈ S et β ∈ AΓ}.

• Relations : uv = vu, si u, v ∈ ΥΓ et uv = vu ∈ SAΓ.
Alors

SAΓ =MΓ ⋊AΓ

où AΓ agit sur MΓ par conjugaison.

Proposition 2.13. Soit Γ et Γ′ deux graphes de Coxeter et AΓ, AΓ′ les deux groupes
d’Artin associés, alors

S(AΓ ×AΓ′) ≃ SAΓ × SAΓ′ .

Démonstration. On rappelle que siM est un monoïde de présentation < GM |RM >+

et N est un monoïde de présentation < GN |RN >+ alors alors une présentation de M ×N
est donnée par < GM ;GN |RM ;RN ;mn = nm, m ∈ GM , n ∈ GN >+.

Le résultat découle alors du fait que les présentations définissant S(AΓ×AΓ′) et SAΓ×
SAΓ′ coïncident. �

2.2. Monoïdes et groupes d’Artin angle droit. Nous présentons dans cette sous-
section une famille de monoïdes et de groupes d’Artin dont nous allons faire beaucoup usage
par la suite : les monoïdes et groupes d’Artin angle droit.

Définition 2.14 (Monoïde et groupe d’Artin angle droit). Soit Γ un graphe de
Coxeter dont on considère que l’ensemble des sommets peut être infini. Soient A+

Γ , AΓ

respectivement le monoïde et le groupe d’Artin associés. On dit que A+
Γ (respectivement

AΓ) est un monoïde (resp. un groupe) d’Artin angle droit si pour tous sommets s, t de Γ,
soit mst = +∞, soit mst = 2 i.e. les seules relations apparaissant dans la présentation de
A+

Γ et AΓ sont des relations de commutations.

Les monoïdesM etMΓ présenté dans les théorèmes 1.10 et 2.12 sont des exemples de
monoïde d’Artin angle droit.

Les monoïdes et les groupes d’Artin angle droit possèdent un certain nombre de pro-
priétés intéressantes. Il est notamment possible de démontrer que le théorème 2.6 reste vrai
pour les monoïdes et groupes d’Artin angle droit même quand ils possèdent une infinité
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de générateurs. Dans la suite, pour tout ensemble S et X ⊆ S, similairement au cas des
groupes (Définition 2.3), A+

X sera le sous monoïde engendré par ΣX .

Proposition 2.15. Soit A+
Γ et AΓ respectivement le monoïde d’Artin angle droit et le

groupe d’Artin angle droit associé à un graphe de Coxeter Γ. Soit S l’ensemble des sommets
de Γ, possiblement infini.

— Si X ⊆ S, alors A+
X ≃ A

+
ΓX

et AX ≃ AΓX
;

— si Y ⊆ S aussi, alors A+
X ∩A

+
Y = A+

X∩Y et A+
X ∩AY = AX∩Y .

Démonstration. On démontre le résultat dans le cas des monoïdes, le cas des groupes
suivant exactement la même preuve.

Commençons par démontrer le premier point. Soit X ⊆ S et soit ιX l’homomorphisme
canonique de A+

ΓX
dans A+

Γ . On peut vérifier que l’homomorphisme rX de A+
Γ dans A+

ΓX

défini pour tout s ∈ S par

rX(s) =

{
s si s ∈ X

1 si s /∈ X

est bien défini et est une rétraction de ιX i.e. rX ◦ ιX = IdA+
ΓX

. L’homomorphisme ιX est

donc injectif ; puisque son image est A+
X , le premier point suit.

Pour démontrer le deuxième point on procède par double inclusion. Soient X,Y ⊆ S.
Le fait que A+

X∩Y ⊆ AX ∩ A
+
Y est évident et il reste donc à démontrer l’inclusion inverse.

Soit alors g ∈ A+
X ∩ A

+
Y , comme l’écriture de g dans A+

X et A+
Y ne fait intervenir qu’un

nombre fini de générateurs, alors il existe deux ensembles finis Xf et Yf avec Xf ⊆ X,
Yf ⊆ Y tels que g ∈ A+

Xf
et g ∈ A+

Yf
. Donc g ∈ A+

Xf
∩ A+

Yf
et comme par le théorème 2.6

A+
Xf
∩A+

Yf
= A+

Xf∩Yf
, on a donc g ∈ A+

Xf∩Yf
⊆ A+

X∩Y . D’où le deuxième point.
�

Dans le reste de cette sous-section A+
Γ (resp. AΓ) désigne un monoïde (resp. un groupe)

d’Artin angle droit associé à un graphe de Coxeter Γ d’ensemble de sommets S, qui peut
être infini.

Une autre propriété des groupes et des monoïdes d’Artin angle droit est qu’ils jouissent
de l’existence de formes normales comme l’atteste la définition ainsi que la proposition
suivantes :

Définition 2.16. On note comme d’habitude ΣS = {σs; s ∈ S} l’ensemble des générateurs
de A+

Γ (resp. AΓ). Soit alors m ∈ A+
Γ (resp. AΓ).

(1) Une expression de m est un n-uplet W = (σk1s1 , ..., σ
kn
sn ) où les si sont des sommets

de Γ et les ki des entiers naturels (resp. relatifs) non-nuls tels que w = σk1s1 ...σ
kn
sn

dans A+
Γ (resp. AΓ).

(2) On définit la longueur de l’expression W comme étant l’entier n et son support
comme étant le n-uplet (s1, ..., sn).
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(3) L’expressionW est dite réduite si elle est de longueur minimale parmi les expressions
de m i.e. si(σl1

s′1
, ..., σ

lp
s′p
) est une autre expression de m alors p ≥ n.

Soit ≤ un ordre total sur les sommets de Γ.
(4) Une forme normale de m relativement à ≤ est une expression réduite (σk1s1 , ..., σ

kn
sn )

de m telle que (s1, ..., sn) soit minimal pour l’ordre lexicographique induit par ≤.

Proposition 2.17. Soit ≤ un ordre total sur les sommets de Γ. Alors :
1. tout élément de A+

Γ (resp. AΓ) possède une unique forme normale relativement à ≤ ;
2. si (σk1s1 , ..., σ

kn
sn ) est une forme normale relativement à ≤ alors toute expression

de même support est aussi une forme normale i.e. pour tous l1, ..., ln non-nuls,
(σl1s1 , ..., σ

ln
sn) est également une forme normale relativement à ≤.

La définition et la proposition ci-dessus sont adaptées de [26] où ces résultats sont
démontrés pour les produits graphés de monoïdes et de groupes le long de graphes finis,
qui sont des objets formant un cadre plus général que les monoïdes et groupes d’Artin
angle droit de type fini mais n’encapsulant pas le cas où ceux-ci possèdent une infinité de
générateurs. Nous allons donc devoir étendre la proposition 2.17 aux monoïdes et groupes
d’Artin angle droit infiniment engendré en nous appuyant sur le cas fini. Pour cela, il nous
faut détailler quelques éléments de théorie adaptés de [26] en plus.

Définition 2.18. Soit m ∈ A+
Γ (resp. AΓ) et W = (σk1s1 , ..., σ

kn
sn ) une expression de m.

(I) Supposons qu’il existe i ∈ [[1;n− 1]] tel que si = si+1 et posons :

W ′ =

{
(..., σ

ki−1
si−1 , σ

ki+1
si+1 , ...) si ki+1 = −ki,

(..., σ
ki−1
si−1 , σ

ki+ki+1
si , σ

ki+1
si+1 , ...) si ki+1 6= −ki.

On dit que w′ est obtenu à partir de W par une M -opération élémentaire de type I.
Cette opération décroît strictement la longueur d’une expression.

(II) Supposons qu’il existe i ∈ [[1;n− 1]] tel que σsi commute avec σsi+1 et posons :

W ′ = (..., σ
ki−1
si−1 , σ

ki+1
si+1 , σ

ki
si , σ

ki+2
si+2 , ...).

On dit que w′ est obtenu à partir de W par une M -opération élémentaire de type
II. Cette opération ne change pas la longueur d’une expression.

Définition 2.19. On dit d’une expression qu’elle est M -réduite s’il est impossible de ré-
duire sa longueur à l’aide de M -opérations élémentaires.

Proposition 2.20 (Green [26]). On suppose que A+
Γ (resp. AΓ) est finiment engendré.

(1) Soit m ∈ A+
Γ (resp. AΓ) et W1,W2 deux expressions M -réduites de m. Alors W1 et

W2 sont reliés par une suite de M -opérations de type II.
(2) Soit m ∈ A+

Γ (resp. AΓ) et W une expression de m. Alors W est réduite si et
seulement si elle est M -réduite.

On peut tirer plusieurs constats de la proposition 2.20. Tout d’abord la proposition 2.17
est une conséquence directe de la proposition 2.20 dans le cas où A+

Γ (resp. AΓ) est finiment
engendré. Ensuite on peut déduire le résultat suivant.
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Lemme 2.21. On suppose que A+
Γ (resp. AΓ) est finiment engendré et on se fixe ≤ un

ordre total sur S. Soit X ⊆ S, soit m ∈ A+
X et soit W la forme normale de m dans A+

Γ (resp.
AΓ) relativement à ≤ et WX la forme normale de m dans A+

X (resp. AX) relativement à
≤|X . Alors W =WX i.e. les formes normales d’un élément dans les différents sous-monoïdes
(resp. sous-groupes) paraboliques auquel il appartient coïncident.

Démonstration. Comme d’habitude on traite le cas de A+
Γ , le cas de AΓ se traitant

de manière similaire. Notons tout d’abord que comme W est une expression réduite de m et
WX est une expression de m dans A+

Γ alors la longueur de W est nécessairement inférieure
à celle de WX . De plus W peut être obtenu à partir de WX par une suite de M -opérations
élémentaires et comme les M -opérations élémentaires ne peuvent que faire diminuer le
nombre de générateurs d’une expression alors nécessairement l’ensemble des générateurs
présents dans l’écriture de W vient de l’écriture de WX et donc est un sous-ensemble de
X. En conséquence W et WX ont même longueur car dans le cas contraire W serait une
expression de m dans A+

X moins longue que sa forme normale WX dans A+
X , ce qui serait

contradictoire. En particulier W et WX sont réduites dans AX , donc M -réduites et donc
reliées par une suite de M -opérations élémentaires de type II. Comme W et WX sont des
minimums pour l’ordre lexicographique engendré par ≤ qui est total alors nécessairement
W =WX . �

On peut désormais démontrer la proposition 2.17 dans le cas général.

Démonstration de la proposition 2.17. Dans le cas où A+
Γ (resp. AΓ) est finiment

engendré, le résultat vient de [26]. Dans le cas infiniment engendré, si m ∈ A+
Γ (resp. AΓ)

alors comme m ne peut s’écrire qu’avec un nombre fini de générateurs alors il existe X ⊆ S
avec X fini tel que m ∈ A+

X (resp. AX) et il suffit de considérer la forme normale de m dans
A+
X (resp. AX) qui, par le lemme 2.21 ne dépend pas du choix de X. �

On présente maintenant une proposition sur les endomorphismes de monoïdes (resp.
groupes) d’Artin angle droit qui servira dans la section suivante à démontrer un résultat
permettant d’étendre certains morphismes entre groupes d’Artin aux monoïdes singuliers
d’Artin correspondants.

Proposition 2.22. On se place toujours sous les mêmes conditions que la définition 2.16.
Soit alors V un sous-ensemble de sommets de Γ et K = (kv)v∈V une famille d’entiers
naturels non nuls indexés par V . On désigne par Ψ+

V,K (resp. ΨV,K) l’endomorphisme de

monoïdes (resp. de groupes) de A+
Γ (resp. AΓ) défini par

Ψ+
V,K(σs) = ΨV,K(σs)

{
σkss si s ∈ V,

σs si s /∈ V.

Les morphismes Ψ+
V,K et ΨV,K sont injectifs.

Démonstration. Si ≤ est un ordre total défini sur l’ensemble des sommets de Γ alors
il est possible de définir des formes normales relativement à cet ordre, conformément à la
définition 2.16 et la proposition 2.17. Il s’ensuit du second point de la proposition 2.17
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que, de par leur définition, les morphismes Ψ+
v,k et Ψv,k préservent les formes normales

relativement à ≤ et sont donc injectifs. �

3. Critère d’extension des morphismes entre groupes d’Artin aux monoïdes
singuliers

Le but de cette section est d’établir un résultat donnant des conditions suffisantes pour
pouvoir étendre un homomorphisme entre deux groupes d’Artin en un homomorphisme
entre leurs monoïdes singuliers associés. Le résultat en question s’appuie sur une propriété
introduite par Paris et Godelle : la propriété FRZ, qui est détaillée dans la sous-section 3.2.
Le critère d’extension ainsi obtenu nous servira par la suite à montrer un certain nombres
de résultats sur les monoïdes singuliers d’Artin.

3.1. Notations et conventions. Dans le reste de cette section et du chapitre, lorsque
AΓ désignera un groupe d’Artin associé à un graphe de Coxeter Γ, l’ensemble des sommets
sera noté S. Le groupe AΓ sera donné, sauf mention explicite du contraire, par une présen-
tation canonique qu’on note :

< ΣS |R >

où ΣS = {σs; s ∈ S} est un ensemble en bijection avec S. On désignera par SAΓ le monoïde
d’Artin singulier associé à AΓ qui est donné par la présentation :

< ΣS ∪ Σ−1
S ∪ TS |R ∪R

T >+

où Σ−1
S désigne l’ensemble {σ−1

s ; s ∈ S}, TS = {τs, s ∈ S} désigne l’ensemble des singularités
et RT l’ensemble des relations les faisant intervenir.

Pour tout X ⊆ S, RX désignera le sous-ensemble des relations de R ne faisant intervenir
que les éléments de ΣX , TX le sous-ensemble de singularité de TS correspondant à X i.e.
TX = {τs; s ∈ X} et RTX le sous-ensemble des relations de RT ne faisant intervenir que les
éléments de X ∪ TX .

Pour tout X ⊆ S, on notera :
— AX ≃ AΓX

le sous-groupe parabolique standard de A engendré par X ;
— SAX le sous-monoïde de SAΓ engendré par X ∪X−1 ∪ TX ;
— SAΓX

le monoïde singulier d’Artin associé à AΓX
, autrement dit le monoïde de

présentation < X ∪X−1 ∪ TX |RX ∪R
T
X >.

À partir de la partie 5.2, lorsqu’on utilisera l’expression "groupe d’Artin de type Γ",
il faudra comprendre "groupe d’Artin donc le graphe de Coxeter associé est le graphe de
Coxeter Γ". Pour finir l’expression "sous-groupe parabolique standard" sera abrégée en
"sous-groupe parabolique".
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3.2. La propriété FRZ.

Proposition 2.23 (Paris, Godelle [41, Prop. 4.1]). Soit AΓ un groupe d’Artin de type
FC. Soient a ∈ SAΓ et s, s′ ∈ S. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) aτs = τs′a,
(2) il existe k ∈ N \ {0} tel que aτks = τks′a,
(3) aσs = σs′a,
(4) il existe k ∈ Z \ {0} tel que aσks = σks′a.

Définition 2.24. On dit d’un groupe d’Artin AΓ qu’il a la propriété FRZ si pour tous
a ∈ SAΓ et tous s, s′ ∈ S les quatre propriétés énoncées dans la proposition 2.23 sont équi-
valentes. Le sigle FRZ est l’acronyme de Fenn, Rolfsen et Zhu, qui dans [21] ont justement
demontré ce résultat dans le cas de Bn et SBn.

La proposition 2.23 peut donc être reformulé en disant que les groupes d’Artin de type
FC ont la propriété FRZ.

On dispose de plus d’un résultat sur la compatibilité de la propriété FRZ et du produit
cartésien que l’on détaille dans la proposition suivante.

Proposition 2.25. Soient AΓ et AΓ′ deux groupes d’Artin. On suppose que AΓ et AΓ′ ont
tous deux la propriété FRZ. Alors AΓ ×AΓ′ a également la propriété FRZ.

Démonstration. Notons S′ l’ensemble des sommets de Γ′, ΣS′ = {σs′ , s
′ ∈ S′} l’en-

semble des générateurs de AΓ′ et TS′ = {τs′ , s
′ ∈ S′} les singularités correspondantes. Soit

m = mΓmΓ′ ∈ SAΓ× SAΓ′ = S(AΓ×AΓ′) où mΓ ∈ SAΓ, mΓ′ ∈ SAΓ′ , et i, j ∈ S ∪ S′ tels
que

mτi = τjm.

On suppose ici que τj ∈ SAΓ′ , on a alors la série d’équivalences suivantes :

mτi = τjm
⇔ mΓmΓ′τi = τjmΓmΓ′

⇔ mΓmΓ′τi = mΓτjmΓ′

⇔ mΓ′τi = τjmΓ′ .

La dernière équivalence vient du fait que S(AΓ ×AΓ′) est simplifiable par la remarque
B.35 (ou encore par la proposition B.36) de l’annexe B. Les résultats de l’annexe B per-
mettent également de montrer que τi ∈ SAΓ′ . En effet par le corollaire B.32, SAΓ′ se plonge
dans son groupe enveloppant GSAΓ′ , on a donc dans GSAΓ′ :

τi = m−1
Γ′ τjmΓ′ ∈ GSAΓ′ .

Comme SAΓ′ possède FRZ on a donc la série d’équivalences suivante :

⇔ mΓ′σi = σjmΓ′

⇔ mΓmΓ′σi = mΓσjmΓ′

⇔ mΓmΓ′σi = σjmΓmΓ′

⇔ mσi = σjm.
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Le cas τj ∈ SAΓ se démontre pareillement mais en faisant passer mΓ′ à gauche et en
simplifiant par celui-ci.

La démonstration des autres équivalences peuvent se faire en utilisant un raisonnement
similaire. �

La démonstration du théorème 2.28 qui est le théorème central de cette section nécessite
tout d’abord d’établir un certain nombre de lemmes en lien avec la propriété FRZ, lemmes
qui constituent le reste de cette sous-section.

Lemme 2.26. Pour tous α, α′ ∈ AΓ et pour tous s, s′ ∈ S :
1) si ατsα−1 = α′τs′α

′−1, alors ασsα−1 = α′σs′α
′−1,

2) si (ατsα−1)(α′τs′α
′−1) = (α′τs′α

′−1)(ατsα
−1),

alors (ασsα
−1)(α′σs′α

′−1) = (α′σs′α
′−1)(ασsα

−1).

Si on suppose que AΓ possède la propriété FRZ alors les implications ci-dessus sont des
équivalences et on dispose en plus de l’équivalence suivante :

a) il existe l ∈ N∗ tel que ασlsα
−1 = α′σls′α

′−1,
b) ασsα−1 = α′σs′α

′−1.

Démonstration. On vérifie en utilisant les présentations de AΓ et SAΓ que le mor-
phisme de monoïdes r : SAΓ → AΓ défini par r(σs) = σs et r(τs) = σs pour tout sommet s
de Γ est bien défini. Les implications 1 et 2 peuvent alors tout simplement être reformulées
en :

1) si ατsα−1 = α′τs′α
′−1, alors r(ατsα−1) = r(α′τs′α

′−1),
2) si (ατsα−1)(α′τs′α

′−1) = (α′τs′α
′−1)(ατsα

−1),

alors r
(
(ατsα

−1)(α′τs′α
′−1)

)
= r
(
(α′τs′α

′−1)(ατsα
−1)
)
.

Dans le cas où AΓ a la propriété FRZ, on a les séries d’équivalences suivantes :
(1)

ασsα
−1 = α′σs′α

′−1

⇔ σs(α
−1α′) = (α−1α′)σs′

⇔ τs(α
−1α′) = (α−1α′)τs′

⇔ ατsα
−1 = α′τs′α

′−1

(2)

(ασsα
−1)(α′σs′α

′−1) = (α′σs′α
′−1)(ασsα

−1)
⇔ σs(α

−1α′σs′α
′−1α) = (α−1α′σjα

′−1α)σs
⇔ τs(α

−1α′σs′α
′−1α) = (α−1α′σs′α

′−1α)τs
⇔ (ατsα

−1)(α′σs′α
′−1) = (α′σs′α

′−1)(ατsα
−1)

⇔ (α′−1ατsα
−1α′)σs′ = σs′(α

′−1ατsα
−1α′)

⇔ (α′−1ατsα
−1α′)τs′ = τs′(α

′−1ατsα
−1α′)

⇔ (ατsα
−1)(α′τs′α

′−1) = (α′τs′α
′−1)(ατsα

−1).
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(3)
ασlsα

−1 = α′σls′α
′−1

⇔ σls(α
−1α′) = (α−1α′)σls′

⇔ σs(α
−1α′) = (α−1α′)σs′

⇔ ασsα
−1 = α′σs′α

′−1,

�

Lemme 2.27. Soit MΓ le monoïde d’Artin angle droit associé à SAΓ tel que défini dans
la proposition 2.12. On note M̂Γ le monoïde de présentation suivante.

• Générateurs : Υ̂Γ = {βσsβ
−1, s ∈ S et β ∈ AΓ},

• Relations : Pour tous u, v ∈ Υ̂Γ, uv = vu si uv = vu dans AΓ.
Alors le morphisme de monoïdes Φ deMΓ dans M̂Γ définie par :

ΠΓ(ατsα
−1) = ασsα

−1

est bien défini. De plus si AΓ possède la propriété FRZ, alors c’est un isomorphisme.

Démonstration. L’implication 1 du lemme précédent revient à dire que ΠΓ est bien
défini sur l’ensemble ΥΓ et donc sur le monoïde libre engendré par cet ensemble. L’implica-
tion 2, quant à elle, revient à dire que Φ préserve les relations définissant MΓ et est donc
bien défini.

Enfin si AΓ possède la propriété FRZ, les implications du lemme 2.26 étant des équiva-
lences on peut définir similairement une application réciproque de M̂Γ dans MΓ. �

3.3. Le critère d’extension. Les monoïdes singuliers d’Artin pouvant être vu comme
des extensions des groupes d’Artin, on peut naturellement se demander si, à un homo-
morphisme entre groupes d’Artin donné, il est possible d’étendre cet homomorphisme aux
monoïdes singuliers qui leur sont associés. Il n’existe pour l’instant aucune manière de tran-
cher la question dans le cadre général mais le théorème 2.28 qui suit constitue une première
tentative de répondre à cette question. Il est important de souligner dès à présent que les
démonstrations de nombreux résultats qui suivront dans cette section s’appuieront de ma-
nière conséquente sur le théorème 2.28. Celui-ci constitue donc un résultat majeur de cette
thèse.

Théorème 2.28. Soient Γ et Γ′ deux graphes de Coxeter dont on note l’ensemble des
sommets respectivement S et S′. Soient AΓ et AΓ′ les groupe d’Artin associés dont on note
l’ensemble générateurs respectivement ΣS = {σs; s ∈ S} et ΣS′ = {σs′ ; s

′ ∈ S′}. On suppose
de plus que AΓ′ possède la propriété FRZ.

Soit ϕ un morphisme de groupes de AΓ dans AΓ′ . On suppose que pour tout s ∈ S, il
existe gs ∈ AΓ′ , ks ∈ N∗ et i(s) ∈ S′ tel que ϕ(σs) = gsσ

ks
i(s)g

−1
s .

Alors pour toute famille d’entiers non-nuls L = (ls)s∈S le morphisme ϕ peut être étendu
en un morphisme de monoïdes Φ[(ls)s∈S ] entre SAΓ et SAΓ′ en posant pour tout s ∈ S :

Φ[(ls)s∈S ](τs) = gsτ
ls
i(s)g

−1
s .

De plus Φ[(ls)s∈S ] est injectif si et seulement si ϕ est injectif et AΓ a aussi la propriété FRZ.
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Démonstration. On commence par traiter le cas où pour tout s ∈ S, ls = 1 et on
notera pour des raisons de simplicité Φ au lieu de Φ[(1)s∈S ].

Remarquons que ϕ induit naturellement un morphisme de monoïdes ΠΓ,Γ′ entre M̂Γ

et M̂Γ′ défini par ΠΓ,Γ′(gσsg
−1) = ϕ(gσsg

−1), et si ΠΓ et ΠΓ′ sont les morphismes tels
que définis dans le lemme 2.27, alors en utilisant les décompositions en produit semi-direct
SAΓ =MΓ ⋊AΓ et SAΓ′ =MΓ′ ⋊AΓ′ on peut poser

Φ = (φ, ϕ)

où
φ = ΠΓ ◦ΠΓ,Γ′ ◦Π−1

Γ′

avec ΠΓ′ inversible car AΓ′ a la propriété FRZ.
Si ϕ est injectif alors il est aisé de vérifier que ΠΓ,Γ′ est également injectif, et si A possède

la propriété FRZ alors ΠΓ est un isomorphisme d’où φ = ΠΓ◦ΠΓ,Γ′ ◦Π−1
Γ′ est injectif comme

composée de morphisme injectifs.
Réciproquement si Φ est injectif alors ϕ est injectif car c’est la restriction de Φ à AΓ.

Il reste donc à montrer que AΓ possède FRZ. Soient donc m ∈ SAΓ et s, t ∈ S. Comme Φ
est injectif et AΓ′ a la propriété FRZ, on a la série d’équivalence suivante :

τsm = mτt
⇔ Φ(τsm) = Φ(mτt)
⇔ Φ(τs)Φ(m) = Φ(m)Φ(τt)
⇔ gsτi(s)g

−1
s Φ(m) = Φ(m)gtτi(t)g

−1
t

⇔ τi(s)g
−1
s Φ(m)gt = g−1

s Φ(m)gtτi(t)
⇔ σi(s)g

−1
s Φ(m)gt = g−1

s Φ(m)gtσi(t)
⇔ σksi(s)g

−1
s Φ(m)gt = g−1

s Φ(m)gtσ
kt
i(t)

⇔ gsσ
ks
i(s)g

−1
s Φ(m) = Φ(m)gtσ

kt
i(t)g

−1
t

⇔ Φ(σs)Φ(m) = Φ(m)Φ(σt)
⇔ Φ(σsm) = Φ(mσt)
⇔ σsm = mσt.

On montre par le même procédé que les autres équivalences définissant la propriété FRZ
sont valables dans AΓ et que donc AΓ possède la propriété FRZ. D’où l’équivalence.

Pour finir, dans le cas général il suffit de remarquer que

Φ[(ls)s∈S ] = (φ ◦ΨΥΓ,L, ϕ)

où l’application ΨΥΓ,L est l’endomorphisme de la proposition 2.22 dans le cas où ΥΓ est
l’ensemble des générateurs de MΓ défini à la proposition 2.12, et que le morphisme ΨΥΓ,L

est injectif par la proposition 2.22. �

4. Sur les sous-monoïdes paraboliques standards de SAΓ

Remarque 2.29. Dans la démonstration de la proposition 2.28, on suppose que le groupe
d’Artin d’arrivé du morphisme possède la propriété FRZ. Ceci est nécessaire à la bonne
définition du morphisme dans le cas général mais dans le cas où le groupe de départ est
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un sous-groupe parabolique AX du groupe d’arrivée AΓ et le morphisme considéré est le
morphisme d’inclusion ι de AX dans AΓ, l’extension I[(1)s∈X ] est toujours bien défini du
fait que les relations définissant le monoïde de départ sont incluses dans celles définissant
le monoïde d’arrivée. On a alors juste besoin que AX ait la propriété FRZ pour avoir
SAΓX

⊆ SAΓ. Ceci a pour conséquence le théorème suivant ainsi que ceux d’après, qui en
découlent :

Théorème 2.30. Soit AΓ un groupe d’Artin et X ⊆ S. Si AΓX
a la propriété FRZ alors

SAΓX
≃ SAX .

Ceci permet de généraliser partiellement le théorème 2.6 aux monoïdes singuliers d’Ar-
tin :

Théorème 2.31. Soit AΓ un groupe d’Artin de type FC.
— Si X ⊆ S, alors SAX ≃ SAΓX

et
— si Y ⊆ S aussi, alors SAX ∩ SAY = SAX∩Y .

Démonstration. Le premier résultat est un corollaire immédiat du théorème précé-
dent puisque tout sous-groupe d’un groupe de type FC est de type FC et que les groupes
de type FC possèdent la propriété FRZ. Il reste à montrer le second. D’abord il est clair
que SAX∩Y ⊆ SAX ∩ SAY par définition des monoïdes et le premier point. Soit alors
h ∈ SAX ∩ SAY , comme SAX ≃ SAΓX

=MΓX
⋊ AΓX

et SAY ≃ SAΓY
=MΓY

⋊ AΓY
,

on peut décomposer h sous les formes h = mXaX où mX ∈MΓX
, aX ∈ AΓX

et h = mY aY
où mΓY

∈MΓY
, aY ∈ AY et si h = mΓaΓ est la décomposition de h dans SAΓ =MΓ⋊AΓ

alors par unicité de ces décompositions il vient :
{
mΓX

= mΓY
= mΓ;

aΓX
= aΓY

= aΓ.

Donc mΓ ∈MX ∩MY et aΓ ∈ AX ∩AY , or par le théorème 2.6, AX ∩AY = AX∩Y et par
la proposition 2.15, MX ∩MY =MX∩Y d’où

h = mΓaΓ ∈MX∩Y ⋊AX∩Y = SAΓX∩Y
≃ SAX∩Y

et donc SAX ∩ SAY ⊆ SAX∩Y . �

Le théorème 2.31 avait déjà été démontré dans [1] mais on peut dorénavant ajouter à
ce résultat un autre.

Théorème 2.32. Soit AΓ un groupe d’Artin de type affine. Si X ⊆ S alors

SAX ≃ SAΓX
.

Démonstration. Il y a deux cas possibles : soit X = S auquel cas l’assertion SAΓX
≃

SAΓ est triviale, soit X ( S auquel cas AΓX
est un groupe d’Artin de type sphérique et

rentre donc dans le cadre d’application du théorème 2.30. �
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5. Sur la conjecture de Birman pour les groupes d’Artin

5.1. Sur le noyau des morphismes de désingularisation. On peut, comme dans
le cas des monoïdes de tresses singulières, définir un morphisme de désingularisation de
SAΓ dans Z[AΓ], qu’on note δΓ et qui est défini par

δΓ(σ
±1
s ) = σ±1

s et δΓ(τs) = σs − σ
−1
s .

On rappelle que pour un morphisme de monoïdes, contrairement aux morphismes de
groupes, avoir un noyau réduit au neutre est une condition nécessaire mais non suffisante
pour être injectif. Par conséquent, la proposition qui suit ne fournit qu’une réponse partielle
à la question de l’injectivité de δΓ. Elle s’inspire fortement du cas de Bn traité dans [21].

Proposition 2.33. Soit k ∈ Z et soit e le neutre de SAΓ et AΓ, alors :

δ−1
Γ (k.e) =

{
e si k = 1,

∅ sinon.

Afin de prouver ce résultat, on définit d’abord une notion de degré sur les éléments de
SAΓ.

Définition 2.34. Soit deg le morphisme de monoïdes de SAΓ dans (Z,+) qui envoie chaque
σ±1
s sur ±1 et τs sur 0. L’image d’un élément de SAΓ par deg est appelé degré de cet élément.

Rappelons que le nombre de générateurs singuliers utilisés pour écrire un élément de
SAΓ ne dépend pas de l’écriture choisie et que l’on peut définir sans ambiguïté le sous-
ensemble SA(d)

Γ de SAΓ constitué des éléments ayant d singularités.

Lemme 2.35. Soit d ∈ N et m ∈ SA(d)
Γ . On note s = deg(m), alors :

1) δ(m) =
2d∑
i=1

aiαi où ai ∈ Z et αi ∈ AΓ,

2) il existe des uniques k, l tels que deg(αk) = s− d and deg(αl) = s+ d,
3) pour tout i 6= k, l, on a s− d < deg(αi) < s+ d.

Démonstration. Dans la suite on suppose que Γ a n sommets et donc que SAΓ a n
générateurs classiques σ1, . . . , σn et n générateurs singuliers τ1, ..., τn.

On démontre la proposition par récurrence sur d. Si m ∈ SA(0)
Γ = AΓ alors δΓ(m) = m

et le résultat est trivial.
On suppose le résultat vrai pour tout élément m ∈ SA

(d)
Γ . Soit alors m ∈ SA

(d+1)
Γ .

Soit m = x1...xp pour quelque p ∈ N où les xi sont des générateurs de SAΓ et soit j tel
que xj = τi pour un certain i ∈ {1, . . . , n} et xk /∈ {τ1, ..., τn} for k > j. Alors m′ =
x1...xj−1 possède exactement d singularités et par hypothèse de récurrence δΓ(m′) peut
s’écrire a′1α

′
1+ ...+ a′

2d
α′
2d

où les éléments α′
min, α

′
max de degré minimum et maximum ont

respectivement comme degré s′ − d and s′ + d avec s′ = deg(m) − deg(xj ...xp) et tous les
autres éléments de la somme on un degré strictement compris entre s′ − d et s′ + d. Il s’en
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suit que

δΓ(m
′xj) = δΓ(m

′τi) =
2d∑

i=1

a′iα
′
iσi −

2d∑

i=1

a′iα
′
iσ

−1
i ,

et que δΓ(m
′xj) est une somme de 2d+1 termes, dont chacun d’entre eux est de degré

strictement compris entre s′ − d − 1 et s′ + d + 1 exception faite de α′
minσ

−1
i , α′

maxσi qui
ont respectivement comme degré s′ − d − 1 et s′ + d + 1. Finalement, il en résulte que
δΓ(m) = δΓ(m

′xj)xj+1...xp est une somme de 2d+1 éléments dont chacun d’entre eux est
de degré strictement compris entre

s′ − (d+ 1) + deg(xj+1...xp) = s− (d+ 1)

et
s′ + (d+ 1) + deg(xj+1...xp) = s+ (d+ 1)

exception faite de α′
minσ

−1
i xj+1...xm, α

′
maxσixj+1...xp qui ont respectivement comme degré

s− (d+ 1) et s+ (d+ 1). �

Démonstration de la proposition 2.33. Soit k ∈ Z et soit m ∈ SAΓ tel que
δΓ(m) = k.e. Si s et d sont respectivement le nombre de singularités et le degré de m,
alors par le lemme 2.35 on a nécessairement s+ d = s− d = 0, ce qui implique que d = 0,
c’est-à -dire que m n’a pas de singularité et par conséquent que m = δΓ(m) = k.e. Puisque
AΓ ∩ Z = {1.e}, si k 6= 1 il en résulte une contradiction et si k = 1 alors β = e. D’où le
résultat. �

5.2. Conjecture de Birman et cas déjà prouvés. Rappelons que les groupes d’Ar-
tin de type A correspondent aux groupes de tresses classiques. L’exactitude de la conjecture
de Birman est donc vérifiée pour ces groupes-ci, comme il en a déjà été fait mention au
chapitre 1. On dispose en plus de ce résultat de plusieurs résultats sur cette problématique
pour d’autres groupes d’Artin comme l’attestent les résultats suivants.

Théorème 2.36 (Paris, Godelle [41]). Les groupes d’Artin angle droit vérifient la
conjecture de Birman.

Théorème 2.37 (East [19]). Les groupes d’Artin de type In vérifient la conjecture de
Birman.

Aux trois résultats déjà connus, nous allons ajouter un quatrième sur les groupes d’Artin
de type Ã.

On rappelle que, à un entier n ≥ 2 fixé, le groupe d’Artin de type Ãn est le groupe
d’Artin de présentation suivante, où les indices sont considérés modulo n+ 1.

• Générateurs : α̃0, ..., α̃n,
• Relations :

— α̃iα̃jα̃i = α̃jα̃iα̃j , pour tous i, j ∈ [[0;n]] avec |i− j| = 1 ;
— α̃iα̃j = α̃jα̃i, pour tous i, j ∈ [[0;n]] avec |i− j| ≥ 2.

Théorème 2.38. Les groupes d’Artin de type Ã vérifient la conjecture de Birman.
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La démonstration de ce dernier résultat nécessite préalablement deux résultats connus
sur les groupes d’Artin de type B. On rappelle que le groupe d’Artin ABn est donné par la
présentation suivante.

• Générateurs : β1, ..., βn,
• Relations :

— βiβjβi = βjβiβj , pour tous i, j ∈ [[1;n− 1]] avec |i− j| = 1 ;
— βiβj = βjβi, pour tous i, j ∈ [[1;n− 1]] avec |i− j| ≥ 2 ;
— βn−1βnβn−1βn = βnβn−1βnβn−1.

Théorème 2.39 (Kent, Peifer [32]). On se place dans le groupe d’Artin ABn .
On pose :
• τ = βn...β1,
• α̂i = βi pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
• α̂0 = τβ1τ

−1.
Alors :

• pour tout i ∈ [[0;n− 1]], τα̂iτ−1 = α̂i−1 où les indices sont définis modulo n,
• ABn =< α̂0, ..., α̂n−1 > ⋊ < τ >,
• < α̂0, ..., α̂n−1 >≃ AÃn−1

et l’isomorphisme est realisé par l’homomorphisme qui envoie α̂i sur α̃i.

Théorème 2.40 (Kent, Peifer [32]). Notons respectivement α1, ..., αn et β1, ..., βn les
générateurs de AAn et ABn conformément aux diagrammes présentés en figure 1.

Il existe un morphisme de groupes φ : ABn → AAn défini par :

Φ(βi) =

{
αi, si 1 ≤ i ≤ n− 1,

α2
n si i = n.

De plus ce morphisme est injectif.

Le premier des deux théorèmes montre que le groupe d’Artin de type Ãn−1 peut être
vu comme un sous-groupe (non parabolique) du groupe d’Artin de type Bn et le deuxième
que le groupe d’Artin de type Bn peut être vu comme un sous-groupe (non parabolique) du
groupe d’Artin de type An. Il en résulte qu’on peut réaliser le groupe d’Artin de type Ãn−1

comme un sous-groupe (non parabolique) du groupe d’Artin de type An. Dans la suite nous
allons étendre ce résultat dans le cadre singulier mais nous allons avoir besoin de quelques
résultats préalables.

On rappelle que la présentation du monoïde singulier SABn est obtenue à partir de celle
de ABn en ajoutant les générateurs singuliers b1, ..., bn ainsi que les relations suivantes :

— biβi+1βi = βi+1βibi+1 pour i ∈ [[1;n− 1]] ;
— bi+1βiβi+1 = βiβi+1bi pour i ∈ [[1;n− 1]] ;
— bn−1βnβn−1βn = βnβn−1βnbn−1 ;
— bnβn−1βnβn−1 = βn−1βnβn−1bn ;
— βiβj = βjβi si |i− j| > 1 ;
— biβj = βjbi si |i− j| > 1 ;
— biβi = βibi si |i− j| > 1 ;
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— bibj = bjbi si |i− j| > 1.

Lemme 2.41. Soit M le sous-monoïde de SABn engendré par β1, ..., βn, b1, ..., bn−1 et soit
N le monoïde dont la présentation est obtenue à partir de celle de SABn en ôtant le
générateur bn et les relations le faisant intervenir. Alors les deux monoïdes M et N sont
isomorphes.

Démonstration. On considère le morphisme naturel de N dans SABn . Celui-ci a
par définition pour image le sous-monoïde M , donc est surjectif dans M , et possède une
rétraction r : SABn → N donnée par

r(βi) = βi pour i = 1, ..., n;
r(bi) = bi pour i = 1, ..., n− 1;
r(bn) = 1

et donc est également injectif. D’où le résultat. �

On rappelle que la présentation du monoïde singulier SAÃn−1
est obtenue à partir

de celle de AÃn−1
en ajoutant les générateurs singuliers ã0, ..., ãn−1 ainsi que les relations

suivantes, où les indices sont toujours considérés modulo n :
— ãiα̃jα̃i = α̃jα̃iãj , pour tous i, j ∈ [[0;n− 1]] avec |i− j| = 1 ;
— ãiα̃j = α̃j ãi, pour tous i, j ∈ [[0;n− 1]] avec |i− j| ≥ 2 ;
— ãiãj = ãj ãi, pour tous i ∈ [[0;n− 1]].

On énonce maintenant une extension singulière du théorème 2.39.

Lemme 2.42. Soit M le sous-monoïde de SABn engendré par β1, ..., βn, b1, ..., bn−1. On
pose :

• âi = bi pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
• â0 = τb1τ

−1.
Alors :

• pour tout i ∈ [[0;n− 1]], τ âiτ−1 = âi−1 où les indices sont définis modulo n,
• M =< α̂0, ..., α̂n−1, â0, ..., ân−1 >

+ ⋊ < τ >,
• < α̂1, ..., α̂n−1, â0, ..., ân−1 >

+≃ SAÃn−1
où l’isomorphisme est donné par le mor-

phisme qui envoie α̂i sur α̃i et âi sur ãi.

Démonstration. Soit N le monoïde défini dans le lemme 2.41. Le premier point
découle du fait que ABn a la propriété FRZ. Les deux autres points découlent du fait que
le morphisme ϕ1 : N → SAÃn−1

⋊ < τ > défini par

ϕ1(βi) = α̃i pour i = 1, ..., n− 1,
ϕ1(bi) = ãi pour i = 1, ..., n− 1,
ϕ1(βn) = τβ−1

1 ...β−1
n−1.

et le morphisme ϕ2 : SAÃn−1
⋊ < τ >→ N défini par
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ϕ2(α̃i) = βi pour i = 1, ..., n− 1,
ϕ2(ãi) = bi pour i = 1, ..., n− 1,
ϕ2(τ) = βn...β1,
ϕ2(α̃0) = τβ1τ

−1,
ϕ2(ã0) = τb1τ

−1.

sont bien définis et réciproques l’un de l’autre. �

On peut donc réaliser SAÃn−1
comme sous-monoïde de SABn et en le combinant avec

le résultat qui suit, qui est une conséquence de la proposition 2.28, on peut démontrer le
théorème 2.38.

Proposition 2.43. Le morphisme de groupes φ : ABn → AAn défini dans le théorème 2.40
peut être étendu en un morphisme injectifs de monoïdes Φ : SABn → SAAn en posant

Φ(bi) =

{
ai, si 1 ≤ i ≤ n− 1

a2n si i = n.

En identifiant le monoïde SAÃn−1
avec le sous-monoïde de SABn qui est engendré

par α̃0, ..., α̃n−1, ã0, ..., ãn−1, on peut voir la restriction de Φ à ce sous-monoïde comme un
morphisme injectif de monoïdes entre SAÃn−1

et SAAn .

Démonstration du théorème 2.38. Le théorème est une conséquence directe du
fait que δÃn−1

= δAn ◦ Φ|SA
Ãn−1

donc est injectif comme composé de morphismes injectifs.

�

De plus, on vérifie que :

Φ(α̃i) = αi pour tout i ∈ [[1;n− 1]],
Φ(α̃0) = Φ(τ)α1Φ(τ)

−1,
Φ(ãi) = ai pour tout i ∈ [[1;n− 1]],
Φ(ã0) = Φ(τ)a1Φ(τ)

−1,

ce qui permet en prime d’appliquer le théorème 2.28 afin d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 2.44. Pour tout n ≥ 2 le groupe d’Artin de type Ãn a la propriété FRZ.

Pour finir, on dispose du résultat suivant sur la comportement de la conjecture de
Birman vis-à -vis du produit direct de groupes d’Artin dont la démonstration est basée sur
une idée de Paris.

Proposition 2.45. Soient Γ, Γ′ deux graphes de Coxeter d’ensemble de sommets respectifs
S et S′. Soient AΓ, AΓ′ les groupes d’Artin respectivement associés à Γ, Γ′ et ΣS = {σs; s ∈
S}, ΣS′ = {σs′ ; s

′ ∈ S′} leurs ensembles de générateurs respectifs.
On suppose que AΓ et AΓ′ vérifient tous deux la conjecture de Birman. Alors AΓ×AΓ′

vérifie également la conjecture de Birman.
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Lemme 2.46. Soient U, V deux espaces vectoriels sur un corps K et u, u′ deux vecteurs
non nuls de U et v, v′ deux vecteurs non nuls de V tels que u⊗ v = u′ ⊗ v′, alors il existe
µ ∈ K, µ 6= 0 tel que u = µu′ et v = µ−1v′.

Démonstration. Soient BU et BV des bases respectives de U et V alors BU ⊗BV est
une base de U ⊗ V . Soient

u =
∑

x∈BU

λxx, u
′ =

∑

x∈BU

λ′xx, v =
∑

y∈BV

µyy, v
′ =

∑

y∈BV

µ′yy

les décompositions de u, u′, v, v′ dans les bases BU et BV . On a :

u⊗ v = v ⊗ u ⇐⇒
∑
x,y
λxµyx⊗ y =

∑
x,y
λ′xµ

′
yx⊗ y

⇐⇒ λxµy = λ′xµ
′
y, ∀(x, y) ∈ BU × BV .

Comme u, v 6= 0 alors il existe x0, y0 tel que λx0µy0 6= 0 et donc λ′x0µ
′
y0 6= 0 et

λx0 =
µ′y0
µy0︸︷︷︸
µ

λ′x0 .

De plus pour tout x, λxµy0 = λ′xµ
′
y0 donc λx = µλ′x d’où u = µu′.

De plus u⊗ v = µu′ ⊗ v = u′ ⊗ µv′ d’où :

u⊗ v − u′ ⊗ v′ = u′ ⊗ µv − u′ ⊗ v′ = u′ ⊗ (µv − v′) = 0

or α ⊗ β = 0 ⇐⇒ α = 0 ou β = 0 et comme u′ 6= 0 alors nécessairement µv − v′ = 0 i.e.
v′ = µ−1v′. �

Démonstration de la proposition 2.45. On vérifie aisément que Z[AΓ × AΓ′ ] ≃
Z[AΓ]⊗Z[AΓ′ ] (resp. Q[AΓ×AΓ′ ] ≃ Q[AΓ]⊗Q[AΓ′ ]). Donc si aΓ, bΓ ∈ AX et aΓ′ , bΓ′ ∈ AΓ′

vérifient δΓ⊔Γ′(aΓaΓ′) = δΓ⊔Γ′(bΓbΓ′) i.e.

δΓ(aΓ)⊗ δΓ′(aΓ′) = δΓ(bΓ)⊗ δΓ′(bΓ′) ∈ Z[AΓ]⊗ Z[AΓ′ ] ⊂ Q[AΓ]⊗Q[AΓ′ ]

alors il existe µ ∈ Q tel que δΓ(aΓ) = µδΓ(bΓ) et δΓ′(aΓ′) = µ−1δΓ′(bΓ′), or nécessairement
µ vaut 1 par définition de δΓ (il suffit de regarder les coefficient de plus haut degré dans les
sommes δΓ(aΓ) et δΓ(bΓ)) et donc

{
δΓ(aΓ) = δΓ(bΓ)

δΓ′(aΓ′) = δΓ′(bΓ′).

Enfin AΓ, AΓ′ vérifiant la conjecture de Birman, nécessairement aΓ = bΓ et aΓ′ = bΓ′ et au
final aΓaΓ′ = bΓbΓ′ . �
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6. Sur les invariants de Vassiliev

On définit similairement au cas des tresses un invariant algébrique de AΓ comme une
application de AΓ dans un groupe abélien H ou, de manière équivalente, un morphisme de
Z-modules de Z[AΓ] dans H. Tout invariant algébrique V de AΓ peut être étendu à SAΓ

en posant pour tout a ∈ SAΓ, V (a) = V (δΓ(a)) et V est alors appelé invariant de Vassiliev

de degré d de AΓ si V (SA
(d)
Γ ) 6= 0 mais V (SA

(k)
Γ ) = 0 pour tout k > d. Enfin comme pour

le cas des tresses on peut remarquer que, si on note JΓ l’idéal bilatère de Z[AΓ] engendré
par les σs − σ−1

s alors un invariant V : Z[AΓ]→ H est un invariant de Vassiliev de degré d
si et seulement si V (J dΓ ) 6= 0 mais V (J d+1

Γ ) = 0.
Soit Γ′ un second graphe de Coxeter dont on note l’ensemble des sommets S′ et AΓ′ le

groupe d’Artin associé dont on note l’ensemble générateurs ΣS′ = {σs′ ; s
′ ∈ S′}. On note

VI
(d)
Γ (resp. VI(d)Γ′ ) les invariants de Vassiliev de degré au plus d de AΓ (resp. de AΓ′) i.e. les

morphismes de Z[AΓ] dans un groupe abélien qui sont identiquement nuls sur J d+1
Γ (resp.

sur J d+1
Γ′ ).

On dispose du résultat suivant.

Proposition 2.47. Soit AΓ et AΓ′ deux groupes d’Artin. Soit ϕ un morphisme de groupes
de AΓ dans AΓ′ . On suppose que pour tout s ∈ S, il existe gs ∈ AΓ′ , ks ∈ N∗ et i(s) ∈ S′

tel que ϕ(σs) = gsσ
ks
i(s)g

−1
s (autrement dit on se place sous les même hypothèses qu’au

théorème 2.28) et on note Φ : Z[AΓ]→ Z[AΓ′ ] le linéarisé de ϕ. Alors l’application

V : VI
(d)
Γ′ → VI

(d)
Γ

V 7→ V ◦ Φ

est bien définie pour tout d. Par conséquent si ϕ est injectif et les invariants de Vassiliev de
AΓ′ séparent les éléments de AΓ′ alors les invariants de Vassiliev de AΓ séparent également
les éléments de AΓ.

Démonstration. Si s ∈ S, on a

Φ(σs − σ
−1
s ) = Φ(σs)− Φ(σs)

−1

= gsσ
ks
i(s)g

−1
s − gsσ

−ks
i(s) g

−1
s

= gs(σ
ks
i(s) − σ

−ks
i(s) )g

−1
s

= gs

(
σi(s) − σ

−1
i(s)

)(
σki−1
i(s) + σki−3

i(s) + ...+ σ
−(ki−1)
i(s)

)
g−1
s .

Donc pour tout s, Φ(σs − σ−1
s ) ∈ JΓ′ d’où

Φ(JΓ) ⊂ JΓ′

et
Φ(J d+1

Γ ) ⊂ J d+1
Γ′

pour tout d. Donc si V est un invariant de AΓ′ s’annulant sur J d+1
Γ′ alors V ◦ Φ est un

invariant de AΓ s’annulant sur J d+1
Γ . D’où V est bien défini. On suppose maintenant que
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ϕ est injectif et les invariants de Vassiliev séparent les éléments de AΓ′ . Soient α et β deux
éléments distincts de AΓ. Comme ϕ est injectif alors Φ(α) = ϕ(α) 6= ϕ(β) = Φ(β) et
comme les invariants de Vassiliev séparent les éléments de AΓ′ alors il existe un invariant
de Vassiliev V de AΓ′ tel que V (Φ(α)) 6= V (Φ(β)) et V ◦Φ est un invariant de Vassiliev de
AΓ séparant α et β.

�

Théorème 2.48. Les invariants de Vassiliev d’un groupe d’Artin de type Bn ou Ãn sé-
parent les éléments de ce groupe d’Artin.

Démonstration. Par les théorèmes 2.39 et 2.40 le groupe d’Artin de type Ãn se plonge
dans le groupe d’Artin de type Bn+1 qui se plonge dans le groupe d’Artin de type An+1 via
des morphismes qui respectent les conditions de la proposition 2.47, d’où le théorème. �



Chapitre 3

Monoïdes de tresses virtuelles singulières

Ce chapitre est une version légèrement étoffée de l’article [16] co-rédigé par l’auteur.
Il est consacré aux monoïdes de tresses virtuelles qui sont à la fois une généralisation des
monoïdes des tresses singulières et des groupes de tresses virtuelles. On y donne la définition
de tresse virtuelle, de tresse virtuelle singulière ainsi que les diverses interprétations possibles
de ces objets en termes combinatoires ou topologiques. On finit en étendant, comme au
chapitre précédant, les notions de morphisme de désingularisation et d’invariant de Vassiliev
pour les monoïdes de tresses virtuelles singulières.

On se fixe pour cette section un entier n ∈ N∗.

1. Le groupe de tresses virtuelles

Il est possible d’encoder tout diagramme de nœud de manière compacte à l’aide d’un
objet combinatoire appelé code de Gauss. Celui est construit en effectuant la liste des
croisements rencontrés lorsqu’on parcourt le diagramme du noœud en question, chaque
entrée de la liste étant constitué d’un nombre entier identifiant le croisement rencontré
et d’un signe indiquant si l’on a passé ce croisement en étant sur le brin du dessous ou
du dessus. Mais la réciproque n’est pas vraie, certains code de Gauss ne permettant pas
de reconstituer un diagramme de nœud sans créer de nouveau croisement. C’est dans une
volonté de résoudre ce problème que Kauffman a introduit, dans [31], la notion de nœud
virtuel. Diagrammaticalement, cela correspond à autoriser un nouveau type de croisement,
dit virtuel, et à quotienter l’ensemble des diagrammes par les mouvements de Reidemeister
classiques ainsi que par de nouveaux mouvements de Reidemeister, dits virtuels.

Cette approche peut être adaptée au cas des tresses à n brins comme suit. On considère
l’ensemble des diagrammes de tresse où les croisements peuvent être de deux types : du
type classique déjà rencontré et représenté comme alors, ou bien d’un nouveau type appelé
virtuel et noté comme un croisement singulier mais entouré d’un cercle (voir figure 2).
On quotiente alors cet ensemble par la relation d’équivalence engendrée par les isotopies
planaires, les mouvements de Reidemeister classiques et un nouveau jeu de mouvements de
Reidemeister dits virtuels qui sont décrits dans les figures 1.

Muni du produit de concaténation (en 2 dimensions), cela définit le groupe VBn des
tresses virtuelles à n brins. Dans [46], Vershinin introduit ce même groupe en lui donnant
directement une présentation, inspirée de la présentation usuelle des tresses classiques, à
laquelle il rajoute un générateur ρi pour tout i ∈ [[1;n − 1]], correspondant au diagramme
de tresse donné en figure 2.

53



54 3. MONOÏDES DE TRESSES VIRTUELLES SINGULIÈRES

=

=

=

Figure 1. Mouvements de Reidemeister virtuels

Proposition 3.1 ([46]). Le groupe de tresses virtuelles VBn a la présentation suivante.
• Générateurs : σ1, . . . , σn−1; ρ1, . . . , ρn−1.
• Relations :

— σiσjσi = σjσiσj si |i− j| = 1 ;
— σiσj = σjσi si |i− j| > 1 ;
— ρ2i = 1, i = 1, ..., n− 1 ;
— ρiρjρi = ρjρiρj si |i− j| = 1 ;
— ρiρj = ρjρi si |i− j| > 1 ;
— σiρjρi = ρjρiσj si |i− j| = 1 ;
— ρiσj = σjρi si |i− j| > 1.

ρi =

i

i+1

Figure 2. Le générateur ρi

2. Le monoïde de tresses virtuelles singulières

A l’instar du cas classique, on définit maintenant le monoïde de tresses singulières SVBn,
introduit dans [13] ainsi que dans [14], comme le quotient de l’ensemble des diagrammes de
tresse où chaque croisement peut maintenant être décoré de façon classique, singulière ou
virtuelle, par la relation d’équivalence engendrée par les isotopies planaires, les mouvements
de Reidemeister classiques, les mouvements de Reidemeister singuliers, les mouvements de
Reidemeister virtuels et un dernier mouvement de Reidemeister singulier-virtuel donné en
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figure 3 ; la multiplication dans SVBn correspond toujours au produit de concaténation (en
2 dimensions).

=

Figure 3. Mouvement de Reidemeister singulier virtuel

Là encore, on peut donner une présentation de monoïde de SVBn, où les générateurs
correspondent aux différents types de croisements, et les relations aux différents mouvements
de Reidemeister.

Proposition 3.2 ([13]). Le monoïde de tresses virtuelles singulières SVBn a la présenta-
tion suivante.

• Générateurs : σ±1
1 , . . . , σ±1

n−1; ρ1, . . . , ρn−1 ; τ1, . . . , τn−1.
• Relations :

— σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1, i = 1, ..., n− 1 ;
— σiσjσi = σjσiσj si |i− j| = 1 ;
— σiσj = σjσi si |i− j| > 1 ;
— ρ2i = 1, i = 1, ..., n− 1 ;
— ρiρjρi = ρjρiρj si |i− j| = 1 ;
— ρiρj = ρjρi si |i− j| > 1 ;
— σiρjρi = ρjρiσj si |i− j| = 1 ;

— ρiσj = σjρi si |i− j| > 1 ;
— τiτj = τjτi si |i− j| > 1 ;
— τiσj = σjτi si |i− j| > 1 ;
— τiσi = σiτi, i = 1, ..., n− 1 ;
— τiσjσi = σjσiτj si |i− j| = 1 ;
— ρiτj = τjρi si |i− j| ≥ 2 ;
— τiρjρi = ρjρiτj si |i− j| = 1.

3. Lien entre les différentes constructions de tresses

Comme dans le cas classique, non seulement les tresses virtuelles sont isomorphes à un
sous-monoïde des tresses virtuelles singulières, mais ce sous-monoïde apparaît également
comme facteur semi-direct du monoïde entier. On a en effet les deux propriétés suivantes.

Théorème 3.3 (Kamada [30]). Le sous-groupe de VBn engendré par σ1, ..., σn−1 est
canoniquement isomorphe à Bn.

Proposition 3.4. SoitMv le monoïde de présentation suivante.
• Générateurs : Υv = {βτiβ

−1, i ∈ [[1;n− 1]] et β ∈ VBn}.
• Relations : uv = vu, si u, v ∈ Υ et uv = vu ∈ SVBn.

Alors on a la décomposition en produit semi-direct suivante :

SVBn =Mv ⋊ VBn.

Démonstration. On définit sur le monoïde libre engendré par σ±1
i , ρi, τi, avec 1 ≤

i ≤ n− 1 le morphisme de monoïdes à valeurs dansMv ⋊ VBn qui envoie chaque σi, ρi sur
(1, σi), (1, ρi) respectivement et chaque τi sur (τi, 1). On vérifie aisément que les images des
générateurs satisfont les relations définissant SVBn et que cela induit donc un morphisme
Φ défini sur SVBn.
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D’un autre côté, on définit l’application deMv ⋊VBn dans SVBn qui envoie (ω, β) sur
ωβ. Cette application est clairement un homomorphisme de monoïdes que l’on note Ψ.

Pour finir, remarquons qu’on a Ψ ◦Φ = IdSVBn et Φ ◦Ψ = IdMv⋊VBn . D’où la décom-
position recherchée. �

De fait, comme l’illustre la proposition suivante, virtualisation et singularisation appa-
raissent comme deux généralisations indépendantes, mais cohérentes entre elles, du groupe
de tresses.

Proposition 3.5. On dispose du treillis de sous-monoïdes suivant :

SVBn

VBn SBn

Bn

Démonstration. Le fait que Bn soit un sous-monoïde de VBn correspond au résultat
de Kamada.

Le fait que Bn se plonge dans SBn et VBn dans SVBn sont des conséquences des
décompositions en produit semi-direct SBn =Mv ⋊ Bn et SVBn =M⋊ VBn.

Il reste à montrer que SBn se plonge dans SVBn. Ceci peut se faire en utilisant les
décompositions des deux monoïdes en produit semi-direct SVBn =Mv ⋊ VBn et SBn =
M ⋊ Bn. La preuve de l’injection de SBn dans SVBn est alors réduite au problème de
l’injectivité des morphismes naturels Bn → VBn et κ : M → Mv. L’injectivité de la
première application a déjà été mentionnée, il suffit donc de prouver l’injectivité de κ.

Cela revient à prouver que, pour tous β0, β1 ∈ Bn et 1 ≤ i, j ≤ n − 1 les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) (β0τiβ
−1
0 )(β1τjβ

−1
1 ) = (β1τjβ

−1
1 )(β0τiβ

−1
0 ) est vraie dans SVBn,

(2) (β0τiβ
−1
0 )(β1τjβ

−1
1 ) = (β1τjβ

−1
1 )(β0τiβ

−1
0 ) est vraie dans SBn.

Soit πv : SVBn → VBn l’unique morphisme de monoïdes tel que πv(σi) = σi, πv(ρi) = ρi
et πv(τi) = σi. Supposons maintenant que (1) soit vraie alors πv((β0τiβ

−1
0 )(β1τjβ

−1
1 )) =

πv((β1τjβ
−1
1 )(β0τiβ

−1
0 )) i.e. :

(β0σiβ
−1
0 )(β1σjβ

−1
1 ) = (β1σjβ

−1
1 )(β0σiβ

−1
0 ) in VBn.

Puisque Bn se plonge dans VBn, l’égalité est également vraie dans Bn et donc dans SBn.
Par le lemme 2.26 appliqué au monoïde SBn :

(β0σiβ
−1
0 )(β1σjβ

−1
1 ) = (β1σjβ

−1
1 )(β0σiβ

−1
0 )

⇔ (β0τiβ
−1
0 )(β1τjβ

−1
1 ) = (β1τjβ

−1
1 )(β0τiβ

−1
0 ).

D’où le résultat. �
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4. Combinatoire et topologie des tresses virtuelles singulières

4.1. Description combinatoire des tresses virtuelles singulières. Comme évo-
qué au début de ce chapitre, les nœuds virtuels ont été initialement introduits dans un
souci de complétion combinatoire des codes de Gauss. Néanmoins, dans [33], Kuperberg
en a donné une interprétation topologique en terme de nœuds dans une surface épaissie
à stabilisation près. Des approches en ce sens ont également été données dans le cas des
tresses dans [15]et [29]. Intégrées dans ce cadre, et à l’aune des travaux de Vassiliev et
leur réinterprétation par Birman et Lin, les tresses virtuelles singulières apparaissent alors
comme un élément naturel permettant le développement d’un théorie d’invariants de type
fini pour l’étude des tresses virtuelles.

Dans cette partie et la suivante, nous donnons une telle interprétation topologique aux
tresses virtuelles singulières. Mais cela nécessite, dans un premier temps, de les interpré-
ter combinatoirement, en terme de diagrammes de Gauss horizontaux, lesquels sont une
reformulation diagrammatique des codes de Gauss.

Définition 3.6. Un diagramme de Gauss singulier horizontal à n brins G est un quadruplet
(I, F,N, π) où :

— I est une collection de n intervalles orientés disjoints plongés dans le plan, de sorte
qu’ils soient tous horizontaux et ordonnés du haut vers le bas, ces intervalles sont
appelés intervalles sous-jacents ;

— F est un ensemble fini de flèches signées (par une flèche, il faut entendre un intervalle
fermé orienté plongé dans le plan) ;

— N est une ensemble fini de flèches non signées (simplement appelées flèches) ;
— π ∈ Sn ;

et tels que :

(1) chaque flèche (signée ou non) a ses extrémités situées dans l’intérieur de deux inter-
valles sous-jacents distincts,

(2) les flèches (signées ou non) sont disjointes deux à deux,

(3) l’extrémité du i-ème intervalle sous-jacent est étiqueté avec π(i).

+ - +

1

2

3

4

1

2

4

3

 

Figure 4. Exemple de diagramme de Gauss singulier horizontal à 4 brins

Remarque 3.7. On prendra note que la condition (2) de la définition 3.6 implique, à
isotopie planaire près, que l’on peut tracer les flèches perpendiculairement aux intervalles
sous-jacents. Quand les intervalles sous-jacents sont tracés verticalement les flèches sont
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alors horizontales, d’où l’appellation originelle de diagramme de Gauss horizontaux dans
[4]. Ici, les intervalles seront tracés horizontalement.

Définition 3.8. Soient D1 et D2 deux diagrammes de Gauss singuliers horizontaux. On dit
que D1 et D2 sont reliés par un mouvement Ω si D1 contient un sous-diagramme semblable
à un l’un des diagrammes montrés à la droite (respectivement gauche) des images (A),
(B), (C) et (D) de la figure 5, et que remplacer ce sous-diagramme par celui montré à la
gauche (respectivement droite) de l’image donne le diagramme D2. Il faut noter que dans
les images (A), (B), (C) et (D), i, j, k peuvent ne pas être consécutifs, ou ne pas être en
ordre croissant. Chaque mouvement est étiqueté selon le sous-diagramme changé, il existe
donc 4 mouvements 1 Ω : les mouvements Ω2, Ω3, SΩ2 et SΩ3.

-- -

(a) Mouvement Ω2

- - - - - - - - - - - -

(b) Mouvement Ω3

- - - -

(c) Mouvement SΩ2

- - - - - - - -

(d) Mouvement SΩ3

Figure 5. Mouvements Ω

Sur les diagrammes de Gauss singuliers horizontaux, on considère la relation d’équi-
valence engendrée par les mouvements Ω et les isotopies ambiantes qui fixent globalement
chaque intervalle sous-jacent Ii, i = 1, . . . , n. On note Gn l’ensemble des classes d’équiva-
lence de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux à n brins.

Définition 3.9. Soit β un diagramme de tresse virtuelle singulière à n brins. Le diagramme
de Gauss singulier horizontal G(β) de β est un diagramme de Gauss singulier horizontal à
n brins construit ainsi :

— pour tout i = 1, .., n, le i-ième intervalle sous-jacent de G(β) est identifié à la pré-
image du i-ième brin de β ;

— il existe une flèche signée pour chaque croisement classique, dont les extrémités
correspondent aux pré-images du croisement avec la règle suivante :
— chaque flèche part du brin qui passe au-dessus et arrive sur le brin qui passe

en-dessous

1. Remarquons que l’on peut avoir un mouvement de type Ω3 avec des signes différents sur les flèches
en composant plusieurs mouvements Ω.
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— le signe de la flèche est celui du croisement ;
— il existe une flèche simple pour chaque croisement singulier, dont les extrémités

correspondent aux pré-images du croisement avec la règle suivante : conformément
à l’orientation standard du plan et à celles des brins, la flèche part du brin qui joue le
rôle de l’axe des abscisses et arrive sur le brin qui joue le rôle de l’axe des ordonnées ;

— la permutation de G(β) correspond à la permutation associé à β.

On pourra remarquer que les croisements virtuels ne sont pas représentés dans les
diagrammes de Gauss singuliers horizontaux. En figure 6 est représenté un exemple de tra-
duction d’un diagramme de tresse virtuelle en un diagramme de Gauss singulier horizontal.

Figure 6. La construction de G(β)

On peut vérifier que les deux membres d’un même mouvement de Reidemeister virtuel et
virtuel singulier donnent systématiquement le même diagramme de Gauss (voir par exemple
figure 7). De plus on peut vérifier (voir par exemple la figure 8) que les mouvements de
Reidemeister classiques et singuliers sont traduits en mouvements Ω et que les isotopies sont
traduites en isotopies ambiantes fixant globalement chacun des intervalles sous-jacents. Par
conséquent, il existe une fonction bien définie de l’ensemble des tresses virtuelles singulières
dans l’ensemble des classes d’équivalences de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux,
ce qui mène à la proposition suivante.
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Figure 7. Diagramme de Gauss issu des membres d’un mouvement de
Reidemeister virtuel

=

++++ + +

Figure 8. Traduction d’un mouvement de Reidemeister en mouvement Ω

Proposition 3.10. Il existe une correspondance bijective entre l’ensemble des tresses vir-
tuelles singulières SVBn et l’ensemble des classes d’équivalences de diagrammes de Gauss
singuliers horizontaux Gn.

Démonstration. On a déjà défini une fonction G : SVBn → Gn. Il suffit donc de
construire une fonction B : Gn → SVBn qui serait l’inverse de B.

Étant donné un diagramme de Gauss singulier horizontal g, on peut construire un
diagramme de tresse virtuelle singulière B(g) comme suit. Considérons un carré de côté
1 dans le plan avec n points marqués sur son côté gauche, numérotés par 1, . . . , n, et n
points marqués sur son côté droit, numérotés par la permutation de g. Ensuite pour chaque
flèche signée de g en suivant leur ordre d’apparition selon l’axe des abscisses, on dessine un
croisement classique avec le signe correspondant à la flèche, ainsi que pour chaque flèche
simple, un croisement singulier, ceci en veillant à ce que la projection sur l’axe des abscisses
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de ces croisements ne s’intersectent pas. En remarquant que chacun des intervalles sous-
jacents représente un des brins de la tresse virtuelle que l’on cherche à construire et que le
diagramme de Gauss g indique les croisements auxquels le brin participe, la configuration
locale de ces croisements (selon la présence ou l’absence de signe sur la flèche correspondante
ainsi que la nature de ce signe, s’il y en a un) et enfin, ses extrémités vis-à-vis des points
marqués sur le carré, on peut voir le diagramme de Gauss singulier horizontal comme un
ensemble d’instructions afin de dessiner des arcs qui connectent les croisements et les points
marqués. On fera attention au fait que, durant la construction de ces arcs, de nouveaux
croisements peuvent apparaître. Ces croisements seront alors virtuels. Au bout de cette
procédure, nous avons construit un diagramme de tresse virtuelle.

Comme il a déjà été dit, les deux membres d’un même mouvement de Reidemeister
virtuel et virtuel singulier correspondent au même diagramme de Gauss (figure 7) donc B(g)
est bien défini à mouvement de Reidemeister virtuel (singulier) près, et si g est considéré à
isotopie près, alors B(g) est bien défini à isotopie ambiante et mouvement de Reidemeister
virtuel (singulier) près. De plus on peut vérifier que, réciproquement à ce qui se passe
pour la fonction G, tout mouvement Ω se traduit par un mouvement de Reidemeister
classique ou singulier. Il en résulte au final une fonction bien définie de l’ensemble des
classes d’équivalence de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux Gn dans l’ensemble
SVBn.

Par construction, G et B vérifient G(B(g)) = g pour tout diagramme de Gauss g à
isotopie près, et B(G(β)) = β pour tout diagramme de tresse virtuelle singulière β à isotopie
et mouvement de Reidemeister virtuel (singulier) près. Comme G traduit les mouvements
de Reidemeister classiques et singuliers en mouvement Ω et B opère la traduction inverse,
il en résulte bien que G ◦B = IdGn et B ◦G = IdSVBn .

�

Figure 9. La construction de B(g)
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4.2. Description topologique des tresses virtuelles singulières. Cette section
est consacrée à la mise en œuvre d’une réalisation topologique des tresses virtuelles singu-
lières qui généralise les tresses abstraites introduites dans [15] et [29].

Définition 3.11. Un diagramme de tresse singulière abstraite à n brins β̂ = (S, β, ǫ) est
un triplet tel que :

(1) S est une surface connexe, compacte et orientée avec ∂S = C0 ⊔ C1 et C0, C1 tous
deux homéomorphes au cercle S1 ;

(2) chaque composante de bord de S a n points marqués, disons {a1, . . . , an} ⊂ C0 et
{b1, . . . , bn} ⊂ C1, où aj = e2πj/n et bj = e−2πj/n avec l’orientation de Ci ;

(3) β est un n-uplet d’arcs β = (β1, . . . , βn) tel que :
— pour k ∈ {1, . . . , n}, βk est un arc de [0; 1] dans S,
— il existe π ∈ Sn tel que, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, βk(0) = ak et βk(1) = bπ(k),
— l’ensemble des n-uplets de courbes β est en position général, i.e. les seuls points

singuliers sont des points doubles transverses (appelés croisements) dans l’image
de β dans S,

— le graphe orienté formé par β n’a pas de cycles orientés ;

(4) chaque croisement est un croisement soit positif, soit négatif, soit singulier dont la
nature est indiqué par une fonction

ǫ : {Croisements}→ {+1,−1, s}.

Définition 3.12. On dit que deux diagrammes de tresse singulière abstraite à n brins
(S, β, ǫ) et (S, β′, ǫ′) sont Reidemeister-équivalentes si elles sont reliés par un nombre fini
d’opérations parmi les suivantes.

— Isotopie ambiante. Il existe une fonction continue

H : (S, ∂S)× [0; 1]→ (S, ∂S)

avec Ht = H(·, t) ∈ Diff(S, ∂S) et (S,Ht(β), ǫt) qui est un diagramme de tresse
singulière abstraite à n brins tel que (S,H0(β), ǫ0) = (S, β, ǫ) et (S,H1(β), ǫ1) =
(S, β′, ǫ′), où ǫt est la fonction de croisements transportée de β par Ht.

— Mouvement de Reidemeister. On dit que (S, β, ǫ) et (S, β′, ǫ′) sont reliés par des
mouvements de Reidemeister s’ils sont identiques en-dehors d’un disque de S, à
l’intérieur duquel ils diffèrent par un mouvement de Reidemeister tel que décrit
dans la Figure 2 du chapitre 1.

— Mouvement de Reidemeister singulier. On dit que (S, β, ǫ) et (S, β′, ǫ′) sont reliés par
un mouvement de Reidemeister singulier s’ils sont identiques en-dehors d’un disque
de S, à l’intérieur duquel ils diffèrent par un mouvement de Reidemeister singulier
tel que décrit dans la Figure 4 du chapitre 1.

On note SABn l’ensemble des classes de Reidemeister-équivalence sur les diagrammes
de tresse singulière abstraite, et on appelle tresses abstraites singulières ses éléments.
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Définition 3.13. On dit que deux diagrammes de tresse singulière abstraite à n brins
(S, β, ǫ) et (S, β′, ǫ′) sont stablement équivalentes s’ils sont reliés par un nombre fini d’opé-
rations parmi les suivantes.

(1) Difféomorphisme. On dit que (S′, β′, ǫ′) est obtenu de (S, β, ǫ) par un difféomor-
phisme s’il existe f ∈ Diff+(S, S′) tel que (S′, β′, ǫ′) = (f(S), f(β), ǫ ◦ f−1).

(2) Stabilisation. On dit que (S′, β′, ǫ′) est obtenue de (S, β, ǫ) par une stabilisation si
β′ = β, ǫ′ = ǫ et S′ est obtenue à partir de S en ajoutant une poignée disjointe de
l’image de β i.e. il existe un plongement h : S0 ×D2 → S tell que S′ est la surface

S′ = S \

◦︷ ︸︸ ︷
h(S0 ×D2)∪S0×S1D1 × S1.

(3) Déstabilisation. Une déstabilisation est l’opération inverse d’une stabilisation, et
consiste à couper S le long d’une courbe essentielle γ disjointe de l’image de β et
à attacher deux copies de D2 le long des deux nouvelles composantes de bord. Si
jamais la nouvelle surface est non connexe, alors on ne conserve que la composante
contenant β.

On va désormais prouver qu’il existe une correspondance entre les tresses virtuelles
singulières et les tresses singulières abstraites à équivalence stable près en établissant une
bijection entre celles-ci et les classes d’équivalence de diagrammes de Gauss horizontaux.

Proposition 3.14. Il existe une correspondance bijective entre l’ensemble des classes
stables de tresses singulières abstraites et l’ensemble des classes d’équivalence des dia-
grammes de Gauss horizontaux.

Démonstration. Commençons par fixer un certain nombre de notations. Si β̂ est un
diagramme de tresse abstraite alors on notera :

— [β̂]d sa classe modulo difféomorphisme ;
— [β̂]d,s,r sa classe modulo difféomorphisme, stabilisation/déstabilisation et mouve-

ments de Reidemeister.
On notera également SABn l’espace quotient des tresses abstraites stablement équivalentes.

Ensuite remarquons que si (S, β, ǫ) est un diagramme de tresse abstraite, il est tout à
fait possible de définir un diagramme de Gauss à partir du couple (β, ǫ) en utilisant le même
procédé que pour les diagrammes de tresse virtuelle. Ceci permet de définir un analogue à
la définition 3.9 pour les diagrammes de tresse abstraite, i.e. étant donné un diagramme de
tresse abstraite (S, β, ǫ), on peut lui associer un diagramme de Gauss singulier horizontal
G(S, β, ǫ).

Cette association est bien définie à équivalence stable près, puisque les difféomorphismes,
stabilisations et déstabilisations laissent invariant le couple (β, ǫ). De plus, si l’on effectue
localement un mouvement de Reidemeister classique ou singulier, ceci revient à effectuer un
mouvement Ω sur le diagramme de Gauss singulier horizontal. De ce fait, on dispose d’une
fonction bien définie
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G : SABn → Gn
[β̂]d,s,r 7→ G(β̂).

Notre objectif est de montrer que l’application G est bijective. Pour cela nous allons
exhiber son inverse.

Soit g un diagramme de Gauss horizontal et B(g) un diagramme de tresse virtuelle
singulière associé tel qu’on l’a défini à la sous-section précédente.

1

2

-3

3

1

2

Figure 10. D’une tresse virtuelle singulière à un diagramme de Gauss.

À partir de B(g) on peut construire un diagramme de tresse singulière abstraite comme
il est fait dans [15] pour les tresses ou dans [29] pour les noeuds comme décrit ci-dessous.

(1) De chaque côté du diagramme de tresse, on ajoute un cercle de sorte que les ex-
trémités du diagramme situés de ce côté se retrouvent sur celui-ci, on appellera ces
cercles, les composantes distinguées (voir Figure 11).

Figure 11. Ajout des cercles au diagramme de tresse virtuelle

(2) On construit alors un voisinage régulier, dans R2, du diagramme obtenue. On obtient
une première surface S0(B(g)) avec un certain nombre de composantes de bord,
parmi lesquels les composante distinguées (voir Figure 12).

Figure 12. La surface associée au diagramme de tresse virtuelle singulière.
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(3) On considère le plongement naturel de R2 dans R3, celui-ci induit un plongement
de la surface S0(B(g)). On perturbe alors, dans R3, le voisinage régulier de chaque
croisement virtuel de sorte à obtenir deux bandes disjointes. On obtient ainsi une
nouvelle surface S1(B(g)), qui possèdent les même composantes distinguées que la
précédente (voir Figure 13).

Figure 13. La surface obtenue après les perturbations.

(4) On considère S1(B(g)) comme une surface abstraite et on rebouche toutes les compo-
santes de bord à l’exception des composantes distinguées à l’aide de disques. Comme
la surface précédente était orientée, on obtient ainsi une surface orientée, qui ne pos-
sède que deux composantes de bord et qui satisfait la définition d’un diagramme de
tresses singulières abstraites. On appelle celle-ci A(B(g)) (voir Figure 14).

Figure 14. Le diagramme de tresse singulière abstraite construit à partir de β.

Remarquons que pour chaque croisement virtuel, on peut perturber la surface Σ de deux
manières différentes à l’étape (3), résultant en deux surfaces difféomorphes, ainsi la sur-
face obtenue est bien définie à difféomorphisme près. De plus, deux diagrammes de tresse
différant par un mouvement de Reidemeister virtuel donneront, lorsque l’on perturbera
les voisinages réguliers des croisements, des surfaces difféomorphes. Par conséquent, si g
est un diagramme de Gauss singulier horizontal et B(g) une tresse virtuelle associée alors
[A(B(g)]d ne dépend pas du choix de B(g). Dans la suite, on fera donc l’abus de notation
[A(g)]d au lieu [A(B(g))]d et [A(g)]d,s,r au lieu [A(B(g))]d,s,r.

On définit l’application A de l’ensemble des diagrammes de Gauss dans SABn définie
par

A(g) = [A(g)]d,s,r.

Alors par construction, pour tout g ∈ Gn,

G(A(g)) = g.
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Nous allons montrer que A est compatible avec les mouvements Ω. Soient g et g′ deux
diagrammes de Gauss singuliers horizontaux différant par un mouvement Ω. On choisit B(g)
et B(g′) de telle sorte que les deux diagrammes de tresse virtuelle singulière ne diffèrent que
par le mouvement de Reidemeister correspondant au mouvement Ω. On considère ensuite
les surfaces S0(B(g)) et S0(B(g′)) et on construit à partir de celles-ci les surfaces S1(B(g))
et S1(B(g′)) en veillant à effectuer les mêmes perturbations sur les croisements virtuelles
pour les deux surfaces. Les surfaces S1(B(g)) et S1(B(g)) ne diffèrent alors que par un
"mouvement de Reidemeister" dont on a représenté en figure 15 des exemples correspondant
aux mouvements classiques.

b
1

b
2

=
R2

R3

=

Figure 15. Exemples de mouvements de Reidemeister sur S1(B(g)).

Dans le cas où le mouvement Ω différenciant g de g′ est un mouvement Ω3, alors
S1(B(g)) et S1(B(g′)) diffèrent par le mouvement R3 et on peut vérifier que lorsqu’on
rebouche les composantes de bords non-distinguées de S1(B(g)) et S1(B(g′)), on obtient
A(B(g)) = (Σ, β, ǫ) et A(B(g′)) = (Σ, β′, ǫ′) où (β, ǫ) et (β′, ǫ′) ne diffèrent que par un
mouvement de Reidemeister à 3 brins. Le cas des mouvements SΩ2 ou SΩ3 se traitent de
manière identique.

Le cas Ω2 est cependant un peu plus technique. On a en effet deux cas possibles.
— Soit les morceaux de bord b1 et b2 définis en figure 15 appartiennent à la même com-

posante de bord et alors on peut vérifier que, similairement au cas Ω3, A(B(g)) =
(Σ, β, ǫ) et A(B(g′)) = (Σ, β′, ǫ′) où (β, ǫ) et (β′, ǫ′) ne diffèrent que par un mouve-
ment de Reidemeister à 2 brins.

— Soit b1 et b2 appartiennent à des composantes de bords différentes. On suppose
ici que S1(B(g)) contient le membre gauche de R2 et S1(B(g′)) contient le membre
droit. On définit Sb la surface obtenue en recollant b1 et b2 (voir figure 16) et on note
(Σb, βb, ǫb) le diagramme de tresse abstraite obtenu en rebouchant ses composantes
de bord. On note également A(B(g)) = (Σ, β, ǫ) et A(B(g′)) = (Σ′, β′, ǫ′). Alors :
— Σb = Σ et (βb, ǫb), (β, ǫ) ne diffèrent que par un mouvement de Reidemeister à

deux brins
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— (β′, ǫ′) = (βb, ǫb) et Σb s’obtient à partir de Σ′ par une stabilisation.

Figure 16. La surface Sb.

Dans tous les cas on a bien au final A(g) = A(g′). A est donc bien défini sur Gn. De
plus, G ◦A = IdGn par construction de A.

Il nous reste alors à montrer que A ◦ G = IdSABn
. Soit β̂ = (S, β, ǫ) un diagramme

de tresse abstraite, B(G(β̂)) un diagramme de tresse virtuelle singulière associée à G(β̂) et
soit (Σ, β′, ǫ′) = A(B(G(β̂))). Alors

G(A(B(G(β̂)))) = G(β̂)

i.e. β̂ et A(B(G(β̂)) ont même diagramme de Gauss associé. Comme ceux-ci ne dépendent
que de la tresse et non de la surface, cela revient à dire que (β, ǫ) = (β′, ǫ′). Comme
S1(B(G(β̂)) ne dépend, à difféomorphisme près, que du diagramme de Gauss G(β̂), cette
surface peut être vue simultanément comme une sous-surface de S et Σ. On peut alors
écrire

Σ = S1(B(G(β̂)) ∪ Σ̃

où Σ̃ est une réunion disjointe de disques, et similairement

S = S1(B(G(β̂)) ∪ S̃

où S̃ est une réunion disjointe de surfaces orientables. Il est alors possible de déstabiliser
chacune des ces surfaces afin d’obtenir un disque. Cette succession de déstabilisation permet
ainsi de transformer S en Σ.

Au final, on a bien

[β̂]d,s,r = [A(B(G(β̂))]d,s,r = A(G(β̂)) = A(G([β̂]d,s,r)).

D’où A ◦G = IdSABn
.

�

Comme conséquence immédiate, on a alors la proposition suivante, qui explicite une
réalisation topologique des tresses virtuelles singulières.

Proposition 3.15. Il existe une bijection entre l’ensemble des tresses virtuelles singulières
et l’ensemble des classes d’équivalence stable de tresses singulières abstraites.
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5. Conjecture de Birman et invariants de Vassiliev pour les tresses virtuelles

On étend ici les notions de morphisme de désingularisation et d’invariants de Vassiliev
aux tresses virtuelles singulières. Cette section est uniquement dédiée à leur définitions, les
résultats sur ces objets étant reportés au chapitre 4.

On peut, comme dans le cas des monoïdes de tresses singulières, définir un morphisme
de désingularisation de SVBn dans Z[VBn], qu’on note δVBn et qui est défini par

δVBn(σ
±1
i ) = σ±1

i , δVBn(ρi) = ρi et δVBn(τi) = σi − σ
−1
i .

On peut également définir similairement au cas des tresses classiques un invariant algé-
brique de VBn comme une application de VBn dans un groupe abélien H ou, de manière
équivalente, un morphisme de Z-modules de Z[VBn] dans H. Tout invariant algébrique
V de VBn peut, encore une fois, être étendu à SVBn en posant pour tout β ∈ SVBn
V (β) = V (δVBn(β)). On émet la conjecture que ce morphisme est, comme nombre de ses
analogues étudiés jusqu’à présent, injectif. Conformément à ce qui avait dit en définition
1.12, on continue d’appeler conjecture de Birman cette hypothèse.

Comme dans les cadres précédents, on peut vérifier en utilisant la présentation de SVBn
que le nombre de générateurs singuliers utilisés dans l’écriture d’une tresse virtuelle singu-
lière est indépendant de cette écriture et qu’on peut définir sans ambiguïté le nombre de
singularités d’un élément β ∈ SVBn ainsi que, à d ∈ N fixé, définir le sous-ensemble SVB(d)n
de SVBn constitué par les éléments ayant exactement d singularités. Ceci permet donc de
définir les invariants de Vassiliev pour les tresses virtuelles singulières : V est un invariant
de Vassiliev de degré d de VBn si V (SVB

(d)
n ) 6= 0 mais V (SVB

(k)
n ) = 0 pour tout k > d.

On peut également, comme dans le chapitre 1, définir les invariants de Vassiliev à l’aide
de l’idéal engendré par les σi − σ

−1
i , cette fois-ci noté Jv. Comme au chapitre 1, pour tout

d ∈ N un invariant de Vassiliev d’ordre d est un homomorphisme de Z-modules qui est
non-nul sur J dv mais s’annule sur J d+1

v .
Il est à noter que dans le cadre virtuel, la notion d’invariant de Vassiliev qu’on a défini

ici n’est pas la seule ; en effet dans [25] les auteurs introduisent une notion différente d’in-
variants de Vassiliev pour les nœuds virtuels qui se transpose naturellement dans le cadre
des tresses virtuelles. Celle-ci est alors définie comme suit. On note JGPV l’idéal bilatère de
Z[VBn] engendré par les σi − ρi et les σ−1

i − ρi. Un invariant de Vassiliev de degré d (avec
d ∈ N) au sens de Goussarov, Polyak et Viro est alors un homomorphisme de Z-modules
défini sur Z[VBn] qui est non-nul sur J dGPV mais s’annule sur J d+1

GPV .
Remarquons que comme pour tout i ∈ [[1;n− 1]]

σi − σ
−1
i = σi − ρi − (σ−1

i − ρi)

alors Jv ⊆ JGPV et J dv ⊆ J
d
GPV pour tout entier d, de sorte que tout invariant de Vassilev

au sens de Goussarov, Polyak et Viro est également un invariant de Vassiliev en notre
sens. A fortiori, tout invariant de Vassilev au sens de Goussarov, Polyak et Viro, une fois
restreint à Z[Bn] redonne bien un invariant de Vassiliev classique et dans leur article les
auteurs conjecturent que la réciproque est également vraie.
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Ajoutons que, au contraire des σi − σ−1
i qui correspondaient au sein de l’algèbre de

tresses (classiques ou virtuelles) aux singularités τi du monoïde de tresses (classiques ou
virtuelles) singulières, aucune notion de singularité correspondant aux éléments σi − ρi et
σ−1
i − ρi n’a jusqu’ici été développée dans la littérature. Plus généralement, malgré son

utilité combinatoire détaillée dans [25], on ne dispose pas d’interprétation topologique des
éléments σi − ρi et σ−1

i − ρi en théorie des tresses virtuelles. Mentionnons cependant le
fait que ceci n’est plus le cas lorsque qu’on considère ces éléments dans le cadre des tresses
welded, qui sont des quotients des groupes de tresses virtuelles admettant des interprétations
topologiques en dimension 4. Dans ce cadre, il est possible de donner topologiquement du
sens à un changement de croisement entre un croisement classique et un croisement virtuel,
ce changement de croisement peut alors être représenté par un σi− ρi ou un σ−1

i − ρi, tout
comme les σi − σ

−1
i représentaient des changements de croisements entre un croisement et

son inverse en théorie des tresses classiques.





Chapitre 4

Lien entre SVBn et les monoïdes d’Artin singuliers

Le but de ce chapitre est d’établir une connexion entre la théorie des monoïdes singuliers
d’Artin introduits au chapitre 2 et la théorie des monoïdes de tresses virtuelles singulières
introduits au chapitre 3.

1. Le groupe KBn

Notons KBn le noyau de l’application :

ϕ : VBn → Sn

σi 7→ 1
ρi 7→ ρi.

Une présentation de groupe pour KBn a été trouvée par Rabenda dans son mémoire de
master à l’Université de Bourgogne en 2003. Ce texte n’est plus disponible mais cette
présentation a été démontrée ensuite dans [8].

Théorème 4.1 (Bardakov, Bellingeri [8, Proposition 17]). KBn admet la présenta-
tion suivante.

— Générateurs : κi,j , 1 ≤ i 6= j ≤ n.
— Relations :
• κi,jκj,kκi,j = κj,kκi,jκj,k ;
• κi,jκk,l = κk,lκi,j

où des lettres différentes désignent des indices différents.
De plus on dispose de la décomposition en produit semi-direct suivante :

VBn = KBn ⋊Sn

où Sn agit par permutation des indices sur les κi,j .

On donnera plus tard l’interprétations des générateurs κi,j en termes des générateurs de
VBn pour l’instant nous regardons KBn comme un groupe avec présentation, et particulier
nous remarquons qu’il suit du théoréme 4.1 que KBn est un groupe d’Artin.

Notons pour tout m ∈ [[2;n]], Zm = {κ1,2, ..., κm−1,m} et Z̃m = {κ1,2, ..., κm−1,m, κm,1},
conformément aux notations de [9]. Remarquons que les sous-groupes paraboliques de KBn
engendrés par Zm et Z̃m sont respectivement isomorphes à AAm−1 et à AÃm−1

, les iso-
morphismes étant donnés dans le premier cas par αi 7→ κi,i+1 et dans le deuxième par
α̃i 7→ κi,i+1 pour i = 1, . . . ,m− 1 et α̃0 7→ κm,1.
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72 4. LIEN ENTRE SVBn ET LES MONOÏDES D’ARTIN SINGULIERS

Remarquons que l’action du groupe symétrique Sn sur les générateurs de KBn induit
une action sur l’ensemble des parties de K = {κi,j ; 1 ≤ i 6= j ≤ n}. Pour tous g ∈ Sn et
X ⊆ K, on note g.X l’image de X sous l’action de g.

On dispose du résultat suivant qui est tiré de [9].

Proposition 4.2 (Bellingeri, De la Cruz, Paris [9, Lemme 3.3]). Soit K l’ensemble
{κi,j ; 1 ≤ i 6= j ≤ n} des générateurs de KBn. Soit X ⊆ K tel que AX , le sous-groupe
engendré par X, soit un sous-groupe parabolique irréductible et libre d’infini de KBn.
Alors :

— soit il existe g ∈ Sn et m ∈ [[2;n]] tel que X = g.Zm et alors AX est isomorphe à
AAm−1 ,

— soit il existe g ∈ Sn et m ∈ [[2;n]] tel que X = g.Z̃m et alors AX est isomorphe à
AÃm−1

.

Remarque 4.3. Le groupe d’Artin KBn n’est pas de type FC puisqu’il contient des sous-
groupes paraboliques de type Ã, on ne peut donc pas lui appliquer le théorème 2.31 mais
on peut utiliser le théorème 2.30 afin d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 4.4. Soit AX un sous-groupe parabolique irréductible et libre d’infini de
KBn. Alors soit AX est isomorphe à AAm avec 1 ≤ m ≤ n − 1, soit AX est isomorphe à
AÃm

avec 2 ≤ m ≤ n− 1. Dans tous les cas, AΓX
possède la propriété FRZ et

SAX ≃ SAΓX
.

2. Le monoïde SKBn

Le but de cette section est d’étendre la proposition 4.1 au monoïde SVBn. Tout d’abord,
en suivant la définition 2.10 nous pouvons associer au groupe d’Artin KBn son extension
singulière, le monoïde SKBn.

On rappelle que le monoïde singulier SKBn est défini comme étant le monoïde de
présentation suivante.

• Générateurs : κi,j , κ
−1
i,j , ki,j 1 ≤ i 6= j ≤ n.

• Relations :
— κi,jκ

−1
i,j = κ−1

i,j κi,j = 1 ;
— κi,jκj,kκi,j = κj,kκi,jκj,k ;
— κi,jκk,l = κk,lκi,j
— κi,jki,j = ki,jκi,j ;
— ki,jkk,l = kk,lki,j
— ki,jκj,kκi,j = κj,kκi,jkj,k
où des lettres différentes désignent des indices différents.

On peut donc énoncer le résultat suivant.

Proposition 4.5. Le monoïde SVBn admet la décomposition en produit semi-direct

SVBn = SKBn ⋊Sn.
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où Sn agit par permutation des indices sur les κi,j et ki,j .

Les démonstrations de cette section font appel à la notion de groupe enveloppant ainsi
qu’à certains résultats s’y rapportant. La définition de groupe enveloppant d’un monoïde
ainsi que les résultats en questions sont détaillés dans l’annexe B. On note GSVBn le
groupe enveloppant de SVBn et GSKBn le groupe enveloppant du monoïde d’Artin singu-
lier SKBn.

La démonstration de la proposition 4.5 se fait en trois étapes.
• Montrer qu’il existe un sous-groupe K de GSVBn tel que le groupe GSVBn se

décompose sous la forme GSVBn = K ⋊Sn ;
• déterminer une présentation de K qui coïncide avec celle de GSKBn ;
• vérifier que le sous-monoïde SKBn ⋊Sn de GSVBn = GSKBn ⋊Sn coïncide bien

avec SVBn.
On note ϕ l’homomorphisme de monoïdes de GSVBn dans Sn défini par ϕ(σi) =

ϕ(τi) = 1 et ϕ(ρi) = (i i + 1), où (a b) désigne la transposition de a et b pour tous
a, b ∈ [[1;n]], et on note K le noyau de ce morphisme. On a alors le résultat suivant.

Lemme 4.6. Le groupe GSVBn possède la décomposition en produit semi-direct suivante :

GSVBn = K ⋊Sn.

Démonstration. Le morphisme ϕ possède une section s : Sn → GSVBn défini par
s((i i+ 1)) = ρi ce qui implique que la suite exacte courte suivante

1→ K → GSVBn → Sn → 1

est scindée, ce qui est équivalent à une décomposition en produit semi-direct sous la forme

GSVBn = K ⋊Sn.

�

De plus, la section s permet d’identifier Sn avec le sous groupe de GSVBn engendré
par ρ1, ..., ρn−1.

Pour montrer que K possède bien la présentation souhaitée, on utilise la méthode de
Reidemeister-Schreier, qui est une méthode servant à déterminer à partir d’une présentation
de groupe donné, une présentation d’un de ses sous-groupes. La méthode en question est
détaillé dans les paragraphes qui suivent. Concernant la preuve de son bon fonctionnement,
celle-ci peut être trouvée par exemple dans [35], ou encore dans [27].

Soit G un groupe donné par une présentation. On note X = {x1, ..., xp} les générateurs
de cette présentation et on suppose que les relations sont données sous la forme r1 =
1, ..., rq = 1 où r1, ..., rq sont des mots réduits sur l’alphabet X± = {x±1 , ..., x

±
p }. On note

F (X) le groupe libre engendré par X.
Soit H un sous-groupe de G. Une transversale à droite de H dans G est un ensemble

de représentants des classes d’équivalence de H\G. Une transversale à droite de Schreier
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T de H dans G est un ensemble de mots réduits sur l’alphabet X±, dont l’image dans le
groupe G donne une transversale de H dans G, et tel que pour tout t ∈ T , tout préfixe de
t est également un élément de T . On peut démontrer que tout sous-groupe de G possède
une transversale de Schreier (voir [35, 27]).

On se fixe une transversale de Schreier de H qu’on note T . On note − l’application qui
va du groupe libre F (X) dans T qui envoie un élément w sur son représentant w dans T .
Pour tout t ∈ T et pour tout w mot réduit sur X±, on note st,w = (tw)(tw)−1 Le sous-
groupe H est alors donné par une présentation dont l’ensemble de générateurs est constitué
des st,xi avec t ∈ T, 1 ≤ i ≤ p et st,xi 6= 1. Pour déterminer l’ensemble des relations on
définit le processus de réécriture suivant. Considérons donc un mot réduit sur X± :

w = aε11 a
ε2
2 . . . aενν

où εl = ±1, et al ∈ X. On définit le mot

R(w) = sε1t1,a1 s
ε2
t2,a2

. . . sενtν ,aν

écrit avec les générateurs de H où tj est un représentant du (j− 1)-ième segment initial du
mot w si εj = 1 et tj est un représentant du j-ième segment initial du mot w si εj = −1.
Les relations définissant le groupe H sont alors les relations R(trjt−1) = 1 avec 1 ≤ j ≤ q
et t ∈ T .

Il faut préciser que la méthode de Reidemeister-Schreier construit en général des pré-
sentations de grande taille qu’il est parfois nécessaire de simplifier en utilisant les relations
du groupe G. On applique désormais la méthode de Reidemeister-Schreier au groupe K ce
qui va mener au résultat suivant.

Lemme 4.7. Le sous-groupe K de GSVBn admet la présentation suivante.
— Générateurs : κi,j , ki,j avec 1 ≤ i 6= j ≤ n.
— Relations :

— κi,jκj,kκi,j = κj,kκi,jκj,k ;
— κi,jκk,l = κk,lκi,j ;
— ki,jκj,kκi,j = κj,kκi,jkj,k ;
— ki,jκk,l = κk,lki,j ;
— ki,jκi,j = κi,jki,j ;
— ki,jkk,l = kk,lki,j
où des lettres distinctes représentent des indices distincts.

Afin de rendre la preuve plus lisible, on commence par définir les générateurs en ques-
tion :

• κi,i+1 = σi et κi,j = ρj−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρj−1 pour 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1 ;
• κi+1,i = ρiσiρi et κj,i = ρj−1 . . . ρi+1ρiσiρiρi+1 . . . ρj−1 pour 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1 ;
• ki,i+1 = τi et ki,j = ρj−1 . . . ρi+1τiρi+1 . . . ρj−1 pour 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1 ;
• ki+1,i = ρiτiρi et kj,i = ρj−1 · · · ρi+1ρiτiρiρi+1 · · · ρj−1 pour 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1.
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On dispose d’une action de Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉 sur l’ensemble {κi,j , ki,j 1 ≤ i 6= j ≤ n}
par permutation des indices, i.e. κρi,j = κρ(i),ρ(j) et kρi,j = kρ(i),ρ(j), pour tout ρ ∈ Sn ainsi
que du lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit ρ ∈ Sn.
— L’élément ρ κi,jρ−1 est égal à κρ(i),ρ(j) pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n− 1.
— L’élément ρ ki,jρ−1 est égal à kρ(i),ρ(j) pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n− 1.

Démonstration. La première assertion suit du lemme 16 de [8] dans le cas de VBn.
On traite le cas des générateurs singuliers en s’inspirant de la preuve dans les cas des
générateurs classiques, donnée dans [8].

Il est suffisant de prouver le résultat pour les générateurs ρk, for 1 ≤ k ≤ n − 1. Si
ρk 6= ρi, ρi+1, ρi−1 alors ρk et τi commutent et ρk τiρk = τi = ki,i+1 = kρ(i),ρ(i+1).

Sinon ρi+1τiρi+1 = ki,i+2, ρiτiρi = ki+1,i ou ρi−1τiρi−1 = ρiτi−1ρi = ki−1,i.
Soit alors ki,j = ρj−1 · · · ρi+1σiρi+1 · · · ρj−1 avec 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1.
i) Si k > j ou k < i− 1 alors ρk commute avec ki,j et le résultat est vrai.
ii) Si k = j alors ρjki,jρj = ki,j+1 par définition et comme ρj(i) = i, ρj(j) = j + 1 le

résultat est vrai.
iii) Si k = j − 1 on vérifie que ρj−1ki,jρj−1 = ki,j−1 = kρj−1(i),ρj−1(j).
iv) Si i < k < j − 1 alors en remarquant que ρkρj−1 · · · ρi+1 = ρj−1 · · · ρi+1ρk+1 et que

ρk+1ρi+1 · · · ρj−1 = ρi+1 · · · ρj−1ρk, il vient ρkki,jρ
−1
k = ki,j = kρk(i),ρk(j).

v) Si k = i, alors

ρiρj−1 · · · ρi+1τiρi+1 · · · ρj−1ρi = ρj−1 · · · ρiρi+1τiρi+1ρi · · · ρj−1.

Comme on dispose de l’égalité ρiρi+1τiρi+1ρi = σi+1 alors on a ρiki,jρi = ki+1,j =
kρ(i),ρ(j).

vi) Si k = i− 1 alors

ρi−1ρj−1 · · · ρi+1τiρi+1 · · · ρj−1ρi−1 = ρj−1 · · · ρiρi−1τiρi−1ρi · · · ρj−1

et comme ρi−1σiρi−1 = ρiσi−1ρi alors ρi−1ki,jρi−1 = ki−1,j = kρ(i),ρ(j).
Les cas des ki+1,i et kj,i avec 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1 peuvent être démontrés de manière
similaires. �

Démonstration du lemme 4.7. On applique maintenant la méthode de Reidemeister-
Schreier au sous-groupe K. L’ensemble quotient K\GSVBn est par définition de K le
groupe Sn = 〈ρ1, ..., ρn−1〉 dont un exemple connue (voir par exemple [8]) de transversale
de Schreier est

Λn = {(ρi1 ...ρi1−q1)(ρi2 ...ρi2−q2)...(ρip ...ρip−qp); 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ ip ≤ n− 1, 0 ≤ qj < ij}.

On reprend les notations utilisées dans la description de la méthode de Reidemeister-
Schreier. Le sous-groupe K est alors généré par les sρ,β = (ρβ)(ρβ)−1 avec ρ ∈ Λn et β
générateur de GSVBn.

On a alors pour tout ρ ∈ Sn et pour tout i ∈ [[1;n− 1]] :
— sρ,ρi = 1,
— sρ,σi = (ρσi)(ρσi)

−1 = (ρσi)(ρ)
−1 = ρσiρ

−1 = κρ(i),ρ(i+1),
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— sρ,τi = (ρτi)(ρτi)
−1 = (ρτi)(ρ)

−1 = ρτiρ
−1 = kρ(i),ρ(i+1).

Chaque générateur de K est donc un élément de la forme κi,j ou ki,j et réciproquement
chaque κi,j , ki,j est un générateur de K car Sn agit 2-transitivement sur [[1;n− 1]].

Il reste à déterminer les relations de K. On note rp, 1 ≤ p ≤ 13, les mots suivants (dont
on ignore la dépendance en les indices i, j afin de simplifier la rédaction) :

— r1 = σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ−1

i+1,
— r2 = σiσjσ

−1
i σ−1

j , |i− j| ≥ 2,

— r3 = σi+1ρiρi+1σ
−1
i ρi+1ρi,

— r4 = σiρjσ
−1
i ρ−1

j , |i− j| ≥ 2,

— r5 = ρ2i ,

— r6 = ρiρi+1ρiρ
−1
i+1ρ

−1
i ρ−1

i+1,

— r7 = ρiρjρ
−1
i ρ−1

j , |i− j| ≥ 2,

— r8 = τiτjτ
−1
i τ−1

j , |i− j| ≥ 2,

— r9 = τiσjτ
−1
i σ−1

j , |i− j| ≥ 2,

— r10 = τiσiτ
−1
i σ−1

i ,

— r11 = σiσi+1τiσ
−1
i+1σ

−1
i τ−1

i+1,
— r12 = τi+1ρiρi+1τ

−1
i ρ−1

i+1ρ
−1
i ,

— r13 = τiρjτ
−1
i ρ−1

j , |i− j| ≥ 2.

Les relations définissant K sont alors les relations

R(ρrpρ
−1)︸ ︷︷ ︸

rp,ρ

= 1, ρ ∈ Λn et 1 ≤ i ≤ 13.

Il a déjà été démontré dans [8] que les r1,ρ donnent les mots κi,jκj,kκi,jκ
−1
j,kκ

−1
i,j κ

−1
j,k , que

r2,ρ donnent κi,jκk,lκ
−1
i,j κ

−1
k,l et que les rp,ρ pour p = 3, 4, 5, 6, 7 donnent tous le mot vide.

Il reste à déterminer rp,ρ pour 8 ≤ p ≤ 13. Comme il a déjà été noté ci-dessus sρ,σi =
ρs1,σiρ

−1 = κρ(i),ρ(i+1) et sρ,τi = ρs1,τiρ
−1 = ρτiρ

−1 = kρ(i),ρ(i+1), par conséquent pour tout
p, rp,ρ = ρrp,1ρ

−1 et il suffit dans un premier temps de calculer les rp,1.

Dans le cas p = 8, on obtient :

r8,1 = R(r8) = se,τisτi,τj s
−1

τiτjτ
−1
i ,τi

s−1
r8,τj

= ki,i+1kj,j+1k
−1
i,i+1k

−1
j,j+1

et

r8,ρ = ρki,i+1κj,j+1k
−1
i,i+1κ

−1
j,j+1ρ

−1 = kρ(i),ρ(i+1)κρ(j),ρ(j+1)k
−1
ρ(i),ρ(i+1)κ

−1
ρ(j),ρ(j+1)

ce qui qui au final donnes les mots ki,jκk,lk
−1
i,j κk,l−1 où des lettres distinctes renvoient à des

indices distincts.
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Dans le cas p = 9, on obtient :

r9,1 = R(r9) = se,τisτi,σj s
−1

τiσjτ
−1
i ,τi

s−1
r9,σj

= ki,i+1κj,j+1k
−1
i,i+1κ

−1
j,j+1

et
r8,ρ = ρki,i+1κj,j+1k

−1
i,i+1κ

−1
j,j+1ρ

−1 = kρ(i),ρ(i+1)κρ(j),ρ(j+1)k
−1
ρ(i),ρ(i+1)κ

−1
ρ(j),ρ(j+1)

ce qui qui au final donnes les mots k−1
i,j κ

−1
k,l ki,jκk,l où des lettres distinctes renvoient à des

indices distincts.

Dans le cas p = 10, on obtient :

r10,1 = R(r10) = se,τisτi,σi s
−1

τiσiτ
−1
i ,τi

s−1
r10,σi

= ki,i+1κi,i+1k
−1
i,i+1κ

−1
i,i+1

et
r10,ρ = ρki,i+1κi,i+1k

−1
i,i+1κ

−1
i,i+1ρ

−1 = kρ(i),ρ(i+1)κρ(i),ρ(i+1)k
−1
ρ(i),ρ(i+1)κ

−1
ρ(i),ρ(i+1)

ce qui qui au final donnes les mots k−1
i,j κ

−1
i,j ki,jκi,j où des lettres distinctes renvoient à des

indices distincts.

Dans le cas p = 11, on obtient :

r11,1 = R(r11) = sσi,σi+1sσiσi+1,τis
−1

σiσi+1τiσ
−1
i+1,σi+1

s−1

σiσi+1τiσ
−1
i+1σ

−1
i ,σi

s−1
r11,τi+1

= κi,i+1κi+1,i+2ki,i+1κ
−1
i+1,i+2κ

−1
i,i+1k

−1
i+1,i+2

et
r11,ρ = ρκi,i+1κi+1,i+2ki,i+1κ

−1
i+1,i+2κ

−1
i,i+1k

−1
i+1,i+2ρ

−1

= κρi,ρi+1κρi+1,ρi+2kρi,ρi+1κ
−1
ρ(i+1),ρ(i+2)κ

−1
ρ(i),ρ(i+1)k

−1
ρ(i+1),ρ(i+2)

ce qui qui au final donnes les mots κi,jκj,kki,jκ
−1
j,kκ

−1
i,j k

−1
j,k où des lettres distinctes renvoient

à des indices distincts.

Dans le cas p = 12, on obtient :

r12,1 = R(r12) = se,τi+1sτi+1,ρisτi+1ρi,ρi+1s
−1

τi+1ρiρi+1τ
−1
i ,τi

s−1

τi+1ρiρi+1τ
−1
i ρ−1

i+1,ρi+1

s−1
r12,ρi

= ki+1,i+2.e.e.k
−1
i+1,i+2.e.e

= e.

D’où les r12,ρ sont égaux aux mot vide et n’engendrent aucune relation.

Enfin dans le cas p = 13, on obtient :

r13,1 = R(r13) = se,τisτi,ρjs
−1

τiρjτ
−1
i ,τi

s−1
r13,ρj

= ki,i1.e.k
−1
i,i+1.e

= e.

D’où les r13,ρ sont égaux aux mot vide et n’engendrent aucune relation.
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On obtient bien finalement la présentation recherchée. �

Démonstration de la proposition 4.5. En combinant le lemme 4.6 et le lemme
4.7, il vient

GSVBn ≃ GSKBn ⋊Sn.

Soit I : GSKBn ⋊Sn → GSVBn l’isomorphisme correspondant et ι sa restriction au
sous-monoïde SKBn ⋊ Sn. Comme I est injectif alors ι aussi et par conséquent ι est un
isomorphisme de SKBn ⋊Sn sur son image.

D’un autre côté, par définition de ι, pour tous 1 ≤ i < j ≤ n− 1 :
— ι(κi,j) = ρj−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρj−1 ∈ SVBn ;
— ι(κj,i) = ρj−1 . . . ρi+1ρiσiρiρi+1 . . . ρj−1 ∈ SVBn ;
— ι(ki,j) = ρj−1 . . . ρi+1τiρi+1 . . . ρj−1 ∈ SVBn ;
— ι(kj,i) = ρj−1 · · · ρi+1ρiτiρiρi+1 · · · ρj−1 ∈ SVBn ;

et pour tout i ∈ [[1;n− 1]], ι(ρi) = ρi ∈ SVBn. D’où Im(ι) ⊆ SVBn. Réciproquement σi =
ι(κi,i+1), τi = ι(ki,i+1), ρi = ι(ρi) ∈ Im(ι) d’où SVBn ⊆ Im(ι) et au final Im(ι) = SVBn.

On en conclut que ι est bien un isomorphisme entre SVBn et SKBn ⋊Sn. �

3. Réductions de problèmes à SKBn

3.1. Conjecture de Birman. On rappelle qu’on peut définir un morphisme de dés-
ingularisation de SVBn dans Z[VBn], qu’on note δVBn et qui est défini par

δVBn(σ
±1
i ) = σ±1

i , δVBn(ρi) = ρi et δVBn(τi) = σi − σ
−1
i .

. De même, soit δKBn : SKBn → Z[KBn] le morphisme de désingularisation pour les
monoïdes d’Artin défini dans le chapitre 2. Rappelons aussi que la conjecture de Birman
pour VBn (resp. pour KBn) n’est autre que à l’hypothèse de l’injectivité de δVBn (resp.
δKBn).

Proposition 4.9. La conjecture de Birman est vraie pour VBn si, et seulement si, elle est
vraie pour KBn.

Démonstration. On identifie SVBn avec SKBn ⋊Sn.
Commençons par remarquer que pour tout k ∈ SKBn et g ∈ Sn

δVBn(kg) = δKBn(k)g.

De ce fait δKBn coïncide avec la restriction de δVBn à KBn ce qui donne le premier sens
de l’implication.

On suppose alors δKBn est injectif. Grâce à la décomposition SVBn ≃ SKBn ⋊Sn, on
peut également identifier, comme dans la démonstration de la proposition 2.45, le Z-module
Z[VBn] avec le produit tensoriel Z[KBn]⊗ Z[Sn].

Soit alors k, k′ ∈ SKBn et g, g′ ∈ Sn tels que

δVBn(kg) = δVBn(k
′g′)

i.e.
δKBn(k)⊗ g = δKBn(k

′)⊗ g′.
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Par le lemme 2.46, il existe µ ∈ Q tel que δKBn(k) = µ−1δKBn(k
′) et g = µg′. On a

nécessairement µ = 1 du fait que g = µg′ et donc δKBn(k) = δKBn(k
′), comme δKBn est

injectif on en déduit que k = k′ et au final kg = k′g′. On a donc montré que δVBn est
injectif. �

Théorème 4.10. Les sous-groupes paraboliques irréductibles libres d’infini de KBn véri-
fient la conjecture de Birman.

Démonstration. Tous les sous-groupes paraboliques irréductibles libres d’infini de
KBn sont des groupes d’Artin de type A ou des groupes d’Artin de type Ã (proposition
4.4) et ces groupes vérifient la conjecture de Birman. �

De ce fait la conjecture de Birman pour les tresses virtuelles est ramené à un cas
particulier de la conjecture de Birman pour une certaine famille de groupes d’Artin.

3.2. Invariants de Vassiliev. On dispose également de connexions entre les inva-
riants de Vassiliev de VBn et ceux de KBn définis dans les deux chapitres précédents.

Proposition 4.11. Les invariants de Vassiliev de VBn séparent les éléments de VBn si et
seulement si les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de KBn.

Démonstration. Un invariant de Vassiliev de VBn donne par restriction à Z[KBn]
un invariant de Vassiliev de KBn donc le sens direct de l’équivalence est triviale.

Avant d’établir la réciproque rappelons que puisque VBn = KBn ⋊ Sn toute tresse
β ∈ VBn peut s’écrire de manière unique sous la forme d’un produit kβθβ où kβ ∈ KBn
et θβ ∈ Sn, et que l’isomorphisme entre Z[VBn] et Z[KBn] ⊗ Z[Sn] est donné par la
correspondance

β ←→ kβ ⊗ θβ

entre les bases de Z[VBn] et Z[KBn] ⊗ Z[Sn] des deux Z-modules. On note pKBn l’appli-
cation linéaire de Z[KBn]⊗ Z[Sn] dans Z[KBn] qui envoie k ⊗ θ sur k.

Supposons alors que les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de KBn,
et soient β = kθ, β′ = k′θ′ deux éléments distincts où k, k′ ∈ KBn et θ, θ′ ∈ Sn. Alors si
θ 6= θ′, le linéarisé Φ : Z[VBn]→ Z[Sn] de ϕ : VBn → Sn (théorème 4.1) est un invariant de
Vassiliev de degré 0 qui distingue β et β′. Sinon, on a nécessairement k 6= k′ et donc il existe
un invariant de Vassiliev V tel que V (k) 6= V (k′) et en identifiant Z[VBn] à Z[KBn]⊗Z[Sn],
l’application V ◦ pKBn est un invariant de Vassiliev de VBn qui distingue β et β′. �

Avant d’énoncer une deuxième connexion entre les invariants de Vassiliev de VBn et ceux
de KBn rappelons qu’on dit que les invariants de Vassiliev de VBn (resp. KBn) séparent les
éléments de SVBn (resp. SKBn) si pour toute paire β, β′ d’éléments distincts dans SVBn
(resp. SKBn) il existe un invariant de Vassiliev V tel que V ◦δVBn(β) 6= V ◦δVBn(β

′) (resp.
V ◦ δKBn(β) 6= V ◦ δKBn(β

′)). Nous avons besoin aussi du lemme préparatoire suivant.

Lemme 4.12. On se place sous l’hypothèse que les invariants de Vassiliev de KBn séparent
les éléments de SKBn. Pour tout k ∈ SKBn, il existe un invariant de Vassiliev V tel que
V (k) 6= 0.
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Démonstration. On note e le neutre de KBn, on choisit k′ ∈ KBn avec k′ 6= e et
on note mk′ l’application Z-linéaire de Z[KBn] dans Z[KBn] définie pour tout v ∈ Z[KBn]
par

mk′(v) = k′v.

Comme k′ 6= e alors k′k 6= k et comme les invariants de Vassiliev de KBn séparent les
éléments de SKBn, alors il existe un invariant de Vassiliev V tel que V (k) 6= V (k′k).

Alors
— soit V (k) 6= 0 et alors V est l’invariant recherché,
— soit V (k) = 0 et dans ce cas (V ◦mk′)(k) = V (k′k) 6= V (k) = 0 et V ◦mk′ , qui est

encore un invariant de Vassiliev, est l’invariant recherché.
�

Proposition 4.13. Les invariants de Vassiliev de VBn séparent les éléments de SVBn si
et seulement si les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de SKBn.

Démonstration. Commençons par remarquer que si les invariants de Vassiliev d’un
groupe G, où G est un groupe d’Artin ou un groupe de tresses virtuelles, séparent les élé-
ments du monoïde singulier associé SG alors nécessairement le morphisme de désingularisa-
tion δG : SG→ Z[G] est injectif et comme l’injectivité de δVBn et de δKBn est équivalente,
on peut supposer dans les deux implications que ces deux morphismes sont injectifs. De
plus si V est un invariant de Vassiliev de KBn, alors V ⊗ IdZ[Sn] : k⊗ θ 7→ V (k)⊗ θ est un
invariant de Vassiliev de VBn.

Comme déjà dit, un invariant de Vassiliev de VBn donne par restriction à Z[KBn] un
invariant de Vassiliev de KBn, le sens direct de l’équivalence est donc encore triviale.

Supposons alors que les invariants de Vassiliev de KBn séparent les éléments de SKBn,
et soient β = kθ, β′ = k′θ′ deux éléments distincts où k, k′ ∈ SKBn et θ, θ′ ∈ Sn. Alors si
k 6= k′ comme δVBn et δKBn sont injectifs et que δVBn(β) = δVBn(kβθβ) = δKBn(kβ)θβ et
δVBn(β

′) = δKBn(kβ′)θβ′ , il s’en suit que si V est un invariant de Vassiliev qui sépare k et
k′ alors V ◦ pKBn est un invariant de Vassiliev de VBn qui distingue β et β′.

Si k = k′ on a nécessairement θ 6= θ′ et si V est un invariant de Vassiliev de KBn tel que
V (k) 6= 0 (qui existe d’après le lemme 4.12) alors V ⊗ IdZ[Sn] est un invariant de Vassiliev
qui sépare β et β′. �

4. Perspectives

On repose donc pour le groupe de tresses virtuelles à n brins VBn, les deux questions
qui ont constitué le fil rouge de cette thèse :

— la conjecture de Birman est-elle vraie pour le groupe VBn ?
— les invariants de Vassiliev des tresses virtuelles séparent-ils les éléments de VBn ?
On a vu dans la section précédente que pour répondre à ces questions, il suffirait d’y

répondre pour le groupe d’Artin KBn. Or par la proposition 4.2 les sous-groupes para-
boliques irréductibles et libres d’infini de KBn sont soit des groupes de tresses, soit des
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groupes d’Artin de type Ã, et on sait qu’on peut répondre par l’affirmative à ces deux ques-
tions pour ces deux famille de groupes (voir les théorèmes 1.13, 1.20, 2.38 et 2.48). Cela
incite à penser que les réponses à ces questions sont encore positives pour le groupe KBn.
De plus, le fait que KBn peut être reconstruit par une succession de produits cartésiens et
de produits amalgamés à partir de groupes de tresses et groupes d’Artin de type Ã offre une
piste pour le démontrer ; en effet s’il est possible de prouver que, pour un groupe d’Artin,
le fait de vérifier la conjecture de Birman ou d’avoir ses éléments séparés par des invariants
de Vassiliev sont des propriétés stables par produit cartésien ou par produit amalgamé
alors cela suffirait pour conclure le cas KBn. Cette approche a déjà été amorcée avec la
proposition 2.45.

À ces problématiques on peut ajouter celle de l’étude des invariants de Vassiliev au
sens de Goussarov, Polyak et Viro détaillés à la fin du chapitre 3. Comme il a déjà été
mentionné, tout invariant de Vassiliev au sens de Goussarov, Polyak et Viro est un un
invariant de Vassiliev en notre sens et montrer la séparabilité des tresses virtuelles par leurs
invariants impliquerait la séparabilité des tresses virtuelles par les nôtres. De plus, on peut
se poser la question de l’existence de singularités qui joueraient un rôle similaire au τi dans
cette théorie et de l’injectivité du morphisme de désingularisation qui en résulterait.





Annexe A

Combinatoire des monoïdes

1. Monoïdes quotients

Cette annexe décrit les notions fondamentales de la combinatoire des monoïdes, qui est
utilisée tout au long de la thèse ainsi que dans l’annexe B.

Définition A.1. Soit M un monoïde. Une congruence ≡ sur M est une relation d’équiva-
lence compatible avec la multiplication de M i.e. une relation d’équivalence telle que pour
tous a, b, c, d ∈M :

(a ≡ c et b ≡ d)⇒ ab ≡ cd.

Proposition A.2. On se fixe un monoïde M , ≡ une congruence sur M et on note pour
tout m ∈ m, m la classe de m dans l’ensemble quotient M/ ≡ .

Le quotient M/ ≡ peut être muni d’une multiplication définie pour tous m,n ∈ M/ ≡
par

m.n = mn.

La projection canonique π :M →M/ ≡ est alors un homomorphisme surjectif de monoïdes.

2. Présentations de monoïdes

Définition A.3. Soit E un ensemble. Le monoïde libre sur E, qu’on note F+(E), est le
monoïde dont l’ensemble sous-jacent est l’ensemble des mots sur l’alphabet E (en incluant
le mot vide) et dont l’opération est le produit de concaténation. Le neutre de ce monoïde
est alors le mot vide.

Définition A.4. Soit E un ensemble quelconque, et ∼,∼′ deux relations d’équivalences
sur E. On dit que la relation ∼ est plus fine que ∼′ si pour tous x, y ∈ E :

(x ∼ y)⇒ (x ∼′ y).

Proposition A.5. Soit E un ensemble, et (ri)i∈I , (r
′
i)i∈I deux familles de mots sur l’al-

phabet E, indexées par un même ensemble I. Il existe une unique congruence ≡ sur F+(E)
telle que :

(1) pour tout i ∈ I ri ≡ r′i,
(2) ≡ est la plus fine congruence qui vérifie (1).

Cette congruence est définie comme suit.
Si w,w′ ∈ F+(E), on note w ≡0 w

′ si w contient un ri comme sous-mot et w′ est obtenu
à partir de w en substituant le sous-mot ri par r′i, ou inversement.
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Pour tout w,w′ ∈ F+(E), on a w ≡ w′ si et seulement s’il existe n ∈ N et w0, w1, ..., wn
des éléments de F+(E) tel que

• w0 = w,
• wn = w′,
• pour tout i ∈ [[0;n− 1]] wi ≡0 wi+1.

Définition A.6. On reprend les notations de A.5. Le monoïde quotient F+(E)/ ≡ est
alors noté

< E | ri = r′i, i ∈ I >
+ .

Dans ce contexte :
— les éléments de E sont appelés générateurs du monoïde < E | ri = r′i, i ∈ I >

+ ;
— les équations ri = r′i sont appelées relations du monoïde < E | ri = r′i, i ∈ I >

+ ;
— la congruence ≡ est dite engendrée par les relations ri = r′i.

Soit M un monoïde. Si M est isomorphe à < E | wi = w′
i, i ∈ I >

+ alors on dit que
< E | wi = w′

i, i ∈ I >
+ est une présentation de monoïde de M .



Annexe B

Groupes enveloppants

Dans cette annexe on définit la notion de groupe enveloppant, laquelle est utilisée dans
les chapitres 2 et 4. On y démontre un certain nombre de résultats qui s’y rapportent,
notamment en relation avec d’autres notions de la théorie des monoïdes, telles que les
limites inductives de monoïdes ou les produits semi-directs de monoïdes. Ces notions ne
sont pas nouvelles 1 et il en va de même pour certains des résultats qui sont présentés ici.
Toutefois, pour autant que l’auteur le sache, il n’existe pas de référence simple et complète
sur le sujet dans la littérature, les ouvrages classiques n’en donnant en général qu’une
vision fractionnaire, ou bien l’incluant au contraire dans un cadre beaucoup plus général et
technique.

À cela, on peut ajouter que certains résultats sont généralement énoncés sans démons-
tration. L’auteur souhaite donc profiter de ce manuscrit pour donner une présentation
personnelle des définitions et des résultats de base en lien avec ces notions. Une attention
particulière sera donnée sur le passage à la limite inductive et au produit semi-direct des
propriétés de plongeabilité d’un monoïde dans un groupe. Cela permettra d’en déduire un
certain nombre de résultats nouveaux sur le caractère plongeable des monoïdes d’Artin
(théorème B.26) et de certains monoïdes singuliers (corollaire B.32).

1. Définition et existence

Définition B.1. Soit M un monoïde. Un groupe enveloppant de M est un groupe G qui
satisfait la propriété universelle suivante.

Il existe un homomorphisme de monoïdes ι : M → G tel que, pour tout groupe H et
tout homomorphisme de monoïdes ϕ : M → H, il existe un unique homomorphisme de
groupes Φ : G→ H faisant commuter le diagramme suivant :

G
Φ // H

M

ι

OO

ϕ

>>

.

Théorème B.2. Tout monoïde M admet un groupe enveloppant unique à isomorphisme
près.

Démonstration. Soit M un monoïde, on définit le groupe G de présentation suivante.

1. Voir par exemple [17] dans le cas du groupe enveloppant.
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— Générateurs : M .
— Relations : xyz−1 = 1 avec x, y, z ∈M et xy = z dans M .

On définit ensuite l’application ι : M → G qui envoie m ∈ M sur la classe de son élément
correspondant dans G. L’application ι est évidement un homomorphisme de monoïdes à
cause des relations choisies pour G.

Maintenant si H est un groupe et ϕ est un homomorphisme de M dans H, alors soit
φ̃ l’homomorphisme de groupes défini du groupe libre sur M par φ̃(m) = ϕ(m) pour
tout m ∈ M . Alors φ̃ peut être factorisé sur G car le fait que ϕ est un homomorphisme
de monoïdes implique qu’il respecte les relations définissant G. On note φ : G → H le
morphisme de groupe ainsi obtenu. Alors par définition φ satisfait l’égalité φ◦ ι = ϕ et si φ′

est un autre homomorphisme de G dans H tel que φ′ ◦ ι = ϕ = φ◦ ι alors φ et φ′ coïncident
sur ι(M) qui est un système générateur de G, donc nécessairement φ′ = φ. D’où l’unicité
de φ. D’où G est un groupe enveloppant pour M .

Montrons maintenant la deuxième partie de l’assertion en prouvant que tout groupe
enveloppant de M est isomorphe au groupe G construit ci-dessus. Soit G′ un autre groupe
enveloppant de M et ι′ le morphisme associé de M dans G. Commençons par remarquer
que l’unique endomorphisme Ψ de G tel que Ψ ◦ ι′ = ι′ est nécessairement l’identité de G′

qu’on note IdG′ .
Ensuite par définition d’un groupe enveloppant, il existe un unique morphisme I de G′

dans G tel que I ◦ ι′ = ι. De même, il existe un unique morphisme I ′ de G dans G′ tel que
I ′ ◦ ι = ι′. On a alors

(I ′ ◦ I) ◦ ι′ = I ′ ◦ (I ◦ ι′) = I ′ ◦ ι = ι′

et par la remarque du paragraphe précédent on a nécessairement I ′ ◦ I = IdG′ .
On montre pareillement que I ◦ I ′ = IdG, d’où I et I ′ sont réciproques l’un de l’autre

et G et G′ sont isomorphes. �

À partir de maintenant, quand on dira le groupe enveloppant du monoïde M , on parlera
du groupe construit dans la preuve du théorème B.2 et on le notera G(M). On supposera
également que le morphisme de M dans G(M) est celui du théorème B.2 et on le notera
ιM .

Comme l’atteste le résultat suivant, la notion de groupe enveloppant apparaît naturel-
lement dans la problématique du plongement de monoïdes qui consiste à déterminer si un
monoïde donné peut être plongé dans un groupe.

Proposition B.3. Soit M un monoïde pour lequel il existe un groupe enveloppant G, alors
M se plonge dans un groupe si et seulement s’il se plonge dans G.

Démonstration. On démontre le sens direct de la proposition, l’autre sens étant
immédiat. Soit ι l’homomorphisme associé de M dans G. On suppose que ϕ est un plonge-
ment de M dans un groupe H. Soit φ : G→ H l’unique homomorphisme de groupes tel que
φ◦ι = ϕ. Le fait que φ◦ι = ϕ est injectif implique nécessairement que ι l’est également. �

On dira qu’un monoïde est plongeable s’il se plonge dans un groupe ou, de manière
équivalente, dans son groupe enveloppant.
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Proposition B.4. Soit M,M ′ deux monoïdes et ι, ι′ les homomorphismes de M dans
G(M) et de M ′ dans G(M ′). Pour chaque monoïde d’homomorphismes ϕ : M → M ′, il
existe un unique homomorphisme de groupes Φ : G(M) → G(M ′) qui rend le diagramme
suivant commutatif :

G(M)
Φ // G(M ′)

M

ι

OO

ϕ
// M ′.

ι′

OO

Démonstration. L’homomorphisme Φ en question n’est rien d’autre que l’unique
extension de l’homomorphisme ι′ ◦ ϕ. �

À partir de maintenant, si ϕ : M → N est un morphisme de monoïdes, on note G(ϕ)
le morphisme de groupes entre G(M) et G(N) provenant de la proposition B.4.

Corollaire B.5. Soient M,N,L trois monoïdes, ϕ :M → N et ψ : N → L des morphismes
de monoïdes. Alors :

G(ψ ◦ ϕ) = G(ψ) ◦G(ϕ).

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif du fait que les deux carrés
qui le constituent sont eux-même commutatifs

G(M)
G(ϕ)

// G(N)
G(ψ)

// G(L)

M

ιM

OO

ϕ
// N

ιN

OO

ψ // L.

ιL

OO

Par conséquent le diagramme suivant est également commutatif

G(M)
G(ψ)◦G(ϕ)

// G(L)

M

ιL

OO

ψ◦ϕ
// L,

ιL

OO

et donc, par unicité, G(ψ ◦ ϕ) = G(ψ) ◦G(ϕ). �

Corollaire B.6. Soient M,N deux monoïdes et ϕ : M → N un morphisme de monoïdes.
Si ϕ est un isomorphisme de monoïdes alors G(ϕ) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Notons d’abord que, par unicité, G(IdM ) = IdG(M) et G(IdN ) =
IdG(N).
On a alors les égalités suivantes :

G(ϕ) ◦G(ϕ−1) = G(ϕ ◦ ϕ−1) = G(IdM ) = IdG(M)

et
G(ϕ−1) ◦G(ϕ) = G(ϕ−1 ◦ ϕ) = G(IdN ) = IdG(N).
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D’où le résultat. �

Les propriétés énoncées dans la proposition B.4 et les corollaires B.5 et B.6 sont appelées
propriétés fonctorielles de G(M).

2. Systèmes inductifs de monoïdes

On s’intéresse ici à la compatibilité du groupe enveloppant vis-à-vis des limites induc-
tives de monoïdes. Plus précisément on cherche à démontrer que le groupe enveloppant
d’une limite inductive de monoïdes est la limite inductives des groupes enveloppants. On
commence par rappeler les notions de systèmes inductifs et limites inductives.

2.1. Définitions.

Définition B.7. Soit (I,≤) un ensemble ordonné. On dit que (I,≤) est un ensemble filtrant
à droite si toute paire d’éléments de I admet un majorant commun.

Définition B.8. Un système inductif de monoïdes est une famille de la forme

M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I

où :
• (I,≤) est un ensemble filtrant à droite ;
• pour chaque i ∈ I, Mi est un monoïde ;
• pour chaque i, j ∈ I avec i ≤ j, ϕi,j est un homomorphisme de monoïdes de Mi

dans Mj , qui doit être le morphisme identité si i = j ;
• pour chaque i, j, k ∈ I avec i ≤ j ≤ k, on a ϕj,k ◦ ϕi,j = ϕi,k.

Définition B.9. Soit M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un système inductif de monoïdes, N un
monoïde et, pour chaque i ∈ I, ψi :Mi → N un homomorphisme.

On dit que la famille (ψi)i∈I est compatible avec le système inductif M si pour tous
i, j ∈ I avec i ≤ j le diagramme suivant commute :

Mj

ψj // N

Mi

ϕi,j

OO

ψi

>>

.

Définition B.10. SoitM = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un système inductif de monoïdes. Une limite
inductive deM est un monoïde M pour lequel il existe une famille (ϕi)i∈I compatible avec
M, de codomaine M , et telle que la propriété universelle suivante soit vérifiée.

Pour tout monoïde N et toute famille (ψi)i∈I compatible avec M de codomaine N , il
existe un unique homomorphisme de monoïde Ψ : M → N qui rend, pour chaque i ∈ I, le
diagramme suivant commutatif :

M
Ψ // N

Mi

ϕi

OO

ψi

>>

.
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Remarque B.11. Les notions de système inductif et de limite inductive peuvent être
définis de la même manière pour d’autre types d’objets algébriques, par exemples les en-
sembles, les groupes, les espaces vectoriels sur un corps K fixé, les espaces topologiques, etc.
Les homomorphismes de monoïdes sont alors remplacés par des applications ensemblistes,
des homomorphismes de groupes, des applications K-linéaires, des applications continues,
etc.

Jusqu’à la fin de la section, (I,≤) sera un ensemble filtrant à droite fixé et tout système
inductif (de monoïdes ou d’un autre type d’objet) indexé par (I,≤) sera appelé I-système
inductif.

Proposition B.12. SoitM = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un I-système inductif de monoïdes. Alors
M possède une limite inductive M unique à isomorphisme près.

Démonstration. On pose

M̃ = F+

(
⊔

i∈I

Mi

)
et M = M̃/ ≡

où ≡ est la congruence engendrée par les relations suivantes :
(1) mim

′
i ≡ m

′′
i pour tous i ∈ I et mi,m

′
i,m

′′
i ∈Mi vérifiant mim

′
i = m′′

i dans Mi ;
(2) mi ≡ ϕi,j(mi) pour tous i, j ∈ I avec i ≤ j et mi ∈Mi.
En notant, pour tout m ∈ M̃ , m la classe de m dans le quotient M , on définit pour

tout i ∈ I
ϕi : Mi → M

m 7→ m.

Par les relations (1), les ϕi sont des homomorphismes de monoïdes et, par les relations (2),
pour tous i, j ∈ I avec i ≤ j et pour tout mi ∈Mi

(ϕj ◦ ϕi,j)(mi) = ϕj(ϕi,j(mi)) = ϕi,j(mi) = mi = ϕi(mi).

La famille (ϕi)i∈I est donc compatible avec M.
Soit alors (ψi)i∈I une autre famille d’homomorphismes compatibles avec M, de codo-

maine N . Puisque M̃ est librement engendré par la réunion disjointe des Mi, il est possible
de définir un homomorphisme ψ̃ de M̃ dans N en posant

ψ̃(m) = ψi(m)

où i est l’unique élément de I tel que m ∈ Mi. Le fait que (ψ)i∈I soit une famille d’homo-
morphismes compatible avec M revient à dire que ψ̃ respecte les relations définissant M .
On peut par conséquent définir

ψ : M → N

m 7→ ψ̃(m).
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Pour finir, pour tout i ∈ I et tout m ∈Mi, on a

(ψ ◦ ϕi)(mi) = ψ(ϕi(mi)) = ψ(mi) = ψ̃(mi) = ψi(mi)

d’où ψ ◦ϕi = ψi pour tout i ∈ I, et c’est nécessairement le seul morphisme pouvant vérifier
ces égalités puisque, par construction de la limite inductive, les ϕi(mi) engendrent M .

L’unicité de la limite inductive à isomorphisme près se fait avec la même stratégie de
démonstration que pour le groupe enveloppant. �

À partir de maintenant, quand on parlera de la limite inductive du système inductif
M = (Mi, (ϕj)i≤j)i∈I , on parlera du monoïde construit dans la preuve du théorème B.12
et elle sera notée

L(M).

On supposera également que les homomorphisme des Mi dans L(M) sont ceux de B.12.
Traditionnellement, la limite inductive de M est plus souvent notée

lim
−→
i∈I

Mi.

Dans un souci de clarté des énoncés, nous utiliserons par la suite tantôt l’une, tantôt l’autre
de ces notations.

Comme mentionné en remarque B.11, on peut définir une notion de système inductive et
de limite inductive pour les ensembles et les applications ensemblistes. Si (Ei, (ϕi,j)i≤j)i∈I
est un système inductif d’ensembles indexés par I, on peut alors construire une limite
inductive de ce système en prenant la réunion disjointe des Ei

Ẽ =
⊔

i∈I

Ei

et en la quotientant par la relation d’équivalence ∼ suivante :

pour tous (ei, ej) ∈ Ei × Ej , ei ∼ ej s’il existe k ≥ i, j tel que ϕi,k(ei) = ϕj,k(ej).

En notant E le quotient ainsi obtenu, les applications ϕi : Ei → E sont alors définies pour
tout i ∈ I par ϕi = π ◦ ιi où ιi est l’injection canonique de Ei dans Ẽ et π est la projection
canonique de Ẽ dans E.

Tout comme pour le cas des monoïdes, toute limite inductive d’un système inductif
d’ensembles est isomorphe à la construction ci-dessus.

Dans le cadre des systèmes inductifs d’ensembles et des limites inductives ensemblistes,
on peut démontrer sans trop de difficultés le résultat suivant.

Proposition B.13. Soit E = (Ei, (ϕi,j)i≤j)i∈I est un système inductif d’ensembles indexés
par I et E une limite inductive de E . Alors les assertions suivantes sont vraies.

(1) Pour tout e ∈ E , il existe k ∈ I tel que e ∈ ϕk(Ek) i.e.
⋃

i∈I

ϕi(Ei) = E.
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(2) Soit (ei, e
′
j) ∈ Ei × Ej , alors il existe k ≥ i, j et ek, e′k ∈ Ek tel que ϕi(ei) = ϕk(ek)

et ϕj(e′j) = ϕk(e
′
k).

(3) Soient (ei, ej) ∈ Ei ×Ej , alors ϕi(ei) = ϕj(ej) si et seulement s’il existe k ≥ i, j tel
que ϕi,k(ei) = ϕj,k(ej).

Démonstration. Dans le cas de la limite inductive donnée par la construction faite
plus haut, les assertions (1) et (3) sont immédiates et pour l’assertion (2), il suffit de
remarquer que si (ei, ej) ∈ Ei×Ej alors on peut choisir n’importe quel k ≥ i, j et en posant
ek = ϕi,k(ei), e′k = ϕj,k(e

′
j), on a alors

ϕi(ei) = (ϕk ◦ ϕi,k)(ei) = ϕk(ϕi,k(ei)) = ϕk(ek)

et il en va de même pour e′j .

Le cas général vient alors du fait que pour toute autre limite inductive Ẽ muni d’ap-
plications ϕ̃i : Ei → Ẽ, il existe une bijection φ : E → Ẽ tel que φ ◦ ϕi = ϕ̃i pour tout
i ∈ I. �

Afin de démontrer les résultats qui suivent, nous avons besoin des résultats de la propo-
sition B.13 dans le cadre des systèmes inductifs de monoïdes et de leurs limites inductives.
La démonstration directe d’un tel résultat s’avère être particulièrement fastidieuse. En effet
elle revient à reconstruire la limite inductive d’un système inductif de monoïde en prenant
sa limite inductive ensembliste et en la munissant d’une structure de monoïde. Or mon-
trer que l’on dispose d’une multiplication qui soit bien définie et qui satisfasse les axiomes
d’un monoïde implique la vérification de nombreux égalités qui peuvent s’avérer longues et
pénibles à rédiger. Nous préférons donc court-circuiter le problème en nous servant de la
proposition suivante qui est en réalité un résultat issu de la théorie des catégories reformulé
en un langage non catégorique.

Proposition B.14. SoitM = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un I-système inductif de monoïdes. Alors
la limite inductive L(M) de M en tant que système inductif de monoïdes est également
une limite inductive de M en tant que système inductif d’ensembles.

Ce qui suffit à justifier le résultat suivant.

Corollaire B.15. Si M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I est un système inductif de monoïdes alors
L(M) vérifie les propriétés de la proposition B.13.

Définition B.16. SoientM = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I et N = (Ni, (ϕ̃i,j)i≤j)i∈I deux I-systèmes
inductifs. Un homomorphisme de I-systèmes inductifs ψ :M→ N entre M et N est une
famille d’homomorphismes (ψi)i∈I tel que pour chaque i ∈ I, ψi va de Mi dans Ni et tel
que, pour chaque i, j ∈ I avec i ≤ j, le diagramme suivant est commutatif :

Mj

ψj // Nj

Mi

ϕi,j

OO

ψi

// Ni.

ϕ̃i,j

OO
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Proposition B.17. Soient M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I et N = (Ni, (ϕ̃i,j)i≤j)i∈I deux I-
systèmes inductifs et ψ :M→N un homomorphisme de I-systèmes inductifs.

Alors il existe un unique homomorphisme de monoïdes L(ψ) : L(M) → L(N ) tel que,
pour chaque i ∈ I, le diagramme suivant est commutatif :

L(M)
L(ψ)

// L(N )

Mi

ϕi

OO

ψi

// Ni.

ϕ̃i

OO

où (ϕi)i∈I et (ϕ̃i)i∈I sont les familles canoniques respectives d’homomorphismes des Mi

dans L(M), et des Ni dans L(N ).

Démonstration. Du fait des propriétés des ψi, des ϕ̃i et des ϕ̃i,j le diagramme suivant
est commutatif

Mj

ψj // Nj

ϕ̃j // L(N )

Mi

ϕi,j

OO

ψi

// Ni

ϕ̃i,j

OO

ϕ̃i

<<

et en particulier la famille (ψ̃i)i∈I définie par ψ̃i = ϕ̃i◦ψi est compatible avecM, donc induit
un unique homomorphisme L(ψ) de L(M) dans L(N ) tel que L(ψ) ◦ϕi = ψ̃i = ϕ̃i ◦ψi. �

Théorème B.18. SoientM = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I et N = (Ni, (ϕ̃i,j)i≤j)i∈I deux I-systèmes
inductifs et ψ = (ψi)i∈I un homomorphisme de M dans N .

Si ψi est injectif pour tout i ∈ I, alors L(ψ) est également injectif .

Démonstration. Soientm,m′ ∈ L(M) tels que L(ψ)(m) = L(ψ)(m′) et soientmi,m
′
i

des pré-images respectives de m,m′ par un certain ϕi, ce qui est possible par les points (1)
et (2) de la proposition B.13. Alors

L(ψ)(ϕi(mi)) = L(ψ)(m) = L(ψ)(m′) = L(ψ)(ϕi(m
′
i))

ce qui, par les propriétés définissant L(ψ), est équivalent à

ϕ̃i(ψi(mi)) = ϕ̃i(ψi(m
′
i)).

Par le point (3) de la proposition B.13, cela signifie qu’il existe j ≥ i tel que

ϕ̃i,j(ψi(mi)) = ϕ̃i,j(ψi(m
′
i))

et puisque ψ est un homomorphisme de I-systèmes inductif, ceci est équivalent à

ψj(ϕi,j(mi)) = ψj(ϕi,j(m
′
i)).

L’homomorphisme ψj étant injectif on a donc

ϕi,j(mi) = ϕi,j(m
′
i),
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ce qui implique, toujours par le point (3) de la proposition B.13, que

ϕi(mi) = ϕi(m
′
i),

i.e.
m = m′.

�

Proposition B.19. Soient

M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I , N = (Ni, (ϕ̃i,j)i≤j)i∈I et O = (Oi, (ϕ̂i,j)i≤j)i∈I

trois I-systèmes inductifs et ψ :M→N , ψ̃ : N → O deux homomorphismes de I-systèmes
inductifs.

Alors L(ψ̃ ◦ ψ) = L(ψ̃) ◦ L(ψ).

Démonstration. La démonstration est similaire au cas du groupe enveloppant : le
morphisme L(ψ̃) ◦ L(ψ) vérifie la propriété définissant L(ψ̃ ◦ ψ) donc, par unicité, les deux
homomorphismes coïncident. �

Les propriétés énoncées dans les propositions B.19 et B.17 sont appelées propriété fonc-
torielle des I-limites inductives.

2.2. Limites inductives et groupes enveloppants.

Théorème B.20. Soit M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un I-système inductif de monoïdes. En
utilisant la notion de groupe enveloppant, on peut construire un I-système inductif de
groupes G = (G(Mi), (G(ϕi,j))i≤j)i∈I . On a alors

lim
−→
i∈I

G(Mi) ≃ G(lim
−→
i∈I

Mi).

Démonstration. On note :
— pour tout i ∈ I, ϕi et Φi les morphismes canoniques respectifs de Mi dans L(M) et

G(Mi) dans L(G) ;
— pour tout i ∈ I, ιi le morphisme canonique de Mi dans G(Mi).

Par la proposition B.4, (ιi)i∈I est un homomorphisme de I-systèmes inductifs et, par
conséquent, engendre un homomorphisme I : L(M)→ L(G) tel que, pour tout i,

I ◦ ϕi = ιi ◦ Φi.

On va maintenant démontrer que le groupe L(G) muni du morphisme I vérifie la propriété
universelle qui définit le groupe enveloppant de L(M).

Soient donc H un groupe et ψ : L(M)→ H un homomorphisme de monoïdes. Prouvons
que ψ peut être factorisé au-travers d’un morphisme Ψ de L(G) dans H. Pour construire
Ψ, on commence par poser pour tout i ∈ I :

ψi = ψ ◦ ϕi.
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La famille (ψi)i∈I est compatible avec M et son extension à L(M) est nécessairement ψ.
De même, la famille G(ψi)i∈i qu’elle engendre est compatible avec le I-système inductif G ;
en effet pour i ≤ j :

(G(ψj) ◦G(ϕi,j)) ◦ ιi = G(ψj) ◦ (G(ϕi,j) ◦ ιi)
= G(ψj) ◦ (ιj ◦ ϕi,j)
= (G(ψj) ◦ ιj) ◦ ϕi,j
= ψj ◦ ϕi,j
= ψi

et donc par unicité de G(ψi) : G(ψj) ◦G(ϕi,j) = G(ψi).
Puisque (G(ψi))i∈i est compatible avec G, il engendre un homomorphisme de groupes Ψ
qui va de G dans H.

Montrons maintenant que Ψ ◦ I = ψ. En combinant, pour tout i ∈ I, le caractère
commutatif des diagrammes suivants

L(M)
I // L(G)

Mi

ϕi

OO

ιi
// G(Mi).

Φi

OO
L(G)

Ψ // H

G(Mi)

Φi

OO

Ψi

<< ,

on obtient la commutativité des diagrammes suivants

L(M)
I // L(G)

Ψ // H

Mi

ϕi

OO

ψi

55

.

Donc, par unicité de l’extension de (ψi)i∈I , Ψ ◦ I = ψ.
Il reste à démontrer l’unicité de Ψ. Celle-ci découle du fait que I(L(M)) engendre L(G).

En effet :
— par construction de la limite inductive de monoïdes, L(G) est engendré par les

Φi(Gi) ;
— par construction du groupe enveloppant, Gi est engendré par ιi(Mi) pour tout i ∈ I.

Par conséquent L(G) est engendré par les (Φi ◦ ιi)(Mi) i.e. par les (I ◦ ϕi)(Mi), puisque
Φi ◦ ιi = I ◦ϕi pour tout i ∈ I. Comme les ϕi(Mi) engendrent L(M), il en résulte bien que
I(L(M)) engendre L(G).

Au final, on a bien montré que L(G) vérifie la propriété universelle du groupe envelop-
pant de L(M), et comme celui-ci est unique à isomorphisme près, on obtient le résultat
voulu. �

Corollaire B.21. Soit M = (Mi, (ϕi,j)i≤j)i∈I un I-système inductif de monoïdes. Si Mi

est plongeable pour tout i ∈ I, alors L(M) est plongeable également.
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Démonstration. Supposons Mi plongeable pour chaque i ∈ I. En reprenant les nota-
tions de la démonstration du théorème B.20, (ιi)i∈I est un homomorphisme de I-systèmes
inductifs de M dans G dont les homomorphismes qui le composent sont injectifs. Donc,
par le théorème B.18, l’homomorphisme I l’est également et L(M) s’injecte dans le groupe
L(G). �

2.3. Applications aux monoïdes définis par une présentation. Avec des tech-
niques similaires à celles de la démonstration du théorème B.2, on démontre le résultat
suivant.

Théorème B.22. Soit M un monoïde défini par une présentation < S|R >+. On note G le
groupe de présentation < S|R >. Alors G(M) est isomorphe à G, i.e. le groupe enveloppant
d’un monoïde défini par une présentation est le groupe de même présentation.

Nous donnons maintenant une proposition permettant d’exprimer tout monoïde comme
une limite inductive de monoïdes de type fini.

Notation B.23. Un monoïde M de présentation < S|R >+ étant donné, on note P et Pf
respectivement l’ensemble des parties de S et l’ensemble des parties finies de S. De plus, pour
chaque X ∈ P , on définit RX comme le sous-ensemble des relations de R dans lesquelles
seules les lettre de X apparaissent, et MX comme le monoïde de présentation < X|RX >+.
Enfin, si m est un mot sur l’alphabet X, on note mX son image dans < X|RX >+.

Théorème B.24. Soit M un monoïde de présentation < S|R >+. Pour tous X,X ′ ∈ P
tels que X ⊆ X ′, il existe un homomorphisme canonique ϕX,X′ de MX dans MX′ qui envoie
mX sur mX′

, pour tout x ∈ X. Alors :

lim
−→

X∈Pf

MX = lim
−→
X∈P

MX =M,

où les deux limites inductives sont respectivement prises selon les deux systèmes inductifs

de monoïdes
(
MX , (ϕX,X′)X′⊇X

)
X∈P

et
(
MX , (ϕX,X′)X′⊇X

)
X∈Pf

.

Démonstration. On démontre l’égalité dans le cas de Pf , le cas de P se démontrant
de manière similaire. Pour établir ce résultat, on va démontrer que M satisfait la propriété

universelle qui définit la limite inductive deM =
(
MX , (ϕX,X′)X′⊇X

)
X∈Pf

. Afin d’alléger

les notations, si X ∈ Pf se réduit à un singleton {x}, on choisit de noter x à la place de
X dans les indices et les exposants (par exemple, on note Mx au lieu M{x}). De plus, pour
chaque X ∈ Pf , on note ϕX à la place de ϕX,S .

Soit N un monoïde et (ψX)X∈Pf
une famille d’homomorphismes compatibles avec M,

ayant pour codomaine N .
Ensuite on pose :

ψ̃ : F+(S) −→ N
x 7→ ψx(x

x)
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où F+(S) est le monoïde libre sur S. Maintenant si x1...xn︸ ︷︷ ︸
w

= y1...ym︸ ︷︷ ︸
w′

est une relation de R,

soit X l’ensemble {x1, ..., xm, y1, ..., ym}. Alors on a :

ψ̃(w) = ψx1(x1
x1)...ψxn(xn

xn)

= ψX(ϕx1,X(x1
x1))...ψX(ϕxn,X(xn

xn))

= ψX(ϕx1,X(x1
x1)...ϕxn,X(xn

xn))

= ψX(x1
X ...xn

X)

= ψX(x1...xn
X)

= ψX(y1...ym
X)

= ψX(y1
X ...ym

X)

= ...

= ψ̃(w′).

Par conséquent ψ̃ peut être factorisé en un homomorphisme ψ : M → N . Et on a, pour
tous X ∈ Pf et x ∈ X :

(ψ ◦ ϕX)(x
X) = ψ(ϕX(x

X))

= ψ(xS)

= ψx(x
x)

= (ψX ◦ ϕx,X)(x
x)

= ψX(ψx,X(x
x))

= ψX(x
X).

Encore une fois, l’unicité de ψ est une conséquence naturelle du fait que M est engendré
par les ϕX(MX), X ∈ Pf . �

Comme corollaire du théorème B.24 et du corollaire B.21, la proposition suivante vient
immédiatement.

Corollaire B.25. Avec les notations B.23, si MX est plongeable pour tout X ∈ Pf alors
M est plongeable également.

Théorème B.26. Tout monoïde d’Artin, même avec une infinité de générateurs, se plonge
dans le groupe d’Artin de même présentation.

Démonstration. Toujours avec les notations B.23, si M =< S|R >+ est un monoïde
d’Artin, alors MX est un monoïde d’Artin avec un nombre fini de générateurs pour tout
X ∈ Pf . Or il est démontré dans [37] que tout monoïde d’Artin avec un nombre fini de
générateurs est plongeable. En appliquant le corollaire B.25, il vient que M est plongeable,
notamment dans son groupe enveloppant qui, par le théorème B.22, est le groupe d’Artin
de même présentation. �



3. PRODUIT SEMI-DIRECT DE MONOÏDES 97

Remarque B.27. Cela permet entre autres de redémontrer que les monoïdes d’Artin angle
droit à une infinité de générateurs, comme ceux déjà croisés dans les décompositions en
produit semi-direct des monoïdes singuliers de tresses et d’Artin, se plongent dans le groupe
d’Artin angle droit de même présentation. Ce résultat était déjà connu et peut également,
par exemple, se montrer en utilisant les formes normales définies dans la section 2.2 du
chapitre 2.

3. Produit semi-direct de monoïdes

Dans une courte remarque de [39], Paris précise que le monoïde de tresses singulières à
n brins SBn est plongeable du fait qu’il se décompose en produit semi-direct de monoïdes
plongeable, à savoir le monoïde d’Artin angle droit M déjà mentionné et le groupe de
tresses classiques Bn. Le résultat principal de cette section énonce des conditions pour que
le produit semi-direct de monoïdes plongeables soit plongeable et donne un support formel
à l’énoncé de Paris.

Définition B.28. Soient M,N deux monoïdes et ϕ : N → End(M) un homomorphisme
de monoïdes. Le produit semi-direct M ⋊ϕ N (ou M ⋊ N s’il n’y a pas d’ambiguïté sur
ϕ) est le monoïde défini comme le produit cartésien M × N équipé de l’opération binaire
définie par :

(m,n).(m′, n′) = (mϕn(m
′), nn′)

où ϕn désigne l’élément ϕ(n) ∈ End(M).

Définition B.29. Soient M,N deux monoïdes et ϕ : N → End(M) un homomorphisme
de monoïdes. On dit que le produit semi-direct M ⋊ϕN est fort si l’image de ϕ est incluse
dans Aut(M), et on dit que le produit semi-direct est faible dans le cas contraire.

Proposition B.30. Soient M,N,K,L des monoïdes et ϕ : N → End(M), ψ : K →
End(L), β : N → K,α : M → L des homomorphismes de monoïdes tels que, pour tout
n ∈ N , le diagramme suivant commute :

M
ϕn //

α
��

M

α
��

L
ψβ(n)

// L

.

Alors :
(1) l’application

u : M ⋊ϕ N → L⋊ϕ K
(m,n) 7→ (α(m), β(n))

est un homomorphisme de monoïdes,
(2) u est injectif si et seulement si α and β sont injectifs.

Démonstration.



98 B. GROUPES ENVELOPPANTS

(1) Par définition, l’application u envoie le neutre de M ⋊ϕ N sur L ⋊ϕ K. De plus,
pour tous (m,n) et (m′, n′) dans M ⋊ϕ N , on a :

u((m,n).(m′, n′)) = u((mϕn(m
′), nn′))

= (α(mϕn(m
′)), β(nn′))

= (α(m)α(ϕn(m
′)), β(n)β(n′))

= (α(m)ψβ(n)(α(m
′)), β(n)β(n′))

= (α(m), β(n)).(α(m′), β(n′))
= u((m,n)).u((m′, n′)).

D’où le résultat.
(2) Soient (m,n), (m′, n′) in M ⋊ϕ N ,alors

u((m,n)) = u((m′, n′))
⇔ (α(m), β(n)) = (α(m′), β(n)′)

⇔

{
α(m) = α(m′)

β(n) = β(n′).

D’où le point (2).
�

Théorème B.31. Soient M,N deux monoïdes et

ϕ : N → End(M)
n 7→ ϕn

un homomorphisme de monoïdes. Si :
— M et N sont plongeables,
— le produit semi-direct M ⋊ϕ N est fort,

alors M ⋊ϕ N est plongeable.

Démonstration. On rappelle que ιN et ιM sont les plongements respectifs N dans
G(N) et de M dans G(M).

Pour tout n ∈ N , l’endomorphisme ϕn, qui est un automorphisme puisque le produit
semi-direct est fort, engendre un endomorphisme de G(M) à savoir G(ϕn). Alors, par le
caractère fonctoriel de G :

— G(ϕn) est un automorphisme pour tout n ∈ N ,
— l’application

N → Aut(M)
n 7→ G(ϕn)

est un homomorphisme de monoïdes.
Puisque Aut(G(M)) est un groupe, par la propriété universelle du groupe enveloppant, il
existe un unique morphisme Φ : G(N)→ Aut(G(M)) tel que Φ ◦ ιN = G(ϕ).

Maintenant on pose G = G(M)⋊ΦG(N) et I l’application qui envoie (n,m) ∈M ⋊ϕN
sur (ιN (n), ιM (m)) ∈ G. Comme, pour chaque n ∈ N , l’équation suivante est satisfaite :

Φ(ιN (n)) ◦ ιM = G(ϕn) ◦ ιM = ιM ◦ ϕn,
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alors l’application I est un homomorphisme de monoïdes injectif par la proposition précé-
dente. �

Corollaire B.32. Soit M le groupe de tresses classiques à n brins Bn, le groupe de tresses
virtuelles à n brins VBn ou un groupe d’Artin AΓ associé à un graphe de Coxeter Γ. Alors
le monoïde singulier SM se plonge dans son groupe enveloppant et celui-ci est le groupe de
même présentation que M .

Démonstration. On note

ε =





∅ si M = Bn,

v si M = VBn,

Γ si M = AΓ.

Alors, en reprenant les notations des théorèmes 1.10, 2.12 et 3.4, SM admet la décomposi-
tion en produit semi-direct fort SM ≃Mε ⋊M . Or M etMε sont plongeables, donc SM
l’est également. De plus par le théorème B.22, le groupe enveloppant de SM est celui de
même présentation. �

Remarque B.33. Le fait que le produit semi-direct soit fort dans le théorème B.31 est
une condition suffisante non-nécessaire comme l’atteste le contre-exemple suivant.

On considère le monoïde Z muni de l’addition ainsi que le monoïde Z∗ = Z−{0} muni
de la multiplication. Le monoïde Z∗ agit sur Z par multiplication :

ϕ : Z∗ → Hom(Z)
n 7→ (m 7→ nm)

,

ce qui permet de former le produit semi-direct Z ⋊ϕ Z∗.
De même on forme le produit semi-direct Q⋊φ Q

∗, où

φ : Q∗ → Hom(Q)
n 7→ (m 7→ nm).

Le produit semi-direct Z ⋊ϕ Z∗ est faible et se plonge dans le groupe Q⋊φ Q
∗.

Remarquons que dans la construction du produit semi-direct Z ⋊φ Z∗, le morphisme
ϕ(n) est injectif pour tout n. Comme on va le voir dans les résultats qui suivent, ceci est
une condition nécessaire pour que le produit semi-direct soit plongeable. On donne d’abord
quelques définitions.

Définition B.34. Un monoïde M est dit simplifiable à droite (resp. à gauche) si, pour
tous a, n,m ∈M , l’implication suivante est vraie :

an = am⇒ n = m

(resp. na = ma⇒ n = m ).

Un monoïde M est dit simplifiable s’il est simplifiable à gauche et à droite.

Remarque B.35. Comme tout sous-monoïde d’un monoïde simplifiable est simplifiable,
et que tout groupe est simplifiable, il s’ensuit que tout monoïde plongeable est simplifiable.
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Proposition B.36. Soient M,N deux monoïdes et ϕ : N → End(M) un homomorphisme
de monoïdes.

1) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M , N sont simplifiables à droite,
(ii) M ⋊ϕ N est simplifiable à droite.

2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M , N sont simplifiables à gauche (resp. simplifiables) et, pour chaque n ∈ N ,

ϕn est injectif,
(ii) M ⋊ϕ N est simplifiable à gauche (resp. simplifiable).

Démonstration. 1) Supposons M , N simplifiables à droite.
Soient alors (m,n), (m′, n′), (m′′, n′′) ∈M⋊ϕN tels que (m′, n′).(m,n) = (m′′, n′′).(m,n),
i.e. tels que (m′ϕn′(m), n′n) = (m′′ϕn′′(m), n′′n), i.e. tels que

{
m′ϕn′(m) = m′′ϕn′′(m)

n′n = n′′n.

Puisque N est simplifiable à droite, on a n′ = n′′ et, par conséquent :

m′ϕn′(m) = m′′ϕn′′(m) = m′′ϕn′(m).

Et puisque M est simplifiable, il en résulte que m′ = m′′. Au final (m′, n′) = (m′′, n′′).
Au contraire, si M ou N ne se trouvent pas être simplifiables à droite, puisqu’ils se

plongent dans M ⋊ϕ N , M ⋊ϕ N ne peut pas être lui-même simplifiable à droite.

2) Supposons M , N simplifiables à gauche et que, pour tout n ∈ N , ϕn est injectif.
Soient alors (m,n), (m′, n′), (m′′, n′′) ∈M⋊ϕN tels que (m,n).(m′, n′) = (m,n).(m′′, n′′),
i.e. tels que (mϕn(m

′), nn′) = (mϕn(m
′′), nn′′), i.e. tels que

{
mϕn(m

′) = mϕn(m
′′)

nn′ = nn′′.

Puisque M , N sont simplifiables à gauche, on a :
{
ϕn(m

′) = ϕn(m
′′)

n′ = n′′,

et puisque ϕn est injectif, il s’ensuit que m′ = m′′. Au final, il vient (m′, n′) = (m,n).
Au contraire si M ou N ne se trouvent pas être simplifiables à gauche, puisqu’ils se

plongent dans M ⋊ϕ N , M ⋊ϕ N ne peut pas être lui-même simplifiable à gauche. Et s’il
existe n ∈ N tel que ϕn n’est pas injectif, alors il existe m 6= m′ tels que ϕn(m) = ϕn(m

′),
et alors on a (eM , n).(m, eN ) = (ϕn(m), n) = (ϕn(m

′), n) = (eM , n).(m
′, eN ).

Le cas simplifiable correspond à la réunion des cas simplifiables à droites et à gauche.
�
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Au final, par le théorème B.36 et la remarque B.35, pour qu’un produit semi-direct de
monoïdes M ⋊ϕ N soit plongeable, il est nécessaire que M,N soient simplifiables et que
pour tout n ∈ N , ϕ(n) soit injectif. La question de savoir si ces conditions sont également
suffisantes reste pour l’instant ouverte.
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