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NOTATIONS 5

Notations

[n;m] : L’ensemble des entiers compris entre n et m (n < m, n,m € N).

FE — F : L’ensemble E privé de ’ensemble F'.

Idg : La fonction identité de ’ensemble E.

ey - L’élément neutre du monoide M.

S, : Le groupe symétrique a n éléments (n € N).

By, : Le groupe de tresses a n brins (n € N).

SB,, : Le monoide de tresses singuliéres & n brins (n € N).

VB, : Le groupe de tresses virtuelles & n brins (n € N).

SVB,, : Le monoide de tresses virtuelles singuliéres a n brins (n € N).

Ar : Le groupe d’Artin associé au graphe de Coxeter I'.

Aff : Le monoide d’Artin associé au graphe de Coxeter I'.

SArp : Le monoide d’Artin singulier associé au groupe d’Artin Ar.

Yg : L’ensemble {og; s € S} des générateurs de Ar avec S I'ensemble des sommets
deT.

Ax : Le sous-groupe de Ar engendré par les générateurs {o,; x € X} lorsque X C S.

e Ts : L’ensemble {75; s € S} des générateurs singuliers de SAr, en bijection avec

I’ensemble Xg.

SAx : Le sous-monoide de SAr engendré par les générateurs {o,, 0, L xeX }
lorsque X C S.

I'x : Le sous-graphe complet de I" engendré par X lorsque X C S.






Introduction

Cette thése se propose d’étudier deux objets liés aux monoides de tresses singuliéres,
a savoir le morphisme de désingularisation et la famille des invariants de Vassiliev, trans-
posés dans les cadres respectifs des monoides d’Artin singuliers et des monoides de tresses
virtuelles singuliéres.

Les monoides de tresses singuliéres ont été définis par Birman au début des années 90
et sont des extensions des groupes de tresses définis par Artin dans la premiére moitié du
XX gigcle. Un entier strictement positif n étant fixé, une tresse singuliére & n brins est
définie de la méme maniére qu’'une tresse classique & I'exception qu’on autorise un nombre
fini d’intersections entre deux brins distincts, qu’on appelle singularités. Comme dans le cas
classique on considére ces objets a isotopie prés, et comme dans le cas classique I’ensemble
SB,, des classes d’isotopie de tresses singuliéres & n brins peut étre muni d’une opération
induite par la concaténation de tresses. Muni de cette opération, SB,, est alors un monoide
dont Birman a fourni la présentation suivante (Proposition 1.8).

e Générateurs : 01,...,Jn_l;al_l,...,a__ll;ﬁ,...,Tn_l.
e Relations :
— O'Z'O'i_l:Ji_lo'Z’:L pour tout ¢ =1,...,n—1;

— 0i040; = 04005 si |Z —j‘ = 1;

— 0i0j = 00; si ”L—j| > 1;

— 0;T; = T;0;, pour tout et =1,...,n—1;

— 1005 = 0047 81 i — j| =1;

— 105 =0T si i —j| > 1;

— 7Ty =Ty sl i — §| > 1
En utilisant la notion de croisement rappelée au chapitre 1, les générateurs o' peuvent étre
vus comme des croisements classiques et les 7; comme des croisement singuliers. On peut
vérifier & 'aide de cette présentation que le nombre de générateurs 7; apparaissant dans
I’écriture d’un élément $ € SB, ne dépend pas du choix de I’écriture en question. Il est
donc possible de définir, & un entier naturel d fixé, le sous-ensemble SBng) de §B,, constitué
par les éléments ayant exactement d singularités. On peut montrer que le sous-ensemble
887(10) est alors canoniquement isomorphe au groupe B,, ce qui permet de considérer SB,
comme une extension de B,,. La nature de la relation entre SB,, et B, a été plus tard
précisée par Paris (Proposition 1.10) qui a démontré que SB,, pouvait étre décomposé en
un produit semi-direct de monoides dont I'un des facteurs est B, et 'autre fait partie de la
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famille des monoides d’Artin angle droit (dont on rappelle la définition dans la sous-section
2.2 du chapitre 2).

Dans [10], ou Birman donne la définition de SB,, ainsi que sa présentation, elle y
introduit également le morphisme multiplicatif suivant

0 : 8B, — Z[B,]
ot otl

T > 0 —0; !
appelé morphisme de désingularisation. Elle conjecture également que celui-ci est injec-
tif. Un premier résultat allant dans le sens de cette conjecture, connue sous le nom de
"conjecture de Birman", a d’abord été démontré par Fenn, Rolfsen et Zhu dans [21] ot ils
démontrent que le noyau de § est réduit au neutre (ce qui, au contraire d’'un homomorphisme
de groupes, ne revient pas a montrer I'injectivité d’un homomorphisme de monoides). Cest
ensuite Paris qui démontre dans [39], dix ans aprés la formulation de la conjecture de
Birman, la véracité de celle-ci (Théoréme 1.13).

Le morphisme § peut étre utilisé pour étendre tout invariant de tresses classiques V,
c’est-a-~dire tout homomorphisme de Z-modules entre Z[B,,] et un groupe abélien H, en un
invariant de tresses singuliéres V5 en posant pour tout 8 € SB,, :

Vs(B) =V (6(B)).
C’est via ce procédé que Birman adapte aux tresses la nouvelle définition d’invariant de

Vassiliev qu’elle avait préalablement établie dans [12] pour les nceuds. Sous cette reformu-
lation un invariant de Vassiliev! d’ordre d est alors un invariant V tel que son extension

Vs vérifie 1/5(887(;1)) # 0 mais Vg(SBq(f)) = 0 pour tout & > d. Une question est alors de
savoir si les invariants de Vassiliev séparent les tresses i.e. si pour toute paire de tresses
distinctes 8 et @', il existe un invariant de Vassiliev V' tel que V(8) # V(5’). Cette question
est tranchée par Papadima dans [36] ot il y donne une réponse affirmative? (Théoréme
1.20).

Pour finir, mentionnons qu’il est possible de pousser la question un peu plus loin en
demandant si les invariants de Vassiliev séparent les tresses singuliéres i.e. si pour toute
paire de tresses singuliéres distinctes 3 et (', il existe un invariant de Vassiliev V tel que
Vs(B) # Vs(B'). Cette question posséde encore une fois une réponse affirmative (proposition
1.24) qui provient de la combinaison d’un résultat de Zhu (Théoréme 1.21) et du résultat
de Paris sur Iinjectivité de 6.

Le premier chapitre de cette thése expose plus en détail ces différentes notions. La
section 1 revient sur la définition des tresses classiques et la section 2, sur celles des tresses
singuliéres. Les sections 3 et 4 sont respectivement consacrées aux définitions du morphisme

1. Dans la thése nous ne travaillons qu’avec des coefficients entiers mais notons tout de méme que si
A est un anneau quelconque, il est également possible de définir une autre notion d’invariant (et donc
d’invariant de Vassiliev) dit "a coefficients dans A" en considérant les homomorphismes de A-modules de
A[B,] dans un A-module.

2. Le résultat de Papadima concerne les invariants de Vassiliev a coefficient entiers mais Bar-Natan avait
déja montré un résultat similaire en considérant des invariants de Vassiliev & coefficients dans un certain
anneau de séries formelles ([6]).
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de désingularisation et des invariants de Vassiliev pour les tresses, ainsi qu’aux divers ré-
sultats connus sur ces objets.

Le but de cette thése est donc d’étudier le morphisme de désingularisation et les in-
variants de Vassiliev dans de nouveaux contextes dont le premier est celui des monoides
d’Artin singuliers. Ceux-ci sont, tout comme le monoide de tresses singuliéres, des exten-
sions des groupes d’Artin et font I'objet du chapitre 2.

Les groupes d’Artin forment une famille de groupes aux propriétés combinatoire et
géométriques particuliéres dont les plus célébres exemples sont les groupes de tresses B,,.
Tout groupe d’Artin est donné par une présentation standard qui peut étre encodée au
moyen d’un graphe appelé graphe de Coxeter. A tout groupe d’Artin correspond un graphe
de Coxeter et inversement. Si I' est un graphe de Coxeter, on notera Ar le groupe d’Artin
associé et on dira que Ap est de type I'. Si S désigne ’ensemble des sommets de I', le
groupe d’Artin est alors engendré par un ensemble en bijection avec S noté par convention
Yg = {os;s € S}. Pour tout X C S, le sous-graphe complet I'y engendré par X dans
I' est lui-méme un graphe de Coxeter donnant lieu & un nouveau groupe d’Artin Ar,.
Grace aux résultats de Van der Lek dans [44], on sait que Ar, est alors un sous-groupe
du groupe d’Artin originel Ap (Théoréme 2.6). On rappelle en section 1 la définition des
groupes d’Artin (Définition 2.1) ainsi que celles de certaines de ses principales sous-familles
(Définition 2.7), a savoir :

— celle des groupes d’Artin dits de type sphérique dont fait partie le groupe de tresses

a n brins B, pour tout n (son graphe de Coxeter est le graphe A, donné en figure
1 du chapitre 2), cette famille contient également les groupes d’Artin de type B,
(n > 2) (ces graphes sont également détaillés en figure 1) qui reviendront dans les
sections 5 et 6 du chapitre;

— celle des groupes d’Artin dits de type affine dont font partie les groupes de type A,

(n > 2) (voir figure 2 du chapitre 2) qui reviendront également dans les sections 5
et 6;

— celle des groupes d’Artin dits de type FC qui contient celle des groupes de type

sphérique.

La section 2 est consacrée aux monoides singuliers d’Artin & proprement parler. Ceux-
ci ont été définis par Corran dans [18] par analogie avec les monoides de tresses virtuelles
singuliéres. Comme déja dit, tout groupe d’Artin Ap (associé au graphe de Coxeter T
d’ensemble de sommets S) est défini par une présentation standard, il est alors possible
de construire & partir de celle-ci une nouvelle présentation, de monoides cette fois-ci, et le
monoide défini par cette présentation, appelé monoide singulier d’Artin associé a Ar, est
noté SAp (Définition 2.10). Celui-ci est alors engendré par les générateurs standards o de
Ar (appelés générateurs classiques), leurs inverses, ainsi qu'un nouveau jeu de générateurs
non inversibles, dits singuliers, en correspondance bijective avec ’ensemble des générateurs
classiques (et donc avec S). On note ce nouvel ensemble de générateurs Tg = {75;s € S}.
Comme pour les monoides de tresses singuliéres, le nombre de générateurs singuliers qui
apparaissent dans I’écriture d’un élément de SAr ne dépend pas de I’écriture en question,
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ce qui permet de définir les sous-ensembles SA%d) par analogie avec les ensembles SBS”.
De plus, comme pour les monoides SB,, il est possible de décomposer le monoide SAr en
un produit semi-direct dont I'un des facteurs est le groupe d’Artin Ar et le second est un
monoide d’Artin angle droit (Proposition 2.12). Dans la mesure ot nombre de résultats de
ce chapitre s’appuient sur cette décomposition faisant intervenir un membre de la famille
des monoides d’Artin angle droit, la section 2 est également ’occasion de rappeler plusieurs
propriétés de ces monoides et d’établir des preuves formelles de certaines d’entre elles dans le
cas oll les monoides sont infiniment engendrés, ce cas étant jusqu’ici absent de la littérature
(bien que communément admis parmi les spécialistes).

On introduit dans la section 3 la propriété FRZ (Définition 2.24) qui est une propriété
possédée par certains groupes d’Artin (dont les groupes de type FC). Dans les grandes
lignes un groupe Ar (associé au graphe de Coxeter I" d’ensemble de sommets S) posséde la
propriété FRZ si pour tous sommets s,s" de S et a € SAr, on a I'égalité aocs = oy si et
seulement si on a ’égalité ars = 7. On s’appuie ensuite sur les résultats de la section 2
pour démontrer le théoréme suivant qu’on nomme critére d’extension.

Théoréme 2.28 Soient I' et I deux graphes de Coxeter dont on note ’ensemble des
sommets respectivement S et S’. Soient Ar et Ars les groupe d’Artin associés dont on note
I'ensemble générateurs respectivement Xg = {0;5 € S} et g = {oy; 8" € S’}. On suppose
de plus que A posséde la propriété FRZ.

Soit ¢ un morphisme de groupes de Ar dans Aps. On suppose que pour tout s € S, il
existe g5 € Arv, ks € N* et i(s) € S’ tel que (o) = gsﬁf(i)gs_l.

Alors pour toute famille d’entiers non-nuls L = (I5)ses le morphisme ¢ peut étre étendu
en un morphisme de monoides ®[(Is)ses] entre SAr et SAp en posant pour tout s € S :

O[(Is)ses](s) = gsTil(ss)g;l-

De plus ®[(Is)ses] est injectif si et seulement si ¢ est injectif et Ar a aussi la propriété FRZ.

Ce théoréme constitue un résultat clé et servira a la démonstration des autres principaux
théorémes du chapitre.

La section 4 sert & mettre en lumiére le fait qu’avec une légére modification de la dé-
monstration du critére d’extension de la section précédente, il est possible d’obtenir les
résultats suivants, qui sont des analogues des résultats de Van der Lek pour certains mo-
noides singuliers.

Théoréme 2.31 Soit Ar un groupe d’Artin de type FC.
— Si X C 8, alors SAx ~ SAr,, et
— si Y C S aussi, alors SAx N SAy = SAxny.
Théoréme 2.32 Soit Ar un groupe d’Artin de type affine. Si X C S alors

SAx ~ SAr, .
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La section 5 se focalise sur la conjecture de Birman pour les monoides singuliers d’Artin.
En effet si Ap est un groupe d’Artin (associé a un graphe de Coxeter I' d’ensemble de
sommets S), il est possible de définir comme pour les monoides de tresses singuliéres un
morphisme de désingularisation dr : SAr — Z[Ar] qui envoie chaque générateur classique
os sur lui-méme et chaque générateur singulier 75 sur o5 — o5 '. On conjecture que dr est
injectif pour tout graphe de Coxeter I'. Le premier résultat de cette section est un résultat
partiel allant dans le sens de cette conjecture. Celui-ci prolonge le résultat de Fenn, Rolfsen
et Zhu en énongant que le morphisme dr posséde un noyau trivial pour tout graphe de
Coxeter I' (Proposition 2.33). On s’appuie ensuite sur le critére d’extension de la section 3
et sur des résultats de Kent et Peifer issus de [32] qui donnent des plongements respectifs
entre les groupes d’Artin A i, , et Ap,, et les groupes Ap, et Aa, = Bp41, afin de réaliser

les monoides SA i, , et SAp, comme des sous-monoides de SA4, = SBp+1. Dans le cas
de SA Ay il est alors possible de voir le morphisme de désingularisation ¢ A, , comme la
restriction du morphisme d4, qui est injectif par le résultat de Paris, menant au résultat

suivant.
Théoréme 2.38 Les groupes d’Artin de type A, vérifient la conjecture de Birman.

Pour finir, la section 6 du chapitre s’intéresse aux invariants de Vassiliev pour les groupes
d’Artin. En effet, pour un groupe d’Artin Ar fixé, I'existence d’un morphisme de désingu-
larisation et des sous-ensembles SA%d) permet de définir similairement au cas des tresses
une notion d’invariant de Vassiliev pour le groupe Ar. La question est alors de détermi-
ner si ces invariants séparent les éléments de celui-ci. On montre alors que s’il existe un
homomorphisme d’un groupe d’Artin Apr dans un autre groupe d’Artin Aps qui vérifie les
conditions énoncées dans le critére d’extension de la section 3, alors ce morphisme induit
pour tout invariant de Vassiliev de A/ un invariant de Vassiliev de Ar (Proposition 2.47).
En se fondant sur ce résultats et sur ceux de Kent et Peifer, on démontre alors le résultat
suivant qui conclut le chapitre.

Théoréme 2.48 Les invariants de Vassiliev d’un groupe d’Artin de type B, ou A, séparent
les éléments de ce groupe.

Apres avoir traité les monoides singuliers associés aux groupes d’Artin dans le chapitre
2, le chapitre 3 est consacré a ’étude des monoides singuliers associés aux groupes de
tresses virtuelles. Ce chapitre est une version remaniée d’un article co-écrit avec Bruno
Cisneros et paru dans Journal of Knot Theory and its Ramifications.

L’ensemble des tresses virtuelles & n brins VB, (n € N) est une autre extension de
I’ensemble des tresses a n brins B,,. Elle a été originellement introduite par Kauffman et
Vershinin en termes de diagrammes de tresses dans lesquels apparaissent, en plus des croise-
ments classiques, un nouveau type de croisement appelé croisement virtuel. Les diagrammes
sont alors définis & des mouvements de Reidemeister classiques et virtuels prés. L’ensemble
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des diagrammes posséde toujours une structure de groupe dont une présentation a été
donné par Vershinin (Proposition 3.1). Il a été ensuite démontré par Kamada dans [30] que
le groupe de tresses classiques B,, est bien un sous-groupe du groupe de tresses virtuelles
VB,, (Théoréme 3.3). Tout ceci est détaillé dans la section 1.

Le groupe de tresses B,, posséde donc jusqu’ici deux extensions, & savoir le monoide de
tresses singuliéres SB,, et le groupe de tresses virtuelles VB,,. En s’appuyant sur ces deux
extensions, Caprau, De la Pena et MacGahan introduisent dans [13] le monoide de tresses
virtuelles singuliéres SVB,, dont ils donnent une définition en termes de diagrammes de
tresses et de mouvements de Reidemeister ainsi qu'une présentation (Proposition 3.2) qui
sont toutes deux détaillées dans la section 2.

La proposition 3.5 énonce alors le fait que le groupe B, et le monoide SB5,, sont bien tous
deux des sous-monoides de SVB,,. Celui-ci est établi en s’appuyant sur une décomposition de
SV, en produit semi-direct (Proposition 3.4) similaire a celle détaillé pour les monoides
SB,, dans le chapitre 1 et les monoides d’Artin singuliers dans le chapitre 2. Ces deux
propositions font 'objet de la section 3.

Nous nous attelons ensuite dans la section 4 & I'extension au niveau singulier de deux
interprétations déja connues des tresses virtuelles. La premiére de ces interprétations est de
nature combinatoire et consiste a faire correspondre a tout diagramme de tresses virtuelles
a n brins ce qu’on appelle un diagramme de Gauss horizontal & n brins. Un tel diagramme
consiste en une réunion de n intervalles paralléles du plan, connectés entre eux par des fléches
munies d’un signe. A un diagramme de tresses virtuelles 4 n brins donné on peut associer
un diagramme de Gauss horizontal & n brins, dans lequel chacun des n intervalles représente
un brin du diagramme de tresses et chaque fléche représente un croisement ot les deux brins
impliqués correspondent aux intervalles connectés par la fléche et ot le signe du croisement
donne le signe de la fléche. Il est & noter que dans ce processus de traduction de diagramme
de tresses virtuelles en diagramme de Gauss horizontal, les croisements virtuels sont tous
simplement ignorés. En quotientant ’ensemble des diagrammes de Gauss horizontaux par
des mouvements () qui sont la traduction chez les diagrammes de Gauss des mouvements de
Reidemeister, on obtient alors un ensemble dont on peut montrer qu’il est en bijection avec
VB,,. Dans la premiére partie de la section 4, nous autorisons le fait d’avoir des fleches non
signées dans les diagrammes de Gauss horizontaux et obtenons alors une classe d’objets plus
généraux que les diagrammes de Gauss classiques, que nous nommons diagrammes de Gauss
singuliers horizontaux. Nous démontrons ensuite qu’il est possible d’étendre le processus de
traduction ci-dessus aux tresses virtuelles singuliéres en faisant correspondre les fléches
non signées aux croisements singuliers. Enfin nous montrons qu’en quotientant 1’ensemble
des diagrammes de Gauss singuliers horizontaux par les mouvements () classiques ainsi
qu’un nouveau jeu de mouvements qui traduisent cette fois les mouvements de Reidemeister
singuliers, on obtient comme dans le cas classique une bijection entre 1’ensemble quotient
obtenu et ’ensemble SVB,, (Proposition 3.10).

La deuxiéme interprétation traitée est celle en termes de classes stables de tresses abs-
traites. Conformément au processus décrit dans [15], il est possible de construire & partir
d’un diagramme de tresse virtuelle un diagramme de tresse tracé sur une surface orientable
a deux composantes de bord. Le couple tresse/surface ainsi obtenu est appelé diagramme
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de tresse abstraite & n brins. Si l’on considére ensuite les classes stables de tresses abstraites
a n brins i.e. 'ensemble des diagrammes de tresse abstraites identifiées au travers des mou-
vements de Reidemeister, isotopies, difféomorphismes, stabilisations et déstabilisations 3,
on obtient au final un ensemble dont on peut montrer qu’il est lui aussi en bijection avec
VB,,. Ceci permet d’obtenir une réalisation topologique des tresses virtuelles. La seconde
moitié de la section 4 consiste donc & montrer que le processus de construction d’une tresse
abstraite & partir d’une tresse virtuelle singuliére reste valable, permettant ainsi de définir
une notion de diagramme de tresse singuliére abstraite, puis & montrer que I’ensemble des
classes stables de tresses singuliéres abstraites & n brins est bien en correspondance bijective
avec l'ensemble SVB,, (Proposition 3.15). On obtient ainsi une réalisation topologique des
tresses virtuelles singuliéres.

Motivé par cette interprétation topologique, nous définissons dans la derniére section
du chapitre le morphisme de désingularisation

5, : SVB, — Z[VB,]

pour les tresses virtuelles singuliéres, qui coincide avec le morphisme de désingularisation §
d’origine sur SB,, et laisse invariants les croisements virtuels, ainsi que la notion d’invariants
de Vassiliev qui lui est naturellement associée.

Le quatriéme chapitre propose une connexion entre les monoides singuliers d’Artin
du chapitre 2 et les monoides de tresses virtuelles singuliéres du chapitre 3. La connexion
en question se fait via la famille de groupes (K Bj)nen défini en section 1. Pour n € N
fixé, le groupe K B,, est un sous-groupe du groupe VB, qui s’avére étre un groupe d’Artin
(Théoreme 4.1). Ce méme théoréme décrit également comment VB,, peut étre décomposé
en un produit semi-direct entre K B,, et le groupe symétrique a n éléments G,,.

Puisque K B, est un sous-groupe de VB, et que ces deux groupes possédent un monoide
singulier associé, il est naturel de se demander s’il n’existerait pas une relation d’inclusion
similaire entre SKB,, et SVB,,. La section 2 du chapitre répond par I'affirmative & cette
question et montre méme que la décomposition en produit semi-direct reste présente au
niveau singulier i.e. que le monoide SVB, est produit semi-direct de SKB, et de &,
(Proposition 4.5).

Dans la section 3, on exploite la décomposition SVB,, = SKB,, x &,, afin de démontrer
que les diverses conjectures développées jusqu’a présent dans cette thése (conjecture de
Birman et séparabilité par les invariants de Vassiliev) pour les monoides SVB,, et SK B,
sont liées par les résultats suivants.

Théoréme 4.9 La conjecture de Birman est vraie pour VB, si, et seulement si, elle est
vraie pour K B,,.

Théoréme 4.11 Les invariants de Vassiliev de VB, séparent les éléments de VB, si et
seulement si les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de K B,,.

3. Par stabilisation et déstabilisation, il faut comprendre respectivement ajout et suppression d’une
poignée sur la surface.
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Théoréme 4.13 Les invariants de Vassiliev de VB, séparent les éléments de SVB,, si et
seulement si les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de SK B,,.

A cela on ajoute le théoréme 4.10 qui fait un premier pas dans la direction de la démons-
tration de la conjecture de Birman pour les groupes SK B,, (et donc SVB,,) en montrant
que certains de leurs sous-groupes vérifient eux-méme la conjecture de Birman.

La thése se termine avec deux annexes. L’annexe A est une courte annexe servant a
rappeler les éléments de base de la combinatoire des monoides.

L’annexe B est au contraire nettement plus conséquente, incorpore des résultats nou-
veaux et aurait donc pu faire I'objet d’un chapitre & part entiére. Cependant, dans la mesure
ou elle se focalise sur des problématiques distinctes de celles traitées dans le reste de la thése,
Pauteur a préféré en faire une annexe. Notons toutefois celle-ci est connectée au chapitre
précédents par le biais de la proposition 2.25 et du théoréme 4.5. L’annexe en question
est consacrée a 1’étude de la problématique du plongement de monoide ainsi qu’a un objet
fondamental associé & cette problématique : le groupe enveloppant. Le probléme du plon-
gement de monoide consiste, un monoide M étant donné, & déterminer s’il est possible de
plonger M dans un quelconque groupe. Le groupe enveloppant de M est alors un groupe
privilégié dans lequel M ne se plonge que s’il est possible de le plonger dans un groupe.
Ceci permet de ramener le probléme de la plongeabilité de M dans un groupe a celle de sa
plongeabilité dans son groupe enveloppant.

On définit plus précisément la notion de groupe enveloppant dans la premiére section
de lannexe (Définition B.1) avant démontrer que tout monoide en admet un (Théoréme
B.2). On y introduit ensuite 'appellation de plongeable qui désigne tout monoide se plon-
geant dans son groupe enveloppant. La section se termine ensuite avec la démonstration
d’un certain jeu de propriétés concernant le groupe enveloppant qu’on appelle propriétés
fonctorielles * (Proposition B.4, Corollaires B.5 et B.6).

La section 2 décrit la maniére dont les groupes enveloppants se comporte vis-a-vis des
limites inductives de monoides. Aprés avoir rappelé la définition des systémes inductifs ainsi
que la notion de limite inductive qui y est associée (Définitions B.8 et B.10), on démontre
via une construction simple l'existence d’une limite inductive pour tout systéme inductif
de monoides (Proposition B.12). On y montre également que la limite inductive vérifie des
propriétés de nature similaires a celles déja vues en section 1 pour le groupe enveloppant,
qu’on appelle également propriétés fonctorielles (Propositions B.19 et B.17). En utilisant les
propriétés fonctorielles du groupe enveloppant et des limites inductives, on démontre alors
que le groupe enveloppant d’une limite inductive de monoides est égale a la limite inductive
des groupes enveloppants (Théoréme B.20), ce qui nous permet d’en déduire le corollaire
B.21 qui énonce que si un systéme inductifs n’est constitué que de monoides plongeables

4. L’appellation "fonctorielle" n’est pas anodine : en effet ces propriétés peuvent étre résumées au fait
que le groupe enveloppant définit un foncteur de la catégorie des monoides dans la catégorie des groupes,
cependant l'auteur a préféré ne pas faire appel a la théorie des catégories puisque 'un des buts premiers de
l'annexe est de présenter les choses de la maniére la plus accessible possible.
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alors la limite inductive de ce systéme est également plongeable. On termine la section par
une application de ce résultat a la la plongeabilité des groupes d’Artin infiniment engendrés,
ce qui était déja connu pour le cas finiment engendré.

Théoréme B.26 Tout monoide d’Artin, méme avec une infinité de générateurs, se plonge
dans le groupe d’Artin de méme présentation.

Pour finir, la section 3 s’intéresse au comportement du groupe enveloppant vis-a-vis
du produit semi-direct de monoides. On y donne des conditions suffisantes pour qu’un
produit semi-direct de monoides plongeables soit plongeable (Théoréme B.31), ce qui nous
permet d’en conclure que les différents monoides singuliers définis dans la thése, a savoir les
monoides SB,,, SVB, et SAr (pour tout n € N* et tout graphe de Coxeter I'), se plongent
bien dans leurs groupes enveloppants respectifs (Corollaire B.32).






Chapitre 1

Tresses classiques et singuliéres

Le but de ce chapitre est de présenter le cadre dans lequel étaient initialement consi-
dérées les problématiques étudiées dans cette thése. On y définit le groupe de tresses, le
monoide de tresses singuliéres (qui constitue une extension de ce groupe), le morphisme
de désingularisation défini sur ce monoide ainsi que la conjecture initialement formulé par
Birman sur l'injectivité de ce morphisme avant de finir avec les invariants de Vassiliev. On
y expose également les premiers résultats connus sur la conjecture de Birman et sur les
invariants de Vassiliev pour les tresses.

1. Les tresses classiques

Depuis leur introduction par Artin en 1925 dans [2], les tresses ont été redéfinies de
nombreuses fois & 'aide de diverses approches. On se contentera ici de ne donner qu’une
seule de ces définitions, qui se rapproche de la premiére définition historique donnée par
Artin. Pour les autres définitions on pourra se référer aux divers articles destinés a donner
une vue d’ensemble de la théorie des tresses et qui sont parus au cours du temps, comme
par exemple [11] ou encore [40].

Définition 1.1. Soit n un entier strictement positif. Une tresse géométrique a n brins est
un n-uplet 3 = (Bl,. ,Bn) d’applications C* de [0; 1] dans C tel que :

. Bk( 0) = k et il existe sp € S, tel que 6k( )= /3’<k)’ pour tout k,

o sik,le[l;n]etk#l alors pour tout ¢ € [0;1], Bi(t) # Bi(t).
Les applications B, .. ,Bn sont appelés brins de la tresse géométrique ,5’ Afin de mettre en
avant leur nature tridimensionnelle, et en remarquant que les deux applications se déduisent
chacune de 'autre, pour toute tresse géométrique ﬂ on définit également ﬁ I’application de
[0; 1] dans C x [0; 1], définie pour tout t € [0;1] par B( ) = (B(t),t).

Définition 1.2. Une isotopie ambiante est une application lisse I de (C x [0;1]) x [0; 1]
telle que, pour tout s € [0;1], Papplication I5 : C x [0;1] — C x [0;1] qui envoie (z,¢) sur
I(z,t,s) est un diffeomorphisme, et que Iy = Idgy|o,]- Deux tresses géométriques B et B

sont isotopes s’il existe une isotopie ambiante I telle que I; o B = ﬁ’ . La relation d’isotopie
ainsi définie est une relation d’équivalence sur ’ensemble des tresses géométriques a n
brins. On note B, '’ensemble des classes d’isotopie des tresses géométriques & n brins et
on appelle simplement tresse @ n brins tout élément de B, i.e. toute classe d’isotopie de
tresses géométriques a n brins.

17
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On définit la concaténation de deux tresses géométriques & n brins B = (B1,...,Bn) et

B = (B, ) par
BB = (Bl s o BBl

ou . désigne l'opération usuelle de concaténation des chemins dans un espace topolo-
gique.

L’ opération de concaténation est une opération Compatlble avec la relation d’ isotopie de
tresses i.e. si 51 est isotope & ﬁl et 52 est isotope a 62 alors Blﬁg est isotope a ﬁIBQ, on peut
donc définir I'opération de concaténation sur les tresses. Cette opération est naturellement
associative. De plus si ﬂA(e) = (,@ie), o BAr(le)) est la tresse triviale définie par

Bl(:) (t) = k, pour tout t € [0;1]

alors pour toute tresse B, les tresses B.B(e) et B(e)ﬁ sont toutes deux isotopes & B, ce qui
fait de la classe de B(e) dans B, un élément neutre pour 'opération de concaténation. Pour
finir, pour toute tresse B, si Bil désigne l'application allant de [0;1] vers C définie pour
tout ¢ € [0;1] par Bil(t) = B(l —t), alors B.371 et 3.8~ sont toutes deux isotopes a 3(¢)
ce qui fait que toute classe de B,, posséde un inverse.

Tout ceci justifie le résultat suivant.

Théoréme 1.3 (Artin [3]). L’ensemble B, muni de 'opération de concaténation forme
un groupe.

Pour faciliter leur étude, on représente généralement les tresses par des dessins en 2
dimensions construit comme suit.
On considére la projection
m : Cx[0;1] — Rx[0;1]
(zt) = (Re(2),t).

Soit B € By et B = (31, v Bn) une tresse géométrique & n brins représentant [ alors,
quitte & modifier /3’ , on peut toujours supposer que les applications 7o Bl, ey TO En vérifient
les propriétés suivantes :

— pour tout t € [0; 1], il existe au plus 2 éléments i, 7 € [1;7n] tels que

(o Bi)(t) = (w0 B;)(2),
— dans ce cas ou (7o Bz)(t) =(mo BJ)(t) alors 7o f3; et wo Bj sont transverses en ¢ i.e.
les vecteurs tangents a m o BZ et mo Ej en t sont non-colinéaires.

Avec ces conditions vérifiées on peut alors représenter I'union des images des 7o Bl dans
R x [0;1] € R? et pour chaque point double (7o 3;)(t) = (7 o EJ)(t) (avec i,j € [1;n] et
t € [0;1]) modifier un voisinage de ce point en effacant localement autour du point double le
brin qui passait en-dessous a l'instant ¢ avant la projection, comme illustré dans la ﬁgure 1.
Ici dire que le brin §; est au-dessus du brin BJ a l'instant ¢ signifie que Im (Bz( )) < Im (ﬁj( ))

La représentation 2-dimensionnelle ainsi obtenue est alors appelée diagramme de tresse
et les points doubles modifiés sont appelés croisements.
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I
/ Si le brin i est au-dessus
/ / du brin j

I
\ \ Si le brin j est au-dessus
\ du brin i

P~y

FiGURE 1. Construction des croisements classiques a partir des points

doubles de la projection
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Soient 3, 8" € B, et B , B’ des tresses géométriques représentant 3 et 3’ respectivement et
permettant de construire des diagrammes de tresse respectifs D(3) et D(/'). Alors 8 = '
(ou de maniére équivalente [ et 5’ sont isotopes) si et seulement si les diagrammes D(f3) et

D(B’ ) sont reliés par une suite finie d’isotopies planaires (c’est-a-dire de difféomorphismes
du plan préservant 'orientation) et de modifications locales des diagrammes (au sens ou
seule une partie des diagrammes est modifiée et le reste du diagramme est laissé intact)

appelées mouvements de Reidemeister et qui sont décrits dans la figure 2.

N S —_—
~_ —

—/

FIGURE 2. Mouvements de Reidemeister

Pour finir, on dispose d’une présentation de B, qui a été donnée pour la premiére fois

par Artin dans [2] et qui est détaillée dans la proposition suivante.

Proposition 1.4 (Artin |2, 3]). Le groupe de tresses & n brins a la présentation suivante.

e Générateurs : 01,...,0,_1.
e Relations :
— 040403 = 0j0;0; si i — j| = 1;
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— 005 = 005 si ’Z —j| > 1.

Dans cette présentation le générateur o;, ou i € [1;n], représente le diagramme de
tresse décrit en figure 3 ou est est également représenté son inverse o; !

i+1—/ Z i+1 \

FIGURE 3. Les éléments o; et o; 1

Précisons que les relations d’inversibilité des o; (sous-entendues dans la présentation)
et la premiére famille de relations correspondent respectivement aux premier et deuxiéme
mouvements de Reidemeister montré dans la figure 2 tandis que la deuxiéme famille de
relations correspond a des isotopies planaires.

2. Les tresses singuliéres

Nous allons maintenant introduire la notion de tresses singuliéres, pour lesquels les brins
seront autorisés a s’intersecter en un nombre fini de points. Nous les interpréterons plus
tard comme des états critiques, intermédiaires entre plusieurs tresses classiques.

Définition 1.5. Soit n un entier strictement positif. Une tresse singuliére géométrique a
n brins est un n-uplet 3 = (Bl, e Bn) d’applications C* de [0; 1] (toujours appelées brins)
dans C qui vérifie les mémes propriétés qu’une tresse géométrique a ceci prés qu’on autorise
pour un nombre fini de t € [0;1] & ce que Bi(t) = B(t) pour une certaines paire {k,}
avec k # [, auquel cas on impose que le point s = Bk(t) = ,@l(t) soit un point double
(i.e. si j # k,l alors Bj(t) # s) et transverse (i.e. que les vecteurs tangents aux images
des brins Bk et Bl au point s ne soient pas colinéaires). Le point double est alors appelé
singularité. Comme pour les tresses géométriques classiques, pour toute tresse singuliére
géométrique 3, on notera 3 Papplication de [0; 1] dans C x [0; 1], définie pour tout ¢ € [0;1]

par B(t) = (B(t),1).

Définition 1.6. Deux tresses singuliéres ﬁ et 5’ sont isotopes s’il existe une isotopie am-
biante I telle que [0 B ﬁ’ La relation d’isotopie ainsi définie est une relation d’équivalence
sur I’ensemble des tresses singuliéres géométriques & n brins. On note alors §5,, I’ensemble
quotient ainsi formé et on appelle tresse singuliére a n brins toute classe d’isotopie de tresses
singuliéres géométriques a n brins.

On désignera parfois les tresses définies en section 1 par 'appellation tresse classique
par opposition aux tresses singuliéres définies dans cette section.
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On définit similairement aux tresses classiques 'opération de concaténation pour les
tresses singuliéres géométriques. Cette opération de concaténation est encore une fois com-
patible avec la relation d’isotopie de tresses et on a alors le résultat suivant.

Théoréme 1.7 (Birman [10]). L’ensemble SB,,, muni de 'opération de concaténation,
forme un monoide.

De méme que dans le cas des tresses classiques, une tresse singuliére 5 peut étre re-
présentée en 2 dimension par un diagramme de tresse singuliére construit a partir d’un
représentant de S bien choisi. Dans un diagramme de tresse singuliére, I'image d’une sin-
gularité n’est pas retouchée et est nommée croisement singulier. Pareillement aux cas des
tresses, les croisements définis en section 1 sont parfois appelés croisements classiques par
opposition aux croisements singuliers.

Pour finir, tout comme dans le cas classique la notion d’isotopie sur les tresses géo-
métriques singuliéres peut se traduire par une notion de mouvements locaux sur les dia-
grammes associés. En effet, si 3,3 € B, et B, B’ des tresses géométriques représentant (3
et 8’ respectivement et permettant de construire des diagrammes de tresse respectifs D(B)
et D(ﬁ’ ) alors 8 = ' (i.e. B et B sont isotopes) si et seulement si les diagrammes D(B) et
D(B’ ) sont reliés par une suite finie d’isotopie planaires, de mouvements de Reidemeister
comme précédemment décrits (dits mouvements de Reidemeister classiques) et de nouveaux
mouvements de Reidemeister dits singuliers qui sont décrits dans la figure 4.

i

=<

/ _—

T = <
FI1GURE 4. Mouvements de Reidemeister singuliers

Une présentation (au sens des monoides) a été donnée par Birman dans [10] et est
détaillée dans la proposition suivante.

Proposition 1.8 (Birman [10, Lemme 3|). Le monoide de tresses singuliéres a n brins
a la présentation suivante.
e Générateurs : 01,...,0,_1; afl, e ,a;il; Tlye-oyTn—1-
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e Relations :
— oiai_l :ai_lai: 1, pourtout ¢ =1,...,n—1;
— 00407 = 04005 si |7, —]‘ = 1;
— 0i0j = 00; si ’Z—j’ >1;
— 0;T; = T;0;, pour tout et =1,...,n—1;
— Ti040; = 050;Tj si ’Z —j’ = 1;
— Ti0j = 0;T; si ‘Z—j’ >1;
— TiTj; =TT si ‘2 —j‘ > 1.

Diagrammatiquement, les générateurs 7; correspondent aux singularités suivantes.

i+1

FIGURE 5. Le générateur 7;

Les diverses relations reflétent, encore une fois, les isotopies planaires ainsi que les
mouvements de Reidemeister, classiques et singuliers.

Remarque 1.9. Les générateurs 7; représentent les singularités d’une tresse et sont appe-
lés générateurs singuliers, les générateurs o; sont appelés générateurs classiques. On peut
remarquer en analysant la présentation de SB,, qu’aucune relation ne modifie le nombre
de générateurs singuliers. Cela permet de définir sans ambiguité le nombre de singularités
d’un élément 5 € SB,,, et de noter, pour tout d € N, le sous-ensemble SBgld) de SB,, consti-
tué des éléments ayant exactement d singularités. Si on considére le morphisme naturel
L : B, — 8B, et la projection pr : SB,, — B, qui envoie les générateurs singuliers sur
I’élément neutre et les générateurs classiques sur les générateurs correspondants de B,,, on
a prot = Idp, . Ceci implique alors que I'application naturelle envoyant les générateurs de

o

B,, dans ceux de SB,, induit un isomorphisme entre B, et SB;’, montrant ainsi que B,, est

isomorphe & un sous-monoide de SB,,.

Mais plus qu'un simple sous-monoide, la proposition suivante, cas particulier de [41,
proposition 2.1], elle méme inspirée par |39, lemme 2.3|, montre que B,, apparait méme
comme facteur semi-direct de SB,,.

Proposition 1.10 (Paris [39, 41]). Soit M le monoide de présentation suivante.
e Générateuwrs : ¥ = {Br;87 ;1 <i<n-—1let B €B,}.
e Relations : uv = vu, si u,v € Y et uv = vu dans SB,.
Alors
SB, =M x B,

ou B, agit sur M par conjugaison.
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3. Le morphisme multiplicatif et la conjecture de Birman

Dans la suite, nous interpréterons toute tresse singuliére comme un état intermédiaire
entre les tresses classiques qui lui sont infinitésimalement proches. Afin de commencer a
formaliser cela, nous introduisons maintenant de maniére algébrique un morphisme de dés-
ingularisation.

En utilisant les relations définissant SB,, et B,,, on constate en effet qu’on peut définir
un morphisme multiplicatif

0 : SB, — Z[B,]
ol otl
T; = 0 —0; L
Définition 1.11. Le morphisme § défini ci-dessus est appelé morphisme de désingularisa-
tion.

Ce morphisme de désingularisation a été défini par Birman dans [10]. Dans ce méme
article, Birman conjecture qu’il est injectif.

Définition 1.12. La conjecture statuant I'injectivité du morphisme de désingularisation ¢
est connue sous le nom de "conjecture de Birman". Dans la suite de ce manuscrit, nous allons
considérer plusieurs généralisations des tresses classiques et des tresses singuliéres. Nous
garderons le terme de conjecture de Birman pour parler des questions similaires d’injectivité
des morphismes de désingularisation dans ces différents contextes.

Théoréme 1.13 (Paris [39]). La conjecture de Birman est vraie pour les tresses clas-
siques.

Notons que, contrairement aux morphismes de groupes, I'injectivité d’'un morphisme de
monoides ne se réduit pas a la trivialité de son noyau. De fait, Fenn, Rolsen et Zhu avaient
déja montré dans [21] que ker(d) = {1}, mais ce résultat est bien plus simple & démontrer
que celui montré dix ans aprés par Paris dans [39].

4. Invariants de Vassiliev pour les tresses

4.1. Invariants de type fini pour les noeuds, facon Vassiliev. La théorie des
noeuds s’attache a étudier I'espace des plongements lisses du cercle dans I'espace R? a
isotopie ambiante prés. A I'instar de I'algébre des tresses classiques, laquelle peut étre in-
terprétée comme une déformation perturbative de I'algébre des permutations, les invariants
de type fini, appelés également invariants de Vassiliev, s’appliquent a étudier les nceuds en
introduisant un élément singulier per¢u comme une perturbation de la différence de deux
neceuds localement infinitésimalement proches [5]|. La premiére définition de ces invariants,
par Victor Vassiliev a la fin des années 80 dans son article [45], est toutefois de nature
plus homologique. En effet, ’ensemble des nceuds y est vu comme ’ensemble C des compo-
santes connexes de 'espace M \ 3, o M est I'ensemble de toutes les applications C* du
cercle unité S' dans R3, et ¥, appelé discriminant de I’espace des nceuds, le sous-ensemble
constitué des éléments qui ne sont pas des plongements. Autrement dit, ’ensemble K est
vu comme une base de Ho(M \ X).
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L’ensemble des invariants de noeuds a coefficients dans Z correspond alors & HY(M\ X).
Par un principe de dualité de type Alexander, chaque tel invariant v est alors déterminé,
& constante prés, par la donnée d’un cycle ¢, de dimension maximale dans ¥, la différence
V(K1) — v(K32), pour tous nceuds Kq, Ko € K, étant alors égale a I'intersection algébrique
de ¢, avec 7, un chemin reliant dans M les composantes K et Ko. L’idée de Vassiliev est
alors de définir une notion de complexité sur ces cycles, et incidemment sur les invariants.
Pour cela, il commence par stratifier 3 en fonction du degré de singularité des fonctions, la
strate supérieure correspondant par exemple aux applications possédant un unique point
double transverse. Leurs codimensions allant croissant, cela permet de procéder a un écla-
tement ' successif de ces strates dans ¥, afin d’obtenir un espace ¥ oul toutes ces strates
sont désormais de codimension nulle. Un relevé de ¢, dans ¥ n'est alors plus nécessairement
un cycle, mais il peut éventuellement étre clos en lui rajoutant des cellules vivant dans ces
strates éclatées. On dit que ¢, (ainsi que v) est de degré au plus n € N* si ces cellules ne
vivent que dans I’éclatement de strates de codimension au plus n. En un sens, puisque les
invariants de degré au plus n ne les pergoivent plus, cela correspond & abattre les cloisons
correspondant aux strates de codimensions plus grandes que n, et de simplifier par ce biais
I’espace des nceuds. Concrétement, les invariants de degré au plus n forment alors un espace
vectoriel de dimension fini, dont les éléments sont caractérisables et calculables par un jeu
fini de données.

Plus proche des thématiques abordées dans ce manuscrit, une approche alternative pour
définir les invariants de Vassiliev a été donnée pour les noeuds par Birman et Lin dans [12],
avant que Birman n’établisse son équivalent pour les tresses dans [10]. Devenue par la suite
I’approche la plus répandues dans les articles traitant du sujet, celle-ci se base sur ’extension
des invariants de noeuds aux au noeuds singuliers, c’est-a -dire aux nceuds possédant un
nombre fini de points doubles transverses, appelé également croisements singuliers :

e

Dans les grandes lignes, cette nouvelle approche consiste tout d’abord & interpréter un tel
croisement singulier comme la différence formelle d’un croisement classique positif et d’un

croisement classique négatif :
XA XS
X=X -X

et, en conséquence, de voir un noeud (ou une tresse) singulier (singuliére) comme une combi-
naison formelle de noeuds (ou de tresses) classiques obtenue en désingularisant ainsi chaque
singularité I'une aprés 'autre. Tout invariant de nceuds & coefficients dans Z peut alors étre
étendu aux noeuds singuliers par linéarité. En particulier, la valeur v(K) d’un invariant sur
un noeud possédant un unique point double correspondra a la différence v(K;) — v(Ks)
des valeurs prises par cet invariant sur les deux nceuds obtenus en désingularisant, positi-
vement et négativement, ce croisement singulier. Or, dans M, il existe un chemin reliant
K7 a K5 n’intersectant ¥ qu’en un unique point correspondant & K. Au vu de ce qui a

1. C’est-a -dire que chaque strate est multiplié par un simplexe de dimension égale & la codimension de
la strate dans X.
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été dit plus haut, cela signifie que v(K) n’est autre que le coefficient dans ¢, de la cellule
contenant K. En généralisant ce raisonnement aux cas de noeuds possédant n € N* points
doubles, on montre que tout invariant de degré au plus n s’annule sur les noeuds possédant
au moins n + 1 points doubles. Birman et Lin ont montré que, plus généralement, cette
propriété caractérise les invariants de degré au plus n, et permet donc de les définir de
maniére diagrammatique, en terme de changement de croisement, vu comme un processus
de désingularisation.

Ce processus de désingularisation des nceuds singuliers (et des tresses singuliéres) est
parfois comparé avec la dérivation. Dans le cadre de cette analogie, les invariants de Vassiliev
correspondent alors aux invariants possédant un comportement polynomiale vis-a -vis de
cette dérivation, dans le sens ot les invariants de degré au plus n sont les invariants dont la
dérivé (n + 1)*™€ s’annule. On pourra en effet noter que, a I'instar des polynémes, chaque
invariant de degré au plus n est déterminé par son évaluation sur un nombre fini d’éléments.

4.2. Invariants de type fini pour les tresses, facon Birman—Lin. Dans le cas
des tresses, nous allons maintenant détailler 'approche diagrammatique de Birman et Lin.
Rappelons que si G est un groupe alors Z[G] est la Z-algébre qui en tant que module est
le module libre sur les éléments de G et dont la multiplication est obtenue en étendant
bilinéairement la multiplication de G. Rappelons également qu’on peut identifier Z avec
Z.eq ou eg désigne le neutre de G.

Définition 1.14. Un invariant algébrique de tresses (classiques) est une application de B,
dans un groupe abélien H ou, de maniére équivalente, un morphisme de Z-module de Z[5,]
dans H.

Définition 1.15. Soit V une famille d’invariants algébriques de tresses. On dit que V sépare
les tresses (classiques) si pour toutes tresses (classiques) distinctes 8 et [, il existe V € V

tel que V/(B) # V(')

Le morphisme de désingularisation § permet d’étendre tout invariant de tresses clas-
siques aux tresses singuliéres par le procédé suivant.
Si V : Z[B,] — H est un invariant de tresses classiques on pose pour toute tresse
singuliére S :
V(B)=V((8))
SiV : Z[B,] — H est un invariant de tresses classiques on définit Vs : Z[SB,] — H en
pose pour toute tresse singuliére 5 € SB,, :

Vs(B8) = V(3(B))-

Si V est une famille d’invariants algébriques de tresses, on dénotera avec Vs la famille
d’extensions a Z[SB,,] obtenue par ce procédé.

Définition 1.16. Soit V une famille d’invariants algébriques de tresses. On dit que son
extension Vs sépare les tresses singuliéres si pour toutes tresses singuliéres distinctes S et
B, il existe Vi € Vs tel que Vs(B) # Vs(B').

On peut alors définir la notion d’invariants de Vassiliev.
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J =

est appelé invariant de Vassiliev (ou invariant de type fini) d’ordre d si Vi(SB ( ) # 0 et
V3(SBY)) = 0 pour tout k > d.

Définition 1.17 (Invariants de Vassiliev). Un invariant algébrique V' : Z[B

Nous avons fait le choix de définir les invariants de Vassiliev ainsi afin de faire le lien
avec les tresses singuliéres mais il est également possible de les définir autrement. Tout
d’abord, on rappelle que si Z est un idéal bilatére d’'un anneau A et d € N alors Z¢ est
I'idéal bilatére engendré par les produits de d éléments de Z.

Définition 1.18. Dans la suite on dénotera J l'idéal bilatére de Z[B,] engendré par les

éléments o1 — 01_1, s O — 0'7:,11-

Pour tout d € N, le sous-Z-module engendré par 5( U SBglk)> coincide avec J%. Cela
k>d
permet de donner la définition alternative suivante des invariants de Vassiliev.

Proposition 1.19. Soit d € N. Soit H un groupe abélien. Un invariant algébrique V :
Z[B,] — H est un invariant de Vassiliev d’ordre d si et seulement si V(J?) # 0 et
V(T4 =o.

C’est Ted Stanford qui, en 1996 dans [43], montre la pertinence de I’études des inva-
riants de Vassiliev pour les tresses dans la compréhension de ces mémes invariants pour les
entrelacs, et qui pose aussi la question de savoir si pour toute paire de tresse il existe un
invariant de Vassiliev qui les distingue. Et justement c¢’est en exploitant la proposition 1.19,
il a été démontré respectivement dans [36] et [47] les résultats suivants. 2

Théoréme 1.20 (Papadima [36]). Pour tout 8, 8’ € B, avec 8 # (', il existe d € N* et
un invariant de Vassiliev de degré d a valeurs dans Z tel que V(5) # V(8'), en particulier
les invariants de Vassiliev séparent les tresses classiques.

Théoréme 1.21 (Zhu [47, Théoréme 1|). La conjecture de Birman est vraie si et seule-
ment si les invariants de Vassiliev séparent les tresses singuliéres.

Ces deux théorémes sont basés sur deux autres résultats dont le premier est démontré
séparément dans les deux articles et le second, qui est tiré de [34], est cité dans les deux
articles et redémontré dans le premier. Ces deux résultats sont les suivants.

Proposition 1.22 (Zhu, Papadima). L’intersection des J¢ avec d € N* est triviale i.e.
“+o0o
N
d=1
Proposition 1.23 (Lin, Papadima). Pour tout d € N le quotient J¢/ 7% est un Z-
module libre.
2. Pour étre précis, le premier théoréme n’est pas explicitement formulé dans [36], cependant l'auteur

réunit en une seule proposition (le corollaire 1.4) les deux résultats dont le théoréme est une conséquence
direct.
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On donne dans les paragraphes qui suivent une esquisse de la preuve de la proposition
1.22 (inspirée par I’approche proposée dans [43]) ainsi que celle des théorémes 1.20 et 1.21.

Soit 7 I’homomorphisme (surjectif) 7 : B,, — &,, qui associe a toute tresse dans B, la
permutation associée. Le noyau est appelé sous-groupe des tresses pures a n brins, qu’on
notera P,. On choisit une section ensembliste s de 7 et on note pour tout 5 € B, :

e o5 =m(B);

o pg = Bs(op) "
Alors tout 8 € B, peut étre réécrit sous la forme § = pgs(og) avec pg € Pp. On rappelle
également que si G est un groupe alors l'idéal d’augmentation de G est 'idéal de Z[G]
engendré par les éléments de la forme g — 1 avec g € G.

A T’aide du paragraphe précédent, on peut établir la correspondance suivante entre la
base By, de Z[By] et la base (p ® 0) (5P, xe, de Z[Pn] ® Z[G,] :

B =pps(op) < pg @ op.

Cette correspondance permet d’établir un isomorphisme de Z-module entre Z[B,] et
Z[P,] ® Z[&,] qui envoie pour tout d € N Iidéal J¢ sur ¢ @ Z[S,,] ot Z¢ est la d-iéme
puissance de Z, I'idéal d’augmentation de P,,. Ainsi la démonstration de la proposition 1.22
est réduite & la démonstration de la trivialité de l'intersection des Z¢®Z[&,,] ou, de maniére
équivalente, des Z¢ pour d > 1. Ceci est équivalent (voir par exemple [42]) & dire que le
groupe P, est résiduellement nilpotent, ce qui s’avére étre un résultat bien connu .

On passe a une esquisse de preuve du théoréme 1.20. Soient 3, 3’ € B, avec 8 # 3.
+o0o

Alors B — ' ¢ (N J¢ = 0, autrement dit il existe d € N* tel que 8 — ' ¢ J¢ et alors la
d=1

projection canonique
Py 7Z[B,] — Z[By)/ T4

est un invariant de Vassiliev de degré d — 1 tel que Py(8 — ') # 0 i.e. Py(8) # Py(53).
De plus on peut montrer 4 que

ZIBy) | T ~ (Z[B)/T) ® (T T*) ® ... & (T TY.

Par la proposition 1.23, le quotient Z[B,]/J¢ est donc un Z-module libre et par conséquent
il n’est pas difficile de trouver un homomorphisme de Z-modules ¢ de Z[B,,]/J¢ dans Z tel
que p(Py(B)) # ©(Py(B")). L’homomorphisme V = o P; est alors I'invariant de Vassiliev ®
recherché.

3. Puisque nous ne reviendrons dans la suite sur ces objets nous nous limitons a donner [35] comme
reférence pour la notion de propriété résiduelle et [20] comme preuve de la nilpotence résiduelle (sans
torsion) de Py,

4. Cela nécessite quelques résultats d’algébre que I’on ne détaillera pas ici afin de ne pas alourdir plus
que ¢a la démonstration.

5. Notons que V peut trés bien étre de degré strictement inférieur & d — 1.
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On termine avec le cas du théoréme 1.21. Une implication est évidente, car si le mor-
phisme de désingularisation ¢ n’était pas injectif, alors les invariants de Vassiliev ne pour-
raient pas séparer les tresses singuliéres.

Réciproquement, si d est injectif alors pour 3, 5’ € 8B, avec 5 # ', on a §(8) # §(5)

+0oo

ie. 6(B) —d0(B) ¢ NI = 0 et a partir de 1a on peut réitérer la premiére partie du
d=1

raisonnement du cas classique.

Ainsi, le résultat de Paris sur I'injectivité du morphisme de désingularisation induit
comme conséquence directe la proposition suivante, que nous mentionnons car & notre
connaissance non signalée dans la littérature.

Proposition 1.24. Les invariants de Vassiliev séparent les tresses singuliéres.

4.3. Une premiére généralisation : Un mot a propos des tresses sur les sur-
faces. Dans le reste de la thése, nous allons nous pencher sur ’analogue du morphisme
de désingularisation et des invariants de Vassiliev pour dans d’autres cadres, a savoir les
groupes d’Artin et les groupes de tresses virtuelles considérés respectivement avec leur mo-
noides singuliers associés. Cependant ces objets on déja été étudiés dans un autre cadre
distinct mais relié & la théorie des tresses classiques : les tresses sur les surfaces. Cette
sous-section offre un survol de résultats connus dans ce cadre.

On commencera par rappeler la définition des tresses sur une surface. Soit 3 une surface
et P={Pi,..., P,} n points de ¥ tous distincts.

La notion de tresse géométrique sur la surface ¥ d’origine P est défini similairement
au cas classique, en remplacant dans la définition 1.1 toutes les occurrences de C par X
et les k par Py, ou k € [1;n]. En effectuant la méme opération dans la définition 1.2, on
obtient la notion d’isotopie entre tresses géométriques sur ¥ d’origine P. La concaténation
des tresses induit une structure de groupe sur les classes d’isotopie des tresses géométriques
sur X d’origine P. Puisque le groupe ne dépend pas du choix des points on pourra noter ce
groupe B, (X).

On définit de la méme maniére ’ensemble des tresses singuliéres sur Y a 'aide des
définitions 1.5 et 1.6. Celui-ci est encore un monoide pour I'opération de concaténation et
est noté SB,(X).

Pour finir, on dispose toujours d’un morphisme de désingularisation de SB,,(¥) dans
Z[B,,(Y)] et on peut définir la notion d’invariant de Vassiliev comme on 'avait fait précé-
demment.

On peut trouver dans [7] et [22] des présentations de B, (X) pour le cas ott® ¥ est
une surface fermée orientable de genre g > 1 ou fermée non-orientable de genre g > 2. On
dispose également de présentations de monoide pour SB,,(X) pour le méme type de surfaces
dans [23].

6. Le cas ou les surfaces sont privées d’un nombre fini de points est également traité dans [7].
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En s’appuyant sur ces présentations Paris et Gonzalez-Meneses ont pu démontré dans
[24] Panalogue des propositions 1.22 et 1.23 et par conséquent I’analogue du théoréme 1.20
pour les tresses sur une surface fermée orientable de genre strictement positif.

De plus, dans [38], Paris a adapté sa démonstration de sa preuve originelle de [39] afin
de prouver que la conjecture de Birman restait vraie pour les groupes B, (%) quand ¥ était
1a encore une surface fermée orientable de genre strictement positif.

Le cas des autres surfaces ne semble pas avoir beaucoup été traité dans la littérature.
On peut cependant mentionner [28] ou le cas de la sphére est traité et en particulier le
corollaire 4.2 qui montre que, méme s’il est bien possible de séparer les tresses de la sphére
a ’aide des invariants de Vassiliev, il est cependant impossible de le faire juste avec ceux a
valeurs entiéres. Ce résultat est relié au fait que les groupes de tresses sur la sphére ont des
éléments de torsion, tandis les autres groupes de tresses sur des surfaces fermées de genre
strictement positif n’en ont pas.






Chapitre 2

Groupes d’Artin et monoides singuliers d’Artin

Dans ce chapitre on s’intéresse a l'extension des notions établies dans le chapitre pré-
cédent au cadre des groupes d’Artin, dont le groupe de tresses est un cas particulier. On y
donne les définitions de groupes d’Artin et y présente certaines familles de groupes d’Artin
qui joueront un role important dans le reste de la thése. On y introduit ensuite les notions
de singularité, de morphisme de désingularisation, d’invariant de Vassiliev pour les groupes
d’Artin avant de conclure avec des résultats sur les problématiques qui sont liées & ces
notions.

1. Les groupes d’Artin

Les groupes de tresses sont connus comme étant des cas particulier de groupe d’Artin.
Ceux-ci sont généralement définis & partir d’'une matrice de Coxeter ou d'un graphe de
Coxeter dont on donne les définitions dans le paragraphe suivant.

Soit S un ensemble. Une matrice de Cozeter sur S est une matrice M = (mg)s cs dont
les coefficients sont indexés par S, et telle que mss = 1 pour tout s € S et mg = mys €
{2,3,4...,400} pour tous s,t € S avec s # t. Une matrice de Coxeter est généralement
représentée par un graphe de Coxeter I' défini comme suit :

e ses sommets sont les éléments de .S,
e s,t € S sont joints par une aréte si my > 3 et cette aréte est étiquetée par mgy
lorsque celui-ci est plus grand que 4.
Si m est un entier plus grand que 2 et a, b sont deux lettres d’un alphabet quelconque, alors
on note
w(m;a,b) =abab....
———

m lettres

Définition 2.1. Soit ¥g = {0s;s € S} un ensemble en bijection avec S. Le groupe d’Artin
(resp. le monoide d’Artin) associé a I' est le groupe Ar (resp. le monoide A;') de présentation
suivante.

e Générateurs : 04,8 € S.

e Relations : w(msg; 0s,01) = w(mg; 0, 05), S,t € S avec s # t et mg < 400.

Au graphe de Coxeter I' est également associé un autre groupe appelé groupe de Coxeter.

Définition 2.2. Le groupe de Cozeter Wp associé & I' (ou au groupe d’Artin Ar) est le
groupe de présentation suivante.
e Générateurs : S.

31



32 2. GROUPES D’ARTIN ET MONOIDES SINGULIERS D’ARTIN

e Relations :
— s2=1,s5€8;
— w(mg; s,t) = w(mg;t, s), s,t €S avec s £t et mg < +00.

Historiquement, les groupes de Coxeter ont été étudiés avant les groupes d’Artin, ce
qui explique la convention consistant & utiliser les sommets du graphe de Coxeter comme
générateurs du groupe de Coxeter associé et non du groupe d’Artin, pour lequel on utilise
un ensemble en bijection avec ’ensemble des sommets du graphe.

Définition 2.3. En accord avec la terminologie usuelle un sous-groupe H de Ar (resp.
Wr) est appelé sous-groupe parabolique standard s'il existe une partie X de S tel que H
soit engendré par X¥x = {o,; * € X} (resp. par X). On note alors Ax (resp. Wx) ce
sous-groupe.

Remarque 2.4. Un sous-graphe IV d’un graphe de Coxeter est lui-méme un graphe de
Coxeter et peut donc servir & définir un groupe de Coxeter Wi ou d’Artin Ay associé.

Si X est une partie de S alors on dénote par I'x le sous-graphe complet de I' engendré
par ’ensemble X.

Remarque 2.5. On a choisi dans les définitions ci-dessus de prendre S quelconque mais
habituellement I’étude des groupes et monoides d’Artin ainsi que des groupes de Coxeter
se fait en supposant S fini et c’est ce que nous allons dorénavant faire.

A partir de maintenant on suppose, sauf mention explicite du contraire, que tous les
graphes de Coxeter qui apparaissent par la suite n’ont qu’un nombre fini de sommets.

Sous cette condition on peut, a partir des résultats de Van der Lek dans [44], déduire
le théoréme suivant :

Théoréme 2.6 (Van der Lek [44]). Soit I' un graphe de Coxeter et Ar (respectivement
Af) le groupe (resp. le monoide) d’Artin associé. Soit S 'ensemble des sommets de T'.

— Si X C S, alors Ax ~ Ar, et A} ~ AIJEX ;

— siY C S aussi, alors Ax N Ay = Axny et A} NAT = Aij'

Définition 2.7. Toujours en accord avec la terminologie usuelle, on dit que Ar est :
— de type sphérique ou encore de type fini si son son groupe de Coxeter associé Wt est
fini ;
— libre d’infini si pour tous s,t € S, mg < 400;
— de type FC si tout sous-groupe parabolique standard libre d’infini de Ar est de type
sphérique.

La raison d’étre de ces définitions tient aux faits suivants :

— tout d’abord les groupes d’Artin de type sphérique présente un certain nombre de
propriétés qui les différencient des autres groupes d’Artin, en particulier ce sont les
seuls groupes d’Artin qui sont des groupes de Garside;
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— ensuite étre libre d’infini pour un groupe d’Artin Ap est équivalent & dire que ce
groupe d’Artin n’est pas produit amalgamé de deux de ses sous-groupes paraboliques
standards au-dessus d’un troisiéme, en effet si jamais mg = 400 pour une certaine
paire s,¢t € S alors Ar est alors amalgame de Ag_y, et de Ag_y;) au-dessus de
Ags_{s), et réciproquement si Ap est un amalgame de deux de ses sous groupes
paraboliques standards Ax et Ay au-dessus d’un troisiéme Az alors pour tous s €
X —ZetteY — Z alors mg = +00;

— pour finir il résulte de la remarque précédente que la classe des groupes d’Artin
de type FC correspond & la la plus petite classe des groupes d’Artin contenant les
groupes d’Artin de type sphérique et qui est stable par amalgamation au-dessus des
sous groupes paraboliques standards.

On rappelle également le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.8. Soit I' et IV deux graphes de Coxeter et Ar, Ar les deux groupes
d’Artin associés, alors Ar x Ars est également un groupe d’Artin, dont le graphe de Coxeter
correspond & la réunion disjointe des graphes I' et I".

Ceci méne & la définition suivante.

Définition 2.9. Soit I' un graphe de Coxeter et Ar le groupe d’Artin associé, on dit que
Ar est irréductible si I' est connexe i.e. ne peut étre écrit comme réunion disjointe de deux
de ses sous-graphes, ce qui revient a dire que Ar ne pas s’écrire comme produit direct non
trivial de deux de ses sous-groupes paraboliques.

On dispose de la liste compléte des graphes de Coxeter donnant lieu & des groupes
d’Artin irréductibles de type sphérique. Ceux-ci sont affichés dans la figure 1 accompagnés
de leur dénomination standard qui, exception faite du graphe I,,, est composée d’une lettre
et d'un indice égal au nombre de sommets du graphe en question. Dans la liste n désigne
un entier naturel non-nul :

—eo—o- - —e - F,
® & L i & @ 6 5
._.Q’.’.. - C”._._i. * Gg Hs
E’.’ =
® & . 2 & . 2 & ° T ° ° ] ° °
D-n, * II?. IIS
.—.n.y..v..-.n.n.
o o o5 ¢ o o o oo o o
H,

FIGURE 1. Graphes de Coxeter irréductibles de type sphérique

En utilisant la présentation donnée en section 1.1, on peut remarquer que le groupe de
tresses & m brins B, est le groupe d’Artin associé au graphe de Coxeter A,_1 et est donc
un groupe d’Artin de type sphérique, en effet le groupe de Coxeter associé au graphe A,,_1
est le groupe symétrique a n éléments S,,.
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Il existe une autre famille de groupes d’Artin bien connue en théorie des groupes d’Ar-
tin : les groupes d’Artin de type affine, dont la liste est donnée en figure 2. Chaque graphe de
Coxeter d’un groupe d’Artin de type affine est obtenu a partir de celui d’un groupe d’Artin
de type sphérique en ajoutant un sommet et une aréte (a I'exception de I 1), la convention
est alors d’ajouter un tilde au graphe de Coxeter d’origine pour obtenir la dénomination
du nouveau graphe. En particulier, les graphes dans la figure 2 ont un sommet de plus que
I'indice dans leur nom (par exemple le graphe A, posséde n + 1 sommets).

o o le o o
Fy

° * e '< Ee o 6 o o

. G
4 Cn 4 -

oo "0o—eo>e By .
N L
Dn

:>—~ ~—< B,

F1GURE 2. Graphes de Coxeter irréductibles de type affine

2. Monoide singulier associé a un groupe d’Artin

2.1. Définition des monoides singuliers d’Artin et premiéres propriétés. Dans
[18], Corran a associé a chaque groupe d’Artin un monoide dit "singulier", défini de maniére
purement algébrique par générateurs et relations. Elle étend ainsi le concept de monoide
de tresses singuliéres aux groupes d’Artin autres que B,.

Définition 2.10. Soit Ar un groupe d’Artin associé & un graphe de Coxeter I" d’ensemble
de sommets S et dont les générateurs sont notés comme d’habitude o4, pour tout s € S
et soit Tg = {75; s € S} un ensemble en bijection avec S et ¥g. On définit le monoide
singulier d’Artin SAr associé & Apr comme étant le monoide de présentation suivante.
e Générateurs : o4, 0; !, 74, pour tout s € S.
e Relations :
— o0, =0;10s =1, pour tout s € ;
— w(mst; 0s,0¢) = w(Mgt; 01, 05), S,1 € S avec s # t et mg < 4003
— 0sTs = Ts0s, pour tout s € S';
— TsTy = T4Ts Pour tous s,t avec mgy = 2;
— Tsw(mg — 1;04,05) = w(mse — 1;04,05)Text, S, € S avec s # ¢ et mg < +00
ou sxt =58l msy est pair et s * ¢ =1¢ si mg; est impair.

1

Remarque 2.11. Les générateurs 75 sont encore une fois appelés générateurs singuliers
et les générateurs o, sont appelés générateurs classiques. Comme dans le cas des monoides
SB,, on peut, en utilisant la présentation de SAr, remarquer que le nombre de générateurs
singuliers utilisé dans I’écriture d’un élément de SAr est indépendant de cette écriture et
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qu’'on peut définir sans ambiguité le nombre de singularités d’un élément m € SAr. Pour

tout d € N on notera SA%d) le sous ensemble de SAr constitué par les éléments ayant
exactement d singularités. L’argument utilisé dans la remarque 1.9 pour montrer que B,

)

s'identifie & SB%O) s’étend naturellement au cas général : Ar coincide donc avec 540
Ar est bien un sous-monoide de SAr.

, et

On retrouve dans le cadre général la décomposition en produit semi-direct déja établie
pour les monoides de tresses singuliéres :

Proposition 2.12 (Paris, Godelle, Proposition 2.1 [41]). Soit Ar un groupe d’Ar-
tin associé & un graphe de Coxeter I' d’ensemble de sommets S. Soit M le monoide de
présentation suivante.
e Générateurs : Yr = {8787}, s € Set B € Ar}.
e Relations : uv = vu, si u,v € Tr et uv = vu € SAr.
Alors
SAF = Mp bl AF

ou Ar agit sur Mr par conjugaison.

Proposition 2.13. Soit I' et I" deux graphes de Coxeter et Ap, A/ les deux groupes
d’Artin associés, alors
S(AF X AF/) ~ SAF X SAFI.

DEMONSTRATION. On rappelle que si M est un monoide de présentation < G| Ry >
et N est un monoide de présentation < G|Ry > alors alors une présentation de M x N
est donnée par < Gr; Gy|Ry; Ry;mn =nm, m € Gy,n € Gy >T.

Le résultat découle alors du fait que les présentations définissant S(Ar x Ars) et SAp x
S Ar coincident. O

2.2. Monoides et groupes d’Artin angle droit. Nous présentons dans cette sous-
section une famille de monoides et de groupes d’Artin dont nous allons faire beaucoup usage
par la suite : les monoides et groupes d’Artin angle droit.

Définition 2.14 (Monoide et groupe d’Artin angle droit). Soit I' un graphe de
Coxeter dont on considére que I'ensemble des sommets peut étre infini. Soient A}, Ar
respectivement le monoide et le groupe d’Artin associés. On dit que AF (respectivement
Ar) est un monoide (resp. un groupe) d’Artin angle droit si pour tous sommets s,t de T,
soit mg = +00, soit mg = 2 i.e. les seules relations apparaissant dans la présentation de
AF et Ar sont des relations de commutations.

Les monoides M et Mr présenté dans les théorémes 1.10 et 2.12 sont des exemples de
monoide d’Artin angle droit.

Les monoides et les groupes d’Artin angle droit possédent un certain nombre de pro-
priétés intéressantes. Il est notamment possible de démontrer que le théoréme 2.6 reste vrai
pour les monoides et groupes d’Artin angle droit méme quand ils possédent une infinité
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de générateurs. Dans la suite, pour tout ensemble S et X C S, similairement au cas des
groupes (Définition 2.3), A} sera le sous monoide engendré par X x.

Proposition 2.15. Soit Af! et Ar respectivement le monoide d’Artin angle droit et le
groupe d’Artin angle droit associé a un graphe de Coxeter I'. Soit S ’ensemble des sommets
de I', possiblement infini.

— Si X C 5, alors A;’( ~ AFX et Ax ~ Ary;

— si Y C S aussi, alors A}E N A)‘t = A}me et A}'{ NAy = Axny.

DEMONSTRATION. On démontre le résultat dans le cas des monoides, le cas des groupes
suivant exactement la méme preuve.

Commengons par démontrer le premier point. Soit X C S et soit tx 'homomorphisme
canonique de AIJfX dans AF . On peut vérifier que ’homomorphisme rx de Aif dans Al‘fX

défini pour tout s € S par
ssise X
rx(s) =

lsis¢ X
est bien défini et est une rétraction de ¢y i.e. rx oty = Id,+ . L’homomorphisme ¢x est
Ix

donc injectif ; puisque son image est A}, le premier point suit.
Pour démontrer le deuxiéme point on procéde par double inclusion. Soient X,Y C S.
Le fait que A;rmy C Ax N A; est évident et il reste donc & démontrer 'inclusion inverse.
Soit alors g € A} N A;S, comme ’écriture de g dans A} et A; ne fait intervenir qu’un
nombre fini de générateurs, alors il existe deux ensembles finis Xy et Yy avec X; C X,
Yy CY tels que g € A}f et g € A}“}f. Donc g € A}f N A;}f et comme par le théoréme 2.6
A}f N A;f = A}fmyf, on a donc g € A;r(mef - A;rmy. D’oit le deuxiéme point.
O

Dans le reste de cette sous-section AL (resp. Ar) désigne un monoide (resp. un groupe)
d’Artin angle droit associé a un graphe de Cozeter I' d’ensemble de sommets S, qui peut
étre infini.

Une autre propriété des groupes et des monoides d’Artin angle droit est qu’ils jouissent
de lexistence de formes normales comme 'atteste la définition ainsi que la proposition
suivantes :

Définition 2.16. On note comme d’habitude Xg = {os; s € S} 'ensemble des générateurs
de A (resp. Ar). Soit alors m € Al (resp. Ar).

(1) Une expression de m est un n-uplet W = (o1, ...,c%) ot les s; sont des sommets
de T' et les k; des entiers naturels (resp. relatifs) non-nuls tels que w = Jfll...afg

dans Af (resp. Ar).
(2) On définit la longueur de I'expression W comme étant l'entier n et son support
comme étant le n-uplet (sq, ..., Sn).
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(3) L’expression W est dite réduite si elle est de longueur minimale parmi les expressions
de m i.e. si(ai}l, ey Ui’; ) est une autre expression de m alors p > n.
Soit < un ordre total sur les sommets de I'.
(4) Une forme normale de m relativement & < est une expression réduite (o%!, ..., o)

de m telle que (s, ..., $) soit minimal pour l'ordre lexicographique induit par <.

Proposition 2.17. Soit < un ordre total sur les sommets de I'. Alors :
1. tout élément de AF (resp. Ar) posséde une unique forme normale relativement a <;
2. s1 (afll,...,a;“:) est une forme normale relativement & < alors toute expression
de méme support est aussi une forme normale i.e. pour tous Ii,...,[, non-nuls,

(O’éll, cees aé’;l ) est également une forme normale relativement a <.

La définition et la proposition ci-dessus sont adaptées de [26] ou ces résultats sont
démontrés pour les produits graphés de monoides et de groupes le long de graphes finis,
qui sont des objets formant un cadre plus général que les monoides et groupes d’Artin
angle droit de type fini mais n’encapsulant pas le cas ol ceux-ci possédent une infinité de
générateurs. Nous allons donc devoir étendre la proposition 2.17 aux monoides et groupes
d’Artin angle droit infiniment engendré en nous appuyant sur le cas fini. Pour cela, il nous
faut détailler quelques éléments de théorie adaptés de [26] en plus.

Définition 2.18. Soit m € Af (resp. Ar) et W = (0¥, ..., o*n) une expression de m.

(I) Supposons qu'il existe i € [1;n — 1] tel que s; = s;4+1 et posons :

k'_l k'+1 .
W, N (...,0'5,571,0'51.11 , ) S1 ki—i—l = —ki,
- ki— ki+k; ki .
(. Os, ! g .H_ o+ g ! )Sl ki—i—l 75 —/{Z’.

o Usi—15Us; s Usiqrs oo

On dit que w’ est obtenu & partir de W par une M-opération élémentaire de type I.
Cette opération décroit strictement la longueur d’une expression.
(IT) Supposons qu'il existe ¢ € [1;n — 1] tel que oy, commute avec oy, , et posons :

r kic1 _kiv1 _k;  _kito
W= (.05, 1,051,048, 0515, )

On dit que w’ est obtenu & partir de W par une M-opération élémentaire de type
II. Cette opération ne change pas la longueur d’une expression.

Définition 2.19. On dit d’une expression qu’elle est M-réduite s’il est impossible de ré-
duire sa longueur a l'aide de M-opérations élémentaires.

Proposition 2.20 (Green [26]). On suppose que A; (resp. Ar) est finiment engendré.
(1) Soit m € Af" (vesp. Ar) et Wi, W deux expressions M-réduites de m. Alors Wy et
Wy sont reliés par une suite de M-opérations de type II.
(2) Soit m € A (resp. Ar) et W une expression de m. Alors W est réduite si et
seulement si elle est M-réduite.

On peut tirer plusieurs constats de la proposition 2.20. Tout d’abord la proposition 2.17
est une conséquence directe de la proposition 2.20 dans le cas ol Aff (resp. Ar) est finiment
engendré. Ensuite on peut déduire le résultat suivant.
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Lemme 2.21. On suppose que AF (resp. Ar) est finiment engendré et on se fixe < un
ordre total sur S. Soit X C S, soit m € AJ{( et soit W la forme normale de m dans Af: (resp.
Ar) relativement & < et Wy la forme normale de m dans A% (resp. Ay) relativement a
<|x- Alors W = Wx i.e. les formes normales d’un élément dans les différents sous-monoides
(resp. sous-groupes) paraboliques auquel il appartient coincident.

DEMONSTRATION. Comme d’habitude on traite le cas de Aff, le cas de Ar se traitant
de maniére similaire. Notons tout d’abord que comme W est une expression réduite de m et
Wx est une expression de m dans Alf alors la longueur de W est nécessairement inférieure
a celle de Wx. De plus W peut étre obtenu a partir de W par une suite de M-opérations
élémentaires et comme les M-opérations élémentaires ne peuvent que faire diminuer le
nombre de générateurs d’une expression alors nécessairement ’ensemble des générateurs
présents dans ’écriture de W vient de l'écriture de Wx et donc est un sous-ensemble de
X. En conséquence W et Wx ont méme longueur car dans le cas contraire W serait une
expression de m dans A;r( moins longue que sa forme normale Wx dans A%, ce qui serait
contradictoire. En particulier W et Wx sont réduites dans Ax, donc M-réduites et donc
reliées par une suite de M-opérations élémentaires de type II. Comme W et Wx sont des
minimums pour l'ordre lexicographique engendré par < qui est total alors nécessairement

W =Wx. O
On peut désormais démontrer la proposition 2.17 dans le cas général.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.17. Dans le cas ot A} (resp. Ar) est finiment
engendré, le résultat vient de [26]. Dans le cas infiniment engendré, si m € At (resp. Ar)
alors comme m ne peut s’écrire qu’avec un nombre fini de générateurs alors il existe X C S
avec X fini tel que m € A% (resp. Ax) et il suffit de considérer la forme normale de m dans
A} (resp. Ax) qui, par le lemme 2.21 ne dépend pas du choix de X. O

On présente maintenant une proposition sur les endomorphismes de monoides (resp.
groupes) d’Artin angle droit qui servira dans la section suivante & démontrer un résultat
permettant d’étendre certains morphismes entre groupes d’Artin aux monoides singuliers
d’Artin correspondants.

Proposition 2.22. On se place toujours sous les mémes conditions que la définition 2.16.
Soit alors V' un sous-ensemble de sommets de T' et K = (k;)yey une famille d’entiers
naturels non nuls indexés par V. On désigne par \If‘t 5 (resp. ¥y k) 'endomorphisme de

monoides (resp. de groupes) de A (resp. Ar) défini par

oks sis eV,

\I/+ s) — v s
vi(s) =Yy k(os) {Us §sdvV

Les morphismes \If‘t x et Uy i sont injectifs.

DEMONSTRATION. Si < est un ordre total défini sur I’ensemble des sommets de I' alors
il est possible de définir des formes normales relativement a cet ordre, conformément a la
définition 2.16 et la proposition 2.17. Il s’ensuit du second point de la proposition 2.17



3. CRITERE D’EXTENSION DES MORPHISMES ENTRE GROUPES D’ARTIN AUX MONOIDES SINGULIERS

que, de par leur définition, les morphismes \Il;“k et W, préservent les formes normales
relativement & < et sont donc injectifs. O

3. Critére d’extension des morphismes entre groupes d’Artin aux monoides
singuliers

Le but de cette section est d’établir un résultat donnant des conditions suffisantes pour
pouvoir étendre un homomorphisme entre deux groupes d’Artin en un homomorphisme
entre leurs monoides singuliers associés. Le résultat en question s’appuie sur une propriété
introduite par Paris et Godelle : la propriété FRZ, qui est détaillée dans la sous-section 3.2.
Le critére d’extension ainsi obtenu nous servira par la suite & montrer un certain nombres
de résultats sur les monoides singuliers d’Artin.

3.1. Notations et conventions. Dans le reste de cette section et du chapitre, lorsque
Ar désignera un groupe d’Artin associé a un graphe de Coxeter I', ’ensemble des sommets
sera noté S. Le groupe Ar sera donné, sauf mention explicite du contraire, par une présen-
tation canonique qu’on note :

< Yg|R >

o Xg = {os; s € S} est un ensemble en bijection avec S. On désignera par S Ar le monoide
d’Artin singulier associé a4 Ar qui est donné par la présentation :

<SgUXG'UTs|RURT >*

ot X5 ' désigne 'ensemble {0 ;s € S}, Ts = {75,s € S} désigne I'ensemble des singularités
et RT I’ensemble des relations les faisant intervenir.

Pour tout X C S, Rx désignera le sous-ensemble des relations de R ne faisant intervenir
que les éléments de Y x, T'x le sous-ensemble de singularité de T correspondant & X i.e.
Tx = {7s;8 € X} et RL le sous-ensemble des relations de RT ne faisant intervenir que les
éléments de X U Tx.

Pour tout X C S, on notera :

— Ax ~ Ar, le sous-groupe parabolique standard de A engendré par X ;

— SAx le sous-monoide de SAp engendré par X UX U Ty ;

— SAr, le monoide singulier d’Artin associé a Ar,, autrement dit le monoide de
présentation < X U X 1 UTx|Rx U R§ >,

A partir de la partie 5.2, lorsqu’on utilisera I'expression "groupe d’Artin de type I'",
il faudra comprendre "groupe d’Artin donc le graphe de Coxeter associé est le graphe de
Coxeter I'". Pour finir 'expression "sous-groupe parabolique standard" sera abrégée en
"sous-groupe parabolique".
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3.2. La propriété FRZ.

Proposition 2.23 (Paris, Godelle [41, Prop. 4.1]). Soit Ar un groupe d’Artin de type
FC. Soient a € SAr et s,s' € S. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) aTs = Ty Q,

(2) il existe k € N\ {0} tel que at?F = 75a,

(3) aos = oga,

(4) il existe k € Z \ {0} tel que ac® = o¥a.

Définition 2.24. On dit d’un groupe d’Artin Ar qu’il a la propriété FRZ si pour tous
a € SAr et tous s, s’ € S les quatre propriétés énoncées dans la proposition 2.23 sont équi-
valentes. Le sigle FRZ est 'acronyme de Fenn, Rolfsen et Zhu, qui dans [21] ont justement
demontré ce résultat dans le cas de B,, et SB,,.

La proposition 2.23 peut donc étre reformulé en disant que les groupes d’Artin de type
FC ont la propriété FRZ.

On dispose de plus d’un résultat sur la compatibilité de la propriété FRZ et du produit
cartésien que 'on détaille dans la proposition suivante.

Proposition 2.25. Soient Ar et A/ deux groupes d’Artin. On suppose que Ar et Ars ont
tous deux la propriété FRZ. Alors Ar x Aps a également la propriété FRZ.

DEMONSTRATION. Notons S’ I'ensemble des sommets de I, ¥g» = {0y, s’ € S’} l'en-
semble des générateurs de A et Tsr = {74, € S’} les singularités correspondantes. Soit
m = mpmp € SAp x SAp = S(Ar X Apy) on mp € SAp, mp € SApr, et i,j € SUS tels
que

mT; = T;M.

On suppose ici que 7; € SAr/, on a alors la série d’équivalences suivantes :

mT; = T;MmM
< MmrmpT; = T;Mmpmry
< MmrmpT; = MrT;mry
54 mp/T; = T;Myv.

La derniére équivalence vient du fait que S(Ar x Arp) est simplifiable par la remarque
B.35 (ou encore par la proposition B.36) de 'annexe B. Les résultats de ’annexe B per-
mettent également de montrer que 7; € SArs. En effet par le corollaire B.32, S A se plonge
dans son groupe enveloppant GSAr/, on a donc dans GSAr: :

T = ml:,lijr/ € GSAy.
Comme SAp posséde FRZ on a donc la série d’équivalences suivante :
54 mr/o; = O;Mmr
mrmrvo; = Mrpojmrv

=
< mrmrvo; = ojmrimr
= mo; = o;m.
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Le cas 7; € SAr se démontre pareillement mais en faisant passer mp a gauche et en
simplifiant par celui-ci.

La démonstration des autres équivalences peuvent se faire en utilisant un raisonnement
similaire. ]

La démonstration du théoréme 2.28 qui est le théoréme central de cette section nécessite
tout d’abord d’établir un certain nombre de lemmes en lien avec la propriété FRZ, lemmes
qui constituent le reste de cette sous-section.

Lemme 2.26. Pour tous a,a’ € Ar et pour tous s,s' € S :
1) si arsa™t = a'Tya’ alors aosat = dloga’ 71,
2) si (arsa™ ) (19t = (/19! (arsa™h),

alors (aosa™ N (d'oga’™t) = (dogd/ V) (aosa™t).

Si on suppose que Ar posséde la propriété FRZ alors les implications ci-dessus sont des
équivalences et on dispose en plus de ’équivalence suivante :

a) il existe | € N* tel que acla™! = a/ol,a/71,

b) acsa™t = /oy’ L.

DEMONSTRATION. On vérifie en utilisant les présentations de Ar et SAr que le mor-
phisme de monoides r : SAp — Ar défini par r(os) = 05 et 7(75) = 0 pour tout sommet s
de I' est bien défini. Les implications 1 et 2 peuvent alors tout simplement étre reformulées
en :

1) si arsa™t = o/7ya/71; alors r(aTs D =r(drga’™1),

2) si (arsa™)(o/Tya/~ 1) = (d/Tga’ N (atsa™t),

alors r((aTSa_l)(a’Ts/a’_l)) = r((a’TS/a’_l)(aTsa_1)>.

Dans le cas ou Ar a la propriété FRZ, on a les séries d’équivalences suivantes :
(1)
acsal = dloga/!
& oo ld) = (a ld)oy
& 1(ald) = (a7 td)7y
& arsa =o' rga’™

1

(acsa N (doga' 1) = (doga’ ) (aosa™)

& oslatdoga"ta) = (e oo/ ta)oy,
& 1atdoga” 1a) = (ot oga’ " a)Ts
& (arsa Y (dogad ™) = (doga’ ) (arsa™t)
& (o largald oy = og(a'taTsaTl)
= (o larsa™td )1y = 79 (/tarsa™ld))
=

(arsa™ N (d'Tea’ ) = (/19N (arsa™t).
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acla™t =d/ol,a/ 7t
& ol(a7ld)) = (a7 td)d!,
& os(a ) = (atd)oy
& acsa ' =doga T,

O

Lemme 2.27. Soit Mr le monoide d’Artin angle droit associé & SAr tel que défini dans
la proposition 2.12. On note Mt le monoide de présentation suivante.
e Générateurs : Yr = {Bos871,s € Set B € Ar},
e Relations : Pour tous u,v € Tp, uv = vu si uv = vu dans Ar.
Alors le morphisme de monoides ® de M dans Mr définie par :
Hp(om-safl) = acsa !
est bien défini. De plus si Ar posséde la propriété FRZ, alors c¢’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. L’implication 1 du lemme précédent revient & dire que Ilp est bien
défini sur ’ensemble Y1 et donc sur le monoide libre engendré par cet ensemble. L’implica-
tion 2, quant & elle, revient & dire que ® préserve les relations définissant Mrp et est donc
bien défini.

Enfin si Ar posséde la propriété FRZ, les implications du lemme 2.26 étant des équiva-
lences on peut définir similairement une application réciproque de My dans Mr. O

3.3. Le critére d’extension. Les monoides singuliers d’Artin pouvant étre vu comme
des extensions des groupes d’Artin, on peut naturellement se demander si, & un homo-
morphisme entre groupes d’Artin donné, il est possible d’étendre cet homomorphisme aux
monoides singuliers qui leur sont associés. Il n’existe pour l'instant aucune maniére de tran-
cher la question dans le cadre général mais le théoréme 2.28 qui suit constitue une premiére
tentative de répondre a cette question. Il est important de souligner dés a présent que les
démonstrations de nombreux résultats qui suivront dans cette section s’appuieront de ma-
niére conséquente sur le théoréme 2.28. Celui-ci constitue donc un résultat majeur de cette
thése.

Théoréme 2.28. Soient I' et IV deux graphes de Coxeter dont on note ’ensemble des
sommets respectivement S et S’. Soient Ar et Ars les groupe d’Artin associés dont on note
I'ensemble générateurs respectivement Xg = {os;s € S} et Lg = {oy; 8" € S’}. On suppose
de plus que A posséde la propriété FRZ.

Soit ¢ un morphisme de groupes de Ar dans Ap. On suppose que pour tout s € S, il
existe gs € Arv, ks € N* et i(s) € S’ tel que ¢(os) = gsafé)ggl.

Alors pour toute famille d’entiers non-nuls L = (I5)ses le morphisme ¢ peut étre étendu
en un morphisme de monoides ®[(Is)ses] entre SAr et SAp en posant pour tout s € S :

®[(L)ees)(7:) = gury 057

De plus ®[(Is)ses] est injectif si et seulement si ¢ est injectif et Ap a aussi la propriété FRZ.
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DEMONSTRATION. On commence par traiter le cas ot pour tout s € S, Iy = 1 et on
notera pour des raisons de simplicité ® au lieu de ®[(1)ses].

Remarquons que ¢ induit naturellement un morphisme de monoides Ilr 1/ entre Mr
et My défini par Ir v (gosg™) = ¢(gosg™), et si Hp et I sont les morphismes tels
que définis dans le lemme 2.27, alors en utilisant les décompositions en produit semi-direct
SAr = Mp x Ar et SAr = Mpr x A on peut poser

= (9, 9)

¢ == HF (¢} HF,F’ (¢] HI:,I
avec Il inversible car A a la propriété FRZ.

Si ¢ est injectif alors il est aisé¢ de vérifier que Il rv est également injectif, et si A posséde
la propriété FRZ alors Il est un isomorphisme d’ott ¢ = Iy ollp ol'[li,1 est injectif comme
composée de morphisme injectifs.

Réciproquement si ® est injectif alors ¢ est injectif car c’est la restriction de ® & Ar.
Il reste donc & montrer que Ar posséde FRZ. Soient donc m € SAr et s,t € S. Comme ¢
est injectif et A a la propriété FRZ, on a la série d’équivalence suivante :

Tsm = mry
& O(1sm) = O (mm)

= @(Ts)@(m) = D (m)P ()
S 0T 95 'o(m) = ®(m)giming; "
& ()gs q)( g = g5 ®(m)giTie)
< Yo(m)gr = g5 ®(m)gioyw
g Z(S)gs ®(m)gr = _I(I)( )gtafé)
< Us Z’(S)gs 'o(m) = ®(m >9t‘7 (t )gt
& P(og)P(m) = P(m)P(oy)
= d(ogm = d(moy)

& osm = moy.

On montre par le méme procédé que les autres équivalences définissant la propriété FRZ
sont valables dans Ar et que donc Ar posséde la propriété FRZ. D’ou ’équivalence.
Pour finir, dans le cas général il suffit de remarquer que

®[(ls)ses] = (@0 Vrp 1, 0)
ou l'application W~ j est 'endomorphisme de la proposition 2.22 dans le cas oit Yr est
I’ensemble des générateurs de Mr défini a la proposition 2.12, et que le morphisme W~ 1,
est injectif par la proposition 2.22. ]

4. Sur les sous-monoides paraboliques standards de SAr

Remarque 2.29. Dans la démonstration de la proposition 2.28, on suppose que le groupe
d’Artin d’arrivé du morphisme posséde la propriété FRZ. Ceci est nécessaire a la bonne
définition du morphisme dans le cas général mais dans le cas ou le groupe de départ est
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un sous-groupe parabolique Ax du groupe d’arrivée Ar et le morphisme considéré est le
morphisme d’inclusion ¢ de Ax dans Ar, l'extension I[(1)sex]| est toujours bien défini du
fait que les relations définissant le monoide de départ sont incluses dans celles définissant
le monoide d’arrivée. On a alors juste besoin que Ax ait la propriété FRZ pour avoir
SAr, C SAr. Ceci a pour conséquence le théoréme suivant ainsi que ceux d’aprés, qui en
découlent :

Théoréme 2.30. Soit Ar un groupe d’Artin et X C S. Si Ar, a la propriété FRZ alors
SAr, ~ SAx.

Ceci permet de généraliser partiellement le théoréme 2.6 aux monoides singuliers d’Ar-
tin :

Théoréme 2.31. Soit Ar un groupe d’Artin de type FC.
— Si X C S, alors SAx ~ SAr,, et
— si Y C S aussi, alors SAx N SAy = SAxny.

DEMONSTRATION. Le premier résultat est un corollaire immédiat du théoréme précé-
dent puisque tout sous-groupe d’un groupe de type FC' est de type FC et que les groupes
de type FC possédent la propriété FRZ. Il reste & montrer le second. D’abord il est clair
que SAxny € SAx N SAy par définition des monoides et le premier point. Soit alors
h € SAx N SAy, comme SAx ~ SAp, = Mr, x Ar, et SAy ~ SAr, = Mr, x Ar,,
on peut décomposer h sous les formes h = mxax ot mx € Mr,,ax € Ar, et h = myay
oumr, € Mr,,ay € Ay et si h = mrar est la décomposition de h dans SAr = Mp x Ap
alors par unicité de ces décompositions il vient :

mry = mry = Mr,
ary = ar, = ar.

Donc mr € Mx N My et ar € Ax N Ay, or par le théoréme 2.6, Ax N Ay = Axny et par
la proposition 2.15, Mx N My = Mxny d’ou

h = mrar € MXﬂY X Ame = SAFXnY ~ SAme

et donc SAx NSAy C SAxny. O

Le théoréme 2.31 avait déja été démontré dans [1] mais on peut dorénavant ajouter a
ce résultat un autre.

Théoréme 2.32. Soit Ar un groupe d’Artin de type affine. Si X C S alors
SAX ~ SAFX-

DEMONSTRATION. Il y a deux cas possibles : soit X = S auquel cas l'assertion SAr, ~
SAr est triviale, soit X C S auquel cas Ar, est un groupe d’Artin de type sphérique et
rentre donc dans le cadre d’application du théoréme 2.30. U
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5. Sur la conjecture de Birman pour les groupes d’Artin

5.1. Sur le noyau des morphismes de désingularisation. On peut, comme dans
le cas des monoides de tresses singuliéres, définir un morphisme de désingularisation de
SAr dans Z[Ar], qu’on note dr et qui est défini par

op(ofh) = ot et Op(ry) = 05 — 0 L.

On rappelle que pour un morphisme de monoides, contrairement aux morphismes de
groupes, avoir un noyau réduit au neutre est une condition nécessaire mais non suffisante
pour étre injectif. Par conséquent, la proposition qui suit ne fournit qu’une réponse partielle
a la question de l'injectivité de dr. Elle s’inspire fortement du cas de B, traité dans [21].

Proposition 2.33. Soit k € Z et soit e le neutre de SAr et Ar, alors :

T

() sinon.

Afin de prouver ce résultat, on définit d’abord une notion de degré sur les éléments de
SAr.

Définition 2.34. Soit deg le morphisme de monoides de SAr dans (Z, +) qui envoie chaque

ol sur +1 et 7, sur 0. L’image d'un élément de SAr par deg est appelé degré de cet élément.

Rappelons que le nombre de générateurs singuliers utilisés pour écrire un élément de
SAr ne dépend pas de l’écriture choisie et que 'on peut définir sans ambiguité le sous-

ensemble SA%d) de S Ar constitué des éléments ayant d singularités.

Lemme 2.35. Soit d € Net m € SA%d). On note s = deg(m), alors :
2d
1) 6(m) = > a;o; ot a; € Z et o € Ap,
i=1
2) il existe des uniques k, [ tels que deg(ai) = s — d and deg(«oy) = s + d,
3) pour tout i # k,l, onas—d < deg(a;) < s+d.

DEMONSTRATION. Dans la suite on suppose que I' a n sommets et donc que SAr a n
générateurs classiques o1, ...,0, et n générateurs singuliers 71, ..., 7.

On démontre la proposition par récurrence sur d. Si m € SA%O) = Ar alors dp(m) =m
et le résultat est trivial.

On suppose le résultat vrai pour tout élément m € SA(Fd). Soit alors m € SA%dH).
Soit m = z1...x, pour quelque p € N ol les x; sont des générateurs de SAr et soit j tel
que z; = 7; pour un certain ¢ € {1,...,n} et xp ¢ {7,...,7n} for k > j. Alors m' =
x1...xj—1 posséde exactement d singularités et par hypothése de récurrence or(m’) peut
s’écrire ay o 4 ... + an,0l, ot les éléments oy, ;.. @), de degré minimum et maximum ont
respectivement comme degré s’ — d and s’ + d avec s’ = deg(m) — deg(x;...xp) et tous les
autres éléments de la somme on un degré strictement compris entre s’ —d et s’ + d. Il s’en
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suit que

2d
op(m'z;) = ér(m'n;) E aalo; — E a;a;al-_l,
i=1

2d+1

et que op(m'z;) est une somme de termes, dont chacun d’entre eux est de degré

strictement compris entre s’ —d —1et ' +d+1 exceptlon faite de o, 0; ~Loal o qui
ont respectivement comme degré s’ —d — 1 et ' + d + 1. Finalement, il en résulte que
ép(m) = Sp(m'x;)xj41...7p est une somme de 297! éléments dont chacun d’entre eux est

de degré strictement compris entre

s'—(d+1)+deg(zjt1..7p) = s — (d+ 1)
et

s+ (d+1)+deg(zjt1..7p) = s+ (d+ 1)

exception faite de a;ninaflxj+1...:vm, )z 0iTj41-..Tp qui ont respectivement comme degré
s—(d+1)et s+ (d+1). O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.33. Soit k& € Z et soit m € SAp tel que
dr(m) = k.e. Si s et d sont respectivement le nombre de singularités et le degré de m,
alors par le lemme 2.35 on a nécessairement s +d = s —d = 0, ce qui implique que d = 0,
c’est-a -dire que m n’a pas de singularité et par conséquent que m = dp(m) = k.e. Puisque
ArNZ = {l.e}, si k # 1 il en résulte une contradiction et si k = 1 alors § = e. D’ou le
résultat. ]

5.2. Conjecture de Birman et cas déja prouvés. Rappelons que les groupes d’Ar-
tin de type A correspondent aux groupes de tresses classiques. L’exactitude de la conjecture
de Birman est donc vérifiée pour ces groupes-ci, comme il en a déja été fait mention au
chapitre 1. On dispose en plus de ce résultat de plusieurs résultats sur cette problématique
pour d’autres groupes d’Artin comme 'attestent les résultats suivants.

Théoréme 2.36 (Paris, Godelle [41]). Les groupes d’Artin angle droit vérifient la
conjecture de Birman.

Théoréme 2.37 (East [19]). Les groupes d’Artin de type I,, vérifient la conjecture de
Birman.

Aux trois résultats déja connus, nous allons ajouter un quatriéme sur les groupes d’Artin
de type A.
On rappelle que, & un entier n > 2 fix¢, le groupe d’Artin de type A, est le groupe
d’Artin de présentation suivante, oul les indices sont considérés modulo n + 1.
e Générateurs : ag, ..., Oy,
e Relations :
— Qaj&; = G0y, pour tous ¢, 5 € [0;n] avec |i — j| = 1;
— Q& = @;d&;, pour tous i, j € [0;n] avec |i — j| > 2.

Théoréme 2.38. Les groupes d’Artin de type A vérifient la conjecture de Birman.
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La démonstration de ce dernier résultat nécessite préalablement deux résultats connus
sur les groupes d’Artin de type B. On rappelle que le groupe d’Artin Ap, est donné par la
présentation suivante.

e Générateurs : Sy, ..., Bn,

e Relations :
— BiBiBi = B;jBiBj, pour tous i,j € [1;n — 1] avec |i — j| = 1;
— BiBj = BjBi, pour tous i,j € [1;n — 1] avec |i — j| > 2;
7 Bn—lﬁn/@n—lﬁn = 6nﬁn—lﬁnﬁn—1~

Théoréme 2.39 (Kent, Peifer [32]). On se place dans le groupe d’Artin Ap,.
On pose :
o 7 =p.01,
e &, =0F;pour 1 <i<n-—1,
o 6o =71/ L
Alors :
e pour tout i € [0;n — 1], 7é;7~! = &;_1 ot les indices sont définis modulo n,
° ABn =< QQy ey Q1 > X< T >,
o < Qg ..., Gy > AA
et l'isomorphisme est realisé par ’homomorphisme qui envoie &; sur &;.

n—1

Théoréme 2.40 (Kent, Peifer [32|). Notons respectivement aj, ..., a, et Si,..., 3, les
générateurs de Ay, et Ap, conformément aux diagrammes présentés en figure 1.
Il existe un morphisme de groupes ¢ : Ap, — A4, défini par :

¢(8;) =

2
n

{ai, sil<i<n-—1,

aZ sit=n.

De plus ce morphisme est injectif.

Le premier des deux théorémes montre que le groupe d’Artin de type A,_q peut étre
vu comme un sous-groupe (non parabolique) du groupe d’Artin de type B, et le deuxiéme
que le groupe d’Artin de type B,, peut étre vu comme un sous-groupe (non parabolique) du
groupe d’Artin de type A,. Il en résulte qu’on peut réaliser le groupe d’Artin de type Ay
comme un sous-groupe (non parabolique) du groupe d’Artin de type A,,. Dans la suite nous
allons étendre ce résultat dans le cadre singulier mais nous allons avoir besoin de quelques
résultats préalables.

On rappelle que la présentation du monoide singulier SApg, est obtenue a partir de celle
de Ap, en ajoutant les générateurs singuliers by, ..., b, ainsi que les relations suivantes :

— 0iBit1Bi = Bir1Bibit1 pour i € [1;n — 1] ;

— bi+1BiBit1 = Bifi+1b; pour i € [1;n — 1] ;

— bun-1BnBn-1Bn = Bnubn—1Bnbn-1;

— bnﬁnflﬁnﬁnfl = /anlﬁnﬁnflbn;

— BiBj = BB si i —j| > 1;

— biBj = Bjbi st |i —j| > 1;

— biBi = Bib; si i — j| > 1;
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— bibj = bjbi si |7, —]| > 1.

Lemme 2.41. Soit M le sous-monoide de SAp, engendré par f31, ..., Bn, b1, ..., by—1 et soit
N le monoide dont la présentation est obtenue & partir de celle de SAp, en otant le
générateur b, et les relations le faisant intervenir. Alors les deux monoides M et N sont
isomorphes.

DEMONSTRATION. On considére le morphisme naturel de N dans SAp,. Celui-ci a
par définition pour image le sous-monoide M, donc est surjectif dans M, et posséde une
rétraction r : SAp, — N donnée par

r(B;)) = pBipouri=1,..,n;
r(b;)) = byjpouri=1,...n—1;
r(b,) = 1

et donc est également injectif. D’otu le résultat. O

On rappelle que la présentation du monoide singulier SA A, est obtenue a partir
de celle de A A,_, en ajoutant les générateurs singuliers ay, ..., a,—1 ainsi que les relations
suivantes, ou les indices sont toujours considérés modulo n :

— @;0j&; = &Q;a;4, pour tous i,j € [0;n — 1] avec |i — j| =1;

— @;&j = @;a;, pour tous i, j € [0;n — 1] avec |i — j| > 2;

— @;aj = a;ja;, pour tous i € [0;n — 1].

On énonce maintenant une extension singuliére du théoréme 2.39.

Lemme 2.42. Soit M le sous-monoide de SAp, engendré par f31,..., Bn,b1,...,bp—1. On
pose :

e g;="b;pour 1 <i:<n-—1,

o Gg=TbhiT L.
Alors :

e pour tout i € [0;n — 1], 7a;7~ = G;_1 ot les indices sont définis modulo n,

o M =< adg,...,0n—1,00, -, Gn—1 >t x<r >,

® < A1y Gpe1,00, ey Gp_1 >T SAA%1 ou l'isomorphisme est donné par le mor-

phisme qui envoie @; sur a; et a; sur a;.
DEMONSTRATION. Soit N le monoide défini dans le lemme 2.41. Le premier point

découle du fait que Ap, a la propriété FRZ. Les deux autres points découlent du fait que
le morphisme @1 : N — SA;  x <7 > défini par

e1(Bi) = apouri=1,...,n—1,
p1(b;)) = a;pouri=1,...,n—1,

p1(Bn) = 7B Byl
et le morphisme s : SAAn_1 X < 1 >— N défini par
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(102(dl) = /81 pOUI‘iZ 1,...,’/1—1,
po(@;) = bipouri=1,...,n—1,
902(7—) - /Bn-'-ﬁly
p2(dn) = ThiT !,
QOQ((NI(]) = Tb17'_1.
sont bien définis et réciproques 'un de 'autre. O

On peut donc réaliser SA; ~ comme sous-monoide de SAp, et en le combinant avec
-

le résultat qui suit, qui est une conséquence de la proposition 2.28, on peut démontrer le
théoréeme 2.38.

Proposition 2.43. Le morphisme de groupes ¢ : A, — A4, défini dans le théoréme 2.40
peut étre étendu en un morphisme injectifs de monoides ¢ : SAp, — SAj4, en posant

a;, sil<i1<n-—1
‘I’(bz’)={ ;

2 i
ay sii=n.

En identifiant le monoide SA;  avec le sous-monoide de SAp, qui est engendré
ne
par ag, ..., Gp_1, GQ, ..., Ap_1, ON peut voir la restriction de ® a ce sous-monoide comme un
morphisme injectif de monoides entre SA ; | et SAa, .
—

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.38. Le théoréme est une conséquence directe du
fait que ¢ A, = 04, 0 P5 Az donc est injectif comme composé de morphismes injectifs.

0

De plus, on vérifie que :

®(&;) = «; pour tout i € [1;n —1],
P(ag) = P(1)a®(r)7,
®(a;) = a; pour tout i € [1;n — 1],
D(ag) = ®(r)ar®(r)7!,

ce qui permet en prime d’appliquer le théoréme 2.28 afin d’obtenir le résultat suivant.
Proposition 2.44. Pour tout n > 2 le groupe d’Artin de type A, a la propriété FRZ.

Pour finir, on dispose du résultat suivant sur la comportement de la conjecture de
Birman vis-a -vis du produit direct de groupes d’Artin dont la démonstration est basée sur
une idée de Paris.

Proposition 2.45. Soient I', IV deux graphes de Coxeter d’ensemble de sommets respectifs
S et S'. Soient Ap, Ars les groupes d’Artin respectivement associés a T', TV et Xg = {os; s €
S}, Yg = {og; s € 8’} leurs ensembles de générateurs respectifs.

On suppose que Ar et Aps vérifient tous deux la conjecture de Birman. Alors Ap x Ap
vérifie également la conjecture de Birman.
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Lemme 2.46. Soient U,V deux espaces vectoriels sur un corps K et u,u’ deux vecteurs

non nuls de U et v,v" deux vecteurs non nuls de V tels que u ® v = v/ ® v/, alors il existe

weEK, u#0tel que u=pu et v=p".

DEMONSTRATION. Soient By et By des bases respectives de U et V alors By ® By est
une base de U ® V. Soient

uw— Z)\mx’ u = Z)\;,:B,v: Z,Uyyv v = Z'“;/y

TEBy zEBy yEBy, yEBy
les décompositions de u, ', v, v’ dans les bases By et By. On a :

URUV=vQu <+ Do AaklyT @Y =D Ny T @y
‘r7y w’y
= Ay = Moy, V(2,y) € By x By.

Comme u, v # 0 alors il existe g, yo tel que Ay, iy, 7 0 et donc A, 1y, 7 0 et

/
Hyo )
)\xo - ryz )\1.0.
—
I
De plus pour tout @, Agfiy, = Nppiy, donc Ay = p), d’ott u = pu'.
Deplusu®v = pu' @ v =1 ® pv’ d’ou :

u@v—u @V =u@u—-—uev=ue(u-2")=0
ora®fB=0<= a=0o0upf =0 et comme u # 0 alors nécessairement pyv — v’ = 0 i.e.

v =p . O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.45. On vérifie aisément que Z[Ar x Ap/] ~
Z[AF] ®Z[AF/] (resp. Q[AF X AF/] ~ Q[AF] ®Q[AF/]). Donc si ap, br € Ax et aps, by € Aps
vérifient 5Fupl (arap/) = 5Furl(brbp/) i.e.

or(ar) ® or(ar) = dr(br) ® or (brv) € Z[Ar] ® Z[Ar/] C Q[Ar] ® Q[Ar/]

alors il existe u € Q tel que ér(ar) = udr(br) et ér(ar') = p~ 1 (br/), or nécessairement
w vaut 1 par définition de or (il suffit de regarder les coefficient de plus haut degré dans les
sommes or(ar) et dp(br)) et donc

(5p/ (CLF/ ) = (pr (bp/ ) .

Enfin Ar, Ap vérifiant la conjecture de Birman, nécessairement ar = br et apv = br et au
final arars = bpby. ]

{(51“(0{‘) = 5{‘((){‘)
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6. Sur les invariants de Vassiliev

On définit similairement au cas des tresses un invariant algébrique de Ar comme une
application de Ar dans un groupe abélien H ou, de maniére équivalente, un morphisme de
Z-modules de Z[Ar] dans H. Tout invariant algébrique V' de Ar peut étre étendu & SAr
en posant pour tout a € SAr, V(a) = V(dr(a)) et V est alors appelé invariant de Vassiliev
de degré d de Ar si V(SA%d)) # 0 mais V(SA%’C)) = 0 pour tout k¥ > d. Enfin comme pour
le cas des tresses on peut remarquer que, si on note Jr l'idéal bilatére de Z[Ar| engendré
par les o5 — o ! alors un invariant V' : Z[Ar] — H est un invariant de Vassiliev de degré d
si et seulement si V(7%) # 0 mais V(72T!) = 0.

Soit IV un second graphe de Coxeter dont on note I’ensemble des sommets S’ et A le
groupe d’Artin associé dont on note l'ensemble générateurs g = {og;s € S'}. On note
VI%d) (resp. VI@) les invariants de Vassiliev de degré au plus d de Ar (resp. de Ar/) i.e. les
morphismes de Z[Ar] dans un groupe abélien qui sont identiquement nuls sur Jlle (resp.

sur Ifl,+1).

On dispose du résultat suivant.

Proposition 2.47. Soit Ar et Ap deux groupes d’Artin. Soit ¢ un morphisme de groupes
de Ar dans Ap/. On suppose que pour tout s € S, il existe g5 € Ar, ks € N* et i(s) € S’
tel que ¢(og) = gsaf(ss g:! (autrement dit on se place sous les méme hypothéses qu’au
théoréme 2.28) et on note @ : Z[Ar] — Z[Ar/] le linéarisé de ¢. Alors 'application
v vy - vl
% — Vod
est bien définie pour tout d. Par conséquent si ¢ est injectif et les invariants de Vassiliev de

Ars séparent les éléments de A alors les invariants de Vassiliev de Ar séparent également
les éléments de Ar.

DEMONSTRATION. Si s € S, on a
P(0s — ‘75_1) = ®(0;) — (I)(US)_I
= 950,095 | — 9s05 595
ks —ksy —
= 95(03(s) = (s )95 :
— -1 ki—l ki—3 *(kifl) —1
=9s (Ui(s) - Ui(s)) (Ui(s) T 05y T T 04 )gs :
Donc pour tout s, ®(os — o5 t) € Jp d'oi
®(Jr) C Jr
et
(I)(jrt?Jrl) C jd/+1

pour tout d. Donc si V' est un invariant de Aps s’annulant sur 7,

invariant de Ar s’annulant sur Jli”l. D’ou V est bien défini. On suppose maintenant que

d+1 alors V o @ est un
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 est injectif et les invariants de Vassiliev séparent les éléments de Ap. Soient « et 8 deux
éléments distincts de Ap. Comme ¢ est injectif alors ®(a) = p(a) # ¢(8) = ®(5) et
comme les invariants de Vassiliev séparent les éléments de Aps alors il existe un invariant
de Vassiliev V de Ar tel que V(®(«)) # V(P®(5)) et V o ® est un invariant de Vassiliev de
Ar séparant « et (.

O

Théoréme 2.48. Les invariants de Vassiliev d’un groupe d’Artin de type B, ou A, sé-
parent les éléments de ce groupe d’Artin.

DEMONSTRATION. Par les théoremes 2.39 et 2.40 le groupe d’Artin de type A, se plonge
dans le groupe d’Artin de type B,11 qui se plonge dans le groupe d’Artin de type A, 11 via
des morphismes qui respectent les conditions de la proposition 2.47, d’out le théoréme. [



Chapitre 3

Monoides de tresses virtuelles singuliéres

Ce chapitre est une version légérement étoffée de I'article [16] co-rédigé par l'auteur.
Il est consacré aux monoides de tresses virtuelles qui sont & la fois une généralisation des
monoides des tresses singuliéres et des groupes de tresses virtuelles. On y donne la définition
de tresse virtuelle, de tresse virtuelle singuliére ainsi que les diverses interprétations possibles
de ces objets en termes combinatoires ou topologiques. On finit en étendant, comme au
chapitre précédant, les notions de morphisme de désingularisation et d’invariant de Vassiliev
pour les monoides de tresses virtuelles singuliéres.

On se fize pour cette section un entier n € N*.

1. Le groupe de tresses virtuelles

Il est possible d’encoder tout diagramme de nceud de maniére compacte a l'aide d’un
objet combinatoire appelé code de Gauss. Celui est construit en effectuant la liste des
croisements rencontrés lorsqu’on parcourt le diagramme du noocud en question, chaque
entrée de la liste étant constitué d’un nombre entier identifiant le croisement rencontré
et d’un signe indiquant si I'on a passé ce croisement en étant sur le brin du dessous ou
du dessus. Mais la réciproque n’est pas vraie, certains code de Gauss ne permettant pas
de reconstituer un diagramme de nceud sans créer de nouveau croisement. C’est dans une
volonté de résoudre ce probléme que Kauffman a introduit, dans [31], la notion de neud
virtuel. Diagrammaticalement, cela correspond & autoriser un nouveau type de croisement,
dit virtuel, et & quotienter ’ensemble des diagrammes par les mouvements de Reidemeister
classiques ainsi que par de nouveaux mouvements de Reidemeister, dits virtuels.

Cette approche peut étre adaptée au cas des tresses a n brins comme suit. On considére
I’ensemble des diagrammes de tresse otli les croisements peuvent étre de deux types : du
type classique déja rencontré et représenté comme alors, ou bien d’un nouveau type appelé
virtuel et noté comme un croisement singulier mais entouré d'un cercle (voir figure 2).
On quotiente alors cet ensemble par la relation d’équivalence engendrée par les isotopies
planaires, les mouvements de Reidemeister classiques et un nouveau jeu de mouvements de
Reidemeister dits virtuels qui sont décrits dans les figures 1.

Muni du produit de concaténation (en 2 dimensions), cela définit le groupe VB, des
tresses virtuelles a n brins. Dans [46|, Vershinin introduit ce méme groupe en lui donnant
directement une présentation, inspirée de la présentation usuelle des tresses classiques, a
laquelle il rajoute un générateur p; pour tout i € [1;n — 1], correspondant au diagramme
de tresse donné en figure 2.

53
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e =

DL = TN
L = SR

FiGURE 1. Mouvements de Reidemeister virtuels

Proposition 3.1 (|[46]). Le groupe de tresses virtuelles V13,, a la présentation suivante.
o Générateurs : 1, ...,0p—1;P1s-- - Pn—1-
e Relations :
— 0j050; = 000581 i —j|=1;
— 0405 = 0o si i — j| > 1;
—pi=1i=1,..,n—1;
— pipipi = pipip; st li —jl =1;
— pipj = pipi si i —j| > 1;
— oipjpi = ppioj sili — j| =1;
— pioj =ojp;si i —j| > 1.

i+1

FIGURE 2. Le générateur p;

2. Le monoide de tresses virtuelles singuliéres

A Tinstar du cas classique, on définit maintenant le monoide de tresses singuliéres SVB,,,
introduit dans [13] ainsi que dans [14], comme le quotient de ’ensemble des diagrammes de
tresse ol chaque croisement peut maintenant étre décoré de fagon classique, singuliére ou
virtuelle, par la relation d’équivalence engendrée par les isotopies planaires, les mouvements
de Reidemeister classiques, les mouvements de Reidemeister singuliers, les mouvements de
Reidemeister virtuels et un dernier mouvement de Reidemeister singulier-virtuel donné en
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figure 3 ; la multiplication dans SVB,, correspond toujours au produit de concaténation (en
2 dimensions).

FiGURE 3. Mouvement de Reidemeister singulier virtuel

La encore, on peut donner une présentation de monoide de SVB,, ou les générateurs
correspondent aux différents types de croisements, et les relations aux différents mouvements
de Reidemeister.

Proposition 3.2 (|13]). Le monoide de tresses virtuelles singuliéres SVB,, a la présenta-
tion suivante.

o Générateurs : chl,...,ofil;pl,...,pn,l S TlyeveyTno1-

e Relations :
—0i0;1zaflaizl,izl,...,n—l; — pioj =ojp;sili—j| > 1;
— 04050, = 0005 81 |i — j| =1; — 7T =TT s i — §] > 1,
— 0405 = 0o si i — j| > 1; — 105 =0T st i —j| > 1;
—p?zl,izl,...,n—l; — 1,0, =0;T;, t=1,...n—1;
— pipjpi = pipipj sili — jl =1; — Ti0jo; = 00Ty si |i = j| = 1;
— pipj = pjpi si|i —j[ > 1; — piTy =Tjpi st i —j| = 2;
— aipjpi = pipioy si i —jl =1; — Tipjpi = pjpiTj st i — j[ = 1.

3. Lien entre les différentes constructions de tresses

Comme dans le cas classique, non seulement les tresses virtuelles sont isomorphes & un
sous-monoide des tresses virtuelles singuliéres, mais ce sous-monoide apparait également
comme facteur semi-direct du monoide entier. On a en effet les deux propriétés suivantes.

Théoréme 3.3 (Kamada [30]). Le sous-groupe de VB, engendré par o,...,0,-1 est
canoniquement isomorphe & B,,.

Proposition 3.4. Soit M, le monoide de présentation suivante.
e Générateurs : ¥, = {Br;87 1, i€ [I;n—1] et B € VB,}.
e Relations : uwv = vu, si u,v € T et uv = vu € SVB,.

Alors on a la décomposition en produit semi-direct suivante :

SVB,, = M, x VB,.

DEMONSTRATION. On définit sur le monoide libre engendré par O’;tl, Piy Ti, avec 1 <
1 < n —1 le morphisme de monoides & valeurs dans M, x VB, qui envoie chaque o;, p; sur
(1,0%), (1, p;) respectivement et chaque 7; sur (7;,1). On vérifie aisément que les images des
générateurs satisfont les relations définissant SVB,, et que cela induit donc un morphisme

® défini sur SVB,,.
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D’un autre coté, on définit I'application de M,, x V3,, dans SVIB,, qui envoie (w, #) sur
wpf. Cette application est clairement un homomorphisme de monoides que ’on note V.

Pour finir, remarquons qu’on a ¥ o ® = Idsyp, et ® o ¥ = Idq, «yB,. D’oil la décom-
position recherchée. O

De fait, comme l'illustre la proposition suivante, virtualisation et singularisation appa-
raissent comme deux généralisations indépendantes, mais cohérentes entre elles, du groupe
de tresses.

Proposition 3.5. On dispose du treillis de sous-monoides suivant :

SVB,

VBn/ \8 B
N

DEMONSTRATION. Le fait que B,, soit un sous-monoide de VB3,, correspond au résultat
de Kamada.

Le fait que B, se plonge dans SB, et VB, dans SVB, sont des conséquences des
décompositions en produit semi-direct SB,, = M, x B, et SVB,, = M x VB,.

Il reste & montrer que SB, se plonge dans SVB,,. Ceci peut se faire en utilisant les
décompositions des deux monoides en produit semi-direct SVB,, = M, x VB,, et SB,, =
M x B,. La preuve de l'injection de SB,, dans SVB,, est alors réduite au probléme de
Iinjectivité des morphismes naturels B, — VB, et K : M — M,. L'injectivité de la
premiére application a déja été mentionnée, il suffit donc de prouver 'injectivité de k.

Cela revient a prouver que, pour tous 8y, 51 € B, et 1 < 4,57 < n — 1 les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) (BomiBy ) (BamiBr) = (BB ) (BomiBy b) est vraie dans SVB,,

(2) (BomiBy ) (BamiBrY) = (B By ) (BoTiBy b) est vraie dans SB,.

Soit m, : SVB,, — VB, 'unique morphisme de monoides tel que m,(0;) = 0;, T,(pi) = p;
et my(7) = 04. Supposons maintenant que (1) soit vraie alors m,((8o7if3, 1)(517]-61_ ) =

(BT BT (BomiBy Y)) iee.
(BooiBy ) (Bro;BrY) = (Brai By 1) (BooifBy t) in VB,

Puisque B,, se plonge dans VB,,, I’égalité est également vraie dans B,, et donc dans SB,,.
Par le lemme 2.26 appliqué au monoide SB,, :

(BooiBy ) (BroiBr ) = (BroiBr ") (BooiBy ')
& (BoriBy (BB = (BB ) (BomiBy )-

D’ou le résultat. O
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4. Combinatoire et topologie des tresses virtuelles singuliéres

4.1. Description combinatoire des tresses virtuelles singuliéres. Comme évo-
qué au début de ce chapitre, les noeuds virtuels ont été initialement introduits dans un
souci de complétion combinatoire des codes de Gauss. Néanmoins, dans [33|, Kuperberg
en a donné une interprétation topologique en terme de nceuds dans une surface épaissie
a stabilisation prés. Des approches en ce sens ont également été données dans le cas des
tresses dans [15]et [29]. Intégrées dans ce cadre, et & 'aune des travaux de Vassiliev et
leur réinterprétation par Birman et Lin, les tresses virtuelles singuliéres apparaissent alors
comme un élément naturel permettant le développement d’un théorie d’invariants de type
fini pour I’étude des tresses virtuelles.

Dans cette partie et la suivante, nous donnons une telle interprétation topologique aux
tresses virtuelles singuliéres. Mais cela nécessite, dans un premier temps, de les interpré-
ter combinatoirement, en terme de diagrammes de Gauss horizontaux, lesquels sont une
reformulation diagrammatique des codes de Gauss.

Définition 3.6. Un diagramme de Gauss singulier horizontal & n brins G est un quadruplet
(I, F,N,r) ou:

— I est une collection de n intervalles orientés disjoints plongés dans le plan, de sorte
qu’ils soient tous horizontaux et ordonnés du haut vers le bas, ces intervalles sont
appelés intervalles sous-jacents;

— F est un ensemble fini de fleches signées (par une fleche, il faut entendre un intervalle
fermé orienté plongé dans le plan);

— N est une ensemble fini de fléches non signées (simplement appelées fleches) ;

— 7w € B,;

et tels que :

(1) chaque fléche (signée ou non) a ses extrémités situées dans U'intérieur de deux inter-
valles sous-jacents distincts,

(2) les fleches (signées ou non) sont disjointes deux a deux,

(3) T'extrémité du i-éme intervalle sous-jacent est étiqueté avec (7).

AW N
e
-

G N NN

+ +

FIGURE 4. Exemple de diagramme de Gauss singulier horizontal a 4 brins

Remarque 3.7. On prendra note que la condition (2) de la définition 3.6 implique, a
isotopie planaire prés, que 'on peut tracer les fléches perpendiculairement aux intervalles
sous-jacents. Quand les intervalles sous-jacents sont tracés verticalement les fléches sont
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alors horizontales, d’ou I'appellation originelle de diagramme de Gauss horizontaux dans
[4]. Ici, les intervalles seront tracés horizontalement.

Définition 3.8. Soient D; et Do deux diagrammes de Gauss singuliers horizontaux. On dit
que Dq et Doy sont reliés par un mouvement §2 si D1 contient un sous-diagramme semblable
a un l'un des diagrammes montrés a la droite (respectivement gauche) des images (A),
(B), (C) et (D) de la figure 5, et que remplacer ce sous-diagramme par celui montré a la
gauche (respectivement droite) de I'image donne le diagramme Ds. Il faut noter que dans
les images (A), (B), (C) et (D), 4,j, k peuvent ne pas étre consécutifs, ou ne pas étre en
ordre croissant. Chaque mouvement est étiqueté selon le sous-diagramme changg, il existe
donc 4 mouvements ! Q : les mouvements 92, 03, SOQ2 et SN3.

i i
i i _ ' .
- J ~— ]
i Y [ Y A Y Y
J + - J————— K + + + K + + +
(A) Mouvement Q2 (B) Mouvement Q3
. i i
1 4
A A P Y
- J ]
Y ) \ \
J + J—+ K + + K—%
(¢) Mouvement SQ22 (D) Mouvement SQ3

FIGURE 5. Mouvements 2

Sur les diagrammes de Gauss singuliers horizontaux, on considére la relation d’équi-
valence engendrée par les mouvements {2 et les isotopies ambiantes qui fixent globalement
chaque intervalle sous-jacent I;, ¢ = 1,...,n. On note G,, '’ensemble des classes d’équiva-
lence de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux & n brins.

Définition 3.9. Soit 5 un diagramme de tresse virtuelle singuliére a n brins. Le diagramme
de Gauss singulier horizontal G(f) de f est un diagramme de Gauss singulier horizontal a
n brins construit ainsi :
— pour tout i = 1,..,n, le i-iéme intervalle sous-jacent de G(3) est identifié a la pré-
image du ¢-iéme brin de §5;
— il existe une fléche signée pour chaque croisement classique, dont les extrémités
correspondent aux pré-images du croisement avec la régle suivante :
— chaque fléche part du brin qui passe au-dessus et arrive sur le brin qui passe
en-dessous

1. Remarquons que l'on peut avoir un mouvement de type 23 avec des signes différents sur les fléches
en composant plusieurs mouvements €.
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— le signe de la fléche est celui du croisement ;

— il existe une fléche simple pour chaque croisement singulier, dont les extrémités
correspondent aux pré-images du croisement avec la régle suivante : conformément
a lorientation standard du plan et a celles des brins, la fléche part du brin qui joue le
role de ’axe des abscisses et arrive sur le brin qui joue le réle de ’axe des ordonnées ;

a a— a a—-
LT T FX s 1

— la permutation de G(f3) correspond a la permutation associé a /3.
On pourra remarquer que les croisements virtuels ne sont pas représentés dans les

diagrammes de Gauss singuliers horizontaux. En figure 6 est représenté un exemple de tra-
duction d'un diagramme de tresse virtuelle en un diagramme de Gauss singulier horizontal.

N -
e

AN B S I S——
3L 1
e

FIGURE 6. La construction de G(f3)

On peut vérifier que les deux membres d’un méme mouvement de Reidemeister virtuel et
virtuel singulier donnent systématiquement le méme diagramme de Gauss (voir par exemple
figure 7). De plus on peut vérifier (voir par exemple la figure 8) que les mouvements de
Reidemeister classiques et singuliers sont traduits en mouvements {2 et que les isotopies sont
traduites en isotopies ambiantes fixant globalement chacun des intervalles sous-jacents. Par
conséquent, il existe une fonction bien définie de I’ensemble des tresses virtuelles singuliéres
dans I’ensemble des classes d’équivalences de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux,
ce qui meéne & la proposition suivante.
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i i
/ i+1
i+1 /
+2 i+2

i i i+2
i+1 i+1
i+2 1

+

FIGURE 7. Diagramme de Gauss issu des membres d’'un mouvement de
Reidemeister virtuel

Y ¥ y Y

+ + o+ + 4+ +

FIGURE 8. Traduction d’un mouvement de Reidemeister en mouvement 2

Proposition 3.10. Il existe une correspondance bijective entre ’ensemble des tresses vir-
tuelles singuliéres SVB,, et ’ensemble des classes d’équivalences de diagrammes de Gauss
singuliers horizontaux G,.

DEMONSTRATION. On a déja défini une fonction G : SVB, — G,. 1l suffit donc de
construire une fonction B : G,, — SVB,, qui serait 'inverse de B.

Etant donné un diagramme de Gauss singulier horizontal g, on peut construire un
diagramme de tresse virtuelle singuliére B(g) comme suit. Considérons un carré de coté
1 dans le plan avec n points marqués sur son co6té gauche, numérotés par 1,...,n, et n
points marqués sur son coté droit, numérotés par la permutation de g. Ensuite pour chaque
fléche signée de g en suivant leur ordre d’apparition selon I’axe des abscisses, on dessine un
croisement classique avec le signe correspondant a la fleche, ainsi que pour chaque fléche
simple, un croisement singulier, ceci en veillant & ce que la projection sur I’axe des abscisses
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de ces croisements ne s’intersectent pas. En remarquant que chacun des intervalles sous-
jacents représente un des brins de la tresse virtuelle que ’on cherche a construire et que le
diagramme de Gauss g indique les croisements auxquels le brin participe, la configuration
locale de ces croisements (selon la présence ou I’absence de signe sur la fleche correspondante
ainsi que la nature de ce signe, s’il y en a un) et enfin, ses extrémités vis-a-vis des points
marqués sur le carré, on peut voir le diagramme de Gauss singulier horizontal comme un
ensemble d’instructions afin de dessiner des arcs qui connectent les croisements et les points
marqués. On fera attention au fait que, durant la construction de ces arcs, de nouveaux
croisements peuvent apparaitre. Ces croisements seront alors virtuels. Au bout de cette
procédure, nous avons construit un diagramme de tresse virtuelle.

Comme il a déja été dit, les deux membres d’un méme mouvement de Reidemeister
virtuel et virtuel singulier correspondent au méme diagramme de Gauss (figure 7) donc B(g)
est bien défini & mouvement de Reidemeister virtuel (singulier) prés, et si g est considéré a
isotopie prés, alors B(g) est bien défini & isotopie ambiante et mouvement de Reidemeister
virtuel (singulier) prés. De plus on peut vérifier que, réciproquement & ce qui se passe
pour la fonction G, tout mouvement ) se traduit par un mouvement de Reidemeister
classique ou singulier. Il en résulte au final une fonction bien définie de ’ensemble des
classes d’équivalence de diagrammes de Gauss singuliers horizontaux G, dans ’ensemble
SVB,.

Par construction, G et B vérifient G(B(g)) = g pour tout diagramme de Gauss g a
isotopie prés, et B(G(5)) =  pour tout diagramme de tresse virtuelle singuliére (3 & isotopie
et mouvement de Reidemeister virtuel (singulier) prés. Comme G traduit les mouvements
de Reidemeister classiques et singuliers en mouvement €2 et B opére la traduction inverse,
il en résulte bien que Go B = Idg, et Bo G = Idsyg,, .

O

1 A A 1
2 4
;v ] )
4 \4 3
+ - +
Y
——/

FIGURE 9. La construction de B(g)
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4.2. Description topologique des tresses virtuelles singuliéres. Cette section
est consacrée a la mise en ceuvre d’une réalisation topologique des tresses virtuelles singu-
lieres qui généralise les tresses abstraites introduites dans [15] et [29].

Définition 3.11. Un diagramme de tresse singuliére abstraite d n brins B = (S, 5,¢€) est
un triplet tel que :

(1) S est une surface connexe, compacte et orientée avec S = Cy LI Cy et Cy, Cq tous
deux homéomorphes au cercle S ;

(2) chaque composante de bord de S a n points marqués, disons {ay,...,a,} C Cy et
{b1,...,bp} C Cy, ot a; = e2mi/m et b = e~ 27/ avec Porientation de Cj;

(3) B est un n-uplet d’arcs 8 = (f1,...,[n) tel que :
— pour k € {1,...,n}, B est un arc de [0; 1] dans S,
— il existe T € &, tel que, pour tout k € {1,...,n}, Bp(0) = ar et Br(1) = br(),
— l’ensemble des n-uplets de courbes § est en position général, i.e. les seuls points
singuliers sont des points doubles transverses (appelés croisements) dans I'image
de B dans S,
— le graphe orienté formé par S n’a pas de cycles orientés;

(4) chaque croisement est un croisement soit positif, soit négatif, soit singulier dont la
nature est indiqué par une fonction

€ : {Croisements} — {+1, —1, s}.

Définition 3.12. On dit que deux diagrammes de tresse singuliére abstraite & n brins
(S,B,€) et (S,5',€) sont Reidemeister-équivalentes si elles sont reliés par un nombre fini
d’opérations parmi les suivantes.

— Isotopie ambiante. Il existe une fonction continue

H : (S,08) x [0;1] — (S,85)

avec H, = H(-,t) € Diff(S,0S) et (S, Hi(B),€e) qui est un diagramme de tresse
singuliére abstraite & n brins tel que (S, Ho(8),€0) = (S, B,€) et (S, H1(B),e1) =
(S, 8, €), on & est la fonction de croisements transportée de 3 par Hy.

— Mouvement de Reidemeister. On dit que (S, 8,€) et (S,5',€') sont reliés par des
mouvements de Reidemeister s’ils sont identiques en-dehors d’un disque de S, &
Iintérieur duquel ils différent par un mouvement de Reidemeister tel que décrit
dans la Figure 2 du chapitre 1.

— Mouvement de Reidemeister singulier. On dit que (S, 3, €) et (S, 8’, €') sont reliés par
un mouvement de Reidemeister singulier s’ils sont identiques en-dehors d’un disque
de S, a l'intérieur duquel ils différent par un mouvement de Reidemeister singulier
tel que décrit dans la Figure 4 du chapitre 1.

On note SAB,, I'ensemble des classes de Reidemeister-équivalence sur les diagrammes
de tresse singuliére abstraite, et on appelle tresses abstraites singuliéres ses éléments.
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Définition 3.13. On dit que deux diagrammes de tresse singuliére abstraite a n brins
(S,B,¢) et (S, 3, €) sont stablement équivalentes s’ils sont reliés par un nombre fini d’opé-
rations parmi les suivantes.

(1) Difféomorphisme. On dit que (S’, ', €') est obtenu de (S, 3,¢) par un difféomor-
phisme sil existe f € Difft(S,5’) tel que (57,8, ¢) = (f(9), f(B),eo f~1).

(2) Stabilisation. On dit que (S’, 5, €’') est obtenue de (S, (3, €) par une stabilisation si
B =, € =cet S est obtenue & partir de S en ajoutant une poignée disjointe de
I'image de 3 i.e. il existe un plongement h : SY x D? — S tell que S’ est la surface

’r 0 2 1 1
S —S\h(S x D )USO><51D x S°.

(3) Déstabilisation. Une déstabilisation est 'opération inverse d’une stabilisation, et
consiste a couper S le long d’une courbe essentielle v disjointe de I'image de 5 et
A attacher deux copies de D? le long des deux nouvelles composantes de bord. Si
jamais la nouvelle surface est non connexe, alors on ne conserve que la composante
contenant 3.

On va désormais prouver qu’il existe une correspondance entre les tresses virtuelles
singuliéres et les tresses singuliéres abstraites a équivalence stable prés en établissant une
bijection entre celles-ci et les classes d’équivalence de diagrammes de Gauss horizontaux.

Proposition 3.14. Il existe une correspondance bijective entre ’ensemble des classes
stables de tresses singuliéres abstraites et ’ensemble des classes d’équivalence des dia-
grammes de Gauss horizontaux.

DEMONSTRATION. Commengons par fixer un certain nombre de notations. Si 8 est un
diagramme de tresse abstraite alors on notera :

~

— [Ba sa classe modulo difféomorphisme ;
— [Blasr sa classe modulo difféomorphisme, stabilisation/déstabilisation et mouve-
ments de Reidemeister.

On notera également SAB,, I'espace quotient des tresses abstraites stablement équivalentes.

Ensuite remarquons que si (5, 3, €) est un diagramme de tresse abstraite, il est tout a
fait possible de définir un diagramme de Gauss a partir du couple (8, €) en utilisant le méme
procédé que pour les diagrammes de tresse virtuelle. Ceci permet de définir un analogue a
la définition 3.9 pour les diagrammes de tresse abstraite, i.e. étant donné un diagramme de
tresse abstraite (S, 3, €), on peut lui associer un diagramme de Gauss singulier horizontal
G(S,B;€).

Cette association est bien définie & équivalence stable prés, puisque les difféomorphismes,
stabilisations et déstabilisations laissent invariant le couple (3, ¢€). De plus, si 'on effectue
localement un mouvement de Reidemeister classique ou singulier, ceci revient a effectuer un
mouvement () sur le diagramme de Gauss singulier horizontal. De ce fait, on dispose d’une
fonction bien définie
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G : SAB, — G,

A~ ~

[ﬂ]d,s,r = G(ﬂ)

Notre objectif est de montrer que I'application G est bijective. Pour cela nous allons
exhiber son inverse.

Soit ¢ un diagramme de Gauss horizontal et B(g) un diagramme de tresse virtuelle
singuliére associé tel qu’on ’a défini a la sous-section précédente.

) 3 RN
3 1

F1GURE 10. D’une tresse virtuelle singuliére & un diagramme de Gauss.

A partir de B(g) on peut construire un diagramme de tresse singuliére abstraite comme
il est fait dans [15] pour les tresses ou dans [29] pour les noeuds comme décrit ci-dessous.

(1) De chaque coté du diagramme de tresse, on ajoute un cercle de sorte que les ex-
trémités du diagramme situés de ce coté se retrouvent sur celui-ci, on appellera ces
cercles, les composantes distinguées (voir Figure 11).

FIGURE 11. Ajout des cercles au diagramme de tresse virtuelle

(2) On construit alors un voisinage régulier, dans R?, du diagramme obtenue. On obtient
une premiére surface So(B(g)) avec un certain nombre de composantes de bord,
parmi lesquels les composante distinguées (voir Figure 12).

e S

FIGURE 12. La surface associée au diagramme de tresse virtuelle singuliére.

X)
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On considére le plongement naturel de R? dans R?, celui-ci induit un plongement
de la surface So(B(g)). On perturbe alors, dans R?, le voisinage régulier de chaque
croisement virtuel de sorte & obtenir deux bandes disjointes. On obtient ainsi une
nouvelle surface S1(B(g)), qui possédent les méme composantes distinguées que la
précédente (voir Figure 13).

=S

FIGURE 13. La surface obtenue apres les perturbations.

On considére S1(B(g)) comme une surface abstraite et on rebouche toutes les compo-
santes de bord a ’exception des composantes distinguées a I'aide de disques. Comme
la surface précédente était orientée, on obtient ainsi une surface orientée, qui ne pos-
séde que deux composantes de bord et qui satisfait la définition d’un diagramme de
tresses singuliéres abstraites. On appelle celle-ci A(B(g)) (voir Figure 14).

FIGURE 14. Le diagramme de tresse singuliére abstraite construit a partir de 3.

Remarquons que pour chaque croisement virtuel, on peut perturber la surface ¥ de deux
maniéres différentes a I'étape (3), résultant en deux surfaces difféomorphes, ainsi la sur-
face obtenue est bien définie & difféeomorphisme prés. De plus, deux diagrammes de tresse
différant par un mouvement de Reidemeister virtuel donneront, lorsque I'on perturbera
les voisinages réguliers des croisements, des surfaces difféomorphes. Par conséquent, si g
est un diagramme de Gauss singulier horizontal et B(g) une tresse virtuelle associée alors
[A(B(g)]a ne dépend pas du choix de B(g). Dans la suite, on fera donc I’abus de notation

[A(9)la au lieu [A(B(g))la et [A(g)la,s,r au lieu [A(B(9))]d,s.r-

On définit Papplication A de I’ensemble des diagrammes de Gauss dans SAB,, définie

par

A(g) = [A(9)]as.r-

Alors par construction, pour tout g € G,

G(A(g9)) = g-
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Nous allons montrer que A est compatible avec les mouvements €. Soient g et ¢’ deux
diagrammes de Gauss singuliers horizontaux différant par un mouvement 2. On choisit B(g)
et B(g') de telle sorte que les deux diagrammes de tresse virtuelle singuliére ne différent que
par le mouvement de Reidemeister correspondant au mouvement 2. On considére ensuite
les surfaces So(B(g)) et So(B(¢')) et on construit a partir de celles-ci les surfaces S1(B(g))
et S1(B(¢)) en veillant a effectuer les mémes perturbations sur les croisements virtuelles
pour les deux surfaces. Les surfaces S1(B(g)) et S1(B(g)) ne different alors que par un
"mouvement de Reidemeister" dont on a représenté en figure 15 des exemples correspondant
aux mouvements classiques.

>

bl

R) |
B
b2

R3

FIGURE 15. Exemples de mouvements de Reidemeister sur S1(B(g)).

Dans le cas ou le mouvement Q différenciant g de ¢’ est un mouvement Q3, alors
S1(B(g)) et S1(B(g’)) different par le mouvement R3 et on peut vérifier que lorsqu’on
rebouche les composantes de bords non-distinguées de S1(B(g)) et S1(B(g’)), on obtient
A(B(g)) = (3,8,¢) et A(B(¢")) = (£,8,€) ou (B,¢) et (f,€) ne difféerent que par un
mouvement de Reidemeister & 3 brins. Le cas des mouvements SQ2 ou SQ23 se traitent de
maniére identique.

Le cas Q2 est cependant un peu plus technique. On a en effet deux cas possibles.

— Soit les morceaux de bord by et by définis en figure 15 appartiennent & la méme com-
posante de bord et alors on peut vérifier que, similairement au cas 23, A(B(g)) =
(3,8,¢) et A(B(¢')) = (2,8,€) ou (B,¢) et (,€) ne different que par un mouve-
ment de Reidemeister & 2 brins.

— Soit by et by appartiennent a des composantes de bords différentes. On suppose
ici que S1(B(g)) contient le membre gauche de R2 et S1(B(g’)) contient le membre
droit. On définit Sy la surface obtenue en recollant by et by (voir figure 16) et on note
(Xp, Bp, €p) le diagramme de tresse abstraite obtenu en rebouchant ses composantes
de bord. On note également A(B(g)) = (X, 5,¢€) et A(B(¢")) = (¥, 5, €). Alors :
— X = X et (Bp, ), (B,€) ne différent que par un mouvement de Reidemeister a

deux brins
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— (B, €) = (Bp, €p) et 3y s’obtient & partir de X par une stabilisation.

FIGURE 16. La surface Sp.

Dans tous les cas on a bien au final A(g) = A(g'). A est donc bien défini sur G,,. De
plus, G o A = Idg, par construction de A.

Il nous reste alors & montrer que Ao G = I dsap, - Soit B = (9,0, €) un diagramme

de tresse abstraite, B(G(/3)) un diagramme de tresse virtuelle singuliére associée a G(f3) et

soit (3,4, €') = A(B(G(p))). Alors
G(A(B(G(B)))) = G(B)

ie. B et A(B(G(B)) ont méme diagramme de Gauss associé. Comme ceux-ci ne dépendent
que de la tresse et non de la surface, cela revient a dire que (8,¢) = (5',€'). Comme
S1(B(G(B)) ne dépend, a diffeomorphisme prés, que du diagramme de Gauss G(f), cette
surface peut étre vue simultanément comme une sous-surface de S et . On peut alors
écrire R .

L=51(B(G(B)UE
ol ¥ est une réunion disjointe de disques, et similairement

S =81 (B(G(B))US

ot S est une réunion disjointe de surfaces orientables. Il est alors possible de déstabiliser
chacune des ces surfaces afin d’obtenir un disque. Cette succession de déstabilisation permet
ainsi de transformer S en ..

Au final, on a bien

[B]d,s,r = [A(B(G(B))]d,s,r = Z(G(B)) = Z(a([ﬁ]d,s,r))'
Dot Ao G = Idgqp.

0

Comme conséquence immeédiate, on a alors la proposition suivante, qui explicite une
réalisation topologique des tresses virtuelles singuliéres.

Proposition 3.15. Il existe une bijection entre ’ensemble des tresses virtuelles singuliéres
et ’ensemble des classes d’équivalence stable de tresses singuliéres abstraites.
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5. Conjecture de Birman et invariants de Vassiliev pour les tresses virtuelles

On étend ici les notions de morphisme de désingularisation et d’invariants de Vassiliev
aux tresses virtuelles singuliéres. Cette section est uniquement dédiée a leur définitions, les
résultats sur ces objets étant reportés au chapitre 4.

On peut, comme dans le cas des monoides de tresses singuliéres, définir un morphisme
de désingularisation de SVB,, dans Z[VB,], qu’'on note dypg, et qui est défini par

Sy, (07) =0, by, (pi) = pi et dyp, (1) = 0 — 0} .

On peut également définir similairement au cas des tresses classiques un invariant algé-
brique de VB,, comme une application de VB, dans un groupe abélien H ou, de maniére
équivalente, un morphisme de Z-modules de Z[VB,] dans H. Tout invariant algébrique
V de VB, peut, encore une fois, étre étendu & SVB,, en posant pour tout g € SVB,
V(B) = V(dys,(B)). On émet la conjecture que ce morphisme est, comme nombre de ses
analogues étudiés jusqu’a présent, injectif. Conformément & ce qui avait dit en définition
1.12, on continue d’appeler conjecture de Birman cette hypotheése.

Comme dans les cadres précédents, on peut vérifier en utilisant la présentation de SVB,,
que le nombre de générateurs singuliers utilisés dans ’écriture d’une tresse virtuelle singu-
liére est indépendant de cette écriture et qu’on peut définir sans ambiguité le nombre de
singularités d’un élément 5 € SVB,, ainsi que, a d € N fixé, définir le sous-ensemble SVB%d)
de SVIB,, constitué par les éléments ayant exactement d singularités. Ceci permet donc de
définir les invariants de Vassiliev pour les tresses virtuelles singuliéres : V' est un invariant

de Vassiliev de degré d de VB, si V(SVBY) # 0 mais V(SVBYF) = 0 pour tout & > d.

On peut également, comme dans le chapitre 1, définir les invariants de Vassiliev & 'aide
de I'idéal engendré par les o; — o, 1 cette fois-ci noté J,. Comme au chapitre 1, pour tout
d € N un invariant de Vassiliev d’ordre d est un homomorphisme de Z-modules qui est
non-nul sur J¢ mais s’annule sur J+1.

Il est & noter que dans le cadre virtuel, la notion d’invariant de Vassiliev qu’on a défini
ici n’est pas la seule; en effet dans [25] les auteurs introduisent une notion différente d’in-
variants de Vassiliev pour les nceuds virtuels qui se transpose naturellement dans le cadre
des tresses virtuelles. Celle-ci est alors définie comme suit. On note Jgpy 'idéal bilatére de
Z[VB,] engendré par les o; — p; et les o; * — p;. Un invariant de Vassiliev de degré d (avec
d € N) au sens de Goussarov, Polyak et Viro est alors un homomorphisme de Z-modules
défini sur Z[VB,,] qui est non-nul sur jg py Mais s’annule sur jg;g%/.

Remarquons que comme pour tout i € [1;n — 1]

1

oi—o0; ' =oi—pi— (0, = pi)

alors J, C Japy et jvd C Jg py pour tout entier d, de sorte que tout invariant de Vassilev
au sens de Goussarov, Polyak et Viro est également un invariant de Vassiliev en notre
sens. A fortiori, tout invariant de Vassilev au sens de Goussarov, Polyak et Viro, une fois
restreint a Z[B,| redonne bien un invariant de Vassiliev classique et dans leur article les
auteurs conjecturent que la réciproque est également vraie.
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Ajoutons que, au contraire des o; — o, 1 qui correspondaient au sein de I’algébre de
tresses (classiques ou virtuelles) aux singularités 7; du monoide de tresses (classiques ou
virtuelles) singuliéres, aucune notion de singularité correspondant aux éléments o; — p; et
o; L p; wa jusquici été développée dans la littérature. Plus généralement, malgré son
utilité combinatoire détaillée dans [25], on ne dispose pas d’interprétation topologique des
éléments o; — p; et o, 1 p; en théorie des tresses virtuelles. Mentionnons cependant le
fait que ceci n’est plus le cas lorsque qu’on considére ces éléments dans le cadre des tresses
welded, qui sont des quotients des groupes de tresses virtuelles admettant des interprétations
topologiques en dimension 4. Dans ce cadre, il est possible de donner topologiquement du
sens a un changement de croisement entre un croisement classique et un croisement virtuel,
ce changement de croisement peut alors étre représenté par un o; — p; ou un o, 1 pi, tout
comme les o; — o, ! représentaient des changements de croisements entre un croisement et
son inverse en théorie des tresses classiques.






Chapitre 4

Lien entre SVB, et les monoides d’Artin singuliers

Le but de ce chapitre est d’établir une connexion entre la théorie des monoides singuliers
d’Artin introduits au chapitre 2 et la théorie des monoides de tresses virtuelles singuliéres
introduits au chapitre 3.

1. Le groupe KB,
Notons K B,, le noyau de ’application :

p VB, — 6,
o, — 1
pi o P

Une présentation de groupe pour KB, a été trouvée par Rabenda dans son mémoire de
master a I’Université de Bourgogne en 2003. Ce texte n’est plus disponible mais cette
présentation a été démontrée ensuite dans [8].

Théoréme 4.1 (Bardakov, Bellingeri |8, Proposition 17]). KB, admet la présenta-
tion suivante.
— Générateurs : k5, 1 <i# j < n.

— Relations :
® KijKjkhij = KjkKijKjk;
® KKkl = KkiKij

ou des lettres différentes désignent des indices différents.
De plus on dispose de la décomposition en produit semi-direct suivante :

VB,=KB, x&,
ou &, agit par permutation des indices sur les x; ;.

On donnera plus tard I'interprétations des générateurs x; j en termes des générateurs de
VB, pour 'instant nous regardons K B,, comme un groupe avec présentation, et particulier
nous remarquons qu'’il suit du théoréme 4.1 que K B, est un groupe d’Artin.

Notons pour tout m € [2;n], 2, = {K1,2, ..., Em—1,m} €t Zm = {K1.2, s Bm—1,m» Km,1},
conformément aux notations de [9]. Remarquons que les sous-groupes paraboliques de K B,
engendrés par Z,, et Z,, sont respectivement isomorphes a A4 et a A Ay les iso-
morphismes étant donnés dans le premier cas par o; — K;;1 et dans le deuxiéme par
o; = ki1 pouri=1,...,m—1et ag — Ky 1.

m—1

71
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Remarquons que l'action du groupe symétrique &,, sur les générateurs de K B,, induit
une action sur 'ensemble des parties de I = {k;;;1 < i # j < n}. Pour tous g € &,, et
X C K, on note g.X I'image de X sous ’action de g.

On dispose du résultat suivant qui est tiré de [9].

Proposition 4.2 (Bellingeri, De la Cruz, Paris [9, Lemme 3.3]). Soit £ I’ensemble

{kij;1 < i # j < n} des générateurs de KB,,. Soit X C K tel que Ax, le sous-groupe

engendré par X, soit un sous-groupe parabolique irréductible et libre d’infini de KB,.
Alors :

— soit il existe g € &, et m € [2;n] tel que X = g.Z,, et alors Ax est isomorphe a

Ag

— soit il existe g € &,, et m € [2;n] tel que X = ¢.Z,, et alors Ax est isomorphe a

m—17

Amfl '

Remarque 4.3. Le groupe d’Artin K B, n’est pas de type F'C' puisqu’il contient des sous-
groupes paraboliques de type A, on ne peut donc pas lui appliquer le théoréme 2.31 mais
on peut utiliser le théoréme 2.30 afin d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 4.4. Soit Ax un sous-groupe parabolique irréductible et libre d’infini de
K B,,. Alors soit Ay est isomorphe a Ay, avec 1 < m < n — 1, soit Ax est isomorphe a
A i, avec2<m<n-—1 Dans tous les cas, Ar, posséde la propriété FRZ et

SAX ~ SAFX-
2. Le monoide SKB,,

Le but de cette section est d’étendre la proposition 4.1 au monoide SVB,,. Tout d’abord,
en suivant la définition 2.10 nous pouvons associer au groupe d’Artin K B,, son extension
singuliére, le monoide SK B,,.

On rappelle que le monoide singulier SKB,, est défini comme étant le monoide de
présentation suivante.
o Générateurs : r; , K, 3, kij 1<i#j<n
cRigs Ky iy LS J=n.
e Relations :
-1 -1 )
— Rigky; = kiR = L
T RiGRG kR = R R
T RigREL = RE IR
— Kijkig = Rk
— kijkki = ki ki
— KigRjrRig = Rjkkigkik
ou des lettres différentes désignent des indices différents.
On peut donc énoncer le résultat suivant.

Proposition 4.5. Le monoide SVB,, admet la décomposition en produit semi-direct
SVB, = SKB, x G,.
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ou G,, agit par permutation des indices sur les x; ; et k; ;.

Les démonstrations de cette section font appel a la notion de groupe enveloppant ainsi
qu’a certains résultats s’y rapportant. La définition de groupe enveloppant d’un monoide
ainsi que les résultats en questions sont détaillés dans 'annexe B. On note GSVB,, le
groupe enveloppant de SVB,, et GSK B,, le groupe enveloppant du monoide d’Artin singu-
lier SKB,,.

La démonstration de la proposition 4.5 se fait en trois étapes.
e Montrer qu’il existe un sous-groupe K de GSVIB, tel que le groupe GSVB, se
décompose sous la forme GSVB, = K x &, ;
e déterminer une présentation de K qui coincide avec celle de GSK By, ;
e vérifier que le sous-monoide SK B, X &,, de GSVB,, = GSK B,, X &,, coincide bien
avec SVB,,.
On note ¢ I’homomorphisme de monoides de GSVB,, dans &,, défini par ¢(o;) =
o(r) = 1 et o(p;)) = (it + 1), ot (a b) désigne la transposition de a et b pour tous
a,b € [1;n], et on note K le noyau de ce morphisme. On a alors le résultat suivant.

Lemme 4.6. Le groupe GSVB,, posséde la décomposition en produit semi-direct suivante :
GSVB, = K x G,,.

DEMONSTRATION. Le morphisme ¢ posséde une section s : &,, — GSVB,, défini par
s((i i+ 1)) = p; ce qui implique que la suite exacte courte suivante

1—-K—GSVB, -6, —»1
est scindée, ce qui est équivalent & une décomposition en produit semi-direct sous la forme
GSVB, = K X &,.
O

De plus, la section s permet d’identifier &,, avec le sous groupe de GSVB,, engendré
par pi, ..., Pn—1.

Pour montrer que K posséde bien la présentation souhaitée, on utilise la méthode de
Reidemeister-Schreier, qui est une méthode servant & déterminer & partir d’une présentation
de groupe donné, une présentation d’un de ses sous-groupes. La méthode en question est
détaillé dans les paragraphes qui suivent. Concernant la preuve de son bon fonctionnement,
celle-ci peut étre trouvée par exemple dans [35], ou encore dans [27].

Soit G un groupe donné par une présentation. On note X = {z1,...,z,} les générateurs
de cette présentation et on suppose que les relations sont données sous la forme r| =
1,...,m7¢ = 1 ol r1,...,7¢ sont des mots réduits sur 'alphabet X+ = {xf, ...,$§}. On note
F(X) le groupe libre engendré par X.

Soit H un sous-groupe de G. Une transversale & droite de H dans G est un ensemble
de représentants des classes d’équivalence de H\G. Une transversale a droite de Schreier
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T de H dans G est un ensemble de mots réduits sur ’alphabet X*, dont I’image dans le
groupe G donne une transversale de H dans G, et tel que pour tout ¢ € T, tout préfixe de
t est également un élément de T. On peut démontrer que tout sous-groupe de G posséde
une transversale de Schreier (voir [35, 27]).

On se fixe une transversale de Schreier de H qu’on note 7. On note ~ 'application qui
va du groupe libre F/(X) dans T qui envoie un élément w sur son représentant w dans 7.
Pour tout ¢ € T et pour tout w mot réduit sur X=, on note s, = (tw)(fw)~! Le sous-
groupe H est alors donné par une présentation dont l’ensemble de générateurs est constitué
des sy 4, avect € T, 1 < ¢ < p et 844, # 1. Pour déterminer ’ensemble des relations on
définit le processus de réécriture suivant. Considérons donc un mot réduit sur X= :

— €1 €2 Ev
w = aq a2 e Qy,

ol g = %1, et a; € X. On définit le mot

R(w) = 84 oy 810 0 -+ 5t
écrit avec les générateurs de H ou t; est un représentant du (j — 1)-iéme segment initial du
mot w si €; = 1 et t; est un représentant du j-iéme segment initial du mot w si €; = —1.
Les relations définissant le groupe H sont alors les relations T\’,(trjtfl) =lavecl <j<q
etteT.

Il faut préciser que la méthode de Reidemeister-Schreier construit en général des pré-
sentations de grande taille qu’il est parfois nécessaire de simplifier en utilisant les relations
du groupe G. On applique désormais la méthode de Reidemeister-Schreier au groupe K ce
qui va mener au résultat suivant.

Lemme 4.7. Le sous-groupe K de GSVB,, admet la présentation suivante.
— Générateurs : k; 5, k; j avec 1 <i # j < n.
— Relations :
— RijRjkRij = KjkRijRjk;
— Ri,jREkl = Kk 1Rij 3
— KijkjkKij = KjkRijkik;
— kijkkg = Krikig;
— kijkij = Kijkij;
— kijkkg = kiikij

ou des lettres distinctes représentent des indices distincts.

Afin de rendre la preuve plus lisible, on commence par définir les générateurs en ques-
tion :
KRii+1 = 03 et KRij = Pj—1-.-Pi+10iPi+1 - - - Pj—1 pour 1<i<yj—-1<n—-1;
Kit1,i = PiOipi €t Kji = pj—1 ... Pi+1Pi0iPiPi+1---pj—1 pour 1 <i < j—1<n—1;
ki,i+1 =T; et k?i’j = Pj—1---Pi+1TiPi+1 - - - Pj—1 pour 1<i<y—-1<n—-1;
kiv1i = piTipi et kji = pj—1- pix1piTipipi+1 - pj—1 pour 1 <i<j—1<n—1.
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On dispose d’une action de &, = (p1, ..., pn—1) sur 'ensemble {x; j,k;; 1 <i#j <n}
par permutation des indices, i.e. ﬁﬁj = Kp(i),p(j) €t kf,j = ku(4),0(j), Pour tout p € &, ainsi
que du lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit p € &,,.
— L’élément p/ﬁi,jp_l pour tout 1 <¢#j5<n—1.

pour tout 1 <i#j<n-—1.

est égal & K
— L’élément pkmp_l est égal a k

p(8),p(5)
0(3),0(4)

DEMONSTRATION. La premiére assertion suit du lemme 16 de [8] dans le cas de VB,,.
On traite le cas des générateurs singuliers en s’inspirant de la preuve dans les cas des
générateurs classiques, donnée dans |[8|.

Il est suffisant de prouver le résultat pour les générateurs pi, for 1 < k < n —1. Si
Pk 7 Pis Pi+1, pi—1 alors py et 7; commutent et pg Tipr = T = Kiit1 = Kp@i) p(it1)-

Sinon p;117ipit1 = Kiiv2, piTipi = ki1, ow pi1Tipi—1 = piTi—1pi = Ki—14-

Soit alors k; j = pj—1 -+ pix10ipiy1---pj—1 avec 1 <i < j—1<n—1.

i) Sik>jouk <i—1 alors p, commute avec k; ; et le résultat est vrai.

ii) Si k = j alors pjk; jp; = ki j+1 par définition et comme p;(i) = i,p;(j) = j+ 1 le

résultat est vrai.

iii) Sik= j — 1 on vérifie que pj_lk'i,jpj_l = ki,j—l = kpj71(i),pj71(j)'
iv) Sii < k < j —1 alors en remarquant que pgp;—1--- pPir1 = Pj—1- - Pi+1Pk+1 €t que

Pk 1Pidl "+ Pj—1 = Pit1 -~ Pj—1Pk, il vient prkiipr " = kij = ko (1),00 ()-
v) Si k =1, alors

PiPj—1" " Pi+1TiPi+1 " Pj—1Pi = Pj—1 " PiPi+1TiLi+1Pi " " Pj—1-
Comme on dispose de I'égalité p;p;r17ipiv1pi = 0i41 alors on a pik; jp; = kiy1; =
Kp(i).o(i)-
vi) Si k=1i—1 alors
Pi—1Pj—1" " Pit1TiPit1" " Pj—1Pi—1 = Pj—1" " PiPi—1TiPi—1Pi " " * Pj—1
et comme p;_10;pi—1 = pici—1p; alors pi_1kijpi—1 = ki—1,j = Kp(i),p(j)-
Les cas des ki1, et kj; avec 1 <1 < j—1 < n —1 peuvent étre démontrés de manicre
similaires. I

DEMONSTRATION DU LEMME 4.7. On applique maintenant la méthode de Reidemeister-
Schreier au sous-groupe K. L’ensemble quotient K\GSVB,, est par définition de K le
groupe &,, = (p1, ..., pn—1) dont un exemple connue (voir par exemple [8]) de transversale
de Schreier est

A, = {(pil...pil_ql)(piz...pz‘Q_qz)...(pip...p,’p_qp);1 <11 <...< ip <n-10< q; < Z]}
On reprend les notations utilisées dans la description de la méthode de Reidemeister-
Schreier. Le sous-groupe K est alors généré par les s, 3 = (pB)(pB)~! avec p € A, et 3
générateur de GSVIB,,.
On a alors pour tout p € &, et pour tout i € [1;n — 1] :
— Sppi T L,
— 8p0; = (p0i)(pi) " = (poi) ()" = poip™! = Ky plit1)s
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— 8pm = (pm)(p7) ' = (pr) (B) " = pTip™! = k(i) p(i+1)-
Chaque générateur de K est donc un élément de la forme «; ; ou k; j et réciproquement
chaque k; j, k; j est un générateur de K car &,, agit 2-transitivement sur [1;n — 1].

Il reste a déterminer les relations de K. On note 7, 1 < p < 13, les mots suivants (dont
on ignore la dépendance en les indices 4, j afin de simplifier la rédaction) :

—ry = Uiaiﬂaiaiﬂla;la;ﬂ,

— 1o = Jicrjaiflcrjfl, li —j] > 2,

— T3 = 0i+1ﬂiPi+1U;1Pi+1Pi,

— ra=aipjo; ' py s li—jl =2,

— 5= p?a

— g = sz’+1piﬂfﬁlﬂflpﬁp

— rr=pipip; 05 li—il =2,

— rg = TiTjTiilTjil, li — 7] > 2,

— g = TZ‘O']‘TZ-_lo'j_l, li —j| > 2,

— T10 = Tz'ffﬂl-_lffi_l,

— T11 = O'Z‘O'i+17’i0'i_+110'2-_17'i111,

— T12 = Tit1PiPi+1T;  Pii1Pi

— T3 = TinTflP;l, li —j| > 2.
Les relations définissant K sont alors les relations

Rprpp ) =1, p€Apet1<i<I13.
N !
Tp,p

Il a déja été démontré dans [8] que les ry , donnent les mots Ii@j/ijﬁﬁi’jﬁj_’;/ﬁ}i_j n;li, que
r9,, donnent /ﬁ?@j/ﬁ)k’ll@;}lﬁ:;} et que les rp, , pour p = 3,4,5,6,7 donnent tous le mot vide.

Il reste a déterminer ry, , pour 8 < p < 13. Comme il a déja été noté ci-dessus s, ,, =
1)51,01;071 = Kp(d),p(i+1) et spr, = pslmp*1 = pnp*1 = kp(i),p(i+1)7 par conséquent pour tout

Dy Tpp = prplp_l et il suffit dans un premier temps de calculer les rp, ;.

Dans le cas p = 8, on obtient :

_ _ | -1 _ g R s |
rs1 = R(rs) = Seri ST, ST Srgr; T km+1km+1ki,i+1 G.+1

TiTjTi sTq

et

S R R B 1
78,0 = PRiit 1K1K 1R 501 = Ko),0(i41)Kp(),0 G+ D o) plit 1) o) p(G41)

ce qui qui au final donnes les mots k; sy 1k, jl Ki,—1 ol des lettres distinctes renvoient a des
indices distincts.
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Dans le cas p = 9, on obtient :

—1 —1 -1 -1
r91 = R(rg) = Semi5T,05 S———3 _ Srg0, = ki,i+1“j,j+1ki7z‘+1’fj,j+1
TinTi sTq
et
78,0 = PRiit 1R i1k 1R 501 = Ko),p(i41)Kp(),p G+ D R o) plit 1) o () p(G41)
ce qui qui au final donnes les mots k; jll{,];llk‘id'lik’l ou des lettres distinctes renvoient & des
indices distincts.

Dans le cas p = 10, on obtient :

-1 -1 —1 —1
7101 = R(T10) = Ser;$m,00 S———1  Sprg.0; = Kisit1Kiit1K; 1K 11
TiUiTi ,Ti

et

1

. . K /. .
p(),p(i+1) " p(i),p(i+1)
ce qui qui au final donnes les mots k; jlliz-_ jl ki jki; ot des lettres distinctes renvoient a des
indices distincts.

1 -1 -1
10,0 = PRiit 1Rt 1K1K 1P = Kp(i),p(41) Bp(i),p(i+1) K

Dans le cas p = 11, on obtient :

— e o -1 —1 -1
ri,e = R(Tll) = 557,0i415056:71,7: 5 =) s T =1 _ ST
U'Lo'i+17-io'i+170'i+1 Uia'i+17io'i+1o'i 0%

_ -1 - -1

= "‘fi,i-i-lKi+1,i+2ki,i+l/‘Qi+17i+2/€i7i+1ki+17i+2
et

— e 1ok -1 -1 -1 -1
Ml = PRGIHFIRIH1L 42018501 14005 341741 i42P
o ) ) o -1 -1 -1

K’p’vm‘“l’i"”H""HQkP”p’HRp(i+1),p(i+2)Hp(i)m(i-ﬁ-l)kp(i+1)7p(i+2)
ce qui qui au final donnes les mots I{i’j/{j,kk‘i,j/{;; /{;jlk:;,i ou des lettres distinctes renvoient
a des indices distincts.

Dans le cas p = 12, on obtient :

-1 1 ;1
712,04

riz1 =R(riz) = Se,Tit15Tir 1,0 STix1Pi,pi41 5 = 1

Tit1PiPiA1T; Ti TitlPiPit1T;  Piy1-Pit1
-1

= ki+1’i+2.6.6./§7i+1’i+2.6.e

= €.

D’ott les 112,, sont égaux aux mot vide et n’engendrent aucune relation.

Enfin dans le cas p = 13, on obtient :

_ _ S | -1
13,1 = R(ri3) = Se, 1 575,p; Smmsm,pj
L. -1
= kml.e.ki’iJrl.e
= €.

D’ott les 713, sont égaux aux mot vide et n’engendrent aucune relation.
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On obtient bien finalement la présentation recherchée. ]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.5. En combinant le lemme 4.6 et le lemme
4.7, il vient
GSVB,, ~ GSKB, x G&,,.

Soit I : GSKB, x 6&,, - GSVB,, 'isomorphisme correspondant et ¢ sa restriction au
sous-monoide SK B, X &,. Comme [ est injectif alors ¢ aussi et par conséquent ¢ est un
isomorphisme de SK B, x G,, sur son image.

D’un autre c6té, par définition de ¢, pour tous 1 <i<j<n-—1:

— U(Kij) = pPj-1---Piy10iPit1--.pj—1 € SVBy;

— (ki) = Pj—1---Pit1PiTiPiPi+1 - --Pj—1 € SVBy

— u(kij) = pj—1--. Pit1TiPis1 - pj—1 € SVBy;

— (kji) = pj—1- - Piy1PiTipipPi+1 - Pj—1 € SVBy;
et pour tout ¢ € [1;n — 1], t(pi) = pi € SVB,. D’'ou Im(r) C SVB,,. Réciproquement o; =
LKii1), Ti = t(kii1), pi = t(pi) € Im() d’ou SVB, C Im(¢) et au final Im(t) = SVB,,.

On en conclut que ¢ est bien un isomorphisme entre SVB,, et SKB,, X &,,. ]

3. Réductions de problémes a SKB,

3.1. Conjecture de Birman. On rappelle qu’on peut définir un morphisme de dés-
ingularisation de SVB,, dans Z[VB,], qu’on note dyg, et qui est défini par

Sy, (07") = o7, Svp, (pi) = pi et dyp, (1) = 03 — 0} .

. De méme, soit dxp, : SKB, — Z[KB,] le morphisme de désingularisation pour les
monoides d’Artin défini dans le chapitre 2. Rappelons aussi que la conjecture de Birman
pour VB, (resp. pour KB,) n’est autre que a I’hypothése de l'injectivité de dyp, (resp.
1) KBn>-

Proposition 4.9. La conjecture de Birman est vraie pour VB, si, et seulement si, elle est
vraie pour K B,,.

DEMONSTRATION. On identifie SVB,, avec SKB,, x &,,.
Commencons par remarquer que pour tout k € SKB, et g € &,

ovs, (kg) = ok B, (k)g.

De ce fait 0 p, coincide avec la restriction de dyp, a KBy, ce qui donne le premier sens
de I'implication.

On suppose alors dx g, est injectif. Grace a la décomposition SVB,, ~ SK By, x &,,, on
peut également identifier, comme dans la démonstration de la proposition 2.45, le Z-module
Z[VB,] avec le produit tensoriel Z[K B,,] ® Z[&,].

Soit alors k, k' € SKB,, et g,¢9 € &, tels que

ovB, (kg) = dvs, (K'g)
i.e.

okp, (k) ®g=0kp,(K)®d.
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Par le lemme 2.46, il existe u € Q tel que dxp, (k) = u *9xp, (k') et g = pg’. On a
nécessairement p = 1 du fait que g = ug’ et donc dxp, (k) = 0k, (k'), comme dxp, est
injectif on en déduit que k = k' et au final kg = k’¢’. On a donc montré que dyp, est
injectif. O

Théoréme 4.10. Les sous-groupes paraboliques irréductibles libres d’infini de K B,, véri-
fient la conjecture de Birman.

DEMONSTRATION. Tous les sous-groupes paraboliques irréductibles libres d’infini de
K B,, sont des groupes d’Artin de type A ou des groupes d’Artin de type A (proposition
4.4) et ces groupes vérifient la conjecture de Birman. O

De ce fait la conjecture de Birman pour les tresses virtuelles est ramené & un cas
particulier de la conjecture de Birman pour une certaine famille de groupes d’Artin.

3.2. Invariants de Vassiliev. On dispose également de connexions entre les inva-
riants de Vassiliev de VB,, et ceux de K B,, définis dans les deux chapitres précédents.

Proposition 4.11. Les invariants de Vassiliev de VB,, séparent les éléments de VB, si et
seulement si les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de K B,,.

DEMONSTRATION. Un invariant de Vassiliev de VB, donne par restriction a Z[K By]
un invariant de Vassiliev de K B,, donc le sens direct de I’équivalence est triviale.

Avant d’établir la réciproque rappelons que puisque VB, = KB, x &, toute tresse
B € VB, peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’un produit kgfg ou kg € KB,
et g € 6,, et que l'isomorphisme entre Z[VB,] et Z[KB,] ® Z[&,] est donné par la
correspondance

B+ kg ® 03
entre les bases de Z[VB,] et Z[K B,] ® Z[S,,] des deux Z-modules. On note pxp, 'appli-
cation linéaire de Z[K B,| ® Z[&,] dans Z[K By,] qui envoie k ® 6 sur k.

Supposons alors que les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de K B,,,
et soient B = k6, B’ = k'8’ deux éléments distincts ou k, k' € KB, et 0,0 € &,,. Alors si
0 # 0, le lincaris¢ ® : Z[VB,] — Z[&,] de ¢ : VB,, — &, (théoréme 4.1) est un invariant de
Vassiliev de degré 0 qui distingue 3 et 3’. Sinon, on a nécessairement k # k' et donc il existe
un invariant de Vassiliev V tel que V (k) # V (k') et en identifiant Z[VB,] & Z[K B,|QZ[S,,],
I'application V o pxp, est un invariant de Vassiliev de V18,, qui distingue 3 et 3. O

Avant d’énoncer une deuxiéme connexion entre les invariants de Vassiliev de V13, et ceux
de K B,, rappelons qu’on dit que les invariants de Vassiliev de VB,, (resp. K B,,) séparent les
éléements de SVB,, (resp. SK B,,) si pour toute paire 3, 8’ d’éléments distincts dans SVB,,
(resp. SK By,) il existe un invariant de Vassiliev V' tel que Vo dyg, (8) # Vodyg, (8') (resp.
Vodkp, (B) #V odkp, (). Nous avons besoin aussi du lemme préparatoire suivant.

Lemme 4.12. On se place sous 'hypothése que les invariants de Vassiliev de K B,, séparent
les éléments de SK B,,. Pour tout kK € SKB,, il existe un invariant de Vassiliev V tel que
V(k) #0.
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DEMONSTRATION. On note e le neutre de K B,,, on choisit ¥ € KB, avec k' # ¢ et
on note my 'application Z-linéaire de Z[K B,,] dans Z[K B,,| définie pour tout v € Z[K B,]
par

my (v) = k'v.

Comme k' # e alors kK'k # k et comme les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les
éléments de SK B,,, alors il existe un invariant de Vassiliev V' tel que V (k) # V (kK'k).

Alors

— soit V(k) # 0 et alors V est I'invariant recherché,

— soit V (k) =0 et dans ce cas (V omy ) (k) = V(K'k) # V(k) =0 et V omy, qui est

encore un invariant de Vassiliev, est I'invariant recherché.

O

Proposition 4.13. Les invariants de Vassiliev de VB,, séparent les éléments de SVB,, si
et seulement si les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de SK B,,.

DEMONSTRATION. Commengons par remarquer que si les invariants de Vassiliev d’un
groupe G, out G est un groupe d’Artin ou un groupe de tresses virtuelles, séparent les élé-
ments du monoide singulier associé SG alors nécessairement le morphisme de désingularisa-
tion dg : SG — Z|[G] est injectif et comme l'injectivité de dyp, et de dx p, est équivalente,
on peut supposer dans les deux implications que ces deux morphismes sont injectifs. De
plus si V est un invariant de Vassiliev de K By, alors V @ Idgg,) : k® 6 — V (k) ®60 est un
invariant de Vassiliev de VB,,.

Comme déja dit, un invariant de Vassiliev de VB,, donne par restriction a Z[K B, un
invariant de Vassiliev de KB, le sens direct de I’équivalence est donc encore triviale.

Supposons alors que les invariants de Vassiliev de K B,, séparent les éléments de SK By,
et soient B = kO, ' = k'0' deux éléments distincts ou k, k' € SKB,, et 0,0’ € &,,. Alors si
k # k' comme dyp, et dxp, sont injectifs et que dyp, (8) = dvi, (kgbs) = dkB, (kz)bs et
ovB, (') = 0k B, (kg)0s, il s’en suit que si V est un invariant de Vassiliev qui sépare k et
k" alors V o pxp, est un invariant de Vassiliev de VB, qui distingue 3 et '

Si k = k' on a nécessairement 6 # 6’ et si V est un invariant de Vassiliev de K B, tel que
V(k) # 0 (qui existe d’aprés le lemme 4.12) alors V' ® Idy g, est un invariant de Vassiliev
qui sépare 3 et 3. O

4. Perspectives

On repose donc pour le groupe de tresses virtuelles & n brins VB, les deux questions
qui ont constitué le fil rouge de cette these :

— la conjecture de Birman est-elle vraie pour le groupe VB, 7

— les invariants de Vassiliev des tresses virtuelles séparent-ils les éléments de VI, 7

On a vu dans la section précédente que pour répondre & ces questions, il suffirait d’y
répondre pour le groupe d’Artin K B,,. Or par la proposition 4.2 les sous-groupes para-
boliques irréductibles et libres d’infini de K B,, sont soit des groupes de tresses, soit des
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groupes d’Artin de type A, et on sait qu’on peut répondre par Paffirmative a ces deux ques-
tions pour ces deux famille de groupes (voir les théorémes 1.13, 1.20, 2.38 et 2.48). Cela
incite & penser que les réponses & ces questions sont encore positives pour le groupe K B,,.
De plus, le fait que K B,, peut étre reconstruit par une succession de produits cartésiens et
de produits amalgamés & partir de groupes de tresses et groupes d’Artin de type A offre une
piste pour le démontrer; en effet s’il est possible de prouver que, pour un groupe d’Artin,
le fait de vérifier la conjecture de Birman ou d’avoir ses éléments séparés par des invariants
de Vassiliev sont des propriétés stables par produit cartésien ou par produit amalgamé
alors cela suffirait pour conclure le cas K B,. Cette approche a déja été amorcée avec la
proposition 2.45.

A ces problématiques on peut ajouter celle de ’étude des invariants de Vassiliev au
sens de Goussarov, Polyak et Viro détaillés a la fin du chapitre 3. Comme il a déja été
mentionné, tout invariant de Vassiliev au sens de Goussarov, Polyak et Viro est un un
invariant de Vassiliev en notre sens et montrer la séparabilité des tresses virtuelles par leurs
invariants impliquerait la séparabilité des tresses virtuelles par les notres. De plus, on peut
se poser la question de 'existence de singularités qui joueraient un roéle similaire au 7; dans
cette théorie et de l'injectivité du morphisme de désingularisation qui en résulterait.






Annexe A

Combinatoire des monoides

1. Monoides quotients

Cette annexe décrit les notions fondamentales de la combinatoire des monoides, qui est
utilisée tout au long de la thése ainsi que dans ’annexe B.

Définition A.1. Soit M un monoide. Une congruence = sur M est une relation d’équiva-
lence compatible avec la multiplication de M i.e. une relation d’équivalence telle que pour
tous a,b,c,d € M :

(a=cetb=d) = ab= cd.

Proposition A.2. On se fixe un monoide M, = une congruence sur M et on note pour
tout m € m, m la classe de m dans l’ensemble quotient M/ = .
Le quotient M/ = peut étre muni d’une multiplication définie pour tous m,n € M/ =
par
m.n =mn.

La projection canonique 7 : M — M/ = est alors un homomorphisme surjectif de monoides.

2. Présentations de monoides

Définition A.3. Soit F un ensemble. Le monoide libre sur E, qu'on note F'*(E), est le
monoide dont ’ensemble sous-jacent est I’ensemble des mots sur 1’alphabet E (en incluant
le mot vide) et dont l'opération est le produit de concaténation. Le neutre de ce monoide
est alors le mot vide.

Définition A.4. Soit E un ensemble quelconque, et ~,~' deux relations d’équivalences
sur E. On dit que la relation ~ est plus fine que ~ si pour tous z,y € E :

(z~y) = (z~y).

Proposition A.5. Soit E un ensemble, et (7;)ier, (r})icr deux familles de mots sur l'al-
phabet E, indexées par un méme ensemble I. Il existe une unique congruence = sur F'(E)
telle que :

(1) pour tout i € I r; =7},

(2) = est la plus fine congruence qui vérifie (1).
Cette congruence est définie comme suit.

Siw,w’ € FT(F), on note w =¢ w’ si w contient un r; comme sous-mot et w’ est obtenu
a partir de w en substituant le sous-mot r; par r;, ou inversement.
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Pour tout w,w’ € F*(F), on a w = w' si et seulement s’il existe n € N et wg, w1, ..., wy,
des éléments de F'T(E) tel que
® wy = w,
o w, =w,
e pour tout i € [0;n — 1] w; =g wit1.
Définition A.6. On reprend les notations de A.5. Le monoide quotient F*(FE)/ = est
alors noté
<E|r=rliel>".
Dans ce contexte :
— les éléments de E sont appelés générateurs du monoide < E | r; =71}, i € [ >T;
— les équations r; = 7 sont appelées relations du monoide < E | r; =71}, i € [ >T;
— la congruence = est dite engendrée par les relations r; = 7.

Soit M un monoide. Si M est isomorphe a < E | w; = w}, i € I > alors on dit que
< E | w; =w!, i € [ >T est une présentation de monoide de M.
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Annexe B

Groupes enveloppants

Dans cette annexe on définit la notion de groupe enveloppant, laquelle est utilisée dans
les chapitres 2 et 4. On y démontre un certain nombre de résultats qui s’y rapportent,
notamment en relation avec d’autres notions de la théorie des monoides, telles que les
limites inductives de monoides ou les produits semi-directs de monoides. Ces notions ne
sont pas nouvelles! et il en va de méme pour certains des résultats qui sont présentés ici.
Toutefois, pour autant que 'auteur le sache, il n’existe pas de référence simple et compléte
sur le sujet dans la littérature, les ouvrages classiques n’en donnant en général qu’une
vision fractionnaire, ou bien I'incluant au contraire dans un cadre beaucoup plus général et
technique.

A cela, on peut ajouter que certains résultats sont généralement énoncés sans démons-
tration. L’auteur souhaite donc profiter de ce manuscrit pour donner une présentation
personnelle des définitions et des résultats de base en lien avec ces notions. Une attention
particuliére sera donnée sur le passage a la limite inductive et au produit semi-direct des
propriétés de plongeabilité d’'un monoide dans un groupe. Cela permettra d’en déduire un
certain nombre de résultats nouveaux sur le caractére plongeable des monoides d’Artin
(théoréme B.26) et de certains monoides singuliers (corollaire B.32).

1. Définition et existence
Définition B.1. Soit M un monoide. Un groupe enveloppant de M est un groupe G qui

satisfait la propriété universelle suivante.

Il existe un homomorphisme de monoides ¢ : M — G tel que, pour tout groupe H et
tout homomorphisme de monoides ¢ : M — H, il existe un unique homomorphisme de
groupes ® : G — H faisant commuter le diagramme suivant :

G- H

| A

M

Théoréme B.2. Tout monoide M admet un groupe enveloppant unique a isomorphisme
prés.

DEMONSTRATION. Soit M un monoide, on définit le groupe G de présentation suivante.

1. Voir par exemple [17] dans le cas du groupe enveloppant.
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— Générateurs : M.

— Relations : zyz~! =1 avec z,y,2 € M et xy = z dans M.
On définit ensuite I’application ¢ : M — G qui envoie m € M sur la classe de son élément
correspondant dans G. L’application ¢ est évidement un homomorphisme de monoides a
cause des relations choisies pour G.

Maintenant si H est un groupe et ¢ est un homomorphisme de M dans H, alors soit
& Ihomomorphisme de groupes défini du groupe libre sur M par ¢~>(m) = ¢(m) pour
tout m € M. Alors <Z~> peut étre factorisé sur G car le fait que ¢ est un homomorphisme
de monoides implique qu’il respecte les relations définissant G. On note ¢ : G — H le
morphisme de groupe ainsi obtenu. Alors par définition ¢ satisfait 'égalité ¢por = @ et si ¢’
est un autre homomorphisme de G dans H tel que ¢/ o1 = ¢ = ¢ o alors ¢ et ¢’ coincident
sur ¢(M) qui est un systéme générateur de G, donc nécessairement ¢ = ¢. D’ou 1'unicité
de ¢. D’out G est un groupe enveloppant pour M.

Montrons maintenant la deuxiéme partie de ’assertion en prouvant que tout groupe
enveloppant de M est isomorphe au groupe G construit ci-dessus. Soit G’ un autre groupe
enveloppant de M et ¢/ le morphisme associé de M dans GG. Commengons par remarquer
que 'unique endomorphisme ¥ de G tel que W o/ =/ est nécessairement 'identité de G’
qu’on note Idg.

Ensuite par définition d’un groupe enveloppant, il existe un unique morphisme I de G’
dans G tel que I o/ = ¢. De méme, il existe un unique morphisme I’ de G dans G’ tel que
I'ov="{".0On a alors

(I'ol)ot/=To(Iod)y=T0o1="/
et par la remarque du paragraphe précédent on a nécessairement I’ o I = Idgy.

On montre pareillement que I o I’ = Idg, d’ou I et I’ sont réciproques 'un de 'autre

et G et G’ sont isomorphes. O

A partir de maintenant, quand on dira le groupe enveloppant du monoide M, on parlera
du groupe construit dans la preuve du théoréme B.2 et on le notera G(M). On supposera
également que le morphisme de M dans G(M) est celui du théoréme B.2 et on le notera
LM -

Comme 'atteste le résultat suivant, la notion de groupe enveloppant apparait naturel-
lement dans la problématique du plongement de monoides qui consiste & déterminer si un
monoide donné peut étre plongé dans un groupe.

Proposition B.3. Soit M un monoide pour lequel il existe un groupe enveloppant G, alors
M se plonge dans un groupe si et seulement s’il se plonge dans G.

DEMONSTRATION. On démontre le sens direct de la proposition, 'autre sens étant
immeédiat. Soit ¢+ I'homomorphisme associé de M dans G. On suppose que ¢ est un plonge-
ment de M dans un groupe H. Soit ¢ : G — H I'unique homomorphisme de groupes tel que
¢or = . Le fait que ¢por = @ est injectif implique nécessairement que ¢ 'est également. [J

On dira qu’un monoide est plongeable s’il se plonge dans un groupe ou, de maniére
équivalente, dans son groupe enveloppant.
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Proposition B.4. Soit M, M’ deux monoides et ¢,/ les homomorphismes de M dans
G(M) et de M’ dans G(M’). Pour chaque monoide d’homomorphismes ¢ : M — M’ il
existe un unique homomorphisme de groupes ® : G(M) — G(M') qui rend le diagramme
suivant commutatif :

G(M) —2= G(M)

LT TL/

M T M/.
DEMONSTRATION. L’homomorphisme ® en question n’est rien d’autre que 'unique
extension de ’lhomomorphisme ¢’ o . O

A partir de maintenant, si ¢ : M — N est un morphisme de monoides, on note G(y)
le morphisme de groupes entre G(M) et G(N) provenant de la proposition B.4.

Corollaire B.5. Soient M, N, L trois monoides, ¢ : M — N et ¢y : N — L des morphismes
de monoides. Alors :

G op)=G()oGlp).

DEMONSTRATION. Le diagramme suivant est commutatif du fait que les deux carrés
qui le constituent sont eux-méme commutatifs

G(M) G(N) G(L)
.
M———>N L

Par conséquent le diagramme suivant est également commutatif

ar) S ar)
M or L,
et donc, par unicité, G(¢ o ¢) = G(v) o G(ip). O

Corollaire B.6. Soient M, N deux monoides et ¢ : M — N un morphisme de monoides.
Si ¢ est un isomorphisme de monoides alors G(¢) est un isomorphisme de groupes.

DEMONSTRATION. Notons d’abord que, par unicité, G(Idy) = Idgy et G(Idy) =
Idg(N).
On a alors les égalités suivantes :
G(p) o G(p™!) = Glpop™!) = G(Idwn) = Tdgar)
et
Gl ") o Glp) = Gy~ o p) = GIdy) = Idg ).
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D’ou le résultat. O

Les propriétés énoncées dans la proposition B.4 et les corollaires B.5 et B.6 sont appelées
propriétés fonctorielles de G(M).

2. Systémes inductifs de monoides

On s’intéresse ici & la compatibilité du groupe enveloppant vis-a-vis des limites induc-
tives de monoides. Plus précisément on cherche & démontrer que le groupe enveloppant
d’une limite inductive de monoides est la limite inductives des groupes enveloppants. On
commence par rappeler les notions de systémes inductifs et limites inductives.

2.1. Définitions.

Définition B.7. Soit (I, <) un ensemble ordonné. On dit que (I, <) est un ensemble filtrant
& droite si toute paire d’éléments de I admet un majorant commun.

Définition B.8. Un systéme inductif de monoides est une famille de la forme
M = (M, (i j)i<j)ict

(I, <) est un ensemble filtrant & droite;

pour chaque ¢ € I, M; est un monoide;

pour chaque ¢,j € I avec i < j, ¢;; est un homomorphisme de monoides de M;
dans Mj, qui doit étre le morphisme identité si i = j;

e pour chaque i,j,k € I avec i < j < k, on a ©; © Qi j = ©ik-

Définition B.9. Soit M = (M;, (@i ;)i<j)icr un systéme inductif de monoides, N un
monoide et, pour chaque i € I, ¥; : M; — N un homomorphisme.

On dit que la famille (¢;);cr est compatible avec le systéme inductif M si pour tous
1,7 € I avec i < j le diagramme suivant commute :

Mji>]\7

%T /
b

M;

Définition B.10. Soit M = (M;, (v; j)i<j)ier un systéme inductif de monoides. Une limite
inductive de M est un monoide M pour lequel il existe une famille (;);c; compatible avec
M, de codomaine M, et telle que la propriété universelle suivante soit vérifiée.

Pour tout monoide N et toute famille (¢;);c; compatible avec M de codomaine N, il
existe un unique homomorphisme de monoide ¥ : M — N qui rend, pour chaque ¢ € I, le
diagramme suivant commutatif :

MY N
%T /

V5
M; .

)
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Remarque B.11. Les notions de systéme inductif et de limite inductive peuvent étre
définis de la méme maniére pour d’autre types d’objets algébriques, par exemples les en-
sembles, les groupes, les espaces vectoriels sur un corps K fixé, les espaces topologiques, etc.
Les homomorphismes de monoides sont alors remplacés par des applications ensemblistes,
des homomorphismes de groupes, des applications K-linéaires, des applications continues,
etc.

Jusqu’a la fin de la section, (I, <) sera un ensemble filtrant & droite fixé et tout systéme
inductif (de monoides ou d’un autre type d’objet) indexé par (I, <) sera appelé I-systéme
inductif.

Proposition B.12. Soit M = (M;, (i j)i<j)icr un I-systéme inductif de monoides. Alors
M posséde une limite inductive M unique & isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. On pose

M=F* (|_|M> et M =M/ =
el

= est la congruence engendrée par les relations suivantes :

(1) mym}; = m! pour tous i € I et m;, m},m! € M; vérifiant m;m} = m/ dans M;;

(2) m; = ¢;,j(m;) pour tous i,j € I avec i < j et m; € M;.

En notant, pour tout m € M, m la classe de m dans le quotient M, on définit pour

tout 1 € 1

ou

©; - Mi - M
m = m.
Par les relations (1), les ¢; sont des homomorphismes de monoides et, par les relations (2),
pour tous i, j € I avec 7 < j et pour tout m; € M;

(05 0 @i ) (mi) = ¢;(ij(Ma)) = pij(mi) =mi = pi(mi).
La famille (¢;);es est donc compatible avec M.
Soit alors (1););c; une autre famille d’homomorphismes compatibles avec M, de codo-

maine V. Puisque M est librement engendré par la réunion disjointe des M, il est possible
de définir un homomorphisme 1 de M dans N en posant

¥(m) = i(m)
ot 7 est 'unique élément de I tel que m € M;. Le fait que (1);es soit une famille d’homo-
morphismes compatible avec M revient a dire que ¥ respecte les relations définissant M.
On peut par conséquent définir

(0

3=
=

—
> m).
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Pour finir, pour tout i € I et tout m € M;, on a

(¥ o @i)(mi) = ¥(pi(mi)) = v(mi) = P(m;) = i(my)
d’ol1 1) 0 ; = 1; pour tout ¢ € I, et c’est nécessairement le seul morphisme pouvant vérifier
ces égalités puisque, par construction de la limite inductive, les ¢;(m;) engendrent M.

L’unicité de la limite inductive a isomorphisme prés se fait avec la méme stratégie de
démonstration que pour le groupe enveloppant. O

A partir de maintenant, quand on parlera de la limite inductive du systéme inductif

M = (M;, (¢j)i<j)icr, on parlera du monoide construit dans la preuve du théoréme B.12
et elle sera notée

L(M).
On supposera également que les homomorphisme des M; dans L(M) sont ceux de B.12.
Traditionnellement, la limite inductive de M est plus souvent notée

il
Dans un souci de clarté des énoncés, nous utiliserons par la suite tantot 'une, tantot 'autre
de ces notations.

Comme mentionné en remarque B.11, on peut définir une notion de systéme inductive et
de limite inductive pour les ensembles et les applications ensemblistes. Si (Ej, (¢i;)i<j)icr
est un systéme inductif d’ensembles indexés par I, on peut alors construire une limite
inductive de ce systéme en prenant la réunion disjointe des F;

E=||E
el
et en la quotientant par la relation d’équivalence ~ suivante :
pour tous (e;,e;) € E; x Ej, e; ~ e; s'il existe k > 4, j tel que ¢; (€;) = ¢ji(ej)-

En notant E le quotient ainsi obtenu, les applications ¢; : E; — E sont alors définies pour
tout ¢ € I par ¢; = wo; ol ¢; est 'injection canonique de E; dans E et 7 est la projection
canonique de E dans E.

Tout comme pour le cas des monoides, toute limite inductive d’un systéme inductif
d’ensembles est isomorphe a la construction ci-dessus.

Dans le cadre des systémes inductifs d’ensembles et des limites inductives ensemblistes,
on peut démontrer sans trop de difficultés le résultat suivant.

Proposition B.13. Soit £ = (Ej, (¢i,j)i<j)icr est un systéme inductif d’ensembles indexés
par I et E une limite inductive de £. Alors les assertions suivantes sont vraies.
(1) Pour tout e € &, il existe k € I tel que e € pi(E)) i.e.

el
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(2) Soit (e;,€}) € E; x Ej, alors il existe k >4, j et ey, e}, € Ej. tel que wi(e;) = px(er)

et pj(e}) = or(ey)-

(3) Soient (e;,ej) € E; x Ej, alors ¢;(e;) = pj(ej) si et seulement 8’1l existe k > 4, j tel

que @ k(ei) = wjr(e;).

DEMONSTRATION. Dans le cas de la limite inductive donnée par la construction faite
plus haut, les assertions (1) et (3) sont immédiates et pour l'assertion (2), il suffit de
remarquer que si (e;, e;) € E; x E; alors on peut choisir n’importe quel k > i, j et en posant
er = pik(ei), e, = @jk(€;), on a alors

pi(ei) = (pr o pik)(ei) = erlpin(e) = erler)

et il en va de méme pour e;».
Le cas général vient alors du fait que pour toute autre limite inductive £ muni d’ap-
plications @; : F; — FE, il existe une bijection ¢ : F — FE tel que ¢ o p; = ¢; pour tout
1el. O

Afin de démontrer les résultats qui suivent, nous avons besoin des résultats de la propo-
sition B.13 dans le cadre des systémes inductifs de monoides et de leurs limites inductives.
La démonstration directe d’un tel résultat s’avére étre particuliérement fastidieuse. En effet
elle revient & reconstruire la limite inductive d’un systéme inductif de monoide en prenant
sa limite inductive ensembliste et en la munissant d’une structure de monoide. Or mon-
trer que l'on dispose d’une multiplication qui soit bien définie et qui satisfasse les axiomes
d’un monoide implique la vérification de nombreux égalités qui peuvent s’avérer longues et
pénibles a rédiger. Nous préférons donc court-circuiter le probléme en nous servant de la
proposition suivante qui est en réalité un résultat issu de la théorie des catégories reformulé
en un langage non catégorique.

Proposition B.14. Soit M = (M;, (i j)i<j)icr un I-systéme inductif de monoides. Alors
la limite inductive L(M) de M en tant que systéme inductif de monoides est également
une limite inductive de M en tant que systéme inductif d’ensembles.

Ce qui suffit a justifier le résultat suivant.

Corollaire B.15. Si M = (M;, (pij)i<j)icr est un systéme inductif de monoides alors
L(M) vérifie les propriétés de la proposition B.13.

Définition B.16. Soient M = (MZ', (Soi,j)igj)iel et N = (Ni, (@iyj)igj)ie[ deux I—systémes
inductifs. Un homomorphisme de I-systémes inductifs 1) : M — N entre M et N est une
famille d’homomorphismes (v;);er tel que pour chaque ¢ € I, ¥; va de M; dans Nj et tel
que, pour chaque ¢,j € I avec ¢ < j, le diagramme suivant est commutatif :

‘PLJ‘T T‘;’i,j

P

i
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Proposition B.17. Soient M = (Mi, ((Pi,j)iﬁj)ief et N = (Ni, ((ﬁi,j)iﬁj)ief deux I-
systémes inductifs et 1 : M — N un homomorphisme de I-systémes inductifs.

Alors il existe un unique homomorphisme de monoides L(v)) : L(M) — L(N) tel que,
pour chaque ¢ € I, le diagramme suivant est commutatif :

L)

L(M) LN)
1
M; N;.

ot (¢;)ier et (@i)ier sont les familles canoniques respectives d’homomorphismes des M;
dans L(M), et des N; dans L(N).

DEMONSTRATION. Du fait des propriétés des v;, des ¢; et des ¢; ; le diagramme suivant
est commutatif

¢, i
M; = Nj — L(N)

Pi,j Pi,j ~
Pi

i
et en particulier la famille (%Zz)ze 7 définie par ¥; = p;01; est compatible avec ~/\/l, donc induit
un unique homomorphisme L(1) de L(M) dans L(N) tel que L(¢)op; = ¢; = p;01;. O

Théoréme B.18. Soient M = (MZ, (%’,j)iéj)iel et N = (Nl, (@i,j)igj)ie[ deux I—Systémes
inductifs et ¢ = (¥;);e; un homomorphisme de M dans N.
Si 1; est injectif pour tout ¢ € I, alors L(v) est également injectif .

DEMONSTRATION. Soient m,m’ € L(M) tels que L(¢)(m) = L(¢)(m’) et soient m;, m
des pré-images respectives de m, m’ par un certain ¢;, ce qui est possible par les points (1)
et (2) de la proposition B.13. Alors

L) (pi(ms)) = L(¥)(m) = L(y)(m') = L(¥)(i(m;))
ce qui, par les propriétés définissant L(v)), est équivalent &
Gi(vi(mi)) = Gi(hi(m})).

Par le point (3) de la proposition B.13, cela signifie qu’il existe j > i tel que

@i (Wi(mi)) = @i (i(m;))
et puisque ¥ est un homomorphisme de I-systémes inductif, ceci est équivalent &

(i, (ma)) = (i (my)).
L’homomorphisme 1); étant injectif on a donc

@i (mi) = i ;(my),
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ce qui implique, toujours par le point (3) de la proposition B.13, que
@i(m;) = pi(m;),

i.e.

Proposition B.19. Soient
M = (M;, (pij)i<j)icr, N = (Ni, (@ij)i<j)ier et O = (O, (Pi))i<))ier

trois I-systémes inductifs et 1) : M — N, ¢ : N = O deux homomorphismes de I-systémes
inductifs.

Alors L(@ o)) = L(@E) o L(1).

DEMONSTRATION. La démonstration est similaire au cas du groupe enveloppant : le
morphisme L(1)) o L(v) vérifie la propriété définissant L(v) o 1)) donc, par unicité, les deux
homomorphismes coincident. ]

Les propriétés énoncées dans les propositions B.19 et B.17 sont appelées propriété fonc-
torielle des I-limites inductives.

2.2. Limites inductives et groupes enveloppants.

Théoréme B.20. Soit M = (M;, (¢ij)i<j)ier un I-systéme inductif de monoides. En
utilisant la notion de groupe enveloppant, on peut construire un I-systéme inductif de
groupes G = (G(M;), (G(pi,5))i<j)ier- On a alors

lim G(M;) ~ G(lim M;).

—_ —_

icl i€l

DEMONSTRATION. On note :
— pour tout i € I, ¢; et ®; les morphismes canoniques respectifs de M; dans L(M) et

G(M;) dans L(G);

— pour tout ¢ € I, ¢; le morphisme canonique de M; dans G(M;).

Par la proposition B.4, (;);er est un homomorphisme de I-systémes inductifs et, par
conséquent, engendre un homomorphisme I: L(M) — L(G) tel que, pour tout ¢,

Tlow; =1;0;.

On va maintenant démontrer que le groupe L(G) muni du morphisme I vérifie la propriété
universelle qui définit le groupe enveloppant de L(M).

Soient donc H un groupe et ¢ : L(M) — H un homomorphisme de monoides. Prouvons
que 1) peut étre factorisé au-travers d’'un morphisme ¥ de L(G) dans H. Pour construire
W, on commence par poser pour tout ¢ € [ :

i =1 oy
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La famille (¢););cr est compatible avec M et son extension a L(M) est nécessairement ).
De méme, la famille G(v;);e; qu’elle engendre est compatible avec le I-systéme inductif G ;
en effet pour ¢ < j :

(G(5) o G(piz)) ot = G(¥;) o (G(wig) o ti)
= G(¢5) o (¢ © pij)
= (G(Yj) o t5) o pij
=10 i
(08

et donc par unicité de G(¢;) : G(¢;) o G(pi ;) = G(¥i).
Puisque (G(%;));e; est compatible avec G, il engendre un homomorphisme de groupes ¥
qui va de G dans H.

Montrons maintenant que ¥ o1 = . En combinant, pour tout ¢ € I, le caractére
commutatif des diagrammes suivants

L(M) —— L(G) LG) —Y—~H,

1k L

M; —— G(M;). G(M;)

on obtient la commutativité des diagrammes suivants

LM) ——~L(G) = H

M;

Donc, par unicité de l'extension de (1;)icr, ¥ ol = 1.

Il reste & démontrer 'unicité de W. Celle-ci découle du fait que I(L(M)) engendre L(G).
En effet :

— par construction de la limite inductive de monoides, L(G) est engendré par les

®;(Gi);

— par construction du groupe enveloppant, G; est engendré par ¢;(M;) pour tout i € I.
Par conséquent L(G) est engendré par les (®; o ¢;)(M;) i.e. par les (I o ¢;)(M;), puisque
®; 01, = I op; pour tout i € I. Comme les ¢;(M;) engendrent L(M), il en résulte bien que
I(L(M)) engendre L(G).

Au final, on a bien montré que L(G) vérifie la propriété universelle du groupe envelop-
pant de L(M), et comme celui-ci est unique & isomorphisme prés, on obtient le résultat
voulu. ]

Corollaire B.21. Soit M = (M;, (@i j)i<j)icr un I-systéme inductif de monoides. Si M;
est plongeable pour tout i € I, alors L(M) est plongeable également.
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DEMONSTRATION. Supposons M; plongeable pour chaque i € I. En reprenant les nota-
tions de la démonstration du théoréme B.20, (¢;);er est un homomorphisme de I-systémes
inductifs de M dans G dont les homomorphismes qui le composent sont injectifs. Donc,
par le théoréme B.18, 'homomorphisme I 'est également et L(M) s’injecte dans le groupe

L(G). O

2.3. Applications aux monoides définis par une présentation. Avec des tech-
niques similaires & celles de la démonstration du théoréme B.2, on démontre le résultat
suivant.

Théoréme B.22. Soit M un monoide défini par une présentation < S|R >T. On note G le
groupe de présentation < S|R >. Alors G(M) est isomorphe a G, i.e. le groupe enveloppant
d’un monoide défini par une présentation est le groupe de méme présentation.

Nous donnons maintenant une proposition permettant d’exprimer tout monoide comme
une limite inductive de monoides de type fini.

Notation B.23. Un monoide M de présentation < S|R >* ¢tant donné, on note P et Py
respectivement I’ensemble des parties de S et ’ensemble des parties finies de .S. De plus, pour
chaque X € P, on définit Rx comme le sous-ensemble des relations de R dans lesquelles
seules les lettre de X apparaissent, et Mx comme le monoide de présentation < X|Rx >T.
Enfin, si m est un mot sur I'alphabet X, on note ™~ son image dans < X|Ry >7.

Théoréme B.24. Soit M un monoide de présentation < S|R >T. Pour tous X, X’ € P
tels que X C X', il existe un homomorphisme canonique ¢y x+ de Mx dans Mx+ qui envoie

m~ sur m¥’, pour tout z € X. Alors :

lim Mx = lim Mx = M,
— —
XePy XeP

ou les deux limites inductives sont respectivement prises selon les deux systémes inductifs

de mono'l'des (MX, (@X,X’)X’:_)X) et (MX, (@X7xl)xlgx> .
XeP XePy

DEMONSTRATION. On démontre I'égalité dans le cas de Py, le cas de P se démontrant

de maniére similaire. Pour établir ce résultat, on va démontrer que M satisfait la propriété

universelle qui définit la limite inductive de M = (MX, (‘PX,X’)X’DX)X o Afin d’alléger
2 ep;

les notations, si X € Py se réduit a un singleton {x}, on choisit de noter x a la place de
X dans les indices et les exposants (par exemple, on note M, au lieu M. {x}). De plus, pour
chaque X € Py, on note px a la place de px s.

Soit N un monoide et (1/x)xep, une famille d’homomorphismes compatibles avec M,
ayant pour codomaine N.
Ensuite on pose :
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ot FT(S) est le monoide libre sur S. Maintenant si z1...x, = yi...ym, est une relation de R,

w w!
soit X l'ensemble {x1, ..., Zm, Y1, ..., Ym }. Alors on a :

Par conséquent 1/; peut étre factorisé en un homomorphisme v : M — N. Et on a, pour
tous X € Pretx € X :

(W owex)@Y) = ¥(px(@Y))
=4 (z°)
= Y, (T")
= (Yx ° @z, x)(T")
= x (Y, x(T"))
=x (fX)
Encore une fois, I'unicité de v est une conséquence naturelle du fait que M est engendré
par les px(Mx), X € Py. O

Comme corollaire du théoréme B.24 et du corollaire B.21, la proposition suivante vient
immédiatement.

Corollaire B.25. Avec les notations B.23, si Mx est plongeable pour tout X € P; alors
M est plongeable également.

Théoréme B.26. Tout monoide d’Artin, méme avec une infinité de générateurs, se plonge
dans le groupe d’Artin de méme présentation.

DEMONSTRATION. Toujours avec les notations B.23, si M =< S|R >" est un monoide
d’Artin, alors Mx est un monoide d’Artin avec un nombre fini de générateurs pour tout
X € Py. Or il est démontré dans [37] que tout monoide d’Artin avec un nombre fini de
générateurs est plongeable. En appliquant le corollaire B.25, il vient que M est plongeable,
notamment dans son groupe enveloppant qui, par le théoréme B.22, est le groupe d’Artin
de méme présentation. O
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Remarque B.27. Cela permet entre autres de redémontrer que les monoides d’Artin angle
droit & une infinité de générateurs, comme ceux déja croisés dans les décompositions en
produit semi-direct des monoides singuliers de tresses et d’Artin, se plongent dans le groupe
d’Artin angle droit de méme présentation. Ce résultat était déja connu et peut également,
par exemple, se montrer en utilisant les formes normales définies dans la section 2.2 du
chapitre 2.

3. Produit semi-direct de monoides

Dans une courte remarque de [39], Paris précise que le monoide de tresses singuliéres a
n brins SB,, est plongeable du fait qu’il se décompose en produit semi-direct de monoides
plongeable, & savoir le monoide d’Artin angle droit M déja mentionné et le groupe de
tresses classiques B,,. Le résultat principal de cette section énonce des conditions pour que
le produit semi-direct de monoides plongeables soit plongeable et donne un support formel
a I’énoncé de Paris.

Définition B.28. Soient M, N deux monoides et ¢ : N — End(M) un homomorphisme
de monoides. Le produit semi-direct M x, N (ou M x N s’il n'y a pas d’ambiguité sur
©) est le monoide défini comme le produit cartésien M x N équipé de l'opération binaire
définie par :

(m,n).(m/, ) = (migy ('), n)
ol py, désigne I'élément p(n) € End(M).

Définition B.29. Soient M, N deux monoides et ¢ : N — End(M) un homomorphisme
de monoides. On dit que le produit semi-direct M x, N est fort si I'image de ¢ est incluse
dans Aut(M), et on dit que le produit semi-direct est faible dans le cas contraire.

Proposition B.30. Soient M, N, K,L des monoides et ¢ : N — End(M), ¢ : K —
End(L),8 : N - K,a : M — L des homomorphismes de monoides tels que, pour tout
n € N, le diagramme suivant commute :

$n

M—M .
L——1L
¥B(n)

Alors :
(1) Tapplication
u : Mx,N — Lx,K
(m,n) = (a(m),B(n))
est un homomorphisme de monoides,
(2) w est injectif si et seulement si « and /3 sont injectifs.

DEMONSTRATION.
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(1) Par définition, I'application u envoie le neutre de M x, N sur L x, K. De plus,
pour tous (m,n) et (m’,n’) dans M x, N, on a :

u((m,n).(m,n')) = u(
= (o

= (a(m)alen
= (o

= (a(m),B(n)).(a(m’), B(n'))

= u((m,n)).u((m',n")).
D’ou le résultat.
(2) Soient (m,n), (m/,n’) in M x, N ,alors

u((m,n)) = u((m’,n'))
& (a(m),B(n)) = (a(m’), B(n)')
{a(m) = a(m’)
B(n) = B(n).

D’ou le point (2).

Théoréme B.31. Soient M, N deux monoides et

¢ : N — End(M)
no ©On

un homomorphisme de monoides. Si :

— M et N sont plongeables,

— le produit semi-direct M x, N est fort,
alors M x, N est plongeable.

DEMONSTRATION. On rappelle que ¢y et ¢ps sont les plongements respectifs N dans
G(N) et de M dans G(M).

Pour tout n € N, 'endomorphisme ¢,, qui est un automorphisme puisque le produit
semi-direct est fort, engendre un endomorphisme de G(M) a savoir G(p,). Alors, par le
caractére fonctoriel de G :

— G(pp) est un automorphisme pour tout n € N,

— Tapplication

N — Aut(M)
n = G(en)
est un homomorphisme de monoides.
Puisque Aut(G(M)) est un groupe, par la propriété universelle du groupe enveloppant, il
existe un unique morphisme ® : G(N) — Aut(G(M)) tel que ® oy = G(y).

Maintenant on pose G = G(M) xe G(N) et I application qui envoie (n,m) € M x, N

sur (¢n(n),epr(m)) € G. Comme, pour chaque n € N, I’équation suivante est satisfaite :

Q(en(n)) oy = G(pn) 0ty = tar © Pn,
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alors I’application I est un homomorphisme de monoides injectif par la proposition précé-
dente. 0

Corollaire B.32. Soit M le groupe de tresses classiques a n brins By, le groupe de tresses
virtuelles & n brins VB, ou un groupe d’Artin Ar associé & un graphe de Coxeter I'. Alors
le monoide singulier SM se plonge dans son groupe enveloppant et celui-ci est le groupe de
meéme présentation que M.

DEMONSTRATION. On note

0si M = B,
e=qvsiM=VB5,,
I'si M = Ar.

Alors, en reprenant les notations des théorémes 1.10, 2.12 et 3.4, SM admet la décomposi-
tion en produit semi-direct fort SM ~ M. x M. Or M et M, sont plongeables, donc SM
I'est également. De plus par le théoréme B.22, le groupe enveloppant de SM est celui de
méme présentation. ]

Remarque B.33. Le fait que le produit semi-direct soit fort dans le théoréme B.31 est
une condition suffisante non-nécessaire comme ’atteste le contre-exemple suivant.

On considére le monoide Z muni de 'addition ainsi que le monoide Z* = Z — {0} muni
de la multiplication. Le monoide Z* agit sur Z par multiplication :

¢ : Z* — Hom(Z)
n — (m—nm)’

ce qui permet de former le produit semi-direct Z x, Z*.
De méme on forme le produit semi-direct Q x4 Q*, o

¢ : Q* — Hom(Q)

n = (m—nm).

Le produit semi-direct Z x,, Z* est faible et se plonge dans le groupe Q x4 Q™.

Remarquons que dans la construction du produit semi-direct Z x4 Z*, le morphisme
w(n) est injectif pour tout n. Comme on va le voir dans les résultats qui suivent, ceci est
une condition nécessaire pour que le produit semi-direct soit plongeable. On donne d’abord
quelques définitions.

Définition B.34. Un monoide M est dit simplifiable o droite (resp. a4 gauche) si, pour
tous a,n, m € M, I'implication suivante est vraie :

an =am =n=1m

(resp. na =ma =n=m ).

Un monoide M est dit simplifiable s’il est simplifiable & gauche et a droite.

Remarque B.35. Comme tout sous-monoide d’'un monoide simplifiable est simplifiable,
et que tout groupe est simplifiable, il s’ensuit que tout monoide plongeable est simplifiable.
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Proposition B.36. Soient M, N deux monoides et ¢ : N — End(M) un homomorphisme
de monoides.
1) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M, N sont simplifiables & droite,
(i) M xy, N est simplifiable a droite.
2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M, N sont simplifiables & gauche (resp. simplifiables) et, pour chaque n € N,
pn est injectif,
(i) M xy, N est simplifiable a gauche (resp. simplifiable).

DEMONSTRATION. 1) Supposons M, N simplifiables & droite.
Soient alors (m,n), (m/,n'), (m”,n") € M x,N tels que (m/,n’).(m,n) = (m”,n").(m,n),
i.e. tels que (m'y, (m),n'n) = (m"p,(m),n"'n), ie. tels que

e (1) = 1" (1)
n'n =n""n.
Puisque N est simplifiable & droite, on a n’ = n” et, par conséquent :
m'n (m) = m" o (m) = m"pn (m).

Et puisque M est simplifiable, il en résulte que m’ = m”. Au final (m/,n') = (m”,n").
Au contraire, si M ou N ne se trouvent pas étre simplifiables & droite, puisqu’ils se
plongent dans M x, N, M x, N ne peut pas étre lui-méme simplifiable & droite.

2) Supposons M, N simplifiables & gauche et que, pour tout n € N, ¢, est injectif.
Soient alors (m,n), (m/,n"), (m”,n") € M x,N tels que (m,n).(m',n’) = (m,n).(m",n"),
Le. tels que (mpyp(m'),nn’) = (me,(m"),nn"), i.e. tels que

mepn(m') = mepn(m”)
nn' = nn”.
Puisque M, N sont simplifiables & gauche, on a :
Pn(m’) = on(m”)
n/ — n//

et puisque ¢, est injectif, il s’ensuit que m’ = m”. Au final, il vient (m/,n’) = (m,n).

Au contraire si M ou N ne se trouvent pas étre simplifiables & gauche, puisqu’ils se
plongent dans M x, N, M x, N ne peut pas étre lui-méme simplifiable a gauche. Et s’il
existe n € N tel que @, n’est pas injectif, alors il existe m # m’ tels que ¢, (m) = p,(Mm'),
et alors on a (epr,n).(m,en) = (en(m),n) = (pp(m'),n) = (err,n).(m, en).

Le cas simplifiable correspond & la réunion des cas simplifiables a droites et a gauche.

O



3. PRODUIT SEMI-DIRECT DE MONOIDES 101

Au final, par le théoréme B.36 et la remarque B.35, pour qu’un produit semi-direct de
monoides M x4, N soit plongeable, il est nécessaire que M, N soient simplifiables et que
pour tout n € N, p(n) soit injectif. La question de savoir si ces conditions sont également
suffisantes reste pour l'instant ouverte.
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