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Introduction

Enoncés locaux

Nos énoncés locaux porteront sur une extension finie F' du corps Q, des
nombres p-adiques. Considérons pour l'instant le cas de F' = Q,, qui nous
permettra d’introduire les choses plus simplement.

Conducteur d’une représentation locale de GL,

Commencons avec un caractére x de GL1(Q,) = Q), i.e. un morphisme
continu de @, dans C*. On a une filtration naturelle de Q par les sous-
groupes U,, pour m € Zxo avec Uy = Z; et Uy =1+p"Z, sim > 1. La
continuité de x impose que x|y, est trivial pour m assez grand. On définit alors
I'ezposant de x, a(x), comme le plus petit entier m tel que x|y, soit trivial. 11
est d’ailleurs intéressant a plus d’un titre de considérer plutot la quantité p»(),
dite conducteur de .

Soit maintenant 7 une représentation lisse de GL,,(Q,), i.e. un morphisme
continu de GL,,(Q,) dans GL(V) (ou V un C-espace vectoriel et ou GL(V') est
muni de la topologie discréte). On cherche a étendre a ce contexte la notion de
conducteur. On suppose de plus que 7 est irréductible.

Si 7 est de dimension finie (i.e. si dim V' < 00), alors on montre simplement
qu’elle est en fait la composée du déterminant et d’un caractére de Q; (et
donc de dimension 1). Hormis ce cas, on a donc affaire & une représentation de
dimension infinie et, plutét que de chercher un sous-groupe K de GL,(Q,) tel
que mx soit triviale, on s’intéresse aux sous-groupes compacts K les plus gros
possibles de GL,,(Q,) tels que l'espace des K-invariants 7K soit non trivial.

Le fait de trouver alors une famille de sous-groupes compacts « avec de
bonnes propriétés » ! est délicat. Le premier résultat en ce sens historiquement
est le travail d’Arthur Atkin et Joseph Lehner concernant les formes modulaires
pour des sous-groupes arithmétiques de SLy(Z) dont le but était de détecter,
parmi les formes modulaires, celles qui sont nouwvelles et celles qui sont an-
ciennes. Ce travail, réinterprété par William Casselman, fournit une famille

1. Nous restons volontairement vague pour I'instant. A noter que I’idée naturelle d’utiliser
la filtration de GLn(Qp) par {GLn(Zp), (1 + p™Mn(Zp))m>1} ne donne pas de résultats
satisfaisants.
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intéressante (en fait, une suite décroissante) de tels sous-groupes compacts de
GL2(Q,). Hervé Jacquet, Ilia Piatetski-Shapiro et Joseph Shalika généralisent le
point de vue de Casselman dans [JPSS81] et utilisent la famille de sous-groupes
de congruences suivante? : K(1) = GL,(Z,) et, pour m > 1,

A B A€GL, 1(Z,)
K(p™) = <c d) € GL,(Z,)| C € My _1(p™Z,)
del+pmZ,

Sous des hypothéses de généricité de m que nous ne détaillons pas (mais qui
sont par exemple satisfaites si 7 est la composante locale d’une représentation
automorphe cuspidale de GL,, sur Q), ces auteurs montrent qu’il existe un plus
petit entier m, noté a(w), tel que m ait des K (p™)-invariants. Mieux, ces in-
variants sont alors de dimension 1 ([JPSS81]|, §5 Théoréme). La encore, il est
intéressant de considérer la quantité p*(™), le conducteur de .

On remarque d’ailleurs que, lorsque n = 1, les sous-groupes K (p™) sont bien
égaux aux sous-groupes U,,, assurant la cohérence de ces définitions.

Les conducteurs locaux ainsi définis ont une manifestation globale remar-
quable et importante. Soit IT une représentation automorphe cuspidale de GL,,
sur Q : pour chaque nombre premier p, sa composante locale (en p) II,, est bien
définie, c’est une représentation lisse irréductible de GL,,(Q,). Notons N(II) le
produit des p*r) lorsque p parcourt ensemble de tous les nombres premiers
(ce produit est bien défini car on a a(Il,) = 0 pour 7, non ramifiée et donc pour
presque tout p). Alors ce conducteur global intervient dans ’équation fonction-
nelle qui relie la fonction L de II, définie par Roger Godement et Hervé Jacquet
[GJ72], a celle de sa représentation contragrédiente IV :

L(s,I1) = (I N(m) 29 L(1 — 5,11Y),

ot &(IT) est une constante (c’est en fait la valeur de la fonction epsilon en s = %,
selon I’écriture de [JPSS81]). C’est d’ailleurs un des objectifs de [JPSS81] que
de montrer que les entiers a(Il,) définis par la filtration K(p™) (pour tout p)
sont bien ceux qui interviennent dans 1’équation fonctionnelle (pour étre exact,
ils raisonnent dans l’autre sens).

Reprenons notre caractére x de Q). Par la théorie du corps de classes local,
on peut aussi le voir comme un caractere de Wq,, le groupe de Weil de Qp,
un substitut ad hoc du groupe de Galois Gal(Q,/Q,). Quitte & tordre notre
caractére y par un caractére non ramifié, on peut méme le voir comme un
caractére du groupe de Galois d’une extension galoisienne finie L/Q, de Q,.
Il est alors possible de définir son exposant d’Artin qui mesure (également via
une filtration) sa ramification « coté galoisien » et c’est une des propriétés de la
théorie du corps de classes (voir [Ser62], XV §2) que la filtration « galoisienne »

2. Nous adoptons des notations légérement différentes dans un souci de cohérence, ainsi ce
que nous notons K(p™) est noté K, loc. cit.
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correspond, via ’application de réciprocité d’Artin, a la filtration U, introduite
ci-dessus : on compte bien la méme chose.

En dimension supérieure, la correspondance de Langlands locale pour GL,, 3
associe, & une représentation lisse irréductible © de GL,,(Q,), une (classe de
conjugaison de) représentation semi-simple continue ¢ = Z(7) de WDgq, de
dimension n, ot WDgq, est le groupe de Weil-Deligne de Q,, produit direct de
Wg, et du groupe compact SU(2).

On peut encore définir 'exposant d’Artin de ¢ et se pose alors la question
de savoir si les conducteurs (ou les exposants) sont les mémes pour 7 et pour
son paramétre de Langlands £ (7). La réponse est oui par construction de la
correspondance de Langlands, dont on veut qu’elle respecte ce genre de pro-
priétés. Il faut noter que cette compatibilité est d’ailleurs utilisée pour rigidifier
la correspondance (et elle est « cachée » dans la compatibilité des facteurs ep-
silon de paires dont le rdle crucial a été identifié par Henniart [Hen85|, [Hen93]).

Conducteur d’une représentation locale de SO,

Fort de cette mécanique bien huilée, on peut s’interroger sur ce qu’il se passe
pour un autre groupe (algébrique) que GL,,. Peu de choses sont connues en gé-
néral. Toutefois, dans le cas particulier du groupe GSp,, une théorie comparable
a celle de Atkin-Lehner/Casselman a été mise en place par Brooks Roberts et
Ralf Schmidt [RS07]. Une famille de sous-groupes dits paramodulaires y joue le
role des K (p™) ci-dessus : nous y reviendrons plus loin.

Partant des isomorphismes exceptionnels PGSp, ~ SO3 et PGSp, ~ SOs,
ainsi que d’une remarque d’Armand Brumer [BK10], Benedict Gross a par la
suite observé que la famille des groupes paramodulaires peut se définir plus
généralement pour tous les groupes spéciaux orthogonaux impairs, et il a formulé
une conjecture dans ce contexte général, que nous allons rappeler.

Précisons tout de suite & quels groupes on s’intéresse. On munit I'espace
Qf,"‘“ de la forme quadratique q : £ +— 122 + - + Topn_1Ton + x%nH et on
considére alors les automorphismes de Qg"“, qui préservent ¢ et qui sont de
déterminant 1. Cela définit un groupe (algébrique) réductif et déployé sur Q,,
noté SOQn+1.

Soit donc 7 une représentation lisse irréductible de SO2y,41(Q,) et reprenons
les choses a I’envers par rapport au cas de GL,,. La correspondance de Langlands
locale pour SOz, est connue par les travaux de James Arthur [Art13] et de
Colette Moeglin. A 7, Arthur associe son paramétre de Langlands ¢ = Z(7)
qui est un(e classe de conjugaison de) morphisme continu semi-simple de WDq,
a valeurs dans Sp,,, (C). En effet, les conjectures de Langlands précisent que les
paramétres d’un groupe réductif G sont & valeurs dans le dual de Langlands de
ce groupe “G. Ceci était « invisible » pour le cas de GL,, puisque le dual de
Langlands de GL,, est GL,, lui-méme, tandis que le dual de SOg,,41 est Spy,,-

3. Prouvée dans le cas non archimédien par Michael Harris et Richard Taylor [HTO01], avec
une seconde preuve par Guy Henniart [Hen00].
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On peut alors en utilisant la représentation tautologique (fidéle) 7 : Sp,,, (C) —
GL2, (C) voir notre parameétre ¢ comme une représentation continue semi-simple
(autoduale symplectique) de WDgq, et définir son exposant d’Artin. Cela nous
fournit alors une définition de 'exposant de m noté a(m,7) et, partant, de son
conducteur.

Il n’existe pas de théorie similaire a celle de Godement-Jacquet (en tout
cas pas aussi générale) pour associer une fonction L & une représentation m
lisse irréductible de SO2,11(Q,). On peut en revanche & ce dessein utiliser son
paramétre de Langlands ¢ et la construction classique d’Artin. De méme que
pour le conducteur, les objets sont bien définis & valeurs dans le groupe linéaire,
il est donc encore nécessaire de faire appel a une représentation de Sp,, (C).
Si l'on utilise la méme représentation tautologique 7, alors on définit L(s,m, T)
comme étant L(s,T o p).

Ces définitions étant posées, 'interprétation analytique globale du conduc-
teur en termes de fonctions L standard (dans l'esprit de ce qui a été fait supra)
découle alors tautologiquement du cas des groupes linéaires, du moins si ’on
admet D'existence de transferts vers GLg, (comme ceux fournis par la théorie
d’Arthur). La question restante importante est donc de trouver une interpréta-
tion des a(mp, 7) en termes de sous-groupes compacts ouverts de SOz, 41(Q)).

La conjecture de Gross

On en vient donc & ce qui était le premier point de notre discussion sur GL,, :
la question est de savoir si cette ramification est mesurable par une famille de
sous-groupes et des invariants de 7 associés.

Benedict Gross définit dans [Grol6] une famille de sous-groupes compacts
ouverts K (p™) de SO2,+1(Q,) pour m € Zxg, dits sous-groupes paramodu-
laires, ainsi qu’une famille de sur-groupes J(p™) (en fait plus naturels), vérifiant
J(p™)/K(p™) = Z/2L.

Conjecture. (Gross)

Soit ™ une représentation lisse irréductible générique de SOap41(Qp), de
conducteur p™. Alors pour tout x < m, 75®") = {0} et #K®™) £ {0},

Mieuz, ©5P™) est de dimension 1 et, si m > 1, le groupe J(p™) agit sur
cette droite par un signe, ce signe étant exactement le facteur epsilon de 7 (en
s = % ).

Dans le cas SO3 ~ PGLy, la famille de sous-groupes K (p™) est conjuguée a
(Pimage par SLy(Z) — PGLy(Z) de) la famille de sous-groupes de congruence
de SLy(Z) classiquement notés I'o(p™). La conjecture est alors un théoréme,
dont la preuve compléte est due & William Casselman ([CasT73]).

Dans le cas SO5 ~ PGSp,, la famille de sous-groupes K (p™) est conjuguée
a la famille des sous-groupes étudiés par Brooks Roberts et Ralf Schmidt dans
[RSOT7]. Ces deux auteurs démontrent loc. cit. la conjecture.

Indépendamment de la dimension, on remarque que dans le cas m = 0, on a
affaire & une représentation non ramifiée. La conjecture est alors trés classique-
ment vraie (voir paragraphes 4.3.1 et 5.4.1).
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Dans cette partie locale, on s’intéresse uniquement au cas m = 1, pour des
raisons qui s’éclaireront lorsque nous introduirons la partie globale.

Le seul résultat disponible a notre connaissance en toute dimension est celui
de la these de doctorat de Pei-Yu Tsai [Tsal3|, qui démontre la conjecture pour
7 supercuspidale (mais elle le démontre pour tout m).

Nous démontrons la conjecture dans le cas m = 1 sous I’hypothése que 7 est
tempérée. Puisque nous I’avons démontrée dans le cadre général d’un corps local
non archimédien de caractéristique nulle F' (d’anneau des entiers @ dont I'idéal
maximal est p), énongons le résultat dans ce cadre. Nous adoptons maintenant
les notations que nous avons utilisées dans le corps du texte : nous notons
respectivement Kg,J¥,J ce que Gross note K (1), K(p),J(p) et nous parlons
de sous-groupe compact hyperspécial, de sous-groupe paramodulaire, de sous-
groupe épiparamodulaire.

Théoréme A. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle.
Soit ™ une représentation irréductible tempérée de SOsgpy1(F). Soit 7 la re-
présentation tautologique (fidéle) Sps,, (C) — GLa,(C). Alors les propositions
sutvantes sont équivalentes :

1. 780 = {0} et 77 #£ {0} ;
2. w est de conducteur p.

De plus, ’espace des invariants 7" est une droite, sur laquelle le groupe J agit
par un signe. Ce signe est égal d e(m,T).

On renvoie aux Théorémes 5.4.6 et 5.5.4 (et & tout le paragraphe 5.5 pour
la définition correcte de e(m,7) qui fait intervenir un caractére additif de F).
Nous ne savons pas démontrer la conjecture dans le cas ou m n’est pas tempérée,
plus exactement nous ne savons pas démontrer I'implication 2. = 1. Une piste
potentielle serait de faire I’analogue en conducteur p de ce que fait Casselman
en conducteur O dans [Cas80|, pour s’assurer que le quotient de Langlands a
bien les invariants souhaités. Ces représentations non tempérées n’interviennent
cependant pas dans notre étude globale.

Précisons maintenant la structure de notre travail et les étapes de la démons-
tration.

Nous commencons par des rappels généraux sur les représentations lisses
des groupes réductifs p-adiques, qui nous permettent en outre de fixer certaines
notations pour la suite (Chapitre 1).

Nous formulons également des rappels concernant la correspondance de Lan-
glands (Chapitre 2), notamment dans les cas que nous utiliserons des groupes *
GL,, et SOg,,+1. Nous analysons de fagon plus approfondie au §2.4 la forme que
prennent les paramétres de Langlands discrets de SOg;,41.

Nous définissons au Chapitre 3 les groupes hyperspéciaux, épiparamodulaires
et paramodulaires, suivant [Grol6] et [Tsal3]. Plusieurs éléments nouveaux et
déterminants pour la démonstration interviennent.

4. Notre convention est de noter les groupes algébriques par des lettres droites et grasses.
Pour la lisibilité, nous faisons une exception pour les familles de groupes GLy, Sp,,, SOn.

19



— On remarque que les groupes épiparamodulaires et paramodulaires ont
les mémes propriétés de « bonne intersection » avec les sous-groupes de
Levi de SOg,41(F), que les sous-groupes compacts hyperspéciaux (cf.
Propositions 3.3.2, 3.4.3, 3.5.3), i.e. une telle intersection fait apparaitre
des sous-groupes du méme type permettant un raisonnement par récur-
rence sur la dimension 2n + 1.

— Le groupe paramodulaire J* est défini comme un sous-groupe d’indice 2
du groupe épiparamodulaire J (Proposition-Définition 3.5.1). Nous don-
nons une autre caractérisation (a notre connaissance nouvelle) de J* a
Pintérieur de J par la norme spinorielle (§3.6). L’avantage de la norme
spinorielle est qu’elle est définie sur SOq,41(F') tout entier, si bien qu’une
torsion adéquate nous permettra de raisonner sur des représentations avec
des J-invariants plutot que sur des représentations avec des J*-invariants.

— Les factorisations d’Twasawa faisant intervenir les groupes Kg et J (voir
paragraphe 3.7) et un sous-groupe de Borel de SOg,4+1(F) se trouvent
dans la thése de Tsai §7.2. Nous en donnons une nouvelle démonstration,
géométrique avec des réseaux (la ou elle utilisait des techniques immobi-
lieres).

Le Chapitre 4 caractérise les représentations qui vérifient la propriété 1. du

Théoréme et fait intervenir le résultat-clé suivant (c’est la Proposition 4.2.6,
merci & Colette Moeglin de nous avoir indiqué cette piste).

Proposition. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle.
Il nexiste pas de série discréte de SOz, 41(F) pour 2n + 1 > 5 ayant des J*-
mvariants.

Outre les trois ingrédients du Chapitre 3 sus-mentionnés, la démonstration de
cette Proposition utilise les propriétés des foncteurs de Jacquet des séries dis-
crétes, en lien avec la paramétrisation de Langlands, démontrées par Colette
Moeglin et Marko Tadi¢ ([Maeg02], [MTO02]). Cela nous permet de nous ramener
au fait suivant : si 7 est une série discréte non ramifiée pour GL,,, alors n =1
et  est un caractére (non ramifié).

Indiquons également que nous n’utilisons pas le résultat de Tsai (dont les
techniques de démonstration sont différentes des notres). En effet, une représen-
tation ayant des J*-invariants posséde a fortiori des I-invariants ot I désigne un
sous-groupe d’Iwahori (c’est la Proposition 3.5.2), elle est donc classiquement
dans la série principale non ramifiée et ne peut donc pas étre supercuspidale
(sauf bien str si 2n +1=1).

Enfin, au Chapitre 5, aprés avoir rappelé comment définir le conducteur
d’une représentation locale et redémontré {’inégalité d’Henniart (5.4), nous mon-
trons que les représentations lisses irréductibles tempérées de SOg,41(F) de
conducteur p sont exactement celles que nous avons identifiées au Chapitre pré-
cédent. Cela démontre ainsi le Théoréme de fagon plus explicite que nécessaire
(puisqu’on sait exactement de quelles représentations il s’agit). Nous terminons
par des rappels sur les facteurs epsilon (§5.5) qui nous permettent de vérifier la
bonne propriété de détection du signe local par I'action du groupe J sur ’espace
des J*t-invariants (Théoréme 5.5.4).

20



Enoncés globaux

Dans la seconde partie de cette thése, de nature globale, notre objectif est
de généraliser au cas d’un conducteur > 1 les résultats de classification de re-
présentations automorphes cuspidales obtenus par Chenevier-Lannes (J[CL19],
Théoréme F) et Chenevier-Taibi (|[CT20], Theorems 3, 4, 5) dans le cas du
conducteur 1. Avant d’énoncer nos résultats, discutons plus en détail le type de
représentations que ’on cherche a classifier.

On s’intéresse ici aux représentations automorphes cuspidales des groupes
linéaires GL,,, définis sur le corps Q des rationnels. Nous ne commentons pas
le choix du corps de base (d’autres cas seraient intéressants, mais ne sont pas
étudiés ici), mais nous attardons sur le choix des groupes linéaires (plutot que
de groupes généraux).

Les représentations automorphes cuspidales du groupe linéaire disposent en
effet de meilleures propriétés.

— Leurs fonctions L (et plus généralement celles de paires de telles repré-

sentations) ont des propriétés analytiques bien comprises et démontrées
(c’est 'objet du §6.4 que de les rappeler).
— Il y a une rigidité trés forte® sur ces représentations comme 'indique le

Théoréme de multiplicité 1 forte pour GL,, ([PS79], [JS81]).

Au-dela de ce seul confort d’étude, le cas de GL,, est primordial (au sens
de « devant étre étudié en premier »). En effet, selon les conjectures globales
de Langlands et d’Arthur, toutes les représentations automorphes cuspidales de
tous les groupes réductifs s’expriment en termes d’objets pour le groupe linéaire :
il faut donc d’abord comprendre les représentations automorphes cuspidales de
GL,, avant de pouvoir s’intéresser a celles des autres groupes.

Le lecteur peut alors étre surpris que I'étude locale ait porté sur le groupe
SOg,,+1 @ c'est précisément que nous utilisons cette intrication en sens inverse.
Cette approche est rendue possible par le travail monumental de James Ar-
thur ([Art13]), et par le complément apporté par Olivier Taibi (|Tail8|), cas
particuliers des conjectures globales susmentionnées.

Nous poursuivons donc ici un objectif de classification des représentations
automorphes cuspidales du groupe linéaire sur Q. Cette question est évidemment
encore trop générale et il faut préciser a quelle sous-classe de représentations on
va s’intéresser.

Notre premiére restriction concerne le fait que I’on s’intéresse uniquement
aux représentations algébriques. Ces représentations sont d’un intérét particulier
car, selon des conjectures de Fontaine-Mazur et Langlands ([FM95], [Lan97]),
elles sont reliées a la cohomologie des variétés algébriques sur Q. Rappelons leur
définition.

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q. Alors sa
composante archimédienne 7., admet un caractére infinitésimal que ’on peut

5. A laquelle est d’ailleurs liée le fait que la correspondance de Langlands locale pour GL,,
soit une bijection.
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voir suivant Harish-Chandra et Langlands (on renvoie & [Lan67]), comme une
classe de conjugaison semi-simple de M,,(C). On appelle poids de 7 (ou de
7 par abus de langage) les valeurs propres de cette classe de conjugaison semi-
simple. Une représentation automorphe cuspidale est dite strictement algébrique
si ses poids sont des entiers relatifs wy; > --+ > w,. Quitte & tordre 7 par une
puissance de la norme, on peut supposer que le plus petit des poids w, est
0, le plus grand étant alors appelé poids motivique de 7 et noté w(w). Selon
les conjectures susmentionnées, 7 est ainsi associée & une représentation p :
Gal(Q/Q) — GL,(Qy) géométrique et irréductible dont les poids de Hodge-
Tate sont ceux de 7, de poids de Deligne égal a w(m) avec la fonction L (de
Godement-Jacquet) de 7 égale & la fonction L (d’Artin) de p.

En réalité, le fait que 7w ne soit pas un module de Harish-Chandra quel-
conque, mais bien la composante archimédienne d’une représentation auto-
morphe cuspidale impose que la quantité w; + w,4+1—; est constante lorsque ¢

parcourt {1,--- ,n} (c’est le lemme de pureté de Clozel). Il est alors plus naturel
de centrer les représentations et on dira dans ce texte que 7 est algébrique si ses
poids wy > --- > w, avec w; = —Wn4+1—; sont tous dans Z ou tous dans %Z — 7.

Avec cette convention, le poids motivique de 7, w() est défini comme étant 2w, .

Notre seconde restriction concerne le conducteur des représentations auto-
morphes cuspidales. Soit donc 7 une telle représentation. De méme que l'on a
contraint (avec I’algébricité) la composante archimédienne m.,, nous allons im-
poser des conditions aux places finies. Soit p un nombre premier, la composante
locale , est une représentation admissible irréductible générique de GL,,(Q))
et on peut donc définir son conducteur qui se manifeste, d’aprés la discussion
supra, de trois fagons : invariants par une certaine famille de sous-groupes, équa-
tion fonctionnelle, exposant d’Artin du parameétre de Langlands. Le conducteur
de 7 est alors défini comme le produit des conducteurs de ses composantes lo-
cales m,, ce produit étant en fait un produit fini puisque 7, est non ramifiée
hors d’un nombre fini de places.

Notons que 'on dispose déja du résultat de finitude suivant di & Harish-
Chandra [HC68] : soit n > 1, alors il n’existe qu’un nombre fini de représenta-
tions automorphes cuspidales algébriques de GL,, sur Q de poids et de conduc-
teur fixés. Savoir quel est ce nombre, et quelles sont les représentations en ques-
tion devient une question trés difficile dés que n > 2 car alors GL,,(R) n’a plus
de séries discrétes et on ne dispose d’aucune « formule de dimension » d’espaces
de formes automorphes. C’est donc tout l'intérét de 'objectif de classification.

Le cas le plus naturel a considérer selon ce prisme est celui du conducteur 1,
i.e. oll T, est non ramifiée pour tout p et il a été exploré par Gaétan Chenevier
et ses co-auteurs David Renard [CR15], Jean Lannes [CL19] et Olivier Taibi
[CT20]. Ces auteurs parviennent a lister toutes les représentations automorphes
cuspidales algébriques de GL,, (bien noter que n est quelconque) de conducteur
1, sous restriction de poids motivique (< 23).

Notre objectif est de conduire le méme travail, mais dans un cas minima-
lement ramifié, qui est celui du conducteur p (une seule place qui ramifie, et
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de fagon minimale). Il faut déja noter qu’en « petit poids », il existe une amé-
lioration du résultat de finitude de Harish-Chandra, due & Chenevier ([Che20],
Theorem A) : soit N € Z~g, alors il n’existe qu’un nombre fini de représenta-
tions automorphes cuspidales algébriques de GL,, (avec n variable) sur Q, de
conducteur N et dont les poids sont dans [f%; %] N %Z. Ce résultat ne dit pas
davantage que celui de Harish-Chandra quel est ce nombre, et quelles sont les

représentations en question : c¢’est I’objet de notre travail.

On dira qu’une représentation est réguliére si ses poids sont distincts.

Théoréme B. Il existe exactement 10 représentations automorphes cuspidales
algébriques de GL,, sur Q de conducteur 2 et de poids motivique < 17 :

— 6 pour GLy : EF, Eg, Efy, Ef3, Efs, B 5
— 4 pour GLy : Ef5,5v Efma Ef7,77 E1+7797'
— aucune pour GL,, avec n # 2,4.

En particulier, elles sont toutes autoduales et réguliéres.

Il nous faut préciser un peu les notations. Les indices désignent les doubles
des poids positifs de la représentation (ainsi les poids de E,, , sont {£%,+5}),
tandis que I'exposant indique le signe du facteur epsilon local en 2 de la repré-
sentation (ce que nous appellerons plus briévement signe local en 2).

Ainsi la représentation Ef, désigne la% représentation automorphe cuspidale
de GL3 engendrée par la droite S,11(Fp(2),¢) des formes modulaires parabo-
liques de poids w + 1 pour le sous-groupe de congruence I'g(2) C SLy(Z), et
de signe d’Atkin-Lehner ¢ (c’est un fait, commenté au §8.1.2, que le signe local
g9(m) est le méme que le signe d’Atkin-Lehner).

Nous avons également les extensions suivantes. La premiére concerne les
représentations autoduales.

Théoréme C. ] existe exactement 20 représentations automorphes cuspidales
algébriques autoduales de GL,, sur Q de conducteur 2 et de poids motivique
< 19. Outre les 10 représentations de poids motivigue < 17 ci-dessus, nous
avons les représentations suivantes :

— 2 pour GLy : Ef97 Elg;
Lt - + - + - .
— 6 pour GL4 : E19,3a E19.,5a E19,97 E19,97 E19,11: E19,13’
i Nt + .
— 2 pour GLg : Ei9.13,30 Eig,13,5 5
— aucune pour GL,, avec n # 2,4,6.

En particulier, elles sont toutes réguliéres.

La seconde extension est conjecturale, et concerne les représentations auto-
duales réguliéres.

6. Etant entendu que dim S,,+1(T0(2),€) = 1; sinon il y a autant de représentations au-
tomorphes cuspidales de GL2 que la dimension de Sy41(I'0(2),€), représentations que nous
distinguons d’ailleurs par des lettres en exposant.
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Conjecture D. Soit m une représentation automorphe cuspidale algébrique au-
toduale réguliére de GL,, sur Q de conducteur 2 et de poids motivique < 21.

Alors n < 8 et w appartient & une liste finie explicite dont les éléments
sont donnés en Annexe A. Outre les 20 représentations ci-dessus, on trouve 40
représentations de poids motivique 21 exactement, dont on connait les poids et
le signe local en 2.

La finitude est ici automatique (par le résultat de Harish-Chandra mentionné
supra, noter cependant Pamélioration de n < 22 a priori & n < 8), c’est le fait
que l'on dispose d’informations précises sur les éléments de cette liste qui im-
porte.

Et on peut enfin étendre dans une autre direction. Notons by = 17 ; b3 =
13; b5:11; b7:b11:7; b13:5; b17:3.

Théoréme E. Soit m une représentation automorphe cuspidale algébrique de
GL,, sur Q de conducteur premier p < 17 et de poids motiviqgue impair < by,.

Alors © appartient & une liste finie explicite dont les éléments sont donnés
en Annexe A, en particulier la dimension n est bornée. De plus, m est autoduale,
réguliére, et on connait son signe local en p.

Notre travail utilise les deux mémes techniques que les livre [CL19] et article
[CT20] déja cités.

— Une technique constructive liée aux travaux de James Arthur qui per-

met de démontrer ’existence de représentations automorphes cuspidales
autoduales algébriques réguliéres de GL,,.
En effet, la classification endoscopique d’Arthur, notamment la formule
de multiplicité, les met en relation (par une combinatoire inductive et
intriquée) avec les représentations automorphes discrétes = de groupes
classiques (orthogonaux et symplectiques) sur Q telles que 7, est une
série discréte. Ces derniéres sont alors reliées & des objets plus classiques
(formes modulaires classiques, de Siegel, fonctions de réseaux) qu’il de-
vient possible de compter (existence de « formules de dimensions »).

— Une technique limitative liée a la formule explicite de Riemann-Weil dans

le cadre présenté par Jean-Frangois Mestre [Mes86] qui nous permet d’in-
terdire ’existence de certaines représentations.
Typiquement, on montre qu’une représentation 7w putative de poids et
de conducteur fixés n’existe pas en montrant que la fonction L de la
paire {m, 7’} (pour une représentation 7’ connue bien choisie) ne peut
pas exister.

En poids motivique suffisamment petit, nous arrivons & « abouter » exacte-
ment ces deux techniques, nous fournissant la liste exhaustive recherchée.

La quasi-totalité de notre travail a porté sur le conducteur 2 et ce, pour deux
raisons (outre le fait que c’est le premier nombre premier) :
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— la technique limitative avec la formule explicite ne fonctionne bien qu’en
petit poids et en petit conducteur : la « perte d’efficacité » est specta-
culaire lorsque le conducteur croit comme le laisse deviner ’énoncé du
Théoréme E (& comparer aussi aux énoncés en conducteur 1 de [CL19],
[CT20])

— il existe deux facons différentes” d’étre de conducteur p premier et une
seule des deux existe quand p = 2 (c’est Pobjet du Lemme 6.3.4).

Nous précisons maintenant la structure de notre travail et les étapes de la dé-
monstration des Théorémes B, C, E.

Le Chapitre 6 précise de maniére plus formelle les objets que 'on étudie.
Nous en profitons pour rappeler ensuite au §6.4 comment calculer les fonctions
L et facteurs epsilon des représentations automorphes cuspidales algébriques (et
méme des paires de représentations), ce qui nous sera utile aux Chapitres 9 et
10. Ce Chapitre se termine par la présentation de 'alternative symplectique-
orthogonale au sens de [Art13] et par la cruciale Proposition 6.5.3 qui explique
pourquoi nous avons besoin de comprendre les représentations locales du groupe
SOg,,+1 (et fait donc le lien avec la Premiére Partie).

Le Chapitre 7 présente des rappels de la théorie d’Arthur globale pour les
groupes spéciaux orthogonaux impairs dans un cadre ad hoc. C’est la mise en
place de la technique constructive qui relie les représentations automorphes cus-
pidales de groupes spéciaux orthogonaux bien choisis & des représentations auto-
morphes cuspidales du groupe linéaire (et méme de groupes linéaires au pluriel),
dont I’aboutissement est le Corollaire 7.6.2. Le Théoréme A joue un role crucial
ici, car il nous permet d’expliciter la formule de multiplicité d’Arthur associée
a un parameétre global algébrique tempéré et de conducteur sans facteur carré.
Mentionnons que nous utilisons également de maniére importante le cas particu-
lier de la conjecture de Ramanujan démontré par Sug-Woo Shin et Ana Caraiani
(cité ici comme Théoréme 7.3.4).

Le Chapitre 8 nourrit cette machinerie en fournissant, a travers des formules
de dimensions, les cardinaux des ensembles que le Corollaire 7.6.2 met en ceuvre.
A noter que ces formules sont 8.

— des dimensions d’espaces de formes modulaires classiques dans le cas

SOg ~ PGLQ 5
— des dimensions d’espaces de formes modulaires de Siegel dans le cas
SO5 ~ PGSp, dues a Tomoyoshi Ibukiyama et Hidetaka Kitayama [TK17] ;

— des dimensions d’espaces de fonctions covariantes sur des réseaux uni-

modulaires impairs dues a4 Chenevier et inédites dans les cas SO7 et SOq.

Le Chapitre 9 développe la technique limitative a travers la formule expli-
cite de Riemann-Weil dans le cadre présenté par Mestre [Mes86]. Outre une
ingénierie déja développée par [CL19| et [CT20], nous introduisons des outils

7. Si 'on mesure le conducteur avec le paramétre de Langlands, alors ces deux fagons
correspondent respectivement au facteur Wg, et au facteur SU(2) de WDq,.

8. I1 est abusif de noter ici SO2,+41 sans dire de quel groupe il s’agit. Ce sont en fait
exactement les groupes présentés au §7.1 et dont il est question dans tout le Chapitre 7.
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nouveaux pour prendre en compte le conducteur, ce qui n’est pas sans rajouter
une certaine technicité.

Enfin le Chapitre 10 détaille, poids motivique par poids motivique, la fagon
dont les techniques limitative et constructive se rejoignent pour nous fournir les
listes exhaustives des Théorémes B, C, E ci-dessus.

Un dernier commentaire s’impose pour préciser le lien entre nos deux Parties.

La technique limitative de la formule explicite fonctionne bien en petit
poids motivique, c’est-ad-dire qu’elle n’autorise que peu de multi-ensembles de
poids comme pouvant étre ceux d’une représentation automorphe cuspidale algé-
brique ?. Plus précisément, et puisqu’une représentation automorphe cuspidale
centrée et sa contragrédiente ont les mémes poids, la formule explicite tend (en
petit poids motivique toujours) a contraindre les putatives représentations a
étre autoduales : il n’y a « pas de place » pour deux représentations distinctes,
la représentation et sa contragrédiente doivent étre les mémes.

Ainsi, toutes les représentations que nous saurons classifier sont autoduales
régulieres (voir d’ailleurs les énoncés de nos Théorémes) symplectiques, ce qui
explique le réle joué par SOg, 41 dans notre travail.

Ce travail a été réalisé sous la direction attentive, exigeante et engagée de
Gaétan Chenevier. Je ne saurais trop le remercier de son enthousiasme, de sa
disponibilité et c’est un grand honneur pour moi que d’avoir pu bénéficier de son
encadrement. Je souhaite également remercier Colette Moeglin de m’avoir mis
sur la piste de la démonstration de la (cruciale) Proposition 4.2.6. Anne-Marie
Aubert et Ralf Schmidt ont accepté de relire ce travail en détail, je leur sais gré
du temps qu’ils y ont consacré et de leurs remarques d’amélioration.

9. Les multi-ensembles de poids autorisés tendent d’ailleurs & étre de vrais ensembles, i.e.
les poids sont distincts et les représentations correspondantes sont réguliéres.
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Premiére partie

Etude locale
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Chapitre 1

Représentations

1.1 Généralités

Dans tout ce paragraphe, G désignera un groupe quelconque et V un C-
espace vectoriel. La donnée d’une action de G sur V par automorphismes li-
néaires est la méme que celle d’un morphisme 7 : G — GL(V), on dit alors
que (m,V) est une représentation linéaire (complexe) du groupe G. On peut
aussi définir 1'algébre de groupe C[G] et munir V, via m, d’une structure de
C[G]-module (a gauche).

Un sous-espace de V' stable par I’action de G définit donc une sous-représen-
tation de V et on dit qu’une représentation est irréductible si elle n’admet pas
d’autres sous-représentations qu’elle-méme et la représentation nulle. Il est équi-
valent de parler de C[G]-module simple.

Etant donnée une famille (V;);c; de représentations de G, on peut construire
naturellement la représentation somme directe P, ; V.

Il est faux de dire en général que toute représentation se décompose en somme
directe de sous-représentations irréductibles ; une représentation qui vérifie cette
propriété sera dite semi-simple. De maniére équivalente, une représentation est
semi-simple si tout sous-espace stable (i.e. toute sous-représentation) admet un
supplémentaire stable. Cette équivalence provient d’un résultat général concer-
nant les modules semi-simples définis comme somme de modules simples (voir le
chapitre XVII de [Lan02]). Il existe des groupes dont toutes les représentations
sont semi-simples (les groupes finis et plus généralement les groupes compacts,
sous ’hypothése supplémentaire de continuité des représentations).

Une représentation (m, V) est dite de longueur finie, si elle est de longueur
finie comme C[G]-module, i.e. 'l existe une suite finie de sous-modules (sous-
représentations)

{0}=VhcWhcCc---CVp1 CV, =V

avec V;/V;_1 C[G]-module simple (i.e. G-représentation irréductible). On définit
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alors une semi-simplifiée de V', notée V*° par
n
Vs = Vi Vi
i=1

qui est bien semi-simple par construction. Le théoréme de Jordan-Holder (voir
par exemple [Lan02], ITI, §8) affirme alors que la classe d’isomorphie de V** ne
dépend pas du choix des V;. A fortiori, Uentier n est bien défini et est appelé
la longueur de V. Une représentation est semi-simple si, et seulement si elle
est isomorphe & sa semi-simplifiée et, dans ce cas, la longueur est le nombre de
termes irréductibles qui interviennent dans son écriture comme somme directe
(si ce nombre est fini).

Un morphisme de (w1, V1) vers (me, V2), représentations de G, est une ap-
plication linéaire ¢ : V3 — V5 qui commute a Paction de G i.e. telle que
pomi(g) = ma(g)ow pour tout g dans G. L’ensemble de tels morphismes est noté
Homg (V7, V3) et on parle de G-morphismes, ou d’opérateurs d’entrelacement.
On peut voir cet espace comme 'ensemble des éléments de Home (Vy, V3) fixes
sous laction de G donnée par g - ¢ : vy — m2(g9) " (¢(m1(g9)(v1))).

En particulier, si on prend V5 = C muni de la représentation triviale, on
définit ainsi la représentation duale (77, Vi*) de (w1, V7).

Soit (m,V) une représentation de G et soit (p, W) une représentation ir-
réductible de G (ou plus exactement une classe d’équivalence pour les opé-
rateurs d’entrelacement bijectifs de représentation irréductible). On définit la
composante p-isotypique de V, notée V* comme étant la somme de tous les
sous-espaces stables (irréductibles) de V' de classe p. Alors Homg(W, V) @c W
s’injecte (comme G-représentation) dans V? et lui est isomorphe si Homg (W, V)
est de dimension finie. Un cas particulier est celui ot p est la représentation tri-
viale : la composante isotypique associée correspond aux points de V fixes sous
'action de G, ce que 1'on note plus classiquement V.

Tout G-morphisme préserve les composantes isotypiques. Plus précisément,
étant donnés deux représentations (71, V1) et (w2, V2) de G, un opérateur d’en-
trelacement ¢ : V3 — V5, et une représentation irréductible p de G, on a :

p(VY) C V3.

Enfin, une représentation semi-simple est somme (canonique) de ses compo-
santes isotypiques.

1.2 Groupes localement profinis

Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique nulle (i.e. une ex-
tension finie d’un corps p-adique). On note O son anneau des entiers et p son
idéal maximal. On choisit une uniformisante w telle que p = wO et la valeur
absolue | - | : F — R, est normalisée par |w|r = (#0O/p)~*, le corps résiduel
k = O/p étant bien un corps fini, dont on notera p la caractéristique.
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Définition 1.2.1. Un espace topologique est dit localement profini sl est séparé
et si tout point admet une base de voisinages formée par des compacts ouverts.

Proposition 1.2.2. Un espace topologique est localement profini si, et seule-
ment s’il est séparé, localement compact, totalement discontinu.

En pratique, on considérera des groupes localement profinis, i.e. des groupes
topologiques dont ’espace sous-jacent est un espace localement profini. Il suffit
alors de vérifier que ’élément identité du groupe admet une base de voisinages
par des sous-groupes ouverts compacts (et cette condition est nécessaire par le
théoréme de van Dantzig, voir [EH94] 7.7). Les sous-groupes fermés (en particu-
lier le centre) et les quotients (par un sous-groupe fermé distingué) d’un groupe
localement profini sont des groupes localement profinis.

Le corps F' est localement profini ainsi que tous les espaces vectoriels de
dimension finie sur F'. En particulier, pour n > 1, 'espace des matrices carrées
de taille n puis 'ouvert des matrices inversibles GL,,(F') sont localement profi-
nis. Ainsi, si G est un groupe algébrique affine défini sur F', on dispose d’une
immersion fermée G — GL,, qui permet de munir G(F) de la topologie trace
de GL,,(F) et donc d’une structure de groupe localement profini. La topologie
ainsi définie ne dépend pas du choix de 'immersion fermeée.

On peut maintenant définir la notion de représentation lisse.

Définition 1.2.3. Soit G un groupe localement profini et soit (7, V') une repré-
sentation linéaire de G ou V est un C-espace vectoriel. On dit que (m,V) est
lisse si pour tout v € V, il existe un sous-groupe ouwvert K C G (que l’on peut
supposer compact) tel que pour tout k € K, n(k)v =v (i.e. v est K-invariant).

De fagon équivalente, en notant VE I’ensemble des vecteurs de V' fixés par

K, (m, V) est lisse si
v=Jv¥
K

ot K parcourt l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts.

Remarque : C’est bien une condition de [lissité puisqu’elle revient & voir que,
pour tout v € V, la fonction g — m(g)v est localement constante (i.e. continue
si Pon munit V' de la topologie discréte).

On voit immédiatement que toute sous-représentation (resp. tout quotient)
d’une représentation lisse est lisse.

On se donne pour toute la suite de cette section un groupe localement profini
G. La catégorie des représentations lisses de G, notée ici Rep(G) est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des représentations complexes, c¢’est-a-dire qu'un
morphisme entre représentations lisses est simplement une application linéaire
qui commute & ’action de G.

Définition 1.2.4. On note Irr(G) Uensemble des classes d’équivalence (pour les
opérateurs d’entrelacement bijectifs) de représentations lisses irréductibles de G.
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Si (m, V) est une représentation lisse de G, on peut, pour chaque sous-groupe
compact ouvert K, considérer par restriction (71" K, V) représentation de K, qui
est alors semi-simple (par lissité et par compacité de K) : on dit que V est
K-semi-simple.

Lemme 1.2.5. Soient Vi, Vs, et V3 trois représentations lisses de G. Alors la
suite

0 Wi Va V3 0

est exacte si, et seulement si, pour tout sous-groupe compact ouvert K de G, la
suite

est exacte.
Démonstration. C’est le Lemme 5.2.1 de [DeB]. O

Définition 1.2.6. Une représentation lisse (w,V) de G est dite admissible si
pour tout sous-groupe compact ouvert K, l'espace VI est de dimension finie.

On a la caractérisation équivalente suivante :

Proposition 1.2.7. Une représentation lisse (w, V') est admissible si, et seule-
ment st pour un sous-groupe compact ouvert Ky, on a :

Vp € Irr(Kp), dim V* < +o0

ou VP désigne la composante p-isotypique.
Cette propriété est alors vérifiée pour tout sous-groupe compact ouvert K.

En particulier, le Lemme 1.2.5 nous dit que toute sous-représentation (resp.
tout quotient) d’une représentation admissible est admissible.

Les groupes localement profinis que 'on étudie (F-points d’un groupe algé-
brique affine défini sur F') possédent une propriété topologique supplémentaire
qui s’avére déterminante : ils sont séparables, a savoir qu’ils admettent une base
dénombrable d’ouverts. En particulier, I’élément identité posséde une base dé-
nombrable de voisinages (par des sous-groupes compacts ouverts si 'on veut).
On a alors, pour tout sous-groupe compact ouvert K le fait que ’espace quo-
tient G/K est dénombrable ([Renl0], section 11.3.2). Cette propriété implique
le lemme technique suivant et sa fameuse conséquence.

Lemme 1.2.8. Soit (7,V) une représentation lisse irréductible de G. Alors
dimc V' est au plus dénombrable.

Proposition 1.2.9. Lemme de Schur
Soit (7, V) une représentation lisse irréductible de G. Alors tout opérateur
d’entrelacement de (m,V) avec elle-méme est une homothétie.
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Démonstration. (de la Proposition, suivant [BH06| p. 21)

Soit ¢ € (Endg(V)) \ {0}. Alors Ker (¢) et Im (¢) sont des sous-espaces G-
invariants de V. L’irréductibilité impose Ker(¢) = {0} et Im(¢) = V, autrement
dit, tous les éléments non nuls de Endg (V') sont inversibles, i.e. Endg (V) est
une C-algébre a division.

Soit vo € V' \ {0}, alors par irréductibilit¢ de V, on a V.= 3> Cg - vo,
ainsi un élément ¢ € Endg(V) est déterminé uniquement par la valeur ¢(vg).
L’espace Endg (V) est donc de dimension dénombrable. Supposons maintenant
qu’il existe un ¢ € Endg (V) qui ne soit pas une homothétie (i.e. ¢ ¢ C), alors
¢ est transcendant sur C et engendre un corps C(¢) C Endg (V). La famille
{(¢—a)~ta € C} est libre, si bien que la dimension de C(¢) est indénombrable,
ce qui fournit une contradiction. Finalement Endg (V) = C. O

Donnons tout de suite une conséquence importante du lemme de Schur.

Corollaire 1.2.10. Soit (7, V) une représentation lisse irréductible de G. Alors
le centre Z(G) de G agit sur V via un caractére wy : Z(G) — C*, dit caractére
central.

Démonstration. Le lemme de Schur nous donne directement l'existence d'un
morphisme w, : Z(G) — C* tel que z - v = wy(2)v pour z € Z(G). Si K
est un sous-groupe compact ouvert tel que VE £ 0 alors w, est trivial sur le
sous-groupe compact ouvert K N Z(G) de Z(G), ainsi w, est bien continu. O

Il est faux en général que le dual d’une représentation lisse est lisse, c’est
pourquoi nous devons définir la notion de dual lisse.

Soit (m, V') une représentation lisse de G, on a défini au paragraphe 1.1 sa
duale (abstraite) (7*, V*) et on peut définir le « crochet de dualité » :

V*xV —C
(" v) — (v, v)

correspondant & ’évaluation de la forme linéaire v* en le vecteur v. La repré-
sentation 7* de G est donc donnée par :

(T (g)v*, v) = (v*, (g~ )

On prend alors le lissé de cette représentation, i.e. on pose :

VY = U(V*)K
K
ou K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de G. C’est un sous-espace
G-stable de V*, et en notant 7V la restriction de 7* & V'V, on obtient la repré-
sentation lisse (7, V") dite contragrédiente ou dual lisse de la représentation
de départ. Par ailleurs, on a (VV)K ~ (V&)=

Proposition 1.2.11. Le foncteur contravariant V s VV de la catégorie des
représentations lisses dans elle-méme est exact.

Soit (7, V') une représentation lisse de G. Alors
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1. 7 est admissible si, et seulement si " est admissible, et dans ce cas,

Papplication canonique V- — (VY)Y est un isomorphisme de G-modules ;

2. m est irréductible si, et seulement si " est irréductible.

Démonstration. On renvoie au Lemme 5.1.7 et au paragraphe 5.2. de [DeB].
Le dernier point est facile si ’on suppose que 7 est admissible, mais dans le
cas général, il utilise de fagon cruciale ’admissibilité des représentations super-
cuspidales (et la classification a partir de celles-ci) que nous évoquons plus bas
(Proposition 1.3.4). O

1.2.1 Mesure de Haar et fonction modulaire

Les groupes localement profinis sont localement compacts, ils admettent
donc une mesure de Haar & gauche (positive et non nulle par définition), unique
a multiplication par un scalaire prés ([Bou63], Chapitre VII §1). Ce résultat
peut se démontrer dans le cas spécifique des groupes localement profinis avec
une preuve plus simple que celle du cas général (voir [Renl0] I1.3.6).

Pour un groupe localement profini G, on notera pg « la » mesure de Haar a
gauche (il y a un choix de normalisation & faire) qui nous permet de définir la
distribution

¢ r— /G #(g9)dpc(g)

otll ¢ est localement constante a support compact, si bien que l'intégrale est en
réalité une somme finie.
L’invariance a gauche de la mesure de Haar nous dit que

/G o(hg)duc(g) = /G o(g)dnc(h1g) = /G o(9)dpuc(9).

Etant donné un élément g € G, on peut définir la mesure (translatée a droite
par g) r(g) - pc : X = pg(Xg) ou X est un borélien de G. Cette mesure n’a
pas de raison a priori d’étre égale a la mesure ug mais elle est invariante par
translations a gauche et positive, donc c’est une mesure de Haar (& gauche)
et donc un multiple scalaire de la mesure de départ. Il existe donc un réel
strictement positif g (g) tel que r(g) - pe = da(9)pa-

On a donc défini la fonction modulaire d¢ : G — R dont on voit facilement
qu’elle est en fait un morphisme de groupes continu. Si la fonction modulaire
est constamment égale & 1 (par exemple si G est abélien, ou a 'opposé si G est
égal & son groupe dérivé fermé), on parle de groupe unimodulaire. Dans ce cas,
toute mesure de Haar a gauche est aussi une mesure de Haar & droite.

Proposition 1.2.12. — Un groupe compact est unimodulaire.
— Si un groupe est réunion de ses sous-groupes compacts, alors il est uni-
modulaire.
— Le groupe des F-points d’un groupe algébrique défini et réductif sur F' est
unimodulaire.
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Démonstration. On utilise la continuité de g et le fait que le seul sous-groupe
compact de R est {1}.
Pour le troisiéme point, on renvoie & [Renl0] V.5.4. O

Du point de vue des intégrales, si ¢ est localement constante & support
compact, on a :

/ o(gh)duc(g) = / o(9)dpc(gh™) = b () / o(9)dnc (9)-
G G G

1.3 Coefficients matriciels et classes de représen-
tations

On se donne pour toute cette section un groupe localement profini séparable
G et on s’intéresse aux éléments de Rep(G), a savoir les représentations com-
plexes lisses. Puisque c’est le seul cas que nous aurons & traiter en pratique,
nous supposons dans cette section que G est unimodulaire. En particulier, le
sous-groupe fermé Z(G) Vest également et le groupe quotient G/Z(G) aussi.

Soit (m,V) € Rep(G) et soit (7V,VV) sa contragrédiente. Etant donnés
v € V (un vecteur) et A € VV (une forme linéaire lisse), on peut définir le
coefficient matriciel

Mxov G — C
g — Am(gv)

On a, avec le crochet de dualité précédemment introduit, my.(g9) =
(A, m(g)v) = (7 (g~ H)A, v). En particulier, par lissité de 7 et de 7, on trouve
un sous-groupe compact ouvert K tel que my , est bi-K-invariante.

Il y a autant de coefficients matriciels qu’il y a de vecteurs dans V et de
formes linéaires dans V'V (& multiplication par un scalaire prés). Néanmoins
on constate que, pour certaines propriétés, les coefficients matriciels ont un
comportement uniforme.

Soit (m, V') une représentation lisse, admettant un caractére central w, uni-
taire (i.e. a valeurs dans Pensemble des nombres complexes de module 1). Soient
veVet e VY etsoit my, le coefficient matriciel correspondant. Puisqu’il y
a un caractére central et que celui-ci est unitaire, la quantité |my ,(g)| est bien
définie sur G/Z(G) (on note abusivement g la classe d’un élément de G dans
G/Z(@)) et on peut alors dire que le coefficient matriciel est de carré intégrable
modulo le centre si :

/ Iman(9)[2dg” < oo,
G/Z(G)

ou dg* désigne une mesure de Haar sur G/Z(QG).

Cela revient a dire que m) , est un élément de L?(G,w,,dg*) 'espace des
fonctions lisses de G dans C pour lesquelles le centre agit par le caractére w,
et qui sont de carré intégrable sur G/Z(G) pour la mesure dg*. Or cet espace,
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muni de l'action & droite par translations, est une représentation de G : la
représentation réguliére (c’est en fait une sous-représentation de ’ensemble des
fonctions lisses pour la méme action). Elle est unitaire pour le produit scalaire
(G-invariant)

(1, f2)12(G wn dg™) =/ f1(9) f2(g)dg™.

G/Z(G)

Proposition 1.3.1. Soit (w, V) une représentation lisse, irréductible, dont le
caractere central (qui existe d’apres le Corollaire 1.2.10) est unitaire. Alors si
un coefficient matriciel (non nul) est de carré intégrable modulo le centre, tous
les coefficients matriciels le sont.

Démonstration. Soient A\g € V¥ et vy € V tel que le coefficient matriciel my, v,
soit non nul et de carré intégrable. En particulier )y et vy sont non nuls. Consi-
dérons I'ensemble A des v € V tels que le coefficient matriciel my, , soit de
carré intégrable. On voit aisément que A est un sous-espace vectoriel de V', non
réduit a {0} car il contient vg. Pour montrer que A = V, il suffit donc, par
irréductibilité de V', de montrer que A est G-stable.

Or, pour h € G, mx, ho(g) = Ao(g - (h-v)) = Xo((gh) - v) = mx, »(gh). Si
v € A, alors (par unimodularité de G/Z(G)) h-v € A également. Les coefficients
matriciels my, , sont donc de carré intégrable, quel que soit v € V' et le méme
raisonnement montre que cela reste vrai en remplacant Ay par n’importe quelle
forme linéaire dans V'V. O

Définition 1.3.2. Soit (w,V) une représentation lisse irréductible de G. On
dit que ™ est une série discréte ou de carré intégrable modulo le centre si son
caractére central w, est unitaire et si un coefficient matriciel de © (et donc
chacun d’eux) est de carré intégrable modulo le centre.

On dit que que m est une série essentiellement discréte ou essentiellement
de carré intégrable modulo le centre s’il existe un caractere lisse x tel que x ® ™
soit une série discréte.

Une situation ou la condition d’intégrabilité est naturellement remplie est
quand le coefficient matriciel, vu comme fonction sur G est & support compact
modulo le centre, i.e. quand I'image du support dans G/Z(G) est compacte.

Définition 1.3.3. Soit (w,V) une représentation lisse irréductible de G. On
dit que w est supercuspidale si tous ses coefficients matriciels sont & support
compact modulo le centre.

Proposition 1.3.4. 1. Une représentation supercuspidale est admissible.

2. Si(m, V) est supposée lisse irréductible et qu’un coefficient matriciel (non
nul) est a support compact modulo le centre, alors tous le sont et (mw,V)
est supercuspidale.

Démonstration. (suivant [BHO6] p. 71)
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Raisonnons par 'absurde en supposant que (7, V') n’est pas admissible. On
trouve alors un sous-groupe compact ouvert K tel que VX soit de dimension
infinie, et en fait de dimension infinie dénombrable & cause de I’hypothése de sé-
parabilité. Par conséquent (V)* = Homc (VX C), qui est isomorphe & (V)X
est de dimension infinie non dénombrable.

Soit v € V& non nul et soit Iapplication

r, : (VH¥ — 0*(G)
A — mxv

ot C*°(G) désigne 'ensemble des fonctions lisses de G dans C. L’application T',,
est G-équivariante (en munissant C*°(G) de action par translations a droite).

La représentation V, irréductible, est G-engendrée par v, ce qui nous assure
que I',, est injective. Son image est composée de fonctions f vérifiant :

F(zkgk') = wr(2)f(g), Vg € G,Vz € Z,¥k, K € K.

Ainsi, sur une double classe ZKgK, f est soit identiquement nulle, soit ne
s’annule jamais. Or on a la décomposition G = [], Kg; K ou I'ensemble d’in-
dices I est dénombrable (c’est la séparabilité de G), de laquelle on déduit
Z\G = U, Z\ZKg;K (I'union n’est plus disjointe). En tous les cas, cette dé-
composition liée & la compacité modulo le centre du support des coefficients
matriciels nous dit que chaque élément de 'image de T',, est & support dans un
nombre fini de doubles classes ZK ¢g; K. L’image de I',, est donc un sous-espace
de I'espace engendré par les fonctions caractéristiques de ces doubles classes, et
est en particulier de dimension au plus dénombrable, ce qui fournit une contra-
diction.

La démonstration du deuxiéme point est similaire & celle de la Proposition
1.3.1, utilisant 'irréductibilité de V. O

Remarque 1 : Une représentation supercuspidale est ici toujours supposée
irréductible (point sur lequel la littérature diverge).

Remarque 2 : Nous verrons plus loin (§ 1.5.3) une caractérisation trés dif-
férente (mais équivalente) de la supercuspidalité. Certains auteurs parlent a
propos de la propriété que nous venons d’introduire de y-cuspidalité.

On déduit immédiatement qu’une représentation supercuspidale est essen-
tiellement série discréte : il suffit de s’occuper du caractére central, il existe, et
en tordant la représentation par un caractére convenable, on peut supposer qu’il
est unitaire.

Si, inversement, on relache légérement la condition d’intégrabilité, on obtient
les représentations tempérées.

Définition 1.3.5. Soit (w,V) une représentation lisse wrréductible de G. On
dit que w est tempérée si son caractére central w, est unitaire et si les modules
des coefficients matriciels de m appartiennent a L?>T¢(G/Z(G)) pour tout ¢ >
0 (comme précédemment, il suffit en fait de vérifier cette propriété pour un
coefficient matriciel non nul).
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On dit que 7 est essentiellement tempérée s’il existe un caractére lisse x tel
que X @ ™ soit tempérée.

Proposition 1.3.6. Soit (7,V) une série discréte de G. Alors (w, V') est uni-
tarisable et ses coefficients matriciels sont bornés.

La proposition implique que les coefficients matriciels d’une série discréte,
qui sont dans L?(G/Z(G)) par hypothése, sont a fortiori dans L**¢(G/Z(QG))
pour tout € > 0. Donc une série discréte (resp. essentiellement discréte) est en
particulier une représentation tempérée (resp. essentiellement tempérée).

Démonstration. Soit A € V'V tel qu’on trouve un vy € V pour lequel le coefficient
matriciel my ,, soit non nul. On pose alors :

(vilv2)y = / M v, ()M 0, (9)dg™,
G/Z(G)

forme sesquilinéaire hermitienne positive G-invariante. Vérifions la définition :
soit donc w € V tel que (w|w)y = 0, i.e. |my | est nul dans L?(G/Z(Q)).
Alors, comme le centre agit par un caractére et que le coefficient matriciel est
une application continue (lisse), my ., est en fait nul comme fonction de G dans
C. Sil’on fait agir G sur w alors on obtient que pour tout h dans G, le coefficient
matriciel m p.., est encore nul. Or V' est supposée irréductible et donc, si w est
non nul, les translatés de w sous G engendrent V', si bien que c¢’est pour tout v
dans V' que le coefficient matriciel my , est nul. Ceci contredit ’existence du vy
dans le début de la preuve, et donc on a en fait w = 0, assurant que la forme
hermitienne est définie et qu’il s’agit d’un produit scalaire hermitien.
La représentation (7, V') est alors unitaire pour ce produit scalaire hermitien
et I'injection :
o Vo — V*
v (o)

est en fait une bijection entre V et VV (les vecteurs lisses sont envoyés sur des
vecteurs lisses).

Considérons maintenant A € V¥ et v € V. Alors X est « représentable » par
un vecteur z de v (c’est la surjectivité de ¢), si bien que my ,(g9) = A(g-v) =
(z]g-v) et que le coefficient matriciel est donc borné en module par ||z]| ||g-v]],
c’est-a-dire (par unitarité) par ||zx|| [|v]|- O

Corollaire 1.3.7. Les représentations tempérées irréductibles sont unitarisables.

Démonstration. On fait intervenir I'induction parabolique définie au paragraphe
suivant. On utilise alors le fait que I'induction parabolique normalisée préserve
P'unitarité (Proposition 1.5.1) et la caractérisation des représentations tempérées
comme sous-quotients (sous-représentations si 'on veut) des induites de série
discréte ([Wal03] Proposition I11.4.1). O
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1.4 Notations pour les groupes réductifs

Soit G un groupe algébrique défini et réductif sur le corps F'. Par hypothése,
les groupes réductifs sont ici supposés connexes.

Il sera parfois utile de fixer un sous-groupe (algébrique) parabolique minimal
Pg et de considérer seulement les sous-groupes (algébriques) paraboliques P le
contenant, on parlera de sous-groupes paraboliques standard. Ce choix, non
canonique a priori ne porte pas a conséquence, puisque tous les sous-groupes
paraboliques minimaux sont conjugués sous G(F'). Cela permettra néanmoins
de donner des énoncés plus facilement manipulables.

En pratique, nous considérerons des groupes G déployés sur F' pour lesquels
le sous-groupe parabolique minimal sera un sous-groupe de Borel, noté B. Ayant
fixé un sous-groupe parabolique minimal, nous fixons également (en tant que de
besoin) un tore maximal T, contenu dans B — tous les tores maximaux contenus
dans B sont conjugués sous B(F).

Si P est un sous-groupe parabolique, il admet une factorisation du type
P = MN ou N est le radical unipotent de P et M un sous-groupe de Levi.
Si lon travaille dans le cadre « standard » (et en supposant G déployé), alors
on peut imposer que le sous-groupe de Levi contienne le tore maximal T (on
parle de sous-groupe de Levi standard), si bien que M est alors canoniquement
associé a P.

Ces notations servent pour toute la suite du chapitre et pour le chapitre sui-
vant, en particulier nous noterons en maigre italique les F-points des groupes
algébriques considérés. Nous commettrons par ailleurs I’abus de langage consis-
tant & dire que B = B(F) est un sous-groupe de Borel de G = G(F), de
méme pour tous les sous-groupes paraboliques et les sous-groupes de Levi (en
particulier le tore maximal).

1.5 Induction parabolique et foncteur de Jacquet

1.5.1 Induction parabolique

Soit donc P = M N un sous-groupe parabolique de G et soit (o, W) une
représentation lisse de M. On peut étendre cette représentation en une repré-
sentation de P (en imposant que laction de N soit triviale) puis construire
I’espace :

Indfo = {f € C®(G,W)|f(pg) = o(p)f(9),¥p € P,¥g € G},

ot C*®°(G,W) désigne l’ensemble des fonctions lisses de G dans W, i.e. in-
variantes par translation pour un certain sous-groupe ouvert (compact si 'on
veut). Puisque G/P est compact, il est équivalent de parler de fonctions lo-
calement constantes. L’action de G par translations & droite fait de Indgo
une G-représentation, dite représentation induite. On énonce désormais sans
démonstration certaines propriétés de I'induction pour lesquelles on renvoie &
[Renl0] ITT.2.
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La premiere est que IndIGD, ainsi défini, est un foncteur de Rep(M) dans
Rep(G), exact. Par ailleurs, on a une propriété naturelle de transitivité : étant
donnés P, = M7 Ny et P, = Ms N, deux sous-groupes paraboliques avec P; C P;
et M1 C Ms, et une représentation lisse o de M7, on a un isomorphisme naturel :

Ind% o =~ Ind§, (Ind}2 o).

De plus, si o est admissible, IndIGgU Pest également (ceci est lié au fait qu’on a
des sous-groupes paraboliques et que I’espace G/ P est compact). Enfin, si o est
de longueur finie (comme M-représentation), Indga Pest également (comme G-
représentation) — par exactitude, il suffit de le montrer quand o est irréductible.

On définit également (en reprenant les notations précédentes) le foncteur
d’induction normalisée par :

ifr = {1 € C(G,W)|f(pg) = 30 (n)/20(p) f(9). ¥p € P,Vg € G},

ou dp désigne la fonction modulaire du groupe P définie au paragraphe 1.2.1.
On a donc 1% = Ind$ (0 ® 5}3/ 2). Le foncteur d’induction normalisée est encore
transitif (pour des rasions de compatibilité de fonctions modulaires) ; avec les
notations ci-dessus, on a un isomorphisme naturel :

.G G (M
tp, 0 = 1p, (’leM2U)-

L’intérét de cette normalisation est que le foncteur ig a de meilleures propriétés.

Proposition 1.5.1. Soit 0 une représentation lisse de M, alors
— st o est unitaire, iga lest également ;
— (i%0)Y ~i%(aV).

Démonstration. On renvoie aux Propositions 3.1.2, 3.1.3 et 3.1.4 de [Cas74]. O

1.5.2 Foncteur de Jacquet

Donnons-nous & nouveau P = M N un sous-groupe parabolique de G et
(m, V) une représentation lisse de G. On peut alors considérer I'espace

V(N) = Vecte{r(n)v —v|v e V,n e N}

et on définit Viy = V/V(N) D’espace des coinvariants sous N : c’est le plus grand
quotient de V sur lequel N agit trivialement. Puisque N est distingué dans P,
V(N) est laissé stable par P et Viy est donc une représentation de P sur laquelle
N agit trivialement, soit finalement une représentation de P/N = M, notée
(ﬂ'N, VN)

On a ainsi défini un foncteur de la catégorie Rep(G) dans la catégorie
Rep(M), qui est exact, on parle du foncteur de Jacquet, que 1’on note tem-
porairement F.
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Soient (o, W) une représentation lisse de M et (w, V') une représentation lisse
de G. On a les égalités :

Homg (7, Ind%o) = Homp(Res@, o) = Homy, (F(7), 0).

La premiére égalité est la réciprocité de Frobenius « classique » pour I'induction,
ou l'on voit — de méme que ci-dessus — ¢ comme une représentation de P grace
a la factorisation P = M N (Paction de N étant triviale). La deuxiéme égalité
vient justement de ce que l'action de N est triviale : on peut donc prendre les
coinvariants et obtenir un morphisme entre M-représentations.

Le foncteur F de Rep(G) dans Rep(M) est ainsi adjoint a gauche du foncteur
Ind%. Enfin, si 7 est admissible, F(7) D'est également (|[Cas74] Theorem 3.3.1) ;
si 7 est de plus de longueur finie, alors F(m) l’est également ([Cas74] Corollary
6.3.8).

On peut également définir un foncteur de Jacquet normalisé (adjoint a
gauche de I'induction parabolique normalisée) : rG7 = F (7r)®§;1/ % Ce foncteur
préserve bien str I'admissibilité et la longueur finie et on a :

Homg(m,i%0) = Homy, (1S, 0). (1.1)

Par adjonction, le foncteur de Jacquet normalisé est aussi transitif. Etant
donnés P, = M1 Ny et P, = M5 N5 deux sous-groupes paraboliques avec Py C Ps
et My C Ma, et une représentation lisse 7 de G, on a un isomorphisme naturel :

G o M2 G
THT =T (PR,

1.5.3 Lien avec les représentations supercuspidales

Nous avons défini en 1.3.3 les représentations supercuspidales par les pro-
priétés de leurs coefficients matriciels. Il existe une autre caractérisation par le
fait de n’apparaitre dans aucune induite parabolique et d’étre en quelque sorte
la brique la plus élémentaire possible en termes de représentations.

Théoréme 1.5.2. Soit (7, V) une représentation lisse irréductible de G. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. (m, V) est supercuspidale (au sens de la Définition 1.3.3) ;
2. pour tout sous-groupe de Levi strict M et pour toute représentation o de
M, Homg(m,i80) = 0;
3. pour tout sous-groupe parabolique strict P, on a rgw =0.
4. pour tout sous-groupe de Levi standard strict M et pour toute représenta-
tion o de M, Homg(m,i%0) =0;
5. pour tout sous-groupe parabolique standard strict P, on a rgw =0.
Démonstration. L’équivalence entre 2. et 4. d’'une part et entre 3. et 5. d’autre
part vient du fait que 'on peut modulo conjugaison se ramener & considérer

des sous-groupes standard. L’équivalence de 4. et 5. provient de (1.1), pour
I’équivalence avec 1. on renvoie a [Renl0] VI.2.1. O
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Chapitre 2

Paramétrisation de Langlands

2.1 Le groupe de Weil

Comme précédemment, F' est un corps local non-archimédien de caractéris-
tique nulle, k son corps résiduel (fini), de caractéristique p. Afin d’éviter toute
ambiguité, nous écrirons dans cette partie kr au lieu de k quand cela paraitra
nécessaire.

Il s’agit de rappeler ici comment on définit le groupe de Weil de F', substitut
du groupe de Galois absolu Gal(F/F), ou F désigne une cloture algébrique de
F'. Nous suivons [Tat79] et [Kna97].

Soit donc K une extension galoisienne finie de F. On désigne par Ok 'an-
neau des entiers de K et par px son unique idéal maximal. Le corps résiduel
kx = Ok /pk est une extension finie de kp. Un élément du groupe de Galois de
K/F stabilise Ok et px et induit donc un automorphisme du quotient kx qui
fixe point par point kp.

On obtient ainsi un morphisme Gal(K/F) — Gal(kx/kr) dont on montre
qu’il est surjectif, le groupe d’arrivée étant cyclique, engendré par le morphisme
de Frobenius x — z9 ou qp = #kp.

En prenant la limite projective sur K, on obtient un morphisme surjectif
Gal(F/F) — Gal(kp/kr) dont le noyau est, par définition, le groupe d’inertie
de F, noté Ip.

Proposition 2.1.1. On a : Gal(kp/kp) ~ Z ~ 11, Zy.

Démonstration. Pour chaque entier naturel non nul n, il existe une extension
de kr de degré m, unique & isomorphisme prés. Elle est de groupe de Galois
cyclique Z/nZ, et le corps kr est I'union de ces extensions finies, qui forment
un systéme projectif pour la divisibilité du degré.
On a donc : R
Gal(kp/kp) ~ @Z/nz =7~ HZP.
P
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On peut donc écrire la suite exacte
1 —— Iy — Gal(F/F) —— Z —— 0. (2.1)

Le groupe Z contient Z comme sous-groupe dense, et par 1’isomorphisme
de la Proposition 2.1.1, Z correspond au groupe engendré par le morphisme de
Frobenius arithmétique, noté op, qui envoie = € kp sur z?¢. Nous choisissons
de faire correspondre le morphisme de Frobenius arithmétique & ’élément —1
de Z et nous notons Fr un élément dont I'image est ng (i.e. qui correspond a
lélément +1 de Z).

On peut alors définir le groupe de Weil (abstrait) Wr de F' comme l'image
inverse de Z dans le diagramme (2.1), i.e. Wg est engendré par le morphisme
Fr et par le groupe d’inertie If.

On a donc la suite exacte

1 Ir Wg Z 0.

On munit alors Wg de "unique topologie de groupe localement compact telle
que
— la projection Wy — (o) ~ Z soit continue (Z étant muni de la topologie
discrete),
— la topologie induite sur I est la topologie profinie induite par la topologie
de Gal(F/F).
On remarque que cette topologie n’est pas celle induite par I'inclusion Wg C
Gal(F/F), mais que I'injection topologique W < Gal(F/F) est encore conti-
nue et d’image dense.

La théorie du corps de classes local (nous renvoyons a [Ser62] Chapitre XIII)
nous permet de définir, dans le langage de [Tat79], I'isomorphisme de groupes
topologiques :

Artp : F* =5 Wab, (2.2)

Cet isomorphisme envoie (surjectivement) les éléments de O* sur l'image
du groupe d’inertie Ir dans l’abélianisé et envoie une uniformisante sur un
« Frobenius géométrique » i.e. sur un élément dont I'image dans Gal(kr/kr)
est 0", Cela permet en outre de définir la norme d'un élément de Wr comme
étant la norme (p-adique) de ’élément de F'* associé par (2.2), que ’on notera
de la méme facon.

Par construction de Wg, on a l'injection Wy < Gal(F/F), d’image dense,
ce qui nous permet de voir la catégorie des représentations de Gal(F/F) (com-
plexes, continues, de dimension finie) comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des représentations de Wr (complexes, continues, de dimension finie).
Une représentation de cette sous-catégorie est dite de type galoisien. Nous avons
la proposition suivante :

Proposition 2.1.2. 1. Soit (p, V') une représentation de Wg. Alors p est de
type galoisien si, et seulement si l'image p(Wg) est finie.
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2. Une représentation de type galoisien de Wp est irréductible si, et seule-
ment si elle l'est comme représentation de Gal(F/F).

3. Toute représentation irréductible de Wg est de la forme o @ | - |°

de type galoisien, et s € C.

avec o

4. Une représentation irréductible p de W est de type galoisien si, et seule-
ment si det op(Wg) est un sous-groupe fini de C*.

Démonstration. On démontre le point 3. les autres s’en déduisent aisément.

Soit (p, V) une représentation irréductible de Wg. La continuité de p im-
plique que le noyau Ker p contient un sous-groupe ouvert de Ir. En particulier,
I'image p(Ir) est un sous-groupe fini de GL(V'). Comme I est distingué dans
W, ce sous-groupe est normalisé par p(Wg).

Notons maintenant Fr un morphisme de Frobenius de W g. Alors, en particu-
lier, p(Fr) induit une permutation de Pensemble fini p(Ir), si bien qu’en notant
m = #p(Ir), on a que p(Fr)™ induit la permutation identité, i.e. commute &
tous les éléments de p(Ip). Or Wp est engendré par Ir et par Fr, si bien que
p(Fr)™ commute & tout p(Wg).

Par le lemme de Schur, on a donc que p(Fr)m! est une homothétie, de rapport
A disons. On peut alors définir un caractére x de W par x|z, = 1 et x(Fr) = L

(o7
ou « est une racine m!-éme de \. Le caractére x est non ramifié et peut donc

bien s’écrire comme une puissance (complexe) de la norme : x = | - |° pour un
certain s € C. On voit alors de suite que p ® x est d’image finie et de type
galoisien. O

2.2 Paramétres de Langlands

Nous reprenons les notations du paragraphe 1.4. Soit donc G le groupe des
F-points d’un groupe algébrique G défini et réductif sur F. Nous renvoyons &
[Spr79] et a [Bor79] pour la définition en toute généralité du L-groupe associé
ad.

On se place ici dans le cas out G est déployé sur F. On a alors simplement
LG = G(C) out G(C) est un groupe complexe réductif, dont la donnée radi-
cielle basée est duale de celle de G. Ce groupe dual n’est bien défini qu’a un
automorphisme intérieur prés (d’ou l'article indéfini), on remarque néanmoins
que, dans la suite, on considére des morphismes & conjugaison prés si bien que
cette ambiguité (ou ce choix d’un groupe dual) ne portera pas a conséquence.
On notera G = G(C) dans toute la suite.

Un morphisme R

est dit admissible si :
1. ¢ est continu,

2. (Wp) est constitué d’éléments semi-simples.
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Définition 2.2.1. Un paramétre de Langlands de G est une classe d’équiva-
lence, pour la G-conjugaison, de morphismes admissibles. On note ®(G) l’en-
semble des parameétres de Langlands de G.

Lorsque cela ne portera pas a conséquence, on commettra ’abus de langage
consistant & désigner comme un paramétre de Langlands un représentant de
la classe qu’il constitue. En particulier, lorsqu’il s’agira d’étudier des proprié-
tés des morphismes admissibles préservées par G-conjugaison, on se permettra
d’attribuer cette propriété au paramétre de Langlands lui-méme.

Lemme 2.2.2. Soit p : G — GL(V) une représentation fidele algébrique (ou V
est un C-espace vectoriel de dimension finie) de G.

Alors on peut remplacer la condition 2. ci-dessus par 2. « popyw, est semi-
simple comme représentation de Wg ».

Démonstration. Soit ¢ un morphisme continu de W x SU(2) vers G.

On suppose d’abord que p o )y, est semi-simple et on veut montrer que
»(Wpg) est constitué d’éléments semi-simples.

Un élément de G est semi-simple si, et seulement s’il I’est dans une représen-
tation fidéle (et alors il l'est dans toutes). Il est donc équivalent de démontrer
que (po @)(Wg) est constitué d’éléments semi-simples (de GL(V')). D’aprés la
Proposition 2.1.2, po ¢ = €, 0; ® | - |* comme représentation de Wg, ot les
o; sont des représentations de type galoisien et les s; des nombres complexes.
La torsion par une puissance de la norme ne jouant aucun réle quant a la semi-
simplicité, il suffit donc de montrer que, pour tout i, 'image de Wy par o; est
constituée d’éléments semi-simples. Chaque o; se factorise, par continuité, en
une représentation de Gal(K;/F) ot K; est une extension finie de F. Il s’agit
ainsi d’une représentation d’un groupe fini, dans un espace vectoriel complexe
de dimension finie, les éléments de o;(Wg) sont donc semi-simples et, partant,
ceux de (p o ¢)(Wp) également.

Réciproquement, on suppose que 'image de W par ¢ est constituée d’élé-
ments semi-simples et on veut montrer que p o P|w, est une représentation
semi-simple de Wg.

L’image de Wg par ¢’ = po ¢ est alors également constituée d’éléments
semi-simples. Par continuité, Ker ¢’ contient un sous-groupe ouvert de I, en
particulier 'image ¢’ (Ir) est finie. En notant encore Fr un morphisme de Frobe-
nius, on trouve, comme dans la preuve de la Proposition 2.1.2, une puissance du
Frobenius Fr® telle que ¢'(Fr®) commute & tous les éléments de ¢'(Wp). Par
hypothése, 1’élément ¢’ (Fr®) est semi-simple, notons F) ses espaces propres.
Par commutation, chacun de ces espaces propres est laissé stable par tous les
éléments de ¢’ (Wg), on a donc décomposé notre représentation ¢’ en somme
directe de sous-représentations, reste a voir que chacune d’entre elles est semi-
simple.

Considérons donc un espace propre E) associé a la valeur propre A, quitte
A tordre par une puissance de la norme, on peut supposer que A = 1. Ainsi Ey
est préservé par Fr® et, par continuité, par un sous-groupe ouvert de I et donc
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finalement par un sous-groupe d’indice fini de Wg. Ainsi E; est la représenta-
tion (complexe de dimension finie) d’un groupe fini et est donc complétement
réductible. O

Par ailleurs, en gardant les notations du Lemme, puisque le groupe SU(2)
est compact, la représentation continue et de dimension finie p o ¢|gy(2) est
unitarisable et donc complétement réductible. Le produit Wp x SU(2) étant
direct, il est donc équivalent d’avoir 2.” « p o ¢ est semi-simple ».

Remarque : On pourrait dans autre sens chercher a affaiblir la condition
2. et remarquer qu’il suffit en fait de savoir que p(Fr) est semi-simple pour Fr
un morphisme de Frobenius : puisque le groupe de Weil est engendré par le
sous-groupe d’inertie (compact) et par Fr, le méme argument de commutation
d’une puissance suffisamment élevée du Fr que dans la preuve du Lemme 2.2.2
permet de conclure.

2.3 Correspondance de Langlands locale

2.3.1 Compatibilités

Conjecture 2.3.1. Correspondance de Langlands locale

Soit G le groupe des F-points d’un groupe algébrique G défini et réductif sur
F, ou F est un corps local non archimédien. 1l existe une application « natu-
relle » :

Z Irr(G) — ©(G)
surjective a fibres finies.

Tout I’enjeu est évidemment de préciser I’adjectif « naturel » et d’imposer un
certain nombre de compatibilités afin de « rigidifier » la correspondance. Nous
allons énoncer certaines de ces compatibilités attendues, qui sont d’ailleurs bel et
bien vérifiées pour les cas (démontrés) de la correspondance que nous utiliserons.

Etant donnée une représentation irréductible 7, on parlera de son paramétre
de Langlands .Z () et, étant donné un parameétre de Langlands ¢, on parlera
du paquet de Langlands associé II, = .2~ !(p).

Définition 2.3.2. 1. On dit qu’un paramétre de Langlands de G est tempéré
st son image dans G est bornée. On note Piemp(G) le sous-ensemble de
O(G) constitué de tels parameétres (modulo conjugaison).

2. On dit qu’un parameétre de Langlands de G est discret si son image n’est
contenue dans aucun sous-groupe parabolique strict (ou de maniére équi-

valente, dans aucun sous-groupe de Levi strict) de G. On note Dyisc(G) le
sous-ensemble de ®(G) constitué de tels parameétres (modulo conjugaison,).

Alors pour une représentation irréductible = de G, on veut :

7 € Ittqise (G) <= ZL(7) € Pyise(G), (2.3)
T € ITiemp (G) <= Z (1) € Piemp(G), (2.4)
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ot Irrgisc (F') indique 'ensemble des séries discrétes de G introduites en 1.3.2; et
Irremp(G) Pensemble des représentations irréductibles tempérées de G, intro-
duites en 1.3.5. Ainsi, 'ensemble des séries discrétes (resp. des représentations
irréductibles tempérées) de G est partitionné en paquets de Langlands discrets
(resp. tempéreés), i.e. correspondant & un paramétre discret (resp. tempéré) de

G.

Définition 2.3.3. On dit qu’un paramétre de Langlands de G est non ramifié
s’il est trivial sur le sous-groupe Ir x SU(2), ot Ir désigne le sous-groupe d’iner-
tie du groupe de Weil Wr. On note @, (G) le sous-ensemble de ®(G) constitué
de tels parameétres (modulo conjugaison).

On remarque tout de suite que I’application qui a un tel parametre ¢ associe
la classe de G-conjugaison de ¢ (Fr), ot Fr est un morphisme de Frobenius, réalise
une bijection entre ®,,,(G) et I'ensemble des classes de conjugaison d’éléments
semi-simples de G.

Pour définir les représentations non ramifiées, il faut définir une classe par-
ticuliére de sous-groupes compacts ouverts, dits hyperspéciauz. De tels sous-
groupes n’existent pas toujours et quand ils existent, ils ne forment pas toujours
une seule classe de conjugaison. Nous nous restreignons au cas des groupes dont
le centre (schématique) est un tore déployé, pour lequel on a bien des sous-
groupes hyperspéciaux, tous conjugués (nous renvoyons a [Tit79], §3.8).

Soit donc G un groupe algébrique défini et réductif sur F, dont le centre
schématique est un tore déployé (éventuellement trivial). Alors il existe un mo-
déle réductif sur O de G, i.e. un schéma en groupes G défini et réductif sur O
et un isomorphisme G xp F' ~ G. Pour chaque modéle G, on peut considérer
le groupe Ky = G(O), sous-groupe compact (maximal) de G = G(F) = G(F),
hyperspécial par définition.

On dira d’une représentation (7,V) de G qu’elle est non ramifiée (ou K-
sphérique) si I'espace V¢ des Kj-invariants est non nul (ce qui ne dépend que de
la classe de conjugaison de Kjy). On note Irry, (G) 'ensemble des représentations
(lisses) irréductibles non ramifiées, et on veut :

7w € Ity (G) <= Z(n) € 0., (G). (2.5)

2.3.2 Enoncés

La conjecture de Langlands locale est un théoréme pour le groupe GL,, avec
trois preuves indépendantes (Harris et Taylor, Henniart, Scholze). On remarque
que la théorie du corps de classes, notamment dans la formulation de I’équation
(2.2) nous donne une bijection « naturelle » entre Irr(GL1) et ®(GL1), c’est celle
qui est retenue.

Théoréme 2.3.4. Correspondance de Langlands locale pour GL,, ([HTO01],
[Hen00])
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1l existe une unique collection de bijections :
%, : Irr(GL,,) — ®(GL,)

compatible a la théorie du corps de classes, a la torsion par un caractére, a
la dualité, au caractére central et qui « respecte les fonctions L et les facteurs
epsilont de paires ».

On remarque que, dans le cas de GL,, les paquets de Langlands sont des
singletons.

Le seul autre cas dont on aura besoin est celui ot G est le groupe spécial
orthogonal impair déployé sur F (défini au § 3.2). On a G = SOg,41(F) et
G = Sps,,(C). On a alors bien la surjection & fibres finies recherchée, mais il
y a une fagon canonique d’indexer les éléments d’un paquet de Langlands (et
donc de connaitre le cardinal d’un paquet) pour laquelle nous devons introduire
quelques notations. R

Au paramétre ¢, on peut associer son centralisateur dans G, noté Cent(yp),
qui est par défnition le sous-groupe des éléments de G qui commutent a I'image
de ¢. C’est un sous-groupe algébrique de GG, qui contient le centre de G et dont
on notera Cent(p)" la composante neutre. On pose

S, = Cent(p)/Cent())°Z(G).

C’est un groupe abélien fini — on peut remarquer que c’est le groupe des com-
posantes connexes de Cent(p)/Z(G).

Théoréme 2.3.5. Correspondance de Langlands locale pour SOg,, 11 ([Art13],
Theorem 2.2.1 avec les résultats de [Maegll])

Soit G le groupe (cf. § 3.2) spécial orthogonal impair déployé sur F. Il existe
une surjection canonique

Z :Irr(G) — 2(G)

telle que les éléments de I, = £ () sont indexés par 3; ol 3‘; désigne
Pensemble des caracteres linéaire du groupe (abélien fini) S,. Cette indexation
est déterminée par des identités endoscopiques (et endoscopiques tordues). En
particulier, le paquet IL, ne contient qu’un nombre fini d’éléments.

2.4 Parameétres discrets

Commengons par le résultat général suivant :

Proposition 2.4.1. Soit H le groupe des C-points d’un groupe réductif com-
pleze. Soit ¢ : Wp x SU(2) — H un morphisme dont ’image est constituée
d’éléments semi-simples. Alors l'image de ¢ n’est contenue dans aucun sous-
groupe de Levi strict si, et seulement si Cent(y)/Z(H) est fini, ou Cent(yp)
désigne le centralisateur dans H de limage de ¢.

1. Il faut bien considérer ici, contrairement a ce que nous ferons au paragraphe 6.4, tout le
facteur epsilon, y compris ce qui correspond au conducteur.
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Démonstration. Supposons d’abord que I'image de ¢ soit incluse dans un sous-
groupe de Levi strict L de H. Alors Cent(y) contient Z(L). Or, la composante
neutre du centre de L est un tore plus gros que la composante neutre du centre
de H, si bien que Z(L)°/Z(H)° puis Z(L)/Z(H) sont infinis et Cent(p)/Z(H)
également.

Réciproquement, supposons Cent(p)/Z(H) infini. Pour des raisons géné-
rales, Cent(p)? est d’indice fini dans Cent(y); de méme Z(H)" est d’indice
fini dans Z(H), si bien que I'on a également Cent(¢)°/Z(H)? infini.

Le Lemme 2.2.2 (combiné a la Remarque qui le suit) nous dit que p o ¢ est
une représentation semi-simple de Wx x SU(2) pour toute représentation fidéle
p de H dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. Cela signifie en
particulier que l'adhérence (pour la topologie de Zariski) de ¢(Wp x SU(2))
dans H est de composante neutre réductive, puis que Cent()? 'est également
d’aprés des résultats classiques de Steinberg.

Le groupe réductif Cent(p)? contient donc un tore maximal T et on a la
série d’inclusions Z(H)? € T C Cent(y)°. Ainsi I'image de ¢ centralise le tore
T, et est donc incluse dans un sous-groupe de Levi, strict si T est plus gros
que Z(H)°. Supposons donc par I'absurde que Z(H)® = T. Alors, puisqu'un
élément semi-simple d’un groupe est toujours conjugué & un élément du tore
maximal, on a que tout élément semi-simple de Cent(p)" est conjugué a un
élément de T et donc de Z(H)Y. Ainsi les éléments semi-simples de Cent(i)°
sont exactement les éléments de Z(H)°. Or ceux-la sont Zariski-denses, et on
obtient Cent(p)? = Z(H)°, une contradiction. Donc l'image de ¢ est incluse
dans un sous-groupe de Levi strict. O

En appliquant ce résultat aux parametres de Langlands de G, on obtient
qu'un paramétre ¢ est discret si, et seulement si Cent(y)/Z(G) est fini, ou

~

encore dans le cas ou Z(G) est fini, si, et seulement si Cent(y) est fini.

Nous poursuivons par un lemme technique important.

Soit I un groupe quelconque et soit V' un C-espace vectoriel de dimension
finie, muni d’une forme bilinéaire symétrique (resp. alternée) non dégénérée f
telle que V ~ V* (pour 'application naturelle induite par f). On suppose que
V est également muni d’une action semi-simple de I' compatible & la forme f
(i.e. cette derniére est I-invariante) : on a alors une représentation de I' dans le
groupe orthogonal (resp. symplectique) de V' pour la forme f.

On peut, par semi-simplicité, décomposer V' en somme de composantes I'-
isotypiques, i.e. :

V=M@ &M,

avec, pour 1 < i < r, M; qui est V;-isotypique ou V; est irréductible.

Lemme 2.4.2. SiV; ~ V*, alors M; est non dégénéré pour f.

En particulier, si on considére la représentation triviale (autoduale), dont la
composante isotypique est formée des invariants sous l’action de T', on a V¥
non dégénéré.
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Démonstration. On a par hypothése que le morphisme canonique

¢tV o— v
v o f(v7')

est bijectif et O(V)-équivariant (resp. Sp(V')-équivariant). La restriction de ¢ a
chaque M;, notée (;, est donc injective, (; : M; — V*. On peut donc considérer,
par restriction et projection :

Ci,j : Mi — M;
voo— f(u,)

Les morphismes ¢, (; et (; ; sont I-équivariants, et donc, comme rappelé au
paragraphe 1.1, préservent les composantes isotypiques. Ainsi 'image de (; ; est
a la fois Vj-isotypique et V*-isotypique et donc est nulle si V; % V7, ce qui
revient & dire qu’alors M; 1 M;.

Ona ¢ = @j Gi,; injectif et tous les (; ; sont nuls sauf pour I'unique jo (il
en faut un) tel que V; >~V et alors (; j, est injectif.

Sijo =1 (d.e. siV; >~ V;*), alors linjectivité de (; j, nous dit exactement
que lespace V;-isotypique M; est non dégénéré, ce qui achéve la preuve (on note
d’ailleurs que, pour des raisons de dimension, (; ; est en fait un isomorphisme).

Poursuivons néanmoins ’analyse : dans le cas o jy # i, on a par bidualité
Vi = Vi = Vj, = V;* si bien que les deux injections (; j, : M; — M} et
Cjo,i - My, — M sont en fait des isomorphismes pour des raisons de dimension.
Finalement, on peut écrire

€L n L
V=PM e P e M),

jeh JjEl2

ou I; désigne 'ensemble des indices j tels que V; ~ V;* et I un choix de la
moitié des indices dans son complémentaire tel que {V;,V*|j € I2} parcourt
bien I'’ensemble des V; non isomorphes & leur dual.

De plus chaque terme de la somme orthogonale est non dégénéré. O

Lemme 2.4.3. Soient A et B deuz C-espaces vectoriels de dimension finie,
munis chacun d’une forme bilinéaire (symétrique ou alternée) non dégénérée.
Alors on peut munir canoniquement A®c B d’une forme bilinéaire non dégéné-
rée dont la nature est donnée selon la « régle des signes » (une forme alternée
correspondant au signe — ).

Démonstration. Notons fa et fp les formes bilinéaires sur A et B respective-
ment. Alors on définit

(fA 0 fB)<a ® 0, a ® b/) = fA(ava/)fB(bv b/)

sur les tenseurs purs, ce qu’on étend par bilinéarité pour obtenir une forme sur
A ®c B. Vérifions la non-dégénérescence. Si f4 est symétrique, on peut trouver
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une base de A qui soit orthogonale (méme orthonormée) pour fa; et si f4 est
alternée, on peut trouver une base de A qui soit symplectique (dite base de
Darboux) pour fa. En tous les cas, si 'on note (a1,---,a,) une telle base,
chaque vecteur de base est orthogonal a tous les vecteurs de la base sauf un.
Choisissons de méme (b1, - -, b,,) une base de B, adaptée a fp.

Soit maintenant un élément x non nul de A ®¢ B, que l'on peut écrire
T = Z” Aija; ®bj;. Par non-nullité, on trouve un couple {ig, jo} tel que A, j, #
0. Par ce qui précede, il existe un indice iy tel que fa(ai,aiy) = i, o1 &
désigne le symbole de Kronecker. De méme pour fp et un indice jj. Alors
(fa® fB)(x, a4 ®@bj1) = Nij j, # 0 si bien que Ker (fa ® fp) est réduit a {0} et
que la forme est non dégénérée.

Puisqu’on travaille en caractéristique différente de 2,« alternée » équivaut a
« antisymétrique » et on voit alors immédiatement que si f4 et fg sont toutes
deux symétriques (resp. toutes deux alternées), alors f4 ® fp est symétrique;
et que si 'une est alternée et 'autre symétrique, alors f4 ® fp est alternée. [

Proposition 2.4.4. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
forme alternée non dégénérée f. Soit I' un groupe quelconque et soit ¢ : I' —
Sp(V) une représentation semi-simple de T'.

Alors le centralisateur de ¢ est fini si, et seulement si V. ~V; L --- LV,
avec les V; irréductibles pour laction de ', deuz a deuz mnon isomorphes, et fy,
non dégénérée.

Démonstration. Supposons que V admette I’écriture mentionnée. Alors un élé-
ment du centralisateur de ¢ (i.e. un élément de Sp(V) qui commute a (g)
pour tout g € T') donne un opérateur d’entrelacement entre V' et lui-méme et,
du fait que les V; sont irréductibles et deux & deux non isomorphes, un opérateur
d’entrelacement entre chaque V; et lui-méme.

Or, le lemme de Schur nous dit qu'un tel opérateur est une homothétie sur
Vi, celle-ci devant respecter la structure symplectique, c’est finalement +idy;.
On a donc Cent(p) = @,{*idy, }, qui est de cardinal 2".

Réciproquement, partons d’un sous-espace U de V', stable par I' et irréduc-
tible comme I'-module. Alors fj; a un noyau stable par I', a savoir {0} (auquel
cas elle est non dégénérée) ou U (auquel cas elle est nulle).

Supposons par l'absurde étre dans le deuxiéme cas, alors U est totalement
isotrope, i.e. U C U™'. L’orthogonal d'un espace I'-stable étant I'-stable, on
peut utiliser la semi-simplicité du C[I']-module V pour écrire U+ = W @ U ou
W est T-stable. On remarque que Ker fjy1. = (ULt NU*L = U donc f est
non-dégénérée sur W ~ U+ /Ker f..

On peut alors écrire V =W @ W+ avec W non dégénéré et I'-stable. On
aW c Ut donc U ¢ W+. Par semi-simplicité, on peut de nouveau écrire
W+ =U @ U’ avec U’ sous-espace I'-stable. Ecrivons désormais V' pour W+ :
on s’est ramené & un espace non dégénéré V' qui admet comme facteur direct
un espace totalement isotrope (en fait maximal). Si U’ est lui aussi totalement
isotrope, on constate que le centralisateur de ¢ contient les éléments de la forme
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idw @ Aidy @ A~ tidy-, ot A appartient 4 C* ; il ne saurait donc étre fini. Il s’agit
maintenant de montrer que I’on peut toujours se ramener a ce cas.

On a Ut NW+* = U donc, dans V', U+ = U ce qui donne U’ ~ V'/U ~
V'/U+ ~ U*. Ainsi U’ est irréductible et fi; est de nouveau soit nulle, soit
non dégénérée. Dans le premier cas, on peut conclure directement d’apreés ce qui
préceéde ; supposons donc étre dans le second cas. L’espace U’ est non dégénéré
donc Papplication U’ — (U’)* induite par f est injective et donc un isomor-
phisme. Finalement (par bidualité) on obtient U ~ U’, ce qui signifie que V' est
isotypique et contient deux copies de U.

On peut alors écrire canoniquement V' = U ®¢ Homr (U, V') comme C-
espaces vectoriels, mais aussi comme ['-représentations : il suffit de faire agir
I’ trivialement sur Homp(U,V’). Si I'on note U” ce dernier espace, alors il
est isomorphe a C? comme espace vectoriel et on a U” = Homp(U,V') =
(Hom(U, V'))F' ~ (V' ®@c U*)'. Or, les espaces V' et U ~ U* étant chacun
munis d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée, on peut, d’aprés le Lemme
2.4.3, munir V' @c U* d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Et, par
le Lemme 2.4.2, la forme reste non dégénérée sur (V' @c U*)F ~ U".

Finalement, U” est un C-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée, on peut donc écrire U” = Ce; @ Cey avec
e1 et e isotropes. Cette décomposition étant I'-stable ('action est triviale), on
peut finalement écrire V' = (U®¢Cey ) B (U ®cCesz), somme de deux lagrangiens
I'-stables, comme souhaité.

Ceci achéve de démontrer que sur tout sous-espace stable irréductible,
f est non dégénérée.

Utilisant ce résultat, on peut écrire par récurrence V=1V, L --- L V. avec
les V; irréductibles (1a ou la semi-simplicité nous donnait une somme directe
non orthogonale a priori de représentations irréductibles). Soit alors U une
représentation irréductible de I' intervenant dans V. La composante isotypique
C(U) est non dégénérée et on peut comme précédemment écrire C(U) = U ®¢r
Homp (U, V) et si ce deuxiéme facteur est de dimension > 1 alors il contient une
droite isotrope et on trouve dans C(U) (et donc dans V') une copie de U qui est
dégénérée, ce qui fournit une contradiction.

Ainsi, les V; sont deux & deux non isomorphes. O

Lemme 2.4.5. Soit V un espace symplectique muni d’une action linéaire irré-
ductible de T' compatible a la structure symplectique. On suppose que ' = T'y xT's.
Alors V = V1®c Vs avec V; irréductible sous I’action de I';. Mieux, on peut munir
chaque V; d’une structure symplectique (ou orthogonale) compatible & l'action
de T';, les structures sur Vy et Vy étant « de signe opposé » (i.e. l'une est sym-
plectique, l'autre est orthogonale).

Démonstration. L'écriture V = V; ®c Va2 pour une représentation irréductible
d’un groupe produit est standard et unique a isomorphisme prés. Puisqu’on a
Ve V*>V*®c Vs, on en déduit Vi ~ Vi* et Vo >~ V5, d’ou :

Hom(V;, V) ~ V; @c Vi* ~ Vi* @c Vi* ~ Sym?V;* @ A2V},
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pour chaque i. Ces isomorphismes sont I';-équivariants, on peut donc considérer
les I';-invariants et on obtient :

Homr, (V;, V;) =~ (Sym®V;*)T @ (A?V;)F.

Or V; est irréductible donc le lemme de Schur nous dit que Homr, (V;, V;) est
de dimension 1. L’un exactement des deux termes de droite est non nul (et
de dimension 1), nous fournissant une forme bilinéaire symétrique ou alternée
I';-invariante, non dégénérée et unique a un scalaire prés.

La forme sur Vi ®c Vo construite par le Lemme 2.4.3 est, & un scalaire
pres, celle de départ. On doit donc avoir sur V; et V5 des structures « de signe
OppOsé ». O

On veut bien évidemment appliquer les résultats précédents au cas d’un pa-
ramétre de Langlands discret pour le groupe G = SOg,, 4 (F') (étudié au Chapitre
3), i.e. un morphisme ¢ : WpxSU(2) — Sp,,,(C). On fait alors apparaitre, par la
Proposition 2.4.4 des V; représentations irréductibles autoduales de W g x SU(2),
que I'on peut en fait écrire V; = &; ®U,, o1 §; est une représentation irréductible
autoduale de Wg et U,, est la représentation irréductible (autoduale) de SU(2)
de dimension a;.

Le Lemme 2.4.5 nous dit alors que §; est symplectique quand U, est ortho-
gonale, et réciproquement. Or U,, = Sym®~'C? est orthogonale quand a; est
impair (et symplectique quand a; est pair).

Finalement, un parameétre discret est la donnée de ¢ = @, & ® U,, avec
> dim(&;)a; = 2n, les couples (&;,a;) deux a deux distincts, & autoduale sym-
plectique si a; est impair et autoduale orthogonale si a; est pair.
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Chapitre 3

Le groupe paramodulaire

3.1 Rappels sur les formes quadratiques

Proposition-Définition 3.1.1. Soit A un anneau commutatif unitaire et soit
M un A-module libre.

On dit que q : M — A est une forme quadratique sur M si :

— pour tout X € A et tout m € M, on a ¢(\x) = N\2q(z) ;

— Uapplication (m,n) — g(m +n) — g(m) — q(n) est A-bilinéaire (automa-

tiquement symétrique).

On dit alors que (M, q) est un A-module quadratique et on note < -,- > la
forme bilinéaire associée. On remarque que 2q(x) =< x, T >.

Le noyau de q, noté Ker q, est par définition le noyau de la forme bilinéaire
symétrique < -, - >.

Si F = (21, -+ ,xn) est une famille de vecteurs de M, la matrice de Gram
de F est (< zi,x; >)i; que l'on note Gram(F). C’est une matrice symétrique
a diagonale dans 20.

Le déterminant du module quadratique (M,q) est la classe, dans A/(A*X)?
du déterminant de Gram(F) ou F est une A-base de M.

On dit que le module quadratique (M, q) est non dégénéré si det(M,q) est
un inversible de A (modulo (A*)?).

Si rg oM est impair, alors on peut définir le « demi-déterminant » %det
de (M,q) & valeurs dans A/(AX)%. On dit alors que (M,q) est régulier si
1 det(M,q) € A* (modulo (A*)?).

Démonstration. Il s’agit simplement de vérifier que le déterminant d’un module
quadratique ne dépend pas du choix d’une A-base. Or, si B; et By sont deux A-
bases de M, on a Gram(Bz) = P Gram(B;)P ou P est la matrice de passage de
By a Bs. Donc det Gram(B3) = (det P)? det Gram(B;) et on a bien sitir det P €
AX.

Pour le dernier point, on renvoie a [Conll|, Proposition C.1.4. Il est & no-
ter que le demi-déterminant a toutes les « bonnes propriétés » du déterminant
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(multiplicativité, compatibilité a I'extension des scalaires, etc.) et qu’il vérifie,
bien str, 2 - %det = det. O

Par abus, on parlera parfois du déterminant d’une forme quadratique ou de
forme quadratique non dégénérée.

Remarque 1 : Quand 2 n’est pas diviseur de zéro dans A, il est équivalent de
se donner une forme quadratique et une forme bilinéaire symétrique paire (i.e.
a valeurs dans 24).

Remarque 2 : Quand 2 est inversible, la notion de régularité (en dimension
impaire) est équivalente a la notion de non dégénérescence. Quand 2 n’est pas
inversible, la notion de régularité correspond & une forme « minimale » de non
dégénérescence.

Proposition-Définition 3.1.2. Soit (M, q) un A-module quadratique. Le groupe
orthogonal O(M, q) est le sous-groupe de GL o(M) des éléments laissant la forme
q invariante : O(M,q) = {g € GLA(M)|gog=q}.

En particulier, pour tout g € O(M,q) et pour tous z,y € M, on a <
9(x),9(y) >=<mz,y >.

On note également SO(M, q) le sous-groupe des éléments de O(M,q) de dé-
terminant 11,

Pour chaque A-algébre B commutative, il existe une et une seule forme qua-
dratique sur M ® 4 B, notée ¢ ® B telle que (¢ ® B)(m ® 1) = g(m) pour tout
m e M.

On dispose ainsi d’un foncteur en groupes B — O(M ®4 B,q ® B), repré-
sentable par un schéma en groupes affine que l’'on note Opy.

On dispose d’un morphisme de schémas en groupes Opy — G, donné par
le déterminant, et dont le noyau est noté SOpy.

Quand A est de caractéristique 2, on dispose d’un morphisme Opy — {£1}
donné par le déterminant de Dickson-Dieudonné (noté detpp ), ot {1} désigne
le schéma en groupes constant sur A. o

Démonstration. Pour 'extension des scalaires, on renvoie a [Bou59], Chapitre
9, §3 n°4 | Proposition 3.

Pour la représentabilité du foncteur, on renvoie a [Conll|, §C.1.

Le déterminant de Dickson-Dieudonné est défini au Chapitre II, §10 de
[DieT1], dans le cas ou A est un corps. La définition schématique se trouve dans
[Conl1], §C.2. Pour unifier la présentation, nous choisissons de prendre detpp
a valeurs dans {£1}, plutot que dans Z/27Z comme cela est fait loc. cit. O

Lemme 3.1.3. Soit (W,r) un espace quadratique déployé sur un corps de ca-
ractéristique 2 (donc de dimension paire). Soit H un plan hyperbolique de W .

1
Alors on a W = H& HL.

1. On n’a pas en général, selon cette définition, que SO(M,q) est d’indice deux dans
O(M, q), cela sera néanmoins le cas si A est intégre et 2 # 0.
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Soit g € O(W,r) qui stabilise H. Alors g stabilise H- et detpp(g) =
detpp(g)a) detpp(g)mL)-

Le plan hyperbolique H contient exactement deux droites isotropes, [’en-
semble de ces deux droites est donc laissé stable par g\ On a alors detpp(gr) =
1 si gy stabilise chacune des deux droites et detpp(gr) = —1 si gy les échange.

Démonstration. Ces propriétés sont classiques et découlent de maniére élémen-
taire des définitions de [Die71], Chapitre II, §10. O

Lemme 3.1.4. Soit (W,r) un espace quadratique déployé sur un corps de ca-
ractéristique 2 (donc de dimension paire).

Si X est un sous-espace totalement isotrope maximal de W, alors les élé-
ments de O(W,r) qui stabilisent X sont de déterminant de Dickson-Dieudonné
égal a 1.

Démonstration. Notons k le corps de base. On peut considérer 1’espace qua-
dratique (W @y, k,r ®4 k), ot k est une cloture algébrique de k. Alors on peut
définir le déterminant de Dickson-Dieudonné pour O(W ®; k,r @4 k) et, si
lon a un élément de O(W,r), il est équivalent de calculer son déterminant
de Dickson-Dieudonné sur k ou sur k (plus exactement dans O(W,r) ou dans
O(W @4 k,r @4 k)).

Travaillons donc sur k, le déterminant de Dickson-Dieudonné est polynomial
(au moins dans sa version & valeurs dans {72 = x}, mais cela ne change rien a
Pargument) donc est constant sur les composantes connexes de O(W ®y, k. Qy
k). 11 suffit alors de remarquer que les éléments considérés sont les éléments
d’un sous-groupe parabolique de Siegel (dépendant du choix du sous-espace
totalement isotrope maximal), manifestement connexe, ce qui conclut. O

3.2 Notations

On reprend les notations du paragraphe 1.2. Soit F' un corps local non-
archimédien de caractéristique nulle (i.e. une extension finie d’un corps p-adique).
On note O son anneau des entiers et p son idéal maximal. On choisit une unifor-
misante @ telle que p = @wO et la valeur absolue |- |r : F — R est normalisée
par |w|r = (#0/p)~L, le corps résiduel k = O/p étant bien un corps fini, dont
on note p la caractéristique.

Etant donné un F-espace vectoriel V' muni d’une forme quadratique ¢, on
peut considérer le groupe algébrique sur F' des automorphismes de V' qui pré-
servent la forme quadratique g, noté Oy, et son sous-groupe algébrique SOy
(c’est la Proposition-Définition 3.1.2). Ce dernier groupe algébrique est réductif
sur F' (et méme semi-simple si dimV' > 2). On a alors O(V,q) = Oy (F) et
SO(V,q) = SOy (F).

Nous nous intéressons ici au F-espace vectoriel V,, de dimension 2n + 1 muni
de la base By = (e1,"** , €n, Vo, fns -+, f1) et de la forme bilinéaire symétrique
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définie par :

< e, fj > = 0ij,

< g,V > = 2,

<ej e >=<fi, fj >=0,
< e;vg > =< fi,vg >=0.

On peut alors considérer la forme quadratique associée ¢ définie par 2¢(x) =<
x,x > et on a ainsi muni V;, d’une structure d’espace quadratique sur F'

Remarque : Dans le cas 2n + 1 = 1, dont nous aurons besoin pour la suite,
le groupe SOy, est trivial.

On observe que 'on a naturellement une décomposition
1
Vo =(X®Y)® Fuo, (3.1)

1 1
o X = @PFe; et Y = PFf; sont deux lagrangiens (sous-espaces totalement
isotropes maximaux) transverses. En particulier, on note que ¢ est d’indice de
Witt maximal n = [2%H |.

Nous allons maintenant expliquer & quoi correspondent concrétement les
sous-groupes présentés au paragraphe 1.4.

Le drapeau complet associé au choix de la base By nous permet de définir le
sous-groupe (algébrique) de Borel standard, noté B, des éléments de SOv;, qui
préservent ce drapeau. Ce sont donc les éléments dont ’écriture matricielle dans
la base By est triangulaire supérieure. Il est en fait suffisant qu’ils préservent le
drapeau :

Vect(e1) C Vect(eq,e3) C -+ C Vect(eq, -+ ,ep).

On notera B = B(F') sous-groupe de Borel standard de G = SOy, (F) =
SO(V,,, q). Le sous-groupe B contient le tore (maximal) de rang n :

A1

T =T(F) = 1 s, ) € ()" 8

At

si bien que le groupe G est déployé sur F. (On remarque que ceci utilise uni-
quement le fait que ¢ est non dégénérée et d’indice de Witt maximal, et pas sa
forme particuliére.)

On peut, plus généralement, définir des sous-groupes paraboliques standard
P, contenant B et qui préservent un drapeau compatible avec la base By, il leur
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correspond des matrices triangulaires supérieures par blocs. Chaque sous-groupe
parabolique admet une factorisation P = M N, ou N est le radical unipotent et
M est un sous-groupe de Levi, uniquement déterminé si on impose T'C M (ce
que nous faisons dans la suite, on parlera de sous-groupe de Levi standard).

Soit donc P : m = ny + - -+ + ng + 7 une partition de entier n (avec éven-
tuellement 7 = 0). Le sous-groupe de Levi (standard) Mp associé a cette par-
tition est constitué des éléments de G qui préservent chacun des sous-espaces
Vect(€n, 4oqnitls** » Enytotnigy) POUr @ € {1,---  k} (en posant ng = 0) ainsi
que le sous-espace Vi = Vect(en, 4+ tnpt1s " s€ns 00y S s frgdotnpt1)-

Le respect des relations d’orthogonalité impose que les matrices des éléments
de Mp dans la base By soient de la forme :

Ch
Ck

D
TC]; 1

TCI_ 1

avec C; € GL,,(F), D € SO(Vs,q) ou G est la restriction de ¢ & Vg, et ou
le pré-exposant 7 désigne la transposition par rapport a la seconde diagonale 2
(qui commute bien a l'inversion, d’ou I'absence de parenthéses). On a donc un
isomorphisme canonique :

Mp ~ GL,, (F) X -+ - x GLy,, (F) x SO(V4, q) (3.2)

On remarque que le tore maximal T correspond au cas ou k = n et tous
les n; sont égaux a 1, le groupe spécial orthogonal résiduel étant alors trivial
(n=0).

Définition 3.2.1. Soit B= (e1, "+ ,&n,U,pn, - ,¢1) une base de V,,. On dira
que B est adaptée si on a les relations suivantes :

<&, p; > = (Sij,
<v,v > =2,

<egj,e5 > =< @i, p; >=0,
<egnv>=<y;v>=0.

La base By est alors une base adaptée et on remarque que le groupe ortho-
gonal O(V},, q¢) permute simplement transitivement les bases adaptées.

Si, partant d’une base adaptée quelconque, on réalise les mémes construc-
tions de sous-groupes standard que précédemment, on obtient donc des groupes
qui sont conjugués (par O(V,,, q)) a leurs équivalents pour le choix particulier de

2. M(ai)1<ij<m = (@m41-j m+1-i)1<ij<m
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By. Or, puisque 'on a O(V;,, q) ~ {£1} x SO(V;,, q) (nous sommes en dimension
impaire), lesdits groupes sont en fait conjugués par SO(V,,, q).

Remarque 1 : On peut se demander en quoi le groupe G dépend de la forme
particuliére de la forme quadratique g. Soit donc une forme quadratique non dé-
générée r sur F?" 1 on peut considérer le groupe SO(F?"+1 7). S’il est déployé,
i.e. 8’il contient un tore T, déployé sur F' de rang n, alors on peut exhiber n
droites isotropes, contenues dans n plans hyperboliques en somme directe ortho-
gonale, le tout en somme directe orthogonale avec une droite non isotrope F'v.
En particulier, la forme r est nécessairement d’indice de Witt maximal, & savoir
n, et son discriminant est donné par la classe de (—1)"r(v) dans F*/(F*)2.

Nous avons donc montré qu’a une forme quadratique (non dégénérée) d’in-
dice de Witt maximal, on associait un groupe spécial orthogonal déployé, et que
réciproquement, si le groupe spécial orthogonal d’une forme quadratique (non
dégéneérée) était déployé, alors celle-ci était d’indice de Witt maximal. De plus,
la caractérisation par le discriminant nous dit qu’on a autant de formes quadra-
tiques d’indice de Witt maximal inéquivalentes que d’éléments de F* /(F*)2.

En notant a = r(v), on a disc(r) = disc(agq) dans F*/(F*)? et, puisqu'il
s’agit de deux formes quadratiques sur F?"*! d’indice de Witt maximal, on
a r ~ aq. Or, le groupe orthogonal est inchangé lorsqu’on multiplie la forme
par un scalaire non nul et deux formes équivalentes ont des groupes orthogo-
naux canoniquement isomorphes. On a donc SO(F?"*1 r) ~ SO(F?*" ! aq) =
SO(F?"*1 ), si bien qu’on a, & isomorphisme prés, un seul groupe spécial or-
thogonal déployé.

Notation On parlera dans la suite du groupe spécial orthogonal déployé de
dimension 2n + 1 sur F et 'on notera, par raccourci, SO2y,+1 pour SOy, (en
particulier SOzg,41(F) désigne SO(V,,, q)).

On peut alors réécrire 'isomorphisme (3.2) en :

Mp ~ GLy, (F) X -+ x GLy, (F) x SOs41(F). (3.3)

Remarque 2 : On n’a pas utilisé la structure de corps local p-adique de F'.

3.3 Le groupe K|

On se donne une base adaptée de V,, (par exemple By) et on counsidére le
O-module qu’elle engendre Ly (qui est un réseau de V,,).

On peut alors considérer le schéma en groupes orthogonaux Op, associé
au O-module quadratique (Lo, q|,) et le morphisme de schémas en groupes
det : Or, — p2 dont le noyau est, par définition, SOr,. Ce schéma en groupes
est adjoint, réductif (et méme semi-simple si n > 1) sur O ([Conll|, Proposition
C.3.10) et c’est un modeéle entier de SOvy;,,. On a donc que Ko = SO, (O) est
un sous-groupe compact (maximal) hyperspécial de G = SOp,(F) = SOy, (F).
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Notations Pour le choix de la base adaptée By, on note encore, par abus de
notation, SOgzy41 le schéma en groupes SOy, sur O.

On définit également le schéma en groupes B sur O, sous-schéma en groupes
de SO, préservant les n O-modules ), .., Oe;, pour k € {1,---,n}. On
remarque que l'on a B xp F ~ B.

On définit enfin le schéma en groupes T sur O, sous-schéma en groupes de
SOy, (et de B) préservant les n O-modules Oey, pour k € {1,--- ,n}. On re-
marque que 'on a T Xp F ~ T.

La construction de tels groupes hyperspéciaux dépend du choix d’une base
adaptée, ils sont donc naturellement conjugués par G.

On dispose de l’application naturelle de réduction modulo p, mg : SO, (O) —
SOLo (O/p)

Définition 3.3.1. On définit le sous-groupe d’Iwahori (standard) 1 comme l’en-
semble des éléments de Ko dont l'image par my est dans B(k).

On mentionne enfin une propriété concernant l'intersection avec les sous-
groupes de Levi.

Proposition 3.3.2. Soit M un sous-groupe de Levi standard de SOgpy1(F),
on a par (3.3) :

M ~ GL,, (F) x -+ x GLy, (F) x SO2741(F),

avecn=n—(ny + -+ ng).
Alors M NKy = GLy, (0) x -+ x GL,, (0) x SO241(0).

Démonstration. C’est immédiat. O

Remarque : On observe que SOa7.41(0) est un sous-groupe compact maximal
hyperspécial de SOg741(F) (et c’est le seul & conjugaison pres). L’intersection
avec un sous-groupe de Levi fait donc apparaitre un Ky « plus petit » et préserve
ainsi le type de sous-groupe, propriété qui s’avérera précieuse dans la suite.

3.4 Le groupe J

La définition du groupe J (et du groupe J* au paragraphe suivant) se trouve
dans un article de Benedict Gross ([Grol6]). Elle généralise le cas de sous-
groupes compacts ouverts canoniques pour SO3 ~ PGLy et pour SO5 ~ PGSp,
et Gross en fait remonter 'idée a des travaux d’Armand Brumer [BK10].

Il sera plus naturel pour nous de définir d’abord le groupe J puis (au pa-
ragraphe suivant) un sous-groupe J* d’indice 2. Dans le cas classique SO3 ~
PGLg, comme dans le cas SO5 ~ PGSp, étudié par Roberts et Schmidt dans
[RS06] et [RSOT], c’est plutot le sous-groupe d’indice 2 qui est défini d’abord
(¢f. début du §3.5). Il existe alors un élément canonique de carré 1 normalisant
le groupe en question, dit involution d’Atkin-Lehner, qui nous permet de définir
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lanalogue du groupe J. (Les « traductions » se trouvent dans [Tsal3], Chapter
6.)

Le groupe J est d’ailleurs noté Jy(w) dans [Grol6] et J(p) dans [Tsal3] et ces
auteurs définissent plus généralement une famille de sous-groupes notés Jo (™)
(resp. J(p™)) pour m entier naturel.

Pour fixer les idées, commencons par raisonner avec la base By, qui nous
avait permis de définir le réseau Lg.

Définition 3.4.1. Considérons le réseau L de V,, défini par

L = (D(Oe;i@pfi)) ©pro
= Xo ®wYo & pvg (34)
=Xo+ WL()a

1 1
ot Xo = @P0Oe; et Yo = POS;.

On pose B' = (e1, -+ ,en, 04, fly -+ 5 f1), 0w v = wvg et f| = wf; : cest
une O-base du réseau L (mais ce n’est pas une F-base adaptée de V,,).

On note J (ou Jant1 si on veut spécifier la dimension de U’espace ambiant)
le stabilisateur de L, c’est un sous-groupe compact ouvert de G, dit sous-groupe
épiparamodulaire. En particulier, les éléments de J, vus dans la base B', sont a
coefficients dans O.

De méme que pour Kg ci-dessus, la définition de J dépend du choix d’une
base adaptée, mais la classe de conjugaison du groupe J est, elle, canoniquement
définie. Lorsque ce sera nécessaire, on raisonnera sur « le » groupe J particulier
associé au choix de la base Bg.

Proposition 3.4.2. Le sous-groupe d’Iwahori I est inclus dans J.

Démonstration. Par définition, on a I = {g € Ko|Vi € {1,--- ,n},g(e;) €
> j<iOej mod wlo}. On a alors immédiatement, pour g € I, g(Xo) C Xo +
wly et, bien str, g(wly) C wlo, donc g préserve L = Xo + wlp (¢f. (3.4)) et
on a ainsi l'inclusion I C J. O

Proposition 3.4.3. Soit M un sous-groupe de Levi standard de SOapy1(F),
on a par (3.3) :

M ~ GLnl(F) X X GLnk(F) X SOQ;H_l(F),

avecn=n—(ny + -+ ng).

Alors M NJ = GLy, (0) x -+ x GL,,, (O) X Jant1 00 Janq1 correspond au
sous-groupe épiparamodulaire de SOaz41(F).

Démonstration. Commengons par préciser un peu les notations. On note n’ =
ni+- - -+ng. Alors notons Lo le O-module libre engendré par e,/ 1.1, - - , €n, Vo, fn,
o+, fars1. Cest un O-module quadratique et un réseau de Lo ® F ~ F27+1 on
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peut alors considérer le schéma en groupes SO, défini sur O. Le groupe de ses
F-points est déployé et on le note, conformément aux conventions précédentes,
SOgs+1(F). } y

On peut, comme ci-dessus, définir le sous-réseau L de L et regarder son
stabilisateur, que ’on note J;.

Rappelons la forme que prennent les éléments du sous-groupe de Levi M
dans la base By :

Ch
Ck

D
TC}: 1

TC;l
avec C; € GL,,(F) et D € SOg441(F) ou le pré-exposant ™ désigne la trans-
position par rapport a la seconde diagonale (qui commute bien a l'inversion,
d’ou 'absence de parenthéses). La présence simultanée de C; et "C;” ! vient du
respect des relations d’orthogonalité.

Si ’on s’intéresse maintenant & M NJ, il s’agit de voir quels sont les éléments
de cette forme qui préservent le réseau L. Dans la base B’, on a I'écriture

Ch

Ck
D’
TC];l

TC; 1

(Seul le bloc matriciel central est modifié.) La contrainte sur C; est donc d’étre a
coefficients entiers avec "C;” ! également & coefficients entiers, i.e. C; € GL,, (O).
Quant & D (ou D), elle doit préserver le réseau L et en fait le stabiliser puisque
la surjectivité générale vers L et la forme de la matrice impliquent que D envoie
L surjectivement sur L. C’est donc bien un élément de Jomt1-
Réciproquement, étant données des matrices dans les ensembles considérés,
la construction de la matrice par blocs correspondante nous donne bien un
éléement de M N J, si bien qu'on a effectivement M NJ = GL,, (O) x -+ x
GLnk (O) X J2ﬁ+1. O

3.5 Le groupe J*

Il s’agit maintenant de définir un sous-groupe de J, d’indice 2, que nous
noterons JT. Il est not¢ K(w) dans [Grol6| et K(p) dans [Tsal3]. Ce sous-
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groupe généralise le sous-groupe de congruence T'g(p) pour SOz ~ PGL;y et
le sous-groupe paramodulaire étudié par Roberts et Schmidt dans [RS06] et
[RS07], noté K(p), pour SO5 ~ PGSpy.

Il faut d’ailleurs noter que ces auteurs étudient en fait le cas plus général
d’une famille de sous-groupes K(p™) pour m entier naturel (& mettre en paral-
lele avec la famille des T'o(p™)).

Un élément g de J préserve le réseau L. Sa matrice dans la base B’ est a
coefficients dans O, si bien qu’on peut réduire cette matrice modulo p pour
obtenir une matrice de k. L’élément g préserve la forme quadratique ¢ (définie
sur Ly D L) donc également n’importe lequel de ses multiples scalaires, en
particulier ¢’ = £, qui vérifie ¢'(L) C O.

L’élément g, vu comme automorphisme linéaire de V;| = Vecty(B') préserve
donc ¢’ ® k, on a ainsi un élément de O(V/, ¢’ ® k) et méme de SO(V/,q' ® k)
puisque le déterminant « passe a la réduction modulo p ». On a donc défini :

m:J— SOV}, ¢ ®k). (3.5)

Il faut cependant noter que la forme ¢’ ® k est dégénérée sur V). En effet
le vecteur v, qui était déja orthogonal a tous les autres vecteurs de B’ avant
réduction, lest également & lui-méme aprés réduction (on a g(vj)) = w? donc
¢ (v)) = w et (¢ @ k)(vy) = 0). Plus précisément, on a Ker (¢’ ® k) = kuvy,
puisque ¢’ ® k est non dégénérée sur espace quotient V) /kvj qui est (isomorphe
a) lespace engendré sur k par les e; et les f/. On notera ¢’ la forme sur I’espace
quotient V///kvj et g 'endomorphisme correspondant, qui est donc un élément
de O(V}/kv},q'). On a ainsi défini :

7 o J — O]/ kv, q)

R ; (3.6)

comme composée du morphisme 7 défini ci-dessus suivi de la réduction modulo
le noyau de ¢’ ® k.

On définit alors d : O(V{/kv{,q') — {£1} par d = det quand car(k) # 2 et
par d = detpp quand car(k) = 2.

Proposition-Définition 3.5.1. On note a : Jopy1 — {+1} le morphisme
obtenu en composant T et d. On note J3, | (ou JT) le noyau de ce morphisme,
c’est un sous-groupe compact ouvert de G, dit sous-groupe paramodulaire. Le
morphisme « est surjectif si 2n+1 > 1.

Démonstration. 1l s’agit donc de voir que le morphisme « est surjectif (si 2n +
1 > 1), quelle que soit la caractéristique. Considérons 1’élément u qui échange
e1 et f1, envoie vj sur —uv et laisse les autres vecteurs de base inchangés. On
a u € G, u préserve L et, aprés réductions, il s’agit d’évaluer le déterminant
(resp. le déterminant de Dickson-Dieudonné, ¢f. Lemme 3.1.3) d’un élément qui
échange les deux droites isotropes d’un plan hyperbolique (et fixe 'orthogonal
dudit plan hyperbolique), qui vaut dans tous les cas —1. O
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Remarque 1 : Si2n+1 =1, les étapes ci-dessus imposent Jf =J, ={1}.

Remarque 2 : Le noyau de ¢’ ® k est préservé par son groupe orthogonal,
si bien que 7w(g) agit sur v} par un scalaire 8 € k*. Le déterminant de m(g)
est donc donné par le produit de 8 et du déterminant naif de g. Or, m(g) est
dans le groupe spécial orthogonal si bien que 3 = det(g)~! = det(g). En parti-
culier, 8 € {£1} et, en caractéristique différente de 2, on peut déterminer
lappartenance & J* en regardant simplement ce coefficient.

Remarque 8 : Sur le corps fini k, il n’y a que deux classes d’équivalence
de formes quadratiques non dégénérées qui correspondent au méme groupe or-
thogonal en dimension impaire (les deux formes quadratiques sont d’indice de
Witt maximal, on peut employer les mémes arguments qu’au paragraphe 3.2)
et a deux groupes orthogonaux non isomorphes en dimension paire 2n. En effet,
dans ce cas, les deux formes quadratiques inéquivalentes sont respectivement
d’indice de Witt n et n — 1 et on aura donc un groupe orthogonal déployé (dans
le cas de l'indice de Witt maximal) et ’autre non. Dans le cas considéré ici, on
sait donc, puisque la forme ¢’ est d’indice de Witt n, & quel groupe orthogonal
on a affaire, ce groupe est noté OF, (k).

On peut résumer la situation par le diagramme suivant :

7:J —— SO(V{,¢ ® k) —— ({£1} x OF,,(k))det=1
2 §1><d
1)
On a de facto légérement redéfini 7 puisque le groupe d’arrivée n’est pas
tout a fait le méme, quoique isomorphe.

Proposition 3.5.2. Le sous-groupe d’Iwahori 1 défini en 3.5.1 est non seule-
ment inclus dans J, mais plus précisément est inclus dans J7T.

Cette inclusion est une égalité si2n+1 =3 (et si2n+1=1), et est stricte
stnon.

Démonstration. Soit g un élément de I. En le réduisant modulo p, on obtient un
élément triangulaire supérieur avec les conditions d’orthogonalité qui imposent
que les coefficients diagonaux (réduits) soient de la forme (ay, - - - a,, B, a5, 1, -+,
afl). La condition de déterminant 1 impose donc 8 = 1, ce qui suffit & conclure
que g € J* si car(k) # 2 d’aprés la Remarque 2. En caractéristique 2, on a

encore g € JT en utilisant le Lemme 3.1.4.

Pour le second point, si 2n+1 > 3, considérons 1’élément g qui échange e; et
eo, ainsi que f1 et fo en laissant tous les autres vecteurs de la base By inchangés.
Alors g préserve les réseaux Lo et L, si bien que c’est un élément de J (et de
Ko) dont on voit immédiatement (c¢’est un produit d’éléments qui échangent les
deux droites isotropes d’un plan hyperbolique et fixent ’orthogonal dudit plan
hyperbolique) qu’il est dans J*. Or g(e;) & Oe; + pLg, si bien que g & L.

Dans le cas 2n + 1 = 1, tous les groupes considérés sont triviaux et il n’y a
rien & dire. Dans le cas 2n+41 = 3, il faut voir que tout élément g de J* est dans L.
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On notera e pour e; et f pour f1. Puisque g préserve L, on a g(e) € Oe+pug+p f
si bien que la condition qui définit le sous-groupe d’Iwahori I est vérifiée ; il reste
simplement & voir que g appartient a Ko, i.e. g(v)) € wLo et g(f’) € wLlo.

Aprés réduction modulo p, kv est le noyau de ¢’ ® k et est donc préservé
par w(g) (cf. (3.5)), soit g(v() € vy + wLo C wlyg.

Par ailleurs, le fait que g soit dans J* signifie que 7(g) (¢f. (3.6)) est de
déterminant (de Dickson-Dieudonné, le cas échéant) égal a 1, i.e. qu’il stabilise
chacune des deux droites isotropes du plan hyperbolique ke @ kf’. Cela signifie
exactement que g(f’) € wlLg et achéve la démonstration. O

Proposition 3.5.3. Soit M un sous-groupe de Levi standard de SOgpy1(F),
on a par (3.3) :

M ~ GLnl(F) X X GLnk(F) X SOQ;H_l(F),

avecn=n—(ny + -+ ng).

Alors M N JT = GLy, (0) x -+ x GLy, (O) x I35 1 0w J3, | correspond au
sous-groupe paramodulaire de SOaz41(F).

Démonstration. En reprenant les notations de la preuve de la Proposition 3.4.3,
le déterminant a calculer dans V) /kv( ne va pas faire intervenir les matrices C;
car det("C; ') = det(C;)~', égalité qui demeure aprés réduction modulo p. Le
calcul ne dépend donc que de la matrice D et un élément diagonal par blocs est
dans JV si, et seulement si D est dans J;ﬁ L1 O

Lemme 3.5.4. On a :
BnJcJ .

De plus, limage par la projection B — B/N ~ T envoie BNJ sur T (O).

Démonstration. Considérons un élément m € B NJ. Alors dans la base B, on
a:

A1 * 0 x * * *
* *
An *
m = 1 *
-1
AL *
At

avec les \; et les )\;1 dans O. Ainsi, les coefficients diagonaux sont dans O*, et
ceux-ci sont inchangés dans la base By, ce qui prouve le deuxiéme point.

Pour le premier point, il faut réduire modulo p et modulo le noyau de la
forme désormais dégénérée sur k (ce noyau est canonique et est la droite vec-
torielle engendrée par vg). On obtient alors un élément de OF (k) dont il s’agit
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de connaitre le déterminant (resp. le déterminant de Dickson-Dieudonné) pour
savoir s'il est dans J* ou non. Or ’élément réduit en question est :

A1 * * * *
*
An
Ant * |’
-1
A

(ot la barre désigne la réduction dans k), qui est trivialement de déterminant
1 et, si car(k) = 2, de déterminant de Dickson-Dieudonné égal a 1, d’apres le
Lemme 3.1.4. O

3.6 Norme spinorielle

Nous allons voir ici une autre caractérisation du sous-groupe J* de J grace
a la norme spinorielle. Cette caractérisation est, a notre connaissance, originale.

Considérons d’abord un espace quadratique (V,q) non dégénéré sur F, au
sens de la Proposition-Définition 3.1.1.

Le groupe SO(V,q) est un groupe spécial orthogonal sur le corps F, on
peut définir le morphisme « norme spinorielle » v : SO(V,q) — F*/(F*)2. Ce
morphisme peut étre défini a partir de ’algébre de Clifford de V' et du morphisme
GSpin(V, ¢) — SO(V, ¢). On peut aussi définir directement v sur les réflexions de
O(V,q) en posant v(7,,) = q(x) ou 7,, désigne la réflexion par rapport au vecteur
x (ou a la droite Fx), nécessairement non isotrope (sans quoi la réflexion n’est
pas définie). On a 7y, = 7, pour A € F* et q(Az) = A\?q(2) ; v(72) est donc bien
défini dans F* /(F*)?. Tout élément de SO(V, q) est produit (d’un nombre pair)
de réflexions et on peut ainsi calculer v sur SO(V, ¢q), le résultat ne dépendant
pas de la décomposition comme produit de réflexions ([O’M73], §55).

Etant donné un caractére y de F* trivial sur (F*)? (on parlera de caractére
quadratique), on peut donc considérer le caractére x o v de SO(V,q) (et de
ses sous-groupes). Nous commettrons parfois I’abus de notation consistant a
désigner encore ce caractére par .

Deux caractéres quadratiques de F'* vont étre d’une importance particuliére
pour la suite : le caractére trivial (d’ordre exactement 1) et le caractére 7,
unique caractére non ramifié d’ordre ezactement 2, i.e. défini par nox =1 et
n(w) = —1. Puisque deux uniformisantes différent par un élément de O*, on
voit en particulier que la définition de 7 ne dépend pas du choix particulier de
w.

Les caractéres 1 et 7 sont les seuls caractéres quadratiques non ramifiés de
Fx.
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On se restreint désormais au seul F-espace quadratique (V,,, ¢) introduit au
paragraphe 3.2 et a son groupe spécial orthogonal SO(V,,, ¢), noté SO, 11 (F).
Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.6.1. Le morphisme nov : SOg,11(F) — {£1}, restreint a J est
surjectif quand 2n + 1 > 1. Son noyau est exactement J*.

Nous supposons dans toute la suite que 2n + 1 > 1. Commencons par dé-
montrer la factorisation suivante.

Proposition 3.6.2. On a la factorisation J = (Ko N J) - (Staby pup).

Démonstration. Il faut en premier lieu caractériser les éléments de Ky NJ parmi
les éléments de J. Raisonnons a ’aide des décompositions Lo = Xp & Yo & Ovg
et L =Xo @ pYo @ pvg des réseaux qui servent a définir Kg et J.

Soit g € Kg N J. L’élément g préserve le réseau L ; traduisons le fait qu’il
préserve également le réseau Ly (ou de fagon équivalente le réseau pLg) par
rapport & chacun des termes de la somme directe définissant L :

— g envoie X dans Ly (ne dit rien de plus puisque L C Ly);
— g envoie pYp dans pLy = pXo @ pYo P pvg ;
— g envoie pvg dans pLg (ne dit rien de plus puisque 7(g) préserve le noyau
kv, de la forme ¢’ ® k et donc g envoie pvg dans pvg + pL C pLyg).
On voit alors qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément de
J appartienne également a Ky est le fait d’envoyer pY» dans pLg. Ceci se traduit
de fagon agréable a I’aide du morphisme 7. L’élément 7(g) est une isométrie de

I'espace quadratique V), regardons sa matrice dans la base (v, f},, -, f1,e1,
- ,€n) (C’est la base B’ & une permutation circulaire prés) :

k * *
0| C| =
00 |D

Le respect des relations d’orthogonalité entre l'image de e; et celle de f/ pour
i € {1,---n} impose d’ailleurs que D = "C~! ott ™ désigne la transposition par
rapport a la seconde diagonale (qui commute bien a 'inversion, d’ou I’absence
de parenthéses). On a ainsi 7(g) (qui correspond a la matrice sur V) /kv(, et donc
C *
0|7C™
1 (et, le cas échéant, de déterminant de Dickson-Dieudonné égal a 1 d’apreés le
Lemme 3.1.4) donc I'élément g est dans J*.

On a finalement prouvé que JNKjy est 'image inverse par le morphisme 7 de
(3.6) des matrices triangulaires supérieures par blocs dans la k-base

— — *k *
(fl,-, f1,€1,--+ ,€n), qui sont de la forme <T‘T> ou méme, plus préci-

sément ( ¢ > De plus, ona JNKy C J*.

aux quatre blocs en bas a droite) égal a ( ) , matrice de déterminant

*
0| 7C~
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Pour obtenir la factorisation souhaitée, il suffit donc de voir qu’en modifiant
un élément de J par un élément de S = Stabj pvy, on peut imposer que son

: . x| %
image par 7 ait la forme (T‘T)

. . . - I
On va faire mieux : on va imposer qu’il ait la forme ( S 7 >, ce pour
n

quoi il suffit de voir que J et S ont la méme image par 7. Et on montre ce
dernier résultat en montrant que g est surjectif sur O;n(k)

Etudions de plus prés le groupe S. Un élément de S :

— agit sur wwvy par un scalaire, nécessairement +1 par préservation de la
norme;

— préserve I'orthogonal de pvy & savoir Xop @ pYo.
On a donc S = ({+1} x O(Xo @ pYo,¢')) ="

Si on considére la forme ¢', elle est non dégénérée sur (Xp @ pYo) ® k et
donc par lissité ([Conll]|, Theorem C.1.5), Papplication de réduction O(Xp @
pYo,qd) — O((Xo @ pYo) @ k, ¢’ ® k) est surjective, le groupe d’arrivée s’iden-
tifiant d’ailleurs a O;rn(k) par la Remarque 3 du paragraphe 3.5.

Récapitulons. Si I'on considére g € J, on a 7(g) € OF, (k). Or, par la sur-
jectivité depuis S précédemment mentionnée (qui a pour conséquence que 7 est
bien surjective au départ de J), on peut trouver s € S tel que 7(s) = 7(g), soit
gsteKeraC (KonJ)etge (KoNnJ)-S.

On a donc bien la factorisation recherchée (on a méme mieux : J = (Ker 7) -
S). O

Corollaire 3.6.3. On a la factorisation J* = (Ko N J) - (Fixy wwp).

Démonstration. On pose ST = Fixy wvg et on a ST = JT N Staby pvg ~
SO(Xo @ pYo,q'). Le méme raisonnement que précédemment nous montre que
|s+ est surjectif sur SO, (k) (et donc 7 est surjectif depuis J* a fortiori). On
conclut comme ci-dessus, avec la méme amélioration J* = (Ker 7) - S™. O

Evaluons maintenant la norme spinorielle grace & ces factorisations. Le O-
module quadratique (Lg,q) est régulier (au sens de la Proposition-Définition
3.1.1) et donc, par [Knu91| (6.2.3 p.231), v(Ky) € O*/(O*)2. En particulier,
le caractére i introduit plus haut étant non ramifié, on a (n o v)(Kg) = 1.

On a ST = {1} x SO(Xp @ pYo,¢'). Or le O-module quadratique (Xo @®
pYo,q') est régulier, si bien que, par le méme argument 3, v(ST) C 0% /(0*)2.

Par le Corollaire 3.6.3, on a donc 7 o v trivial sur J*. Le morphisme 7o v,
d’ordre au plus 2 sur J, est trivial sur un sous-groupe d’indice 2 : soit il est
trivial sur J tout entier, soit il est non trivial et son noyau est exactement ce
sous-groupe d’indice 2 (& savoir J). Pour conclure, il suffit donc d’exhiber un
élément de J dont 'image par n o v vaut —1.

3. 1l faut remarquer que ¢’ et g différent d’un scalaire de F* et que, puisque les éléments
considérés sont produits d’un nombre pair de réflexions, les normes spinorielles calculées avec
q ou avec ¢’ sont bien égales modulo (F*)2.
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Soit u I’élément qui échange e; et wfi, agit par —1 sur la droite Fvy et
laisse les autres e; et f; inchangés (c’est le méme élément v qui a été introduit
au paragraphe 3.5). Alors u est bien un élément de SOsg,11(F), il préserve L,
c’est donc un élément de J. On peut écrire u comme la composée des réflexions
Tyy €6 Tey—wy, (peu importe 'ordre puisque les réflexions commutent). On a
done v(u) = qlvo)-aler — @fi) = 1(~m) = —w et n(—w) = n(—1)a(w) =
1.(=1) = —1 puisque —1 € O*.

Ceci achéve la preuve du théoréme et nous avons donc bien J* = Ker (nov).

Proposition 3.6.4. Soit M un sous-groupe de Levi standard de SOapy1(F),
on a par (3.3) :

M ~ GLnl(F) X oo X GLnk(F) X SOQﬁ+1(F),

avecn=n— (n1 + -+ ng).

Un élément de M correspond a une matrice diagonale par blocs : X =
diag(Cy,- -+ ,Ck, D,"C Y, -+ ,7CT ). Alors v(X) = [, det(Ci)v(D), ou l'on
note encore v la norme spinorielle sur SOsq41(F), et o la barre désigne la
réduction modulo (F*)2.

Démonstration. Au sous-groupe de Levi M correspond le sous-espace quadra-
tique :

L1 L
WVieV)o-—-o(VioVy) oV,

avec V; et V sous-espaces totalement isotropes transverses de dimension n; avec
g non dégénérée sur (V; @ V/); et Vi espace quadratique de dimension 27 + 1
sur lequel q est d’indice de Witt maximal 7.

La norme spinorielle d’'un élément de M est alors le produit des normes
spinorielles définies sur chaque terme de la somme orthogonale ([O'M73], 55 :4).
11 suffit donc de comprendre la norme spinorielle d’un élément diag(C,7C~1) o
C € GL,,,(F) pour pouvoir conclure.

Or GL,,(F) est engendré par les transvections et les dilatations, il suffit donc
de savoir calculer la norme spinorielle de chaque élément correspondant. Notons
(e1,- s ems fm,y -+, f1) une base de lespace quadratique W @& W' de dimension
2m associé avec < e;, f; >= 0;; et < ej,e; >=< f;, f; >=0.

Considérons pour A € F' — {0,1} la dilatation C' d’hyperplan Vectp(ea,- - ,
em), de droite Fe; et de rapport A. (Considérer uniquement ces dilatations
particuliéres suffit pour la suite.) Alors 'élément diag(C,"C~1) de SO(W & W)
peut s’écrire comme la composée des réflexions 7,57 suivie de 7,,_f . En
particulier, sa norme spinorielle est égale a g(e1 — f1)g(er —Af1) = (=1)(=A) = A
dans F*/(F*)2.

Soient maintenant i # j deux indices et considérons la transvection T'(z) =
Iy, + zE; j, ou & € F. En particulier T(z) = T(%)? et diag(T(z), T (z)™ ") =

diag(T(%), T(%)~")? si bien que sa norme spinorielle est triviale dans F* /(F*)?2,
Le morphisme de GL,,(F) vers F*/(F*)? est donc le déterminant (réduit

modulo (F>)?). O
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Remarque : Cette Proposition permet de redémontrer la Proposition 3.5.3.
Conservons les notations ci-dessus et considérons un élément X de M NJ*+. Alors
le fait que X préserve le réseau L et sa forme diagonale par blocs impliquent que
chaque C; (pour 1 < i < k) est a coefficients entiers. On donc det(C;) € O, et
donc n(det(C;)) = 1. Or, puisque X est dans J*, on a nov(X) = 1, d’ou l'on
tire pov(D) =1, i.e D€ Ji, .

3.7 Factorisations d’Iwasawa

Ces factorisations sont automatiques si I’on définit les groupes Ky et J par
rapport & 'immeuble de Bruhat-Tits de SOq,+1(F) (c’est ce qui est fait dans
[Tsal3]). Nous choisissons néanmoins de les démontrer de fagon géométrique en
utilisant les réseaux que ces groupes stabilisent.

On commence par le lemme suivant.

Lemme 3.7.1. Soient G un groupe, ainsi que H et K des sous-groupes de G
vérifiant G = HK. Alors on a G = (q1Hgy ") (92K g5 ") pour tous g1,g> dans
G.

Démonstration. Siona G = HK, on a aussi, en considérant une décomposition
pour linverse, G = KH.
Soit donc h € H, on a pour un élément générique g € G :

hgh71 = hlkl
g= (h"*hih)(h 'k h)

etonah 'Hh=H d’ott G = H(h~1Kh), et ce pour tout h € H.

Or, on a K = k1 Kk, pour tout k € K et donc G = H(kh)"1K(kh) si bien
qu’on peut conjuguer le groupe K par n’importe quel élément de KH = G.

La décomposition est donc valable en remplagant le second facteur par n’im-
porte quel conjugué, et, en utilisant le fait qu’on peut utiliser la décomposition
« symétrique », également en remplagant le premier facteur par n’importe quel
conjugué. O

11 suffit donc dans la suite de raisonner avec le sous-groupe de Borel standard,
défini & partir du choix particulier de la base adaptée By. Les groupes Ky et J
sont également définis en fonction de cette base. Puisque le choix d’une autre
base adaptée correspond a la conjugaison par un élément de SOg,y1(F), les
factorisations démontrées ne dépendent pas de ce choix.

Définition 3.7.2. Soit (V,q) un F-espace vectoriel quadratique de dimension
2n+1, ot q est d’indice de Witt mazimal n. Fizons a dans O —{0}. Un réseau
L de V sera dit de type a s’il posséde une O-base « a-adaptée » (e1, -+ ,ep, vy,
fYH"' afl) avec

<ej e > =< e,V >= 0,

< fi.f; > =</fi;vo>=0,

<eg fj > =y,

<9, > = 2a.
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En particulier, un réseau L de type a est un réseau entier pair. De plus, si
2a est non inversible dans O, le noyau de L/2aL est un O/2aO-module libre de
rang 1, engendré par vg.

On note 0 : L — L* Papplication canonique x —< x,- >.

Lemme 3.7.3. Soit L un réseau de type a dans (V,q). Alors l'image de 6 : L —
L* est le sous-O-module des formes O-linéaires ¢ : L — O telles que ¢(vg) =0
mod 2a.

Démonstration. Soit (e3,--- ek, v, for, -+, fT) labase duale d’une base a-adap-
tée de L (on reprend les notations de la Définition 3.7.2).

L’image de 6 est engendrée par les 6(e;) = f7F, les 0(f;) = ef pour i €
{1,---,n}, et par 6(vy) = 2av§, ce qui conclut. O

Lemme 3.7.4. Soit L un réseau de type a dans (V,q), avec val,(a) = 0 ou
1. Soit W un sous-espace isotrope de V, et C = W N L. Alors 6 induit une
surjection de L sur C*.

Démonstration. Par construction, C' est saturé dans L, donc facteur direct
comme O-module.

Supposons d’abord que 2a est inversible dans O. Dans ce cas, 6 est bijective
d’aprés le Lemme 3.7.3. On conclut par le fait que toute forme linéaire sur C'
s’étend en une forme linéaire sur L (par 0 sur un supplémentaire de C').

Supposons désormais 2a non inversible dans O et fixons une base a-adaptée
de L. On dispose alors d’'un vecteur vy tel que < vg,vg >= 2a. En particulier
q(vg) # 0 et OvgNC = {0}.

Montrons que C' & Ouvg est saturé dans L. Supposons w~!(c+ zvy) € L; on
veut montrer ¢ € wC et x € p. Siz € p, alors w e € LNC = C, donc ¢ € wC :
on peut donc supposer € O* et méme z = 1. Ecrivons alors ¢ = vy + wz avec
c € C et z € L. En appliquant ¢, on trouve :

0=ua+@q(z)+w < vy, z >,

d’ott 'on déduit wla puis, en utilisant le fait que < vy, 2 >€ 220, w?|a, ce qui
nous fournit une contradiction.

Puisque C' @& Ovg est bien saturé dans L, donc facteur direct dans L, toute
forme linéaire sur C' peut se prolonger en une forme linéaire sur L nulle sur vg.
On conclut par le Lemme 3.7.3. O

On suppose désormais? val,(a) =0 ou 1.

Corollaire 3.7.5. Soient L un réseau de type a de (V,q), W un sous-espace
isotrope de dimensionr de V, C =LNW, et (1, - ,&,) une O-base de C.

i
Alors, il existe une décomposition de O-modules L = (C & D) & L' et
(p1,- - ,¢r) une O-base de D, telle que < €;,p; >= 0;;.

4. Un réseau de type @™ de (V, q) pour m entier naturel permettrait de définir le groupe

J(p™) selon les notations de [Tsal3]. Le fait que la factorisation d’Iwasawa échoue op. cit.
pour m > 1 est & rapprocher du fait que le Lemme 3.7.4 utilise de fagon cruciale m < 1.
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Démonstration. On considére la base duale desef : C — O pouri € {1,--- ,r}.
D’aprés le Lemme 3.7.4, il existe 1, -+, ¢, dans L tels que 0(p;)c = €}, soit
encore < €, p; >= 0;;.

Pour X = (z;;) € M,(O), on peut considérer la famille des ¢, = ¢; +
>k Tikek. On aalors Gram(g}, - - -, ¢l) = Gram(p1, - - -, ¢r)+X+'X. Or la ma-
trice de Gram de la base (o1, -, ¢,) — et de n’importe quelle famille en fait, cf.
Proposition-Définition 3.1.1 — est symétrique, avec des éléments diagonaux dans
20. On peut donc trouver X € M,.(O) telle que X +*X = —Gram(p1,- -, ).

On a alors Gram(y7, -+, ;) = 0 et toujours < &, ¢ >= d;; : le O-module
D = 0Op) @ & Oy, est totalement isotrope et le sous-module C' @ D de
L est hyperbolique. En particulier, en notant L' = (C @ D)+, on a bien L =

(CaD)a L. O

Proposition 3.7.6. Soient Ly et Ly deux réseaux de type a de (V,q). Soit W
un sous-espace totalement isotrope de V' et soit {0} C Wy C--- C W, =W un
drapeau complet de W'.

Alors, il existe g € SO(V, q) tel que g(L1) = Lo et, pour tout i € {1, -+ ,n},
g(Wi) = VVz

Démonstration. Posons, pour j € {1,2}, C; = L; N W. D’aprés le Corollaire
3.7.5, on peut écrire
1
L;j = (Cj + D;) & Ovj,
avec D; totalement isotrope et de telle sorte que ¢ induise des isomorphismes
91!01:)DT et92202:>D)2k.

En considérant le déterminant des O-modules quadratiques (L, ¢), on trouve
< wj,v; >= 2an2. avec a; € O*. On peut donc, quitte a remplacer v; par aj_lvj,
supposer que < vj,v; >= 2a.

Choisissons une O-base (e1, -+ ,ep) de C telle que W;NCy; = Oe; @ - - - Oe;
pour tout ¢ € {1,---,n}. De méme, choisissons une O-base (e}, - ,el) de Co
telle que W; N Cy = O¢) @ - - - O€], pour tout ¢ € {1,--- ,n}.

Soit h : C; — Cy Vapplication O-linéaire envoyant e; sur e, pour tout
i €{1,---,n}. Cest, par définition, un isomorphisme O-linéaire. La composée

nous donne un isomorphisme O-linéaire b’ : D1 = Ds.

On en déduit un isomorphisme O-linéaire g : Ly — Lo envoyant C; sur Co
via h, D1 sur Dy via h' et v1 sur ve. Par construction de A’, g est une isométrie,
i.e. un élément de O(V, q) (et méme de SO(V, q) quitte a remplacer vy par —vs),
qui préserve manifestement W; pour tout ¢ € {1,--- ,n}. O

Corollaire 3.7.7. Soit B un sous-groupe de Borel de SOgp,41(F) et Ko un
sous-groupe compact hyperspécial de SOgqpni1(F) tel que défini au paragraphe
3.8.

Alors, on a SOg,11(F) = BK,.
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Démonstration. 11 suffit de considérer le réseau Lo défini loc. cit. (qui est un
réseau de type 1 de (V;,,q)) et le sous-espace totalement isotrope X de (3.1)
avec son drapeau complet canonique. Alors, si g est un élément de SOgy,41(F),
g(Lo) est également un réseau de type 1 et donc, par la Proposition 3.7.6, on
trouve b € SOgp41(F) tel que b(Lg) = g(Lg) avec de plus b qui préserve le
drapeau

Vect(e1) C Vect(eq,ez) C -+ C Vect(eq, -+ ,en),

c’est-a-dire que b est dans le sous-groupe de Borel standard B de SOg,11(F).
Donc b~ !g stabilise le réseau Ly, i.e. b~1g € Kq et finalement g € BK. O

Corollaire 3.7.8. Soit B un sous-groupe de Borel de SO, +1(F) et J un sous-
groupe compact épiparamodulaire de SOgy,11(F) tel que défini au paragraphe
3.4.

Alors, on a SOgy,41(F) = BJ.

Démonstration. 11 faut maintenant considérer ’espace quadratique (V,,¢q’) ou
q' est la forme quadratique Z introduite au paragraphe 3.5. Le réseau L défini
loc. cit. est alors un réseau de type w de (V;,,¢’). On est donc encore redevable
de la Proposition 3.7.6 et la suite du raisonnement est la méme que pour le

Corollaire précédent. O

Remarquons enfin que l'on ne peut pas espérer une factorisation avec le
sous-groupe paramodulaire.

Proposition 3.7.9. Si2n+1 > 1, alors BJT C SOqp,11(F).

Démonstration. Dans le cas 2n+1 = 1, tous les groupes sont triviaux. Si 2n+1 >
1, alors il existe des éléments de J qui ne sont pas dans JT, comme ’élément u
introduit au paragraphe 3.5. Soit donc 7~ un tel élément et supposons disposer
d’une factorisation SOg,,41(F) = BJT. On a alors j= = bj ™, soit b=~ (j+)7 L.
Or, d’aprés le Lemme 3.5.4, on a BNJ C J* donc j~(57)~! € J* et finalement
j~ € JT, contradiction. O
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Chapitre 4

Représentations avec des
invariants paramodulaires

L’objectif de ce Chapitre est de classifier, pour n quelconque, toutes les
représentations du groupe SOg,4+1(F) (tel qu’étudié au Chapitre 3) ayant des
invariants paramodulaires.

Définition 4.0.1. Soit (7,V) une représentation de SOap41(F). On pose :

70 = {v e V() (v) = v,¥j € I},
) = (v e V]n(j)(v) =nowv(j)v,Vj e J}.

On parlera respectivement de (J,+)-invariants (ou de J-invariants) et de (J, —)-
variants.

Lemme 4.0.2. Soit (7,V) une représentation de SOsy,41(F). On dénote par
" Uespace (éventuellement nul) de ses invariants sous laction du sous-groupe
J*t. Alors, on a la décomposition :

A 208 g 0,

De plus, en posant 7' = n @ 7, Uapplication v — 1 ® v induit des isomor-
phismes (de J-représentations) m0H) ~ (7/)17) et 71(0:=) ~ (7)),
Démonstration. L'action de J sur 7 se décompose selon les deux caractéres
de J/J* =~ 7Z/27Z. Au caractére trivial correspond 'espace 7)) = 77, Le
Théoréme 3.6.1 identifie le caractére non trivial comme étant 7 o v restreint a
J, si bien qu'il lui correspond l'espace (%),

Le dernier point découle de la définition de la torsion (étant entendu que
tordre par 7, c¢’est tordre par nowv, fait déja mentionné au début du paragraphe
3.6). O
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Ainsi, disposant d’une représentation ayant des invariants (non
triviaux) par J*, on pourra supposer, quitte a tordre par 7, qu’elle a
des invariants par J.

Achevons ces préliminaires par un lemme facile mais bien utile.

Lemme 4.0.3. Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G. Soit
(o, W) une représentation lisse de M = GLy, (F) X - -+ X GLy,, (F) x SOg741(F).
Alors on a un isomorphisme linéaire :
(i%0)) ~ gIM
En particulier, si o est de la forme 01X --- Ko X7, ot 0; est une représen-
tation lisse de GLy,, (F) pour tout i et T une représentation lisse de SOaz41(F),
alors :

GLa, (0)

. GLn, (O
(i%0) ~ 0, ®-- Q0 +(9)

® TJ25,+1 .

Démonstration. 11 suffit de considérer 'application a : f + f(1) de (i%0)? vers

o™ —on abien o(j)f(1) = f(j) = f(1). La factorisation G = PJ (qui découle
de la décomposition G = BJ du Corollaire 3.7.8) montre que si f(1) = 0, alors
f(g) = f(pj) = o(p)f(1) = 0 pour tout g € G, si bien que « est injective.

Pour voir que a est surjective, on se donne v € ¢’ et on définit f, qui
a g = pj associe o(p)v. Il faut déja voir que f, est bien définie. Soit donc g =
p1j1 = p2jo un élément de G, alors O‘(p;lpl)v = 0(j27; })v = v par hypothése
sur v et donc la valeur de f, en g ne dépend pas de la décomposition. La fonction
fv est bien lisse (elle est invariante par translations a droite par le sous-groupe
compact ouvert J) et on a f,(pgj) = o(p)f»(g) pour tous p € P,g € G,j € J et
donc f, € (i%0)7, ce qui conclut.

Le deuxiéme isomorphisme est une conséquence de la Proposition 3.4.3. [

4.1 Foncteur de Jacquet des séries discrétes

Colette Moeglin et Marko Tadi¢ ont classifié les séries discrétes des groupes
classiques p-adiques ([Mceg02] [MT02]), ce qui fait intervenir le calcul des fonc-
teurs de Jacquet de ces séries discrétes par rapport aux sous-groupes parabo-
liques standard. Ces classifications ont été faites sans faire appel a la correspon-
dance de Langlands locale pour les groupes classiques, démontrée par James
Arthur ([Art13]). Il sera commode de suivre la belle exposition de ces résultats
par Bin Xu ([Xul7]) et par Hiraku Atobe ([Atol9]).

On travaille ici uniquement dans le cas ot G est le groupe déployé SOs,, 11 (F)
étudié au Chapitre 3 et on s’intéresse aux parameétres de Langlands correspon-
dants (a valeurs dans G = Sp,,,(C) donc).

Soit donc ¢ un tel paramétre discret. D’aprés la fin du paragraphe 2.4, on a
donc ¢ = P, & @ Uy, avec Y dim(&;)a; = 2n, les couples (&;,a;) deux & deux
distincts, & autoduale symplectique si a; est impair et autoduale orthogonale si
a; pair.
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Suivant Meeglin, on définit alors Jord(y) comme l’ensemble des couples
(&, a;) — la représentation U,, de SU(2) est en effet complétement caractéri-
sée par sa dimension a;. On peut d’ailleurs, en posant d; = dim(¢;) utiliser la
correspondance de Langlands locale pour GLg4, pour identifier §; & une repré-
sentation irréductible du groupe de Weil Wx de dimension d;, identification que
I’on fera par la suite.

On peut définir de méme Jord(yp) pour un paramétre de Langlands non
discret, en prenant garde au fait qu’il faut alors considérer un multi-ensemble
plutét qu'un ensemble. R

On sait que dans le cas d’un paramétre discret, le quotient Cent(yp)/Z(G)
est fini et donc égal & son groupe des composantes connexes S,. Par ailleurs,
Z2@G)=Z (Sp,,,(C)) = {£1}. Il est donc équivalent de parler de centralisateur
fini.

Soit maintenant 7 une représentation lisse irréductible de G. Soit d < n et
considérons le sous-groupe de Levi standard

Md = GLd(F) X SOQ(n,d)+1(F) (41)

de G et le sous-groupe parabolique standard associé P; = MyNy. Alors le fonc-
teur de Jacquet (normalisé) ngﬁ est une représentation (lisse, admissible, de

longueur finie) de My. On peut regarder la semi-simplifiée de cette représenta-
tion :
(rg,m)* =EPreo (4.2)
i

ou 7; (resp. o;) est une représentation irréductible de GLg4(F') (resp. de
SO2(n—d)+1(F)). On pose alors, pour p une représentation supercuspidale uni-
taire de GL4(F), et pour x € R :

JanHzZ @ a;.

i x
Ti~p||

On remarque que, quand p parcourt I’ensemble des supercuspidales unitaires
et x parcourt R, p| - |* parcourt bien ’ensemble des représentations supercus-
pidales de GL4(F'). En revanche, dés que d > 1, il existe des représentations
irréductibles non supercuspidales et la donnée des Jac,|.;» est moins compléte
que celle de (7 m)*. Pour d = 1, on a bien :

(v = D @ ey, 43)
[

(I’ensemble d’indices est a priori plus petit qu’en (4.2) puisqu’on a regroupé
les indices correspondant & des caractéres x; isomorphes). Il reste la question
de la semi-simplifiée pour laquelle la proposition suivante précise les choses.

Proposition 4.1.1. Soient G et H les F-points de deux groupes réductifs sur
F. Soit V une C-représentation lisse, de longueur finie, de G x H. Soit r une
C-représentation supercuspidale de G. On définit alors les propriétés suivantes
d’une C-représentation lisse de longueur finie W de G x H :
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— P, : tout sous-quotient irréductible de W est de la forme X K'Y avec X
isomorphe a r.
— Pr : tout sous-quotient irréductible de W est de la forme X XY avec X
non isomorphe a r.
1l existe une unique décomposition en somme directe V.= A @ B telle que A
satisfait Py, et B satisfait P)..

Démonstration. Unicité. On vérifie de suite que tout homomorphisme entre
deux représentations de longueur finie vérifiant P, pour I'une, et P,. pour 'autre,
est nul. Ainsi, siona A® B = A" @® B’ avec A, A’ vérifiant P, et B, B’ vérifiant
P/, alors les projections A — B’ et B — A’ sont nulles. On en déduit A inclus
dans A’, B inclus dans B’, puis par symétrie A = A’ et B=B’.

Existence. On va montrer que

(a) V est dans une suite exacte 0 - A — V — B’ — 0 avec A vérifiant P,
et B’ vérifiant P.

(b) V est dans une suite exacte 0 - B —V — A’ — 0 avec A’ vérifiant P,
et B vérifiant P;.

On conclura ainsi : BN A est un sous-objet de A et de B, donc satisfait P, et
P/, et est de longueur finie, donc nul. La projection V' — B’ injecte donc B dans
B’. Mais B et B’ ont méme semi-simplifiée & isomorphisme prés par le théoréme
de Jordan-Holder ([Lan02], III, §8). En particulier, elles ont méme longueur, et
I'injection de B dans B’ induite par V — B’ est en fait un isomorphisme. Cela
entraine V = A ® B.

On remarque par ailleurs que si 'on montre (a) alors on montre (b), en
remplacant r et V par leur contragrédiente. Il suffit donc de montrer (a), ce que
nous faisons en utilisant le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. (On garde les notations de la Proposition.) Supposons disposer
d’une suite exacte 0 - C — V — D — 0 avec C, D irréductibles, et D vérifiant
P

Alors on a également une suite exacte 0 — C' — V — D’ — 0 avec C', D’
irréductibles, et C' vérifiant P,.

Démonstration. La représentation C est irréductible : elle s’écrit donc X; X Y;
avec X7 irréductible de G et Y; irréductible de H. De méme, D = X5 X Y et,
comme elle vérifie P,., on a Xo ~ 7.

On souhaite oublier I’action de H et considérer ces représentations comme
des C[G]-modules. Il faut toutefois faire attention au fait que ces C[G]-modules
ne sont pas admissibles, et envisager les choses un peu différemment. La lissité
de Y nous fournit un sous-groupe compact ouvert Kg de H tel que Y X# £ {0}.
La considération des K gy-invariants nous fournit la suite exacte :

0— X, RYSfr o yUbxKe o x, ®yKe o,

que l'on voit comme une suite exacte de C[G]-modules, admissibles désormais.
On peut alors utiliser le Lemme VI.3.6 de [Renl0] pour dire que r, supercus-
pidale et quotient de VI13*Ku en est aussi une sous-G-représentation. Cest
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a fortiori une sous-G-représentation de V et la composante r-isotypique V,. de
V' est non nulle. Mais V, est aussi stable par H. On peut ainsi trouver une
sous-représentation irréductible de G x H dans V., nécessairement de la forme
r XK X, i.e. vérifiant P,.. O

(Retour & la démonstration de la Proposition) Soit donc maintenant une
filtration
{0t=VpcVcCc---CV,=V

avec V;/V;_; irréductible comme G x H-module pour tout i. Supposons que
Pon ait un indice ¢ tel que V;/V;_; vérifie P, et V;_1/V;_o vérifie P.. Alors en
appliquant le lemme & la suite exacte :

0—=>Viei/Viea = Vi/Vieg = Vi/Vieqy =0,

on peut modifier V;_; de sorte que ce soit I'inverse. Si aucun des V;/V;_1 ne
vérifie P, alors V' = B vérifie P/, ce qui, en prenant A = 0, achéve la preuve.

Sinon, on peut supposer que V;/Vy = V; est P,. Par récurrence sur la lon-
gueur de V, on peut alors trouver Ay (P,) et B (P.) tels que la suite :

0—Ay—=V/Vi = By—0

soit exacte. En définissant alors A comme 'extension naturelle de Ay par V;
(vérifiant toujours P,), on a bien une suite exacte

0—-A—-V—>By—0
avec les propriétés recherchées. O

On veut évidemment appliquer cette proposition a ’I’gdﬂ', le cas le plus in-
téressant étant celui de P; pour lequel on fait apparaitre des caractéres y; de
GL;(F') qui sont bien tous supercuspidaux. La longueur finie de rlcjlw nous
donne, par itération de la Proposition 4.1.1 :

T‘glﬂ' = @ V(XZ)7

ot V(x;) est telle que tout sous-quotient irréductible est de la forme x; ® Y
(avec Y représentation irréductible de SOg,—1(F)). On remarque que V(x;)
est plus grande a priori que la composante x;-isotypique V,, de la GL;(F)-
représentation V', qui ne considére que les sous-représentations de la forme x; ®
Y. Par identification avec I'écriture (4.3), on a V(x;)* = Jac,,.

Revenons a notre représentation irréductible 7 et soit ¢ = Z(7) son para-
meétre de Langlands. On a également un caractére € du groupe S, qui caractérise
7 & l'intérieur du paquet II,. Le choix d’une représentation supercuspidale uni-
taire p de GL4(F') (ou de fagon équivalente d’une représentation irréductible de
dimension d de Wg) implique le choix du sous-groupe de Levi My (au sens de
(4.1)) et on peut alors considérer le foncteur de Jacquet correspondant et donc
la quantité Jac,.» (pour x réel).
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Lemme 4.1.3. (Meeglin-Tadi¢, [MT02|, Lemma 3.6)
Soit ™ une série discrete de G et soit p son parameétre de Langlands. Alors

Jac,.|= # 0= (p,22x + 1) € Jord(p)
En particulier x € %Z et x > 0.
Démonstration. On renvoie & [Xul7|, Lemma 7.2 pour la preuve. O

On peut en fait préciser les conditions de non nullité de Jac,.|=. Introduisons
auparavant une notation supplémentaire. Soit ¢ un paramétre discret de G,
d’aprés la Proposition 2.4.4, on a : ¢ = P_, ¢; avec chaque ¢; autoduale
symplectique irréductible et les ¢; deux a deux distinctes. On obtient alors
immédiatement que Cent(yp) = {£1}". On peut fixer une Z/2Z-base (o, )1<i<r
de ce dernier groupe en associant o, & ¢;.

Par ailleurs, S, vaut (ici) Cent(p)/{£1}. Un caractére de S, est donc la
donnée d’un signe pour chaque «,, tel que le produit des signes fasse 1 (i.e.
le caractére de Cent(p) doit étre trivial sur I'élément diagonal >, ;). Etant
donné e un élément de :S;, on peut donc parler de sa valeur en «,,,, que 'on
notera e(ay,, ).

Enfin, si ¢ = @, 0; ® Uy, est un paramétre de Langlands, on notera

v (0 ®@Uy,) (4.4)

pour B, ;i ® U, -

Théoréme 4.1.4. ([MT02]; [MR17] p.9)

Soit ™ une série discréte de G et soit ¢ son parameétre de Langlands. On
suppose que (p,2z + 1) € Jord(p) et on note o = p© p @ Uagi1 © p @ Usp—1.
Alors Jacp. = # 0 exactement quand l'une des trois conditions suivantes est
satisfaite :

1. x> 1/2 et (p,2x—1) € Jord(y), si bien que p_ est un parametre discret :

c’est le parametre de Langlands de Jac,|.|= ;

2. x>1/2 et (p,2x — 1) € Jord(p) avec £(pguy,,,) = e(QpaU,,_. ), auquel
cas ¢ est le parameétre de Langlands (non discret) de Jac).|= ;

3. v =1/2 et e(apeu,) = 1, auquel cas ¢_ est le parameétre de Langlands
(discret) de Jac,|.=.

On peut en fait préciser le caractére e correspondant & Jac,|.|=, si bien que
cette derniére représentation est entiérement caractérisée.

Démonstration. On renvoie a [Xul7|, Lemma 7.3 pour la preuve. O

La combinaison des Lemme 4.1.3 et Théoréme 4.1.4 nous dit que, dans le
cas d’une série discréte, Jac,|.|» est soit nul, soit irréductible. On obtient alors
le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.5. Soit M; = GL1(F) x SOg,—1(F) sous-groupe de Levi de G

et Py le sous-groupe parabolique correspondant. Alors rglw est semi-simple.
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Démonstration. On a vu a la suite de la Proposition 4.1.1 que rglw =@, V(xi)

avec V(x;)* = Jacy,. Or Jac, étant nul ou irréductible, on a V'(x;) de longueur
0 ou 1, il est donc nul ou irréductible. Finalement, 77 = @ x ® Jac, est
semi-simple. O

4.2 Invariants paramodulaires des séries discrétes

Il nous faut commencer par un résultat concernant les invariants paramodu-
laires des séries principales non ramifiées.

Lemme 4.2.1. Soit x un caractére non ramifié de T et soit la représentation
induite i%x. Alors les espaces (iGx) 1) et (iGx) V) sont tous deux de dimen-
sion 1, si bien que dim(igx)J+ =2.

Démonstration. Pour € € {+,—}, on a:

(150" = { f € C=(G,0)| f(bgj) = 65(0)/*x(b)- () f(9), Vb € B, Vg € G}

avec oy le caractére trivial et a_ le caractére n o v. Dans les deux cas, la
factorisation G = BJ (du Corollaire 3.7.8) nous dit que f € (i§x)) est
complétement déterminée par f(1) : application f +— f(1) est une injection de
(i%x)#) dans C.

Vérifions la surjectivité de cette application : soit donc A € C, on définit

f: G — C
bj > S5(b)/2x(b)ac(j)A

Il faut vérifier que I’application est bien définie, i.e. que la valeur de f en un point
g ne dépend pas de I'écriture g = bj choisie. Supposons donc avoir byj; = bajo,
soit by 1y = js J1 ! On remarque alors que dp est trivial sur le groupe compact
J et, par le Lemme 3.5.4, que le caractére a. et le caractére x sont triviaux sur
BNJ.

L’application f ainsi définie est lisse (elle est invariante par translations
a droite par le sous-groupe compact ouvert J1) et elle est évidemment dans
(i%x)9). Finalement (iGy)"»*) est bien de dimension 1. O

Lemme 4.2.2. La représentation de Steinberg Stso,, ., (r) de SO2,41(F) n'a
pas de J-invariants si 2n +1 > 1 et n’a pas de J*-invariants si 2n +1 > 3. De
plus, St%gS(F) est de dimension 1.

Démonstration. On note G = SOgp41(F') et on a Stg = Indgl/(ZBgP md$1),
la somme portant sur les sous-groupes paraboliques de G (standard, a cause de
la condition qu’ils contiennent B). On prendra garde au fait qu’il s’agit ici
d’induites non normalisées ne faisant pas intervenir la fonction modulaire.

Le Lemme 4.2.1 nous dit ! que la représentation Indgl admet des J-invariants
(i.e. des (J, +)-invariants) de dimension 1. Or, si 2n+1 > 1, B ¢ G et Ind%1 = 1

1. Le lemme travaille avec des induites normalisées, mais le résultat demeure, quitte a

tordre par 5];1/2‘
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apparait dans ce par quoi on quotiente : représentation triviale qui a également
des J-invariants de dimension 1. Par exactitude de la prise d’invariants par un
sous-groupe compact ouvert (Lemme 1.2.5), les J-invariants de Stg sont donc
de dimension nulle.

En ce qui concerne les J'-invariants, il suffit d’aprés le Lemme 4.0.2 de

regarder simultanément les (J, +)-invariants et les (J, —)-variants : on a =

20 @ )

On sait déja que, pour 2n+1 > 1, il n’y a pas (J, +)-invariants, considérons
donc les (J, —)-variants de St ou, de fagon équivalente, les (J, +)-invariants de
n® Stg = Indgn/(ZBgP Ind%n), ou 7 est I'unique caractére quadratique non
ramifié non trivial introduit au paragraphe 3.6.

Le Lemme 4.2.1 nous donne que la représentation Indgn admet des J-
invariants de dimension 1. Si 2n+1 > 3, alors le sous-groupe parabolique P, cor-
respondant au sous-groupe de Levi M,, = GL,,(F') xSO1(F') contient strictement
le sous-groupe de Borel B. Or le Lemme 4.0.3 nous donne (Indlcjnn)J ~ nlMM’;m.
Or M,, NJ = GL,(O) x {1} et, par la Proposition 3.6.4, v|ys,ny = det, si bien
que v(M, NJ) C O*/(0*)?. Do, finalement 77,y trivial et (Indgnn)J de
dimension 1.

Par le méme argument d’exactitude de la prise d’invariants, on en déduit
qu’il n’y pas de J-invariants (non triviaux) dans n ® Stg et finalement que St
n’admet pas de JT-invariants si 2n + 1 > 3.

Il reste & conclure dans le cas 2n+1 = 3. Or la Proposition 3.5.2 nous dit que
dans ce cas, on est en fait en train de prendre les invariants par le sous-groupe
d’Iwahori standard, dont on sait qu’ils sont de dimension 1 (on peut penser a
lisomorphisme exceptionnel SOz ~ PGLy, commenté au §8.1.1). O

Corollaire 4.2.3. Les seules séries discrétes de SO3(F) ayant des J* -invariants
sont St503(F) etn® StSOg(F) .
La seule série discrete de SO3(F) ayant des J-invariants est n @ Stgo,(r)-

Démonstration. Raisonnons a ’aide de la correspondance de Langlands locale.
A une telle série discréte doit correspondre, d’aprés (2.3) un parametre discret
¢ de Spy(C) = SLy(C).
— Lecasp = x®x ™" ou x est un caractére de W est exclu car ce paramétre
se factorise par le tore et donc n’est pas discret.

1

Si p = 7 ol T est une représentation irréductible de W (nécessairement
autoduale et symplectique), le paquet de Langlands associé contient un
seul élément m supercuspidal (on utilise encore isomorphisme SOz ~
PGL,). La représentation 7 ne peut avoir d’invariants par le groupe J* =
I ou I désigne le sous-groupe d’Iwahori standard (Proposition 3.5.2) car
on aurait alors (par [Cas80], Proposition 2.6) que 7 se plonge dans une
série principale non ramifiée, ce qui contredit sa supercuspidalité.

Si p = x®Us avec x nécessairement autodual donc quadratique, le paquet
de Langlands associé contient un seul élément, qui est x ® Stgo,(r)- Si
cette derniére représentation a des J*t-invariants, alors de méme elle se

80



plonge dans une série principale non ramifiée, donc y est non ramifié.
Or il existe exactement deux caractéres quadratiques non ramifiés de
Wab ~ FX : le caractére trivial et le caractére 1.

On a donc identifié Stgo, () et 7 ® Stgo,(F), qui ont bien des J*-invariants.

Par ailleurs, le groupe J agit par un signe sur les JT-invariants (car J* est
d’indice 2 dans J). On sait que ce signe est « — » pour la représentation Stso, ()
(sans quoi elle aurait des J-invariants, ce qui n’est pas le cas d’aprés le Lemme
4.2.2). Comme 7o v est le caractére non trivial de J/J* = Z/2Z, ce dernier
groupe (et donc J) agit par un signe « + » sur les J™-invariants de n® Stso,(F)s
ce qui revient a dire qu’elle a en fait des J-invariants.

Pour traiter le cas 2n + 1 > 5, nous commencons par un lemme technique.

Lemme 4.2.4. Soit m une série discréte de SOapy1(F) avec 2n+1 > 5. On

suppose que © # {0}.
Alors, en notant Py = My N7 le sous-groupe parabolique standard, ou M, =

GL; xSOs9,_1, on a que rgl () est une représentation non nulle de My. Mieuz,

rE (1) = Pxi © o,

icl

ot les x; sont des caractéres non ramifiés de F'* et les a; sont des représenta-
tions irréductibles de SOqpn_1(F') telles que an"‘l # {0}, et a; = Jac,,.

Démonstration. On a I inclus dans J par la Proposition 3.4.2 (et méme dans
JT par la Proposition 3.5.2) ou I désigne le sous-groupe d’ITwahori standard.
La représentation m a donc des invariants par I, si bien que, par la Proposition
2.6 de [Cas80], elle se plonge dans une série principale non ramifiée. Il existe v
caractére du tore maximal standard T tel que m — igw, soit, par réciprocité
de Frobenius, r&7 — 1. En particulier, le foncteur de Jacquet (normalisé) par
rapport & B est non nul, et donc, par transitivité du foncteur de Jacquet, il en
est de méme pour tous les sous-groupes paraboliques standard, en particulier
pour P;.

Or, 7 étant irréductible, elle est G-engendrée par n’importe quel vecteur non
nul, en particulier par ses J-invariants. Puisque G = Py J, le quotient rgl (m) est
donc Mj-engendré par ses (J N Mj)-invariants, et il en est de méme de tous les
quotients irréductibles de r (7). Or, on a vu au Corollaire 4.1.5 que 7 ()
était semi-simple, donc chaque composant irréductible peut étre vu comme un
quotient et posséde en particulier des (J N M;)-invariants (qui I’engendrent).

Finalement :

6 (1) = Pxi ®a,, (4.5)

iel

ol x; est un caractére de GL; et «; une représentation irréductible de SOs;,_1,
tels que (y; ® a;)’™M = 9" @ a;»]"’"’l # {0} pour tout i (en utilisant la
Proposition 3.4.3). En particulier, tous les caractéres y; sont non ramifiés. On
a alors a; = Jac,, (on a bien vu au Théoréme 4.1.4 qu’il y avait au plus un
constituant irréductible dans Jac,, ). O
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Proposition 4.2.5. Il n’existe pas de série discréte de SO5(F) ayant des inva-
riants paramodulaires.

Démonstration. Selon la Remarque qui suit le Lemme 4.0.2, on peut supposer
qu’il s’agit ici d’invariants par J. Supposons donc disposer d’une série discréte
(7, V) de SO5(F) telle que 7 # 0.

Notons ¢ le paramétre de Langlands de 7. On sait, par (2.3), que c’est un
paramétre discret si bien que ’on est dans une des cing situations suivantes :

1. ¢ = 0 avec 0 autoduale symplectique irréductible ;
2. p=7& 7 avec T et 7/ autoduales symplectiques irréductibles distinctes;

3. p = (x ® Usz) @ 7/, avec x autodual i.e. quadratique et 7/ autoduale
symplectique irréductible ;

4. p = x ® Uy, avec x quadratique;

5. o= (x®Us2) & (X ®Us), avec x et x' quadratiques distincts.

Or, le Lemme 4.2.4 implique que rgl () est non nul et s’écrit sous la forme

@i Xi ® i, ot les x; sont des caractéres non ramifiés. Cela signifie donc qu’il
existe au moins un ¢ — et un caractére x; — tel que a; = Jac,, # 0. Or on sait
que Jac,, # 0 implique (p, 2z + 1) € Jord(p) ou l'on a écrit x; = p| - |* avec p
caractére unitaire.

Ceci exclut donc les deux premiers cas qui ne font apparaitre aucun caractére.

Pour le troisiéme cas, le seul x; qui puisse donner lieu a un Jac,, non nul
est xi = x| - |1/2, pour lequel on a Jacy.ji/2 effectivement non nul d’aprés le
Théoréme 4.1.4. Mieux, on connait son paramétre de Langlands, qui est alors
7. On a donc r§ (1) = x| - [*/? @ 7’ ot 7’ est une représentation de SO3(F) de
paramétre de Langlands 7/. D’aprés le Lemme 4.2.4, 7’ posséde des invariants
par J3 : c’est donc, d’aprés le Corollaire 4.2.3, 1 ® Stso, (). Or le parameétre de
Langlands de cette derniére représentation est n ® Us # 7/, ce qui nous fournit
une contradiction.

Dans le quatriéme cas, il est bien connu que le paquet de Langlands associé
est un singleton contenant la seule représentation x ® Stgo,(r) qui n’a pas de
J-invariants d’aprés le Lemme 4.2.2.

Enfin, dans le cinquiéme cas, puisqu’on sait que x et x’ doivent étre qua-
dratiques, non ramifiés et distincts, on a {x,x'} = {1,7n}. Le Théoréme 4.1.4
nous dit que Jac,.;1/2 = 0. Mieux, on connait son paramétre de Langlands, c’est
1 ® Us, qui est le paramétre de Langlands de la Steinberg de SO3(F). Or cette
représentation n’a pas de Js-invariants d’aprés le Corollaire 4.2.3.

Finalement, tous les cas sont exclus et il n’existe pas de série discréte de
SO5(F) avec des invariants paramodulaires. O

Nous en arrivons donc & la proposition suivante, sur la piste de laquelle nous
avons été mis par Colette Mceglin — qu’elle soit ici & nouveau remerciée.

Proposition 4.2.6. Il n’existe pas de série discréte de SOy 11 (F) pour 2n+1 >
5 ayant des invariants paramodulaires.
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Démonstration. On se raméne ici aussi (toujours en utilisant le Lemme 4.0.2) au
cas d’une série discréte m ayant des J-invariants. Il s’agit de se ramener par ré-
currence au cas ou 2n+1 = 5 en propageant des invariants (épi)paramodulaires.
Soit ¢ le paramétre de Langlands (discret) de 7.

On peut encore écrire, suivant le Lemme 4.2.4 :

BAGE @Xi ® Jacy,,

avec les conditions sur la non nullité de Jac,, données par le Théoreme 4.1.4.
Mieux, on sait qu’alors Jac,, a des invariants par Js,_; et on connait son
paramétre de Langlands par le Théoréme 4.1.4, ¢ = ¢S p QU1 B pR@Usys—1
avec les notations de (4.4) et p = x;| - |~*. Si ce paramétre est discret, alors
on a affaire (toujours par (2.3)) & une série discréte de SOgy,—1(F) qui a des
invariants paramodulaires, ce qui fait fonctionner la récurrence.

Il reste donc a montrer que le cas ol le paramétre de Jac,, n’est pas discret
est exclu.

D’aprés le Théoréme 4.1.4, ce cas ne se produit que si ¢ = (p ® Uszpr1) ®
(p @ Uzp1) ® R avec 2z — 1 > 0 et p = x4| - |7®. On a alors bien ¢_ =
(p@Uszp—1) ® (p @ Uzy—1) @ R parameétre non discret de Sp,y,,_,(C). Notons H
le sous-groupe de Levi de Sp,,,_5(C) défini par H = GLa,_1(C) x Sp,,(C) avec
2a = dim R et 2a + 2 x (2 — 1) = 2n — 2. On rappelle que la représentation
p ® Uszp—1 est de dimension 2z — 1, qui est un entier pair. Le paramétre ¢_ est
donc a valeurs dans le groupe H et on note ¢_ ce méme paramétre corestreint
au groupe H. Alors ¢_ est un paramétre, manifestement discret, pour le groupe
L = GL3;—1(F) xSO24+1(F) (qui est un sous-groupe de Levi de SOq,—1(F)) et
onabien L = H (avec le méme raccourci de notation qu’au début du paragraphe
2.2).

On peut donc considérer le paquet de Langlands II(¢_) composé de séries
discrétes pour L. Or ¢_ = 1 X @9 avec @1 = p @ Uszp—1 et o2 = R donc

(¢ ) = {m K |m € (1), m € I(p2)}.

Or II(p1) contient un seul élément (c’est un paquet pour GLg,_1(F)) qui
est la représentation de Steinberg de GLa,_1(F) tordue par le caractére p;
II(p2) est quant a lui un paquet de séries discrétes de SOgq41(F'). On sait alors
comment construire les représentations tempérées de SOs,,_1(F’) correspondant
au parameétre (tempéré) ¢_ a partir des séries discrétes de L correspondant au
paramétre (discret) ¢— : ¢’est induction parabolique qui est en jeu (([Wal03]
Proposition 111.4.1). On a donc :

Jacy, — iioznfl(F)((P ® Star,, (7)) K 2).
Les Ja,—1-invariants s’injectent tout autant, ils sont non nuls pour Jac,, donc
non nuls pour l'induite. Par le Lemme 4.0.3, la représentation induisante a alors
des (Jon—1 N L)-invariants et donc, par la Proposition 3.4.3, (p ® Stqr,, ,(r))
a des GLg,—1(O)-invariants. Or, un paramétre discret et non ramifié pour GL,,
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n’existe que pour n = 1. Puisque 2z — 1 est un entier pair strictement positif,
nous obtenons donc une contradiction, ce qui exclut finalement bien le cas ou
Jac,, n’est pas discret. O

Nous avons finalement démontré le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.7. Les seules séries discrétes de SOsy,11(F) (pour n variable)
ayant des JT-invariants sont :

— la représentation triviale de SO1(F') ;

— la représentation Stgo,(r) ;

— la représentation n @ Stso,(r)-

Les seules séries discrétes de SOgpi1(F) (pour m wvariable) ayant des J-
1mvariants sont :

— la représentation triviale de SO1(F) ;

— la représentation n ® Stso,(r)-

Dans tous les cas, les invartants considérés sont de dimension 1.

4.3 Représentations tempérées

4.3.1 Représentations non ramifiées

Il est utile de rappeler ici les résultats concernant les représentations non
ramifiées, ou Ky-sphériques, i.e. ayant des invariants par le sous-groupe compact
maximal hyperspécial K.

Proposition 4.3.1. La seule série discrete de SOgpy1(F) (pour n variable)
ayant des Ko-invariants est la représentation triviale de SO1(F).

Démonstration. Cette proposition est paralléle au Théoréme 4.2.7. 11 suffit de
considérer le paramétre de Langlands ¢ d’une telle représentation, qui doit étre
a la fois discret et non ramifié. C’est donc une somme de caractéres autoduaux
(quadratiques) distincts, et ¢ est & valeurs dans Sp,,, (C). Cela impose n = 0 et
on a bien affaire a la représentation triviale du groupe trivial SO (F). O

La proposition suivante est bien connue, nous en donnons néanmoins une
démonstration.

Proposition 4.3.2. Soit (7w, V) une représentation tempérée irréductible de G.
On suppose que X0 £ {0}. Alors m ~ igx ot x est un caractére non ramifié
unitaire du tore T'.

De plus, 7w est la seule représentation dans son paquet de Langlands, i.e. en
notant ¢ = £ (), I, est un singleton.

Démonstration. Par la classification de Langlands ([Wal03] Proposition I11.4.1),
il existe un sous-groupe de Levi standard M = GL,,(F) x --- x GL,, (F) x
SOom41(F) avec 2(ny + -+ +n,) +2m+1=2n+1 et P = M N sous-groupe
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parabolique standard ainsi que §; série discréte de GL,,, (F') (pouri € {1,---,r})
et 7 série discréte de SOgp, 11 (F) tels que :

T iS00 K- K4, K7).

Or 7 a des Ky-invariants donc 'induite également et la représentation induisante
a des Ko N M-invariants. On sait par ailleurs (Proposition 3.3.2) que :

.
KoM =[] GLy, (0) x SO20m11(0)
i=1

donc J; est non ramifiée pour tout ¢ et 7 également. Une série discréte de
GL,, (F) non ramifiée est un caractére unitaire donc les d; sont des caractéres
non ramifiés, notés x;, et n; = 1. Quant a 7, la Proposition 4.3.1 nous dit que
c’est la représentation triviale de SO; (F).

On a ainsi m = 0 et n; = 1 pour tout 4, si bien que l'on est en train d’induire
le caractére x1 X --- X x,, non ramifié¢ de 7.

Il reste a voir que cette induite est irréductible : c’est I'objet d’un résultat de
David Keys [Key82] repris par Jian-Shu Li au Corollaire 2.6 de [Li92], utilisant
le fait que G est adjoint et semi-simple. O

Remarque : On peut également montrer 'irréductibilité de 'induite totale
en utilisant la théorie d’Arthur. On induit unitairement un caractére unitaire
donc la représentation induite est unitaire, partant semi-simple. Il suffit alors de
montrer que l'induite ne posséde qu’une sous-représentation irréductible pour
conclure (par le résultat de multiplicité 1 de Meeglin). Or on sait par la clas-
sification de Langlands pour les représentation tempérées que toutes les sous-
représentations irréductibles de ig (x1X---Xx,) sont dans le méme paquet IT,
avec

p=(0® Dxn)® (' @ BxT),

ou l'on a encore noté y; le caractére du groupe de Weil-Deligne correspondant
(c’est la théorie du corps de classes).

Ce paquet ne contient pas d’autre élément et les éléments sont indexés par
les caractéres du groupe S, du Théoréme 2.3.5. Pour conclure, il faut et il
suffit donc de montrer que ce dernier groupe est trivial : il n’y aura alors qu'un
seul élément dans I, et donc qu'une seule sous-représentation irréductible dans
I'induite qui sera finalement irréductible.

Pour déterminer le centralisateur de I'image du paramétre dans Sps, (C),
il faut isoler, parmi les caractéres x;, ceux qui sont a valeurs dans {£1}, i.e.
de carré 1. Il y a exactement deux tels caractéres : le caractére trivial et le
caractére 7 introduit au paragraphe 3.6. On a donc, aprés regroupement, ¢ =
(2a)1 @ (2b)n © B, mi(xi ® x; ) avec a+b+ >, m; =n et

Cent(ip) = 8P4 (C) X $p2y(C) x [ GLun, (©).

En particulier, ce centralisateur est connexe, si bien que S, est le groupe trivial.
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Terminons ce paragraphe par la précision suivante sur les invariants des séries
principales non ramifiées.

Lemme 4.3.3. Soit x un caractére non ramifié de T et soit la représentation
induite i%x. Alors lespace (i5x)%0 est de dimension 1.

Démonstration. Ce lemme est paralléle au Lemme 4.2.1 et se démontre avec
les mémes ingrédients, a ’aide de la décomposition G = BKy du Corollaire
3.7.7. O

4.3.2 Représentations « paramodulaires »

Théoréme 4.3.4. Soit (m, V) une représentation tempérée irréductible de G.
On suppose que " # {0}. Alors

— soit ™ est non ramifiée et m ~ igx ol x est un caractére non ramifié
unitaire du tore T ;

— soit T ~iG (Y ® aStso,(r)) avec P = MN ot M = GL?! x SO3, 9 un
caractére non ramifié unitaire de GLT ™" et o € {1,7}.

Dans tous les cas, m est la seule représentation dans son paquet de Langlands,
ie. en notant ¢ = L (), IL, est un singleton.

Démonstration. Par la classification de Langlands (|[Wal03] Proposition I11.4.1),
il existe un sous-groupe de Levi standard M = GL,, (F) x --- x GL,, (F) x
SOom41(F) avec 2(ny +---+n,)+2m+1=2n+1 et P = M N sous-groupe
parabolique standard ainsi que 0; série discréte de GL,,, (F)) (pouri € {1,--- ,r})
et 7 série discréte de SOgp, 41 (F') tels que :

T iS00 K- K5, K7).
On a alors également, par la Proposition 3.6.4 :
n@m < iG((nodet)d X--- X (nodet)d, X (nov)r).

Or, puisque 7 a des J*-invariants, une des deux représentations 7 ou n® a
des J-invariants. Or ces J-invariants s’injectent dans les induites respectives et,
par le Lemme 4.0.3, correspondent a des J N M-invariants de la représentation
induisante.

Dans le premier cas, on a donc que chaque §; a des invariants (non triviaux)
par GL,,(O) et 7 a des invariants par Jo,,41.

Dans le second cas, on a que chaque (nodet)d; a des invariants (non triviaux)
par GL,,(O) et (nov)r a des invariants par Jo,,11. Or (1 o det) est trivial sur
GL,,(O) donc chaque §; a encore des invariants par GL,, (O).

Une série discréte de GL,,(F) non ramifiée est un caractére unitaire de
GL; (F') donc les §; sont des caractéres non ramifiés de F'*, notés x;, et n; = 1.
Quant & 7, c’est soit la représentation triviale de SOy (F), soit Stgo,(r), soit
nStso, () (Théoréme 4.2.7).
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Il reste a voir que ces induites sont irréductibles. D’aprés les résultats d’Ar-
thur, il suffit de montrer que S, est trivial avec

p=x1® - ®x) DB B BT,

ol ¢, = Z(7) et on 'on a encore noté x; le caractére du groupe de Weil-Deligne
correspondant (c’est la théorie du corps de classes).

Le cas ou 7 est la représentation triviale est traité par la Proposition 4.3.2.

Il reste donc & considérer le cas ou 7 est la représentation aStgo, () avec
ac{l,n}.Onaalors p= (X1 @ Sxn-1) D (@)D, & &x1 )
avec tous les x; non ramifiés.

Comme dans la Remarque qui suit la Proposition 4.3.2, les caractéres non
ramifiés vont faire apparaitre des composantes du type GL,,(C) ou Sp,,(C)
dans le centralisateur, qui sont connexes. Reste & considérer a ® Us, représen-
tation irréductible autoduale symplectique, dont le centralisateur est {£15}. Le
centralisateur de ¢ est donc le produit de {£I>} avec un groupe connexe et S,
est & nouveau trivial (puisqu’on quotiente encore par le centre de Sp,,, (C)). O

On connait les dimensions précises des invariants dans le premier cas du
Théoréme par le Lemme 4.2.1. Il nous faut encore gérer le second.

Lemme 4.3.5. Soit P = M N le sous-groupe parabolique standard avec M =
GL1(F)"~ 1 x SO3(F). Soit 1 un caractére non ramifié unitaire de GLy(F)"~*
et a € {1,n}.

Alors espace (1% (¥®aStso,(r))) ) est de dimension 1 et Uespace (i%(¢¥®
aStso, ()5 est nul, ot er = — et e, = +.

Démonstration. La traduction du Lemme 4.0.3 dans le contexte présent nous
donne :

. Xyn—1
(i% (¢ © aStso, () = @™ @ (aStso, r)) 7).

Le premier facteur du membre de droite est une droite vectorielle puisque ¥
est non ramifié. Enfin, le Corollaire 4.2.3, combiné au Lemme 4.2.2 nous indique
que (aStSOB(F))(J?"E“) est de dimension 1, tandis que (aStSO:s(F))(JS’*E”) est
nul. O
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Chapitre 5

Conducteur

Il s’agit maintenant d’introduire la notion de conducteur, qui va quantifier la
ramification d’une représentation. Les résultats concernant le produit tensoriel
seront cruciaux pour notre étude puisqu’ils vont nous permettre de généraliser
au cas du conducteur p, les calculs qui étaient effectués dans [CL19] en conduc-
teur 1. Le controle du conducteur d’un produit tensoriel est d’ailleurs un des
éléments-clés de I’énoncé de finitude de [Che20]. Ce dernier article utilise les
résultats de [BH97]| qui démontrent I'inégalité voulue « coté automorphe ».

Nous introduisons ici le conducteur uniquement « co6té galoisien » et c’est
par la correspondance de Langlands locale que cela définit le conducteur « coté
automorphe ».

5.1 Conducteur d’une représentation galoisienne

Comme précédemment, F' est un corps local non-archimédien de caractéris-
tique nulle, k son corps résiduel (fini), de caractéristique p. Pour la clarté, nous
écrirons dans cette partie kr au lieu de k quand cela paraitra nécessaire.

Soit de plus K une extension galoisienne finie de F. On désigne par Ok
I’anneau des entiers de K et par py son unique idéal maximal. Le corps résiduel
kx = Ok /pk est une extension finie de k. On pose G = Gal(K/F).

5.1.1 Groupes de ramification

Nous suivons ici la présentation de [Ser62], chapitre IV.

Il est facile de voir qu'un élément de G stabilise Ok et px. I induit donc
un automorphisme du quotient kg qui fixe point par point kg, i.e. un élément
de Gal(kg /kp). De la méme fagon, un élément de G stabilise p7, pour j > 1 et
induit un automorphisme de anneau O/ p]k. Précisons ceci.

Définition 5.1.1. Soit i > —1 un entier. On définit G; le i-éme groupe de ra-
mification supérieure comme ’ensemble des éléments de G agissant trivialement

sur OK/p’;l.
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Puisque G agit sur 'anneau quotient Ok /p?1 par automorphismes d’an-
neaux, le groupe G; est distingué dans G. Par ailleurs les G; forment une suite

décroissante.
Exemple 5.1.2. On a G_1 =G et Gy = Ik (sous-groupe d’inertie)

Nous avons O = Olx] pour un certain élément primitif = ([Ser62] Chap.
ITI, §6, Proposition 12). On a alors le

Lemme 5.1.3. Soit s € G et i > —1. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) s appartient o G,

(i1) vi(s(a) —a) > i+ 1 pour tout a € Ok,
(1i1) v (s(x) —x) > i+ 1.
ot vi désigne la valuation discréte canonique.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) est une simple traduction. Pour voir
que (i) et (i) sont équivalents, il suffit de remarquer que I'image z; de x dans
Ok /pZK+1 engendre Ok /pZK+1 comme O-algébre. Ainsi s opére trivialement sur
OK/]JZK+1 si, et seulement si s(x;) = z;. O

On en déduit alors immédiatement que G; = {1} pour ¢ assez grand.

Mentionnons sans démonstration quelques résultats concernant les quotients
Gi/Gi+1 ([Ser62] Chap. IV,§ 2)

Pour ¢ > 0, le quotient G;/G;+1 s’injecte dans U;/U;11, ou U; est le sous-
groupe des éléments de O congrus & 1 modulo p%.. Or on sait que le groupe
U;/Uit1 est isomorphe au groupe multiplicatif (kj,-) pour ¢ = 0 (donc cyclique
d’ordre premier & p), et au groupe additif (kx,+) (un kp-espace vectoriel de
dimension finie) pour ¢ > 0. Ainsi, G¢/G; est d’ordre premier a p (et cyclique),
alors que les G;/G;11 pour i > 0 sont des p-groupes (produits directs de groupes
cycliques d’ordre p), ainsi donc que G (appelé groupe d’inertie sauvage), qui
est alors I"unique p-Sylow de G.

5.1.2 Définition et premiéres propriétés

Soit maintenant V' une représentation complexe de dimension finie (que 'on
supposera toujours non nulle) du groupe de Galois fini G de 'extension galoi-
sienne finie K/F. Son conducteur d’Artin est par définition l'idéal p(V), ou
Vexposant (dit exposant d’Artin de V') a(V') est

1

> |Gi| codim(VE),

i>0

ou V% désigne le sous-espace de V constitué des Gy-invariants de V, et
codim(V%) = dim V — dim V. Cette quantité est bien définie car on a G; =
{1} pour i suffisamment grand et que dans ce cas on a codim(V%) = 0 (la
somme est donc finie).
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On a toujours a(V) > codim(V ), avec égalité si, et seulement si V&1 =V
(i.e. V est « modérément ramifiée »), autrement dit, si V' se factorise en une
représentation de G/G1). En particulier, on a a(V) = 0 si, et seulement si V'
est non ramifiée, s.e. VG0 = V. On a aussi a(VV) = a(V) ot VV désigne la
représentation duale de V' (il n’y a pas de subtilité ici puisqu'il s’agit de la
représentation d’un groupe fini) et, pour deux représentations V et W de G,
a(VeW)=a(V)+a(W).

Le résultat suivant se trouve dans la thése de Guy Henniart ([Hen79] Théo-
réme 7.15 p. 38), nous en détaillons néanmoins la preuve avec des notations
légérement différentes.

Notons (V') le plus grand entier i tel que G; agisse non trivialement dans V/
(et on pose i(V) = —1 si G; agit trivialement pour tout ).

On note aussi f(j) la somme des |Go/Gg|™! pour 0 < k < j (de sorte que
f(j) — 1 est aussi la valeur en j de la fonction de Herbrand, selon [Ser62] Chap.
IV, §3). On a f(—1) = 0 par convention, et f(j) > 1si j > 0.

Proposition 5.1.4. Supposons V irréductible. Alors a(V) = dimV x f(i(V)).

Démonstration. On commence par exclure le cas ot V est la représentation
triviale, auquel cas i(V) = —1 et les deux membres de 1’égalité sont égaux a 0.
Réciproquement, si i(V) = —1, G agit trivialement et, par irréductibilité, V' est
la représentation triviale.

Posons i@ = (V). L’action de G; se factorise a travers le groupe G;/G;41,
abélien (car ¢ > 0) d’aprés les résultats de la fin du paragraphe 5.1.1.

La G;-représentation V est donc somme de caractéres de G;/G;41, 'un au
moins d’entre eux, disons ¢, étant non trivial. Notons V(¢) la composante iso-
typique de c. Par irréductibilité de V,ona V = deG g - V(c), et d’autre part
g - V(c) est stable par G; : c’est en fait V(c') ou ¢ est le conjugué extérieur du
caractére ¢ de G; par g~ 1. Il est donc de la forme V(c') avec ¢’ éventuellement
égal & ¢, mais en tout cas ¢’ # 1.

Ainsi on constate que V, vue comme G;-représentation, est somme de ca-
ractéres non triviaux : V¢ = {0} et, plus généralement, V& = {0} pour j < i.
D’autre part on a V&+1 = V. On a donc bien a(V) = ﬁ Yi<iqvy |Gil dimV =
dimV x f(i(V)) O

Corollaire 5.1.5. Supposons encore V irréductible. Si VEo £V | alors a(V) >
dim V' avec égalité si, et seulement si VG =V (V est modérément ramifiée)

Démonstration. L'hypothése signifie que (V) > 0. Il suffit alors d’appliquer la
proposition précédente. Par ailleurs, la fonction f étant strictement croissante,
on a bien f(i(V))=1<i(V) =0 V& =V, O

5.1.3 Conducteur d’un produit tensoriel

Notre objectif est de majorer la norme du conducteur du produit tenso-
riel de deux représentations. Nous allons raisonner, comme précédemment, sur
I’exposant d’Artin.
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Lemme 5.1.6. Soient V et V' deux représentations irréductibles de G. Si
i(V) < (V') (ce que lon peut toujours supposer quitte & échanger les roles
de Vet V'), on a Uinégalité a(V @ V') < (dim V)a(V’).

Démonstration. Notons ig = ¢(V’). Alors G;, agit trivialement sur V' (par
deéfinition) et sur V' (car i(V) <), donc sur V @ V'. Ainsi

AV V)= — 1 codim((V @ V)
0l >0

|Gol 4
1
= G > |Gs| codim((V @ V')97)

0

i<ig

> |G| dim V dim V'
i<io

< (dim V dim V") f(i(V"))

< (dim V)a(V").

1
S -
|Gl

On remarque qu’on a en fait seulement utilisé I'irréductibilité de V. O

Lemme 5.1.7. On ne suppose plus V irréductible. On a linégalité a(V) <
(dim V) f(i(V)), avec égalité si, et seulement si tous les facteurs irréductibles W
de V ont méme indice i(W) (en particulier si V' est irréductible donc).

Démonstration. On décompose V' en somme d’irréductibles (représentation com-
plexe d’un groupe fini) :

V:@Wj.

j=1
Alors
k
a(V) =Y _a(W;) = > dim W; f(i(W;))
j=1 j=1
en utilisant la Proposition 5.1.4 pour chacune des représentations irréductibles
W;. Or, on a évidemment i(W;) < i(V) et la fonction f est croissante donc
E o ) . . ,
a(V) < (ijl dim W;) f(4(V)), soit a(V) < (dim V') f(¢(V)).

Supposons maintenant que tous les facteurs irréductibles ont méme indice
i(W;). Alors la décomposition en somme directe nous assure que (V) est égal
a cet indice commun et on a donc bien a(V) = (dim V) f(i(V)).

Dans le cas contraire, on a un facteur irréductible, disons W tel que i(W7) <
i(V) (puisqu’on voit qu’en fait i(V') = max; i(W;)). Alors, en utilisant le fait
que la fonction f est strictement croissante, on voit que l'inégalité précédente
est stricte. O

On en arrive a la proposition suivante :

Proposition 5.1.8. Soient V et V' deuz représentations de G. Alors
a(VeV') <a(V)dimV’' +a(V')dimV — min(a(V),a(V")).
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Démonstration. Commencons par le cas ou V et V' sont irréductibles. Alors,
on peut reformuler le résultat du Lemme 5.1.6 sous la forme suivante :

a(V @ V') < (dim V) (dim V') max(f(i(V)), f(i(V"))).

Or, pour deux réels a et 8, max(«a, ) = o+ —min(q, ). Ceci nous donne,
en utilisant que a(V) = (dim V) f(i(V)) (irréductibilité de V') :

a(VeV’) < a(V)(dim V') +a(V')(dim V) —(dim V) (dim V') min(£(i(V)), F(G(V'))).

Pour conclure, il suffit donc de voir que min(df,d’ ') < dd' min(f, f') avec
des notations évidentes, ce qui est vrai puisque d et d’ sont des entiers supérieurs
ou égaux a 1 (on a exclu depuis le début du paragraphe la représentation nulle).

La proposition est donc démontrée dans le cas ou V et V'’ sont irréductibles.
L’application (symétrique) (V,V’) — a(V ® V') est bilinéaire : par définition,
a(Uh1elU)@ V) =a(Uh1 @V) @ (U0 V") =a(U; @ V)& a(Uy ® V'). Pour
déduire le cas général du cas irréductible, il suffit alors de constater que

min(a1,a’) + min(az,a’) > min(a; + az,a’)

pour tout triplet d’entiers naturels (ay, ag,a’). O

5.2 Conducteur d’une représentation du groupe
de Weil

On peut étendre la définition du conducteur au cas d’une représentation
continue du groupe de Galois absolu p : Gal(F/F) — GL(V) de dimension
finie. Par continuité, p se factorise a travers Gal(K/F) ot K est une extension
galoisienne finie de F' et on note px le morphisme induit. On pose alors a(p) =
a(pr) et on vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de I'extension
K. Ceci vaut également pour une représentation (continue, de dimension finie)
de Wx de type galoisien (cf. § 2.1).

Pour les autres cas, on fait appel a la Proposition 2.1.2 : soit p une repré-
sentation irréductible p de Wp, il existe alors x un caractére non ramifié tel
que p ® x soit de type galoisien. On pose alors a(p) = a(p ® x) et on vérifie
que cela ne dépend pas du choix de x. On a d’ailleurs toujours a(p¥) = a(p).
Par additivité, 'exposant d’Artin est alors défini pour toutes les représentations
semi-simples du groupe de Weil (qui sont les seules que nous considérons).

Enfin, étant données deux représentations (p,V) et (p’,V’) du groupe de
Weil, on peut trouver y et X’ caractéres non ramifiés tels que (p ® x,V) et
() ® X', V') soient de type galoisien. Chacune se factorise par une extension
galoisienne finie de F et, en raisonnant dans ’extension produit (qui est tou-
jours galoisienne finie), les résultats sur exposant d’Artin du produit tensoriel
demeurent.
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5.3 Conducteur d’une représentation du groupe
de Weil-Deligne

Nous considérons ici le groupe de Weil-Deligne de F';, WD g, comme le produit
direct du groupe de Weil W et du groupe compact SU(2). Les représentations
irréductibles de ce second groupe sont entiérement caractérisées par leur dimen-
sion. John Tate définit dans [Tat79] un exposant d’Artin « élargi » pour les
représentations de Weil-Deligne, représentations qui font intervenir un élément
nilpotent plutot que le groupe SU(2). Reprenons d’abord ses définitions.

Définition 5.3.1. Une représentation de Weil-Deligne du groupe de Weil W
est la donnée d’un triplet (p,V,N) ou

1. (p, V) est une représentation linéaire complezxe de dimension finie du groupe
de Weil W,

2. N est un endomorphisme nilpotent de V,
3. pour tout w € Wk, p(w)Np(w)~! = |w|N.

Pour (p,V, N) une telle représentation de Weil-Deligne, on définit :
awp((p, V, N)) = aw((p,V)) + dim V! — dim V3,

ou (p,V) désigne la représentation du groupe de Weil sous-jacente, aw son
exposant d’Artin tel que défini au paragraphe précédent et o Vy = Ker N.

Sans trop détailler la traduction classique entre représentations de Weil-
Deligne et représentations de Wx x SU(2) (exposée avec précision dans [GR10)),
voyons quelle formule on obtient pour une représentation de ce dernier groupe.

Toutes les représentations considérées seront semi-simples, il suffit donc, par
additivité de ’exposant d’Artin, de le définir sur une représentation irréductible,
i.e. sur un certain V = X ® Uy ou X est une représentation irréductible de Wg
et d est un entier strictement positif. L’élément nilpotent correspondant a la
représentation U, est essentiellement un bloc de Jordan de taille d; le noyau
associé est donc de dimension 1. On a ainsi :

vi=Xx"oU,,
dim(V') = dim X! x d,
dim (Vi) = dim X7,
Il reste & comprendre aw (X ® Uy). Or X ® Uy, vue comme représentation
du groupe de Weil W, consiste simplement en d copies de la représentation X,

d’ott aw (X @ Uy) = aw (X ®9) = daw(X). Finalement, pour une représentation
irréductible V =X ® Uy, on a :

awp (X @ Uy) = daw (X) + (d — 1) dim X 7. (5.1)

On peut en fait étre plus spécifique : si aw(X) = 0, alors X! = X et
la représentation non ramifiée X se factorise donc en une représentation de
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Wpg/I ~ Z. Puisqu’elle est irréductible, elle est en fait de dimension 1 et X est
donc un caractére non ramifié. Si, inversement, aw (X) > 0, la démonstration
de la Proposition 5.1.4 nous montre que X! = {0}. Finalement, pour X ® Uy
une représentation irréductible de Wg x SU(2), on a

d—1 si aw (X)

=0
daw(X) siaw(X)>0" (5:2)

awp(X @ Uy) = {

On remarque par ailleurs que la formule (5.1) vaut encore si X n’est pas
supposée irréductible (par additivité), et que awp((X ® Uy)Y) = awp(XY ®
Ud) = aWD(X ® Ud).

Proposition 5.3.2. Soient V et V' deux représentations semi-simples de W g x
SU(2). Alors

awp(V @ V') < awp(V)dim V' + awp (V') dim V — min(awp (V), awp (V")).

Démonstration. Par semi-simplicité, le cas général se déduit du cas irréductible
de la méme maniére que dans la preuve de la Proposition 5.1.8. Il suffit donc
de prouver 'inégalité pour V et V' irréductibles. Notons donc V = X K Uy
et V' =Y KU, ou X,Y sont des représentations irréductibles de Wg et d, e
deux entiers strictement positifs (on choisit ici la notation du produit tensoriel
extérieur pour des raisons de lisibilité).

OnaVoeVlV =(XY)XR(Us;oU,) et

min(d,e)—1

Ug®@Ue =2 Ujye1DUiye3® OUjg_ej41 = @ Ulg—e|+142c (5.3)
k=0

(régle sur le produit tensoriel de représentations symétriques de SU(2)).

Nous avons trois cas & considérer selon que aucune, une ou deux des repré-
sentations du groupe de Weil X et Y sont ramifiées.

Premier cas : X et Y sont non ramifiées.
Ce sont alors des caractéres, que I'on note x et 1, et on peut, sans nuire a
la généralité, supposer que d > e.

e—1
awp(V @ V') = awp <X¢ X (@ Ud—e+1+2k)>

k=0
e—1
=> [(d—e+1+2k)—1]
k=0
= (d—1

Je

en utilisant (5.2) (x4 est non ramifié). Or d — 1 = awp(x K Uy) et e = dim(¢p X
U.). Pour conclure, il suffit donc de voir que awp (YRU, ) = e—1, dim(xXKU,) = d
puis que (e — 1)d — min(d — 1,e — 1) > 0, ce qui est bien le cas puisque d > 1.
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Deuxiéme cas : X est non ramifiée et Y est ramifiée.
Comme ci-dessus, notons y pour X. On remarque déja que aw(x ® Y) =
aw(Y)

min(d,e)—1
awp(V @ V') =awp [ (x®Y)X @ Uld—e|+1+2k
k=0
min(d,e)—1
= Z awp (X ®Y) B U|g—c|+1+2k)
k=0

min(d,e)—1
> (d—e|+2k+Daw(x®Y)
k=0

= deaw (Y).

Or, toujours d’apres (5.2), eaw(Y) = awp (Y K U,), et d = dim(x X Uyg). Pour
conclure, il suffit donc de voir que awp (x®Uy) = d—1, dim(Y KU, ) = edim(Y)
puis que (d — 1)edim(Y) > min(d — 1, eaw(Y)), ce qui est bien le cas puisque
e>1et dim(Y) > 1.

Troisiéme cas : X et Y sont ramifiées.

On peut, sans nuire a la généralité, supposer que d > e.

aWD(V@V’):aWD<X®Y @Ud e+1+2k>

|
—

e

awp (X @Y) R Uj—_er142k)

o ™
|
Ld

((d—e+1+2k)aw(X ®@Y) +dim(X @ V) (d — e + 2k))
k

I
=

e—1
< (aw(X @Y) +dim(X @Y)') > (d—e+ 1+ 2k)
k=0

<de(aw(X ®Y) +dim(X @ Y)').

Pour gérer la quantité entre parenthéses, il faut revenir & la définition de awy.
On peut, quitte & tordre X et Y chacune par un caractére non ramifié, supposer
qu’elles sont de type galoisien. Comme expliqué en fin du paragraphe 5.2, on
peut trouver une extension galoisienne finie K/F associée au produit tensoriel
des représentations et on revient alors aux calculs du paragraphe 5.1 dont on
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reprend les notations. Alors

aw (X ®Y) +dim(X @ V)’ Z| Gl )%) + dim(X @ Y)!

Gil
|Gol

Gil

|Gl

Gil

|Gol

codim((X @ Y)%) 4 dim(X ® Y)

I A

(dim X)(dimY) + dim(X ® Y)

< (dim X)(dimY")

i>1
i>1
i>0
en utilisant Gg = I et le méme raisonnement que dans la preuve de la Pro-
position 5.1.8. Cette preuve nous dit également que, si aw(Y) > aw(X), alors
cette derniére quantité est égale & (dim X)aw(Y), et & (dimY)aw(X) dans le
cas contraire.

Siaw(Y) > aw(X), alors on a montré que awp (V@V’) < de(dim X )aw (Y),
quantité que ’on reconnait étre égale a dim (X XUy)awp (Y KU, ). Pour conclure,
il suffit donc de voir que awp (X XUy) = daw (X), dim(Y XU, ) = e(dimY") puis
que e(dimY)daw (X) > min(daw (X), eaw(Y)), ce qui est bien le cas puisque
e>1et dim(Y) > 1.

Le cas ot aw(Y) > aw(X) se gére de la méme fagon. O

5.4 Conducteur des représentations locales

Définition 5.4.1. Soit m une représentation lisse, admissible, irréductible de
GL,(F). Alors la correspondance de Langlands locale pour GL,, (Théoréme
2.8.4) lui associe un paramétre de Langlands £ (), (classe de conjugaison de)
représentation de WD g dans GL,,(C). On définit I’exposant d’Artin de m comme
étant celui de £ (m) — dont on voit immédiatement qu’il ne dépend pas du choix
de représentant dans la classe de conjugaison. La compatibilité de la correspon-
dance de Langlands locale & la dualité nous donne d’ailleurs a(w) = a(w).

Etant donnée une paire (m,7') de représentations lisses, admissibles, irré-
ductibles de GL,,(F') et GL,/(F) respectivement, on définit l’exposant d’Artin
de la paire ™ x 7 par :

a(r x ') = awp (L (r) @ L ().
On hérite donc en particulier 'inégalité (dite inégalité d’'Henniart) :
a(m x 7') < n'a(r) + na(r’) — min(a(r), a(r’)) (5.4)
de la Proposition 5.3.2.

Considérons le cas plus général d’une représentation 7 lisse, admissible, irré-
ductible du groupe G des F-points d’un groupe algébrique G réductif défini et
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déployé sur F'. La correspondance de Langlands locale nous fournit alors (conjec-
turalement, en toute généralité¢) un parameétre de Langlands, a partir duquel on
veut définir I'exposant d’Artin de .

Il y a toutefois une subtilité : on fait ici apparaitre un morphisme de WD g
dans G et non pas dans un GL(V') o V est un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie. C’est uniquement dans ce dernier cadre que l’exposant d’Artin d’une
représentation du groupe de Weil-Deligne a été défini, il faut donc choisir un
plongement de G dans un groupe linéaire et de ce plongement dépend le calcul
du conducteur.

Précisons les choses dans le cas qui nous intéresse du groupe déployé G =
SO2p41(F)-

Définition 5.4.2. Soit G le groupe SOay,11(F') (déployé) et soit w une représen-
tation lisse, admissible, irréductible de G. On a alors G = Sp,,,(C) et, notant T

la, représentation tautologique G — GLay (C), on définit a(Z(x)) (et donc a(w))
comme étant a(T o L(m)).

Nous cherchons désormais a classifier les paramétres de Langlands d’expo-
sant d’Artin 0 ou 1 et & en déduire I’ensemble des représentations de G de
conducteur O (resp. p).

5.4.1 Parameétres non ramifiés de SOy, (F)

On s’intéresse d’abord au cas d’'un paramétre non ramifié, i.e. d’exposant
d’Artin nul.

Proposition 5.4.3. Soit ¢ un parameétre de Langlands de G = SOgy,41(F) de
conducteur O. Alors il existe n nombres complexes sy,--+ , s, avec Re (s1) >
- > Re (sp) > 0, correspondant & n caractéres non ramifiés x; = | - |% de

W%‘bﬁFX, tels qUBSDZXl@EBXn@X:Ll@@Xl_I
Le paquet de Langlands 11, contient alors un seul élément, a savoir le quo-
tient de Langlands de i%(x1 X -+ X xy,).

Si @ est supposé de plus tempéré, alors tous les s; sont de partie réelle nulle
et le quotient de Langlands est égal a l'induite tout entiére.

Démonstration. La semi-simplicité de ¢ nous permet d’écrire ¢ = @,(X; ®Uy,)
avec X; représentation irréductible de Wr et d; entier strictement positif. Le
calcul de Pexposant d’Artin se fait donc en utilisant (5.2) pour chaque terme,
ledit exposant devant étre nul. Cela donne X; caractére non ramifié et d; = 1
pour tout ¢. Le paramétre ¢ se factorise donc par le tore standard de Sp,,, (C) et
le respect de la structure symplectique impose : ¢ = x1B- - -Dxn DX, LB -EBxfl
avec tous les x; non ramifiés.

Le calcul du groupe S, est le méme que celui qui a été effectué dans la preuve
du Théoréme 4.3.4 : il est trivial, si bien que le paquet de Langlands associé au
paramétre ¢ ne contient qu’'un élément.

Chaque y;, non ramifié, est égal a | - |* pour un certain nombre complexe
s; dont la partie réelle est uniquement déterminée. On peut alors, quitte &
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échanger x; et x; 1, supposer que toutes ces parties réelles sont positives et,
quitte & permuter les y;, supposer que Re (s1) > --- > Re (s,). Puisque ¢ se
factorise par le tore standard de Sp,,,(C), on a, par la classification de Langlands,
que la représentation associée est l'unique quotient irréductible (dit quotient de
Langlands) de i§(x1 X --- X x,,) ott B est le sous-groupe de Borel standard de
G correspondant au sous-groupe de Levi (tore maximal déployé en fait) 7. O

Nous avons donc exposé la caractérisation compléte (et classique) des re-
présentations tempérées (voir la Remarque infra pour le cas non tempéré) de
conducteur O, qui traduit bien que les représentations non ramifiées corres-
pondent aux paramétres non ramifiés (2.5).

Théoréme 5.4.4. Soit m une représentation lisse irréductible tempérée de G =
SOg,+1(F) de conducteur O. Alors il exviste n nombres complexes s1,-+- , Sp
imaginaires purs, correspondant ¢ n caractéres non ramifiés x; = || de W}b ~
F>, tels que 7 soit égal a iG(x1 K- K xy,).

La représentation w est alors la seule dans son paquet de Langlands et elle
admet des Kg-invariants non triviauz 7%° de dimension 1.

Réciproquement, une représentation lisse irréductible tempérée de G telle que
7o £ {0} est de cette forme (et est de conducteur O).

Démonstration. Nous combinons les résultats de la Proposition 5.4.3 avec la
Proposition 4.3.2. O

5.4.2 Paramétres de conducteur p de SOy, 1 (F)
Proposition 5.4.5. Soit ¢ un paramétre de Langlands de G = SOagpy1(F)

de conducteur p. Alors il existe n — 1 mombres complexes s1,--+ ,8,_1 avec
Re (s1) > -+ > Re (sp—1) > 0, correspondant a n — 1 caractéres non ramifiés
Xi = |-]% de Wb ~ F* et a € {1,n} tels que p = @;:ll(xie}xi_l)@(a@Ug).

Le paquet de Langlands 11, contient alors un seul élément, a savoir le quo-
tient de Langlands de iG(x1 X - M x,,_1 X aStso,(r))-

Si @ est supposé de plus tempéré, alors tous les s; sont de partie réelle nulle
et le quotient de Langlands est égal a l'induite tout entiére.

Démonstration. La semi-simplicité de ¢ nous permet encore d’écrire ¢ =
P, (X; ® Ug,) avec X; représentation irréductible de Wg et d; entier stricte-
ment positif. Le calcul de 'exposant d’Artin se fait & nouveau en utilisant (5.2)
pour chaque terme. On a donc awp (X; ® Ug,) = 0 (ce qui équivaut & X; carac-
tére non ramifié et d; = 1 d’aprés le paragraphe précédent) pour tous les termes
sauf un exactement (pour l'indice iy disons) pour lequel I'exposant d’Artin vaut
1.

D’apreés (5.2) toujours, on peut atteindre awp (X, ®Uq, ) = 1 de deux fagons
distinctes :

— soit X, est un caractére non ramifié et d;, = 2;
— soit aw (X;,) =1 et d;, = 1.
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Supposons étre dans le deuxiéme cas, alors, X;, étant irréductible ramifiée, le
Corollaire 5.1.5 nous dit que aw (X;,) > dim X;, et donc que X, est un caractére
(ramifié). Le parametre ¢ se factorise par le tore standard de Sp,,, (C) et, comme
dans la preuve de la Proposition 5.4.3, le respect de la structure symplectique
implique p = X1 @ O xn X, O @ X7 Oraw(x ™) = aw(x") = aw(x)
pour tout caractére x, en particulier pour notre caractére ramifié x;, si bien que
le parameétre ¢ fait apparaitre deux caractéres ramifiés, contradiction.

Examinons maintenant le premier cas : on a x;, ® Uz avec x;, qui doit étre
a valeurs dans Z(Spy(C)) = {£I2} et non ramifié, donc y;, est soit le caractére
trivial, soit le caractére 7. Finalement, on a

n—1

e=Pxiox;) e (axls)
1

i

avec a € {1,7n} et les x; non ramifiés.

Le calcul du groupe S, dans ce cas est le méme que celui qui a été effec-
tué dans la preuve du Théoréme 4.3.4 : il est trivial, si bien que le paquet de
Langlands associé au paramétre ¢ ne contient qu’un élément.

Le paramétre ¢ se factorise par le sous-groupe de Levi GL~*(C) x Spy(C) de
Spa,, (C) correspondant au sous-groupe de Levi M = GLY ™ (F) x SO3(F) de G.
Puisqu’on reconnait dans o ® U, le paramétre de Langlands de aStgo, (r) (seule
représentation du paquet associé) et quitte a permuter les x; (et & échanger
Xi et xi_l), la représentation considérée est donc 'unique quotient irréductible
(quotient de Langlands) de l'induite ¢3(x1 X« - K y,,—1 X aStgo,(r)), ot P est
le sous-groupe parabolique standard associé a M. O

Nous avons donc exposé la caractérisation compléte (et nouvelle dans ce
degré de généralité) des représentations tempérées de conducteur p. Ce résultat
sera d’ailleurs légérement amélioré (dans le sens de la Conjecture formulée par
Gross dans [Grol6] et rappelée en Introduction) au Théoréme 5.5.4.

Théoréme 5.4.6. Soit m une représentation lisse irréductible tempérée de G =
SO2y,+1(F) de conducteur p. Alors il existe n—1 nombres complexes s1,- -+ , Sp—1
imaginaires purs, correspondant ¢ n caractéres non ramifiés x; = || de W‘}b ~
F*, et a € {1,n} tels que T soit égal 4 iG(x1 X - Ky, 1 X aStso, (F))-

La représentation w est alors la seule dans son paquet de Langlands et elle
admet des JT -invariants non triviauz ™ de dimension 1.

Réciproquement, une représentation lisse irréductible tempérée de G telle que
7" £ {0} et 70 = {0} est de cette forme (et est de conducteur p).

Démonstration. Nous combinons les résultats de la Proposition 5.4.5 avec les
Théorémes 4.2.7 et 4.3.4. O

Remarque : Dans le cas d’'une représentation non tempérée, on sait par les
résultats de Casselman [Cas80] qu'il y a encore équivalence entre le fait d’étre
de conducteur O et le fait d’avoir des Kg-invariants non triviaux (et encore de
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dimension 1). Nous ne savons pas si I’équivalence analogue entre le fait d’étre de
conducteur p et le fait d’avoir des JT-invariants non triviaux vaut encore pour
une représentation non tempérée.

5.5 Lien avec les facteurs epsilon

5.5.1 Rappels

Nous rappelons ici les résultats de [Tat79] pour introduire les facteurs epsilon
de représentations (locales) du groupe de Weil et du groupe de Weil-Deligne.

Le groupe additif du corps local F' admet une mesure de Haar invariante (a
gauche et a droite puisque le groupe est abélien), que I’on normalise en imposant
que le volume de 'anneau des entiers O soit égal a 1. Notons dx cette mesure
de Haar — désormais uniquement déterminée.

Fixons par ailleurs un caractére additif de F', de niveau 0 (i.e. trivial sur
O et non trivial sur p~!), noté 1. On peut penser, dans le cas de Q,, & ¥ :
z +— e ™= on {z}, désigne la partie fractionnaire (vue comme nombre
rationnel) de x, définie par {z}, = >, _ja.p™" siz =) a,p~™. On a alors
z —{z}, € Z, puis {z + y}, = {z}, + {y}, modulo Z, (et donc modulo Z), ce
qui permet de voir que ¥ est bien un morphisme, de niveau 0.

Le Théoréme 3.4.1 de [Tat79] nous assure 'existence d’un complexe non nul
e(V,4,dx) pour chaque représentation continue (p, V') du groupe de Weil W g,
telle que V' — e(V,4,dz) soit additive, ce qui permet de la définir pour des
représentations virtuelles. On demande alors que V — &(V, 9, dx) soit inductive
en degré 0 et que, dans le cas out V' est de dimension 1, elle coincide avec une
définition ad hoc pour les caractéres.

Puisque dz et v sont fixés, on ne mentionnera plus la dépendance de ¢ en ces
deux objets et 'on notera (V). On peut alors définir une fonction (holomorphe)
e de la variable complexe ¢ en posant £(t,V) = e(V ® | - |*). En particulier,
€(0,V) = (V). Nous prenons la convention — dite de Langlands au paragraphe
3.6 de [Tat79] — et considérons plutot la variable s =1+ %, si bien que la

constante (V') correspond & la valeur en s = 5 de la fonction s +— £(s, V). Les

deux résultats essentiels que nous utiliserons sont :
— e(x) =1, si x est un caractére non ramifi¢ (3.2.6.1 de [Tat79]) ;
— e(s, V) = E(V)qa(v)(%_s), ol ¢ désigne le cardinal du corps résiduel de F
(3.4.5 de [Tat79]).

La combinaison de ces deux résultats nous donne d’ailleurs £(s, x) = 1 pour un
caractére non ramifié y.

Tate étend ces définitions aux représentations de Weil-Deligne, telles qu’in-
troduites a la Définition 5.3.1. On a alors, pour (p,V, N) une telle représenta-
tion :

£(s, (p, V, N)) = ew (s, (p, V)) det (—qfsp(Fr)WI /Vé) :
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ou ew désigne le facteur epsilon de la représentation du groupe de Weil tel que
défini ci-dessus, Fr un morphisme de Frobenius, Vy = Ker N et 'exposant [
indique les invariants par le sous-groupe d’inertie.

Nous travaillons avec des représentations du groupe de Weil-Deligne Wg X
SU(2), dans le langage desquels nous voulons exprimer ces facteurs epsilon. On
rappelle qu’on ne considére que des représentations semi-simples, il suffit donc,
par additivité, de considérer le cas des représentations irréductibles et, d’aprés
I’analyse effectuée au paragraphe 5.3, il y a deux cas a considérer :

— celui d’une représentation X ® Uy ou X est un caractére non ramifié;

— celui d’une représentation X ® Uy ou X est irréductible ramifiée (et alors
XTI ={o}).
A nouveau, nous renvoyons a [GR10] pour les détails de la traduction entre
triplets (p, V, N) et représentations de Wr x SU(2). Nous obtenons :

— si X est un caractére non ramifié, e(s, X®@Uy) = (—X (Fr))41qld-D(z-5)
— si X est irréductible ramifiée, (s, X ® Uy) = &(s, X)<.
Avec (5.2), on obtient bien £(s, X @ Uy) = £(X @ Uy)g*we(X®Un(5-9) on

(=X (Fr))?!  siaw(X)=

0
e(X)d siaw(X) >0 (5.5)

(XU = {

5.5.2 Calcul pour les représentations étudiées

On fait maintenant ’analogue pour les facteurs epsilon de ce qui a été fait
pour le conducteur au paragraphe 5.4.

Définition 5.5.1. Soit m une représentation lisse, admissible, irréductible de
GL,(F). Alors la correspondance de Langlands locale pour GL, (Théoréme
2.8.4) lui associe un parameétre de Langlands £ (7), (classe de conjugaison de)
représentation de WD dans GL,,(C). On définit le facteur espilon de @ comme
étant celui de L () — dont on voit immédiatement qu’il ne dépend pas du choiz
de représentant dans la classe de conjugaison.

FEtant donnée une paire (m,7") de représentations lisses, admissibles, irré-
ductibles de GL,(F) et GL,/(F) respectivement, on définit I’exposant d’Artin
de la paire m X ' par :

e(r x ') =e(L(m)® L(")).

Définition 5.5.2. Soit m une représentation lisse, admissible, irréductible de
G = SOg9p41(F). Alors la correspondance de Langlands locale pour SOgp41
(Théoreme 2.3.5) lui associe un paramétre de Langlands £ (7), (classe de conju-
gaison de) représentation de WD dans Sps,,(C). On définit le facteur espilon
de m comme étant celui de 7o £ (m) ou T désigne la représentation tautologique
de Sp,, (C) dans GLz2,(C).
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On peut maintenant calculer les facteurs epsilon des représentations que ’on
a fait apparaitre aux paragraphes 5.4.1 et 5.4.2.

Dans le cas d’une représentation de conducteur O, on a un paramétre non
ramifié que l'on peut écrire ¢ = Y1 B - B X, B X, B D Xl_l avec tous
les x; non ramifiés. Pour chacun de ces caractéres, on a e(y;) = 1 et méme
e(s,xi) = 1, d’'on, par additivité, e(¢) =1 (et e(s, ) = 1). On connait donc le
facteur local d’une telle représentation.

Dans le cas d’une représentation de conducteur p, on fait apparaitre un
paramétre ¢ = @:-:11()@ ©x;Y) @ (a®Us) avec a € {1,n} et les x; non
ramifiés. Les caractéres non ramifiés ne vont pas contribuer et on doit juste
déterminer ce qu’il se passe pour a ® Us.

Commencons par remarquer que le caractére non ramifié eut s’écrire
1% q q np

comme |-|% avec ty = _kfgq donc e(n®Usz) = &(to+35, Us) = e(Up)g?wr(V2)(~to),
Or awp(Uz2) = 1, si bien que £(n ® Us) = —&(Ua).

I suffit donc de connaitre ¢(Us) = (1 ® Us). Le caractére 1 étant non
ramifi¢, la formule (5.5) nous dit qu’il faut considérer (—1(Fr))>~! = —1. On a
donc

e(a®U2>={ bostest
1 sia=mn

On a finalement le résultat suivant.

Proposition 5.5.3. Soit m une représentation de G de conducteur p. Alors, en
reprenant les notations de la Proposition 5.4.5, w est le quotient de Langlands
de ig(Xl K- NMx,_1 X aStSO3(F)).

On a alors o =1 si, et seulement si e(m) = —1 et o =0 si, et seulement si
e(m) =1.

En combinant avec le Lemme 4.3.5, on obtient le :

Théoréme 5.5.4. Soit m une représentation lisse irréductible tempérée de G
de conducteur p. Alors m a des invariants paramodulaires de dimension 1. Plus
précisément, elle a des (J,+)-invariants si, et seulement si e(m) = 1 et des
(J, —)-variants si, et seulement si e(w) = —1.

On peut donc lire le « signe » des invariants paramodulaires sur le facteur
epsilon local.

C’est un cas particulier de la Conjecture de Gross ([Grol6]) rappelée dans
I'Introduction. Cette Conjecture porte sur le conducteur p™ pour tout entier
naturel m et fait donc appel & un groupe noté Ko(w™) loc. cit. et K(p™) dans
[Tsal3]|, qui généralise notre groupe J* (correspondant & m = 1). La conjecture
est démontrée par Tsai pour m quelconque mais uniquement dans le cas ott 7
est supposée supercuspidale générique.

Donnons une derniére formulation de nos résultats qui sera utile dans la
Deuxiéme Partie.
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Corollaire 5.5.5. Soit (m,V') une représentation tempérée irréductible de G.

On suppose que w50 # {0} (ou, de facon équivalente, que T est de conduc-
teur Q). Alors dim7 = 1 et dim " = 2. Plus précisément dimnH) =
dim7) = 1.

On suppose que " # {0}. Soit 780 £ {0} et on reléve du cas précédent, soit
7o = {0} et alors, il est équivalent de supposer que 7 est de conducteur p. Dans
ce deuziéme cas dim " = 1, plus précisément dim 7% =1 et dim7(»—%) =0,
ot € = g(m).
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Deuxiéme partie

Etude globale
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Chapitre 6

Représentations automorphes
cuspidales algébriques de GL,,
de conducteur premier

Nous allons maintenant introduire et étudier des objets globaux, dépendant
d’un corps de nombres. Dans toute la suite, nous travaillons uniquement
sur le corps Q des rationnels.

Les enjeux de ce chapitre sont multiples. Il va d’abord s’agir de définir pré-
cisément chacun des termes des Théorémes B, C et E de 'Introduction. Ce sera
fait dans les paragraphes 6.1, 6.2 et 6.3.

En vue des applications aux Chapitres 9 et 10, nous considérons au §6.4 les
fonctions L (ou A) et les facteurs epsilon associés aux représentations locales et
globales. Au-dela des seuls rappels en la matiére, nous calculons ces quantités
dans les cas particuliers correspondant aux représentations étudiées.

Enfin, puisque les représentations autoduales jouent un role prépondérant (a
la fois a cause de leurs « meilleures propriétés » et parce que ce sont celles que
lon trouve en pratique, ¢f. Théorémes B et E), nous présentons au paragraphe
6.5 l'alternative symplectique-orthogonale pour les représentations autoduales
de GL,, selon la théorie d’Arthur.

6.1 Représentations automorphes cuspidales de

GL,, sur Q
Nous rappelons ici sans démonstration des résultats de [BJ79).
On fixe un caractére de Hecke w : Q*\Agj — C* et on peut alors définir

I'espace des formes automorphes pour GL,,(Ag) de caractére central w, noté
A¥(GL,,). Cet espace a une structure de (gl,(R), O, (R))-module (ou module

105



de Harish-Chandra') et une structure de GL,, (A f)-module compatibles, ot 'on
note Ay = H; Q, Pensemble des adéles finis (avec bien str Ag =R x Aj).

On consideére alors le sous-(gl,,(R), 0, (R)) x GL,, (A)-module constitué des
formes automorphes paraboliques ou cuspidales, noté Agjusp(GLn), qui a la pro-
priété remarquable d’étre semi-simple.

Définition 6.1.1. Une représentation automorphe cuspidale m de GL,, sur Q

de caractére central w est un constituant irréductible de 'espace Ag,(GLy,).

Si w est un caractére de Hecke, alors w| - ‘}i@ ol s est un nombre complexe

quelconque, en est encore un (on utilise le fait que les éléments de Q* plon-
gés diagonalement dans A@ sont de norme adélique 1). On a, de fagon simple,

A (GL,) ~ A¥(GL,) ® | det |, donc, quitte & tordre par une puissance du
déterminant, on peut supposer que wyr_, = 1. Cela motive la définition suivante.

Définition 6.1.2. Une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q est
centrée si son caractére central est trivial sur Rsg.

Soit donc 7 une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q. Nous
avons classiquement la décomposition en produit tensoriel restreint :

/
w:woo®®7rp7 (6-1)
P

0ll T est un (gl, (R), O, (R))-module admissible irréductible (i.e. chaque repré-

sentation irréductible continue de O, (R) n’intervient qu'un nombre fini de fois

dans 7o) et les m, sont des représentations admissibles (au sens de la Défini-

tion 1.2.6) irréductibles de GL,(Q,), non ramifiées pour presque tout p. C’est

d’ailleurs ce qui permet de définir le produit tensoriel restreint : pour chaque p
. . . e GLn(Zp)

tel que 7, est non ramifiée, on a une droite vectorielle distinguée , .

Terminons par un résultat classique.

Proposition 6.1.3. Soit m une représentation automorphe cuspidale de GL,
sur Q. Alors il existe une unique représentation automorphe cuspidale de GL,,
sur Q, notée V¥ et dite représentation contragrédiente (ou duale) de m, et véri-
fiant (7V), = (m,)" pour toute place v.?

6.2 Algébricité

Il nous faut commencer par quelques brefs rappels sur la correspondance de
Langlands dans le cas local archimédien.

On pose, suivant [Tat79], We = C* et Wg = CX[[jC* avec j2 = —1 et
jzj~t =z pour z € C* — ainsi Wg est une extension de Gal(C/R) par Wc.

1. Cette derniére terminologie a ’avantage de ne pas spécifier le choix du compact maximal,
choix qui n’intervient pas en fait dans la plupart des énoncés.

2. La notion de contragrédiente locale a été définie dans le cas p-adique au paragraphe 1.1,
elle est classique pour la place archimédienne et nous ne la rappelons pas.
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On introduit le morphisme de groupes ec/r : Wr — {£1} qui envoie les
éléments de C* sur 1 et ceux de jC* sur —1. Par ailleurs, on peut prolonger le
morphisme « module au carré » de C* a Wg en imposant |z| = 2Z pour z € C*

et || = 1. On a alors un morphisme de groupes |- | : Wg — R et on peut voir
que ec/g X | - | donne un isomorphisme de groupes wab = RX.

Cela définit, dans le cas local archimédien, I'isomorphisme d’Artin (a rap-
procher de (2.2) dans le cas non archimédien) Arty : K* ~ W2 (avec K = R
ou C).

On s’intéresse ici au groupe GL, (R). Un paramétre de Langlands de GL,, (R)
est une classe de conjugaison de morphisme admissible (i.e. continu et d’image
constituée d’éléments semi-simples) ¢ : Wg — GL,,(C). Nous notons ®(GL,,)
I’ensemble de tels paramétres.

Un (gl,(R), O,(R))-module admissible irréductible U admet un caractére
infinitésimal inf(U) que I'on peut voir, suivant Harish-Chandra et Langlands (on
renvoie & [Lan67]), comme une classe de conjugaison semi-simple de M,,(C). On
appelle poids de U les valeurs propres de cette classe de conjugaison semi-simple.
Par abus de langage, on parlera des poids d’une représentation automorphe
cuspidale m de GL,, pour désigner les poids de sa composante archimédienne
Too- On note Irr(GL,,) 'ensemble des classes d’équivalence de (gl,,(R), O, (R))-
modules irréductibles.

Théoréme 6.2.1. Correspondance de Langlands locale archimédienne pour
GL,, (JLan73], [Kna94])
La construction de [Lan73] définit une bijection canonique :

£ Irr(GLy,) — ®(GLy,)

telle que, pour tout U € Irr(GL,,) :
1. (dualité) L(UV) ~ L(U)Y;
2. (caractére central) det £ (U) = wy o Artg ', ot wy : RX — C* désigne le
caractére central de U ;

3. (caractére infinitésimal) écrivant®
n
ZL(U)ex =Ptz (6.2)
i=1

avec \j — l; € Z, les poids de U soient les \;.

Définition 6.2.2. Un (gl,(R), O, (R))-module irréductible est dit strictement
algébrique si ses poids sont dans Z.

Une représentation automorphe cuspidale m sur Q est dite strictement algé-
brique si sa composante archimédienne 7wy [’est.

3. En restreignant . (U) au sous-groupe W¢ ~ C* d’indice 2, on obtient une somme de

n caractéres de C*. Or un tel caractére est de la forme xs,m : red — rsetmf on s € C et

m € Z. On a donc xs,m(z) = |z\s(‘%)m = |z|®*~™2™, que 'on peut encore écrire, suivant la
. ) . stm _z—m 1 N P
notation évocatrice de Langlands, z~ 2 zZ 2 avec |z| = (22)2. Tout caractére de C* s’écrit
alors, selon cette convention, z — 2*Z* avec A, u deux nombres complexes tels que A — u € Z.
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En particulier, si U est strictement algébrique, alors les \; (et partant les p;)
selon Décriture (6.2) pour Z(U), sont tous entiers. Par ailleurs, puisque pour
z € CX, on a jzj~! = z dans Wg, les multi-ensembles des \; et des j; sont
égaux.

Proposition 6.2.3. Lemme de pureté de Clozel ([Clo88], Lemme 4.9)

Soit ™ une représentation automorphe cuspidale strictement algébrique de
GL,, sur Q. Notons mo, sa composante archimédienne. Alors la quantité \; + p;
dans la décomposition (6.2) pour £ (n) est constante.

Proposition-Définition 6.2.4. Une représentation automorphe cuspidale m
de GL,, sur Q est dite algébrique si 7o est unitaire et si les poids de T sont
tous dans Z ou tous dans %Z—Z. On a alors (par le lemme de pureté de Clozel)
inf(mo) = diag(£4%5, -, £%), avec les w; entiers naturels de la méme parité
et wy > we > -+ > wy >0 si on veut. Le poids motivique de w, noté w(w), est
alors égal a wy .

On dit de plus que 7 est réguliere (resp. trés réguliére) si i # j = w; # w;
(resp. |w; —w;| > 1).

Puisque ce sont des propriétés qui ne dépendent que de 7., on dira aussi,
en tant que de besoin, que Ty est algébrique (resp. algébrique réguliére, resp.
algébrique trés réguliére).

En particulier, une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,,
sur Q est centrée au sens de la Définition 6.1.2.

Nous introduisons encore quelques définitions qui nous seront utiles au §6.4.2.
Par la discussion précédente, il est opportun de s’intéresser aux représentations
de Wg qui sont triviales sur le sous-groupe R+ . Notons ¢ le caractére unitaire

. 1__1 . .
zZ > ﬁ (soit encore z — 22z~ 2 selon la convention rappelée en note 3 supra).

Proposition 6.2.5. Les caractéres de Wy triviauz sur le sous-groupe Rsq sont
le caractere trivial et le caractére ecyr d’ordre 2 et trivial sur Wc.

On pose I,, = Indwﬁfn pour n € Z. Alors

— I, ~1_,;

— lo~1&ecyr;

— I, est irréductible pour n > 0.

La donnée des deux caractéres précédents et des représentations I,, pour n >
0 est exhaustive pour les représentations irréductibles de Wy triviales sur Rg.

Les autres représentations irréductibles sont obtenues a partir de celles-ci en
les tordant par une puissance (complexe) de la norme.

Puisqu’on s’intéresse aux représentations semi-simples, il est naturel de consi-
dérer le groupe libre sur Z engendré par de telles représentations.

Définition 6.2.6. On note K., 'anneau de Grothendieck sur Z de la catégorie
des représentations de Wgr semi-simples, continues, complexes de dimension
finie, triviales sur le sous-groupe R de Wg.
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On constate immédiatement les identités :

— I, ® EC/R = In,

— ec/r ®ec/r = 1,

— 1, ® Iy =~ n+m D I\n—m|7
et on remarque que chacune des 1, ec/g, I, pour n > 0, est autoduale et qu’il
en est donc de méme pour tous les éléments de K.

Corollaire 6.2.7. Soit m une représentation automorphe cuspidale algébrique
de GL,, sur Q. Alors ™V est également algébrique et a les mémes poids que 7.
(En fait, ™ et ™V ont des composantes archimédiennes isomorphes.)

Pour des besoins futurs (cf. §9.4), il est utile d’introduire la filtration sui-
vante.

Définition 6.2.8. ([Che20], Definition 3.2)

Soit w un entier naturel. On définit KS¥ comme le sous-groupe de Ko
engendré par

— les I, avec 0 < v < w et v impair si w est impair;

— les I, avec 0 < v < w et v pair ainsi que 1 et Ec/r St W est pair.
Ainsi KS* est un Z-module libre de rang w7+1 siw est impair et de rang 5 + 2
st w est pair.

On dira qu’un élément de KS¥ est effectif s’il est combinaison linéaire &
coefficients positifs des vecteurs de base sus-cités.

D’ores et déja, nous avons la traduction suivante.

Lemme 6.2.9. ([Che20|, Lemma 3.8)
Soit ™ une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, sur Q de
poids motivique w. Alors £ (mo) appartient & KV (et est effectif).

6.3 Conducteur premier

Nous définissons le conducteur de fagon ad hoc & ’aide de la décomposition
(6.1).

Définition 6.3.1. Soit ™ une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur
Q. On pose :
N(n) = Hpa(ﬂp) = Hpa(f(ﬂp))7 (6.3)
p P

ot Ty est défini par la décomposition (6.1) et ot Z(mp) est la représentation de
WDq, associée a m, par la correspondance de Langlands locale pour GL,(Qp).
La deuxiéme égalité découle de la Définition 5.4.1.

Ce produit est bien défini car a(m,) = 0 pour presque tout p.

Corollaire 6.3.2. Soit m une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur
Q. Alors N(mV) = N(7).
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Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que (7V), ~ (m,)" et que a((m,)") =
a(mp). O

Dans le reste de ce paragraphe, on s’intéresse aux propriétés particuliéres des
représentations automorphes cuspidales de GL,, sur Q de conducteur p premier
qui sont celles des Théorémes B, C et E.

Soit donc 7 une telle représentation. Selon la formule (6.3), cela signifie que
Z(me) est d’exposant d’Artin nul pour ¢ # p et que Z(m,) est d’exposant
d’Artin égal a 1.

Il s’agit alors d’identifier quels sont les paramétres de Langlands de GL,,(Qy)
qui sont d’exposant d’Artin 0 ou 1 — travail similaire & ce qui a été fait en 5.4.
Ici, les paramétres sont & valeurs dans GL, (C) = GL,,(C).

Proposition-Définition 6.3.3. Les parameétres de Langlands de GL,,(Qg) d’ex-
posant d’Artin nul sont de la forme ¢ = x1 & -+ B Xn, oU les x; sont des
caractéres non ramifiés.

Les parameétres de Langlands de GL,(Qy) d’exposant d’Artin égal & 1 sont
de deuzx types :

(I o=x1D D xXno2® (WRUs), ot les x; et 1 sont des caractéres non
ramifiés.

(II) p=x1® - B Xn-1 DY 0t les x; sont des caractéres non ramifiés, et ou
¥ est un caractére modérément ramifié (i.e. w|Z; non trivial et ¥)14 ¢z,
trivial).

Une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q de conducteur p est

donc non ramifiée en toutes les places £ # p et sera dite de type (I) ou (II) selon
la forme de son parametre de Langlands (ramifié) en p.

Démonstration. Soit donc ¢ : Wg, x SU(2) — GL,(C) un tel paramétre. Par
semi-simplicité, on a la décomposition en somme directe de représentations irré-
ductibles : ¢ = P, 0;QU,,. Alors a(p) = >, a(0;®@U,, ) et il suffit de déterminer
a quelle condition on a un exposant d’Artin égal & 0 ou 1 pour une représentation
irréductible (o; @ Uy, ) de Wg, x SU(2).

La formule (5.2) nous dit qu’on ne peut atteindre un exposant nul qu’avec un
caractére non ramifié du groupe de Weil (et la représentation triviale de SU(2)).
Or un caractére de Wq, trivial sur le sous-groupe d’inertie Ig, correspond,
modulo la théorie du corps de classes local sous sa forme (2.2), & un caractére
de Q/ trivial sur Z; .

La formule (5.2) nous dit encore que ’exposant 1 peut étre atteint soit avec
o; caractére non ramifié et a; = 2 (I), soit avec un caractére o; d’exposant
d’Artin égal a 1 (vu comme représentation du groupe de Weil) et a; = 1 (II).
Ce dernier cas correspond, par la théorie du corps de classes, & un caractére
modérément ramifié au sens de I’énoncé : c’est la compatibilité des filtrations
donnée par le Corollaire 3 de [Ser62], XV §2. O

Quoique immédiat, le lemme suivant nous sera trés utile pour la suite.
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Lemme 6.3.4. Une représentation automorphe de GL,, sur Q de conducteur 2
est nécessairement de type (I).

Démonstration. On a 1+2Z4 = Z5 donc il n’existe pas de caractére modérément
ramifié de Q5 . U

Lemme 6.3.5. Soit m une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q.
On suppose que 7 est de conducteur 1 ou de conducteur p et de type (I). Alors
le caractére central w, est trivial sur 7%. En particulier, si w est centrée, alors
wy est trivial.

Démonstration. On a wr = W [[, wr, avec des notations évidentes. En tout
nombre premier £ tel que 7 est non ramifiée, wr, est trivial sur Z,. Dans le cas
ou 7, est ramifiée de type (I), son caractére central w,, est donné par le déter-
minant du paramétre de Langlands (c’est une propriété de la correspondance de
Langlands locale pour GL,,, rappelée au Théoréme 2.3.4) et on voit alors qu’il
s’agit encore d'un caractére trivial sur Z,'.

La derniére assertion découle de la factorisation Ag = Q* x (Rxq x 7 ). O

Dans la suite, on s’intéresse uniquement a ces deux classes de représentations
automorphes cuspidales algébriques (donc centrées) de GL,, sur Q (conducteur 1

et conducteur p de type (I)), que 'on peut alors voir comme des représentations
de PGL,, sur Q.

Corollaire 6.3.6. Soit m une représentation automorphe cuspidale algébrique
de GLg sur Q. On suppose que w est de conducteur 1 ou de conducteur p et de
type (1). Alors 7 est autoduale.

Démonstration. On voit m comme une représentation de PGLs sur Q et on
utilise le fait que 'automorphisme g — fg~! est alors intérieur. O

6.4 Fonctions L et facteurs epsilon

Cette partie poursuit deux objectifs :

— rappeler comment sont définis en général les fonctions L (ou A) et les
facteurs epsilon de paires;

— les calculer dans les cas particuliers qui nous intéressent (ce qui sera utile
pour les Chapitres 9 et 10).

6.4.1 Fonctions A et facteurs epsilon globaux

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, sur Q.
Nous rappelons dans la suite comment lui associer une fonction A qui sera un
produit de fonctions L locales :

A(s,7) = Loo(s,m) [ [ Lo (s, 7), (6.4)
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le produit étant défini et convergent pour Re (s) >> 0, le tout s’étendant en
une fonction méromorphe sur C (nous donnons des énoncés précis dans ce méme
§6.4.1 au paragraphe Paires).

Chaque fonction L locale ne dépend en fait que de la composante locale
associée, selon la décomposition (6.1). Ainsi Loo(s,7) = Loo(S, Too) €t il s’agit
alors de définir une telle fonction L, & partir de la donnée d’un (gl,, (R), O, (R))-
module admissible irréductible algébrique. C’est 'objet du paragraphe 6.4.2.

De méme, pour chaque p premier, nous avons L,(s,m) = L,(s,7,) et nous
rappelons au paragraphe 6.4.3 comment définir une fonction L, associée & une
représentation admissible irréductible de GL,,(Qy).

Facteur epsilon

Si 7 est une représentation automorphe cuspidale de GL,, sur Q, il existe une
équation fonctionnelle reliant la fonction A de 7 & celle de sa contragrédiente

ﬂ'vi

A(s,m) = e(m)N(m) T *A(1 — 5,7,

ot N() est le conducteur de 7 introduit en (6.3), et e(7) est un complexe non
nul.

Nous adoptons la convention qui consiste a faire systématique-
ment apparaitre le conducteur. Ainsi le facteur epsilon est-il réellement
une constante (correspondant & la dénomination anglaise root number), contrai-
rement au cas de la convention qui consiste & appeler facteur epsilon la fonction
s e(m)N(m)z .

Selon la formule (6.3), le conducteur de 7 se décompose en produit de quanti-
tés locales. Il en est de méme pour le facteur epsilon global e(m) qui se décompose
en produit de facteurs epsilon locauz e(m,) qui ne dépendent (presque) que de
la composante locale 7.

Soyons plus précis en suivant [Tat79] §3.5.

On se donne, pour chaque nombre premier p, le caractére additif 1, de
Q, défini par v, : z, — e~2™e}r (déja introduit au paragraphe 5.5.1). A
la place archimédienne, on se donne le caractére additif 1., de R défini par
Yoo * Lo —> T2 Too,

On peut alors former le caractére ¥ = 1o Hp ¥, des adéeles de @@, dont on
voit immeédiatement qu’il est trivial sur Q (plongé diagonalement dans Ag).

Il nous faut également une mesure de Haar dz sur Ag telle que [ Ag/Q dz = 1.
Nous prenons & chaque place finie la mesure de Haar dz, sur Q, normalisée par
le fait que le volume de Z,, soit égal & 1 (c’est la mesure définie au paragraphe
5.5.1), et a la place archimédienne la mesure de Lebesgue dz, standard. La
mesure produit de =[], dz, vérifie alors les conditions requises.

On peut alors, pour chaque place finie p définir un facteur epsilon local
ep(Tp, ¥p,dx,) selon les rappels du paragraphe 5.5.1. Pour la place archimé-
dienne, nous aurons une définition ad hoc dans le paragraphe 6.4.2 pour les
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représentations algébriques. On peut alors former le produit :

e(m,p,dx) = H e(myy Uy, dxy),

qui a la propriété remarquable de ne pas dépendre des choix globaux (raison-
nables) de caractére additif et de mesure de Haar. Nous fixons pour toute
la suite ces choix globaux, si bien que chaque facteur epsilon local ne dépend
plus que de la composante locale : nous écrirons ainsi (7, ) pour &(m,, ¥y, dz,)
étant entendu que v, et dx, sont tels que définis ci-dessus.

Paires

On se donne maintenant deux représentations automorphes cuspidales uni-
taires (par exemple algébriques) 7 et 7’ de GL,, (resp. GL,,/) sur Q et on raisonne
sur la paire {m, 7'}. Tous les objets introduits généralisent les précédents (avec
une seule représentation) : il suffit de considérer la paire {m, 1}.

Les fonctions A de paires (ou fonctions A de Rankin-Selberg) ont été définies
par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika dans [JS81] et [JPSS83], & qui l'on doit
également les propriétés énoncées (sauf mention contraire). Pour cette partie,
nous nous sommes servi de l'article de synthése [Cog04].

De méme qu'en (6.4), on utilise la décomposition en produit tensoriel res-
treint (6.1) pour définir la fonction A de la paire {m, 7'} :

A(s,m X ') = Loo(8,Too X Th) HLP(S,T('p X 7). (6.5)
)

Ce produit eulérien converge pour Re (s) > 1 et la fonction A se prolonge
analytiquement en une fonction méromorphe du plan complexe.

Nous savons plus précisément par ’article de Mceeglin et Waldspurger [MW89]
que cette fonction est entiére sauf dans le cas ot 7' ~ 7V (ot 7¥ désigne la re-
présentation contragrédiente de 7) et qu’alors il y a deux poles simples en s = 0
et s =1.

On a de plus ’équation fonctionnelle attendue :

A(s,m x ') =e(m x ' )N(m x )2 5A(1 — s, 7" x (7)), (6.6)

ot N(7 x ') est le conducteur de la paire {7, '} (défini & partir des exposants
d’Artin place par place, de maniére analogue a ce qui a été fait en (6.3)) et
e(m x 7') le facteur epsilon global, produit des facteurs espilon locaux.

Remarque : La substitution s <> 1 — s dans I’équation ci-dessus impose, avec
le fait que (7V)Y ~ m, que le conducteur de la paire {m, 7'} est égal a celui de
la paire {m", (7")V}, ce qui est bien le cas.

4. Pour étre parfaitement exact, il faudrait parler de multi-paire puisqu’on veut pouvoir
considérer le cas ou m = 7’.
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6.4.2 A la place archimédienne

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, sur Q.
Il s’agit de lui associer un facteur local pour la place archimédienne Lo (s, 7)
fonction holomorphe définie pour Re (s) >> 0 et qui ne dépend en fait que de
Too- Plutdt que de définir ce facteur local directement, nous utilisons la corres-
pondance de Langlands locale et sa compatibilité aux fonctions L : nous aurons
donc une définition explicite des facteurs « coté galoisien » et utiliserons la cor-
respondance pour en déduire une définition des facteurs « coté automorphe ».
La méme remarque préliminaire s’applique aux facteurs epsilon.

Nous suivons [CL19] Chap. VIII § 2.20 et posons :
1. (1) =1et I'(s,1) =T'r(s),
2. e(I,) ="t et I'(s, I,) = Tc(s + %) pour n >0

avec

Tr(s) = w*%r(;) et Te(s) = 2(2m)~°I(s)

ot s — I'(s) est la fonction Gamma d’Euler. On remarque que 'on a, via la
formule de duplication, I'c(s) = T'r(s)I'r(s + 1).
On impose alors que, pour tous p, p’ € K, (c¢f. Définition 6.2.6) :

elp@p) =elp)e(p) et T(s,p@p) =T(s,p)I(s,p)

Ceci permet en particulier, en utilisant Iy ~ 1 @ ec /g, de voir que e(ec/r) = i
et I'(s,ec/r) = Tr(s +1).

On peut alors définir la fonction p — T'(s, p) sur tout K. Pour 7 et 7’ deux
représentations automorphes cuspidales algébriques, on définit

Loo(s,mx ') =T(s,Z(7) @ L(7'));
Eo(m X ') =e(ZL(m) @ ZL(7)).

Par ailleurs, €. (7m X 7’) est un nombre complexe non nul, et plus précisément
une puissance de 1.

6.4.3 Aux places finies

Comme dans le cas archimédien, méme si l'on travaille avec des objets glo-
baux, la définition des facteurs locaux ne fait intervenir que les composantes
locales (y compris pour le facteur epsilon puisqu’on a fixé une fois pour toutes
un caractére additif et une mesure locaux a chaque place au paragraphe 6.4.1).
Soit donc p un nombre premier (i.e. une place finie).

La méme remarque préliminaire qu’au paragraphe 6.4.2 s’applique : nous
donnons une définition explicite des facteurs « coté galoisien » et utilisons la cor-
respondance pour en déduire une définition des facteurs « co6té automorphe ».
Plus précisément, il nous faut donc rappeler, étant donnée une représentation
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semi-simple ¢ du groupe de Weil-Deligne de Q,, comment lui associer une fonc-
tion L locale. On veut la propriété d’additivité suivante :

Lp(s,0 @ ¢") = Lyp(s, ) Lp(s,¢).

Par semi-simplicité, on peut donc se contenter de définir une telle fonction
L dans le cas ou ¢ est irréductible, i.e. de la forme o ® U, ol o est une repré-
sentation irréductible de Wq, et ot a est un entier naturel non nul.

Plus classiquement (dans [Tat79] notamment), les facteurs sont définis pour
des représentations de Weil-Deligne, au sens de la Définition 5.3.1. Soit donc
(p,V, N) une telle représentation. On pose :

Ly(s, (p, V,N)) = det(1 = p~*p(Fr) ;1) 1,

ou Fr désigne un morphisme de Frobenius (au sens du paragraphe 2.1), Vy
désigne le noyau de I’endomorphisme nilpotent N et 'exposant I le sous-espace
des invariants pour ’action du sous-groupe d’inertie.

Comme au paragraphe 5.5.1, nous utilisons 'article de Benedict Gross et
Mark Reeder [GR10] pour donner la « traduction » suivante dans le contexte
d’une représentation irréductible ¢ = o ® U, de WDq, :

Ly(s,¢) = det(1 —p T Fr, )" (6.7)

Dans un objectif pédagogique, nous commencons par considérer les fonctions
L locales associées & une seule représentation, le cas des paires étant abordé
infra.

Soit donc 7, une représentation admissible irréductible de GL,,(Qy), que I'on
suppose d’abord non ramifiée. Alors Z(m,) = x1 & - ® Xn, Ol les x; sont des
caractéres non ramifiés (c’est la Proposition-Définition 6.3.3 en exposant d’Artin
nul). Chaque caractére y;, vu comme caractére de Q, non ramifié, contribue
pour un facteur (1 — x;(p)p~*)~L.

La fonction L associée & cette représentation (du groupe de Weil de Q,, en
fait ici) est :

Ly(s, Z(m) = [[ s (6.8)

L= xipp~’

1=

et cela définit la fonction L,(s, ).

Si P'on note c,(m,) la classe de conjugaison semi-simple dans GL,(C) de
diag(x1(p), -, xn(p)), on retrouve le paramétre de Satake d’une représentation
non ramifiée et on a bien L,(s,m,) = det(1 — p~*c,(m,)) "

Le seul autre cas que nous ayons & considérer est celui d’une représentation
w, de GL,,(Q,) de conducteur p et de type (I) selon la Proposition-Définition
6.3.3, i.e. dont le paramétre de Langlands est de la forme

Pe=x1® D Xn—2D (Y RU2),
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ou les x; et 1 sont des caractéres non ramifiés. Il nous faut donc calculer la
fonction L associée a la représentation irréductible i ® Us, selon la formule
(6.7) :

1

L;D(S, P UQ) = (1 — '(/J(p)p_s_§)—1.

Nous avons donc dans ce cas :

n-? 1 1
Lplswp) = (1:[ 1— Xi(p)p5> 1—(p)p—2 (69)

i=1

On note, par analogie avec le paramétre de Satake, dp,(w,) la classe de conju-
gaison semi-simple dans GL,,_1(C) de diag(x1(p), - , Xn—2(p), ¥(p)p~2) — re-
marquer que c’est une classe de conjugaison dans GL,,—_1(C) pour une repré-
sentation de GL,,(Q,). On a alors L,(s, w,) = det(1 — p~*d,(w,)) !

Fonctions de paires

Il nous faut maintenant considérer les fonctions L locales associées a une paire
de représentations et donc, en dernier lieu, comprendre le produit tensoriel de
représentations de WDgq, .

Soient donc m, et ﬂ'; deux représentations admissibles irréductibles de
GL,(Qp) et GL;y(Qp) respectivement, non ramifiées. Soient w, et w, deux
représentations admissibles irréductibles de GL,(Qp) et GL,/(Q)) respective-
ment, de conducteur p et de type (I).

Nous fixons les notations suivantes :

L(mp) =x10 S Xm,
g(ﬂ'/) :X/@@X;n/,
o (6.10)
j(wp) :771@"'@%7269(1/J®U2),
Z(w]g) :77/1 69"’@77%/_2@(1/)/®U2).

Proposition 6.4.1. Avec les notations précédentes, nous avons :

—_

L,(mp x 71';) =

det(l —picy 7Tp) & Cp( ))7

—~

Tp) @ dp(wp)) !

e

Ly(mp > =) = det(1 —p~sc
D

—_

1
@) @ dp(w)) 1 — () (p)p—

Démonstration. 11 suffit de regarder la représentation du groupe de Weil-Deligne
obtenue par tensorisation.
Dans le premier cas, nous avons :

Z(m) ®© ZL(m,) = DD xix;-

i=1 j=1

Lol ¥ @) = Ga v,

/—\
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C’est donc encore une somme de caractéres non ramifiés, on en déduit :

/

Lytmy <) = [T T 1=

i=1j=1 Xl(p)X;(p)ZfS

Dans le deuxiéme cas, nous avons :

m n—2 m

L(mp) @ L (wp) @@Xﬂh‘ ® @(sz) ® Us.

i=1 j=1 i=1

Les contributions de chacun de ces termes ont été calculées précédemment et
on obtient :

Ly(mp x wp) = (H |

Dans le troisiéme cas, nous avons :

n—2n'—2 n'—2
ZL(w,) 0.2 (w,) =P P mnj@@mw QU@ EB U (V' @ (1eUs)),
=1 j=1

en utilisant Uy @ Uy = Uy @ Us (cf. (5.3)).

On pose alors

n—2n’'—2 1
Li(s) = ;
p . / —s’
oo Lo me)n;(p)p
n—2 1 n'—2 1

LH 5) = 1 1 ;
A L=n:(p)¢'(p)p=2"" 31;[1 1—nj(p)(p)p~2~*

1 1
— ()Y (p)p= 1 — ()¢ (p)p=1-

puis
Ly(s, @, x @),) = L} (s) Ly} (s) Ly (s).

On voit alors que le deuxiéme facteur de L} combiné a L} et L}f nous donne
(det(1 — p~5dp(wy) @ dy(w},)) . Tl reste donc le premier facteur de Ly O
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Facteurs epsilon locaux

Il nous faut enfin déterminer les facteurs epsilon locaux en p d’une repré-
sentation et d’une paire de représentations (le premier cas relevant du second si
Pon veut en considérant la représentation triviale). Nous raisonnons de nouveau
« coté galoisien » sur les paramétres de Langlands.

Proposition 6.4.2. Avec les notations (6.10) et, en notant w, le caractére
central d’une représentation locale u, on a :

ep(mx ') =1;
ep(m X @) = (=1)"¢™ (p) wx, (P);
ep(@ x @) = (=1)" ()" 2 ()" weo, (p) ooy ().

Démonstration. Puisque 7 et ©' non ramifiées en p, Z(m,) ® Z(m,) est une
somme de caractéres non ramifiés. Or, d’aprés les rappels du paragraphe 5.5.1
qui s’appliquent ici encore, le facteur epsilon d’un caractére non ramifié est
trivial et, par additivite, e,(7m x 7’) = 1.
Avant de considérer les deux autre paires, calculons déja e, (w) = e(Z(wp)).
On a:
L(wp) =m & @2 Y Us),

avec les 7; et 1 non ramifiés. Par additivité, on ne doit en fait considérer que
e(¢ ® Us). Le méme calcul qu’au paragraphe 5.5.2 en écrivant le caractére non
ramifié ¢ comme une puissance de la norme nous donne : e(¢¥ @Us) = ¥ (p)e(Uz).
Or ¢(Us) a été calculé loc. cit. et vaut —1. Nous avons finalement :

ep(@) = —¢(p). (6.11)

Il nous reste & considérer le cas de la paire {7, @} et celui de la paire {w, @’}
Dans le premier cas, nous avons :

L(mp) @ L (wp) = ééﬁxim D é(Xﬂﬂ) ® Us,
=1 =1 -1
et donc, par le calcul précédent :
ol x ) = f{(—xiw(p)
= (=1)™¢™(p) f[lxi(p).

On remarque alors que le dernier produit est en fait égal a det .Z(m,)(p), soit
encore & wr, (p) par la compatibilité de la correspondance de Langlands pour
GL,, au caractére central (c¢f. Théoréme 2.3.4).
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Dans le second cas, nous avons :

n—2n'—2 n—2 n'—2
L(wy) 0% (w,) =P P nmjea@ N QU ® EB M @U® (P ® (16Us)).
=1 j=1
1l nous faut donc calculer e(yy)’ ® Us). Si Pon écrit 1 = | - |t et o' = |- |,

alors () @ Us) = (| - |11 @ Us) = e(Us)p*wp (Us)(=(t+)
Or awp(Us) = 2 et e(Us) = (—1(Fr))3~! = 1 d’aprés (5.5) et finalement
e(y’ @ Us) = 1(p)?y’(p)?. Nous avons donc :

oo ) = 60/ [T o) T (-
n'—2

= (—1)" ™ (p)" "2 (p)" ( )? H ni(p ) H ;5 (p

= (=1)"™P(p)" Y (p)" 2 Was, (p) wes, (D)

6.5 Alternative symplectique-orthogonale

Soit G un groupe algébrique défini et quasi-déployé sur Q appartenant & une
des familles de groupes classiques Sp,,,, SO, et SOgp41.

On a introduit au paragraphe 2.2 la notion de groupe dual et en particulier
des C-points de ce groupe dual, qui permettent de définir les paramétres de
Langlands. Notons Stdg la représentation standard de G dans GL,,(C), ce qui
d’ailleurs fixe Ientier n que on notera n(G). On a ainsi n(G) = 2n pour G =
SOs,, ou G = SOs,41 et n(G) = 2n + 1 pour G = Sp,,,.

Théoréme 6.5.1. (Arthur, [Art13] Theorem 1.4.1 et Theorem 1.4.2)

Soit n un entier strictement positif et soit m une représentation automorphe
cuspidale autoduale de GL,, sur Q. Alors il existe un groupe classique quasi-
déployé G, unique & isomorphisme pres, tel que n(Gr) = n et une représenta-
tion automorphe 7 discréte de G telle que Stdg- o Z(,) soit égale (comme
classe de conjugaison) a £ (m,) pour toute place v de Q.

On dit alors que 7 est orthogonale si (/?; est (isomorphe &) un groupe spécial
orthogonal et symplectique si G est (isomorphe &) un groupe symplectique. Si
n est impair, alors la seule possibilité est Gr = Sp,,_1, et 7 est orthogonale.

Proposition 6.5.2. (|CL19|, Proposition 3.3)

Soit ™ une représentation automorphe cuspidale autoduale algébrique de GL,, .
On suppose que s posséde au moins un poids sans multiplicité. Alors m est
symplectique si, et seulement si son poids motivique w(m) est impair.
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Démonstration. La démonstration loc. cit. suppose que le conducteur est égal a
1, ce qui n’intervient pas dans la preuve, elle s’applique donc verbatim. O

Proposition 6.5.3. Soit w une représentation automorphe cuspidale autoduale
de GL,, de conducteur p et de type (I). Alors 7 est symplectique et n est pair.

Cette Proposition explique pourquoi la famille de groupes classiques SOg;, 41
joue un role prépondérant dans la suite de notre travail.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 6.5.1, il existe un groupe classique G,
et une représentation discréte 7 associés & m. On sait de plus que Z(mp,) est
égale, comme classe de conjugaison, & Stdé; 0% (7p). Or on connait exactement
ZL(mp) qui est égal & x1 @ -+ © xn—2 @ (¢ @ Us), ot les x; et ¢ sont des
caractéres non ramifiés. En particulier, le terme (1) ® Us) est le seul de son type
et Z(m,) ne peut donc pas se factoriser par un groupe orthogonal. Donc C/T'; est
nécessairement égal & Sp,,,(C) et 7 est ainsi une représentation symplectique
avec G = SO2p41, C/T‘; = Spy,,(C) et n = 2m. O

Corollaire 6.5.4. Soit w un entier pair et soit V un élément de KZ* sans
multiplicité. Alors si m est une représentation automorphe cuspidale algébrique
de conducteur p et de type (I) telle que £ (ro) =V, m n’est pas autoduale. On
a alors T % 7w qui vérifie également L (1)) = V.

En particulier le nombre de (classes d’isomorphie de) représentations au-
tomorphes cuspidales algébriques  de conducteur p, et de type (I) vérifiant
Z(ms) =V est pair.

Démonstration. Supposons w autoduale. Alors la Proposition 6.5.2 nous dit que
7 est orthogonale, ce qui contredit la Proposition 6.5.3. O

6.5.1 Facteur epsilon

Proposition 6.5.5. (Arthur [Art13], Theorem 1.5.3)

Soient m et ' deux représentations automorphes cuspidales autoduales de
GL,, et GL,, respectivement. Alors, si w et w' sont du méme type (i.e. toutes
deuz orthogonales ou toutes deux symplectiques), le facteur global e(m x 7') qui
apparait dans l’équation fonctionnelle de la fonction A de paire :

A(s,m x 7') = e(m x 7" )N(m x w’)%fsA(l — s, X ),
est égal a 1.

La suite de ce paragraphe est une forme de longue remarque consistant &
vérifier que, dans les cas étudiés, les formules de la Proposition 6.4.2 sont bien
cohérentes avec ce résultat.

D’aprés les classifications de [CL19| (Théoréme F), la seule représentation
algébrique orthogonale de conducteur 1 et de poids motivique inférieur a 21 est
la représentation triviale. De plus, d’aprés la Proposition 6.5.3, une représenta-
tion autoduale de conducteur p et de type (I) est nécessairement symplectique.
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Nous allons donc considérer le seul cas du facteur epsilon d’une paire de repré-
sentations symplectiques (en dimension paire donc), que 1’on supposera de plus
réguliéres (ce qui sera le cas en pratique).

Soient 7 et 7' deux représentations automorphes cuspidales de GLo,, et
GLs,, respectivement, algébriques, symplectiques, réguliéres et de conducteur
1. La Proposition 6.4.2 nous donne déja &, (m x 7’) = 1 pour toute place finie v.

Par I’hypothése de régularité et par la Proposition 6.5.2, 7w est de poids
motivique impair, et on a L(ny) = Iy, & -+ B Iy, avec wy > -+ > Wy,
impairs (c’est le Lemme 6.2.9). Il en est de méme pour 7l ; pour déterminer
Eoo(m x @), il faut donc calculer (I, ® I,,/) avec w,w’ impairs.

Supposons, sans nuire a la généralité w > w’. Alors, par un résultat déja
mentionné au paragraphe 6.4.2, nous avons :

Iw ® Iw’ = Lw+w’ ® Iw—w’a
puis

eIy ® Iy ) = e(Typrwr )E(Tip—r)
— iw+w’+1iw7w’+1

— Z2(’(1}-‘,—1)
= ]_,

car w est impair.

Ainsi, dans le cas de deux représentations automorphes cuspidales 7 et 7/, al-
gébriques, symplectiques, réguliéres et de conducteur 1, nous avons &, (7 X 7’) =
1 & toutes les places et donc bien e(m x 7') = 1 comme attendu.

Considérons maintenant la paire {m, @} ol @ est une représentation auto-
morphe cuspidale de GLa,, de conducteur p et de type (I) — et encore algébrique,
symplectique, réguliére. Alors tout se passe de la méme facon aux places v dif-
férentes de p ot I'on a encore &, (7 X w) = 1. Pour conclure, il suffit de regarder
ce qu’il se passe a la place p.

Il nous faut maintenant étre plus précis sur la forme des paramétres de
Langlands en p. On a vu que Z(m,,) était une somme de caractéres non ramifiés,
mais par le Théoréme 6.5.1, ce paramétre est symplectique, ce qui impose que
chaque caractére non ramifié apparait avec son inverse, nous avons finalement :

‘iﬂ(”p)=X1@"'@Xm@x7nl€9-“®xfl-

Quant & .Z(w,), c’est une somme de 2n — 2 caractéres non ramifiés et d’'un
terme o ® Us, oll « est encore un caractére non ramifié. Or, 1a aussi, le fait
d’étre symplectique impose, d’une part, que « est & valeurs dans {£1} et donc
a € {1,n}, et d’autre part que les autres caractéres non ramifiés apparaissent
chacun avec leur inverse. Finalement, nous avons :

n—1

L(wy) =P e v;t) @ (a@Us).

<
Il
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Ainsi, la Proposition 6.4.2 nous donne :

m

ep(m x @) = (=1 (p) [ [ xi(p)xi " (p) = 1,

=1

ce qui conclut encore dans ce cas.

Considérons enfin le cas de deux représentations automorphes cuspidales de
GLa, et GLa, respectivement, w et @’, algébriques, symplectiques, régulieres,
de conducteur p et de type (I). La encore, il suffit de regarder ce qu’il se passe
a la place p pour conclure. On a :

I
-

n

L (wp) =

69

(% ®9;1) @ (a @ Ua),

1

;x <.
Sl
,_.

"?(wp) (,(/) @w ) ( /®U2)7

I
-

J

avec tous les caractéres intervenant non ramifiés et a, o’ € {1,7}.
La Proposition 6.4.2 nous donne alors :

ep(m x @) = (=1)2F27 02 ()’ ( H v o) [T 5w ),

avec tous les facteurs égaux a 1, ce qui conclut.
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Chapitre 7

Théorie d’Arthur pour SO9), .11

La théorie d’Arthur pour paramétrer les représentations des groupes clas-
siques est subtile et demande de nombreuses précautions techniques. Comme
nous ne l'utilisons que dans des cas qui simplifient considérablement les énon-
cés, nous nous contentons ici de rappels dans un cadre ad hoc.

Nous aurons besoin de considérer deux types de groupes, présentés au pa-
ragraphe 7.1. Dans le Cas 1 (déployé), tous les résultats énoncés se trouvent
dans le livre de James Arthur [Art13]. Le Chapitre 9 de ce méme ouvrage dis-
cute de la généralisation au cas des formes intérieures des groupes classiques
et donc en particulier au cas des groupes classiques non quasi-déployés, mais
ne la démontre pas. Sous certaines hypothéses supplémentaires, Olivier Taibi
a pu démontrer les résultats souhaités dans [Tail8|, a I'excellente introduction
duquel nous renvoyons. Nous nous contentons ici de remarquer que le Cas 2
reléve des résultats démontrés par Taibi, si bien que nous pourrons appliquer le
formalisme d’Arthur indifféremment aux deux cas.

7.1 Groupes étudiés et leurs représentations

Soit (V,q) un espace quadratique non dégénéré de dimension impaire 2n +
1 sur Q et soit G = SOy le groupe (algébrique) spécial orthogonal associé.
Pour chaque place v, on notera V,, I’espace quadratique (V ®q Q,,q ®q Q)
et on allégera les notations en ne mentionnant pas systématiquement la forme
quadratique associée. On fait I’hypothése que ¢ ®g Q, est d’indice de Witt
maximal n pour tout nombre premier p. Ainsi le groupe spécial orthogonal local
associé SOy, est déployé sur @, pour tout nombre premier p et on peut utiliser
les résultats de la Premiére Partie. Il reste alors & examiner ce qu'’il se passe a
I’unique place archimédienne. Nous aurons deux cas a considérer :

— Cas 1 : la forme quadratique ¢ ®g R est de signature (n + 1,n) (ou
I'inverse) donc d’indice de Witt maximal et le groupe spécial orthogonal
associé SOy, ~ SOy41,,/R =~ SO, n11/R est encore déployé.

— Cas 2 : la forme quadratique ¢ ®g R est de signature (2n + 1,0) (resp.
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(0,2n+1)) donc définie positive (resp. définie négative) et le groupe spé-
cial orthogonal associé¢ SOy, ~ SOg2y,41,0/R =~ SO¢ 25+1/R est compact.

On trouve le Cas 1 pour tout n, il suffit de considérer ’espace quadra-
tique Q2! muni de la forme  — 122 + - - - + Ton_1%o2n +m§n+1. Le Cas 2 ne
peut en revanche se produire que si 2n+1 = 41 mod 8 (¢f. Proposition 8.3.4) 1.

Nous pouvons maintenant faire quelques rappels sur les représentations au-
tomorphes de G, étant entendu que G reléve d'un des deux cas ci-dessus. De
méme qu’au paragraphe 6.1, nous renvoyons a [BJ79].

Le centre de G est ici trivial, il n’est donc pas question de caractére central.
On peut considérer 'espace A%(G) des formes automorphes de carré intégrable
pour G et sa partie discréte. Une représentation automorphe discréte est alors
un des constituants irréductibles de cette partie discréte. On a ainsi

Aadisc(G) = @ m(m)m, (7.1)

mEllgise

ot m(7) est la multiplicité de m dans cette décomposition, qui est finie et stric-
tement positive par définition de Iy (G).

On peut également définir I'ensemble Aq,sp(G) des formes automorphes pa-
raboliques (ou cuspidales) comme sous-espace de A?(G). On a alors Acusp(G) C
Adisc(G) et on note Iy, (G) 'ensemble des représentations intervenant dans
la décomposition de Acysp(G).

Si 7 est une représentation automorphe discréte de G, on a encore la dé-
composition en produit tensoriel restreint :

/
T ™~ Too ®®7rp, (7.2)
P

oll o est un module de Harish-Chandra irréductible unitaire? de G(R) et les
7p sont des représentations admissibles irréductibles unitaires de G(Q,), non
ramifiées pour presque tout p.

Le module de Harish-Chandra 7, admet un caractére infinitésimal inf(mo,)
que ’on peut voir, via I'isomorphisme de Harish-Chandra, comme une classe de
conjugaison semi-simple dans sp,,, (C), dont les 2n valeurs propres sont encore
appelées poids. En particulier, le multi-ensemble des poids est stable par X —
-X.

Définition 7.1.1. Soit U un module de Harish-Chandra irréductible unitaire
de G(R). On dit que U est algébrique si ses poids sont dans %Z —7Z, ce qui
revient & demander que, pour tous poids x,y de U, x —y € Z, ou encore a ce
que inf(U) = diag(£%-, - ,£%), avec les a; entiers naturels impairs.

1. Nous définirons au §10.5 un Cas 3 qui se produit quand 2n + 1 = +3 mod 8, pour
lequel les énoncés sont conjecturaux.

2. Dans le Cas 2, c’est simplement une représentation irréductible unitaire de dimension
finie du groupe compact G(R).
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Un module de Harish-Chandra algébrique U de G(R) sera dit régulier (resp.
trés régulier) si tous ses poids sont distincts (resp. si i # j = |a; — a;| > 2).

Par abus de langage, on parlera encore des poids d’une représentation auto-
morphe discréte 7 (pour les poids de 7,), de son algébricité et de sa régularité.

Lemme 7.1.2. (Wallach, [Wal84] Theorem 4.3)
Soit ™ une représentation automorphe discréte de G. On suppose que Ty, est
une série discréte. Alors m est en fait cuspidale.

On note II,(G) I'ensemble des représentations automorphes discrétes al-
gébriques de G. Si a = (a1, - ,a,) est un n-uplet d’entiers naturels impairs
rangés par ordre décroissant, alors on note II, (G) I’ensemble des représentations
automorphes discrétes algébriques dont les poids sont (£%-,- -+, £%).

7.2 Paramétre d’Arthur global

On conserve les notations du paragraphe précédent, en particulier G reléve
d’un des deux Cas exposés ci-dessus.

Définition 7.2.1. Un paramétre d’Arthur global symplectique de dimension 2n
est une somme formelle®
i

ot les m; sont des représentations automorphes cuspidales autoduales de GL,,
et les d; des entiers naturels strictement positifs tels que :

(GAP 1) Zz ’I’lel =2n 5

(GAP 2) sim; est symplectique (resp. orthogonale, au sens du paragraphe
6.5), alors d; est impair (resp. pair) ;

(GAP 3) les couples (m;,d;) sont distincts.

On dit que v est générique (resp. tempéré) si tous les d; sont égauz o 1
(resp. et si, de plus, chaque représentation m; est tempérée a toutes les places).

Remarque 1 : Dans le formalisme général des paramétres d’Arthur globaux,
il existe une condition supplémentaire de compatibilité des caractéres centraux,
a savoir [[, w® =1, qui est ici automatiquement remplie & cause de (GAP 2).

Remarque 2 : Sila conjecture de Ramanujan généralisée pour GL,, est vraie,
alors tout paramétre générique est automatiquement tempéré. Nous utiliserons
dans ce texte les deux notions distinctement.

Il y a alors deux questions & examiner.

— Etant donnée 7 une représentation automorphe discréte algébrique de
G, on veut lui associer un parameétre d’Arthur global symplectique, noté
(). Outre Pexistence et 1'unicité d’un tel paramétre (Théoréme 7.3.2),
on cherche a savoir dans quelle mesure les propriétés de @ correspondent
a des propriétés de son paramétre d’Arthur global ¢ () (§7.3 et §7.4).

3. Il serait équivalent de parler d’une collection de (m;, d;).
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— A linverse, construisant un paramétre d’Arthur global a partir de re-
présentations automorphes cuspidales autoduales du groupe linéaire, on
peut se demander s’il existe une représentation automorphe discréte de
G dont c’est le paramétre : c’est 'objet de la formule de multiplicité
d’Arthur (§7.5).

7.3 Paramétres locaux associés & un paramétre
global

Soit donc ¢ = €, m;[d;] un paramétre d’Arthur global symplectique de di-
mension 2n. Arthur lui associe des paramétres d’Arthur locauzr en utilisant la
correspondance de Langlands locale pour les groupes linéaires. En effet, pour
toute place v, m; , admet un paramétre de Langlands .Z(; ,,) et on peut alors
construire

by = L (7,,) ®Sym® !
K3
représentation de WDg, x SL2(C), & valeurs dans GLsg, (C) d’aprés (GAP 1).
La condition (GAP 2), combinée au fait que Sym” est orthogonale (resp. sym-
plectique) si k est pair (resp. impair), et au Théoréme 6.5.1 nous dit que chacun
de ces paramétres d’Arthur locaux se factorise par la représentation standard
du groupe symplectique Spy,,(C) — GL2,(C). Ainsi, & un paramétre d’Arthur
global ¥, symplectique de dimension 2n, on a associé des paramétres locaux :

wv : WDQU X SLQ((C) — SpQH(C) (73)

de maniére unique, & conjugaison preés.

Dans le cas particulier ou ¢ est générique, on remarque que chaque 1, est
alors un paramétre de Langlands pour SOg,,11(Q,). On peut alors considérer le
paquet de Langlands 11, , tel que défini au Théoréme 2.3.5 quand v = p est un
nombre premier, ou tel qu’il est défini par Langlands [Lan73| lorsque v = oo.
Dans le cas général, il est encore possible de définir des paquets locaux associés
a chaque v, dits paquets d’Arthur locauz et notés Iy, (G).

— Dans le Cas 1, cela est fait par Arthur dans [Art13].

— Dans le Cas 2, la construction d’Arthur définit encore des paquets aux
places finies (les groupes locaux G(Q,) sont encore déployés) ; & la place
archimédienne, [AMR18] et [Ta1l8] montrent que les paquets définis par
Adams et Johnson [AJ87] ont les propriétés requises.

Néanmoins le seul résultat dont nous aurons besoin dans ce qui suit concerne la
place archimédienne.

Notation : Soit £ = {aj,- - ,a,} un multi-ensemble de nombres complexes
et soit d un entier naturel non nul. On définit E[d] le multi-ensemble des z+k o

x parcourt F et k parcourt {%, d—g?’, ceey 35—(1, %} C’est un multi-ensemble
a nd éléments.
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Proposition 7.3.1. Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q en 2n + 1 va-
riables, relevant d’un des Cas du §7.1.

Soit o = @, m;[d;] un parameétre d’Arthur global symplectique de dimension
2n. Alors tous les éléments du paquet I1,  (G) ont le méme caractére infini-
tésimal : c’est la classe de conjugaison semi-simple dans sp,, (C) donnée par
lunion des P;[d;], ot P; désigne le multi-ensemble des poids de 7; o .

Par abus, on parlera encore des poids de 9 (ou de 1)o).

Théoréme 7.3.2. (Arthur, Taibi)

Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q en 2n+ 1 variables, relevant d’un
des Cas du §7.1. Soit m une représentation automorphe discréte de G. Alors il
existe un unique parameétre d’Arthur global, symplectique de dimension 2n, noté
() vérifiant

= ®/7TU7 avec T, € Iy, (G) pour tout v, (7.4)

ot § = ().
Si on suppose de plus 7 algébrique tres réguliere, alors Y(m) = @, m;[1] est
générique et chaque ; est algébrique trés réguliere.

Démonstration. Nous renvoyons a [Art13], Theorem 1.5.2 et [Tail8], Theorem
4.0.1 (voir aussi Remark 4.0.2).

Le deuxiéme point découle de la Proposition 7.3.1 combinée au lemme com-
binatoire suivant. 0

Lemme 7.3.3. Soit I un ensemble d’indices. On se donne, pour chaque i € I,
un multi-ensemble de nombres complexes E; et un entier naturel non nul d;. On
pose E = J; E;[d;].

Si les éléments de E sont distincts, alors chaque E; est un ensemble (sans
multiplicité).

Si pour x,y € E,x #y = |t —y| > 1, alors chaque E; est un ensemble et
tous les d; sont égaux a 1.

Retenons en particulier que chaque composante locale de 7 est dans le paquet
d’Arthur local associé a v, (et en dernier lieu, associé a ). Plus précisément,
selon le formalisme d’Arthur, étant donné G un groupe spécial orthogonal sur
Q, relevant d’un des Cas du §7.1 on définit un paquet d’Arthur global IL,(G)
associé & un parameétre d’Arthur global ¢ et défini comme suit.

!
I, (G) = .
w( ) {® T 7, non ramifiée pour presque tout v
v

7y € Iy, (G) pour tout v }

ce que nous abrégeons par la notation (classique) I, (G) = ®'Tl,, (G). Le
Théoréme 7.3.2 se reformule en disant (sous les mémes hypotheéses) qu’il existe
un unique ¢ paramétre d’Arthur global, symplectique tel que 7 € I, (G).

Nous rappelons maintenant un résultat crucial da a Sug-Woo Shin [Shill]
et Ana Caraiani [Carl2]
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Théoréme 7.3.4. Soit m une représentation automorphe cuspidale algébrique
autoduale réguliere de GL,, sur Q. Alors m, est tempérée pour toute place v (i.e.
7 vérifie la conjecture de Ramanujan généralisée).

Remarque : Les énoncés sus-cités s’appliquent au sens strict a des représen-
tations automorphes cuspidales algébriques réguliéres II de GL,, sur un corps
CM F telles que IIV ~ II¢, ou II¢ désigne le conjugué extérieur de II par la
conjugaison complexe du corps CM F. On peut néanmoins se ramener a ce
cas en utilisant le changement de base d’Arthur-Clozel, une méthode qui re-
monte au moins aux travaux de Harris et Taylor [HT01] (voir par exemple le
§4.3 de Darticle [CHTO08] pour une discussion détaillée). Concrétement, on peut
faire comme suit. Fixons 7 comme dans ’énoncé et, étant donné p un nombre
premier, on va montrer que m, est tempérée. Pour cela, on choisit un nombre
premier auxiliaire g tel que 7, est non ramifiée, puis un corps quadratique imagi-
naire K tel que p est décomposé dans K et ramifié en ¢ (de tels g et K existent
évidemment). Notons y le caractére de Hecke de Q d’ordre 2 correspondant
a lextension quadratique K/Q. Par hypothése sur K et ¢, les représentations
II, ® x4 et I, ne sont pas isomorphes (la premiére est ramifiée, pas la seconde).
D’aprés le théoréme principal de [AC89], on en déduit que si IT désigne la repré-
sentation obtenue par changement de base de w & K, alors II est cuspidale. Elle
vérifie trivialement I1¢ ~ TI, et aussi IIV ~ IT (& cause de cette méme hypothése
sur 7). Ainsi, II est cohomologique & 'unique place archimédienne de K, car
Too €st algébrique réguliere. D’aprés [Shill] et [Carl2], II, est tempérée pour
tout v. Mais si v est 'une des deux places de K au dessus de p, alors GL,,(Q,)
s’identifie & GL,, (K,) et via cette identification on a II, ~ m,, si bien que m, est
tempérée.

Corollaire 7.3.5. Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q, relevant d’un des
Cas du §7.1. Soit m une représentation automorphe discréte de G algébrique trés
réquliere. Alors m, est tempérée pour toute place v.

Démonstration. C’est immédiat en utilisant le Théoréme 7.3.2 (le paramétre
() est alors non seulement générique, mais encore tempéré). O

Il est d’ailleurs remarquable que la seule connaissance de ce qu’il se passe a
la place archimédienne affecte ce qu’il se passe a toutes les places.

Notation : Dans ’écriture d’'un paramétre d’Arthur global, lorsque d; = 1,
nous notons 7; plutot que m;[1]. Ainsi un parameétre générique s’écrit ¢ = €p, ;.

7.4 Invariants aux places finies

Ici encore G reléve d’un des deux Cas du paragraphe 7.1. On remarque que,
pour toute place finie p, G ®g Q) s’identifie au Q,-groupe algébrique que nous
avons noté SOq, 41 au paragraphe 3.2. En particulier, cela a bien un sens de
parler de sous-groupe compact maximal hyperspécial (cf. §3.3), de sous-groupe
épiparamodulaire (c¢f. §3.4) et de sous-groupe paramodulaire (cf. §3.5).
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Proposition 7.4.1. Soit w une représentation automorphe discréte algébrique
trés régulicre de G et soit Y(m) = @, m son parameétre d’Arthur global (qui
existe bien et qui est générique d’apres le Théoréeme 7.3.2).

Soit p un nombre premier et K, un sous-groupe compact ouvert de G(Qp)

tels que 7T£(p # 0.

— s1 K, est un sous-groupe compact mazimal hyperspécial Ko(p), alors tous
les w; sont non ramifiés en p.

— st K, est un sous-groupe paramodulaire J*(p), alors tous les m; sont non
ramifiés en p, sauf éventuellement un, qui est, localement en p, d’exposant
d’Artin égal a 1.

Mieuz, on connait la dimension de [’espace ﬂf” des invariants.

Ko(

— Si tous les w; sont non ramifiés en p, alors dimm,
I()J(p)r) -1

P — dimr {04 Z

dim 7

— Sil’un des m; exactement vérifie a(m; ,) = 1, disons w1, alors dim W,(,J(p)’a) =

1 et dimw}fo(p) = dimm(;}(p)’fs) =0, ot &€ = gy(m) est le signe local en

p de la représentation 7.

Démonstration. On rappelle que, par le Corollaire 7.3.5, 7, est tempérée.

Supposons d’abord que 7, a des invariants par Ko(p).

Le Corollaire 5.5.5 nous donne directement les dimensions d’invariants. De
plus, combiné avec la Proposition 5.4.3, il nous indique qu’alors Z(m,) =
) ; (X EBXjfl) ot les x;, pour j variant de 1 & n, sont des caractéres non ramifiés
de Wq, (ou de Q). Or Z(m,) = vy = P, L (mip). Ainsi chaque ZL(m; ;) est
lui-méme une somme de caractéres non ramifiés et est donc un paramétre non
ramifié. Finalement tous les m; sont non ramifiés en p.

Supposons maintenant que m, a des invariants paramodulaires. Alors le
méme Corollaire 5.5.5, combiné & la Proposition 5.4.5 nous indique deux pos-
sibilités. La premiére correspond & la situation précédente ou tous les m; sont
non ramifiés en p. La seconde correspond au paramétre de Langlands £ (mp,) =
D, (xj@xgl)@(a@@Ug) ot les x;, pour j variant de 1 & n—1, sont des caractéres
non ramifiés de Wo, et ott a € {1,7n}. Dans ce dernier cas, un et un seul des m;,
disons 7, contient ce terme a ® Uy dans son paramétre local en p. Nous avons
donc tous les 7; non ramifiés, sauf un, qui est d’exposant d’Artin égal a 1 et
donc de conducteur pk avec p { k. La représentation m , étant symplectique, on
peut lui appliquer les résultats du paragraphe 5.5. On sait alors déterminer « a
partir du signe local £,(m1) et on a bien (avec le Corollaire 5.5.5) les dimensions
d’invariants voulues. O

Nous avons immédiatement une réciproque.

Définition 7.4.2. Soit ¢ = @m; un parameétre d’Arthur global symplectique
générique. On définit le conducteur de 1, noté N(¢) comme le produit des N(m;).

Proposition 7.4.3. Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q, relevant d’un
des Cas du §7.1.
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Soit v = @ m; un paramétre d’Arthur global symplectique tempéré. On sup-
pose que le conducteur de v est sans facteur carré.

Soit m un élément du paquet d’Arthur global IL,(G) (sans hypothese d’auto-
morphie, qui sera gérée par le Théoréme 7.5.1). Alors N(m) = N(¢) et m, admet
des J* (p)-invariants (resp. des Ko(p)-invariants) non triviaux pour tout p (resp.
pour tout p 1 N(¢)), ce que 'on peut traduire de fagon globale en disant que T
admet des invariants par le sous-groupe compact ouvert K(N(v)) de G(Ag) avec
KIN(y)) =TI, Kp; ot K, est paramodulaire (au sens du §3.5) si p | N(¢) et
hyperspécial sinon (au sens du §3.3).

7.5 Formule de multiplicité dans le cas générique

Soit ¢ = @, m;[d;] un parameétre d’Arthur global. On note I l’ensemble
d’indexation des (7, d;) et on pose Cy, = {+1}!. Pour i € I, on note s; 1’élément
de Cy tel que la j-éme composante de s; est —1 si j =4 et 1 sinon. Les s; pour
i € I engendrent alors le 2-groupe fini Cy.

On peut définir un caractére ey : Cyy — {£1} par :

eyp(ss) = Hs(m x gr;)min(dids)
J#i
ou g(m; X m;) est le facteur epsilon de la paire {m;, 7;} qui intervient dans I’équa-
tion fonctionnelle (6.6) de la fonction A correspondante.
On s’intéresse ici au cas tempéré, ou tous les d; sont égaux a 1, et ol tous
les 7; sont donc symplectiques au sens du paragraphe 6.5. La Proposition 6.4.2
nous indique qu’alors e(m; x ;) = 1 pour tous 7 et j si bien que le caractére e,
est trivial.

Nous avons vu au paragraphe 7.3 qu’au paramétre d’Arthur global ) et au
groupe spécial orthogonal G (relevant d’un des Cas du §7.1) était associé un
paquet d’Arthur global I, (G). Nous allons maintenant associer un caractére a
chaque élément de ce paquet.

Soit donc 7 = @', un élément de T1,,(G). On a, pour tout v, 7, € I, (G)
ou Iy, (G) est le paquet d’Arthur local associé au paramétre d’Arthur local 1,
— lui-méme déduit du parameétre d’Arthur global v, selon (7.3). Dans le cas qui
nous intéresse ou tous les d; sont égaux & 1, on a vu au paragraphe 7.3 que
les paquets locaux étaient en fait des paquets de Langlands. On sait alors par
le Théoréme 2.3.5 (Arthur-Moeeglin) qu’a toute place finie v = p, les éléments
du paquet de Langlands II,, sont indexés par les caractéres du groupe (abélien
fini) Sy, . Ainsi, a notre élément 7 du paquet global IL,(G), est associé¢ a chaque
place finie un caractere x, de Sy,,, correspondant a m,. Les choses se passent de
la méme facon a la place archimédienne, et nous expliciterons a la Proposition
7.5.3 le calcul de ce caractére. Il est encore possible, dans le cas non générique
d’associer de tels caractéres a chaque place, ce que nous ne détaillons pas.

La derniére étape consiste & définir un morphisme de localisation Cy —
Sy, pour toute place v, ce qui nous permettra de voir (par composition) cha-
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cun des caractéres x, comme un caractére de Cy. On a, selon (7.3), ¥, :
WDg, — Sps, (C), qui se factorise en fait par le sous-groupe diagonal par blocs
@, Sp.,,4,(C). On peut alors définir, pour chaque i, 'élément o; = @j# idy; 4, ®
(—idp,d;). Ces éléments centralisent manifestement ), et on peut alors définir
le morphisme de localisation Cy, — Sy, qui envoie s; sur la classe de o; dans

Sy, = Cent(4)/Z(Spy,(C)).

Théoréme 7.5.1. Formule de multiplicité d’Arthur ([Art13], Theorem 1.5.2 et
[Tail8], Theorem 4.0.1)

Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q en 2n+ 1 variables, relevant d’un
des Cas du §7.1.

Soit o = @, m;[d;] un parameétre d’Arthur global symplectique de dimension
2n et soit m € I, (G). Notons x. le caractére de Sy, associé a m,.

Alors  est automorphe discréte (et de multiplicité un dans la décomposition
du spectre discret) si, et seulement si les caractéres ey et [[, xo sont égaux sur
Cy. On remarque que le premier caractére (trivial dans le cas générique) ne dé-
pend que du parameétre global v, tandis que le second dépend de la représentation
.

Dans la suite, on s’intéresse a la situation suivante.

Proposition 7.5.2. Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q, relevant d’un
des Cas du §7.1. Soit v = @, m; un paramétre d’Arthur global symplectique
tempéré de conducteur N(¢) sans facteur carré.

Alors, pour tout p premier, le paquet local 11y, (G) est un singleton {u} et
le caractere x, de Sy, associé a p est trivial.

Démonstration. 11 suffit de constater que le paramétre (de Langlands) local,
Yy = @, L (m;p) vérifie a(vy,) = >, a(mp) < 1, pour tout p (et est tempéré
car les m; ;, le sont par hypothése sur v). Le résultat suit alors des Propositions
5.4.3 et 5.4.5. O

Tout se passe donc comme dans le cas du conducteur 1 étudié dans [CR15],
le seul caractére & considérer est celui de I'unique place archimédienne. En ce
qui concerne cette unique place archimédienne, il faut étre un peu plus vigilant
car I’application d’indexation Sy — Il du paquet de Langlands n’est plus
nécessairement bijective (comme dans le cas p-adique), mais elle est toujours
surjective. Nous allons donc déterminer ce qu’il se passe dans les cas qui nous
intéressent.

Proposition 7.5.3. Soit ¢ = @, m; un parametre d’Arthur global symplectique
de dimension 2n, générique. On suppose que Vs, est algébrique régulier, i.e. est
de la forme I,, ® --- ® I, avec wy > --- > w, > 0 entiers impairs. On pose
Ji Uensemble des i € {1,---,n} tels que “5* est un poids* de m;. Ainsi les J;
définissent une partition de {1,---  n}.

4. —% est alors également un poids de 7; du fait qu’une représentation algébrique est

supposée centrée.
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On définit ci-dessous un n-uplet de signes € = (€1, ,&,). La valeur de
Xoo SUr un générateur s; de Cy est alors égale au produit des signes €; pour j
parcourant J;.

— Pour le groupe déployé SO3 ~ PGLy, le paquet 1, (SOs) est réduit a
un seul élément et e = (+).

— Pour le groupe déployé SO5 ~ PGSp,, le paquet Iy (SOs) contient deux
éléments : la série discréte générique et la série discréte holomorphe.
C’est la seconde qui nous intéresse, pour laquelle on a € = (—,—).

— Pour le groupe SOqy, 11 compact & Uinfini (c’est le Cas 2 du §7.1), le pa-
quet Iy (SOgp41) est réduit  un seul élément et e = ((—1)",--- , 4+, —).

Démonstration. Dans tous les cas, il faut examiner le paquet (de Langlands)
IIy.. (G) qui est un paquet de séries discrétes. Les groupes SOz et SO5 déployés
sur Q reléevent bien siir du Cas 1 du §7.1 et les résultats, classiques, sont exposés
dans [CR15], §4.1 et §4.2. En ce qui concerne le Cas 2, nous renvoyons a [CL19],
chapitre VIII, §5.5. O

7.6 Parameétres a considérer

Corollaire 7.6.1. Soit (m;) une collection de représentations automorphes cus-
pidales algébriques réguliéres symplectiques de GL,,; (les n; sont donc tous pairs)
telle que :

— pour tout i, le conducteur de m; est sans facteur carré;

— les conducteurs des m; sont deuzr & deux premiers entre eux;

— les ensembles de poids des w; sont deux & deux disjoints.

On peut alors construire le parameétre d’Arthur global symplectique de dimension
2n = Y . n;, manifestement tempéré, | = €, m;, et de conducteur N(¢) sans
facteur carré.

Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q en 2n+ 1 variables, relevant d’un
des Cas du §7.1. Soit w 'unique élément d’intérét du paquet d’Arthur global
I, (G) (les paquets locaur p-adiques sont des singletons selon la Proposition
7.5.2 et le paquet local archimédien également, sauf dans le cas SOg ou l'on
choisit pour T la série discréte holomorphe). Alors m est automorphe discréte
(et de multiplicité 1) si, et seulement si on est dans un des cas suivants :

— pour le groupe déployé SO3 ~ PGLy, v = 7%

— pour le groupe déployé SOs ~ PGSp,, ¢ = 7

— pour le groupe SO7 compact & Uinfini,

avec w > v ;

avec w > vV > u;
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— pour le groupe SOg compact a l'infini,

ﬂ.w,v,u,t

T P 7.rv,t
w — T D ﬂ_v,t D T
T o) 7Tv,u,t

ﬂ.w,v,t P T

avecw >v>u>t;
ou w¥ T désigne une représentation automorphe cuspidale algébrique sym-
plectique de GLg, arbitraire de poids (£%5,--- ,£%5).
De plus, m admet des K(N(v))-invariants (avec les notations de la Proposition-
Définition 7.4.3).

Démonstration. Il suffit de considérer tous les paramétres d’Arthur possibles.
Hormis le cas SOs, le paquet d’Arthur global est un singleton, et dans le cas
SOs5 (ou le paquet d’Arthur global est un doubleton), on sait encore a quel
élément du paquet d’Arthur global on s’intéresse. Il suffit alors de calculer xo
pour 'unique élément d’intérét du paquet d’Arthur global selon la Proposition
7.5.3 et 'on retient alors, suivant le Théoréme 7.5.1, les éléments pour lesquels
ce caractére X oo est trivial. On retrouve les tempered cases de [CR15] §4.2 (pour
SO5), §5.3 (pour SO7) et §6.2 (pour SOy). O

La combinaison des Théoréme 7.3.2, Proposition 7.4.1 et Corollaire 7.6.1
nous donne alors le résultat suivant.

Corollaire 7.6.2. Soit G un groupe spécial orthogonal sur Q en 2n+1 variables,
relevant d’un des Cas du §7.1. Soit N un entier naturel non nul sans facteur
carré.

1l y a autant de représentations automorphes discrétes algébriques trés ré-
guliéres de G de poids w = (%, --- , £%2) avec wy > --- > w, et admettant
des K(N)-invariants que de parameétres d’Arthur globauz ¢ symplectiques de di-
mension 2n tempérés, tels que considérés au Corollaire 7.6.1 avec 1V, de poids

w et N(¢) = N.
Il y a au moins autant de représentations automorphes discrétes algé-
briques réguliéres de G de poids w = (£, -+ ,£5*) avec wy > - > wy, et

admettant des K(N)-invariants que de paramétres d’Arthur globauz i symplec-
tiques de dimension 2n tempérés, tels que considérés au Corollaire 7.6.1 avec
Yoo de poids w et N(¢) = N.

Démonstration. Dans le second cas, les parameétres du Corollaire 7.6.1 cor-
respondent bien aux représentations automorphes discrétes recherchées, il se
peut néanmoins qu’il existe des paramétres non génériques correspondant a ces
mémes représentations. O
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Chapitre 8

Lien avec des objets classiques

8.1 Formes modulaires

8.1.1 Isomorphisme exceptionnel

On considére Z3 réalisé comme 1’ensemble des matrices de My(Z) de trace
nulle. On a alors une forme quadratique naturelle donnée par 'opposé du déter-

minant ¢ : (Z b ) + a? +be. La conjugaison permet de faire agir GLo(Z) sur

Ms(Z)"=9 en préservant le déterminant. On a donc un morphisme de groupes
GL2(Z) — O(M2(Z)"=Y q), plus précisément PGLy(Z) — SO(Mz(Z)"=0, q) et
en fait mieux : un isomorphisme de schémas en groupes : PGLy ~ SOg3, ou SO3
désigne donc le schéma en groupes déployé sur Z, relevant du Cas 1 du §7.1.

On remarque d’ailleurs que selon cet isomorphisme et, reprenant les nota-
tions du Chapitre 3, PGLy(Z,) s’envoie sur un sous-groupe hyperspécial de
SO3(Q,) tandis que les sous-groupes d’Iwahori s’envoient sur des sous-groupes
paramodulaires et les normalisateurs de ces sous-groupes d’Iwahori sur des sous-
groupes épiparamodulaires. Les détails de cette « traduction » se trouvent dans
[Tsal3], §6.1.

A cause de cet isomorphisme exceptionnel, on s’intéresse maintenant 4 PGLs.
Une représentation automorphe de PGL5 est une représentation automorphe de
GL; de caractére central trivial. Les représentations automorphes discrétes non
cuspidales de PGLy sont bien connues, elles sont de dimension 1 et nous ne les
considérons pas.

La théorie d’Arthur pour les représentations automorphes cuspidales est tau-
tologique puisque, par I'isomorphisme exceptionnel PGLy ~ SOj, les représen-
tations considérées sont bien symplectiques au sens du Théoréme 6.5.1. De facon
plus élémentaire, la condition de caractére central trivial nous indique que les
parameétres locaux sont tous a valeurs dans SLa(C) = Sp,(C). Ainsi le paramétre
d’Arthur d’une représentation automorphe cuspidale de SO3 est simplement son
image par l’isomorphisme exceptionnel. On remarque enfin que la multiplicité
1 (au sens de la décomposition (7.1)) est simplement le résultat classique de
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multiplicité 1 pour GLs (en cohérence avec le Théoréme 7.5.1).

8.1.2 En niveau ['((N) avec N sans facteur carré

Le lien entre formes modulaires pour des sous-groupes de congruence de
SL2(Z) et formes automorphes adéliques pour GL est classique. Nous renvoyons
a [Gel75] pour ce lien ainsi que pour les définitions usuelles suivantes.

Si T est un sous-groupe de SLy(Z), on note Si(I") le C-espace vectoriel des
formes modulaires paraboliques (ou cuspidales) de poids (modulaire) k pour le
groupe I'. On s’intéresse ici & une seule classe de sous-groupes. Soit N un entier
naturel non nul, que ’on suppose sans facteur carré. On pose

To(N) = {(‘i Z) € SLa(2)

et I'on remarque que T'g(1) = SLy(Z) (full modular group).

Il est possible d’associer & chaque forme modulaire parabolique normalisée
de Sg(T'o(N)) une représentation automorphe cuspidale algébrique 7 de GLo,
de caractére central trivial (donc de PGLs si 'on veut), de conducteur divisant
N. Plus précisément,

CENZ},

— oo est isomorphe & la série discréte holomorphe Dy, de poids k (au sens
classique), algébrique de poids {:I:%}, et on a L(Dy) = I_1;

— mp admet des invariants par PGL2(Z,) pour p{ N ;

— m, admet des invariants par un sous-groupe d’Iwahori I, pour p | V.

On peut d’ailleurs regrouper les deux derniéres propriétés en une seule pro-
priété adélique : 7y admet des invariants non triviaux par le sous-groupe com-
pact ouvert K¢(N) = [[, Kp(N) avec K,(N) = PGL2(Zy) sipt N etKy(N) =
I, sip| N, ou I, désigne un sous-groupe d’Iwahori fixé de GL2(Q,).

En fixant une droite de plus haut poids dans Dy, on a finalement un isomor-
phisme d’espaces vectoriels :

SkTo(N) =~ @ m@r M~ P <®ﬂfp<N>>. (8.1)

(On utilise le fait que m(w) = 1). La dimension de espace de droite dé-
pend alors du nombre de 7 intervenant dans la somme et de la dimension de
X, WII,(”(N), i.e. de celle de chaque ﬂ,{(”(N).

Proposition 8.1.1. Soit p un nombre premier, et soit w une représentation
admissible irréductible tempérée de PGL2(Qp).

On suppose que w2 (Zs) £ L0}, Alors w est non ramifiée et dim(ww®Gl2%r)) =

1.
On suppose que w'%r) £ {0}. Alors
— soit @ est non ramifiée et dim(w'®»)) = 2,
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— s0it w = aStpar, avec a € {1,1} et dim(x!'@)) = 1.

Démonstration. Ce sont des résultats trés classiques, que 'on peut également
voir comme la traduction, via l'isomorphisme exceptionnel SOz ~ PGLy des
résultats du §4.3 (voir aussi le Corollaire 5.5.5). O

Pour simplifier la discussion, et puisque ce sont les seuls cas que nous aurons
a considérer en pratique, restreignons-nous maintenant 8 N =1 et N = p.

Définition 8.1.2. Soit N € {1} U & ou & désigne l’ensemble des nombres
premiers. Soit m un entier naturel.

On note 11 (PGLy) l’ensemble des représentations automorphes cuspidales
algébriques m de PGLy de poids {£F} (et donc telles que £ (1) = L), de
conducteur N.

Corollaire 8.1.3. Pour tout entier k > 2, on a :

dim Sy, (SL2(Z)) = |II}_, (PGLy)|;
dim Si(To(p)) = 2 [} _, (PGL2)| + [TI}_, (PGLy)| .

Démonstration. On considére simplement les dimensions dans (8.1). O

Dans le cas de Si(Ty(p)), il existe une théorie des formes anciennes et nou-
velles, chaque type correspondant & un des termes de la somme. On retrouve
ainsi la décomposition

dim Sy (To(p)) = dim S (To(p)) + dim Sp (To (p)),

ot dim S (T'o(p)) = 2dim Sy, (SL2(Z)).
Puisque 'on peut, via la théorie classique, accéder directement a dim S;*% (o (p)),
nous connaitrons ainsi ‘Hifl (PGLs) ’

Signe

Selon la théorie classique toujours, les formes modulaires nouvelles de ni-
veau I'g(p) admettent un signe d’Atkin-Lehner. On dispose alors des espaces
SEY T (To(p)) et Sp ™ (To(p)) Ce signe est lié & I'involution du méme nom et
donc a ’action du normalisateur d’un sous-groupe d’Iwahori. Selon la traduction
donnée au §8.1.1, il s’agit en fait de considérer 'action de J sur ’espace @’ des
J*-invariants d’une représentation w de SO3(Q,). Les résultats sont alors don-
nés par le Lemme 4.3.5 et le Théoréme 5.5.4, et nous avons le « dictionnaire »
suivant :

Caractére o Signe Variants Facteur epsilon
d’Atkin-Lehner | paramodulaires local
1 — (J,—) -1
n + (J,+) 1
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On peut alors définir Hi’jl(PGLg) comme l’ensemble des représentations
cuspidales de PGLy de conducteur 2, de poids motivique k — 1 et de facteur
epsilon local en 2 égal a 1. Le dictionnaire nous donne alors dim S;™" " (T'y(2)) =

", (PGLQ)‘. On fait de méme pour 1>, (PGLy).
On a d’ailleurs, pour tout m :

117, (PGLy) = 1,7 (PGLy) [ [ 112 (PGLy).

8.2 Formes modulaires de Siegel

8.2.1 Un autre isomorphisme exceptionnel

On dispose encore d’un isomorphisme de schémas en groupes : PGSp, ~
SOs5, ou SO5 désigne le schéma en groupes déployé sur Z, relevant du Cas 1 du
§7.1. Nous ne détaillons pas ici cet isomorphisme exceptionnel, mais renvoyons
a [Tsal3], §6.2 (qui le démontre au niveau des k-points, ou k est un corps).

On remarque d’ailleurs que selon cet isomorphisme et, reprenant les nota-
tions du Chapitre 3, PGSp,(Z,) s’envoie sur un sous-groupe hyperspécial de
SO5(Q,) tandis que les sous-groupes paramodulaires de niveau p, K(p) (au sens
de [RS07]) s’envoient sur des sous-groupes paramodulaires J*(p) tels qu’intro-
duits au paragraphe 3.5 et les sur-groupes de ces sous-groupes paramodulaires
(contenant « ’élément d’Atkin-Lehner ») sur des groupes épiparamodulaires
J(p) tels qu'introduits au paragraphe 3.4. Les détails de cette « traduction »
se trouvent dans [Tsal3|, §6.2.

A cause de cet isomorphisme exceptionnel, on s’intéresse maintenant 3 PGSp,.
Une représentation automorphe de PGSp, est une représentation automorphe
de GSp, de caractére central trivial. On a une notion de conducteur qui vient
de celle que 'on a développée pour SOj5 (localement) a la Définition 5.4.2.

8.2.2 En niveau I'?(NN) avec N sans facteur carré

Le lien entre formes modulaires de Siegel de degré 2 pour le groupe modulaire
Sp4(Z) et formes automorphes adéliques pour PGSp, est classique et est détaillé
par exemple dans [ASO1]. Nous considérons aussi le cas du sous-groupe para-
modulaire (au sens de [RS06], i.e. vu comme sous-groupe de Sp,(Q)) de niveau
N (sans facteur carré), I'P*2(N) pour lequel les mémes arguments que [ASO1]
s’appliquent (le point-clé étant qu’on a encore un caractére central trivial).

Soit donc N un entier naturel non nul, que 'on suppose sans facteur carré.
On pose :
Z NZ Z Z
Z Z Z N7Z
para _
2N =5 N 7 7 | NSp(@Q)
NZ NZ NZ Z

et 'on remarque que I'P*?(1) = Sp,(Z).
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On choisit deux entiers naturels j, k avec j pair et £ > 3. On note alors
S;k(IP*2(N)) le C-espace vectoriel des formes modulaires de Siegel parabo-
liques (ou cuspidales) pour le groupe I'P2*2(N) a coefficients dans la représenta-
tion Sym’ ® det® de GLy(C).

Il est possible d’associer & chaque forme modulaire de Siegel parabolique
propre pour les opérateurs de Hecke de S; ,(I'P**(N)) une représentation au-
tomorphe cuspidale m de GSp,, de caractére central trivial (donc de PGSp, si
lon veut) et de conducteur divisant N. Plus précisément,

— To est isomorphe a la série discréte holomorphe D ,, vérifiant % (Dj,k) =
Liyor—3® it
— 7, admet des invariants par PGSp,(Z,) pour pt N ;

— mp admet des invariants par le sous-groupe paramodulaire K(p) (au sens
de [RS07]) pour p | N.

On peut d’ailleurs regrouper les deux derniéres propriétés en une seule
propriété adélique : my admet des invariants non triviaux par le sous-groupe
compact ouvert K¢(N) = [[, Kp(N) avec Kp(N) = PGSpy(Zp) si p { N et
Kp(N)=K(p)sip|N.

On a, de fagon analogue a (8.1) :

Sk (N))~ @ m(r) (@ w;<P<N>> , (8.2)

et la dimension de ’espace de droite dépend encore du nombre de 7 intervenant
dans la somme et de la dimension de ), wf’”(N), i.e. de celle de chaque ﬂ'{;{p(N)
(on a toujours m(mw) = 1 par les travaux d’Arthur pour le groupe SO3).

Pour simplifier la discussion, et puisque ce sont les seuls cas que nous aurons

& considérer en pratique, restreignons-nous ici encore & N =1 et N = p.

Définition 8.2.1. Soit N € {1} U & ou & désigne l’ensemble des nombres
premiers. Soient w > v deux entiers naturels.

On note Hﬁv(PGSp‘l) l’ensemble des représentations automorphes cuspi-
dales T de PGSp, telles que o est la série discréte holomorphe vérifiant £ (m)
I, ®I,), de conducteur N.

Corollaire 8.2.2. Soient j, k deux entiers naturels avec j pair et k > 3. Alors
dim S (Sp4(Z)) = |} 405, ;41 (PGSPy)| -

Si lon suppose de plus que j # 0 et k > 3, alors

dim S, (IP*(p)) = 2 |H;+2k—3,j+1(PGSp4)| + H§+2k—3,j+1(PGSp4) .

Démonstration. On considére simplement les dimensions dans (8.2), dont on
garde les notations.
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Pour la premiére égalité, on utilise alors que W?O(D est de dimension 1 puisque

¢ est non ramifiée pour tout £ (sans autre hypothése sur 7).

Pour la seconde égalité, on a encore 77?0(6) de dimension 1 pour £ # p.
L’hypothése supplémentaire sur j et k entraine que 7o, est trés réguliére et
donc en particulier que 7, est tempérée par le Corollaire 7.3.5 (7, aussi pour
£ # p d’ailleurs). Le résultat découle alors des calculs de dimensions d’invariants
de la Premiére Partie (voir le Corollaire 5.5.5). O

Signe

Dans le cas des formes modulaires de Siegel de degré 2 et de niveau paramo-
dulaire I'P**2(p), Roberts et Schmidt ont développé (et démontré) une théorie
des formes anciennes et nouvelles, ces derniéres étant dotées d’'un signe d’Atkin-
Lehner étendant ainsi la théorie des formes modulaires classiques (voir [RS07]).

Le dictionnaire du paragraphe 8.1.2 est d’ailleurs toujours valable.

Nous utilisons pour calculer dimS; ;(I'P*®(p)) les formules de dimensions
de [IK17]!. Ces formules ne permettent hélas pas d’accéder a ce signe d’Atkin-
Lehner. Nous disposons cependant de deux maniéres (plus une troisiéme conjec-
turale) de capturer ce signe.

Le paramétre d’Arthur d’une représentation automorphe cuspidale trés ré-
guliére mpgsp, de PGSp, de niveau paramodulaire I'"*™(p) est une représenta-
tion automorphe cuspidale 7gy,, (trés réguliére autoduale symplectique) de GL4
(c’est le Corollaire 7.6.1) de conducteur 1 ou p. En particulier, le signe local en
p des deux représentations automorphes cuspidales en question coincide.

— Ce signe local intervient dans la fonction L de mgr,,. Nous verrons au
Chapitre 9 comment exploiter cette information, ce qui nous permettra,
connaissant I'existence d’une certaine mpgsp, (nouvelle), de tester le signe
de mqr, par la formule explicite, et parfois d’en interdire un des deux, ce
qui conclura (voir un exemple au paragraphe 10.3.1).

— Une telle mgy,, intervient également dans le paramétre d’Arthur de cer-
taines représentations automorphes cuspidales trés réguliéres de SO7 ou
SOg (Cas 2), toujours selon le Corollaire 7.6.1. Nous disposons pour
ces deux groupes de formules de dimensions signées (voir la Proposition
8.3.21) qui nous permettent alors également de déterminer le signe local
de mqy, (et partant celui de mpgsp, si I'on veut). Un exemple se trouve
au paragraphe 10.4.

— Selon les conjectures globales d’Arthur dans un Cas 3 présentées au pa-
ragraphe 10.5, et une formule de multiplicité d’Arthur également conjec-
turale, on peut obtenir un analogue du Corollaire 7.6.1 pour le SO5 du
Cas 3. Cela nous permet alors, en utilisant les tables [Che] d’accéder
encore (par simple lecture) au signe local de gy, .

1. En fait, sauf pour la Conjecture D, on aurait pu utiliser les formules de [Ibu07]| qui
correspondent & des poids w > v avec v impair et w > v + 4. Ce ne sont néanmoins pas celles
que nous avons implémentées.
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Dans tous les cas ol I'on obtient ainsi un signe, ces différentes méthodes
donnent des résultats cohérents.

8.3 Formes automorphes de conducteur 2 pour

SO2p41 sur Q

L’ensemble de cette section (jusqu’au paragraphe 8.3.6 inclus) correspond a
des résultats inédits de Gaétan Chenevier. Comme nous les utilisons de fagon
cruciale pour notre travail, ce dernier nous a aimablement fourni la présenta-
tion et les démonstrations correspondantes, qui se voient donc incluses dans la
présente thése.

8.3.1 Rappels sur les réseaux unimodulaires impairs

On fixe un entier m > 1 et on se place dans 'espace euclidien standard R™
de dimension m, dont on note -y = Y. x;y; le produit scalaire. On rappelle
qu’un réseau L C R™ est dit entier si 'on a x -y € Z pour tous x,y € L. Le
déterminant de L est le déterminant d’une matrice de Gram (quelconque) d’une
Z-base de L, c’est aussi le carré du covolume de L et on le note det L. On dit
que le réseau L C R™ est unimodulaire si on a det L = 1. Enfin, on dit que L
est pairsion a x-x € 27 pour tout x € L, impair sinon. Par exemple, le réseau
standard

I, =27 (8.3)

est trivialement entier, unimodulaire et impair.

Définition 8.3.1. On note L,, l'ensemble des réseaux entiers unimodulaires
impairs de R™. Il est muni d’une action naturelle du groupe orthogonal euclidien
O(m), et on pose Xy, = O(m)\ Ly,

La théorie de la réduction (Hermite, Minkowski) montre que |X,,| < oo : il
n’y a qu’un nombre fini de classes d’isométrie de réseaux unimodulaires impairs
de rang m. Par les travaux de nombreux auteurs (dont Witt, Kneser, Niemeier,
Conway-Sloane, Borcherds), leur classification est connue pour m < 25 : nous
renvoyons a [CS99, Ch. 16] pour un état de l'art. Dans cette thése, le résultat
de classification suivant, démontré par exemple dans [O'M73, §106.F], suffira. 11
sera commode d’introduire d’abord le réseau

Dy = {(z1, -+ , o) € Z™ | Zaﬁ, = 0 mod 2}, (8.4)
i

qui est entier, pair et de déterminant 4, ainsi que le réseau unimodulaire pair

1
E82D8+Z€, 625(1,1,'--,1). (85)
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Proposition 8.3.2. Pour m < 8, tout réseau entier unimodulaire impair de
R™ est isométrique G 1. Autrement dit, on a X, = {In}. Pour m = 9, il
existe o isométrie prés exactement deur réseaur unimodulaires impairs de rang
m : le réseau g et le réseau Z x Eg (aussi noté I @ Eg).

8.3.2 Genre des réseaux unimodulaires impairs de R™

Soit A un anneau commutatif. Un A-module bilinéaire de rang m est la
donnée d’'un A-module libre M de rang n et d’une forme bilinéaire symétrique
M x M — A, (x,y) — x -y. Lorsque 2 est inversible dans A, il est équivalent
de se donner un A-module quadratique au sens du §3.1, mais pas en général.
De maniére similaire au cas quadratique, un A-module bilinéaire M posséde un
déterminant det M € A/(A*)%. De plus, M est dit non dégénéré si on a det M €
A* ou, ce qui revient au méme, si Papplication naturelle M — Hom4 (M, A),
x — (y — x -y), est bijective. Il y a une notion évidente de somme directe
orthogonale de deux modules bilinéaires, d’extension des scalaires d’un module
bilinéaire, d’isométrie entre modules bilinéaires, etc.

Tout réseau entier L de R™, muni du produit scalaire de R™, est un Z-module
bilinéaire, qui est non dégénéré si, et seulement si L € L,,. Par exemple, deux
éléments de L£,, sont isométriques (au sens bilinéaire) si, et seulement s’ils ont
méme classe dans X,,. Un fait remarquable est que pour p premier et L € L,,,
le Z,-module bilinéaire L ® Z, ne dépend pas du choix de L (on dit aussi que
les éléments de £, forment un unique genre, au sens de Gauss) :

Proposition 8.3.3. Pour tout L dans L,, et tout nombre premier p, les Zp-
modules bilinéaires L @ Z,, et 1, ® Z,, sont isométriques.

C’est un résultat bien connu : voir par exemple [CS99, Chap. 15| et la Table
15.4 loc. cit. Les propositions classiques suivantes décrivent la structure de I,,, ®
Z,, pour m impair, qui est le cas dont nous aurons besoin.

Proposition 8.3.4. On suppose m = 2n + 1 impair et l’on fixe p un nombre
premier. L’espace quadratique 1, ® Q, est d’indice de Witt n, sauf pour p = 2
et m = £3 mod 8 auquel cas il est d’indice de Witt n — 1.

Nous donnons une démonstration pour la commodité du lecteur. Pour un
anneau commutatif A, on notera H(A) le A-module bilinéaire non dégénéré
Ae@ Af avece-e= f-f =0et e-f =1 (plan hyperbolique sur A). Pour a € A
on notera aussi (a) le A-module bilinéaire Ae avec e - e = a.

Démonstration. Nous allons utiliser la classification des formes quadratiques sur
Q,, pour laquelle nous renvoyons au Cours d’arithmétique de Serre [Ser70, Chap.
IV]. Considérons le Q,-module bilinéaire? V,, = I,,, ® Q,. Par définition, on a
det V,, = 1 (dans Q,/(Q;)?) car V,, posséde une base orthogonale constituée de

2. Pour coller aux conventions de Serre, il faut munir V), de la forme quadratique ¢(z) = z-z,
contrairement a notre convention du §3.1 qui serait g(z) = . C’est de toute fagon sans
conséquence car ¢ et 2¢ ont méme indice de Witt.
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vecteurs v tels que v - v = 1. Pour la méme raison, 'invariant de Hasse de V,,
noté €(V,), est aussi trivialement égal a 1. Posons

W, = H(Q,)®" & ((—1)").

Il s’agit de montrer que W, >~ V,, si, et seulement si p # 2 ou m = £1 mod 8.
En effet, une forme quadratique non dégénérée de dimension impaire 2n + 1 sur
Qp est d’indice de Witt n ou n — 1.

On a det W), = 1 = det V}, donc, par la classification des formes quadratiques
sur Qp, il est équivalent de demander ¢(W,) = €(V,) = 1. Mais on a H(Q,) ~

il
(1) ® (—1), et donc (en notant (%j’) le symbole de Hilbert de {a, b} sur Q,)

n(n—1)
71771 2 71a (1)n>n
e(W,) = —_— .
w-(5") g
Le signe (%) vaut 1, sauf pour p =2 et r = 1 mod 2. On adonc e(W,) =1
pour p > 2, ¢(W3) =1 pour n = 0,3 mod 4, et ¢(W3) = —1 sinon. O

Notons P le Zs-module bilinéaire Zoe ®Zo f avece-e = f-f =2et f-f = 1.

Proposition 8.3.5. On suppose m = 2n + 1 impair et l’on fize p premier.
(i) Pour p # 2 ou m = £1mod 8, le Z,-module bilinéaire 1,, ® Z, est

L
isométrique a H(Z,)®" @ ((—1)") ;
L1
(ii) Pour m = £3mod 8 on a I, ® Zo ~ H(Z2)®" 1 @& P @ (3(-1)""1).

Faisons une remarque avant d’entamer la démonstration. Paralléelement au
cas des réseaux de R™, un Zs-module bilinéaire M sera dit pairsi on a x - x =
0 mod 2 pour tout  dans M, et impair sinon. Par exemple, I,,, ® Zo est impair,
et H(Zs) et P sont pairs. On vérifie aisément qu’a isométrie prés, P est 'unique
Zo-module bilinéaire pair, non dégénéré, de rang 2, et sans vecteur isotrope non
nul (voir aussi [O’M73, §93]).

Démonstration. Soit M un Z,-module bilinéaire non dégénéré, supposé pair si
p = 2. On suppose que M posséde un vecteur isotrope non nul. Observons

d’abord que lon a une isométrie M ~ H(Z,) é M’, o M’ est un Z,-module
bilinéaire (nécessairement non dégénéré, pair si p = 2). En effet, soit v dans
M — {0} tel que v-v = 0. On peut supposer v primitif. Comme M est non
dégénéré, il existe un vecteur w € M vérifiant v - w = 1. Quitte & remplacer w
par w — “5*v, ce qui est loisible car M est pair si p = 2, et 2 € Z, sinon, on
peut supposer w - w = 0. Ainsi, Z,v & Z,w est isométrique & H(Z,), qui est non
dégénéré sur Zjy, ce qui conclut.

Montrons maintenant la Proposition. Si p est impair, on pose M = 1,, ® Z,.
Sip = 2, on constate que 'élément e = (1,1,--- ., 1) de I, vérifie e-e = m € ZJ,
de sorte que l'on a

L
Im ® Zg = de D M (86)
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en posant M = el. De plus, M est pair car (3, z;)? = >, x; mod 2. Dans
tous les cas relevant de l'assertion (i), d’aprés la Proposition 8.3.4, M ® Q, est
donc d’indice de Witt n. En appliquant n fois successivement ’observation du

L
premier paragraphe de cette démonstration, on en déduit M ~ H(Z,)" & N,
avec nécessairement N = {0} si p =2, et N ~ ((—1)") si p # 2. Cela conclut le
(i). Dans le cas (ii), I'indice de Witt de M @ Q2 est n — 1, et le méme argument

1
montre M ~ H(Zz)”_1 @ N avec N pair, de rang 2, non dégénéré, sans vecteur
isotrope. On a donc N ~ P et det N = det P = 3. O

8.3.3 Le réseau pair d’'un L € L,,, avec m impair, et le
groupe O(L)™"

Si L est un réseau entier quelconque de R™, on constate que L admet un
plus grand sous-réseau pair défini par Leyen = {¢ € L | -z = 0 mod 2}. Le
point est que L — Z/27Z, x — x - x mod 2 est linéaire. Par exemple, on a

(Im)even = Dm (87)

On a toujours |L/Leven| < 2 et L = Leyen si et seulement si L est pair. Ces
définitions et remarques s’appliquent verbatim au cas ot L est remplacé par un
Za-module bilinéaire. On a en tous les cas L ® Zy = Leven ® Zy, pour p # 2, et

(L & ZQ)even = Leven ® Zs.

Proposition-Définition 8.3.6. Soit L € L, avec m impair. On a L/Leyen =~
Z/27 et Leyen @ Zo ~ (L, @ Z2)even = D ® Zo. En particulier, Loyen ® Z/AZ
est dégénéré, et son noyau, que l'on notera k(L), est isomorphe & Z/47.

Démonstration. La premiére assertion découle de la Proposition 8.3.3 et de (8.7)
(et vaut pour tout m). On peut donc supposer L = I,;, et Leyen = Dyy,. Posons
e=(1,---,1)€1,.Onae-e=m € Z et on a déja vu en (8.6) que l'on a

1
I, ® Zo = Zoe ® M avec M pair et non dégénéré. En prenant les parties paires,
1
on en déduit D, ® Zo = Zy2e ® M : le noyau de D,,, ® Z/4Z est donc libre de
rang 1 sur Z/47Z, engendré par la classe de 2e = (2,2,---,2). O

Pour L € L,,, on notera O(L) le groupe (fini) d’isométries de L, i.e. des
éléments g € O(m) vérifiant g(L) = L. On note SO(L) le sous-groupe des
g € O(L) avec detg = 1. Dans le cas m impair on a O(L) = {£1} x SO(L).
Toujours dans ce cas, et conformément & la définition ci-dessus, tout élément de
O(L) induit un automorphisme du groupe (L) ~ Z/47Z. Comme Aut(k(L)) =
{£1} (canoniquement) on a défini un morphisme de groupes

xz : O(L) — {£1}. (8.8)

Le morphisme x7, est toujours surjectif car on a xr(—1) = —1.
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Définition 8.3.7. Soit L € L,, avec m impair. On note O(L)" le noyau du
morphisme xp, ci-dessus, et I’on pose SO(L)T = O(L)* NSO(L).

On dira que L est ambivalent si on a SO(L)/SO(L)" ~ Z/27 ou, ce qui
revient au méme, si x(SO(L)) = {£1}.

Donnons deux exemples :

Exemple 8.3.8. (i) Posons L =1,,. Les éléments x € L tels que x - x =1
sont les £e;, i = 1,--- ,m, ou (€1, -+ ,&y) désigne la base canonique
de R™. Le groupe O(1,,) coincide donc avec le groupe {£1}™ x &, des
permutations signées des €;. Supposons m impair et fizons ac € O(1,,)
avec a = (a;) € {£1}™ et 0 € &,,. Montrons que xr(ac) =[]~ a;.
En effet, le groupe k(1,,) est engendré par e = (2,2,---,2) € D, ®
Z/AZ. D’une part, ce vecteur est manifestement invariant par &, et,
d’autre part, si s; € O(L) désigne la réflexion orthogonale par rapport a
i, on a si(e) —e = —4g; ¢ 4Dy, ce qui conclut. En particulier, O(Ty)™
est le sous-groupe de O(1,,) constitué des permutations signées ayant un
nombre pair de —1, et donc 1, est ambivalent pour m # 1.

1
(ii) Posons L = 1; @ Eg = Zey @ Eg (voir Proposition 8.3.2). Les seuls
éléments x de L avec x - x =1 sont £e1 car Eg est pair, on a donc

O(L) = O(I;) x O(Eg) = {1} x O(Es). (8.9)

On a aussi Leyen = Z2e1 ® Eg, et donc k(L) = Z/AZ 2e,. Ainsi, le mor-
phisme xr, : O(L) — {£1} est la premiére projection dans (8.9), et donc
O(L)" =1 x O(Eg). Comme det O(Eg) = {£1} (réflexions orthogonales
par rapports auzr “racines”), Iy @& Eg est ambivalent.

Dans le reste de ce paragraphe nous allons dégager les quelques énoncés qui
nous permettront de faire le lien avec les groupes paramodulaire et épipara-
modulaire étudiés au Chapitre 3. Supposant toujours m = 2n + 1 impair, la
Proposition 8.3.5 entraine

1
H(Z2)™ @ ((—1)"4) sim = +1 mod 8,
Dm 2y ZZ = (Im ® ZQ)cven =~
1L
H(Zy)" ' & P& ((—1)""112) sim = =+1 mod 8.
(8.10)

En effet, il suffit d’observer que H(Z2) et P sont pairs, et que l'on a (a)even =~
(4a) pour a € Z5 . On a montré le :

Corollaire 8.3.9. Soient L € L,,, avec m = £1 mod 8, et p un nombre pre-
mier. Au sens3 de la Définition 3.7.2, le réseat, Leyen @ Z, de L ® Q, est de
type 1 si p est impair, de type 2 si p = 2.

3. Au sens strict, pour se ramener au Qp-espace quadratique V;, fixé au Chapitre 3, dont
le déterminant est (—1)™, il faut multiplier la forme x - y sur L ® Qp par (—1)".
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Pour L € L,,, le morphisme x, de la Définition 8.3.7 s’étend naturellement
en un morphisme de groupes

Xz : SO(L ® Zy) — Aut(k(L)) = {£1}. (8.11)

On note vy, : SO(L ® Q2) — Q5 /(Q)? la norme spinorielle, valy : Q5 — Z la
valuation 2-adique, et on pose n1,(g) = (—1)"22(29) pour g € SO(L ® Q).

Proposition 8.3.10. Soit L € L,, avec m impair. On a x1(9) = nr(g) pour
tout g € SO(L ® Zs), et (8.11) est surjective st m > 1.

Démonstration. On voit M = Leyen ® Zo comme un Zs-module quadratique.
Le noyau de M ® Z/4Z est k(L), on a donc une suite exacte O(M)-stable
0= K(L) > M®Z/AZ — M' — 0 avec M’ un Z/4Z-module quadratique
non dégénéré. Pour g € O(M), on note ¢’ 'élément de O(M’) induit par g, et g
lélément de O(M' ® Z/27Z) déduit par réduction modulo 2 de ¢’.

Montrons d’abord la formule pour xp sous l'hypothése m = =+1 mod 8.
D’apreés le Corollaire 8.3.9, SO(M) est un sous-groupe épiparamodulaire de
SO(M ® Q2). D’aprés le Théoréme 3.6.1, on a donc 7(g) = detpp(g) (ou
detpp est le déterminant de Dickson-Dieudonné de g, voir §3.1). Mais M’ étant
non dégénéré sur Z/47Z, la “constance” du déterminant de Dickson-Dieudonné
entraine detpp(g) = detpp(g’). D’autre part, on a detpp(g’) = detg’ mod 4,
d’apres le diagramme central de [CL19, Chap. 2] p. 26. On conclut car 1 =
det g = x1.(g) det ¢’ mod 4.

Supposons maintenant m impair quelconque. On peut supposer L ® Zy =
I, ® Zs. Soit r un entier pair tel que m + r = £1 mod 8. On pose

1
LI =1,07%&1, @7y =1y @ Zo.

Tout élément g € SO(L ® Z3) s’étend en un élément g de SO(L’) par l'identité
sur I, ® Zy. On a évidemment n1,(g9) = nz:(g). D’aprés le cas précédent, on
sait que 1/ (9) = xr/(9). Il ne reste qu’a montrer xr(g) = x1/(9). Pour cela,
on considére I’élément e, = (1,1,---,1) de I4; on rappelle que 2e; engendre
k(Is) pour s impair. On a e, 4, = e, + e,. Par définition de xr, on a g(2¢,,) —
XL(9) 2¢m € 4Dy, ® Zy. De maniére triviale, on a aussi g(2e,) — xr(g) 2e, =
(1 —xz(g9))2e, € 4D, ® Za, car r est pair. On a bien montré g(2e,4+,) =
XL (g) 2em+r mod 4Dm+r ® ZQ-

Pour la surjectivité de (8.11) pour m > 1, considérons par exemple une
1 1

décomposition L = Zoe ® (Zou ® Zov) D N avec e-e € Z5, u-u = v - v,
u-v = 1, et N réseau pair, donnée par la Proposition 8.3.5. On définit un
élément g € SO(L) en posant g(e) = —e, g(u) = v, g(v) = v et gy = id.
L’égalité déja vue k(L) = Z/4Z 2e entraine xr(g) = —1. O
Lemme 8.3.11. Sim est impair, l'application g — gpp,, ez, nduit un isomor-
phisme de groupes O(1,, ® Zz) = O(D,, @ Zs).
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Démonstration. Il est clair que toute isométrie d'un Zs-module bilinéaire L
préserve Leyen, de sorte que le morphisme de I’énoncé est bien défini. Il est injectif
car on a L C L[1/2] = Leven[1/2]. Reste & justifier sa surjectivité. Rappelons
que si M est un sous-Zo-module de V' = 1,,, ® Q2, son dual est le Zy-module
M¥={z €V |z-M C Zy}. Il est stable par toute isométrie de M. Dans le cas
L =1,, ®Zsy, on constate L = L* et, pour M = Leyen = Dy ® Zs,

M = L 4 Zye/2 = M + Zoey + Zae/2,
avec e = (1,--+,1) et &1 = (1,0,---,0). On en déduit
ME, . [Meyen = (¢/2) ~ Z./AZ (8.12)

car on a e — €1 € M pour m impair. Tout Zs-sous-module bilinéaire de V
contenant M étant inclus dans M¥, on en déduit que le seul tel sous-module N
avec M C N est N = L, qui est donc nécessairement stable par O(M), ce qui
est la surjectivité cherchée. O

Remarque : La formule (8.12) montre que, pour L € L, avec m impair, le
morphisme y7, coincide avec le morphisme naturel O(L ® Zy) — Aut(M*/M) =
{1}, ot M = Leyen-

8.3.4 Reéseaux unimodulaires impairs marqués et fonctions
de réseaux

Supposons encore m impair. Soit L € L,,. Nous appellerons marquage de
L la donnée d’un générateur x du groupe k(L) ~ Z/4Z (Proposition 8.3.6).
Chaque L a exactement deux marquages, de la forme k et —x. Tout élément
g € O(m) induit une isométrie L — g(L), et donc un isomorphisme de groupes
abéliens k(L) = r(g(L)) encore noté g par abus.

Proposition-Définition 8.3.12. Pour m impair, on note Z\n: l’ensemble des
couples (L, k) avec L € L, et k un marquage de L. Il est muni d’une involution
naturelle T, définie par 7(L, k) = (L, —k), ainsi que d’une action naturelle de
O(m) qui commute & T, définie par g(L, k) = (g(L), g(k)) pour g € O(m). Par

construction, le stabilisateur de (L, k) € L,, dans O(m) est le groupe O(L)* de
la Définition 8.3.7.

La définition suivante est importante. On entendra par représentation de
SO(m) une représentation continue sur un espace vectoriel complexe de dimen-
sion finie que nous noterons en général U. Pour I" un sous-groupe de SO(m) on
pose UT' = {u € U |yu = u, ¥y € '} (I'-invariants de U).

Proposition-Définition 8.3.13. Si U est une représentation de SO(m) (m
impair) on pose

Su(m) ={f: L = U | f(g(L)) = g.f(L), YL € Ly, Yg € SO(m)},
Su(m) ={f: L = U | f(g(LsK)) = g.-F(L,K), Y(L,K) € Ly, ¥g € SO(m)}.

Ce sont des C-espaces vectoriels de dimension finie.
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L’assertion sera évidente sur les formules (8.15) et (8.16) plus bas. Observons
que 7 induit une involution de Sy (m), définie par 7(f)(L, k) = f(L,—k), de sorte
que 'on a une décomposition en somme directe

Su(m) = Sy(m)* ® Sy(m)~ (8.13)

ol Sy(m)® est le sous-espace des fonctions f € Sy(m) vérifiant f(L,ex) =
ef(L,k). On a donc une identification évidente

SU(m) = SU(m)+. (814)

Description concréte : Soient Ly, ---, Ly des représentants de X, i.e. des
classes d’isométrie de réseaux unimodulaires de rang m. Tout élément f €
Sy (m) est uniquement déterminé par ses h valeurs f(L;) € U pouri € {1,--- , h},
qui doivent de plus satisfaire f(L;) € U SO(Li) 7] est évident que ce sont les seules
contraintes sur les f(L;), de sorte que l'on a un isomorphisme

h
Su(m) = JJUso* (8.15)
i=1
De méme, si k1, - - , k, sont des marquages respectifs fixés des L;, tout élément

fe gU(m) est uniquement déterminé par ses 2h valeurs f(L;, £k;) € U pour
i € {1,---,h}, qui doivent de plus satisfaire f(L;,g(ki)) = g.f(Li, ki) pour
tout ¢ € {1,--- ,h} et g € SO(L;). Si L; est ambivalent, f(L;, —x;) se déduit
de f(L;, ki), et ce dernier est un élément arbitraire de UsSow)’ gj L; n’est pas
ambivalent, f(L;, k;) et f(L;, —k;) sont deux éléments arbitraires de USOL)*t
Pour L € L,,, posons t(L) = 1 si L est ambivalent, et t(L) = 2 sinon. On a
donc un isomorphisme

h
Su(m) 5 [J@se®o)™uta (8.16)
=1

8.3.5 Dimension des espaces Sy(m)*.

Des formules exactes pour dim Sy (m)* ont été déterminées par Chenevier
pour tout m < 23, en appliquant les algorithmes de D'article [Chear| : nous
allons rappeler plus bas ce résultat. D’aprés les formules (8.13), (8.14), (8.15) et
(8.16), il s’agit de déterminer dim U" avec I' = SO(L) et I' = SO(L)™, lorsque
L parcourt les classes d’isométrie de réseaux unimodulaires impairs de rang
< 23. Ainsi qu’il est expliqué loc. cit., 'ingrédient crucial est de lister les masses
caractéristiques de ces I, i.e. les polynomes caractéristiques de leurs éléments et
leurs multiplicités. Dans cette thése, seuls les cas m = 7 et m = 9 joueront un
role, aux Chapitres 9 et 10 (voir néanmoins le traitement de la Conjecture D au
paragraphe 10.5). Dans ces cas, les groupes SO(L) et SO(L)™ ont été déterminés
concrétement dans I’Exemple 8.3.8, et le listage ci-dessus se déduit du §3.2 de
[Chear] et de la Table C.12. loc. cit.
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Etant donné que l'on a, pour * € {+,—}, la décomposition Syagp:(m)* =~
Su(m)* & Sy (m)*, on peut supposer que U est une représentation irréductible
de SO(m) avec, rappelons-le, m = 2n+ 1 impair. La théorie classique de Cartan-
Weyl classifie ces représentations en terme de leur plus haut poids ou, ce qui
revient au méme, par leur caractére infinitésimal; et la théorie de Langlands
les met en bijection avec les classes de conjugaisons de morphismes discrets et
semi-simples Wg — Sp,,, (C) (« paramétres de Langlands de SO(2n+1) »). Avec
les notations du §6.2, et d’aprés la Proposition 2.4.4, un tel paramétre est de
la forme @®}_,I,, pour une unique suite décroissante d’entiers impairs positifs
wy > wg > -+ > wy > 0. Le dictionnaire, qui découle de la compatibilité de la
correspondance de Langlands au caractére infinitésimal, est le suivant. On note
W, Pensemble des n-uplets w = (wq,ws,- -+ ,w,) ol les w; sont des entiers
impairs tels que wy > wg > -+ > w,, avec m = 2n + 1.

Définition 8.3.14. Pour tout w € Wo,11 il existe une représentation irré-
ductible U, unique & isomorphisme prés, vérifiant les conditions équivalentes
sutvantes :

(i) dans les conventions standard pour SO(2n + 1), le plus haut poids de

Uy est la suite décroissante des entiers wy > wh > -+ > wl, > 0 avec
7 w;—2n+2i—1
2 b

(ii) le caractere infinitésimal de Uy, est diag(£%g, £%2, -, £%2),

I
w; =

(i11) le paramétre de Langlands de U, est @} I,,.

Théoréme 8.3.15. (Chenevier) On suppose m = 2n + 1 < 23. Les entiers
dim Sy, (m)*, pour w € W,,, avec wy < 21, sont donnés dans la table [Che].

Remarque : Tout réseau L € L,, possédant une racine, c¢’est-a-dire un vecteur
v € L vérifiant v-v = 2, est ambivalent, car si s désigne la symétrie orthogonale
par rapport a cette racine, alors on a : —s € SO(L) et x(—s) = np(—s) = —1
par la Proposition 8.3.10. En dimension 1 < m < 23, il résulte de la classification
que tout L € L,, posséde des racines, excepté une unique classe d’isométrie pour
m = 23 : celle du réseau de Leech court. Ce réseau est non ambivalent : son
groupe spécial orthogonal est le groupe simple de Conway Cos.

8.3.6 Interprétations automorphes

Soient m = 4+1mod 8, V le Q-espace vectoriel quadratique I, ® Q et
G = SOy le Q-groupe algébrique spécial orthogonal de V. On spécifie ici
les objets automorphes évoqués au §7.1 dans le cas du groupe G. D’apreés la
Proposition 8.3.4, ’espace V reléve du Cas 2 considéré dans le paragraphe loc.
cit. L'inclusion I,,, C R™ permet d’identifier naturellement ’espace quadratique
réel V@ R a espace euclidien R™, et donc G(R) a SO(m).

Le groupe G(R) étant compact, la notion de forme automorphe pour G
[BJ79] est particuliérement élémentaire (voir par exemple [Gro99]). En effet, par
deéfinition, l'espace des formes automorphes de G est 1'espace A(G) de toutes
les fonctions G(Q)\G(Ag) — C qui sont d’une part invariantes & droite par
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un sous-groupe compact ouvert de G(Ay), et d’autre part qui engendrent, pour
laction de G(R) par translations a droite, une représentation de dimension finie
de G(R). L’espace vectoriel A(G) est muni d’une représentation de G(Ag) par
translations & droite. Les inclusions Acusp(G) C A(G) C Agisc(G) sont des
égalités, car G n’admet pas de sous-groupe parabolique propre défini sur Q (ni
méme sur R). On a une décomposition

A(G) = Adisc(G) = @m(ﬂ')ﬂ'

la somme portant sur toutes les représentations irréductibles admissibles de
G(Ag), m(r) désignant leur multiplicité (finie) dans A(G). Une telle 7 est dite
discréte si 'on a m(m) # 0. Les résultats d’Arthur et Taibi rappelés au Chapitre
7 (Théoréme 7.5.1) montrent qu’alors m(7) = 1.

Toute représentation irréductible admissible de G(Ag) s’écrit sous la forme
T =T @ Tf, OU oo €st une représentation continue irréductible de dimension
finie du groupe compact G(R) = SO(m). Soient U une telle représentation,
ainsi que K un sous-groupe compact ouvert de G(Ay). L’espace des formes
automorphes pour G de poids U et de niveau K est défini par la formule

Su(G, K) := Homg (U, A(G)*) ~ @ m(r)rf, (8.17)

ot A(G)¥ est le sous-espace des fonctions K-invariantes (a droite) de A(G).

Posons L = 1,,,, ainsi que L, = L ® Zj et V, = L ® Q, pour p premier. On
considére le sous-groupe compact ouvert K(2) C G(Ay), choisi sous la forme
K(2) =[], K(2),, et avec pour tout p premier

K(2), ={9€ G(Qp) | g(Lp) = Ly} avec L =1,,.

On note aussi K(2)* = [, K(2);} le sous-groupe des éléments (g,), de K(2)
vérifiant x1,(g2) = 1 (Formule (8.11)). On a K(2),/ = K(2), pour p # 2, et
K(2)5 d’indice 2 dans K(2)s pour m > 1 (Proposition 8.3.10). La combinaison
du Corollaire 8.3.9 avec le Lemme 8.3.11, la Proposition 8.3.10 et la Proposition-
Définition 3.5.1 pour p = 2, entrainent le :

Fait 8.3.16. Le sous-groupe compact ouvert K(2), de SO(V,) est hyperspécial
pour p # 2, épiparamodulaire pour p = 2. De plus, K(2);’ est le sous-groupe
paramodulaire de SO(Vz) inclus dans K(2)s.

Par construction, I’ensemble G(Q)\G(Ag)/K(2) s’identifie naturellement a
lensemble des réseaux de R™ qui sont dans le méme genre que L (voir par
exemple [Bor63, Prop. 2.3] pour un énoncé général), c’est-a-dire a L, d’aprés
la Proposition 8.3.3. Rappelons comment (voir aussi [CL19, §4.4.4]).

Fixons ¢ = (9o, 9f) € G(Ag) = G(R) x G(Ay) et écrivons gf = (gp)p
avec g, € G(Q,) (et donc g, € K(2), pour presque tout p). D’aprés le point
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de vue local-global sur les réseaux d’un Q-espace vectoriel (Eichler, Weil), il
existe un unique réseau de V, noté gf(L), tel que pour tout premier p on a
g97(L) ® Zp = g,(L,). En particulier, c’est un réseau de R™, et il y a donc un
sens a considérer g3'(gf(L)). Par construction, g¢(L) est dans le méme genre
que L, donc unimodulaire impair, et il en va de méme du réseau g ;' (g¢(L)) qui
lui est isomorphe. On a donc défini une application

v GQ\G(Ag)/K(2) — L,

(9oos 91) — 920 (g5(Ln)) (8.18)

Proposition 8.3.17. L’application (8.18) est bijective et G(R)-équivariante.

Dans cet énoncé, G(Q)\G(Ag)/K est vu comme un G(R)-ensemble a gauche
en utilisant la translation inverse a droite.

Démonstration. L’injectivité est triviale. Vérifions la surjectivité. Soit L' € L,,.
D’aprés la Proposition 8.3.3, L’ est dans le méme genre que L = I,,,. D’aprés le
théoréme de Hasse-Minkowski, cela entraine que L’ ® Q est isométrique a L Q@ Q.
Une telle isométrie est toujours induite par un élément h de O(m), car on a
L®R =L ® R = R™. Quitte & la remplacer par —h, on peut la supposer de
déterminant 1 car m est impair. On a donc montré l'existence de go, € SO(m)
avec goo(L') C L ® Q. Toujours par la Proposition 8.3.3, il existe g5 € G(Ay)
avec goo(L') = gr(L) (noter aussi que det O(L,) = {£1} pour tout p), ce qui
conclut. Enfin, Passertion de G(RR)-équivariance signifie que pour tout h € G(R),
et tout z € G(Ag), on a t(x(h~! x 1)) = h(c(z)), ce qui est évident. O

Décrivons enfin I'analogue de (8.18) pour K(2)*. On considére cette fois-ci
I’ensemble Z; des réseaux unimodulaires marqués défini au §8.3.4. On fixe un
marquage < pour le réseau L = I, par exemple k := 2e = (2,2,---,2) pour
fixer les idées. On dispose alors d’une application naturelle

o GQ\G(AQ)/K(2)T — Ly

(900,91) s g2 gr (I ga(x) (8.19)

Le méme argument que dans la Proposition 8.3.17 démontre la :

Proposition 8.3.18. L’application (8.19) est G(R)-équivariante, bijective pour
m > 1.

L’énoncé final suivant clot le lien entre les espaces concrets définis au §8.3.4,
et les objets généraux du monde automorphe dans le cas du groupe G et en
niveaux K(2) et K(2)*.

Proposition 8.3.19. Pour toute représentation irréductible U de SO(m), avec

m = £1 mod 8, les bijections v et ¢ induisent des isomorphismes d’espaces vec-
toriels Sy(m) = Sy (G, K(2)) et Sy(m) = Sy(G,K(2)") (pour m > 1).
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Démonstration. D’aprés la Proposition 8.3.17 (resp. 8.3.18), ¢ (resp. 7) induit un
isomorphisme G (R)-équivariant entre A(G)X® (resp. A(G)K®7") et Iespace
des fonctions £,, — C (resp. L,, — C). On conclut par I'isomorphisme

Homg g (U, A(G)X) ~ (UY ®@c A(G)F)®

qui vaut pour tout sous-groupe compact ouvert K de G(Ay). On a également
utilisé le fait que UV ~ U pour toute représentation irréductible U de SO(m).
O

8.3.7 Formules de dimensions

Définition 8.3.20. Soient m = +1 mod 8, V' le Q-espace vectoriel quadratique
L, ®Q et G = SOy le Q-groupe algébrique spécial orthogonal de V' (relevant
donc du Cas 2).
Soit w € W,,. On note 1L (G) l’ensemble des représentations automorphes
cuspidales algébriques ™ de G, de poids w et de conducteur 1. Plus précisément,
— T > Uy au sens de la Définition 8.5.14;

— Ty est non ramifiée pour tout p.

Soit de plus e € {+,—}. On note 1I%°(G) l’ensemble des représentations
automorphes cuspidales algébriques © de G, de poids w de conducteur 2, de
signe local €. Plus précisément,

— T = Uy au sens de la Définition 8.5.14;

— mp est non ramifice pour p > 2 ;
— mo® = {0} et 7@ £ {0},

On pose
M, (G) =T H(G) [[ 12 (G)

w

et
,(G) = 11,(G) [ [ T%(G).

Proposition 8.3.21. Soient m = +1 mod 8, w € W,,, et e € {+,—}. Alors

Sv.m)~ @ a9

m€lly, (G)

Si l'on suppose de plus que w est trés régulier (i.e. |w; —w;| > 2 pouri # j),
alors
dim Sy, (m)° = \H;(G)] + ’Hiﬁ(c.)\ .

w

Démonstration. Le premier isomorphisme vient de (8.17) combinée & (8.15),

(8.16) et la Proposition 8.3.19. On utilise alors que 7r§°(p) est de dimension 1 si

mp est non ramifiée (sans autre hypothése sur 7).

Pour la seconde égalité, I’hypothése « trés régulier » entraine que mo est
tempérée par le Corollaire 7.3.5. Les résultats découlent alors des calculs de
dimensions d’invariants de la Premiére Partie (voir le Corollaire 5.5.5). U
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A noter enfin que I’ensemble HlE (G) est déterminé en poids motivique < 23
par les travaux de Chenevier et Renard [CR15]. Nous retrouvons d’ailleurs lesdits
éléments avec les tables de dimension de [Che].
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Chapitre 9

La formule explicite de
Riemann-Weil-Mestre

L’enjeu de ce Chapitre va étre de mettre en place la « machinerie » de la
formule explicite de Riemann-Weil dans son cadre général donné par Mestre
[Mes86]. II faudra donc vérifier au §9.1 que les fonctions A des représentations
automorphes cuspidales algébriques, et plus précisément des paires de telles
représentations, telles qu’introduites au paragraphe 6.4.1 relévent bien du for-
malisme de D'article [Mes86]. Nous donnerons alors I’expression de la formule
explicite au §9.2 en général puis dans un langage ad hoc pour notre étude. Nous
préciserons enfin, outre de précieux raffinements, une ingénierie de cette formule
qui nous permettra d’en extraire toute la puissance et qui gouvernera les calculs
effectifs énoncés dans le chapitre suivant, a I’origine de nos démonstrations.

Nous utilisons & plusieurs endroits dans ce chapitre (§9.3.3, §9.4.1, §9.6.1)
des exemples en conducteur 1. Ces exemples ne sont pas originaux et sont tirés
de [CL19]. Il nous a néanmoins paru judicieux de les exposer en détail tant ils
sont illustratifs et — puisque le fait de travailler en conducteur 2 ajoute une
certaine technicité — préférables & des exemples originaux en conducteur 2. On
trouvera néanmoins de tels exemples originaux dans I’ensemble du Chapitre 10.

9.1 Les fonctions A (de paires) sont des fonctions
A (au sens de Mestre)

Nous commengons par introduire la notion de fonction A au sens de [Mes86].

Définition 9.1.1. Soient M, M’ € N, soit A € R*, soit c € R,.

On se donne (a;)1<i<m € (Ry)M, (al)1<i<cmr € CM tels que Re(al) > 0 et
Re(a; + aj) > 0 pour tout 1.

On se donne, pour tout p premier (o;(p))i<j<m’ € CM’ tel que, pour tout
Js lej(p)] < p°.

Une pré-fonction A est une fonction méromorphe sur C vérifiant
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1. A n’a qu’un nombre fini de poles.

2. La fonction s — A(s) diminuée de ses parties singuliéres est bornée dans
toute bande verticale

—o00 < 0g < Re(s) <01 < +0.

3. Pour Re(s) > 1+c, on a le développement en produit absolument convergent

susvant : )
As) = ASﬁF(aiera;)Hﬁ S — 9.1)
i=1 Pl a;(p)p

Ce qu’il manque, par rapport aux fonctions A usuelles, c’est I’équation fonc-
tionnelle. On va ici I'introduire par le biais d’'un couple de pré-fonctions A.

Définition 9.1.2. Considérons un couple de pré-fonctions A, A1 et Ay. Pour
fizer les notations, écrivons la condition 3. de la Définition 9.1.1 pour chacune
d’entre elles. Pour Re(s) > 1+c; (resp. Re(s) > 14c¢2), on a les développements
en produit absolument convergent suivants :

M, My
s / 1
asto) = [+ ) T[] =
i=1 p j=1

Mo, M
s g / 1 S
R

p j=1

On dit alors que (A1, A3) forme un couple de fonctions A s’il existe un complexe
non nul w tel que :

(i) A1(s) = whAa(1 —s) (équation fonctionnelle)
(i1) Zf\ill a; = Zf\izl b; (compatibilité des facteurs archimédiens)

On remarque tout de suite que ’on peut choisir le méme réel positif ¢ pour les
deux pré-fonctions A, en considérant le plus grand des deux. On peut également
choisir les mémes entiers M et M’, quitte a poser des a; = 0, a; = 1 et oj(p) = 0.
Selon la méme logique, on pourrait d’ailleurs considérer un seul entier M = M’,
ce que nous ne faisons pas pour pouvoir conserver des notations cohérentes avec
I’Annexe B.

Proposition 9.1.3. Soient 7 et ' deux représentations automorphes cuspidales
algébriques de GL,, et GL, respectivement. Nous avons défini au paragraphe
6.4.1 la fonction A de la paire {m,n'}. Posons :

A(s,m x 7') = N(z x 7') 3 A(s,m x '), (9.2)
As, " x (7')V) = N(m x )2 A(s, 7" x (7)),
ot N(m,7'") est le conducteur de la paire {m, 7'} — dont on a remarqué loc. cit.

qu’il était bien égal a celui de la paire {mV, (n")¥}.

Alors le couple (A(-, 7 x '), A(-,m x (7')V)) est un couple de fonctions A
au sens de la Définition 9.1.2.
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Démonstration. Commencons par vérifier qu’il s’agit de pré-fonctions A au sens
de la Définition 9.1.1.

Le point 1. est vérifié par le résultat de [MW89] cité au §6.4.1. Le point 2. est
un résultat de Gelbart et Shahidi [GSO01]. Pour le point 3., il faut s’assurer d’avoir
un produit eulérien avec le facteur archimédien et les facteurs non archimédiens
qui ont la bonne forme.

Par les propriétés analytiques déja énoncées au §6.4.1, on a une décomposi-
tion du type (6.5) pour Re (s) > 1 et il s’agit donc de regarder ce qu’il se passe
a chaque place.

Commengons par le cas d’une place finie non ramifiée. On a vu au §6.4.3
qu’alors :
Ly(s,m) x m) = det(1 — p~*cp(m)) @ cp(m,)) 7"

ol ¢p(mp) est le parameétre de Satake de la représentation locale non ramifiée m,.
Or, puisque 7 est une représentation automorphe cuspidale de GL,, de caractére
central unitaire (en fait trivial), toutes les m, sont unitaires et on a Z(m)/) =
L(my)Y = ZL(my), donc a fortiori cp(my) = cp(mp) ™! = cp(mp).

On a alors :

1
Lys,m) x7m)=]] ———
o5 mp X 73) rJ[ 1—p= i
ol ¢,(7,) est la classe de conjugaison de diag((\i)) et c,p(m;,) celle de diag((u;))-
La conjecture de Ramanujan généralisée prévoit que les A; et les p; soient
de module 1. Celle-ci est connue dans des cas particuliers (voir par exemple
le Théoréme 7.3.4), mais en général les estimées de Jacquet et Shalika [JS81]
donnent, puisque 7 est centrée donc unitaire, p=2 < A < p? (et de méme
pour p; bien sir), si bien que l'on a écrit

nn/ 1
L,(s,m) x7l) = _—
pl(s 7y ) k1;[1 1 —p~sou(p)
avec |ag(p)| < p pour tout k € {1,--- ,nn'}.

Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de places ramifiées pour 7 ou 7', on trouve
bien un réel ¢(> 1) et un entier M’(> nn’) qui conviennent.

Concernant I'unique place archimédienne, il faut nous rappeler comment est
défini Loo(s, 7Y, x 7). Les calculs du paragraphe 6.4.2 nous assurent qu’on
a bien le produit de (composées affines de) fonctions I' d’Euler recherché. On
a d’ailleurs M = nn' et tous les a; égaux a % si 'on choisit d’appliquer la
formule de duplication & tous les facteurs I'c qui apparaissent (voir loc. cit.).

En particulier, on a bien Re(a}) > 0 et Re(a; + a;) > 0 pour tout i.

Nous avons donc bien affaire & deux pré-fonctions A, il reste a vérifier les
deux conditions de la Définition 9.1.2. La premicre est la réécriture (en intégrant
le conducteur) de I’équation fonctionnelle (6.6) :

A(s,mx ') = e(m x 7" )A(1 — s, 7" x (7')V). (9.3)
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La seconde consiste en une « compatibilité » des facteurs archimédiens. Ici,
nous avons plus précisément

Loo(s, 7l xml ) =T(s,L(rL) @ ZL(7..))
=T(5,2(To0)” ® L(7l,
=I(s, 2 (1) ® L(1)"
=T(8,2L(Too) @ L (7))
= Loo(8, Moo % (7')%)

en utilisant la compatibilité de la correspondance de Langlands locale archi-
médienne pour GL,, a la dualité (c¢f. Théoréme 6.2.1) et le fait que tous les
éléements de Ko, sont autoduaux (c¢f. Définition 6.2.6). En particulier, les fac-
teurs archimédiens de A(s, 7 x 7) et A(s, 7w x (7)") sont bien compatibles (ce
sont les mémes) et nos deux pré-fonctions A forment finalement bien un couple
de fonctions A.

O

Dans toute la suite, nous omettrons le tilde pour alléger les notations,
les fonctions A seront donc toujours supposées intégrer le conducteur de fagon
normalisée.

9.2 Enoncés de la formule explicite de Riemann-
Weil-Mestre

On a introduit au paragraphe précédent les couples de fonctions A au sens
de [Mes86], on énonce ici la formule explicite dans ce méme cadre général, avant
de la préciser au cas qui nous intéresse qui est celui de fonctions A de paires de
représentations automorphes cuspidales algébriques du groupe général linéaire.

9.2.1 Enoncé général

On se donne donc un couple de fonctions A au sens de la Définition 9.1.2
que 'on note A; et As. On a donc un réel ¢ > 0, deux entiers M et M’ et on
fixe pour ’ensemble du chapitre les notations liées au développement en produit
pour Re(s) > 1+ ¢ (soumises aux hypothéses de la Définition 9.1.1) :

M M’ 1
Al(s) = AS 1:[1—‘(@18 + CL;) H H W7

p j=1
M M’ 1
Ay(s) = B?® ['(b;s + b:) _—
11 =755

Puisque les fonctions Ay et Ay forment un couple de fonctions A au sens de la
Définition 9.1.2, on a de plus un complexe non nul w tel que A1 (s) = wAz(1—s)

et on sait que Y0, a; = XM by
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Il faut également se donner une fonction d’une classe particuliére, qu’on
nommera fonction test.

Définition 9.2.1. ([Mes86])
Soit ¢ > 0. Soit F : R — R, mesurable, paire. On dit que F est une fonction
test (de niveau c) si :

(i) il existe € > 0 tel que x — F(z)eztetolzl ¢ LY(R),

(i) il existe ¢ > 0 tel que x — F(x)elztetOll soit o variation bornée et
normalisée (i.e. égale en chaque point a la moyenne de ses limites & gauche
et & droite),

(i11) la fonction x — est & variation bornée.

F(z) — F(0)

En pratique, nous n’utiliserons comme fonction test que des fonctions de
classe C? & support compact, pour lesquelles ces hypothéses sont trivialement
vérifiées.

On pose, pour s complexe avec —c < Re (s) <1+c:

D(s) = /+O<> F(z)e®™2)7%da. (9.4)

— 00

Théoréme 9.2.2. Formule explicite de Riemann-Weil-Mestre [Mes86]
Avec les notations précédentes, on a, pour toute fonction test F de niveau
c

S 0(p) — 3 ®(n) = F(0)log(AB)

M’ +oco

=YY Fkloxn) 00+ 5,0))
p j=1k=1
M
- Z(I(ai,a;) + I(b;, b))

ot p (resp. ) parcourt les zéros (resp. les poles) de Ay de partie réelle comprise
entre —c et 1 4+ ¢ comptés avec multiplicité, et ou

Ia,d) = /O+OO (F(“WW/ _ F(O)e_y> dy.

1—eY Y

Cette formule provient d’une formule des résidus le long d’un contour bien
choisi puis d’un passage a la limite. La démonstration de Jean-Frangois Mestre
mentionne « des techniques classiques » d’analyse complexe, desquelles nous
n’étions pas familier. Il a donc paru utile & notre compréhension de développer
en détail la démonstration de [Mes86] et notamment de comprendre les hypo-
theses sur la fonction test. Elle ne contient aucune nouveauté par rapport a la
démonstration originale, nous avons néanmoins cru judicieux de 'incorporer en
Annexe B de cette thése.
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9.2.2 Enoncé particulier

Nous nous intéressons ici a des fonctions A trés spécifiques puisqu’il s’agit de
fonctions A de paires de représentations automorphes cuspidales algébriques du
groupe général linéaire. Plus précisément, étant données 7 et 7’ deux représenta-
tions automorphes cuspidales algébriques de GL,, et GL,,s sur Q respectivement,
on considére le couple de fonctions A (normalisées au sens du §9.1, i.e. intégrant
le conducteur) donné par A(-, 7 x 7') et A(-, 7 x (7')V).

A ce couple correspond un réel positif ¢ qui intervient & deux endroits dans
la définition (convergence du produit eulérien et majoration des coefficients)
et & deux endroits dans l'utilisation de la formule explicite (bande des zéros
considéreés et choix de la fonction test).

— Concernant la convergence du produit eulérien, un résultat de Jacquet

et Shalika ([JS81]) déja mentionné au paragraphe 6.4.1 affirme qu’elle a
lieu pour Re (s) > 1 (correspondant donc a ¢ = 0).

— Concernant la majoration des coefficients, on a vu au paragraphe 9.1 que
I’on pouvait choisir ¢ = 1 dans le cas non ramifié et qu’on avait bien un
¢ > 1 dans le cas général.

— Concernant la somme sur les zéros, on sait par les résultats de Jacquet
et Shalika que tous les zéros de A(s, 7" x ') sont situés dans la bande
0 < Re(s) < 1. Cette somme est donc indépendante de la valeur de ¢ > 0.

— Concernant le choix de la fonction test, elle est supposée de niveau c, elle
est donc de niveau ¢’ pour tout réel positif ¢ < c.

Ce fameux réel ¢ ne joue donc un role que dans le choix de la fonction test,
avec d’autant moins de fonctions test que c est plus grand. En pratique (voir le
paragraphe 9.3), on considérera une fonction réguliére & support compact qui
sera donc de niveau ¢ pour tout réel c. Dans ce cadre-la et au vu des considéra-
tions précédentes, tout se passe donc comme si on avait ¢ = 0 dans la formule
explicite du Théoréme 9.2.2, ce que nous supposerons sans plus de précaution
dans la suite. Nous renvoyons & la démonstration détaillée en Annexe B de la
formule explicite, ou le role joué par les différents parameétres apparait plus
clairement.

Il nous faut par ailleurs préciser ce que ’on entend par « somme sur les zéros
de A(-,mY x ) » (cela n’est pas nécessaire pour les pdles qui sont en nombre
fini par hypothése) : on désigne donc par » 0 ®(p) la limite quand T tend vers
+o0 de 371, (<1 B(p) et c’est d’ailleurs un des résultats de la démonstration
de la formule explicite que cette limite existe.

Remarquons enfin que 'on a :
A1 -3,7¥ x7') =¢e(nY x 7 )AG, 7 x (7')¥) = e(n" x 7')A(s, 7V x 7'),

la derniére égalité provenant du fait déja mentionné que chaque 7, (resp. )
est unitaire. Donc, si s est un zéro de A, alors 1 — 35 en est un également, avec
méme multiplicité.
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Nous pouvons maintenant reprendre les termes de la formule explicite :

S 0(p) = 3 ®(u) = F(0)log(AB)

M +oco

=233 Fkton) 5P 0,0+ 5,0)")
p j=1k=1
M
= > (e, af) + 105:)

— On a vu que si s est un zéro de A, alors 1 — 5 également, avec méme
multiplicité. Or (1 —35) = ®(5) = P(s) par (B.8) et (9.4). Donc > ®(p)
est une quantité réelle, nous la notons Z (7, 7’).

— La fonction A n’a de poles que si ' ~ 7, auquel cas ils sont situés en
s=0et s =1 et ils sont simples. La contribution > ®(u) vaut donc 0 si
7' % 7 et ®(0) + &(1) dans le cas contraire. Or la parité de F' entraine
(cf. (B.8)) que ®(s) = ®(1 — s). Finalement Y ®(u) = 28(0)0 ~ (o §
correspond au symbole de Kronecker)

— La dualité entre (7, 7') et (m, (7')") implique que a;(p) = B;(p) pour
tout j et tout p. La somme sur les nombres premiers p (correspondant
a la partie ultramétrique) est donc une quantité réelle et on la note!
2B} (m,7') (qui est évidemment symétrique, et qui vérifie Bf (7, 7') =
BE(xV, (n)"))

— Les quantités I(a;,a;) et I(b;,b;) correspondent aux facteurs I'g et I'c
introduits dans le paragraphe 6.4.2. Or, quand on a défini loc. cit. 'appli-
cation Koo 2 V = I'(-,V), on a également fait apparaitre des fonctions
« puissance de 7 » (le réel 7) si bien que l'on va voir des facteurs 7 ap-
paraitre dans le A et le B au sens de la Définition 9.1.2. Nous suivons,
pour la clarté, le choix de [CL19] Chap. IX Proposition-Définition 3.7 et
introduisons la fonction J¥' : Ko, — R qui regroupe les contributions de
ces puissances du réel 7 avec les quantités I(a;,a}).

Définition 9.2.3. On pose :

1. JF(1) = Llog(m)F(0) + I1(3,0),

2. JF(€C/R) = %log(ﬂ—)F(O) + (%a %)7

3. JF(I,) = log(2m)F(0) + I(1,%) pour w >0
ce qui définit J¥ sur Ko, par Z-linéarité.

On définit alors application Z-bilinéaire BE, sur K., par BEL (U, V) =
JE(UY®V). Or on a aussi BE (U, V) = JF(U®V) puisque les éléments de K.
sont autoduaux et on a ainsi défini une application Z-bilinéaire symétrique.

On note encore BE (7, 7") pour B (£ (7), L(7l.)).

1. le choix du facteur 2 permet que pour une place p non ramifiée, le terme correspondant

a la contribution en p soit >, F(klogp) lpig/g Re [tr(cp (m)*)tr(cy(7')F)]
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— 11 reste alors les contributions N2 de chacune des fonctions A et AV
1 1
(modifiées), qui font donc apparaitre un F(0)log(NzN7z).
On a donc :

Théoréme 9.2.4. Formule explicite pour les fonctions A de paires
Soit {m, '} une paire de représentations automorphes cuspidales algébriques
du groupe linéaire, soit F' une fonction test. Alors

1 1
Bf (m, @) + BL (m, @) + §ZF(7T, ') = ®p(0)0r . + 5F(O) logN(7m¥ x ')

9.3 Choix de fonction test

9.3.1 Propriétés de positivité

Tous les termes de la formule explicite pour les fonctions A de paires sont
réels. A défaut de pouvoir les calculer explicitement, il peut étre utile de connaitre
leur signe, ce qui donnera lieu a de fructueuses inégalités.

Nous rappelons donc deux propriétés de positivité pour une fonction test F'.
La premiére consiste simplement & supposer que cette fonction prend des valeurs
positives. Les valeurs de la fonction F' apparaissent en effet dans la quantité B? .

La seconde est reliée a la quantité & qui intervient notamment dans la
quantité ZF.

Définition 9.3.1. Soit F' une fonction test. On dit que F est ®-positive si :
Re @ (s) > 0 pour tout s € C tel que 0 < Re (s) < 1.

C’est la propriété notée (T4) dans [CL19] IX.3.4. En particulier, nous avons
le

Lemme 9.3.2. Soit F' une fonction test ®-positive. Alors, pour toutes w et 7,
on a Z¥ (r,7") > 0.

La propriété notée (POS) dans [CT20], Définition 2.1, correspond & une
fonction test positive et ®-positive.

9.3.2 La fonction d’Odlyzko

On rappelle ici la définition et les propriétés de la fonction d’Odlyzko, qui
sera la seule que ’on utilisera en pratique (notons néanmoins qu’elle dépend d’un
paramétre A € Ryg). Cette fonction (ou famille de fonctions) s’avére optimale
en un certain sens (cf. [Poi77] §3) pour utiliser la formule explicite.

On définit la fonction u : R — R par

. 1
u(z) = {cos(wx) s? lz| < 5
0 sinon
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puis on pose g = 2u * u (produit de convolution de L*(R)).

On obtient immédiatement que g est paire, positive, a support dans [—1; 1],
de classe C2, vérifiant g(0) = 1 et g est évidemment une fonction test (au sens
de la Définition 9.2.1) de niveau ¢ pour tout réel positif c.

On définit alors, pour A € R+, la fonction d’Odlyzko de paramétre A :

9(z/A)

Ce choix vient du résultat suivant, connu d’Odlyzko et de Poitou ([Poi77]).

Lemme 9.3.3. Soit h : R — R une fonction paire, sommable et de carré
sommable. On suppose que h est une fonction test de niveau c. Sa transformée
de Fourier h > 0 est bien définie et a valeurs réelles sur R. Supposons h > 0
sur R et considérons la fonction F : R — R définie par

h(z)

Alors F est une fonction test de niveau ¢ et ®-positive.

Démonstration. Le fait que F soit une fonction test de niveau c est immédiat &
partir de la régularité et de la minoration de la fonction cosinus hyperbolique sur
R. Nous renvoyons & ([CL19] IX. Lemme 3.15) pour le reste de la démonstration.

O

En remarquant que la transformée de Fourier de la fonction g est 2u? qui
est positive sur R car u est réelle, paire et sommable, on obtient que F) est
®-positive. Par ailleurs, elle est évidemment positive et on remarque également
que F»(0) = 1.

9.3.3 Une spectaculaire illustration

Nous reprenons ici la discussion « Cas n = 2 ou w < 10 » du § 1X.3.18
de [CL19] qui nous parait particuliérement significative de la précision de la
formule explicite.

La fonction F) est & support compact, plus exactement est nulle en dehors
de [—A, A]. Ainsi, la série définissant B? dans les notations du Théoréme 9.2.4
est en fait une somme finie; plus exactement n’interviennent que les indices p
et k tels que klogp € [—\, )], soit encore p* < e*. En particulier, si on choisit
A <log?2, alors la somme est vide, si bien que BJP:* est nul.

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, de conduc
teur 1 (cas traité dans [CL19|, remarquer que l'on ne suppose rien sur n) et
appliquons ceci a la paire {1, 7} ou 1 est la représentation triviale. On obtient
alors, pour tout A\ <log2 :

1
B (1, 7) + 5ZFA(LW) = Op, (0)01 1
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Si 'on cherche d’autres représentations que la représentation triviale, le
terme de droite est nul. De plus, par le Lemme 9.3.3, la quantité ZF>(1,7)
est réelle positive. Enfin, BE2 (1, 7) = Jp, (Z(7)), si bien que 1’on obtient :

Jp, (Z(70)) <0

A w fixé, la fonction A + Jg, (I,,) est croissante (revenir & la définition, en
remarquant que F) < Fy si A < X), on tirera donc le meilleur parti de cette
inégalité en choisissant A\ = log 2.

C’est ce qu’on fait en calculant les valeurs pour les représentations irréduc-
tibles de Wy triviales sur Rs g que 'on distingue selon leur parité : les I, avec
w > 0 impair d’un c6té, les I, avec w > 0 pair ainsi que 1 et ec/r de l'autre.

14 H 2! ‘ I3 Is ‘ I ‘ Iy ‘ Iy
JFogo(V) || 0.848 ] 0.611 | 0.408 | 0.230 | 0.074 | -0.065
Table 4 1073 prés pour V « impair »

% H 1 ‘ ec/r ‘ P 14 ‘ I ‘ Ig ‘ Iio ‘ 112
JFiog2(V) || 0.560 | 0.421 | 0.725 | 0.506 | 0.316 | 0.150 | 0.003 | -0.129

Table & 1073 prés pour V « pair »

On voit ainsi qu’en conducteur 1, le plus petit poids motivique qui puisse
apparaitre (et ce, quelle que soit la dimension) pour une représentation non
triviale est 11.

Par le Lemme 6.3.5, on peut voir 7 comme une représentation automorphe
cuspidale algébrique de PGL,. Dans le cas ou n = 2, on sait alors, via les
résultats rappelés au paragraphe 8.1.2 qu’une représentation automorphe cus-
pidale de PGLy de poids {i%} correspond a une forme modulaire parabolique
normalisée pour SLo(Z) de poids modulaire w + 1.

Cela redémontre qu’il n’existe pas de forme modulaire parabolique de poids
modulaire <12 pour SLg(Z). La précision de la formule est d’ailleurs étonnante
puisque 'on sait qu’il existe bien une telle forme en poids modulaire 12. Nous
renvoyons & la discussion [CL19] Chap. IX §3.18 qui montre davantage et déter-
mine entre autres les dimensions des espaces de formes modulaires paraboliques
(pour les poids 12 a 22) a laide de la formule explicite (nous détaillons au
paragraphe 9.6.1 le cas du poids modulaire 14).

En conducteur 2 Nous considérons maintenant une représentation 7 au-
tomorphe cuspidale algébrique de GL,, de conducteur 2 (la encore, sans rien
supposer sur n). La méme discussion que ci-dessus pour la paire {1, 7} ameéne,
pour tout A <log2 :

1 1
BY (1, 7) + 5ZF*(1,7T) = ®p, (0)01,» + 5 log N(1V x 7)

d’ou l'on tire
log 2

Jo, (L () < 25

(9.6)
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Proposition 9.3.4. Il n’existe pas de représentation automorphe cuspidale al-

gébrique de GL,, de conducteur 2, de poids motivique inférieur strictement a
6.

Démonstration. On utilise les tables précédentes et la valeur de log2 ~ 0,693 &
1073 prés. O

9.4 Un résultat de finitude

On se donne a nouveau une représentation 7 automorphe cuspidale algé-
brique de GL,, sur Q, sans rien supposer sur la dimension n, ni sur le conducteur
N(m) de la représentation. Plutdt que de s’intéresser a la paire {1,7} comme
au paragraphe précédent, on peut considérer la (multi-)paire {7, 7}. On obtient
alors :

B?(T(,’/T) +BE (7, 7) + %ZF(’]T, w)=®p(0) + %F(O) log N(7" x 7)

pour toute fonction test F.

Lemme 9.4.1. Soit F une fonction test positive. Alors, quelle que soit 7, on
a Bff(ﬂ', m) > 0.

Démonstration. Notons L(s,m¥ x 7) la partie finie de la fonction A, i.e. le
produit sur tous les p des Ly (s, 7" x 7). Alors le Lemme 2.a de [HR95] énonce
que, pour Re (s) > 1,

L = log p
—3(877('\/ X 7T) = szpk(ﬂ'v X W)F,

p k=1

\

avec . (m" x m) réel positif pour tout p et pour tout k. Cela revient a dire,
dans les notations de la Définition 9.1.1 que, pour tout p et pour tout k, la
quantité ijvi’l a;j(p)* est réelle positive. Si I'on suppose de plus F positive,
alors la quantité

M’ +oco

log(p)
Bf (m,m) =YY Y F(klogp)——a;(p)*
p j=1k=1 b=
est bien réelle (ce qu’on savait déja) positive. O

La combinaison de ce dernier lemme avec le Lemme 9.3.2 nous donne 'es-
sentielle

Proposition 9.4.2. ([Che20], Proposition 4.4)
Soit ™ une représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, sur Q et
soit F une fonction test positive et ®-positive. Alors

B (m,m) < ®(0) + %F(O) log N(7" x ). (9.7)

On sait que la fonction d’Odlyzko vérifie les hypothéses requises (pour tout
parameétre). Ce sera la seule fonction test que nous utiliserons en pratique.
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9.4.1 Cas du conducteur 1

Dans le cas ou 'on suppose de plus que 7 est de conducteur 1, le deuxiéme
terme du membre de droite de (9.7) est nul et on retombe sur le travail de
Chenevier et Lannes [CL19|. En particulier, les Lemmes 1X.3.34 et 1X.3.36 op.
cit. nous disent que BE | vue comme forme Z-bilinéaire symétrique sur K, est
définie positive pour un bon choix de F sur les sous-Z-modules K2! et K22
respectivement. On a donc une équation du type ¢(V) < C ou ¢ est une forme
quadratique définie positive sur un Z-module libre de type fini et C' est une
constante. Il y a donc un nombre fini de V' qui conviennent, et on se restreint en
fait & ceux qui ont des coeflicients positifs (i.e. effectifs au sens de la Définition
6.2.8).

Or, un résultat célébre de Harish-Chandra dans [HC68] démontre qu’'a V
(effectif) et & conducteur N fixés, il n’existe qu’un nombre fini de 7 automorphes
discrétes de conducteur N telles que £ (7o) ~ V.

La combinaison de ces deux finitudes nous donne donc le

Théoréme 9.4.3. ([CL19], Théoréme F)
Il existe un nombre fini (a torsion prés) de représentations automorphes

cuspidales algébriques de GL,, sur Q de conducteur 1 et de poids motivique
< 22.

Ce théoréme est en fait donné op. cit. avec une liste explicite desdites re-
présentations. Il est généralisé au poids motivique 23 (Theorem A) et méme
24 (Theorem B) sous I'hypothése de Riemann généralisée dans [Che20] en ce
qui concerne la finitude, la liste explicite des représentations se trouvant, sous
certaines hypothéses supplémentaires, dans [CT20] (Theorems 3, 4 and 5).

9.4.2 Cas d’un conducteur quelconque

Dans le cas d’un conducteur quelconque, il faut pouvoir contréler la quantité
N(m¥ x 7) en fonction du conducteur N(7) de , représentation automorphe
cuspidale de GL,,. On a, par définition :

N(W\/ « 77) _ Hpap(ﬂ';,/xm,).
p

Or, 'inégalité d’Henniart (5.4) nous donne, pour tout p,
ap(my x mp) < (2n — )ay(my)

puisqu’on a a,(m,) = a,(7,), comme rappelé a la Définition 5.4.1. On a finale-
ment :

logN(m¥ x 7) = Zap(ﬂ';)/ x 7p) logp
P

< Z(Qn —1)ay(m,) logp
< (2n —1)log N(m).
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Si I’on raisonne a conducteur N fixé, 'inégalité (9.7) devient :

BEL (m,7m) < ®p(0) + %F(O)(Zn —1)log N.

Le n est celui du GL,, dont 7 est une représentation automorphe. On re-
marque que c’est aussi la dimension de la représentation semi-simple (7, ) de
WDg, donnée par la correspondance de Langlands locale a chaque place v de
Q.

En particulier, puisqu’on s’intéresse a des représentations algébriques, la
représentation de Wy associée est un élément de K, et 'application qui a un
élément de K, associe sa dimension est linéaire. Nous avons donc une équation
du type ¢(V) < C + L(V) ou ¢q (resp. L) est une forme quadratique (resp.
linéaire) sur le Z-module libre K, et C est une constante. Si I’on se restreint
a un sous-Z-module de rang fini sur lequel la forme quadratique est définie
positive, alors on n’a encore qu’un nombre fini de V' qui conviennent (une forme
quadratique définie positive croit plus vite que n’importe quelle forme linéaire).
Via le méme résultat de Harish-Chandra, on obtient ainsi le Théoréme A de
[Che20].

9.4.3 Cas du conducteur 2

Dans le cas qui nous intéresse principalement, celui du conducteur 2, on
sait qu’on n’a affaire qu’a un seul type de ramification (c’est le Lemme 6.3.4),
on peut donc calculer les conducteurs de paires explicitement. Cela ne change
évidemment rien & I’énoncé théorique de finitude, mais pour les calculs pratiques
que nous ferons, toute amélioration est bonne & prendre.

Au-dela du seul conducteur N(mV X 7) ol 7 est une représentation auto-
morphe algébrique cuspidale de conducteur 2, nous considérons toutes les paires
faisant intervenir des représentations automorphes cuspidales du groupe linéaire
de conducteur 1 ou 2. On raisonne alors sur ’exposant d’Artin de la composante
locale en 2 de chacune de ces représentations.

Proposition 9.4.4. Soient 7 et n' deux représentations automorphes de GLy,
et GL,,» respectivement, de conducteur 1.

Soient w et w’ deux représentations automorphes de GL,, et GL,/ respecti-
vement, de conducteur 2.

Alors :

— ag(mx7')=0;

— as(m X w)=m;

— a(wxw)=n+n—2.

Démonstration. On note bien stir ag(m x ©') pour as(ma X 7h) et caetera similia.

Nous avons le résultat bien connu as (7 x 7’) = 0, dont on remarque d’ailleurs
que c’est la borne donnée par l'inégalité d’Henniart.

On sait que wy est de type (I) au sens de la Proposition-Définition 6.3.3
(avec un léger abus, stricto sensu c’est w qui est de type (I)). Il suffit donc
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de considérer £ (ws) restreint au sous-groupe {1} x SU(2) du groupe de Weil-
Deligne de Q3. On a alors :

(Z(m2) @ Z(w2))sue) =ml1 @ ((n—2)1 & Us)
=m(n —2)1 ®mU,
dont exposant d’Artin est égal a m(n—2)(1—1)+m(2—1) = m (c’est la formule

(5.2) et ladditivité de 'exposant d’Artin). Cela donne donc az (7 X w) = m, qui
est 1a encore la borne donnée par 'inégalité d’Henniart.

Pour le troisiéme cas, considérons de méme

(L(w2) ® L(@h))sue) = (n =21 @ T) ® (0 —2)1 @ Uy)
=(n—=2)(n"-2)1&(n+n —4)Us ® (U ® Us)
=n—-2)(n"-2)1®(n+n —4)Us & (1 & Us)

=[n—-2)n"=2)+1]1® (n+n" —4)Us & Us

dont I'exposant d’Artin est égal & (n+n' —4)(2-1)+B3—-1) =n+n' —2.
Cela donne donc as(w x @w’') =n+n' — 2, 1a ou la borne donnée par I'inégalité
d’Henniart est n +n’ — 1. O

On obtient donc la précision suivante du Theorem A de [Che20] (voir aussi
la Proposition 9.4.2).

Corollaire 9.4.5. Soit w un entier inférieur a 23. Alors il n’existe qu’un nombre
fini de V € K, tels que V ~ w4, ot 7 est une représentation automorphe cuspi-
dale algébrique de GL,, de conducteur 2 et de poids motivique w. En particulier,
n=dimV etV € KZ%. De tels V vérifient :

BE(V,V) < ®p(0) + F(0)(dim(V) — 1) log 2,
pour toute fonction test F positive et ®-positive.

Démonstration. Par le Lemme 6.2.9, de tels V' appartiennent plus précisément
a KZ¥ et sont effectifs. La finitude vient alors du fait que, pour un bon choix
de F (on renvoie a [Che20]), BL est définie positive sur le réseau K<*. On
impose ici de plus que la composante en I,, soit non nulle (puisque 7 est de
poids motivique exactement w), ce qui ne fait que renforcer la finitude. Cette
derniére une fois établie, I'inégalité vaut alors pour toute fonction test positive
et ®-positive. O

9.5 Raffinements

A partir de maintenant, on se restreint aux représentations automorphes
cuspidales algébriques de GL,, de conducteur 1 ou 2. Cela nous permet d’alléger
les notations, quoique la discussion vaille de fagon beaucoup plus générale. Le
cas du conducteur p de type (I) se traite rigoureusement de la méme maniére

(cf. §10.6).
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Définition 9.5.1. Soit n un entier naturel strictement positif. On désigne par
I}, (GLy) (resp. 113, (GLy)) lensemble des représentations automorphes cus-
pidales algébriques de GL,, et de conducteur 1 (resp. 2). On pose alors

glg H Halg
n>1
avec 1 € {1,2} et Il = H;lg HHZlg
On fixe une fonction test F'. La formule explicite s’écrit alors, pour un couple
(m,7") € Mag X Mg -
log 2
2

1
B?(ﬂ,ﬂ') + BE (7, 7') + §ZF(7T,7TI) =®p(0)dr . + F(0)ag(m" x 7).
On peut étendre chacune des cing fonctions de Il,j, % Il dans R envoyant
respectivement (7, 7') sur BY (m, '), BL (m,7'), ZF (w0, 7'), 6 v a2 (mY x 7') en
une application bilinéaire symétrique sur le groupe libre Z[II,,] et méme sur le
R-espace vectoriel R[II ). On a alors I'égalité entre formes bilinéaires :

log 2

1
Bf +BL + 5ZF =0x(0)5 + F(0)as. (9.8)
On dira enfin qu'un élément de R[II,i,] est effectif sil est & coefficients po-
sitifs.

9.5.1 La partie finie

Le Lemme 9.4.1 nous a montré que, pour 7™ € Il,, et F' fonction test po-
sitive, on avait B? (m,m) > 0. Nous pourrions en déduire aisément que, sous
ces mémes hypothéses, la forme bilinéaire symétrique B? définie sur R[IT,j,] est
positive. Puisque nous considérons des cas particuliers (représentations locales
non ramifiées ou ramifiées de type (I) au sens de la Proposition-Définition 6.3.3),
il est intéressant d’étudier en détail cette forme bilinéaire et ainsi de raffiner la
positivité.

On se donne donc une fonction test positive F' et on omet dans la suite de
ce paragraphe l'exposant F. La premiére chose & remarquer est que ’on peut
décomposer By selon chaque nombre premier p. On pose, avec les notations du
paragraphe 9.2.2, pour un nombre premier p, et pour deux représentations 7 et
' de Il :

M’ +oco ( )
=3 Flklogn)” o Re (050)"), (9.9)
Jj=1k=1

ce qui définit immédiatement B, comme une forme bilinéaire symétrique sur
R[ITaig]. On a alors By = > B, en tant que forme bilinéaire symétrique.

Remarque : Si F est de support compact, alors la quantité B, (7, ') est nulle
pour tout p suffisamment grand.

167



Proposition 9.5.2. (|CL19]|, Corollaire 3.11)
Soit F' une fonction test positive. Alors, a toute place finie p # 2, B, est une
forme bilinéaire symétrique positive sur R[IL ).

Démonstration. Soit m € R[IL,g]. Alors 7 s’écrit sous la forme 22:1 A\ T; avec
Ai € R et m; € Iy, En dernier lieu, il faut donc calculer B, (m;, 7;), pour tous
iaj € {13 7T}‘

Cette derniére quantité ne dépend que des représentations locales ; , et
Tjp, Don ramifiées par hypothése. La correspondance de Langlands associe
donc Z(m; ) = @P,-; Xa somme de caractéres non ramifiés de Q. De méme,
L(mjp) =@, ¥p. On a donc, selon les calculs effectués au §6.4.1 :

1 1
Ly(s,m) x ;) = — = — ;
' agl bUl L= xa(@)¥p(p)p=  det(1l —pscy(m) @ cp(m)))
en utilisant de nouveau le fait que 7; est unitaire a toute place et avec la notation
¢p de (6.8).
Alors

n; MNj 4oo

o(mim) =Y Flklogp) Oi(p)Reocm’“wb(p)’“)

a=1b=1 k=1
S log(p)
=" Flklogp) =52 Re [tr(e, (m)P)tr(ey(m)")]

puisque ¢, (7;) est la classe de conjugaison semi-simple dans GL,,,(C) de l'éle-
ment diag(x1(p), -, Xn: (P)), et de méme pour c,(7;).

On a donc :

7T) = Z )\i)\ij(m,ﬂj)

Z Aidj ZF klogp) Oiép) e [Wtr(cp(wj)k)]

-3 Flklogn) 2P Re Y [N tley(m))]
k=1

k
2

p 3,j=1
2

+00 r
=Y F(kl ) os(p) > Aitr(ep(mi))
k=1 i=1

quantité qui est bien positive sous I’hypothése que F' lest. O

Cette proposition nous montre que, dans le cadre du conducteur 1 étudié
dans [CL19| et dans [CT20], la forme bilinéaire symétrique By est positive sur
R[H;lg] Nous voulons ici considérer également les représentations de conducteur

2, il nous faut donc étudier en détail ce qu’il se passe a la place 2.
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Définition 9.5.3. Soient w et @’ deux représentations automorphes de GL,, et
GL,,. respectivement, de conducteur 1.

Soient w et w' deux représentations automorphes de GL,, et GL,/ respecti-
vement, de conducteur 2.

On sait que wy et wh sont de type (I) donc on peut écrire :

L(wa) =m @ &2 ® (Y @ Us),
L(wy) =) & By @ (' @),
avec tous les caractéres intervenant non ramifiés.
On définit alors lapplication B¢ par :
BSe(mr, ') =0,
BS (7, ) = Bcalc(w ) =0,

=}
o
—

[N}
~—

B$M(w, ') ZF klog? Re (1(2)F' (2)).

N

2

Cette application est symétrique et s’étend en une forme bilinéaire symétrique
sur R[]

Il faut remarquer que la quantité BS!® est liée aux caractéres non ramifiés
et 1)’ que l'on peut également lire sur le facteur epsilon (¢f. (6.11) et Proposition
6.4.2).

Lemme 9.5.4. Soit F' une fonction test positive. Alors, la forme bilinéaire
symétrique B est positive sur R[[g].

Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 9.5.2, on se donne
™= > Nimi + Y pjw; ot pour tout i, A; € R, m; € TI};, et pour tout j, u; €
R, w; € Halg

On peut développer linéairement BSA¢(7, 7) et, par définition seuls les termes
qui font intervenir deux représentations de conducteur 2 sont non nuls. On a
alors, en reprenant les notations de la Définition 9.5.3 :

B§¢ (r, ) ZNJNJ’Bz (), @j1)

O
oQ
~—

[\

)

Re (v;(2)F 4 (2)")

—ZNJNJ ZFklng 9

[N

3 F(102) 2D Re S 5@y ()

22 —
3
2
og(2)
_ZF 2& Z“jwj(Z)k )
ol
quantité qui est bien positive sous I’hypothése que F' lest. O
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Proposition 9.5.5. Soit F' une fonction test positive. On peut décomposer la
forme bilinéaire symétrique By définie sur R[Il,,] en somme de deux formes
bilinéaires symétriques positives BR3¢ et B  on BSAC est donnée par la
Définition 9.5.5.

Démonstration. Les formes bilinéaires symétriques By et B ont été définies en
(9.9) et Définition 9.5.3 respectivement. La forme bilinéaire symétrique Bjo» calc
est donc entiérement déterminée par leur différence. Il reste a voir qu’elle est
positive.

Considérons d’abord ses valeurs sur la base naturelle de R[IL]. Soient 7
et ' deux représentations automorphes de GL,, et GL,,  respectivement, de
conducteur 1. Soient w et w’ deux représentations automorphes de GL,, et
GL,, respectivement, de conducteur 2.

On a Byoneale(r 7') = By (7, ') car BS¢ est nulle sur ce couple. De plus, 7
et 7' sont non ramifiées en 2, et tout se déroule alors comme dans la Proposition
9.5.2.

On a BEoncale(r o) = By(m, @) car BSA est nulle sur ce couple. Néanmoins,
puisque w est ramifiée en 2, les calculs de la Proposition 9.5.2 ne s’appliquent
pas. On sait que l'on peut écrire :

f(ﬂg):XI@"'@qu
L(wa)=m D D Np2® (Y @ Us),

avec tous les caractéres intervenant non ramifiés.
On a alors, selon la Proposition 6.4.1 :

y B m n—2 1 1
Lo(s,m" x w) = H (H ) - a@)(2)2 i

am1 o1 = Xa(2)m(2)275
1
- det(1 — 27 3¢3(7) @ do(w))’

ot 'on rappelle que, par analogie avec co(7) qui désigne la classe de conjugaison
semi-simple dans GL,,(C) de diag(x1(2),- - , xm(2)), on note ds(w) la classe de
conjugaison semi-simple dans GL,_1(C) de diag(n:(2),-- ,7n_2(2), ¥(2)272)
(cf. (6.8)).

On peut donc écrire

m oo

log(2)
Bgoncalc(ﬂ_ w ZZF klog? O§E <Z Xa +Xa< )k2_k/2w(2>k>
k=1 :

1

)
Il

+
3

= F(klog 2)10‘;%1% [tr(CQ(W)k)tr(dz(w)k)} .

=
—

Enfin, il nous faut déterminer B5°"<?!¢(xw, ') = By(w, w’) — B (w, @’).
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Le second terme est donné par la Définition 9.5.3. On a :

L(@)=mo SN2 ® (Y Us),
L(@y) =0, © - DNy @ (P @ Ua),
puis, selon la Proposition 6.4.1

1 1
det(1 — 273da(w) @ do(@’)) 1 — P(2)9'(2)2~*

LQ(WQ X w;) =
d’ot 'on tire

+oo 1
= Z F(klog 2)
k=1

_ Bgoncalc(w, w/) + Bgalc(w, w/)

/—\

2)

Re [tr{da(@)F)tr(da(=)) + (B 2)¥'(2))"]

m\r

avec

059) e [tr(da(w)F)tr(de(w)")] -

Bjencale( Z F(klog2)

Ainsi, nous avons déterminé B5°" !¢ sur la base naturelle de R[I1,4], il nous
reste & voir qu’elle est positive comme forme bilinéaire symétrique. On se donne
donc, comme dans la preuve du Lemme 9.5.4, 7 = >~ \;m;+) . p10; ot pour tout
ie{l,---rh,\; eR,m € H;lg et pour tout j € {1,---s},u; € R,w,; € Hilg. On
trouve alors :

2

400 s
10 2)
Benerle(r, ) = 3 F(klog 2 8(2) § :)\ tr(ca(m)®) + Y pitr(da(w))")|
k=1

k
23 P

qui est bien une quantité positive, sous I’hypothése que F est.
Ainsi By, somme de deux formes bilinéaires symétriques positives, est posi-
tive. O

Nous avons finalement montré en détail la
Proposition 9.5.6. Soit F' une fonction test positive. La forme bilinéaire sy-

métrique By est positive sur R[II,g].

9.5.2 La multiplicité de Taibi

Définition 9.5.7. Soit V' un élément effectif de Ko,. On note my(V) (resp.
my(V')) le nombre de représentations w dans I} (T@Sp dans Halg) vérifiant
L (m) =~ V. Le résultat de Harish-Chandra de]a cité nous dit que my (V) et
my (V') sont finis.
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Nous allons voir une version quantitative de ce résultat

Fixons une fonction test F' positive et ®-positive (comme la fonction d’Odlyz-
ko). On suppose de plus que F(0) # 0 et donc, sans nuire a la généralité, que
F(0) = 1 (ce qui est le cas de la fonction d’Odlyzko). Nous omettons dans la
suite de ce paragraphe les exposants et indices F'.

Théoréme 9.5.8. Multiplicité de Taibi (Généralisation de [CL19] IX. Corol-
laire 3.13)
Soit V' un élément effectif de K. Alors :

1. m;(V)Boo(V, V) < ®(0) ;
2. m(V)(Boo(V, V) —log2(dim V — 1)) < ®(0) ;
3. Simi(V)+ma(V) >0,

(my (V) +ma(V))BL(V, V) < ®p(0)

+ (log 2)ma (V) (dimV _ (V) )

m1 (V) +my(V)

Démonstration. Supposons disposer de r représentations distinctes 7q,--- , 7,
de H;lg et de s représentations distinctes @y, - - - , @, de Hilg telles que 2 (7 o0 ) =

Z(wj o) >~ V pour tous ¢,j. En particulier, ce sont des représentations auto-
morphes de GL,, sur Q pour n = dim V. On considére I’élément 7 = w1 + - - - +
T+ wi + -+ ws de R[ITag).

La formule explicite nous donne :

B (1, ) + Boo (1, 7) + %Z(w, ) = & p(0)3(m, ) + 222 0 (. 7).

Examinons chacun des termes de cette égalité.

— La Proposition 9.5.6 nous dit que la quantité By (m, 7) est positive.

— La quantité B, (7, 7) ne dépend que de 7o, = VE+9) donc Boy(mr, ) =
(r+5)?Boo(V, V).

— Le Lemme 9.3.2 et le fait que I’élément 7 soit effectif nous indiquent que
la quantité Z(m, 7) est positive.

— Puisque les représentations m; et w; sont supposées deux & deux dis-
tinctes, on a d(m, ) = r + s.

— La Proposition 9.4.4 nous indique que

aQ(TF,’/T) = Zag(m,m/) —+ ZZag(m,wj) + Zag(wj,wj/)
i ij 4.3’
=Y 0+2> n+> (2n-2)
7,3’

i ij
= 2nrs + 52 (2n — 2).

Nous avons donc :

(r 4 5)’Boo (V, V) < (r + 5)®(0) + (log 2)s((r + s)n — s). (9.10)
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L’inégalité 1. s’obtient donc avec s = 0, i.e. en ne considérant que les repré-
sentations de conducteur 1 et en divisant par r (si » > 0;si m(V) =0, il n’y
a rien & montrer) : c’est le Corollaire 1X.3.13 de [CL19].

L’inégalité 2. s’obtient avec r = 0, i.e. en ne considérant que les représenta-
tions de conducteur 2, et en divisant par s (si s > 0; si mo(V) =0, il n’y a rien
a montrer).

L’inégalité 3. s’obtient en divisant (9.10) par r + s. O

Nous avons mentionné au paragraphe 9.4.1 que l'on pouvait trouver une
fonction F telle que la forme bilinéaire symétrique BZ soit définie positive
sur K523 (voir [Che20]). En considérant des éléments effectifs dans ces sous-
Z-modules, on redémontre donc dans le cas du conducteur 1 la finitude de
Harish-Chandra déja mentionnée, dans une version quantitative.

Pour le conducteur 2, il faut trouver une fonction F' telle que la quantité
(BE(V,V) —log2(dim V — 1)) soit strictement positive, nous verrons que c’est
possible en pratique pour les cas étudiés (jusqu'au poids motivique pair 16 et
jusqu’au poids motivique impair 21).

Le corollaire suivant, qui repose sur la simple observation, déja faite, que
L(To) ~ L (7)) nous rendra de grands services. On le rapprochera du Corol-
laire 6.5.4.

Corollaire 9.5.9. 1. Soit V un élément effectif de Ko,. On suppose que
m;(V) < 1. Alors 87l existe m € I, telle que £ (To0) =V (ie. my(V) >
1), m est nécessairement autoduale.

2. Soit € H;lg. On suppose que T n'est pas autoduale. Alors m;(V) > 2 ou
V=2(rx).

9.6 Un élément global

Nous avons, pour deux représentations 7w et ©’ de IL,j,, ’équation fonction-
nelle suivante :

A(s, 7" x ') =e(n¥ x 7 )A(1 — s, 7 x (7))

avec les bonnes normalisations qui font de (7" x 7') une constante. La for-
mule explicite fait, entre autres, intervenir les zéros de la fonction méromorphe
A(, Y x 7).

Les résultats de Jacquet et Shalika mentionnés au paragraphe 9.2.2 nous
indiquent que tous les zéros de A(s,m¥ X 7') sont situés dans la bande 0 <
Re (s) < 1. L’hypothése de Riemann généralisée (GRH) conjecture qu'’ils sont
en fait tous sur la droite critique Re (s) = 1. Nous ne faisons pas ici cette
hypothése mais renvoyons a [Che20] pour voir comment elle permet de choisir
une « meilleure » fonction test et d’obtenir des résultats plus forts que ceux que
nous avons avec la fonction d’Odlyzko.

Il est néanmoins un zéro que ’équation fonctionnelle peut nous donner : si

les représentations 7 et m’ sont autoduales, alors les fonctions A sont les mémes
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dans chaque membre de I’équation et donc e(m x #n') € {£1}. Si 'on suppose
1

que ce facteur epsilon est égal & —1, alors la fonction A s’annule en s = 3.
Proposition-Définition 9.6.1. Soient 7 et ©’ deux représentations de Ilag.
On pose et (m,m') =1 si w et ' sont autoduales et si e(m x ©') = —1 (ce qui
implique que T et 7 soient de nature différente selon lalternative symplectique-
orthogonale, cf. Théoréme 6.5.1). Dans le cas contraire, on pose e*(m,7') = 0.

Soit F' une fonction test ®-positive. On pose :

- 1
ZF(ﬂ-7 7T'/) = ZF(ﬂ-7 7T'/) - (I)F(i)eL (71', 77/)'

Les quantités e® et ZF s’étendent immédiatement en des formes bilinéaires
symétriques sur R[Il ). Elles sont toutes les deux positives sur les éléments

effectifs.

Démonstration. La discussion précédente nous indique que, si e—(w,7’) = 1,
alors on a un zéro en s = 1 et ZF(m,7') = ®p(3) + Z¥ (m, ") ou le deuxiéme
terme correspond a la somme sur les autres zéros (qui peuvent encore contenir
s = % si c’est un zéro d’ordre multiple). La forme bilinéaire symétrique e
est immédiatement positive (pas seulement sur les éléments effectifs d’ailleurs).
Quant a la forme bilinéaire symétrique ZF ., elle est bien positive sur les éléments

effectifs sous ’hypothése de ®-positivité de F', comme pour le Lemme 9.3.2. [

- (

9.6.1 Un exemple en conducteur 1

Nous avons vu au paragraphe 9.3.3 I’étonnante précision de la formule expli-
cite qui permet, en conducteur 1, de (re)démontrer qu’il n’existe pas de forme
modulaire pour le groupe SLy(Z) de poids modulaire <12. On sait classique-
ment qu’il en existe bien une pour le poids modulaire 12, et pour tous les poids
modulaires pairs supérieurs, a I’exception notable du poids modulaire 14. Nous
suivons ici encore la discussion « Cas n = 2 ou w < 10 » du § IX.3.18 de [CL19].

Supposons disposer d’une telle forme, il lui correspond alors une représenta-
tion automorphe cuspidale algébrique 7 de GLq, telle que £ (7)) = I13, de ca-
ractére central trivial. Cette représentation est alors nécessairement autoduale 2
par le Corollaire 6.3.6.

On peut donc calculer e(1 X 7) = 0o (7) = €0o(l13) = i** = —1. Comme 7
et 1 sont autoduales, on a e (1,7) = 1 et la fonction A(s,1 x ) admet un zéro
en s = % Comme au paragraphe 9.3.3, en considérant Fi.e 2, on fait disparaitre
la quantité BJIf , on obtient alors :

14

1
B2 (1,m) + 52 (1,7) = @, (0)01, = 0,

).

< 1 pour le

N[

ce qui, puisque ZF> (1, 7) > @F(%), impose finalement J¥'(I;3) < _%(I)F)\(
)

2. Le calcul de la multiplicité selon le Théoréme 9.5.8 nous donne mj (113
choix de F' = F1, ce qui donne un autre argument avec le Corollaire 9.5.9.
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Or J¥(I13) ~ —0,189 &4 1073 prés et 1®p, (3) ~ 0.279 & 1072 preés, ce qui
nous fournit une contradiction.

Du point de vue de la formule explicite, il n’y a donc « pas de place » pour
un zéro en % en poids motivique 13, ce qui interdit donc I'existence d’une forme
modulaire pour SLy(Z) de poids modulaire 14.

Nous verrons ce phénoméne de contrainte sur les zéros se produire également
en conducteur 2 et, sur ’ensemble des représentations déterminées, par la rareté
générale des représentations de signe epsilon global non trivial (voir les Tables
en Annexe A).

9.7 Meéthode géométrique

9.7.1 Quantités calculables

La formule explicite dans sa version (9.8) est une égalité entre formes bili-
néaires certes explicites, mais sous réserve de connaitre certaines informations
sur les représentations de Il,j,.

En pratique, nous utiliserons comme fonction test la fonction d’Odlyzko de
paramétre A, Fy, qui a les propriétés de positivité requises et pour laquelle
tout est réellement explicite (aussi bien ses valeurs que les valeurs de ®p,, cf.
néanmoins [CL19] §IX.3.16 et [CT20] Remark 2.10 pour la question délicate
de justification inconditionnelle des calculs). On a dans ce cas Fy(0) = 1 et,
pour alléger les notations, on ne fera plus apparaitre les exposants et indices
indiquant la dépendance en la fonction test. On a donc :

1- 1.1 log 2
Bf+Ba + -7+ ~®(=
7+ Boo + 524505 2

On peut alors considérer les formes bilinéaires symétriques :

Jet = ®(0)6 +

ag.

log 2
C° = 3(0)8 + 28, — Bu;
log 2 1.1
C=2(0) + ="y — Boo - 32(5)ets
log 2 1 1
C® = (I)(O)(S + o8 as — By — 5@(i)eJ- _ Bgalc.

Ces formes correspondent a la partie calculable de la formule explicite, la
quantité C généralise celle introduite sous le méme nom dans le Corollaire
IX.3.11 de [CL19]. On remarque que le calcul de C° nécessite seulement de
connaitre les conducteurs et les composantes archimédiennes des différentes re-
présentations, tandis que le calcul de C et de C® requiert de connaitre leur
caractére autodual et le facteur epsilon en 2.

Proposition 9.7.1. Soit F' une fonction test positive et ®-positive (telle que
F(0) =1). Les formes bilinéaires symétriques C°, C et C° sont positives sur les
éléments effectifs de R[]
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que C° = By + %Z et C=DBy+ %Z Or
nous avons vu a la Proposition 9.5.6 et au Lemme 9.3.2 (resp. au paragraphe
9.6) que ce sont des formes positives sur les éléments effectifs.
Quant & C%, elle est égale a
ZBP + Bgon calc + Z
p>2

N =

qui est une somme de formes positives sur les éléments effectifs (¢f. § 9.5.1). O

Cette proposition va nous permettre de déployer la stratégie suivante pour
interdire I'existence de certaines représentations.

Stratégie Considérons donc n représentations (putatives ou avérées) 7y, -« - ,
7y, de conducteurs (1 ou 2) et de composantes archimédiennes algébriques m;
fixés. Alors, la Proposition 9.7.1 affirme que, si ces n représentations existent
simultanément, C°(>_ t;m;, Y t;m;) > 0, pour tout t = (¢1,--- ,t,) € (R>0)". Et
de méme pour C et C®, si 'on fixe également le caractére autodual ainsi que le
facteur epsilon en 2 de chaque ;.

Pour interdire 'existence simultanée des m;, il suffit donc de trouver un
t= (tl, s ,tn) S (Rzo)n tels que C*(Z tz‘ﬂ'i,ztiﬂi) <0.0Ona:

c<C<ee,

c’est donc avec C°® que l'on trouvera le plus souvent des valeurs strictement
négatives. L’intérét de C° est qu’elle nécessite moins d’informations, mais on
peut alors s’interroger sur la pertinence de C qui demande a priori autant
d’informations que C® pour des résultats « moins négatifs ».

Le lemme suivant précise les choses dans la seule situation que nous utilisons,
a savoir celle de n — 1 représentations avérées et d’une représentation putative.

Lemme 9.7.2. Soient ma,--- , 7, n — 1 représentations de 1L,y connues. Soit
T = w1 une représentation putative de conducteur et de composante archimé-
dienne algébrique T, fizés. On précise alors pour le calcul de C que 7 est
non autoduale et de facteur epsilon en 2 égal a 1. On suppose que l’on trouve
t= (tl, cee ,tn) tel que C(Z timi, ZtﬂTl) < 0.

Cela interdit alors ’existence d’une telle w et, plus généralement, de toute
représentation de mémes conducteur et composante archimédienne, indépendam-
ment de son caractére autodual et de son facteur epsilon en 2.

Démonstration. Puisque 'on suppose dans un premier temps que 7 est non
autoduale, la quantité e’ (7, -) est identiquement nulle, et ce quelle que soit
la valeur du facteur epsilon en 2. On interdit donc bien l'existence de toute
telle représentation non autoduale, indépendamment de la valeur de son facteur
epsilon en 2.
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Si on considére désormais que 7 est autoduale, alors pour certaines valeurs 3

du facteur epsilon en 2, et pour certains indices? 4, on aura éventuellement
et (m,m;) = 1 et donc le nouveau calcul de C est « plus négatif », maintenant la
contradiction. O

On comprend alors que la quantité C nous permet de profiter de plus d’in-
formation sur les représentations connues, tout en se restreignant a ne connaitre
pas davantage que le conducteur et la composante archimédienne de la représen-
tation putative (comme pour C°). Cela repose in fine sur le fait que la quantité
%‘I)( %)el est positive sur les éléments effectifs. Il n’en est pas de méme de B,
on ne peut donc pas en faire autant avec C®.

9.7.2 La question de la multiplicité

Soit V' un élément effectif de K. On sait par les travaux de Harish-Chandra
et, de fagon quantitative, par le Théoréme 9.5.8, que le nombre de représenta-
tions de conducteur 1 ou 2 et de composante archimédienne isomorphe a V', est
fini. Il faut maintenant chercher & exploiter cette information du point de vue
des quantités calculables C*. L’objectif est de rendre ces quantités strictement
négatives, pour aboutir & une contradiction avec la Proposition 9.7.1. Tout ce
qui contribue a les diminuer est donc bon a prendre.

Fixons donc notre élément effectif V' de K, et un conducteur N (€ {1,2}).
On peut s’interroger, avec C°, sur l’existence d’une représentation m de conduc-
teur N et telle que £ (7o) = V. On peut en fait s’interroger sur 1’existence de
plusieurs telles représentations. De méme que la discussion du paragraphe 9.7.1
consistait & voir comment interdire 'existence d’au moins une telle représenta-
tion, on peut, un entier naturel r étant fixé, voir comment interdire I’existence
d’au moins r telles représentations (non isomorphes).

Soient donc wn, - - - , @, ces r putatives représentations et considérons

w4+,

r

élément de R[IL,,]. Alors, pour 7’ représentation connue, on a :

log 2
Co(m,7") = ®(0)d(m, ") + og ag(m, ') — Boo(m, ')
1 log 2
== <O +r § ag(wy, ) — rBoo(wl,W’)>
= C°(wy, '),
3. En réalité au plus une car, si m est de conducteur 1, on a ea(m) = 1 et, si 7 est de

conducteur 2, 'autodualité impose e2(m) € {+1}.

4. En pratique au plus un car, d’aprés la Proposition 6.5.5, cela ne peut se produire que
si 7 et m; sont de nature (symplectique ou orthogonale) différente ; la seule représentation
orthogonale que nous aurons & considérer est la représentation triviale.
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puisque la calcul de as ne dépend que de la dimension et du conducteur, et que
celui de B4, ne dépend que de la composante archimédienne, qui sont les mémes
pour toutes les w;. Par ailleurs :

0o (m, ) = B(0)5(m, ) + B2 a5 (1, 7) — Buo (, )

1 log 2
— (7"(1)(0) + 72 o ag(wy,@1) — r*Bao(V, V))

,,n2
1 log 2
= ~3(0)+ § a(w1, 1) — Boo (w1, @1).

On a donc C°(mr,:) < C°(wy,-) sur les éléments effectifs et donc plus de
chances d’obtenir une contradiction avec r représentations qu’avec une seule.
Le Lemme 9.7.2 s’applique d’ailleurs mutatis mutandis, si bien que la technique
s’applique encore avec C. Nous pourrons ainsi faire diminuer my (V') au-dela de
la borne donnée par le Théoréme 9.5.8.

Cette stratégie de considérer simultanément plusieurs représentations non
isomorphes ayant les mémes caractéristiques vaut évidemment également pour
C®, méme si nous 'utiliserons peu en pratique (voir néanmoins la Remarque qui
termine le paragraphe 10.1.4).

9.7.3 Technique utilisée

Notre objectif est donc d’interdire I’existence de certaines représentations en
utilisant I’existence avérée d’autres représentations données. La premiére chose
dont nous devons disposer est donc une liste de représentations connues, ceci
sera détaillé au début du Chapitre 10.

La classe de fonctions test que ’on utilisera est précisée : ce sont les Fy avec
A € &£7ZN[1;12]. (Parfois, les calculs se limiteront a un nombre plus restreint
de paramétres, quand les premiers sondages indiquent qu’il faut chercher la
contradiction & un endroit précis.)

Il faut ensuite une stratégie pour trouver une combinaison linéaire effective
« contredisante ». Cette stratégie est exposée avec beaucoup de clarté au §2.4 de
[CT20] dans le cadre de I’étude des représentations automorphes cuspidales algé-
briques de conducteur 1. Nous en disons quelques mots rapides avant d’exposer
les différences auxquelles nous devons préter attention.

Par homogénéité, on peut supposer que ce vecteur « contredisant » est dans
I'intersection de la sphére unité et du pan d’espace positif. On découpe alors
ce pan de sphére en « faces » de dimension plus petite et on est alors ramené
a évaluer le minimum d’une forme quadratique sur chacune de ces faces. On
construit la matrice de Gram associée a 1'une des formes C°, C ou C® et on se
rameéne alors & déterminer la plus petite valeur propre d’une matrice symétrique
réelle associée o un vecteur propre effectif (i.e. a coefficients tous positifs ou
nuls). Si celle-ci est strictement négative, on a la contradiction (& la Proposition
9.7.1) voulue.

Les différences notoires avec les calculs de [CT20] sont les suivantes.
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— Nous avons affaire & des représentations de conducteur 1 ou 2, il faut
donc déterminer le conducteur d’une paire N(m; X m3) dans ce cadre-1a,
ce qui est assuré par la Proposition 9.4.4.

— 1l nous faut calculer la quantité BS*(7; x 72) selon la Définition 9.5.3,
quantité non nulle seulement si 7 et m sont de conducteur 2.

— Nous utilisons les représentations de conducteur 1 comme représentations
connues, mais seulement jusqu’au poids motivique 21 (inclus). Elles sont
alors toutes autoduales et la seule représentation non symplectique est
la représentation triviale.

— La Proposition 6.5.3 affirme qu’une représentation autoduale de conduc-
teur 2 est nécessairement symplectique. Ainsi, si 7 est une telle repré-
sentation, la quantité et (7 x 7') est nulle sauf peut-étre pour la repré-
sentation triviale (soit 7’ n’est pas autoduale et il n’y a rien & dire, soit
7’ est autoduale et dans les cas étudiés, la seule non symplectique est

la représentation triviale, voir notes de bas de page 2 et 3 supra). La

détermination de e* (7 x 1), demande alors de connaitre son signe local
en 2, e5(m), en plus de sa composante archimédienne.

Les algorithmes utilisent des routines et certaines fonctions de [CR15] en
PARI-GP, mais ils ont été codés indépendamment de ceux de [CT20]. Il a ainsi
pu étre utile de « tester » nos algorithmes sur les représentations connues de
conducteur 1, dans une optique de vérification. Nous reprenons d’ailleurs & notre
compte la remarque qui clot le § 2.4.4. de [CT20], a savoir qu’il n’est pas néces-
saire de fournir de justification pour nos algorithmes : pour interdire I'existence
d’une représentation, il suffit de trouver une fonction test et une combinaison
linéaire ad hoc ; seule 'exactitude du calcul avec cette fonction test et cette com-
binaison linéaire est alors a discuter. Et elle ne I'est pas en pratique, tant les
résultats obtenus sont loin des erreurs d’arrondi.
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Chapitre 10

Calculs combinant la formule

explicite et les résultats
d’Arthur

Tous les outils sont désormais en place pour démontrer les Théorémes B, C
et E. Nous précisons aussi les étapes qui nous ameénent & formuler la Conjecture
D. Pour alléger les notations, nous écrirons « représentation de GL, » pour
« représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, sur Q ».

On rappelle d’ailleurs que ce sont des représentations centrées donc de carac-
tére central trivial, ce qui impose d’une part une contrainte sur les composantes
archimédiennes (c¢f. §10.2), et permet d’autre part d’utiliser le Corollaire 6.3.6.

Il s’agit ici de détailler notre démarche pour illustrer la fagon dont on aboute
la technique constructive des Chapitres 7 et 8 avec la technique limitative du
Chapitre 9. De méme qu’au Chapitre 9, nous nous limitons dans ce préambule et
jusqu’au §10.5 au cas du conducteur 2. En particulier, une telle représentation, si
elle est autoduale, est automatiquement symplectique (Proposition 6.5.3). Cela
nous permet d’alléger les notations, les modifications a apporter pour le cas du
conducteur p > 2 de type (I) sont alors immédiates (et résumées au §10.6).

Toutes les étapes de notre raisonnement se trouvent dans nos feuilles de
calcul (avec les algorithmes mis en ceuvre). Il nous a paru néanmoins éclairant
d’illustrer les mécanismes en jeu dans ce Chapitre.

Nous nous intéressons donc aux représentations de GL,, de conducteur 2 et,
méme si nos techniques « capturent » également * les représentations de conduc-
teur 1 (puisqu’elles généralisent les techniques de [CR15], [CL19], [CT20] et donc
permettraient de redémontrer leurs résultats), nous les considérons ici comme
des données. Plus précisément, nous utiliserons la liste suivante (exhaustive)

1. L’inégalité du Corollaire 9.4.5 est a fortiori vérifiée pour les composantes archimédiennes
de représentations existantes de conducteur 1. Donc il sera normal de « voir apparaitre » les
composantes archimédiennes des représentations (connues) de conducteur 1.
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de représentations connues de conducteur 1 de poids motivique < 19 ([CL19],
extrait du Théoréme F, dont on reprend les notations) :
— la représentation triviale 1;
— quatre représentations de GLo associées a des formes modulaires para-
boliques pour SL2(Z) notées A1y, A1, A1z, Arg;
— une représentation de GL4 notée Ajg 7.

Pour la Conjecture D, nous utiliserons le « complément » suivant en poids
motivique < 21 (loc. cit.) :
— une représentation de GLy associées a une forme modulaire parabolique
pour SLy(Z) notée Ay ;
— trois représentations de GL4 notées A21,5, AQLQ, A21713.

Par analogie avec ces notations, si w = (wy, - -+ ,w,) est un n-uplet d’entiers
naturels rangés par ordre décroissant et si ¢ € {+, —}, nous noterons Ef, une
représentation de GLg,, de poids {+%,--- ,£%}, de conducteur 2 et de signe

local € en 2. Cela suffira en général a caractériser la seule représentation avec ces

propriétés ; quand ce n’est pas le cas, nous rajouterons des lettres en exposant
- —b

(par exemple Eo % Eopv).

Précisons maintenant la démarche, dans une présentation algorithmique.

Etape 1 Pour chaque poids motivique w, identifier les V € K =% possibles (i.e. cor-
respondants & une représentation de GL,, de poids motivique w exactement
et de conducteur 2). Ils sont en nombre fini par le Corollaire 9.4.5. Les élé-
ments trouvés doivent également vérifier 'inégalité (9.6) pour A = log2.

Etape 2 Pour chaque V dans cette liste, déterminer le nombre maximal de 7 po-
tentielles de conducteur 2 avec 7wy, ~ V avec le Théoréme 9.5.8.

Etape 3 Confronter, par la méthode géométrique du §9.7, V'existence de telles re-
présentations aux représentations déja connues.

Etape 4 Dans le cas ot 'on a affaire a une 7 autoduale réguliére (donc symplectique
par la Proposition 6.5.3), vérifier son existence par sa « trace » dans un
paramétre d’Arthur global selon le Corollaire 7.6.2.

Etape 5 Mettre a jour la liste des représentations connues.

A cause du Lemme 6.2.9, nous traitons les poids motiviques pairs et impairs
séparément dans le cas du conducteur 2 (dans le cas du conducteur p > 2, le
poids motivique impair fait partie des hypothéses du Théoréme E).

10.1 En poids motivique impair < 13

10.1.1 En poids motivique impair <7

Nous savons déja par la Proposition 9.3.4 qu’il n’existe pas de représentation
de GL,, de conducteur 2 et de poids motivique (impair) inférieur ou égal a 5.
Le premier poids impair & considérer est donc 7.
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Etape 1 1l s’agit de considérer les éléments de K =7 de poids motivique exac-
tement 7 qui vérifient 'inégalité du Corollaire 9.4.5.

La forme bilinéaire BE2 est définie positive sur K7 (ott Fo désigne la fonction
d’Odlyzko (9.5) de paramétre A = 2). Le calcul effectif du Corollaire 9.4.5 nous
donne alors une liste réduite & un élément : I7;. L’inégalité doit étre vérifiée
pour toute fonction test positive et ®-positive, on la « teste » pour F) avec

A€ %Z M [1;12] et on conserve notre unique élément potentiel.
log 2
5=

De plus, on a bien Jg,__,(I7) <

Etape 2 On peut alors compter combien (au plus) de représentations de GLq
de conducteur 2 ont I7; comme composante archimédienne. Le Théoréme 9.5.8
2. pour F5 nous donne qu’il y en a au plus une.

Notons 7 cette putative représentation et remarquons qu’elle est nécessaire-
ment autoduale, a la fois par le Corollaire 9.5.9 et par le Corollaire 6.3.6.

Etape 3 Considérons le signe local en 2 de 7. Ce signe vaut +1 par autodualité
et la méthode géométrique avec Fy et la représentation triviale interdit le signe
—1 (qui imposerait un zéro en s = % a la fonction A correspondante pour lequel
il n’y a « pas de place »).

S’il existe une représentation de GL,,, de conducteur 2 et de poids motivique
7, alors n = 2, ladite représentation est autoduale et de signe local en 2 égal a +1.
La méthode géométrique, en utilisant les représentations connues de conducteur
1 (outre la représentation triviale), ne nous fournit pas de contradiction pour la
fonction d’Odlyzko (avec des paramétres variables).

Etape 4 Par le Corollaire 8.1.3 (et son amélioration avec le signe), il y a autant
de représentations automorphes cuspidales autoduales algébriques de GLo de
poids motivique 7 et de signe local en 2 égal & +1 que de formes modulaires
paraboliques normalisées nouvelles pour le groupe I'g(2) de poids modulaire 8
et de signe d’Atkin-Lehner égal & +1. Et il y a bien une telle forme modulaire
parabolique ([LMF20]) et donc une telle représentation de GLs.

Etape 5 Nous ajoutons & la liste des représentations connues la représenta-
tion EJ qui est donc la seule représentation de GL,, (pour n quelconque) de
conducteur 2 et de poids motivique impair < 7.

10.1.2 En poids motivique 9

Tout se passe rigoureusement de la méme fagon.

Etape 1 La forme bilinéaire BE2 est définie positive sur K. Le calcul effectif
du Corollaire 9.4.5 nous donne alors une liste réduite & un élément : Iy et on a
bien JFlog2(Ig) S %.
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Etape 2 Le Théoréme 9.5.8 2. pour Fy nous dit qu’il y en a au plus une
représentation m de GLy de conducteur 2 avec £ (7o) = Iy.

Etape 3 Considérons le signe local en 2 de (qui est autoduale si elle existe) :
le signe +1 est interdit par croisement avec la représentation triviale.

Etape 4 1l existe bien une telle représentation correspondant & une forme mo-
dulaire parabolique normalisée nouvelle pour le groupe I'y(2) de poids modulaire
10 et de signe d’Atkin-Lehner égal a —1.

Etape 5 Nous ajoutons a la liste des représentations connues la représentation
Eg.

10.1.3 En poids motivique 11

Etape 1 La forme bilinéaire BL2? est définie positive sur KS!!. Le calcul effectif
du Corollaire 9.4.5 nous donne alors une liste réduite & un élément : I;; et on a
bien Jp, , (I11) < &2,

On pourrait alors aller directement a ’Etape 4 puisqu’une telle représenta-
tion (si elle existe) est autoduale par le Corollaire 6.3.6, manifestement réguliére.
On conclurait alors par le fait que espace S12(I'o(2))"*" est réduit a {0}. On
peut en fait aboutir & la méme conclusion purement « coté formule explicite ».

Etape 2 On sait que m(/3;) = 1. Le Théoréme 9.5.8 3. avec Fy 5 implique
alors ma(/11) < 1 et donc mo(Z17) = 0.

10.1.4 En poids motivique 13
Etape 1 On trouve quatre éléments potentiels : I13, [13P Iy, I13B 17, [13BI5.

Etape 2 Le Théoréme 9.5.8 2. nous donne mo(l13) < 2et mo(l1301,) <1
pour v € {5;7;9}. Les représentations putatives de GL4 et de conducteur 2
correspondantes doivent étre autoduales.

Etape 3 Pour une telle représentation putative 7 de GLy4, on peut considérer
C5(m, ), en remarquant que la quantité B$MC est la méme? que ey(7) vaille
1 ou —1. Le calcul pour Fs est négatif, contredisant la Proposition 9.7.1. Ces
représentations n’existent pas.

Etape 4 1l existe bien deux représentations de GLy de poids motivique 13
correspondant & chacune des formes modulaires paraboliques normalisées nou-
velles pour le groupe I'g(2) de poids modulaire 14 et de signe d’Atkin-Lehner
égal & +1 (resp. —1).

2. En fait, le calcul donne le méme résultat quel que soit A de module 1, on n’a pas besoin
de I'autodualité, simplement du fait — acquis — que 7 ~ 7.

183



Etape 5 Nous ajoutons a la liste des représentations connues les représenta-
tions Ef; et E;.

Remarque : Nous aurions pu avec la formule explicite et la quantité C° voir
a I’Etape 3 que chacun des signes locaux était autorisé pour les représentations
de GLy de poids motivique 13, mais qu’il ne pouvait y en avoir deux de méme
signe.

10.2 En poids motivique pair < 16

10.2.1 En poids motivique pair < 12

Nous savons déja par la Proposition 9.3.4 qu’il n’existe pas de représentation
de GL,, de conducteur 2 et de poids motivique (pair) inférieur ou égal a 4.

Le premier poids pair & considérer est donc 6. L’Etape 1 avec ce poids moti-
vique ainsi qu’avec les poids 8 et 10 retourne une liste vide. Il n’y a donc aucune
représentation automorphe cuspidale algébrique de GL,, (avec n quelconque) de
conducteur 2 et de poids motivique pair < 10.

Nous en arrivons alors au poids motivique 12.

Etape 1 La forme bilinéaire BE2? est définie positive sur K$'2. Le calcul effectif

du Corollaire 9.4.5 nous donne sur ce réseau un élément potentiel : I12 ® ec/r
log 2
=5

et on a bien Jg,, ,(l12 © ec/r) <
Etape 2 Le Théoréme 9.5.8 2. nous donne my (I ® s@/R) < 1. Or la Propo-
sition 6.5.3 nous dit que la putative représentation de GL3 de conducteur 2 et
de composante archimédienne I3 © ec/r ne peut pas étre autoduale (puisque
n = 3 est impair). D’aprés le Corollaire 6.5.4, on doit donc avoir ma(I12 ® ec/r)
pair et finalement my(I12 @ ec/r) = 0.

Il n’existe donc aucune représentation de GL,, de conducteur 2 et de poids
motivique < 12.

Remarque : On peut s’interroger sur le fait qu’il faille « attendre » le poids
motivique pair 12 pour que 'inégalité du Corollaire 9.4.5 fasse apparaitre les pre-
miers éléments non triviaux de K, (indépendamment de leur réalisation effec-
tive comme composante archimédienne d’une représentation de GL,, de conduc-
teur 2) quand la méme inégalité faisait apparaitre les premiers éléments en poids
motivique impair 7. C’est que, au-dela de la décroissance de w + J¥* (w) pour
la fonction d’Odlyzko (et ce, quel que soit le paramétre A), les éléments de Ko,
doivent étre de déterminant 1 pour bel et bien correspondre a des représenta-

tions de GL,, de caractére central trivial. Or det I, = sfé’le si bien qu’on ne peut

avoir I, (avec w pair) seul. C’est pourquoi il faut atteindre un poids motivique
plus élevé pour faire apparaitre les premiers éléments « pairs ».

184



10.2.2 En poids motivique 14

Etape 1 La forme bilinéaire BE2? est définie positive sur K< Le calcul effectif
du Corollaire 9.4.5 nous donne sur ce réseau 6 ¢léments potentiels : I14 @ ec/r
et I14 ® I, avec v € {2;4;6;8;10}.

L’élément I14 & Io est tout de suite éliminé car il ne vérifie pas 'inégalité
(9.6) pour A = log 2.

Etape 2 Pour 14 ® ec/r, le Corollaire 6.5.4 nous dit que I'on doit avoir
my ([14Dec/r) pair. Or le Théoréme 9.5.8 pour F3 nous donne my(I14®ec/r) < 1
et donc my (14 ® 5C/]R) =0.

Pour les autres éléments, il faut utiliser, outre la Proposition 6.5.3, la Pro-
position 6.5.2, qui affirme que ’on ne peut avoir de représentation autoduale de
GL,4 de conducteur 2 et de composante archimédienne 114 ® I,, avec v # 14. La
encore, le Corollaire 6.5.4 impose ma(I14 @ I,,) pair quand les calculs du Théo-
réme 9.5.8 donnent, avec F3, ma(I14 ® I,,) < 2 pour v € {4;6;8;10}.

Il n’existe donc pas de représentation de GL,, de conducteur 2 et de poids
motivique 14.

10.2.3 En poids motivique 16

Etape 1 On trouve 12 éléments potentiels.

Etape 2 L’argument de multiplicité paire vaut encore, sauf qu’il reste 5 élé-
ments parmi ces 12 ou le Théoréme 9.5.8 ne permet pas de descendre en-dega
de 2. Il n’est donc pas a priori exclu que l'on ait affaire a une représentation
non autoduale et a sa duale. Les 5 éléments récalcitrants sont : I16 Dec/r, l16D
I, avec v € {4;6;8;10}.

Etape 3 On peut, avec la méthode géométrique, faire diminuer my (V) au-dela
de la borne donnée par le Théoréme 9.5.8 (c’est ce qui est discuté au §9.7.2).
Cela nous permet de montrer ® que my(I16® I,) < 2 pour v € {4;6;10} et donc
d’exclure ces éléments.

Pour les deux derniers éléments, il faut développer une technique plus subtile.
Proposition 10.2.1. Soit w une représentation automorphe cuspidale unitaire
de GL,, sur Q de conducteur 2, nonvautodvuale.

Alors on sait minorer B§ (T~ ™) (pour la fonction d’Odlyzko).
Démonstration. On a

Bcalc T+ ™ 7 + T

2 2 2

1
) _ Z (Bgalc(ﬂﬂr) + QBEaIC(ﬂ',ﬂ'V) + BgaIC(,]T\/77TV)) )

3. Pour I'¢lément I16 @ Ig, on utilise le croisement avec les représentations A5 et By 5.
L’existence de cette derniére ne sera prouvée qu’au §10.3.1, indépendamment de toute discus-
sion en poids motivique pair. Le lecteur nous pardonnera cette légére anticipation.
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Soit o = 1B - - BXn—2B(P@Us) le parameétre de Langlands de m2. On a, par
compatibilité de la correspondance de Langlands & la dualité Z((7¥)2) = V.
On peut donc, selon la Définition 9.5.3 déterminer chacun des termes.

BS< (7, 7) ZF klog 2) 0522) Re (¥(2)F(2)F)
_ og(2)
ZF (klog2) s

et le calcul est le méme pour B§¥¢(xV, 7V). Par ailleurs

)

5}
(5]
—

DO

B (r, ¥ ZF k10g2 Re (¥(2)%),

ol

2

et contrairement au cas autodual ou ¢(2) € {£1}, on ne sait rien sur ¢(2) si ce
n’est que c’est un nombre complexe de module 1.

Si F' est la fonction test sous-jacente, on peut alors définir la fonction

@F : U — R
2 Re (D03 Flklog2)'587 %)

ou U désigne I'ensemble des nombres complexes de module 1. On remarque
d’ailleurs que B (m, 1) = Op(1).

Dans le cas ou F' = F) est la fonction d’Odlyzko, la somme est finie et la
fonction O, est continue, en particulier, elle est bornée et atteint ses bornes.
Nous observons pour les paramétres A\ qui nous intéressent (et cela peut sans
doute se démontrer) que O, (2) > O, (—1) pour tout z € U. On a alors :

eale (T T T+ TV Or, (1) + O, (-1)
B 2 72 = 2 '

Dans les cas étudiés, nous observons encore que cette quantité est strictement
positive et on peut alors I'utiliser dans le calcul de C®. O

En pratique, on a cherché par la méthode géométrique avec C la combinaison
linéaire la plus proche d’étre contredisante et on a calculé C* pour cette méme
combinaison linéaire en ajoutant la contribution de la Proposition 10.2.1. Nous
avons depuis intégré algorithmiquement la machinerie ad hoc pour savoir traiter
ce cas directement.

Il n’existe donc pas de représentation de GL,, de conducteur 2 et de poids
motivique 16. Comme l'indique la mobilisation de cette technique subtile sup-
plémentaire, la méthode touche & ses limites. C’est d’ailleurs le dernier poids

pair que nous sachions traiter.
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10.3 En poids motivique 15 et 17

10.3.1 En poids motivique 15

Etape 1 On trouve 7 éléments potentiels :
— 1 de dimension 2 : Ii5;
— 6 de dimension 4 : I;5 ® I, avec v € {3;5;7;9;11;13}.

Etape 2 Le Théoréme 9.5.8 nous donne my(/35) < 1 (c’est le 3. en utilisant
my([15) = 1) et mo(l13®1,) < 1 pour v € {3;5;7;9;11;13}. Les représentations
putatives correspondantes doivent étre autoduales.

Etape 3 La méthode géométrique nous permet d’éliminer avec la quantité C
les éléments I15 @ I, avec v € {3;9;11;13} par croisement avec 1, Aqq, Ags.

L’élément I15 @ I7 est « plus coriace » et on n’obtient pas de contradiction
avec la quantité C. Comme on sait que la putative représentation correspon-
dante doit étre autoduale, on peut utiliser la quantité C°. On obtient alors une
contradiction pour chaque signe, et une telle représentation n’existe pas.

On ne peut pas éliminer I’élément I15 @ I5, mais on peut interdire le signe
local +1 par croisement avec la représentation triviale.

Etape 4 1l existe bien une représentation de GLy de conducteur 2 et de poids
motivique 15 par [LMF20], c’est Ef;. La combinaison de la formule [IK17] avec
les Corollaires 8.2.2 et 7.6.2 nous dit qu’il existe bien une représentation de GL4
de conducteur 2 et de poids {12, +£32}. Par I'Etape 3, on connait son signe
local.

Etape 5 Nous ajoutons & la liste des représentations connues les représenta-
tions Ef; et Eis s

Remarque 1 : Puisqu’a I'Etape 2, nous avons montré que toutes les repré-
sentations putatives étaient autoduales, et manifestement (trés) réguliéres, nous
aurions pu directement aller a 'Etape 4. La combinaison de la formule [IK17]
avec les Corollaires 8.2.2 et 7.6.2 nous aurait dit directement qu’il n’y avait pas
d’autre représentation de GL4 que celle de poids {i%, i%} Comme mentionné
au §8.2.2, la formule [IK17] ne nous donne cependant pas le signe local et on
voit toute I'utilité de la formule explicite.

Remarque 2 : A l'inverse, nous aurions pu vérifier le signe (mais pas I’exis-
tence) de la représentation de GLs de poids motivique 15 avec la formule expli-
cite. On peut bien interdire le signe —1, mais il faut mobiliser quatre représen-
tations connues pour y arriver : 1, A5, Ef, Efs.
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10.3.2 En poids motivique 17

Comme le laisse entrevoir la Remarque 2 ci-dessus, les limites de la formule
explicite commencent & se dessiner. Le poids motivique 17 est d’ailleurs le dernier
poids pour lequel nous avons ’énoncé le plus général (Théoréme B).

Etape 1 On trouve 23 éléments potentiels :
— 1 de dimension 2 : I7;
— 8 de dimension 4 : I17 @ I,, avec v € [1;15] N (2Z 4 1) ;
— 14 de dimension 6 : I1; & I, & I, avec v > w.

Etape 2 Le Théoréme 9.5.8 nous donne que toutes les représentations puta-
tives de dimension 6 sont autoduales. On a également my(I17 & I,,) < 1 pour
v € {1;13;15}. Pour tous les autres éléments, on ne peut conclure a ’autodualité
a cette étape.

Etape 3 La méthode géométrique nous permet d’éliminer avec la quantité C
tous les éléments de dimension 6 (sans utiliser leur autodualité en fait, puisque
les calculs effectués avec C n’intégrent pas leur signe local, voir le Lemme 9.7.2)
avec la liste suivante : {1, Aq1, Ays, A7}

Concernant les 8 éléments de dimension 4, aprés les croisements avec la méme
liste {1, A11, A5, A17}, il nous reste :

— I17 @ I3 de multiplicité au plus 1;

— L7 ® I, avec v € {5;7;9} de multiplicité au plus 2.

Etape 4 1l existe bien une représentation (et une seule) de GLy de conducteur
2 et de poids motivique 17 par [LMF20], c’est Ef.

La combinaison de la formule [IK17] avec les Corollaires 8.2.2 et 7.6.2 nous
dit qu’il existe une représentation (et une seule) 7 de GL4 de conducteur 2
autoduale avec L (M) ~ I © I.

On sait que ma (17 ® I5) < 2, ce qui correspond & quatre possibilités (par le
fait qu’'une représentation et sa contragrédiente ont les mémes poids) :

1. aucune représentation ;

2. une seule représentation autoduale ;

3. une représentation non autoduale et sa duale;
4. deux représentations autoduales.

Les possibilités 1. et 3. ci-dessus sont déja exclues puisque 7 est autoduale,
la possibilité 4. également puisqu’elle impliquerait qu’on trouve une autre repré-
sentation autoduale. On conclut donc a D'existence d’une seule représentation
de GL,4 de conducteur 2, de poids {:l:l—;, j:%} Cette représentation est de plus
autoduale.

Les choses se passent de la méme maniére pour I17 @ I, avec v € {7;9} pour
aboutir & la méme conclusion.
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Pour I17 @ I3 qui est de multiplicité au plus 1, on peut, utilisant son auto-

dualité si elle existe :

— soit confronter son existence (avec chacun des signes locaux possibles) a
celle des représentations 1 et Aj; par la méthode géométrique avec la
quantité C*, aboutissant a une contradiction ;

— soit remarquer que, puisqu’elle est trés réguliére, elle devrait apparaitre,
via la méme gymnastique, dans la formule [IK17] ce qui n’est pas le cas.

Nous avons donc établi la liste exhaustive des représentations de conducteur
2 et de poids motivique 17, notons cependant qu’on ne connait pas le signe local
des représentations de GL4. Comme pour Ej 5, la formule explicite (c’est un
retour & I'Etape 3) nous permet de tester chacun des signes et d’interdire pour
chacun des trois cas le signe local en 2 qui donnerait un facteur epsilon global
égal & —1 (et donc un zéro en s = % a la fonction A correspondante pour lequel
il n’y a « pas de place »).

Etape 5 Nous ajoutons a la liste des représentations connues les représenta-
: - @t — +
tions Ej7, E17,5a E17,7a E17,9~

Remarque : On voit que l'on touche aux limites de la méthode. Jusqu’a
présent, on arrivait & éliminer presque toutes les représentations par la seule
formule explicite. Les putatives représentations résiduelles étaient entiérement
caractérisées (autoduales, de signe local prescrit) et on les « retrouvait » dans des
objets classiques. Ici, nous avons dii, pour la derniére étape, utiliser 1’existence
d’objets classiques pour pouvoir conclure.

10.4 En poids motivique 19

L’Etape 1 est la seule qui reste en place : on trouve 127 éléments potentiels.

Du fait de ce nombre élevé, il faut non seulement « industrialiser » les Etapes
suivantes d’un point de vue algorithmique, mais il faut surtout les intriquer
(avec des allers-retours entre les Etapes). Nous indiquons ici le déroulé de notre
démonstration qui mélange les Etapes selon une dynamique moins linéaire que
pour les poids motiviques plus petits.

La technique la plus efficace étant la méthode géométrique du §9.7, notam-
ment en utilisant les représentations connues de conducteur 1, nous réalisons une
premiére série de croisements (c’est un saut & I'Etape 3) avec A € (5ZN[1;5] (il
n’y a rien & espérer pour A\ > 5 d’aprés les premiers sondages, et les temps de
calcul commencent & étre significatifs) et la liste {1, A1, A1, A1z, Ajg, A1g 7}
Il est intéressant d’ailleurs de voir que cette derniére représentation (qui est la
premiére de dimension 4 & apparaitre en conducteur 1) joue un role crucial dans
la constitution de combinaisons linéaires « contredisantes ».

Il nous reste alors 17 éléments de K1 :

— 1 de dimension 2 : Ig;
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— 6 de dimension 4 : I19 @ [, avec v € [3; 13| N (2Z + 1) ;
— 10 de dimension 6 : I19 I, ® I, avec v > w.

La comparaison de cette liste avec la liste pour le poids motivique 17 au
paragraphe précédent peut donner 'impression que la formule explicite nous
donne un nombre de représentations légérement inférieur pour le poids 19 que
pour le poids 17. Il n’en est rien, la liste des 23 éléments du paragraphe 10.3.2 est
a rapprocher des 127 représentations que nous mentionnons et pour lesquelles
nous avons mis en place une premiére élimination par croisements géométriques
« élémentaires ».

L’autre grande différence est que les bornes de multiplicité fournies par le
Théoréme 9.5.8 ne sont plus aussi bonnes (c’est 'Etape 2), et qu’'on ne peut
donc plus conclure (si rapidement, en tout cas) a ’autodualité automatique des
représentations putatives correspondantes.

Il nous faut alors, comme pour la fin du traitement du poids motivique
17, wutiliser autant que possible les informations sur les représentations déja
connues et faire un saut a I’Etape 4. Ainsi, on sait déja par le Corollaire 8.1.3
(et son amélioration signée) avec les formules de dimensions [LMF20] que I’on a
exactement deux représentations de GL2 de conducteur 2 et de poids motivique
19 : Ef; et Eqg.

Par ailleurs, on sait relier les dimensions de [IK17] a des représentations de
GLy4.

g
<

dim Sj’k (Fpara(2))

| —[—] —
= =

IR

O | U W
~— |

Y

19,9)
(19,11)
(19,13)

== N M| = =

Dimensions données par [IK17] (on rappelle que j = v — 1, k = “5% +2)

i A : ? ? ?
On a au moins 6 représentations de GL4 de conducteur 2 : Ejg 5, E{g 5, Ej3'y,

Eibb_g, E{{Q,ll’ Elg 15 par la combinaison des Corollaires 7.6.1 et 8.2.2. On re-
marque que 'on n’a pas de représentation autoduale de GL, de conducteur 2 et
de poids {il—;, :I:%} par la méme combinaison de Corollaires, avec I’existence 4
de A1g,7 de conducteur 1. On ne connait pas le signe local par ces formules, d’ott
le point d’interrogation en exposant.

On peut alors, comme précédemment, ticher de déterminer ce signe par la
méthode géométrique (Etape 3) avec la quantité C5. On y parvient dans tous les
cas, sauf pour la représentation autoduale de GL4 de conducteur 2 et de poids
{:|:12—9, :|:12—1} pour laquelle les deux signes locaux en 2 semblent possibles.

4. En fait, on peut montrer mieux avec la formule explicite et le Théoréme 9.5.8 3. : le
fait que my(I19 ® I7) = 1 impose que ma(I19 ® I7) < 1. Il n’y a donc aucune représentation
correspondante de conducteur 2, sans hypothése d’autodualité.
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On utilise alors la deuxiéme technique évoquée au paragraphe 8.2.2, i.e. on
construit un parameétre d’Arthur pour SO7 (du Cas 2) selon le Corollaire 7.6.1
et on regarde la dimension (signée) donnée par la Proposition 8.3.21. On lit
dans les tables [Che|] que dim Sy, ,,,(7)* = 1 et dimSy,,, ,,,,,(7)” = 0. Or
on peut construire le paramétre d’Arthur trés régulier Efg 1, 4+ Ays qui est bien
de multiplicité 1 selon le Corollaire 7.6.1 : on en déduit donc que le signe local
en 2 de E{'{9711 est +1.

Parmi les 10 de dimension 6, on peut parfois faire baisser la multiplicité par
croisements géométriques & 1, alors I'autodualité nous permet d’utiliser C* avec
les signes 1 et —1, ce qui parfois suffit & trouver une contradiction.

Illustrons un cas intéressant. On trouve avec le Théoréme 9.5.8 2. puis avec
les croisements selon le paragraphe 9.7.2 que my(l1g @ Iy @ I3) < 1. Si une
représentation m de GLg de conducteur 2 correspondante existe, alors elle est
autoduale. En particulier, elle fournit un parameétre d’Arthur (régulier mais non
tres régulier) selon le Corollaire 7.6.1. Le Corollaire 7.6.2 nous dit que dans le cas
régulier, on a au moins autant de représentations automorphes discrétes de SO7
avec les bons poids et les bons invariants que de paramétres d’Arthur globaux 1)
symplectiques de dimension 6 tempérés, tels que considérés au Corollaire 7.6.1.

Or, on a dim Sy ,, ,, (7) = 1 (on pourrait regarder le signe, mais c’est hors
de notre propos ici). Pour interdire 'existence de =, il suffit de montrer qu’il
existe déja un paramétre d’Arthur global qui intervient pour ces invariants. Et
c’est bien le cas avec Ef9,3 + Ay

On peut en fait, en combinant toutes ces étapes, éliminer toutes les représen-
tations qui ne seraient pas trés réguliéres. L’Etape 4 nous fournit alors toutes les
représentations autoduales (réguliéres) et, si V est un élément de K< restant,
on peut encore conclure si le majorant de ma(V) est d’au plus une unité supé-
rieur aux représentations autoduales connues (comme cela a été discuté pour la
multiplicité de I17 & Iy supra).

Il reste néanmoins quelques V récalcitrants et c¢’est pourquoi nous avons ra-
jouté ’hypothése « autoduale » dans I’énoncé du Théoréme C. A noter que cette
hypothése est également nécessaire du fait qu’on ne peut pas exclure I'existence
de représentations non autoduales en poids motivique pair 18.

Nous sommes arrivés a 'Etape 5. On ajoute les représentations suivantes :
— 2 pour GLs : Ef97 Elg;

— 6 pour GLy : Eirg,:sa Ef9,5a E1+9,9» Efg,gv E1+9,11» Ef9,135

— 2 pour GLg : E1_9,13,3a ET9,13,53

Par ailleurs, pour les éléments suivants V' de K<, on ne peut exclure qu'il
existe une représentation 7 de conducteur 2 non autoduale telle que £ (n) =V
(et alors 7V est une autre représentation de conducteur 2 non autoduale vérifiant
la méme condition) :

Lo @ Is, Iig © Iy, Ing @ 111, T © 13, T1g © I15 ® I3, 119 ® 115 D Is.
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10.5 Conjectures pour le poids motivique 21

Nous adoptons ici un style beaucoup plus discursif : quoique nous soyons
assez certain de la véracité de la Conjecture D, elle fait appel & beaucoup d’ex-
tensions de nos travaux, que nous préférons exposer en en limitant la technicité.
Le plus fort argument en faveur de ces extensions (et de notre Conjecture) est
la confirmation sans faille qui leur est apportée par les tables [Che].

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que nos méthodes touchaient
a leurs limites. Précisons un peu les choses dans cet ordre d’idées. L’Etape 1
donne ici 2421 éléments potentiels. Comme pour le poids motivique 19, on a
intérét a essayer tout de suite d’éliminer certains de ces éléments avec la mé-
thode géométrique du §9.7. On considére la liste £ constituée des représentations
connues suivantes :
— toutes les représentations de conducteur 1 de poids motivique < 21 (qui
sont listées en préambule de ce Chapitre) ;
— toutes les représentations autoduales de conducteur 2 de poids motivique
< 19 (qui sont celles du Théoréme C).

Aprés croisement avec une seule représentation de £, il ne nous reste déja
plus que 997 éléments. Les croisements avec deux représentations de L per-
mettent de descendre & 605 éléments. Si ’on essaie avec plus de deux représen-
tations, les temps de calcul deviennent sensiblement plus importants (plusieurs
dizaines d’heures) pour aucun résultat probant.

Il demeure en fait beaucoup d’éléments de K<2' non réguliers (en particulier
avec plusieurs fois I51) qu’on ne sait pas gérer a I'Etape 4, quand bien méme on
parviendrait & montrer qu’ils sont autoduaux.

Notre Conjecture D porte donc une double restriction : on s’intéresse aux
représentations automorphes cuspidales de GL,, autoduales et réguliéres. On
peut alors en théorie tout traiter selon les Chapitres 7 et 8 avec les limitations
suivantes :

1. on ne sait que partiellement gérer les éléments réguliers, non trés réguliers

(cf. Corollaire 7.6.2) ;

2. on n’a pas accés directement au signe local des éléments de GLy (cf.
§8.2.2);

3. on n’a pas d’analogue des Corollaires 7.6.1 et 7.6.2 qui fasse intervenir des
représentations de GLo, avec n > 4.

La premiére limitation nous invite & conjecturer une formule de multiplicité
d’Arthur similaire a celle du 7.5.1 pour des paramétres d’Arthur non génériques
(comme ¢ = Agy + 1[6] ou 1 = Ayg[3]), avec le caractére €4 qui n’est plus
nécessairement trivial. On a affaire a des paquets d’Arthur locaux non tempérés
pour lesquels conjecturalement « tout se passe bien » mais sans que ’on sache
le démontrer.

La deuxiéme limitation est levée selon les stratégies indiquées loc. cit. : soit
avec la formule explicite, soit en considérant des paramétres d’Arthur globaux
faisant intervenir 1’élément en question.
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La troisiéme limitation appelle plus de commentaires. Un espace quadratique
(V,q) de dimension 2n + 1 sur Q relevant du Cas 2 du §7.1 n’existe que pour
2n +1 = £1mod 8. Si 2n + 1 = £3 mod 8, on peut construire un espace
quadratique (V, ¢) sur Q vérifiant :

— q®gQy est d’indice de Witt maximal n pour tout nombre premier p > 2.
Ainsi le groupe spécial orthogonal local associé SOvy;, est déployé sur Q,
pour tout nombre premier p > 2 et on peut utiliser les résultats de la
Premiére Partie.

— q ®qg Q2 est d’indice de Witt n — 1. Plus exactement V ®g Q2 est la
somme de n — 1 plans hyperboliques et d’un espace (unique & isométrie
prés) anisotrope de dimension 3. Le groupe SOy, n’est pas déployé mais
est forme intérieure d’un groupe déployé.

— la forme quadratique ¢ ®@gR est de signature (2n+1,0) (resp. (0,2n+1))
donc définie positive (resp. définie négative) et le groupe spécial ortho-
gonal associé SOy, =~ SOg;,41,0/R =~ SOg 2n,+1/R est compact.

C’est ce qu’'on appellera le Cas 3. Nous conjecturons que 1'on peut développer
une théorie du groupe épiparamodulaire (et de son sous-groupe paramodulaire)
similaire & celle qui a été développée au Chapitre 3, avec un analogue du Théo-
réme A. On peut alors conjecturer 'analogue de la Proposition 8.3.21

Définition 10.5.1. Soient m = 3 mod 8, V' le Q-espace vectoriel quadratique
I, ® Q et G = SOy le Q-groupe algébrique spécial orthogonal de V (relevant
donc du Cas 3).

Soient w € W, et e € {+,—}. On note 113°(G) l’ensemble des représenta-
tions automorphes cuspidales algébriques ™ de G, de poids w de conducteur 2,
de signe local €. Plus précisément,

— T > Uy au sens de la Définition 8.5.14;

— mp est non mmz’ﬁée pourp > 2;

0@ = {0} et 7§’ £ {0}.
On pose
I, (G) =17 (6) [[ 1% (G

Conjecture 10.5.2. Soient m = £3 mod 8, w € W, et € € {+, —}. Alors
Su,, (m)® =~ @ 7r§‘](2)’7€).
€l (G)

Si 'on suppose de plus que w est trés régulier (i.e. |w; —w;| > 2 pouri # j),
alors
dim Sy, ( ‘HQ —( G)‘ .

Il faut bien noter que, selon cette conjecture, les représentations non ramifiées
n’apparaissent pas.

La table m = 3 de [Che|] montre cette « inversion de signe » a 'ceuvre et on
retrouve bien toutes les représentations de GLs de conducteur 2 connues.
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Heuristique pour m = 5. Décrivons maintenant ce qui nous améne & conjec-
turer une formule de multiplicité et donc un analogue du Corollaire 7.6.1 pour
le groupe SO;5 relevant du Cas 3.

Les caractéres y, pour v # 2,00 sont triviaux (ceci n’est pas conjectural, on
retombe sur les groupes et paquets locaux de la Proposition 7.5).

Le caractére xoo est calculé comme indiqué & la Proposition 7.5.3 pour les
groupes SOaq,+1 compacts & Uinfini. Nous résumons avec les notations loc. cit.
en écrivant £ = (+, —), la régle pour calculer x, étant alors la méme.

Le caractére yo est désormais trivial pour une représentation de conducteur
1 et non trivial (donc égal & —1) pour une représentation du conducteur 2.
Détaillons un peu I’heuristique.

Le calcul du caractére pour les paquets de représentations du groupe SO5(Q2)
déployé impose que ledit caractére soit trivial sur le centre. Puisque le groupe
SO5(Q2) non déployé en est une forme intérieure, et selon les conjectures géné-
rales de la correspondance de Langlands pour les groupes non quasi-déployés,
on doit avoir que le caractére pour les paquets de représentations du groupe
SO5(Q2) non déployé est non trivial sur le centre. Or, selon le parallélisme que
I’on suppose entre notre étude et ce qu’il se passe pour le groupe paramodulaire
non déployé, les paquets correspondants doivent encore étre des singletons, si
bien que ledit caractére prend la valeur —1.

Nous adoptons des notations analogues a celles du Corollaire 7.6.1 en dif-
férenciant néanmoins graphiquement les représentations de conducteur 1 ou 2.
Nous noterons 7% (resp. w") une représentation (autoduale symplectique) de
GLy de poids {#%} de conducteur 1 (resp. 2). Les poids seront rangés dans
I'ordre alphabétique strictement croissant, ainsi lorsqu’on écrit 7% + 7", il est
sous-entendu que w > v. De méme w™ ¥ désigne une représentation autoduale
symplectique de GL4 de poids {+%,+5} et de conducteur 2.

Calculons, dans lesprit du Théoréme 7.5.1 et avec nos « nouveaux » carac-
téres la formule de multiplicité.

Soit ¢ = 7 4+ w? et soit m € II(¢)). Alors on a Xoo(s1) = x2(s1) = 1 et
Xoo(52) = X2(s2) = —1. Le paramétre étant générique, on a e,(s1) = €y(s2) = 1.
En particulier, les caractéres [, x. et € coincident et 7 est bien automorphe
discréte (et de multiplicité 1 dans le spectre discret) : ce paramétre doit bien
étre considéré.

Soit maintenant ¢ = @w™ + 7¥ et soit 7 € II(¢)). Alors on a xeo(s1) = 1
et x2(s1) = —1 tandis que xoo(s2) = —1 et x2(s2) = 1. Le paramétre étant
générique, on a ey (s1) = €y4(s2) = 1. En particulier, les caractéres [], x, et €
ne sont pas égaux et m n’est pas automorphe discréte : ce paramétre ne doit pas
étre considéré.

Cette gymnastique nous fournit la liste de parameétres suivante (dans 'esprit
du Corollaire 7.6.1) :

oW

. ﬂ.w + wU;

— 7 4 2] avec gglon (") = +1;
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— w" + 1[2] avec ggiop(w™) = —1;
— ],

On retrouve alors exactement toutes les dimensions de [Che], en particu-
lier, on repére que l'on peut ainsi accéder directement au signe local en 2 des
représentations de GLy de conducteur 2 (comme annoncé au §8.2.2).

La liste de la Conjecture D. Toutes les représentations listées & I’Annexe
A3 sont de dimension < 8. L’existence de celles qui sont trés réguliéres est donc
démontrée par 'Etape 4. Pour celles qui sont réguliéres, mais pas trés réguliéres,
on peut en général conclure avec le méme genre d’arguments que ceux employés
pour 'élément I19 @ I;7 @ I3 au paragraphe 10.4.

Comme mentionné supra, nous n’avons pas besoin de I’étude conjecturale du
Cas 3 pour déterminer le signe local des représentations de GL4. On conclut soit
avec la formule explicite, soit en considérant des paramétres d’Arthur globaux
pour SO7 ou SOy (du Cas 2) faisant intervenir I’élément en question. A noter
que toutes ces techniques donnent des résultats cohérents.

Un point plus intéressant de la Conjecture D est de savoir qu’il n'y a pas
d’autres représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales régu-
lieres de GL,, de conducteur 2 que celles indiquées. On pourrait, fort de nos
conjectures pour le Cas 3 étudier ensemble des éléments des tables [Che] et
conclure qu’on arrive & expliquer toutes les dimensions avec les représentations
de la Conjecture D (et celles de conducteur 1 bien str). En fait, on peut faire
mieux, c¢’est-a-dire moins.

La formule explicite ne donne pas de résultats trés concluants en général
pour le poids motivique 21, mais on peut s’interroger sur les résultats pour
les seules représentations autoduales réguliéres. On peut énumérer les 210 éle-
ments réguliers de K%' de poids motivique exactement 21 et leur appliquer
les Etapes 1 et 3 ci-dessus. Les temps de calculs sont alors considérablement
réduits et, aprés des croisements relativement simples, il ne nous reste que 128
éléments, qui sont tous de dimension < 12. Ainsi, on doit certes considérer les
paramétres au-dela de ceux du Corollaire 7.6.1, mais seulement pour SOq; et
SO13 (relevant du Cas 3). Par ailleurs, il suffit alors pour éliminer les représen-
tations putatives correspondantes d’avoir au moins autant de paramétres que
les dimensions indiquées. Ainsi, c’est seulement une petite partie des lignes des
tables m = 11 et m = 13 de [Che| qu’il faut considérer.

Afin de vérifier notre Conjecture D, nous avons néanmoins énuméré tous les
parameétres correspondants pour toutes les lignes de ces tables (ainsi que pour
m < 9), ce qui corrobore bien l'existence des représentations de la Conjecture
D, tout en nous donnant un degré d’assurance élevé quant au fait que la liste
loc. cit. est bien exhaustive.
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10.6 En conducteur p > 2

Nous sommes ici trés bref sur la fagon de traiter le cas du conducteur p > 2.
Nous avons simplement parallélisé ce qui pouvait ’étre immédiatement, c’est
pourquoi I'on s’intéresse aux représentations de poids motivique impair. En effet,
selon la Proposition 6.5.2, les représentations autoduales (qui sont les seules que
nous sachions étudier) correspondantes sont symplectiques, et en particulier de
type (I) au sens de la Proposition-Définition 6.3.3.

L’efficacité de la méthode limitative avec la formule explicite décroit de fagon
spectaculaire et nous n’arrivons alors qu’a traiter des petits poids, pour lesquels
les seules représentations a considérer sont de dimension 2 ou 4. Ainsi, bien que
les résultats du Corollaire 7.6.1 s’appliquent encore, on ne les utilise pas au-dela
des cas SO3 déployé et SO5 déployé. 11 n’est donc pas nécessaire de chercher un
analogue au paragraphe 8.3 pour nourrir cette machinerie.

On remarque également que chaque conducteur p se gére séparément, i.e.
on ne fait intervenir dans les calculs que des représentations de conducteur p
et, bien siir, des représentations de conducteur 1. Cela s’explique par le fait que
I'inégalité d’Henniart est saturée pour des représentations de conducteur diffé-
rent (c’est le deuxiéme cas de la Proposition 9.4.4 qui vaut encore en conducteur
p de type (I) mutatis mutandis) : les quantités en jeu annihilent complétement
lefficacité de la formule explicite.

Terminons enfin par observer qu’il existe bien des représentations de conduc-
teur p et de type (II), comme on peut le voir avec le caractére de Legendre en
p étendu en caractére de Hecke sur Aé. Mais elles sont de poids motivique pair
(en l'occurrence 0).
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Annexe A

Tables de représentations

A.1 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 2 en poids
motivique < 17

Poids motivique GLy GL4 GLg
7 EF
9 By
11
13 ES, En
15 Efy Ei55
17 Ei7 Ef s Bl Bl

Représentations automorphes cuspidales algébriques de GL,, de conducteur 2
en poids motivique < 17

Elles sont toutes autoduales trés réguliéres, et de signe epsilon global égal a
1, sauf E1"3 justement mise en gras (de signe —1).
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A.2 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques autoduales de GL, de conducteur

2 en poids motivique < 19

Poids motivique GL, GL4 GLg

7 ES

9 Eg

11

13 Efs, B

15 Ef; Eiss

17 Ei; EY s, Eirrs Ef?,g

19 Ei_g ETg,sv Eig 5, Ej—g,g Ei9133
| PP Eig9 Eirg,nv Eig1s E;r9,13,5

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 2 en poids motivique < 19

Elles sont toutes trés réguliéres, et de signe epsilon global égal & 1, sauf celles
en gras (de signe epsilon global égal a —1).

A.3 Représentations automorphes cuspidales au-
toduales algébriques réguliéres de GL,, de conduc-
teur 2 et de poids motivique 21

GL, | GL, | GLg Gln
Ej, Ens | Ediiss | Efiisos
Exn | Efis | Eniiss | Exaros
E2_1(l7 Eoi1s7 | Esia7113
E;f,l)7 Esi,13,7 | Ea117115
E;rfi) Esi153 | Bara71s3
E;rf,bg E§1,15,5 E2+1,17,1375
E;_1,11 EZ115,7 | B311011
EEf?u Eoi 157 | Bai1011,3
E;l’fjll Ez1,15,0 | E2119.131
E3i 1z | Ediars E;1,19,13,3
Eoias | Eaiars | Eor1053
Egrm? E;fﬁw E2+1,19,15,5
E+,b
21,17,7
Egi170

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 2 de poids motivique 21 (liste conjecturale)
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A.4 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 3 en poids
motivique impair < 13

Poids motivique GL, GL4
5 (5)~
7 ()t
9 97F, (9
11 1+
13 (13)*, (13)~ | (13,5)F, (13,7)~

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 3 en poids motivique impair < 13

Elles sont toutes trés réguliéres, et de signe epsilon global égal & 1, sauf celles
en gras (de signe epsilon global égal a —1).

L’écriture (w)® désigne une représentation automorphe de GLo de conduc-
teur 3, de poids {+% } et de signe local en 3 égal 4 ¢.

L’écriture (w,v)® désigne une représentation automorphe de GL, de conduc-
teur 3, de poids {£%,£5} et de signe local en 3 égal a e.

Nous utiliserons encore ces notations pour le conducteur p > 3.

A.5 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 5 en poids
motivique impair < 11

Poids motivique GLo GL4
3 (3)*
5 (5)”
7 (M, (M0, (1)
9 (OINOENOR (9,57"
11 (An®e, 1)TP, (a1)~ | (11,5)

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 5 en poids motivique impair < 11

Elles sont toutes trés réguliéres, et de signe epsilon global égal & 1, sauf celles
en gras (de signe epsilon global égal a —1).
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A.6 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 7 en poids
motivique impair <7

Poids motivique GL, GL4
3 (3)*
5 B G 6P
7 M (M (1)~

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 7 en poids motivique impair < 7

Elles sont toutes trés réguliéres, et de signe epsilon global égal & 1, sauf celles
en gras (de signe epsilon global égal & —1).

A.7 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 11 en poids
motivique impair <7

Poids motivique GLo GL4
1 O
3 (3)+,a’ (3)+,b
5 B 6G) 6 06) "
7 M (D0 (e, (T ] (7,3)F
(n—, (M~° (7,5)”

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 11 en poids motivique impair < 7

Elles sont toutes réguliéres, et de signe epsilon global égal a 1, sauf celles en
gras (de signe epsilon global égal & —1).

A.8 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 13 en poids
motivique impair < 5

Poids motivique GL,
3 B 3 (3)~
5 Gy, BT () (5 (5)°

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 13 en poids motivique impair < 5

Elles sont toutes réguliéres, et de signe epsilon global égal a 1, sauf celles en
gras (de signe epsilon global égal a —1).
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A.9 Représentations automorphes cuspidales al-
gébriques de GL, de conducteur 17 en poids
motivique impair < 3

Poids motivique GL,
1 (1)~
3 BT B3T3 (3)”

Représentations automorphes cuspidales algébriques autoduales de GL,, de
conducteur 17 en poids motivique impair < 3

Elles sont toutes réguliéres, et de signe epsilon global égal a 1, sauf celles en
gras (de signe epsilon global égal a —1).
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Annexe B

Démonstration de la formule
explicite de
Riemann-Weil-Mestre

Cette Annexe vise & démontrer la formule explicite de Riemann-Weil-Mestre,
dans le cadre défini par Jean-Francois Mestre dans [Mes86].

Comme mentionné en 9.2.1, sa démonstration invoque « des techniques clas-
siques » d’analyse complexe sans référence spécifique. Voici donc la démonstra-
tion détaillée, avec I’ensemble des étapes nécessaires. Pour les rares lemmes que
nous n’avons pas démontrés, nous renvoyons & des énoncés précis de la littéra-
ture.

Enfin, pour donner & cette Annexe une certaine autonomie, nous rappelons
les définitions du paragraphe 9.2.1 in extenso dans le corps du texte.

B.1 La fonction I' d’Euler

On définit la fonction I' d’Euler par la formule suivante :

. z(z41)-(2+n)
F(Z) o ngr—ir-loc nln? <B1>
_ i 2EEDGEEN) (B.2)

n—too 1-2---(n+1)

Ceci définit bien une fonction méromorphe sur C avec des poles simples aux
entiers négatifs. La fonction I' prend des valeurs de tout argument, si bien qu’on
ne peut a priori utiliser aucune détermination du logarithme pour définir log I"
globalement sur C \ Z_.

Deux solutions différentes sont proposées par [Bou76] et [Rem98]|, qui toutes
les deux imposent de se restreindre a C\ R_, ou la détermination principale du
logarithme est bien définie.
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[Rem98| propose de partir de la dérivée logarithmique de la fonction I’ (bien
définie car les poles sont des réels négatifs) et de Uintégrer le long du segment

[1; z]. On pose alors :
I"(s)
I(z :/ ds,
( ) [1;2] F(S)

ce qui définit un logarithme de la fonction I' au sens ou :
e!® =T(z) Vze C\R_.

Cette version permet d’énoncer le plus de résultats concernant la fonction
I'. Pour notre étude, nous suivrons plutdt [Bou76], qui, quoique moins précis,
suffira & nos estimations. On utilise donc la détermination principale du loga-
rithme « en convenant que lorsqu’un logarithme, dans cette formule, porte sur
un nombre réel négatif, il a 'une ou autre des deux valeurs limites (différant de
27i) de la détermination principale du logarithme en ce point » [Bou76] [VII.12]

Pour alléger les notations, on notera systématiquement “ = ” dans les for-
mules qui suivent, sachant que ce signe est & considérer comme signifiant la
congruence modulo 2i7Z , ce qui, quoique déroutant dans les développements
asymptotiques de précision supérieure a O(1), s’avérera inoffensif pour les esti-
mées effectives dont nous ferons usage.

Proposition B.1.1. On a, pour z € C\ R_, avec les conventions citées :

1 1 T+oo P
logT'(2) = (2 — ) log 2 — = + 3 log(27) — /0 o i“i

ou P désigne la fonction « dents de scie » définie comme la fonction 1-périodique,

donnée par u— u— % sur [0; 1.

du,

Le développement (B.2) nous donne :

~logT'(z) = lim_ (Zl (z+k> +(1 z)logn> .

On utilise alors le lemme suivant :

Lemme B.1.2. Soit f € CI(R+,C). Alors, pour tout entier naturel n

0= ) = B [

ou P désigne la fonction « dents de scie » de la Proposition B.1.1.

Démonstration. Soit k € N* on a :

k k 1
f(k) — flu)du = f(k) - flwdu—k+3)

k—1 k—1

:f(k)_w_tr f’(u)(u—k-ﬁ-%)du

k—1
_ . k
_ k) - fk-1) g(k ) + I (u)P(u)du.
k—1
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On somme alors pour k allant de 1 & n et on conclut en ajoutant f(0). O

On considére maintenant la fonction f : u +— log(z + u) pour z dans le
domaine —7 + § < argz < 7 — 4, ou § €]0; w[. On obtient :

- = no 2z 4+ u)du log(z)Jr]Og(ern) ”P(u) u
;Jlog(zdrk)/o log(z + u)du + +/0 d

du

2 zZ+u
n , log(z) +log(z + n) " P(u)
= [(z + u) log(z + u) — u]y + 5 Jr/o P
=(z+n)log(z+n) —n—zlog(z) + 0g(z) +log(z +n) N (u)
2 0o Z2tu

=— (z - ;) log(z) + %log(z +mn)+ (z—1)log(z +n)

Mdu.

1)1 —
4 (n+1)log(z + 1) n+/0 .

En particulier, pour z = 1, on obtient :

P
() du,
1+u

n 1 n
> log(1+k) = S log(n +1) + (n + 1) log(1 +n) —n+/
k=0 0

et en soustrayant cette derniére égalité a 1’égalité précédente, on a :

" z+k 1 1 z+n
kgzologl_i_k —(22> log(z)+§logn+1 + (2 — 1) log(z + n)
"(P P
+(n+1)1ogz+n+/ <(u)— (u)>du.
1+n o \z+u 1+4+u

En utilisant le fait que, pour n assez grand, log(s + n) =logn + O (+), on
a:

Jim <(1 — 2)logn + kzn:_olog ij::) _ <z - ;) log(2)
+ lim <(n+1)logiiz+/0n(P(u) P(u))du).

On reconnait —logI'(z) dans le membre de gauche et on a, par ailleurs :

z+n z—
1)1 = 1)1 1 — — 1.
(n+1)log 37— = (n+ )Og< +1+7’L>n~>+ooz
Pour conclure & la Proposition B.1.1, il suffit de calculer lim [ Ifj_“) du, ce
n—-+4o0o u

qui fait I'objet du
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Lemme B.1.3. Avec les notations précédentes, on a :

e p(u) 1
du = = log(27) — 1.
| Tau= g los(en

Avant de donner la démonstration du lemme, donnons un corollaire de la
Proposition B.1.1.

Corollaire B.1.4. On a, pour z € C\ R_, en considérant la détermination
principale du logarithme complexe :

logT(z) = (2 — %)logz—z—l— 2log(271') +0 (| |>

uniformément dans tout domaine de la forme —m 4+ 0 < argz <m—9§

Démonstration. On a :
oo p(y o ntl p
/0 z+u Z/ z+u du
P(
> [P
—Jo z+n+u
+oo .1 1
T+z+
=Z/ (1_22”)du
z+n+u
1
—Z 1-— +z+n log [ 1+ .
n=0 z+n

Cette écriture nous permet déja de démontrer le Lemme B.1.3 :

Démonstration. (du Lemme B.1.3)
Il s’agit d’effectuer le calcul pour z = 1, considérons donc les sommes par-
tielles jusqu’a l'indice N — 1 pour N € N* :

/Oij_uidu 1<1<;+1+n>10g(1+1in>>
= (1 (3) e (1)
N

=

MHOMw

n

1 < N N-1
=N-— nz_%( >logn+2 Z( >log(n+1)+nz_%log(n+l)
—N-(N+ >logN+1)+10g(N)
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On utilise alors la formule de Stirling dans sa forme précise, telle qu’on peut
I’obtenir via les intégrales de Wallis :

N N
N!=+27xN (> PN
e

On a donc :
TP N (v R [0 (N)+ ~ +0(—) ) + = log(2m)
o 1Tru T 2 ) \'® N TN/ ) T geslEm
1
+ ilog(N) + Nlog(N)— N +o(1)
1
=—-1+ 3 log(27m) + o(1),
ce qui conclut. O

On reprend la démonstration du Corollaire B.1.4.
On a, pour n assez grand, et uniformément dans le domaine considéré :

1 1

= - 1+z+n LI ! + ! +o0 1 +1
N 2 z4+n  2(z+n)?2  3(z+n) n3
1 1 1

=N T T 3GTn? 2e4n) T AG+n)? +1+0<n2>
1 1
Z—M“(vﬂ)

et on conclut par théorémes de comparaison pour les séries. O

Posons z = re® = o + it (les lettres r, 0, 0,t correspondront toujours & ces
décompositions dans la suite). Alors :

1 1 1
logT'(2) = (0 + it — 5)(logr +1i0) — (o +it) + 3 log(2m) + O(;)
1 1 1
= (o — i)logr —t—o+ 510g(27r) +i(---) —l—O(;),
d’ott 'on déduit : ) )
IT(2)] =7 2e v/2ne= 7€) (B.3)

uniformément dans tout domaine de la forme —7 + § < argz < 7 — ¢ lorsque
r=|z] — 400
En particulier, si on fixe une bande verticale de largeur finie

—00 < 09 < Re(s) < o1 < o0,
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on a, lorsque [t| — +o0 :

L)) ~ 417 2% Vame™

uniformément dans la bande (mais suffisamment loin des poles aux entiers ne-
gatifs) — en utilisant le fait que, dans cette situation, § — +7 et r ~ [t].

On introduit maintenant la fonction digamma d’Euler, que nous utiliserons
également dans la suite.

Définition B.1.5. On définit la fonction digamma comme la dérivée logarith-
mique de la fonction T' d’Euler. On pose donc, pour z € C\ Z_,

()

Proposition B.1.6. On a, uniformément dans toute bande verticale de largeur
bornée incluse dans le demi-plan Re s > 0 :

¥(z) = O(log [t]).

Démonstration. 1l suffit de dériver I'expression de la Proposition B.1.1, on ob-
tient :

_1 +o00
w(z)—ZTZ—i—logz—l—l-/o (P(u)du

z 4 u)?
1 1
—— +logz+ 0O ()
2z z

1
=logz+ O (>
z

Nous avons également une formule intégrale exacte pour la fonction di-
gamma.

O

Proposition B.1.7. On a, pour tout complexe z de partie réelle strictement

positive :
o] e—t e—zt
= _—— dt
o= [ (F-=)

Démonstration. Cette formule est due & Gauss. On en trouve une preuve dans
[WW96] §12.3. O

B.2 Fonctions A

B.2.1 Notations

Nous rappelons maintenant la notion de fonction A au sens de [Mes86].
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Définition B.2.1. (Définition 9.1.1)

Soit M € N, soit A € R*, soit ¢c € R,

On se donne (a;)1<i<m € (Ry)M, (al)1<i<pr € CM tels que Re(al) > 0 et
Re(a; + a}) > 0 pour tout i.

On se donne, pour tout p premier (o, (p))i<j<m’ € CM’ tel que, pour tout
j; |Oé](p)| Spc

Une pré-fonction A est une fonction méromorphe sur C vérifiant

1. A n’a qu’un nombre fini de poles.

2. La fonction A diminuée de ses parties singuliéres est bornée dans toute
bande verticale
—o00 < 09 < Re(s) <01 < +00.

3. Pour Re(s) > 14 ¢, on a le développement en produit suivant :

M M’ 1
A(s) = ASHF(ais—i—a;)HH —_ . (B.4)
i=1

o L ay(ppe

On appellera fonction L associée a la pré-fonction A la fonction définie pour
Re(s) > 1+ ¢ par :

M’ 1
L(s) = _
I;IE 1 —aj(p)p~
On pose également :
M
G(s) = A® H ['(a;s + a}).
i=1

Lemme B.2.2. La fonction L, a priori définie seulement pour Re(s) > 1+ ¢
admet de fagon évidente un prolongement méromorphe & C comme quotient des
fonctions méromorphes A et G.

De plus, elle n’a qu’un nombre fini de pdles.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la fonction G ne s’annule pas sur C
et que A n’a qu’un nombre fini de poles par hypotheése. O

Ce qu’il manque, par rapport aux fonctions A usuelles, c’est I’équation fonc-
tionnelle. On va ici, I'introduire, par le biais d’un couple de pré-fonctions A.

Définition B.2.3. (Définition 9.1.2)

Considérons un couple de pré-fonctions A, A1 et Ao. Pour fixer les notations,
écrivons la condition 3. de la Définition B.2.1 pour chacune d’entre elles. Pour
Re(s) > 1+ ¢1 (resp. Re(s) > 14 ¢2), on a les développements en produit
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absolument convergent suivants :

My

ASHF (a;s + a, HHl_a

le

BSHFbs—H)’ HHl_

p j=1
On dit alors que (A1, As) forme un couple de fonctions A s’il existe un compleze
non nul w tel que :
(i) A1(s) = whAa(1l —s) (équation fonctionnelle)
(i1) Zi]\ill ZMZ b; (compatibilité des facteurs archimédiens)
Comme on ’a dit au paragraphe 9.1, on peut choisir le méme réel positif ¢

pour les deux pré-fonctions A, ainsi que les mémes entiers M et M’', quitte a
poser des a; =0, a} =1 et a;(p) = 0.

Exemple B.2.4. La fonction A associée a la fonction ¢ de Riemann :
_s.,S 1
o =i Tl

est une pré-fonction A (pour M = M' = 1, ¢ = 0) : elle admet exactement
deux poles simples (en s =0 et s = 1) et la condition de bornitude dans toute
bande verticale s’obtient classiquement par U'écriture de A comme somme de
deux intégrales convergentes.

C’est en fait une fonction A car elle vérifie ’équation fonctionnelle A(s) =
A(1—5) (on adonc A=A etw=1)

On se donne un couple de fonctions A associées, que 'on note A; et As. On a
donc un réel ¢ > 0, deux entiers M et M’ et on fixe pour I’ensemble du mémoire
les notations liées au développement en produit pour Re(s) > 1+c¢:

M’

ASHF a;s+a, HHl—a

p j=1

B“HFbs-ﬁ-b’ HHl,

p j=1

et on note L; et Ly les produits eulériens associés, ainsi que G et G les produits
archimédiens associés.

B.2.2 Ordre des fonctions A

On définit maintenant 'ordre d’une fonction entiére.
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Définition B.2.5. Soit f une fonction entiére.
On dit que [ est d’ordre fini s’il existe M,C' > 0 et A > 0 tels que :

Vz € C,|f(2)| < MeCIA

La borne inférieure des A pour lesquels on trouve une telle majoration s’appelle
lordre de f

On dira, quelque peu improprement qu'une fonction holomorphe est d’ordre
fini dans une certaine zone (bande verticale, demi-plan, etc.) si elle y vérifie une
inégalité du méme type.

Théoréme B.2.6. Théoréme de Weierstrass

Soit f une fonction entiére d’ordre au plus 1 dont les zéros, comptés avec
multiplicité, sont ordonnés de sorte que |z1| < |za| < ---. Alors il existe des
constantes A, B telles que :

+oo

) =P [T = 2)ess
n=1 n

et le produit est absolument convergent.

Démonstration. On renvoie & [Mur08] Section 6.2. Il faut commencer par mon-
trer des propriétés sur la répartition des zéros (« il n’y en a pas trop ») qui
assurent ’absolue convergence du produit infini puis voir que le quotient de la
fonction de départ par le produit infini s’écrit sous la forme « exponentielle d’un
polynéme de degré au plus 1 ». O

On prendra garde que le théoréme de Weierstrass s’applique aux fonctions
entiéres, on ne peut espérer de formulation aussi simple dans le cas des fonctions
d’ordre fini dans une certaine zone.

Théoréme B.2.7. Une fonction A corrigée de ses singularités éventuelles est
d’ordre au plus 1.

Démonstration. On énumere les poles de A (en nombre fini par définition) comp-
tés avec multiplicité : pq, - - - . On pose :

&(s) = A(s) [ [ (s — i) (B.5)

i=1

Alors £ est bien définie sur C tout entier et y est holomorphe, on peut donc
s’intéresser & son ordre.

agons-nous d’abord sur le demi-plan Re(s) > ¢ 4 2. On a alors, d’apreés
Pl d’abord le demi-plan R 2. 0 1 d’
(B.S) :

ID(s)| = O(el*"™") Ve >0

et donc |G(s)| = O(e*I"™") pour tout & > 0.
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Par ailleurs, Uexpression de L comme produit eulérien (convergent pour
Re(s) > ¢+ 1) nous assure que L(s) est borné dans le méme demi-plan Re(s) >
c+ 2.

Enfin le facteur « correctif » [[\_ (s — p;) est un O(s%) pour tout € > 0 (les
polynoémes sont d’ordre zéro).

On a donc, sur le demi-plan Re(s) > ¢+ 2:

£(s)| = O(el*"™) Ve > 0.

L’équation fonctionnelle vérifiée par A nous assure que cette majoration vaut
également sur le demi-plan Re(s) < —c — 1.

Plagons-nous maintenant sur la bande —c—1 < Re(s) < ¢+2. Par définition,
on sait que A diminuée de ses parties singuliéres y est bornée. On a donc :

’ /
n n

= Ti T
Ee)=16—w) |AS) =D —=a + ) 4
() 1]( )| AGs) g T ; o
= (fonction bornée) x (polynéme) + (polynéme)

ot l'on a supposé que les poles distincts étaient indicés de 1 a n’ (avec n’ < n
pour d’éventuelles multiplicités), donc on a sur cette méme bande :

1£(s)] = O(el*") ve > 0.

Finalement, £ est d’ordre fini, et méme d’ordre au plus 1. O

B.3 Majorations

Nous allons avoir besoin de différentes majorations pour la suite, nous sui-
vons la stratégie générale adoptée dans [Lan94].

Proposition B.3.1. Pour toute bande verticale de largeur finie, il existe un
réel m > 0 tel que Uon ait L;(s) = O(|t|™) pour |t| assez grand (a cause des
éventuels poles qu’il faut éviter).

On aura besoin pour cela du théoréme suivant.

Théoréme B.3.2. Théoréme de Phragmen-Lindel6f
Soit f holomorphe dans une demi-bande verticale

a<o<bet t>ty>0.

On suppose que
1. f est d’ordre fini dans la demi-bande.

2. Il existe un réel w > 0 tel que Uon ait f(s) = O(|t|"™) sur les bords de la
demi-bande.

Alors f(s) = O(|t|™) dans toute la demi-bande verticale.
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Remarque : 11 suffit de supposer la majoration de bord sur les deux demi-
droites 0 = a et o = b, la continuité sur le segment [a + ito; b+ itg] assurant que
f vy est bornée, donc en particulier est un O(|t|") quel que soit w > 0.

f(s)

Démonstration. Quitte & remplacer f par s — —, "> on peut supposer que f est

bornée sur le bord de la demi-bande et il s’agit alors de voir que f est bornée
dans la demi-bande.

La fonction f est d’ordre fini donc il existe @ > 0 et B > 0 tels que f(s) <
Bel*I” dans la demi-bande.

On choisit m € N tel que m =2 [4] et m > «

On a alors s™ = (re'?)™ = ™ (cos(m#@) + isin(md)) et, quitte & augmenter
to, on peut supposer que, pour tout s dans la bande, 7 < args < ?jf (et donc
cos(mb) <n < 0).

On pose, pour € > 0 :

m

ge : s — f(s)e?

On a alors :

‘gs (S)‘ < Ber“‘ earm cos(m@)

< Ber"‘ +ner™

et r* 4+ ner™ — —oo lorsque t = Im(s) — +o00, uniformément dans la demi-
bande.

Donc g.(s) — 0 lorsque ¢ — 400 et on peut en particulier trouver t; > tg
tel que, pour tout to > t1,]g-(s)| < B sur le segment horizontal [a + ite; b+ its].

On a [e**"'| < 1 dans la demi-bande donc en particulier sur ses bords, et |g.|
est majorée par la méme constante que |f| sur les bords, disons B’. Quitte a
remplacer B par max(B, B’), on a g. bornée par B sur les bords du rectangle
délimité par les droites ¢ = a,0 = b,t = tg,t = to.

Donc, par le principe du maximum, |g.(s)| < B dans ce méme rectangle.
Comme to peut étre choisi arbitrairement grand, ceci vaut dans toute la demi-
bande verticale.

On a donc, a s fixé et quel que soit € > 0 :

|f(3)‘ < Befsrm cos(m@)

(on remarque que cos(mf) < 0). On obtient donc |f(s)] < B en faisant tendre
€ vers 0, ce qui conclut. O

Lemme B.3.3. Les fonctions L; sont bornées le long de toute droite verticale
Re(s) =0 avec o > 1+ c.

Démonstration. On considére 'expression de L; comme produit eulérien, abso-
lument convergent pour Re(s) > 1+c¢:

M 1
L) =111l ———

oo L ay(ppe
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On a, pour j entre 1 et M’ :
1—p= R <1—a;(p)p~°| < [1—a;(p)p~°| < 14]|a;(p)[p~ ") < 14peRel),

La condition Re(s) > 14 ¢ nous assure que les deux expressions extrémes
sont les facteurs d’un produit absolument convergent, pris pour p parcourant
I’ensemble des nombres premiers.

Notons G(s) et H(s) les valeurs de ces produits (qui sont donc des quantités
réelles, ne dépendant que de Re(s)). On a :

0<G(s) <[] 11 —e;@p°| < H(s) < +o0

!l
0<G)" <[ITIN - osmpl < HM < 400

j=1p

d’ott T'on déduit que Lq(s) (ainsi que son inverse) est bornée le long de toute
droite verticale Re(s) = o avec 0 > 1+ ¢. Le méme raisonnement s’applique
évidemment & Lo. O

Il reste a considérer le cas d’une droite verticale Re(s) = o avec 0 < —c. Si
on ne dispose pas de formule explicite pour la fonction L1, on peut exploiter le
lien entre les fonctions Ay et As qui nous donne :

Lemme B.3.4. Sur toute droite verticale Re(s) = o avec 0 < —c, on a :
Li(s) = O(|t[")
pour un certain vy > 0.

Démonstration. On a :

Or, sur une droite verticale donnée, Lo (1—s) est bornée par le calcul précédent et
1 Alfs

= 5+ est constant en module sur cette méme droite. Il reste donc a considérer
le facteur lié aux fonctions I'.

L’équivalent calculé au (B.3) nous donne :
ID(ais + a})| = |D(ai(o + it) + af)|
= |[(a;0 + Re(a}) + i(ta; + Im(a})))|
o e Ve

a;lt|™

~ J|t|%e™ "2
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ou l'on a noté o/ = a;0 + Re(a}) et t' = a;t + Im(a}), avec J > 0 et a € R,
léquivalent étant pris lorsque [t| — +oo sur cette droite.
De méme :
D(bi(1 = s) +b5)| = [T(bi(1 — 0 — it) + b))
= |1"(bi(1 — o) + Re(b]) + i(—tb; + Im(b})))]
|tl/|o —5 ,— 2'" \/%670//
by \t\ﬂ

~ K[t|Pe”

ot l'on anoté o’ = b;(1—0)+Re(b;) et "' = —tb;+1m(b}), avec K > 0et 5 € R.

On a alors :
1]\_/1[ (1= )+ b)) HK‘t& biltin
Tais + a;) i1 Jiltlere T
~ C‘tpe% Zivi1(ai_bt)
~ C|t|”
d’apreés 'hypothése 2 concernant les fonctions A. O

Démonstration. (de la Proposition B.3.1)
Une bande verticale de largeur donnée peut toujours étre incluse dans une
bande :
—o00 < 09 < Re(s) <01 < 400

avec g < —cet o1 > 1+c.

Les poles de L; sont les poles de A; qui sont en nombre fini, donc L; est ho-
lomorphe sur la demi-bande t > ¢y pour tg assez grand. On peut alors appliquer
le Théoréme de Phragmen-Lindelof et conclure que L;(s) = O(]t|*) dans cette
demi-bande pour ¢ assez grand. En considérant L;(1 — s), on a le résultat pour
la demi-bande de partie imaginaire négative. O

Ces majorations vont nous permettre de localiser les zéros, ou plus exacte-
ment, d’identifier des zones sans zéros, qui permettront de trouver des chemins
d’intégration pratiques.

Lemme B.3.5. Soit f une fonction holomorphe dans le disque fermé de centre
zo et de rayon R. Soit 0 < r < R.

On suppose que f a au moins n zéros dans le disque fermé de centre zy et
de rayon r, et que f(z) # 0.

Alors
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Démonstration. On peut supposer zg = 0 et qu’on a exactement n zéros comptés
avec multiplicité dans le petit disque, notés a;.
On pose, pour |z| < R :

R? -Gz

9@ =[] 5
i=1

(z —a;)’

La fonction g est holomorphe sur le grand disque et le principe du maximum
nous donne |g(0)| < |lgl|r (sup sur le grand cercle).

Si |z| = R, on a, en écrivant z = Re' :

R?—a;z| |R*—aRe®| |R—ae®|  |R—a;e™™ 1
R(z—a;)| |R(Re® —a;)| |Re® —a;|  |e®||R — aje~®|
d’ott |lgllr = ||flr = M avec les notations de I’énoncé.
Par ailleurs,
0)] =|f(0 — | =1f(0 - > 0 g
50 = ) 11 7| =151 ] gy = oI 7
ce qui conclut. O

Proposition B.3.6. Pour T assez grand, le nombre de zéros de A; dans chacun
des deux rectangles délimités par :

—c<o<l1l+c¢c

et
T<|t|<T+1

est O(logT).

Démonstration. On traite le cas du rectangle de partie imaginaire positive,
Pautre cas étant similaire. On va utiliser les résultats concernant la fonction
L; associée.

Tout zéro éventuel de A; est un zéro de L; (puisque la fonction I" ne s’annule
pas sur C, la réciproque est fausse). On majore donc le nombre de zéros de L;.

Comme dans la démonstration de la Proposition B.3.1, la finitude du nombre
de poles de A; (donc de L;) nous assure que L; est holomorphe pour Im(s) > tg
pour un certain tg.

Dans la suite, on considére T' > to + (2 + 2¢) + 1.

On pose

1
Z()=(2-|-c)—i-i(T-i-§)7

= e (1)

R=er.
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Alors T+ % — R > tg si bien que la fonction L; est holomorphe dans le disque
fermé de centre zy et de rayon R, le Lemme B.3.5 nous donne :

(R> : |LZZ0>|’

ou n désigne le nombre de zéros dans le disque de centre zy et de rayon 7,
qui contient le rectangle considéré. Or, on a vu que |L;(s)] > a > 0 sur la
bande verticale Re(s) = 2 4 ¢ (ce qui justifie également que L;(z9) # 0), et
L;(s) = O(Jt|™) donc :

1
M= sup |Li(s)|< sup K|t|m§K\T+§+r|m§K'Tm.

|s—z0|=R |s—z0|=R

On a donc {nombre de zéros dans le rectangle considéré} < nlog(£) <
log K’ + mlogT —logor < K log T. O

Corollaire B.3.7. Il existe n > 0 tel que pour m € N suffisamment grand en
valeur absolue, on trouve T,, €lm;m + 1[ avec A; sans zéros dans chacune des
bandes horizontales

n n
T, — <I <T,,
Tog(m) = ) = T ooty
n n
T, — < Tm(s) < —T,,
toa(m) = ") = T ¥ oty

Démonstration. Soit mg € N suffisamment grand pour que la Proposition B.3.6
s’applique. Soit m > my.

On se place sur la bande horizontale m < Im(s) < m + 1.

D’aprés la formule (B.4) et les calculs du Lemme B.3.3, A; n’a pas de zéro
pour Re(s) > 1+ ¢. En considérant I’équation fonctionnelle et Ag, on voit qu’il
n’y a pas non plus de zéro pour Re(s) < —c.

Tous les zéros éventuels sont donc dans le rectangle délimité par

—c<oc<l+c¢

et
m<t<m-+1

et la proposition précédente nous dit que leur nombre est inférieur a C'log(m)
pour une constante réelle C' fixée.

De méme les zéros éventuels dans la bande horizontale —m—1 < Im(s) < —m
sont au plus au nombre de C'log(m).

Par le principe de Dirichlet, il existe donc un intervalle (en partie imaginaire)

de longueur 5 ne contenant ni zéro de A; ni le conjugué d’un

(C+1)logm
1

tel zéro . En posant T, le centre de cet intervalle et n = m, on a le

résultat. O
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Proposition B.3.8. Soit a > 0. Alors, le long de toute droite verticale Re(s) =
l+c+a,ona:

A/
T (5) = Ollog [
Démonstration. 1l suffit d’écrire
A/ A

M L
X0 =10 A+ > s +al) + (9

Par un calcul fait plus bas, dans la section B.4.2 « Partie ultramétrique », on a
L (s) bornée le long de toute droite verticale fixée.
Par ailleurs, la Proposition B.1.6 nous assure que chacun des termes de type

digamma apparaissant est un O(log|s|), ce qui conclut. O

Proposition B.3.9. On a, pour —c—1<o0<24c¢:
AI
40+ )| < Dltog m)?

ot Ty, est défint par le Corollaire B.3.7 pour m assez grand.

Démonstration. Soit m suffisamment grand pour que le Corollaire B.3.7 s’ap-
plique, qui nous donne un 7;,.
On a s =0 +iT,, et on pose sg = 2+ ¢+ iTy,.
On utilise la fonction £ introduite en (B.5) qui correspond a la fonction A
corrigée de ses singularités éventuelles :
n
&(9) = ) T[ (s = )
i=1
ou les u; correspondent aux podles de A comptés avec multiplicité. Ils sont en
nombre fini par définition.
Les zéros de & sont les zéros de A, et £ étant entiére d’ordre au plus 1
d’aprés le Théoréme B.2.7, elle admet d’aprés le théoréme de Weierstrass le
développement suivant :

£(s) = AP - 2)es

ou p parcourt les zéros de A.
On a donc :

puis

P
B+ (At h oy (5.6)
P
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En particulier :

[X(S)—/X(SO)Z;( =

S=p So—p S—pH  So— M

Tous les calculs s’effectuent hors des poles et la somme (finie) portant sur les p
est donc majorée en valeur absolue par un réel fixé K, indépendamment de m
(supposé toujours suffisamment grand).

Sil’on consideére la droite Re(s) = 2+¢, alors la proposition précédente nous

assure que ‘%(so) < Ky log |m| pour une constante K5 indépendante de m (on
utilise T, ~ m).

Il reste a considérer la somme portant sur les zéros de A. On a :

1 1 ’ |so — s 3+2c

s—p  so—p| |s—pllso—pl = |s—pllso—p|

Par ailleurs, en décomposant p = 8 + i7y, on a
s —pl =lo+iTm — B —iv| = [T — 7l
et de méme pour |so — p| d’ou :
1 1 ’
- <
s—p S0—p

34+ 2¢c
(T —7)?

On va maintenant séparer, dans la somme, les zéros tels que |1, —v| < 1
(dont on notera ’ensemble Z;) des autres (dont on notera I'ensemble Z5).
Si [Ty, — | > 1 alors [Ty, — | +1 < 2|[Ty, — |2 et

3+ 2c
2 < 2 M A

pPEZ> pPEZ2

s—p So—p

1 1 ’

qui est inférieur a K3log|m| d’aprés le lemme suivant.

Pour les zéros dans Zy, on a |2+ c+ T, —p| = |2+ c+ il — B —iy| >
2+ c—f > 1 car 3, partie réelle d’'un zéro de A, est dans l'intervalle [—¢; 1+ ¢].

Done Y2 ., ’%_p‘ < #7, x 1 < Kylog |m| d’aprés la Proposition B.3.6.

A cette étape, on peut donc écrire :

Moo= 1+

S —
PEZL P

avec |R(s)| < Ky + Kz log|m| + Kslog |m| + K4log|m| < K5 log|m|.

Or on a choisi s de partie imaginaire T,,, de sorte que, par le Corollaire
B.3.7,
n

—pl = T — B —iv| > [T — | >
|s —pl=lo+i B —iy| > | 7| Tog [
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d’ou en utilisant de nouveau #27; < K4 log|m/| :

A/
’A(s) < Kylog |m| x nlog|m| + Kslog|m| < D(log |m|)2.

O

Lemme B.3.10. On a, pour p parcourant tous les zéros de A, et pour t suffi-
samment grand en valeur absolue :

> H@%’Y)Q = O(log |t])

Cette majoration est a fortiori vérifiée pour p parcourant seulement ’ensemble
Zs.

Démonstration. De (B.6) et des majorations déja faites concernant la somme
portant sur les poles, on tire :

A 1 1
A0 =260

Pour s = 2 4 ¢ + it, on obtient, en utilisant la majoration de la Proposition
B.3.8 le long de la droite Re (s) = 2 + ¢, et en prenant les parties réelles :

1 1
> Re( +;)§Alog|t\.

s—p
Or
1 1
Re(sfp):Re(QJchritfﬁfi’y)

B 2+c+p

(24 c+HB)2H(t—79)?
1

= 2+c+pB)2+(t—7)2
1

2 (24 2¢)2 + (t —7)?

en utilisant que —c¢ < 8 < 1 + ¢ (partie réelle d’un zéro de A).
Par ailleurs,
1B

e—=—
p o lpl?
et, B étant borné, il suffit de voir que > ﬁ converge pour conclure que la

somme des 1 est bornée en module (donc a fortiori sa partie réelle est bornée).

Or les zéros de A sont les zéros de £ et cette derniére fonction est d’ordre
au plus 1; un résultat général concernant les fonctions d’ordre fini (c¢f. [Mur08]
Exercice 6.1.6) assure que » m%ﬂ < +o0 pour tout € > 0.
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On peut donc écrire

1
Z < A'log |t|
2 2
; (2+2¢)2 4 (t—7)

et on conclut en remarquant que, de (2+2¢)? > 1 on tire (2 +2¢)? + (t —7)? <

24201+ (t—7)%)- O

B.4 Formules explicites

B.4.1 Fonction test et formule des résidus

Définition B.4.1. ([Mes86]) (Définition 9.2.1)
Soit ¢ > 0. Soit F : R — R, mesurable, paire. On dit que F est une fonction
test (de niveau c) si :

(i) il existe £ > 0 tel que x — F(z)elztetolzl ¢ LI(R),

(ii) il existe € > 0 tel que x — F(z)ezttoll soit & variation bornée et
normalisée (i.e. égale en chaque point a la moyenne de ses limites & gauche
et a droite),

F(z) — F(0)

X

(iii) la fonction x +— est a variation bornée.

On se donne F' une fonction test et un réel ¢ tel que les conditions (i3) et (4i7)
soient remplies. On se donne un entier naturel m suffisamment grand pour étre
redevable du Corollaire B.3.7, qui a vocation & tendre vers +oo (et T), avec).
On pose U, () = F(z)e(ztetolzl (qui est également paire).

On pose, pour s complexe avec Re(s) € [-c — §;1+c+ 5] :

+o0 .
= / F(x)e*~ 2%y
— 00

Cette intégrale est bien définie car on a, pour z >0 :
[F(a)els= 27| = | F(

< |F(

< e 5w, ()]

x)\e o-3)

x)‘e (I+c+5-3)z

La condition (#i¢) nous donne que la fonction W, est en particulier bornée et

. _1 . 4 ..
alors, la fonction x — F(x)e(*~2)% est non seulement intégrable au voisinage de
400 mais également & décroissance rapide.
De méme, pour z < 0, on a

|F(2)e*~ 2] < 57|, (2))|

donc, la encore, on a intégrabilité et décroissance rapide au voisinage de —oo.
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La fonction ® est donc holomorphe, comme intégrale a parameétre, et la

formule des résidus appliquée a s — ®(s) ﬁigig sur le bord du rectangle

{—cf %;1+c+ g} X [=Tm; Tin]

donne :

e ORI S ORI DI N )

[Im(p)|<Tm [Tm(p)|<Trm

ol p (resp. u) parcourt les zéros (resp. les poles) de A; de partie réelle comprise
entre —c — 5 et 1 + ¢+ § comptés avec multiplicité. Il n’y a pas de zéros sur
les bords du rectangle d’aprés le Corollaire B.3.7 (pour les bords horizontaux)
ainsi que par la formule (B.4) (pour les bords verticaux).

Remarque : En réalité, on a considéré tous les zéros et tous les poles de la
fonction A; car on a déja vu que l'écriture en produit interdisait I'existence
de zéros ou de poles dans le demi-plan Re(s) > 1 + ¢, I’équation fonctionnelle
interdisant 'existence dans le demi-plan « symétrique » Re(s) < —c.

1
Proposition B.4.2. Avec les notations précédentes, on a : ®(s) = O <|t|>
lorsque |t| — 400

Démonstration. Il s’agit d’effectuer une intégration par parties « fonction & va-
riation bornée contre fonction continue »

On rappelle qu’on a la série d’implications suivante :
« VB sur » R = « VB sur chaque segment » = « différence de deux fonctions
croissantes sur chaque segment » = « dérivable presque partout »

On peut donc écrire :

+oo )
D(s) = / F(m)e("*%)%’m dz

) eitz +oo 1 +oo )
= [F(x)e(UZ)‘T _ ] - = / e A(F(z)el7—3)%)
i |_ o )

Or, on a vu plus haut que la fonction x — F (z)e("*%)m est a décroissance
rapide & l'infini.

Le premier terme est donc égal & 0 et la seconde intégrale est bornée par la
variation totale, si bien qu’on obtient le résultat recherché. O

Corollaire B.4.3. Les parties horizontales de l'intégrale (B.7) tendent vers 0
quand m (ou T, ) tend vers Uinfini.

Pour alléger les notations, on note désormais 7" au lieu de T, et on sera
amené a raisonner avec le fait que T tend vers l'infini lorsque m tend vers
Iinfini.
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Démonstration. Il suffit de combiner la majoration précédente avec l'estimée de
la Proposition B.3.9 O

On s’intéresse donc aux parties verticales de I'intégrale (B.7) et on remarque
que I'équation fonctionnelle reliant A; et Ay permet d’écrire, en posant a = c+5 :

—a—iT /(s 1+a+iT "(1—u
/ B (s) 2l >ds=/1 o1 — =W

—a-+iT Al(s) +a—iT Al(]' - U)
en faisant le changement de variable u =1 — s.
Or,on a:
+o0 N
O(l—3s)= F(z)e' 7 3)2dg
T r)e -
= F(z)e'27%%dx
oo (z) (B.8)
+o0 .
= F(—xz)el2)2dg
= d(s)
par parité de F.
Finalement, en utilisant le fait que wA%(s) = —Aj(1 — s), on obtient que les

parties verticales de 'intégrale (B.7) peuvent s’écrire :

T M) gy M)
/1+aiT <(I)( )Al(S) el )A2(5)> d

1+a+iT A/ A/
:/ @(S)( 1(8) + 2(8)>d8
1+a—iT Ai(s)  As(s)
Comme tout se passe désormais pour Re(s) > 1+c¢, on peut utiliser I’écriture

en produit donnée par (B.4), particuliérement commode pour le calcul de la
dérivée logarithmique, ce qui donne :

M M’
Mls) log A + Z Y(ais + aj) — Z Z 5(p)log(p) (B.9)
Ay (s) s U ()

G’l(s) L’l(s)

G1(s) IZI0)

Une telle décomposition est aussi valable pour la dérivée logarithmique de As.

B.4.2 Partie ultramétrique

On s’intéresse a l'intégrale de ® contre la partie ultramétrique de (B.9) le
long du segment [1 4+ a — T 1+ a +iT].
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Or

On a donc :

i 1+a+iT (b(s) L/l (5) dS
27 J1qa—iT Lq(s)
1 T

_ (3+atit)z k, —k(1+a+it)
~ T or </F() dx)Zlog a;(p)*p dt

/ Z </ u+ klogp)6(§+a+it)udu> %dt

p
= H 1tu
T om ( / du) dt

avec le changement de variable affine x = u + klogp et en posant :

1 k
H ZF —‘,—k’logp) (3 +a)uM
pz

k
= ZFa(U + klng)l()()lJra())

ot F, : x — F(z)elzto)z,

Il reste a justifier I'interversion « somme-intégrale » qui a fait apparaitre la
fonction H.

La somme sur l'indice j étant finie, elle n’a pas d’incidence sur la conver-
gence, on suppose pour la clarté des calculs que M’ = 1 et on omet & partir de
maintenant l’indice j. Il reste donc une double sommation sur k& > 1 et sur p
premier.

La fonction F' étant une fonction test, on a F, & variation bornée, et en
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particulier bornée en valeur absolue sur R par une constante W. Alors

log(p)a(p)*| _ |, logp(p)*

sup | Fu(u + klog p) =y —| < RTers)

u€ER
logp

<w
= ph(+3)

en utilisant a = ¢ + § ainsi que I'hypothése sur les fonctions A concernant le
module des a(p).
On somme alors en k, & p fixé :

= W log p logp k
D Wiy = W Z
=1 P
1ogp
p1+% -1

log p

=W

On obtient donc le terme général d’une série convergente en p, si bien que
la double somme converge et donc la série définissant H converge normalement
sur R.

En remarquant que si F est une fonction test, alors F, € L'(R), on a, via
le méme calcul avec une intégration en plus, légitimé l'interversion ci-dessus,
et montré que H € L!(R). De méme, on a F, & variation bornée et donc, par
sous-additivité de la variation totale, H a variation bornée.

On a donc [, H(u)e™du = H(t) on ™ désigne la transformée de Fourier sur
le groupe localement compact R.

On utilise une version faible de I'inversion de Fourier

Théoréme B.4.4. (Pringsheim)
Soit f une fonction complexe de la variable réelle, a variation bornée. On
suppose que f(t) tend vers 0 lorsque t tend vers +oo. Alors :

=T =400 _
L lim e 'ty (/ : f(x)eitzda:> dt = M

27 T—+o0 Ji—_p 2

=—00

Démonstration. On peut y voir un analogue du théoréme de Dirichlet concer-
nant la convergence ponctuelle des séries de Fourier. On trouve la preuve dans

[RL55]. O
On a alors :
1 14+a+iT I/ 1 /T 4

— d(s) 1(5) ds = _7/ H(t)e 04t
2 Jipa—ir Li(s) -T

— —H(0) en utilisant le théoréme précédent

T—+o0
M’ +oco
S XY Flbtogy P
2

p j=1k=1 p
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On utilise le fait que H est normalisée au sens du (%) de la Définition B.4.1,
ce qui découle immédiatement du fait que F' est normalisée (ce qui vient a son
tour de la définition d’une fonction explicite).

B.4.3 Partie archimédienne

On considére maintenant & l'intégrale de ® contre la partie archimédienne
de (B.9) le long du segment [1 +a —iT; 1+ a + iT].

On commence par remarquer qu’on peut, puisque 7T va tendre vers oo,
remplacer le segment [1 + a — iT;1 + a + ¢T] par [% — T % +4T]. En effet,
intégrons le long des bords du rectangle délimité par ces deux segments, ou il
n’y a pas de poles :

l
0= / @(8) Z((SS)) ds par le théoréme des résidus

1+a+iT T+HIT 1
:/ —I—/ +2 (O(logT) X 0 ()) ,
1+a—iT 1T T

les majorations & droite provenant des Propositions B.1.6 et B.4.2. Ainsi la
différence entre les deux intégrales tend vers 0 lorsque 7" tend vers +oc.

Commencons par le terme correspondant a A®, on a :

LT t=T 1
/ O(s)log A ds :/ O(= +it)logAidt
1T t=—1 2

t=T r=-400 )
=ilog A/ / F(z)e"dx dt
t=—T

t=T A__ 4
:ilogA/ F(t)e "0qt
t=—T

o 2im(log A)F(0)

par le méme argument d’inversion de Fourier « faible ».
On pose ¢(t) = ®(3 + it), on doit alors calculer les limites lorsque 7" tend
vers l'infini des intégrales :

1+iT t=T
/ B(s)v)(ass + al)ds = i / P(D)(oi + dait)dt
$—iT t=—T

ot 0; = 4 + aj > 0 d’aprés les hypothéses faites sur a; et aj. Pour la lisibilité
des calculs qui suivent, on omettra les indices i.
On va avoir besoin du

Lemme B.4.5. Soit k € L}(R) NL3(R). On pose
+o0o _ itz
p(t) = / k) g

oo T




Soit v la transformée de Fourier de x + . On suppose que

im p(t)y(t) = 0.
Alors pp € LI (R) et

1 [t too F(0) — F(x)
— t)p(t)dt = k(r) ——=dx.
5 | otetar= [ kT O
Démonstration. La démonstration se trouve dans [Poi77|, Lemme 2, p.5. O
On a, en utilisant la Proposition B.1.7 (¢ > 0) :
+oo ef(aJriat)z — e 0T
Y(o +iat) — (o) = —/ dz
0 1—e®
+oo —ox )
= —/ ¢ (e7'* —1)dx
0 1—e®
Too g—od d
:+/ C e
0 l—e"a a
+oo o 1 1— —ity
:/ e_Tyy 7 € dy
0 al—e"a y
“+o0 1 efity
oy T
—o0 Y

avec le changement de variable y = ax et en posant

ea’)
a

e — siy>0
k:y— 1—e
0 siy <0
On a alors k € L}(R)NL2(R) et, en reprenant les notations du Lemme B.4.5,
on a, modulo la vérification . 1131 p(t)y(t) = 0 (pour laquelle on renvoie encore
—+o0
a [Poi77] §1) :

+oo too B .
% 3 (1/1(J+iat)—1/)(a))<p(t)dt:/ k() O = F@) 4,

+oo _
:/ ey 1 F(0)— F(x) d
0 al—e

Q|
Q]

— 00

+oo e~ Y
- / (F(0) - Flay)) dy

1—e¥

Enfin, en utilisant le méme calcul d’inversion de Fourier que ci-dessus, on a :
L[t

o | Plo)e(t)dt = (o) x F(0)
too sy e~y
:F(O)/O <y_1—€_y> dy
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d’ou :

L o+ iatyptydt = - /;Do (W - F(O)e_y) dy

2 J_ o 1—e¥ Y

B.4.4 Formule

On prend la limite quand m tend vers l'infini (donc T, tend vers l'infini)
dans l’équation (B.7) : le membre de gauche admet une limite par les calculs des
sections précédentes, et la somme sur les poles également car c’est une somme
finie d’aprés ’hypotheése faite sur A.

On a donc montré que > ;. <7, ®(p) admet une limite quand m tend
vers l'infini qu’on notera désormais sans plus de précautions ) ®(p).

On peut finalement, en conservant les notations précédentes et en utilisant la
parité de F, écrire la formule explicite, pour une paire quelconque de fonctions
A. C’est le Théoréme 9.2.2.

> ®(p) = > ®(u) = F(0)log(AB)

T log(p) k k
=3 3% F(klogp) i () 30"
p j=1k=1
M
—Z(I(ai,a§)+l(bi,b;))
ou ) +oo F(ay)e—(%—&-a/)y eV
Had) = [ ( e B _ o>y>dy
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