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Abstract of the thesis

Université de Lyon

Ecole Centrale de Lyon - Laboratoire Ampère

Data Informativity for the Prediction Error Identification of MIMO
Systems. Identification of a MEMS Gyroscope.

by Kévin Colin

Mathematical models have a crucial place in every engineering field. Models can be
used for several purposes such as the design of a controller, the prediction, the health
monitoring of a system, etc. Often, the performances of the controller, the accuracy of
the prediction and the ability to detect faults occurring in a system strongly depend
on the quality of the model. System Identification is the scientific field consisting in
the modeling of a system with experimental data collected on this system. Therefore,
it gives a more realistic modeling of the system since it can allow to identify some
dynamics that are not modeled by first principles. This type of modeling relies on three
ingredients: the model structure (set of candidate models), the experimental data and
the identification criterion. These three ingredients must be carefully chosen in order
to guarantee a good quality for the model.

In order to obtain an accurate identified model, it is essential to guarantee the consis-
tency of the estimate (identified model). This property directly depends on the three
aforementioned ingredients. It guarantees the convergence of the identified model to
the most accurate candidate model available in the model set when the number of data
increases endlessly. When considering the classical Prediction Error estimator (with a
least-square criterion), it has been shown that the consistency is achieved when two
properties are verified: the identifiability of the model structure and the informativity
of the data with respect to the model structure. For the identifiability, a lot of works
have been done to derive linear parametrized model structures having strong identifi-
ability properties such as, e.g., Box-Jenkins, Output-Error, Finite Impulse Response,
ARX and ARMAX model structures.

For the data informativity, a lot of works have been done for the identification of the
single-input single-output systems within the Prediction Error framework. Necessary
and sufficient conditions have been derived to verify the data informativity with respect
to the classical single-input single-output linear model structures (Box-Jenkins, Output-
Error, Finite Impulse Response, ARX and ARMAX model structures) for the open-loop
and the direct closed-loop identification. However, for multiple-inputs multiple-outputs
systems, the only results for the data informativity available in the literature are only
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sufficient and can be very restrictive with respect to the experiment design limitations
of the to-be-identified system. Therefore, in this dissertation, we consider the study of
data informativity for linear multiple-inputs and multiple-outputs systems in open-loop
and closed-loop and we develop less conservative conditions for the verification of this
property within the Prediction Error framework.

The second limitation of the data informativity studies available in the literature is
the lack of results for the identification of nonlinear systems which can be accurately
identified within the Prediction Error framework. This limitation is moreover very
restricting in practice since a majority of real-life systems have nonlinear behaviors.
Consequently, in this dissertation, we address the problem of the data informativity for a
particular type of nonlinear model structures with an input monomial nonlinearity. This
particular analysis is motivated in this dissertation by the problem of the identification
of a real-life system with an input monomial nonlinearity: the inertial gyroscope used
for the measurement of angular rate (rotation speed).

This type of gyroscopes presents a lot of advantageous properties such as its cheap
manufacturing price, its low energy consumption and its small size. However, it suffers
from several inaccuracies due to manufacturing imperfections and its instrumentation.
This problem can be tackled by putting the sensor in closed-loop with a controller.
In order to derive an optimal controller, we need an accurate model of the inertial
gyroscope and system identification advanced techniques such as Prediction Error can
solve this problem. However, in the literature, there is no complete model structure
and no identification method for the modeling of the main dynamics in an inertial
gyroscope. Therefore, the last problem addressed in this thesis is the development of
a complete model structure and an identification approach to accurately estimate the
main dynamics of the inertial gyroscope.

Key-words: Prediction Error identification; consistency analysis; MIMO systems;
data informativity; Hammerstein system identification; MEMS gyroscope
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Résumé de la thèse

Université de Lyon

Ecole Centrale de Lyon - Laboratoire Ampère

Informativité des Données pour l’Identification par Erreur de Prédiction
des Systèmes MIMO. Identification d’un Gyroscope MEMS.

de Kévin Colin

Les modèles mathématiques ont une place très importante dans beaucoup de do-
maines de l’ingénierie. Ces modèles peuvent être utilisés dans plusieurs applications
de l’automatique comme, par exemple, la synthèse de correcteurs, le diagnostic des
systèmes, la prédiction, etc. Souvent, les performances du contrôle, la qualité de la
prédiction et de la capacité de détection des pannes sur un système dépendent directe-
ment de la qualité du modèle mathématique à décrire les dynamiques de ce système.
L’identification des systèmes est le domaine scientifique qui consiste à déterminer un
modèle mathématique des dynamiques d’un système en utilisant des données expéri-
mentales récoltées sur ce système. Cette approche donne une modélisation plus réaliste
du système puisqu’elle permet, par exemple, de modéliser des dynamiques qui ne peu-
vent pas être décrites par des équations de la physique. L’identification des systèmes
repose sur trois ingrédients: la structure de modèle (l’ensemble des modèles candidats),
les données récoltées et le critère d’identification. Le choix de ces trois ingrédients est
important puisqu’il a un impact sur la qualité du modèle identifié.

Pour avoir une estimée précise des dynamiques du système identifié, il est important
de garantir la consistance de l’estimée et cette propriété dépend fortement du choix
de ces trois ingrédients. La consistance est la propriété qui assure la convergence de
l’estimée vers le modèle le plus précis disponible dans la structure de modèle choisie
lorsque le nombre de données tend vers l’infini. Lorsque l’estimateur considéré est celui
de la méthode par erreur de prédiction (Prediction Error) avec un critère des moindres
carrées, la consistance est garantie lorsque deux propriétés sont vérifiées: l’identifiabilité
de la structure de modèle et l’informativité des données par rapport à la structure de
modèle. L’identifiabilité a été largement étudiée et des structures de modèle linéaires
paramétrées avec des propriétés d’identifiabilité fortes ont été développées: c’est le cas
des structures Box-Jenkins, Output-Error, Réponse Impulsionnelle Finie, ARX and
ARMAX.

Pour l’informativité des données, plusieurs études ont été menées pour les structures
de modèle linéaire une-entrée une-sortie avec la méthode Prediction Error. Des con-
ditions nécessaires et suffisantes ont été développées pour vérifier l’informativité des
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données pour les structures de modèle classiques (Box-Jenkins, Output-Error, Réponse
Impulsionnelle Finie, ARX and ARMAX) pour l’identification en boucle ouverte et
l’identification directe en boucle fermée. Cependant, pour l’identification des systèmes
plusieurs-entrées plusieurs-sorties, il y a peu de résultats pour vérifier l’informativité des
données. Les seules conditions disponibles dans la littérature scientifique sur ce sujet
sont des conditions qui ne sont que suffisantes et parfois très restrictives par rapport aux
limitations du choix de l’excitation pour l’identification. Ainsi, la première motivation
de cette dissertation est d’étudier l’informativité des données pour les systèmes linéaires
plusieurs-entrées plusieurs-sorties et de développer des conditions de vérification moins
restrictives dans les cas boucle ouverte et boucle fermée avec la méthode par erreur de
prédiction.

La deuxième limitation des études de l’informativité des données avec la méthode
Prediction Error est qu’elles se limitent au cas linéaire alors que la plupart des systèmes
réels présentent des dynamiques non-linéaires. La méthode Prediction Error peut être
utilisée pour identifier efficacement certains types de systèmes non-linéaires. Ainsi, le
deuxième problème abordé dans cette dissertation est l’informativité des données pour
une structure de modèle non-linéaire avec une non-linéarité entrée de type puissance.
L’étude de ce type de structure est motivée par l’identification d’un système réel qui
présente ce type de non-linéarité: le gyroscope inertiel pour la mesure de vitesses de
rotation.

Ce type de gyroscope a de nombreux avantages comme son faible prix, sa faible
consommation d’énergie et sa petite taille. Cependant, il n’est pas très précis à cause
des problèmes de fabrication imparfaite et de son instrumentation. Ainsi, ce capteur
est souvent mis en boucle fermée avec un correcteur optimal pour améliorer la mesure
de la vitesse de rotation. Afin d’obtenir un correcteur optimal, nous avons besoin d’un
modèle précis du gyroscope et l’identification des systèmes peut résoudre ce problème.
Cependant, dans la littérature, il n’y a pas de travaux qui proposent une modélisation
complète des phénomènes les plus importants du gyroscope. Ainsi le dernier problème
étudié dans cette thèse est le développement d’une structure de modèle complète et
d’une technique d’identification pour les principales dynamiques du gyroscope inertiel
dans le but de synthétiser un correcteur optimal.

Mots-clefs: identification par erreur de prédiction; analyse de consistance; informa-
tivité des données; identification des systèmes Hammerstein; gyroscope MEMS
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Chapter 1

Introduction
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1.1 System Identification

Mathematical models of the dynamics of real-life systems play an important role in a
variety of science and engineering fields such as chemistry, mechatronics, electromag-
netism, biology, etc. These models are needed for different types of purposes such as
controller design, prediction, heath-monitoring, reverse-engineering, etc:

• controller design: in a lot of engineering applications, the system must be designed
such that its behavior satisfies the desired one. For this purpose, a controller is
synthesized in order to design the optimal actuation that will guarantee the desired
behavior. A mathematical model of the system has a crucial part in this controller
design, as illustrated in [NDG+04] for a catalytic distillation process.
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1. Introduction

• prediction: when the forthcoming values of the output of a system need to be
predicted under some given inputs and operating conditions, a model can be used
for this purpose. An example is the forecast of weather [Vas01].

• health monitoring: it is important to detect the faults occurring in a system. A
model of the nominal behavior of the system is then used to detect any deviation
of the observed data from the nominal (desired) ones [Din08].

• reverse-engineering: a model can also be used in order to deduce some behaviors
that are invisible for the user at first glance. It is the case, e.g., in biology where
the feedbacks between all the components of a cell are investigated [Kha08, TA05].

The obtained performances of the controller, the prediction, etc are often dependent
on the quality of the model, i.e., on the ability of the model on explaining the observed
dynamics of the system. It is therefore important to guarantee an accurate model for
the system.

The ways to obtain a model can be divided into three mainstream categories. In the
first one, the model is completely determined from first principles (e.g., Newton’s laws
for the mechanics, Maxwell’s laws for the electromagnetism, etc). It corresponds to
the white-box modeling category. In the second one, the model is only derived from
experimental data collected on the system. This corresponds to the black-box modeling.
The last category is a case between the white and black-box models and is naturally
called grey-box modeling. It corresponds to the determination of all the (or some)
parameters in the first principle equations by the use of experimental data collected on
the system. An illustration of these three ways to derive a mathematical model is given
in Figure 1.1.

System identification is the scientific field consisting in determining a mathematical
model with experimental data collected on the system to be modeled. It regroups the
grey-box and black-box modeling approaches (see Figure 1.1). Among all the identifica-
tion methods that have been derived in the literature, we can cite, e.g., Prediction Er-
ror [Lju99], frequency domain identification [PS12], subspace identification [VODM96],
etc.

To perform an identification, the user needs three main ingredients: a model structure,
a data set and an identification criterion. A model structure corresponds to a set
of candidate models. Several characteristics of this model structure must be chosen
by the user. For instance, the set of candidate models can be grey-box/black-box,
linear/nonlinear, parametrized/non-parametrized1, etc. The second main ingredient
that is the very essence of system identification is the collected data set on the true
system. Finally, the last ingredient is the identification criterion that will be used to

1When is it parametrized, the user has to choose, e.g., the order of the parametrized transfer
functions.
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1.1. System Identification

do a ranking of all the candidate models in the model structure and to compute the
optimal model among them (the one with the highest ranking) that explained at best
the observed data with respect to the identification criterion.

Figure 1.1: The three ways to derive a mathematical model and the place of system
identification.

The identification of a system can be done in the open-loop or closed-loop configura-
tion (see Figure 1.2). When the system is put under feedback control with a stabilizing
controller, we often want to identify a model of the system without disconnecting the
controller. In this case, an external excitation can be added to the control effort for
identification purposes as illustrated in Figure 1.2.

In order to guarantee an accurate model, it is important that the chosen model struc-
ture can capture all the dynamics of the to-be-identified system. It is the so-called
full-order property of the model structure. This means that there is one model in the
model set that explains exactly all the dynamics of the system and which is called the
true model. Then, the goal of the modeling procedure is to estimate this true model.
When the model structure is parametrized, the parameter vector links to the true model
is called the true parameter vector and we search for an estimate of this true parameter
vector.

However, due to the presence of some unknown disturbances such as noise in the data
set used for the identification, it is never possible to estimate exactly this true model (or
the true parameter vector for parametrized model structures) from a real identification
experiment since the number of data and the excitation power are limited in practice.
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1. Introduction

Figure 1.2: Block scheme of the open-loop system (top) and of the closed-loop system
(bottom).

Consequently, in all identification experiments, we look for an accurate estimate of this
true model, i.e., an estimate close to the true model. For this purpose, it is essential to
guarantee the consistency of the estimate. We deal with the notion of consistency in
the next paragraph.

1.2 Consistency of the identification

The consistency is the crucial property guaranteeing the fact that the identified estimate
(or the identified parameter vector for parametrized model structures) converges to the
true model (or the true parameter vector for full-order parametrized model structures)
when the number of data increases endlessly. If this property is not ensured, the iden-
tified model will be an inaccurate estimate of the true model. The consistency depends
on the chosen model structure, the collected data set and the identification criterion.

In this dissertation, we will focus on the classical black-box Prediction Error iden-
tification with a least-square identification criterion. The model structures considered
in this method are parametrized but the parameters do not have necessarily physical
meanings (black-box). Based on a chosen parametrized model structure and some data
collected on the system to-be-identified, we construct the one-step ahead predictor and
the identification criterion which is a least-square criterion on the difference between the
measured output and the predictor. This difference is called the prediction error. We
then compute an estimate of the true parameter vector by minimizing this least-square
criterion. The resulting estimate is desired to be consistent with respect to the true
parameter vector.
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1.2. Consistency of the identification

The consistency property for this classical method has been widely studied in the
1970’s, like, e.g., in [Lju76a, Lju76b]. A lot of works have been derived on the direct
closed-loop identification of systems with different assumptions on the system and the
external excitation [SGL75, SLG76, AG82, GLS77]. However, these conditions are only
sufficient for the consistency.

Later, the work of Ljung in [Lju99] proposed new conditions for the consistency by con-
necting it to the uniqueness of the minimizer of the asymptotic identification criterion2

(which is the true parameter vector) or, equivalently, by linking it to the uniqueness
of the parameter vector that guarantees the whiteness of the prediction error. For this
purpose, two concepts have been introduced: the identifiability of the model structure
and the informativity of the data with respect to the chosen model structure.

The identifiability of a model structure parametrized by a given parameter vector is
guaranteed when two different parameter vectors do not yield the same model. The
identifiability depends on the parametrization of the considered model structure. A
lot of works have been done to develop parametrized model structures which have
interesting identifiability properties. It is, for instance, the case of the classical single-
input single-output (SISO) model structures which are Finite Impulse Response (FIR),
ARX, ARMAX, Output-Error (OE) and Box-Jenkins (BJ). These model structures
have been also extended for multiple-inputs multiple-outputs (MIMO) systems.

The data informativity ensures the fact that two different models in the considered
model structure do not yield the same prediction error. Combined with the identifiabil-
ity of the model structure, the informativity guarantees that the true parameter vector
is the only parameter vector that makes the prediction error white or, equivalently,
the true parameter vector is the unique minimum of the power of the prediction error
(i.e., the asymptotic least-square criterion). The data informativity property directly
depends on the model structure complexity and on the quantity of information about
the true system contained in the collected data set. More precisely, the data informa-
tivity is guaranteed when there is enough information about the true system in the
collected data set in order to guarantee the distinctiveness of the predictor (or predic-
tion error) for all the models in the model structure. If the data are not informative
with respect to the chosen model structure, then the consistency will not be guaranteed
and so the parameter vector computed from an identification experiment will be an
inaccurate estimate of the true parameter vector, even if the number of data is large.
On the contrary, if the data are informative, then any level of accuracy can be achieved
for the identified model, provided that the number of data can be increased. The data
informativity property is thus a necessary property to be guaranteed in order to derive
an accurate model. A state of the art on the data informativity for Prediction Error
identification is given in the next section.

2For the Prediction Error method with a least-square criterion, the asymptotic identification cri-
terion is the power of the prediction error.
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1. Introduction

1.3 State of the art on data informativity and first
problem formulations

The data informativity has been largely studied for the classical SISO linear time in-
variant (LTI) model structures (FIR, ARX, ARMAX, OE, BJ) in both the open-loop
identification and the direct closed-loop identification. These results are based on a
notion of signal richness for the excitation signal that is used during the identification:
an excitation signal is sufficiently rich of an order ν if and only if its input power spec-
trum has a nonzero amplitude in ν different frequencies in the interval ] − π, π] (see
e.g. [Lju99, SS89]).

Based on this notion of signal richness, necessary and sufficient conditions have
been derived for the data informativity in both the open-loop and closed-loop case
in [GBM08, GBBM09]. In particular, these papers derive the minimal order of signal
richness that the excitation signal must have to ensure data informativity and this is
done for all classical model structures. As shown in [GBM08, GBBM09], this minimal
order depends on the type and the complexity of the considered model structure. In the
closed-loop case, this minimal order is also related to the complexity of the controller
present in the loop during the identification. In [GBM08, GBBM09], it is also shown
that, if the controller is sufficiently complex, the data can be informative even if the
excitation signal is equal to zero (costless identification).

As already mentioned, due to its link with the consistency property, the data infor-
mativity is necessary to guarantee that the identified model can be made as accurate as
desired by an appropriate choice of the experiment duration, i.e., the number of data.
This link between accuracy and data informativity has led to research connecting the
data informativity to the positive definiteness of the covariance matrix of the identi-
fied parameter vector [BBG12, GBBM09]. When the model structure is full-order, this
covariance matrix is indeed a measure of model accuracy.

While the data informativity seems to be a mature research area in the SISO case for
LTI systems, this cannot be said for the MIMO case. However, the study of the data
informativity for the MIMO case is of interest since the systems get more and more com-
plex with an increase in the number of inputs and outputs. In the restricted literature
on data informativity for MIMO systems, attention has been mostly given to the costless
identification case in closed-loop, i.e., the problem of verifying whether the controller
is sufficiently complex to ensure that informative data are obtained when the exter-
nal excitation is zero. In [BGM10], a sufficient condition is provided for this situation
considering general MIMO model structures3. Restricting attention to multiple-inputs
single-output (MISO) ARMAX model structures (and at the cost of some model struc-
ture and controller simplifications), the paper [YZ18] presents a necessary and sufficient
condition for the costless identification situation.

3Another condition which is only necessary is also provided in [BGM10].

6



1.3. State of the art on data informativity and first problem formulations

The costless identification case is a very particular situation. In the vast majority
of the closed-loop identification experiments, a (nonzero) external excitation will be
required to yield informative data and, in open-loop identification, data informativity
can of course only be obtained with a nonzero excitation signal. Perhaps, the only
result that allows to check whether a given external excitation yields informative data
is formulated in [BGM10]4. This result is as follows: if the excitation signal has a
strictly positive definite power spectrum matrix at (almost) all frequencies, then this
excitation signal yields informative data and this holds for both open-loop and closed-
loop identifications. This condition is of course only sufficient and is moreover very
restrictive. As an example, a multisine excitation will never respect this condition while
such excitation may well be the only type of excitations that is actually possible due to
experiment design restrictions. Consequently, we will study the data informativity for
the open-loop and direct closed-loop identification of LTI MIMO systems, i.e., we will
consider the two following research questions in this dissertation:

Research Question 1

Given a MIMO LTI system in open-loop, excited by a given input ex-
citation and identified within a given MIMO linear model structure, how
can we verify that the data collected on the system are informative for
the open-loop identification of the system within the Prediction Error
framework?

Research Question 2

Given a MIMO LTI system in closed-loop with a given stabilizing controller,
excited by a given external excitation and identified within a given MIMO
linear model structure, how can we verify that the data collected on the
system are informative for the identification of the system with the direct
closed-loop approach within the Prediction Error framework?

To address Research Questions 1 and 2, we will first show that the data informativity
with respect to (w.r.t.) MIMO generalizations of the classical SISO model structures
(ARX, FIR, etc) can be treated by analyzing the data informativity channel-by-channel
in both the open-loop and the closed-loop cases.

4In [BGM10], direct closed-loop identification is considered, but the result can be extended to
open-loop identification which is a special case where the controller is equal to zero.
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For the open-loop identification case (Research Question 1), an analysis of the data
informativity channel-by-channel boils down to the analysis of data informativity for
Multiple-Input Single-Output (MISO) systems. We will see that a sufficient condition
for data informativity with respect to a MISO model structure5 is the linear inde-
pendence of the elements of a vector of signals that we will call regressor vector. This
regressor vector φu contains delayed versions of the elements of the input vector. There
is, of course, an analogy here with the SISO case since a scalar input signal is suffi-
ciently rich of a given order ν if the elements of such a regressor vector of dimension ν
are linearly independent [GBM08].

We then show that the linear independence of the elements of φu is equivalent to the
fact that a given matrix is full row rank when the input u of the system is either a
multisine or a filtered white u(t) = M(z)v(t) where M(z) is a matrix of stable transfer
functions and v(t) a vector of independent white noises. This matrix will be a function
of the input parametrization, i.e., the amplitudes, the phase shifts and the frequencies
of the different sinusoids in the multisine case and the coefficients in the matrix M(z) in
the filtered white noise case. We then analyze which conditions are necessary to make
this matrix full row rank. We therefore derive, for the multisine case, conditions on the
number of sinusoids that are present in the multisine input vector and, for the filtered
white noise case, conditions on the complexity of the matrix M(z) and on the number
of white noises in v(t).

For the direct closed-loop case (Research Question 2), we will follow a similar proce-
dure. We will see that the data informativity will be guaranteed in the MIMO closed-
loop case if, for each channel/output, a certain matrix is full row rank. This matrix
depends on the model structure complexity, on the controller coefficients and on the
external excitation parametrization (i.e., amplitudes, phase shifts and frequencies for
multisine and filter coefficients for filtered white noise). We will also observe that this
matrix clearly separates the contributions of the controller and of the external excitation
to the informativity of the collected input-output data.

1.4 From LTI systems to nonlinear systems identifiable
within the Prediction Error framework

It is to be noted that the literature and Research Questions 1 and 2 restrict the study of
data informativity to LTI systems while most of real-life systems have some nonlinear
behaviors. Fortunately, Prediction Error can also be used as an efficient tool to identify
certain classes of nonlinear systems. It is, e.g., the case of block-oriented systems with
static nonlinearities such as Hammerstein/Wiener systems [GB10, ST17]. Up to our
knowledge, the problem of data informativity has never been studied in the literature
for nonlinear systems which can be accurately identified with the Prediction Error
framework. For instance, in this dissertation, we will consider the following discrete-

5When the model structure is ARX or FIR, the condition is also necessary.
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1.5. Real-life example of this thesis: MEMS gyroscope

time particular Hammerstein system given by

y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) (1.1)

where u is the input, y is the output, n ∈ N∗, e is a white noise and z the forward
shift operator. The terms G0,1(z), G0,2(z) and H0(z) are three unknown discrete-
time transfer functions that we want to estimate. Then, by considering a full-order
nonlinear model structure and an excitation u, we have to ensure the informativity
of the collected data on the to-be-identified system in order to guarantee an accurate
estimate. Therefore, we will consider the following research question

Research Question 3

Given the following Hammerstein system in open-loop

y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) n ∈ N∗

a nonlinear model structure and an excitation u, how can we verify that the
data collected on this nonlinear system are informative for its identification
within the Prediction Error framework?

To address Research Question 3, we will show that we can recast this type of system
as an equivalent MISO LTI one with one output y and two inputs given by u1 = u and
u2 = un. The idea is then to use the data informativity results for MISO systems that
we have derived to address Research Question 1. We will address this study for two
types of excitations u: white Gaussian noise and multisine.

Even though (1.1) is a rather particular structure, it is, e.g., representative of the
dynamics of a micro-electromechanical structure (MEMS) gyroscope, presented in the
next section.

1.5 Real-life example of this thesis: MEMS gyroscope

1.5.1 Presentation of the challenges in the MEMS gyroscope

Besides the theoretical part described above, this Ph.D. thesis will also consider an
applied problem, i.e., the identification of a MEMS gyroscope [Apo16, Kem11]. It is an
inertial sensor used to measure an angular rate (or rotation speed) around a given axis
and which is based on the Coriolis effect. A MEMS gyroscope (GYPRO®) is depicted
in Figure 1.3. Among the types of gyroscopes that exist such as the optical and atomic
gyroscopes [FQ12], the MEMS gyroscope presents some advantageous characteristics
like its microscopic size, its low price and its low energy consumption.
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1. Introduction

The MEMS gyroscope is made up of two microscopic masses vibrating in orthogonal
directions. Each mass has a resonant behavior with a given resonance frequency6. When
the angular rate is nonzero, both mass vibrations are coupled with the Coriolis effect
which depends linearly on the angular rate. Therefore, the measurement principle of the
MEMS gyroscope is to estimate the Coriolis effect in order to deduce the angular rate
from this estimation. To estimate the Coriolis effect, we need to actuate and measure
both masses vibrations. Each mass is excited with an electrostatic force generated from
excitation voltages, one for each mass. Both excitation voltages are the inputs of the
MEMS gyroscope. There are two outputs for the MEMS gyroscope which are also
voltages, each voltage being an image of the displacement of one mass. Therefore, the
MEMS gyroscope is a MIMO system.

Due to manufacturing imperfections, there is a mechanical cross-coupling7 between
both masses and if this effect is not considered in the estimation of the angular rate,
the estimate will be inaccurate. This coupling can be modeled with cross-coupling stiff-
ness and damping coefficients. The cross-coupling stiffness coefficients illustrate the
anisoelasticity effect and the cross-coupling damping coefficients are due to the nonpro-
portional damping effect [Sau08]. However, the mechanical dynamics are not the only
dynamics that are involved in the MEMS gyroscope. Indeed, because of the capacitive
instrumentation used in the MEMS to actuate and measure both mass motions, ad-
ditional dynamics can be observed such as the parasitic capacitive coupling and noise
measurement [AS05, LWZ+17]. Moreover, a square input nonlinearity is also observed
due to the actuation instrumentation. If these additional dynamics are ignored during
the angular rate estimation, the quality of the estimate will be seriously hampered.

Figure 1.3: A MEMS gyroscope GYPRO® designed by Tronics (Source: [EL]).

6There are then two different resonance frequencies, one for each mass.
7This means that, even if there is no angular rate, a motion of the first mass leads to a motion of

the second mass.
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Consequently, the micro-sensor is often put in closed-loop with a MIMO controller
in order to tackle these additional dynamics during the angular rate estimation. The
control objectives are chosen such that the angular rate can be deduced in three steps.
First, the displacement of one of both masses (called the drive mass) must track a
sinusoidal reference signal. Moreover, the frequency of the sinusoidal reference signal
must match the resonance frequency of the drive mass in order to decrease the power
of the control effort on the drive mass8. Secondly, for the second mass (called the sense
mass), the controller must guarantee that its motion caused by the Coriolis force is
canceled out. Since the Coriolis force can be seen as a disturbance that generates a
motion of the sense mass, the control effort on the second mass ensuring the motion
compensation9 is an image of this Coriolis force. Therefore, the control effort applied
to the sense mass serves as an estimation the Coriolis force. Finally, the angular rate is
deduced from the estimation of the Coriolis force by exploiting the fact that the Coriolis
force is proportional to the angular rate.

A lot of works have been dedicated to the design of linear and nonlinear controllers
such as PI, PID and amplitude gain controllers, etc for the MEMS gyroscope [Sau08,
EMK12, PTKH09, MV99]. More advanced control techniques such as adaptive slid-
ing mode controllers and observer-based controllers have also been considered [FB09b,
FB09a, Fei10, ZDLG08]. These works provide good accuracy performances for the
measurement of the angular rate.

1.5.2 Goal and brief presentation of the Next4MEMS project

It might be possible to get better performances with other controller design approaches
in order to compete better, e.g., with the optical gyroscopes in the market. This is the
main objective in the project funding this thesis, called the Next4MEMS project and
funded by Bpifrance10. In other words, the goal of this project is to develop MEMS
gyroscopes with better performances than the current ones in the market.

The Next4MEMS project is a consortium of three private companies (Tronics/TDK,
Asygn and iXblue) and two public laboratories (ONERA11 and Ampère). The com-
pany Tronics/TDK manufactures MEMS gyroscopes such as the MEMS gyroscope
GYPRO® depicted in Figure 1.3. The company Asygn designs the electronic card
used for the controller implementation and the treatment of the angular rate measure-
ment. The company iXblue manufactures inertial units for aerospace and (sub)marine
applications. The task of the laboratory ONERA (specialized in aerospace studies) in
this project is the study of the use of MEMS gyroscopes in some aerospace applications
as well as the improvement of finite element model of mechanical parts of MEMS gy-

8The control effort of the drive mass is the excitation voltage used to generate the electrostatic
force applied to this mass.

9The control effort of the sense mass is the excitation voltage used to generate the electrostatic
force applied to this mass.

10French public investment bank.
11Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales (French aerospace laboratory).
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1. Introduction

roscopes. Finally, the goal of the laboratory Ampère in the Next4MEMS project is the
development of a method for the design of optimal controllers for the MEMS gyroscope.
Four Ph.D. students of the laboratory Ampère are participating in this project:

• Fabrício Saggin (supervised by Xavier Bombois, Gérard Scorletti and Anton
Korniienko). He works on the controller design. The approach that he has
followed throughout his Ph.D. thesis is the H∞ design method. It allows to
synthesize an optimal control law obtained from an optimization procedure and
whose goal is to stabilize the system with guaranteed performances. This design
method is quite powerful for MIMO systems with cross-coupling transfer functions
such as the MEMS gyroscope.

• Kévin Colin (supervised by Xavier Bombois, Laurent Bako and Anton Ko-
rniienko). The design of the controller is based on a model of the dynamics of
the MEMS gyroscope. As aforementioned in Section 1.1, the performances of the
controller are often dependent on the quality of the model and so it is important
to compute an accurate model in order to synthesize an optimal controller with
the H∞ design method. System identification can then be used to derive this
accurate model and this will be the practical problem studied in this dissertation.

• Jorge Ayala (supervised by Gérard Scorletti and Anton Korniienko). He
works on the robustness analysis part of the project which links the modeling and
control design parts. As aforementioned, the controller is designed based on the
identified model of the MEMS gyroscope. However, due to the uncertainties on
the identified model and some possible neglected dynamics during the identifi-
cation procedure, the performances of the controller might be deteriorated when
implemented on the real system. Therefore, his goal is to develop some methods
with reasonable computational cost which verify that the performances of the con-
troller are still valid for all the models contained in a set of models described by
the uncertainties and the neglected dynamics and for which the true (unknown)
model belongs to.

• Federico Morelli (supervised by Xavier Bombois, Laurent Bako and Anton
Korniienko). For the angular rate measurement, the displacement of one of
both masses (the drive mass) of the MEMS gyroscope must track a sinusoidal
reference signal. Moreover, the frequency of the sinusoidal reference signal must
match the resonance frequency of the drive mass, in order to decrease the control
effort power. However, the mechanical properties of both masses in the MEMS
gyroscope are dependent on the temperature [Sau08] and so do the resonance
frequencies. Therefore, the frequency of the sinusoidal reference signal and/or the
controller parameters must be adapted w.r.t. the resonance frequency of the drive
mass. Two approaches have been considered for this purpose in the Ph.D. thesis of
Federico Morelli: extremum seeking [ZO11] and recursive-identification-based
approach [LS83].
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Since this dissertation focuses on the identification part of the project, we give a state
of the art on the identification of MEMS gyroscopes and we derive the fourth and final
research question of this dissertation in the next paragraph.

1.5.3 State of the art in MEMS gyroscope identification and
problem formulation

There are some works in the literature that treat the identification of a MEMS gy-
roscope. The early work on system identification of MEMS gyroscopes can be found
in [MGH01, CHM03]. In [MGH01], an open-loop identification method is developed
to obtain a MIMO ARX model with chirp excitations. However, because of the slow
dynamics of the MEMS, a very long experiment is needed in order to derive an accurate
model. Therefore, in [CHM03], the sensor is put in closed-loop to fasten the dynamics
and a closed-loop identification method is derived. Although this method provides a
good model of the MEMS, the modeling works provided in [MGH01, CHM03] cannot
be used in our case since the architecture of the MEMS in [CHM03, CHM03] considers
angular vibrations of the masses while the one considered in this dissertation relies on
linear vibrations of both masses.

For the type of MEMS gyroscope considered in the Next4MEMS project, most of
the papers in the literature only cover the identification of the mechanical dynamics of
both masses. In [PS02], three methods are provided to determine the cross-coupling
stiffness coefficients. In the first one, a static analysis is made to determine these transfer
functions. In the second method, a Lissajous-ellipsoid-based approach combined with
a principal component analysis is provided to estimate the cross-damping coefficients.
However, both algorithms rely on the assumption that there is no damping which is
a restrictive assumption with respect to the real dynamics. Therefore, in the third
approach, the sensor is put in closed-loop in order to guarantee sustainable oscillations
(compensation of the damping effect). While these methods can provide an accurate
estimate of the anisoelasticity effect, it is not enough to determine completely the cross-
transfer functions since the nonproportional damping effect is not considered. The
work in [PS04] provides a result in that matter since a frequency domain method is
provided to identify accurately these transfer functions by estimating simultaneously
both the anisoelasticity and nonproportional damping effects. The same purpose is
followed in [FY11, FY12] but with an online-observer-based method in the open-loop
and closed-loop configuration.

As already mentioned, all these aforementioned works do not consider the modeling
of the parasitic coupling. The only work in that matter is the one in [AS05] where
the authors propose a frequency-based approach which relies on the linearization of the
square input nonlinearity for sinusoidal excitations in order to identify a part of the
dynamics of the mechanical and parasite capacitive effects. This approach shows good
results but the model might lose its validity at other frequencies due to the linearization.
The model must indeed be valid for a wider frequency range for the design of the optimal
controller. Moreover, the work in [AS05] does not consider possible cross-coupling effects
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of the parasite capacitive coupling, which is the case of the MEMS gyroscope considered
in this dissertation.

Finally, it is to be noted that there is no estimation of the noise measurement in the
literature while it is important to have this estimation for the design of the optimal
controller with the H∞ design approach. Therefore, for the design of the controller, we
must choose a complete model structure and develop a methodology based on advanced
identification techniques in order to accurately estimate all the dynamics of the MEMS
gyroscope. This is formulated in the next research question:

Research Question 4

For the design of an optimal controller, how can we choose a com-
plete model structure than the ones proposed in the literature for the
identification of the three main dynamics of the MEMS gyroscope which
are the mechanical dynamics, the parasite capacitive coupling and the
measurement noise? Based on this complete model structure, how can we
develop a methodology for the identification of the aforementioned dynamics
without linearizing the square input nonlinearity?

To answer the first part of Research Question 4, we will develop the complete model
structure of the MEMS gyroscope by using the first principles. We will see that this
model structure is nonlinear and corresponds to the class of nonlinear systems that can
be accurately identifiable within the Prediction Error framework. Therefore, we will
consider this identification method to address the second part of Research Question 4.

As already mentioned, the MEMS gyroscope has two inputs and two outputs. There-
fore, it can be seen as the collection of four subsystems with one input and one output
as illustrated in Figure 1.4. Since this system is a MIMO one, we could consider a
MIMO identification by exciting both inputs and measure both outputs in the same
time. However, if we excite both inputs (u1 and u2 in Figure 1.4), some dynamics can
be hidden by others in the measured outputs (y1 and y2 in Figure 1.4). It is, e.g.,
the case of the mechanical cross-coupling dynamics that can be hidden by the direct
ones. Therefore, in order to avoid that some dynamics hide others, we will split the
identification problem within the nonlinear complete model structure into the identifi-
cation of four less complex nonlinear systems which are the subsystems illustrated in
Figure 1.4. The idea is to excite only one input (e.g., the input u1 in Figure 1.4) and
set the other to 0 (e.g., the input u2 in Figure 1.4). Then, in this case, we have to
identify the two corresponding subsystems (Subsystems 1 and 3 in Figure 1.4), one for
each output (y1 and y2 in Figure 1.4). We then excite u2 by setting u1 to 0 and perform
the identification of the last two subsystems (Subsystems 2 and 4 in Figure 1.4).
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We will furthermore see that the dynamics of these four subsystems are of the form
given in (1.1). Hence, we will use the same trick proposed to address Research Question
3 by reformulating the identification of these subsystems into MISO LTI subsystems.
Then, in order to guarantee an accurate model for the subsystems, we have to provide
excitations such that the data are informative for the identification of the four sub-
systems. This data informativity analysis boils down to the data informativity study
addressed by Research Question 3 and so we will exploit the developed results for the
identification of the MEMS gyroscope. In the case where the data are informative,
we can reach any level of uncertainties on the identified parameters by increasing the
number of data. However, for some (unlucky) excitation choices that yield informative
data, we might need to consider very long experiment (very large number of data) to
ensure small uncertainties. In practice, increasing largely the number of data is not
suitable. In order to get small uncertainties for a reasonable number of data, it is also
important to design an excitation that increases the signal-to-noise ratio (SNR).

However, even if the data are informative and the SNR is increased for the identifi-
cation of the four subsystems, the MISO LTI identification of the four subsystems are
quite complex nonlinear optimization problems and so initial estimates of the transfer
functions are needed to initialize properly these algorithms. A method will be proposed
for this purpose which consists in isolating each dynamic and performing SISO identifi-
cations for each LTI transfer function involved in the nonlinear model structure, which
are less complex nonlinear optimization problems.
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Figure 1.4: Description of the MEMS gyroscope (MIMO system) with two inputs u1

and u2 and two outputs y1 and y2 into four subsystems with one input and one output.

1.6 Contributions and outline of the thesis

The dissertation is divided into two parts, one theoretical part and another practical one.
In the first (theoretical) part of the dissertation, we deal with Research Questions 1, 2
and 3.

• First, we introduce background information on Prediction Error identification in
Chapter 2. The concept of data informativity is introduced for the open-loop and
direct closed-loop identification.

• In Chapter 3, we study the data informativity with respect to natural MIMO
generalizations of the classical SISO model structures FIR, ARX, ARMAX, OE
and BJ. The approach that is considered in this chapter is inspired from the work
in [GBM08] where the data informativity is connected to the persistency of a
particular signal vector called regressor. We provide an extension of the input
regressor persistency for the considered MIMO model structures. The results
given in this chapter are based on the following conference and journal papers:
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Kévin Colin, Xavier Bombois, Laurent Bako and Federico Morelli.
Informativity: how to get just sufficiently rich for the Identification
of MISO FIR Systems with Multisine Excitation? In 2019 18th Euro-
pean Control Conference (ECC), pages 351– 356, Napoli, Italy, June
2019. doi:10.23919/ECC.2019.8795997

Kévin Colin, Xavier Bombois, Laurent Bako and Federico Morelli.
Data informativity for the identification of MISO FIR system with
filtered white noise excitation. In 2019 58th Conference on Decision
and Control (CDC), pp. 1734-1739, Nice, France, December 2019.
doi:10.1109/CDC40024.2019.9029300

Kévin Colin, Xavier Bombois, Laurent Bako and Federico Morelli,
Data informativity for the open-loop identification of MIMO systems
in the prediction error framework, Automatica, Volume 117, 2020.
doi:10.1016/j.automatica.2020.109000

• In Chapter 4, we give attention to the informativity of the direct closed-loop
identification of MIMO systems. We derive conditions to verify the informativity
for a given MIMO LTI controller and external excitation. Some comparisons with
previous results [BGM10, YZ18] are provided. The material given in this chapter
can be found in the following journal paper

Kévin Colin, Xavier Bombois, Laurent Bako and Federico Morelli.
Closed-loop Identification of MIMO Systems in the Prediction Error
Framework: Data informativity Analysis. Automatica, Volume 121,
2020. doi:10.1016/j.automatica.2020.109171

• In Chapter 5, we consider the first part of Research Question 3 by deriving results
to verify the data informativity for a particular class of parallel Hammerstein
systems given by y(t) = G0,1(z)u(t) + G0,2(z)un(t) + v(t) for a given nonzero
integer n and a given excitation u. The content of Chapter 5 is built from the
following conference paper:

Kévin Colin, Xavier Bombois, Laurent Bako and Federico Morelli.
Data informativity for the Identification of particular Parallel Ham-
merstein Systems. Accepted for presentation at IFAC 2020, 2020.
hal-02392113

In the second (practical) part of the dissertation, we deal with Research Question 4.
The real-life example of the MEMS gyroscope is then considered in Chapters 6 and 7.

• In Chapter 6, an introduction of the MEMS gyroscope is given. We build a
complete model stricture for the three main dynamics of the MEMS gyroscope
(first part of Research Question 4). The control objectives are also given.
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• In Chapter 7, we develop a method for the modeling of the main dynamics of the
MEMS gyroscope (second part of Research Question 4). Among all the challenges
tackled in this chapter, we will need to perform a data informativity verification.
The results of the performances of the controller designed based on this model
(performed by Fabrício Saggin) are also given in this chapter. A part of the
results given in this chapter has been published in the following conference paper:

Kévin Colin, Fabrício Saggin, Christophe Le Blanc, Xavier Bom-
bois, Anton Korniienko and Gérard Scorletti. Identification-Based
Approach for Electrical Coupling Compensation in a MEMS Gyro-
scope. In 2019 IEEE International Symposium on Inertial Sensors
and Systems (INERTIAL), pp. 1-4, Naples (Florida), USA, April
2019. doi:10.1109/ISISS.2019.8739573

In the next chapter, we introduce background information on Prediction Error iden-
tification and we will define the data informativity property that will be studied in
Chapters 3, 4 and 5.
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Chapter 2

Prediction Error Identification
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2.1 Introduction of Chapter 2

In Chapters 2, 3 and 4, we will focus on addressing Research Questions 1 and 2 given
in Chapter 1, i.e., the development of conditions to verify the data informativity for
both the open-loop and direct closed-loop identification of MIMO LTI systems within
the Prediction Error framework. In order to address this problem, we first need to
introduce some background notions on Prediction Error identification.

As explained in Chapter 1, each identification method such as Prediction Error is
based on three ingredients: a model structure, a set of experimental data and an iden-
tification criterion. Therefore, in this chapter, we present each ingredient that we will
consider for Research Questions 1 and 2:

• Model structure: The model structures that will be considered in this disser-
tation are natural generalizations of the classical SISO LTI discrete-time model
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2. Prediction Error Identification

structures that are commonly-used in Prediction Error: FIR, ARX, ARMAX, OE
and BJ.

• Data Set: In the Prediction Error method, the two types of signals that are the
most used are the following ones: multisine or filtered white noise. Consequently,
we will consider both aforementioned types of excitations in this dissertation. By
applying one of these types of excitation to the to-be-identified system, the data
set that will be considered is made up of input/output data collected on this
system which can be put in the open-loop or the closed-loop configuration.

• Identification criterion: the identification criterion that will be considered in
this dissertation will be the least-square criterion on the prediction error, i.e., a
criterion minimizing the power of the prediction error.

This chapter is constructed as follows. First, we give some notions on the discrete-time
quasi-stationary signals in Section 2.2. Then in Section 2.3, we present the Prediction
Error framework and more precisely the least-square Prediction Error estimator whose
consistency must be ensured in order to guarantee an accurate estimate of the system.
For this purpose, the notion of data informativity is first introduced for the open-
loop identification. In Section 2.4, this definition is extended for the direct closed-loop
identification. In Section 2.5, the MIMO model structures that will be considered for
the data informativity analysis are presented. As aforementioned, we will consider
natural generalizations of the classical SISO model structures that are commonly-used
in Prediction Error: FIR, ARX, ARMAX, OE and BJ. The results on data informativity
in the literature are provided in Section 2.6. Finally, the notion of persistency of quasi-
stationary signal vectors is presented in Section 2.7, since it will be needed for the
derivation of the results to address Research Questions 1 and 2.

2.2 Discrete-time quasi-stationary signals

In this dissertation, we will consider discrete-time scalar signals and signal vectors. This
choice is motivated by the fact that the signals are sampled in real-life applications.
We will assume that the signals are uniformly sampled at a constant sampling time
Ts. Consequently, a discrete-time signal vector x can be seen as a collection of values
{x(tTs)}t∈N∗ . However, in this dissertation, we will remove the information of the
sampling time by normalizing the time, i.e., x can be seen as a collection of values
{x(t)}t∈N∗ .

We will use the class of quasi-stationary signals in this dissertation. To define this
signal class, let us denote by Ē the following operator on a discrete-time stochastic or
deterministic signal vector x

Ē[x(t)] = lim
N→+∞

1

N

N∑
t=1

E[x(t)] (2.1)
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2.3. Prediction Error identification of MIMO systems in open-loop

assuming that the limit exists and the quantity is well-defined. The operator E is the
expectation operator and the operator Ē is often called full expectation operator in the
literature. Based on Ē, we can define the set of quasi-stationary signals:

Definition 2.1. A discrete-time vector x of n complex- (or real-) valued signals x1,
· · · , xn is said to be quasi-stationary if the following conditions are met

(a) Ē[x(t)] is well-defined and is equal to a constant.

(b) the following matrix is well-defined and is a function that depends only on τ ∈ Z

Ē[x(t)xT (t−τ)] =


Ē[x1(t)x1(t− τ)] Ē[x1(t)x2(t− τ)] · · · Ē[x1(t)xn(t− τ)]
Ē[x2(t)x1(t− τ)] Ē[x2(t)x2(t− τ)] · · · Ē[x2(t)xn(t− τ)]

...
...

. . .
...

Ē[xn(t)x1(t− τ)] Ē[xn(t)x2(t− τ)] · · · Ē[xn(t)xn(t− τ)]



The set of quasi-stationary signals contains deterministic periodic signals (e.g., sum of
sinusoids or multisine) and stationary stochastic signals (e.g., filtered white noise). In
this dissertation, we will consider both aforementioned types of quasi-stationary signals.

2.3 Prediction Error identification of MIMO systems in
open-loop

Consider a MIMO system S with a quasi-stationary input vector u ∈ Rnu and an output
vector y ∈ Rny , described by

S : y(t) = G0(z)u(t) + H0(z)e(t) (2.2)

where G0(z) is a stable matrix of (rational) transfer functions of dimension ny × nu,
H0(z) is a stable, inversely-stable and monic matrix1 of (rational) transfer functions
of dimension ny × ny and e is a vector consisting of ny white noise signals such that
Ē
[
e(t)eT (t)

]
= Σ0 � 0. We will also make the following additional assumption on

H0(z):

Assumption 2.1. The transfer function matrix H0(z) will be assumed to be diagonal,
i.e.,

H0(z) = diag(H0,1(z), · · · , H0,ny(z))

where the notation diag has been introduced in the section Notations (see page xx).

1i.e. H0 and H−1
0 are stable and H0(z = ∞) = Iny
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2. Prediction Error Identification

Due to Assumption 2.1, it is interesting to note that the MIMO system (2.2) can also
be seen as the collection of ny MISO systems:

Si : yi(t) = G0,i:(z)u(t) +H0,i(z)ei(t) (i = 1, · · · , ny) (2.3)

where G0,i:(z) is the ith row of G0. The different channels yi can however be connected
by the eventual correlation between the white noises in e (if Σ0 is not diagonal).

When the MIMO system S in (2.2) is operated in open-loop, the excitation signal that
will be used for identification purposes will be the input vector u which is assumed to
be independent of e. Moreover, we will consider two different types of quasi-stationary
excitation u.

In the first type, each entry uk of u (k = 1, · · · , nu) is a multisine consisting of
sinusoids at s different frequencies ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s), i.e.,

uk(t) =

s∑
l=1

λkl cos(ωlt+ ψkl) k = 1, · · · , nu (2.4)

where λkl and ψkl are respectively the amplitude and phase shift of the sinusoid at the
frequencies ωl. Note that λkl can be zero for some value(s) of k (k = 1, · · · , nu), but,
for each l = 1, · · · , s, there exists (at least) a value of k for which λkl 6= 0. For further
reference, we will denote by sk (k = 1, · · · , nu) the number of sinusoids for which the
amplitude λkl in the expression (2.4) for uk is nonzero (sk ≤ s ∀k).

In the second type of input u, u is generated as u(t) = M(z)v(t) via a stable transfer
function matrix M(z) = (Mkq(z))(k,q)∈J1,nuK×J1,fK and a vector v = (v1, · · · , vf )T con-
taining f independent white noise signals vq (q = 1, · · · , f). In other words, each entry
uk of u is given by:

uk(t) =

f∑
q=1

Mkq(z)vq(t) k = 1, · · · , nu. (2.5)

Note that f is not necessarily equal to nu and that Mkq(z) can be identically zero for
some value(s) of k (k = 1, · · · , nu), but, for each q = 1, · · · , f , there exists (at least) a
value of k for which Mkq(z) 6= 0.

To identify S, we consider a full-order parametrized model structure

M = {(G(z,θ),H(z,θ)) | θ ∈ Dθ}

where θ ∈ Dθ ⊂ Rn is a parameter vector. This model structure is full-order if ∃θ0 ∈ Dθ
(called the true parameter vector) such that (G(z,θ0),H(z,θ0)) = (G0(z),H0(z)). The
set Dθ restricts the parameter vector θ to those values for which G(z,θ) is stable and
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2.3. Prediction Error identification of MIMO systems in open-loop

H(z,θ) is stable, inversely stable and monic. The matrix H(z,θ) is moreover diagonal
because of Assumption 2.1.

We will further suppose that this model structure is globally identifiable at the true
parameter vector θ0, i.e., for all θ ∈ Dθ,

(G(z,θ),H(z,θ)) = (G(z,θ0),H(z,θ0)) =⇒ θ = θ0

We can define, based onM, the one-step ahead predictor ŷ(t,θ) for the output y(t)
at time t:

ŷ(t,θ) = Wy(z,θ)y(t) + Wu(z,θ)u(t) = W(z,θ)x(t) (2.6)

where

Wy(z,θ) = Iny −H−1(z,θ) (2.7)

Wu(z,θ) = H−1(z,θ)G(z,θ) (2.8)
W(z,θ) = (Wy(z,θ),Wu(z,θ))

x(t) =

(
y(t)
u(t)

)

From a set of data ZN collected on the true system S and defined by

ZN =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · , N
}

we compute the optimal parameter vector θ̂N that provides the minimum value of the
following least-square criterion VN (θ) on the prediction error ε(t,θ) = y(t)− ŷ(t,θ):

θ̂N = arg min
θ∈Dθ

VN (θ,ZN ) (2.9)

VN (θ,ZN ) =
1

N

N∑
t=1

εT (t,θ)Σ−1
0 ε(t,θ)

where Σ0 is supposed known for simplicity (it can however be estimated together with
θ̂N (see, e.g., [Lju99, Chapter 15]). In most cases, the optimization problem in (2.9) is a
nonlinear one which can raise some local minima issues. Several optimization algorithms
can be considered such as gradient descent algorithms, Gauss-Newton algorithm, trust
region reflective algorithm, etc. More details can be found in [Lju99, Chapter 10].

We want θ̂N to be a consistent estimate for θ0, i.e., θ̂N must converge to θ0 with
probability 1 whenN → +∞. This property is indeed crucial since, with the consistency
property, we ensure that the modeling error θ̂N − θ0 can be made arbitrarily small by
choosing N sufficiently high.
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2. Prediction Error Identification

In [Lju99, Chapter 8], it has been proven that the consistency is guaranteed if the
true parameter vector θ0 is the unique minimizer of the asymptotic criterion given by
Ē
[
εT (t,θ)Σ−1

0 ε(t,θ)
]
or, equivalently, θ0 is the unique parameter vector θ for which

ε(t,θ) = e(t).

To guarantee this property, the input vector u used to excite S must yield informative
data w.r.t. the model structureM.

Definition 2.2 (Data Informativity in open-loop [BGM10, Lju99]). Consider the frame-
work defined above. Suppose that a quasi-stationary input vector u(t) is applied to the
true system S from t = 1 till t = +∞ yielding the infinite data set Z∞:

Z∞ =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

(2.10)

Consider a model structureM yielding the predictor ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). Let us also
define the set

∆W =
{

∆W(z) = W(z,θ′)−W(z,θ′′) | θ′ and θ′′ in Dθ
}

(2.11)

The data set Z∞ is said to be informative w.r.t. the model structure M when, for all
∆W(z) ∈∆W, we have

Ē
[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) (2.12)

where ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) means that ∆W(ejω) = 0ny×(ny+nu) for almost all ω and
where Ē is the operator defined in (2.1).

From Definition 2.2, if the input vector u yields informative data, we have that
ε(t,θ) = e(t) if and only if (G(z,θ),H(z,θ)) = (G(z,θ0),H(z,θ0)). Since we sup-
pose that the model structure is globally identifiable at θ0, the latter property implies
that θ0 is indeed the unique parameter vector θ for which ε(t,θ) = e(t). In other
words, the combination of the identifiability and data informativity conditions implies
the consistency of θ̂N .

In Chapter 3, we will therefore derive conditions to ensure the data informativity for
input vectors u of the types (2.4)-(2.5).

2.4 Consistency and Informativity in closed-loop

In the previous section, we considered open-loop identification and data informativ-
ity/consistency in this context. We will also consider the case where an estimate of
the true parameter vector θ0 will be derived using direct closed-loop identification. For
this purpose, we suppose that the MIMO system S introduced in the previous section
is operated in closed-loop with a known stabilizing MIMO LTI controller K(z) (see
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2.4. Consistency and Informativity in closed-loop

Figure 2.1). In this closed-loop configuration, the excitation signal that will be used for
identification purposes is the signal vector r such that u is given by

u(t) = −K(z)y(t) + r(t) (2.13)

The signal vectors r and e are assumed to be independent and we will suppose the
same type of excitation as in the open-loop case, i.e., multisine and filtered white noise
excitation. We just repeat the equations for further references:

rk(t) =

s∑
l=1

λkl cos(ωlt+ ψkl) k = 1, · · · , nu. (2.14)

rk(t) =

f∑
q=1

Mkq(z)vq(t) k = 1, · · · , nu. (2.15)

Figure 2.1: Scheme of the closed-loop.

If the excitation vector r is applied to the closed-loop system represented in Figure 2.1
from t = 1 till t = N , we can collect the input-output data set

ZNcl =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · , N
}

and identify an estimate θ̂N of θ0 using the same prediction error criterion (2.9) as in
open-loop and the same full-order model structureM. If we add the assumption that
all the entries of G0(z)K(z) contain at least a delay, the consistency of this closed-loop
estimate θ̂N is also guaranteed under the condition that M is globally identifiable at
θ0 and that the excitation vector r yields informative data. The definition of data
informativity in closed-loop is almost equivalent to the one in open-loop. The only
difference lies in the way the infinite data set is collected.

Definition 2.3 (Data Informativity in closed-loop [BGM10, Lju99]). Consider that, in
the framework defined above, an excitation vector r is applied to the closed-loop system
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2. Prediction Error Identification

represented in Figure 2.1 from t = 1 till t = +∞ and suppose that the corresponding
infinite input-output data set Z∞cl is collected:

Z∞cl =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

(2.16)

Consider a model structure M yielding the predictor ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). The data
set Z∞ is said to be informative w.r.t. the model structure M if (2.12) holds for all
∆W(z) ∈∆W (∆W and ∆W(z) are defined as in Definition 2.2).

2.5 MIMO model structure considered in this dissertation

We will derive conditions for data informativity for the identification of the true system
S in open-loop (Chapter 3) and in closed-loop (Chapter 4). These conditions will depend
on the parametrization of the model structureM used for the identification. The model
structuresM that will be considered in this manuscript are natural generalizations of
the classical model structures used in SISO identification, i.e., the ARX, FIR, ARMAX,
BJ and OE model structures. These extensions are described in this section. For this
purpose, let us decompose the parameter vector θ as follows

θ =

(
θ̃
η

)

where θ̃ is a vector made up by the parameters uniquely found in G(z,θ) and η contains
the rest of the parameters.

ARMAX: The ARMAX model structures are described by{
G(z,θ) = A−1(z,η)B(z, θ̃)
H(z,θ) = A−1(z,η)C(z,η)

(2.17)

where A(z,η) and C(z,η) are monic and diagonal2 polynomial matrices of dimension
ny × ny and B(z, θ̃) is a polynomial matrix of dimension ny × nu. The ARX and FIR
model structures are special cases of the ARMAX ones with C(z,η) = Iny in the ARX
case and with C(z,η) = A(z,η) = Iny in the FIR case.

The matrix B(z, θ̃) is made up of nynu independently parametrized polynomials
Bik(z, θ̃) = Bik(z, θ̃ik) = z−ρikB̊ik(z, θ̃ik) (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) where the de-
lays ρik can be all different and B̊ik(z, θ̃ik) is a polynomial with a zero-delay parametrized
by a parameter vector θ̃ik. The matrix H(z,η) is composed of ny transfer func-
tions Hi(z,η) which are independently parametrized with a parameter vector ηi, i.e,
Hi(z,η) = Hi(z,ηi) = Ci(z,ηi)/Ai(z,ηi) where Ci(z,ηi) and Ai(z,ηi) are monic poly-
nomials. The coefficients of the polynomial B̊ik are the parameters in θ̃ik while the ones

2Because the matrix H(z,θ) is considered to be diagonal.
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2.5. MIMO model structure considered in this dissertation

in the polynomials Ai(z,ηi) and Ci(z,ηi) are the ones in ηi. Consequently, we have
that:

B̊ik(z, θ̃ik) = θ̃ik,1 +

deg(B̊ik)∑
m=1

θ̃ik,(m+1)z
−m

Ci(z,ηi) = 1 +

deg(Ci)∑
m=1

ηi,mz
−m

Ai(z,ηi) = 1 +

deg(Ai)∑
m=1

ηi,(m+deg(Ci))z
−m

where θ̃ik,m denotes the mth entry of θ̃ik and ηi,m the mth entry of ηi. The number of
parameters to be identified in B̊ik, Ci and Ai is thus equal to deg(B̊ik) + 1, deg(Ci) and
deg(Ai) respectively.

BJ: In the BJ model structures, the matrices G(z,θ) and H(z,θ) are independently
parametrized. They are given by{

G(z,θ) = G(z, θ̃)
H(z,θ) = H(z,η)

(2.18)

The OE model structure is a particular case of the BJ one where H(z,η) = Iny .

The matrix G(z, θ̃) is made up of nynu independently parametrized transfer functions
Gik(z, θ̃) = Gik(z, θ̃ik) = z−ρikB̊ik(z, θ̃ik)/Fik(z, θ̃ik) where B̊ik(z, θ̃ik) and Fik(z, θ̃ik)
are polynomials parametrized by a parameter vector θ̃ik. Moreover, Fik(z, θ̃ik) is monic
and B̊ik(z, θ̃ik) has a zero-delay. The diagonal matrix H(z,η) is composed of ny inde-
pendently parametrized transfer functions Hi(z,ηi) with Hi(z,ηi) = Ci(z,ηi)/Di(z,ηi)
where Ci(z,ηi) andDi(z,ηi) are monic polynomials parametrized by a parameter vector
ηi. The coefficients of the polynomials B̊ik and Fik are the parameters in θ̃ik while the
coefficients of the polynomials Ci(z,ηi) and Di(z,ηi) are the ones in ηi. Consequently,
we have that:

B̊ik(z, θ̃ik) = θ̃ik,1 +

deg(B̊ik)∑
m=1

θ̃ik,(m+1)z
−m

Fik(z, θ̃ik) = 1 +

deg(Fik)∑
m=1

θ̃ik,(m+deg(B̊ik)+1)z
−m

Ci(z,ηi) = 1 +

deg(Ci)∑
m=1

ηi,mz
−m

Di(z,ηi) = 1 +

deg(Di)∑
m=1

ηi,(m+deg(Ci))z
−m
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2. Prediction Error Identification

where θ̃ik,m denotes the mth entry of θ̃ik and ηi,m the mth entry of ηi. The number
of parameters to be identified in B̊ik, Fik, Di and Ci is thus equal to deg(B̊ik) + 1,
deg(Fik), deg(Di) and deg(Ci) respectively.

For all these model structures, the parameter vector θ̃ ∈ Rñ is the concatenation of all
θ̃ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu), i.e., θ̃ = (θ̃T11, θ̃

T
12, · · · , θ̃T1nu , · · · , · · · , θ̃

T
ny1, θ̃

T
ny2, · · · ,

θ̃Tnynu)T . The parameter vector η ∈ Rnη is also the concatenation of all ηi (i =

1, · · · , ny), i.e., η = (ηT1 ,η
T
2 , · · · ,ηTny)

T .

The MIMO FIR/ARX model structures are globally identifiable at any θ0 ∈ Dθ. For
the other MIMO model structures, they are globally identifiable at the true parame-
ter vector θ0 if θ0 does not lead to a pole/zero cancellation. For MIMO OE model
structures, the proof of this result can be found in [SS89, Complement C6.1].

Index notations: In the sequel, we will use the index i ∈ J1, nyK to specify the entries
yi of y while k ∈ J1, nuK will be used to specify the entries uk of u.

2.6 Previous results on MIMO data informativity

As mentioned in the introduction (Chapter 1), there are very few results on MIMO
data informativity in the literature. Among these existing results, we have the following
lemmas (one for the open-loop situation and one for the closed-loop situation)

Lemma 2.1. Consider Definition 2.2 and the infinite data set Z∞ corresponding to an
open-loop experiment with excitation vector u. If the power spectrum density Φu(ω) of
u is strictly positive definite at almost all frequencies ω in the interval ] − π, π], then
the data set Z∞ is informative with respect to any model structure, irrespectively of its
type and of its complexity.

Lemma 2.2 ([BGM10]). Consider Definition 2.3 and the infinite data set Z∞cl corre-
sponding to an open-loop experiment with excitation vector r. If the power spectrum
density Φr(ω) of r is strictly positive definite at almost all frequencies ω in the inter-
val ] − π, π], then the data set Z∞cl is informative with respect to any model structure,
irrespectively of its type and of its complexity.

The proof of Lemma 2.2 is given in [BGM10] and Lemma 2.1 is a special case of
Lemma 2.2 when K = 0nu×ny and r = u. A formal proof of these lemmas will also be
deduced in the next chapters.

Based on the above lemmas, excitation vectors u (resp. r) such that Φu(ω) � 0
for almost all frequencies ω in the interval ] − π, π] (resp. Φr(ω) � 0 for almost all
frequencies ω in the interval ]−π, π]) always yield informative data and thus consistent
estimates θ̂N .
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Within the class of excitations we consider, this property is satisfied for the filtered
white noise excitation such that f ≥ nu and M(ejω) is full row rank for almost all
frequencies ω in the interval ] − π, π]. This is summarized in the following theorem
restricting attention to the open-loop case (the closed-loop case is equivalent)

Theorem 2.1. Consider Definition 2.2 and the infinite data set Z∞ given in (2.10)
corresponding to an open-loop experiment with an excitation vector u. If u is of the
type (2.5) with f ≥ nu and rank(M(ejω)) = nu for almost all frequencies ω in the
interval ]−π, π], then the data set Z∞ is informative with respect to any model structure,
irrespectively of its type and of its complexity.

Proof. When u is of the type (2.5), its power spectrum Φu(ω) is given by Φu(ω) =
M(ejω)ΣvM

∗(ejω) where Σv = E[v(t)vT (t)] is a positive definite diagonal matrix.
Under the condition on M(ejω) in the statement of the theorem, we observe that Φu(ω)
is thus positive definite at almost all frequencies ω in the interval ] − π, π]. As shown
in Lemma 2.1, an input vector u having this property will yield informative data with
respect to any model structure, irrespectively of its type and of its complexity. This
completes the proof.

A special case of the above theorem is the case where f = nu and where M(z)
is a diagonal matrix since, in this case, M(ejω) will always be full row rank at all
frequencies ω in the interval ] − π, π]. This particular case for the excitation is quite
classical in practice: it indeed corresponds to the case where all channels are excited
with independent filtered white noises. However, in some cases, experiment design
limitations may impede such classical choice and we may be faced with filtered white
noise excitation with f < nu. In this case, det(Φu(ω)) = 0 at all frequencies ω in
the interval ] − π, π] and we cannot use Lemma 2.1 to prove the data informativity.
However, we will show in the sequel that many of these particular excitations may lead
to data informativity.

The multisine excitation case is also a case where Lemmas 2.1 and 2.2 cannot be of
any help. Indeed, all multisine excitations of the type (2.4) in open-loop and (2.14)
in closed-loop have a spectrum whose determinant is zero at all frequencies (proof in
Appendix A.1). We will nevertheless also show in the sequel that many multisine
excitations can yield informative data.

In [BGM10], there exists another result that pertains to data informativity in closed-
loop when the excitation is zero. Indeed, as also mentioned in the introduction, consis-
tency can sometimes be ensured by the sole excitation due to the disturbance H0(z)e(t)
fed back by the controller K(z). This result is recalled in the following theorem

Theorem 2.2. Let the true system S in (2.2) be identified in closed-loop with a stabi-
lizing control law u(t) = −K(z)y(t) without external excitation (r = 0nu×1), using a
model structureM. Consider
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2. Prediction Error Identification

• a left-coprime row reduced factorization3 for K(z) of the form

K(z) = V−1
c (z)Nc(z)

where Nc(z) and Vc(z) are coprime and of dimension nu × ny and nu × nu re-
spectively, Vc(z) being row-reduced. Denote cmin the smallest row degree of the
matrix (−N(z), V(z)), which is also called the minimum observability index.

• a left-coprime row reduced factorization for a given (∆Wy(z),−∆Wu(z)) of the
form

(∆Wy(z),−∆Wu(z)) = O−1(z)(Y(z),Z(z))

where Y(z), Z(z) and O(z) are polynomial matrices of dimension ny×ny, ny×nu
and ny×ny respectively, O(z) being row reduced. Let us denote kmax the maximal
row degree of (Y(z),Z(z)) among all (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈∆W.

Then, the data set Z∞cl in (2.16) is informative with respect to M with r = 0nu×1

(costless identification) if cmin > kmax.

A similar result pertaining to only the ARMAX model structure is given in [YZ18]. In
Chapter 4, we will propose an alternative condition which is based on another approach
than the one in [BGM10]. This approach presented in Chapter 4 will have the advantage
that it can be extended to the classical case where the excitation vector r is nonzero.
We will also show via an example that our alternative condition for the case r = 0nu×1

can be less conservative than the one in Theorem 2.2.

2.7 Persistency of a vector of quasi-stationary signals

An important notion that will be needed to derive data informativity conditions in the
MIMO case is the notion of persistency of a vector of signals. The persistency of a
(complex- or real-valued) vector of signals is defined as follows:

Definition 2.4 (Persistency). A quasi-stationary real- or complex-valued vector φ of
signals is persistently exciting (PE) if and only if Ē[φ(t)φ∗(t)] � 0.

We have also the following useful result regarding real-valued vector of signals.

Lemma 2.3. Consider a vector φ containing p real-valued quasi-stationary signals φh
(h = 1, · · · , p). Then, the three following propositions are equivalent:

(a) φ is PE.

(b) Ē[φ(t)φT (t)] � 0.
3See [Kai80] for technical details on left-coprime row reduced factorization.
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2.8. Conclusion of Chapter 2 and reformulation of Research Question 1

(c) ∀α ∈ Rp, Ē[(αTφ(t))2] = 0 if and only if α = 0p×1.

Proof. (a)⇔ (b): this follows from a straightforward application of Definition 2.4 for a
real-valued vector of signals.

(b)⇔ (c): Ē[φ(t)φT (t)] � 0 is equivalent to the fact that, for any α ∈ Rp,

αT Ē[φ(t)φT (t)]α = 0⇔ α = 0p×1

which is in turn equivalent to condition (c).

Remark 2.1. The condition (c) of Lemma 2.3 means that the elements φh of φ are
linearly independent signals.

From Definition 2.4 and Lemma 2.3, we have also the property that, for any m ∈ N,
φ(t − m) is PE if and only if φ(t) is PE and the property that, if φ is PE, then all
subvectors of φ are also PE.

Finally, let us consider a vector signals φu made up of elements of a quasi-stationary
scalar signal u

φu(t) =


u(t− ρ)

u(t− ρ− 1)
...

u(t− µ)

 (2.19)

for arbitrary values of ρ ∈ N and µ ∈ N such that µ ≥ ρ. Note that the dimension of
φu is ν = µ− ρ+ 1. Then, we have the following result relating the persistency of φu
and the power spectrum of u:

Lemma 2.4 ([GBM08, Lju99]). Consider the vector φu defined in (2.19) with a quasi-
stationary signal u. The vector φu is PE if and only if the power spectrum Φu(ω) of u
is nonzero in at least ν = µ− ρ+ 1 frequencies in the interval ]− π, π].

2.8 Conclusion of Chapter 2 and reformulation of
Research Question 1

In this chapter, we have presented background information on the Prediction Error
method for the open-loop and the direct closed-loop identification of MIMO systems.
We have introduced the definition of data informativity for both configurations. The
model structures and the excitations that will be considered in this dissertation have
also been given. Based on these notions, we can now give a reformulation of Research
Question 1 for the open-loop case and Research Question 2 for the closed-loop case.
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2. Prediction Error Identification

Reformulation of Research Question 1

Given one of the MIMO model structures defined in Section 2.5 and
an excitation u of the types (2.4)-(2.5) applied to the system S in open-loop,
how can we verify that the data set Z∞ defined in (2.10) is informative
w.r.t. this model structure (see Definition 2.2)?

Reformulation of Research Question 2

Given one of the MIMO model structures defined in Section 2.5, an
external excitation r of the types (2.14)-(2.15) applied to the system S
operated in closed-loop with a stabilizing controller K(z) (see Figure 2.1),
how can we verify that the data set Z∞cl defined in (2.16) is informative
w.r.t. this model structure (see Definition 2.3)?
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3. Data Informativity for MIMO Systems in Open-Loop

3.1 Introduction of Chapter 3

The purpose of this chapter is to address Research Question 1 (see Section 2.8) which
corresponds to the study of data informativity in open-loop for the MIMO model struc-
tures defined in Section 2.5 and the input vector u of the type (2.4)-(2.5).

For this purpose, in Section 3.2.1, we will see that, for the MIMO model structures
defined in Section 2.5, the study of data informativity w.r.t. MIMO model structures
can be done channel-by-channel. In other words, to check the data informativity for the
MIMO system (2.2) with ny outputs, we can successively check the data informativity
for the ny MISO systems (2.3). Consequently, we can restrict attention to data infor-
mativity with respect to a MISO model structure. In Section 3.3.2, we will see that a
sufficient condition for data informativity with respect to a MISO model structure is
that a given vector of signals φu is persistently exciting (PE). This vector of signals φu
will be made up of elements of the quasi-stationary scalar signals uk (k = 1, · · · , nu) in
u. This will be done in Section 3.3. This condition is necessary and sufficient for the
data informativity w.r.t. MISO ARX/FIR model structures while it is only sufficient
for the data informativity w.r.t. MISO ARMAX/BJ/OE model structures.

Then, necessary and sufficient conditions are developed to guarantee the persistency of
φu for input vector u of the type (2.4)-(2.5). We will see that its persistency is equivalent
to the fact that a given matrix is full row rank. This matrix will be a function of the
input parametrization, i.e., the amplitudes, phase shifts and frequencies of the different
sinusoids in the multisine case (see (2.4)) and the coefficients in the matrix M(z) in the
filtered white noise case (see (2.5)). We then analyze which conditions are necessary to
make this matrix full row rank. We therefore derive, for the multisine case, conditions
on the number of sinusoids that are present in the multisine input vector and, for the
filtered white noise case, conditions on the complexity of the matrix M(z) and on the
number of white noises in v.

Since the persistency of φu is only a sufficient condition for the BJ, OE and ARMAX
case, we consider in Section 3.6 alternative data informativity conditions. After having
synthesized the results in Section 3.7, a numerical example is provided in Section 3.8.
Finally, we give a conclusion in Section 3.9.

3.2 Simplification of the study of data informativity for
MIMO systems

3.2.1 Simplification of the study

In this chapter, we want to derive conditions on input vectors u of the type (2.4) or (2.5)
to verify that an open-loop identification experiment with these input vectors within
one of the model structures described in Section 2.5 will yield a consistent estimate
θ̂N (see (2.9)). In other words, we want to find conditions on these input vectors for
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3.2. Simplification of the study of data informativity for MIMO systems

the data set Z∞ defined in Definition 2.2 to be informative with respect to the chosen
model structure M. For this purpose, we first derive simpler conditions to verify the
informativity of Z∞. These simpler conditions are subsequently given in Theorems 3.1
and 3.2.

Note that, in the core of the text, we will for the sake of clarity only consider the
ARX, FIR, BJ and OE model structures. The results pertaining to the ARMAX model
structures will be presented in an appendix (see later).

Theorem 3.1. Consider Definition 2.2 and consider the notations of Section 2.5 for
the ARX, FIR, BJ and OE model structuresM. Define the set

∆X =
{

∆X(z) = X(z,θ′)−X(z,θ′′) | θ′ and θ′′ in Dθ
}

(3.1)

where X(z,θ) is defined by

• X(z,θ) = B(z, θ̃) for ARX/FIR model structure.

• X(z,θ) = G(z, θ̃) for BJ/OE model structures.

Then, the data set Z∞ introduced in Definition 2.2 is informative w.r.t. the model
structureM, if and only if, for all ∆X(z) ∈∆X, the following property holds

Ē[||∆X(z)u(t)||2] = 0 =⇒ ∆X(z) ≡ 0ny×nu (3.2)

Proof. See Appendix B.1 for the proof.

Remark 3.1. Using Theorem 3.1, we are now able to give a formal proof of Lemma 2.1
in Chapter 2. This proof is given in Appendix B.2.

Theorem 3.2. Consider Definition 2.2 and Theorem 3.1 and let us define, based on
∆X given in (3.1), the sets

∆X,i = {∆Xi:(z) | ∆Xi:(z) is the ith row of ∆X(z) ∈∆X}

for all i = 1, · · · , ny. Then, the data set Z∞ (see (2.10)) is informative w.r.t. M if
and only if, for all i = 1, · · · , ny, the following property holds for all ∆Xi:(z) ∈∆X,i

Ē[||∆Xi:(z)u(t)||2] = 0 =⇒ ∆Xi:(z) ≡ 01×nu (3.3)

Proof. See Appendix B.3 for the proof.

Theorems 3.1 and 3.2 are important since they allow one to check whether an input
vector u yields informative data for the identification of a MIMO system S (see (2.2)) by
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3. Data Informativity for MIMO Systems in Open-Loop

successively checking that this input vector yields informative data for the identification
of the ny MISO systems Si in (2.3) (see Section 2.1). To see this, let us define, based
on Z∞ in (2.10), the infinite data sets

Z∞i = {xi(t) = (yi(t),u
T (t))T | t = 1, · · · ,∞}

with yi as given in (2.3). Then, by using Theorem 3.1, we observe that verifying (3.3)
for all ∆Xi:(z) ∈∆X,i is equivalent to verifying that Z∞i is informative with respect to
the MISO model structureMi

Mi = {(Gi:(z,θi), Hi(z,θi)) | θi ∈ Dθ,i}

where Gi: is the ith row of G and Dθ,i is the set that restricts θi to those values such
that Gi:(z,θi) is stable and Hi(z,θi) is stable and inversely stable.

To sum up, in order to verify that Z∞ is informative w.r.tM, we just have to verify
that, for all i = 1, ..., ny, Z∞i is informative with respect toMi.

3.3 Data informativity for MISO structures in open-loop

3.3.1 Introduction and notations for a MISO model structure

Consequently, in this chapter, we will from now onwards only consider MISO model
structures of the typeMi. Let us redefine some notations pertaining to the row vectors
Xi:(z) corresponding to the MISO model structure Mi. For a MISO model structure
Mi as defined at the end of the previous section and that can be derived from the
MIMO structures of Section 2.5, Xi:(z, θ̃i) is given by:

• Xi:(z, θ̃i) = Bi:(z, θ̃i) for ARX/FIR model structures.

• Xi:(z, θ̃i) = Gi:(z, θ̃i) for BJ/OE model structures.

For simplicity, we will drop the indexes i and i: from now onwards.

In a MISO ARX/FIR model structure, we have thus X(z, θ̃) = B(z, θ̃) where B(z, θ̃)
is a row vector consisting of nu independently parametrized polynomials Bk(z, θ̃k)
(k = 1, · · · , nu). In the BJ/OE case, X(z, θ̃) = G(z, θ̃) where G(z, θ̃) is a row vec-
tor consisting of nu independently parametrized transfer functions Gk(z, θ̃k). In both
cases, the parameter vector θ̃ ∈ Rñ is the concatenation of all θ̃k (k = 1, · · · , nu), i.e.,
θ̃ = (θ̃T1 , θ̃

T
2 , · · · , θ̃Tnu)T and where ñ is the dimension of θ̃. Let us also introduce the

following notation for each entry of these vectors:

Bk(z, θ̃k) = z−ρkB̊k(z, θ̃k)

Gk(z, θ̃k) = z−ρk
B̊k(z, θ̃k)

Fk(z, θ̃k)
(3.4)

38



3.3. Data informativity for MISO structures in open-loop

where the delays ρk can be different for each k ∈ J1, nuK and where both B̊k and Fk
are polynomials (Fk is moreover a monic polynomial and B̊k has a zero-delay). In
the sequel, we will denote the degree of these polynomials by deg(B̊k) and deg(Fk),
respectively. The coefficients of the polynomials B̊k and Fk are the parameters in θ̃k.
Consequently, we have that:

B̊k(z, θ̃k) = θ̃k,1 +

deg(B̊k)∑
m=1

θ̃k,(m+1)z
−m

Fk(z, θ̃k) = 1 +

deg(Fk)∑
m=1

θ̃k,(m+deg(B̊k)+1)z
−m

where θ̃k,m denotes the mth entry of θ̃k. The number of parameters to be identified in
B̊k and Fk is thus equal to deg(B̊k) + 1 and deg(Fk), respectively.

In Section 2.5, we have restricted the value of θ ∈ Rn to the ones in Dθ. Since
only θ̃ ∈ Rñ is relevant for data informativity, we introduce the set Dθ̃ as Dθ̃ = {θ̃ ∈
Rn | B(z, θ̃) is stable} for ARX/FIR model structures and as Dθ̃ = {θ̃ ∈ Rn | G(z, θ̃)
is stable} for BJ/OE model structures. Note that Dθ̃ covers the whole parameter space
Rñ in the ARX/FIR case since B(z, θ̃) is always stable.

3.3.2 From data informativity to input regressor persistency

Using the notion of persistency defined in Section 2.7, we show in the next theorem
that the data informativity in the MISO case can be guaranteed by the persistency of a
particular vector of signals depending on the input vector u (see Definition 2.4). This
vector will be denoted φu and will be called regressor.

Theorem 3.3 (MISO informativity and regressor persistency). Consider the data set
Z∞ obtained by applying an input vector u on a MISO system (see Definition 2.2).
Consider a full-order model structureM for this MISO system and the notations intro-
duced in Section 3.3.1. Then, the data set Z∞ is informative with respect to M if the
regressor φu defined below is PE:

φu(t) =

 φu1(t)
...

φunu (t)

 with φuk(t) =

uk(t− ρk)...
uk(t− µk)

 (3.5)

The dimension ν of the regressor φu in (3.5) is given by ν = nu +
∑nu

k=1(µk − ρk)
(the dimension of φuk being equal to µk − ρk + 1 (k = 1, · · · , nu)) and the scalars µk
(k = 1, · · · , nu) in (3.5) are respectively given by:

• µk = deg(Bk) for ARX and FIR model structures.

• µk = deg(Bk) + deg(Fk) + 2
∑nu

m=1,m 6=k deg(Fm) for BJ and OE model structures.
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3. Data Informativity for MIMO Systems in Open-Loop

For the ARX and FIR model structures, the persistency of φu is not only a sufficient
condition for data informativity but also a necessary condition.

Proof. See Appendix B.4 for the proof.

If we apply Theorem 3.3 to the SISO case (nu = 1), we observe that the condition
for data informativity is that the regressor φu = φu1 of dimension ν = µ1 − ρ1 + 1 is
PE. Using Lemma 2.4 (see Section 2.7), this condition is equivalent to the fact that the
power spectrum Φu(ω) of u = u1 is nonzero in at least ν = µ1 − ρ1 + 1 frequencies
in ] − π, π]. By computing µ1 when nu = 1, we then retrieve the results for data
informativity with respect to model structures in the SISO case [GBM08].

In the SISO case, the persistency of φu1 is a necessary and sufficient condition for
data informativity for all model structures. However, in the MISO case, the persistency
of the regressor φu defined in (3.5) is only a necessary and sufficient condition for data
informativity w.r.t. ARX/FIR model structures while it is just a sufficient condition
in the BJ/OE case. In Section 3.8, we will show in an example that this sufficient
condition is nevertheless not overly conservative.

Remark 3.2. A result similar to the one of Theorem 3.3 can also be derived for MISO
ARMAX model structures. This result is given in Appendix B.5. The reason to have
limited Theorem 3.3 to BJ, OE, ARX, FIR structures is the sake of clarity. The results
for ARMAX are indeed a bit more cumbersome to present.

In the next sections, we will derive a necessary and sufficient condition to verify that a
given input vector u of the type (2.4) and (2.5) yields a regressor φu that is PE. In the
ARX/FIR case, this condition will then be a necessary and sufficient condition for data
informativity while it will be only sufficient in the BJ/OE case. Before deriving this
necessary and sufficient condition for φu to be PE, let us formulate the following lemma
that will give us a first idea on the properties that u must satisfy for this purpose.

Lemma 3.1. Consider a quasi-stationary input vector u of dimension nu and the cor-
responding regressor φu defined in (3.5). If φu is PE, then we have necessarily the
following two properties:

• (i) each φuk (k = 1, · · · , nu) is PE

• (ii) for any m ∈ N, the vector φUm consisting of the elements of the set Um =
{uk(t) | uk(t − m) is present in φu} is PE. In other words, the inputs uk that
appear with the same delay in φu must be linearly independent.
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3.3. Data informativity for MISO structures in open-loop

Moreover, for any k = 1, · · · , nu, the vector φuk of dimension µk − ρk + 1 is PE if and
only if the power spectrum Φuk(ω) of uk (k = 1, · · · , nu) is nonzero in at least µk−ρk+1
frequencies in ]− π, π].

Proof. The first point directly follows from condition (c) of Lemma 2.3 and the expres-
sion (3.5) for φu. Indeed, the linear independence condition can only hold for φu if it
also holds for each φuk (k = 1, · · · , nu). The second point follows from a similar rea-
soning and from the fact that a quasi-stationary vector φ is PE if and only if φ(t−m)
is PE ∀m ∈ N. Finally, the last part of the lemma is a straightforward application of
Lemma 2.4 in Section 2.7.

Let us first discuss the necessary condition (i). This condition will be always respected
in the filtered white noise case (see (2.5)) since Φuk(ω) will be nonzero at (almost) all
frequencies ω (uk is indeed generated by at least one filtered white noise). In the
multisine case (see (2.4)), the condition (i) entails that, for each k = 1, · · · , nu, the
number sk of sinusoids that are effectively present in uk (i.e., for which λkl 6= 0) satisfies
the following constraint:

sk ≥
µk − ρk + 1

2
(3.6)

Note that this condition is independent of the choice of the amplitudes and phase shifts
in (2.4).

Let us now consider the property (ii). In the majority of the model structures, there
will be a value of the delay m for which Um will contain all entries of u (e.g., this
happens when the delays ρk are the same for all k ∈ J1, nuK). When this is the case,
property (ii) requires that the signals uk (k = 1, · · · , nu) are linearly independent (the
vector of signals u is PE). In the multisine case, we will see in the sequel that u is PE
if and only if a certain matrix consisting of the amplitudes λkl and the phase shifts ψkl
is full row rank. In the filtered white noise case, this entails that the rows of M(z)
are linearly independent. Even though choosing an input vector u that is PE is a
good practice, this property is only strictly necessary for φu to be PE for the model
structures having the property described in the beginning of this paragraph, as shown
in the following example that also illustrates the construction of φu.

Example 3.1. Consider a MISO OE model structure with nu = 3 and for which the
predictor ŷ(t,θ) = G(z,θ)u(t) is given by:

ŷ(t,θ) =
θ̃1,1

1 + θ̃1,2z−1︸ ︷︷ ︸
G1(z,θ)

u1(t) + (θ̃2,1z
−4 + θ̃2,2z

−5)︸ ︷︷ ︸
G2(z,θ)

u2(t) +
θ̃3,1z

−10

1 + θ̃3,2z−1︸ ︷︷ ︸
G3(z,θ)

u3(t)

with θT = θ̃T =
(
θ̃1,1 θ̃1,2 θ̃2,1 θ̃2,2 θ̃3,1 θ̃3,2

)
. We observe that, in this model

structure, the delays are given by (ρ1, ρ2, ρ3) = (0, 4, 10) and that the transfer functions
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Gk(z,θ) (k = 1, 2, 3) in G(z,θ) have the form in (3.4) with

B̊1(z,θ) = θ̃1,1 B̊2(z,θ) = θ̃2,1 + θ̃2,2z
−1 B̊3(z,θ) = θ̃3,1

F1(z,θ) = 1 + θ̃1,2z
−1 F2(z,θ) = 1 F3(z,θ) = 1 + θ̃3,2z

−1

Let us deduce the regression order µk defined in Theorem 3.3:

• µ1 = deg(B1) + deg(F1) + 2deg(F2) + 2deg(F3) = 3

• µ2 = deg(B2) + deg(F2) + 2deg(F1) + 2deg(F3) = 9

• µ3 = deg(B3) + deg(F3) + 2deg(F1) + 2deg(F2) = 13

and let us form the input regressor φu defined in (3.5), i.e., φu(t) = (φu1(t)T ,φu2(t)T ,
φu3(t)T )T with

φTu1(t) =
(
u1(t) u1(t− 1) u1(t− 2) u1(t− 3)

)
φTu2(t) =

(
u2(t− 4) u2(t− 5) u2(t− 6) u2(t− 7) u2(t− 8) u2(t− 9)

)
φTu3(t) =

(
u3(t− 10) u3(t− 11) u3(t− 12) u3(t− 13)

)

We can see that, for all m ∈ N, each set Um defined in Lemma 3.1 contains at most
one signal. This means that the condition (ii) of Lemma 3.1 simply says that the inputs
uk must not be identically equal to 0. It is therefore possible to get the persistency of
φu even if there is a linear dependence between u1, u2 and u3. In particular, we can
choose u1 = u2 = u3 = v where v is a white noise signal. In this case, φu is indeed PE
since it consists of different elements of a white noise sequence. This choice of u thus
guarantees data informativity (Theorem 3.3).

It is important to stress that Lemma 3.1 only gives necessary conditions for φu to be
PE. In the next section, we will therefore continue our analysis by deriving a necessary
and sufficient condition for the input regressor to be PE. This result will entail (among
other aspects) that, to guarantee the persistency (which implies the data informativity),
we also require an additional condition on the total number s of sinusoids in the multisine
case and on the complexity of the filter matrix M(z) in the filtered white noise case.

3.3.3 Necessary and sufficient condition for the persistency of the
input regressor

Approach for the development of a necessary and sufficient condition

For input signals uk of types (2.4)-(2.5), the necessary and sufficient condition will be
derived by rewriting φu (see (3.5)) into the form φu(t) = Tϕ(t) where T is a time-
independent and deterministic (possibly complex) matrix whose entries are functions
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of the input parametrization and ϕ is a vector of (possibly complex-valued) quasi-
stationary signals that is always PE (see Definition 2.4). This decomposition is impor-
tant since we have then the following result:

Lemma 3.2. Consider a vector of quasi-stationary signals φ given by φ(t) = Tϕ(t)
where T is a time-independent, deterministic and complex matrix and ϕ is a vector of
complex-valued quasi-stationary signals that has the property of being PE. Then, φ is
PE if and only if T is full row rank. �

Proof. Due to Definition 2.4, the lemma will be proven if we show that Ē[φ(t)φ∗(t)] =
TĒ[ϕ(t)ϕ∗(t)]T∗ � 0. Since ϕ is PE, we have Ē[ϕ(t)ϕ∗(t)] � 0. Consequently, a full
row rank T is indeed a necessary and sufficient condition for Ē[φ(t)φ∗(t)] � 0.

In the next two paragraphs, we will show that we can rewrite φu in this way for
multisine and filtered white noise excitation. We will denote by T(sin) and ϕ(sin) the
corresponding T and ϕ when u is a multisine. When it is a filtered white noise, we will
use the notations T(fwn) and ϕ(fwn).

Rewriting of the input regressor for multisine excitation

In this paragraph, u is a multisine signal vector where each of its entry uk is given
by (2.4). By using Euler’s formula, we have that, for all mk ∈ Jρk, µkK,

uk(t−mk) =
s∑
l=1

λkl cos(ωl(t−mk) + ψkl)

=
1

2

s∑
l=1

(
λkle

−jmkωlejωlt + λ
∗
kle

jmkωle−ωlt
)

where j is the complex number such that j2 = −1 and λkl = λkle
jψkl is a phasor.

Consequently, for all k = 1, · · · , nu, the regressor φuk defined in (3.5) can be rewritten
as

φuk(t) =


uk(t− ρk)

uk(t− ρk − 1)
...

uk(t− µk)

 =
1

2

s∑
l=1


λkle

−jρkωlejωlt + λ
∗
kle

jρkωle−ωlt

λkle
−j(ρk+1)ωlejωlt + λ

∗
kle

j(ρk+1)ωle−ωlt

...
λkle

−jµkωlejωlt + λ
∗
kle

jµkωle−ωlt


= T

(sin)
k ϕ(sin)(t)

where the matrix T
(sin)
k of dimension (µk − ρk + 1)× 2s and the signal vector ϕ(sin) of

dimension 2s are successively defined by
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T
(sin)
k =


λk1e

−jρkω1 λ
∗
k1e

jρkω1 · · · λkse
−jρkωs λ

∗
kse

jρkωs

λk1e
−j(ρk+1)ω1 λ

∗
k1e

j(ρk+1)ω1 · · · λkse
−j(ρk+1)ωs λ

∗
kse

j(ρk+1)ωs

...
... · · ·

...
...

λk1e
−jµkω1 λ

∗
k1e

jµkω1 · · · λkse
−jµkωs λ

∗
kse

jµkωs



ϕ(sin)(t) =
1

2


ejω1t

e−jω1t

...
ejωst

e−jωst

 (3.7)

Consequently, the input regressor φu can be rewritten as follows

φu(t) = T(sin)ϕ(sin)(t) (3.8)

T(sin) =


T

(sin)
1

T
(sin)
2
...

T
(sin)
nu


where the matrix T(sin) is of dimension ν × 2s with ν = nu +

∑nu
k=1(µk − ρk) (see

Theorem 3.3). An illustration of the construction of T(sin) is given in the following
example.

Example 3.2. Consider an input regressor φu with nu = 2, (ρ1, ρ2) = (1, 0), (µ1, µ2) =
(3, 2). Consider the following multisine excitation with s = 3 frequencies

u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
=

(
cos(ω1t+ 0.2) + 3 cos(ω3t+ 0.7)
2 cos(ω2t− 0.5)− 0.1 cos(ω3t)

)
where ω1 = 0.1, ω2 = 0.5 and ω3 = 2. The phasors λ̄kl (k = 1, · · · , nu, l = 1, · · · , s)
are given by

λ̄11 = ej0.2 λ̄12 = 0 λ̄13 = 3ej0.7

λ̄21 = 0 λ̄22 = 2e−j0.5 λ̄23 = −0.1

First, ϕ(sin) is given by ϕ(sin)(t) = (ejω1t, e−jω1t, ejω2t, e−jω2t, ejω3t, e−jω3t)T . There-
fore, the matrices T

(sin)
k with k = 1, 2 are given by

T
(sin)
1 =

 ej0.1 e−j0.1 0 0 3e−j1.3 3ej1.3

1 1 0 0 3e−j3.3 3ej3.3

e−j0.1 ej0.1 0 0 3e−j5.3 3ej5.3


T

(sin)
2 =

0 0 2e−j 2ej −0.1e−j2 −0.1ej2

0 0 2e−j1.5 2ej1.5 −0.1e−j4 −0.1ej4

0 0 2e−j2 2ej2 −0.1e−j6 −0.1ej6
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Consequently, the matrix T(sin) is given by

T(sin) =

(
T

(sin)
1

T
(sin)
2

)
=



ej0.1 e−j0.1 0 0 3e−j1.3 3ej1.3

1 1 0 0 3e−j3.3 3ej3.3

e−j0.1 ej0.1 0 0 3e−j5.3 3ej5.3

0 0 2e−j 2ej −0.1e−j2 −0.1ej2

0 0 2e−j1.5 2ej1.5 −0.1e−j4 −0.1ej4

0 0 2e−j2 2ej2 −0.1e−j6 −0.1ej6


Remark 3.3. For the sequel, it is important to note that the matrix T(sin) in (3.8)
will have the property that none of its columns is identically equal to 0 since the set
of frequencies {ω1, · · · , ωs} is defined in such a way that, for each frequency ωl (l =
1, · · · , s), there will be always at least one uk such that λkl 6= 0 (see below (2.4)).

Rewriting of the input regressor for filtered white noise excitation

In this paragraph, we consider input vectors u generated as u(t) = M(z)v(t) with a
stable matrix M(z) of transfer functions and with a vector v consisting of f independent
white noises, i.e., each uk(t) is given by (2.5). To get the desired form for φu, we will
rewrite M(z) as M(z) = L(z)/w(z) where L(z) is a nu × f matrix of polynomials
(matrix of FIR filters) and w(z) the least common multiple of the denominators of
M(z). Each entry Lkq(z) of L(z) (k = 1, · · · , nu, q = 1, · · · , f) will always be of the
form

Lkq(z) =

nkq∑
h=dkq

l
(h)
kq z

−h (3.9)

with nkq = deg(Lkq(z)), dkq the delay of Lkq(z) and l(h)
kq the coefficients of the polyno-

mials Lkq(z). For all mk ∈ Jρk, µkK, we can thus express uk(t−mk) as

uk(t−mk) = w−1(z)

f∑
q=1

Lkq(z)vq(t−mk)

= w−1(z)

 nk1∑
h=dk1

l
(h)
k1 v1(t− h−mk) + · · ·+

nkf∑
h=dkf

l
(h)
kf vf (t− h−mk)


(3.10)

Let us consider the above expansions for all entries in φu and let us define a vector
ϕ(fwn) containing all elements vq(t − h − mk) of the white noise sequences vq (q =
1, · · · , f) that are present in these expansions. For a given q, ϕ(fwn) will thus contain
all elements of vq(t) from vq(t− αq) till vq(t− βq) with

αq = min
k∈J1,nuK

dkq + ρk

βq = max
k∈J1,nuK

nkq + µk
(3.11)
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The vector ϕ(fwn) of dimension ξ = f +
∑f

q=1 (βq − αq) is thus given by:

ϕ(fwn)(t) =

v1(t)
...

vf (t)

 with vq(t) =


vq(t− αq)

vq(t− αq − 1)
...

vq(t− βq)

 (3.12)

Using ϕ(fwn) and the expression for uk(t−mk) in (3.10), we have that:

φuk(t) =
(
T

(fwn)
k1 · · · T

(fwn)
kf

)
︸ ︷︷ ︸

T
(fwn)
k

w−1(z)ϕ(fwn)(t)

where T
(fwn)
kq (q = 1, .., f) is a matrix of dimension (µk−ρk + 1)× (βq−αq + 1) defined

as:
T

(fwn)
kq =

(
0(µk−ρk+1)×(dkq+ρk−αq) T̃

(fwn)
kq 0(µk−ρk+1)×(βq−nkq−µk)

)

T̃
(fwn)
kq =


l
(dkq)
kq · · · · · · · · · l

(nkq)
kq 0

. . . · · · · · · · · · . . .

0 l
(dkq)
kq · · · · · · · · · l

(nkq)
kq


We can therefore also write that:

φu(t) = T(fwn)w−1(z)ϕ(fwn)(t) (3.13)

where T(fwn) is a matrix of dimension ν × ξ given by

T(fwn) =

T
(fwn)
1
...

T
(fwn)
nu


To illustrate the construction of this matrix T(fwn), let us consider the following exam-
ple.

Example 3.3. Consider for the input regressor nu = 3, (ρ1, ρ2, ρ3) = (1, 1, 3), (µ1, µ2, µ3) =
(1, 3, 4), f = 2 and

M(z) =



0.2− z−2

1− 0.2z−1

z−1 − 0.8z−2 + 3z−3

1− 0.2z−1

0.5z−2

1− 0.2z−1
−z−1

0 0.4z−1 + 5z−2
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First, we have to rewrite M(z) as M(z) = L(z)/w(z) where L(z) is a nu × f ma-
trix of polynomials (matrix of FIR filters) and w(z) the least common multiple of the
denominators of M(z). In our case, w(z) = 1− 0.2z−1 and so L(z) is given by

L(z) =

0.2− z−2 z−1 − 0.8z−2 + 3z−3

0.5z−2 −z−1 + 0.2z−2

0 0.4z−1 + 4.92z−2 − z−3



The input regressor φu is thus consisting of u1(t− 1), u2(t− 1), u2(t− 2), u2(t− 3),
u3(t− 3) and u3(t− 4) (i.e., ν = 6). To determine ϕ(fwn)(t), we observe that α1 = 1,
α2 = 2, β1 = 5 and β2 = 7 (see (3.11)). Consequently, ϕ(fwn)(t) =

(
vT1 (t) vT2 (t)

)T ,
where

v1(t) =


v1(t− 1)
v1(t− 2)
v1(t− 3)
v1(t− 4)
v1(t− 5)

 and v2(t) =



v2(t− 2)
v2(t− 3)
v2(t− 4)
v2(t− 5)
v2(t− 6)
v2(t− 7)



We can now construct successively the matrices T̃
(fwn)
kq (k = 1, · · · , nu, q = 1, · · · , f

with nu = 3 and f = 2) and the matrix T(fwn):

T̃
(fwn)
11 =

(
0.2 0 −1

)
T̃

(fwn)
12 =

(
1 −0.8 3

)
T̃

(fwn)
21 =

0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 0.5

 T̃
(fwn)
22 =

−1 0.2 0 0
0 −1 0.2 0
0 0 −1 0.2


T̃

(fwn)
31 =

(
0 0
0 0

)
T̃

(fwn)
32 =

(
0.4 4.92 −1 0
0 0.4 4.92 −1

)

T(fwn) =

T
(fwn)
11 T

(fwn)
12

T
(fwn)
21 T

(fwn)
22

T
(fwn)
31 T

(fwn)
32

 =

01×0 T̃
(fwn)
11 01×2 01×0 T̃

(fwn)
12 01×3

03×2 T̃
(fwn)
21 03×0 01×0 T̃

(fwn)
22 03×2

02×2 T̃
(fwn)
31 02×1 01×2 T̃

(fwn)
32 02×0



=



0.2 0 −1 0 0 1 −0.8 3 0 0 0

0 0 0.5 0 0 −1 2 0 0 0 0
0 0 0 0.5 0 0 −1 2 0 0 0
0 0 0 0 0.5 0 0 −1 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.4 4.92 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.4 4.92 −1


where the underlined zeros 0 correspond to the zeros of 0(µk−ρk+1)×(βq−nkq−µk) and

0(µk−ρk+1)×(dkq+ρk−αq) for all T
(fwn)
kq .
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Remark 3.4. If all the coefficients l(h)
kq are nonzero in the expression of the filters Lkq(z)

in (3.9) (k = 1, · · · , nu, q = 1, · · · , f), all the columns in T(fwn) will be nonzero (as it
was the case for T(sin), see Remark 3.3). However, if some of these coefficients appear
to be zero, this can no longer be the case. As an example, the second column of T(fwn)

in Example 3.3 is identically zero. This happens because L11(z) misses the term in z−1

and, consequently, the white noise element v1(t− 2) will never appear in the expansions
describing uk(t−mk) given in (3.10).

3.3.4 Necessary and sufficient condition for φu to be PE

We can now combine Lemma 3.2 with the matrices T(sin) and T(fwn) introduced in
the previous subsections to deduce our main theorem giving a necessary and sufficient
condition for φu to be PE:

Theorem 3.4. Consider the regressor φu of dimension ν (see Theorem 3.3) and the
expressions (3.8) and (3.13) for this regressor corresponding, respectively, to the multi-
sine case (see (2.4)) and the filtered white noise case (see (2.5)). Then, φu is PE if and
only if

• T(sin) is full row rank (i.e. rank(T(sin)) = ν) in the multisine case

• T(fwn) is full row rank (i.e. rank(T(fwn)) = ν) in the filtered white noise case.

Proof. Let us first consider the multisine case. We first observe that ϕ(sin) in (3.7) is
(always) PE since Ē[ϕ(sin)(t)ϕ(sin)∗(t)] = 1

4I2s � 0 (see Appendix B.6). Consequently,
the result follows from a direct application of Lemma 3.2. Let us now consider the
filtered white noise case. We observe that ϕ(fwn) in (3.12) is (always) PE since it
contains elements of independent white noise sequences. By noticing that w(z) is a
stable and inversely stable filter, we have that w−1(z)ϕ(fwn)(t) is PE. Indeed, for such
w(z), it is straightforward to show using condition (c) of Lemma 2.3 that ϕ(fwn)(t) is
PE if and only if w−1(z)ϕ(fwn)(t) is PE. Consequently, an application of Lemma 3.2
yields the equivalence between a full row rank matrix T(fwn) and the fact that φu(t)
is PE.

Given the expressions (2.4) and (2.5) for u, it is easy to construct, respectively, T(sin)

and T(fwn) and check whether the corresponding input signal will yield a persistently
exciting φu and thus informative data for the considered model structureM. Indeed,
these matrices are a function of the model structures parameters ρk and µk and of the
input vector parametrization. This input vector parametrization is characterized by the
amplitudes λkl, the phase shifts ψkl and the frequencies ωl (for the multisine case) and
by the matrix M(z) (filtered white noise case).

We can, e.g., apply the above theorem on the situations described in Examples 3.2
and 3.3. In Example 3.2, the matrix T(sin) is full row rank, i.e., rank(T(sin)) = ν = 6.
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Consequently, the multisine input vector φu will therefore yield informative data for any
model structure corresponding to the regressor φu used in Example 3.2. In Example 3.3,
the matrix T(fwn) is also full row rank, i.e., rank(T(fwn)) = ν = 6. Consequently, the
filtered white noise input vector φu will therefore yield informative data for any model
structure corresponding to the regressor φu used in Example 3.3. It is interesting to
note that this is the case in both examples even though the power spectrum matrix Φu

is such that det(Φu(ω)) = 0 for all frequencies ω in ]− π, π].

Theorem 3.4 gives us thus a tool to verify whether a given input vector will yield
informative data for a given model structure. However, it does not give much hints on
the properties that the input vector must satisfy in order to yield full row rank matrices
T(sin) and T(fwn). Such hints will be given in the next sections.

Remark 3.5. The necessary and sufficient condition for the persistency of φu is the
right invertibility of a matrix depending on the model structure complexity and the input
parametrization. Although this condition seems easy to verify, the computation of the
rank of a matrix, e.g., with Matlab can be inaccurate.

3.4 Multisine excitation yielding informativity

In Section 3.3.2, it was discussed that choosing an input vector u with linearly inde-
pendent elements (u is PE) is a good practice and is furthermore a necessary condition
to yield a persistently exciting φu for the majority of model structures. We have given
in that section a necessary and sufficient condition for u to be PE in the filtered white
noise case. We can now do the same for the multisine case. If u is described as in (2.4),
u is PE if and only if the following phasor matrix L is full row rank:

L =

 λ11 λ
∗
11 · · · λ1s λ

∗
1s

...
... · · ·

...
...

λnu1 λ
∗
nu1 · · · λnus λ

∗
nus

 (3.14)

Let us indeed observe that u(t) = Lϕ(sin)(t) with ϕ(sin) as defined in (3.7). Conse-
quently, the above result directly follows from Lemma 3.2 and the fact that ϕ(sin) is
PE (see the proof of Theorem 3.4).

To help us verifying that a multisine input vector will yield a persistently exciting
φu (and thus data informativity), we have already discussed a number of aspects in
Section 3.3.2. In particular, we cannot have a persistently exciting φu if the number
sk of nonzero sinusoids in each uk does not respect (3.6). This condition can also be
explained by the fact that the matrix T(sin) introduced in Section 3.3.3 can only be full
row rank if all the matrices T

(sin)
k are full row rank. Since T

(sin)
k has µk − ρk + 1 rows

and contains 2sk nonzero columns, it is necessary that (3.6) holds for T
(sin)
k to be full

row rank. Using a similar reasoning on the full matrix T(sin), we can now derive the
following additional condition on the total number s of sinusoids in the input vector u.

Lemma 3.3. Consider a regression vector φu of dimension ν (see Theorem 3.3). Sup-
pose that the corresponding input signal u of dimension nu is a multisine containing s
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different frequencies (see (2.4)). Then, for φu to be PE, it is necessary to have that

s ≥ ν

2
(3.15)

Proof. The number of columns in T(sin) is 2s and they are all nonzero (see Remark 3.3)
while its number of rows is given by ν. Consequently, it is clear that (3.15) is a necessary
condition for T(sin) to be full row rank.

Recall that ν = nu +
∑nu

k=1(µk − ρk) is larger than µk − ρk + 1 and that s ≥ sk ∀k. It
is therefore clear that this additional condition is in no way implied by (3.6). Actually,
when sk = s for each k, it is (3.15) that implies (3.6).

As shown below Theorem 3.3, in the SISO case, the data informativity also boils down
to the persistency of a regressor. Using Lemma 2.4 in Section 2.7 for a scalar input
multisine, we see that data informativity in the SISO case will be achieved if and only
if the scalar multisine input contains a number of frequencies/sinusoids that is larger
than the half of the dimension of the input regressor corresponding to the considered
model structure. We have an interesting analogy in the MISO case. For φu to be PE,
the number s of frequencies in the multisine input vector must be larger than the half
of the dimension of the input regressor φu and the number sk of frequencies in each
scalar input uk of this input vector must also be larger than the half of the dimension of
the corresponding part φuk of φu. The main difference is however that the combination
of these conditions are not sufficient to ensure that φu is PE for input vector u (even
if we add condition (ii) of Lemma 3.1). Indeed, some phasor and frequency choices
can yield a rank deficient matrix T(sin) or, equivalently, a regressor φu that is not PE.
An example is a phasor choice that would yield u1(t) = −3 u2(t − 2) while u1(t) and
u2(t− 2) both lie in φu(t) (see Example 3.4).

However, the above phenomenon can generally be avoided if we choose the phasor
value in some random manner. Consider thus the case where, due to, e.g., experiment
design limitations, we need to choose the input vector as (2.4) with a given set of s
frequencies and with sk = s for all k = 1, · · · , nu. This defines a class of multisine
input vector for which a number of phasors have to be determined. Let us suppose that
the necessary conditions (3.6) and (3.15) are respected for these s and sk and that we
can determine the phasors freely. Then, a good practice is to choose these phasors in a
random and independent manner and to subsequently check whether the corresponding
T(sin) is indeed full row rank. If it is not the case, a new realization is performed, etc.

Example 3.4. Consider an input regressor φu with nu = 2 and with (ρ1, ρ2) = (0, 1)
and (µ1, µ2) = (1, 2). Therefore, the regression vector is given by

φu(t) =


u1(t)

u1(t− 1)
u2(t− 1)
u2(t− 2)
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which has dimension ν = 4. Consider that the input vector u is generated with s = 2
frequencies ω1 = 0.1 and ω2 = 0.2 and that s1 = s2 = 2. This defines the following
class of input vectors:

u1(t) = λ11 cos(0.1t+ ψ11) + λ12 cos(0.2t+ ψ12)

u2(t) = λ21 cos(0.1t+ ψ21) + λ22 cos(0.2t+ ψ22)

This input vector class respects both (3.15) and (3.6).

Consider first the following choice for the four phasors λ̄kl = λkle
jψkl (k = 1, 2,

l = 1, 2): λ̄11 = 0.7ej0.2, λ̄12 = −1.8, λ̄21 = −2.1ej0.6 and λ̄22 = 5.4e−j0.4. This phasor
choice respects condition (ii) of Lemma 3.1 since u1 and u2 are linearly independent.
We indeed observe that the phasor matrix L in (3.14) has here the following expression
and is full row rank:

L =

(
0.72ej0.2 0.72e−j0.2 −1.81 −1.81
−2.16ej0.4 −2.16e−j0.4 5.43ej0.4 5.43e−j0.4

)

Even though all three necessary conditions are respected, the input regressor φu is
nevertheless not PE since we can observe that u1(t) = −3u2(t − 2) ∀t and that both
u1(t) and u2(t−2) lie in φu. This can be also verified by constructing the corresponding
matrix T(sin):

T(sin) =

(
T

(sin)
1

T
(sin)
2

)
=


0.72ej0.2 0.72e−j0.2 −1.81 −1.81
0.72ej0.1 0.72e−j0.1 −1.81ej0.2 −1.81e−j0.2

−2.16ej0.3 −2.16e−j0.3 5.43ej0.2 5.43e−j0.2

−2.16ej0.2 −2.16e−j0.2 5.43 5.43


We observe that the fourth row is obtained by multiplying the first one by −3, i.e.,
rank(Tsin) < ν = 4. Consequently, φu is not PE with this phasor choice. This is
however a consequence of a particularly unlucky choice of phasors. To show this, let us,
e.g., just modify the phasor λ̄11 to λ̄11 = ej0.2 and the matrix T(sin) then becomes full row
rank. In fact, T(sin) will be full row rank for the majority of the phasor choices. To show
this, let us generate randomly the amplitudes and the phase shifts: we have generated
1000 realizations for the four amplitudes λkl and the four phase shifts ψkl (k = 1, 2,
l = 1, 2) using independent continuous uniform distributions, the amplitudes varying
between 1 and 4 and the phase shifts between 0 and 2π. For these 1000 realizations,
the rank of the corresponding matrix T(sin) was indeed equal to ν = 4. Consequently,
the 1000 realizations of the input vector u would yield informative data for any model
structure corresponding to the regressor φu used in this example.
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3.5 Filtered white noise excitation yielding informativity

As opposed to the multisine case, condition (i) of Lemma 3.1 is always respected in the
filtered white noise case. However, the condition on the relation between the number
of rows and of the number of nonzero columns in a full row rank matrix will, like in the
multisine case, lead to a necessary condition for φu to be PE. This condition will impose
a constraint on the complexity of M(z). Let us recall that, for the filtered white noise
case, there can be some zero-columns among the ξ columns of T(fwn) (see Remark 3.4).

Lemma 3.4. Consider a regression vector φu of dimension ν (see Theorem 3.3) and
that corresponds to an input vector u as in (2.5). Suppose that the matrix T(fwn) of
dimension ν × ξ corresponding to this input vector (see Section 3.3.3) has χ nonzero
columns (χ ≤ ξ). Then, for φu to be PE, it is necessary to have that

χ ≥ ν

Proof. The number of nonzero columns in T(fwn) is χ while its number of rows is given
by ν. Consequently, it is necessary that χ ≥ ν for T(fwn) to be full row rank.

As shown in Section 3.3.3, the larger the complexity of the filters in M(z) and the
dimension f of the vector v are, the larger the number χ of nonzero columns in T(fwn)

is (which is, in the vast majority of the cases, equal to ξ, i.e., the dimension of ϕ(fwn)).
In Example 3.3, this necessary condition is respected (χ = 10 > ν = 6) which is logical
since we already observed that T(fwn) is full row rank. It is however important to stress
that χ ≥ ν is only a necessary condition for φu to be PE (even if we add condition
(ii) of Lemma 3.1). In other words, even though the complexity of M(z) coupled with
the dimension of v is sufficient to ensure χ ≥ ν, there are particular values of the filter
matrix M(z) that yield a rank deficient T(fwn). Similarly as for the multisine case,
this happens for very specific choices of the corresponding filter coefficients and we can
avoid this phenomenon by generating these filter coefficients in a random manner (and
checking subsequently whether the corresponding T(fwn) is full row rank).

Example 3.5. Consider an input regressor φu with nu = 3 and with (ρ1, ρ2, ρ3) =
(0, 1, 1) and (µ1, µ2, µ3) = (1, 2, 2). The input regressor φu is thus given by

φu(t) =



u1(t)
u1(t− 1)
u2(t− 1)
u2(t− 2)
u3(t− 1)
u3(t− 2)
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and is of dimension ν = 6. Consider the following input vector class described as
follows:

u(t) =

l
(1)
11 z

−1 + l
(2)
11 z

−2 + l
(3)
11 z

−3 + l
(4)
11 z

−4 + l
(5)
11 z

−5

l
(0)
21 + l

(1)
21 z

−1 + l
(2)
21 z

−2 + l
(3)
21 z

−3

l
(0)
31 + l

(1)
31 z

−1 + l
(2)
31 z

−2 + l
(3)
31 z

−3

 v1(t)

where v1 is a white noise and where all l(h)
kq are nonzero. By following the procedure

of the rewriting of φu in Section 3.3.3, the vector ϕ(fwn) corresponding to this matrix
M(z) = L(z) is a vector of dimension ξ = 6 containing v1(t− 1), v1(t− 2), v1(t− 3),
v1(t− 4), v1(t− 5) and v1(t− 6). Since the expansion (3.9) of the two polynomial filters
in M(z) do not miss any coefficients, we will have χ = ξ = 6 and, consequently, the
necessary condition of Lemma 3.4 is respected. Let us choose the following values for
l
(h)
kq

M(z) = L(z) =

−z−1 + 2z−2 − 0.4z−3 − 5.7z−4 − 1.4z−5

1− z−1 + 3.1z−2 + 0.9z−3

1 + 2.7z−1 − 4.8z−2 − 1.4z−3


We observe that the rows of M(z) are linearly independent and so u ie PE (condition

(ii) of Lemma 3.1). However, we also observe that u1(t) = −u2(t − 1) + u3(t − 2) ∀t
and that u1(t), u2(t− 1) and u3(t− 2) lie in φu. Consequently, the input regressor φu
is not PE and the corresponding matrix T(fwn) cannot be full row rank. Let us verify
this by calculating T(fwn). In our case, f = 1, nu = 3, α1 = 1, β1 = 6. The matrices
T̃

(fwn)
11 , T̃

(fwn)
21 and T̃

(fwn)
31 are given by

T̃
(fwn)
11 =

(
−1 2 −0.4 −5.7 −1.4 0
0 −1 2 −0.4 −5.7 −1.4

)
T̃

(fwn)
21 =

(
1 −1 3.1 0.9 0
0 1 −1 3.1 0.9

)
T̃

(fwn)
31 =

(
1 2.7 −4.8 −1.4 0
0 1 2.7 −4.8 −1.4

)
Therefore, the matrix T(fwn) is given by

T(fwn) =

02×0 T̃
(fwn)
11 02×0

02×0 T̃
(fwn)
21 02×1

02×0 T̃
(fwn)
31 02×1

 =



−1 2 −0.4 −5.7 −1.4 0
0 −1 2 −0.4 −5.7 −1.4

1 −1 3.1 0.9 0 0
0 1 −1 3.1 0.9 0

1 2.7 −4.8 −1.4 0 0
0 1 2.7 −4.8 −1.4 0


where the underlined zeros 0 correspond to the zeros of 0(µk−ρk+1)×(βq−nkq−µk) and

0(µk−ρk+1)×(dkq+ρk−αq) for all T
(fwn)
kq . We have indeed that the last row is equal to

the sum of the third row and the first one and so this matrix cannot be full row rank.
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However, if we just modify l(0)
21 to l(0)

21 = 3, the corresponding matrix T(fwn) becomes full
row rank.

The phenomenon observed above is thus a consequence of an unlucky choice of the
filter coefficients. To confirm this, let us, like in Example 3.5, generate randomly the 13
coefficients l(h)

kq using independent zero-mean uniform distributions where each lkq can
vary between −1 and 1. For 1000 of such realizations, the rank of the corresponding
matrix T(fwn) was indeed equal to ν = 6. Consequently, the 1000 realizations of the
input vector u would yield informative data for any model structure corresponding to
the regressor φu used in this example.

3.6 Checking informativity without input regressor

In some particular cases of the input excitation u, we do not need to consider the input
regressor of Theorem 3.3 to check whether this input vector yields informative data.

For the filtered white noise case, such a situation is the one described in Theorem 2.1
(Section 2.6).

For the multisine case, it is, e.g., the case for the multisines described in the following
lemma.

Lemma 3.5. Consider the data set Z∞ in (2.10) obtained by applying a multisine
input vector u (see (2.4)) on a MISO system with nu inputs. Consider a full-order
model structureM for this MISO system and the notations introduced in Section 3.3.1.
Then, the data set Z∞ is informative with respect toM if, for each k = 1, · · · , nu,

(i) the scalar input uk contains a number sk of nonzero sinusoids that satisfies:

• sk ≥
deg(Bk)− ρk + 1

2
whenM is ARX or FIR.

• sk ≥
deg(Bk)− ρk + deg(Fk) + 1

2
whenM is BJ or OE.

(ii) the sk frequencies of the sinusoids in uk are different from the sm frequencies of
the sinusoids in all um (m 6= k), i.e., the signals uk are mutually uncorrelated.

Moreover, if (i) and (ii) are respected, Z∞ is informative whatever the values of the
sk (nonzero) frequencies, the sk (nonzero) amplitudes and the sk phase shifts defining
uk (k = 1, · · · , nu).

Proof. See Appendix B.7 for the proof.
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identification of MIMO systems

Remark 3.6. A similar result for MISO ARMAX model structure is given in Ap-
pendix B.8.

For the FIR/ARX case, the conditions (i) in Lemma 3.5 correspond to the necessary
conditions in (3.6). In the BJ/OE case, the regressor φu (see (3.5)) corresponding to
the multisine input vectors defined in Lemma 3.5 will not be necessarily PE since the
necessary conditions for this property (i.e. (3.6) and (3.15)) will not be always fulfilled.
This is however not a contradiction since a persistently exciting φu is only a sufficient
condition for data informativity in the MISO BJ/OE case.

Remark 3.7. Note that the situations in Theorem 3.1 and Lemma 3.5 are certainly
not the only situations for which we can derive the data informativity property without
using Theorem 3.3. Another example of such a situation will, e.g., be given in Chapter
5 (see Lemma 5.1).

3.7 A synthetic verification approach of the data
informativity for the open-loop identification of
MIMO systems

In the previous sections, we have extensively analyzed the data informativity for the
open-loop identification of MISO systems. In this section, we give a procedure that the
user can follow to verify the data informativity in open-loop given an input vector u
and a MIMO model structureM.

First, if the input vector is of the type (2.5) with f ≥ nu and with rank(M(ejω)) = nu
for almost all frequencies ω in ] − π, π], then we have data informativity by virtue of
Lemma 2.1 in Section 2.6 (Φu(ω) � 0 for almost all ω in ]− π, π]).

If it is not the case, as said below Theorem 3.2, we must check, for each i = 1, · · · , ny,
the informativity of Z∞i with respect to the ny MISO model structuresMi that can be
derived fromM. For each i = 1, · · · , ny, this can be done using the results presented
in Sections 3.3.2, 3.4, 3.5, 3.6.

In the next two paragraphs, we give a procedure for the multisine case and another
one is for the filtered white noise case when we cannot conclude with Lemma 2.1.

For multisine inputs u of the type (2.4), if u satisfies the conditions in Lemma 3.5, then
Z∞i is informative. If it is not the case, we construct the matrix T(sin) corresponding
to the MISO model structureMi and we check whether it is full row rank. Note that
T(sin) can only be full row rank if (3.6) and (3.15) are satisfied. If T(sin) is full row
rank, then Z∞i is informative with respect toMi.

For filtered white noise excitations u of the type (2.5), we construct T(fwn) corre-
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sponding the MISO model structureMi and we check whether this matrix is full row
rank. Note that this can only be the case if the condition in Lemma 3.4 is satisfied. If
T(fwn) is full row rank, then Z∞i is informative with respect toMi.

Of course, it can happen that, for one i in these procedures, the matrix T(fwn) (or
T(sin) in the multisine case) is not full row rank. Then, ifM is ARX or FIR, we know
that Z∞i is not informative with respect to Mi and thus that Z∞ is not informative
with respect toM. IfM is BJ or OE, then we cannot conclude neither that the data
are informative nor that the data are not informative (since Theorem 3.3 only gives a
sufficient condition for these model structures).

3.8 Numerical example

In this section, we are going to illustrate the results developed in this chapter on a
numerical example. We will, e.g., illustrate that the result of Theorem 3.3 is not overly
conservative for the data informativity w.r.t. BJ/OE model structures.

3.8.1 True system, model structure and input regressor

Consider the following MISO OE system S with nu = 2 inputs given by

y(t) =

(
7.11z−1

1− 0.51z−1

6.45

1 + 0.39z−1

)
︸ ︷︷ ︸

G0(z)

(
u1(t)
u2(t)

)
︸ ︷︷ ︸
u(t)

+e(t)

where the covariance σ0 of the zero-mean white noise e is here equal to σ0 = 0.0001.

We will identify S within a full-order model structureM, where all the transfer func-
tions in G(z, θ̃) = (G1(z, θ̃1), G2(z, θ̃2)) are independently parametrized with delays
given by (ρ1, ρ2) = (1, 0). They can therefore be put into the form given in (3.4) with

B̊1(z, θ̃1) = θ̃1,1 F1(z, θ̃1) = 1 + θ̃1,2z
−1

B̊2(z, θ̃2) = θ̃2,1 F2(z, θ̃2) = 1 + θ̃2,2z
−1

We have θT = θ̃T = (θ̃T1 θ̃T2 ) =
(
θ̃1,1 θ̃1,2 θ̃2,1 θ̃2,2

)T . Let us now determine the
regressor φu corresponding to this MISO OE model structureM. For this purpose, let
us calculate the scalars µk (see Theorem 3.3)

• µ1 = deg(B1) + deg(F1) + 2deg(F2) = 4

• µ2 = deg(B2) + deg(F2) + 2deg(F1) = 3
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Consequently, the input regressor is given by φu = (φTu1 ,φ
T
u2)T with

φT
u1

(t) =
(
u1(t− 1) u1(t− 2) u1(t− 3) u1(t− 4)

)
φT

u2
(t) =

(
u2(t) u2(t− 1) u2(t− 2) u2(t− 3)

)
The dimension ν of φu is here equal to ν = 8.

3.8.2 Identification with multisine

In this paragraph, we consider that u is a multisine given by (2.4).

As shown in Theorem 3.3, the persistency of φu is only a sufficient condition for data
informativity w.r.t. OE model structures. However, we will show that this sufficient
condition is not too restrictive. This will be done as follows. We will present an
example where φu is not PE and where the data set Z∞ is not informative. Moreover,
we will also show that if the dimension of φu is reduced by removing u1(t − 4) from
this regressor, this reduced φu would be PE. In this example, the regressor φu in (3.5)
is in fact the only one that is not PE.

Case 1: We choose u1 as a multisine containing s = s1 = 4 frequencies ω1 =
0.001π, ω2 = 0.01π, ω3 = 0.1π and ω4 = 0.5π and with phasors λ1l = 1 (l = 1, · · · , 3).
The signal u2 is chosen in such a way that

(G2(z, θ̃′)−G2(z, θ̃0))u2(t) = −(G1(z, θ̃′)−G1(z, θ̃0))u1(t)

for θ̃′ = (3, 0.4, 10, 0.2)T different from θ̃0 = (7.11,−0.51, 6.45, 0.39)T . This yields:

LT =


λ11 λ21

λ12 λ22

λ13 λ23

λ14 λ24

 =


1 3.3488ej3.1344

1 3.3451ej3.0696

1 3.0257ej2.4511

1 1.2333ej0.7279


This phasor and frequency choice respects both necessary conditions (3.6) and (3.15).
Moreover, the phasor matrix L is full row rank.

It is however clear that this input vector choice does not yield informative data (see
Theorem 3.1) and this fact can be detected via Theorem 3.3. Indeed, the regressor φu
defined in (3.5) is not PE since the matrix T(sin) corresponding to this φu and the
above phasor and frequency choice has a rank equal to 7 while ν = 8. This regressor is
furthermore the one with the smallest number of signals that can detect the fact that
the data are not informative w.r.t. M. Indeed, if we consider all sub-vectors of φu,
we obtain signal vectors that are PE. For instance, the subvector of φu of dimension 7
obtained by removing u1(t − 4) from φu is PE. It is important to stress that we can
generate infinite number of pathological cases as the previous one by considering all
θ′ ∈ Dθ.
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Case 2: Consider now a multisine input vector u with the same s = 4 frequencies as
in Case 1, but with the following choice of phasors:

λ11 λ21

λ12 λ22

λ13 λ23

λ14 λ24

 =


−1.72ej1.54 4.85e−j2.37

−0.573 2.46e−j0.123

4.39e−j0.02 7.63ej3.104

1.46ej0.14 3.19j


For this choice of phasors, the matrices T(sin) is full row rank, i.e., rank(T(sin)) = 8.
This multisine input vector will thus yield informative data with respect toM. However,
in order to guarantee that T(sin) has more columns than rows, we need at least s = 4
frequencies to guarantee the persistency of φu. We will see in the next case that we
can reduce it to s = 3 with the result in Lemma 3.5.

Case 3: Consider now a multisine input vector with s = 3 sinusoid frequencies ω1 =
0.001π, ω2 = 0.01π, ω3 = 0.1π and with the following phasor choice:λ11 λ21

λ12 λ22

λ13 λ23

 =

1.83e−j1.75 0
−2.36ej0.19 0

0 4.02ej2.51


The scalar inputs u1 and u2 do not share any common frequencies (i.e., they are mutually
uncorrelated) and we have that s1 = 2 ≥ (deg(B1)− ρ1 + deg(F1) + 1)/2 and s2 = 1 ≥
(deg(B2)−ρ2 +deg(F2)+1)/2. Consequently, we are in the case of the class of multisine
input vector proposed in Lemma 3.5. This class yields informative data independently
of the choice of (nonzero) phasors and (nonzero) frequencies.

3.8.3 Identification with filtered white noise

In this paragraph, we consider that u is a filtered white noise given by (2.5).

Case 4: Consider an input vector generated with f = 1 white noise v1(t), i.e.,

u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

)
=

(
M11(z)
M21(z)

)
︸ ︷︷ ︸

M(z)

v1(t)

where

M11(z) =
−4z−1 + 9.5z−2 − 6.1z−3

1− 1.1z−1 − 0.22z−2 + 0.41z−3 − 0.05z−4

M21(z) = 5z−1

We rewrite M(z) as follows M(z) = L(z)/w(z) where w(z) = 1− 1.1z−1− 0.22z−2 +
0.41z−3 − 0.05z−4 and

L(z) =

(
−4z−1 + 9.5z−2 − 6.1z−3

5z−1 − 5.5z−2 − 1.1z−3 + 2.05z−4 − 0.25z−5

)
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Let us calculate ξ = χ (since all coefficients l(h)
kq are nonzero) to verify the necessary

conditions in Lemma 3.4. For this purpose, let us compute α1 and β1 defined in (3.11):
α1 = 1 and β1 = 8 and so χ =

∑r
q=1(βq − αq) + q = β1 − α1 + 1 = 8.

Consequently, we have that χ ≥ ν, i.e., the condition of Lemma 3.4 is respected. We
verify the rank of the corresponding matrix T(fwn) and we obtain rank(T(fwn)) = 8 = ν.
Consequently, this input vector will yield informative data.

Case 5: The choice to use f = 1 white noise to generate u in Case 4 forced us to use
entries with high order for M(z) in order to get the informativity. Let us now consider
an input vector u with f = nu = 2 and where M(z) = L(z)/w(z) is characterized by
w(z) = 1− 0.5z−1 and

L(z) =

(
−0.25z−1 + 7.81z−2 −3.45 + 2.1z−1

0.73z−1 0.6z−2 + 0.59z−3

)
We are here in the situation of Lemma 2.1 and we can easily verify that the frequency
response M(ejω) of M(z) is full row rank for all ω ∈] − π, π]. Therefore, from Theo-
rem 2.1, the data set Z∞ is informative w.r.t. M.

3.8.4 Consideration of a second channel

Let us suppose now that the system S has two channels and is given by

(
y1(t)
y2(t)

)
︸ ︷︷ ︸
y(t)

=

 7.11z−1

1− 0.51z−1

6.45

1 + 0.39z−1

1− 1.84z−1 + 2.54z−2 −3.91z−1 + 5.02z−2


︸ ︷︷ ︸

G0(z)

(
u1(t)
u2(t)

)
︸ ︷︷ ︸
u(t)

+

(
e1(t)
e2(t)

)
︸ ︷︷ ︸
e(t)

where the covariance matrix Σ0 of e is here equal to Σ0 = 0.0001I2. This MIMO system
is composed of two MISO ones where the first one is the MISO OE system studied in
Section 3.8.1 and the second one is a MISO FIR system.

We will identify the MIMO system within a full-order MIMO OE model structure
Mmimo where all the transfer functions in G(z,θ) are independently parametrized
with delays given by ρ11 = 1, ρ12 = 0, ρ21 = 0 and ρ22 = 1. The transfer functions of
the first row of G(z,θ) are parametrized as given in Section 3.8.1, except that now we
add the index 1 to specify that it is linked to the first channel. As a consequence, B̊1,
B̊2, F1 and F2 become B̊11, B̊12, F11 and F12 respectively, θ̃1 and θ̃2 become θ̃11 and
θ̃12 respectively and θ̃ becomes θ̃1. For the second channel, the entries of G2:(z,θ) are
parametrized as given in Section 2.5

B̊21(z, θ̃21) = θ̃21,1 + θ̃21,2z
−1 + θ̃21,3z

−2 F21(z, θ̃21) = 1

B̊22(z, θ̃22) = θ̃22,1 + θ̃22,2z
−1 F22(z, θ̃22) = 1
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3. Data Informativity for MIMO Systems in Open-Loop

We have θ̃T2 = (θ̃T21 θ̃
T
22) =

(
θ̃21,1 θ̃21,2 θ̃21,3 θ̃22,1 θ̃21,2

)T . The input regressor for
the second channel is then given by φu = (φTu1 ,φ

T
u2)T with

φT
u1

(t) =
(
u1(t) u1(t− 1) u1(t− 2)

)
φT

u2
(t) =

(
u2(t− 1) u2(t− 2)

)
The dimension ν of the regressor φu corresponding to the second channel is here equal
to ν = 5. By following the same approach as for the first channel, we can prove that, for
the second channel, the matrix T(sin) for Cases 2 and 3 and the matrix T(fwn) for Case
4 are full row rank. Therefore, for Cases 2, 3 and 4, the matrices T(sin) and T(fwn) are
full row rank for both channels: the data are informative with respect to the MIMO
model structureMmimo.

For Case 5, since the input power spectrum matrix Φu(ω) has been proven to be pos-
itive definite at all frequencies ω in ]−π, π], then the informativity is always guaranteed
for any MIMO model structures (see Theorem 2.1) and thus also forMmimo.

3.8.5 Verification of the results with Monte-Carlo simulations

In order to confirm that the input choice in Cases 2, 3, 4 and 5 yield informative data,
we have applied each of these input vectors to the MIMO true system in Section 3.8.4
in 1000 identification experiments (with different realizations of the white noise e) and
we have identified the estimate θ̂N (see (2.9)) for each experiment. We initialize each
identification computation with a random parameter vector θinit that lies in the set
{θinit ∈ Dθ | ||θinit − θ0||2 < 0.01}. For each input vector, we have computed the
mean of these 1000 estimates. The results are given in Tables 3.1 and 3.2 and we have
in each case observed that this mean is almost equal to the true parameter vector θ0,
suggesting the consistency.

Table 3.1: Mean of the identified parameter vector for the first channel with N = 1000
for different cases over 1000 experiments.

θ̃11,1 θ̃11,2 θ̃12,1 θ̃12,2

θ0 7.11 −0.51 6.45 0.39

Case 2 7.1094 −0.5100 6.4489 0.3897

Case 3 7.1035 −0.5105 6.4479 0.3896

Case 4 7.1100 −0.5098 6.4999 0.3900

Case 5 7.1100 −0.5100 6.4500 0.3900
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Table 3.2: Mean of the identified parameter vector for the second channel withN = 1000
for different cases over 1000 experiments.

θ̃21,1 θ̃21,2 θ̃21,3 θ̃22,1 θ̃22,2

θ0 1 −1.84 2.54 −3.91 5.02

Case 2 0.9926 −1.8362 2.5409 −3.9104 5.0204

Case 3 0.9985 −1.8242 2.5325 −3.9054 5.0158

Case 4 0.9998 −1.8402 2.5397 −3.9104 5.0197

Case 5 0.9999 −1.8400 2.5400 −3.9098 5.0196

3.9 Conclusion of Chapter 3

The purpose of Chapter 3 was to address Research Question 1 by developing condi-
tions to verify the data informativity for the open-loop identification of MIMO model
structures and this for multisine and filtered white noise excitations u. The main result
developed in this chapter is the verification of the data informativity by checking the
fact that a certain matrix is full row rank for each channel. This matrix depends on the
model structure complexity and on the excitation parametrizations. This new condition
is clearly less conservative than the only condition available in the literature and given
in Lemma 2.1. We also derived results that allow to verify the data informativity with-
out checking the regressor persistency since this condition is conservative for BJ/OE
model structures. Based on the results derived in this chapter, we will see in the next
one that we can address Research Question 2.

61





Chapter 4

Data Informativity for MIMO
Systems in Closed-Loop

Contents
4.1 Introduction of Chapter 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.2 Simplification of the study . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 Rewriting of the left-hand side of (4.3) . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3.1 Considered approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3.2 Factorization of (4.3) into a polynomial matrix form . . . . 66

4.3.3 Main result for data informativity . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3.4 Rewriting of (Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0 into (4.14) . . . . 71

4.4 Rewriting of Ē
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

4.1 Introduction of Chapter 4

In this chapter, we address Research Question 2 in Section 2.8 by deriving conditions
to verify the data informativity of MIMO model structures defined in Section 2.5 for a
given MIMO controller K(z) and a given external excitation r of the type (2.14)-(2.15).

In Section 4.2, we will show that, like in the open-loop case, we can verify that an
excitation vector r will yield informative data with respect to a MIMO model structure
in a channel-by-channel manner. This channel-by-channel verification will involve, for
each channel, the verification of the rank of a matrix. The matrix for each channel will
be made up of two parts: the first part will depend on the controller and the model
structure and the second part will depend on the parametrization of the excitation vector
r and on the model structure. We will see that this second part will be constructed in
the same way as the matrices T(sin) and T(fwn) in Chapter 3.

A synthesis of the results is given in Section 4.6. To illustrate the results developed
in this chapter, a numerical MIMO example is provided in Section 4.7. Finally, we
conclude in Section 4.8.

4.2 Simplification of the study

As mentioned above, we will now consider that the MIMO system S in (2.2) with nu
inputs and ny outputs is in the closed-loop configuration with a stabilizing controller
K(z) as illustrated in Figure 2.1 (see Section 2.4) and we will derive conditions to
verify the data informativity for the excitation vectors r given in (2.14) and (2.15) (see
Definition 2.3). As in the open-loop case, these conditions will depend on the model
structure complexity and the richness of the excitation signal r. We will also see that,
in addition, these conditions will depend on the controller complexity (such as was
observed in the SISO case [GBM08]).

To derive these conditions let us, as was done in Theorem 3.1 for the open-loop case,
specify more precisely Definition 2.3.

Theorem 4.1. Consider Definition 2.3 and, in particular, the set Z∞cl obtained via the
application of the excitation signal r to the closed-loop system depicted in Figure 2.1.
Consider also one of the model structuresM defined in Section 2.5. Recall that r and e
are assumed to be independent. For each ∆W(z) ∈∆W (see (2.11) in Definition 2.3),
we define similarly ∆Wy(z) and ∆Wu(z) (see (2.7) and (2.8) respectively). Then, the
data set Z∞cl in (2.10) is informative w.r.t. the model structure M if and only if, for
all ∆W(z) = (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈∆W, the following property holds{

∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z) ≡ 0ny×ny
Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (∆Wy,∆Wu) ≡ (0ny×ny ,0ny×nu)

(4.1)
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4.2. Simplification of the study

Proof. See Appendix C.1 for the proof.

Remark 4.1. The proof of Lemma 2.2 (that can also be found in [BGM10]) is in fact
a straightforward consequence of Theorem 4.1 and is given in Appendix C.2.

Thanks to the parametrization introduced in Section 2.5, we will show that we can
simplify the result of Theorem 4.1 in the next theorem.

Theorem 4.2. Consider Definition 2.3, Theorem 4.1 and one of the model structures
M defined in Section 2.5. Based on the set ∆W (see (2.11) in Definition 2.3), define
the sets

∆W,i = {∆Wi:(z) | ∆Wi:(z) is the ith row of ∆W(z) ∈∆W} (4.2)

for all i = 1, · · · , ny. For each ∆Wi:(z) ∈ ∆W,i, we define similarly ∆Wu,i:(z) and
∆Wy,i:(z) which are the ith row of ∆Wu(z) and ∆Wy(z) respectively. Then, the data
set Z∞cl is informative w.r.t. the model structureM if and only if, for all i = 1, · · · , ny,
the following property holds for all ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i:{

∆Wy,i:(z)−∆Wu,i:(z)K(z) ≡ 01×ny
Ē
[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (∆Wy,i:,∆Wu,i:) ≡ (01×ny ,01×nu)

(4.3)

Proof. See Appendix C.3 for the proof.

Theorem 4.2 allows to simplify the data informativity verification: it can be done
channel-by-channel1 (or output-by-output). Hence, in the sequel, we will consider an
arbitrary i and restrict attention to (4.3) for that particular i.

To simplify the presentation in the sequel, we will often use shorthand notations for
each transfer of the form M(z), M(z, θ′) and M(z, θ′′) by dropping the argument and
denote them by M , M ′ and M ′′ respectively.

1However, we do not have the same simplification as in the open-loop case (Chapter 3). In the
open-loop case, we can simplify the data informativity study w.r.t. a MIMO model structure into the
analysis of the data informativity w.r.t. a MISO model structure. Here, note that the first equation of
the left-hand side of (4.3) still contains the MIMO controller K(z).
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

4.3 Rewriting of the left-hand side of (4.3)

4.3.1 Considered approach

In its actual form, (4.3) is function of the rational transfer function matrix (∆Wy,i:(z),
∆Wu,i:(z)) ∈ ∆W,i where ∆W,i is defined in (4.2). We need to transform (4.3) into a
polynomial matrix form for the development of the conditions on the data informativity.
Let us for this purpose first observe that the first equation of the left-hand side of (4.3)
can be rewritten as follows(

∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)
)( Iny

K(z)

)
≡ 01×ny (4.4)

By considering a right-factorization of the controller K(z) and a left-factorization of
the term (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)), we will prove that we can transform (4.4) into a
polynomial matrix form. Moreover, we will see that this left-factorization of (∆Wy,i:(z),
−∆Wu,i:(z)) will allow us to transform the second equation of the left-hand side of (4.3)
into a polynomial matrix form.

4.3.2 Factorization of (4.3) into a polynomial matrix form

Let us first deduce a left-factorization for the rational matrix (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z))
which should be valid for all ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈ ∆W,i with ∆W,i

as defined in (4.2). The one that we will choose is obtained by putting all entries of
(∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) on the same denominator. It is given in the next lemma.

Lemma 4.1. Consider the model structures defined in Section 2.5. For these model
structures, the rational block-matrix (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) can be left-factorized into
the form (∆Wy,i:(z), −∆Wu,i:(z)) = Q−1

i (z)(Υy,i(z),Υu,i(z)) where the row polyno-
mial vector Υy,i(z) of dimension ny has all its entries equal to 0 except possibly the ith

one denoted Υy,ii(z). The row polynomial vector Υu,i(z) is of dimension nu. The scalar
polynomials Qi(z) and Υy,ii(z) and the row polynomial vector Υu,i(z) are given by

• for FIR: Qi = 1, Υy,ii = 0, Υu,i = B′′i: −B′i:.

• for ARX: Qi = 1, Υy,ii = A′′i −A′i, Υu,i = B′′i: −B′i:.

• for ARMAX: Qi = C ′iC
′′
i , Υy,ii = C ′iA

′′
i − C ′′i A′i, Υu,i = C ′iB

′′
i: − C ′′i B′i:.

• for OE: Qi =
∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik, Υy,ii = 0 and Υu,i = (Υu,ik)k∈×J1,nuK with

Υu,ik = (B′′ikF
′
ik −B′ikF ′′ik)

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il

• for BJ: Qi = C ′iC
′′
i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik, Υy,ii = D′′i C

′
i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik − D′iC ′′i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik

and Υu,i = (Υu,ik)k∈J1,nuK with

Υu,ik = D′′i C
′
iB
′′
ikF
′
ik

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il −D′iC ′′i B′ikF ′′ik

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il
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4.3. Rewriting of the left-hand side of (4.3)

Proof. See Appendix C.4 for the proof.

For the controller K(z), we will consider the right-factorization consisting in bringing
all entries of K(z) on the same denominator J(z) (J(z) is a polynomial). The common
denominator J(z) that we will choose2 is the least common multiple of the denominators
of the entries of K(z). The controller K(z) can be rewritten as

K(z) = N(z)V−1(z) (4.5)

where N(z) is a FIR matrix of dimension nu × ny and V(z) = diag(J(z), · · · , J(z)︸ ︷︷ ︸
ny times

).

Based on the factorization of K(z) in (4.5) and the one in Lemma 4.1, we can trans-
form (4.3) into a polynomial matrix form. For this purpose, based on the set ∆W,i

defined in (4.2) (i = 1, · · · , ny), let us define the set Yi made up of all polynomial ma-
trices (Υy,ii(z),Υu,i(z)) obtained by considering the left-factorization of (∆Wy,i:(z),
−∆Wu,i:(z)) given in Lemma 4.1, i.e.

Yi = {(Υy,ii(z),Υu,i(z)) | (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1
i (z)(Υy,ii(z),Υu,i(z))

with ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i and Qi(z) as defined
in Lemma 4.1} (4.6)

Theorem 4.3. Consider Definition 2.3, Theorem 4.2 and one of the model structures
M defined in Section 2.5. Consider the right-factorization of K(z) given in (4.5). For
all i = 1, · · · , ny, denote

Ξi(z) =

(
Vi:(z)
N(z)

)
(4.7)

where Vi:(z) is the ith row of V(z).

For each ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈ ∆W,i, consider the left-factorization
of (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1

i (z)(Υy,i(z),Υu,i(z)) given in Lemma 4.1 and denote
Υy,ii the ith element of the row polynomial vector Υy,i. Then, the data set Z∞cl in (2.10)
is informative w.r.t. the model structureM if and only if, for all i = 1, · · · , ny,{

(Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0
Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (Υy,ii,Υu,i) ≡ (0,01×nu) (4.8)

for all (Υy,ii,Υu,i) ∈ Yi where Yi is defined in (4.6).

Proof. See Appendix C.5 for the proof.
2As we did in Chapter 3 for the matrix M(z) when considering filtered white noise input u(t) =

M(z)v(t).
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

Remark 4.2. The factorization of (∆Wy,i:(z), −∆Wu,i:(z)) and K(z) are of course
not unique. The chosen factorizations are thus only one of the possible choices. How-
ever, it is important to note that this particular choice does not introduce any con-
servatism since the data informativity condition given in Theorem 4.2 and the one in
Theorem 4.3 are equivalent.

4.3.3 Main result for data informativity

In this section, we derive the main result of this chapter. This result will allow us
to check data informativity by verifying for each channel i = 1, · · · , ny whether a
given matrix is full row rank. As we will see in the sequel, this matrix will depend
on the complexity of the model structure, on the controller coefficients and on the
external excitation parametrization (amplitudes, phase shifts, frequencies for multisine
excitation and filter coefficients for filtered white noise excitation).

For this purpose, a first step is to give a formal expression of the polynomial Υy,ii

and the row vector of polynomials Υu,i = (Υu,i1, · · · ,Υu,inu) in Yi where Yi is defined
in (4.6). Using Lemma 4.1 and the notations introduced in Section 2.5, we can determine
the scalars µy,i, µu,ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) such that all Υy,ii and the entries
of all Υu,i in Yi can be expressed as follows:

Υy,ii(z) = δ̃Ty,iZy,i(z) (4.9)

Υu,ik(z) = δ̃Tu,ikZu,ik(z) (4.10)

where Zy,i(z) = (z−1, · · · , z−µy,i)T , Zu,ik(z) = (z−ρik , · · · , z−µu,ik)T and δ̃y,i, δ̃u,ik are
vectors of coefficients. The values of µy,i, µu,ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) as a
function of the model structure type and the model structure complexity are given in
Appendix C.6.

Using (4.9) and (4.10) and defining δ̃u,i = (δ̃Tu,i1, · · · , δ̃Tu,inu)T , the vectors of polyno-
mials (Υy,ii,Υu,i) in the set Yi (see (4.6)) can be rewritten as follows:

(Υy,ii(z),Υu,i(z)) = δ̃Ti bdiag(Zy,i(z),Zu,i(z)) (4.11)

where δ̃i = (δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i)

T and

Zu,i(z) = bdiag(Zu,i1(z), · · · ,Zu,inu(z)) (4.12)

We will denote by ζi, ζu,i and ζy,i the dimension of δ̃i, δ̃u,i and δ̃y,i. These dimensions
can be easily deduced based on µy,i, µu,ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) given in
Appendix C.6. Let us also introduce the set

Di = {δ̃i | (Υy,ii(z),Υu,i(z)) = δ̃Ti bdiag(Zy,i(z),Zu,i(z)) ∈ Yi} (4.13)

Note that, except in the FIR case where Di = Rζi , Di is a subset of Rζi . Note that
such a set Di was also considered in the open-loop case (see Appendix B.4).
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4.3. Rewriting of the left-hand side of (4.3)

In Sections 4.3.4 and 4.4, we will describe a procedure to construct matrices R(i), S(i)

and T(i) such that the left-hand side of (4.8) for a given (Υy,ii,Υu,i) ∈ Yi (with Yi as
defined in (4.6)) can be expressed as a function of the parameter vector δ̃i ∈ Di defining
(Υy,ii,Υu,i) (see (4.11)). In particular, with the matrices R(i) and S(i) obtained with
the procedure presented in Section 4.3.4, the first equation of the left-hand side of (4.8)
is equivalent to (4.14):

(
δ̃Ty,i δ̃Tu,i

)
︸ ︷︷ ︸

δ̃Ti

(
R(i)

S(i)

)
= 0 (BJ/ARX/ARMAX case)

δ̃Tu,iS
(i) = 0 (OE/FIR case)

(4.14)

The difference in the above equation follows from the fact that Υy,ii ≡ 0 for OE/FIR
model structures (see Lemma 4.1). With the matrix T(i) obtained with the procedure
that will be described in Section 4.4, the second equation of the left-hand side of (4.8)
is equivalent to (4.15):

δ̃Tu,i T(i) = 0 (4.15)

As will be shown later, the dimension and the elements of the matrices R(i), S(i) and
T(i) will be function of the complexity of the model structure and will depend on the
controller coefficients and the external excitation parametrization.

Theorem 4.4. Consider Definition 2.3 and, in particular, the set Z∞cl obtained via
the application of the external excitation signal r to the closed-loop system of Fig-
ure 2.1. Consider Theorem 4.3 and one of the model structures M defined in Sec-
tion 2.5. Consider finally the notations introduced in Section 4.3.3 and, in particular,
the equations (4.14) and (4.15) that are respectively equivalent to the first and second
equations of the left-hand side of (4.8). Then, the data set Z∞cl is informative with
respect to M if, for each i = 1, · · · , ny, at least one of the matrices P(a,i), P(b,i) and
P(c,i) defined below are full row rank.

• (a) The matrix P(a,i) is equal to
(

R(i)

S(i)

)
for the BJ/ARX/ARMAX case and to

S(i) for the OE/FIR case.

• (b) The matrix P(b,i) is equal to T(i).

• (c) The matrix P(c,i) is equal to
(

R(i) 0

S(i) T(i)

)
for the BJ/ARX/ARMAX case and

to
(
S(i) T(i)

)
for the OE/FIR case.

Moreover, when r = 0nu×1, the data set Z∞cl is informative with respect to M if, for
each i = 1, · · · , ny, the matrix P(a,i) defined above is full row rank.
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

Proof. We will prove the theorem in the BJ/ARX/ARMAX case. The proof for the
OE/FIR case can be derived using the same argumentation. Let us first note that
δ̃i=(δ̃Ty,i, δ̃

T
u,i)

T in (4.14)-(4.15) is constrained to lie in Di with Di as defined in (4.13).
When δ̃i ∈ Di, having a full row rank P(a,i) is a sufficient condition3 for δ̃i = 0 to be
the unique solution of (4.14). Note also that δ̃i = 0 is equivalent to (Υy,ii(z),Υu,i(z)) ≡
(0,0) (see (4.11)). Consequently, using the equivalence recalled in the statement of the
theorem, when P(a,i) is full row rank, we have also that (Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0 =⇒
(Υy,ii(z),Υu,i(z)) ≡ (0,0) for all (Υy,ii(z),Υu,i(z)) ∈ Yi with Yi as defined in (4.6).
It is clear by Theorem 4.3 that the latter implies that Z∞cl is informative (in particular
when r = 0nu×1).

Note now that (4.14) and (4.15) can be combined into δ̃Ti P(c,i) = 0. If P(c,i) is full row
rank, then δ̃Ti P(c,i) = 0 implies δ̃i = 0. Consequently, using the equivalence recalled in
the statement of the theorem, when P(c,i) is full row rank, we have also that (4.8) holds
for all (Υy,ii(z),Υu,i(z)) ∈ Yi. It is clear by Theorem 4.3 that the latter implies that
Z∞cl is informative.

Finally, if P(b,i) is full row rank, the equation (4.15) implies δ̃u,i = 0. Consequently,
using the equivalence recalled in the statement of the theorem, when P(b,i) is full row
rank, we have also that: Ē

[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 =⇒ Υu,i(z) ≡ 0 for all Υu,i(z) ∈

{Υu,i(z) | (Υy,ii(z),Υu,i(z)) ∈ Yi}. Since Υu,i(z) ≡ 0, the first equation of the left-
hand side of (4.8) reduces to Υy,ii(z)J(z) ≡ 0 where J(z) is a given polynomial defined
before in (4.5). The latter always implies that Υy,ii(z) ≡ 0. Consequently, by virtue of
Theorem 4.3, we have also data informativity when P(b,i) is full row rank.

Remark 4.3. As already mentioned in the proof Theorem 4.4, we cannot easily conclude
that the rank verification condition of the matrices P(c,i) is necessary for almost all model
structures, except for the FIR model structures since we have that Di = Rζi . Indeed,
from the proof of Theorem 4.4, we will have the data informativity if and only if, for all
i = 1, · · · , ny, the following property holds

δTi P(c,i) = 0 =⇒ δi = 0

Therefore, a necessary and sufficient condition for the data informativity is that, for all
i = 1, · · · , ny, the intersection of left null space of P(c,i) and the set Di is equal to {0}.
Hence, a geometrical study of Di is necessary and this study is challenging for all the
model structures considered in this dissertation (except FIR ones).

Let us now show how we can rewrite the left-hand side of (4.8) into (4.14)-(4.15).

3If Di would be equal to Rζi , this would be a necessary and sufficient condition.
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4.3.4 Rewriting of (Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0 into (4.14)

We will consider the BJ/ARX/ARMAX case since it is the more general. Using (4.11)
and (4.7), we have that:

(Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) = (δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i)U

(i)(z) (4.16)

with U(i)(z) a polynomial matrix of dimension ζi × ny:

U(i)(z) =

(
Zy,i(z)Vi:(z)
Zu,i(z)N(z)

)
where Zy,i(z) and Zu,i(z) are defined in (4.9) and (4.12) respectively and where ζi is
the dimension of δ̃i = (δ̃Ty,i, δ̃

T
u,i)

T .

Each entry U (i)
ml(z) of U(i)(z) (m = 1, · · · , ζi, l = 1, · · · , ny) is a polynomial in z−1

and can therefore be rewritten as αTi,mlZU(i)(z) with

ZU(i)(z) = (z−γi,min , z−γi,min−1, · · · , z−γi,max)T

where αi,ml is a vector containing the coefficients4 of the polynomial U (i)
ml(z) and where

z−γi,min and z−γi,max are the monomials in z−1 with the smallest and largest degrees
respectively among all entries U (i)

ml of U(i). This yields to the following expression for
U(i)(z):

U(i)(z) =

(
Zy,i(z)Vi:(z)
Zu,i(z)N(z)

)
=

(
R(i)

S(i)

)
(Iny ⊗ZU(i)(z)) (4.17)

where ⊗ represents the Kronecker product and the matrix (R(i)T ,S(i)T )T is such that
its mth row (m = 1, · · · , ζi) is given by (αTi,m1, · · · ,αTi,mny).

Using now (4.16) and (4.17), we see that (Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0 is equivalent
to (4.14). The matrix (R(i)T ,S(i)T )T has ζi rows and a number of columns equal to
ny(γi,max−γi,min+1). This number of columns therefore depends both on the complex-
ity of the controller and on the complexity of the model structure (via γi,min, γi,max,
µu,ik, µy,i). The more complex the model structure and the controller are, the larger
this number of columns is. While the number of columns of the matrix (R(i)T ,S(i)T )T

depends on both the model structure complexity and the controller complexity, its
number of rows ζi only depends on the model structure complexity.

Example 4.1. Consider the following MISO ARX model structure M with nu = 2
inputs and ny = 1 output:

G(z,θ) =

(
θ̃11,1z

−1

1 + η1,1z−1

θ̃12,1z
−1 + θ̃12,2z

−2

1 + η1,1z−1

)
H(z,θ) =

1

1 + η1,1z−1

4These coefficients correspond to the ones in N(z) and J(z) of the right-factorization of the con-
troller K(z) in (4.5).
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where θ = (θ̃11,1, θ̃12,1, θ̃12,2, η1,1)T ∈ Dθ. In this case, we have the left-factorization
of (∆Wy,1:(z),−∆Wu,1:(z)) in Lemma 4.1 of the form (∆Wy,1:(z),−∆Wu,1:(z)) =
Q−1

1 (z)(Υy,1(z),Υu,1(z)) with Q1(z) = 1. From Appendix C.6, the polynomial Υy,1(z) =
Υy,11(z) has an order µy,1 equal to 1 and is given by

Υy,11(z) = δ̃Ty,1Zy,1(z)

with δ̃y,1 = η′′1,1 − η′1,1 and Zy,1(z) = z−1.

From Appendix C.6, the polynomial entries Υu,11(z) and Υu,12(z) of Υu,1(z) have a
degree of µu,11 = 1 and µu,12 = 2 respectively and are successively given by

Υu,11(z) = δ̃Tu,11Zu,11(z)

Υu,12(z) = δ̃Tu,12Zu,12(z)

where

• δ̃u,11 = θ̃′′11,1 − θ̃′11,1 and Zu,11(z) = z−1.

• δ̃u,12 = (θ̃′′12,1 − θ̃′12,1, θ̃
′′
12,2 − θ̃′12,2)T and Zu,12(z) = (z−1, z−2)T .

Then, we have that

(Υy,11(z),Υu,1(z)) = (δ̃Ty,1, δ̃
T
u,1)︸ ︷︷ ︸

δ̃T1

bdiag(Zy,1(z),Zu,1(z))

where Zu,1(z) = bdiag(Zu,11(z), Zu,12(z)) and δ̃u,1 = (δu,11, δ̃
T
u,12)T .

The true system S is put under feedback control with the following stabilizing controller
K(z):

K(z) =

(
0.4 + 0.29z−1 − 0.07z−2

0.04 + 0.01z−1 − 0.3z−2

)
︸ ︷︷ ︸

N(z)

1

1− 0.62z−1 + 0.07z−2︸ ︷︷ ︸
V−1(z)

In this case, the least common multiple of the denominators of K(z) is directly J(z) =
1 − 0.62z−1 + 0.07z−2. Consequently, the matrix Ξ1(z) in (4.7) (see Theorem 4.3) is
equal to Ξ1(z) = (J(z),NT (z))T . Therefore, (Υy,11(z),Υu,1(z))Ξ1(z) can be rewritten
as

(δ̃Ty,1, δ̃
T
u,1)

(
Zy,1(z)J(z)

Zu,1(z)N(z)

)
︸ ︷︷ ︸

U(1)(z)

= (δ̃Ty,1, δ̃
T
u,1)


z−1 − 0.62z−2 + 0.07z−3

0.4z−1 + 0.29z−2 − 0.07z−3

0.04z−1 + 0.01z−2 − 0.3z−3

0.04z−2 + 0.01z−3 − 0.3z−4


︸ ︷︷ ︸

U(1)(z)

72



4.3. Rewriting of the left-hand side of (4.3)

The smallest and largest value of the monomials z−γ among the entries of U(1)(z) are
γ1,min = 1 and γ1,max = 4 respectively. Therefore, the latter can be rewritten as follows

(δ̃Ty,1, δ̃
T
u,1)

(
R(1)

S(1)

)z
−γ1,min

...
z−γ1,max

 = (δ̃Ty,1, δ̃
T
u,1)


1 −0.62 0.07 0

0.4 0.29 −0.07 0
0.04 0.01 −0.3 0

0 0.04 0.01 −0.3



z−1

z−2

z−3

z−4



The entries in the matrices R(1) and S(1) are the polynomial coefficients of the numer-
ators in N(z) and the least common multiple denominator J(z) of the controller K(z).
The number of rows of R(1) and S(1) are respectively equal to the dimension of δ̃y,1 and
δ̃u,1, which are 1 and 3 respectively.

The matrix P(a,1) = (R(1)T ,S(1)T )T has a rank of 4: it is full row rank. There-
fore, from Theorem 4.4, the data are informative with respect to M in the costless
framework (r = 02×1). The paper [BGM10] proposes another (sufficient) condition to
verify whether r = 0nu×1 can yield informative data and given in Theorem 2.2 (Sec-
tion 2.6). In this example, the condition in Theorem 2.2 is not satisfied since cmin = 2
and kmax = 2. Consequently, the sufficient condition of Theorem 4.4 is in this example
less restrictive than the one in [BGM10].

Remark 4.4. For MISO ARMAX structures and a SIMO controller, [YZ18] gives a
necessary and sufficient condition for data informativity when r = 0nu×1. Note however
that some restrictions are imposed on the considered controller K(z) and the ARMAX
model structures in [YZ18] to be able to derive this necessary and sufficient condition.
In order to compare these results with ours, we have derived the matrix P(a,1) for the
MISO ARMAX examples in [YZ18]. In the three cases where the necessary and sufficient
condition for data informativity is not respected, we logically also observe that P(a,1) is
rank deficient. In the last case (case 2 of example 2), the matrix P(a,1) is also rank
deficient while the necessary and sufficient condition of [YZ18] shows that the data
are informative in this case. This illustrates that Theorem 4.4 comes with a dose of
conservatism.
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4.4 Rewriting of Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 into (4.15)

This equation has already been studied for the open-loop case5 in Chapter 3. The
idea for the rewriting of Ē

[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 is based on the introduction of the

regressor concept. For this purpose, let us observe that the nu entries Υu,ik of the
polynomial vector Υu,i are the FIR filters given in (4.10) with the orders µu,ik given in
Appendix C.6. Hence, we have that

Υu,i(z)r(t) =

nu∑
k=1

Υu,ik(z)rk(t)

=

nu∑
k=1

δ̃Tu,ikφrk,i(t)

=
(
δ̃Tu,i1 δ̃Tu,i2 · · · δ̃Tu,inu

)
︸ ︷︷ ︸

δ̃Tu,i

φr,i(t)

where

φr,i(t) =


φr1,i(t)
φr2,i(t)

...
φrnu ,i(t)

 with φrk,i(t) =


rk(t− ρik)

rk(t− ρik − 1)
...

rk(t− µu,ik)



We have that Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 ⇔ δ̃Tu,iĒ

[
φr,i(t)φ

∗
r,i(t)

]
δ̃u,i = 0. By following

the same approach as in Chapter 3, we can show that, when6 r is given either by (2.14)
or (2.15), the regressor vector φr,i can be rewritten as φr,i(t) = T(i)ϕi(t) where ϕ
is a complex- or real-valued signal vector of dimension d such that Ē [ϕi(t)ϕ

∗
i (t)] �

0 and T(i) a complex or real-valued time independent deterministic matrix of di-
mension ζu,i × d where ζu,i is the dimension of δ̃u,i. Consequently, we have that
Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 ⇔ δ̃Tu,iT

(i)Ē [ϕi(t)ϕ
∗
i (t)] T

(i)∗ δ̃u,i = 0 ⇔ δ̃Tu,iT
(i) = 0. There-

fore, Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 is rewritten as

δ̃Tu,iT
(i) = 0

As shown in Chapter 3, when the external signal r is a multisine given by (2.14), we
have that T(i) = T(sin,i) where T(sin,i) is given by (3.8) if we replace µk (k = 1, · · · , nu)
in this expression by µu,ik (k = 1, · · · , nu). When r is a filtered white noise given
by (2.15), we have that T(i) = T(fwn,i) where T(fwn,i) is given by (3.13) if we replace
µk (k = 1, · · · , nu) in this expression by µu,ik (k = 1, · · · , nu).

5In Chapter 3, it was Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0.

6In Chapter 3, it is not r but u.
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4.5 Interpretation of Theorem 4.4

Theorem 4.4 shows that we can verify whether a given external excitation r yields
informative data by checking, for each channel, if one of the three matrices P(a,i), P(b,i)

or P(c,i) is full row rank.

In particular, if P(a,i) is full row rank for each channel i, then the data set Z∞cl will
yield informative data even if the external excitation r is equal to zero.

To have that P(a,i) is full row rank, the number of its columns should be larger than
its number of rows ζi. For this necessary condition to hold, the controller K(z) must
have sufficient complexity (see the discussion above Example 4.1).

Even if P(a,i) is not full row rank, we can of course obtain informative data by adding a
nonzero excitation r of the type (2.14) or (2.15). In this case, the data informativity can
be checked by verifying whether P(c,i) is full row rank. We observe that P(a,i) and P(c,i)

have the same number ζi of rows, but the number of columns of P(c,i) is larger than the
one of P(a,i) (due to the matrix T(i) linked to the external excitation). Consequently,
even if P(a,i) is not full row rank, the addition of extra columns can compensate the
rank deficiency of P(a,i) and make P(c,i) full rank. In particular, a multisine excitation
of the type (2.14) with s different sinusoids adds 2s columns to the ones already present
in P(a,i). For a filtered white noise excitation of the type (2.15), we have, as shown in
Section 3.5, the following relation: the larger the number f of white noises in v and the
larger the complexity of the filters in M(z), the larger the number of added columns in
P(c,i) with respect to P(a,i).

The above consideration allows to derive a condition for the data informativity when
P(a,i) is not full row rank for each channel i. The excitation richness (e.g., the number
of sinusoids in the multisine case) must be sufficient to guarantee that, for each channel
i, the number of columns in T(i) is larger than the difference between the number ζi of
rows of P(a,i) and the rank of P(a,i). If that is the case, it should be still verified that
P(c,i) is full row rank for each i since rank deficiency can occur due to some unlucky
combinations of controller coefficients and excitation parametrizations (amplitudes and
phase shifts for the multisine case and coefficients of the filters in M(z) for the filtered
white noise case). A similar phenomenon was also observed in the open-loop case in
Chapter 3.

In the open-loop case, we have shown that our MIMO data informativity condition
(Theorem 3.3) exactly boils down to the SISO data informativity condition of [GBM08]
when we use nu = ny = 1 in Theorem 3.3. This was possible due to the fact that
input regressor persistency was at the roots of both the SISO and MIMO case results.
In the closed-loop case, this comparison is much more complicated since the matricial
rank verification of Theorem 4.4 is difficult to relate to the conditions on the degrees
of the controller and the model structure polynomial in the SISO case. However, we
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

can still do some comparisons between the MIMO and SISO case. To illustrate this, we
are going to apply the methodology of this chapter to verify the data informativity for
the identification of a SISO system in closed-loop with two SISO controllers. We will
see that the condition in Theorem 4.4 can be conservative for SISO ARMAX model
structures.

Example 4.2. Consider a SISO true system S given by

S : y(t) =
−0.23z−1

1 + 0.87z−1︸ ︷︷ ︸
G0(z)

u(t) +
1− 0.3z−1

1 + 0.87z−1︸ ︷︷ ︸
H0(z)

e(t)

To identify S, we consider the following full-order ARMAX model structure

M = {(G(z,θ), H(z,θ)) | θ ∈ Dθ}

with

G(z,θ) =
B(z, θ̃)

A(z,η)
=

θ̃1z
−1

1 + η2z−1

H(z,θ) =
C(z,η)

A(z,η)
=

1 + η1z
−1

1 + η2z−1

where θ = (θ̃T ,ηT )T with θ̃ = θ̃1 and η = (η1, η2)T .

The system S is put under feedback control with the following stabilizing controller
K(z)

K(z) =
0.4147 + 0.5038z−1 + 0.1507z−2

1 + 1.568z−1 + 0.6154z−2

First, by virtue of the necessary and sufficient condition in [GBM08], we prove that
the costless experiment (r = 0) yields informative data w.r.t. M (i.e., the controller is
enough complex w.r.t. M). Let us verify this result with Theorem 4.4 by constructing
the matrix P(a,1) and verify that it is full row rank.

The polynomial Υy,11(z) has an order of µy,1 = 2 and the polynomial Υu,11(z) has an
order of µu,11 = 2 (see Appendix C.6). Then, by following the procedure in Section 4.3.4,
the matrix P(a,1) is given by

P(a,1) =

(
R(1)

S(1)

)
=


0.4147 0.5038 0.1507 0

0 0.4147 0.5038 0.1507

1 1.568 0.6154 0
0 1 1.568 0.6154


It has a rank of 4: it is therefore full row rank. Consequently, from Theorem 4.4, we
indeed verify that the data are informative.
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4.6. A synthetic approach for the verification of the data informativity for the direct
closed-loop identification of MIMO systems

Let us now consider another SISO controller for this system:

K(z) =
1.384 + 0.5329z−1

1− 0.7536z−1

This controller still stabilizes the system S. From the necessary and sufficient condition
in [GBM08], we prove that the costless experiment with this new controller yields infor-
mative data w.r.t. M (i.e., the controller is enough complex w.r.t. M). In this case,
the matrix P(a,1) is given by

P(a,1) =

(
R(1)

S(1)

)
=


1.384 0.5329 0

0 1.384 0.5329

1 −0.7536 0
0 1 −0.7536


It has only 3 columns for 4 rows: it cannot be full row rank. Consequently, we cannot
conclude on the informativity in this case, illustrating the conservatism of this condition
in the SISO ARMAX case.

4.6 A synthetic approach for the verification of the data
informativity for the direct closed-loop identification
of MIMO systems

In this chapter, we have extensively analyzed the data informativity for the direct
closed-loop identification of MIMO systems. In this section, we give a synthesis of the
results by giving a procedure that the user can follow to verify this data informativity
given a controller K(z), a nonzero external excitation r and a MIMO model structure
M.

First, if the external excitation vector r is a filtered white noise (see (2.15)) with
f ≥ nu and with rank(M(ejω)) = nu for almost all ω in ] − π, π], then we have data
informativity from Lemma 2.2 in Section 2.6.

If it is not the case, we have to use the results developed in this chapter. First, for
all channels i = 1, · · · , ny, we construct and compute the rank of the matrices P(a,i).
If they are all full row rank, we conclude that the controller K(z) alone guarantees
the data informativity and that the data are informative also in the presence of an
external excitation. However, if the matrix P(a,i) is not full row rank for some channels,
we construct the corresponding matrices P(c,i) and we verify that they are all full row
rank. If it is the case, then the data set Z∞cl is informative with respect toM. If not,
we cannot conclude for the informativity except for FIR model structures for which the
rank condition is a necessary and sufficient condition for data informativity.

Remark 4.5. As already explained in this chapter, there are two conditions in the lit-
erature for the data informativity w.r.t. MIMO model structures in the costless frame-
work [BGM10, YZ18]. These results can also be used to verify the data informativity
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

even if r 6= 0nu×1. Indeed, if the data are informative with r = 0nu×1, then they will be
informative when r 6= 0nu×1. Therefore, in the case where there is at least one channel
for which both matrices P(a,i) and P(c,i) are not full row rank, we can still try to verify
the data informativity with Theorem 2.2. For MISO ARMAX model structures, there
is a necessary and sufficient condition for the data informativity in [YZ18], provided
that the controller K(z) and the model structure satisfy the assumptions considered
in [YZ18].

4.7 Numerical example

In this section, we will illustrate the result developed on data informativity for the
direct closed-loop identification. Another example with a MISO BJ model structure
can be found in [CBBM20a].

4.7.1 True system to be identified and model structure

Consider the following MISO OE system S with nu = 3 inputs and ny = 2 outputs
given by

y(t) =

 −0.1z−1

1 + 0.1z−1
−0.8z−1 − 0.7z−2 0.5z−1

z−1 − 0.5z−2 −1.5z−1 + z−2 4.2z−1 − 3z−2 + 2z−3


︸ ︷︷ ︸

= G0(z)

u(t) + e(t)

where u(t) = (u1(t), u2(t), u3(t))T , y(t) = (y1(t), y2(t))T and e(t) = (e1(t), e2(t))T . We
will consider that the covariance matrix Ē[e(t)eT (t)] of e is equal to 0.05I2.

We will identify S within a full-order model structure M (see Section 2.5) with all
delays ρik equal to 1 and

B11(z, θ̃1) = θ̃11,1z
−1 F11(z, θ̃1) = 1 + θ̃11,2z

−1

B12(z, θ̃1) = θ̃12,1z
−1 + θ̃12,2z

−2 F12(z, θ̃1) = 1

B13(z, θ̃1) = θ̃13,1z
−1 F13(z, θ̃1) = 1

B21(z, θ̃2) = θ̃21,1z
−1 + θ̃21,2z

−2 F21(z, θ̃2) = 1

B22(z, θ̃2) = θ̃22,1z
−1 + θ̃22,2z

−2 F22(z, θ̃2) = 1

B23(z, θ̃2) = θ̃23,1z
−1 + θ̃23,2z

−2 + θ̃23,3z
−3 F23(z, θ̃2) = 1

with

θ = (θ̃T1 , θ̃
T
2 )T = (θ̃11,1, θ̃11,2, θ̃12,1, θ̃12,2, θ̃13,1, θ̃21,1, θ̃21,2, θ̃22,1, θ̃22,2, θ̃23,1, θ̃23,2, θ̃23,3)T

This MIMO model structure can be seen as two independent MISO model structures
where the first channel is an OE model structure and the second channel is a FIR one.
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The system S is put under feedback control with a stabilizing controller K(z) given
by

K(z) =

K11(z) K12(z)
K21(z) K22(z)
K31(z) K32(z)


where

K11(z) = 0.4

K12(z) = 0.6

K21(z) =
−0.2

1− 0.9z−1

K22(z) = 0.3

K31(z) =
0.32− 0.888z−1 − 0.04z−2 + 0.0036z−3

1− 0.9z−1 − 0.01z−2 + 0.009z−3

=
0.32− 0.888z−1 − 0.04z−2 + 0.0036z−3

(1− 0.9z−1)(1− 0.1z−1)(1 + 0.1z−1)

K32(z) =
1.44 + 0.612z−1 − 0.0048z−2 − 0.0054z−3

1− 0.01z−2

=
1.44 + 0.612z−1 − 0.0048z−2 − 0.0054z−3

(1− 0.1z−1)(1 + 0.1z−1)

4.7.2 Factorization of the model structure with Lemma 4.1

For data informativity, we have two channels to analyze in our example. First, we have
to do the left-factorization of (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) given in Lemma 4.1 of the form

(∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1
i (z)(Υy,i(z),Υu,i(z))

for each channel (i = 1, 2).

• Channel 1: Since the first channel ofM is a OE, from Lemma 4.1, ∆Wy,1:(z) =
Υy,1(z) = 01×2 and Υu,1(z) = (Υu,11(z),Υu,12(z), Υu,13(z)) is given by

Υu,11(z) = F ′12F
′′
12F

′
13F

′′
13(B′′11F

′
11 −B′11F

′′
11) = δ̃Tu,11Zu,11(z)

Υu,12(z) = F ′11F
′′
11F

′
13F

′′
13(B′′12F

′
12 −B′12F

′′
12) = δ̃Tu,12Zu,12(z)

Υu,13(z) = F ′11F
′′
11F

′
12F

′′
12(B′′13F

′
13 −B′13F

′′
13) = δ̃Tu,13Zu,13(z)

which have degrees of µu,11 = 2, µu,12 = 4 and µu,13 = 3 respectively (see Ap-
pendix C.6).
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• Channel 2: Since the first channel ofM is a FIR, from Lemma 4.1, ∆Wy,2:(z) =
Υy,2(z) = 01×2 and Υu,2(z) = (Υu,21(z),Υu,22(z), Υu,23(z)) is given by

Υu,21(z) = B′′21 −B′21 = δ̃Tu,21Zu,21(z)

Υu,22(z) = B′′22 −B′22 = δ̃Tu,22Zu,22(z)

Υu,23(z) = B′′23 −B′23 = δ̃Tu,23Zu,23(z)

which have degrees of µu,21 = 2, µu,22 = 2 and µu,23 = 3 respectively (see Ap-
pendix C.6).

4.7.3 Costless identification

We want first to verify if the controller K(z) is enough complex to guarantee the infor-
mativity with respect toM for a costless identification (r = 03×1). For this purpose, we
should construct and verify the rank of the matrices P(a,1) and P(a,2) of Theorem 4.4.
However, the controller has been chosen such that, for the first channel, we have that

(G0,1:(z)−G1:(z,θ
′′
1))︸ ︷︷ ︸

∆Wu(z)

K(z) ≡ 01×2

with θ̃′′1 = (−0.3,−0.5,−0.8,−0.1, 0)T . From Theorem 4.2, a zero excitation (i.e, r =
03×1) will therefore not yield informative data with respect to M. Let us verify that
the condition in Theorem 4.4 is not in contradiction with this conclusion. First, we
have to factorize the controller K(z) = N(z)V−1(z) as in (4.5) where V(z) = J(z)I2

with J(z) the least common factor of the denominators of K(z). In this case, we
observe that the least common factor is J(z) = (1− 0.9z−1)(1− 0.1z−1)(1 + 0.1z−1) =
1− 0.9z−1 − 0.01z−2 + 0.009z−3 and so N(z) is given by

N(z) =

N11(z) N12(z)
N21(z) N22(z)
N31(z) N32(z)


with

N11(z) = 0.4− 0.36z−1 − 0.004z−2 + 0.0036z−3

N12(z) = 0.6− 0.54z−1 − 0.006z−2 + 0.0054z−3

N21(z) = −0.2 + 0.002z−2

N22(z) = 0.3− 0.27z−1 − 0.003z−2 + 0.0027z−3

N31(z) = 0.32− 0.888z−1 − 0.04z−2 + 0.0036z−3

N32(z) = 1.44− 0.684z−1 − 0.5556z−2 − 0.00108z−3 + 0.00486z−4

Channel 1: By following the steps given in Section 4.3.4 on the first channel, we can
deduce the matrix P(a,1) = S(1) where

S(1) =

S
(1)
11 S

(1)
12

S
(1)
21 S

(1)
22

S
(1)
31 S

(1)
32
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with

S
(1)
11 =

(
0.4 −0.36 −0.004 0.0036 0 0 0
0 0.4 −0.36 −0.004 0.0036 0 0

)
S

(1)
12 =

(
0.6 −0.54 −0.006 0.0054 0 0 0
0 0.6 −0.54 −0.006 0.0054 0 0

)

S
(1)
21 =


−0.2 0 0.002 0 0 0 0

0 −0.2 0 0.002 0 0 0
0 0 −0.2 0 0.002 0 0
0 0 0 −0.2 0 0.002 0



S
(1)
22 =


0.3 −0.27 −0.003 0.0027 0 0 0
0 0.3 −0.27 −0.003 0.0027 0 0
0 0 0.3 −0.27 −0.003 0.0027 0
0 0 0 0.3 −0.27 −0.003 0.0027


S

(1)
31 =

0.32 −0.888 −0.04 0.0036 0 0 0
0 0.32 −0.888 −0.04 0.0036 0 0
0 0 0.32 −0.888 −0.04 0.0036 0


S

(1)
32 =

1.44 −0.684 −0.5556 −0.00108 0.00486 0 0
0 1.44 −0.684 −0.5556 −0.00108 0.00486 0
0 0 1.44 −0.684 −0.5556 −0.00108 0.00486


First, we can see that there are more columns (14 columns) than rows (9 rows) for the
matrix P(a,1). However, by computing the rank of the matrix P(a,1) = S(1), we obtain
8 which is less than its number of rows: P(a,1) is not full row rank. This is normal since
we have constructed the controller such that the data set Z∞cl is not informative with
respect toM in the costless identification. This particular choice of the controller K(z)
shows that having a matrix P(a,1) with more columns than rows does not necessarily
mean that this matrix is full row rank. A similar phenomenon was observed for the
open-loop case in Chapter 3.

Channel 2: By following the steps given in Section 4.3.4 on the second channel, we
can deduce the matrix P(a,2) = S(2) and we observe that P(a,2) has 13 columns for 7
rows. Moreover, by computing the rank of P(a,2), we observe that it is full row rank
(rank equal to 7).

As the costless identification cannot yield informative data, we need to add an external
excitation r to guarantee the informativity. Several choices of external excitations are
presented in the next paragraph.

4.7.4 Identification with external excitation (r 6= 0nu×1)

For each external excitation r that is considered in this paragraph, we will have to
check if either P(b,1) or P(c,1) is full row rank since P(a,1) is not. For the second
channel, recall that we have shown in the last paragraph that P(a,2) is full row rank
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4. Data Informativity for MIMO Systems in Closed-Loop

and so the verification of the rank of P(b,2) or P(c,2) will not be necessary. Therefore,
we will focus on the first channel from now onwards, i.e., focus on studying the rank of
P(b,1) or P(c,1) for each external excitation considered.

Case 1: Let us consider a multisine excitation. The first way to obtain the informativity
is to make P(b,1) full row rank. For this purpose, we need at least five sinusoids in r
since ζu,1 = 9. Let us therefore choose a signal r = (r1, r2, r3)T with five sinusoids at
ω1 = 0.0001rad/s, ω2 = 0.001rad/s, ω3 = 0.01rad/s, ω4 = 0.1rad/s and ω5 = 1rad/s
with the following phasors λkl (k = 1, 2, 3, l = 1, · · · , 5)λ11 λ12 λ13 λ14 λ15

λ21 λ22 λ23 λ24 λ25

λ31 λ32 λ33 λ34 λ35

 =

 0.2 4e−j0.3 −1 3ej −2
4.6e−j0.4 0 0.6ej0.64 8e−j0.6 0

0 −11.1 3.2ej0.7 −0.6e−j0.87 2ej0.1


We construct the matrix P(b,1) = T(sin,1) as explained in Section 4.4. It is full row
rank. Therefore, by virtue of Theorem 4.4, we conclude the the data set Z∞cl will be
informative.

Case 2: To make P(b,1) full row rank, we needed at least five sinusoids in r since
ζu,1 = 9. However, we can use less sinusoids and still get informativity. For this purpose,
we have to focus on the matrix P(c,1). To make P(c,1) full row rank, we have to choose
the number of sinusoids s such that 2s ≥ ζ1− rank(P(a,1)) = 1. Therefore, one sinusoid
may be sufficient. Let us verify this property by choosing a signal r = (r1, r2, r3)T with
one sinusoid at ω1 = 0.3rad/s and with the following phasors λkl (k = 1, 2, 3, l = 1)

λ11 = 5ej0.3 λ21 = 5ej0.3 λ31 = 5ej0.3

i.e., r1(t) = r2(t) = r3(t) = 5 cos(ω1t+ 0.3) ∀t.

The rank of the corresponding matrix P(c,1) is equal to 9: it is full row rank. From
Theorem 4.4, the data set Z∞cl generated with this excitation r is thus informative with
respect toM.

Case 3: Let us consider the same sinusoid frequency as in Case 2 but with the following
phasors λkl (k = 1, 2, 3, l = 1):

λ11 = 5ej0.3 λ21 = 0 λ31 = 0

i.e., only one entry of r is excited and the other ones are set to 0. The matrix P(c,1)

has a rank of 9: it is full row rank. From Theorem 4.4, the data set Z∞cl is informative
with respect to M. In this case, we illustrate that we can generate informative data
by only exciting one signal in r (as was observed in [MKBG08]) or, as in the previous
case, by putting r1 = r2 = r3.

Case 4: It is also possible to have the data informativity without checking the rank
of P(b,1) nor P(c,1) by using Lemma 2.2. For this purpose, let us consider the following

82



4.7. Numerical example

filtered white noise excitation

r(t) =



0.12z−1

1− 0.41z−1

2.3 + 5z−1

1− 0.4z−1 + 0.04z−2
0

1.2z−1 − 0.5z−2 7.9

1 + 0.5z−1
0

0 0
−1

1− 0.3z−1


︸ ︷︷ ︸

M(z)

v1(t)
v2(t)
v3(t)


︸ ︷︷ ︸

v(t)

where Ē[v(t)vT (t)] = I3. We have that Φr(ω) � 0 for almost all frequencies ω. Conse-
quently, from Lemma 2.2, the data set Z∞cl is informative with respect toM.

4.7.5 Verification of the results with Monte-Carlo simulations

In order to confirm that the input choice in Cases 1, 2, 3 and 4 yield informative data,
we have applied each of these input vectors to the true system in 1000 identification
experiments (with different realizations of the white noise e) and we have identified the
estimate θ̂N (see (2.9)) for each experiment. We initialize each identification computa-
tion with a random parameter vector θinit that lies in the set {θinit ∈ Dθ | ||θinit−θ0||2 <
0.01}. For each input vector, we have computed the mean of these 1000 estimates and
we have in each case observed that this mean is close to the true parameter vector θ0,
suggesting the consistency.

Table 4.1: Mean of the identified parameter vector for the first channel with N = 500
for different cases over 1000 experiments.

θ̃11,1 θ̃11,2 θ̃12,1 θ̃12,2 θ̃13,1

θ0 −0.1 0.1 −0.8 −0.7 0.5

Case 1 −0.1004 0.1039 −0.7998 −0.7003 0.5001

Case 2 −0.0990 0.0964 −0.8013 −0.6986 0.4996

Case 3 −0.0964 0.1233 −0.8018 −0.6980 0.4987

Case 4 −0.1000 0.0999 −0.8000 −0.7000 0.5000

Table 4.2: Mean of the identified parameter vector for the second channel with N = 500
for different cases over 1000 experiments.

θ̃21,1 θ̃21,2 θ̃22,1 θ̃22,2 θ̃23,1 θ̃23,2 θ̃23,3

θ0 1 −0.5 −1.5 1 4.2 −3 2

Case 1 0.9747 −0.4787 −1.5121 0.9658 4.1924 −2.9920 2.0040

Case 2 0.9861 −0.4910 −1.4891 0.9795 4.1954 −2.9962 1.9987

Case 3 0.9794 −0.4838 −1.4581 0.9653 4.1763 −2.9936 1.9973

Case 4 0.9995 −0.5000 −1.4996 1.0000 4.1999 −2.9999 1.9999
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4.8 Conclusion of Chapter 4

To address Research Question 2, we developed in this chapter a condition to verify
whether a given excitation vector r of the type (2.14)-(2.15) yields informative data
when the system is operated in closed-loop with a given LTI MIMO controller K(z).
This condition is similar to the one developed in Chapter 3 since it consists on checking
if a matrix is full row rank for each channel. This matrix depends on the model structure
complexity, on the controller coefficients and on the external excitation parametrization.
In the literature, only the costless case has been considered for the derivation of results
for the data informativity of MIMO systems. The only result that exists in the literature
for nonzero external excitations is the positive definiteness of the power spectrum of r
which is too restrictive. The main contribution of our condition is that we can verify
the data informativity for external excitations r for which the power spectrum of r
degenerates at all frequencies. This condition also clearly separates the contribution of
the controller and of the external excitation to the data informativity.

After having extensively studied the linear case in Chapters 3 and 4, we consider the
nonlinear case in the next chapter by studying the data informativity for the identifi-
cation of a particular class of parallel Hammerstein systems.
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Chapter 5

Data informativity for a particular
parallel Hammerstein system
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5.1 Introduction of Chapter 5

In Chapters 3 and 4, we have studied the data informativity for MIMO LTI systems
in both the open-loop and closed-loop operation. In this chapter, we focus on address-
ing Research Question 3 by studying the data informativity for a particular class of
nonlinear systems. We thus consider the nonlinear class of systems (1.1). This class
of systems is a particular class of parallel Hammerstein systems [SPR11, ST17]. Up to
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5. Data informativity for a particular parallel Hammerstein system

our knowledge, there is no result in the literature that treats the data informativity for
the identification of such nonlinear systems within the Prediction Error framework.

For the considered class of Hammerstein systems, we derive results in order to verify
whether a given set of data is informative or not. For this purpose, in Section 5.2, we
show that we can recast this type of system as an equivalent MISO LTI system with
one output and two inputs, i.e., u1 = u and u2 = un. The idea is then to use data
informativity results for MISO systems that we have derived in Chapter 3 to tackle
Research Question 3. We will address this study for two types of excitations: white
Gaussian noise (Section 5.3) and multisine (Section 5.4). The results are summarized in
Section 5.5 and illustrated in Section 5.6 in one numerical example. Finally, a conclusion
is provided in Section 5.7.

5.2 System of the study, Prediction Error framework and
data informativity

Consider the parallel Hammerstein system S with one input u and one output y de-
scribed by

S : y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) (5.1)

whereG0,1(z) andG0,2(z) are stable transfer functions,H0(z) is a stable, inversely stable
and monic transfer function, e a white noise and n an integer that will be assumed to
be known and such that n ≥ 2. We will suppose that u and e are independent (i.e.,
the identification experiment is performed in open-loop). Therefore, un and e are also
independent. The Figure 5.1 illustrates the system S considered in (5.1).

Figure 5.1: Scheme of the true system S considered in Chapter 5.

As already mentioned in the introduction, we want to identify a model of S by using
the PE identification framework. For this purpose, one could consider a parametrized
nonlinear model structure Mnl = {(f(u(t),θ), H(z,θ)) | θ ∈ Dθ} with f(u(t),θ) a
nonlinear function in u(t) defined by f(u(t),θ) = G1(z,θ)u(t) + G2(z,θ)un(t) where
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5.2. System of the study, Prediction Error framework and data informativity

G1(z,θ), G2(z,θ) and H(z,θ) are parametrized rational transfer functions1 and θ the
parameter vector. The set Dθ ⊂ Rm restricts θ to those values for which G1(z,θ) and
G2(z,θ) are stable and H(z,θ) is stable and inversely stable.

Instead of choosing this model structure, one can notice that the system S in (5.1) is
equivalent to the following MISO system with the input vector u = (u, un)T :

S : y(t) = G0(z)u(t) +H0(z)e(t)

where G0(z) = (G0,1(z), G0,2(z)).

Therefore, it can be identified within the following MISO (linear) model structure

M = {(G(z,θ), H(z,θ)) | θ ∈ Dθ} (5.2)

with G(z,θ) = (G1(z,θ), G2(z,θ)) whereG1(z,θ), G2(z,θ) andH(z,θ) are the transfer
functions defined in Mnl. We will consider that the model structure in (5.2) is full-
order and globally identifiable at θ0. Finally, we will restrict attention to MISO model
structures having the ARX, FIR, BJ, OE form to keep the presentation simple (see
Section 3.3.1 for the notations of these particular model structures2).

Let us slightly adapt Definition 2.2 to formally define data informativity for the prob-
lem considered in this chapter.

Definition 5.1. Consider the framework defined above and suppose that we apply a
quasi-stationary input u(t) to the true system S in (5.1) from t = 1 till t = +∞
yielding the infinite data set Z∞:

Z∞ =
{
x(t) =

(
y(t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

(5.3)

where u = (u, un)T . Consider a MISO model structure M with nu = 2 yielding the
predictor ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). Let us also define the set

∆W =
{

∆W(z) = W(z,θ′)−W(z,θ′′) | θ′ and θ′′ in Dθ
}

The data set Z∞ is said to be informative w.r.t. the model structure M when, for all
∆W(z) ∈∆W, we have

Ē
[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆W(z) ≡ 01×3

where ∆W(z) ≡ 01×3 means that ∆W(ejω) = 01×3 for almost all ω and where Ē is
the operator defined in (2.1).

1H(z,θ) is moreover assumed monic, i.e., H(z = ∞,θ) = 1.
2Note that we have here that nu = 2.
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5. Data informativity for a particular parallel Hammerstein system

Since we want a consistent estimate of (G0,1(z), G0,2(z), H0(z)), the objective of this
chapter is to develop results in order to verify if a given experiment with an excitation
u will yield informative data Z∞ (see (5.3)).

For this purpose, we will use the results in the literature and the ones that we have
already developed for MISO systems in Chapter 3. Indeed these results are valid for
arbitrary input vectors u and thus also for input vectors u = (u, un)T . These results
can be found in Lemma 2.1 (positive definiteness of the input power spectrum matrix),
Theorem 3.1 (informativity for open-loop MIMO model structures) and Theorem 3.3
(informativity and persistency of the input regressor). In the next lemma, we give an
additional result for data informativity w.r.t. MISO systems in open-loop that will be
useful in the sequel.

Lemma 5.1. Consider a MISO linear system with two inputs (nu = 2) and that can be
described with a full order MISO model structure as defined in Section 3.3.1. Assume
that the input vector u = (u1, u2)T is a multisine applied to the true system S in (2.2).
Denote by Φu1 (resp. Φu2) the power spectral density (PSD) of u1 (resp. u2). Suppose
that Φu1 (resp. Φu2) is nonzero at m1 (resp. m2) frequencies in ] − π, π]. Finally,
suppose that Φu1 and Φu2 are both nonzero at m1,2 frequencies in this interval (m1,2

can be equal to zero). Then, the data set Z∞ is informative w.r.t. M if m1 ≥ $1−ρ1+1
and m2 −m1,2 ≥ $2 − ρ2 + 1 where ρ1 and ρ2 are the delays of G1(z,θ) and G2(z,θ)
respectively. The scalars $k (k = 1, 2) are given by

• $k = deg(Bk) whenM is ARX/FIR.

• $k = deg(Bk) + deg(Fk) whenM is OE/BJ.

Proof. See Appendix D.1 for the proof.

As already mentioned, Lemma 5.1 and the results in Chapter 3 pertain to an arbitrary
input vector u with nu = 2. They can therefore also be used in the case where the
input vector u = (u1, u2)T is of the form u1 = u and u2 = un. This fact will be used in
the sequel to derive data informativity results for the Hammerstein system S in (5.1).
We will consider two types of excitation: white Gaussian noise and multisine. In the
next section, we deal with the white Gaussian excitation.
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5.3 White Gaussian noise excitation

As shown in Appendix D.2, if the input signal u of (5.1) is chosen as a zero-mean
Gaussian white noise, the power spectrum matrix of u = (u, un)T is strictly positive
definite at (almost) all frequencies (whatever the value of n ≥ 2). Consequently, we
have the following result.

Theorem 5.1. Consider the system S in (5.1) that can be described by the full-order
model structure M given in (5.2) when u = (u, un)T . Consider also Definition 5.1.
Assume that we apply a zero-mean white Gaussian noise u to the system S in (5.1).
Then, the data set Z∞ with u = (u, un) is informative, irrespectively of the model
structure complexity.

Proof. See Appendix D.2 for the proof.

This type of stochastic excitation is interesting since it can allow to identify any system
of the type (5.1). Let us now consider the case where the input u of the system (5.1) is
a multisine.

5.4 Multisine excitation

In this section, u is a sum of s1 sinusoids given by

u(t) =

s1∑
l=1

λl cos(ωlt+ ψl) (5.4)

where λl and ψl are respectively the amplitude and the phase shift of the sinusoid at
the nonzero frequency ωl belonging to the normalized frequency interval ]0, π[. Since u
is a multisine, un is also a multisine, made up of more sinusoids than u. In Chapter 3,
we gave a condition to verify if a given multisine input vector u will yield informative
data w.r.t. M by verifying the rank of a matrix depending on the model structure
complexity and on the amplitudes, phase shifts and frequencies of the sinusoids in u
(Theorem 3.4). To apply it to our problem, we have to compute the amplitudes, phase
shifts and frequencies of un which can become computationally expensive when n and
s1 increase. Fortunately, using Lemma 5.1, we can derive a sufficient condition for data
informativity that only requires the knowledge of the number of frequencies present in
un (and not its full expression).

Theorem 5.2. Consider that the system S in (5.1) is excited with the multisine (5.4)
where ωl ∈ ]0, π[ (l = 1, · · · , s1). Define m2 and m1,2 as in Lemma 5.1 for Φu1 = Φu

and Φu2 = Φun. Then, the data set Z∞ in (5.3) informative w.r.t. M (see (5.2)) if
2s1 ≥ $1 − ρ1 + 1 and if m2 −m1,2 ≥ $2 − ρ2 + 1 where $1 and $2 are defined in
Lemma 5.1.
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Proof. Straightforward consequence of Lemma 5.1.

As already mentioned, to use the (sufficient) data informativity condition of Theo-
rem 5.2, we only need to know how many frequencies are present in un and to compare
them with the ones in u (see (5.4)).

For this purpose, one could compute the Fast Fourier Transform (FFT) of the sequence
{un(t) | t = 1, · · · , N ′} for a sufficiently large value of N ′. Another procedure to this
end will be derived in the next subsection. In this procedure, we will formally suppose
that λl > 0 and ψl = 0 (l = 1, · · · , s1) in (5.4). See Remark 5.1 in the sequel for further
details.

5.4.1 Method for the computation of m2

Let us thus consider (5.4) with λl > 0, ψl = 0 and ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s1) and
let us observe that un(t) = un−1(t)u(t), un−1(t) = un−2(t)u(t), · · · , u2(t) = u(t)u(t).
Therefore, to get the sinusoids of un, we can first determine the ones of u2 from u, then
the ones of u3 from u2, · · · , the ones of un−1 from un−2 and finally the ones of un from
un−1.

Let us now study how to obtain the frequencies of up from the ones of up−1 (p =
2, · · · , n). For this purpose, we know that up−1 is a multisine and so up(t) = up−1(t)u(t)
can be written as the sum of the products of each sinusoid in u by each sinusoid in up−1.
By using the fact that cos(α) cos(β) = 1/2(cos(α + β) + cos(α − β)) ∀(α, β) ∈ R2, all
the products in this sum can be written as the sum of two sinusoids.

By doing this, we see that the set of frequencies in up can be determined by adding
and substracting ωl (l = 1, · · · , s1) to the frequencies of each sinusoid present in up−1.
Of course, in the obtained set, we have to remove the duplicates (e.g., the frequency −ω′
is equivalent to the frequency ω′ and the frequency ω′ + 2kπ with k ∈ Z is equivalent
to ω′). We then obtain a set of frequencies in the interval [0, π]. Let us denote by s2

the number of frequencies in this set. Then,

• m2 = 2s2 if the set contains neither the frequency 0 nor π.

• m2 = 2s2 − 1 if the set contains either 0 or π.

• m2 = 2s2 − 2 if the set contains both 0 and π.

The above procedure supposes that no terms in the sum of products can cancel out.
This is the reason why we suppose that λl > 0 and ψl = 0. Consequently, all the
terms in the summation will be characterized by a positive amplitude and a zero phase
shift and no cancellations can then occur (see Remark 5.1). Let us illustrate the above
procedure on an example.
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Example 5.1. Consider n = 3, s1 = 2 and

u(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t)

with ω1 = 0.2 and ω2 = 0.3. To compute s2, we need the frequencies of the sinusoids in
u3. For this purpose, we need first to determine the ones in u2 from u.

I For each frequency in u (i.e., the frequencies 0.2 and 0.3), we add and subtract
ω1 = 0.2 and ω2 = 0.3. With ω1 we obtain the terms 0.4, 0, 0.5, 0.1 and with ω2 we
have 0.5, −0.1, 0.6, 0. By removing the duplicates, we obtain the following frequencies
in u2: 0, 0.1, 0.4, 0.5 and 0.6.

I For each frequency in u2 (i.e., the frequencies 0, 0.1, 0.4, 0.5 and 0.6), we add and
subtract ω1 = 0.2 and ω2 = 0.3. With ω1, we obtain the terms 0.2, −0.2, 0.3, −0.1,
0.6, 0.2, 0.7, 0.3, 0.8 and 0.4 and with ω2, we have 0.3, −0.3, 0.4, −0.2, 0.7, 0.1, 0.8,
0.2, 0.9 and 0.3. By removing the duplicates, we obtain the 8 following frequencies in
u3: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.7, 0.8 and 0.9, all belonging to ]0, π[. We see that s2 = 8
and that m2 = 16. Since the frequencies ±0.2 and ±0.3 are also in Φu, we have that
m1,2 = 4 and thus that m2 −m1,2 = 12. �

Remark 5.1. As already mentioned, the above procedure is not guaranteed to yield the
right m2 if the phase shifts are not all equal to zero. To show this let us consider the
following u(t) = 1/2 cos(0.4t) + cos(0.6t) + cos(0.5t + π/2) and let us apply the above
procedure for n = 2: we obtain the set of frequencies 0, 0.1, 0.2, 0.8, 0.9, 1, 1.1, and 1.2.
However, the frequency 1 does not appear in u2 due to the cancellations of the terms
at this frequency. Note, however, that such a situation is rare in practice and we can
therefore carefully use the procedure in this section when the phase shifts are nonzero.
However, a verification using the FFT can be always useful. �

5.4.2 Result without computation of m2

In some cases, we even do not have to compute m2 to check the data informativity.

Lemma 5.2. Consider that the excitation of (5.1) (with n ≥ 2) is given by u(t) =∑s1
l=1 λl cos(ωlt) with λl > 0 and ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s1) and such that the s1 frequen-

cies nωl are

(i) all different between them (modulo 2π).

(ii) all different from π and 0 (modulo 2π).

(iii) all different from each ωh (h = 1, · · · , s1) (modulo 2π).

Then, the data set Z∞ is informative with respect toM if

s1 ≥
1

2
max($1 − ρ1 + 1, $2 − ρ2 + 1)
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where $1 and $2 are defined in Lemma 5.1.

Proof. Following the procedure in Section 5.4.1, we see that nω1, · · · , nωs1 are frequen-
cies of the multisine un. Since these s1 positive frequencies are all different (modulo 2π)
and different from π (modulo 2π), this implies that the PSD of un will be nonzero at at
least 2s1 frequencies in ]− π, π[, i.e., m2 ≥ 2s1. Due to the fact that the s1 frequencies
nωl are (modulo 2π) different from the frequencies ωh (h = 1, · · · , s1) in u, we have
also that m2 −m1,2 ≥ 2s1. The result then follows from Theorem 5.2.

Remark 5.2. The idea of Lemma 5.2 is to give a lower bound for m2 −m1,2 which is
2s1 when the three conditions (i), (ii) and (iii) are guaranteed. However, this bound is
conservative. In the example of Section 5.4.1 where n = 3 and s1 = 2, we have seen
that m2 −m1,2 = 12 while the lower bound is equal to 2s1 = 4. �

5.5 Synthesis of the results

Let us now summarize the different results of this chapter by giving a general approach
to verify the data informativity w.r.t. M. If u is a white Gaussian noise, then the data
set Z∞ is informative, irrespectively of the model structure complexity.

Let us now focus on the multisine case. First, we verify that 2s1 ≥ $1−ρ1 +1. If it is
not the case, the data set Z∞ is certainly not informative with respect toM. If 2s1 ≥
$1−ρ1+1, we can check whether the (conservative) condition of Lemma 5.2 is satisfied.
If it is not the case, we compute m2 and m1,2 (using the FFT approach or the procedure
of Section 5.4.1) and we verify the (less conservative) condition of Theorem 5.2. If this
condition is still not validated, we need to compute the full expression of un (with all
amplitudes and phase shifts) and use the results of Chapter 3 on this expression and
the one of u.

5.6 A numerical example

In this section, we provide a numerical example to illustrate the developed results in
this chapter.

5.6.1 True system

Consider the following parallel Hammerstein system S given by

S : y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)u3(t) +
1

1 + 0.5z−1 − 0.24z−2︸ ︷︷ ︸
H0(z)

e(t)
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where e is a white Gaussian noise of variance 0.001 and with

G0,1(z) =
0.1 + 2z−1 − 0.5z−2 + 0.14z−3

1 + 0.5z−1 − 0.24z−2

G0,2(z) =
−0.5 + 0.27z−1 + 0.6z−2 − 1.5z−3 + 0.24z−4 + 0.5z−6

1 + 0.5z−1 − 0.24z−2

This system will be identified within the following MISO ARX model structureM =
{(G(z,θ), H(z,θ)) | θ ∈ Dθ} where G(z,θ) = (G1(z,θ), G2(z,θ)) with the delays ρk
(k = 1, 2) given by ρ1 = 0 and ρ2 = 0 and

G1(z,θ) = z−ρ1
B̊1(z, θ̃1)

A(z,η)

=
θ̃1,1 + θ̃1,2z

−1 + θ̃1,3z
−2 + θ̃1,4z

−3

1 + η1z−1 + η2z−2

G2(z,θ) = z−ρ2
B̊2(z, θ̃2)

A(z,η)

=
θ̃2,1 + θ̃2,2z

−1 + θ̃2,3z
−2 + θ̃2,4z

−3 + θ̃2,5z
−4 + θ̃2,6z

−5 + θ̃2,7z
−6

1 + η1z−1 + η2z−2

H(z,θ) =
1

A(z,η)
=

1

1 + η1z−1 + η2z−2

where θ = (θ̃T1 , θ̃
T
2 ,η

T )T with θ̃1 = (θ̃1,1, θ̃1,2, θ̃1,3, θ̃1,4)T , θ̃2 = (θ̃2,1, θ̃2,2, θ̃2,3, θ̃2,4, θ̃2,5,
θ̃2,6, θ̃2,7)T and η = (η1, η2)T . In this case, the scalars $k (k = 1, 2) of Lemma 5.1
are given by $1 = 3 and $2 = 6. The model structure M is full-order and globally
identifiable at all θ ∈ Dθ. Indeed, there exists an unique true parameter vector θ0 given
by

θ0 = (0.1, 2,−0.5, 0.14,−0.5, 0.27, 0.6,−1.5, 0.24, 0, 0.5, 0.5,−0.24)T

5.6.2 Multisine excitation

Case 1: We consider the following multisine excitation for u with s1 = 2

u(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t)

where ω1 = 0.1 and ω2 = 0.3. The PSD of u is then nonzero at m1 = 2s1 = 4
frequencies, which guarantees the necessary condition m1 ≥ $1 − ρ1 + 1 with $1 = 3.
It is clear that, in this case, we cannot apply Lemma 5.2 since ω2 = nω1 = 3ω1 and so
the condition (iii) is not guaranteed.

Let us then verify if we can conclude with Lemma 5.1. Since all amplitudes are
positive and the phase shifts are equal to 0, we can apply the procedure in Section 5.4.1
to compute m2 and m1,2. We obtain the following sinusoid frequencies in u3: 0.1,
0.3, 0.5, 0.7 and 0.9 which implies that m2 = 10 and m1,2 = 4. Then, we observe
that the inequality m2 − m1,2 ≥ $2 − ρ2 + 1 is not guaranteed since m2 − m1,2 = 6
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5. Data informativity for a particular parallel Hammerstein system

and $2 − ρ2 + 1 = 7. Therefore, we cannot conclude on the data informativity with
Lemma 5.2.

The remaining option for the data informativity verification is Theorem 3.3 (regressor
persistency). The regressor φu is given by φu = (φTu ,φ

T
u3)T with

φTu (t) = (u(t), u(t− 1), u(t− 2), u(t− 3))

φTu3(t) = (u3(t), u3(t− 1), u3(t− 2), u3(t− 3), u3(t− 4), u3(t− 5), u3(t− 6))

and so its dimension is equal to ν = 11. However, from the computation of the fre-
quencies in u3 given in the previous paragraph, we observe that the total number s of
frequencies in u = (u, u3)T is equal to 5 (and which are 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 and 0.9). Con-
sequently, φu cannot be PE since the condition (3.15) of Lemma 3.3 is not guaranteed.
By recalling that the persistency of φu is a necessary and sufficient condition for data
informativity in the ARX case (Theorem 3.3), we conclude that the data set Z∞ with
this input choice is not informative w.r.t. M.

Since the condition (3.15) is not respected in Case 1, we can add another frequency
in u in order to yield data informativity. However, we will see in the next case that a
multisine with s1 = 2 frequencies can also yield data informativity.

Case 2: We consider the same multisine excitation for u as before with s1 = 2

u(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t)

but with the new frequencies ω1 = 0.4 and ω2 = 0.8. In this case, the three conditions
(i), (ii) and (iii) of Lemma 5.2 are respected. However, we have that 1

2max($1 − ρ1 +
1, $2−ρ2 +1) = 3 but s1 = 2 and so the inequality s1 ≥ 1

2max($1−ρ1 +1, $2−ρ2 +1)
is not respected. Therefore, we cannot conclude on the informativity with Lemma 5.2.

Let us then verify if we can conclude with Lemma 5.1. Since all amplitudes are
positive and the phase shifts are equal to 0, we can apply the procedure in Section 5.4.1
to compute m2 and m1,2. We obtain the following sinusoid frequencies in u3: 0.4, 0.8,
1.2, 1.6 and 2 and 2.4 which implies that m2 = 12 and m1,2 = 4. Then, we observe that
the inequality m2 −m1,2 ≥ $2 − ρ2 + 1 is indeed respected since m2 −m1,2 = 8 and
$2−ρ2 + 1 = 7. Therefore, from Lemma 5.1, the data set Z∞ is informative w.r.t. M.

Case 3: Finally, we consider a multisine excitation with s1 = 3

u(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t) + 2 cos(ω3t)

with the frequencies ω1 = 0.4, ω2 = 0.8 and ω3 = 0.01. In this case, the three conditions
(i), (ii) and (iii) of Lemma 5.2 are respected. Moreover, the inequality s1 ≥ 1

2max($1−
ρ1 + 1, $2 − ρ2 + 1) is guaranteed. Therefore, from Lemma 5.2, the data set Z∞ is
informative w.r.t. M.
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5.6.3 White Gaussian excitation

Case 4: let us consider now consider a white Gaussian noise excitation with a variance
equal to 1. From Theorem 5.1, the data are always informative when u is a white
Gaussian noise.

5.6.4 Verification of the results with Monte-Carlo simulations

In order to confirm that the input choice in Cases 2, 3 and 4 yield informative data,
we have applied each of these input vectors to the true system in 1000 identification
experiments (with different realizations of the white noise e) and we have identified the
estimate θ̂N (see (2.9)) for each experiment. We initialize each identification computa-
tion with a random parameter vector θinit that lies in the set {θinit ∈ Dθ | ||θinit−θ0||2 <
0.01}. For each input vector, we have computed the mean of these 1000 estimates. The
results are given in Tables 5.1 and 5.2 and we have in each case observed that this mean
is almost equal to the true parameter vector θ0, suggesting the consistency.

Table 5.1: Mean of the identified parameter vector for the first channel with N = 1000
for different cases over 1000 experiments.

θ̃1,1 θ̃1,2 θ̃1,3 θ̃1,4

θ0 0.1 2 −0.5 0.14

Case 2 0.1014 1.9970 −0.4971 0.1389

Case 3 0.1005 1.9987 −0.4988 0.1394

Case 4 0.1000 2.0000 −0.5000 0.1400

Table 5.2: Mean of the identified parameter vector for the second channel withN = 1000
for different cases over 1000 experiments.

θ̃2,1 θ̃2,2 θ̃2,3 θ̃2,4 θ̃2,5 θ̃2,6 θ̃2,7

θ0 −0.5 0.27 0.6 −1.5 0.24 0 0.5

Case 2 −0.5001 0.2701 0.5999 −1.5000 0.2401 0.0001 0.5000

Case 3 −0.5000 0.2700 0.6000 −1.5000 0.2400 0 0.5000

Case 4 −0.5000 0.2700 0.6000 −1.5000 0.2400 0 0.5000
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5.7 Conclusion of Chapter 5

The goal of this chapter was to address Research Question 3 given in Section 1.4 by
studying the data informativity for a particular class of parallel Hammerstein systems
given in (5.1) within the Prediction Error framework. The idea that had been followed
in this chapter was to recast this nonlinear system into a MISO LTI one with two
inputs u1 = u and u2 = un. This allowed us to use previous results developed in
Chapter 3 such as Theorem 3.1 in order to address Research Question 3. Then, we
analyzed the data informativity for two types of excitations: white Gaussian noise and
multisine. The white Gaussian excitation is an efficient choice for the excitation since
it always guarantees informative data for this type of parallel Hammerstein systems.
When one goes for a multisine excitation, then simple verification can be performed with
Lemmas 5.1 and 5.2 that had been derived in order to simplify the data informativity
verification.

Based on this study, we will see later that some results developed in this chapter
will be useful to address the second and practical part of the thesis: the identification
of a MEMS gyroscope. The presentation of this real-life system is given in the next
chapter.
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Chapter 6

MEMS gyroscope and modeling
objectives
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6.1 Introduction of Chapter 6

In the second (practical) part of this dissertation, we consider the problem treated in
Research Question 4, i.e., the identification of a MEMS gyroscope for its control. In
this chapter, we present the MEMS gyroscope, its control and modeling objectives. The
objective of this chapter is to develop a global model structure for the identification of
the dynamics of the MEMS gyroscope (first part of Research Question 4).
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In many applications such as avionics and aerospace engineering, it is important to
measure the motion properties of a flying object during its flight. One of these prop-
erties is the angular rate (or rotation speed) around a given axis. The sensor used for
this purpose is called a gyroscope. There are different types of gyroscopes, each of them
based on a different physics principle. For instance, we can cite the atomic gyroscopes
based on the spinning of electrons [FQ12, KKD11], the optical gyroscopes exploiting
the Sagnac effect [DTCA14, RA81] and the MEMS gyroscopes which use the Coriolis
effect [Kem11, Apo16, Sau08]. The last type of gyroscopes is a cheap, low-energy con-
suming and small solution for the measurement of angular rates. However, it is less
accurate than its optical and atomic counterparts, suffering from important problems
such as manufacturing imperfections. Moreover, the capacitive instrumentation that is
often used for this application adds parasitic dynamics that can deteriorate the quality
of the angular rate estimate if not considered in the process of the angular rate mea-
surement. A large amount of studies focus on its manufacturing process in order to
attenuate these parasitic effects [RASB05, BHY+02]. Another research line that is con-
sidered is the development of methods for the design of optimal controllers in order to
increase the accuracy of the angular rate estimation [Sau08, EMK12, PTKH09, FB09b].

The Next4MEMS project funding this thesis intends to develop optimal MEMS gy-
roscopes. The goal of the laboratory Ampère participating in this project is the de-
velopment of an optimal method for the design of a controller. The approach for the
controller design that is considered in the thesis of Fabrício Saggin (another Ph.D.
student in the Next4MEMS project) is based on the H∞ method. However, for the
controller design, it is important to design an accurate model of the dynamics of the
MEMS gyroscopes. As mentioned in Section 1.5, the literature does not propose a
global model structure and an identification method for the three main dynamics of the
MEMS gyroscope which are the mechanical coupling, the parasitic capacitive coupling
and the noise measurement.

For this purpose, we will construct a global model structure in this chapter, based on
the first principles. In Sections 6.2 and 6.3, we give a brief presentation of the MEMS
gyroscope and the principle of angular rate deduction. Then, the instrumentation and
the additional different dynamics that come with it are presented in Section 6.4. In
Section 6.5, we give the control objectives in order to estimate accurately the angular
rate. After this presentation of the controller architecture, we present the modeling
objectives for the controller design in Section 6.5.3. Finally, in Section 6.6, we give a
conclusion of this chapter.

Notation: we will denote by tc the continuous time while t will still correspond to
the integer indexing the values of a discrete-time signals x(t) (see Section 2.2). For a
signal x, the notations ẋ and ẍ denote its first and second derivative w.r.t. the time.
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6.2 Description of the MEMS gyroscope architecture

The MEMS (Micro Elctro-Mechanical Structure) gyroscope is an inertial sensor used
to measure an angular rate (or rotation speed) of an object around a given axis. Here,
we will consider a rotation motion around the z−axis. This micro-sensor consists of a
structure fixed to the object whose angular rate is measured. Attached to this struc-
ture with micro silicon-based beams, a first mass mx oscillates along the x−axis. A
second mass my, oscillating along the y−axis, is attached to the mass mx with micro
silicon-based beams too. These micro-beams are mechanically acting like springs and
dampers due to viscous effects. They are designed such that both masses form lightly
damped oscillators and we will denote by ω0,x (resp. ω0,y) the resonance frequency of
mx (resp. my). The angular rate around the z−axis is denoted Ω and we are interested
in measuring it. The Figure 6.1 depicts a simplified scheme of the MEMS gyroscope.

Each mass can be actuated with external forces: ~fx(tc) for the mass mx and ~fy(tc) for
the mass my. The instrumentation to generate both forces fx and fy and to measure
both mass displacements (xmec for the mass mx and ymec for the mass my) will be
explained later. In the next section, we give a high level explanation of the principle
of angular rate deduction in a MEMS gyroscope. A more technical presentation of
this principle will be explained later in this chapter. To avoid any possible confusion
in the sequel, the term measurement will be used for the measurement of the mass
displacements and the term deduction will be used for the angular rate measurement.

6.3 General principle of angular rate deduction

In this paragraph, we present briefly the way to obtain the angular rate Ω. A more
technical presentation will be given later in Section 6.5. When Ω 6= 0, both masses are
subjected to an inertial effect that is called the Coriolis effect. This effect is explained
in Appendix E.1. The Coriolis force on the mass mx is fcor,x = 2myΩẏmec and the
one on the mass my is fcor,y = −2mxΩẋmec. It is important to note that the Coriolis
force is proportional to the angular rate Ω. This fact will be exploited later for its
estimation. The idea of the deduction of the angular rate Ω is based on the estimation
of the Coriolis effect on the mass my, i.e., the term fcor,y = −2mxΩẋmec. This term
explains the role of both masses:

• Mass mx: for the term −2mxΩẋmec to exist, it is necessary to have a nonzero
velocity ẋmec. Therefore, the role of the mass mx is the generation of this term
through its motion. This mass is also called the drive mass.

• Mass my: we estimate the Coriolis term −2mxΩẋmec thanks to the displacement
of the mass my. This mass is also called the sense mass.
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Figure 6.1: Simplified scheme of the MEMS gyroscope.

To be more specific, the general idea for the angular rate deduction is based on
three generals steps. First, the mass mx is excited in order to have a nonzero velocity
ẋmec. Secondly, the Coriolis term fcor,y = −2mxΩẋmec is estimated from the motion
of the sense mass. Finally, the third step consists in deducing Ω from the estimate of
fcor,y = −2mxΩẋmec. We will give later a more technical explanation on how these
three steps are realized in practice (see Section 6.5). In order to answer the first part
of Research Question 4, we search for a more global model structure for the dynamics
of the MEMS gyroscope than those that have been proposed in the literature. For this
purpose, in the next section, we present the main dynamics of the MEMS gyroscope
that will be modeled in this dissertation and we will obtain this general model structure.
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6.4 Main dynamics in the MEMS gyroscope

In this section, we present the main dynamics of the MEMS gyroscope.

6.4.1 Dynamics of both masses

When Ω 6= 0, the Newton’s second law on each mass gives1

mxẍmec(tc) + dxxẋmec(tc) + kxxxmec(tc) + dxyẏmec(tc) + kxyymec(tc)

= fx(tc) + 2myΩ(tc)ẏmec(tc) (6.1)

myÿmec(tc) + dyyẏmec(tc) + kyyymec(tc) + dyxẋmec(tc) + kyxxmec(tc)

= fy(tc)− 2mxΩ(tc)ẋmec(tc) (6.2)

where kxx, kxy, kyx, kyy are stiffness coefficients and dxx, dxy, dyx, dyy are damping
coefficients. The cross-coupling coefficients kxy, kyx, dxy and dyx are due to manu-
facturing imperfections which cause anisoelasticity (kxy and kyx) and nonproportional
damping (dxy and dyx) [Sau08]. The Coriolis effect is also cross-coupling both modes
when Ω 6= 0. A scheme block of these mechanical dynamics are given in Figure 6.2.

When Ω = 0, the dynamics of both masses can be seen as a MIMO system where the
input vector is (fx(tc), fy(tc))

T and the output vector is (xmec(tc), ymec(tc))
T .

Figure 6.2: Block scheme of the mechanical dynamics of the MEMS gyroscope.

1Since the displacements of the masses have a microscopic magnitude order, we have assumed that
we can neglect the centrifugal and Euler’s forces (see Appendix E.1 for more details). The effect of
gravity is also neglected due to the scale effect.
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However, in practice, the external forces fx and fy are not the real inputs of the
MEMS as well as xmec and ymec are not the real measured outputs. Indeed, we have to
consider the instrumentation of both masses. The one considered in the gyroscope of
this study is described in the next paragraph.

6.4.2 Actuators and sensors: comb-drives

The mass motions are actuated and measured with an electrostatic instrumentation2 us-
ing comb-drives. Comb-drives are microelectromechanical actuators and sensors which
are made up of two electrically conductive combs (finger structures) that are interdigi-
tated, i.e., the teeth of one comb is opposite to the holes of the other comb. One comb is
fixed (static) to a structure and the other one is moving. A comb-drive is illustrated in
Figure 6.3. The main advantageous property of this architecture is that the generated
capacitance between both combs is proportional to the distance between them (distance
d in Figure 6.3). However, this property is only valid for small distances. Therefore,
comb-drives are often used in micro- and nano-scale applications such as the MEMS
gyroscope.

In the MEMS gyroscope, there are four comb-drives in total, two per mass. For
each mass, one comb-drive is used for the force actuation and the other one is used
for the displacement measurement. For the drive mode, for each comb-drive, the static
comb is fixed on the structure and the moving one is fixed on the drive mass. For the
sense mode, for each comb-drive, the static comb is fixed on the drive mass and the
moving one is fixed on the sense mass. The comb-drives are placed as illustrated in the
Figure 6.4.

Figure 6.3: Simplified scheme of a comb-drive (Source: [KBS+17]).

2Note that there exist other ways to actuate and measure the modes displacements. In [YAN98]
they consider piezo-electrical instrumentation for their MEMS gyroscope.
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Figure 6.4: Simplified scheme of the MEMS gyroscope, instrumented with capacitive
comb-drives.

For the actuation, we excite the MEMS gyroscope with a discrete-time input ux(t)
for the drive mode (resp. uy(t) for the sense mode) that is converted into a voltage
Vx(tc) (resp. Vy(tc)) through a digital-to-analog converter (DAC) which is a zero-order
hold (ZOH). The voltage Vx (resp. Vy) is applied between the two combs of the drive
(resp. sense) actuation comb-drive (see Figure 6.3 with the voltage V ). This results in
electrostatic forces fx and fy proportional to the square of the corresponding voltage,
i.e.,

fx(tc) = αxV
2
x (tc) (6.3)

fy(tc) = αyV
2
y (tc) (6.4)

where αx and αy are constant3 depending on the electrostatic and geometric properties
of the comb fingers. We can observe that there is a square input nonlinearity.

The discrete-time signals ux and uy constitute the inputs of the MEMS gyroscope
yielding the excitation voltages Vx and Vy through the ZOH. Consequently, the voltages

3As long as the displacements of the masses are kept small, these constant do not depend on the
time and on the displacements of the masses. This advantage justifies that this type of actuator is
often used in the micro-scale.
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Vx(tc) and Vy(tc) are given by

Vx(tc) = ux(t) for tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

Vy(tc) = uy(t) for tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

where Ts is the sampling time. The sampling frequency ωs = 2π/Ts is equal to 2π.62500
rad/s in the gyroscope considered in this study.

With the ZOH, Vx and Vy have staircase form and the square nonlinearity is static.
Therefore, both equations (6.3)-(6.4) can be rewritten as follows

fx(tc) = αxu
2
x(t) for tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

fy(tc) = αyu
2
y(t) for tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

For the measurement of both displacements xmec(tc) and ymec(tc), we use the measure-
ment comb-drives illustrated in Figure 6.4 and we exploit the fact that the capacitance
between two combs is proportional to the distance between these combs (distance d in
Figure 6.3). If we can measure this capacitance, then the distance d will be known up
to a multiplicative constant. This is the idea which is used in the MEMS gyroscope to
measure both displacements xmec(tc) and ymec(tc).

For this purpose, each measurement comb-drive of the MEMS (see Figure 6.4) is put
into an electronic circuit that proportionally converts the capacitance into a voltage.
This voltage is also proportional to the capacitance and so proportional to the displace-
ment of the corresponding mass. Then, these voltages are amplified, filtered through
a first order anti-aliasing filter of cut-off frequency 2π.15000 rad/s and converted in
the discrete-time domain with a analog-to-digital converter (ADC). Consequently, the
outputs of the ADC are two discrete-time signals which will be denoted x̃mec(t) and
ỹmec(t) and which are assumed to be proportional to xmec(tc = tTs) and ymec(tc = tTs)
respectively, i.e.,

x̃mec(t) = βxxmec(t) (6.5)
ỹmec(t) = βyymec(t) (6.6)

where βx and βy are constant depending on the electrostatic and geometric properties of
the comb-drives and on the properties of the electronic converter circuit and amplifiers.
In Figure 6.5, we give a scheme block of the instrumented mechanical dynamics of the
MEMS.
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Figure 6.5: Block scheme of the instrumented mechanical dynamics of the MEMS.

Therefore, the outputs of the mechanical dynamics are the discrete-time signals x̃mec(t)
and ỹmec(t). Since we have seen that the inputs of the mechanical dynamics are u2

x and
u2
y, the mechanical dynamics can be represented by a 2 × 2 discrete-time LTI matrix

G0(z) of transfer functions when Ω = 0, i.e.,(
x̃mec(t)
ỹmec(t)

)
=

(
G0,xx(z) G0,xy(z)
G0,yx(z) G0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

G0(z)

(
u2
x(t)
u2
y(t)

)

The transfer functions in G0(z) depend on the parameters in (6.1) and (6.2) and on
the parameters αx, αy, βx et βy. Each transfer function G0,xx(z) and G0,yy(z) has a
lightly damped resonant behavior at the resonance frequency ω0,x for G0,xx(z) and at
the resonance frequency ω0,y for G0,yy(z). The transfer functions G0,xy(z) and G0,yx(z)
have two lightly damped resonances at both resonance frequencies ω0,x and ω0,y.

However, the use of the instrumentation creates some additional dynamics and so the
real measured outputs are not equal to x̃mec(t) and ỹmec(t). These additional dynamics
are presented in the next paragraph.

6.4.3 Additional dynamics of the MEMS gyroscope

In this paragraph, we will present some additional dynamics involved in the MEMS gy-
roscope due to the use of the capacitive instrumentation. We will see that the measured
outputs of the MEMS are two discrete-time signals x̃ and ỹ which are each the sum of
three signals:

x̃ = x̃mec + x̃par + vx

ỹ = ỹmec + ỹpar + vy

where x̃mec and ỹmec are the mechanical outputs given in (6.5) and in (6.6) respectively.
In the next two paragraphs, we explain what are behind the signals x̃par, vx, ỹpar and
vy.
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Figure 6.6: Illustration of one part of the parasitic electrical coupling.

Second dynamic: parasite capacitive coupling

The use of comb-drives for both actuators and sensors create some interactions between
the generated electrical fields. A parasitic resistor-capacitive bond is made between the
actuation and measurement comb-drives [AS05]. This results in a feed-through of the
excitation voltages Vx and Vy to the measurement circuits, parasiting the mechanical
discrete-time outputs x̃mec and ỹmec. Figure 6.6 illustrates one of these couplings.

In the literature, this parasitic effect is modeled as a disturbance vector (x̃par, ỹpar)
T

added to the signal vector (x̃mec, ỹmec)
T . Moreover, in the literature, the disturbance

vector (x̃par, ỹpar)
T can be modeled as the output vector of a highpass linear filter where

the discrete-time input vector is (ux, uy)
T .

In a systemic point of view, the dynamics of the parasitic coupling corresponds to the
following discrete-time expression

(
x̃par(t)
ỹpar(t)

)
=

(
Q0,xx(z) Q0,xy(z)
Q0,yx(z) Q0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

Q0(z)

(
ux(t)
uy(t)

)

where Q0(z) is a 2× 2 matrix of transfer functions.
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6.4. Main dynamics in the MEMS gyroscope

Third dynamic: measurement noises

The third type of dynamics is the measurement noise. In this dissertation, we will
assume that this effect can be modeled as stochastic disturbances vx and vy added to
x̃mec + x̃par and ỹmec + ỹpar respectively such that the measured outputs x̃ and ỹ are
given by, when Ω = 0,

(
x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xx(z) Q0,xy(z)
Q0,yx(z) Q0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

Q0(z)

(
ux(t)
uy(t)

)
+

(
G0,xx(z) G0,xy(z)
G0,yx(z) G0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

G0(z)

(
u2
x(t)
u2
y(t)

)
+

(
vx(t)
vy(t)

)

(6.7)

This is illustrated in the block scheme in Figure 6.7. The output voltages are noisy
due to two major phenomena : flicker noise and mechanical-thermal noise [Sau08]

• Flicker noise: this noise comes from the presence of active electronic components
such as amplifiers. The power spectrum of this noise is proportional to 1/ω in the
low frequency range. After a particular frequency, this noise is overshadowed by
the other noise sources.

• Mechanical-thermal noise: as the gyroscope is a dissipative system, it is affected
by thermal noise. From the equipartition theorem of energy and the Nyquist
relation, the power spectral density of the noises on the drive and sense mode
outputs (i = {x, y}) are given by Φtherm(ω) = 4kbTdii with kb the Boltzmann
constant, T the absolute temperature and dii the damping of the mode represented
by the direction i = {x, y}. The power spectrum of this noise source is then flat.

For the controller design, it is also important to estimate the noise spectrum of
(vx, vy)

T . For this purpose, we will assume that there exist two transfer functions
H0,x(z) and H0,y(z) such that

(
vx(t)
vy(t)

)
=

(
H0,x(z) 0

0 H0,y(z)

)
︸ ︷︷ ︸

H0(z)

(
ex(t)
ey(t)

)
(6.8)

where (ex, ey)
T is a white noise vector. To estimate the power spectrum of (vx, vy)

T ,
we will need to identify H0,x(z) and H0,y(z) as well as to estimate the variances of ex
and ey.
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6. MEMS gyroscope and modeling objectives

Figure 6.7: Block scheme of the main dynamics of the MEMS gyroscope.
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6.4. Main dynamics in the MEMS gyroscope

Other nonlinear phenomena can be involved in the MEMS gyroscope such as the
temperature dependency, the Spring Softening effect, etc. However, we will assume
that we can limit these effects4. For the temperature dependency, the temperature
around the MEMS gyroscope will be kept constant and equal to 20◦C by putting it in
a thermal chamber.

The model given in (6.7) combined with (6.8) is more complete than the ones available
in the literature. A scheme block is provided in Figure 6.8 to illustrate this complete
model structure when Ω = 0. In the next paragraph, we give the technical details on
how to obtain the angular rate Ω. We will also see how essential it is to estimate all
the transfer functions in (6.7) in order to guarantee an accurate estimate of Ω.

Figure 6.8: Block scheme of the MEMS gyroscope dynamics described by the three
transfer function matrices G0(z), Q0(z) and H0(z).

4See [Sau08] for the technical details on how to limit, e.g., the effects of the Spring softening.
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6. MEMS gyroscope and modeling objectives

6.5 Controller and principle of angular rate deduction

6.5.1 Closed-loop scheme for angular rate deduction

For the angular rate deduction, the sensor is often put in closed-loop with a controller
as depicted in Figure 6.9.

Figure 6.9: General scheme of the MEMS gyroscope in closed-loop with a controller.

The goal of the controller is to get the output vector (x̃mec, ỹmec)
T to track a reference

vector equal to (xref , 0)T where xref is a sinusoidal signal at a given frequency ωref .
Since x̃mec = βxxmec and ỹmec = βyymec, then we will have xmec = xref/βx and
ymec = 0. We will see in the next paragraph how these objectives can allow us to obtain
the angular rate Ω.

In order to guarantee these objectives, the controller architecture that has been chosen
by Fabrício Saggin is given in Figure 6.10. This controller has two degrees of freedom
which are the two blocks "Tracking Controller K(z)" and "Parasitic Compensation
Kcomp(z)". Both blocks will be independently synthesized.

The purpose of the block "Parasitic Compensation Kcomp(z)" is to suppress the para-
sitic signals x̃par and ỹpar from the measured outputs x̃ and ỹ. The compensated signals
are denoted x̃c for the drive output and ỹc for the sense output. By denoting Kcomp(z)
the 2× 2 transfer function matrix used for this compensation, we have that(

x̃c(t)
ỹc(t)

)
=

(
x̃(t)
ỹ(t)

)
+ Kcomp(z)

(
ux(t)
uy(t)

)
(6.9)

From (6.7), the optimal expression for Kcomp(z) in order to guarantee x̃c(t) = x̃mec+vx
and ỹc(t) = ỹmec+vy is Kcomp(z) = −Q0(z). Therefore, if we have an accurate estimate
Q̂(z) of Q0(z), the parasite capacitive coupling will be well compensated.
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6.5. Controller and principle of angular rate deduction

The tracking controller K(z) must ensure an appropriate rejection of the noises vx
and vy and the tracking of the reference (xref , 0)T . With the tracking controller, the
control efforts ux and uy are given by(

ux(t)
uy(t)

)
= K(z)

(
xref (t)− x̃c(t)
−ỹc(t)

)

In order to increase the amplitude of the vibration of the drive massmx with a minimal
control effort ux, the frequency ωref of the sinusoidal reference signal xref should be
equal to the resonance frequency ω0,x.

If K(z) and Kcomp(z) attain their respective objectives, we will have the following
property: x̃mec ≈ xref and ỹmec ≈ 0. In the next paragraph, we explain how to obtain
the angular rate Ω when the MEMS gyroscope is operated as described above.

Figure 6.10: A detailed scheme block of the two-degree-of-freedom controller.

6.5.2 Angular rate deduction

We will suppose that the objectives of K(z) and Kcomp(z) are attained and thus that
x̃mec = xref and ỹmec = 0. Since the mechanical dynamics are the only remaining
dynamics, let us consider equation (6.1) and (6.2). In these equations, xmec will have
a sinusoidal shape which is proportional to xref and ymec will be equal to zero. Conse-
quently, we must have that the force fy applied by the actuator is given by:

fy = 2mxΩẋmec + dyxẋmec + kyxxmec (6.10)

Since fy = αyu
2
y and x̃mec = βxxmec = xref , (6.10) becomes

u2
y = (aΩ + b)︸ ︷︷ ︸

Ω̂

ẋref +
kyx
αyβx

xref
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6. MEMS gyroscope and modeling objectives

where a = 2mx/(αyβx) and b = dyx/(αyβx).

Due to the sinusoidal shape of xref , if we demodulate5 u2
y with ẋref , we obtain Ω̂.

Then, if we know precisely the values of dyx, mx, αy and βx, we can obtain Ω. We will
see later in Chapter 7 that we can estimate them up to a multiplicative constant. Note
that it is also possible to estimate directly both constants a and b by doing a calibration
of the sensor with different values of known angular rate Ω.

It is to be noted that the principle of the angular rate deduction in the MEMS gy-
roscope is similar to the principle of radio-frequency (RF) transmission. Indeed, in RF
transmission, a signal q(tc) that we want to transmit is first modulated by a sinusoidal
carrier signal qcar(tc) and then sent through a channel. Then, this modulated signal
q(tc)qcar(tc) is received by an antenna and demodulated to retrieve the initial signal
q(tc). For the MEMS gyroscope, we have that q(tc) = Ω̂(tc) and qcar(tc) = ẋref (tc).
The transmission is due to the Coriolis effect and the antenna is the sense mass. The
Figure 6.11 illustrates this analogy.

6.5.3 Modeling approach considered for the control of the MEMS
gyroscope

For the modeling, we will consider that Ω = 0. To design optimally both regulator
blocks "Parasitic Controller Kcomp(z)" and "Tracking Controller K(z)" in Figure 6.10 in
order to guarantee x̃mec = xref and ỹmec = 0, we need to model/estimate accurately the
following phenomena: (i) the mechanical coupling, (ii) the parasitic electrical coupling
and (iii) the PSDs of the noises vx and vy within the structure given in (6.7).

In Chapter 1, we have explained that there are three categories of modeling methods:
white-box, grey-box and black-box modeling (see Figure 1.1). We cannot perform a
white-box modeling since some of the mechanical parameters (e.g., dxy and dyx) are
unknown. Therefore, we should perform a system identification but we have to decide
between a grey-box and a black-box approach. In this chapter, we have mainly presented
the dynamics linked to the gyroscope and the instrumentation by assuming that the
dynamics of the detection circuit (implemented on the electronic card) can be modeled
as a constant. However, this might not be the case and we should be able to model
these extra dynamics for which we do not have an idea on how to model them with
physics principles. Therefore, we should consider a black-box approach6 in order to
estimate all the transfer functions in G0(z), Q0(z) and in H0(z). For the identification

5In [Sau08], the demodulation technique which is used is the synchronous demodulation. It is the
same technique considered in the MEMS of this study. See [Sau08] for more details on the synchronous
demodulation.

6By black-box approach, we mean that we will determine the complexity of the transfer functions in
G(z), Q(z) and H(z) such that they satisfy the full-order assumption, i.e., such that all the dynamics
observed in the data are modeled. But the modeling approach is not entirely black-box since the input
of G(z) and Q(z) has been determined based on first principles.
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of these transfer functions, we are going to include some priors from the physics laws
and from the documentation given by the MEMS gyroscope manufacturer:

• the dynamics of G0,xx and G0,yy are characterized by a resonance at the resonance
frequency ω0,x for G0,xx and ω0,y for G0,yy. The cross-transfer functions G0,xy and
G0,yx have two resonances each, at both the resonance frequencies ω0,x and ω0,y.

• at 20◦C, ω0,x ≈ 2π × 11836.8 rad/s and ω0,y ≈ 2π × 11843.4 rad/s.

• at 20◦C, the quality factor of the drive resonance has an order of magnitude of
105 and the one of the sense resonance has an order of magnitude of 104.

• the transfer functions in Q0 are highpass filters.

6.6 Conclusion of Chapter 6

In this chapter, we have given a brief description of the MEMS gyroscope and a pic-
ture of the control challenges that exist regarding this sensor in order to increase its
measurement quality of angular rates. In order to derive an optimal controller, it is
important to have a model of the main dynamics of the MEMS gyroscope. There are
three main dynamics in the MEMS gyroscope: mechanical coupling, parasite capacitive
coupling and noise measurement but the literature does not propose a complete model
structure to model them. Therefore, we have developed a more complete structure that
can represent these three dynamics through the matrices G0(z), Q0(z) and H0(z) (see
Figure 6.8), answering the first part of Research Question 4.

We have then presented the chosen control strategy for the angular rate deduction. It
consists in the design of two blocks (degrees of freedom): one block is dedicated to the
parasite capacitive coupling compensation and the other block is used for the tracking
objectives for the angular rate deduction and the noise measurement reduction. In the
next chapter, we will focus on developing an identification approach for the modeling
of the transfer functions in G0(z), Q0(z) and H0(z).

115



6. MEMS gyroscope and modeling objectives

Figure 6.11: Comparison between the RF transmission and the Coriolis effect in the
MEMS gyroscope.

116



Chapter 7

Identification for the control of
the MEMS gyroscope

Contents
7.1 Introduction of Chapter 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
7.2 Identification procedure and model structure . . . . . . . . . . . . . 119

7.2.1 Simplification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
7.2.2 Model structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
7.2.3 Data sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
7.2.4 Identified parameter vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

7.3 Determination of an initial model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
7.3.1 Limitation on the experiment design . . . . . . . . . . . . . 122
7.3.2 SISO-by-SISO approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
7.3.3 Results of the initial identifications and interpretation . . . 128

7.4 MISO identification and data informativity . . . . . . . . . . . . . . 133
7.4.1 Input choice for the MISO identification . . . . . . . . . . . 134
7.4.2 Study of the data informativity . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.4.3 Identification results and comparison with initial model . . 136

7.5 Block "Parasitic Compensation Kcomp(z)" . . . . . . . . . . . . . . 137
7.5.1 Strategy: model-based compensation . . . . . . . . . . . . . 137
7.5.2 Results of the model-based compensation . . . . . . . . . . 137

7.6 Block "Tracking Controller K(z)" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

7.6.1 Issue for the design: high complexity of G(z, θ̂N ) . . . . . . 142
7.6.2 Grey-box-based model reduction . . . . . . . . . . . . . . . 143
7.6.3 Controller design and validation . . . . . . . . . . . . . . . . 148

7.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

117



7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

7.1 Introduction of Chapter 7

In this chapter, we focus on addressing the second part of Research Question 4 for-
mulated in Section 1.4. We will propose an identification method based on Prediction
Error for the three main dynamics of the MEMS gyroscope: the mechanical coupling,
the parasitic capacitive coupling and the noise measurement. More precisely, we want
to derive an accurate estimate of the entries of the matrices G0(z), Q0(z) and H0(z)
involved in the complete model structure developed in Chapter 6 (see (6.7)).

As explained in Chapter 6, the MEMS has two outputs x̃ and ỹ and two inputs ux
and uy. Therefore, one option should be to identify this system by exciting both inputs
and measure both outputs at the same time. However, by doing some first experiments,
we have observed that some dynamics might hide the other ones when both inputs are
excited at the same time. For instance both parasite capacitive transfer functions Q0,xx

and Q0,xy can completely hide the mechanical ones G0,xx and G0,xy when ux and uy
are excited simultaneously.

Therefore, in Section 7.2, we will propose a simplification of the identification to
circumvent this effect. For this purpose, a MIMO system with two inputs and two
outputs can be seen as the collection of four subsystems with one input and one output,
as explained in Section 1.5. By only exciting one input, we can identify two subsystems
whose input is the one that is excited. Then, the converse is done by exciting the other
input and by identifying the two other subsystems. In our case, we first excite the input
ux and set uy to 0 and we identify the two subsystems whose input is ux, i.e., we will
identify the transfer functions G0,xx, G0,yx, Q0,xx, Q0,yx and Hx. Then, we set ux to 0,
we excite uy and we identify the remaining subsystems. These four subsystems are of
the form given in (5.1) with n = 2 and so we can reformulate these four subsystems as
MISO systems as we did in Chapter 5. We then must design ux and uy such that the
MISO identifications are accurate.

One property that must be guaranteed for this purpose is the data informativity.
Therefore, we can think at first glance that we can choose any excitation and verify
that the data will be informative for the four MISO identifications in order to yield
accurate estimates. However, this is true if we can increase the number of data. For
some (unlucky) input choices, this solution will not be suitable in practice since we
would need to do very long experiments and the computational cost of the identification
algorithm would increase a lot. Therefore, we should design properly the inputs ux and
uy by increasing the signal-to-noise ratio (SNR) in order to get small variances on the
computed parameter vectors for a reasonable number of data (provided that the data
informativity is ensured with these input designs for the four MISO identifications). In
Section 7.4.1, we explain how to do this design by using the priors given in Section 6.5.3.
A data informativity analysis will be done to verify that this design is appropriate.

However, even if the input is well chosen to guarantee small variances, the algorithms
used for these MISO identifications are complex nonlinear optimizations and some local
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minimum problems can be met when computing the estimates. Therefore, in Section 7.3,
a method will be provided to determine initial estimates for all the transfer functions
in (6.7) by isolating the dynamics of each transfer function in (6.7) and performing
SISO identifications. After that, a choice is proposed for the input ux (and then for uy)
in order to accurately identify the transfer functions G0,xx, G0,yx, Q0,xx, Q0,yx and Hx.

After that, the performances of the controller that is synthesized by Fabrício Sag-
gin based on the identified model will be assessed. Finally, we give a conclusion in
Section 7.7.

7.2 Identification procedure and model structure

7.2.1 Simplification

As explained in Chapter 6, the main dynamics of the MEMS gyroscope with Ω = 0
(illustrated in Figure 6.8) can be modeled as follows(

x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xx(z) Q0,xy(z)
Q0,yx(z) Q0,yy(z)

)(
ux(t)
uy(t)

)
+

(
G0,xx(z) G0,xy(z)
G0,yx(z) G0,yy(z)

)(
u2
x(t)
u2
y(t)

)
+ v(t)

v(t) =

(
vx(t)
vy(t)

)
=

(
H0,x(z) 0

0 H0,y(z)

)(
ex(t)
ey(t)

)
(7.1)

We have, in this case, a MIMO parallel Hammerstein system with a square (static)
nonlinearity, with two inputs ux and uy and two outputs x̃ and ỹ. However, as will
be seen later, some transfer functions such as G0,xx(z) and G0,yy(z) can be dominant
with respect to the other transfer functions G0,xy(z) and G0,yx(z) and so inaccurate
models can be obtained for G0,xy(z) and G0,yx(z) if we perform a MIMO identification
by exciting the MEMS gyroscope with nonzero inputs ux and uy at the same time.
Therefore, we will simplify the identification as follows:

• we only excite ux and set uy to 0. Then, (7.1) becomes(
x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xx(z)
Q0,yx(z)

)
ux(t) +

(
G0,xx(z)
G0,yx(z)

)
u2
x(t) +

(
vx(t)
vy(t)

)
(7.2)

• we only excite uy and set ux to 0. Then, (7.1) becomes(
x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xy(z)
Q0,yy(z)

)
uy(t) +

(
G0,xy(z)
G0,yy(z)

)
u2
y(t) +

(
vx(t)
vy(t)

)
(7.3)

Let us then observe that (7.2) is made up of two particular parallel Hammerstein
systems Sxx and Syx given by

Sxx : x̃(t) = Q0,xx(z)ux(t) +G0,xx(z)u2
x(t) +H0,x(z)ex(t) (7.4)

Syx : ỹ(t) = Q0,yx(z)ux(t) +G0,yx(z)u2
x(t) +H0,y(z)ey(t) (7.5)

119



7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

Therefore, when we only consider the input ux, Sxx and Syx have to be identified.

The same holds for (7.3) with the following Hammerstein systems Sxy and Syy given
by

Sxy : x̃(t) = Q0,xy(z)uy(t) +G0,xy(z)u
2
y(t) +H0,x(z)ex(t)

Syy : ỹ(t) = Q0,yy(z)uy(t) +G0,yy(z)u
2
y(t) +H0,y(z)ey(t) (7.6)

The four systems Sxx, Sxy, Syx and Syy correspond to the four subsystems aforemen-
tioned in Sections 1.5 and 7.1 and which constitute the main dynamics of the MEMS
gyroscope. Let us observe that these four subsystems have the particular parallel Ham-
merstein structure studied in Chapter 5 with n = 2 (see (5.1)).

As done in Chapter 5, we can rewrite (7.4) and (7.5) successively as follows

Sxx : x̃(t) =
(
Q0,xx(z) G0,xx(z)

)
ux(t) +H0,x(z)ex(t)

Syx : ỹ(t) =
(
Q0,yx(z) G0,yx(z)

)
ux(t) +H0,y(z)ey(t)

where ux = (ux, u
2
x)T . The same rewriting can be done for (7.5) and (7.6) with uy =

(uy, u
2
y)
T .

7.2.2 Model structures

In order to identify the transfer functions in Sxx and Syx, we will consider two linear
MISO BJ model structures

Mxx =
{

(Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx), Hx(z,ηx)) | θxx = (θ̃TQxx , θ̃
T
Gxx , η

T
x )T ∈ Dθxx

}
Myx =

{
(Qyx(z, θ̃Qyx), Gyx(z, θ̃Gyx), Hy(z,ηy)) | θyx = (θ̃TQyx , θ̃

T
Gyx , η

T
y )T ∈ Dθyx

}

where Dθxx and Dθyx are defined similarly as in the previous chapters.

SinceMxx is a BJ model structure, the transfer functions Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx)
and Hx(z,ηx) are given by

Qxx(z, θ̃Qxx) = z−ρQxx
B̊Qxx(z, θ̃Qxx)

FQxx(z, θ̃Qxx)

Gxx(z, θ̃Gxx) = z−ρGxx
B̊Gxx(z, θ̃Gxx)

FGxx(z, θ̃Gxx)

Hx(z,ηx) =
Cx(z,ηx)

Dx(z,ηx)
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where B̊Qxx and B̊Gxx are polynomials with a zero-delay and where FQxx , FGxx , Cx and
Dx are monic polynomials. The integers ρQxx and ρGxx are respectively the delays of
Qxx and Gxx. We define similarly the polynomials B̊Qyx , B̊Gyx , FQyx , FGyx , Cy and Dy

for the transfer functions Qyx, Gyx and Hy in the model structureMyx.

We also define similarly the model structures Mxy and Myy with all the notations
introduced in this paragraph.

7.2.3 Data sets

By applying a quasi-stationary ux to the MEMS gyroscope and by setting uy to 0 from
t = 1 till t = N , we collect simultaneously the following data sets

ZNxx = {(x̃(t),uTx (t))T | t = 1, · · · , N}
ZNyx = {(ỹ(t),uTx (t))T | t = 1, · · · , N}

We also define similarly the data sets ZNxy and ZNyy by applying a quasi-stationary uy
to the MEMS gyroscope and by setting ux to 0 from t = 1 till t = N .

Based on the data sets ZNxx and ZNyx, we define, for each (Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx),

Hx(z,ηx)) ∈ Mxx and (Qyx(z, θ̃Qyx), Gyx(z, θ̃Gyx), Hy(z,ηy)) ∈ Myx, the one step-
ahead predictors

x̂(t,θxx) = H−1
x (z,ηx)(Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx)ux(t) + (1−H−1

x (z,ηx))x̃(t)

ŷ(t,θyx) = H−1
y (z,ηy)(Qyx(z, θ̃Qyx), Gyx(z, θ̃Gyx)ux(t) + (1−H−1

y (z,ηy))ỹ(t)

7.2.4 Identified parameter vectors

The models are then obtained by computing the optimal parameter vectors θ̂N,xx and
θ̂N,yx given by

θ̂N,xx = arg min
θxx∈Dθxx

1

N

N∑
t=1

(x̃(t)− x̂(t,θxx))2 (7.7)

θ̂N,yx = arg min
θyx∈Dθyx

1

N

N∑
t=1

(ỹ(t)− ŷ(t,θyx))2 (7.8)

We define similarly the optimal parameter vectors θ̂N,xy and θ̂N,yy based on ZNxy and
ZNyy and on the model structures Mxy and Myy. In order to guarantee an accurate
model of the MEMS gyroscope, we wonder how to design the excitation ux to guarantee
accurate estimates θ̂N,xx and θ̂N,yx. The same problem holds forMxy andMyy with
the design of uy.

Since θ̂N,xx, θ̂N,yx, θ̂N,xy and θ̂N,yy are solutions of complex non-linear optimization
problems, we will first find relatively accurate models of each unknown transfer functions
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7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

in Sxx, Syx, Sxy and Syy using a SISO-by-SISO approach. In this approach, we will
make use of the fact that the input non-linearity is known.

7.3 Determination of an initial model

Before presenting this SISO-by-SISO approach, we should take into account the input
limitations of the electronic instrumentation. They are presented in the next paragraph.

7.3.1 Limitation on the experiment design

For the MEMS gyroscope considered in this study, the input voltage ux must be non-
negative, cannot exceed 2V and must have a constant1 DC voltage uDC equal to 1V,
i.e.,

ux(t) = uDC + ūx(t) (7.9)

where −1V≤ ūx(t) ≤ 1V. The same holds for uy. Therefore, we should focus on the
signals ūx and ūy for the experiment design choice.

As mentioned in the introduction of this chapter (Section 7.1), in order to obtain
identified models with a small variance, it is important to maximize the signal-to-noise
ratio (SNR). Therefore, we should design ūx such that it has a maximal power and it
guarantees −1V≤ ūx(t) ≤ 1V. However, maximizing the input power w.r.t. the input
limitations is not enough for the input signal to be appropriate for the identification.
Indeed, the choice of ūx must also optimize the input power spectrum of ux and u2

x

for both outputs x̃ and ỹ. Recalling Section 6.5.3, the transfer function G0,yx should
be excited at the resonances frequencies ω0,x and ω0,y while G0,xx should be excited
at ω0,x. Therefore, to perform an identification of G0,xx and G0,yx using an unique
experiment, the power spectrum of the input of both transfer functions (which is u2

x)
should be non zero at frequencies near ω0,x and ω0,y. For the transfer functions Q0,xx

and Q0,yx, the dynamics are distributed on a wider frequency range than G0,xx and
G0,yx. Therefore, the input of both transfer functions Q0,xx and Q0,yx (which is ux)
should excite them at a wide frequency range, preferably in the high frequencies since
both transfer functions are highpass filters. We will have to verify if this input choice
yields the data informativity for the four MISO identifications.

Remark 7.1. The reasoning given in the previous paragraph can be repeated for the
input uy and the transfer functions G0,xy, G0,yy, Q0,xy and Q0,yy.

7.3.2 SISO-by-SISO approach

In this section, we present the SISO-by-SISO approach to determine initial estimates of
all the unknown transfer functions in the four subsystems Sxx, Syx, Sxy and Syy. The
general idea of the considered method is to isolate and identify the dynamics of each

1The DC voltage needs to be kept constant to avoid the Spring Softening effect which makes both
resonances to vary when this constant is changed [Sau08].
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7.3. Determination of an initial model

transfer function separately with SISO identifications (hence the name SISO-by-SISO
approach). First, we can separate the noise dynamics from the mechanical coupling and
parasitic capacitive coupling as explained in the next paragraph.

In the next paragraphs, we will present the SISO-by-SISO approach for the estimation
of all the transfer functions in Sxx and Syx. The approach is similar for Sxy and Syy.
Therefore, the input uy will be set to 0 in the presentation of the method.

Initial estimation of H0,x and H0,y

To estimateH0,x andH0,y, we also set ux to 0 (i.e., the MEMS gyroscope is not excited).
In this case, (7.4) and (7.5) become successively

Sxx : x̃(t) = H0,x(z)ex(t)

Syx : ỹ(t) = H0,y(z)ey(t)

Let us consider the following model structures

MHx = {Hx(z,ηx) | ηx ∈ Dηx}
MHy = {Hy(z,ηy) | ηy ∈ Dηy}

where Hx(z,ηx) and Hy(z,ηy) are defined in the model structures Mxx and Myx in
Section 7.2.2.

We collect x̃(t) and ỹ(t) for t = 1 till t = N = 10000 for ux = uy = 0 and we use the
following criteria to identify a model inMHx andMHy :

η̂x,init = arg min
ηx∈Dηx

1

N

N∑
t=1

εHx(t,ηx)2

η̂y,init = arg min
ηy∈Dηy

1

N

N∑
t=1

εHy(t,ηy)
2

where εHx(t,ηx) = H−1(z,ηx)x̃(t) and εHy(t,ηy) = H−1(z,ηy)ỹ(t). We will see later
in Section 7.3.3 how the degrees of the polynomials CHx and DHx in Hx and the
polynomials CHy and DHy in Hy are chosen.

Initial estimation of G0,xx and G0,yx

While the dynamics of the noise are quite easy to isolate for the identification of Hx and
Hy, the same cannot be said for the transfer functions Q0,xx, G0,xx, Q0,yx and G0,yx.
Indeed, both inputs ux and u2

x of the aforementioned transfer functions are linked by
the square nonlinearity. In this paragraph and the next one, we propose an experiment
design that allows the separation of both dynamics.

123



7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

Let us first start with the mechanical transfer functions G0,xx and G0,yx whose input
is u2

x. Recall that, when uy is set to 0, the dynamics of the MEMS gyroscope are given
by (7.4) and (7.5). The main idea is to separate the effect of Q0,xx from G0,xx and the
effect of Q0,yx from G0,yx in the frequency domain by designing a quasi-stationary input
ux such that it exists a bandpass filter T (z) guaranteeing T (z)ux ≈ 0 and T (z)u2

x 6= 0.
Consequently, with this particular excitation ux applied to the MEMS (with uy = 0)
and by filtering the outputs x̃ and ỹ with T (z), (7.4) and (7.5) successively become

T (z)x̃(t) = G0,xx(z)T (z)u2
x(t) + T (z)H0,x(z)ex(t) (7.10)

T (z)ỹ(t) = G0,yx(z)T (z)u2
x(t) + T (z)H0,y(z)ex(t) (7.11)

We should now decide which model structure to use for the identification of both
transfer functions G0,xx(z) and G0,yx(z). If we consider a SISO BJ model structure for,
e.g., (7.4) then we will identify T (z)H0,x(z) for the noise transfer function. The same
holds for (7.4) and T (z)H0,y(z). But, since some initial estimates have been obtained
for H0,x(z) and H0,y(z), the identification of the noise transfer functions T (z)H0,x(z)
and T (z)H0,y(z) are not necessary to be performed. From the results of [Lju99], we
know that we can get consistent estimates of G0,xx(z) and G0,yx(z) by identifying these
transfer functions with OE model structures. Therefore, we do not have to identify
the noise transfer functions which will also reduce the complexity of the identification
algorithm. Therefore, we will consider the following SISO OE model structures for the
identification of G0,xx(z) and G0,yx(z)

MGxx = {Gxx(z, θ̃Gxx) | θ̃Gxx ∈ DθGxx}
MGyx = {Gyx(z, θ̃Gyx) | θ̃Gyx ∈ DθGyx}

where Gxx(z, θ̃Gxx) and Gyx(z, θ̃Gyx) are defined in the model structuresMxx andMyx

in Section 7.2.2.

In this case, the data sets that will be considered for the identification of G0,xx(z) and
G0,yx(z) are the data collected by applying this particular excitation ux to the MEMS
gyroscope (with uy = 0) and by filtering the outputs x̃(t) and ỹ(t) and the input u2

x

with T (z), i.e., the following data sets

ZNGxx = {(T (z)x̃(t), T (z)u2
x(t))T | t = 1, · · · , N}

ZNGyx = {(T (z)ỹ(t), T (z)u2
x(t))T | t = 1, · · · , N}

Based on these data sets, initial estimates θ̂Gxx,init and θ̂Gyx,init can be computed as
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7.3. Determination of an initial model

defined below

θ̂Gxx,init = arg min
θ̃Gxx∈DθGxx

1

N

N∑
t=1

εGxx(t, θ̃Gxx)2

θ̂Gyx,init = arg min
θ̃Gyx∈DθGyx

1

N

N∑
t=1

εGyx(t, θ̃Gyx)2

where

εGxx(t, θ̃Gxx) = T (z)x̃(t)−Gyx(z, θ̃Gxx)T (z)u2
x(t)

εGyx(t, θ̃Gyx) = T (z)ỹ(t)−Gyx(z, θ̃Gyx)T (z)u2
x(t)

In order to perform this identification, we have to determine (i) the bandpass filter
T (z) and (ii) this particular external excitation ux.

For the filter T (z), recall that the main dynamics of the transfer function G0,xx are
mainly focused around ω0,x and that the ones of transfer function G0,yx are focused
around ω0,x and ω0,y (priors given in Section 6.5.3). Therefore, the frequency band
I of T (z) should include the resonance frequencies ω0,x ≈ 2π × 11836.8 rad/s and
ω0,y ≈ 2π× 11843.4 rad/s. We will consider the following interval I = 2π[11750, 11950]
rad/s.

Now, we should design ux such that the PSD of u2
x should be non zero at some

frequencies belonging to 2π[−11950,−11750]
⋃

2π[11750, 11950] rad/s while the one of
ux should be zero for all frequencies in 2π[−11950,−11750]

⋃
2π[11750, 11950] rad/s.

For this purpose, let us choose the signal ux as in (7.9) with ūx a multisine whose
frequencies are located around ω0,x/2 and ω0,y/2. More precisely, we have chosen some
excitation frequencies belonging to this interval 2π[5875, 5975] rad/s, which corresponds
to the half of the frequencies belonging to I. If ūx is chosen in this way, the signal
exciting the mechanical coupling will be:

u2
x(t) = (1 + ūx(t))2 = 1 + 2ūx(t) + ū2

x(t) (7.12)

Consequently, we observe that the mechanical coupling will be excited at many fre-
quencies among which the frequencies in the interval I (but also the frequency 0 and the
frequencies in the interval 2π[5875, 5975] rad/s, etc). As opposed to this, the parasite
electrical coupling will not be excited at the frequencies in the interval I (it will only
be excited at the frequency 0 and the frequencies in the interval 2π[5875, 5975] rad/s).

Then, if the considered filter T (z) strongly filters out any frequency that does not
belong to I (and more especially the ones belonging to 2π[5875, 5975]), then both (7.10)
and (7.11) hold. For this purpose, T (z) will be chosen as a Butterworth filter of order
6.
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7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

Let us give the details of the excitation and of the identification. We choose the
following set of excitation frequencies belonging to 2π[5875, 5975] for ux, all regularly
distributed as follows

• Set 1 (around ω0,x/2): from 2π× 5918.415 till 2π× 5918.49 with a frequency bin
of 2π × 0.0005. In total, there are 151 frequencies.

• Set 2 (between ω0,x/2 and ω0,y/2): from 2π×5918.5 till 2π×5921 with a frequency
bin of 2π × 0.5. In total, there are 6 frequencies.

• Set 3 (around ω0,y/2): from 2π × 5921.5 till 2π × 5922.2 with a frequency bin of
2π × 0.005. In total, there are 141 frequencies.

The Sets 1 and 3 are denser in frequency content than the Set 2 in order to describe
well the resonances at ω0,x and ω0,y. Moreover, with this large number of frequencies,
we are sure that the data informativity will be guaranteed for the SISO identifications
for high degrees of the polynomials BGxx , FGxx , BGyx and FGyx involved inMGxx and
MGyx .

However, as explained in Section 7.1, ensuring the data informativity is not enough
in practice to guarantee an accurate model. We have also to choose the corresponding
amplitude and phase shift of the sinusoids in order to maximize the power of ūx. In order
to simplify the choice, we will consider the same amplitude for all the sinusoids. For the
phase shifts, we should optimize this choice in order to decrease the crest factor of ūx.
This would allow to increase the amplitude of each sinusoid, which will subsequently
maximize the power of ūx and so the SNR. Therefore, we can expect estimates θ̂Gxx,init
and θ̂Gyx,init with a small variance.

To decrease the crest factor, we consider 1000 realizations of the phase shifts with
independent uniform distributions between 0 and 2π for each of them and we search for
the maximal absolute value among the time samples ux(t) from t = 1 till t = N = 10000.
We then consider the phase shift realization that provides the least maximal absolute
value. After that, we normalize this optimized multisine with its maximal absolute
value such that the obtained normalized signal ūx is between −1 and 1V. By adding
the DC level uDC to ūx, we obtain an input ux for the identification of G0,xx and G0,yx.

The discussion on how to choose properly the degrees of the polynomials BGxx , FGxx ,
BGyx and FGyx will be given later in Section 7.3.3.

Initial estimation of Q0,xx and Q0,yx

For the parasitic electrical coupling identification (i.e., the identification of the transfer
functions Q0,xx and Q0,yx), we cannot use the technique considered for the identification
ofG0,xx andG0,yx since the mechanical coupling is excited at the same frequencies as the
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7.3. Determination of an initial model

parasitic coupling does (as explained below (7.12)). However, we have initial estimate of
G0,xx and G0,yx (Gxx(z, θ̂Gxx,init) and Gyx(z, θ̂Gyx,init)) and we will use them to isolate
the parasitic capacitive coupling.

In order to isolate the parasitic electrical effect from the mechanical one, we remove
the latter from the measured outputs x̃ and ỹ by using both previously identified models
Gxx(z, θ̂Gxx,init) and Gyx(z, θ̂Gyx,init), i.e., we will consider the outputs %xx(t) = x̃(t)−
Gxx(z, θ̂Gyx,init)u

2
x(t) and %yx(t) = ỹ(t)−Gyx(z, θ̂Gyx,init)u

2
x(t) for the identification of

Q0,xx(z) and Q0,yx(z) respectively.

For the input choice, we can use any excitation signal ux given this isolation. A
random binary sequence (RBS) is then a good idea since we want a model over the
whole frequency range. We then consider for ūx a RBS whose amplitude is 1 such that
the obtained input ux has two possible values : 0V and 2V. Note that this excitation
is the one that will provide the maximal power w.r.t. the input limitation given in
Section 7.3.1. Moreover, this type of excitation yields informative data w.r.t. any SISO
model structure, irrespectively of its complexity.

We apply this excitation to the MEMS gyroscope (with uy = 0) from t = 1 till
t = N = 10000 and we collect the following data sets for the identification

ZNQxx = {(%xx(t), ux(t))T | t = 1, · · · , N}
ZNQyx = {(%yx(t), ux(t))T | t = 1, · · · , N}

For the same reason that we gave for the SISO identification of G0,xx(z) and G0,yx(z),
we will also consider the following SISO OE model structures for the SISO identification
of Q0,xx(z) and Q0,yx(z)

MQxx = {Qxx(z, θ̃Qxx) | θ̃Qxx ∈ DθQxx}
MQyx = {Qyx(z, θ̃Qyx) | θ̃Qyx ∈ DθQyx}

where Qxx(z, θ̃Qxx) and Qyx(z, θ̃Qyx) are defined in the model structuresMxx andMyx

in Section 7.2.2.

Therefore, initial estimates θ̃Qxx and θ̃Qyx can be computed with the following least-
square optimizations as defined below

θ̂Qxx,init = arg min
θ̃Qxx∈DθQxx

1

N

N∑
t=1

εQxx(t, θ̃Qxx)2

θ̂Qyx,init = arg min
θ̃Qyx∈DθQyx

1

N

N∑
t=1

εQyx(t, θ̃Qyx)2
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where εQxx and εQyx are given by εQxx(t, θ̃Qxx) = %xx(t) − Gxx(z, θ̃Qxx)ux(t) and
εQyx(t, θ̃Qyx) = %yx(t)−Qyx(z, θ̃Qyx)ux(t).

The discussion on the choice of the degrees of BQxx , FQxx , BQyx and FQyx will be
later given in Section 7.3.3.

Remark 7.2. It is clear that the accuracy of the initial estimates Qxx(z, θ̂Qxx,init)

and Qyx(z, θ̂Qyx,init) will depend on the accuracy of the estimates Gxx(z, θ̂Gxx,init) and
Gyx(z, θ̂Gyx,init) since these models are used to remove the outputs of the mechanical
dynamics in the measured outputs.

Remark 7.3. The input choices for uy and the procedure for initial estimation is the
same for the transfer functions in both model structuresMxy andMyy.

7.3.3 Results of the initial identifications and interpretation

In the previous section, we have not discussed how the degrees of the different poly-
nomials involved in the definition of the different model structures are chosen. In a
nutshell and as usually done in system identification, we choose these degrees equal to
the smallest values which guarantee that the prediction error evaluated at the identified
parameter vector is close to a white noise [Lju99]. The obtained degrees are given in
Tables 7.1, 7.2 and 7.3. The delays of all the transfer functions in Q and in G are equal
to 1.

Table 7.1: Obtained degrees of the polynomials for the mechanical coupling functions.

BGxx BGxy BGyx BGyy FGxx FGxy FGyx FGyy

2 2 2 2 2 4 4 2

Table 7.2: Obtained degrees of the polynomials for the parasitic coupling transfer func-
tions.

BQxx BQxy BQyx BQyy FQxx FQxy FQyx FQyy

3 3 3 3 3 3 3 3

Table 7.3: Obtained degrees of the polynomials for the noise transfer functions.

CHx CHy DHx DHy

6 5 6 5

We have also evaluated the ability of the different identified models to explain another
set of N = 10000 data (having the same spectrum as the data used for the identifi-
cation). For the transfer function Gxx, we generate a new set of data x̃(t) and u2

x(t)
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(t = 1, · · · , N) using the procedure presented in Section 7.3.2 and we compute the best
fit of the identified model Gxx(z, θ̂Gxx,init) as follows:

Best Fit for Gxx = 100%

1−

√∑N
t=1(x̃(t)−Gxx(z, θ̂Gxx,init)u

2
x(t))2√∑N

t=1(x̃(t)− x̄)2


where x̄ is the mean value of the set {x̃(t) | t = 1, · · · , N}. We define similarly the Best
Fits of Gxy, Gyx and Gyy.

As another example, for Qxx, we generate a new set of data %xx(t) and ux(t) (t =
1, · · · , N) using the procedure presented in Section 7.3.2 and we compute the best fit
of the identified model Qxx(z, θ̂Qxx,init):

Best Fit for Qxx = 100%

1−

√∑N
t=1(%xx(t)−Qxx(z, θ̂Qxx,init)ux(t))2√∑N

t=1(x̃(t)− x̄)2


We define similarly the Best Fits of Qxy, Qyx and Qyy.

All the computed Best Fits are given in Tables 7.4 (for the transfer functions in G)
and 7.5 (for the transfer functions in Q). We observe high Best Fits for the identified
models Gyy(z, θ̂Gyy ,init), Qxx(z, θ̂Qxx,init) and Qyx(z, θ̂Qyx,init) which might allow us to
conclude that these estimates are reliable. For the other models, the Best Fits are low
and we might conclude that they are not reliable. For Qyx(z, θ̂Qyx,init), the Best Fit is
close to 0%: this estimate is clearly unreliable.

The Bode diagrams of all identified models are given in Figures 7.1, 7.2 and 7.3. Let
us discuss these Bode diagrams, starting with the ones corresponding to the parasitic
capacitive coupling (See Figure 7.2). As expected, the identified models for Qxx, Qxy
and Qyy present all an highpass effect. We also observe that the gain of these identified
models are important and this is particularly the case in the frequency range of the
resonance frequencies of the gyroscope (around 2π × 11836.8 rad/s). It seems that
there is almost no capacitive coupling from the drive mode to the sense mode since
Qyx(z, θ̂Qyx,init) ≈ 0 but this estimate is unreliable due to the low Best Fit obtained.
Finally, it seems that there is a lowpass effect in high frequencies. This may be due
to extra dynamics coming from the electronic card and so our conjecture given in
Section 6.5.3 seems to be true here. Therefore, it seems that choosing a black-box
approach was a good initiative after all.

Secondly, let us interpret the results of the identified mechanical coupling transfer
functions (see Figure 7.1). First, we can observe a resonance behavior in all the transfer
functions. For Gxy and Gyx, we can observe two resonances why for the direct terms
Gxx and Gyy only one resonance is visible. The quality factors of the resonances of the
identified transfer functions Gxx and Gyy have the same magnitude order as the ones
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given by the gyroscope manufacturer. For the direct transfer functions Gxx and Gyy, an
unstable zero has been identified but it does not correspond to a physical phenomenon.
It might come from the electronic card dynamics. However, it is important to note that
all the validity of the models in G can only be guaranteed in the frequency range 2π×
[11750, 11950] rad/s due to the data-prefiltering used in the SISO-by-SISO approach.
The validity of the models in Q is also questionable since the models in G were used for
the determination of the parasitic capacitive coupling transfer functions (Remark 7.2).

Finally, for the noise measurement (see Figure 7.3), we see a slope −20dB/decade
in the low frequency range, which is the effect of the flicker noise. Then, a constant
part is observed in Hx and which is due to the mechanical-thermal noise. It is however
not observed in Hy. A small peak is observed in high frequencies in Hx and a slope of
−40dB/dec is present in high frequencies for both PSD. Further works should be done
on determining the physical interpretation of this peak and the slope of −40dB/dec in
high frequencies. For the latter, the extra dynamics coming from the electronic card
might be the reason.

It is clear that we cannot use these models for the design of the controller since we
have some validity issues with the transfer functions in G and Q. In order to circum-
vent this validity issue, we are going to perform the MISO identifications explained in
Section 7.2 without doing some data-prefiltering. As we will see in the next section, the
models obtained using this MISO approach will be very close to the ones obtained us-
ing the SISO-by-SISO approach. However, since the input excitation used in the MISO
identification will be more broadband (than it was the case, e.g, for the identification
of the transfer functions in G), we will have more confidence in the obtained models.

Table 7.4: Best Fit for the mechanical coupling from the SISO-by-SISO approach.

Gxx Gxy Gyx Gyy

Best Fit 55.69% 57.51% 75.18% 97.47%

Table 7.5: Best Fit for the parasitic coupling from the SISO-by-SISO approach.

Qxx Qxy Qyx Qyy

Best Fit 90.1% 93.59% −0.28% 59.01%
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Figure 7.1: Bode diagrams of the mechanical coupling from the SISO-by-SISO approach.
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Figure 7.2: Bode diagrams of the parasitic capacitive coupling from the SISO-by-SISO
approach.
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Figure 7.3: Estimated PSD of vx (left) and vy (right) from the SISO-by-SISO approach.

7.4 MISO identification and data informativity

Using the identification criteria (7.7) and (7.8), we can derive models for the subsys-
tems (7.4) and (7.5) corresponding to the MEMS gyroscope (7.1) when uy = 0. For
this purpose, we need to perform an experiment by applying a signal ux to (7.1) while
keeping uy = 0. The choice of the excitation signal ux will be described in the sequel.
The optimization procedure to solve the criteria (7.7) and (7.8) will be initialized with
the models obtained in the previous section. Consequently, the model structures that
will be used in the criteria (7.7) and (7.8) must be the same as the model structures
used during the initial identification (see Tables 7.1, 7.2 and 7.3).

Note that we will only describe the MISO identification of the subsystems (7.4)
and (7.5) with ux 6= 0 and uy = 0 (see (7.7) and (7.8)). A similar approach can be
taken for the identification of Sxy and Syy, i.e., when ux = 0 and uy 6= 0.
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7.4.1 Input choice for the MISO identification

First, it is important that the spectrum of u2
x is non zero in the direct neighbourhood

of ω0,x and ω0,y in order to excite well the mechanical dynamics. Therefore, as in
Section 7.3, we will choose for the multisine excitation the same excitation frequencies
around ω0,x/2 and ω0,y/2 as in Section 7.3.2 (Sets 1, 2 and 3) in order to excite only
the mechanical effects around the resonances frequencies ω0,x and ω0,y thanks to the
square nonlinearity. Secondly, for the parasitic coupling, it is also important to excite
in low and high frequencies since the parasitic coupling has also dynamics in these
frequency ranges. For this purpose, we will add sinusoidal frequencies to Sets 1, 2 and
3 in low and high frequencies. Therefore, the final multisine excitation is made up of
250 frequencies distributed over the interval [0, ωs/2]. They are regrouped in sets and
distributed regularly in each set as follows

• Set 1 (around ω0,x/2): from 2π× 5918.415 till 2π× 5918.49 with a frequency bin
of 2π × 0.0005. In total, there are 151 frequencies.

• Set 2 (between ω0,x/2 and ω0,y/2): from 2π×5918.5 till 2π×5921 with a frequency
bin of 2π × 0.5. In total, there are 6 frequencies.

• Set 3 (around ω0,y/2): from 2π × 5921.5 till 2π × 5922.2 with a frequency bin of
2π × 0.005. In total, there are 141 frequencies.

• Set 4 (low frequency range): from 2π× 500 till 2π× 5000 with a frequency bin of
2π × 100. In total, there are 46 frequencies.

• Set 5 (after ω0,y/2 and before ω0,x): from 2π×6000 till 2π×11000 with a frequency
bin of 2π × 1000. In total, there are 11 frequencies.

• Set 6 (after ω0,y until ωs/2): from 2π × 12000 till 2π × 31000 with a frequency
bin of 2π × 1000. In total, there are 20 frequencies.

It is also illustrated in Figure 7.4.

Figure 7.4: Illustration of the sets of frequency for the multisine excitation.

This multisine contains sines over the whole frequency range, in particular in the
direct neighbourhood of ω0,x/2 and ω0,y/2 near but not in the direct neighbourhood of
ω0,x and ω0,y. According to (7.12), this means that both ux and u2

x will be broadband,
but only u2

x will have contributions in the direct neighbourhood of ω0,x and ω0,y. This
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is important to guarantee an accurate identification of both Q and G. Observe indeed
that the gain of Q is maximal (and sometimes higher than the one of G) in the direct
neighbourhood of ω0,x and ω0,y, which is the frequency range where the "only" dynamics
of G are present.

For the amplitude choice, we decide to choose the same amplitude for all sinusoids.
For the phase shifts, we optimize this choice in order to decrease the crest factor of
the multisine signal as we did in Section 7.3.2. However, instead of N = 10000 as it
was the case in Section 7.3.2, we will consider N = 62500 which will be the number of
data that will be used for the MISO identification. Although this input choice allows
to increase the maximal power in order to get small variances, it must yield informative
data so that it will be the case. The study of the data informativity is done in the next
paragraph.

7.4.2 Study of the data informativity

It is interesting to note that the results of Chapter 5 allow us to verify that the chosen
excitation ux will yield informative data for the identification criteria (7.7) and (7.8).

First, in ux, we have s1 = 250 nonzero frequencies and one constant level. Conse-
quently, the PSD of ux is nonzero at m1 = 2s1 + 1 = 501 frequencies.

We cannot use Lemma 5.2 with n = 2 to conclude on the data informativity since we
have some frequencies and their double in the set of frequencies, violating the condition
(iii) of Lemma 5.2. For instance, both frequencies 2π × 1000 and 2π × 2000 are part
of the set of excitation frequencies. Let us then try to use Lemma 5.1 by computing
m2 and m1,2. For this computation, we could use the procedure given in Section 5.4.1.
However, even though all the amplitudes are taken positive, the phase shifts are not
equal to 0. Therefore, we compute the FFT of u2

x with a large number N ′ of data
(N ′ = 107) in order to give a lower bound for m2. We also compute the FFT of ux
in order to determine a lower bound for m1,2. From the observation of the FFT, We
conclude that m2 −m1,2 ≥ 100. Therefore, with this excitation, we have that

deg(BQxx) + deg(FQxx) ≤ 501 = m1

deg(BGxx) + deg(FGxx) ≤ 100 ≤ m2 −m1,2

and that

deg(BQyx) + deg(FQyx) ≤ 501 = m1

deg(BGyx) + deg(FGyx) ≤ 100 ≤ m2 −m1,2

where these degrees are the ones determined from the SISO-by-SISO approach and
which are given in Tables 7.1 and 7.2.

Consequently, the chosen excitation ux will yield informative data for the identification
criteria (7.7) and (7.8).
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7.4.3 Identification results and comparison with initial model

Using an experiment with uy = 0 and the signal ux presented in Section 7.4.1 from
t = 1 till t = N = 62500, we determine the solutions of the identification criteria (7.7)
and (7.8), initializing these optimizations problems at the parameter vectors obtained
in Section 7.3. This identification experiment leads to models for the transfer functions
in Sxx and Syx (see 7.4 and 7.5). Similarly, using an experiment with ux = 0 and a
signal uy having the same expression as the signal ux described in Section 7.4.1, we can
determine models for the transfer functions in Sxy and Syy.

Note that, even if the MISO identification criteria are initialized using the models
obtained in Section 7.3, we could observe some local minimum problems since identified
models of G0,xy and G0,yx gave us results that were absurd (resonance frequencies that
were far away from ω0,x and ω0,y). We have to further constrain each parameter of
θGxy and θGyx to range from −5% to +5% of the initial (identified) value. This means
that, during the optimization, the parameter vectors θGxy and θGyx are constrained to
lie in a hyperrectangle whose center is θ̂Gxy ,init for θGxy and θ̂Gyx,init for θGyx with a
maximal deviation of 5% for each parameter. This can be implemented with the System
Identification Toolbox of Matlab<.

The Bode diagrams of the obtained models compared with the ones from the SISO-by-
SISO approach are given in Figures F.1 and F.2 in Appendix F.1. As already mentioned,
we observed that the models identified using the MISO approach are very close to the
initial models obtained using the SISO-by-SISO approach. For Gxy and Gyx, this is
surely explained by the constrained optimization.

We have performed two validation experiments, using the same excitation signals as
the experiments used for the identification. This allows to compute the Best Fit of the
identified models for the broadband excitation signal defined in Section 7.4.1. The first
validation experiment (uy = 0 and ux as in Section 7.4.1) yields validation data ux, u2

x,
x̃ and ỹ for t = 1 till t = N = 50000. Using these data, we can define:

Best Fitxx = 100%

1−

√∑N
t=1(x̃(t)−Qxx(z, θ̂N,xx)ux(t)−Gxx(z, θ̂N,xx)u2

x(t))2√∑N
t=1(x̃(t)− x̄)2



Best Fityx = 100%

1−

√∑N
t=1(ỹ(t)−Qyx(z, θ̂N,yx)ux(t)−Gyx(z, θ̂N,yx)u2

x(t))2√∑N
t=1(ỹ(t)− ȳ)2


where x̄ is the mean value of the set {x̃(t) | t = 1, · · · , N} and ȳ is the mean value
of the set {ỹ(t) | t = 1, · · · , N} with N = 50000. The second validation experiment
(ux = 0 and uy with the spectrum given in Section 7.4.1) yields similar Best Fitxy and
Best Fityy.
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These four Best Fits are given in Table 7.6 where we observe that they are all ex-
tremely high except Best Fitxy which is relatively smaller. This low Best Fit can be
explained by the fact that Qyx seems to be equal to 0 and that only the dynamics
of Gyx are visible in the data. Then, the fact that there is no data-prefiltering may
explain why Best Fitxy is lower than the Best Fit obtained for the initial identification
of Gyx since the contribution of the noise is higher on the identified parameter with-
out data-prefiltering. We will nevertheless deem the models identified using this MISO
approach validated and use them for the controller design. In other words, we will use
the identified model of (7.1) to design the blocks "Parasitic Compensation Kcomp(z)"
and "Tracking Controller K(z)" (see Figure 6.10). In the next section, we present the
strategy for the block "Parasitic Compensation Kcomp(z)".

Table 7.6: Best Fit for the models obtained from the MISO approach with N = 50000.

Best Fitxx Best Fityx Best Fitxy Best Fityy
96.68% 90.53% 59.33% 92.9%

7.5 Block "Parasitic Compensation Kcomp(z)"

7.5.1 Strategy: model-based compensation

In this section, we focus on the block "Parasitic Compensation Kcomp(z)" in Figure 6.10.
The main purpose of this block is to compensate the parasitic capacitive coupling in
order to guarantee that both signals x̃c and ỹc defined in (6.9) are almost equal to
x̃mec + vx and ỹmec + vy respectively.

As explained in Section 6.5.3, the block "Parasitic Compensation Kcomp(z)" is chosen
as −Q̂(z) where Q̂(z) is an estimate of Q0(z). In our case, it is the transfer func-
tion matrix made up of model of the identified parasitic capacitive coupling transfers
Qxx(z, θ̂N,xx), Qxy(z, θ̂N,xy), Qyx(z, θ̂N,yx) and Qyy(z, θ̂N,yy) obtained from the MISO
identifications in Section 7.4 and defined as below

Q̂(z) =

(
Qxx(z, θ̂N,xx) Qxy(z, θ̂N,xy)

Qyx(z, θ̂N,yx) Qyy(z, θ̂N,yy)

)
(7.13)

7.5.2 Results of the model-based compensation

In this paragraph, we are going to verify if the model identified in Section 7.4 is suffi-
ciently accurate to ensure an efficient compensation of the capacitive coupling. For this
purpose, we consider the setup represented in Figure 7.5 where the gyroscope is oper-
ated in open loop and where only the block "Parasitic Compensation Kcomp(z)" −Q̂(z)
in (7.13) is implemented (no block "Tracking Controller K"). In this configuration, we
simultaneously apply an excitation on ux and uy. These excitation signals are chosen
(see (7.9)) as ux(t) = ūx(t) + 1 and uy(t) = ūy(t) + 1 with ūx and ūy are independent
RBS of amplitude equal to 1V. We then collect the corresponding output signals before
the compensation (i.e, x̃, ỹ) and after the compensation (i.e, x̃c and ỹc).
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7. Identification for the control of the MEMS gyroscope

If the compensation works well, we should expect the FFTs of the compensated out-
puts x̃c and ỹc to be almost equal to the FFT of the mechanical outputs x̃mec and ỹmec
in the neighbourhood of the resonance frequencies. Indeed, in this frequency range, the
effect of the noise is negligible due to the high quality factors of both resonances. For
this purpose, as shown in Figure 7.5, we also simulate the outputs x̃sim and ỹsim from
the identified model of the mechanical transfer functions as given below(

x̃sim(t)
ỹsim(t)

)
=

(
Gxx(z, θ̂N,xx) Gxy(z, θ̂N,xy)

Gxy(z, θ̂N,xy) Gyy(z, θ̂N,yy)

)
︸ ︷︷ ︸

Ĝ(z)

(
u2
x(t)
u2
y(t)

)
(7.14)

where ux and uy are the same RBS inputs which were used to excite the gyroscope. We
will then compare the FFT of these simulated mechanical outputs with the ones of the
compensated outputs x̃c and ỹc. If both FFTs match well in the neighbourhood of the
resonance frequencies, this will allow us to conclude that the compensation works well
in this frequency range and that the model of the mechanical coupling is quite accurate
in this frequency range.

Figure 7.5: Scheme of the experiment for the verification of the parasitic coupling
compensation.
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The FFTs of the drive output before compensation (x̃, blue curve) and after compen-
sation (x̃c, orange curve) are depicted in Figure 7.6. We also add the FFT of the signal
(x̃sim, yellow curve) simulated with the identified model of the mechanical coupling. A
zoom around the resonance frequency is given in Figure 7.7. By looking at the blue
curve in Figure 7.6, we observe that both resonances are completely hidden by the par-
asitic capacitive coupling. The digital compensation allows an important reduction of
this effect and the resonance peaks at ω0,x and ω0,y are now visible as illustrates the
orange curve in Figure 7.6. Around the resonance frequencies ω0,x and ω0,y, we observe
that the FFTs of the compensated output x̃c (orange curve) and of the simulated one
x̃sim (yellow curve) are close, except in the direct neighbourhood of ω0,y. This is not
surprising since we have already observed that the model of the subsystem from uy to
x̃ is not very accurate. However, it seems that the compensation performs quite well
near ω0,x since both FFTs match well in this frequency rage.

For the sense mode output, Figure 7.8 gives the FFTs of the sense mode output be-
fore compensation (ỹ, blue curve) and after compensation (ỹc, orange curve). We also
add the FFT of the signal ỹsim simulated with the identified model of the mechanical
coupling in Section 7.4 (ỹsim, yellow curve). A zoom is also provided around the reso-
nance frequencies in Figure 7.9. In this case, the resonance peak is visible without the
compensation (blue curve) but with high gains before and after the resonances. The
compensation (orange curve) allows to reduce the gain before and after the resonances.
Moreover, the compensated output ỹc corresponds to the one simulated from the model
(yellow curve) around the resonance frequencies.
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Figure 7.6: FFT magnitudes of the drive output before compensation x̃ (blue), after
compensation x̃c (orange) and the simulated drive output x̃sim from Ĝ(z) (yellow).

Figure 7.7: Zoom of Figure 7.6 around the resonance frequencies.
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Figure 7.8: FFT magnitudes of the sense output before compensation ỹ (blue), after
compensation ỹc (orange) and the simulated sense output ỹsim from Ĝ(z) (yellow).

Figure 7.9: Zoom of Figure 7.8 around the resonance frequencies.
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Therefore, we can fairly consider that the parasitic electrical coupling is well com-
pensated and so the signal vector that is sent to the block "Tracking Controller K(z)"
in Figure 6.10 depends only on the noise and the mechanical dynamics of the MEMS
gyroscope. Consequently, we can design the latter by only considering the identified
models of the noise Hx(z, η̂N,x) and Hy(z, η̂N,y) and the mechanical transfer function
matrix Ĝ(z). This block design is presented in the next section.

7.6 Block "Tracking Controller K(z)"

7.6.1 Issue for the design: high complexity of G(z, θ̂N)

In this section, we will focus on the block "Tracking Controller K(z)". This block is syn-
thesized with the H∞ method and it will be based on the identified models Hx(z, η̂N,x)

and Hy(z, η̂N,y) of the noise and the mechanical coupling function matrix Ĝ(z) defined
in (7.14). However, a H∞ controller has an order which is equal to the sum of the
model orders and the weighting function orders used in the design. Unfortunately, if
we compute the order of the MIMO model Ĝ(z) given in (7.14), we obtain 12 which
is quite high. Therefore, the controller will be too complex to be implemented in the
electronic card of the MEMS gyroscope. Moreover, it is quite surprising that a MIMO
transfer function matrix that describes two resonances has an order of 12. Even by
using the Matlab function minreal, we could not reduce this order.

We should subsequently find an approach to reduce the model complexity of Ĝ(z).
The first method that has been tried is the Hankel-singular-value-based reduction by
using the Matlab function balred. The results are given in Appendix F.2 and they
show that this method is not successful.

One reason that might explain why the Hankel singular values based reduction did not
perform well is linked to our black-box identification modeling approach. Indeed, we
have identified the transfer functions in Ĝ(z) (see (7.14)) one by one with independently
parametrized transfer functions. This modeling way prevents the physical links between
all the identified transfer functions. A grey-box modeling approach may help us to
circumvent this problem. This is presented in the next paragraph.

Remark 7.4. The latter conclusion might let us think that the black-box modeling ap-
proach that we have considered so far seems to be inappropriate. However, it is impor-
tant to recall that it allowed us to model extra dynamics from the electronic card that
could not be modeled with a grey-box model. Moreover, we will see that the black-box
model will be useful to prevent local minimum issues that we can meet with the nonlin-
ear optimization algorithm used in the grey-box identification. Therefore, the black-box
approach is still relevant for the modeling of the mechanical dynamics involved in the
MEMS.
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7.6.2 Grey-box-based model reduction

We will determine a more compact representation of G0 using the model description
presented in Chapter 6. By assuming that the parasitic capacitive coupling is perfectly
compensated, the noises vx and vy are equal to 0 and that Ω = 0, the main dynamics
can be represented by the following equation system{

mxẍ(tc) + dxxẋ(tc) + kxxx(tc) + dxyẏ(tc) + kxyy(tc) = αxu
2
x(tc)

myÿ(tc) + dyyẏ(tc) + kyyy(tc) + dyxẋ(tc) + kyxx(tc) = αyu
2
y(tc)

(7.15)

We should also add both measurement equations{
x̃(tc) = βxx(tc)
ỹ(tc) = βyy(tc)

(7.16)

This model structure will nevertheless not be sufficient. Indeed, as observed in Fig-
ure F.3 for the parasite capacitive coupling, we observe extra dynamics with the slope
of −20dB/decade after the resonance frequencies. We also observe an unexplained slope
in the noise DSPs in Figure 7.3 in the same frequency range. This effect, coming from
the electronic card, seems to be modeled by a lowpass filter. Therefore, we will replace
the measurement equations in (7.16) by:

1

λx
˙̃x(tc) + x̃(tc) = βxx(tc)

1

λy
˙̃y(tc) + ỹ(tc) = βyy(tc)

(7.17)

where λx and λy are the cut-off frequencies frequencies of this lowpass filter effect.
This effect may come from the anti-aliasing filters which have a cutoff frequency of
2π × 15000 rad/s. The identified values of λx and λy that we will obtain from this
grey-box modeling might help us to conclude on this conjecture.

By considering the following state vector

w(tc) =



x(tc)
ẋ(tc)
y(tc)
ẏ(tc)
x̃(tc)
ỹ(tc)


the equation system (7.15) combined with (7.17) can be put into the following state-
space representation 

ẇ(tc) = Aww(tc) + Bw

(
u2
x(tc)
u2
y(tc)

)
(
x̃(tc)
ỹ(tc)

)
= Cww(tc)

(7.18)
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where

Aw =



0 1 0 0 0 0

−kxx
mx

−dxx
mx

−kxy
mx

−dxy
mx

0 0

0 0 0 1 0 0

−kyx
my

−dyx
my

−kyy
my

−dyy
my

0 0

λxβx 0 0 0 −λx 0
0 0 λyβy 0 0 −λy



Bw =



0 0
αx
mx

0

0 0

0
αy
my

0 0
0 0



Cw =

(
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

)

We want to identify the parameters in the matrices Aw and Bw by using the Matlab
function greyest. It consists in the computation of the optimal physical parameters
that minimizes a least-square criterion on the error between the measured output and
the output of the state space model. However, in the actual form of the state-space
representation, there is a problem of global identifiability due to the divisions by the
masses mx and my. We can tackle this problem by replacing all the corresponding
parameters by the following normalized parameters

k̄xx = kxx/mx d̄xx = dxx/mx

k̄xy = kxy/mx d̄xy = dxy/mx

k̄yy = kyy/my d̄yy = dyy/my

k̄yx = kyx/my d̄yx = dyx/my

ᾱx = αx/mx ᾱy = αy/my

In order to perform the grey-box identification, we have to choose the excitations
ux and uy and the corresponding collected data. The first possibility is to use some
experimental data collected on the true system S by applying some excitation ux and
uy. However, we just want to reduce the complexity of the model G(z, θ̃N ) which
is already a quite accurate estimate of the real dynamics. Therefore, we can directly
simulate the data with this transfer function. This has the advantage to consider
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noise-free data, allowing better grey-box modeling performances. Moreover, we are not
anymore constrained by the input limitations for ux and uy (see Section 7.4.1). For the
excitation, the input signals ux and uy will be independent white Gaussian noises.

Even if there is no noise, we can meet some local minimum problems since the grey-
box identification is also based on a nonlinear optimization algorithm. Therefore, we
should find a good initialization for this algorithm. The idea for the initialization that
we will consider is based on the identified transfer function Ĝ. The method for the
initialization is explained in Appendix F.3.

The Figures 7.10 and 7.11 give the Bode diagram magnitudes and phases respectively
of the identified grey-box model of order 6 (that has been converted into a discrete-time
model with the ZOH assumption) and the identified black-box model of order 12. Both
Bode diagrams are really close for all transfer functions, suggesting that the grey-box
model reduction performs well. However, the identified parameters λx and λy are close
to 2π × 7000 rad/s and not to 2π × 15000 rad/s. Therefore, the effect of the electronic
seems to not be explained by the anti-aliasing filter. Further works should be done to
determine the nature of this effect.
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Figure 7.10: Comparison of Bode diagram magnitudes between the identified black-box
model (blue solid line) and the identified grey-box model (orange dotted line).
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Figure 7.11: Comparison of Bode diagram phases between the identified black-box
model (blue solid line) and the identified grey-box model (orange dotted line).
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7.6.3 Controller design and validation

Based on the grey-box model obtained in the previous section, a H∞ controller of order
18 is designed in order to guarantee the control objectives given in Section 6.5. The
controller is designed by Fabrício Saggin, another Ph.D. student participating in the
Next4MEMS project funding this thesis. Its Bode diagram is given in Appendix F.4. In
the next paragraphs, we are going to evaluate the performances of the MIMO controller
and the modeling performances on one closed-loop experiment. For the reference signals,
recall that the sense mode reference signal is equal to 0 and the one of the drive mode
is a sinusoidal one. In order to avoid any control effort saturation, the drive reference
signal xref is first modulated by a ramp signal during 2s until it reaches the reference
amplitude of 0.05V.

Modeling performances

We are going to verify once more the quality of the computed model with a closed-loop
experiment this time. For this purpose, as illustrated in Figure 7.12, we will compare
the measured drive output x̃ and the drive output x̃mod simulated by the reduced-order
model obtained in Section 7.6.2, put in closed-loop with the same controller K(z) and
the same sinusoidal reference signal xref .

Figure 7.12: Block scheme for the comparison between the measured output x̃ in closed-
loop and the simulated one x̃mod. The term Ggb denotes the identified grey-box model.
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To give a quantitative measure of the quality of the model for the drive channel, we
compute the Best Fit which is defined in this case by

Best Fitcl = 100%

1−

√∑N2
t=N1

(x̃c(t)− x̃mod(t))2√∑N2
t=N1

(x̃c(t)− x̄c)2


where x̃c is the measured drive output after compensation of mean value x̄c over the
N2 − N1 + 1 collected data and x̃mod(t) the drive mode output simulated from the
grey-box model obtained in Section 7.6.2. For the computation of the Best Fit with
the experimental data, we consider N1 = 6 × 62500 and N2 = 9 × 62500 (i.e., 3s of
experiment from tc = 6s till tc = 9s). We obtain a Best Fit equal to 96.19% suggesting
great modeling performances for the drive channel.

Controller performances

In this section, we verify that the controller guarantees the tracking objectives given in
Section 6.5. In Figure 7.13, we compare in the time-domain the reference signal xref
and the measured drive output x̃c. The Figure 7.14 gives a zoom of Figure around
tc = 6s. The drive output seems to track very well the reference signal xref .

Figure 7.13: Comparison of the drive measured output x̃ (blue) and the drive reference
signal xref (yellow).
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Figure 7.14: Zoom of Figure 7.13 around tc = 6 s.

7.7 Conclusion

In this chapter, we have developed a method to identify the main dynamics of a MEMS
gyroscope for the design of a controller with four separate MISO identifications, i.e.,
we have answered the second part of Research Question 4. However, an initialization
was needed in order to avoid local minimum issue during these MISO identifications
and we used some priors for this purpose. Then, a signal has been designed in order
to increase the SNR and to provide the data informativity simultaneously so that the
estimates are accurate. Almost all identified transfer functions are accurately identified
and so we could design a controller based on these models.

As explained in Chapter 6, the controller has two degrees of freedom. For the block
"Parasitic Compensation Kcomp(z)" in Figure 6.10, we have seen that the parasitic
capacitive coupling is well compensated by using the identified model Q̂(z). For the
block "Tracking Controller K(z)", we had to reduce the complexity of the model Ĝ(z)
in order to avoid high order controller that cannot be implemented. For this purpose,
we have considered a grey-box identification but where the data are simulated from
the identified model Ĝ(z). This allowed an important reduction of the model order
with the same modeling performances and a controller has been designed with the H∞
design approach based on this reduced-order model. We have observed that the tracking
objectives are well achieved for the drive mode.
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It seems that Research Question 4 has been answered for the drive control objectives
given in Chapter 6. Of course, there are still some experiments to do such as angular
rate experiments in order to verify the performances of the designed controller for the
accuracy of the angular rate deduction and for the sense mode control objectives.

In the next chapter, we give the conclusion of this dissertation and some leads for
future works are provided.
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In this chapter, we give some concluding remarks on the research work presented in
this dissertation. After that, some ideas for future works are suggested regarding the
data informativity analysis and the identification of the MEMS gyroscope.

8.1 Summary of the dissertation

In this dissertation, we have first studied the data informativity w.r.t. MIMO linear
model structures which are natural generalizations of classical SISO model structures:
FIR, ARX, ARMAX, OE and BJ. We have considered two cases which are the open-
loop identification (Research Question 1) and direct closed-loop identification (Research
Question 2). In both cases, the types of excitation that have been considered are multi-
sine and filtered white noise, which are two commonly-used types of excitations within
the Prediction Error framework. This study was motivated by the lack of not-overly
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conservative conditions for the verification of the data informativity for the identifica-
tion of MIMO systems. We have seen in Chapters 3 and 4 that the data informativity
can be verified by checking, for each channel, the right invertibility of a matrix depend-
ing on the model structure complexity, on the controller (for closed-loop experiments)
and on the excitation parametrization. Even if this new condition comes with a dose
of conservatism for most of the considered MIMO model structures, it is still less con-
servative than the ones developed in the literature, except1 for the closed-loop costless
identification of MISO ARMAX systems [YZ18]. Therefore, this new condition for the
verification of the data informativity answers Research Questions 1 and 2.

However, the previous study only restricts attention to linear systems while most
of real-life systems have some nonlinear behaviors that can be accurately identified
within the Prediction Error framework. Therefore, in Chapter 5, we have studied the
data informativity for a particular class of nonlinear systems given in (5.1) (Research
Question 3). This particular study was motivated by the real-life system studied in this
thesis: the MEMS gyroscope. Its main dynamics can be modeled within such structure.
In order to answer Research Question 3, we have seen that the system (5.1) can be recast
as a MISO linear system with 2 inputs: u1 = u and u2 = un. Therefore, the developed
results in Chapter 3 can be used to verify the data informativity for the identification of
such nonlinear system. However, in the case where n is large and the excitation u is a
multisine, the main result developed in Chapter 3 (persistency of a particular regressor)
might need a high computational cost to verify the data informativity since we have to
calculate all the amplitudes, the phase shifts and the frequencies of the multisine un.
Therefore, additional results requiring less computation (but with more conservatism)
than the ones derived in Chapter 3 have been developed in Chapter 5 to verify the data
informativity in this case.

Finally, in the practical part of this dissertation, we consider the problem of the
identification of the MEMS gyroscope. We have seen in Chapter 6 that it is important to
design an optimal controller for the MEMS gyroscope in order to increase the accuracy of
the angular rate estimation. Therefore, an accurate model of the main dynamics of the
MEMS gyroscope is needed. However, the literature does not propose a complete model
structure and an identification method to identify the three main dynamics of the MEMS
gyroscope which are the mechanical coupling, the parasitic capacitive coupling and the
measurement noise (Research Question 4). Therefore, in Chapter 6, we have developed
a complete parametric model structure for the identification of these three phenomena
(first part of Research Question 4). In Chapter 7, an identification method has been
developed in order to estimate all the transfer functions in this model structure (second
part of Research Question 4). Based on the identified model of the MEMS, a controller
with two degrees of freedom has been designed by Fabrício Saggin, another Ph.D.
student working in the Next4MEMS project. We could observe great performances for

1However, the result derived in [YZ18] is valid for restrictive class of MISO ARMAX model struc-
tures and for controllers with particular coprimeness assumptions. The condition developed in this
dissertation do not need to do these assumptions/restrictions.
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the tracking objectives and the rejection of the parasite capacitive coupling. Therefore,
for the control objectives considered in the thesis, our identification methodology seems
to answer Research Question 4. However, we still have to analyze the quality of the
angular rate estimation with this controller.

8.2 Leads for future works

In this section, we develop some leads for future works.

8.2.1 Restrictions of the considered MIMO model structures

In Chapters 3 and 4, we have considered MIMO systems for which the noise transfer
function matrix H0(z) has been assumed to be diagonal. This is the first limitation
of the study presented in this dissertation. Fortunately, for the open-loop case and for
FIR, ARX, OE and BJ model structures, we can still link the data informativity to
the persistency of the same regressor vectors φu given in Theorem 3.3 even if H0(z)
is not assumed to be diagonal. This has been proven in [CBBM20b]. However, for
ARMAX model structures, this diagonal assumption is necessary to derive the result
in Appendix B.5.

We have also considered that all the numerators and denominators of the entries of
G(z,θ) and H(z,θ) do not share common parameters (except for the parameters in η
for the ARX and ARMAX model structures). However, for some real-life systems, the
dynamics can be, e.g., modeled within a model structure for which the transfer func-
tions have some common parameters. It is the case of the MEMS gyroscope since, by
converting the grey-box state-space model into a transfer function matrix form (see Ap-
pendix F.3), we can observe that the transfer functions have some common parameters.
Identifying a system within a full-order model structure with a common parametriza-
tion reduces the number of parameters which subsequently decreases the variance on
the identified parameters. Moreover, a common parametrization often implies physi-
cal links between the transfer functions of the system which are also important to be
identified. Therefore, studying the data informativity with common parameters is an
interesting but also a challenging subject to work on in the future.

8.2.2 Conservatism of the developed conditions and possible
inaccuracies for the rank computation

As explained in Chapters 3 and 4, we can at the moment conclude that the rank
verification criterion developed in this dissertation is a sufficient condition for ARMAX,
OE and BJ in open-loop and for ARX, ARMAX, OE and BJ in closed-loop. For
instance, in the closed-loop case, we cannot easily conclude that the rank verification
of P(c,i) given in Theorem 4.4 is necessary since the sets Di in (4.13) do not cover the
whole space Rζi except for FIR model structures for which we have Di = Rζi . But we
can still deduce a necessary and sufficient condition. As mentioned in Remark 4.3, in
the closed-loop case with a nonzero external excitation (r 6= 0nu×1), a necessary and
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sufficient condition for the data informativity is that, for each channel i = 1, · · · , ny,
the intersection of the left null space of P(c,i) and the set Di is equal to 0. However,
this requires a geometrical study of the sets Di which will be done in future works. A
similar reasoning applies for the open-loop case where the corresponding sets Di are
discussed in the proof of Theorem 3.3.

The second main issue is linked to the fact that the new developed condition in this
dissertation is based on a rank verification of a certain matrix that depends on the
excitation parametrization, the controller (for closed-loop experiments) and the model
structure complexity. However, as mentioned in Remark 3.5, a rank computation can
be inaccurate. Further works should be done in order to tackle this issue.

8.2.3 Data informativity for nonlinear systems identifiable within
the Prediction Error framework

In Chapter 5, we have considered a very particular type of parallel Hammerstein model
structure given in (5.1). This choice for such restriction was motivated by the iden-
tification of the MEMS gyroscope whose main dynamics can be modeled within such
model structures with n = 2. However, this particular nonlinear model structure is
quite limiting for other real-life applications. We can then wonder how to generalize
the data informativity study for more complex parallel Hammerstein model structures
with different types of input static nonlinearities such as polynomial ones, dead-zone,
saturation, etc. We can also consider other types of block-oriented parallel model struc-
tures such as Wiener, Hammerstein-Wiener, Wiener Hammerstein, etc [GB10, ST17].

8.2.4 From the data informativity analysis to the least-costly
experiment design

As mentioned in Chapter 1, the data informativity is a crucial property in order to
get an accurate model, provided that the number of data N can be increased. Indeed,
the data informativity (combined with the global identifiability at θ0) only guarantees
the convergence of the identified parameter vector θ̂N to the true parameter vector
θ0. However, for a fixed N , all excitations that yield informative data w.r.t. the
model structure will not provide the same uncertainties on the identified parameters
(i.e., the same covariance matrix which is a measure of the uncertainties). For some
(unlucky) choices of excitations that yield informative data, we might need to largely
increase the number of data N to guarantee a small level of uncertainties, which is
not ideal in practice. That is why, in Chapter 7, we have designed the excitations for
the identification of the MEMS gyroscope such that the data are informative and the
signal-to-noise ration (SNR) is increased simultaneously in order to get small variances
on the identified parameters for a reasonable number of data N .

Therefore, the next step after the data informativity study is naturally the choice
of the optimal excitation that guarantees desired uncertainty levels: it is, e.g., the
case of the least-costly experiment design framework where the optimal input corre-
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sponds to the one with the minimal power satisfying some desired uncertainty con-
straints [BSG+06, BBHS08, JH05].

The study provided in this dissertation can help for the experiment design choice
in order to do this optimization. Indeed, the data informativity provides the positive
definiteness of the covariance matrix, which is a necessary condition to do the optimal
input design. For instance, for MISO ARX model structure with multisine excitation
in open-loop, we have seen that there is a necessary number of sinusoids that must
be guaranteed for the data informativity. In other words, for the optimal design of
the multisine excitation, it is necessary to satisfy this richness condition, otherwise
the optimization will never give a solution for which the covariance matrix is positive
definite. Future works should be done on how to connect the developed results of data
informativity for the identification of MIMO systems with the least-costly experiment
design framework.

8.2.5 MEMS gyroscope: uncertainties, angular rate analysis and
temperature-dependency

For the MEMS gyroscope considered in this dissertation, a MIMO controller has been
designed based on the identified model. The drive mode tracking objectives, presented in
Chapter 6, have been evaluated and verified. However, in these control objectives, there
is no specification on the angular rate estimation. In future works, it will be important
to verify the quality of the angular rate deduction based on this MIMO controller. This
type of experiments will also be useful to verify the sense mode tracking performances.

In Chapter 7, we have derived a model for the three main dynamics of the MEMS
gyroscope. However, a model alone is not enough for the derivation of a controller. It
is also important to take into account the uncertainties on the identified parameters.
Since we have designed the multisine excitation such that the SNR is increased, we
could expect small uncertainties. Fortunately, with Prediction Error, we can estimate
the uncertainties2 for a given probability α to verify this fact [BSG+06]. We then obtain
a set of models (uncertain set) for which we know that the true model belongs to with
a probability of α. A first study on the direct transfer functions Gxx, Exx, Gyy and
Eyy and with α = 0.99 have shown that these uncertainties are indeed relatively small.
However, further works should be dedicated to verify that the uncertainties on all the
identified transfer functions are small enough to guarantee that the whole performances
of the controller (drive mode and sense mode control objectives) are still valid for all
models in the uncertainty set and so for the true (unknown) system. This study is
the very essence of the scientific field called robustness analysis. In the Next4MEMS
project, this part is studied by Jorge Ayala, one of the four Ph.D. students working in
the Next4MEMS project.

As aforementioned, the MIMO controller has been designed based on the identifica-

2If the consistency of the estimator is provided.
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tion of the three main phenomena involved in the MEMS gyroscope: the mechanical
transfer, the parasitic capacitive coupling and the noise measurement. However, there
are other dynamics that can deteriorate the performances of this MIMO controller. For
instance, the dynamics of the mechanical transfer strongly depend on the temperature.
More precisely, both resonances ω0,x and ω0,y vary when the temperature changes due
to stiffness variations of the silicon-based micro-beams used to attach both masses of
the MEMS (see Chapter 6). In Chapter 7, we have considered a fixed temperature
(20◦C) for the MEMS gyroscope and so fixed resonances ω0,x and ω0,y. Therefore, this
temperature-dependency did not raise any issue during the identification procedure
presented in Chapter 7. However, the aim of the Next4MEMS project is to use these
sensors for aerospace applications for which the temperature varies a lot. Moreover, as
mentioned in Chapter 6, it is important that the frequency ωref of the reference signal
xref be equal to ω0,x. To verify that the computed MIMO LTI controller can handle
this temperature-dependency issue, a robustness analysis has been performed by Jorge
Ayala for different values of ω0,x and ω0,y (i.e., for different temperatures). He has
shown that the performances (such as the stability of the loop) are deteriorated with the
MIMO LTI controller designed at the temperature 20◦C (the one presented in Chap-
ter 7) for the whole temperature range [−40, 80]◦C, which is in the set of specifications
of the MEMS gyroscope considered in this project.

To tackle this problem, the possibility that is followed by Fabrício Saggin is to design
a MIMO Linear-Parameter-Varying (LPV) controller whose varying parameter is ω0,x

and not the temperature since there is no thermometer in the considered electronic
card of the MEMS gyroscope. For this purpose, we need two ingredients: a LPV
model of the mechanical transfer for the synthesis of the MIMO LPV controller and a
method to estimate the resonance frequency ω0,x in order to adapt the controller and
the frequency ωref of the reference signal xref (which must match ω0,x). The latter is
studied by Federico Morelli, another Ph.D. student participating in the Next4MEMS
project. Two approaches are considered in his work: extremum seeking [ZO11] for
the adaptation of the reference signal and recursive identification [LS83] for the online
identification of ω0,x in order to adapt ωref .

For the derivation of a LPV model for the mechanical transfer, one can consider the
local approach [Tót10, GBH+18, LGPW14, MREL18] in order to use the developed
method in Chapter 7. The idea of this approach is in two steps. First, we compute dif-
ferent grey-box reduced-order models by following the approach in Chapter 7 (i.e., first
a black-box identification and secondly a grey-box reduction of the black-box model)
for different temperatures3 and, for each model, we identify also the corresponding reso-
nance frequency ω0,x. Secondly, we determine the function that describes the evolution
of each parameter of the grey-box model with respect to the resonance frequency ω0,x

by doing, e.g., a polynomial interpolation for each parameter. This possibility will be
studied in future works.

3For this purpose, the MEMS gyroscope is put in a thermal chamber in order to fix the temperature
at the desired one.
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A.1 Degeneration of the power spectrum matrix of
multisine vectors

We are going to prove that the power spectrum matrix Φu(ω) of the input vector u with
nu ≥ 2 has a zero-determinant at all frequencies ω when the entries uk of u are multisine
as given in (2.4). Since (2.4) is a general formulation to describe any multisine vector,
we will prove that Φu(ω) degenerates at all frequencies ω for any multisine vector of
dimension greater than or equal to 2.

First, the power spectrum matrix Φu(ω) is given by

Φu(ω) =


Φu1(ω) Φu1u2(ω) · · · Φu1unu (ω)

Φu2u1(ω) Φu2(ω) · · · Φu2unu (ω)
...

...
. . .

...
Φunuu1(ω) Φunuu2(ω) · · · Φunu (ω)


where Φukuk′ is the cross-power spectrum between uk and uk′ (k = 1, · · · , nu, k′ =
1, · · · , nu) and it is denoted by Φuk when k = k′. In order to prove that det(Φu(ω)) = 0
for all ω when u is of the type (2.4), we are going to prove that the following matrix
has a zero-determinant at all ω

A(ω) =

(
Φu1(ω) Φu1u2(ω)

Φu2u1(ω) Φu2(ω)

)
(A.1)
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Indeed, if we prove that A(ω) has a zero-determinant at all frequencies ω, then Φu(ω)
will have necessarily a zero-determinant at all frequencies ω since A(ω) is a principal
submatrix of Φu(ω).

To calculate Φu1(ω), Φu1u2(ω) = Φu2u1(−ω) and Φu2(ω), we have to determine the
Fourier transform of the correlation functions Ru1(τ), Ru1u2(τ) and Ru2(τ) respectively
which are defined by

Ru1(τ) = Ē[u1(t)u1(t− τ)]

Ru1u2(τ) = Ē[u1(t)u2(t− τ)]

Ru2(τ) = Ē[u2(t)u2(t− τ)]

For the multisine considered in (2.4), these correlations functions are equal to

Ru1(τ) =
s∑
l=1

λ2
1l

2
cos(ωlτ)

Ru1u2(τ) =

s∑
l=1

λ1lλ2l

2
cos(ωlτ + ψ1l − ψ2l)

Ru2(τ) =

s∑
l=1

λ2
2l

2
cos(ωlτ)

Consequently, by taking the Fourier transform of the correlation functions, the matrix
A(ω) in (A.1) is given by

A(ω) = π

s∑
l=1

 λ2
1l

2

λ1lλ2l

2
ej(ψ1l−ψ2l)

λ1lλ2l

2
e−j(ψ1l−ψ2l)

λ2
2l

2


︸ ︷︷ ︸

Pl

δ(ω − ωl)

+ π

s∑
l=1

 λ2
1l

2

λ1lλ2l

2
e−j(ψ1l−ψ2l)

λ1lλ2l

2
ej(ψ1l−ψ2l)

λ2
2l

2


︸ ︷︷ ︸

Ql

δ(ω + ωl)

where the notation δ here refers to the Kronecker distribution.

First, for all the frequencies ω that are different from ±ωl, A(ω) = 04×4 and so its
determinant is equal 0. When ω = ωl, A(ωl) = Pl which has a zero-determinant. The
same holds when ω = −ωl with A(−ωl) = Ql. Consequently, the matrix A(ω) has a
zero-determinant at all frequencies ω. However, as mentioned at the beginning of the
proof, if A(ω) has a zero-determinant at all frequencies ω, then it is also the case for
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Φu(ω). Consequently, the power spectrum matrix Φu(ω) has a zero-determinant at all
ω for any multisine vector with a dimension greater than or equal to 2, which concludes
the proof. �
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B.1 Proof of Theorem 3.1

To prove Theorem 3.1, we will need the following lemma

Lemma B.1. Consider a quasi-stationary input vector u of the type (2.4)-(2.5). Con-
sider also a nonzero stable and inversely stable matrix V(z) of transfer functions and an-
other stable matrix W(z) of transfer functions such that V(z)W(z) and V(z)W(z)u(t)
are valid operations yielding a matrix of transfer functions and a vector of signals re-
spectively. Then, the following equivalences hold

(a) Ē
[
||V(z)W(z)u(t)||2

]
= 0⇐⇒ Ē

[
||W(z)u(t)||2

]
= 0

(b) V(z)W(z) ≡ 0⇐⇒W(z) ≡ 0
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Proof. First, since u is of the type (2.4)-(2.5) and V(z) and W(z) are stable filter matri-
ces, V(z)W(z)u(t) and W(z)u(t) are quasi-stationary signals. Then, Ē

[
||W(z)u(t)||2

]
and Ē

[
||V(z)W(z)u(t)||2

]
are well defined.

Let us begin with the first equivalence. Since V(z) is inversely stable, we have
that the equation Ē

[
||V(z)W(z)u(t)||2

]
= 0 leads to Ē

[
||V−1(z)V(z)W(z)u(t)||2

]
= Ē [||W(z)u(t)||]2 = 0. Now, since V(z) is stable, E

[
||W(z)u(t)||2

]
= 0 implies

that Ē
[
||V(z)W(z)u(t)||2

]
= 0. This completes the proof of the first equivalence.

We can follow a similar reasoning for the second equivalence, i.e., V(z)W(z) ≡ 0 =⇒
V−1(z)V(z)W(z) = W(z) ≡ 0 =⇒ V(z)W(z) ≡ 0.

Let us now prove Theorem 3.1. By using (2.2) and (2.6), ∆W(z)x(t) in (2.12) can
be rewritten as follows

∆W(z)x(t) = (∆Wu(z) + ∆Wy(z)G0(z))u(t) + ∆Wy(z)H0(z)e(t)

where ∆Wu(z) and ∆Wy(z) are defined similarly as ∆W(z).

Since u and e are assumed independent, Ē
[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 is equivalent to

Ē
[
||(∆Wu(z) + ∆Wy(z)G0(z))u(t)||2

]
= 0

Ē
[
||∆Wy(z)H0(z)e(t)||2

]
= 0 (B.1)

Observe that, due to the whiteness of the vector e and the invertibility of H0(z), the
spectrum Φṽ(ω) of ṽ(t) = H0(z)e(t) has the property that Φṽ(ω) � 0 at all frequencies
ω. By using Parseval’s theorem, (B.1) is equivalent to

tr
(

1

2π

∫ π

−π
∆Wy(e

jω)Φṽ(ω)∆W∗
y(e

jω)dω

)
= 0

Since Φṽ(ω) � 0 at all frequencies ω, the latter implies ∆Wy(z) ≡ 0ny×ny . Conse-
quently, we can also say that Ē

[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 is equivalent to the combination

of the following two conditions:

Ē
[
||∆Wu(z)u(t)||2

]
= 0

∆Wy ≡ 0ny×ny (B.2)

Due to the expression of Wy(z) in (2.7), (B.2) yields H(z,θ′) = H(z,θ′′). Let us
now deduce an expression for ∆Wu. In the BJ case, the fact that H(z,θ′) = H(z,θ′′)
implies that ∆Wu can be rewritten as ∆Wu(z) = H−1(z,η′)(G(z, θ̃′)−G(z, θ̃′′)). In
the ARX/FIR cases, ∆Wu(z) = B(z, θ̃′) − B(z, θ̃′′) and, in the OE case, ∆Wu(z) is
given by ∆Wu(z) = G(z, θ̃′)−G(z, θ̃′′). Thus, in general, ∆Wu(z) can be rewritten as
∆Wu(z) = Y−1(z,η′)∆X(z) with ∆X(z) as defined in the statement of the theorem
and Y(z,η′) = Iny for ARX/OE/FIR model structures and Y(z,η′) = H(z,η′) for BJ
model structures.
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Since we restrict attention to θ′ = (θ̃′T ,η′T )T ∈ Dθ, Y(z,η′) is a (nonzero) stable
and inversely-stable matrix of transfer functions in both situations. Consequently, by
using Lemma B.1, Ē

[
||∆Wu(z)u(t)||2

]
= 0 is equivalent to Ē

[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0.

From the reasoning above, for all ∆W(z) ∈ ∆W (with ∆W as given in (2.11)), the
left-hand side of (2.12) is equivalent to Ē

[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0. From the reasoning

above, we can also conclude that, for all ∆W(z) ∈ ∆W, the left-hand side of (2.12)
always implies ∆Wy(z) ≡ 0ny×ny . Consequently, the right-hand side of (2.12) can be
restricted to ∆Wu(z) ≡ 0ny×nu or, equivalently, via Lemma B.1, to ∆X(z) ≡ 0ny×nu .
In other words, the condition (3.2) in Theorem 3.1 (for all ∆X(z) ∈∆X) is equivalent
to the condition (2.12) (for all ∆W(z) ∈∆W). This completes thus the proof. �

B.2 Proof of Lemma 2.1

From Parseval’s theorem, the term Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
in (3.2) is equal to

tr
(

1

2π

∫ π

−π
∆X(ejω)Φu(ω)∆X∗(ejω) dω

)
Consequently, if Φu(ω) � 0 at almost all frequencies ω, it is clear that (3.2) will hold
for all ∆X(z) ∈∆X, irrespectively of the model structure complexity. �

B.3 Proof of Theorem 3.2

From Theorem 3.1, the data are informative if the property (3.2) holds for all ∆X(z) ∈
∆X with ∆X as defined in (3.1). We are going to prove that the latter is equivalent
to the fact that (3.3) holds for all ∆Xi:(z) ∈ ∆X,i for all i = 1, · · · , ny with ∆X,i as
defined in the theorem statement.

Let us first observe that ∆X(z) ≡ 0ny×nu is equivalent to ∆Xi:(z) ≡ 01×nu (i =
1, · · · , ny). Secondly, let us prove that

Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0⇔ Ē

[
||∆Xi:(z)u(t)||2

]
= 0 (i = 1, · · · , ny)

For this purpose, let us rewrite the term Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
as follows:

Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
=

ny∑
i=1

Ē
[
||∆Xi:(z)u(t)||2

]
with ∆Xi:(z) as defined in the theorem. Since the terms Ē

[
||∆Xi:(z)u(t)||2

]
are non-

negative (i = 1, · · · , ny), the equation Ē
[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0 is equivalent to the ny

equations Ē
[
||∆Xi:(z)u(t)||2

]
= 0 (i = 1, · · · , ny).

Therefore, we have shown that the condition (3.2) is equivalent to

Ē
[
||∆Xi:(z)u(t)||2

]
= 0 (i = 1, · · · , ny) =⇒ ∆Xi:(z) ≡ 01×nu

(i = 1, · · · , ny)
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Noting that there are no common parameters in ∆Xi:(z) and ∆Xi′:(z) (i′ 6= i), the fact
that (3.2) holds for all ∆X(z) ∈∆X is therefore equivalent to the fact that (3.3) holds
for all ∆Xi: ∈∆X,i and for all i = 1, · · · , ny. This completes thus the proof. �

B.4 Proof of Theorem 3.3

First note that Theorem 3.1 also applies to the case ny = 1 and let us distinguish the
ARX/FIR case and the BJ/OE case in the sequel.

Let us first consider ARX/FIR model structures and let us first observe that, using
the notations of the model structures in the MISO case (see Section 3.3.1) and the
fact that θ̃ = (θ̃T1 , θ̃

T
2 , · · · , θ̃Tnu)T , we have that Bk(z, θ̃k)uk(t) = z−ρkB̊k(z, θ̃k)uk(t) =

φuk(t)T θ̃k and B(z, θ̃)u(t) = φTu(t)θ̃ with φuk and φu as defined in (3.5). Let us
now rewrite the left-hand side of condition (3.2), i.e., Ē

[
||∆X(z)u(t)||2

]
= 0. For

ARX/FIR model structures, we have that ∆X(z) = ∆B(z) where ∆B(z) is a row vector
of nu transfer functions whose entries ∆Bk(z) are polynomials defined as ∆Bk(z) =

z−ρk
(
B̊k(z, θ̃

′
k)− B̊k(z, θ̃′′k)

)
. We have thus that

∆Bk(z)uk(t) = φuk(t)T (θ̃′k − θ̃′′k)

∆B(z)u(t) = φu(t)T (θ̃′ − θ̃′′)

Consequently, Ē
[
||∆B(z)u(t)||2

]
= 0 is equivalent to

(θ̃′ − θ̃′′)T Ē
[
φu(t)φTu(t)

]
(θ̃′ − θ̃′′) = 0 (B.3)

Let us now observe that the right-hand side of (3.2) is here equivalent to θ̃′ = θ̃′′. Recall
also that Dθ̃ = Rñ and that, here, the dimension ñ of θ̃ is equal to the dimension ν of
φu. Using the above reasoning and Theorem 3.1, we will thus have data informativity
if and only if, for any θ̃′ and θ̃′′ in Rñ, (B.3) implies θ̃′ = θ̃′′. This latter condition
is equivalent to Ē

[
φu(t)φTu(t)

]
� 0 or that φu is PE (Definition 2.4). This completes

thus the proof for the ARX/FIR model structures.

Let us now consider BJ/OE model structures and let us here also rewrite the left-hand
side of condition (3.2), i.e., Ē

[
||∆G(z)u(t)||2

]
= 0. For this purpose, we can observe

that the nu entries ∆Gk(z) of the row vector ∆G(z) = (∆Gk(z))k∈J1,nuK are given by

∆Gk(z) = z−ρk

(
B̊k(z, θ̃

′
k)

Fk(z, θ̃
′
k)
−
B̊k(z, θ̃

′′
k)

Fk(z, θ̃
′′
k)

)

Using obvious short-hand notations, the latter equation is rewritten as:

∆Gk(z) = z−ρk

(
B̊′k
F ′k
−
B̊′′k
F ′′k

)
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Let us now put all entries of ∆G(z) on the same denominator which will be denoted
by U(z), i.e., U(z) =

∏nu
k=1 F

′
kF
′′
k . Consequently, we have that ∆G(z) = V(z)

U(z) where
V(z) = (Vk)k∈J1,nuK is a vector of nu polynomials Vk(z) having the following expression:

Vk(z) = z−ρk(B̊′kF
′′
k − B̊′′kF ′k)

nu∏
m=1,m 6=k

F ′mF
′′
m

Each Vk(z) is thus a polynomial of delay ρk and of degree µk (with µk as defined in the
statement of the theorem) and can thus be rewritten as follows:

Vk(z) =

µk∑
h=ρk

δ
(h)
k z−h

where the coefficients δ(h)
k are known functions of θ̃′ and θ̃′′. Combining the above

elements successively yields:

∆G(z)u(t) =
1

U(z)

 nu∑
k=1

µk∑
h=ρk

δ
(h)
k uk(t− h)


⇔ ∆G(z)u(t) =

1

U(z)

(
φu(t)Tδ

)︸ ︷︷ ︸
=$(t)

with δ the vector of dimension ν consisting of the concatenation of all δ(h)
k and φu as

given in the statement of the theorem.

Since θ̃′ and θ̃′′ are in Dθ̃ = {θ̃ | G(z, θ̃) is stable}, U(z) is a stable and inversely
stable filter. Consequently, via Lemma B.1 in Appendix B.1, the left-hand side of (3.2)
(i.e. Ē

[
||∆G(z)u(t)||2

]
= 0) is equivalent to

Ē
[
$2(t)

]
= δT Ē[φu(t)φTu(t)]δ = 0 (B.4)

When φu is PE, i.e., when Ē[φu(t)φTu(t)] � 0 (Lemma 2.3), we have that, for any
δ generated as above with θ̃′ and θ̃′′ ∈ Dθ̃, (B.4) implies δ = 0 which in turn implies
that V(z) ≡ 01×nu and thus that ∆G(z) ≡ 01×nu (i.e. the right-hand side of (3.2)).
The sufficient condition for the BJ/OE case in this theorem is then a consequence of
Theorem 3.1. Note that this condition is not necessary in the BJ/OE case since the
vectors δ that are generated by all θ̃′ and θ̃′′ ∈ Dθ̃ will not cover the whole vectorial
space Rν . Observe indeed that the dimension ν of δ is (much) larger than the dimension
of θ̃′ and θ̃′′. �
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B.5 Data informativity for MIMO ARMAX model
structures

B.5.1 Simplification of the study

In this section, we derive the results for the data informativity w.r.t. MIMO ARMAX
model structures (see Section 2.5). In the next two theorems, we will see that we can
simplify the study of the data informativity w.r.t. MIMO ARMAX model structures
into the analysis of the data informativity w.r.t. MISO ARMAX model structures as
we did for the other model structures in Theorems 3.1 and 3.2.

Theorem B.1. Consider Definition 2.2 and consider the notations of Section 2.5 for
MIMO ARMAX model structures. Based on the set ∆W (see (2.11) in Definition 2.3),
define the set

∆W0 = {∆W(z) = (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈∆W | ∆Wy(z) ≡ 0ny×ny} (B.5)

Then, the data set Z∞ is informative w.r.t. the MIMO ARMAX model structureM if
and only if the following property holds for all (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈∆W0:

Ē
[
||∆Wu(z))u(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆Wu(z) ≡ 0ny×nu (B.6)

Proof. From Definition 2.2, the data are informative if the property (2.12) holds for all
∆W(z) ∈∆W with ∆W as defined in (2.11). We are going to prove that the latter is
equivalent to the fact that (B.6) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 with ∆W0 as defined in
the statement of the theorem.

First, we have shown in the proof of Theorem 3.1, that the left-hand side of (2.12) is
equivalent to

Ē
[
||∆Wu(z)u(t)||2

]
= 0

∆Wy(z) ≡ 0ny×ny

Consequently, the property (2.12) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W if and only if the
following property holds for all ∆W(z) ∈∆W

Ē
[
||∆Wu(z)u(t)||2

]
= 0

∆Wy(z) ≡ 0ny×ny
=⇒ (∆Wy(z),∆Wu(z)) ≡ (0ny×ny ,0ny×nu)

The latter is equivalent to the fact that (B.6) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 , which
concludes the proof.

Theorem B.2. Consider Definition 2.2 and Theorem B.1 and consider the notations
of Section 2.5 for MIMO ARMAX model structures. Based on the set ∆W0 (see (B.5)
in Theorem B.1), define, for all i = 1, · · · , ny, the sets

∆W0,i = {∆Wi:(z) | ∆Wi:(z) is the ith row of ∆W(z) ∈∆W0}
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We denote similarly by ∆Wy,i:(z) and ∆Wu,i:(z) the ith row of ∆Wy(z) and ∆Wu(z)
respectively. Then, the data set Z∞ is informative w.r.t. the MIMO ARMAX model
structure M if and only if, for all i = 1, · · · , ny, the following property holds for all
(∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W0,i:

Ē
[
||∆Wu,i:(z))u(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆Wu,i:(z) ≡ 01×nu (B.7)

Proof. From Theorem B.1, the data are informative if the property (B.6) holds for all
∆W(z) ∈ ∆W0 with ∆W0 as defined in (B.5). We are going to prove that the latter
is equivalent to the fact that (B.7) holds for all ∆Wi:(z) ∈∆W0,i for all i = 1, · · · , ny
with ∆W0,i as defined in the theorem statement.

First, it is straightforward to prove that the right-hand side of (B.6) is equivalent to
∆Wu,i:(z) ≡ 01×nu ∀i ∈ J1, nyK.

Let us now focus on the left-hand side of (B.6). It is successively equivalent to

ny∑
i=1

Ē
[
||∆Wu,i:(z)u(t)||2

]
= 0

⇔ Ē
[
||∆Wu,i:(z)u(t)||2

]
= 0 ∀i ∈ J1, nyK

Consequently, the property (B.6) is equivalent to

Ē
[
||∆Wu,i:(z)u(t)||2

]
= 0 ∀i ∈ J1, nyK =⇒ ∆Wu,i:(z) ≡ 01×nu ∀i ∈ J1, nyK

Let us observe that ∆Wu,i:(z) = C−1′

i B′i: − C
−1′′

i B′′i: where both notations B and Ci
are defined in Section 2.5. Noting that there are no common parameters in ∆Wu,i:(z)
and ∆Wu,i′:(z) (i′ 6= i), the fact that (B.6) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 is therefore
equivalent to the fact that (B.7) holds for all ∆Wi:(z) ∈∆W0,i and for all i = 1, · · · , ny.
This completes thus the proof.

Theorem B.1 is important since it allows one to check whether an input vector u
yields informative data for the identification of a MIMO ARMAX system S (see (2.2)) by
successively checking that this input vector yields informative data for the identification
of the ny MISO ARMAX systems Si in (2.3) (see Section 2.1). To see this, let us define,
based on Z∞ in (2.10), the sets Z∞i = {xi(t) = (yi(t),u

T (t))T | t = 1, · · · ,+∞} with
yi as given in (2.3). Then, we observe that verifying (B.7) for all ∆Wi:(z) ∈ ∆W0,i is
equivalent to verifying that Z∞i is informative with respect to the MISO model structure
Mi

Mi = {(Gi:(z,θi), Hi(z,θi)) | θi ∈ Dθ,i}

where Gi: is the ith row of G and Dθ,i is the set that restricts θi to those values such
that Gi:(z,θi) is stable and Hi(z,θi) is stable and inversely stable.
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In the sequel of this appendix, we will focus on deriving results for data informativity
w.r.t. MISO ARMAX model structures.

B.5.2 Notation for MISO ARMAX model structures

In a MISO ARMAX model structure,we have that

G(z,θ) = B(z, θ̃)/A(z,η)

H(z,θ) = C(z,η)/A(z,η)

where B(z, θ̃) is a vector consisting of nu independently parametrized polynomials
Bk(z, θ̃k) defined as in Section 3.3.1 (k = 1, · · · , nu) and where A(z,η) and C(z,η)
are monic independently parametrized polynomials. As in Section 3.3.1, the parameter
vector θ̃ ∈ Rñ is the concatenation of θ̃k (k = 1, · · · , nu), i.e., θ̃ = (θ̃T1 , θ̃

T
2 , · · · , θ̃Tnu)T

and where ñ is the dimension of θ̃. Let us also introduce the following notation for
A(z,η) and C(z,η)

C(z,η) = 1 +

deg(C)∑
m=1

ηmz
−m

A(z,η) = 1 +

deg(A)∑
m=1

η(m+deg(C))z
−m

where ηm denotes the mth entry of η.

B.5.3 Result

Theorem B.3 (MISO ARMAX informativity and regressor persistency). Consider
the data set Z∞ obtained by applying an input vector u on a MISO ARMAX system
(see Definition 2.2). Consider a full-order MISO ARMAX model structure M for this
MISO system and the notations introduced in Section B.5.2. Then, the data set Z∞ is
informative with respect toM if the regressor φu defined below is PE:

φu(t) =

 φu1(t)
...

φunu (t)

 with φuk(t) =

uk(t− ρk)...
uk(t− µk)

 (B.8)

The dimension ν of the regressor φu in (B.8) is given by ν = nu +
∑nu

k=1(µk − ρk)
(the dimension of φuk being equal to µk − ρk + 1 (k = 1, · · · , nu)) and the scalars µk
(k = 1, · · · , nu) in (B.8) are given by µk = deg(Bk) + min(deg(A), deg(C)).

B.5.4 Proof of Theorem B.3

First note that Theorem B.1 also applies to the case ny = 1. The data are informative
if and only if the property (B.6) holds for all (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈ ∆W0 . For this
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proof, we are going to deduce two sufficient conditions that guarantee (B.6) for all
∆W(z) ∈ ∆W0 by using the fact that ∆Wy(z) ≡ 0. For MISO ARMAX model
structures, the latter implies

C(z,η′)

A(z,η′)
=
C(z,η′′)

A(z,η′′)
(B.9)

First sufficient condition for (B.6)

For MISO ARMAX model structures, ∆Wu(z) can directly be rewritten as follows

∆Wu(z) =
1

C(z,η′)
B(z, θ̃′)− 1

C(z,η′′)
B(z, θ̃′′) (B.10)

=
1

C(z,η′)C(z,η′′)

(
C(z,η′′)B(z, θ̃′)− C(z,η′)B(z, θ̃′′)

)

Therefore, the left-hand side of (B.6) can be recast as

Ē

[
1

C(z,η′)C(z,η′′)

(
C(z,η′′)B(z, θ̃′)− C(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t)

]2

= 0 (B.11)

Since θ′ = (θ̃′T ,η′T )T and θ′′ = (θ̃′′T ,η′′T )T belong to Dθ, the transfer functions
C(z,η′) and C(z,η′′) are both stable and inversely stable and so does C(z,η′)C(z,η′′).
Consequently, from Lemma B.1, (B.11) is equivalent to

Ē
[(
C(z,η′′)B(z, θ̃′)− C(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t)

]2
= 0

The term C(z,η′′)B(z, θ̃′)−C(z,η′)B(z, θ̃′′) is a row vector of nu polynomials where
each entry C(z,η′′)Bk(z, θ̃

′
k) − C(z,η′)Bk(z, θ̃

′′
k) has a delay of ρk and a degree of

deg(Bk) + deg(C). The latter has an expression of the form

C(z,η′′)Bk(z, θ̃
′
k)− C(z,η′)Bk(z, θ̃

′′
k) =

deg(Bk)+deg(C)∑
h=ρk

δ
(h)
k,[C]z

−h

where the coefficients δ(h)
k,[C] are known polynomial functions of θ′ and θ′′. Combining

the above elements yields(
C(z,η′′)B(z, θ̃′)− C(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t) = φTu,[C](t)δ[C] (B.12)

with δ[C] the vector of dimension ν[C] consisting of the concatenation of all δ(h)
k,[C] and

φu,[C] the regressor defined as follows

φu,[C](t) =

 φu1,[C](t)
...

φunu ,[C](t)

 with φuk,[C](t) =

 uk(t− ρk)
...

uk(t− deg(Bk)− deg(C))
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Moreover, the right-hand side of (B.6) is equivalent to

C(z,η′′)B(z, θ̃′)− C(z,η′)B(z, θ̃′′) ≡ 01×nu

which in turn is equivalent to δ[C] = 0.

Denote by D[C] the set of all δ[C] such that (B.12) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 .
Then, (B.6) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 if the following property holds for all δ[C] ∈
D[C]

δT[C]Ē
[
φu,[C](t)φ

T
u,[C](t)

]
δ[C] = 0 =⇒ δ[C] = 0 (B.13)

If φu,[C] is PE, then (B.13) holds for all δ[C] ∈ D[C] and so the data are informative.
Since it is clear that D[C] 6= Rν[C] because η′ and η′′ do not cover the whole real space
Rnη due to stability restriction, we cannot conclude that the persistency of φu,[C] is
necessary for the data informativity.

Second sufficient condition for (B.6)

For the second condition, we will use (B.9). By multiplying (B.9) by A(z,η′′), we obtain

C(z,η′′) =
A(z,η′′)C(z,η′)

A(z,η′)
(B.14)

By injecting (B.14) into the expression of ∆Wu(z) in (B.10), we obtain

∆Wu(z) =
1

C(z,η′)
B(z, θ̃′)− A(z,η′)

A(z,η′′)C(z,η′)
B(z, θ̃′′) (B.15)

By factorizing by 1/(A(z,η′′)C(z,η′)), (B.15) can be recast as

∆Wu(z) =
1

A(z,η′′)C(z,η′)

(
A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′)

)

Therefore, the left-hand side of (B.6) can be recast as

Ē

[
1

A(z,η′′)C(z,η′)

(
A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t)

]2

= 0 (B.16)

Since θ′ = (θ̃′T ,η′T )T and θ′′ = (θ̃′′T ,η′′T )T belong to Dθ, the transfer functions
C(z,η′) and A(z,η′′) are both stable and inversely stable and so does the transfer
A(z,η′′)C(z,η′). Consequently, from Lemma B.1, (B.16) is equivalent to

Ē
[(
A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t)

]2
= 0
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The term A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′) is a row vector of nu polynomials where
each entry A(z,η′′)Bk(z, θ̃

′
k) − A(z,η′)Bk(z, θ̃

′′
k) has a delay of ρk and a degree of

deg(Bk) + deg(A). The latter has an expression of the form

A(z,η′′)Bk(z, θ̃
′
k)−A(z,η′)Bk(z, θ̃

′′
k) =

deg(Bk)+deg(A)∑
h=ρk

δ
(h)
k,[A]z

−h

where the coefficients δ(h)
k,[A] are known polynomial functions of θ′ and θ′′. Combining

the above elements yields(
A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′)

)
u(t) = φTu,[A](t)δ[A]

with δ[A] the vector of dimension ν[A] consisting of the concatenation of all δ(h)
k,[A] and

φu,[A] the regressor defined as follows

φu,[A](t) =

 φu1,[A](t)
...

φunu ,[A](t)

 with φuk,[A](t) =

 uk(t− ρk)
...

uk(t− deg(Bk)− deg(A))



Moreover, the right-hand side of (B.6) is equivalent to

A(z,η′′)B(z, θ̃′)−A(z,η′)B(z, θ̃′′) ≡ 01×nu

which in turn is equivalent to δ[A] = 0.

Denote by D[A] the set of all δ[A] such that (B.12) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 .
Then, (B.6) holds for all ∆W(z) ∈ ∆W0 if the following property holds for all δ[A] ∈
D[A]

δT[A]Ē
[
φu,[A](t)φ

T
u,[A](t)

]
δ[A] = 0 =⇒ δ[A] = 0 (B.17)

If φu,[A] is PE, then (B.17) holds for all δ[A] ∈ D[A] and so the data are informative.
Since it is clear that D[A] 6= Rν[A] because η′ and η′′ do not cover the whole real space
Rnη due to stability restriction, the persistency of φu,[A] is not necessary for the data
informativity.

The least conservative condition

In both previous paragraphs, we have developed two sufficient conditions for the data
informativity w.r.t. MISO ARMAX: the persistency of φu,[C] and the persistency of
φu,[A].

Depending on the dimension of C and the dimension of A, one of these two regressors
will contain all the elements of the other one and additional elements. Since only one
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of the two regressors have to be PE for the data informativity, we can restrict attention
to the regressor with the smaller dimension, i.e., the predictor (B.8) with µk as defined
in the statement of the theorem. �

Remark B.1. Like for the other model structures, if we apply Theorem B.3 to the
SISO case (nu = 1), we observe that the condition for data informativity is that the
regressor φu = φu1 of dimension ν = deg(B1) − ρ1 + min(deg(A), deg(C)) + 1 is PE.
Using Lemma 2.4 (see Section 2.7), this condition is equivalent to the fact that the power
spectrum Φu(ω) of u = u1 is nonzero in at least ν = deg(B1)−ρ1+min(deg(A), deg(C))+
1 frequencies in ]−π, π]. We then retrieve the results for data informativity with respect
to ARMAX model structures in the SISO case [GBM08].

B.6 Proof of the persistency of ϕ(sin)

To prove the persistency of ϕ(sin) in (3.7), we will need the following lemma.

Lemma B.2. Consider the discrete-time complex-valued signal x given by

x(t) = ejωt t ∈ N∗

where ω ∈ R. Then,

Ē[x(t)] =

{
0 if ω 6= 0 modulo 2π.
1 if ω = 0 modulo 2π.

Proof. We have to prove that Ē[x(t)] is well-defined by proving that

1

N

N∑
t=1

E[x(t)]

converges to 0 when ω = 0 modulo 2π and to 1 when ω 6= 0 modulo 2π when N → +∞.
Since x is deterministic, we have E[x(t)] = x(t). Let us prove then that

1

N

N∑
t=1

x(t)

converges to 0 when ω = 0 modulo 2π and to 1 when ω 6= 0 modulo 2π when N → +∞.
For all N ∈ N∗, we have that

1

N

N∑
t=1

x(t) =
1

N

N∑
t=1

(ejω)t

=


1

N

1− ejNω

1− ejω
if ω 6= 0 modulo 2π.

1

N

∑N
t=1 1 if ω = 0 modulo 2π.

=


1

N

1− e−jω − ejNω + ej(N−1)ω

2− 2 cos(ω)
if ω 6= 0 modulo 2π.

1 if ω = 0 modulo 2π.
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The result is readily obtained for ω = 0 modulo 2π. Let us focus on the case where
ω 6= 0 modulo 2π. In order to conclude that Ē[x(t)] is equal 0, we have to prove that
the complex-valued sequence (aN )N∈N∗ converges to 0 with aN given by

aN =
1

N

1− e−jω − ejNω + ej(N−1)ω

2− 2 cos(ω)
(B.18)

The latter is equivalent to the fact that the sequence (bN )N∈N∗ = (|aN |)N∈N∗ converges
to 0 with aN as defined in (B.18). Let us prove that it is the case.

For all N ∈ N∗, we have that

bN =
1

N

∣∣∣∣∣1− e−jω − ejNω + ej(N−1)ω

2− 2 cos(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

N

4

2− 2 cos(ω)
≤ 1

N

2

1− cos(ω)

Denote by cN the term cN = 1/N × 2/(1− cos(ω)). The sequence (cN )N∈N∗ converges
to 0 when N → +∞. Consequently, from the squeezing theorem, we conclude that the
sequence (bN )N∈N∗ converges to 0. Therefore, the sequence (aN )N∈N∗ also converges
and its limit Ē[x(t)] is equal to 0, which concludes the proof.

Let us now prove the persistency of ϕ(sin) in (3.7). For this purpose, let us calculate
Ē[ϕ(sin)(t)ϕ(sin)∗(t)]:

Ē[ϕ(sin)(t)ϕ(sin)∗(t)]

=
1

4



1 ej2ω1t · · · · · · ej(ω1−ωs)t ej(ω1+ωs)t

e−j2ω1t 1 · · · · · · e−j(ω1+ωs)t e−j(ω1−ωs)t

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

e−j(ω1−ωs)t ej(ω1+ωs)t · · · · · · 1 ej2ωst

e−j(ω1+ωs)t ej(ω1−ωs)t · · · · · · e−j2ωst 1


Since all ωl (l = 1, · · · , s) are different and belong to ]0, π[, then ωl ± ωl′ 6= 0 modulo
2π for all l = 1, · · · , s and l′ = 1, · · · , s. Consequently, from Lemma B.2, we have
that Ē[ϕ(sin)(t)ϕ(sin)∗(t)] = 1

4I2s � 0, which concludes the proof for the persistency of
ϕ(sin). �

B.7 Proof of Lemma 3.5

Let us consider Theorem 3.1 for the MISO case (ny = 1) and let us define, for each
k = 1, · · · , nu, the set

∆Xk =
{

∆Xk(z) = Xk(z, θ̃
′
k)−Xk(z, θ̃

′′
k) | θ̃′k and θ̃′′k ∈ Dθ̃k

}
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with Dθ̃k =
{
θ̃k | Xk(z, θ̃k) is stable

}
and Xk(z, θ̃k) = Bk(z, θ̃k) (ARX/FIR case) or

Xk(z, θ̃k) = Gk(z, θ̃k) (BJ/OE case).

Now, because of condition (ii), let us observe that the scalar inputs uk are all mutually
uncorrelated. Consequently, the condition (3.2) can be successively rewritten as:

nu∑
k=1

Ē
[
(∆Xk(z)uk(t))

2
]

= 0 =⇒ ∆Xk ≡ 0 ∀k ∈ J1, nuK

⇔ Ē
[
(∆Xk(z)uk(t))

2
]

= 0 ∀k ∈ J1, nuK =⇒ ∆Xk ≡ 0 ∀k ∈ J1, nuK (B.19)

Since they are no common parameters in ∆Xk and ∆Xm (m 6= k), we have that (B.19)
is also equivalent to the fact that the following condition holds for each k = 1, · · · , nu:

Ē
[
(∆Xk(z)uk(t))

2
]

= 0 =⇒ ∆Xk ≡ 0 (B.20)

From the above reasoning and Theorem 3.1, u yields informative data with respect
toM if and only if, for each k = 1, · · · , nu, (B.20) holds for all ∆Xk ∈∆Xk.

By Theorem 3.1 applied to the SISO case (nu = 1, ny = 1) for each individual k,
that (B.20) holds for all ∆Xk ∈∆Xk is equivalent to the fact that uk yields informative
data for a SISO model structure described1 by Bk(z, θ̃k) (in the ARX/FIR case) and
by Gk(z, θ̃k) (in the BJ/OE case). Lemma 3.5 then follows from the classical necessary
and sufficient conditions for data informativity in the SISO case. These results in the
SISO case are given in [GBM08], but are also reminded below Theorem 3.3. �

B.8 Lemma 3.5 for the ARMAX model structure

Lemma B.3. Consider the data set Z∞ in (2.10) obtained by applying a multisine
input vector u (see (2.14)) on a MISO ARMAX system with nu inputs. Consider a
full-order MISO ARMAX model structure M for this MISO system and the notations
introduced in Appendix B.5.2. Then, the data set Z∞ is informative with respect toM
if, for each k = 1, · · · , nu,

(i) the scalars input uk contains a number sk of nonzero sinusoids that satisfies

sk ≥
deg(Bk)− ρk + min(deg(A), deg(C)) + 1

2

(ii) the sk frequencies of the sinusoids in uk are different from the sm frequencies of
the sinusoids in all um (m 6= k), i.e., the signals uk are mutually uncorrelated.

1The matrices A and H do not play any role for data informativity (Theorem 3.1).
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Moreover, if (i) and (ii) are respected, Z∞ is informative whatever the values of the
sk (nonzero) frequencies, the sk (nonzero) amplitudes and the sk phase shifts defining
uk (k = 1, · · · , nu).

Proof. We are going to show that the corresponding input regressor φu is PE to prove
the data informativity by virtue of Theorem B.3 in Appendix B.5. Because of condition
(ii), let us observe that the scalar inputs uk are all mutually uncorrelated. Consequently,
all φuk are all mutually uncorrelated and so the matrix Ē[φu(t)φTu(t)] is of the form

Ē[φu(t)φTu(t)] = bdiag
(
Ē[φu1(t)φTu1(t)], · · · , Ē[φunu (t)φTunu (t)]

)

Therefore, we have that Ē[φu(t)φTu(t)] � 0 (i.e., φu is PE) is equivalent to the fact
that Ē[φuk(t)φTuk(t)] � 0 ∀k ∈ J1, nuK (i.e., each φuk is PE). We know that, for each k =
1, · · · , nu, the PSD of each uk is nonzero in at least deg(Bk)−ρk+min(deg(A), deg(C))
+1 different frequencies (condition (i)) which is equal to the dimension of the regressor
φuk . Therefore, from Lemma 2.4, each φuk is PE, which concludes the proof.
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C.1 Proof of Theorem 4.1

The proof is adapted from the one in [BGM10]. The idea is to prove that the left-
hand sides of (2.12) and (4.1) are equivalent and that the same holds for the right-
hand sides. Note that the latter is straightforward since ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) ⇔
(∆Wy(z),∆Wu(z)) ≡ (0ny×ny ,0ny×nu).

First, combining (2.2) and (2.13) leads to

x(t) =

(
y(t)
u(t)

)
=

(
Γy(z)G0(z)r(t) + Γy(z)H0(z)e(t)
Γu(z)r(t)− Γu(z)K(z)H0(z)e(t)

)
(C.1)

where Γu(z) and Γy(z) are respectively the input and output sensitivity transfer func-
tion matrices of the closed-loop depicted in Figure 2.1, defined respectively by Γu(z) =
(Inu + K(z)G0(z))−1 and Γy(z) = (Iny + G0(z)K(z))−1. Using (C.1) and the indepen-
dence assumption between r and e, Ē

[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 leads to{

Ē
[
|| (∆Wy(z)Γy(z)−∆Wu(z)Γu(z)K(z)) H0(z)e(t)||2

]
= 0

Ē
[
|| (∆Wu(z)Γu(z) + ∆Wy(z)Γy(z)G0(z)) r(t)||2

]
= 0

(C.2)
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We are going to prove that (C.2) is equivalent to the left-hand side of (4.1). Let us first
prove that the first equation of (C.2) is equivalent to ∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z) ≡ 0ny×ny .
Since Ē

[
e(t)eT (t)

]
� 0 and H0(z) is stable and inversely stable, we have that the power

spectrum matrix Φṽ of ṽ(t) = H0(z)e(t) is strictly positive definite at all frequencies.
Consequently, the first equation of (C.2) is equivalent to

∆Wy(z)Γy(z)−∆Wu(z)Γu(z)K(z) ≡ 0ny×ny (C.3)

From the push-through rule [SP05, Chapter 3], Γu(z)K(z) = K(z)Γy(z). Conse-
quently, (C.3) is equivalent to

(∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z)) Γy(z) ≡ 0ny×ny

Finally, by post-multiplying by Γ−1
y (z), we obtain

∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z) ≡ 0ny×ny (C.4)

which is the first equation of the left-hand side of (4.1).

Let us prove that the second equation of (C.2) is equivalent to Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0. Combining the second equation of (C.2) with (C.4) leads to

Ē
[
||∆Wu(z) (Γu(z) + K(z)Γy(z)G0(z)) r(t)||2

]
= 0 (C.5)

From the push-through rule [SP05, Chapter 3], Γy(z)G0(z) = G0(z)Γu(z). Conse-
quently, (C.5) is equivalent to

Ē
[
||∆Wu(z) (Inu + K(z)G0(z)) Γu(z)r(t)||2

]
= 0

Finally, by observing1 that Inu + K(z)G0(z) = Γ−1
u (z), we obtain that the second

equation of (C.2) is equivalent to Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0. The proof follows. �

C.2 Proof of Lemma 2.2

From Parseval’s theorem, the term Ē[||∆Wu(z)r(t)||2] = 0 in the left-hand side of (4.1)
is equivalent to

tr
(

1

2π

∫ π

−π
∆Wu(ejω)Φr(ω)∆W∗

u(ejω)dω

)
= 0

where tr is the trace operator. Consequently, if Φr(ω) � 0 for almost all ω, then
Ē[||∆Wu(z)r(t)||2] = 0 implies ∆Wu ≡ 0ny×nu . When ∆Wu ≡ 0ny×nu , the first
equation of the left-hand side of (4.1) is equivalent to ∆Wy ≡ 0ny×ny . Consequently,
we have data informativity when Φr(ω) � 0 ∀ω (or at almost all ω). �

1And by assuming that Γu(z) does not filter out any part of r.
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C.3 Proof of Theorem 4.2

We are going to prove that the property (4.1) for all ∆W(z) = (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈
∆W (with ∆W as defined in (2.11)) is equivalent to the fact that the property (4.3)
holds for all ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z), ∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i (with ∆W as defined in (4.2))
and for all i = 1, · · · , ny.

Let us first note that ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) is equivalent to ∆Wi:(z) ≡ 01×(ny+nu)

∀i ∈ J1, nyK. Secondly, it is also straightforward to see that ∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z) ≡
0ny×ny is equivalent to ∆Wy,i:(z)−∆Wu,i:(z)K(z) ≡ 01×ny for all i ∈ J1, nyK. Finally,
let us prove that Ē

[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0 is equivalent to Ē

[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
= 0

for all i ∈ J1, nyK. For this purpose, observe that the term Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0 can

be recast as follows

Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
=

ny∑
i=1

Ē
[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
Since the term Ē

[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
is nonnegative (i = 1, · · · , ny), we have indeed

that Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0 is equivalent to Ē

[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
= 0 for all i =

1, · · · , ny.

We have thus proven that the property (4.1) for all ∆W(z) ∈∆W is equivalent to{
∆Wy,i:(z)−∆Wu,i:(z)K(z) ≡ 0

Ē
[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
= 0

(i = 1, · · · , ny) (C.6)

=⇒ ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) = 0 (i = 1, · · · , ny)

for all ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i (i = 1, · · · , ny).

Using the parametrization introduced in Section 2.5, we observe that there are no com-
mon parameters in ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) and ∆Wj:(z) = (∆Wu,j:(z),
∆Wy,j:(z)) (j 6= i). Therefore, (C.6) is equivalent to the fact that property (4.3) holds
for all ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i and for all i = 1, · · · , ny, completing
the proof. �

C.4 Proof of Lemma 4.1

For the left factorization of (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i, we will consider the one
that consists on putting all entries of (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) on the same denomina-
tors.

Let us first make the following observation. The matrix H(z, θ) is diagonal for all
θ ∈ Dθ and so only the ith entry of the 1×ny row vector ∆Wy,i:(z) of transfer functions
is possibly nonzero. Let us denote ∆Wy,ii(z) the ith entry of ∆Wy,i:(z). Observe first
that ∆Wy,ii(z) = Wy,ii(z,θ

′) − Wy,ii(z,θ
′′) = 1 − H−1

i (z,θ′) −
(
1−H−1

i (z,θ′′)
)

=
H−1
i (z,θ′′)−H−1

i (z,θ′).
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Let us first study the case of the ARMAX model structure (see (2.17)). For all
∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z), ∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i, we have that{

∆Wy,ii(z) = C−1
i (z,η′′)Ai(z,η

′′)− C−1
i (z,η′)Ai(z,η

′)

−∆Wu,i:(z) = C−1
i (z,η′′)Bi:(z, θ̃

′′)− C−1
i (z,η′)Bi:(z, θ̃

′)

Therefore, by posing Qi = C ′iC
′′
i , we obtain the factorization proposed in the lemma.

Since ARX and FIR model structures are special cases of ARMAX model structures
with Ci(z,η) = 1 and Ci(z,η) = Ai(z,η) = 1 (i = 1, · · · , ny) respectively, we also
obtain the factorization proposed in the lemma for these two model structures.

Let us now consider the BJ model structures given in (2.18). For all ∆Wi:(z) =
(∆Wy,i:(z), ∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i, we have that{

∆Wy,ii(z) = C−1
i (z,η′′)Di(z,η

′′)− C−1
i (z,η′)Di(z,η

′)

−∆Wu,i:(z) = C−1
i (z,η′′)Di(z,η

′′)Gi:(z, θ̃
′′)− C−1

i (z,η′)Di(z,η
′)Gi:(z, θ̃

′)

where Gi:(z, θ̃
′) and Gi:(z, θ̃

′′) are respectively the ith row of G(z, θ̃′) and G(z, θ̃′′).
Since Ci(z,η′), Ci(z,η′′), Di(z,η

′) and Di(z,η
′′) are scalars, we have that

(∆Wy,ii,−∆Wu,i:) = C−1′

i C−1′′

i (C ′iD
′′
i − C ′′i D′i , C ′iD′′i G′′i: − C ′′i D′iG′i:) (C.7)

Let us put each entry of Gi:(z, θ̃
′) and Gi:(z, θ̃

′′) on the same denominator as follows

Gi:(z, θ̃
′) = F−1

i (z, θ̃′)Gi(z, θ̃′)
Gi:(z, θ̃

′′) = F−1
i (z, θ̃′′)Gi(z, θ̃′′)

where Fi(z, θ̃′) =
∏nu
k=1 F

′
ik and Gi(z, θ̃′) = (Gi,k(z, θ̃′))k∈J1,nuK is a row vector of nu

polynomials of the form Gi,k(z, θ′) = Bik(z, θ̃
′)
∏nu
l=1,l 6=k Fil(z, θ̃

′). The polynomial
Fi(z, θ̃′′) and the matrix Gi(z, θ̃′′) are defined similarly.

Since Fi(z, θ̃′) and Fi(z, θ̃′′) are scalar polynomials, (C.7) can be recast as follows

∆Wy,ii = Q−1
i Υy,ii = Q−1

i (F ′iF ′′i C ′iD′′i −F ′iF ′′i C ′′i D′i)
−∆Wu,i: = Q−1

i Υu,i = Q−1
i (C ′iD

′′
i F ′iG′′i − C ′′i D′iF ′′i G′i)

where Qi = C ′iC
′′
i F ′iF ′′i . For OE, C ′i = C ′′i = D′i = D′′i = 1. Hence, for OE model

structures, Υy,ii ≡ 0 and Υu,i is the one defined in the statement. This concludes the
proof. �
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C.5 Proof of Theorem 4.3

We will prove that the property (4.3) is equivalent to (4.8). First, (Υy,ii,Υu,i) ≡
(0,01×nu) is equivalent to (∆Wy,i:,∆Wu,i:) = (01×ny ,01×nu) since Qi is invertible and
that all ∆Wy,ij with j 6= i are equal to 0. Hence the right-hand sides of (4.3) and (4.8)
are equivalent.

Secondly, the equation ∆Wy,i:(z)−∆Wu,i:(z)K(z) = 01×ny combined with the right-
factorization of K(z) = N(z)V−1(z) can be rewritten as follows

(
∆Wy,i:(z), −∆Wu,i:(z)

)( Iny
N(z)V−1(z)

)
≡ 01×ny

By post-multiplying by V(z) and by pre-multiplying by Qi(z), the latter is equivalent
to (

Υy,i(z), Υu,i(z)
)(V(z)

N(z)

)
≡ 01×ny

By observing that all entries Υy,ij with j 6= i of the row vector Υy,i are equal to 0, the
latter is equivalent to

(
Υy,ii(z), Υu,i(z)

)(Vi:(z)
N(z)

)
︸ ︷︷ ︸

Ξi(z)

≡ 01×ny

which is the first equation of the left-hand side of (4.8).

Finally, Ē[||∆Wu,i:(z)r(t)||2] = 0 is equivalent to Ē[||Q−1
i (z)Υu,i(z)r(t)||2] = 0.

SinceQi(z) is a FIR (stable) andQ−1
i (z) is stable, the latter is equivalent to the equation

Ē[||Qi(z)Q−1
i (z)Υu,i(z)r(t)||2] = 0 which is in turn equivalent to Ē[||Υu,i(z)r(t)||2] = 0

(see Lemma B.1), which is the desired result. �

C.6 Orders of the polynomials Υy,ii(z) and Υu,ik(z)

When nonzero (i.e., for the BJ/ARX/ARMAX case), Υy,ii(z) can be rewritten as in (4.9)
with µy,i given by (see Lemma 4.1):

• µy,i = deg(Ai) for the ARX case.

• µy,i = deg(Ai) + deg(Ci) for the ARMAX case.

• µy,i = deg(Ci) + deg(Di) + 2
∑nu

k=1 deg(Fik) for the BJ case.

The polynomials Υu,ik(z) can be written as in (4.10) with ρik as defined in Section 2.5
and with µu,ik given by (see Lemma 4.1):
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• µu,ik = deg(Bik) for the FIR/ARX case.

• µu,ik = deg(Bik) + deg(Ci) for the ARMAX case.

• µu,ik = deg(Bik) + deg(Fik) + 2
∑nu

l=1,l 6=k deg(Fil) for the OE case.

• µu,ik = deg(Ci) + deg(Di) + deg(Bik) + deg(Fik) + 2
∑nu

l=1,l 6=k deg(Fil) for the BJ
case.
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D.1 Proof of Lemma 5.1

Let us first observe that the multisine u2 can be decomposed as follows

u2 = u
(�u1)
2 + u

(⊥u1)
2

where

• u
(�u1)
2 is the multisine whose PSD shares the same frequencies with the PSD of
u1, i.e., the multisine part of u2 that is correlated to u1. The PSD of u(�u1)

2 is
nonzero in m1,2 frequencies.

• u
(⊥u1)
2 is the multisine whose PSD does not share any frequency with the PSD of
u1, i.e., the multisine part of u2 that is not correlated to u1 (and to u(�u1)

2 too by
construction). The PSD of u(⊥u1)

2 is nonzero in m2 −m1,2 frequencies.

Consider now Theorem 3.1 with nu = 2 and ny = 1. Since u(⊥u1)
2 is uncorrelated

to u1 and to u(�u1)
2 , the left-hand side of (3.2) is equivalent to the following equation

system, for all ∆X(z) = (∆X1(z),∆X2(z)) ∈∆X, Ē
[
||∆X1(z)u1(t) + ∆X2(z)u

(�u1)
2 (t)||2

]
= 0

Ē
[
||∆X2(z)u

(⊥u1)
2 (t)||2

]
= 0

(D.1)
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We have to prove that (D.1) implies ∆X = (∆X1,∆X2) ≡ 01×2.

Let us prove the lemma for BJ/OE model structures. The proof will follow for
ARX/FIR model structures. The term ∆X2(z) in the second equation of (D.1) can
be recast as

∆X2(z) =
B2(z, θ̃′2)

F2(z, θ̃′2)
− B2(z, θ̃′′2)

F2(z, θ̃′′2)
=
B2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)−B2(z, θ̃′′2)F2(z, θ̃′2)

F2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)

By injecting the latter in the second equation of (D.1), we obtain

Ē

((B2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)−B2(z, θ̃′′2)F2(z, θ̃′2)

F2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)

)
u

(⊥u1)
2 (t)

)2
 = 0

Since F2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2) is stable (product of two FIR filters) and inversely stable (sta-
bility restriction of the set Dθ), by virtue of Lemma B.1, the latter is equivalent to

Ē

[((
B2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)−B2(z, θ̃′′2)F2(z, θ̃′2)

)
u

(⊥u1)
2 (t)

)2
]

= 0

By denoting δ2 the vector containing the polynomial coefficients of B2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)−
B2(z, θ̃′′2)F2(z, θ̃′2), the latter can be rewritten as follows

δT2 Ē

[
φ
u
(⊥u1)
2

(t)φT
u
(⊥u1)
2

(t)

]
δ2 = 0 (D.2)

where φ
u
(⊥u1)
2

is defined by

φ
u
(⊥u1)
2

(t) =


u

(⊥u1)
2 (t− ρ2)

u
(⊥u1)
2 (t− ρ2 − 1)

...
u

(⊥u1)
2 (t−$2)


with $2 as defined in the lemma statement. The regressor φ

u
(⊥u1)
2

is PE since the PSD

of u(⊥u1)
2 is nonzero in at least $2−ρ2 +1 different frequencies in ]−π, π] (Lemma 2.4).

Consequently, (D.2) implies that δ2 = 0 which in turn implies that B2(z, θ̃′2)F2(z, θ̃′′2)−
B2(z, θ̃′′2)F2(z, θ̃′2) ≡ 0. This leads to ∆X2(z) ≡ 0. By injecting the latter in the first
equation of (D.1), we obtain Ē

[
||∆X1(z)u1(t)||2

]
= 0.

By rewriting Ē
[
||∆X1(z)u1(t)||2

]
= 0 as we did for Ē

[
||∆X2(z)u

(⊥u1)
2 ||2

]
= 0, we

obtain
δT1 Ē

[
φu1(t)φTu1(t)

]
δ1 = 0
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where φu1 is defined by

φu1(t) =


u1(t− ρ1)

u1(t− ρ1 − 1)
...

u1(t−$1)


with $1 as defined in the lemma statement and δ1 the vector containing all the poly-
nomial coefficients of B1(z, θ̃′1)F1(z, θ̃′′1)−B1(z, θ̃′′1)F1(z, θ̃′1). The PSD of u1 is nonzero
in at least $1 − ρ1 + 1 frequencies in ] − π, π]. Therefore, from Lemma 2.4, φu1 is
PE. Consequently, we can state that, with such an input u1, Ē

[
||∆X1(z)u1(t)||2

]
= 0

implies that δ1 = 0 which in turn implies that ∆X1(z) ≡ 0. The proof follows from
Theorem 3.1. �

D.2 Proof of Theorem 5.1

First, since u is a white Gaussian noise with a nonzero variance, un is also a white noise
with a nonzero variance. To prove Theorem 5.1, we will prove that the power spectrum
Φu(ω) is positive definite at almost all ω and so we will conclude the proof by virtue
of Lemma 2.1. To show that Φu(ω) is positive definite at almost all ω, we will derive
a formal expression of Φu(ω) and then to prove that its determinant is nonzero for
almost all ω. For this purpose, we will need the expectation value of un(t) when u(t) is
zero-mean Gaussian. It is given in the next lemma.

Lemma D.1. [PP02, Chapter 5]. Consider a zero-mean Gaussian variable X and
denote by σ2 its variance. Then, for all n ∈ N∗,

E[Xn] =

{
σn(n− 1)!! when n is even.
0 when n is odd.

where the operator !! is defined for odd integer p by p!! = p×(p−2)×(p−4)×· · ·×3×1.

Let us now calculate Φu(ω) by taking the Fourier transform of the correlation matrix
Ru(τ) given by

Ru(τ) =

(
Ē[u(t)u(t− τ)] Ē[u(t)un(t− τ)]
Ē[un(t)u(t− τ)] Ē[un(t)un(t− τ)]

)
Since u and un are white noises and so stationary signals, the operator Ē can be
replaced by the expectation operator E in the above correlation matrix expression. Let
us denote σ2

u = E[u2(t)]. By using the fact that u and un are white and that u is
zero-mean Gaussian, we have that, from Lemma D.1,

E[u(t)u(t− τ)] = σ2
uδ(τ)

E[u(t)un(t− τ)] =

{
0 when n is even.
n!! σn+1

u δ(τ) when n is odd.

E[un(t)u(t− τ)] = E[u(t)un(t+ τ)]
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For the calculation of E[un(t)un(t − τ)], we give here the details since it is not as
simple as the previous ones.

First, when τ 6= 0, we have that E[un(t)un(t − τ)] = E[un(t)]E[un(t − τ)] since un

is a white noise. If n is odd, E[un(t)] = E[un(t − τ)] = 0 from Lemma D.1 and so
E[un(t)un(t + τ)] = 0. If n is even, then E[un(t)] = E[un(t − τ)] = σnu(n − 1)!! from
Lemma D.1 and so E[un(t)un(t− τ)] = (σnu(n− 1)!!)2 = σ2n

u ((n− 1)!!)2.

For τ = 0, we have that E[un(t)un(t − τ)] = E[u2n(t)] = σ2n
u (2n − 1)!! from

Lemma D.1.

We deduce the expression for E[un(t)un(t− τ)]:

• when n is even

E[un(t)un(t− τ)] = σ2n
u

[
(2n− 1)!!− ((n− 1)!!)2

]
δ(τ) + σ2n

u ((n− 1)!!)2

• when n is odd

E[un(t)un(t− τ)] = σ2n
u (2n− 1)!!δ(τ)

where δ is the Dirac distribution.

By taking the Fourier transform of Ru(τ), the power spectrum matrix Φu is given
by

2π


(

0 0
0 σ2n

u (2n− 1)!!

)
δ(ω) +

(
σ2
u 0

0 σ2n
u

[
(2n− 1)!!− ((n− 1)!!)2

]) when n is even.(
σ2
u σn+1

u n!!
σn+1
u n!! σ2n

u (2n− 1)!!

)
when n is odd.

Since the power spectrum matrix Φu(ω) is positive semidefinite at all frequencies ω,
let us prove that the determinant of Φu(ω) is nonzero for almost all ω to prove that it
is strictly positive definite at almost all frequencies ω. When

• n is even, for all frequencies ω 6= 0

det(Φu(ω)) = 4π2σ2n+2
u

[
(2n− 1)!!− ((n− 1)!!)2

]
• n is odd, for all frequencies ω

det(Φu(ω)) = 4π2σ2n+2
u

[
(2n− 1)!!− (n!!)2

]
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D.2. Proof of Theorem 5.1

Let us prove that (2n− 1)!!− ((n− 1)!!)2 6= 0 by proving that (2n− 1)!! > ((n− 1)!!)2

when n is nonzero and even. The proof that (2n− 1)!! > (n!!)2 when n is odd is based
on the same principle. Let us first observe that

(2n− 1)!!

((n− 1)!!)2
=

(2n− 1)× (2n− 3)× · · · × (n+ 1)× (n− 1)!!

((n− 1)!!)2

=
(2n− 1)× (2n− 3)× · · · × (n+ 1)

(n− 1)× · · · × 3× 1

The numerator and the denominator of the latter are the product of n/2 factors. Since
the minimal factor of the numerator is strictly greater than the maximal factor of the
denominator for n ≥ 2, then (2n− 1)!! > ((n− 1)!!)2. Therefore, det(Φu(ω)) > 0 for
almost all ω. With Lemma 2.1, the conclusion follows. �
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E.1 Inertial effects for objects in rotation

Let us consider an object M with a mass m in motion in a frame of reference (0, x, y, z)
that is rotating w.r.t. a Galilean frame of reference around the z−axis with an angular
rate vector

−→
Ω . This situation is depicted in Figure E.1. The objectM is then subjected

to three inertial forces that will be described in the following paragraphs.

E.1.1 Coriolis effect

The first force is the Coriolis one denoted ~fcor and it is given by

~fcor(t) = 2m
−→
Ω (t) ∧ d

−−→
OM

dt
(t)

where ∧ is the vector product.

The Coriolis force has a significant effect on heavy objects with high speed. For
instance, this phenomenon explains the difference of the rotation direction of cyclones
between the North and the South hemisphere. This effect is also responsible of the
faster wear of one rail of a railway for high-speed trains moving along a North-South
axis. In the North hemisphere, the East rail is the one that wears the fastest. For
the MEMS gyroscope, since both masses are not heavy, the gyroscope is designed such
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that both masses have lightly damped resonant dynamics in order to increase the term
d|
−−→
OM(t)|/dt which in turn increases the Coriolis force on the sense mass.

Figure E.1: An object M moving into a rotating frame of reference.

E.1.2 Centrifugal effect

The second force is the centrifugal one denoted ~fcen and it is given by

~fcen(t) = m
−→
Ω (t) ∧

−→
Ω (t) ∧

−−→
OM(t)

E.1.3 Euler effect

The last inertial effect is the Euler one denoted ~feul and it is given by

~feul(t) = m
d
−→
Ω

dt
(t) ∧

−−→
OM(t)

The centrifugal and Euler effects are negligible for small displacements |
−−→
OM(t)|. It is

the case for the MEMS gyroscope since |
−−→
OM(t)| has an magnitude order of 10−6 m.
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F.1 Comparison between SISO-by-SISO approach and
MISO identification

Figure F.1: Bode diagram magnitudes of the identified G from the SISO-by-SISO
approach (solid blue line) and the identified G from the MISO identifications (orange
dashed line).
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F.1. Comparison between SISO-by-SISO approach and MISO identification

Figure F.2: Bode diagram phases of the identified G from the SISO-by-SISO approach
(solid blue line) and the identified G from the MISO identifications (orange dashed
line).
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Figure F.3: Bode diagram magnitudes of the identified Q from the SISO-by-SISO ap-
proach (solid blue line) and the identified Q from the MISO identifications (orange
dashed line).
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F.1. Comparison between SISO-by-SISO approach and MISO identification

Figure F.4: Bode diagram phases of the identified Q from the SISO-by-SISO approach
(solid blue line) and the identified Q from the MISO identifications (orange dashed
line).
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Figure F.5: Comparison of the DSPs of the measurement noises vx (left) and vy (right)
between the SISO-by-SISO approach (blue solid line) from the MISO identifications
(orange dotted line).

F.2 Hankel-singular-value-based reduction

In this method, we compute the Hankel singular values of the balanced state space
of G(z, θ̃N ) and we truncate the states by keeping the ones with the highest Hankel
singular values (corresponding to the states with the highest energy). We have tried
different truncation order: 10, 8, 6 and 4. For the last three truncation orders, we
observed some mismatches between the identified black-box model and the Hankel-
singular-value-based reduced-order models. In the next two paragraphs, we show the
results obtained for a truncation order equal to 8 and 6.

F.2.1 Order 8

The Figures F.6 and F.7 give the Bode diagram magnitudes and phases respectively of
the reduced-order model based on Hankel singular values of order 8 and the identified
black-box model of order 12. For the truncation order 8, we observe that both models
have the same Bode diagrams for the direct transfers and for Gxy. However, a gain and
phase mismatch around the resonance frequencies can be seen for Gxy.
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F.2. Hankel-singular-value-based reduction

Figure F.6: Bode diagram magnitudes of the black-box model (blue solid line) and of
the reduced-order model based on Hankel singular values of order 8 (orange dotted line).
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Figure F.7: Bode diagram phases of the black-box model (blue solid line) and of the
reduced-order model based on Hankel singular values of order 8 (orange dotted line).

F.2.2 Order 6

The Figures F.8 and F.9 give the Bode diagram magnitudes and phases respectively of
the reduced-order model based on Hankel singular values of order 6 and the identified
black-box model of order 12. For the truncation order 6, the Bode diagram of both
transfers Gxy and Gyx have large discrepancies around the resonance frequencies.
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F.2. Hankel-singular-value-based reduction

Figure F.8: Bode diagram magnitudes of the identified black-box model (blue solid
line) and of the reduced-order model based on Hankel singular values of order 6 (orange
dotted line).
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Figure F.9: Comparison of Bode diagram phases of the identified black-box model (blue
solid line) and of the reduced-order model based on Hankel singular values of order 6
(orange dotted line).
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F.3 Initialization method for the grey-box modeling

The idea for the initialization of the grey-box identification is to find the grey-box
parameters that match the properties of the identified resonances in Ĝ.

F.3.1 Transformation of the state-space model into a transfer
function matrix

Let us rewrite the state space model given in (7.18) into a continuous time transfer
function matrix Ggb = GmeaGmec where Gmea and Gmec are the continuous time
transfer function matrices such that

• the input of Gmea is (xmec, ymec)
T and its output is (x̃mec, ỹmec)

T . This transfer
function matrix is obtained by transforming the measurement equations (7.17)
into the Laplace domain.

• the input of Gmec is (u2
x, u

2
y)
T and its output is (xmec, ymec)

T . This transfer func-
tion matrix is obtained by transforming the mechanical equations (7.15) (coupled
with the actuation) into the Laplace domain.

Let us denote by p the Laplace variable and define the four entries of Ggb as follows

Ggb(p) =

(
Ggb,xx(p) Ggb,xy(p)
Ggb,yx(p) Ggb,yy(p)

)

By using the Laplace variable on the state-space equations, we have that

Gmea(p) =


βx
p

λx
+ 1

0

0
βy
p

λy
+ 1


and

Gmec(p) =

(
Gmec,xx(p) Gmec,xy(p)
Gmec,yx(p) Gmec,yy(p)

)
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where

Gmec,xx(p) =
ᾱx(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

(p2 + d̄yyp+ k̄yy)(p2 + d̄xxp+ k̄xx)− (d̄yxp+ k̄yx)(d̄xyp+ k̄xy)

Gmec,xy(p) =
−ᾱy(d̄xyp+ k̄xy)

(p2 + d̄yyp+ k̄yy)(p2 + d̄xxp+ k̄xx)− (d̄yxp+ k̄yx)(d̄xyp+ k̄xy)

Gmec,yx(p) =
−ᾱx(d̄yxp+ k̄yx)

(p2 + d̄yyp+ k̄yy)(p2 + d̄xxp+ k̄xx)− (d̄yxp+ k̄yx)(d̄xyp+ k̄xy)

Gmec,yy(p) =
ᾱy(p

2 + d̄xxp+ k̄xx)

(p2 + d̄yyp+ k̄yy)(p2 + d̄xxp+ k̄xx)− (d̄yxp+ k̄yx)(d̄xyp+ k̄xy)

Let us denote by dmec(p) the common denominator of the transfer functions in Gmec(p).
We observe that each transfer function in Ggb(p) has an order of 5 and should have two
resonances (since 1/dmec(p) does). An additional anti-resonance should also be observed
for the transfer functions Ggb,xx(p) and Ggb,yy(p), which is not the case in practice. To
circumvent this problem, for the initialization determination, we will assume that the
common denominator dmec is such that

dmec(p) ≈ (p2 + d̄yyp+ k̄yy)(p
2 + d̄xxp+ k̄xx) (F.1)

Therefore, with this assumption, the entries of Gmec(p) become

Gmec,xx(p) =
ᾱx

p2 + d̄xxp+ k̄xx

Gmec,xy(p) =
−ᾱy(d̄xyp+ k̄xy)

(p2 + d̄xxp+ k̄xx)(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

Gmec,yx(p) =
−ᾱx(d̄yxp+ k̄yx)

(p2 + d̄xxp+ k̄xx)(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

Gmec,yy(p) =
ᾱy

p2 + d̄yyp+ k̄yy

In this case, Ggb,xx(p) and Ggb,yy(p) have only one resonance and do not have an
anti-resonance. This fact and the denominator assumption are verified in our black-box
identification since we observe only one resonance in the identified transfer functions
Gxx(z, θ̂xx,N ) and Gyy(z, θ̂yy,N ) and there is no anti-resonance. We then deduce an
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expression for the entries of Ggb(p) with the denominator assumption given in in (F.1)

Ggb,xx(p) =
ᾱxβx

(p2 + d̄xxp+ k̄xx)

(
p

λx
+ 1

)
Ggb,xy(p) =

−ᾱyβx(d̄xyp+ k̄xy)

(p2 + d̄xxp+ k̄xx)(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

(
p

λx
+ 1

)
Ggb,yx(p) =

−ᾱxβy(d̄yxp+ k̄yx)

(p2 + d̄xxp+ k̄xx)(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

(
p

λy
+ 1

)
Ggb,yy(p) =

ᾱyβy

(p2 + d̄yyp+ k̄yy)

(
p

λy
+ 1

)

The next step should be to convert the continuous-time transfer function matrix
Ggb(p) into a discrete-time transfer function and then match the coefficients with the
ones of the identified transfer functions in Ĝ(z). However, the unstable zeros of the
identified transfers Gxx(z, θ̂N,xx) and Gyy(z, θ̂N,yy) are not described by the grey-box
model structure which prevents us to determine the grey-box parameters by matching
the polynomial coefficients.

F.3.2 Considered method for the initialization

The solution that we will consider is to find the grey-box parameters that match the
properties of the identified transfer functions in Ĝ such as the static gain, the resonance
frequencies and the quality factors.

• resonance frequencies: from the grey-box model structures and due to the fact
that the quality factors are high, we have that ω0,x ≈

√
k̄xx and ω0,y ≈

√
k̄yy.

We then deduce an initial value for k̄xx and k̄yy from the resonance frequencies
identified from Ĝ.

• quality factors: from the identified resonances of Gxx(z, θ̂N,xx) and Gyy(z, θ̂N,yy)
and the corresponding grey-box transfer functions Ggb,xx(p) and Ggb,yy(p), we
have the following relations for the quality factors qx for the drive mode and qy
for the sense mode: 

qx =
k̄xx

d̄xxω0,x

qy =
k̄yy

d̄yyω0,y

We deduce an initial estimate for d̄xx and d̄yy.

215



F. Appendix for Chapter 7

• static gain: from the grey-box model structure and by denoting by axx, axy,
ayx and ayy the static gains of the identified transfer functions Gxx(z, θ̂N,xx),
Gxy(z, θ̂N,xy), Gyx(z, θ̂N,yx) and Gyy(z, θ̂N,yy) respectively, we should have that

axx =
ᾱxβx
k̄xx

axy = − ᾱyβxk̄xy
k̄xxk̄yy

ayx = − ᾱxβyk̄yx
k̄xxk̄yy

ayy =
ᾱyβy

k̄yy

Unfortunately, we can find an infinite number of possibilities for the six parame-
ters ᾱx, ᾱy, βx, βy, k̄xy and k̄yx. To solve the problem, we will fix two grey-box
parameters. In our case, we will fix βx and βy since we know that the displace-
ments of both masses have an order of magnitude of 10−6 m and the mechanical
output voltage has an order of magnitude of 10−4 V for the drive mode and 1
V for the sense mode. Therefore, we will fix βx = 102 V/m and βy = 106 V/m.
From these fixed parameters and the identified static gains axx, axy, ayx and ayy,
we can uniquely deduce the parameters ᾱx, ᾱy, k̄yx and k̄xy.

• for the effect of the electronic card, we have to choose some initial values for both
cut-off frequencies λx and λy. This first-order effect might come from the anti-
aliasing filters with a cut-off frequency of 2π × 15000 rad/s. Therefore, we will
choose λx = λy = 2π × 15000.

• finally, to estimate d̄yx, we choose one frequency ω′ and we compute the frequency
response of the corresponding black-box model at this frequency, i.e., we compute
Gyx(ejω

′
, θ̂N,yx). Then, we find the value of d̄yx such that Ggb,yx(ejω

′
, d̄yx) =

Gyx(ejω
′
, θ̂N,yx) holds. The same approach holds for d̄xy with the transfer func-

tions Ggb,yx and Gyx(z, θ̂N,yx). In both cases, the frequency ω′ has been chosen
equal to the identified resonance frequency ω0,x.

Remark F.1. At this point, we can wonder if an optimization with greyest is useful
since we can estimate initial values of the parameters that match some properties of
the identified model Ĝ. However, for the cut-off frequencies λx and λy, we made an
assumption for the values. Moreover, the determination of the parameters was based on
an assumption for the denominator dmec made in (F.1).

F.4 Bode of the tracking controller K(z)

In this section, we give the plots of the magnitude and the phase of the Bode diagram
of the MIMO tracking controller K(z) in Figures F.10 and F.11 and respectively.
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Figure F.10: Bode diagram magnitudes of the MIMO tracking controller K(z).
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Figure F.11: Bode diagram phases of the MIMO tracking controller K(z).
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Long résumé : Introduction de la
thèse

Contents
G.1 Identification des systèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
G.2 Consistance d’un estimateur pour l’identification des systèmes . . . 223
G.3 État de l’art sur l’informativité des données et premières questions

de recherche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
G.4 Et pour les systèmes non-linéaires identifiables avec la méthode Pre-

diction Error ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
G.5 Étude pratique de la thèse : gyroscope MEMS . . . . . . . . . . . . 227

G.5.1 Présentation du gyroscope MEMS et des défis de contrôle . 227
G.5.2 Objectives et présentation du projet Next4MEMS . . . . . . 229
G.5.3 État de l’art sur l’identification des gyroscopes MEMS . . . 230

G.6 Organisation du long résumé des contributions . . . . . . . . . . . . 232

Dans ce chapitre, nous résumons l’introduction de la thèse.

G.1 Identification des systèmes

Les modèles mathématiques des dynamiques d’un système ont une place cruciale dans
beaucoup de domaines des sciences de l’ingénieur tels que la chimie, la mécatronique,
l’électromagnétisme, etc. Ces modèles ont une multitude de fonctions :

• synthèse de correcteur : dans beaucoup d’applications telles que la mécatronique,
les dynamiques d’un système doivent satisfaire des performances telles que la
stabilité, la rapidité, etc. Pour cela, un correcteur est synthétisé pour changer
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le comportement du système afin qu’il ait le comportement souhaité. Ainsi, un
modèle mathématique est nécessaire pour faire la synthèse de ce correcteur.

• prédiction : quand les dynamiques futures d’un système doivent être prédites,
un modèle peut servir pour faire cette prédiction. Un exemple est la prédiction
météo [Vas01].

• diagnostic : pour assurer la fiabilité d’un système, nous cherchons à détecter les
pannes que le système peut subir. Dans ce cas là, il s’agît de détecter toutes
déviations du comportement du système par rapport au comportement souhaité
(nominal). Pour faire cette comparaison, nous pouvons utiliser un modèle du com-
portement nominal du système [Din08].

• rétro-ingénierie : un modèle peut aussi être utilisé pour déterminer des dyna-
miques intrinsèques au système qui sont inaccessibles pour l’utilisateur. C’est par
exemple le cas de l’étude des rétroactions entre les composants d’une cellule en
biologie [Kha08, TA05].

Les performances du correcteur, de la prédiction, etc dépendent souvent de la qualité du
modèle. Il est alors très important de garantir une modélisation précise des dynamiques
du système.

Il existe trois classes de méthodes de modélisation. Pour la première classe, le mo-
dèle est obtenu uniquement à partir des équations de la physique (e.g., les lois de la
mécanique de Newton, les lois de l’électromagnétisme de Maxwell, etc). Cette classe de
modélisation s’appelle modélisation boîte blanche. À l’opposé, dans la seconde classe
de méthodes de modélisation appelée boîte noire, le modèle est complètement déter-
miné à partir d’un jeu de données expérimentales collectées sur le système. Enfin, la
dernière classe de méthodes de modélisation est un mélange des deux autres classes pré-
cédentes dont le nom est boîte grise. Ici, la modélisation s’appuie sur les équations de la
physique dont certains paramètres inconnus sont estimés à partir d’un jeu de données
expérimentales.

L’identification des systèmes est le domaine scientifique qui consiste à déterminer
un modèle à partir de données expérimentales. Ce domaine regroupe les méthodes de
modélisation boîte grise et boîte noire. Pour chaque identification, l’utilisateur doit
choisir trois ingrédients. Le premier ingrédient est la structure de modèle qui est un
ensemble de modèles candidats qui peuvent être, par exemple, boîte grise/boîte boire,
paramétrés/non-paramétrées, linéaires/non-linéaires, etc. Le deuxième ingrédient est le
jeu de données expérimentales récoltées. Le dernier ingrédient est le critère d’identifi-
cation qui permet de classer tous les modèles candidats de la structure de modèle et de
déterminer le modèle optimal qui explique aux mieux les données récoltées par rapport
au critère d’identification. L’identification peut être faite en boucle ouverte ou en boucle
fermée. Dans le dernier cas, il est souvent nécessaire d’ajouter un signal d’excitation
externe à la loi de commande.
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Pour garantir un modèle précis du système, il est important que la structure de mo-
dèle puisse modéliser toutes les dynamiques du système. Lorsque c’est le cas, il existe
un modèle dans la structure de modèle qui décrit exactement toutes les dynamiques
du système. L’objectif est alors de déterminer ce modèle, appelé vrai modèle. Lorsque
la structure de modèle est paramétrée, le vecteur de paramètres lié au vrai modèle est
appelé vrai vecteur de paramètres. Par conséquent, l’objectif de l’identification des sys-
tèmes dans ce cas est de déterminer ce vrai modèle (ou le vrai vecteur de paramètres
pour les structures de modèle paramétrées).

Cependant, à cause de la présence de bruit dans les données récoltées, il est impossible
de faire cette estimation de façon exacte puisque le nombre de données et la puissance
d’excitation sont finies en pratique. Ainsi, le but est de déterminer l’estimée la plus
précise possible. Pour cela, il est nécessaire de garantir une propriété de l’estimateur lié
au critère d’identification choisi : sa consistance. Nous expliquons cette notion dans le
prochain paragraphe.

G.2 Consistance d’un estimateur pour l’identification des
systèmes

La consistance est la propriété fondamentale qui garantit que le modèle identifié (resp.
le vecteur de paramètres identifié pour les structures de modèle paramétrées) converge
vers le vrai modèle (resp. le vrai vecteur de paramètres pour les structures de modèle
paramétrées) lorsque le nombre de données tend vers l’infini. Si cette propriété n’est pas
garantie, alors le modèle identifié ne sera pas précis, même si nous augmentons le nombre
de données. Elle dépend directement du choix des trois ingrédients pour l’identification.

Dans cette thèse, nous considérons la méthode d’identification de type boîte noire
par erreur de prédiction (Prediction Error en anglais) avec un critère des moindres
carrés pour le critère d’identification. Les structures de modèle considérées dans cette
thèse sont linéaires temps invariant (Linear Time Invariant ou LTI en anglais) de type
fonctions de transfert dont les coefficients polynomiaux des numérateurs et des dénomi-
nateurs n’ont pas forcément de signification physique. Dans cette méthode, le vecteur
de paramètres (qui est constitué des coefficients polynomiaux mentionnés précédem-
ment) identifié est la solution d’un problème d’optimisation d’un coût des moindres
carrés sur la différence entre la sortie mesurée et le prédicteur construit à partir des
données et de la structure de modèle. Cette différence s’appelle l’erreur de prédiction.
La consistance de l’estimateur de cette méthode a été étudiée premièrement pendant
les années 1970 [Lju76a, Lju76b]. La plupart des travaux se sont intéressés au cas de
l’identification directe en boucle fermée avec différentes hypothèses sur l’excitation et
le correcteur [SGL75, SLG76, AG82, GLS77]. Cependant ces résultats ne donnent que
des conditions suffisantes et non nécessaires.

Il faudra alors attendre les travaux de Ljung [Lju99] pour développer une condition
nécessaire et suffisante pour la consistance : l’estimée est consistante si et seulement
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si le vrai vecteur de paramètres est l’unique minimiseur du critère asymptotique des
moindres carrés, i.e., le critère d’identification obtenu quand le nombre de données tend
vers l’infini. Pour garantir l’unicité du miniseur, il faut respecter deux conditions :
l’identifiabilité de la structure de modèle et l’informativité des données. L’identifiabilité
est la propriété qui garantit que deux vecteurs de paramètres différents ne donnent pas le
même modèle. Elle a été largement étudiée et des structures de modèle linéaires avec des
propriétés d’identifiabilité fortes ont été développées telles que Finite Impulse Response
(FIR, Réponse Impulsionnelle Finie en français), ARX, ARMAX, Output-Error (OE)
et Box-Jenkins (BJ).

L’informativité des données permet de garantir que deux modèles ne donnent pas le
même prédicteur. Combiné avec l’identifiabilité, deux vecteurs de paramètre ne donnent
pas le même prédicteur et donc un seul vecteur de paramètres minimise le critère d’iden-
tification asymptotique : c’est le vrai vecteur de paramètre. L’informativité est donc une
propriété cruciale à garantir puisque, sans celle-ci, l’estimée obtenue serait alors impré-
cise. À l’inverse, lorsque l’informativité est garantie, nous pouvons atteindre n’importe
quel niveau de précision sur les incertitudes des paramètres, à condition que le nombre
de données puisse être augmenté. Du fait de son rôle crucial dans l’identification, nous
nous focalisons sur cette propriété dans cette dissertation. Dans le prochain paragraphe,
nous donnons un état de l’art de cette propriété pour la méthode par erreur de prédiction
avec un critère des moindres carrés.

G.3 État de l’art sur l’informativité des données et
premières questions de recherche

L’informativité des données a été largement étudiée pour l’identification des systèmes
linéaires une-entrée une sortie (single-input single-output ou SISO en anglais) en boucle
ouverte et boucle fermée avec les structures de modèle classiques (FIR, ARX, ARMAX,
OE, BJ). Les conditions développées dans ce cas sont basées sur la notion de richesse
du signal d’excitation utilisée pendant l’identification. Ce signal est riche d’ordre ν
si et seulement si sa densité spectrale de puissance est non-nulle en ν pulsations de
l’intervalle ] − π, π] [Lju99, SS89]. De cette notion de richesse ont été développées des
conditions nécessaires et suffisantes pour l’informativité des données dans les cas boucle
ouverte et boucle fermée dans [GBM08, GBBM09]. Plus précisément, ces travaux ont
déterminé un ordre minimal de richesse, dépendant de la complexité de la structure
de modèle, que le signal d’excitation doit respecter pour garantir l’informativité des
données. En boucle fermée, cet ordre minimal (pour l’excitation externe dans ce cas
là) dépend aussi de la complexité du correcteur qui contribue lui aussi à l’informativité
des données via la rétroaction du bruit de mesure. Par ailleurs, si le correcteur est
suffisamment complexe, l’informativité des données est alors garantie sans excitation
externe (costless identification en anglais).

Alors que l’informativité des données est un sujet mature pour le cas SISO dans
la littérature, nous ne pouvons pas dire de même pour les systèmes plusieurs-entrées
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plusieurs-sorties (multiple-inputs multiple-outputs ou MIMO en anglais). Les études
dans la littérature sur ce sujet sont principalement focalisées sur le développement
de conditions pour vérifier qu’un correcteur MIMO est suffisamment complexe pour
garantir l’informativité des données pour une identification sans excitation externe.
Dans [BGM10], une condition nécessaire et une autre suffisante ont été développées
pour n’importe quelle structure de modèle linéaire composée de matrices de fonctions
de transfert. Pour les structures de modèle plusieurs-entrées une-sortie (multiple-inputs
single-output ou MISO en anglais) de type ARMAX, le papier [YZ18] donne une condi-
tion nécessaire et suffisante mais sous des hypothèses fortes pour le correcteur et la
structure de modèle ARMAX.

L’identification sans excitation externe est un cas très particulier. Dans la majorité
des cas des identifications en boucle fermée, une excitation externe doit être ajoutée.
Pour le cas boucle ouverte, il est clair qu’une excitation sur le vecteur d’entrée est
nécessaire pour l’identification. La seule condition disponible dans la littérature qui
nous permet de vérifier l’informativité des données dans le cas où il y a une excitation
est basée sur la matrice densité spectrale de puissance du vecteur d’excitation : les
données sont informatives si cette matrice est définie positive pour quasiment toutes les
pulsations de l’intervalle ]−π, π] [BGM10]. Cependant, cette condition est suffisante et
parfois très restrictive. Par exemple, cette condition ne sera jamais garantie pour une
excitation de type sinusoïdale alors que ce type d’excitation pourrait être le seul permis
par les limitations physiques du système. Ainsi, nous nous intéressons dans cette thèse
à développer des conditions moins conservatrices, i.e., nous allons considérer ces deux
premières questions de recherche dans cette dissertation

Question de Recherche 1

Pour un système MIMO LTI, une structure de modèle et une excita-
tion donnés, comment pouvons nous vérifier que les données récoltées sur le
système sont informatives pour une identification en boucle ouverte ?

Question de Recherche 2

Pour un système MIMO LTI, une structure de modèle, un correcteur
MIMO LTI stabilisant le système en boucle fermée et une excitation externe
donnés, comment pouvons nous vérifier que les données récoltées sur le
système sont informatives pour une identification directe en boucle fermée ?
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L’étude des deux questions de recherche est restreinte dans cette thèse aux structures
de modèle qui sont des généralisations naturelles des structures classiques FIR, ARX,
ARMAX, OE, BJ du cas SISO. Pour ces structures de modèle, nous prouvons que la
vérification de l’informativité des données peut se faire sortie-par-sortie pour les deux
configurations d’identification.

Dans le cas boucle ouverte (Question de Recherche 1), cette analyse d’informativité
sortie-par-sortie se simplifie alors en l’étude de l’informativité pour l’identification en
boucle ouverte des systèmes MISO. Inspiré du cas SISO [GBBM09], une condition suf-
fisante1 pour vérifier l’informativité des données dans le cas MISO est la persistance
d’excitation d’un vecteur de signaux appelé régresseur. Ce régresseur contient des ver-
sions retardées des signaux du vecteur d’entrée. Ensuite, nous développons des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour vérifier la persistance d’excitation pour deux types
d’excitation pour le vecteur d’entrée : multisinus et bruits blancs filtrées. Dans le dernier
cas, le vecteur d’entrée u du système MISO considéré est de la forme u(t) = M(z)v(t)
où M(z) est une matrice de fonctions de transfert stables et v(t) est un vecteur de
bruits blancs indépendants. Pour les deux types d’excitation considérés, la persistance
du régresseur est vérifiée si et seulement si une certaine matrice est de rang plein ligne.
Cette matrice dépend de la complexité de la structure de modèle et de la paramétri-
sation du vecteur d’entrée, i.e., des amplitudes, des déphasages et des pulsations dans
le cas multisinus et des coefficients des filtres de M(z) dans le cas bruits blancs filtrés.
Nous cherchons ensuite des conditions sur les deux types d’excitation pour garantir
cette propriété de rang plein ligne. Ceci va nous conduire dans le cas multisinus à une
condition nécessaire sur le nombre de pulsations. Dans le cas bruit blanc, cette condi-
tion nécessaire se traduit par une complexité minimale de la matrice de fonctions de
transfert M(z).

Pour le cas boucle fermée (Question de Recherche 2), la vérification de l’informativité
sortie-par-sortie se traduit aussi par la vérification du rang plein ligne d’une certaine
matrice. Cette matrice dépend des coefficients du correcteur, de la paramétrisation de
l’excitation externe et de la complexité de la structure de modèle. Nous verrons aussi
qu’elle sépare clairement la contribution du correcteur et de l’excitation externe sur
l’informativité des données.

G.4 Et pour les systèmes non-linéaires identifiables avec
la méthode Prediction Error ?

Dans les études présentées dans le paragraphe précédent et dans la littérature, l’infor-
mativité des données n’a été étudiée que pour l’identification des systèmes LTI alors
que la plupart des systèmes réels ont des dynamiques non-linéaires. Heureusement,
la méthode d’identification par erreur de prédiction peut être utilisée pour identifier
certaines classes de systèmes non-linéaires tels que les systèmes bloc-orientés avec des

1Pour les structures de modèle ARX et FIR, cette condition est aussi nécessaire.
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non-linéarités statiques (Hammerstein/Wiener [GB10, ST17]). De notre connaissance
de la littérature, il n’y a pas de résultats sur l’informativité des données pour l’identi-
fication des systèmes Hammerstein/Wiener avec la méthode d’identification Prediction
Error. Dans cette dissertation, nous allons nous intéresser à l’identification d’une classe
particulière de systèmes Hammerstein donnée par

y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) (G.1)

où u est l’entrée, y la sortie, n ∈ N∗, e un bruit blanc et z l’opérateur d’avance en
temps discret. Les termes G0,1(z), G0,2(z) et H0(z) sont trois fonctions de transfert
à temps discret à identifier. En choisissant une structure de modèle non-linéaire qui
permet de modéliser toutes les dynamiques de ces 3 fonctions de transferts, il nous faut
alors garantir l’informativité des données par rapport à cette structure de modèle. Ainsi,
la troisième question de recherche que nous allons considérer est la suivante

Question de Recherche 3

Pour la classe de système Hammerstein de la forme

y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) n ∈ N∗

et pour une structure de modèle non-linéaire et une excitation données, com-
ment pouvons nous vérifier que les données récoltées sur ce système sont
informatives pour une identification en boucle ouverte avec la méthode Pre-
diction Error ?

L’idée qui est suivie pour résoudre cette question de recherche est basée sur le refor-
mulation du système (G.1) en un système MISO LTI avec deux entrées données par
u1 = u et u2 = un. Nous pouvons alors appliquer les résultats développés pour la Ques-
tion de Recherche 1 à cette étude. Nous considérerons deux types d’excitation pour u :
multisinus et bruit blanc gaussien. Bien que le système non-linéaire décrit par (G.1) est
une structure très particulière, elle permet de modéliser les dynamiques principales d’un
système réel qui est le gyroscope inertiel MEMS, présenté dans la prochaine section.

G.5 Étude pratique de la thèse : gyroscope MEMS

G.5.1 Présentation du gyroscope MEMS et des défis de contrôle

En plus de la partie théorique décrite précédemment, cette thèse se concentre sur un
problème pratique : l’identification d’un gyroscope MEMS [Apo16, Kem11]. Il s’agît
d’un capteur inertiel qui mesure la vitesse de rotation autour d’un axe donné et dont le
principe est basé sur l’effet Coriolis. Un gyroscope (GYPRO®) est illustré en Figure 1.3.
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Parmi tous les types de gyroscopes qui existent, le gyroscope MEMS a de nombreux
avantages comme sa petite taille, sa faible consommation d’énergie et son bas prix.

Au niveau de l’architecture, un gyroscope MEMS est composé de deux masses, chacune
vibrant dans une direction donnée de sorte que les deux directions de vibrations soient
orthogonales. Les dynamiques de ces vibrations ont un comportement résonant (une
pulsation de résonance pour chaque masse) et ces vibrations sont couplées par la force
de Coriolis qui agît sur chaque masse et qui est proportionnelle à la vitesse de rotation.
L’idée générale de mesure de la vitesse de rotation est basée sur une estimation de
l’effet Coriolis. Pour ceci, nous avons besoin de faire vibrer les masses et de mesurer
leur déplacement. Ainsi, un instrumentation de type électrostatique est souvent utilisée
pour exciter et mesurer le déplacement des deux masses. L’actuation de chaque masse
se fait via des tensions d’excitation (une par masse) et qui sont donc les entrées du
gyroscope MEMS. Les sorties de gyroscope MEMS sont aussi deux tensions qui sont
une image du déplacement des masses (une tension par masse). Le gyroscope MEMS
est donc un système MIMO avec deux entrées et deux sorties.

Le gyroscope MEMS souffre d’imperfections de fabrications qui créent des dyna-
miques couplées entre les deux masses, c’est à dire le mouvement d’une masse génère
un mouvement sur l’autre masse même sans effet Coriolis. Les deux phénomènes res-
ponsables de ces couplages sont l’anisoélasticité et l’effet non-proportionnel de l’amor-
tissement [Sau08]. Ces dynamiques croisées peuvent être modélisées par des coefficients
"croisés" de raideurs et d’amortissement. De plus, l’instrumentation électrostatique ap-
porte elle aussi des dynamiques supplémentaires aux dynamiques mécaniques du cap-
teur, parasitant la mesure de la vitesse de rotation si ces dynamiques additionnelles
ne sont pas prises en compte lors de cette mesure. Par exemple, un effet de couplage
capacitif entre les tensions d’excitation et de sortie est présent [AS05] et peut dégrader
fortement la mesure de la vitesse de rotation si non pris en compte dans le procédé
d’estimation de cette vitesse [LWZ+17]. Ce phénomène sera appelé couplage capacitif
parasite dans cette dissertation. Par ailleurs, une non-linéarité carrée sur les tensions
d’excitation est présente puisque les forces électrostatiques qui agissent sur les masses
sont proportionnelles au carré des tensions d’excitation [Sau08].

Pour remédier à ces problèmes, le gyroscope est placé en boucle fermée avec un correc-
teur MIMO afin d’améliorer la précision de mesure de la vitesse de rotation. Les objectifs
de contrôle sont choisis tels que l’estimation de la vitesse angulaire se fasse en 3 étapes.
Premièrement, le déplacement d’une des deux masses (appelée masse drive dans ce ré-
sumé) doit suivre une consigne sinusoïdale. Par ailleurs, la pulsation de cette consigne
sinusoïdale doit être celle de la pulsation de résonance de la masse drive afin de diminuer
la puissance du signal de commande (tension d’excitation de la masse drive) qui assure
l’asservissement sinusoïdal de la masse drive. Deuxièmement, le mouvement de l’autre
masse (appelée masse sense dans ce résumé) généré par l’effet Coriolis doit être supprimé
par le correcteur. Comme la force de Coriolis peut être vue comme une perturbation
entrée sur la masse sense, le signal de contrôle de la masse sense (tension d’excitation de
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la masse sense) est alors une image de la force de Coriolis. Ainsi, une estimation de cette
force peut se faire via la commande de la masse sense. Enfin, en dernière étape, nous
pouvons déduire la vitesse de rotation de l’estimation de la force de Coriolis puisque
cette dernière est proportionnelle à la vitesse de rotation. Plusieurs travaux disponibles
dans la littérature ont développé des correcteurs linéaires pour assurer le contrôle du
gyroscope MEMS tels que des correcteurs PI, PID, etc [Sau08, EMK12, PTKH09] ou en-
core des correcteurs non-linéaires par modes glissants [FB09b, FB09a, Fei10, ZDLG08].

G.5.2 Objectives et présentation du projet Next4MEMS

Les méthodes de contrôle citées précédemment permettent d’obtenir des estimées rela-
tivement précises de la vitesse de rotation. Cependant, nous pouvons nous demander si
nous pouvons encore améliorer la précision afin d’avoir des capteurs gyroscopiques qui
sont plus compétitifs face aux capteurs optiques. C’est le but du projet Next4MEMS
financé par Bpifrance2 dans lequel s’inscrit cette thèse. Le projet Next4MEMS est
un consortium de trois entreprises privées développant des capteurs inertiels (Tro-
nics/TDK, iXblue, Asygn) et de deux laboratoires publics (ONERA3 et Ampère). Le
but du laboratoire Ampère dans le projet est le développement d’une méthodologie
pour la synthèse d’un correcteur optimal en vue d’une implémentation sur le gyroscope
MEMS. Quatre doctorants du laboratoire Ampère participent au projet :

• Fabrício Saggin (encadré par Xavier Bombois, Gérard Scorletti et Anton
Korniienko). Il travaille sur la synthèse de correcteur et la méthode qu’il consi-
dère dans sa thèse est la synthèse H∞. Cette méthode fonctionne bien pour les
systèmes MIMO avec des dynamiques croisées comme pour le gyroscope MEMS.

• Kévin Colin (encadré par Xavier Bombois, Laurent Bako et Anton Kor-
niienko). La synthèse du correcteur doit se faire par rapport à un modèle du
gyroscope. Comme mentionné en Section G.1, pour obtenir des performances op-
timales, il est important d’avoir un modèle précis des dynamiques du gyroscope.
C’est ce problème qui va nous intéresser en seconde partie de cette thèse en dé-
veloppant une méthodologie d’identification.

• Jorge Ayala (encadré par Gérard Scorletti et Anton Korniienko). Il tra-
vaille sur la partie analyse de robustesse qui lie la modélisation et la synthèse de
correcteurs. Le correcteur est basé sur un modèle des dynamiques du système.
Cependant, à cause des incertitudes sur les paramètres estimés et les phénomènes
non-modélisés, les performances du correcteur peuvent se dégrader lorsqu’il est
implémenté sur le vrai système. Ainsi, son objectif dans sa thèse est de dévelop-
per des méthodes pour évaluer cette dégradation de performances.

• Federico Morelli (encadré par Xavier Bombois, Laurent Bako et Anton Kor-
niienko). Dans les objectifs de contrôle, la pulsation de la consigne sinusoïdale

2Banque publique française d’investissement.
3Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales.
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pour la masse drive doit être égale à sa pulsation de résonance. Cependant, les
propriétés mécaniques des masses du gyroscope changent en fonction de la tem-
pérature modifiant les pulsations de résonance. Une des objectifs de Federico
Morelli dans sa thèse est de développer des méthodes pour asservir la pulsa-
tion de la consigne à la pulsation de résonance de la masse drive. Deux méthodes
sont considérées dans ses travaux : l’extremum seeking [ZO11] et l’identification
récursive [LS83].

Comme cette thèse se focalise sur l’identification du gyroscope MEMS, nous donnons
un état de l’art sur ce sujet dans le prochain paragraphe.

G.5.3 État de l’art sur l’identification des gyroscopes MEMS

Les premiers travaux sur l’identification des gyroscopes MEMS peuvent être trou-
vés dans [MGH01, CHM03] où des méthodes d’identification en boucle ouverte et
boucle fermée avec des structures de modèle de type MIMO ARMAX ont été appli-
quées avec des excitations de type sweep. Cependant l’architecture de gyroscope étudié
dans [MGH01, CHM03] ne correspond pas à l’architecture du gyroscope considéré dans
cette thèse puisque le gyroscope de [MGH01, CHM03] considère des vibrations an-
gulaires des masses alors que celui du projet Next4MEMS repose sur des vibrations
linéaires des masses.

Pour le type de gyroscope considéré dans le projet, la plupart des papiers étudie la
modélisation des dynamiques mécaniques du gyroscope. Dans [PS02], l’attention est
portée sur les termes croisés de raideur et trois méthodes sont développées pour les
estimer. Cependant les termes croisés d’amortissement ne sont pas considérés dans
cette étude ce qui limite son utilisation pour une identification d’un gyroscope réel.
Dans [PS04], tous ces termes sont modélisés avec une méthode fréquentielle alors que
les méthodes développés dans [FY11, FY12] sont basées sur une estimation en ligne
avec un observateur en boucle ouverte et en boucle fermée.

Bien que ces travaux donnent plusieurs méthodes de modélisation, elles ne modélisent
que les dynamiques mécaniques et ne considèrent pas les effets supplémentaires causés
par l’instrumentation du gyroscope. Par exemple, le couplage capacitif parasite men-
tionné en Section G.5.1 n’est pas considéré. À notre connaissance, le seul papier qui
identifie ce phénomène est [AS05]. Il s’agît d’une identification dans le domaine fré-
quentielle qui se base sur une linéarisation de la non-linéarité de type carré (mentionnée
en Section G.5.1) pour des excitations sinusoïdales. Bien que cette approche semble
donner un modèle précis des dynamiques du gyroscope, ce dernier n’est valable que sur
une courte plage de pulsations alors que nous cherchons justement à obtenir un modèle
valable sur une plus large plage de pulsations pour la synthèse du correcteur.

Enfin, dans tous les travaux citées sur l’identification des gyroscopes MEMS, aucun ne
considère une estimation des densités spectrales de puissance des bruits de mesure sur
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chaque tension de sortie alors que ces dernières sont importantes pour la synthèse du
correcteur H∞. Ainsi, les structures de modèle et les méthodes d’identification présentes
dans la littérature ne semblent pas être adaptées à nos besoins de modélisation. Ainsi,
dans cette thèse, nous étudions cette dernière question de recherche

Question de Recherche 4

Pour la synthèse optimale d’un correcteur pour le MEMS gyroscope,
comment pouvons nous développer une structure de modèle complète qui
permet de modéliser les dynamiques principales du gyroscope MEMS, à
savoir les dynamiques mécaniques, le couplage capacitif parasite et les bruits
de mesure ? À partir de cette structure de modèle, comment pouvons nous
développer une méthode d’identification pour une modélisation précise de
ces trois types de dynamiques sans linéarisation ?

Pour développer la structure de modèle complète, nous utilisons les principes de la
physique. Cette structure de modèle est de type bloc-orientée et peut être identifiée
efficacement avec la méthode Prediction Error. Nous considérons alors cette méthode
pour développer la méthodologie d’identification pour répondre à la deuxième partie de
la Question de Recherche 4.

Comme nous l’avons déjà expliqué en Section G.5.1, le gyroscope MEMS est un sys-
tème MIMO avec deux entrées et deux sorties. Par conséquent, il serait logique de
faire une expérience d’identification pour laquelle les deux entrées sont excitées et les
deux sorties sont mesurées simultanément. Cependant, en réalité, certains dynamiques
peuvent être cachées par d’autres, causant des imprécisions lors de l’estimation du mo-
dèle. Par exemple, les dynamiques mécaniques croisées peuvent être cachées par les
dynamiques mécaniques directes. Pour résoudre ce problème, il suffit de voir qu’un sys-
tème MIMO avec deux entrées et deux sorties peut être vu comme un ensemble de
quatre sous-systèmes avec une entrée et une sortie (les quatre blocs "Subsystem" illus-
trés dans la Figure 1.4). L’idée est d’exciter une entrée (par exemple l’entrée u1 de la
Figure 1.4) et ensuite d’identifier les deux sous-systèmes correspondants (Subsystems
1 et 3 de la Figure 1.4). Ensuite, nous excitons l’autre entrée (u2 de la Figure 1.4) et
ensuite nous identifions les deux sous-systèmes correspondants (Subsystems 2 et 4 de
la Figure 1.4).

De plus, les dynamiques des sous-systèmes sont de la forme (G.1) avec n = 2. Ainsi,
pour l’identification, nous pouvons utiliser la même astuce considérée pour répondre à la
Question de Recherche 3 en transformant chaque sous-système en un système MISO LTI
avec deux entrées. Afin de garantir une estimée précise des dynamiques de chaque MISO,

231



G. Long résumé : Introduction de la thèse

il nous faut choisir des tensions d’excitations telles que les données sont informatives
par rapport à la structure de modèle choisie. Les résultats obtenus pour répondre à la
Question de Recherche 3 seront alors utiles dans ce cas pratique. Comme mentionné
en Section G.2, avec l’informativité des données, nous pouvons rendre les incertitudes
sur les paramètres identifiés aussi petites que nous voulons, à condition d’augmenter le
nombre de données. Cependant, pour certains choix d’excitation, ceci peut demander un
nombre trop grand de données ce qui n’est pas réalisable en pratique. Pour obtenir des
faibles niveaux d’incertitudes sur les paramètres identifiés pour un nombre de données
raisonnable, il nous faut aussi augmenter le rapport signal sur bruit (signal-to-noise
ratio ou SNR en anglais) des sorties mesurées.

Même si le rapport signal sur bruit est augmenté et les données sont informatives
pour l’identification des quatre sous-systèmes, les quatre identifications MISO LTI sont
des problèmes d’optimisation non-linéaires complexes et donc une estimée initiale est
requise pour initialiser les algorithmes d’optimisation. Pour déterminer ces estimées
initiales, nous proposons une approche qui repose sur une série d’identifications SISO
de chaque fonction de transfert impliqué dans les quatre structures de modèle MISO
considérées pour la modélisation du gyroscope MEMS.

G.6 Organisation du long résumé des contributions

Ce long résumé de la thèse va être organisé de la façon suivante

• en Annexe H, nous donnons les bases de l’identification par Prediction Error pour
résumer les résultats théoriques de la thèse (résumé du Chapitre 2).

• en Annexe I, nous résumons les résultats donnés dans les Chapitres 3, 4 et 5 qui
répondent respectivement aux Questions de Recherche 1, 2 et 3.

• en Annexe J, nous présentons le MEMS et nous développons une structure de mo-
dèle complète pour la modélisation des trois dynamiques principales du gyroscope
MEMS (résumé du Chapitre 6).

• en Annexe K, nous résumons la méthode d’identification des dynamiques princi-
pales du gyroscope MEMS (résumé du Chapitre 7).

• en Annexe L, nous donnons la conclusion de la thèse et des ouvertures pour des
recherches futures (résumé du Chapitre 8).
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Annexe H

Long résumé : L’identification
par erreur de prédiction

Contents
H.1 Les signaux quasi-stationnaires à temps discret . . . . . . . . . . . . 233

H.2 La Méthode Prediction Error pour l’identification des systèmes MIMO
en boucle ouverte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

H.3 Identification en boucle fermée et consistance . . . . . . . . . . . . . 237

H.4 Structures de modèles considérées dans cette thèse . . . . . . . . . . 238

H.5 Résultats sur l’informativité des données dans le cas MIMO présents
dans la littérature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

H.6 Persistance d’excitation de vecteurs de signaux quasi-stationnaires . 242

H.7 Conclusion de l’Annexe H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

Dans cette annexe, nous donnons les notions essentielles pour la présentation des
contributions théoriques de la thèse liées aux Questions de Recherche 1, 2 et 3.

H.1 Les signaux quasi-stationnaires à temps discret

Dans la partie théorique de la thèse, nous considérerons des vecteurs de signaux à
temps discret. Nous allons supposer que les signaux sont échantillonnés avec une période
d’échantillonnage constante Ts. Dans ce cas, un vecteur de signaux x peut être vu
comme un ensemble de valeurs {x(tTs)}t∈N∗ . Cependant, pour simplifier les notations,
nous enlèverons l’indication de la période d’échantillonnage en normalisant le temps,
c’est à dire nous verrons les vecteurs de signaux à temps discret x comme un ensemble
de valeurs {x(t)}t∈N∗ .

Pour la méthode par erreur de prédiction, nous avons besoin de définir la classe des
vecteurs de signaux quasi-stationnaires à temps discret. Pour cela, nous définissons
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l’opérateur Ē pour les vecteurs de signaux à temps discret tels que la limite ci-dessous
soit définie

Ē[x(t)] = lim
N→+∞

1

N

N∑
t=1

E[x(t)] (H.1)

où E est l’opérateur d’espérance (moyenne). Ainsi, avec l’opérateur Ē, nous définissons
la classe des vecteurs de signaux quasi-stationnaires

Définition H.1. Un vecteur de signaux à temps discret x composé de n signaux x1,
· · · , xn à valeur réelle ou complexe est quasi-stationnaire si les deux conditions suivantes
sont vérifiées

(a) le terme Ē[x(t)] est bien défini et est égal à une constante.

(b) la matrice suivante est bien définie et est une fonction qui ne dépend que de τ ∈ Z

Ē[x(t)xT (t−τ)] =


Ē[x1(t)x1(t− τ)] Ē[x1(t)x2(t− τ)] · · · Ē[x1(t)xn(t− τ)]
Ē[x2(t)x1(t− τ)] Ē[x2(t)x2(t− τ)] · · · Ē[x2(t)xn(t− τ)]

...
...

. . .
...

Ē[xn(t)x1(t− τ)] Ē[xn(t)x2(t− τ)] · · · Ē[xn(t)xn(t− τ)]



L’ensemble des signaux quasi-stationnaires contient les signaux multisinus détermi-
nistes et les signaux stochastiques de type bruits blancs filtrés. Dans cette dissertation,
nous considérerons ces deux types de signaux quasi-stationnaires.

H.2 La Méthode Prediction Error pour l’identification
des systèmes MIMO en boucle ouverte

Soit S un système MIMO avec un vecteur d’entrée u ∈ Rnu et un vecteur de sortie
y ∈ Rny défini par

S : y(t) = G0(z)u(t) + H0(z)e(t) (H.2)

où G0(z) est une matrice stable de fonctions de transfert de dimension ny × nu, H0(z)
une matrice monique1, stable et inversement stable de fonctions de transfert de dimen-
sion ny × ny, e ∈ Rny est un vecteur de bruits blancs tel que Ē[e(t)eT (t)] = Σ0 � 0.
Nous allons aussi faire l’hypothèse suivante :

Hypothèse H.1. La matrice de fonctions de transfert H0(z) est supposée être diago-
nale, i.e.,

H0(z) = diag(H0,1(z), · · · , H0,ny(z))

où diag est la notation introduite dans la section Notations (voir page xx).
1C’est à dire H0(z = ∞) = 1.
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ouverte

Grâce à l’Hypothèse H.1, le système S donné par (H.2) peut être vu comme un
ensemble de ny systèmes MISO donnés par

Si : yi(t) = G0,i:(z)u(t) +H0,i(z)ei(t) (i = 1, · · · , ny) (H.3)

où G0,i:(z) est la i-ième ligne de G0(z). Les sorties peuvent cependant être corrélées
via la matrice de covariance Σ0 du vecteur de bruits blancs e.

Quand le système S donné par (H.2) est en boucle ouverte, le vecteur de signaux qui
va être excité pour l’expérience d’identification est le vecteur d’entrée u et il est supposé
être indépendant de e. Nous allons considérer deux types d’excitation pour u.

Dans le premier type, les entrées uk (k = 1, · · · , nu) du vecteur d’entrée u sont
des multisinus qui sont la somme de s sinusoïdes de pulsations différentes ωl ∈]0, π[
(l = 1, · · · , s), i.e.,

uk(t) =

s∑
l=1

λkl cos(ωlt+ ψkl) (k = 1, · · · , nu). (H.4)

où λkl et ψkl sont respectivement l’amplitude et le déphasage de la sinusoïde à la
pulsation ωl de l’entrée uk. Certaines amplitudes λkl peuvent être égales à 0 pour
quelques valeurs de k = 1, · · · , nu mais, pour chaque l = 1, · · · , s, il existe une valeur
de k telle que λkl 6= 0. Nous noterons par sk le nombre de sinusoïdes à amplitude
non-nulle du signal uk (sk ≤ s ∀k).

Dans le second type d’excitation, u est donné par u(t) = M(z)v(t) avec M(z) une
matrice stable de fonctions de transfert M(z) = (Mkq(z))(k,q)∈J1,nuK×J1,fK et v un vecteur
de f bruits blancs indépendants vq (q = 1, · · · , f), i.e., v = (v1, · · · , vq)T . Ainsi, chaque
signal uk de u est donné par

uk(t) =

f∑
q=1

Mkq(z)vq(t) (k = 1, · · · , nu). (H.5)

Le nombre f de signaux qui composent v n’est pas nécessairement égal à nu et certaines
fonctions de transfert Mkq(z) peuvent être nulles, mais, pour chaque q = 1, · · · , f , il
existe une valeur de k = 1, · · · , nu telle que Mkq(z) 6= 0.

Pour identifier le système S, nous considérons une structure de modèle qui modélise
toutes les dynamiques de S et paramétrée comme suit

M = {(G(z,θ),H(z,θ)) | θ ∈ Dθ}

où θ ∈ Dθ ⊂ Rn est le vecteur de paramètre. Comme cette structure de modèle
peut modéliser toutes les dynamiques de S (nous parlerons alors de structure de mo-
dèle d’ordre complet), il existe alors un vrai vecteur de paramètres θ0 ∈ Dθ tel que
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(G(z,θ0),H(z,θ0)) = (G0(z),H0(z)). L’ensemble Dθ contient les vecteurs de para-
mètres tels que G(z,θ) soit stable et H(z,θ) soit monique, stable et inversement stable.
De plus la matrice H(z,θ) est diagonale, conséquence de l’Hypothèse H.1. Nous allons
aussi supposer que cette structure de modèle est globalement identifiable en θ0, i.e.,
pour tout θ ∈ Dθ,

(G(z,θ),H(z,θ)) = (G(z,θ0),H(z,θ0)) =⇒ θ = θ0

Pour chaque modèle (G(z,θ),H(z,θ)) ∈ M, nous définissons le prédicteur ŷ(t,θ) à
l’horizon 1 pour la sortie y à l’instant t par

ŷ(t,θ) = Wy(z,θ)y(t) + Wu(z,θ)u(t) = W(z,θ)x(t)

où

Wy(z,θ) = Iny −H−1(z,θ) (H.6)

Wu(z,θ) = H−1(z,θ)G(z,θ) (H.7)
W(z,θ) = (Wy(z,θ),Wu(z,θ))

x(t) =

(
y(t)
u(t)

)

À partir d’un jeu de données ZN récoltées sur le système S et défini par

ZN =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · , N
}

nous définissons le vecteur optimal de paramètre θ̂N qui minimise le critère VN (θ) des
moindres carrés sur l’erreur de prédiction ε(t,θ) = y(t)− ŷ(t,θ) :

θ̂N = arg min
θ∈Dθ

VN (θ,ZN ) (H.8)

VN (θ,ZN ) =
1

N

N∑
t=1

εT (t,θ)Σ−1
0 ε(t,θ)

où la matrice de covariance Σ0 est supposée être connue mais peut être estimée si-
multanément avec θ̂N (voir, e.g., [Lju99, Chapitre 15]). Nous voulons que θ̂N soit une
estimée consistante de θ0, i.e., θ̂N doit converger vers θ0 avec une probabilité de 1
lorsque N → +∞. Cette propriété est cruciale puisqu’elle permet de rendre l’erreur de
modélisation θ̂N − θ0 aussi petite que voulue en choisissant un nombre de données N
suffisamment grand.

Dans [Lju99, Chapitre 8], il a été prouvé que la consistance est obtenue lorsque le
vrai vecteur de paramètres θ0 est l’unique minimiseur du critère asymptotique donné
par Ē

[
εT (t,θ)Σ−1

0 ε(t,θ)
]
, ou de façon équivalente, lorsque θ0 est l’unique vecteur de

paramètres θ pour lequel ε(t,θ) = e(t). Pour garantir cette unicité du minimiseur, le
vecteur d’entrée u choisi pour la génération des données doit garantir l’informativité de
ces données, définie ci-dessous :
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H.3. Identification en boucle fermée et consistance

Définition H.2 (Informativité des données [BGM10, Lju99]). Considérons le cadre
d’identification défini ci-dessus. Supposons qu’un vecteur d’entrée quasi-stationnaire u
est appliqué au système S donné par (H.2) de l’instant t = 1 à l’instant t = +∞
générant le jeu de données Z∞ suivant

Z∞ =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

(H.9)

Soit une structure de modèleM générant le prédicteur ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). Définis-
sons aussi l’ensemble suivant

∆W =
{

∆W(z) = W(z,θ′)−W(z,θ′′) | θ′ et θ′′ dans Dθ
}

(H.10)

Alors, le jeu de données Z∞est informatif par rapport à la structure de modèle M
lorsque, pour tout ∆W(z) ∈∆W, nous avons

Ē
[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) (H.11)

où ∆W(z) ≡ 0ny×(ny+nu) signifie que ∆W(ejω) = 0ny×(ny+nu) pour quasiment toutes
les pulsations ω et où Ē est l’opérateur défini par (H.1).

D’après la Définition H.2, si le vecteur d’entrée u génère des données informatives,
alors nous avons que ε(t,θ) = e(t) si et seulement si la propriété suivante est res-
pectée : (G(z,θ),H(z,θ)) = (G(z,θ0),H(z,θ0)). Comme la structure de modèle est
supposée être globalement identifiable en θ0, alors la dernière propriété implique que θ0

est l’unique vecteur de paramètres θ pour lequel ε(t,θ) = e(t), et donc nous obtenons
la consistance de θ̂N .

H.3 Identification en boucle fermée et consistance

L’identification peut aussi se faire en boucle fermée. Dans ce cas là, le système S donné
par (H.2) est opéré en boucle fermée avec un correcteur MIMO LTI stabilisant la boucle
(voir Figure 2.1). Un vecteur d’excitation externe r ∈ Rnu peut être rajouté au vecteur
de commande pour des besoins d’identification. Dans ce cas là, l’entrée u appliquée au
système S est donnée par

u(t) = −K(z)y(t) + r(t) (H.12)

Les vecteurs de signaux r et e sont supposés être indépendants et nous allons considérer
les mêmes types d’excitation qu’en boucle ouverte, i.e., multisinus et bruits blancs filtrés.
Pour le besoin de référer à ce type d’excitation en boucle fermée et éviter une confusion
avec les excitations en boucle ouverte, nous répétons les équations de ces deux types
d’excitations pour r

rk(t) =
s∑
l=1

λkl cos(ωlt+ ψkl) (k = 1, · · · , nu). (H.13)

rk(t) =

f∑
q=1

Mkq(z)vq(t) (k = 1, · · · , nu). (H.14)
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En appliquant un vecteur d’excitation externe r sur le système en boucle fermée de
l’instant t = 1 à l’instant t = N , nous collectons le jeu de données entrée/sortie suivant

ZNcl =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · , N
}

et nous identifions une estimée θ̂N de θ0 en considérant le même critère d’identifica-
tion (H.8) utilisé en boucle ouverte et la même structure de modèleM. Si nous ajoutons
l’hypothèse que les fonctions de transfert de G0(z)K(z) contiennent un retard (i.e., elles
sont proportionnelles à z−1), la consistance de l’estimée de θ̂N est aussi garantie lorsque
M est globalement identifiable en θ0 et que le vecteur d’excitation externe r génère
l’informativité des données. La définition de l’informativité des données en boucle fer-
mée est presque la même que celle en boucle ouverte. La seule différence se trouve dans
la façon de collecter le jeu de données.

Définition H.3 (Informativité des données en boucle fermée [BGM10, Lju99]). Consi-
dérons le cadre d’identification défini en Section H.2. Supposons qu’un vecteur d’exci-
tation externe r excite le système S en boucle fermée avec le correcteur K(z) comme
illustré en Figure 2.1 de t = 1 à t = +∞ et supposons que nous collectons le jeu de
données suivant

Z∞cl =
{
x(t) =

(
yT (t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

Soit une structure de modèleM générant le prédicteur ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). Le jeu de
données Z∞ est informatif par rapport à la structure de modèleM si (H.11) est assurée
pour tout ∆W(z) ∈∆W (où ∆W et ∆W(z) sont ceux définis en Définition 2.2).

H.4 Structures de modèles considérées dans cette thèse

Les structures de modèleM qui vont être considérées sont des extensions naturelles des
structures de modèle classiques utilisées pour l’identification des systèmes SISO, i.e.,
les structures de modèle ARX, FIR, ARMAX, BJ et OE. Ces extensions sont définies
dans cette section. Pour cela, décomposons le vecteur de paramètres θ comme suit

θ =

(
θ̃
η

)
où θ̃ est le vecteur contenant les paramètres uniquement présents dans G(z,θ) et η le
vecteur contenant le reste des paramètres.

ARMAX : Les structures de modèle ARMAX sont définies par{
G(z,θ) = A−1(z,η)B(z, θ̃)
H(z,θ) = A−1(z,η)C(z,η)

où A(z,η) et C(z,η) sont des matrices diagonales, polynomiales et moniques de di-
mension ny × ny et B(z, θ̃) est une matrice polynomiale de dimension ny × nu. Les
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structures de modèle ARX et FIR sont des cas particuliers de la structure ARMAX
avec C(z,η) = Iny dans le cas ARX et avec C(z,η) = A(z,η) = Iny dans le cas FIR.

Le matrice B(z, θ̃) est composée de nynu polynômes indépendamment paramétrés
Bik(z, θ̃) = Bik(z, θ̃ik) = z−ρikB̊ik(z, θ̃ik) (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) où les retards
ρik peuvent être différents et chaque B̊ik(z, θ̃ik) est un polynôme avec un retard égal à 0
paramétré par un vecteur de paramètres θ̃ik. La matrice diagonale H(z,η) est composée
de ny fonctions de transfert indépendamment paramétrées Hi(z,ηi) dans sa diagonale
avec Hi(z,ηi) = Ci(z,ηi)/Ai(z,ηi) où Ci(z,ηi) et Ai(z,ηi) sont des polynômes mo-
niques paramétrés par un vecteur de paramètres ηi. Les coefficients polynomiaux de
B̊ik(z, θ̃ik) sont les paramètres de θ̃ik alors que les coefficients polynomiaux de Ai(z,ηi)
et Ci(z,ηi) sont ceux de ηi. Par conséquent, nous avons que

B̊ik(z, θ̃ik) = θ̃ik,1 +

deg(B̊ik)∑
m=1

θ̃ik,(m+1)z
−m

Ci(z,ηi) = 1 +

deg(Ci)∑
m=1

ηi,mz
−m

Ai(z,ηi) = 1 +

deg(Ai)∑
m=1

ηi,(m+deg(Ci))z
−m

où θ̃ik,m est le m−ième élément de θ̃ik et ηi,m le m−ième élément de ηi. Le nombre
de paramètres à identifier dans B̊ik, Ci et Ai est respectivement égal à deg(B̊ik) + 1,
deg(Ci) et deg(Ai).

BJ : Pour les structures de modèle BJ, les matrices G(z,θ) et H(z,θ) sont indépen-
damment paramétrées. Elles sont alors données par{

G(z,θ) = G(z, θ̃)
H(z,θ) = H(z,η)

La structure de modèle OE est un cas particulier de la structure de modèle BJ avec
H(z,η) = Iny .

La matrice G(z, θ̃) est composée de nynu fonctions de transfert indépendamment
paramétrées Gik(z, θ̃) = Gik(z, θ̃ik) = z−ρikB̊ik(z, θ̃ik)/Fik(z, θ̃ik) où B̊ik(z, θ̃ik) et
Fik(z, θ̃ik) sont des polynômes paramétrés par un vecteur de paramètres θ̃ik. De plus,
Fik(z, θ̃ik) est monique et B̊ik(z, θ̃ik) a un retard égal à zéro. La matrice diagonale
H(z,η) est composée de ny fonctions de transfert indépendamment paramétréesHi(z,ηi)
dans sa diagonale avec Hi(z,ηi) = Ci(z,ηi)/Di(z,ηi) où Ci(z,ηi) et Di(z,ηi) sont des
polynômes moniques paramétrés par un vecteur de paramètres ηi. Les coefficients po-
lynomiaux de B̊ik(z, θ̃ik) et de Fik(z, θ̃ik) sont les paramètres de θ̃ik alors que ceux de
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Ci(z,ηi) et de Di(z,ηi) sont les paramètres de ηi. Par conséquent, nous avons que :

B̊ik(z, θ̃ik) = θ̃ik,1 +

deg(B̊ik)∑
m=1

θ̃ik,(m+1)z
−m

Fik(z, θ̃ik) = 1 +

deg(Fik)∑
m=1

θ̃ik,(m+deg(B̊ik)+1)z
−m

Ci(z,ηi) = 1 +

deg(Ci)∑
m=1

ηi,mz
−m

Di(z,ηi) = 1 +

deg(Di)∑
m=1

ηi,(m+deg(Ci))z
−m

où θ̃ik,m est le m−ième élément de θ̃ik et ηi,m le m−ième élément de ηi. Le nombre de
paramètres à identifier présents dans B̊ik, Fik,Di et dans Ci est alors égal à deg(B̊ik)+1,
deg(Fik), deg(Di) et à deg(Ci) respectivement.

Pour toutes ces structures de modèle, le vecteur de paramètres θ̃ ∈ Rñ est la concaté-
nation des vecteurs θ̃ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu), i.e., θ̃ = (θ̃T11, θ̃

T
12, · · · , θ̃T1nu , · · · ,

· · · , θ̃Tny1, θ̃
T
ny2, · · · , θ̃Tnynu)T . Le vecteur de paramètres η ∈ Rnη résulte aussi de la

concaténation des vecteurs ηi (i = 1, · · · , ny), i.e., η = (ηT1 ,η
T
2 , · · · ,ηTny)

T .

Les structures de modèle MIMO ARX/FIR sont globalement identifiables en n’im-
porte quel vrai vecteur de paramètres θ0 ∈ Dθ. Pour les autres structures de modèle
MIMO (ARMAX/BJ/OE), elles sont globalement identifiables en θ0 si θ0 ne génère
pas des compensations pôles/zéros pour les fonctions de transfert de ces structures.

Notations d’indices : Dans la suite, nous réserverons l’indice i ∈ J1, nyK pour référer à
la sortie yi de y alors que l’indice k ∈ J1, nuK sera dédié pour référer à l’entrée uk de u.

H.5 Résultats sur l’informativité des données dans le cas
MIMO présents dans la littérature

Comme mentionné dans l’introduction (Annexe H), il y a très peu de résultats sur
l’informativité des données dans le cas MIMO présents dans la littérature. Parmi les
résultats existants, nous avons ces deux lemmes suivants (un pour la cas boucle ouverte
et l’autre pour le cas boucle fermée)

Lemme H.1. Considérons la Définition H.2 et le jeu infini de données Z∞ correspon-
dant à une expérience en boucle ouverte avec une excitation u. Si la matrice densité
spectrale de puissance Φu(ω) de u est strictement définie positive pour quasiment toutes
les pulsations ω, alors le jeu de données Z∞ est informatif par rapport à n’importe quelle
structure de modèle, indépendamment de son type et de sa complexité.
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Lemme H.2. Considérons la Définition H.3 et le jeu infini de données Z∞cl correspon-
dant à une expérience en boucle ouverte avec une excitation externe r. Si la matrice
densité spectrale de puissance Φr(ω) de r est strictement définie positive pour quasi-
ment toutes les pulsations ω, alors le jeu de données Z∞cl est informatif par rapport à
n’importe quelle structure de modèle, indépendamment de son type et de sa complexité.

La preuve du Lemme H.2 peut être trouvé dans [BGM10] et le Lemme H.1 est un cas
spécial du Lemme H.2 lorsque K = 0nu×ny et r = u.

D’après ces lemmes, les vecteurs d’excitation u (resp. r) tels que Φu(ω) � 0 pour
quasiment toutes les pulsations ω de l’intervalle ]− π, π] (resp. Φr(ω) � 0 pour quasi-
ment toutes les pulsations ω de l’intervalle ]−π, π]) garantiront toujours l’informativité
des données et donc des estimées consistantes θ̂N .

Cette propriété de positivité de la matrice densité spectrale de puissance est satisfaite
pour les vecteurs d’excitation de type bruits blancs filtrés tels que f ≥ nu et M(ejω)
soit de rang plein ligne pour quasiment toutes les pulsations ω de l’intervalle ]− π, π].
Ce résultat est donné dans le théorème suivant pour le cas boucle ouverte (le cas boucle
fermée étant similaire).

Théorème H.1. Considérons Définition H.2 et le jeu infini de données Z∞ correspon-
dant à une expérience en boucle ouverte avec une excitation u. Si u est du type (2.5)
avec f ≥ nu et rank(M(ejω)) = nu pour quasiment toutes les pulsations ω de l’inter-
valle ]− π, π], alors le jeu de données Z∞ est informatif par rapport à n’importe quelle
structure de modèle, indépendamment de son type et de sa complexité.

Démonstration. Quand u est du type (H.5), sa matrice densité spectrale de puissance
Φu(ω) vaut alors Φu(ω) = M(ejω)ΣvM

∗(ejω) où Σv = E[v(t)vT (t)] est une matrice
définie positive. Avec l’hypothèse sur M(ejω) dans l’énoncé du théorème, nous observons
alors que Φu(ω) est positive définie pour quasiment toutes les pulsations ω de l’intervalle
] − π, π]. Comme montré dans le Lemme H.1, un vecteur d’entrée u satisfaisant cette
propriété garantit l’informativité des données par rapport à n’importe quelle structure
de modèle, indépendamment de son type et de sa complexité.

Un cas particulier du Théorème H.1 est lorsque f = nu et M(z) est une matrice dia-
gonale puisque, dans ce cas, M(ejω) sera toujours de rang plein ligne pour quasiment
toutes les pulsations ω. Ce cas particulier d’excitation est assez classique dans la pra-
tique : il correspond en effet au cas où toutes les entrées sont excitées avec des bruits
blancs filtrés indépendants. Cependant, dans certains cas, les limites de l’expérience
peuvent entraver ce choix classique et nous pouvons être confrontés à une excitation
avec des bruits blancs filtrés générés avec f < nu bruits blancs indépendants. Dans
ce cas, det(Φu(ω)) = 0 à toutes les pulsations ω et nous ne pouvons plus utiliser
le Lemme H.1 pour prouver l’informativité des données. Cependant, dans le résumé de
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l’Annexe I, nous verrons que beaucoup de ces excitations particulières peuvent conduire
à l’informativité des données.

Le cas de l’excitation multisinus est également un cas où les Lemmes H.1 et H.2 ne
peuvent être d’aucune aide. En effet, toutes les excitations multisinus du type (H.4) en
boucle ouverte et (H.13) en boucle fermée ont une matrice densité spectrale de puissance
dont le déterminant est égal à zéro à toutes les pulsations (preuve en Annexe A.1). Nous
montrerons néanmoins dans le résumé de l’Annexe I que de nombreuses excitations
multisinus peuvent donner des données informatives.

Dans [BGM10], il existe un autre résultat qui concerne l’informativité des données en
boucle fermée lorsque l’excitation r est nulle. En effet, comme il est également mentionné
dans le résumé de l’introduction, la consistance peut parfois être assurée par la seule
excitation due à la perturbation H0(z)e(t) renvoyée par le correcteur K(z). Ce résultat
n’est pas rappelé dans le résumé mais peut être trouvé dans cette thèse. Pour cela, se
référer au Théorème 2.2. Un résultat similaire concernant uniquement la structure du
modèle ARMAX est donné dans [YZ18].

En Annexe I, nous proposerons une condition alternative qui est basée sur une autre
approche que celle présentée dans [BGM10]. Cette approche résumée en Annexe I aura
l’avantage de pouvoir être étendue au cas classique où le vecteur d’excitation r est non-
nul. Nous pouvons montrer également par un exemple que notre condition alternative
pour le cas r = 0nu×1 peut être moins conservatrice que celle du Théorème 2.2.

H.6 Persistance d’excitation de vecteurs de signaux
quasi-stationnaires

Une notion importante qui sera nécessaire pour résumer les conditions d’informativité
des données dans le cas MIMO de cette thèse est la notion de persistance d’excitation
d’un vecteur de signaux. La persistance d’excitation d’un vecteur de signaux (à valeur
complexe ou réelle) est définie comme suit :

Définition H.4 (Persistance d’excitation). Un vecteur de signaux quasi-stationnaires à
valeur réelle ou complexe φ est excitant de façon persistante (nous garderons l’acronyme
anglais PE pour persistently exciting dans la suite) si et seulement si Ē[φ(t)φ∗(t)] � 0.

Nous avons le résultat suivant concernant les vecteurs de signaux quasi-stationnaires
à valeur réelle.

Lemme H.3. Considérons un vecteur φ contenant p signaux quasi-stationnaires φh à
valeur réelle. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(a) φ est PE.
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(b) Ē[φ(t)φT (t)] � 0.

(c) ∀α ∈ Rp, Ē[(αTφ(t))2] = 0 si et seulement si α = 0p×1.

Démonstration. (a) ⇔ (b) : ceci résulte d’une application simple de la Définition H.4
pour un vecteur de signaux à valeur réelle.

(b)⇔ (c) : Ē[φ(t)φT (t)] � 0 est équivalent au fait que, pour tout α ∈ Rp,

αT Ē[φ(t)φT (t)]α = 0⇔ α = 0p×1

qui est à son tour équivalent à la condition (c).

Remarque H.1. La condition (c) du Lemme H.3 signifie que les signaux φh de φ sont
linéairement indépendants.

De la Définition H.4 et du Lemme H.3, nous avons également la propriété que, pour
tout m ∈ N, φ(t − m) est PE si et seulement si φ(t) est PE et la propriété que, si
φ est PE, alors tous les sous-vecteurs de φ sont également PE (voir Lemme 3.1 du
Chapitre 3).

Finalement, considérons un vecteur de signaux φu composé d’éléments qui dépendent
d’un signal scalaire quasi-stationnaire u

φu(t) =


u(t− ρ)

u(t− ρ− 1)
...

u(t− µ)

 (H.15)

pour des valeurs arbitraires de ρ ∈ N et de µ ∈ N tel que µ ≥ ρ. Un tel vecteur
de signaux est appelé régresseur. La dimension de φu est ν = µ − ρ + 1. Nous avons
le résultat suivant reliant la persistance d’excitation de φu et la densité spectrale de
puissance de u :

Lemme H.4 ([GBM08, Lju99]). Considérons le régresseur φu défini par (H.15) avec un
signal quasis-stationnaire u. Le vecteur φu est PE si et seulement si la densité spectrale
de puissance Φu(ω) de u a une amplitude non-nulle en ν = µ − ρ + 1 pulsations de
l’intervalle ]− π, π].

H.7 Conclusion de l’Annexe H

Dans cette annexe, nous avons présenté des notions générales sur la méthode Prediction
Error pour l’identification en boucle ouverte et en boucle fermée directe des systèmes
MIMO. Nous avons introduit la définition de l’informativité des données pour les deux
configurations. Les structures modèles et les excitations qui sont considérées dans cette
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thèse ont également été données. Sur la base de ces notions, nous pouvons résumer
les résultats théoriques principaux développés dans cette thèse liés aux Questions de
Recherche 1, 2 et 3 données en introduction (Annexe G).
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Dans cette annece, nous résumons les résultats des Chapitres 3, 4 et 5 liés aux
Questions de Recherche 1, 2 et 3 respectivement.

I.1 Résumé du Chapitre 3 (Question de Recherche 1)

Dans cette section, le système S défini par (H.2) est identifié en boucle ouverte dans
une des structures de modèle définies dans la Section H.4 avec une excitation u du
type (H.4) ou (H.5). Les résultats donnés dans cette section répondent à la Question
de Recherche 1.

I.1.1 Simplification de l’étude MIMO en étude MISO

Avec l’hypothèse d’indépendance entre le vecteur de bruits blancs e et le vecteur d’entrée
u, nous avons le premier résultat suivant :

Théorème I.1. Considérons la Définition H.2 et les notations de la Section H.4 pour
les structures de modèleM ARX, FIR, BJ et OE. Définissons l’ensemble

∆X =
{

∆X(z) = X(z,θ′)−X(z,θ′′) | θ′ and θ′′ in Dθ
}

(I.1)

où X(z,θ) est défini par

• X(z,θ) = B(z, θ̃) for ARX/FIR model structure.

• X(z,θ) = G(z, θ̃) for BJ/OE model structures.

Alors, le jeu de données Z∞ introduit dans la définition H.2 est informatif par rapport
à la structure de modèle M, si et seulement si, pour toust ∆X(z) ∈ ∆X, la propriété
suivante est obtenue

Ē[||∆X(z)u(t)||2] = 0 =⇒ ∆X(z) ≡ 0ny×nu

Démonstration. Voir Annexe B.1 pour la preuve.
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Pour les structures MIMO de type ARMAX, nous ne présenterons pas un résumé de
ces dernières puisque le résultat n’est pas simple à montrer. Ce dernier se trouve en
Annexe B.5.

Avec la paramétrisation particulière des structures de modèle considérées dans cette
dissertation, nous montrons à partir du Théorème I.1 que l’informativité des données
peut se vérifier sortie-par-sortie. Ceci est présenté dans le théorème suivant :

Théorème I.2. Considérons la Définition H.2 et le Théorème I.1 et définissons, à
partir de ∆X défini par (I.1), les ensembles

∆X,i = {∆Xi:(z) | ∆Xi:(z) est la i− ième ligne de ∆X(z) ∈∆X}

pour tous les i = 1, · · · , ny. Alors, le jeu de données Z∞ introduit dans la définition H.2
est informatif par rapport à la structure du modèleM, si et seulement si, pour tous les
i = 1, · · · , ny, la propriété suivante est obtenue pour tout ∆Xi:(z) ∈∆X,i

Ē[||∆Xi:(z)u(t)||2] = 0 =⇒ ∆Xi:(z) ≡ 01×nu (I.2)

Démonstration. Voir Annexe B.3 pour la preuve.

Les Théorèmes I.1 et I.2 sont importants car ils permettent de vérifier si un vecteur
d’entrée u fournit des données informatives pour l’identification d’un système MIMO
S (voir (H.2)) en vérifiant successivement que ce vecteur d’entrée donne des données
informatives pour l’identification des ny systèmes MISO Si (H.3) (voir Section H.2).
Pour s’en rendre compte, définissons, à partir de Z∞ donné par (H.9), les jeux infinis
de données

Z∞i = {xi(t) = (yi(t),u
T (t))T | t = 1, · · · ,∞}

avec yi comme indiqué dans (H.3). Ensuite, en utilisant le Théorème I.1, nous observons
que la vérification (I.2) pour tout ∆Xi:(z) ∈ ∆X,i équivaut à vérifier que Z∞i est
informatif par rapport à la structure du modèle MISOMi

Mi = {(Gi:(z,θi), Hi(z,θi)) | θi ∈ Dθ,i}

où Gi: est la i−ième ligne de G et Dθ,i est l’ensembles des vecteurs de paramètres θi tels
que Gi:(z,θi) soit stable et Hi(z,θi) soit stable et inversement stable. Pour résumer,
afin de vérifier que Z∞ est informatif par rapport àM, nous avons à vérifier que, pour
tous les i = 1, ..., ny, Z∞i est informatif par rapport à la structure de modèle MISOMi.

Ainsi, dans le paragraphe suivant, nous résumons les résultats sur l’informativité des
données pour les systèmes MISO.
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I.1.2 Informativité des données pour les systèmes MISO

Par conséquent, nous ne considérerons désormais que les structures de modèle MISO
du typeMi. Redéfinissons quelques notations relatives aux vecteurs ligne Xi:(z) corres-
pondant à la structure du modèle MISOMi. Pour une structure de modèle MISOMi

telle que définie à la fin du paragraphe précédent et qui peut être dérivée des structures
MIMO de la Section H.4, Xi:(z,θi) est donné par :

• Xi:(z, θ̃i) = Bi:(z, θ̃i) pour les structures de modèle ARX/FIR.

• Xi:(z, θ̃i) = Gi:(z, θ̃i) pour les structures de modèle OE/BJ.

Par la suite, nous supprimerons les indices i et i:. Il nous faut aussi donner quelques
notations sur les fonctions de transfert des structures de modèle MISO considérées.

Dans une structure de modèle MISO ARX/FIR, nous avons donc X(z, θ̃) = B(z, θ̃)
où B(z, θ̃) est un vecteur ligne constitué de nu polynômes paramétrés indépendam-
ment Bk(z, θ̃k) (k = 1, · · · , nu). Dans le cas BJ/OE, X(z, θ̃) = G(z, θ̃) où G(z, θ̃) est
un vecteur ligne constitué de nu fonctions de transfert indépendamment paramétrées
Gk(z, θ̃k). Dans les deux cas, le vecteur de paramètres θ̃ ∈ Rñ est la concaténation des
θ̃k (k = 1, · · · , nu), c’est-à-dire θ̃ = (θ̃T1 , θ̃

T
2 , · · · , θ̃Tnu)T et où ñ est la dimension de θ̃.

Introduisons également la notation suivante pour chaque entrée de ces vecteurs :

Bk(z, θ̃k) = z−ρkB̊k(z, θ̃k)

Gk(z, θ̃k) = z−ρk
B̊k(z, θ̃k)

Fk(z, θ̃k)

où les retards ρk peuvent être différents pour chaque k ∈ J1, nuK et où B̊k et Fk sont
tous deux des polynômes (Fk est d’ailleurs un polynôme monique et B̊k a un retard
nul). Dans la suite, nous indiquerons le degré de ces polynômes par deg(B̊k) et deg(Fk),
respectivement. Les coefficients des polynômes B̊k et Fk sont les paramètres dans θ̃k.
Par conséquent, nous avons

B̊k(z, θ̃k) = θ̃k,1 +

deg(B̊k)∑
m=1

θ̃k,(m+1)z
−m

Fk(z, θ̃k) = 1 +

deg(Fk)∑
m=1

θ̃k,(m+deg(B̊k)+1)z
−m

où θ̃k,m désigne le m−ième élément de θ̃k. Le nombre de paramètres à identifier dans
B̊k et Fk est donc égal à deg(B̊k) + 1 et deg(Fk) respectivement.

A partir de ces notations et en utilisant la notion de persistance d’excitation définie
en Section H.6, nous pouvons donner un résultat fondamental pour l’informativité des
données.
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Théorème I.3 (Informativité MISO et persistance de regresseur). Considérons le jeu
de données Z∞ obtenu en appliquant une excitation u sur un système MISO (voir
Définition H.2). Considérons une structure de modèle M pour ce système MISO et
les notation introduites au-dessus de ce théorème. Alors, le jeu de données Z∞ est
informatif par rapport àM si le régresseur φu défini ci-dessous est PE :

φu(t) =

 φu1(t)
...

φunu (t)

 with φuk(t) =

uk(t− ρk)...
uk(t− µk)

 (I.3)

La dimension ν du régresseur φu défini par (I.3) est donné par ν = nu+
∑nu

k=1(µk−ρk)
(la dimension de φuk étant égal à µk − ρk + 1 (k = 1, · · · , nu)) et les scalaires µk
(k = 1, · · · , nu) dans (I.3) sont définis par :

• µk = deg(Bk) pour les structures de modèle ARX/FIR.

• µk = deg(Bk) + deg(Fk) + 2
∑nu

m=1,m 6=k deg(Fm) pour les structures de modèle
BJ/OE.

Pour les structures de modèle ARX/FIR, la persistance de φu n’est pas seulement une
condition suffisante pour l’informativité des données mais aussi une condition néces-
saire.

Démonstration. Voir Annexe B.4 pour la preuve.

En appliquant le Théorème I.3 au cas SISO (nu = 1), nous observons alors que
l’informativité des données est garantie si le régresseur φu = φu1 de dimension ν =
µ1 − ρ1 + 1 est PE. En utilisant le Lemme H.4, la condition est équivalente au fait
que la densité spectrale de puissance de u1 a une amplitude non-nulle pour au moins
ν = µ1−ρ1+1 pulsations appartenant à l’intervalle ]−π, π]. En calculant µ1 avec nu = 1,
nous retrouvons les résultats classiques de l’informativité des données par rapport aux
structures de modèle SISO classiquement utilisées [GBM08]. De plus, dans le cas SISO,
la persistance de φu1 est une condition qui est aussi nécessaire pour l’informativité
des données, alors que dans le cas MISO ceci n’est plus le cas pour les structures de
modèle BJ/OE. Cependant, l’exemple donné en Section 3.8 montre que la condition de
persistance d’excitation n’est pas trop conservative.

Remarque I.1. En Annexe B.5, nous prouvons aussi que l’informativité des données
dans le cas ARMAX peut être vérifié en analysant la persistance d’excitation d’un cer-
tain régresseur. Comme dans le cas BJ/OE, ce résultat est une condition suffisante pour
l’informativité des données.
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Ainsi, afin de vérifier l’informativité des données pour une structure de modèle MISO
de type ARX, ARMAX, FIR, BJ ou OE, il nous faut vérifier la persistance d’excitation
d’un régresseur bien défini dont la complexité dépend de celle de la structure de modèle
considérée. La persistance d’excitation de ce régresseur est une condition nécessaire et
suffisante pour les structures de modèle ARX et FIR et seulement suffisante pour les
structures de modèle BJ, ARMAX et FIR. Nous résumons les résultats développés sur
la persistance d’excitation de régresseurs φu dans le prochain paragraphe.

I.1.3 Persistance d’excitation de régresseur φu

Dans ce paragraphe, nous donnons les résultats importants pour la persistance d’ex-
citation pour n’importe quel régresseur φu de la forme donné par (I.3) lorsque u est
un vecteur de multisinus donnés par (H.4) ou un vecteur de bruits blancs filtrés don-
nés par (H.5). Le résultat fondamental qui va être donné ici pour la vérification de la
persistance de φu est basé sur le lemme suivant

Lemme I.1. Considérons un vecteur de signaux quasi-stationnaires φ donné par φ(t) =
Tϕ(t) où T est une matrice complexe, déterministe et indépendante du temps et ϕ est
un vecteur de signaux quasi-stationnaires à valeur complexe qui a la propriété d’être
PE. Alors, φ est PE si et seulement si T est de rang plein ligne. �

Démonstration. En raison de la Définition H.4, le lemme sera prouvé si nous montrons
que Ē[φ(t)φ∗(t)] = TĒ[ϕ(t)ϕ∗(t)]T∗ � 0. Puisqueϕ est PE, nous avons Ē[ϕ(t)ϕ∗(t)] �
0. Par conséquent, une matrice T de rang plein ligne est effectivement une condition
nécessaire et suffisante pour avoir Ē[φ(t)φ∗(t)] � 0.

Ainsi, l’idée de l’approche pour le développement d’une condition nécessaire et suffi-
sante est de réécrire le régresseur φu de la forme φu = Tϕ lorsque u est un vecteur
de multisinus donnés par (H.4) ou un vecteur de bruits blancs filtrés donnés par (H.5).
Pour ces deux cas, nous pouvons réécrire φu de la façon suivante

φu(t) = T(sin)ϕ(sin)(t) (I.4)

φu(t) = T(fwn)w−1(z)ϕ(fwn)(t) (I.5)

où (I.4) est la réécriture de φu quand u est de type multisinus et (I.5) est la réécriture
de φu quand u est de type bruits blancs filtrés. Le polynôme w(z) est le plus petit
multiple commun des dénominateurs de M(z). Dans la Section 3.3.3, nous montrons
comment construire T(sin), ϕ(sin), T(fwn) et ϕ(fwn). Ici, nous ne donnerons que les
expressions.

Pour le cas multisinus, la matrice T(sin) est une matrice bloc-colonne de dimension
ν × 2s et de la forme

T(sin) =

T
(sin)
1
...

T
(sin)
nu

 (I.6)
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où les matrices T
(sin)
k de dimension νk × 2s sont données par

T
(sin)
k =


λk1e

−jρkω1 λ
∗
k1e

jρkω1 · · · λkse
−jρkωs λ

∗
kse

jρkωs

λk1e
−j(ρk+1)ω1 λ

∗
k1e

j(ρk+1)ω1 · · · λkse
−j(ρk+1)ωs λ

∗
kse

j(ρk+1)ωs

...
... · · ·

...
...

λk1e
−jµkω1 λ

∗
k1e

jµkω1 · · · λkse
−jµkωs λ

∗
kse

jµkωs

 (I.7)

où λkl = λkle
jψkl (phaseur). Le vecteur de signaux ϕ(sin) de dimension 2s est quant à

lui défini par

ϕ(sin)(t) =



ejω1t

e−jω1t

...

...
ejωst

e−jωst


(I.8)

Pour le cas bruits blancs filtrés u(t) = M(z)v(t), il nous faut d’abord mettre toutes
les fonctions de transfert de M(z) sur le plus petit dénominateur commun w(z) et nous
notons L(z) la matrice de filtres FIR obtenue qui est de même dimension que M(z).
Pour chaque FIR Lkq(z) (k = 1, · · · , nu, q = 1, · · · , f) de L(z) = (Lkq)(k,q)∈J1,nuK×J1,fK,
nous noterons par dkq son retard et par nkq son degré. Nous définissons les scalaires
suivants 

αq = min
k∈J1,nuK

dkq + ρk

βq = max
k∈J1,nuK

nkq + µk

Finalement, nous allons considérer la notation suivante

ξ = f +

f∑
q=1

(βq − αq)

À partir de ces notations, nous pouvons alors donner une expression formelle de la
matrice T(fwn). Cette dernière est une matrice bloc de dimension ν × ξ et est de la
forme

T(fwn) =


T

(fwn)
11 · · · T

(fwn)
1f

... · · ·
...

T
(fwn)
nu1 · · · T

(fwn)
nuf

 (I.9)

où les matrices T
(fwn)
kq (k = 1, · · · , nu, q = 1, · · · , f) sont de dimension (µk − ρk + 1)×

(βq − αq + 1) et sont définies par

T
(fwn)
kq =

(
0(µk−ρk+1)×(dkq+ρk−αq) T̃

(fwn)
kq 0(µk−ρk+1)×(βq−nkq−µk)

)
(I.10)
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avec T̃
(fwn)
kq définie par

T̃
(fwn)
kq =


l
(dkq)
kq · · · · · · · · · l

(nkq)
kq 0

. . . · · · · · · · · · . . .

0 l
(dkq)
kq · · · · · · · · · l

(nkq)
kq



Le vecteur de signaux ϕ(fwn) est quant à lui défini par

ϕ(fwn)(t) =

v1(t)
...

vf (t)

 avec vq(t) =


vq(t− αq)

vq(t− αq − 1)
...

vq(t− βq)

 (I.11)

Nous avons alors le résultat principal sur la persistance d’excitation et donc sur l’in-
formativité des données pour la Question de Recherche 1.

Théorème I.4. Considérons le régresseur φu de dimension ν (voir Théorème I.3) et
les expressions (I.4) et (I.5) pour ce régresseur correspondant respectivement au cas
multisinus (voir (H.4)) et au cas bruits blancs filtrés (voir (H.5)). Alors, φu est PE si
et seulement si

• T(sin) est de rang plein ligne (i.e., rank(T(sin)) = ν) pour le cas multisinus.

• T(fwn) est de rang plein ligne (i.e., rank(T(fwn)) = ν) pour le cas bruits blancs
filtrés.

Démonstration. Examinons d’abord le cas multisinus. Nous observons que le vecteur de
signaux ϕ(sin) dans (I.8) est (toujours) PE puisque Ē[ϕ(sin)(t)ϕ(sin)∗(t)] = 1

4 .I2s � 0
(voir Annexe B.6). Par conséquent, le résultat découle d’une application directe du
Lemme I.1. Considérons maintenant le cas bruits blancs filtrés. Nous observons que
ϕ(fwn) dans (I.11) est (toujours) PE puisqu’il contient des éléments de séquences in-
dépendantes de bruits blancs. Par ailleurs, comme w−1(z) est stable, nous avons que
w−1(z)ϕ(fwn) est PE. En effet, pour ce filtre w(z), il est simple de montrer à l’aide de la
condition (c) de Lemme H.3 que ϕ(fwn) est PE si et seulement si w−1(z)ϕ(fwn) est PE.
Par conséquent, une application de Lemme I.1 donne l’équivalence entre une matrice
de rang plein ligne T(fwn) et le fait que φu(t) est PE.

Il est facile de construire T(sin) et T(fwn) et de vérifier si le signal d’entrée correspon-
dant produira un φu excitant de façon persistante (PE) et donc des données informatives
pour la structure de modèle considéréeM. En effet, ces matrices dépendent des para-
mètres des structures du modèle ρk et µk et de la paramétrisation du vecteur d’entrée.
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Cette paramétrisation du vecteur d’entrée est caractérisée par les amplitudes λkl, les
déphasages ψkl et les pulsations ωl (pour le cas multisinus) et par les coefficients des
filtres de la matrice M(z) (pour le cas bruits blancs filtrés).

Le Théorème I.4 nous donne donc un outil pour vérifier si un vecteur d’entrée donné
donnera des données informatives pour une structure de modèle donnée. Cependant, ce
théorème ne donne pas beaucoup d’indices sur les propriétés que le vecteur d’entrée doit
satisfaire pour donner des matrices T(sin) et T(fwn) de rang plein ligne. Nous résumons
ces indices dans les deux prochains paragraphes.

I.1.4 Multisinus générant la persistance d’excitation du régresseur

Dans cette section, nous donnons deux propriétés importantes1 que le vecteur d’exci-
tation u de type multisinus (H.4) doit garantir afin d’avoir la persistance de φu. Elles
sont données dans le lemme suivant

Lemme I.2. Considérons un régresseur φu de dimension ν (voir Théorème I.3). Sup-
posons que le signal d’entrée correspondant u de dimension nu est une multisinus conte-
nant s pulsations différentes (voir (H.4)). Pour chaque entrée uk de u, rappelons que
nous notons par sk le nombre de pulsations pour lesquelles l’amplitude correspondante
est non-nulle. Alors, pour que φu soit PE, il est nécessaire d’avoir

s ≥ ν

2
(I.12)

sk ≥
µk − ρk + 1

2
∀k ∈ J1, nuK (I.13)

Démonstration. Pour (I.13), la preuve est dans la Section 3.3.2 en dessous du Lemme 3.1.
Pour (I.12), le nombre de colonnes dans T(sin) est de 2s et elles sont toutes non-nulles
(voir Remarque 3.3) tandis que son nombre de lignes est donné par ν. Par conséquent,
il est clair que (I.12) est une condition nécessaire pour que T(sin) soit de rang plein
ligne.

Dans le cas SISO, l’informativité des données se résume également à la persistance
d’un régresseur. En utilisant le Lemme H.4 dans la Section H.6 pour une entrée scalaire
multisinus, nous voyons que l’informativité des données dans le cas SISO sera atteinte si
et seulement si l’entrée scalaire multisinus contient un nombre de pulsations/sinusoïdes
supérieur ou égal à la moitié de la dimension du régresseur correspondant à la structure
du modèle considérée. Nous avons une analogie intéressante dans le cas MISO. Pour
que φu soit PE, le nombre s de pulsations dans le vecteur d’entrée multisinus doit
être supérieur ou égal à la moitié de la dimension du régresseur φu et le nombre sk
de pulsations dans chaque entrée scalaire uk de ce vecteur d’entrée doit également être
supérieur ou égal à la moitié de la dimension de la partie correspondante φuk de φu.

1D’autres conditions ont été développées et sont présentes dans la Section 3.4.

253



I. Long résumé : Résumé des Chapitres 3, 4 et 5

La principale différence est toutefois que la combinaison de ces conditions n’est pas
suffisante pour garantir que φu soit PE pour le vecteur d’entrée u. Dans l’Exemple 3.4,
nous illustrons le fait que ces conditions ne sont pas suffisantes.

I.1.5 Bruits blancs filtrés générant la persistance d’excitation du
régresseur

Dans ce paragraphe, nous donnons la condition nécessaire développée pour la persistance
d’excitation de φu quand u est un vecteur de bruits blancs filtrés de la forme (H.5). La
voici :

Lemme I.3. Considérons un régresseur φu de dimension ν (voir Théorème I.3) et qui
correspond à un vecteur d’entrée u comme dans (H.5). Supposons que la matrice T(fwn)

de dimension ν × ξ correspondant à ce vecteur d’entrée (voir Section I.1.3) comporte χ
colonnes non-nulles (χ ≤ ξ). Alors, pour que φu soit PE, il est nécessaire d’avoir

χ ≥ ν

Démonstration. Le nombre de colonnes non-nulles dans T(fwn) est χ alors que son
nombre de lignes est donné par ν. Par conséquent, il est nécessaire que χ ≥ ν pour que
T(fwn) soit de rang plein ligne.

Comme la persistance d’excitation du régresseur φu n’est pas une condition nécessaire
pour l’informativité des données dans les cas BJ/OE, nous donnons dans le prochain
paragraphe des résultats qui garantissent l’informativité sans pour autant garantir né-
cessairement la persistance du régresseur φu.

I.1.6 Autres conditions de vérification de l’informativité des données
non basées sur la persistance d’excitation du régresseur φu

Dans certains cas particuliers pour l’entrée u, nous n’avons pas besoin d’analyser la
persistance d’excitation du régresseur φu du Théorème I.3 pour vérifier si ce vecteur
d’entrée fournit des données informatives.

Pour le cas du bruit blanc filtré, une telle situation est décrite dans le Théorème H.1
(Section H.5). Pour le cas multisinus, nous avons ce résultat suivant lorsque les entrées
uk sont mutuellement indépendantes.

Lemme I.4. Considérons le jeu de données Z∞ défini par (H.9) obtenu en appliquant
un vecteur d’entrée multisinus u (voir (H.4)) sur un système MISO avec des entrées
nu. Considérons une structure de modèle d’ordre complet M pour ce système MISO
et les notations introduites dans la Section I.1.2. Alors, l’ensemble de données Z∞ est
informatif par rapport àM si, pour chaque k = 1, · · · , nu,

254



I.1. Résumé du Chapitre 3 (Question de Recherche 1)

(i) les entrées uk contiennent un nombre sk de sinusoïdes à amplitude non-nulle qui
satisfont :

• sk ≥
deg(Bk)− ρk + 1

2
quandM est ARX et FIR.

• sk ≥
deg(Bk)− ρk + deg(Fk) + 1

2
quandM est BJ et OE.

(ii) les sk pulsations des sinusoïdes de uk sont différentes des sm pulsations des si-
nusoïdes de toutes les entrées um (m 6= k), i.e., les entrées uk sont mutuellement indé-
pendantes.

De plus, si (i) et (ii) sont satisfaites, Z∞ est informatif pour n’importe quelle valeur
des sk pulsations (non-nulles), des sk amplitudes (non-nulles) et des sk déphasages
définissant uk (k = 1, · · · , nu).

Démonstration. Voir Annexe B.7 pour la preuve.

I.1.7 Approche de vérification de l’informativité des données pour
l’identification en boucle ouverte des systèmes MIMO

Dans les paragraphes précédents, nous avons résumé les résultats sur l’informativité des
données pour l’identification en boucle ouverte des systèmes MISO. Dans cette section,
nous donnons une procédure que l’utilisateur peut suivre pour vérifier l’informativité
des données en boucle ouverte à partir d’un vecteur d’entrée u et d’une structure de
modèle MIMOM.

Premièrement, si u est du type (H.5) avec f ≥ nu et avec rank(M(ejω)) = nu pour
quasiment toutes les pulsations ω de l’intervalle ]−π, π], alors nous avons l’informativité
des données en vertu du Lemme H.1 de la Section H.5 (Φu(ω) � 0 pour quasiment toutes
les pulsations ω de l’intervalle ]− π, π]).

Si ce n’est pas le cas, comme indiqué en dessous du Théorème I.2, nous devons vérifier,
pour chaque i = 1, · · · , ny, l’informativité de Z∞i par rapport aux structures ny du
modèle MISOMi qui peuvent être dérivées deM. Pour chaque i = 1, · · · , ny, cela peut
être fait en utilisant les résultats présentés dans les Sections I.1.2, I.1.4, I.1.5, I.1.6.

Dans les deux paragraphes suivants, nous donnons une procédure pour le cas multisi-
nus et une autre pour le cas bruits blancs filtrés lorsque nous ne pouvons pas conclure
avec Lemme H.1.

Tout d’abord, pour les vecteurs d’entrée multisinus u du type (H.4), si u respecte les
conditions de Lemme I.3, alors Z∞i est informatif. Si ce n’est pas le cas, nous construi-
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sons la matrice T(sin) correspondant à la structure du modèle MISOMi et nous vérifions
si elle est de rang plein ligne. Notons que T(sin) ne peut être de rang plein ligne que
si (I.13) et (I.12) sont satisfaits. Si T(sin) est de rang plein ligne, alors Z∞i est informatif
par rapport àMi.

Pour les excitations de type bruits blancs filtrés u (H.5), nous construisons T(fwn)

correspondant à la structure du modèle MISOMi et nous vérifions si cette matrice est
de rang plein ligne. Notez que cela ne peut être le cas que si la condition du Lemme I.2
est satisfaite. Si T(fwn) est un rang plein ligne, alors Z∞i est informatif par rapport à
Mi.

Bien entendu, il peut arriver que, pour au moins un i (i.e., une sortie), la matrice
T(fwn) (ou T(sin) dans le cas multisinus) ne soit pas de rang plein ligne. Alors, siM est
ARX ou FIR, nous savons que Z∞i n’est pas informatif par rapport àMi et donc que
Z∞ n’est pas informatif par rapport àM. SiM est BJ, ARMAX ou OE, alors nous ne
pouvons conclure ni que les données sont informatives ni que les données ne sont pas
informatives (puisque le Théorème I.3 et l’Annexe B.5 ne donnent que des conditions
suffisantes pour ces structures de modèle).

Les résultats présentés dans cette section sont illustrés dans un exemple présent dans
la Section 3.8.

I.1.8 Conclusion sur le résumé des résultats du Chapitre 3

Le but de cette section était de résumer les résultats développés dans le Chapitre 3
pou répondre à la Question de Recherche 1, i.e., des conditions permettant de véri-
fier l’informativité des données pour l’identification en boucle ouverte des structures de
modèle MIMO et ce pour des excitations u de type bruits blancs filtrés et multisinus.
Le résultat principal rappelé dans cette section est la vérification de l’informativité des
données en analysant le fait qu’une certaine matrice est de rang plein ligne pour chaque
sortie. Cette matrice dépend de la complexité de la structure du modèle et de la para-
métrisation de l’excitation. Cette nouvelle condition est clairement moins conservatrice
que la seule condition disponible dans la littérature et donnée dans Lemme H.1. Nous
avons également obtenu des résultats qui permettent de vérifier l’informativité des don-
nées sans vérifier la persistance d’excitation du régresseur puisque cette condition est
conservatrice pour les structures des modèles BJ/OE. Sur la base des résultats rappelés
dans cette section, nous verrons dans la prochaine section que nous pouvons aborder la
Question de Recherche 2.

I.2 Résumé du Chapitre 4 (Question de Recherche 2)

Dans cette section, nous résumons les résultats du Chapitre 4 répondant à la Question
de Recherche 2. Ainsi, nous allons considérer que le système S défini par (H.2) est
identifié en boucle fermée dans une des structures de modèle définies dans la Section H.4.
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Le correcteur linéaire K(z) utilisé pour la boucle fermée stabilise le système et une
excitation externe r peut être ajoutée à la loi de commande telle que le vecteur d’entrée
u soit donné par (H.12).

I.2.1 Simplification de l’étude

Avec l’hypothèse d’indépendance entre r et e, nous avons le résultat suivant concernant
l’informativité des données dans le cas boucle fermée

Théorème I.5. Considérons la Définition H.3 et, en particulier, le jeu de données Z∞cl
obtenu par l’application du signal d’excitation externe r au système S en boucle fermée
représenté dans la Figure 2.1. Considérons également une des structures de modèle M
définies dans la Section H.4. Rappelons que r et e sont supposés être indépendants.
Pour chaque ∆W(z) ∈ ∆W (voir (H.10) dans la Définition H.3), nous définissons de
manière similaire ∆Wy(z) et ∆Wu(z) (voir (H.6) et (H.7) respectivement). Alors le
jeu de données Z∞cl défini par (H.9) est informatif par rapport à la structure du modèle
M si et seulement si, pour tout ∆W(z) = (∆Wy(z),∆Wu(z)) ∈ ∆W, la propriété
suivante est obtenue{

∆Wy(z)−∆Wu(z)K(z) ≡ 0ny×ny
Ē
[
||∆Wu(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (∆Wy,∆Wu) ≡ (0ny×ny ,0ny×nu)

Démonstration. Voir l’Annexe C.1 pour la preuve.

Le Théorème I.5 montre la contribution individuelle du correcteur K(z) et de l’ex-
citation externe r sur l’informativité des données. Comme dans le cas boucle ouverte
avec le Théorème I.2, nous avons un théorème similaire dans le cas boucle fermée sur
la simplification de la vérification de l’informativité des données

Théorème I.6. Considérons la Définition H.3, le Théorème I.5 et une des structures
de modèleM définies dans la Section H.4. À partir de l’ensemble ∆W (voir (H.10) de
la Définition H.3), définissons les ensembles

∆W,i = {∆Wi:(z) | ∆Wi:(z) est la i− ième ligne de ∆W(z) ∈∆W} (I.14)

pour tous les i = 1, · · · , ny. Pour chaque ∆Wi:(z) ∈ ∆W,i, nous définissons de façon
similaire ∆Wu,i:(z) et ∆Wy,i:(z) qui sont les i−ièmes lignes de ∆Wu(z) et ∆Wy(z)
respectivement. Alors, le jeu de données Z∞cl est informatif par rapport à la structure
de modèle M si et seulement si, pour tous les i = 1, · · · , ny, la propriété suivante est
obtenue pour tout ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i :{

∆Wy,i:(z)−∆Wu,i:(z)K(z) ≡ 01×ny
Ē
[
||∆Wu,i:(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (∆Wy,i:,∆Wu,i:) ≡ (01×ny ,01×nu)

(I.15)

Démonstration. Voir l’Annexe C.3 pour la preuve.
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Le Théorème I.6 permet de simplifier la vérification de l’informativité des données :
elle peut se faire sortie-par-sortie2. Par conséquent, dans la suite, nous considérerons
un i arbitraire et limiterons l’attention à (I.15) pour ce i particulier.

Pour simplifier la présentation dans la suite, nous utiliserons souvent des notations
plus courtes pour chaque fonction de transfert de la forme M(z), M(z,θ′) et M(z,θ′′)
en enlevant l’argument et en les désignant respectivement par M , M ′ et M ′′.

I.2.2 Réécriture du côté gauche de (I.15)

Afin de donner le résultat principal du Chapitre 4, il nous faut réécrire le côté gauche
de (I.15), qui est composé de deux équations avec des inconnues rationnelles ∆Wy,i:(z)
et ∆Wu,i:(z), en deux équations avec des inconnues polynomiales. Ceci nous permettra
alors de donner la condition principale pour la vérification de l’informativité des données.
Pour cela, observons que la première équation du côté gauche de (I.15) peut s’écrire de
la façon suivante (

∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)
)( Iny

K(z)

)
≡ 01×ny (I.16)

En considérant une factorisation à droite du correcteur K(z) et une factorisation à
gauche du terme (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)), nous prouverons que nous pouvons trans-
former (I.16) en une forme polynomiale. De plus, nous verrons que cette factorisation à
gauche de (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) nous permettra de transformer la deuxième équa-
tion du côté gauche de (I.15) en une forme polynomiale.

Donnons d’abord une factorisation à gauche pour la matrice rationnelle (∆Wy,i:(z),
−∆Wu,i:(z)) qui doit être valable pour tout ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈
∆W,i avec ∆W,i l’ensemble défini par (I.14). La factorisation qui est considéré est
obtenue en mettant toutes les entrées de (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) sur le plus petit
commun dénominateur. Cette factorisation est donnée dans le lemme suivant.

Lemme I.5. Considérons les structures de modèle définies dans la Section H.4. Pour ces
structures de modèle, la matrice bloc rationnelle (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) peut être fac-
torisée à gauche en (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1

i (z)(Υy,i(z),Υu,i(z)) où le vecteur
ligne polynomial Υy,i(z) de dimension ny a toutes ses entrées égales à 0 sauf peut-être la
i−ième entrée, notée par Υy,ii(z). Le vecteur ligne polynomial Υu,i(z) est de dimension
nu. Les polynômes scalaires Qi(z) et Υy,ii(z) et le vecteur ligne polynomial Υu,i(z) sont
donnés par

• pour FIR : Qi = 1, Υy,ii = 0, Υu,i = B′′i: −B′i:.

2Toutefois, nous n’avons pas la même simplification que dans le cas de la boucle ouverte. Dans le
cas de la boucle ouverte, nous pouvons simplifier l’étude de l’informativité des données par rapport à
une structure de modèle MIMO en considérant les structures de modèle MISO correspondantes. En
effet, notons ici que la première équation du côté gauche de (I.15) contient toujours le correcteur MIMO
K(z).
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• pour ARX : Qi = 1, Υy,ii = A′′i −A′i, Υu,i = B′′i: −B′i:.

• pour ARMAX : Qi = C ′iC
′′
i , Υy,ii = C ′iA

′′
i − C ′′i A′i, Υu,i = C ′iB

′′
i: − C ′′i B′i:.

• pour OE : Qi =
∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik, Υy,ii = 0 and Υu,i = (Υu,ik)k∈×J1,nuK with

Υu,ik = (B′′ikF
′
ik −B′ikF ′′ik)

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il

• pour BJ : Qi = C ′iC
′′
i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik, Υy,ii = D′′i C

′
i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik−D′iC ′′i

∏nu
k=1 F

′
ikF
′′
ik

and Υu,i = (Υu,ik)k∈J1,nuK with

Υu,ik = D′′i C
′
iB
′′
ikF
′
ik

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il −D′iC ′′i B′ikF ′′ik

nu∏
l=1,l 6=k

F ′ilF
′′
il

Démonstration. Voir l’Annexe C.4 pour la preuve.

Pour le correcteur K(z), nous allons considérer la factorisation à droite consistant à
mettre toutes les entrées de K(z) sur le plus petit commun dénominateur J(z)

K(z) = N(z)V−1(z) (I.17)

où N(z) est une matrice composé de FIR de dimension nu × ny et où V(z) est donnée
par V(z) = diag(J(z), · · · , J(z)︸ ︷︷ ︸

ny times

).

En se basant sur la factorisation de K(z) donnée par (I.17) et celle du Lemme I.5,
nous pouvons transformer (I.15) en une forme de matrice polynomiale. Pour ce faire,
en se basant sur l’ensemble ∆W,i défini par (I.14) (i = 1, · · · , ny), nous définissons
l’ensemble Yi composé de toutes les matrices polynomiales (Υy,ii(z),Υu,i(z)) obtenu
en considérant la factorisation à gauche de (∆Wy,i:(z), −∆Wu,i:(z)) donnée dans le
Lemme I.5, i.e.,

Yi = {(Υy,ii(z),Υu,i(z)) | (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1
i (z)(Υy,ii(z),Υu,i(z))

où ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈∆W,i et Qi(z) est défini
dans le Lemme I.5} (I.18)

Théorème I.7. Considérons la Définition H.3, le Théorème I.6 et une des structures
de modèleM définies dans la Section H.4. Considérons la factorisation de K(z) donnée
par (I.17). Pour tous les i = 1, · · · , ny, notons

Ξi(z) =

(
Vi:(z)
N(z)

)
(I.19)

où Vi:(z) est la i−ième ligne de V(z).
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Pour chaque ∆Wi:(z) = (∆Wy,i:(z),∆Wu,i:(z)) ∈ ∆W,i, considérons la factori-
sation à gauche (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) = Q−1

i (z)(Υy,i(z),Υu,i(z)) donnée dans le
Lemme I.5 et notons par Υy,ii la i−ième entrée du vecteur ligne polynomial Υy,i. Alors,
le jeu de données Z∞cl donné par (H.9) est informatif par rapport à la structure de modèle
M si et seulement si, pour tous les i = 1, · · · , ny, la propriété suivante est satisfaite{

(Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0
Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0

=⇒ (Υy,ii,Υu,i) ≡ (0,01×nu) (I.20)

pour tout (Υy,ii,Υu,i) ∈ Yi où Yi est défini par (I.18).

Démonstration. Voir l’Annexe C.5 pour la preuve.

Remarque I.2. La factorisation de (∆Wy,i:(z),−∆Wu,i:(z)) et K(z) n’est bien sûr pas
unique. Les factorisations choisies ne sont donc qu’un des choix possibles. Toutefois, il
est important de noter que ce choix particulier n’introduit aucun conservatisme puisque
la condition d’informativité des données du Théorème I.6 et celle du Théorème I.7 sont
équivalentes.

I.2.3 Réécriture du côté gauche de (I.20)

Nous avons montré dans le précédent paragraphe comment transformer (I.15) en une
condition à inconnues polynomiales (I.20) où les inconnues sont le polynôme Υy,ii(z) et
le vecteur ligne Υu,i(z) de polynômes. Afin de donner le résultat principal du Chapitre
4, nous avons besoin de réécrire (I.20) dans une forme adéquate. Pour cela, introduisons
quelques notations supplémentaires.

Pour chaque polynôme Υu,ik(z) (k = 1, · · · , nu) du vecteur ligne Υu,i(z) et pour le
polynôme Υy,ii(z), nous pouvons écrire

Υy,ii(z) = δ̃Ty,iZy,i(z)

Υu,ik(z) = δ̃Tu,ikZu,ik(z)

où Zy,i(z) = (z−1, · · · , z−µy,i)T , Zu,ik(z) = (z−ρik , · · · , z−µu,ik)T et δ̃y,i, δ̃u,ik sont des
vecteurs de coefficients. Les valeurs de µy,i, µu,ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) en
fonction du type de structure du modèle et de la complexité de la structure du modèle
sont données en Annexe C.6. Nous pouvons alors écrire que

Υu,i(z) = δ̃Tu,iZu,i(z)

où δ̃Tu,i = (δ̃Tu,i1, · · · , δ̃Tu,inu) et Zu,i(z) = bdiag(Zu,i1(z), · · · ,Zu,inu(z)) où la notation
bdiag est définie dans la Section Notations en page xx. Nous pouvons finalement écrire
que

(Υy,ii(z),Υu,i(z)) = δ̃Ti bdiag(Zy,i(z),Zu,i(z)) (I.21)

où δ̃Ti = (δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i). Nous noterons par ζi et ζu,i les dimensions de δ̃i et δ̃u,i respec-

tivement. Ces dimensions peuvent être facilement déduites à partir des entiers µy,i,
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µu,ik (i = 1, · · · , ny, k = 1, · · · , nu) donnés en Annexe C.6. Introduisons également
l’ensemble

Di = {δ̃i | (Υy,ii(z),Υu,i(z)) = δ̃Ti bdiag(Zy,i(z),Zu,i(z)) ∈ Yi} (I.22)

Notons que, sauf dans le cas FIR où Di = Rζi , Di est un sous-ensemble de Rζi . Il
convient de noter qu’un tel ensemble Di a également été considéré dans le cas de la
boucle ouverte (voir Annexe B.4).

Réécriture de la première équation du côté gauche de (I.20) : Commençons par
réécrire la première équation du côté gauche de (I.20), i.e., (Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡
0. De l’expression de Ξi(z) donné par (I.19) et de celle de (Υy,ii(z),Υu,i(z)) donnée
par (I.21), nous pouvons réécrire cette équation comme donné ci-dessous

(δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i)︸ ︷︷ ︸

δ̃Ti

(
Zy,i(z)Vi:(z)

Zu,i(z)N(z)

)
︸ ︷︷ ︸

U(i)(z)

= 0 (I.23)

En notant respectivement par γi,min et γi,max le minimum des retards et le maximum
des degrés des entrées de U(i)(z), nous pouvons réécrire (I.23) comme ci-dessous

(δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i)︸ ︷︷ ︸

δ̃Ti

(
R(i)

S(i)

)
(Iny ⊗ZU(i)(z)) = 0 (I.24)

où ZU(i)(z) = (z−γi,min , · · · , z−γi,max)T . Comme (I.24) est une matrice de polynômes
qui doivent tous être nuls, il est clair que (I.24) est équivalent à

(δ̃Ty,i, δ̃
T
u,i)︸ ︷︷ ︸

δ̃Ti

(
R(i)

S(i)

)
= 0

Lorsque la structure de modèle est du type OE ou FIR, nous avons que Υy,ii(z) = 0
(Lemme I.5) et donc (I.25) devient dans ce cas

δ̃Tu,iS
(i) = 0

Ainsi, la première équation du côté gauche de (I.20) peut se réécrire de façon équiva-
lente sous la forme suivante

(
δ̃Ty,i δ̃Tu,i

)
︸ ︷︷ ︸

δ̃Ti

(
R(i)

S(i)

)
= 0 (cas BJ/ARX/ARMAX)

δ̃Tu,iS
(i) = 0 (cas OE/FIR)

(I.25)
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Plus de détails et des exemples sur cette réécriture sont donnés dans le Chapitre 4.

Réécriture de la deuxième équation du côté gauche de (I.20) : Ici, nous ré-
écrivons l’équation Ē

[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0. Cette équation a déjà été étudiée dans le

Chapitre 3 (et résumé dans la Section I.1). L’idée est d’introduire un régresseur comme
illustré ci-dessous

Υu,i(z)r(t) =

nu∑
k=1

Υu,ik(z)rk(t)

=

nu∑
k=1

δ̃Tu,ikφrk,i(t)

=
(
δ̃Tu,i1 δ̃Tu,i2 · · · δ̃Tu,inu

)
︸ ︷︷ ︸

δ̃Tu,i

φr,i(t)

où

φr,i(t) =


φr1,i(t)
φr2,i(t)

...
φrnu ,i(t)

 with φrk,i(t) =


rk(t− ρik)

rk(t− ρik − 1)
...

rk(t− µu,ik)



Ensuite, nous avons vu que nous pouvons réécrire le régresseur φr,i(t) sous la forme
φr,i(t) = T(i)ϕi(t) où T(i) est une matrice à valeur réelle ou complexe déterministe
et indépendante du temps et ϕi un vecteur de signaux qui est PE. Ainsi, l’équation
Ē
[
||Υu,i(z)r(t)||2

]
= 0 devient δ̃Tu,iĒ

[
φr,i(t)φ

∗
r,i(t)

]
δ̃u,i = 0 ce qui devient à son tour

équivalent à δ̃Tu,iT
(i)Ē [ϕi(t)ϕ

∗
i (t)] T

(i)∗ δ̃u,i = 0. Comme ϕi est PE, nous avons que
Ē [ϕi(t)ϕ

∗
i (t)] � 0 ce qui permet de conclure que δ̃Tu,iT

(i)Ē [ϕi(t)ϕ
∗
i (t)] T

(i)∗ δ̃u,i = 0 est
équivalent à

δ̃Tu,iT
(i) = 0 (I.26)

Lorsque r est un multisinus du type (H.13), la matrice T(i) est égale à T(sin) donnée
par (I.6)-(I.7) mais en remplaçant les scalaires ρk et µk par ρik et µu,ik respectivement
(k = 1, · · · , nu). Lorsque r est du type bruits blancs filtrés (H.14), la matrice T(i) est
égale à T(fwn) donnée par (I.9)-(I.10) mais en remplaçant aussi les scalaires ρk et µk
par ρik et µu,ik respectivement (k = 1, · · · , nu).

A partir des deux réécritures (I.25) et (I.26), nous pouvons donner le résultat principal
qui répond à la Question de Recherche 2. Il est donné dans le paragraphe suivant.
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I.2.4 Résultat principal et interprétation

Théorème I.8. Considérons la Définition H.3 et, en particulier, le jeu de données Z∞cl
obtenu par l’application du signal d’excitation r au système S en boucle fermée de la
Figure 2.1. Considérons le Théorème I.7 et une des structures de modèle M définies
dans la Section H.4. Considérons enfin les notations introduites dans la Section I.2.3
et, en particulier, les équations (I.25) et (I.26) qui sont respectivement équivalentes à
la première et deuxième équation du côté gauche de (I.20). Le jeu de données Z∞cl est
informatif par rapport à M si, pour chaque i = 1, · · · , ny, au moins une des matrices
P(a,i), P(b,i) et P(c,i) définies ci-dessous est de rang plein ligne.

• (a) La matrice P(a,i) est égale à
(

R(i)

S(i)

)
pour le cas BJ/AMAX/ARX et à S(i)

pour le cas OE/FIR.

• (b) La matrice P(b,i) est égale à T(i).

• (c) La matrice P(c,i) est égale à
(

R(i) 0

S(i) T(i)

)
pour le cas BJ/AMAX/ARX et à(

S(i) T(i)
)
pour le cas OE/FIR.

De plus, lorsque r = 0nu×1, le jeu de données Z∞cl est informatif par rapport àM si,
pour chaque i = 1, · · · , ny, la matrice P(a,i) définie au-dessus est de rang plein ligne.

Démonstration. Nous allons prouver le théorème pour les structures de modèle du
type BJ/ARX/ARMAX. La preuve pour le cas OE/FIR peut être obtenue en uti-
lisant la même argumentation. Notons d’abord que δ̃i=(δ̃Ty,i, δ̃

T
u,i)

T défini par (I.25)-
(I.26) est contraint d’appartenir à l’ensemble Di avec Di comme défini dans (I.22).
Lorsque δ̃i ∈ Di, une matrice P(a,i) de rang plein ligne est une condition suffisante3

pour que δ̃i = 0 soit la solution unique de (I.25). Notons également que δ̃i = 0 est
équivalent à (Υy,ii,Υu,i) = (0,0). Par conséquent, en utilisant l’équivalence rappelée
dans l’énoncé du théorème, lorsque P(a,i) est de rang plein ligne, nous avons aussi que
(Υy,ii(z),Υu,i(z))Ξi(z) ≡ 0 =⇒ (Υy,ii,Υu,i) ≡ (0,0) pour tout (Υy,ii,Υu,i) ∈ Yi avec
Yi comme défini par (I.18). Il est clair, d’après le Théorème I.7, que ce dernier implique
que Z∞cl est informatif (en particulier lorsque r = 0nu×1).

Notons maintenant que (I.25) et (I.26) peuvent être combinées en δ̃Ti P(c,i) = 0. Si
P(c,i) est de rang plein ligne, alors δ̃Ti P(c,i) = 0 implique δ̃i = 0. Par conséquent, en
utilisant l’équivalence rappelée dans l’énoncé du théorème, lorsque P(c,i) est de rang

3Si Di était égal à Rζi , alors ce serait une condition nécessaire et suffisante.
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plein ligne, nous avons aussi que (I.20) est garantie pour tous les (Υy,ii,Υu,i) ∈ Yi. Il
est clair, selon le Théorème I.7, que ce dernier implique que Z∞cl est informatif.

Enfin, si P(b,i) est de rang plein ligne, l’équation (I.26) implique δ̃u,i = 0. Par consé-
quent, en utilisant l’équivalence rappelée dans l’énoncé du théorème, lorsque P(b,i) est
de rang plein ligne, nous avons également cela : Ē

[
||Υu,i(z)r(t)|||2

]
= 0 =⇒ Υu,i ≡ 0

pour tous Υu,i(z) ∈ {Υu,i(z) | (Υy,ii(z),Υu,i(z)) ∈ Yi}. Puisque Υu,i ≡ 0, la première
équation du côté gauche de (I.20) se réduit à Υy,ii(z)J(z) ≡ 0 où J(z) est le polynôme
défini après (I.17). Ce dernier implique toujours que Υy,ii ≡ 0. Par conséquent, en vertu
du Théorème I.7, nous avons également l’informativité des données lorsque P(b,i) est de
rang plein ligne.

Le Théorème I.8 montre que l’on peut vérifier si une excitation externe donnée r
fournit des données informatives en vérifiant, pour chaque sortie, si l’une des trois
matrices P(a,i), P(b,i) ou P(c,i) est de rang plein ligne.

En particulier, si P(a,i) est de rang plein ligne pour chaque sortie i, alors l’ensemble
de données Z∞cl fournira des données informatives même si l’excitation externe r est
égale à zéro.

Pour que P(a,i) ait un rang plein ligne, le nombre de ses colonnes doit être supérieur à
son nombre de lignes ζi. Pour que cette condition nécessaire soit remplie, le correcteur
K(z) doit avoir une complexité suffisante.

Même si P(a,i) n’est pas de rang plein ligne, nous pouvons bien sûr obtenir des données
informatives en ajoutant une excitation non-nulle r du type (H.13) ou (H.14). Dans ce
cas, l’informativité des données peut être vérifiée en vérifiant si P(c,i) est de rang plein
ligne. On observe que P(a,i) et P(c,i) ont le même nombre ζi de lignes, mais le nombre
de colonnes de P(c,i) est supérieure à celle de P(a,i) (en raison de la matrice T(i) liée à
l’excitation externe). Par conséquent, même si P(a,i) n’est pas de rang plein ligne, l’ajout
de colonnes supplémentaires peut compenser l’insuffisance de rang de P(a,i) et rendre
P(c,i) de rang plein ligne. En particulier, une excitation multisinus du type (H.13) avec
s sinusoïdes différentes ajoute 2s de colonnes à celles déjà présentes dans P(a,i). Pour
une excitation par bruits blancs filtrés du type (H.14), nous avons, comme indiqué dans
la Section I.1.5, la relation suivante : plus le nombre f de bruits blancs est grand dans
v et plus la complexité des filtres dans M(z) est grande, plus le nombre de colonnes
ajoutées à P(a,i) est grand.

La considération ci-dessus permet de déduire une condition pour garantir l’informa-
tivité des données lorsque P(a,i) n’est pas de rang plein ligne pour chaque sortie i. La
richesse de l’excitation (par exemple, le nombre de sinusoïdes dans le cas d’un multisi-
nus) doit être suffisante pour garantir que, pour chaque sortie i, le nombre de colonnes
dans T(i) est supérieur à la différence entre le nombre ζi de lignes de P(a,i) et le rang de
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P(a,i). Si c’est le cas, il faut tout de même vérifier que P(c,i) est de rang plein ligne pour
chaque i car une insuffisance de rang peut se produire en raison de certaines combinai-
sons malheureuses de coefficients du correcteur et de la paramétrisation de l’excitation
externe (amplitudes, pulsations et déphasages pour le cas multisinus et coefficients des
filtres dans M(z) pour le cas bruits blancs filtrés). Un phénomène similaire a également
été observé dans le cas de la boucle ouverte au Chapitre 3.

Dans le cas de la boucle ouverte, nous avons montré que notre condition d’informati-
vité des données MIMO (Théorème I.3) est similaire à la condition d’informativité des
données SISO de [GBM08] lorsque nous utilisons le Théorème I.3 avec nu = ny = 1.
Cela a été possible grâce au fait que la persistance d’excitation du régresseur était
à l’origine des résultats des cas SISO et MIMO. Dans le cas en boucle fermée, cette
comparaison est beaucoup plus compliquée puisque la vérification du rang matriciel
du Théorème I.8 est difficile à mettre en relation avec les conditions sur les degrés du
numérateur et du dénominateur du correcteur et sur les degrés des polynômes impli-
qués de la structure du modèle dans le cas du SISO. Cependant, nous pouvons encore
faire quelques comparaisons entre le cas MIMO et le cas SISO. Ceci est illustré dans
l’Exemple 4.2 dans lequel nous appliquons le Théorème I.8 pour vérifier l’informativité
des données pour l’identification d’un système SISO ARMAX en boucle fermée avec
deux correcteurs SISO. Il a été illustrée que la condition du Théorème I.8 peut être
conservatrice pour les structures du modèle SISO ARMAX.

I.2.5 Approche de vérification de l’informativité des données pour
l’identification en boucle fermée des systèmes MIMO

Dans cette section, nous avons résumé les résultats sur l’informativité des données
pour l’identification directe en boucle fermée des systèmes MIMO développés dans le
Chapitre 4. Dans ce paragraphe, nous faisons une synthèse des résultats en donnant une
procédure que l’utilisateur peut suivre pour vérifier l’informativité des données avec un
correcteur K(z), une excitation externe non-nulle r et une structure de modèle MIMO
M.

Premièrement, si le vecteur d’excitation externe est du type (H.14) avec f ≥ nu et
avec rank(M(ejω)) = nu pour presque toutes les pulsations ω de l’intervalle ] − π, π],
alors nous avons l’informativité des données en utilisant le Lemme H.2 de la Section H.5.

Si ce n’est pas le cas, nous devons utiliser les résultats résumés dans cette section.
Premièrement, pour toutes les sorties i = 1, · · · , ny, nous construisons et calculons le
rang des matrices P(a,i). Si elles sont toutes de rang plein ligne, nous concluons que
le correcteur K(z) garantit seul l’informativité des données et que les données sont
informatives même en présence d’une excitation externe. Toutefois, si la matrice P(a,i)

n’est pas de rang plein ligne pour certaines sorties i, nous construisons les matrices
correspondantes P(c,i) et nous vérifions qu’elles sont toutes de rang plein ligne. Si c’est
le cas, alors le jeu de données Z∞cl est informatif par rapport à M. Sinon, nous ne
pouvons pas conclure sur l’informativité des données, sauf pour les structures de modèle
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FIR pour lesquelles la condition de rang est une condition nécessaire et suffisante.

I.2.6 Conclusion sur le résumé des résultats du Chapitre 4

Par rapport à la Question de Recherche 2, nous avons résumé dans cette section les
résultats du Chapitre 4 qui consistent en une condition principale permettant de vérifier
si un vecteur d’excitation donné r du type (H.13)-(H.14) donne des données informatives
lorsque le système fonctionne en boucle fermée avec un correcteur K(z) LTI MIMO
donné. Cette condition est similaire à celle développée au Chapitre 3 puisqu’elle consiste
à vérifier si une matrice est de rang plein ligne pour chaque sortie. Cette matrice dépend
de la complexité de la structure du modèle, des coefficients du correcteur et de la
paramétrisation de l’excitation externe. Dans la littérature, seul le cas sans excitation
externe (costless en anglais) a été pris en compte pour le développement des résultats
sur l’informativité des données des systèmes MIMO. Le seul résultat qui existe dans la
littérature pour des excitations externes non-nulles est la positivité définie de la matrice
densité spectrale de puissance de r qui est trop restrictive. La principale contribution
de notre condition est que nous pouvons vérifier l’informativité des données pour les
excitations externes r pour lesquelles le matrice densité spectrale de puissance de r
dégénère à toutes les pulsations. Cette condition sépare aussi clairement la contribution
du correcteur et de l’excitation externe sur l’informativité des données.

Après avoir longuement étudié le cas linéaire dans les Chapitres 3 et 4, nous résumons
les résultats sur le cas non-linéaire du Chapitre 5 (Question de Recherche 3) en étudiant
l’informativité des données pour l’identification d’une classe particulière de systèmes de
type Hammerstein parallèle.

I.3 Résumé du Chapitre 5 (Question de Recherche 3)

I.3.1 Système non-linéaire considéré, structure de modèle et
informativité des données

Le système qui est considéré dans le Chapitre 5 et dans ce résumé est un système SISO
non-linéaire d’entrée u et de sortie y défini par

S : y(t) = G0,1(z)u(t) +G0,2(z)un(t) +H0(z)e(t) (I.27)

où G0,1(z) et G0,2(z) sont des fonctions de transfert stables, H0(z) est une fonction
de transfert stable, inversement stable et monique, e est un bruit blanc et n est entier
qui sera supposé connu et tel que n ≥ 2. Nous supposerons que u et e sont indépen-
dants (c’est-à-dire que l’expérience d’identification est réalisée en boucle ouverte). Par
conséquent, un et e sont également indépendants. La Figure 5.1 illustre le système S
considéré dans (I.27).

Afin d’exploiter les résultats du Chapitre 3 (résumés en Section I.1), nous pouvons
réécrire (I.27) comme un système MISO linéaire avec un vecteur d’entrée u = (u, un)T

S : y(t) = G0(z)u(t) +H0(z)e(t)
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où G0(z) = (G0,1(z), G0,2(z)).

Il peut donc être identifié dans la structure du modèle MISO (linéaire) suivante

M = {(G(z,θ), H(z,θ)) | θ ∈ Dθ} (I.28)

avec G(z,θ) = (G1(z,θ), G2(z,θ)) où G1(z,θ), G2(z,θ) et H(z,θ) sont des fonctions
de transfert paramétrées par θ. L’ensemble Dθ contient les vecteurs de paramètres θ
tels que G1(z,θ) et G2(z,θ) soient stables et H(z,θ) soit stable, inversement stable
et monique. Nous considérerons que la structure du modèle dans (I.28) est d’ordre
complet4 et est globalement identifiable en θ0. Enfin, nous limiterons notre attention aux
structures MISO ayant la forme ARX, FIR, BJ, OE afin de garder la présentation simple
(voir la Section I.1.2 pour les notations de ces structures de modèle particulières5).

Adaptons légèrement la Définition H.2 afin de définir formellement l’informativité des
données pour le problème examiné dans le Chapitre 5 et résumé dans cette section.

Définition I.1. Considérons le cadre défini ci-dessus et supposons qu’une entrée quasi-
stationnaire u soit appliqué au système réel S défini par (I.27) de t = 1 à t = +∞, ce
qui donne l’ensemble de données infini Z∞ :

Z∞ =
{
x(t) =

(
y(t),uT (t)

)T | t = 1, · · · ,+∞
}

(I.29)

où u = (u, un)T . Considérons une structure de modèle MISOM avec nu = 2 générant
le prédicteur ŷ(t,θ) = W(z,θ)x(t). Définissons aussi l’ensemble suivant

∆W =
{

∆W(z) = W(z,θ′)−W(z,θ′′) | θ′ and θ′′ in Dθ
}

Le jeu de données Z∞ est dit informatif par rapport à la structure de modèleM quand,
pour tout ∆W(z) ∈∆W, nous avons

Ē
[
||∆W(z)x(t)||2

]
= 0 =⇒ ∆W(z) ≡ 01×3

Comme nous voulons une estimation consistante de (G0,1(z), G0,2(z), H0(z)), l’objectif
du Chapitre 5 est de développer des résultats6 afin de vérifier si une expérience donnée
avec une excitation u donnera des données informatives Z∞ (voir (I.29)).

À cette fin, nous utiliserons les résultats de la littérature et ceux que nous avons
déjà développés pour les systèmes MISO dans le Chapitre 3. En effet, ces résultats sont
valables pour des vecteurs d’entrée arbitraires u et donc aussi pour des vecteurs d’entrée
du type u = (u, un)T . Ces résultats peuvent être trouvés dans le Lemme H.1 (positivité
de la matrice de la densité spectrale de puissance d’entrée), Théorème I.1 (informativité

4i.e., ∃θ0 tel que (G(z,θ0), H(z,θ0)) = (G0(z),H0(z)).
5Notons que nous avons dans ce cas nu = 2.
6Dans cette section, nous allons faire un résumé de ces résultats.
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pour les structures de modèle MIMO en boucle ouverte) et Théorème I.3 (informativité
et persistance d’excitation du régresseur). Dans le prochain lemme, nous donnons un
résultat supplémentaire qui sera utile dans la suite et qui porte sur l’informativité des
données par rapport aux structures de modèle MISO pour une identification en boucle
ouverte.

Lemme I.6. Considérons le MISO LTI S défini par (H.2) avec deux entrées (nu =
2) et qui est identifié dans une structure de modèle MISO telle que définie dans la
Section I.1.2. Supposons que le vecteur d’entrée u = (u1, u2)T est un multisinus appliqué
au système réel S. Notons par Φu1 (resp. Φu2) la densité spectrale de puissance (DSP) de
u1 (resp. u2). Supposons que Φu1 (resp. Φu2) soit non-nulle en m1 (resp. m2) pulsations
appartenant à l’intervalle ]−π, π]. Enfin, supposons que Φu1 et Φu2 sont simultanément
non-nulles enm1,2 pulsations dans l’intervalle ]−π, π] (m1,2 peut être égal à zéro). Alors,
le jeu de données Z∞ est informatif par rapport àM si m1 ≥ $1−ρ1+1 et m2−m1,2 ≥
$2 − ρ2 + 1 où ρ1 et ρ2 sont les retards de G1(z,θ) et G2(z,θ) respectivement. Les
scalaires $k (k = 1, 2) sont donnés par

• $k = deg(Bk) lorsqueM est ARX/FIR.

• $k = deg(Bk) + deg(Fk) lorsqueM est OE/BJ.

Démonstration. Voir l’Annexe D.1 pour la preuve.

Comme déjà mentionné, Lemme I.6 et les résultats du Chapitre 3 (résumé dans la
Section I.1) se rapportent à un vecteur d’entrée arbitraire u avec nu = 2. Ils peuvent
donc également être utilisés dans le cas où le vecteur d’entrée u = (u1, u2)T est de la
forme u1 = u et u2 = un. Ce fait sera utilisé dans la suite pour donner les résultats
de l’informativité des données pour le système non-linéaire de type Hammerstein S
donné par (5.1). Nous considérerons deux types d’excitation : bruit blanc gaussien et
multisinus. Dans le paragraphe suivant, nous analysons le cas de l’excitation bruit blanc
gaussien.

I.3.2 Excitation bruit blanc gaussien

Lorsque u est un bruit blanc gaussien, nous avons toujours l’informativité des données
comme donné dans le résultat suivant :

Theorem I.1. Considérons le système S donné par (I.27) identifié dans une structure
du modèle M donnée par (I.28) avec u = (u, un)T . Considérons également la Défini-
tion I.1. Supposons que nous appliquons un bruit blanc gaussien de moyenne nulle u
au système S. Alors, le jeu de données Z∞ avec u = (u, un)T est toujours informatif,
indépendamment de la complexité de la structure du modèle.

Démonstration. Voir l’Annexe D.2 pour la preuve.
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Ce type d’excitation stochastique est intéressant car il permet d’identifier tout système
du type (I.27). Considérons maintenant le cas où l’entrée u du système (I.27) est une
multisinus.

I.3.3 Excitation multisinus

Dans ce paragraphe, u est un multisinus de la forme

u(t) =

s1∑
l=1

λl cos(ωlt+ ψl) (I.30)

où λl et ψl sont respectivement l’amplitude et le déphasage de la sinusoïde à la pulsation
ωl appartenant à l’intervalle ]0, π]. Comme u est un multisinus, un est aussi un multisi-
nus. Nous pouvons donc vérifier l’informativité des données en vérifiant la persistance
d’excitation du régresseur φu associée à la structure de modèleM. Nous pouvons faire
ceci en construisant la matrice T(sin) et vérifier son rang. Or, ceci nous contraint à cal-
culer les amplitudes, fréquences et déphasages de un ce qui peut être lourd en terme de
calculs lorsque la puissance de non-linéarité n et le nombre s1 de sinusoïdes augmentent.
Nous proposons alors des résultats plus simples dans cette section.

Ce résultat est basé sur le fait que u = (u, un)T est un vecteur multisinus dont la
seconde entrée u2 = un a une densité spectrale de puissance plus riche en contenu
fréquentiel que u1 = u. Nous pouvons alors exploiter le Lemme I.6 :

Théorème I.9. Considérons que le système S donné par (I.27) est excité avec le multi-
sinus u donné par (I.30) avec ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s1). Définissons m2 et m1,2 comme
dans le Lemme I.6 pour Φu1 = Φu et Φu2 = Φun. Alors, le jeu de données Z∞ dé-
fini par (I.29) est informatif par rapport à M (voir (I.28)) si 2s1 ≥ $1 − ρ1 + 1 et si
m2 −m1,2 ≥ $2 − ρ2 + 1 où $1 et $2 sont définis dans le Lemme I.6.

Démonstration. Conséquence du Lemme I.6.

Pour utiliser la condition (suffisante) d’informativité des données du Théorème I.9, il
suffit de savoir combien de pulsations sont présentes dans un et de les comparer avec
celles de u (voir (I.30)).

À cette fin, nous pouvons calculer la transformée de Fourier rapide de la séquence
{un(t) | t = 1, · · · , N ′} pour une valeur suffisamment importante de N ′. Une autre
procédure à cette fin est donnée dans le paragraphe suivant. Dans cette procédure,
nous supposerons que λl > 0 et ψl = 0 (l = 1, · · · , s1) pour le multisinus (I.30). Voir la
Remarque I.3 dans la suite pour plus de détails.
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I.3.4 Méthode pour le calcul de m2

Considérons donc (I.30) avec λl > 0, ψl = 0 et ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s1) et observons
que un(t) = un−1(t)u(t), un−1(t) = un−2(t)u(t), · · · , u2(t) = u(t)u(t). Par conséquent,
pour obtenir les sinusoïdes de un, nous pouvons d’abord déterminer celles de u2 à partir
de celles de u, puis celles de u3 à partir de celles de u2, · · · , celles de un−1 à partir de
celles de un−2 et enfin celles de un à partir de celles de un−1.

Voyons maintenant comment obtenir les pulsations de up à partir de celles de up−1

(p = 2, · · · , n). Pour cela, nous savons que up−1 est un multisinus et donc up(t) =
up−1(t)u(t) peut s’écrire comme la somme des produits de chaque sinusoïde de u par
chaque sinusoïde de up−1. En utilisant le fait que cos(α) cos(β) = 1/2(cos(α + β) +
cos(α− β)) ∀(α, β) ∈ R2, tous les produits de cette somme peuvent être écrits comme
la somme de deux sinusoïdes.

En faisant cela, nous voyons que l’ensemble des pulsations dans up peut être déterminé
en ajoutant et en soustrayant ωl (l = 1, · · · , s1) aux pulsations de chaque sinusoïde
présente dans up−1. Bien entendu, dans l’ensemble obtenu, il faut supprimer les doublons
(par exemple, la pulsation −ω′ est équivalente à la pulsation ω′ et la pulsation ω′+ 2kπ
avec k ∈ Z est équivalente à ω′). On obtient alors un ensemble de pulsations dans
l’intervalle [0, π]. Désignons par s2 le nombre de pulsations dans cet ensemble. Alors,
m2 est donné par

• m2 = 2s2 si l’ensemble ne contient ni 0 ni π.

• m2 = 2s2 − 1 si l’ensemble contient 0 ou π.

• m2 = 2s2 − 2 si l’ensemble contient 0 et π.

Remarque I.3. Comme déjà mentionné, la procédure ci-dessus n’est pas garantie de
calculer la bonne valeur de m2 si les déphasages ne sont pas tous égaux à zéro. Pour
le montrer, considérons le multisinus : u(t) = 1/2 cos(0, 4t) + cos(0, 6t) + cos(0.5t +
π/2) et appliquons la procédure ci-dessus pour n = 2 : nous obtenons l’ensemble des
pulsations 0, 0, 1, 0, 2,0, 8, 0, 9, 1, 1, 1 et 1, 2. Cependant, la pulsation 1 n’apparaît pas
dans u2 en raison de l’annulation des termes sinusoïdaux à cette pulsation. Notons
cependant qu’une telle situation est rare dans la pratique et que nous pouvons donc
utiliser avec précaution la procédure de cette section lorsque les déphasages sont non-
nuls. Néanmoins, une vérification à l’aide de la transformée de Fourier rapide peut
toujours être utile. �

I.3.5 Résultat sur l’informativité des données sans calcul de m2

Dans certains cas particuliers, nous pouvons vérifier l’informativité des données sans
calculer m2. Un de ces cas particuliers est donné dans le résultat suivant

270



I.3. Résumé du Chapitre 5 (Question de Recherche 3)

Lemme I.7. Considérons que l’excitation de (I.27) (avec n ≥ 2) est donnée par u(t) =∑s1
l=1 λl cos(ωlt) avec λl > 0 et ωl ∈]0, π[ (l = 1, · · · , s1) et tel que les s1 pulsations nωl

soient

(i) toutes différentes entre elles (modulo 2π).

(ii) toutes différentes de π et de 0 (modulo 2π).

(iii) toutes différentes de chaque pulsation ωh (h = 1, · · · , s1) (modulo 2π).

Alors, le jeu de données Z∞ est informatif par rapport àM si

s1 ≥
1

2
max($1 − ρ1 + 1, $2 − ρ2 + 1)

où $1 et $2 sont définis dans le Lemme I.6.

Démonstration. En suivant la procédure de la Section I.3.4, nous observons que nω1,
· · · , nωs1 sont des pulsations du multisinus un. Comme ces s1 pulsations positives
sont toutes différentes (modulo 2π) et différentes de π (modulo 2π), cela implique que
la DSP de un sera non-nulle à au moins 2s1 de pulsations en ] − π, π[, c’est-à-dire
m2 ≥ 2s1. Du fait que les s1 pulsations nωl sont (modulo 2π) différentes des pulsations
ωh (h = 1, · · · , s1) de u, nous avons aussi que m2 − m1,2 ≥ 2s1. Le résultat découle
alors du Théorème I.9.

I.3.6 Approche de vérification de l’informativité des données pour
l’identification en boucle ouverte du système Hammerstein
parallèle donné par (I.27)

Résumons maintenant les différents résultats du Chapitre 5 en donnant une approche
générale pour vérifier l’informativité des données par rapport à M. Si u est un bruit
blanc gaussien, le jeu de données Z∞ est informatif, indépendamment de la complexité
de la structure du modèle.

Concentrons-nous maintenant sur le cas multisinus. Tout d’abord, nous vérifions que
s1 ≥ $1−ρ1 +1. Si ce n’est pas le cas, l’ensemble de données Z∞ n’est certainement pas
informatif par rapport àM. Si 2s1 ≥ $1− ρ1 + 1, nous pouvons vérifier si la condition
(conservatrice) du Lemme I.7 est satisfaite. Si ce n’est pas le cas, nous calculons m2 et
m1,2 (en utilisant l’approche avec la transformée de Fourier rapide ou la procédure de
la Section I.3.4) et nous vérifions la condition (moins conservatrice) de Théorème I.9.
Si cette condition n’est toujours pas validée, nous devons calculer l’expression complète
de un (avec toutes les amplitudes et déphasages) et utiliser les résultats du Chapitre 3
sur cette expression et celle de u.

Cette procédure est illustrée avec un exemple dans la Section 5.6.
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I.3.7 Conclusion sur le résumé des résultats du Chapitre 5

L’objectif du Chapitre 5, dont la présente section est le résumé, était de répondre à la
Question de Recherche 3 en étudiant l’informativité des données pour une classe parti-
culière de systèmes de type Hammerstein parallèle donnée par (I.27) avec la méthode
Prediction Error. L’idée qui a été suivie dans le chapitre était de réécrire ce système
non-linéaire en un système MISO LTI avec deux entrées u1 = u et u2 = un. Cela nous
a permis d’utiliser les résultats précédents développés dans le Chapitre 3 tels que le
Théorème I.1. Ensuite, nous avons analysé l’informativité des données pour deux types
d’excitations : le bruit blanc gaussien et le multisinus. L’excitation bruit blanc gaussien
est un choix efficace puisqu’elle garantit toujours des données informatives pour ce type
de systèmes Hammerstein parallèle. Lorsque nous optons pour une excitation multisi-
nus, une vérification simple peut être effectuée avec les Lemmes I.6 et I.7 qui ont été
développés afin de simplifier la vérification de l’informativité des données.

Sur la base de cette étude, nous verrons plus tard que certains résultats développés
dans ce chapitre seront utiles pour aborder la deuxième partie pratique de la thèse :
l’identification d’un gyroscope MEMS. Un résumé de la présentation de ce système réel
est présenté dans le chapitre suivant.
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Annexe J
Long résumé : Gyroscope MEMS

et objectifs de modélisation

Contents
J.1 Présentation de l’architecture du gyroscope MEMS . . . . . . . . . 274
J.2 Principe général de mesure de la vitesse angulaire Ω . . . . . . . . . 274
J.3 Dynamiques principales du gyroscope MEMS . . . . . . . . . . . . . 275
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J.4.2 Déduction de la vitesse angulaire à partir des correcteurs . . 280
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Dans cette annexe, nous donnons une brève présentation du gyroscope MEMS afin de
pouvoir résumer les résultats du Chapitre 7. Ainsi, cette annexe consiste en un résumé
du Chapitre 6. La but de cette annexe est de présenter le gyroscope MEMS, ses objectifs
de contrôle et de modélisation. Nous allons aussi répondre à la première partie de la
Question de Recherche 4 en déterminant une structure de modèle plus globale pour
l’identification des dynamiques principales du gyroscope MEMS à partir des équations
de la physique.

Notations : nous noterons par tc le temps continu alors que t correspondra toujours à
l’entier qui indexe les signaux à temps discret x(t) (Voir Section H.1). Pour un signal x
en temps continu, les notations ẋ et ẍ correspondent à sa première et deuxième dérivée
par rapport au temps tc.
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J.1 Présentation de l’architecture du gyroscope MEMS

Le gyroscope MEMS (Micro Elctro-Mechanical Structure en anglais) est un capteur
inertiel utilisé pour mesurer une vitesse angulaire (ou vitesse de rotation) d’un objet
autour d’un axe donné. Ici, nous allons considérer un mouvement de rotation autour de
l’axe z. Ce micro-capteur est constitué d’une structure fixée à l’objet dont nous mesurons
la vitesse angulaire. Fixée à cette structure par des micro-poutres à base de silicone,
une première masse mx oscille le long de l’axe x. Une deuxième masse my, oscillant le
long de l’axe y, est fixée à la masse mx avec des micro-poutres à base de silicone. Ces
micro-poutres agissent mécaniquement comme des ressorts et des amortisseurs. Elles
sont conçues de telle sorte que les deux masses forment des oscillateurs légèrement
amortis et nous indiquerons par ω0,x (resp. ω0,y) la pulsation de résonance de mx (resp.
my). Le vitesse angulaire autour de l’axe z est désignée par Ω et nous souhaitons la
mesurer. La Figure 6.1 représente un schéma du gyroscope MEMS.

Chaque masse peut être actionnée par des forces externes : ~fx(tc) pour la masse mx et
~fy(tc) pour la massemy. L’instrumentation générant ces forces et mesurant les positions
des masses (notées xmec pour la masse mx et ymec pour la masse my) est expliquée plus
tard. Dans la section suivante, nous donnons l’idée générale sur la façon de déduire la
vitesse angulaire

J.2 Principe général de mesure de la vitesse angulaire Ω

Dans ce paragraphe, nous présentons brièvement la manière de déduire la vitesse an-
gulaire Ω. Une présentation plus technique sera donnée plus tard dans la Section J.4.2.
Lorsque Ω 6= 0, les deux masses sont soumises à un effet inertiel qui est l’effet de Corio-
lis. Cet effet est expliqué dans l’Annexe E.1. La force de Coriolis sur la masse mx est
fcor,x = 2myΩẏmec et celle sur la masse my est fcor,y = −2mxΩẋmec. Il est important
de noter que la force de Coriolis est proportionnelle à la vitesse angulaire Ω. Ce fait
sera exploité ultérieurement pour son estimation. L’idée de la déduction de la vitesse
angulaire Ω est basée sur l’estimation de l’effet de Coriolis sur la masse my, c’est-à-dire
le terme fcor,y = −2mxΩẋmec. Ce terme explique les rôles des deux masses :

• Masse mx : pour que le terme −2mxΩẋmec existe, il est nécessaire d’avoir une
vitesse ẋmec non-nulle. Ainsi, le rôle de la mass mx est la génération de ce terme
de Coriolis par son mouvement. Cette masse s’appelle dans la littérature la masse
drive.

• Massemy : nous estimons le terme de Coriolis −2mxΩẋmec à partir du mouvement
de le mass my. Cette masse s’appelle dans la littérature la masse sense.

Pour être plus précis, l’idée générale de la déduction de la vitesse angulaire est basée
sur trois étapes générales. Premièrement, la masse drive mx est excitée afin d’avoir une
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vitesse non-nulle ẋmec. Deuxièmement, le terme de Coriolis fcor,y = −2mxΩẋmec est
estimé à partir du mouvement de la masse sense my. Enfin, la troisième étape consiste
à déduire Ω à partir de l’estimation de fcor,y = −2mxΩẋmec. Nous donnerons plus
tard une explication plus technique sur la manière dont ces trois étapes sont réalisées
en pratique (voir Section J.4.2). Afin de répondre à la première partie de la Question
de Recherche 4, nous nous sommes concentrés dans le Chapitre 6 à déterminer une
structure de modèle plus globale pour la dynamique du gyroscope MEMS que celles
qui ont été proposées dans la littérature. Afin de pouvoir donner ce résultat dans ce
résumé, nous présentons, dans la section suivante, l’instrumentation et les principales
dynamiques du gyroscope MEMS qui sont considérées dans cette thèse.

J.3 Dynamiques principales du gyroscope MEMS

J.3.1 Dynamiques des deux masses

Quand Ω 6= 0, la deuxième loi de Newton sur chaque masse donne1 :

mxẍmec(tc) + dxxẋmec(tc) + kxxxmec(tc) + dxyẏmec(tc) + kxyymec(tc)

= fx(tc) + 2myΩ(tc)ẏmec(tc) (J.1)

myÿmec(tc) + dyyẏmec(tc) + kyyymec(tc) + dyxẋmec(tc) + kyxxmec(tc)

= fy(tc)− 2mxΩ(tc)ẋmec(tc) (J.2)

où kxx, kxy, kyx, kyy sont des coefficients de raideur et dxx, dxy, dyx, dyy sont des
coefficients d’amortissement. Les coefficients de couplage croisé kxy, kyx, dxy et dyx sont
dus à des imperfections de fabrication qui provoquent une anisoélasticité (kxy et kyx)
et un amortissement non-proportionnel (dxy et dyx). L’effet de Coriolis est également
un couplage croisé des deux masses lorsque Ω 6= 0. Un schéma-bloc de ces dynamiques
mécaniques est donné dans la Figure 6.2. Lorsque Ω = 0, les dynamiques des deux
masses peuvent être considérées comme un système MIMO où le vecteur d’entrée est
(fx(tc), fy(tc))

T et le vecteur de sortie est (xmec(tc), ymec(tc))
T .

Cependant, dans la pratique, les forces externes fx et fy ne sont pas les entrées réelles
du MEMS, de même que xmec et ymec ne sont pas les sorties réelles mesurées. En effet,
nous devons tenir compte de l’instrumentation des deux masses qui ont été présentées
précédemment. Celle considérée dans le gyroscope de cette étude est décrite dans le
paragraphe suivant.

1Puisque les déplacements des masses ont un ordre de grandeur microscopique, nous avons supposé
que nous pouvons négliger les forces centrifuges et d’Euler (voir l’Annexe E.1 pour plus de détails).
L’effet de la gravité est également négligé en raison de l’effet d’échelle.
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J.3.2 Instrumentation de type capacités interdigitées du gyroscope
MEMS

Les mouvements des deux masses sont générés et mesurés à l’aide d’une instrumentation
électrostatique2 utilisant des capacités interdigitées. Les capacités interdigitées sont des
actionneurs et des capteurs microscopiques constitués de deux peignes (structures de
doigts) électriquement conducteurs qui sont interdigités, c’est-à-dire que les dents d’un
peigne sont opposées aux trous de l’autre peigne. Un peigne est fixé à une structure
et l’autre est en mouvement. Une capacité interdigitée est illustrée dans la Figure 6.3.
La principale propriété avantageuse de cette architecture est que la capacité générée
entre les deux peignes est proportionnelle à la distance qui les sépare (distance d dans
la Figure 6.3). Cependant, cette propriété n’est valable que pour de petites distances.
C’est pourquoi les capacités interdigitées sont souvent utilisées dans des applications à
l’échelle micro et nanoscopique comme le gyroscope MEMS.

Dans le gyroscope MEMS, il y a quatre capacités interdigitées au total, deux par
masse. Pour chaque masse, une capacité interdigitée est utilisée pour générer la force
de mise en vibration et l’autre pour la mesure du déplacement. Pour le mode drive,
pour chaque capacité interdigitée, le peigne statique est fixé sur la structure et le peigne
mobile est fixé sur la masse drive. Pour le mode sense, pour chaque capacité interdigitée,
le peigne statique est fixé sur la masse drive et le peigne mobile est fixé sur la masse
sense. Les capacités interdigitées sont placées comme illustré dans la Figure 6.4.

Pour la mise en vibration, nous excitons le gyroscope MEMS avec une entrée à temps
discret ux(t) pour le mode drive (resp. uy(t) pour le mode sense) qui est convertie en
une tension Vx(tc) (resp. Vy(tc)) par un convertisseur numérique-analogique qui est un
bloqueur d’ordre zéro. La tension Vx (resp. Vy) est appliquée entre les deux peignes de
la capacités interdigitée dédié à l’excitation de la masse drive (resp. de la masse sense)
(voir Figure 6.3 avec la tension V ). Il en résulte des forces électrostatiques fx et fy
proportionnelles au carré de la tension correspondante, c’est-à-dire

fx(tc) = αxV
2
x (tc)

fy(tc) = αyV
2
y (tc)

où αx et αy sont des constantes3 qui dépendent des propriétés électrostatiques et géo-
métriques des doigts des peignes. Nous pouvons observer qu’il y a une non-linéarité
carrée à l’entrée.

Les signaux en temps discret ux et uy constituent les entrées du gyroscope MEMS et
produisent les tensions d’excitation Vx et Vy à travers le bloqueur d’ordre zéro. Ainsi,

2Il existe d’autres moyens d’actionner et de mesurer les déplacements des masses. Dans [YAN98]
une instrumentation piézoélectrique est considérée.

3Tant que les déplacements des masses sont maintenus faibles, ces constantes ne dépendent pas
du temps et des déplacements des masses. Cet avantage justifie que ce type d’actionneur soit souvent
utilisé pour les applications de micro-échelle.
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les tensions d’entrée sont données par

Vx(tc) = ux(t) pour tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

Vy(tc) = uy(t) pour tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts

où Ts est la période d’échantillonnage. La pulsation d’échantillonnage ωs = 2π/Ts est
égale à 2π × 62500 rad/s dans le gyroscope considéré dans cette étude.

Avec le bloqueur d’ordre zéro, les tensions Vx et Vy ont une forme en escalier. Ainsi,
du fait que la non-linéarité carrée est statique, nous avons que

fx(tc) = αxu
2
x(t) pour tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts (J.3)

fy(tc) = αyu
2
y(t) pour tTs ≤ tc < (t+ 1)Ts (J.4)

Pour la mesure des deux déplacements xmec(tc) et ymec(tc), nous utilisons les capacités
interdigitées dédiées à la mesure comme illustrés dans la Figure 6.4 et nous exploitons
le fait que la capacité entre les deux peignes est proportionnelle à la distance séparant
ces peignes (distance d dans la figure 6.3). Si nous pouvons mesurer cette capacité, alors
la distance d sera connue à une constante près. C’est cette idée qui est exploitée dans
le gyroscope MEMS pour mesurer les deux déplacements xmec(tc) et ymec(tc).

À cette fin, chaque capacité interdigitée dédiée à la mesure (voir Figure 6.4) est placée
dans un circuit électronique4 qui convertit proportionnellement la capacité en une ten-
sion. Cette tension est également proportionnelle à la capacité et donc proportionnelle
au déplacement de la masse correspondante. Ensuite, ces tensions sont amplifiées, filtrées
à travers un filtre anti-repliement de premier ordre de pulsation de coupure 2π× 15000
rad/s et converties dans le domaine du temps discret avec un convertisseur analogique-
numérique. Par conséquent, les sorties du convertisseur analogique-numérique sont deux
signaux à temps discret qui seront désignés par x̃mec(t) et ỹmec(t) et qui sont supposés
être proportionnels à xmec(tc = tTs) et ymec(tc = tTs) respectivement, c’est-à-dire

x̃mec(t) = βxxmec(t) (J.5)
ỹmec(t) = βyymec(t) (J.6)

où βx et βy sont des constantes qui sont fonction des propriétés électrostatiques et
géométriques des doigts des peignes, des propriétés du circuit de conversion électronique
et des amplificateurs. Dans la Figure 6.5, nous donnons un schéma des dynamiques
mécaniques instrumentées du gyroscope MEMS.

Par conséquent, les sorties des dynamiques mécaniques instrumentées sont les signaux
en temps discret x̃mec(t) et ỹmec(t). Puisque nous avons vu que les entrées de ces dyna-
miques sont u2

x et u2
y, alors les dynamiques mécaniques peuvent être représentées par

4Le gyroscope MEMS est embarqué sur une carte électronique qui permet de gérer les conversions
analogique-numérique, d’implanter un correcteur, etc.
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une matrice G0(z) de fonctions de transfert en temps discret MIMO de dimension 2×2
lorsque Ω = 0, c’est-à-dire(

x̃mec(t)
ỹmec(t)

)
=

(
G0,xx(z) G0,xy(z)
G0,yx(z) G0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

G0(z)

(
u2
x(t)
u2
y(t)

)

Les fonctions de transfert dans G0(z) dépendent des paramètres de (J.1) et (J.2) mais
aussi des constantes αx, αy, βx et βy. Chaque fonction de transfert G0,xx(z) et G0,yy(z)
a un comportement résonant légèrement amorti à la pulsation de résonance ω0,x pour
G0,xx(z) et à la pulsation de résonance ω0,y pour G0,yy(z). Les fonctions de transfert
G0,xy(z) et G0,yx(z) ont deux résonances légèrement amorties aux deux pulsations de
résonance ω0,x et ω0,y.

Toutefois, l’utilisation de l’instrumentation capacitive crée une dynamique supplémen-
taire et les sorties réelles mesurées ne sont donc pas égales à x̃mec(t) et ỹmec(t). Ces
dynamiques supplémentaires sont présentées dans le paragraphe suivant.

J.3.3 Dynamiques additionnelles

Dans ce paragraphe, nous présenterons quelques dynamiques supplémentaires impli-
quées dans le gyroscope MEMS en raison de l’utilisation de l’instrumentation capacitive.
Nous verrons que les sorties mesurées des MEMS sont deux signaux à temps discret x̃
et ỹ qui sont chacun la somme de trois signaux :

x̃ = x̃mec + x̃par + vx

ỹ = ỹmec + ỹpar + vy

où x̃mec et ỹmec sont les sorties mécaniques données respectivement par (6.5) et par (6.6).
Dans ce paragraphe, nous expliquons ce qui se cache derrière les signaux x̃par, vx, ỹpar
et vy.

Le phénomène derrière les signaux x̃par et ỹpar est un couplage capacitif parasite qui
se crée entre le vecteur de tensions (Vx, Vy)

T et le vecteur de sortie (x̃, ỹ)T . Ce couplage
est le résultat des interactions des champs électriques entre les capacités interdigitées
dédiées à l’excitation et celles dédiées à la mesure. Dans la littérature [AS05], ce phé-
nomène est modélisé par un pont linéaire résistance-capacité en série entre les vecteurs
(Vx, Vy)

T et (x̃, ỹ)T et ce pont se traduit par un effet filtrage passe-haut. Du point de
vue systémique, les dynamiques de cet effet parasite peuvent être modélisées par(

x̃par(t)
ỹpar(t)

)
=

(
Q0,xx(z) Q0,xy(z)
Q0,yx(z) Q0,yy(z)

)
︸ ︷︷ ︸

Q0(z)

(
ux(t)
uy(t)

)

où Q0(z) est une matrice de fonctions de transfert de dimension 2× 2.
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La troisième et dernière dynamique considérée pour la modélisation est le bruit de
mesure. Dans cette thèse, ce bruit est modélisé comme deux perturbations stochastiques
vx et vy qui s’ajoutent respectivement aux signaux x̃mec + x̃par et ỹmec + ỹpar. Comme
nous allons le voir plus tard, il est important d’estimer la matrice densité spectrale de
puissance du vecteur de bruits v = (vx, vy)

T . Pour cela, nous allons supposer que les
deux bruits de mesure vx et vy sont générés par(

vx(t)
vy(t)

)
=

(
H0,x(z) 0

0 H0,y(z)

)
︸ ︷︷ ︸

H0(z)

(
ex(t)
ey(t)

)

où (ex, ey)
T est un vecteur de bruits blancs.

D’autres phénomènes existent tels que la dépendance des dynamiques mécaniques
avec la température, l’effet Spring-softening [Sau08], saturation des amplificateurs, etc.
Cependant, il est possible de maîtriser leurs effets. Par exemple, pour l’effet Spring-
Softening, la composante DC des tensions Vx et Vy doit rester constante pour maîtriser
cet effet [Sau08].

Ainsi, lorsque Ω = 0 et à température fixée5, les trois types de dynamiques différentes
peuvent se combiner dans un modèle plus complet par rapport à ce qui a été proposé
dans la littérature, répondant à la première partie de la Question de Recherche 4 :(

x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xx(z) Q0,xy(z)
Q0,yx(z) Q0,yy(z)

)(
ux(t)
uy(t)

)
+

(
G0,xx(z) G0,xy(z)
G0,yx(z) G0,yy(z)

)(
u2
x(t)
u2
y(t)

)
+ v(t)

v(t) =

(
vx(t)
vy(t)

)
=

(
H0,x(z) 0

0 H0,y(z)

)(
ex(t)
ey(t)

)
(J.7)

Dans le prochain paragraphe, nous montrons en quoi il est important d’avoir une
estimée précise des fonctions de transfert de (J.7).

J.4 Correcteur et mesure de la vitesse angulaire

J.4.1 Objectifs de contrôle

Pour déduire la vitesse de rotation Ω, le capteur est souvent placé en boucle fermée
comme illustré dans la Figure 6.9. L’objectif principal de ce correcteur et de faire en sorte
que le vecteur de sortie mécanique (x̃mec, ỹmec)

T soit asservi au vecteur de consignes
(xref , 0)T où xref est un signal sinusoïdal à une pulsation notée ωref . Puisque x̃mec =
βxxmec et ỹmec = βyymec, alors nous aurons xmec = xref/βx et ymec = 0. Nous verrons
dans le paragraphe suivant comment ces objectifs peuvent nous permettre de déduire
la vitesse angulaire Ω.

5Pour cela, le gyroscope MEMS et sa carte électronique sont placés dans une chambre thermique
dont la température intérieure est régulée à une consigne de température constante.
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Afin de garantir ces objectifs, l’architecture du correcteur qui a été proposée par Fa-
brício Saggin est donnée dans la Figure 6.10. Ce correcteur a deux degrés de liberté qui
sont les deux blocs "Tracking Controller K(z)" et "Parasitic Compensation Kcomp(z)".
Les deux blocs seront synthétisés indépendamment.

Le bloc "Parasitic Compensation Kcomp(z)" a pour but de compenser les signaux
parasites x̃par et ỹpar des sorties mesurées x̃ et ỹ. Les signaux compensés sont notés par
x̃c pour la sortie drive et ỹc pour la sortie sense. En désignant par Kcomp(z) la matrice
de fonction de transfert de dimension 2×2 utilisée pour cette compensation, les signaux
compensés x̃c et ỹc sont obtenus de la façon suivante(

x̃c(t)
ỹc(t)

)
=

(
x̃(t)
ỹ(t)

)
+ Kcomp(z)

(
ux(t)
uy(t)

)
À partir de (J.7), l’expression optimale pour Kcomp(z) afin de garantir x̃c(t) = x̃mec +
vx et ỹc(t) = ỹmec + vy est Kcomp(z) = −Q0(z). Par conséquent, si nous avons une
estimation précise Q̂(z) de Q0(z), le couplage capacitif parasite sera bien compensé en
considérant Kcomp(z) = Q̂(z).

Le correcteur d’asservissement K(z) doit assurer un rejet approprié des bruits vx et vy
et le suivi de la référence (xref , 0)T . Avec le correcteur d’asservissement, les commandes
ux et uy sont données par(

ux(t)
uy(t)

)
= K(z)

(
xref (t)− x̃c(t)
−ỹc(t)

)

Afin d’augmenter l’amplitude de la vibration de la masse drive mx avec un effort de
contrôle minimal ux, la pulsation ωref du signal de référence sinusoïdal xref doit être
égale à la pulsation de résonance ω0,x.

Si K(z) et Kcomp(z) atteignent leurs objectifs respectifs, nous aurons la propriété
suivante : xmec ≈ x̃ref et ỹmec ≈ 0. Dans le paragraphe suivant, nous expliquons
comment déduire la vitesse angulaire Ω lorsque le gyroscope MEMS fonctionne comme
décrit ci-dessus.

J.4.2 Déduction de la vitesse angulaire à partir des correcteurs

Nous supposerons que les objectifs de K(z) et Kcomp(z) sont atteints et donc que x̃mec =
xref et ỹmec = 0. Étant donné que la dynamique mécanique est la seule dynamique
restante, considérons les équations (J.1) et (J.2). Dans ces équations, xmec aura une
forme sinusoïdale et sera proportionnelle à xref et ymec sera égal à zéro. Par conséquent,
la force fy générée par la capacité interdigitée correspondante est donnée par :

fy = 2mxΩẋmec + dyxẋmec + kyxxmec (J.8)
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Comme fy = αyu
2
y et x̃mec = βxxmec = xref , (J.8) devient

u2
y = (aΩ + b)︸ ︷︷ ︸

Ω̂

ẋref +
kyx
αyβx

xref

où a = 2mx/(αyβx) et b = dyx/(αyβx).

En raison de la forme sinusoïdale de xref , si nous démodulons6 u2
y avec ẋref , nous

obtenons Ω̂. Ensuite, si nous connaissons précisément les valeurs de dyx, mx, αy et βx,
nous pouvons déduire Ω. Dans le Chapitre 7 et comme il le sera résumé dans l’Annexe K,
nous pouvons estimer ces variables à une constante donnée. Notons qu’il est également
possible d’estimer directement les deux constantes a et b en effectuant une calibration
du capteur avec différentes valeurs de vitesses angulaires connues Ω.

Il est à noter que le principe de la déduction de la vitesse angulaire par le gyroscope
MEMS est similaire au principe de la transmission par radio-fréquence (RF). En effet,
dans la transmission RF, un signal q(tc) que nous voulons transmettre est d’abord mo-
dulé par un signal porteur sinusoïdal qcar(tc) et ensuite envoyé par un canal. Ensuite,
ce signal modulé q(tc)qcar(tc) est reçu par une antenne et il est démodulé pour récu-
pérer le signal initial q(tc). Pour le gyroscope MEMS, nous avons que q(tc) = Ω̂(tc) et
qcar(tc) = ẋref (tc). La transmission est due à l’effet de Coriolis et l’antenne est la masse
sense. La Figure 6.11 illustre cette analogie.

J.5 Conclusion sur le résumé du Chapitre 6

Dans cette annexe, nous avons présenté le gyroscope MEMS et les défis de contrôle
autour de ce capteur. Nous avons aussi déterminer un modèle plus global pour les
dynamiques principales du gyroscope MEMS, répondant à la première partie de la
Question de Recherche 4. Afin de synthétiser un correcteur pour avoir une estimée
précise de la vitesse angulaire, il nous faut déterminer des estimées précises des fonctions
de transfert de (J.7). Pour cela, nous avons proposé une méthode d’identification des
phénomènes liés à ces fonctions de transfert dans le Chapitre 7 et dont le résumé se
trouve dans la prochaine annexe.

6Dans [Sau08], la technique de démodulation utilisée est la démodulation synchrone. C’est la même
technique que celle considérée dans le gyroscope MEMS de cette étude. Voir [Sau08] pour plus de
détails sur la démodulation synchrone.
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Annexe K

Long résumé : Résumé du
Chapitre 7
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Dans cette annexe, nous résumons la méthode d’identification des fonctions de trans-
fert de (J.7), c’est à dire, nous répondons à la deuxième partie de la Question de Re-
cherche 4. Pour les résultats associés au correcteur synthétisé sur les modèles identifiés
de ces fonctions de transfert, le lecteur est invité à lire le Chapitre 7.
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K.1 Méthode d’identification

K.1.1 Simplification

Le système représenté par (J.7) est un système MIMO non-linéaire de type Hammerstein
avec une non-linéarité carrée (statique) et avec deux entrées ux et uy et deux sorties x̃ et
ỹ. Toutefois, les dynamiques liées à certaines fonctions de transfert telles que G0,xx(z) et
G0,yy(z) peuvent être dominantes par rapport à celles des autres fonctions de transfert
telles que G0,xy(z) et G0,yx(z) et donc des modèles inexacts peuvent être obtenus pour
G0,xy(z) et G0,yx(z) si nous effectuons une identification MIMO en excitant le gyroscope
MEMS avec des entrées non nulles ux et uy en même temps. Nous allons donc simplifier
l’identification comme suit :

• nous excitons seulement ux en fixant uy à 0. Dans ce cas, (J.7) devient(
x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xx(z)
Q0,yx(z)

)
ux(t) +

(
G0,xx(z)
G0,yx(z)

)
u2
x(t) +

(
vx(t)
vy(t)

)
(K.1)

• nous excitons seulement uy en fixant ux à 0. Dans ce cas, (J.7) devient(
x̃(t)
ỹ(t)

)
=

(
Q0,xy(z)
Q0,yy(z)

)
uy(t) +

(
G0,xy(z)
G0,yy(z)

)
u2
y(t) +

(
vx(t)
vy(t)

)
(K.2)

Nous observons que (K.1) est composé de deux systèmes non-linéaires de type Ham-
merstein parallèle Sxx et Syx une-entrée une-sortie donnés par

Sxx : x̃(t) = Q0,xx(z)ux(t) +G0,xx(z)u2
x(t) +H0,x(z)ex(t) (K.3)

Syx : ỹ(t) = Q0,yx(z)ux(t) +G0,yx(z)u2
x(t) +H0,y(z)ey(t) (K.4)

Ainsi, lorsque ux est excité seulement, nous devons identifier Sxx et Syx.

La même remarque peut être faite pour (K.2), composé des systèmes non-linéaires de
type Hammerstein parallèle Sxy et Syy une-entrée une-sortie donnés par

Sxy : x̃(t) = Q0,xy(z)uy(t) +G0,xy(z)u
2
y(t) +H0,x(z)ex(t)

Syy : ỹ(t) = Q0,yy(z)uy(t) +G0,yy(z)u
2
y(t) +H0,y(z)ey(t)

Ces 4 systèmes correspondent aux 4 sous-systèmes mentionnés dans l’introduction
(Annexe G). Par ailleurs, observons que ces sous-systèmes appartiennent à la classe des
systèmes non-linéaires étudiés dans le Chapitre 5 avec n = 2 (dont le résumé est en
Annexe I.3).

Ainsi, afin de traiter l’identification de ces 4 sous-systèmes, nous allons considérer la
même astuce utilisée en Annexe I.3, c’est à dire nous allons les réécrire en systèmes
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MISO LTI comme ci-dessous

Sxx : x̃(t) =
(
Q0,xx(z) G0,xx(z)

)
ux(t) +H0,x(z)ex(t)

Syx : ỹ(t) =
(
Q0,yx(z) G0,yx(z)

)
ux(t) +H0,y(z)ey(t)

Sxy : x̃(t) =
(
Q0,xy(z) G0,xy(z)

)
uy(t) +H0,x(z)ex(t)

Syy : ỹ(t) =
(
Q0,yy(z) G0,yy(z)

)
uy(t) +H0,y(z)ey(t)

où ux(t) = (ux, u
2
x)T et uy(t) = (uy, u

2
y)
T .

K.1.2 Structures de modèle

Afin d’identifier le fonctions de transfert Sxx et Syx, nous allons considérer ces deux
structures de modèle MISO de type Box-Jenkins

Mxx =
{

(Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx), Hx(z,ηx)) | θxx = (θ̃TQxx , θ̃
T
Gxx , η

T
x )T ∈ Dθxx

}
Myx =

{
(Qyx(z, θ̃Qyx), Gyx(z, θ̃Gyx), Hy(z,ηy)) | θyx = (θ̃TQyx , θ̃

T
Gyx , η

T
y )T ∈ Dθyx

}

où les ensembles Dθxx et Dθyx sont définis de façon similaire comme dans les annexes
précédentes.

PuisqueMxx est une structure de modèle BJ, les fonctions de transfert Qxx(z, θ̃Qxx),
Gxx(z, θ̃Gxx) et Hx(z,ηx) sont données par

Qxx(z, θ̃Qxx) = z−ρQxx
B̊Qxx(z, θ̃Qxx)

FQxx(z, θ̃Qxx)

Gxx(z, θ̃Gxx) = z−ρGxx
B̊Gxx(z, θ̃Gxx)

FGxx(z, θ̃Gxx)

Hx(z,ηx) =
Cx(z,ηx)

Dx(z,ηx)

où B̊Qxx et B̊Gxx sont des polynômes à retard nul et où FQxx , FGxx , Cx et Dx sont des
polynômes moniques. Les entiers ρQxx et ρGxx sont respectivement les retards de Qxx
et Gxx. Nous définissons de manière similaire les polynômes B̊Qyx , B̊Gyx , FQyx , FGyx ,
Cy et Dy pour les fonctions de transfert Qyx, Gyx et Hy dans la structure de modèle
Myx. Nous définissons de façon similaire ces notations pour les structures de modèle
Mxy etMyy.

K.1.3 Jeux de données

En appliquant une excitation quasi-stationnaire ux au gyroscope MEMS de t = 1 à
t = N tout en fixant uy à 0, nous collectons simultanément les jeux de données suivants

ZNxx = {(x̃(t),uTx (t))T | t = 1, · · · , N}
ZNyx = {(ỹ(t),uTx (t))T | t = 1, · · · , N}
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Nous définissons de façon similaire les jeux de données ZNxy et ZNyy en appliquant une
excitation quasi-stationnaire uy au gyroscope MEMS de t = 1 à t = N tout en fixant
ux à 0.

A partir de ces jeux de données et des structures de modèle précédement introduites,
pour chaque (Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx), Hx(z,ηx)) ∈ Mxx et chaque (Qyx(z, θ̃Qyx),

Gyx(z, θ̃Gyx), Hy(z,ηy)) ∈Myx, nous construisons les prédicteurs suivant

x̂(t,θxx) = H−1
x (z,ηx)(Qxx(z, θ̃Qxx), Gxx(z, θ̃Gxx)ux(t) + (1−H−1

x (z,ηx))x̃(t)

ŷ(t,θyx) = H−1
y (z,ηy)(Qyx(z, θ̃Qyx), Gyx(z, θ̃Gyx)ux(t) + (1−H−1

y (z,ηy))ỹ(t)

K.1.4 Estimateurs

Nous pouvons alors définir les vecteurs de paramètres optimaux θ̂N,xx et θ̂N,yx donnés
par

θ̂N,xx = arg min
θxx∈Dθxx

1

N

N∑
t=1

(x̃(t)− x̂(t,θxx))2 (K.5)

θ̂N,yx = arg min
θyx∈Dθyx

1

N

N∑
t=1

(ỹ(t)− ŷ(t,θyx))2 (K.6)

Nous définissons de la même manière les vecteurs de paramètres optimaux θ̂N,xy et
θ̂N,yy à partir des jeux de données ZNxy et ZNyy et des structures du modèleMxy etMyy.
Afin de garantir un modèle précis du gyroscope MEMS, nous nous demandons comment
concevoir l’excitation ux pour garantir des estimations précises θ̂N,xx et θ̂N,yx. Le même
problème se pose pourMxy etMyy avec la conception de uy.

Dans la prochaine section, nous donnons les limitations de l’expérimentation pour le
choix des entrées ux et uy et nous discutons rapidement du choix de ces entrées pour
les identifications MISO de Sxx, Sxy, Syx et Syy.

K.2 Limitations de l’expérimentation et informations a
priori

Avant tout, nous devons donner les limitations de l’expérimentation imposées par la
carte électronique. Pour le gyroscope MEMS considéré dans cette étude, la tension
d’entrée ux doit être positive, ne peut pas dépasser 2V et doit avoir une composante
continue (DC) uDC constante1 et, dans notre cas, égale à 1V, soit

ux(t) = uDC + ūx(t)

1La tension continue doit être maintenue constante pour éviter l’effet Spring-softening qui fait
varier les deux pulsations de résonances lorsque cette constante est modifiée [Sau08].

286



K.2. Limitations de l’expérimentation et informations a priori

où−1V≤ ūx(t) ≤ 1V. Ceci est aussi vrai pour uy. Ainsi, pour la synthèse des excitations,
nous devons nous focaliser sur les signaux ūx er ūy.

Afin d’obtenir des modèles identifiés avec des incertitudes relativement petites, il est
important de maximiser le rapport signal sur bruit. Par conséquent, nous devrions
concevoir ūx de manière à ce qu’il ait une puissance maximale et qu’il garantisse −1V≤
ūx(t) ≤ 1V. Cependant, il ne suffit pas de maximiser la puissance d’entrée en fonction
des limitations d’entrée pour que ce signal soit approprié pour l’identification. En effet,
le choix de ūx doit également se baser sur une optimisation des densités spectrales de
puissance de ux et u2

x pour les deux sorties x̃ et ỹ. Pour cela, nous disposons de quelques
informations a priori

• les dynamiques de G0,xx et G0,yy sont caractérisées par une résonance à la pulsa-
tion de résonance ω0,x pour G0,xx et ω0,y pour G0,yy. Les fonctions de transfert
croisées G0,xy et G0,yx ont deux résonances chacune, aux deux pulsations de ré-
sonance ω0,x et ω0,y.

• pour une température de 20◦C, ω0,x ≈ 2π× 11836.8 rad/s et ω0,y ≈ 2π× 11843.4
rad/s.

• pour une température de 20◦C, le facteur de qualité de la résonance du mode drive
a un ordre de grandeur de 105 et celui du mode sense a un ordre de grandeur de
104.

• les fonctions de transfert de Q0 sont des filtres passe-haut.

Ainsi la fonction de transfert G0,yx doit être excitée aux pulsations de résonance
ω0,x et ω0,y tandis que G0,xx doit être excitée à ω0,x. Par conséquent, pour identifier
G0,xx et G0,yx avec une expérience unique, le spectre de puissance de l’entrée des deux
fonctions de transfert (qui est u2

x) doit être non-nul aux pulsations proches de ω0,x et
ω0,y. Pour les fonctions de transfert Q0,xx et Q0,yx, les dynamiques sont distribuées sur
une gamme de pulsations plus large que G0,xx et G0,yx. Par conséquent, l’entrée des
deux fonctions de transfert Q0,xx et Q0,yx (qui est ux) devrait les exciter sur une large
gamme de pulsations, de préférence en haute fréquence puisque les deux fonctions de
transfert sont des filtres passe-haut. Nous devons vérifier si ce choix d’entrée donne
l’informativité des données pour les quatre identifications MISO.

Puisque θ̂N,xx, θ̂N,yx, θ̂N,xy et θ̂N,yy sont des solutions à des problèmes complexes
d’optimisation non-linéaire, nous devons trouver d’abord des estimées initiales relative-
ment précises de chaque fonction de transfert dans Sxx, Syx, Sxy et Syy. Pour cela, nous
avons développée une approche appelée SISO-par-SISO. Dans cette approche, comme
par exemple pour (K.5) et (K.6), nous utiliserons le fait que la non-linéarité de l’entrée
est connue.
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K.3 Initialisation : approche SISO-par-SISO

K.3.1 Résumé de la méthode

L’idée de l’estimation initiale des fonctions de transfert des sous-systèmes Sxx, Sxy,
Syx et Syy est d’isoler les dynamiques liées à une seule fonction de transfert afin de les
identifier dans une structure de modèle SISO. Nous ne ferons que résumer cette approche
dans cette section. Pour tout le formalisme mathématique, le lecteur est invité à lire la
Section 7.3. Les grandes lignes de cette méthode (appelée SISO-par-SISO) sont données
ci-dessous.

• Identification des fonctions de transfert de G0(z) : Tout d’abord, nous
considérons une excitation multisinus pour ūx dont les pulsations sont choisies
proche des pulsations ω0,x/2 et ω0,y/2. Grâce à la non-linéarité carrée, le signal
d’entrée u2

x de G0,xx et G0,yx est un multisinus avec plus de pulsations que ux
et dont certaines se trouvent autour de ω0,x et ω0,y. Nous collectons les données
de sorties de x̃ et ỹ et nous calculons les données du signal u2

x. Les signaux x̃,
ỹ et u2

x sont ensuite filtrées avec un filtre passe-bande Butterworth d’ordre 6 qui
ne garde qu’une mince bande de pulsations contenant les pulsations ω0,x et ω0,y.
Ceci est justifié par le fait que les dynamiques de G0,xx et G0,yx sont concentrées
dans cette bande de pulsation. Ainsi, les modèles pour G0,xx(z) et G0,yx(z) (notés
Gxx,init(z) etGyx,init(z) respectivement) sont identifiées en utilisant comme sorties
les signaux de sorties x̃ et ỹ filtrés obtenus et comme entrée le signal u2

x aussi
filtré. En faisant de même avec uy, nous pouvons modéliser de façon similaire
les fonctions de transfert G0,xy(z) et G0,yy(z). Nous considérons une structure de
modèle SISO de type OE pour chaque identification.

• Identification des fonctions de transfert de E0(z) : Ensuite, nous consi-
dérons pour ūx une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA). Nous collectons
ensuite les données de sorties de x̃ et ỹ. Après la collecte des données, nous gé-
nérons les signaux x̃sim et ỹsim en filtrant le signal u2

x (calculé à partir de ūx)
avec les modèles précédement identifiés Gxx,init(z) et Gyx,init(z) respectivement,
i.e., x̃sim = Gxx,init(z)u

2
x(t) et ỹsim = Gyx,init(z)u

2
x(t) en utilisant la même signal

d’excitation ux qui a servi pour l’expérience. Nous construisons ensuite les signaux
x̃ − x̃sim et ỹ − ỹsim qui seront considérés comme sorties pour l’identification de
E0,xx et E0,yx respectivement. Ceci permet de supprimer les dynamiques méca-
niques des sorties. L’entrée pour l’identification est ux pour les deux modèles.
L’identification de E0,xy et E0,yy se fait de façon similaire en considérant une ex-
citation SBPA pour uy. Nous considérons une structure de modèle SISO de type
OE pour chaque identification.

• Identification des fonctions de transfert de H0(z) : Enfin, en n’excitant ni
ux ni uy, nous récoltons les données des sorties x̃ et ỹ pour la modélisation des
fonctions de transfert des bruits de mesures H0,x(z) et H0,y(z) respectivement.
Nous considérons une structure de modèle SISO de type ARMA pour chaque
identification.
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Le degré de chaque polynôme impliqué dans les structures de modèle est déterminé
de telle sorte que la structure de modèle soit d’ordre complet et soit de complexité
minimale. Ceci permet d’éviter de possibles compensations pôles/zéros au vrai vecteur
de paramètre afin de garantir l’identifiabilité des structures de modèle. Ces degrés sont
donnés dans les Tables 7.1, 7.2 et 7.3.

K.3.2 Résumé des résultats obtenus avec l’approche SISO-par-SISO
et de leur interprétation

Les diagrammes de Bode de tous les modèles identifiés avec l’approche dite SISO-par-
SISO sont donnés dans les Figures 7.1, 7.2 et 7.3. Examinons ces diagrammes de Bode, en
commençant par ceux qui correspondent au couplage capacitif parasite (voir Figure 7.2).
Comme prévu, les modèles identifiés pour Q0,xx, Q0,xy et Q0,yy présentent tous un
effet passe-haut. Nous observons également que le gain de ces modèles identifiés est
important et c’est particulièrement le cas dans la gamme des pulsations de résonance
du gyroscope (environ 2π × 11836.8 rad/s). Il semble qu’il n’y ait pratiquement aucun
couplage capacitif du mode drive vers le mode sense mais cette estimation n’est pas fiable
(voir Section 7.3). Enfin, il semble qu’il y ait un effet passe-bas en haute fréquence. Cela
peut être dû à une dynamique supplémentaire provenant de la carte électronique.

Deuxièmement, interprétons les résultats des fonctions de transfert des dynamiques
mécaniques identifiées (voir Figure 7.1). Premièrement, nous pouvons observer un com-
portement de résonance dans toutes les fonctions de transfert. Pour G0,xy et G0,yx, nous
pouvons observer deux résonances. Pour les termes directs G0,xx et G0,yy une seule ré-
sonance est visible. Les facteurs de qualité des résonances des modèles des fonctions de
transfert G0,xx et G0,yy ont le même ordre de grandeur que ceux donnés par le fabricant
du gyroscope. Pour les fonctions de transfert directs G0,xx et G0,yy, un zéro instable a
été identifié mais il ne correspond pas à un phénomène physique. Il pourrait provenir
de la dynamique de la carte électronique. Cependant, il est important de noter que la
validité des modèles de G0(z) ne peut être garantie que dans la gamme de pulsations
2π × [11750, 11950] rad/s en raison du pré-filtrage des données utilisé dans l’approche
SISO-par-SISO. La validité des modèles de Q0(z) est aussi restreinte puisque les modèles
de G0(z) ont été utilisés pour la détermination des fonctions de transfert de couplage
capacitif parasite.

Enfin, pour la mesure du bruit (voir Figure 7.3), nous observons une pente de 20dB/
décade dans la gamme des basses pulsations, qui est l’effet du bruit de scintillement
(flicker noise en anglais). Ensuite, nous remarquons une partie constante dans le modèle
identifié de H0,x et qui est due au bruit mécano-thermique. Elle n’est cependant pas
observée dans H0,y. Un petit pic est observé dans les haute fréquence dans Hx et une
pente de −40dB/décade est présente dans les haute fréquence pour les deux PSD.
Des travaux supplémentaires devraient être effectués pour déterminer l’interprétation
physique de ce pic et de la pente de −40dB/décade en haute fréquence. Pour cette
dernière, la dynamique supplémentaire provenant de la carte électronique que nous
avons observé dans les modèles identifiés de Q0 pourrait en être la raison.
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Il est clair que nous ne pouvons pas utiliser ces modèles pour la conception du cor-
recteur, car nous avons quelques problèmes de validité avec les modèles des fonctions
de transfert dans G0 et Q0. Afin de contourner ce problème de validité, nous allons
procéder à l’identification MISO expliquée dans la Section K.1 sans procéder à un
pré-filtrage des données. Comme nous le verrons dans la section suivante, les modèles
obtenus à l’aide de cette approche MISO seront très proches de ceux obtenus à l’aide de
l’approche SISO-par-SISO. Toutefois, comme l’excitation d’entrée utilisée dans l’iden-
tification MISO sera plus large (ce n’était pas le cas, par exemple, pour l’identification
des fonctions de transfert en G), nous aurons davantage confiance dans les modèles
obtenus.

K.4 Identifications MISO et résultats

En utilisant les critères d’identification (K.5) et (K.6), nous pouvons obtenir des modèles
pour les sous-systèmes (K.3) et (K.4) correspondant au gyroscope MEMS (J.7) lorsque
uy = 0. Pour cela, nous devons réaliser une expérience en appliquant un signal ux à (J.7)
tout en gardant uy = 0. Le choix du signal d’excitation ux sera décrit dans la suite. La
procédure d’optimisation pour résoudre les critères (K.5) et (K.6) sera initialisée avec
les modèles obtenus dans la section précédente avec la méthode SISO-par-SISO. Par
conséquent, la complexité des fonctions de transfert (i.e., leur degré et retard) des 4
structures de modèle MISO qui seront utilisées dans les critères (K.5) et (K.6) est la
même que celle des fonctions de transfert des structures de modèle SISO utilisées lors de
l’identification SISO-par-SISO. Ces degrés sont donnés dans les Tables 7.1, 7.2 et 7.3.

Nous ne décrirons que l’identification MISO des sous-systèmes (K.3) et (K.4) avec
ux 6= 0 et uy = 0 (voir (K.5) et (K.6)). Une approche similaire peut être adoptée pour
l’identification de Sxy et Syy, c’est-à-dire lorsque ux = 0 et uy 6= 0.

K.4.1 Choix des entrées pour les identifications MISO

Premièrement, il est important que le spectre de u2
x soit non-nul dans le voisinage di-

rect de ω0,x et ω0,y afin de bien exciter les résonances. Par conséquent, comme dans la
section K.3, nous choisirons pour l’excitation multisinus ūx des pulsations d’excitation
autour de ω0,x/2 et ω0,y/2 comme dans la méthode SISO-par-SISO afin d’exciter uni-
quement les effets mécaniques autour des pulsations de résonance ω0,x et ω0,y grâce à
la non-linéarité carrée. Deuxièmement, pour le couplage parasite, il est également im-
portant d’exciter en basse et haute fréquence puisque le couplage parasite a également
une dynamique dans ces gammes de pulsations. À cette fin, l’excitation multisinus ūx
considérée est constituée de 250 pulsations réparties dans l’intervalle [0, ωs/2]. Elles sont
regroupées en 6 ensembles et réparties régulièrement dans chaque ensemble comme suit

• Ensemble 1 (autour de ω0,x/2) : de 2π × 5918.415 jusqu’à 2π × 5918.49 avec un
pas de 2π × 0.0005. Au total, il y a 151 pulsations.
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• Ensemble 2 (entre ω0,x/2 et ω0,y/2) : de 2π × 5918.5 jusqu’à 2π × 5921 avec un
pas de 2π × 0.5. Au total, il y a 6 pulsations.

• Ensemble 3 (autour de ω0,y/2) : de 2π × 5921.5 jusqu’à 2π × 5922.2 avec un pas
de 2π × 0.005. Au total, il y a 141 pulsations.

• Ensemble 4 (basse pulsation) : de 2π × 500 jusqu’à 2π × 5000 avec un pas de
2π × 100. Au total, il y a 46 pulsations.

• Ensemble 5 (après ω0,y/2 et avant ω0,x) : de 2π × 6000 jusqu’à 2π × 11000 avec
un pas de 2π × 1000. Au total, il y a 11 pulsations.

• Ensemble 6 (après ω0,y et jusqu’à ωs/2) : de 2π × 12000 jusqu’à 2π × 31000 avec
un pas de 2π × 1000. Au total, il y a 20 pulsations.

Cette distribution de pulsations est illustrée dans la Figure 7.4.

Pour le choix des amplitudes, nous décidons de choisir la même amplitude pour toutes
les sinusoïdes. Pour les déphasages, nous les choisissons de façon aléatoire afin de di-
minuer le facteur de crête du signal multisinus ūx pour ensuite maximiser sa puissance
par rapport aux limitations expérimentales discutées en Section K.2. Pour cela, nous
faisons 1000 tirages aléatoires des déphasages, chacun choisi de façon indépendante par
rapport aux autres et chacun suivant une loi uniforme entre 0 et 2π. Puis, pour chaque
tirage, nous simulons le multisinus obtenu de t = 1 à t = N = 62500 et nous déter-
minons la valeur absolue maximale. À partir de ces 1000 tirages, nous choisissons pour
le multisinus ūx les déphasages qui proviennent du tirage donnant la plus petite des
valeurs absolues maximales obtenues. Le signal est ensuite normalisée par cette valeur
absolue maximale afin de satisfaire −1V≤ ūx(t) ≤ 1V ∀t = 1, · · · , N . Enfin, le signal
ux est obtenu en ajoutant la composante continue DC uDC (voir (K.2)). Bien que ce
choix d’entrée permet d’augmenter la puissance maximale afin d’obtenir de faibles in-
certitudes sur les paramètres identifiés, l’informativité des données doit être garantie.
L’étude de l’informativité des données est faite dans le paragraphe suivant.

K.4.2 Étude de l’informativité des données

Il est intéressant de noter que les résultats du Chapitre 5 (résumés dans l’Annexe I.3)
nous permettent de vérifier que l’excitation choisie ux donnera des données informatives
pour les critères d’identification (K.5) et (K.6).

Premièrement, dans ux, nous avons s1 = 250 de pulsations non nulles et une valeur
moyenne non-nulle. Par conséquent, la densité spectrale de puissance de ux est non
nulle aux pulsations m1 = 2s1 + 1 = 501.

Nous ne pouvons pas utiliser le Lemme I.7 avec n = 2 pour conclure sur l’informativité
des données puisque nous avons quelques pulsations et leur double dans l’ensemble des
pulsations, violant la condition (iii) du Lemme I.7. Par exemple, les deux pulsations 2π×
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1000 et 2π × 2000 font partie de l’ensemble des pulsations d’excitation. Essayons alors
d’utiliser le Lemme I.6 en calculant m2 et m1,2. Pour ce calcul, nous pourrions utiliser
la procédure donnée dans la Section I.3.4. Cependant, même si toutes les amplitudes
sont positives, les déphasages ne sont pas égaux à 0. Par conséquent, nous calculons la
transformée de Fourier rapide de u2

x avec un grand nombre de données N ′ (N ′ = 107)
afin de donner une borne inférieure pour m2. Nous calculons également la transformée
de Fourier rapide de ux afin de déterminer une borne inférieure pourm1,2. L’observation
de la transformée de Fourier rapide nous permet de conclure que m2−m1,2 ≥ 100. Par
conséquent, avec cette excitation, nous avons

deg(BQxx) + deg(FQxx) ≤ 501 = m1

deg(BGxx) + deg(FGxx) ≤ 100 ≤ m2 −m1,2

et que

deg(BQyx) + deg(FQyx) ≤ 501 = m1

deg(BGyx) + deg(FGyx) ≤ 100 ≤ m2 −m1,2

où les degrés des polynômes impliqués dans les inégalités précédentes ont été obtenus
avec l’approche SISO-par-SISO et sont dans les Tables 7.1 et 7.2.

Par conséquent, d’après le Lemme I.6, l’excitation choisie ux donnera des données
informatives pour les critères d’identification (7.7) et (7.8).

K.4.3 Résultats des identifications MISO

En réalisant une expérience avec uy = 0 et le signal ux présenté dans la Section K.4.1 de
t = 1 à t = N = 62500, nous déterminons les solutions des critères d’identification (K.5)
et (K.6), en initialisant ces problèmes d’optimisation avec les modèles obtenus dans la
Section K.3. Cette expérience d’identification conduit à des modèles pour les fonctions
de transfert dans Sxx et Syx. De même, en utilisant une expérience avec ux = 0 et un
signal uy ayant la même expression que le signal ux décrit dans la Section K.4.1, nous
pouvons déterminer des modèles pour les fonctions de transfert dans Sxy et Syy.

Notez que, même si les critères d’identification MISO sont initialisés en utilisant les
modèles obtenus dans la Section K.3, nous avons pu observer quelques problèmes de
minima locaux puisque les modèles identifiés de G0,xy et G0,yx nous ont donné des
résultats absurdes (pulsations de résonance éloignées de ω0,x et ω0,y). Nous avons alors
contraint chaque paramètre de θGxy et θGyx de se situer entre −5% et +5% de leur
valeur initiale (identifiée).

Les diagrammes de Bode des modèles obtenus comparés à ceux de l’approche SISO-
par-SISO sont donnés dans les Figures F.1 et F.2 en Annexe F.1. Comme nous l’avons
déjà mentionné, nous observons que les modèles identifiés à l’aide de l’approche MISO
sont très proches des modèles initiaux obtenus à l’aide de l’approche SISO-par-SISO.
Pour Gxy et Gyx, cela s’explique certainement par l’optimisation sous contrainte.
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Nous pouvons alors synthétiser les correcteurs Kcomp(z) et K(z). Dans le Chapitre 7,
nous montrons que le correcteur Kcomp(z) dimensionné à partir du modèle identifié de
Q0(z) supprime bien l’effet de couplage capacitif parasite. Cependant, pour la synthèse
de K(z) avec la méthode H∞ sur le base des modèles identifiés de G0(z) et H0(z), nous
obtenons un ordre trop important pour le correcteur K(z) pour permettre son implé-
mentation sur la carte électronique. La raison provient de l’ordre du modèle identifié
de G0(z) : il est d’ordre 12 alors que cette matrice de fonctions de transfert est suppo-
sée modéliser la vibration de deux masses. L’ordre important du modèle est causé par
la méthode d’identification qui a été développée est qui identifie chaque sous-système
de façon indépendante. Ainsi, les liens physiques entre les fonctions de transfert de
G0(z) ne sont pas identifiés ce qui explique l’ordre important obtenu. Dans le prochain
paragraphe, nous donnons une méthode de réduction d’ordre du modèle.

K.5 Réduction d’ordre du modèle par identification boîte
grise

L’approche qui sera considérée pour réduire l’ordre du modèle des dynamiques méca-
niques est une identification de type boîte grise de ces dynamiques en s’inspirant des
équations de la physique, données en Annexe J. La première motivation de cette ap-
proche est qu’elle permettra de réduire l’ordre du modèle des vibrations des deux masses.
La deuxième motivation est l’intérêt pratique d’avoir un modèle où les paramètres ont
une signification physique.

Pour rappel, les dynamiques mécaniques sont régies par les équations (J.1) et (J.2).
Pour l’actionnement, les équations correspondantes à prendre en compte sont (J.3)
et (J.4). Pour le mesure des déplacements, nous devrions considérer les équations (J.5)
et (J.6). Or, il semble qu’il y ait des dynamiques additionnelles provenant de la carte
électronique. En effet en haute fréquence, un effet filtrage passe-bas est visible dans les
fonctions de transfert du bruit de mesure et du couplage capacitif parasite. Ainsi, au
lieu de considérer (J.5) et (J.6), nous devrions considérer une effet filtrage passe-bas
pour ces équations, c’est à dire

1

λx
˙̃x(tc) + x̃(tc) = βxxm(tc) (K.7)

1

λy
˙̃y(tc) + ỹ(tc) = βyym(tc) (K.8)

Cet effet passe-bas pourrait provenir du filtre anti-repliement de pulsation de coupure
égale à 2π × 15000 rad/s.

Afin de réaliser l’identification boîte grise avec la fonction Matlab greyest, il nous
faut décrire les dynamiques mécaniques instrumentées entre le vecteur d’entrée (u2

x, u
2
y)
T

et le vecteur de sortie (x̃, ỹ)T dans une représentation d’état. Pour cela, nous introdui-
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sons le vecteur d’état suivant

w(tc) =



xmec(tc)
ẋmec(tc)
ymec(tc)
ẏmec(tc)
x̃(tc)
ỹ(tc)



En combinant les équations (J.1), (J.2), (J.3), (J.4), (K.7) et (K.8) , nous pouvons
écrire les dynamiques mécaniques instrumentées en représentation d’état de la façon
suivante 

ẇ(tc) = Aww(tc) + Bw

(
u2
x(tc)
u2
y(tc)

)
(
x̃(tc)
ỹ(tc)

)
= Cww(tc)

(K.9)

où

A =



0 1 0 0 0 0

−kxx
mx

−dxx
mx

−kxy
mx

−dxy
mx

0 0

0 0 0 1 0 0

−kyx
my

−dyx
my

−kyy
my

−dyy
my

0 0

λxβx 0 0 0 −λx 0
0 0 λyβy 0 0 −λy



B =



0 0
αx
mx

0

0 0

0
αy
my

0 0
0 0



C =

(
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

)
Il est à noter que l’ordre du modèle de la représentation d’état (K.9) est de 6. Il nous
faut identifier les paramètres physiques dans ces matrices. Or, dans l’état actuel, nous
rencontrons un problème d’identifiabilité en raison de la présence des divisions par les
masses mx et my. Ainsi, il nous fait considérer ces nouveaux paramètres pour régler le
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problème d’identifiabilité :

k̄xx = kxx/mx d̄xx = dxx/mx

k̄xy = kxy/mx d̄xy = dxy/mx

k̄yy = kyy/my d̄yy = dyy/my

k̄yx = kyx/my d̄yx = dyx/my

ᾱx = αx/mx ᾱy = αy/my

Il nous faut maintenant générer des données expérimentales pour identifier les para-
mètres physiques. La première possibilité est de synthétiser des signaux d’entrées ux
et uy puis de réaliser une expérience d’identification sur le gyroscope MEMS. Cepen-
dant, ici, nous voulons juste réduire la complexité d’un modèle déjà identifié (modèle
boîte noire de G0(z) identifié avec 4 identifications MISO) et qui est précis. Ainsi, au
lieu de générer expérimentalement les données, nous pouvons directement les simuler
à partir de ce modèle. Ceci a plusieurs avantages. Premièrement, les données obtenues
ne sont pas bruitées. Deuxièmement, nous n’avons pas à considérer la non-linéarité de
type carré dans la synthèse des excitations. Finalement, nous n’avons pas à satisfaire les
contraintes d’excitation de la carte électronique (tensions maximales/minimales, tension
DC fixe, etc). Les entrées u2

x et u2
y qui seront alors considérées sont des bruits blancs

gaussiens indépendants.

Même si il n’y a pas de bruits de mesure, nous pouvons toujours rencontrer des
problèmes numériques de type minima locaux puisque l’optimisation est un problème
non-linéaire. Il nous faut alors déterminer une estimée initiale précise des paramètres.
L’idée est d’exploiter le modèle boîte noire identifié avec les identifications MISO. La
méthode d’initialisation est décrite en Annexe F.3. L’idée suivie pour une estimation
initiale des paramètres est de les choisir de telle façon que le modèle boîte grise ait les
mêmes propriétés des résonances (gain statique, pulsations de résonances, facteurs de
qualité, etc) que celles du modèle boîte noire.

Les Figures 7.10 et 7.11 donnent respectivement l’amplitude et la phase de la réponse
fréquentielle du modèle boîte d’ordre 6 (qui a été discrétisé avec l’hypothèse d’un blo-
queur d’ordre zéro en utilisant la fonction c2d de Matlab) et le modèle boîte noire
d’ordre 12. Les deux diagrammes de Bode sont très proches pour toutes les fonctions
de transfert, suggérant que la réduction d’ordre par modélisation boîte grise fonctionne
bien. Toutefois, les paramètres identifiés λx and λy sont proches de 2π × 7000 rad/s et
non de 2π × 15000 rad/s. Ainsi, l’effet passe-bas ne semble pas être causé par le filtre
anti-repliement. Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la synthèse du correcteur
K(z), il est toujours intéressant de déterminer sa nature et ceci est envisagé dans des
travaux futurs.

A partir de ce modèle, le correcteur K(z) est synthétisé avec la méthode H∞. Comme
illustré dans le Chapitre 7, l’asservissement de la masse drive à la consigne sinusoïdale
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xref ) semble être performant. Pour le mode sense, il nous faut faire des expériences
avec des vitesse angulaires Ω non-nulles pour vérifier les performances du contrôle sur
ce mode. Cela est prévu dans des travaux futurs.

K.6 Conclusion sur le résumé des résultats du Chapitre 7

Dans cette annexe, nous avons résumé l’approche développée pour l’identification des
dynamiques principales d’un gyroscope MEMS afin de concevoir un correcteur, c’est-à-
dire répondre à la deuxième partie de la Question de Recherche 4. Cette approche a été
basée sur l’identification MISO de 4 sous-systèmes. Cependant, une initialisation était
nécessaire afin d’éviter un problème de minima locaux lors de ces identifications MISO
et nous avons développé l’approche SISO-par-SISO pour y répondre. Ensuite, un signal
a été conçu afin d’augmenter le rapport signal sur bruit et de garantir l’informativité
des données simultanément, ceci dans l’unique but de garantir des estimations précises.
Presque toutes les fonctions de transfert sont identifiées avec précision et un correcteur
a pu être conçu basé sur ces modèles.

Comme expliqué au Chapitre 6 (résumé dans l’Annexe J), le correcteur dispose de deux
degrés de liberté. Pour le bloc "Parasitic Compensation Kcomp(z)" de la Figure 6.10,
nous avons vu que le couplage capacitif parasite est bien compensé en utilisant le modèle
identifié de Q0(z). Pour le bloc "Tracking Controller K(z)", nous avons dû réduire la
complexité du modèle de G0(z) afin d’éviter un correcteur d’ordre important pour
pouvoir l’implémenter. À cette fin, nous avons envisagé une identification par boîte
grise mais où les données sont simulées à partir du modèle identifié de G0(z). Cela a
permis une réduction importante de l’ordre du modèle avec les mêmes performances de
modélisation et un correcteur a été conçu avec l’approche H∞ et basé sur ce modèle
d’ordre réduit. Nous avons observé que les objectifs d’asservissement sont bien atteints
pour le mode drive.

Il semble alors que la Question de Recherche 4 ait été résolue pour les objectifs de
contrôle du mode drive. Bien sûr, il reste encore quelques expériences à faire, comme des
expériences de vitesse angulaire non-nulle, afin de vérifier les performances du correcteur
sur la précision de la mesure de la vitesse angulaire et les objectifs de contrôle du mode
sense.

Dans l’annexe suivante, nous donnons la conclusion de cette thèse et quelques pistes
pour des travaux futurs sont fournies.
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Dans ce chapitre, nous donnons la conclusion de ce mémoire. Nous donnons aussi
quelques pistes de recherche pour des travaux futurs.

L.1 Conclusion sur les travaux réalisés pendant la thèse

Dans cette thèse, nous avons d’abord étudié l’informativité des données par rapport
aux structures de modèle MIMO linéaires qui sont des généralisations naturelles des
structures de modèle SISO classiques : FIR, ARX, ARMAX, OE et BJ. Nous avons
considéré deux cas qui sont l’identification en boucle ouverte (Question de recherche
1) et l’identification directe en boucle fermée (Question de recherche 2). Dans les deux
cas, les types d’excitation qui ont été pris en compte sont les bruits blancs filtrés et les
multisinus, qui sont deux types d’excitation couramment utilisés dans l’identification
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par Prediction Error. Cette étude a été motivée par l’absence de conditions pas trop
conservatrices pour la vérification de l’informativité des données pour l’identification
des systèmes MIMO. Nous avons vu dans les Chapitres 3 et 4 (résumés dans les An-
nexes I.1 et I.2) que l’informativité des données peut être vérifiée en analysant le rang
d’une matrice qui dépend de la complexité de la structure du modèle, du correcteur
(pour les expériences en boucle fermée) et de la paramétrisation de l’excitation. Même
si cette nouvelle condition s’accompagne d’une dose de conservatisme pour la plupart
des structures de modèle MIMO considérées, elle est toujours moins conservatrice que
celles développées dans la littérature, sauf pour les correcteurs ayant des hypothèses
particulières pour l’identification en boucle fermée des systèmes MISO ARMAX sans
excitation externe [YZ18]. Les conditions développées dans cette thèse n’ont pas be-
soin de faire ces hypothèses/restrictions. Par conséquent, cette nouvelle condition de
vérification de l’informativité des données répond bien aux Questions de recherche 1
et 2.

Toutefois, l’étude précédente ne s’intéresse qu’aux systèmes linéaires, alors que la
plupart des systèmes de la vie réelle présentent certains comportements non-linéaires
qui peuvent être identifiés avec précision dans le cadre de l’identification par erreur de
prédiction. C’est pourquoi, dans le Chapitre 5 (résumé dans l’Annexe I.3), nous avons
étudié l’informativité des données pour une classe particulière de systèmes non-linéaires
donnée par (I.27) (Question de recherche 3). Cette étude particulière a été motivée par
le système réel étudié dans le cadre de cette thèse : le gyroscope MEMS. Ses dyna-
miques principales peuvent être modélisées avec une telle structure. Afin de répondre à
la Question de recherche 3, nous avons vu que le système (I.27) peut être réécrit comme
un système linéaire MISO avec 2 entrées : u1 = u et u2 = un. Par conséquent, les
résultats développés dans le Chapitre 3 peuvent être utilisés pour vérifier l’informati-
vité des données pour l’identification d’un tel système non-linéaire. Cependant, dans le
cas où n est important et où l’excitation u est de type multisinus, le résultat principal
développé au Chapitre 3 (persistance d’excitation d’un régresseur particulier) peut né-
cessiter un coût de calcul élevé pour vérifier l’informativité des données puisque nous
devons calculer toutes les amplitudes, les déphasages et les pulsations du multisinus un.
Par conséquent, des résultats supplémentaires nécessitant moins de calculs (mais avec
plus de conservatisme) que ceux obtenus dans le Chapitre 3 ont été développés dans le
Chapitre 5 pour vérifier l’informativité des données dans ce cas.

Enfin, dans la partie pratique de cette thèse, nous avons considéré le problème de
l’identification du gyroscope MEMS. Nous avons vu dans le Chapitre 6 (résumé dans
l’Annexe J) qu’il est important de concevoir un correcteur optimal pour le gyroscope
MEMS afin d’augmenter la précision de l’estimation de la vitesse angulaire. Par consé-
quent, un modèle précis des dynamiques principales du gyroscope MEMS est néces-
saire. Cependant, la littérature ne propose ni une structure de modèle complète ni une
méthode d’identification pour identifier les trois principales dynamiques du gyroscope
MEMS qui sont le couplage mécanique, le couplage capacitif parasite et le bruit de me-
sure (Question de recherche 4). C’est pourquoi, dans le Chapitre 6, nous avons développé
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une structure de modèle paramétrique complète pour l’identification de ces trois phé-
nomènes (première partie de la Question de Recherche 4). Dans le Chapitre 7 (résumé
dans l’Annexe K), une méthode d’identification a été développée afin d’estimer tous les
fonctions de transfert dans cette structure modèle (deuxième partie de la Question de
Recherche 4). Sur la base du modèle identifié du gyroscopes MEMS, un correcteur à
deux degrés de liberté a été conçu par Fabrício Saggin, un autre doctorant travaillant
dans le projet Next4MEMS. Nous avons pu observer de grandes performances pour les
objectifs d’asservissement et de rejet du couplage capacitif parasite. Par conséquent,
pour les objectifs de contrôle considérés dans la thèse, notre méthodologie d’identifi-
cation semble répondre à la Question de Recherche 4. Cependant, nous devons encore
analyser la qualité de l’estimation de la vitesse angulaire avec ce correcteur.

L.2 Ouvertures pour des recherches futures

L.2.1 Restrictions sur les structures de modèle considérées

Dans les Chapitres 3 et 4, nous avons considéré les systèmes MIMO pour lesquels la
matrice de fonction sde transfert du bruit H0(z) a été supposée diagonale. C’est la
première limitation de l’étude présentée dans ce mémoire. Heureusement, pour le cas de
la boucle ouverte et pour les structures de modèle FIR, ARX, OE et BJ, nous pouvons
encore relier l’informativité des données à la persistance des mêmes régresseurs φu
données dans le Théorème I.3 même si la matrice H0(z) n’est pas diagonale. Cela a
été prouvé dans [CBBM20b]. Toutefois, pour les structures du modèle ARMAX, cette
hypothèse est nécessaire pour obtenir le résultat de l’Annexe B.5.

Nous avons également considéré que tous les numérateurs et dénominateurs des entrées
de G(z,θ) et H(z,θ) ne partagent pas de paramètres communs (à l’exception des para-
mètres dans le vecteur η pour les structures des modèles ARX et ARMAX). Toutefois,
pour certains systèmes réels, les dynamiques peuvent être, par exemple, modélisées dans
une structure modèle pour laquelle les fonctions de transfert ont certains paramètres
communs. C’est le cas du gyroscope MEMS puisque, en convertissant la représentation
d’état boîte grise en une matrice de fonctions de transfert (voir l’Annexe F.3), nous pou-
vons observer que les fonctions de transfert ont certains paramètres communs. Dans ces
cas là, l’identification d’un système au sein d’une structure de modèle d’ordre complet
avec une paramétrisation commune réduit le nombre de paramètres, ce qui par la suite
diminue la variance des paramètres identifiés. De plus, une paramétrisation commune
implique souvent des liens physiques entre les fonctions de transfert du système, éga-
lement importants à identifier. Par conséquent, l’étude de l’informativité des données
avec des paramètres communs est un sujet intéressant mais aussi un important défi à
relever dans le futur.
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L.2.2 Conservatisme des conditions développées et erreurs
numériques possibles sur le calcul du rang d’une matrice

Comme expliqué dans les Chapitres 3 et 4 (résumés en Annexes I.1 et I.2), nous pouvons
pour le moment conclure que le critère de vérification du rang développé dans cette thèse
est une condition suffisante pour ARMAX, OE et BJ en boucle ouverte et pour ARX,
ARMAX, OE et BJ en boucle fermée. Par exemple, dans le cas de la boucle fermée, nous
ne pouvons pas facilement conclure que la vérification du rang de P(c,i) donnée dans le
Théorème I.8 est nécessaire puisque les ensembles Di dans (I.22) ne couvrent pas tout
l’espace Rζi , sauf pour les structures du modèle FIR pour lesquelles nous avons Di = Rζi .
Mais nous pouvons encore en déduire une condition nécessaire et suffisante. Comme
mentionné dans la Remarque 4.3, dans le cas d’une boucle fermée avec une excitation
externe non nulle (r 6= 0nu×1), une condition nécessaire et suffisante pour l’informativité
des données est que, pour chaque sortie i = 1, · · · , ny, l’intersection du noyau de P(c,i)T

et de l’ensemble Di est égale à 0. Toutefois, cela nécessite une étude géométrique des
ensembles Di qui sera effectuée dans des travaux futurs. Un raisonnement similaire
s’applique au cas de la boucle ouverte où les ensembles correspondants Di sont examinés
dans la preuve du Théorème I.3.

Le deuxième problème est lié au fait que la nouvelle condition développée dans cette
thèse est basée sur une vérification de rang d’une certaine matrice qui dépend de la
paramétrisation de l’excitation, du correcteur (pour les expériences en boucle fermée)
et de la complexité de la structure du modèle. Cependant, comme mentionné dans
la Remarque 3.5, un calcul de rang peut être inexact. Des travaux supplémentaires
devraient être effectués afin de contourner ce problème.

L.2.3 Informativité des données pour les systèmes non-linéaires
identifiables avec la méthode Prediction Error

Dans le Chapitre 5 (résumé dans l’Annexe I.3), nous avons examiné une classe très
particulière de systèmes Hammerstein donnée par (I.27). Le choix de cette restriction
a été motivé par l’identification du gyroscope MEMS dont les dynamiques principales
peuvent être modélisées au sein de telles structures de modèle avec n = 2. Cependant,
cette structure de modèle non-linéaire particulière est assez restrictive pour l’étude
de l’informativité des données collectées sur d’autres systèmes réels non-linéaires. Nous
pouvons alors nous demander comment généraliser l’étude de l’informativité des données
pour des structures de modèle parallèles de Hammerstein plus complexes avec différents
types de non-linéarités statiques d’entrée telles que des polynômes, des non-linéarités
de type « dead-zone », des saturations, etc. Nous pouvons également envisager d’autres
types de structures de modèle parallèles bloc-orientées comme Wiener, Hammerstein-
Wiener, Wiener Hammerstein, etc [GB10, ST17].
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L.2.4 De l’analyse de l’informativité des données à la synthèse
d’excitation optimale

Comme mentionné dans le Chapitre 1 (résumé dans l’Annexe G), l’informativité des
données est une propriété cruciale pour obtenir un modèle précis, à condition que le
nombre de donnéesN puisse être augmenté. En effet, l’informativité des données (combi-
née à l’identifiabilité globale en θ0) ne garantit que la convergence du vecteur paramètre
identifié θ̂N vers le vrai vecteur paramètre θ0. Cependant, pour un nombre de données
N fixé, toutes les excitations qui donnent des données informatives par rapport à la
structure du modèle ne fournira pas les mêmes incertitudes sur les paramètres identifiés
(c’est-à-dire la même matrice de covariance qui est une mesure des incertitudes). Pour
certains choix (malheureux) d’excitations qui donnent des données informatives, nous
pourrions avoir besoin d’augmenter très largement le nombre de données N pour garan-
tir un niveau d’incertitudes relativement petit, ce qui n’est pas idéal dans la pratique.
C’est pourquoi, dans le Chapitre 7, nous avons conçu les excitations pour l’identification
du gyroscope MEMS de telle sorte que les données soient informatives et que le rapport
signal sur bruit soit augmenté simultanément afin d’obtenir de petites variations sur les
paramètres identifiés pour un nombre raisonnable de données N .

Par conséquent, l’étape suivante après l’étude de l’informativité des données est na-
turellement le choix de l’excitation optimale qui garantit des niveaux d’incertitude sou-
haités : c’est par exemple le cas de la synthèse d’entrée optimale où l’entrée synthétisée
doit être celle qui a une puissance minimale et qui satisfait certaines contraintes d’in-
certitudes souhaitées [BSG+06, BBHS08, JH05].

L’étude fournie dans cette thèse peut aider dans le choix de la paramétrisation de l’en-
trée afin de réaliser cette optimisation. En effet, l’informativité des données implique
la positivité définie de la matrice de covariance, qui est une condition nécessaire pour
réaliser la synthèse d’entrée optimale. Par exemple, pour une structure de modèle MISO
ARX avec excitation de type multisinus en boucle ouverte, nous avons vu qu’il y a un
nombre nécessaire de sinusoïdes qui doit être garanti pour l’informativité des données.
En d’autres termes, pour la conception optimale de l’excitation multisinus, il est né-
cessaire de satisfaire cette condition de richesse, sinon l’optimisation ne donnera jamais
une solution pour laquelle la matrice de covariance est définie positive. Des travaux
futurs devraient être menés pour relier les résultats développés sur l’informativité des
données pour l’identification des systèmes MIMO à la synthèse d’expérience optimale
pour leur identification.

L.2.5 Gyroscope MEMS : incertitudes, analyse de la vitesse
angulaire et dépendance avec la température

Pour le gyroscope MEMS considéré dans cette thèse, un correcteur MIMO a été conçu
sur la base du modèle identifié. Les objectifs d’asservissement du mode drive, présentés
au Chapitre 6 (et résumés dans l’Annexe J), ont été évalués et vérifiés. Cependant,
dans ces objectifs de contrôle, il n’y a pas de spécification sur l’estimation de la vitesse
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angulaire. Dans les travaux futurs, il sera important de vérifier la qualité de la mesure
de la vitesse angulaire obtenue avec ce correcteur MIMO. Ce type d’expériences sera
également utile pour vérifier les performances d’asservissement du mode sense.

Dans le Chapitre 7 (résumé en Annexe K), nous avons développé un modèle pour les
trois principales dynamiques du gyroscope MEMS. Cependant, un modèle seul n’est
pas suffisant pour la synthèse d’un correcteur. Il est également important de prendre en
compte les incertitudes sur les paramètres identifiés. Comme nous avons conçu l’excita-
tion multisinus de manière à augmenter le rapport signal sur bruit, nous pouvons nous
attendre à de petites incertitudes. Heureusement, avec la méthode Prediction Error,
nous pouvons estimer les incertitudes1 pour une probabilité donnée α pour vérifier ce
fait [BSG+06]. Nous obtenons alors un ensemble de modèles (ensemble incertain) pour
lequel nous savons que le vrai modèle appartient avec une probabilité de α. Une pre-
mière étude sur les fonctions de transfert directes Gxx, Exx, Gyy et Eyy et avec α = 0, 99
a montré que ces incertitudes sont effectivement relativement faibles. Toutefois, des tra-
vaux supplémentaires devraient être menés pour vérifier que les incertitudes sur toutes
les fonctions de transfert identifiées sont suffisamment faibles pour garantir que l’en-
semble des performances du correcteur (objectifs de contrôle du mode drive et du mode
sense) sont toujours valables pour tous les modèles de l’ensemble incertain et donc pour
le système réel (inconnu). Cette étude est l’essence même du domaine scientifique ap-
pelé l’analyse de robustesse. Dans le projet Next4MEMS, cette partie est étudiée par
Jorge Ayala, un des quatre doctorants travaillant dans le projet Next4MEMS.

Comme mentionné précédemment, le correcteur MIMO a été conçu sur la base de
l’identification des trois principaux phénomènes impliqués dans le gyroscope MEMS :
le transfert mécanique, le couplage capacitif parasite et le bruit de mesure. Cependant,
il existe d’autres dynamiques qui peuvent détériorer les performances de ce correcteur
MIMO. Par exemple, les dynamiques du transfert mécanique dépendent fortement de
la température. Plus précisément, les deux résonances ω0,x et ω0,y varient lorsque la
température change en raison des variations de la raideur des micro-poutres siliconées
et utilisées pour fixer les deux masses du MEMS (voir Chapitre 6). Dans le Chapitre
7, nous avons considéré une température fixe (20 ◦Celsius) pour le gyroscope MEMS et
donc des résonances fixes ω0,x et ω0,y. Cette dépendance avec la température n’a donc
pas posé de problèmes lors de la procédure d’identification présentée au Chapitre 7. Ce-
pendant, le but du projet Next4MEMS est d’utiliser ces capteurs pour des applications
aérospatiales pour lesquelles la température varie beaucoup. De plus, comme mentionné
au Chapitre 6, il est important que la pulsation ωref de la consigne xref soit égale à
ω0,x. Pour vérifier que le correcteur MIMO LTI calculé peut gérer ce problème de dépen-
dance avec la température, une analyse de robustesse a été effectuée par Jorge Ayala
pour différentes valeurs de ω0,x et ω0,y (c’est-à-dire pour différentes températures). Il a
montré que les performances (comme la stabilité de la boucle) sont détériorées avec le
correcteur MIMO LTI conçu à la température de 20 ◦C (celle présentée dans le Cha-
pitre 7) pour toute la gamme de température [−40, 80]◦C, qui est dans l’ensemble des

1si la consistance de l’estimateur est garantie.
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températures considérées dans le cahier des charges du gyroscope MEMS du projet.

Pour résoudre ce problème, la possibilité qui est suivie par Fabrício Saggin est de
concevoir un correcteur MIMO linéaire paramètre variant (LPV) dont le paramètre
variable est ω0,x (et non la température puisqu’il n’y a pas de thermomètre implémen-
tée dans la carte électronique embarquant le gyroscope MEMS). Pour la synthèse du
correcteur LPV, nous avons besoin de deux ingrédients : un modèle LPV du transfert
mécanique et une méthode pour estimer la pulsation de résonance ω0,x afin d’adapter le
correcteur et la pulsation ωref du signal de référence xref (qui doit correspondre à ω0,x).
Ce dernier problème est étudié par Federico Morelli, un autre doctorant participant
au projet Next4MEMS. Deux approches sont envisagées dans ses travaux : l’extremum
seeking [ZO11] pour l’adaptation du signal de référence (ou consigne) et l’identifica-
tion récursive [LS83] pour l’identification en ligne de ω0,x afin d’adapter ωref et/ou les
paramètres du correcteur.

Pour obtenir un modèle LPV pour le transfert mécanique, nous pouvons considé-
rer l’approche locale [Tót10, GBH+18, LGPW14, MREL18] afin d’utiliser la méthode
d’identification développée dans le Chapitre 7. L’idée de cette approche est en deux
étapes. Tout d’abord, nous calculons différents modèles d’ordre réduit boîte grise en
suivant l’approche du Chapitre 7 (c’est-à-dire, premièrement une identification boîte
noire et deuxièmement une réduction boîte grise du modèle boîte noire) pour diffé-
rentes températures. Ensuite, nous déterminons les fonctions qui décrivent l’évolution
de chaque paramètre du modèle de la boîte grise par rapport à la pulsation de résonance
ω0,x en effectuant, par exemple, une interpolation polynomiale pour chaque paramètre.
Cette possibilité sera étudiée dans de futurs travaux.
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