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Dans cette thèse, nous étudions les solutions formelles des systèmes d’équations

différentielles et leurs espaces. De ce point de vue ce travail se situe à l’intersection

de l’analyse, l’algèbre (différentielle et commutative) et de la géométrie (algébrique).

Le principe général qui a guidé ce travail de thèse est de chercher des outils issus de

la géométrie et de l’algèbre afin d’étudier qualitativement les espaces de séries for-

melles solutions des équations différentielles. En effet, si la structure des espaces de

solutions pour les équations différentielles linéaires à coefficients constants est bien

connue puisqu’il s’agit d’un espace vectoriel (ou d’un espace affine lorsque l’équa-

tion possède un second membre) dont la dimension est l’ordre de l’équation, il en va

autrement pour les systèmes d’équations différentielles algébriques de degré d ě 2
arbitraire, dont il est difficile, en général, d’extraire des informations. Par exemple

l’explicitation des solutions n’est pas toujours possible, tant du point de vue théo-

rique qu’effectif. Pour illustrer ce fait, soulignons par exemple que, dans [DL84, thm

4.11], J. DENEF et L. LIPSCHITZ montrent qu’il n’existe pas d’algorithme permettant

de décider si un système d’équations différentielles partielles admet une solution dans

Crrx1, ¨ ¨ ¨xrss. Les divers chapitres de cette thèse ont été écrit avec la volonté de cher-

cher différentes approches afin d’appréhender les systèmes d’équations différentielles

algébriques.

Le dénominateur commun de tous les chapitres de notre thèse est l’algèbre diffé-

rentielle telle qu’introduite par J. F. RITT entre les années 1930–50 puis largement

développée par son élève E. KOLCHIN. L’idée est « d’algébriser » les équations diffé-

rentielles en considérant une équation différentielle comme un polynôme sur un certain

anneau (dont les variables représentent les fonctions solutions) et auquel on ajoute la

possibilité de dériver les variables (éventuellement partiellement). Plus formellement,

l’objet de base de l’algèbre différentielle est la donnée d’un anneau commutatif muni

d’un ou plusieurs opérateurs de dérivation, permettant l’action de dériver au sein de cet

anneau. L’adjonction de cette « donnée différentielle » aux objets de l’algèbre commu-

tative ouvre de multiples voies pour l’étude des structures dans lesquelles les solutions

des équations différentielles trouvent naturellement une place.

À l’instar du principe de la géométrie algébrique, l’algèbre différentielle repose

sur ce que l’on pourrait considérer aujourd’hui comme une sorte de tautologie, à sa-

voir que les équations contiennent les informations sur les solutions. Cela se décrit

plus précisément par l’idée qu’il n’est donc pas toujours nécessaire d’expliciter les

solutions pour les comprendre. En suivant ce mantra général, on peut interpréter les

travaux de J. F. RITT et de E. KOLCHIN comme un analogue pour les solutions des

systèmes d’équations différentielles de ce que l’on pourrait faire en algèbre commuta-

tive pour étudier la géométrie des formes produites par les systèmes d’équations poly-
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nomiaux ; autrement dit, l’approche rittienne se comparerait à une sorte de « géométrie

algébrique affine » des espaces de solutions des systèmes d’équation différentielle. Le

cadre dans lequel se place l’algèbre différentielle apporte cependant une difficulté par

rapport à l’étude des systèmes polynomiaux : les anneaux commutatifs considérés en

algèbre différentielle sont (quasiment toujours) non noethériens. En particulier, beau-

coup de théorèmes classiques sur les anneaux commutatifs noethériens, utiles en géo-

métrie algébrique ou bien deviennent erronés, ou bien demandent à être étendus par

des arguments ad hoc.

Illustrons notre propos par deux exemples : la décomposition d’un idéal radical

dans un anneau et la complétion des anneaux. Dans un anneau commutatif noethé-

rien tout idéal radical se décompose en une intersection finie d’idéaux premiers (ce

qui correspond géométriquement à l’existence d’un nombre fini de composantes irré-

ductibles). Ce résultat reste valide en algèbre différentielle mais demande des lemmes

spécifiques à l’algèbre différentielle dont la notion de base (voir [Rit50, 12. p10 et 16.

p13]). On peut également retrouver ce résultat à partir d’une sorte de propriété de noe-

thérianité différentielle que représente le théorème de la base finie de Ritt-Raudenbush

(voir section 2.4.4) ; cet énoncé assure en effet que tout idéal différentiel radical est

engendré par un nombre fini d’éléments.

Un autre exemple est la complétion d’un anneau muni d’une topologie pré-adique

(c’est-à-dire dont la notion de distance se définit à partir de l’appartenance à une puis-

sance d’un idéal de définition). Ce type d’objet apparaît naturellement en géométrie

algébrique pour étudier l’équivalent des voisinages tubulaires de sous-objets, que l’on

appelle voisinages formels. Si l’anneau de départ est noethérien, la topologie qui rend

le complété complet (comme le nom le suggère) est également une topologie pré-

adique. Cependant lorsque l’anneau n’est plus noethérien, le résultat n’est plus aussi

évident. Et si, à ce stade, la question de savoir si le complété est complet pour une to-

pologie pré-adique est, à notre connaissance, ouverte, nous montrons dans cette thèse

(voir partie IV et plus précisément le théorème 7.3.1) que les candidats naturels ne

conviennent pas.

Malgré ces difficultés, une force de la théorie de J. F. RITT est qu’il ne construit

pas seulement des outils abstraits, mais des outils et des énoncés qui permettent éga-

lement d’expliciter tout ou partie de l’information. Un exemple de tels résultats est

fourni par le théorème des petites puissances de J. F. RITT (ou low power theorem

voir [Rit50, p64] ou 2.7).

La question sous-jacente tourne autour de celle de la décomposition minimale

d’un idéal différentiel parfait I comme l’intersection d’idéaux premiers, appelés com-

posantes. Dans le cas où l’idéal différentiel I est engendré (à radical près) par un

élément, disons I “ tF u, alors cette décomposition, comme intersection d’idéaux

11
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premiers, comporte, de manière générale, deux types d’idéaux premiers : un de ces

idéaux ne contient pas le séparant de F (on appelle cet idéal la solution générale de

F voir [Rit50, 12 p30]) tandis que tous les autres contiennent le séparant. Par ailleurs,

on peut montrer que toute composante de I , qui n’est pas la solution générale, est la

solution générale d’un autre polynôme différentiel A. Réciproquement, si la compo-

sante générale d’un polynôme A est une composante de l’idéal différentiel I on dira

que A est une composante de I . Une question que se pose J. F. RITT est de savoir si,

étant donné le polynôme différentiel A, sa solution générale est une composante de F .

Le théorème des petites puissances fournit une réponse sous la forme d’une caracté-

risation (nécessaire et suffisante) numérique simple et algorithmique, une fois que F

est éventuellement réécrit sous une forme « admissible » ce que J. F. RITT appelle

le théorème de préparation (voir [Rit50, 17. p63] et 2.7). Considérons par exemple

l’équation différentielle ordinaire py1q2 “ 4y. On résout cette équation en la réécrivant

(de manière un peu informelle) sous la forme y1{
?
y “ 2. La solution qui sort de cette

méthode est faisceau de courbes du plan paramétré (pour c P R) par ypxq “ px` cq2.

Cela correspond à ce que J. F. RITT appelle la solution générale. Notons que

cette équation possède également une solution singulière qui est donnée par ypxq “

0. Du point de vue de la décomposition ypxq “ 0 et ypxq “ px ` cq2 décrivent

analytiquement nos deux composantes. Le Low Power prédit directement que ypxq “

0 induira une composante, simplement parce que la puissance en y1 est strictement

supérieure à celle de y dans l’équation que nous considérons ici.

Les applications de la théorie de Ritt-Kolchin sont nombreuses et dans cette thèse

elle sous-tend l’ensemble de nos résultats. La première illustration de l’utilisation de

cette théorie est visible dans la partie II. Elle nous a en effet permis de redémontrer
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un résultat sur la structure des idéaux de l’anneau des opérateurs différentiels et de

l’étendre aux équations différentielles avec second membre. Dans [Sab93, proposition

2.3.1], se pose la question de savoir si un idéal (à gauche) d’opérateurs différentiels du

plan à coefficients analytiques en l’origine est engendré par un nombre fini d’opéra-

teurs. C. SABBAH y prouve qu’il suffit de deux opérateurs pour engendrer un tel idéal.

Nous montrons au chapitre 4 (voir section 4.6) comment ce problème peut se retraduire

dans le monde commutatif en la question de la surdétermination des systèmes d’équa-

tions différentielles ordinaires linéaires, et y répondons. Ceci fournit parallèlement une

preuve alternative du résultat de SABBAH qui utilise seulement des fondamentaux de

l’algèbre différentielle, ce qui apporte la facilité, par rapport aux opérateurs différen-

tiels, de penser dans le monde commutatif. Nous avons ainsi montré que tout système

d’équations différentielles ordinaires linéaires sur krrtss, krts ou kttu, avec ou sans

second membre, est en fait engendré par au plus deux équations.

Théorème (H.–SEBAG). Soit k un corps de caractéristique nulle. SoitA une extension

différentielle de k (que l’on note K), ou un anneau B-euclidien dont le corps des

fractions est K. On note Atyu l’anneau des polynômes différentiels en la variable y

et à coefficients dans l’anneau A.

Soit I un idéal différentiel de l’anneau Atyu engendré par des éléments de degré

un. On suppose que l’idéal I bA K est un idéal propre de Ktyu. Alors il existe deux

polynômes différentiels g1, g2 P I tels que I “ rg1, g2s, c’est à dire que I coïncide

avec l’idéal différentiel engendré par g1 et g2.

Ce résultat est encore plus fort dans le cas des équations différentielles à coef-

ficients sur un corps arbitraire (non nécessairement un corps de constantes), car un

système d’EDO linéaires y est en fait engendré par une unique équation (voir théo-

rème 4.4.1 et proposition 4.4.2). L’autre propriété de notre preuve est qu’elle permet

de traiter, de manière uniforme le cas des EDO linéaires à coefficients non constants

variants dans des anneaux divers, alors que les preuves correspondantes pour les opé-

rateurs différentiels proposent pour chaque anneau des argumentaires différents. Elle

fournit enfin un algorithme (voir théorème 4.5.1) quand les coefficients varient dans

un corps (voir les exemples de la section 4.7).

Les résultats de cette thèse suivent les principes généraux que nous venons d’évo-

quer et s’organisent autour des deux axes principaux suivants :

1. L’algèbre différentielle tropicale.

2. L’espace des déformations infinitésimales des solutions des systèmes d’EDO.

13
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Dans les années 1970-1980 apparaît une nouvelle branche en mathématiques : la

géométrie tropicale. La géométrie tropicale a des liens multiples avec de nombreuses

disciplines des mathématiques, que ce soit en mathématiques fondamentales ou ap-

pliquées. Ses origines remontent aux années 1970 et apparaissent dans un travail de

G. BERGMAN [Ber71] sur les ensembles limites logarithmiques. Depuis la géométrie

tropicale a connu son essor grâce aux travaux de M. KAPRANOV, M. KONTSEVICH,

G. MIKHALKIN, O. VIRO et B. STURMFELS et s’est notamment illustrée comme un

outil très efficace de la géométrie algébrique réelle. L’idée principale de cette théorie

est de remplacer les objets algébro-géométriques par des fonctions affines par mor-

ceaux. Dans le monde tropical l’addition est remplacée par le maximum (ou parfois

le minimum dans ce qui sera utile dans cette thèse) et la multiplication est rempla-

cée par l’addition. Transformer un polynôme via ses opérations, par exemple, est ce

qu’on appellera dans cette thèse l’action de tropicalisation. Chercher les « zéros » de

ces polynômes tropicaux prend alors un sens très différent.

Les similarités entre la géométrie algébrique et la géométrie tropicale résident dans

le fait que, grâce à l’opération des logarithmes, la géométrie algébrique « dégénère »

en la géométrie tropicale. Ainsi, on peut raisonnablement espérer que des propriétés

vraies sur des objets de géométrie algébrique se transposent en géométrie tropicale

et réciproquement (voir [BS13] pour une introduction à la géométrie tropicale). Suite

aux premiers succès de cette théorie, D. GRIGORIEV introduit en 2015 dans un article

publié en 2017 dans [Gri17] les éléments de l’algèbre différentielle tropicale, mélange

entre l’algèbre différentielle et la géométrie tropicale. Il y développe en particulier la

notion de solutions tropicales des systèmes d’équations différentielles tropicalisées et,

étant donné d’un idéal différentiel d’équations différentielles ordinaires, il y décrit un

morphisme allant des solutions de ce système vers les solutions tropicales de l’idéal

tropicalisé. Ce morphisme consiste à considérer le support des solutions de l’idéal

d’équation différentielles. Dans l’article D. GRIGORIEV pose la question de savoir si

ce morphisme est surjectif. La réponse à cette question dans le cadre des équations

différentielles ordinaires est positive ; c’est l’objet du théorème fondamental de la géo-

métrie différentielle tropicale pour les systèmes d’équations ordinaires obtenu dans

[AGT16].

Si Q Ă k, étant donné une équation différentielle ordinaire algébrique à coef-

ficients dans krrtss, la tropicalisation différentielle, à l’instar du cadre algébrique,

consiste à transformer les opérations ` en min et ˆ en ` et les séries formelles en

t par leur valuation. On peut évaluer un polynôme tropical en un point S “ psiqiPN
de PpNq en remplaçant yn par ValnpSq “ minpts ě n | s P Suq. Une solution

d’un polynôme tropical est un point de PpNq pour lequel le min est atteint au moins

deux fois (ou si ce min est l’ensemble vide). Étant donné f un polynôme différentiel
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le théorème fondamental de la géométrie différentielle tropicale énonce que le sup-

port des solutions de f est donné par les solutions tropicales des tropicalisés de rf s

(c’est-à-dire des éléments de l’idéal différentiel engendré par f ).

Exemple. Le polynôme différentiel f “ t¨y2`y1y0`2 de Rrrtsstyu se tropicalise en

ftrop “ minp1`y2, y1`y0, 0q. Une solution de minp1`y2, y1`y0, 0q est S “ t0, 1u.
En effet

ftroppSq “ minp1`Val2pSq,Val1pSq `Val0pSq, 0q
“ minpH, 0` 0, 0q
“ 0.

Ainsi le minimum de ftroppSq qui vaut zéro est atteint deux fois. Par contre, S “ t0, 2u
car bien 1 ` y2 et y1 ` y0 évalués en S valent 1, le minimum n’est atteint qu’une

fois en 0. Bien entendu S “ t0, 1u n’est a priori pas le support d’une solution de

t¨y2`y1y0`2, car pour cela il faudrait que S soit également la solution des tropicalisés

de toutes les dérivées de t ¨ y2 ` y1y0 ` 2.

Le résultat principal de cette thèse, autour du théorème fondamental, concerne

une généralisation du théorème fondamental de la géométrie tropicale différentielle

au cadre des équations différentielles aux dérivées partielles. Précisément, nous nous

sommes intéressés à la question suivante : si l’on donne un sens raisonnable aux ana-

logues des objets dans ce cadre, le morphisme de support (qui va des solutions de

l’idéal différentiel engendré par les équations aux dérivées partielles vers les solutions

tropicales du l’idéal tropicalisé) est-il encore surjectif ? À l’instar du théorème fonda-

mental pour les EDO, la réponse à cette question reste positive.

Théorème (BOULIER–FALKENSTEINER– GARAY-LÓPEZ–H.–NOORDMAN–

TOGHANI). SoitK un corps algébriquement clos et indénombrable de caractéristique

nulle. Soit G un idéal différentiel de l’anneau Rm,n. Alors

SupppSolpGqq “ SolptroppGqq.

Une des principales difficultés rencontrées a été de définir, dans ce cadre partiel, la

notion de « tropicalisé » pour les polynômes différentiels (voir section 5.3 et définition

5.3.3). Cela a été rendu possible en considérant un objet géométrique : les sommets

du polytope de Newton d’un sous-ensemble de PpNq (voir section 5.1 et définition

5.1.5). Cette notion se voulait un remplacement, pour les séries formelles à plusieurs

variables, de la notion de valuation (voir la définition de l’application tropicalisation

5.2.1). Avec cette idée et une fois définie une généralisation de Valn, la tropicalisation

et l’évaluation d’un polynôme différentiel partiel tropical fait sens.
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Encore une fois grâce à l’utilisation d’arguments d’algèbre différentielle, mais

aussi de géométrie, et de géométrie algébrique, nous avons pu montrer que l’équi-

valent du théorème fondamental de la géométrie tropicale différentielle est vrai pour

les équations aux dérivées partielles (voir partie III et en particulier le théorème 6.2.1).

Le dernier axe de mon travail concerne l’étude de l’espace des déformations infini-

tésimales des solutions des systèmes d’équations différentielles ordinaires. Précisons

que ce que l’on appelle ici « déformations infinitésimales » a, plus simplement, été

appelé « déformations » dans une bonne partie de la littérature sur le sujet. Ici nous

rajouterons le terme infinitésimal afin de souligner que les déformations considérées

prennent leur valeur dans un anneau local complet, et pas seulement un anneau lo-

cal. Si S est un système d’EDO et γ P krrT ss une solution donnée, une déformation

de γ est la donnée d’une solution γεpT q, « proche » algébriquement de la solution γ.

Concrètement, si γpT q “
ř

iě0 aiT
i, une déformation γεpT q sera une série formelle

ř

iě0 bipεqT
i encore solution du système S ; le paramètre ε exprimant cette contrainte

de « proximité ». En particulier, en ε “ 0 on force γ0pT q “ γpT q. La géométrie

algébrique donne un sens à ce type d’espaces de solutions de systèmes d’équations

différentielles et de leurs déformations. C’est ce que nous présentons aux chapitres 11

et 13.

L’ensemble des solutions formelles du système S prend un sens en géométrie al-

gébrique à travers la construction de l’espace des arcs (ou, plus précisément, un sous-

schéma fermé de l’espace des arcs) 1. Les déformations infinitésimales de γ, quant à

elles, se comprennent comme des points du voisinage formel de γ dans l’espace des

arcs.

Le schéma des arcs a été introduit en 1968 par J. NASH dans un article qui ne sera

publié qu’en 1995 dans [Nas95], et a été utilisé depuis comme outil utile à de nom-

breux développements notamment de la théorie des singularités. Mon travail s’inscrit

dans ces sujets. Si X est une variété algébrique sur un corps k, le schéma des arcs

L8pXq de X est un espace qui paramètre les germes formels de courbes tracés sur

X . Par construction, nous dirons que si x est un point de L8pXq, il lui correspond un

germe de courbe sur X , c’est-à-dire un morphisme de k-schémas SpecpkrrT ssq Ñ X .

1. En réalité, il y a, au moins, deux manières de comprendre l’espace des arcs d’un polynôme diffé-
rentiel. Soit l’on suppose que l’on sait construire le schéma des arcs associé à un polynôme non différen-
tiel à plusieurs variables (voir plus bas) et l’on spécialise chacune de ses variables en une dérivée, ce qui
permet de voir l’espace des arcs d’un polynôme différentiel comme un sous-schéma fermé du schéma des
arcs d’un certain polynôme non différentiel. Soit, au contraire, on peut voir le schéma des arcs d’un poly-
nôme non différentiel comme un cas particulier de l’espace des arcs d’un polynôme différentiel d’ordre
zéro.
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Si par exemple X est un k-schéma affine de type fini, c’est-à dire si

X “ SpecpkrX1, . . . , Xns{pf1, . . . , fmqq

est une variété affine définie par la donnée du système des équations algébriques fi,

alors un point k-rationnel x P L8pXqpkq correspond encore à un n-uplet de séries

formelles γpT q P krrT ssn tel que fipγpT qq “ 0 pour tout i P t1, . . . ,mu.

Classiquement en géométrie algébrique, le voisinage formel d’un schéma Y le

long d’un sous-schéma fermé (typiquement, un point fermé de Y ) correspond à la no-

tion de voisinage tubulaire (infinitésimal) du sous-schéma à l’intérieur de Y . De ma-

nière générale, la géométrie algébrique propose une version de la théorie des déforma-

tions (infinitésimales) de ses objets. Si k est un corps et que l’on se donne un foncteur

d’ensembles F défini sur la catégorie des k-algèbres, uneA-déformation infinitésimale

de γ P F pkq, pour une k-algèbre locale quasi-artienne A (en particulier complète), est

la donnée de γA P F pAq qui se réduit sur γ par le morphisme A Ñ k “ A{MA. Le

théorème d’adjonction établi au chapitre 9 permet de donner une interprétation natu-

relle de la notion de déformations infinitésimales algébrique en termes de voisinages

formels (voir proposition 9.1.12). Dans le cadre de cette thèse, cette adjonction nous

intéressera essentiellement dans le cas du schéma des arcs, ou plus précisément du

lien qu’elle induit entre les déformations infinitésimales des solutions des équations

différentielles et les voisinages formels du schéma des arcs (voir proposition 13.1.2).

Autrement dit, appliqué au cadre d’un germe formel de courbe γpT q sur X , c’est-à-

dire un point rationnel de L8pXq, le voisinage formel en γ paramètre quant à lui la

notion de déformations précédente.

On note en général L8pXqγ le voisinage formel de γ dans X . Cependant comme

la notion de voisinage formel de γ est locale, le voisinage formel de γ dans X peut

s’étudier en se restreignant à des voisinages ouverts (affines par exemple) de γ. L’avan-

tage de l’étude lorsqu’elle est restreinte à des voisinages ouverts affines, c’est que par

l’équivalence de catégorie entre les schémas affines et les anneaux, il suffit d’étudier

des anneaux. Ainsi comprendre le voisinage formel L8pXqγ revient à comprendre

l’anneau topologique {OL8pXq,γ (complétion de l’anneau des germes de X en γ). No-

tons encore une fois que cet énoncé n’est pas spécifique aux arcs. Le voisinage formel

d’un point x d’un schéma X est le spectre formel de l’anneau topologique zOX,x.

Si pA,mAq est une k-algèbre locale quasi-artinienne (c’est-à-dire une k-algèbre

locale dont l’idéal maximal mA est nilpotent et le corps résiduel isomorphe à k), les

A-points du k-schéma formel Spfp {OL8pXq,γq se voient en effet, dans le cas où X “

SpecpkrX1, . . . , Xns{pf1, . . . , fmqq, comme les n-uplets de γApT q P ArrT ssn tel que

fipγApT qq “ 0 et γApT q ” γpT q pmod mAq. L’appartenance des coefficients des
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séries formelles de γApT q à l’anneau A, sorte d’épaississement infinitésimal, traduit

la notion de « proximité » évoquée précédemment, pour le type de topologie linéaire

que nous étudierons dans la partie IV.

Exemple. Considérons la courbe définie par la donnée du polynôme f “ y2´x3 (des-

sinée en rouge) ainsi que quelques déformations infinitésimales de l’arc γ “ pt2, t3q.

Les autres courbes tracées représentent les courbes engendrées par des déformations

infinitésimales vues au premier ordre. Plus précisément les autres couleurs repré-

sentent des déformations infinitésimales de la forme γa “ pt2 ` 2at, t3 ` 3atq pour

différentes valeurs de a choisies proches de 0.

Ces voisinages formels des points rationnels dans le schéma des arcs possèdent une

structure particulière décrite par un théorème dû, en caractéristique zéro, à M. GRIN-

BERG et D. KAZHDAN, puis généralisé pour les corps de caractéristique arbitraire par

V. DRINFELD, dont voici l’énoncé :

Théorème (GRINBERG–KAZHDAN, DRINFELD). Soit X un schéma de type fini sur

un corps k, γ : Spec krrtss Ñ X un arc rationnel non dégénéré, c’est-à-dire un élé-

ment de pL8pXqzL8pnSmpXqqqpkq, et L8pXqγ le voisinage formel de γ dans

L8pXq. On suppose que dimγp0qpXq ě 1. Il existe un k-schéma S de type fini,

un point s P Spkq et un isomorphisme de k-schéma formels L8pXqγ – Ss ˆk

SpfpkrrpTiqiPNssq.

De manière imagée ce théorème indique que les voisinages formels des points

rationnels non dégénérés 2 dans le schéma des arcs sont des « cylindres » de base noe-

thérienne Ss et de dimension infinie. Notons que ce théorème est faux, en général,

2. Si nSmpXq désigne le lieu non lisse deX , alors un arc est dit non dégénéré si γ R L8pnSmpXqq
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lorsqu’on considère des arcs dégénérés, c’est-à-dire entièrement contenus dans le lieu

non lisse (voir par exemple [BS17c] et [CH16]). Dans différents travaux (voir [BS17b],

[BS17d], [BS19a]), D. BOURQUI et J. SEBAG ont montré que, même si une infinité de

base pouvait convenir, il existait dans la classe d’isomorphie (des bases convenables)

un représentant naturel et que ce modèle encodait les singularités du germe formel de

X au point base de γ. Si cet énoncé, enfin, vaut pour les points rationnels, il ne s’étend

pas en général à tout point du schéma des arcs L8pXq puisque, comme l’ont prouvé

A. REGUERA ou T. DE FERNEX et R. DOCAMPO, pour d’autres points le complété

est noethérien.

Le premier travail dans cette veine contenu dans notre thèse a consisté à étudier

le lien, ou plutôt l’absence de lien entre les nilpotents au voisinage formel d’un arc

non dégénéré et les nilpotents dans la complétion de ce voisinage formel. D’un côté,

si γ est un arc k-rationnel non dégénéré, D. BOURQUI et J. SEBAG ont suggéré dans

[BS17d] qu’il devrait y avoir un lien entre les nilpotents de la complétion {OL8pXq,γ

et les singularités de X . D’un autre côté, on sait également les fonctions régulières

nilpotentes de L8pXq contiennent de l’information sur les singularités de X . Il a été

montré dans [Seb17, thm 1.2] que, si k est un corps de caractéristique nulle, et si C

est , par exemple, une k-courbe intégrale et localement d’intersection complète, alors

C est lisse si et seulement si le k-schéma L8pCq est réduit. L’existence de fonctions

régulières nilpotentes au niveau du schéma des arcs semble donc, à plusieurs niveaux,

corrélée à l’existence de singularités sur la variété étudiée. En complément de ces

premières observations, nous avons montré dans le théorème 10.0.1 que les fonctions

locales nilpotentes au voisinage d’un arc non dégénéré γ (c’est-à-dire les fonctions

nilpotentes de OL8pXq,γ) et les fonctions nilpotentes de la complétion de ce voisinage

(qui correspond au voisinage formel de γ) ne sont pas reliées les unes aux autres.

Ce résultat était déjà connu sur un corps k de caractéristique nulle lorsque l’arc γ

est un point stable 3 (voir [Reg09, Theorem 3.13] pour l’énoncé et [Reg06], [Reg09],

[FD17, section 11] pour la notion de point stable). Il était annoncé, sans preuve, dans

[FD17] que le théorème [Reg09, Theorem 3.13] sur les points stables s’étendait en ca-

ractéristique positive, grâce aux dérivations de Hasse-Schmidt. Par ailleurs, on pouvait

trouver dans [BS17b, Proposition 8.1] des considérations sur le nilradical de L8pXqγ

lorsque γ est un point rationnel non dégénéré. Ces divers énoncés nous ont conduit à

penser que le résultat [Reg09, Theorem 3.13] s’étendait pour des arcs, plus généraux

que des points stables et en caractéristique positive.

En utilisant, effectivement, les dérivations de Hasse-Schmidt et en particulier la

dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction (qui est une dérivation de Hasse-Schmidt sur

3. De façon imagée un point du schéma des arcs est stable lorsqu’il est « gros », dans le sens où il est
de codimension finie.
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l’algèbre universelle de Hasse-Schmidt associée à un anneau) 4 , nous avons donné une

preuve fonctionnant pour tout arc non dégénéré sur un corps quelconque. Ce résultat

semble suggérer que la classe des arcs non dégénérés forme une classe intéressante

dans le sens où l’on obtient un énoncé sur toute cette classe d’arc qui est faux sur les

arcs dégénérés (voir par exemple [BS17c]).

Enfin, on pourra citer comme corollaire de certains arguments utilisés dans la

preuve que, pour tout schéma réduit de type fini dont le schéma des arcs est irré-

ductible, il existe une identification naturelle entre les formes différentielles de torsion

les et fonctions nilpotentes de poids 1 du schéma des arcs, déjà connue en caractéris-

tique nulle. Une question intéressante est alors de caractériser les classes de k-variétés

irréductibles (où k est de caractéristique p positive) pour lesquelles le schéma des arcs

reste irréductible (en caractéristique zéro le schéma des arcs d’une variété irréductible

reste toujours irréductible par un résultat de [Kol73, Prop. 10, p. 200]).

Théorème (BOURQUI–H.). Soient k un corps, X une k-schéma réduit de type fini,

L8pXq le schéma des arcs de X et γ un arc tel que γ R L8pnSmpXqq. Alors le nil-

radical de OL8pXq,γ est inclus dans le noyau du morphisme OL8pXq,γ Ñ
{OL8pXq,γ .

Il est naturel de se demander si l’inclusion donnée dans ce théorème est une égalité.

D’après [Reg09, Theorem 3.13 & Corollary 4.3], c’est une égalité si k est de carac-

téristique nulle et si γ est un point constructible non dégénéré du schéma des arcs,

appelé stable dans loc. cit.. Nous montrons également le résultat suivant :

Théorème (BOURQUI–H.). Soit k un corps etX un k-schéma géométriquement réduit

de type fini admettant une résolution des singularités. Soit γ P L8pXq un point fermé

tel que γ R L8pnSmpXqq. Alors le nilradical de OL8pXq,γ coïncide avec le noyau du

morphisme de complétion OL8pXq,γ Ñ
{OL8pXq,γ .

Un second travail dans l’étude des déformations infinitésimales des solutions for-

melles concerne les EDO d’ordre arbitraire. Dans [BS16], D. BOURQUI et J. SEBAG

ont montré que la notion de déformations infinitésimales, comme indiqué plus haut,

faisant encore sens dans le cadre différentiel. Il « suffit » en effet d’utiliser la carac-

térisation générale des voisinages formels en terme de déformations infinitésimales

appliquée au schéma des arcs et l’adjonction entre le schéma des arcs et le schéma des

arcs différentiel.

Le résultat principal de [BS16] montre que l’espace des déformations infinitési-

males d’une solution non constante d’une EDO d’ordre 1 s’identifie à un disque formel

4. La dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction est utilisée dans [BNS20, §7.6] pour construire un
adjoint à gauche du foncteur d’oubli qui envoie une algèbre munie de dérivations de Hasse-Schmidt sur
son algèbre sous-jacente. Nous n’avons pas trouvé d’autres occurrences de cet objet pourtant naturel dans
la littérature concernant le schéma des arcs. On pourra cependant se référer à la remarque 1.4.6.
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de dimension 1. (Notons que nous fournissons une preuve alternative de ce résultat au

chapitre 14.) L’objet de notre théorème est la généralisation de [BS16] au cadre des

EDO d’ordre arbitraire et au voisinage d’une solution non singulière 5 (voir théorème

13.0.1.) En ordre supérieur, la situation est nettement plus compliquée, et une pre-

mière question était donc de savoir si cet espace de solutions allait rester noethérien.

Comme indiqué plus haut, une solution d’une EDO fB “ 0, ou arc différentiel, peut

se définir comme un point d’un sous-schéma fermé du schéma des arcs algébrique as-

socié à l’équation algébrique f “ 0 sous-jacente 6. Nous notons encore L8prf
Bsq ce

k-schéma. En tant que schéma affine, il fait donc encore sens de lui associer un voisi-

nage formel en un point γ, c’est-à-dire en un arc différentiel, que l’on définit comme

le k-schéma formel Spfp {OL8prfBsq,γq. C’est à nouveau cet objet qui va paramétrer les

déformations infinitésimales différentielles (voir chapitre 13). La dimension de l’es-

pace tangent d’un tel objet en un point de cet objet géométrique est ce qu’on appelle

la dimension de plongement, que nous notons emb.dim. Nous montrons l’énoncé sui-

vant :

Théorème (H.). Soit k un corps de caractéristique 0. Soit fB “ 0 une EDO algébrique

d’ordre n ě 1. Soit γ P krrT ss une solution qui n’annule pas le séparant Sf . Alors

l’espace des déformations infinitésimales différentielles de fB en γ est noethérien et

sa dimension de plongement majorée par n. Autrement dit, l’anneau {OL8prfBsq,γ est

noethérien et emb.dimp {OL8prfBsq,γq ď n.

Soulignons que cet énoncé diffère du théorème de DRINFELD-GRINBERG-KAZHDAN

puisqu’ici l’espace de déformations infinitésimales est bien noethérien, et se rapproche

en ce sens d’énoncé du type [Reg09 ; FD17]. Notons enfin que pour un ordre arbitraire

cet espace n’est pas toujours un disque formel mais que des relations de contraintes

peuvent exister sur les coefficients des déformations, ce qui participe à complexifier

la situation. La preuve de ce théorème utilise un point de vue géométrique relevant de

l’étude des voisinages formels et de leur espace tangent. Ces éléments sont présentés

dans le chapitre 12.

Exemple. Considérons par exemple l’équation différentielle fB “ py1q4´ 23y2y2 sur

un corps k de caractéristique nulle, et f “ y4
1 ´ 23y2

0y2 le polynôme (différentiel)

sous-jacent. Considérons la solution γpT q “ T 2. Soit pA,MAq une k-algèbre locale

quasi-artinienne, c’est-à-dire tel qu’il existe un entier m P N tel que Mm
A “ 0 et que

A{MA “ k. Comprendre les déformations infinitésimales de fB au voisinage de γ

5. Dans ce cadre, cela signifie que la solution n’annule pas le séparant. Le séparant d’une EDO fB

d’ordre n est la dérivée partielle de fB par rapport à la dérivée ypnq de plus haut ordre dans l’expression
de fB.

6. On peut également voir ce résultat à travers une adjonction (voir équation 11.1.1)
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revient à comprendre fonctoriellement en A l’ensemble

tγApT q PMArrT ss | fpγ ` γAq “ 0u.

En particulier, on peut montrer que la dimension de plongement en γ est donnée par

la dimension de l’espace vectoriel

tγεpT q PMkrεs{pεq2rrT ss | fpγ ` γεq “ 0u.

En utilisant la formule de Taylor sur fpγ ` γεq “ 0, on peut montrer que cette dimen-

sion de plongement est également donnée par la dimension de l’espace des solutions

de

By2pfqγ
2
ε ` Bx1pfqγ

1
ε ` Bx0pfqγε “ 0.

Si on note γε “
ř

iě0 uε,iT
i, et en identifiant les coefficients dans la formule pré-

cédente, on peut montrer que la dimension de l’espace des solutions de l’équation

linéaire ci-dessus vaut 2.

Cependant, on peut montrer que l’anneau {pktyu{rf sqγ n’est pas isomorphe à krrT1, T2ss,

car si l’on cherche à calculer l’ensemble

tγεpT q PMkrεs{pεq8rrT ss | fpγ ` γεq “ 0u

avec γε “
ř

iě0 uε,iT
i, on peut montrer que l’égalité fpγ ` γεq “ 0 impose les

relations u4
ε,1u

3
ε,4 “ 0. Tous les détails justifiant les affirmations de cet exemple sont le

cœur de la partie VI.

Enfin, dans le cas de l’ordre 2 et des EDO bimonomiales, nous relions le précédent

théorème au principe de décomposition irréductible de l’idéal différentiel tfBu et de

l’existence de singularités essentielles expliqués plus haut. Précisément nous montrons

(voir chapitre 15 et théorème 15.0.2) :

Théorème (H.). Soit k un corps de caractéristique 0. Soit fB “ fpy, y1, y2q “ 0
une équation bimonomiale 7 d’ordre 2 à coefficients constants. Soient d ě 2 un entier

tel que γpT q “ T d soit une solution de l’EDO fB. Si l’idéal différentiel parfait tfBu

possède une solution singulière essentielle 8, alors la dimension de l’espace tangent

de l’espace des déformations infinitésimales différentielles de fB “ 0 en γ vaut 1.

Autrement dit, sous nos hypothèses, emb.dimp {OL8prfBsq,γq “ 1.

7. La notion d’équation bimonomiale est définie en 15.0.1.
8. La notion de composante singulière essentielle est définie en 2.6.2
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Le manuscrit est organisé de la manière suivante. La partie I est consacrée à des

préliminaires algébriques. Dans le chapitre 1, nous rappelons les concepts de base liés

aux aspects différentiels de l’algèbre commutative (dérivations, formes différentielles,

dérivations de Hasse Schmidt), qui serviront au chapitre 2 où nous présentons des

fondamentaux de l’algèbre différentielle, dont le théorème des petites puissances de

RITT. Dans le dernier chapitre de cette partie, le chapitre 3, nous aborderons la notion

de complétion en algèbre commutative. Cette notion est centrale puisqu’elle sous-tend

celle des voisinages formels qui sont à la base de certains des résultats importants de

cette thèse.

Dans une deuxième partie II nous nous intéresserons à la surdétermination des

systèmes d’équations différentielles ordinaires linéaires. L’énoncé principal de cette

section est le théorème 4.4.1 qui prouve que deux équations suffisent pour comprendre

les solutions d’un système d’EDO linéaires.

Dans une troisième partie III nous abordons les questions à la frontière entre la

géométrie tropicale et l’algèbre différentielle. Dans un premier chapitre 5 nous défi-

nissons les notions d’algèbres différentielles et tropicales nécessaires à l’énoncé du

théorème 6.2.1, appelé théorème fondamental de l’algèbre différentielle tropicale par-

tielle, en particulier la notion d’évaluation d’un polynôme tropical en une solution.

Dans un second chapitre 6 nous y présentons la preuve du théorème 6.2.1.

Dans la quatrième partie V, nous présenterons dans un premier chapitre 8 la construc-

tion du schéma des arcs ainsi que quelques propriétés importantes pour notre propos.

Ensuite dans le chapitre 9 nous étudierons les voisinages formels de point ration-

nels du schéma des arcs en rappelant un théorème de structure dû à V. DRINFELD,

M.GRINBERG– D.KAZHDAN. Ce théorème servira de modèle à nos propres résultats

de structure sur les espaces de déformations infinitésimales des solutions des EDO

énoncés dans la partie VI. Enfin, dans le chapitre 10, nous présenterons le théorème

10.0.1 qui calcule le noyau du morphisme de complétion de l’anneau local du schéma

des arcs en un point arbitraire.

Inspirés par le théorème de V. DRINFELD, M.GRINBERG – D.KAZHDAN vu dans

la partie précédente, nous nous intéresserons dans la partie VI aux voisinages for-

mels de solutions de polynômes différentiels. Nous y définirons dans le chapitre 11

le schéma des arcs différentiels, puis nous montrerons dans les chapitres suivants 12

et 13 que la notion de déformation y fait toujours sens et que nous pouvons définir la

notion d’espace tangent et de dimension de plongement. Finalement dans les chapitres

14, 15 nous démontrerons nos résultats sur la dimension de plongement des équations

différentielles d’ordre 1 (voir théorème 14.0.1), et les équations d’ordre 2 (voir théo-

rème 15.0.2). Nous conclurons cette partie par des exemples présentés dans le chapitre

16.
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Notations, conventions

Cette section regroupe les notations qui seront utiles ou utilisées tout au long de

cette thèse. Cette partie complète l’index.

Tous les anneaux considérés seront supposés commutatifs et unitaires.

— On note ModA la catégorie des A-modules.

— On note DkpA,Mq l’ensemble des k-dérivations de A à valeur dans M .

— On note pΩ1
A{k, dA{kq le A-module des formes différentielles relatives (ou dif-

férentielles de Kähler) de A sur k.

— On note Algk la catégorie des k-algèbres.

— On note Algdiff pk,Dq la catégorie des pk,Dq algèbres différentielles.

— On note AD l’ensemble des constantes de l’anneau A pour la dérivation D.

— On note HSmA{k la m-ième k-algèbre universelle de A.

— On note rIs l’idéal différentiel engendré par I et tIu l’idéal différentiel parfait

engendré par I .

— On note en général For le foncteur d’oubli.

— On note VertX l’ensemble des sommets de X .

— ValJpSq (voir défintion 5.3.1)

— On note xM la complétion (algébrique) de M .

— On note Schk la catégorie des k-schémas.

24



Première partie

Préliminaires algébriques
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Partie I,

Cette partie est dédiée à la présentation des différentes notions fondamentales d’al-

gèbre au cœur de notre travail. Ces préliminaires se concentrent autour de l’algèbre

différentielle et de la notion de complétion dans les catégories usuelles de l’algèbre

commutative. L’algèbre différentielle a été développée par J. F. RITT à partir des an-

nées 1930 jusqu’aux années 50. L’idée est de construire, à l’instar de ce qui existait

en géométrie algébrique à l’époque, une théorie algébrique permettant l’étude à la fois

qualitative et algorithmique des équations différentielles (ordinaires ou aux dérivées

partielles) polynomiales. Cette théorie, qui sous l’influence de E. KOLCHIN, élève de

J. F. RITT, s’est largement développée en intégrant les éléments de la théorie de Ga-

lois différentielle (dans un cadre arbitraire, non nécessairement linéaire), et constitue

aujourd’hui un champ d’investigations riche et au potentiel important.

Au premier chapitre 1 nous définirons les modules des dérivations et des différen-

tielles de Kahler sur un anneau commutatif. Ces notions constituent le socle nécessaire

pour aborder le chapitre 2 qui le suit et qui présentera à son tour les fondamentaux de

ce que l’on appelle algèbre différentielle. Elles permettront également via la notion de

dérivations d’ordre supérieur (ou dérivations de Hasse-Schmidt) de donner une défi-

nition alternative d’une autre notion fondamentale de cette thèse : le schéma des arcs

(voir chapitre 8).

Dans le chapitre 2, nous donnons les définitions de base et présentons quelques-uns

des succès de l’approche rittienne : les théorèmes de la base ou des petites puissances,

dus à Ritt-Raudenbusch et Ritt-Kolchin, seront par exemple utilisés dans la partie III

ou le chapitre 15, le théorème d’irréductibilité de Kolchin, quant à lui, possède une

interprétation géométrique en terme de schéma des arcs et sera utile aux chapitres 8, 9

ou 10.

Le dernier chapitre de cette partie portera sur la notion de complétion algébrique

qui est au coeur des parties V et VI. Nous présenterons au chapitre 3 les définitions

élémentaires et les principales propriétés qui permettront d’aborder sans références

extérieures les résultats du chapitre 7.
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CHAPITRE 1

DÉRIVATIONS ET FORMES

DIFFÉRENTIELLES

La présentation de ce chapitre s’appuie ou s’inspire principalement sur [Laf77] et

des notes de D. BOURQUI et J. SEBAG.

1.1 Dérivations

1.1.1 Premières définitions et exemples

Définition 1.1.1. Soit k un anneau et ϕ : k Ñ A une k-algèbre. Une k-dérivation à

valeurs dans un A-module M est la donnée d’une application k-linéaire D : A Ñ M

telle que

@a, b P A, Dpabq “ aDpbq ` bDpaq (1.1.1)

La condition 1.1.1 est appelée la règle de Leibniz . Remarquons également que

la k-linéarité de D ainsi que la règle de Leibniz impose que pour tout x P k, on ait

Dpϕpxqq “ 0.

Un anneau A est naturellement muni d’une structure de Z-algèbre par le mor-

phisme ϕ : Z Ñ A,n ÞÑ n1A. Une dérivation de la Z-algèbre A dans M sera appelé

dérivation de A dans M .

On note DkpA,Mq l’ensemble des k-dérivations de A à valeur dans M . Lorsqu’il

n’y aura pas de confusion possible, on se permettra de noter DpA,Mq cet ensemble.

Remarque 1.1.2. On déduit de la règle de Leibniz que pour tout entier n P N˚, et pour

tout a P A, on a

Dpanq “ nan´1Dpaq.

Par ailleurs, si s P A est un élément inversible, alors

Dpas´1q “ psDpaq ´ aDpsqqs´2.

Exemple 1.1.3. L’application nulle 0: A Ñ M,a ÞÑ 0M est une dérivation que l’on

appelle la dérivation nulle ou dérivation triviale.
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Partie I, Chapitre 1 – Dérivations et formes différentielles

Exemple 1.1.4. Soit I un ensemble d’indice non vide. Soit k un anneau. Pour tout

élément i P I , on note BXi , la dérivée partielle de l’anneau de polynôme krpXiqiPIs

par rapport à Xi. Pour tout élément i P I , la dérivée partielle BXi est une k-dérivation

de krpXiqiPIs dans krpXiqiPIs (muni de sa structure triviale de krpXiqiPIs-module).

Définition 1.1.5. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre et M un A-modules. Soit D

une k-dérivation de A dans M . Une constante pour D est un élément a P A tel que

Dpaq “ 0 . On note AD l’ensemble des constantes pour D.

On remarque que, pour toute k-dérivation D, l’ensemble AD est une sous-algèbre

de la k-algèbre A. Si l’anneau A est un corps, alors l’anneau AD est un sous-corps de

A.

Exemple 1.1.6. Soit k un anneau et A une k-algèbre. Soit M un A-module. Soit

D Ñ A la R-dérivation triviale. Alors AD “ A.

Exemple 1.1.7. Soit I un ensemble d’indice non vide. Soit k un anneau. Pour tout

élément i P I , on note Ii l’ensemble Iztiu. Alors pour tout élément i P I on a

krpXjqjPIs
BXi “ krpXjqjPIis.

Lemme 1.1.8. Soit k un anneau, A une k-algèbre, M un A-module et G Ă A une

famille génératrice pour la k-algèbre A. Une k-dérivation D de A dans M est déter-

minée par les éléments Dpgq, où l’élément g parcourt G.

Démonstration. Soit a P A. Par hypothèse il existe g1, ¨ ¨ ¨ , gn P G etP P krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns

tel que a “ P pg1, ¨ ¨ ¨ , gnq. En appliquant la règle de Leibniz 1.1.1, on remarque que

Dpaq “
n
ÿ

i“1
pBXiP qpg1, ¨ ¨ ¨ , gnqDpgiq.

Ce qui conclut la preuve.

1.1.2 La structure de module sur l’ensemble des dérivations

On peut munirDkpA,Mq d’une structure deA-module. Plus précisément la struc-

ture de groupe est donnée par la loi suivante. SoitD1, D2 P DkpA,Mq, on peut définir

D1 `D2 : AÑM,a ÞÑ D1paq `D2paq. Si a, b P A, on a alors

pD1 `D2qpabq “ D1pabq `D2pabq

“ aD1pbq ` bD2paq ` aD1pbq ` bD2paq

“ apD1 `D2qpbq ` bpD1 `D2qpaq
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La dérivation triviale constitue l’élément neutre de ce groupe, et pour D P DkpA,Mq,

la dérivation ´D : A Ñ M,a ÞÑ ´Dpaq est l’opposé de D. Muni de ces lois, le

groupe DkpA,Mq est un sous-module du A-module MA.

Si tgiuiPI est un système générateur de la k-algèbre A, on remarque que l’applica-

tion
DkpA,Mq Ñ M I

D ÞÑ pDpgiqqiPI
(1.1.2)

est A-linéaire et injective d’après le lemme 1.1.8.

Exemple 1.1.9. Soit I un ensemble non vide. Soit k un anneau. On noteA :“ krpXiqiPIs

l’anneau des polynômes en plusieurs variables. Alors on remarque que l’application

A-linéaire M I Ñ DkpA,Mq défini par pmiqiPI ÞÑ
ř

iPI BXip¨qmi est une bijection .

Remarquons que cette application est bien définie, même si I est infini car un élément

de A est annulé par toutes les dérivations partielles, sauf un nombre fini. L’inverse

de cette application est l’application définie en 1.1.2 (avec M “ A). Dans le cas où

M “ A et si I est fini de cardinal n on en déduit que le A-module DkpA,Aq est libre

de rang n, une base étant donnée par pBXiqiPI .

Soit k1 une k-algèbre. Soit A1 une k1-algèbre, M 1 un A1-module. On note A :“ A1
|k

(respectivement M 1
A) la k-algèbre (respectivement le A-module) obtenu à partir de

A1 (respectivement de M 1) par la restriction des scalaires de k1 à k. Alors toute k1

dérivation D P Dk1pA
1,M 1q est une k-dérivation de DkpA,M|Aq. En d’autres termes,

on a une inclusion Dk1pA
1,M 1q Ă DkpA,M|Aq.

Soit k un anneau et A une k-algèbre. Soit ϕ : A Ñ B un morphisme d’algèbres.

SoitM unA-module etN unB-module. SoitD P DkpA,Mq une k-dérivation. On dit

qu’une k-dérivation D1 P DkpB,Mq est une extension de la k-dérivation D s’il existe

une application A-linéaire f : M Ñ N qui rend le diagramme suivant commutatif :

A
D //

ϕ

��

M

f
��

B
D // N.

1.1.3 Fonctorialité

Soit M et N deux A-modules et f : M Ñ N un morphisme de A-modules. Soit

D P DkpA,Mq uneR-dérivation dansM . L’application f˝D : AÑ N estR-linéaire,
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Partie I, Chapitre 1 – Dérivations et formes différentielles

car composée de deux applications k-linéaires. Par ailleurs, pour a, b P A, on a

f ˝Dpabq “ fpaDpbq ` bDpaqq

“ fpaDpbqq ` fpbDpaqq

“ afpDpbqq ` bfpDpaqq.

Ainsi f ˝D P DkpA,Nq. On note Dkpfq “ f ˝D.

Proposition 1.1.10. Soit k un anneau. SoitA une k-algèbre etM,N deuxA-modules.

Soit également f P HomModApM,Nq. Alors la donnée de M ÞÑ DkpA,Mq et

de f ÞÑ Dkpfq induit un endofoncteur (covariant) de la catégorie ModA des A-

modules. Ce foncteur est exact à droite.

Démonstration. La donnée de DkpA, ¨q définit bien un foncteur car la composition

à gauche est fonctorielle. Par ailleurs ce foncteur est exact à droite car le foncteur

HomAbpA, ¨q l’est.

Une question naturelle est de savoir si ce foncteur est représentable (voir [KS06,

def 1.4.8 p 25] pour la définition de foncteur représentable). La réponse est positive et

demande l’introduction des formes différentielles.

1.2 Formes différentielles

Soit k un anneau et A une k-algèbre. On considère l’application k-bilinéaire sui-

vante mA : A ˆ A Ñ A, pa, bq ÞÑ ab. D’après la propriété universelle du produit

tensoriel, l’application m se factorise par A bk A. Il existe une unique application

k-linéaire µA : Abk AÑ A de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

AˆA
mA //

��

A

Abk A

µA

;; (1.2.1)

On note IA “ KerpµAq. On remarque que pour tout a P A, l’élément ab 1´ 1ba P
Abk A est dans le noyau de µA.

On note i1 : A Ñ A bk A (respectivement i2 : A Ñ A bk A) le morphisme de

R-algèbre défini par a ÞÑ 1b a (respectivement a ÞÑ ab 1).

On remarque le morphisme µA induit un isomorphisme de k-algèbresAbkA » A

et, que pour tout élément a P A, on a i1paq “ i2paq mod IA.
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Lemme 1.2.1. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre. Soit G “ pgiqiPI une famille

génératrice de la k-algèbre A. Alors la famille p1 b gi ´ gi b 1qiPI engendre l’idéal

IA.

Démonstration. Soit z “
ř

j xj b yj un élément de l’idéal IA. On peut réécrire z

sous la forme

z “ p
ÿ

j

xjyjq b 1`
ÿ

j

pxj b 1qp1b yj ´ yj b 1q.

Par hypothèse µApzq “ 0, ainsi
ř

j xjyj “ 0. En particulier z s’écrit alors sous la

forme

z “
ÿ

j

pxj b 1qp1b yj ´ yj b 1q

donc la famille p1b y ´ y b 1qyPA engendre l’idéal IA.

De plus, on remarque que pour tout couple d’éléments py, y1q P A2, on a la relation

suivante :

1b pyy1q ´ pyy1q b 1 “ p1b yqp1b y1 ´ y1 b 1q ` p1b y1qp1b y ´ y b 1q.

Puisque, pour tout élément y P A, il existe n P N et une famille presque nulle

pbνqνPNn d’éléments de k tels que y “
ř

νPNn bνg
ν , l’équation précédente montre que

l’idéal engendré par la famille p1bgi´gib1qiPI contient la famille p1by´yb1qyPA,

ce qui conclut.

Rappelons le fait général suivant ; pour tout idéal I d’un anneau B, le B-module

I{I2 est muni d’une structure naturelle de B{I-module. En effet, pour tous x, y P B

tels que x´ y P I et pour tout ῑ P I{I2, on remarque que

xῑ “ x̄ι “ ȳι “ yῑ mod I2.

Notons que si G est un sous-ensemble de I , l’idéal de B engendré par G coïncide

modulo I2 avec le B{I sous-module de I{I2 engendré par G.

Dans notre contexte, on en déduit une structure de pAbkA{IAq-module sur leAb

A-module IA{I
2
A. À l’aide de isomorphismeAbkA{IA » A défini précédemment,

on munit IA{I
2
A d’une structure de A-module qui est notée Ω1

A{k. Plus précisément

pour tout a P A et x P IA, la multiplication scalaire de la classe de x dans IA{I
2
A

est donnée par

a ¨ x “ pab 1q ¨ x “ p1b aq ¨ x mod I 2
A
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On définit alors l’application

dA{k : A Ñ IA{I
2
A

a ÞÑ 1b a´ ab 1.

Définition 1.2.2. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre. Le couple pΩ1
A{k, dA{kq est

appelé le A-module des formes différentielles relatives (ou différentielles de Kähler)

de A sur k.

Pour tout a P A, on notera en général dpaq ou da l’image de a par dA{k lorsqu’il

n’y aura pas d’ambiguïté sur A et k. On déduit directement du lemme 1.2.1 le lemme

suivant :

Lemme 1.2.3. Soit k un anneau, A une k-algèbre et G Ă A une partie génératrice

de A comme k-algèbre. Le A-module Ω1
A{k est engendré par la famille pdgqgPG. En

particulier, si la k-algèbre A est de type fini, alors le A-module Ω1
A{k est de type fini.

En particulier, pour tout élément ω P Ω1
A{k, il existe un entier n P N et des

éléments a1, ¨ ¨ ¨ , an P A et b1, ¨ ¨ ¨ bn P A tels que ω “
řn
i“1 aidpbiq. Le lemme

suivant va nous permettre de montrer que dA{k est une k-dérivation.

Lemme 1.2.4. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre et ϕ : k Ñ A le morphisme

structural.

1. Pour tout élément x P k, on a dpϕpxqq “ 0.

2. Pour tout couple a, b P A2, on a dpa` bq “ dpaq ` dpbq.

3. Pour tout couple a, b P A2, on a dpabq “ a ¨ dpbq ` b ¨ dpaq.

Démonstration. Les deux premières propriétés découlent de la définition de d, de la

k-bilinéarité (respectivement l’additivité) du produit tensoriel.

Pour prouver la dernière propriété, prenons a, b P A. Alors, on a

dpabq “ 1b pabq ´ pabq b 1 mod I 2
A

“ ab 1 ¨ p1b b´ bb 1q ` 1b b ¨ p1b a´ ab 1q mod I 2
A

“ a ¨ dpbq ` b ¨ dpaq

1.2.1 Une description alternative des formes différentielles relatives

Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre et ϕ : k Ñ A son morphisme structu-

ral. Nous allons donner une description alternative du A-module Ω1
A{k. Définissons
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d’abord le A-module ΩpA, kq comme le quotient du A-module libre ‘aPAAea par le

sous-module engendré par les éléments suivants :

$

’

&

’

%

peϕpxqqxPk

pea`b ´ ea ´ ebqa,bPA

peab ´ aeb ´ beaqa,bPA

(1.2.2)

Si α P ‘aPAAea, on note rαs sa classe dans le A-module ΩpA,Rq. On note

δA{k : AÑ ΩpA, kq l’application définie par a ÞÑ reas.

Proposition 1.2.5. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre et ϕ : k Ñ A son mor-

phisme structural. L’application A-linéaire θ : ΩpA, kq Ñ Ω1
A{k définie par reas ÞÑ

dA{kpaq est bien définie, surjective, et rend le diagramme de k-modules suivant com-

mutatif.

ΩpA, kq θ // Ω1
A{k

A

δA{k

OO

id
// A

dA{k

OO

Démonstration. Le lemme 1.2.4 prouve que θ est bien défini. La commutativité du

diagramme se déduit de la définition de δA{k et de θ. D’après le lemme 1.2.3, la famille

pdA{kpaqqaPA engendre le A-module Ω1
A{k. Ainsi θ est surjective.

Remarque 1.2.6. On prouvera plus tard, dans la proposition 1.3.2 que θ est un isomor-

phisme de A-modules en montrant que les couples pΩpA, kq, δA,kq et

pΩ1
A{k, dA{kq satisfont la même propriété universelle.

Le A-module Ω1
A{k possède plusieurs propriétés fonctorielles. Soit f : A Ñ B le

morphisme de k-algèbres. Soit paiqi P AN et pαiqi P AN deux familles presque nulles

de A. Alors cela induit un unique morphisme de A-modules Ω1
A{k Ñ Ω1

B{k défini par

ÿ

i

aidA{kpαiq ÞÑ
ÿ

i

fpaiqdB{kpfpαiqq.

En effet, si l’on garde les notations de 1.2.1, on vérifie que fpIAq Ă IB . Ainsi la

propriété universelle du passage au quotient implique l’existence de ce morphisme. La

A-linéarité de ce morphisme se déduit du lemme 1.2.4. Par l’extension des scalaires

ce morphisme induit un unique morphisme de B-modules

Ω1
A{k bA B Ñ Ω1

B{k.
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Soit pbiqi, pβiqi P B deux familles presque nulles de B. On a alors un unique mor-

phisme de A-modules Ω1
B{k Ñ Ω1

B{A défini par

ÿ

i

bidB{kpβiq ÞÑ
ÿ

i

bidB{Apβiq

qui induit une suite exacte de B-modules :

Ω1
A{k bA B Ñ Ω1

B{k Ñ Ω1
B{A Ñ 0.

Soit A une k-algèbre, I un idéal de A et B “ A{I . Mentionnons une propriété

importante des différentielles. Soit a P I , alors l’élément dA{kpaq b 1B P Ω1
A{k b B

dépend uniquement de la classe de l’élément a modulo I2. En effet soit a1 P I tel que

a´ a1 P I2. Ainsi par le lemme 1.2.4, on a :

dA{kpa´ a
1q P I

dA{kpa´ a
1q b 1B “ 0

dA{kpaq b 1B “ dA{kpa
1q b 1B.

Ainsi l’application δ : I{I2 Ñ Ω1
A{kbB définie par ā ÞÑ dA{kpaqb1B est bien définie.

Cette application est également B-linéaire. En effet, par définition de la structure de

B-module sur I{I2, pour tout élément a P I et tout élément α P A, on a d’après le

lemme 1.2.4 :

δpᾱaq “ dA{kpαaq b 1B
“ pαdA{kpaqq b 1B ` padA{kpαqq b 1B
“ ᾱ ¨ pdA{kpaq b 1Bq ` dA{kpαq b ā
“ ᾱ ¨ pdA{kpaq b 1Bq.

Finalement, on vérifie que ce morphisme induit la suite exacte suivante

I{I2 δ // Ω1
A{k bB

// Ω1
B{k

// 0. (1.2.3)

1.3 Représentabilité du foncteur de dérivation

Définition 1.3.1. Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre. Soit M un A-module et soit

d P DkpA,Mq. Le couple pM,dq est appelé k-dérivation universelle si, pour tout A-

module N et pour toute k-dérivation D P DkpA,Nq il existe une unique application
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A-linéaire tel que le diagramme suivant soit commutatif

A

d
��

D // N

M

f

>> (1.3.1)

En d’autres termes une k-dérivation universelle est un couple représentant le fonc-

teur DkpA, ¨q. On en déduit que si elle existe la k-dérivation universelle est unique (à

isomorphisme unique de A-modules près).

Proposition 1.3.2. Soit k un anneau et A une k-algèbre. Le couple pΩ1
A{k, dA{kq est

la k-dérivation universelle. Le couple pΩpA, kq, δA{kq est également la k-dérivation

universelle (voir définition de la sous-section 1.2.1). En particulier Ω1
A{k et ΩpA, kq

sont isomorphes en tant que A-modules.

Démonstration. On a déjà vu dans le lemme 1.2.4 que dA{k est un élément deDkpA,Ω1
A{kq.

SoitN unA-module etD P DkpA,Nq. Par le lemme 1.2.3, la famille pdA{kpaqqaPA
engendre le A-module Ω1

A{k. Ainsi pour toute application A-linéaire f : Ω1
A{k Ñ N ,

la commutativité du diagramme 1.3.1 (pour M “ Ω1
A{k et d “ dA{k) est équivalent à

la fomule :

@a P A, fpdA{kpaqq “ Dpaq. (1.3.2)

Ceci montre en particulier qu’il existe au plus une application linéaire f : Ω1
A{k Ñ N

satisfaisant l’équation 1.3.1.

Commençons par construire une application de Ab A vers A‘N . On considère

sur le A-module A‘N l’application A-bilinéaire définie par

ppa,mq, pb, nqq ÞÑ pab, a ¨ n` b ¨mq

Cette application munit le A-module A‘N d’une structure de A-algèbre (et donc de

k-algèbre par restriction des scalaires). Ainsi l’application k-linéaire D1 : AÑ A‘N

définie par a ÞÑ pa,Dpaqq devient, pour la structure d’anneau, un morphisme de k-

algèbres. On note i : A Ñ A ‘ N le morphisme d’inclusion donné par a ÞÑ pa, 0q.
C’est un morphisme de A-algèbres (et donc de k-algèbres). Ainsi par la propriété

universelle du produit tensoriel des k-algèbres il existe un morphisme de k-algèbres

g :“ D1 b i : A b A Ñ A ‘N qui satisfait pour tout couple d’éléments pa, bq P A2

la formule :

gpab bq “ D1paqipbq “ pab, bDpaqq.
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Pour tout élément a P A remarquons que

gpab 1´ 1b aq “ pa,Dpaqq ´ pa, 0q “ p0, Dpaqq. (1.3.3)

Puisque d’après le lemme 1.2.1 l’idéal IA est engendré par les éléments de la forme

a b 1 ´ 1 b a et que g est un morphisme de k-algèbres, on en déduit de l’équation

1.3.3 que gpI 2
Aq “ 0.

En composant avec le morphisme de projectionA‘N Ñ N le morphisme g induit

un morphisme de k-modules f : Ω1
A{k “ IA{I

2
A Ñ N . D’après l’équation 1.3.3 et

la définition de dA{k, l’application f satisfait l’équation 1.3.1. Il reste à prouver que f

est A-linéaire.

D’après le lemme 1.2.3, leA-module IA{I
2
A est engendré par pab1´1baqaPA.

D’après l’équation

a ¨ x “ pab 1q ¨ x “ p1b aq ¨ x mod I 2
A

qui décrit la structure de A-module sur IA{I
2
A, on doit seulement montrer que pour

tout a, b P A, on a

gppbb 1qpab 1´ 1b aqq “ p0, b ¨Dpaqq.

Mais on a

gppbb 1qpab 1´ 1b aqq “ gpbab 1´ bb aq
“ pba,Dpabqq ´ pba, a ¨Dpbqq

“ p0, b ¨Dpaqq

Ce qui conclut la preuve pour le couple pΩ1
A{k, dA{kq.

Montrons maintenant que le couple pΩpA, kq, δA{kq est également la dérivation

universelle. La preuve sera plus simple par construction du couple. D’après les équa-

tions 1.2.2, l’application δA{k est un élément deDkpA,ΩpA, kqq. SoitN unA-module

et D P DkpA,Nq. Par construction la famille pδA{kpaqqaPA engendre le A-module

ΩpA, kq. Ainsi pour toute application A-linéaire f : ΩpA, kq Ñ N , la commutativité

du diagramme 1.3.1 (avec M “ ΩpA, kq et d “ δA{kq) est équivalent à la propriété

@a P A, fpδA{kqpaqq “ Dpaq. (1.3.4)

Ceci montre en particulier qu’il existe au plus une telle application A-linéaire f .

L’existence de f découle de la construction de Ω1
A{k, le fait que D est un élément

de DkpA,Nq et le théorème de factorisation dans la catégorie des A-modules.
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Ce qui conclut la preuve.

Théorème 1.3.3. Soit k un anneau et A une k-algèbre. Le foncteur DkpA, ¨q est re-

présentable dans la catégorie ModA par les dérivations universelles pΩ1
A{k, dA{kq.

Pour tout A-module M , on un isomorphisme naturel de A-modules

HomModApΩ
1
A{k,Mq Ñ DkpA,Mq (1.3.5)

défini par f ÞÑ f ˝ dA{k.

Démonstration. La seule affirmation qui n’est pas comprise dans la proposition 1.3.2

est que l’application f ÞÑ f ˝ dA{R est A-linéaire, ce qui se vérifie aisément.

1.4 Dérivations de Hasse-Schmidt

Cette section est inspirée de [Voj07], à l’exception de la partie concernant la déri-

vation de Hasse-Schmidt d’adjonction qui vient de l’article dont est issu le chapitre 10

ainsi que de [BNS20].

Définition 1.4.1. Soit k un anneau, soient f : k Ñ A et k Ñ R des k-algèbres et

soit m P NY t8u. Alors une dérivation supérieure (ou dérivation de Hasse-Schmidt)

d’ordre m de A vers R sur k est une famille pD0, ¨ ¨ ¨ , Dmq où D0 : A Ñ R est un

morphisme de k-algèbres etD1, ¨ ¨ ¨ , Dm : AÑ R sont des morphismes de k-modules

tels que

1. Dipfpaqq “ 0 pour a P k et i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m

2. (Règle de Leibniz) pour x, y P A et tout k “ 0, ¨ ¨ ¨ ,m

Dkpxyq “
ÿ

i`j“k

DipxqDjpyq. (1.4.1)

Soit m P N Y t8u. Par convention, si m “ 8, on dira que Rrrtss{ptm`1q “

Rrrtss. Une dérivation de Hasse-Schmidt de A vers R d’ordre m peut également se

voir comme un morphisme de k-algèbres HS: A Ñ Rrrtss{ptm`1q. En effet, à une

famille pDiq0ďiďm vérifiant les propriétés de la définition 1.4.1, on fait correspondre

le morphisme de k-algèbre

HS: A Ñ Rrrtss{ptm`1q

a ÞÑ
řm
i“0Dipaqt

i.
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Réciproquement à un morphisme HS: AÑ Rrrtss{ptm`1q de k-algèbres (où l’on note

HSpaq “
řm
i“0 HSipaqti) on déduit une famille pDiq0ďiďm, donnée par Di “ HSi.

Ces deux constructions sont réciproques l’une de l’autre.

Lemme 1.4.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit R une k-algèbre et ∆ P

DerkpRq une k-dérivation de R. Le morphisme

expp∆tq : R Ñ Rrrtss

f ÞÑ
ÿ

iě0

∆ipfqti

i!

est un morphisme de k-algèbres.

Démonstration. La k-linéarité découle directement de la k-linéarité de la dérivation ∆.

La suite de la démonstration de ce lemme va nécessiter la règle de Leibniz généralisée :

soient f, g P R, alors

∆piqpfgq

i! “

i
ÿ

k“0

∆pkqpfq∆pi´kqpgq

k!pi´ kq!

On procède par récurrence sur i. Le résultat est clair pour i “ 0, on le suppose alors

vrai pour un certain rang i ě 0.

∆pi`1qpfgq “∆piqpf∆pgqq `∆piqpg∆pfqq

“

i
ÿ

k“0

ˆ

i

k

˙

∆pkqpfq∆pi`1´kqpgq `
i
ÿ

k“0

ˆ

i

k

˙

∆pk`1qpfq∆pi´kqpgq

“

i
ÿ

k“0

ˆ

i

k

˙

∆pkqpfq∆pi`1´kqpgq `
i`1
ÿ

k“1

ˆ

i

k ´ 1

˙

∆pkqpfq∆pi`1´kqpgq

“

i
ÿ

k“1

ˆˆ

i

k

˙

`

ˆ

i

k ´ 1

˙˙

∆pkqpfq∆pi`1´kqpgq ` f∆pi`1qpgq ` g∆pi`1qpfq

“

i`1
ÿ

k“0

ˆ

i` 1
k

˙

∆pkqpfq∆pi`1´kqpgq

Ces calculs prouvent que le résultat est vrai au rang i ` 1, donc le résultat est vrai

pour tout entier i. À l’aide de ce lemme, montrons que le morphisme expp∆tq est un
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morphisme d’anneaux. Soient f, g P R8, alors

expp∆tqpfgq “
ÿ

iě0

∆piqpfgqti

i!

“
ÿ

iě0

i
ÿ

k“0

∆pkqpfq∆pi´kqpgq

k!pi´ kq! ti

“ expp∆tqpfq ¨ expp∆tqpgq

Pour toute k-algèbre R et pour tout m P N Y t8u, on peut définir le foncteur qui

va de la catégorie des k-algèbres Algk dans la catégorie des ensembles Ens

R ÞÑ HomAlgkpA,Rrrtss{pt
m`1qq.

Ce foncteur est représentable et nous renvoyons aux notes de VOJTA [Voj07] pour les

démonstrations des propriétés que nous allons énoncer.

Définition 1.4.3. Soit k un anneau, f : k Ñ A un morphisme de A-algèbres et m P

N Y t8u. On définit une A-algèbre HSmA{k comme le quotient de l’algèbre de poly-

nômes ArxpiqsxPA,i“1,¨¨¨ ,m par l’idéal I engendré par l’union des ensembles :

tpx` yqpiq ´ xpiq ´ ypiq : x, y P A, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,mu (1.4.2)

tfpaqpiq : a P k, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,mu (1.4.3)

tpxyqpkq ´
ÿ

i`j“k

xpiqypjq : x, y P A, k “ 0, ¨ ¨ ¨ ,mu (1.4.4)

où l’on confond xp0q avec x, pour x P A (et que l’on interprète i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m comme

i P Zą0 lorsque m “ 8 par l’abus de notation usuel). On appelle HSmA{k la m-ième

k-algèbre universelle de A .

On définit de plus la dérivation universelle pd0, ¨ ¨ ¨ , dmq deA dans HSmA{k comme

dipxq “ xpiq mod I . Comme on l’a remarqué précédemment cette dérivation corres-

pond à la donnée d’un morphisme de k-algèbres HSuniv
m : A Ñ HSmA{krrtss{ptm`1q,

définie par x ÞÑ
řm
i“0 x

piqti mod I .

L’objet ainsi produit HSmA{k est une A-algèbre

s : A
HSuniv

m // HSmA{krrtss{ptm`1q
tÞÑ0 // HSmA{k

qui peut aussi être vue comme une k-algèbre via f . C’est également une A (ou k)-
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algèbre graduée par le poids, où le poids de dix est i. Par exemple, on a HS0
A{k “ A

et HS1
A{k “ ‘dě0SdΩA{k.

Remarque 1.4.4. Pour 0 ď i ď j ď 8, on a des morphismes de A-algèbres graduées

fij : HSiA{k Ñ HSjA{k. Pour 0 ď i ď j ď k ď 8, ils satisfont fik “ fjk ˝ fij , et

fii “ idHSi
A{k

. On a ainsi un système inductif et HS8A{k “ lim
ÝÑm

HSmA{k

Proposition 1.4.5. Soient k Ñ A et k Ñ R deux k-algèbres et soit m P N Y t8u.

Étant donné un morphisme de k-algèbres ψ : A Ñ Rrrtss{ptm`1q, il existe un unique

morphismeϕ : HSmA{k Ñ R, qui induit un morphisme de k-algèbres ϕ̃ : HSmA{krrtss{ptm`1q Ñ

Rrrtss{ptm`1q tel que le diagramme suivant commute

A
ψ //

HSuniv
m

��

Rrrtss{ptm`1q

HSmA{krrtss{ptm`1q

ϕ̃

66

En particulier le couple pHSmA{k,HSuniv
m q représente le foncteur

R ÞÑ HomAlgkpA,Rrrtss{pt
m`1qq.

Notation. Dans la suite, pour simplifier les notations, on se permettra de noter HSA{k
pour HS8A{k.

Par ailleurs, pour toute k-algèbre R, on notera

εpRq : HomAlgkpA,Rrrtssq Ñ HomAlgkpHSA{k, Rq

On introduit maintenant un nouvel objet, la dérivation de Hasse-Schmidt d’adjonc-

tion HSad qui sera utile au chapitre 10. Pour cela, considérons le morphisme ϕ défini

comme la composée des morphismes suivants

ϕ : A HSuniv
// HSA{krrtss

tÞÑt`u// HSA{krrtssrruss.

Par la propriété universelle, on déduit de ϕ : A Ñ HSA{krrtssrruss un morphisme de

k-algèbres HSad : HSA{k Ñ HSA{krrtss que l’on appelle dérivation d’adjonction .

Remarque 1.4.6. Comme il l’a été signalé par un referee anonyme à propos de l’article

dont est issu la partie 10, la dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction peut-être vu

comme un exemple de prolongation, une notion qui apparaît fréquemment dans l’étude

des espaces de jet en géométrie différentielle. Un exemple typique est le relèvement

d’une courbe lisse sur une variété à un espace de jet ou d’arc sur cette même variété
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(voir par exemple [Dem97, §4]). En suivant ce point de vue, la dérivation de Hasse-

Schmidt d’adjonction est une prolongation de l’arc universel.

Proposition 1.4.7. Avec les notations précédentes, le diagramme suivant est commu-

tatif

HSA{k
HSad

// HSA{krrtss

A

s

OO

HSuniv

88

Démonstration. On a défini un morphisme HSad : HSA{k Ñ HSA{krrtss. Par ailleurs,

d’après la propriété universelle de HSA{k, le diagramme suivant est commutatif

HompA,HSA{krrtssq
εpHSA{kq //

HSadrrtss˝
��

HompHSA{k,HSA{kq

HSad˝
��

HompA,HSA{krrtssrrussq
εpHSA{krrtssq // HompHSA{k,HSA{krrtssq

On considère le devenir de HSuniv P HompA,HSA{krrtssq par ce diagramme, on

obtient que

HSad ˝ εpHSA{kqpHSunivq “ εpHSA{krrtssqpHSadrrtss ˝HSunivq

Cependant, par construction εpHSA{kqpHSunivq “ idHSA{k et εpHSA{krrtssqpϕq “
HSad. En particulier, on en déduit que

εpHSA{krrtssqpϕq “ εpHSA{krrtssqpHSadrrtss ˝HSunivq

soit encore que

ϕ “ HSadrrtss ˝HSuniv.

Par ailleurs, la composée des morphismes suivants

A
HSuniv

// HSA{krrtss
tÞÑt`u// HSA{krrtssrruss

tÞÑ0 // HSA{krruss

est égale à HSuniv, et la composée de

A
HSuniv

// HSA{krrtss
HSadrrtss// HSA{krrtssrruss

tÞÑ0 // HSA{krruss

est égale à la composée de

A
HSuniv

// HSA{krrtss
tÞÑ0 // HSA{k

HSad
// HSA{krruss.
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Ainsi

HSuniv “ pt ÞÑ 0q ˝ ϕ “ pt ÞÑ 0q ˝HSadrrtss ˝HSuniv “ HSad ˝ s

ce qui est bien la commutativité du diagramme désirée.

Proposition 1.4.8. Pour a P A, si l’on note HSadpaq “
ř

iě0 HSad
i paqt

i alors HSad
0 “

idHSA{k .

Démonstration. La preuve est du même type que précédemment, il s’agit de considé-

rer le bon diagramme. Si l’on s’intéresse au devenir de ϕ P HompA,HSA{krrtssrrussq
dans le diagramme

HompA,HSA{krrtssrrussq
εpHSA{krrtssq //

ptÞÑ0q˝
��

HompHSA{k,HSA{krrtssq

ptÞÑ0q˝
��

HompA,HSA{krrussq
εpHSA{kq // HompHSA{k,HSA{kq

on en déduit que

pt ÞÑ 0q ˝ εpHSA{krrtssqpϕq “ εpHSA{kqppt ÞÑ 0q ˝ ϕq.

Or, par définition, on a εpHSA{krrtssqpϕq “ HSad, pt ÞÑ 0q ˝ ϕ “ HSuniv. et

εpHSA{kqpHSunivq “ idHSA{k . Ainsi

HSad
0 “ pt ÞÑ 0q ˝HSad “ idHSA{k

Définition 1.4.9. Soit k un anneau et A une k-algèbre. On suppose que A est muni

d’une dérivation de Hasse-Schmidt d’ordre infini au dessus de k (ce qui correspond à

la donnée d’un morphisme d’anneau HS: A Ñ Arrtss). On suppose que HS0 “ idA.

Soit I un idéal de A.

1. On dit que I est un HS-idéal , si pour tout a P A, on a HSpaq P Irrtss.

2. Soit E un sous-ensemble de A. On appelle HS-idéal engendré par E et on note

rEsHS l’intersection de tous les HS-idéaux de A contenant E.
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CHAPITRE 2

ALGÈBRE DIFFÉRENTIELLE

Dans ce chapitre, nous introduisons les fondamentaux de l’algèbre différentielle et

quelques résultats s’inscrivant dans l’approche de J. F. RITT et E. KOLCHIN de l’étude

algébrique des équations différentielles polynomiales. L’idée de ce point de vue est de

considérer la donnée d’un anneau (ou d’une algèbre) munie d’une dérivation (cf. dé-

finition 1.1). Cet ajout de structure permet d’obtenir différents résultats (algébrique)

de structure, applicables à la fois à l’étude qualitative des équations différentielles et

à la mise d’algorithmes de résolution. Après un survol des notions de base dans la

section 2.1, nous établirons un lien entre la structure algébrique et différentielle dans

la section 2.2 à travers des foncteurs d’adjonctions. Ces adjonctions seront utiles lors-

qu’il s’agira de faire le lien entre le schéma des arcs et le schéma des arcs différentiels

dans le chapitre VI. Nous présentons ensuite quelques résultats fondamentaux de l’ap-

proche rittienne, dont le théorème de la base de Ritt-Raudenbush (théorème 2.4.5), le

théorème d’irréductibilité de Kolchin (théorème 2.4.8) ou le théorème des petites puis-

sances (théorème 2.7.3), plus connu sous le nom de « low power theorem », qui seront

utiles dans nos chapitres suivants.

Nous avons principalement utilisé pour cette présentation les sources suivantes [Kol73 ;

Rit50 ; Kap76].

2.1 Le formalisme de base de l’algèbre différentielle

Définition 2.1.1. Un anneau différentiel pR,Dq est la donnée d’un anneau commutatif

unitaire R ainsi que d’un ensemble D “ tδ1, . . . , δmu formé de m ě 1 dérivations

qui commutent deux à deux. Autrement dit, pour tout couple d’éléments pa, bq P R2

et tout couple de dérivations pδ, δ1q P D, on a les propriétés suivantes :

1. δpa` bq “ δpaq ` δpbq ;

2. δpabq “ aδpbq ` bδpaq ;

3. pδδ1qpaq “ δpδ1paqq “ δ1pδpaqq “ pδ1δqpaq.
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On note Θ le monoïde libre engendré par D. Si J “ pj1, . . . , jmq est un élément du

monoïde Změ0 “ pZmě0,`, 0q, on note ΘpJq “ δj11 ¨ ¨ ¨ δ
jm
m l’opérateur dérivé défini par

J . Si a est un élément de R, alors ΘpJqa est un élément de R obtenu en appliquant

l’opérateur dérivé ΘpJq sur a. On peut aussi le noter a
t
j1
1 ¨¨¨t

jm
m

ou atΘpJq . Cet élément

sera appelé dérivée de a. L’ordre de ΘpJq est l’entier
řm
i“1 ji.

L’exemple fondamental que nous utiliserons dans la plupart des chapitres suivant

est le cas d’un anneau R muni d’une unique dérivation δ, c’est-à-dire D “ tδu. C’est

l’exemple le plus simple de ce qu’on appelle anneau différentiel (non trivial).

Exemple 2.1.2. 1. Un anneau R peut être vu comme un anneau différentiel en

le munissant de la dérivation nulle. On note alors pR, 0q l’anneau différentiel

correspondant.

2. Soit R un anneau de caractéristique nulle, alors RrrT ss est naturellement muni

d’une dérivation BT définie par : BT paq “ 0 pour a P R et BT pT q “ 1. Si,

de plus, R est une k-algèbre, alors pRrrT ss, BT q est naturellement une pk, 0q-
algèbre différentielle.

3. Soit E un ensemble non vide. Si k est un corps et n un entier naturel, on définit

l’anneau différentiel ktXe, e P Eu comme l’anneau des polynômes

krXe,j , e P E j P Ns.

muni de la k-dérivation ∆pxi,jq “ xi,j`1. On appelle pktXe, e P Eu,∆q l’an-

neau des polynômes différentiels en les variables Xe, et ses éléments sont appe-

lés des polynômes différentiels. (Cf. section 2.2).

4. Soit k un corps. L’anneau des polynômes krx1, . . . , xns muni de l’ensemble

D “ tBx1 , . . . , Bxnu définit un anneau différentiel.

5. Soit k un corps. L’anneau des séries formelles krrx1, . . . , xnss muni de l’en-

semble D “ tBx1 , . . . , Bxnu définit un anneau différentiel.

Soient pR1, D1q et pR2, D2q deux anneaux différentiels tel que le cardinal de D1 et

D2 soient finis et égaux. On suppose que D1 “ pδ1, ¨ ¨ ¨ , δnq et D2 “ pd1, ¨ ¨ ¨ , dnq.

Un morphisme d’anneaux ϕ : R1 Ñ R2 est appelé morphisme d’anneaux différentiels

si, pour tout élément a P R1 et tout élément δi P D1, la formule suivante est vérifiée :

ϕpδipaqq “ dipϕpaqq.
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Cette égalité est également décrite par la commutativité du diagramme suivant :

R1
ϕ //

δi
��

R2

di
��

R1 ϕ
// R2

Si un anneau différentiel pR2, D2q est muni d’un morphisme d’anneaux différentiels

ϕ : R1 Ñ R2, on dira que pR2, D2q est une pR1, D1q-algèbre différentielle . Si pk,D0q

est un anneau différentiel et pR1, D1q, pR2, D2q deux pk,D0q-algèbres différentielles,

un morphisme d’anneaux différentiels ϕ : R1 Ñ R2 est un morphisme de pk,D0q-

algèbres différentielles si ϕ est un morphisme de k-algèbres pour les structures sous-

jacentes. On note Algdiff pk,D0q la catégorie des pk,D0q algèbres différentielles.

Exemple 2.1.3. Soit k un anneau, considéré comme anneau différentiel trivial. La

construction ktXe, e P Eu de l’exemple 2.1.2 munit l’anneau ktXe, e P Eu d’une

structure de k-algèbre différentielle. Soit f : krXe, e P Es Ñ krYe1 , e
1 P E1s un

morphisme de k-algèbres. On construit un morphisme de k-algèbres différentielles

de l’anneau pktXe, e P Eu,∆q des polynômes différentiels en les Xe dans l’anneau

pktYe1 , e
1 P E1u,∆1q des polynômes différentiels en les Ye1 en assignant à chaque

variable Xe,j le polynôme différentiel ∆1jpfpXeqq.

En particulier si pR1, D1q et pR2, D2q sont deux anneaux différentiels tels queD1 “

tδ1u, D2 “ tδ2u sont des singletons, alors les définitions précédentes nous donnent

qu’un morphisme d’anneaux ϕ : R1 Ñ R2 est un morphisme d’anneaux différentiels

si, pour tout a P R1 on a la formule suivante :

ϕpδ1paqq “ δ2pϕpaqq.

Comme précédemment ceci induit, dans ce cas, la notion d’algèbre différentielles et

de morphisme d’algèbres différentielles. Pour ne pas alourdir les notations, dans le

cas de l’anneau différentiel k trivial, on parlera de k-algèbre différentielle plutôt que

de pk, 0q-algèbre différentielle. Si k est l’anneau différentiel trivial, notons que la dé-

rivation ∆ associée à une k-algèbre différentielle pR,∆q est automatiquement une

k-dérivation de R.

Notation. Si pR, δq est un anneau différentiel et a P R, on note δ0paq “ a, et pour

i ě 1, on définit par récurrence, δipaq “ δpδi´1paqq.

Soit pR,Dq un anneau différentiel. Soit I un idéal de R. On dit que I est un idéal

différentiel de R si, pour tout élément a de I , on a δpaq P I pour tout δ P D. On dit
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qu’un idéal différentiel I est parfait ou réduit si, pour tout a P R, on a a P I si et

seulement si il existe un entier n P N˚ tel que an P I . Étant donné un sous-ensemble

E de R, on définit rEs comme étant l’intersection de tous les idéaux différentiels

contenant E. L’idéal rEs est alors le plus petit idéal différentiel contenant E (au sens

de l’inclusion) et on l’appelle l’idéal différentiel engendré par E.

Évidemment, du point de vue ensembliste, l’idéal rEs coïncide avec l’idéal de

l’anneau R engendré par ΘpJqE pour tout ΘpJq P Θ. Le radical (différentiel) de

l’idéal différentiel I se définit comme l’intersection de tous les idéaux parfaits qui

contiennent I . C’est le plus petit idéal différentiel parfait contenant I ; on le note tIu.

En général, cette notion diffère de la notion usuelle de « radical » en algèbre commu-

tative (cf. exemple 2.1.6). Si R contient Q, alors le radical différentiel de I coïncide

avec le radical algébrique de l’idéal algébrique sous-jacent à I . Autrement dit,

tIu “ ta P R | Dn P N, an P Iu “:
?
I,

et cet idéal est différentiel. Si E est un sous-ensemble de R, on définit l’idéal parfait

engendré par E par la formule tEu “ trEsu.

Exemple 2.1.4. Soit k un corps. Soient KrrX1, . . . , Xnss l’anneau des séries for-

melles surK en lesXi etD “ tBX1 , . . . , BXnu. L’idéal p0q est l’unique idéal différen-

tiel propre de pKrrX1, . . . , Xnss, Dq. En effet, tout idéal différentiel I non nul de cet

anneau contient une série formelle non nulle. Ou bien cette série formelle est inver-

sible, ou bien elle le devient après application d’un opérateur différentiel Bi1X1
. . . BinXn

bien choisi.

Exemple 2.1.5. Soit f un polynôme différentiel de pktx0, ¨ ¨ ¨ , xnu,∆q. Alors l’idéal

différentiel engendré par f est décrit comme étant l’idéal algébrique engendré par

p∆ipfqqiPN.

Exemple 2.1.6. Nous donnons ici un exemple d’idéal différentiel dont la racine au

sens algébrique ne coïncide pas avec la notion de racine différentielle. Considérons

l’anneau R “ F2rXs{pX
2q muni de la F2-dérivation B définie par Bpxq “ 1 (ici x

désigne la classe de X dans R). Soit I “ r0s. Le radical algébrique de I est l’idéal

maximal de R (engendré par x) ; mais cet idéal n’est pas différentiel. Sinon, il coïnci-

derait avec R. Le radical différentiel de I est R.

Soient pR,Dq un anneau différentiel et I un idéal différentiel de R. Soit δ P D.

Si deux éléments a, b P R sont congrus modulo I , leurs dérivées δpaq, δpbq sont en-

core congrues modulo I . Ceci permet de définir sur l’anneau quotient R{I , muni de

l’ensemble des dérivations D, une unique structure d’anneau différentiel rendant le
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morphisme quotient différentiel. Quelques conséquences se déduisent de cette obser-

vation. La première est que tout idéal différentiel d’un anneau différentiel R se réalise

comme le noyau d’un morphisme différentiel défini surR ; la seconde est que la corres-

pondance bijective entre idéaux de R et idéaux de l’anneau R{I , induit par restriction

aux idéaux différentiels, une correspondance bijective.

Soit pR,Dq un anneau différentiel. Soit S une partie multiplicative (non vide) de R.

Soit δ P D. Pour tout a, b P R et s, t P S, l’égalité (dans S´1R)

sδpaq ´ aδpsq

s2 “
tδpbq ´ bδptq

t2

permet de munir pS´1R,Dq d’une structure d’anneau différentiel rendant le mor-

phisme de localisation RÑ S´1R différentiel.

2.2 Les adjoints du foncteur d’oubli

Soit k un anneau, considéré le cas échéant comme un anneau différentiel trivial.

Dans cette section, nous supposons que k est une Q-algèbre. Les k-algèbres diffé-

rentielles de cette section, sauf mention contraire explicite, sont munies d’une unique

dérivation.

On dispose d’un foncteur naturel de la catégorie des k-algèbres différentielles Algdiffk

vers la catégorie des k-algèbres Algk qui consiste à oublier la structure différentielle

For: Algdiffk Ñ Algk
pR, δq ÞÑ R.

2.2.1 Adjoint à droite

Soit

p q8 : Algk Ñ Algdiffk

A ÞÑ pArrT ss, BT q

f P HompA,Bq ÞÑ p
ř

iPN aiT
i ÞÑ

ř

iPN fpaiqT
iq

le foncteur défini de la catégorie des k-algèbres dans celle des k-algèbres différen-

tielles.

Proposition 2.2.1. Soit k un corps de caractéristique zéro. Le foncteur d’oubli For: Algdiffk Ñ

Algk possède un adjoint à droite ; cet adjoint est le foncteur p q8. Autrement dit, pour

47



Partie I, Chapitre 2 – Algèbre différentielle

toute k-algèbre différentielle pR, δq et toute k-algèbre A, il existe une bijection natu-

relle

HomAlgdiffkppR, δq, A
8q Ñ HomAlgkpForpR, δq, Aq

fonctorielle en A et pR, δq.

Démonstration. Soit pA, δAq une R-algèbre différentielle et B une R-algèbre. On

définit un morphisme de R-algèbres par ev0 : BrrT ss Ñ B, T ÞÑ 0 et un mor-

phisme d’algèbres différentielles R-linéaire par expA : pA, δAq Ñ pArrT ss, BT q, a ÞÑ
ř

iě0
δiApaq
i! T i.

On définit deux applications

ϕ : Homδ
RppA, δAq, pBrrT ss, BT qq Ñ HomRpForpA, δAq, Bq

f ÞÑ ev0 ˝ f

et
ψ : HomRpForpA, δAq, Bq Ñ Homδ

RppA, δAq, pBrrT ss, BT qq

g ÞÑ g̃ : a ÞÑ
ř

iě0
gpδiApaqq

i! T i

Remarque 2.2.2. Notons que pour la définition des diverses applications ci-dessus il

est essentiel que que k soit de caractéristique nulle pour que la division par i! fasse

sens.

On remarque pour tout élément a P A, on a bien g̃pδApaqq “ BT pg̃paqq. Mon-

trons que ϕ et ψ sont des applications inverses l’une de l’autre. Soit g : A Ñ B un

morphisme de R-algèbres. Soit a P A

ϕpψpgqqpaq “ ev0 ˝ ψpgqpaq

“ ev0p
ÿ

iě0

gpδiApaqq

i! T iq

“ gpaq

Soit f : pA, δAq Ñ pBrrT ss, BT q un morphisme deR-algèbres différentielles, et a P A.

On note fpaq “
ř

iě0 aiT
i. Comme f est un morphisme d’algèbres différentielles
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alors fp∆i
Apaqqq “ B

piq
T pfpaqq.

ψpϕpfqqpaq “
ÿ

iě0

ev0rfpδ
i
Apaqqs

i! T i

“
ÿ

iě0

ev0rB
piq
T pfpaqqs

i! T i

“
ÿ

iě0

i!ai
i! T

i

“ fpaq

Ainsi pour tout pA, δAq P Algdiffk et B P Algk, on a un isomorphisme

HomRpFpA, δAq, Bq » Homδ
RppA, δAq, pBrrT ss, BT qq

qui est fonctoriel en A et en B de manière évidente. Ce qui prouve le résultat.

2.2.2 Adjoint à gauche

Soit A une k-algèbre. Le choix d’un système de générateurs et relations de cette

algèbre définit un isomorphisme de k-algèbres A “ RrpXeqePEs{I . À partir de cette

remarque, on construit le foncteur

p q8 : Algk Ñ Algdiffk

A “ RrpXeqePEs{I ÞÑ A8 :“ pRtXeqePEu{rIs,∆q
f P HompA,Bq ÞÑ f8 : xe,i ÞÑ ∆ipfpxeqq

de la catégorie des k-algèbres dans celle des k-algèbres différentielles. (Cf. exemples

2.1.2 et 2.1.3.) Les éléments xe sont ici les images des variables Xe dans A. La défi-

nition de A8 ne dépend en particulier pas du choix de la présentation.

Proposition 2.2.3. Le foncteur d’oubli For possède un adjoint à gauche ; ce foncteur

adjoint est p q8. Autrement dit, pour toute k-algèbre différentielle pB, δBq et toute

k-algèbre A, il existe une bijection naturelle

HomAlgdiffkpA8,∆q, pB, δBqq Ñ HomAlgkpA,ForpB,∆Bqq

fonctorielle en A et pB, δBq.

Démonstration. Soit A “ krpXeqePEs{I une k-algèbre et pB,∆Bq une k-algèbre dif-
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férentielle. On définit deux applications :

ϕ : HomAlgdiffkppktpXeqePEu{rIs,∆q, pB, δBqq Ñ HomAlgkpkrpXeqePEs{I,ForpB, δBqq
f ÞÑ Xe ÞÑ fpXe,0q

et

ψ : HomAlgkpkrpXeqePEs{I,ForpB, δBqq Ñ HomAlgdiffkppktpXeqePEu{rIs,∆q, pB,∆Bqq

g ÞÑ Xe,i ÞÑ δ
piq
B pgpXeqq

On remarque que ψpgqp∆pXe,iqq “ ψpgqpXe,i`1q “ δBpψpgqpXe,iqq.

Montrons que ϕ et ψ sont des applications inverses l’une de l’autre. Soit

g : krpXeqePEs{I Ñ ForpB, δBq,

et e P E :

ϕpψpgqqpXeq “ ψpgqpXe,0q

“ gpXeq

Soit maintenant f : pktpXeqePEu{rIs Ñ ∆q, pB, δBq et pe, iq P E ˆN.

ψpϕpfqqpXe,iq “ ∆piq
B pϕpfqpXeqq

“ ∆i
BpfpXe,0qq

“ fp∆ipXe,0qq “ fpXe,iq

Ainsi, pour tout A P Algk et pB, δBq P Algdiffk, on a une bijection

HomAlgkpA,ForpB, δBqq » HomAlgdiffkppA8,∆q, pB, δBqq

fonctoriel en A et en B.

2.3 Adjonction d’indéterminées différentielles dans le cas d’une
famille de dérivations

Dans cette sous-section, nous allons généraliser l’exemple 2.1.2 au cas d’un anneau

différentiel muni d’une famille D de dérivations. Commençons par définir quelques

notions utiles. La présentation s’appuie sur [Kol99, Théorème de la base finie, p60/61].
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Soit pR,Dq un anneau différentiel. Soit pS,Dq une pR,Dq-algèbre différentielle.

Soit E un ensemble non vide et pxeqePE une famille d’éléments de S. Le sous-anneau

de S engendré parR et les dérivés des xe, c’est-à-dire les éléments ΘpJqpxeq, pour tout

sous-ensemble fini J de Nm et tout élément e de E, est un sous-anneau différentiel

de S. Si la famille pΘpJqxeqJPNm,ePE est algébriquement indépendante sur R, on

dit que les xe sont des indéterminées différentielles et que l’anneau différentiel ainsi

obtenu par adjonction de ces indéterminées différentielles est l’anneau des polynômes

différentiels en les xe à coefficients dans R. On le note Rtxe, e P Eu.

Dans le cas où E “ t1, . . . , nu, on observe que Θ agit sur les indéterminées dif-

férentielles tx1, . . . , xnu, donnant un ensemble infini de dérivées qui sont notées xi,J
avec 1 ď i ď n and J P Změ0. Étant donné 1 ď k ď m et une dérivée xi,J l’action

de δk sur xi,J est défini par δkpxi,Jq “ xi,J`ek où ek est le vecteur dont la k-ième

coordonnée est 1 et toutes les autres sont nulles. On note Rtx1, . . . , xnu (ou Rm)

l’anneau des polynômes différentiels à coefficients dans R, dont les variables sont les

dérivées. Plus formellement, l’anneau Rtx1, . . . , xnu consiste en toutes les combinai-

sons R-linéaires de monômes différentiels, où un monôme différentiel en n variables

indépendantes et d’ordre inférieur ou égal à r est une expression de la forme

EM :“
ź

1ďiďn
||J ||8ďr

x
Mi,J

i,J “
ź

i,J

x
Mi,J

i,J , (2.3.1)

où J “ pj1, . . . , jmq P Změ0, ||J ||8 :“ maxitjiu “ maxpJq et M “ pMi,Jq P

pZě0q
nˆpr`1qm . Le couple pRtx1, . . . , xnu, Dq est l’anneau de polynômes différen-

tiels en les xi à coefficients dans R.

Un polynôme différentiel P P Rtx1, . . . , xnu induit une application de Rn vers R

donné par
P : Rn Ñ R

pϕ1, . . . , ϕnq ÞÑ P |xi,J“pϕiqtΘpJq
,

où P |xi,J“pϕiqtΘpJq
est l’élément de R obtenu en substituant les variables xi,J par

pϕiqtΘpJq .

Un zéro ou solution d’un polynôme différentiel P P Rtx1, . . . , xnu est un n-uplet

ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq P R
n tel que P pϕq “ 0. Un n-uplet ϕ P Rn est une solution d’un

système de polynômes différentiels Σ Ď Rtx1, . . . , xnu si c’est une solution de tout

élément de Σ. On note SolpΣq l’ensemble des solutions du système Σ.
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2.4 Le théorème de la base finie de Ritt-Raudenbusch et ses
conséquences dans l’étude des équations différentielles
polynomiales

Cette section s’appuie sur [Rit50 ; Kol99, Théorème de la base finie, p60/61] qui est,

à notre connaissance, la version la plus générale du théorème de la base finie.

Soit R un anneau. Soit C un ensemble d’idéaux de R. On dit que C est un système

conservatif de R si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’intersection arbitraire d’éléments de C est un élément de C.

2. La réunion d’un ensemble totalement ordonné non vide d’éléments de C est un

élément de C.

3. Soient I P C, h P R. La saturation de h dans I , c’est-à-dire l’idéal pI : h8q :“
YnPNpI : hnq “ tg P R | Dn P N s.t. hng P Iu, appartient à C.

On dit qu’un système conservatif est parfait si tous les idéaux qui le composent sont

parfaits.

Exemple 2.4.1. L’ensemble de tous les idéaux de R est un système conservatif. L’en-

semble des idéaux parfaits de R est un système conservatif parfait.

Soit C un système conservatif de R. Soit I un élément de C. On dit que I possède

une C-base Φ, s’il existe une partie non vide finie Φ de R tel que I coïncide avec

l’intersection de tous les éléments de C contenant Φ. Pour tout système conservatif C

de R, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. Chaque élément possède une C-base.

2. Chaque partie non vide de C possède un élément maximal.

Définition 2.4.2. Un système conservatif C de R qui est parfait et qui vérifie l’une des

deux conditions équivalentes ci-dessus est appelé système conservatif rittien.

Définition 2.4.3. Un anneau différentiel dans lequel l’ensemble des idéaux parfaits

forme un système conservatif rittien est appelé anneau rittien.

Le formalisme précédent permet d’obtenir des résultats essentiels dans l’étude des

idéaux différentiels parfaits.

Théorème 2.4.4. Si C est un système conservatif rittien d’un anneauR, tout idéal de C

est l’intersection d’un ensemble fini d’idéaux premiers dans C dont aucun ne contient

un autre. Cet ensemble fini d’idéaux premiers est unique.
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En particulier, le théorème 2.4.4 assure que la décomposition irréductible de tout

idéal parfait d’un anneau différentiel rittien est obtenue par l’intersection d’un nombre

fini d’idéaux premiers différentiels.

Le théorème suivant est souvent appelé théorème de la base (cf. [Kol99, §9, Théo-

rème de la base finie, p60/61] pour des versions plus générales.

Théorème 2.4.5 (Théorème de la base). Soit R un anneau différentiel rittien. Alors

l’anneau des poynômes différentiels RtX1, . . . , Xnu est rittien.

Exemple 2.4.6. Soit K un corps de caractéristique zéro. Il découle du théorème 2.4.5

que KtX1, . . . , Xnu est rittien. Ainsi, tout idéal parfait de KtX1, . . . , Xnu s’écrit

comme une intersection finie d’idéaux différentiels premiers et possède une base.

Nous pouvons spécialiser le théorème précédent de la manière suivante. Nous uti-

liserons la proposition 2.4.7 dans les chapitres suivants. Soit K un corps de caractéris-

tique zéro. Étant donné deux entiers m,n ě 1 on note Rm l’anneau différentiel

pKrrt1, . . . , tmss, Dq,

où D “ t B
Bt1
, . . . , B

Btm
u et Rm,n l’anneau différentiel Rmtx1, . . . , xnu. Remarquons

que l’anneau différentielRm est rittien, car il ne contient que deux idéaux différentiels

parfaits (à savoir Rm et 0). On a la proposition suivante :

Proposition 2.4.7. Soit Σ Ď Rm,n un système fini ou infini de polynômes différentiels.

Alors il existe un ensemble fini Φ de Σ tel que

SolpΣq “ SolpΦq.

Démonstration. Comme les solutions de Σ coïncident avec les solutions de l’idéal par-

fait tΣu en vertu de la définition (voir section 2.3), on est ramené à prouver l’existence

de Φ tel que SolptΣuq “ SolpΦq. Le théorème 2.4.5 assure l’existence d’une base Φ
pour l’idéal parfait tΣu relativement au système conservatif rittien de Rm,n formé par

ses idéaux parfaits. Ceci implique en particulier que Φ Ă tΣu ; donc tΦu Ă tΣu
et SolpΣq Ă SolpΦq. Comme par ailleurs tΦu est un idéal différentiel premier

qui contient Φ, c’est un élément de l’intersection avec laquelle coïncide tΣu. Donc

tΣu Ă tΦu. On en conclut que SolpΣq “ SolpΦq.

Soit K un corps de caractéristique 0. Tout idéal I de l’anneau des polynômes

(algébriques) KrX1, . . . , Xns peut définir un idéal différentiel parfait de l’anneau
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KtX1, . . . , Xnu en considérant le radical de l’idéal différentiel engendré par I . Dans

ce cas particulier, le théorème 2.4.4 peut s’exprimer d’une manière plus précise. Le

théorème suivant est connu sous le nom de théorème d’irréductibilité de Kolchin :

Théorème 2.4.8 (Théorème d’irréductibilité de Kolchin). Soit K un corps de carac-

téristique 0. Soit I un idéal premier de KrX1, . . . , Xns. Alors l’idéal tIu est un idéal

différentiel premier.

Ce théorème est faux en caractéristique positive.

Exemple 2.4.9. Soit I “ xx2 ´ y2zy un idéal de F2rx, y, zs. Cet idéal est premier car

le polynôme x2´y2z est irréductible. En effet, s’il n’était pas irréductible, il existerait

des polynômes P,A,B P F2rx, y, zs avec P non inversible, tels que

x2 ´ y2z “ P px, yqpApx, yq ` zBpx, yq

“ P px, yqApx, yq ` zP px, yqBpx, yq.

Puisque P px, yq n’est pas inversible, alors en identifiant les coefficients (en z), on a

que x divise P px, yq et y2 “ P px, yqBpx, yq, ce qui est impossible.

Considérons maintenant l’idéal différentiel parfait, que l’on note tIu, engendré par

x2
0 ´ y

2
0z0 dans F2tx, y, zu. Comme on est en caractéristique 2, on a ∆px2

0 ´ y
2
0z0q “

´z1y
2
0 . Si tIu est premier alors y0 P tIu ou z1 P tIu.

On rappelle que si J est un idéal de F2tx, y, zu, on peut voir un élément de J

comme une équation différentielle sur F2 en les fonctions inconnues x, y et z dont on

peut chercher les solutions sous forme de séries formelles. On définit

SolF2pJq “ tpxptq, yptq, zptqq P F2rrtss
3 | @f P J, fpxptq, yptq, zptqq “ 0u.

Si y0 P tIu, alors SolF2ptIuq Ă SolF2py0q. Or

SolF2py0q “ tpxptq, 0, zptqq | pxptq, zptqq P F2rrtss
2u.

Cependant p1, 1, 1q P SolF2ptIuq mais n’est pas dans SolF2py0q.

Si z1 P tIu alors SolF2ptIuq Ă SolF2pz1q. Or

SolF2pz1q “ tpxptq, a, yptqq | pxptq, zptqq P F2rrtss
2, a P F2u.

Cependant pt2, t, t2q P SolF2ptIuq mais n’est pas dans SolF2pz1q.

Ainsi ni y0, ni z1 ne sont dans tIu et donc cet idéal n’est pas premier.

Notons également que le théorème d’irréductibilité de Kolchin induit que, si I est

un idéal parfait de KrX1, . . . , Xns et si I “ Xsj“1Ij est la décomposition irréductible
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de I , alors Xsj“1tIju est la décomposition irréductible de I .

2.5 Sur les polynômes différentiels sur un corps

Cette section s’appuie sur [Rit50, p. I]. Elle présente des définitions intervenant

dans l’énoncé des théorèmes des sections suivantes.

SoitK un corps de caractéristique 0. SoitKtX1, ¨ ¨ ¨ , Xnu l’anneau des polynômes

différentiels à n variables. On suppose que l’ensemble des dérivations sur cet anneau

se limite à une seule, notée δ, qui agit sur les variables de la manière présentée dans la

section 2.3, à savoir que, pour tout entiers i P t1, nu et j P N, on a δpXi,jq “ Xi,j`1.

En particulier, pour tout entier i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu la j-eme dérivée de Xi se note Xi,j

On suppose qu’un ordre (au sens d’une relation d’ordre, que l’on appelle aussi ran-

king ) est fixé sur les variables X1, ¨ ¨ ¨ , Xn. En général on supposera que X1 ă X2 ă

¨ ¨ ¨ ă Xn On appelle classe d’un polynôme différentiel F P KtX1, . . . , Xnu, le plus

grand i (relativement au ranking) tel qu’il existe j tel que Xi,j apparaît effectivement

dans l’écriture de F . Si F est un polynôme différentiel et i un entier, on appelle ordre

de F par rapport à yi le plus grand j tel queXi,j apparaît effectivement dans l’écriture

de F . Si F est de classe i et d’ordre j par rapport à yi, le séparant de F , noté SF est

la dérivée partielle de F par rapport à yi,j , à savoir SF “ BF
Byi,j

.

Exemple 2.5.1. Si l’anneau de polynômes différentiels est RtX1, X2u et si F “

X1,2X2,1 ` X2
2,2 ` X2,2X1,5 ` 6, alors la classe de F est 2 et son ordre est 2 par

rapport à X2 et 5 par rapport à X1. Le séparant de F est

SF “
BF

BX2,2
“ 2X2,2 `X1,5.

Lorsqu’il n’y aura qu’une seule variable différentielle et si F P KtXu, on appel-

lera ordre de F le plus grand entier i tel que Xi (la i-eme dérivée de X) apparaisse

effectivement dans l’expression de F .

2.6 Sur la décomposition irréductible des idéaux différen-
tiels parfaits monogènes de Ktyu

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit F P Ktyu un polynôme différentiel non

constant. On va s’intéresser ici à l’idéal tF u pour préciser le théorème 2.4.4 dans ce

cas. Les observations que nous tireront ici seront utilisés dans les chapitres suivants.
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En vertu du théorème 2.4.4, nous savons que le cet idéal différentiel parfait se dé-

compose en une intersection d’idéaux différentiels premiers. Notons SF le séparant de

F . Remarquons que tF, SF u est encore un idéal parfait de Ktyu. Donc en vertu du

théorème 2.4.4, il existe des idéaux premiers différentiels P1, . . . ,Ps tels que

tF, SF u “ X
s
i“1Pi.

Un résultat classique d’algèbre différentielle s’énonce alors ainsi (cf. [Kap76, Theorem

7.10] :

Proposition 2.6.1. Soit K un corps de caractéristique 0. Soit F P Ktyu un polynôme

différentiel irréductible. Alors on la décomposition sous forme d’idéaux parfait

tF u “ ptF u : SF q X tF, SF u.

De plus ptF u : SF q est un idéal différentiel premier. Si on note tF, SF u “ Xsi“1Pi,

il existe un sous-ensemble J Ă t1, . . . , su tel que la décomposition irréductible de

l’idéal tF u soit donnée par

tF u “ ptF u : SF q X pXjPJPjq .

Définition 2.6.2. L’idéal différentiel premier ptF u : SF q est appelée composante de

la solution générale de F 1 ; les Pj intervenant dans la formule, les composantes des

solutions singulières essentielles de F 2 .

Remarque 2.6.3. La proposition 2.6.1 permet également de traiter le cas où le poly-

nôme F n’est pas irréductible. En effet, la décomposition irréductible de l’idéal dif-

férentiel tF u s’obtiendra à partir de cette proposition appliquée aux facteurs irréduc-

tibles de F .

Voici un exemple issu de [Kap76, chap VII, 31].

Exemple 2.6.4. Soit F “ y2
1 ´ 4y0 P Ktyu. D’après la proposition 2.6.1, on peut

décomposer l’idéal différentiel parfait tF u sous la forme

tF u “ ptF u : SF q X tF, SF u.

Or SF “ 2y1, donc tF, SF u “ ty0u. Or l’idéal ty0u est premier, on a donc la dé-

composition de tF, SF u sous forme d’idéaux premiers. Il reste à identifier l’idéal

ptF u : SF q, dont on sait qu’il est premier.

1. On dit parfois également composante générale.
2. On dit parfois également composantes singulières essentielles.
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La dérivée de F se factorise ainsi : δpF q “ 2y1py2´2q. Montrons que y1 R ptF u :
SF q. Si tel était le cas, comme y1 P tF, SF u et que tF u est l’intersection de ces deux

idéaux, on aurait y1 P tF u. En particulier cela implique SolKpF q Ă SolKpy1q “ ta P

Ku. Mais l’ensemble

SolKpF q “ txptq P Krrtss | F pxptqq “ 0u

contient xptq “ t2 qui n’est pas un élément de SolKpy1q. Donc y1 R ptF u : SF q, mais

comme cet idéal est premier et contient δpF q, on en déduit que py2´2q P ptF u : SF q.
On note Q “ ty2

1 ´ 4y0, y2´ 2u. Cet idéal est contenu dans ptF u : SF q et est premier

car le morphisme

Ktyu{tF, y2 ´ 2u Ñ Kry0, y1s{xF y

y0 ÞÑ y0

y1 ÞÑ y1

y2 ÞÑ 2
yi ÞÑ 0 pour i ě 3

est un isomorphisme d’anneaux. Or xy2
1´4y0y est un idéal premier deKry0, y1s, donc

l’idéal Q est premier. Comme tF u Ă Q, on a

tF u “ ptF u : SF q X tF, SF u XQ.

Or Q Ă ptF u : SF q, donc la décomposition de F en idéaux premiers est la suivante :

tF u “ ty2
1 ´ 4y0, y2 ´ 2u X ty0u

et on en déduit que ty2
1 ´ 4y0, y2 ´ 2u “ ptF u : SF q.

2.7 Le théorème des petites puissances

Le théorème des petites puissances de Ritt, plus connu sous le nom de « Low Power

Theorem », est une des grandes réussites de l’approche rittienne de l’algèbre différen-

tielle. Ce théorème est un énoncé algorithmique simple qui s’inscrit dans la problé-

matique de déterminer la décomposition irréductible d’un idéal parfait monogène tF u

de KtX1, . . . , Xnu. Introduit dans [Rit50, p. II] dans le cas des corps différentiels à

une dérivation, ce théorème trouve également une présentation dans [Kol73, p. 13, 15]

dans le cas d’ensembles finis arbitraires de dérivations. Dans cette section, nous nous

limiterons au cas d’un corps différentiel K, muni d’une dérivation δ éventuellement
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triviale tel que proposé par Ritt .

Ce théorème exploite une procédure de préparation algorithmique, s’interprétant

comme une sorte de de pseudo-division. Voici comment la procédure de préparation

algorithmique s’énonce (voir [Rit50, p. II, 17]).

Proposition 2.7.1 (Preparation process). Soit A et F deux polynômes différentiels de

KtX1, . . . , Xnu de même classe h. On note l l’ordre de A et m l’ordre de F par

rapport à yh. On note SA le séparant de A. Il existe deux entiers t P N et r P Nzt0u
tels que StAF soit de la forme

StAF “
r
ÿ

j“1
CjA

piδpAqi1,jδ2pAqi2,j ¨ ¨ ¨ δm´lpAqim´l,j

avec

1. les pj et ik,j sont des entiers positifs ;

2. les pm´ lq-uplets pi1,j , ¨ ¨ ¨ , im´l,jq sont tous distincts deux à deux ;

3. les Cj sont d’ordre inférieur à l en yh et ne sont pas divisibles par A.

Exemple 2.7.2. 1. Soit F “ y2
1 ´ 4y0 et A “ y0, alors F est déjà sous forme

"préparée" avec t “ 0, r “ 2, C1 “ 1, p1 “ 0, i1,1 “ 2, C2 “ ´4, p2 “ 1, et

toute les autres entiers valent 0.

2. De même si F “ y2
1 ´ 4y0 et A “ y1, alors F est déjà sous forme "préparée"

avec t “ 0, r “ 2, C1 “ 1, p1 “ 2 et C2 “ ´4y0, et tous les autres entiers

valent zéros.

Le théorème des petites puissances peut alors s’énoncer de la manière suivante

(voir [Rit50, p. II, 20]).

Théorème 2.7.3 (Low power theorem). Soit K un corps de caractéristique zéro. Soit

A,F P KtY u deux polynômes différentiels irréductibles. Soit

StAF “
r
ÿ

j“1
CjA

piδpAqi1,jδ2pAqi2,j ¨ ¨ ¨ δm´lpAqim´l,j (2.7.1)

une préparation de F par rapport à A. Alors l’idéal différentiel premier ptAu : SAq
est une composante irréductible de tF u si et seulement si

1. dans 2.7.1 il y a un terme CkApk ne faisant pas apparaître de derivée de A

2. pour tout entier j ‰ k, on a pk ă pj ` i1,j ` ¨ ¨ ¨ ` im´l,j . 3

3. Si m “ l et si 2.7.1 contient un unique terme de la forme CkApk , la condition est également
vérifiée.
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Exemple 2.7.4. Reprenons les exemples précédents 2.7.2.

1. Soit F “ y2
1 ´ 4y0 et A “ y0, alors il existe un terme de la forme ´4y0, où

la dérivée de A n’apparaît pas. Et p2 “ 1 ă p1 ` i1,1 “ 2. Donc y0 est une

composante irréductible de tF u.

2. Si F “ y2
1´4y0 etA “ y1, alors la première hypothèse du lower power theorem

est vérifié, mais pas la seconde, donc y1 n’est pas une composante irréductible

de tF u.

Dans le cas où l’on veut tester si ty0u est une composante singulière essentielle de

tF u, cet énoncé prend la forme plus simple suivante : l’idéal différentiel ty0u sera une

composante de tF u si et seulement si l’expression de F contient un terme de la forme

αy0 (α P K) de degré (total) strictement inférieur au degré de tout autre monôme (non

nul) apparaissant dans l’expression de F . (Voir également [Mat77].)

59



CHAPITRE 3

GÉNÉRALITÉS SUR LA

COMPLÉTION

3.1 Notations et définitions de base

Dans cette partie nous rappellerons quelques définitions classiques de topologie.

Nous nous intéresserons particulièrement à des topologies sur des modules ou al-

gèbres dont la topologie sera donnée par une filtration de sous-modules, respective-

ment d’idéaux.

Définition 3.1.1 (Espace topologique). Soit E un ensemble et T un ensemble de par-

ties de E. On dit que pE, T q est un espace topologique si les éléments de T , qu’on

appelle ouverts, vérifient les propriétés suivantes :

1. L’ensemble vide et E appartiennent à T .

2. Toute union quelconque d’ouverts est un ouvert. Soit encore, si I est un en-

semble arbitraire d’indices et si pOiqiPI P T I , alors
Ť

iPI Oi P T .

3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soit encore si I est un ensemble

fini d’indices et si pOiqiPI P T I , alors
Ş

iPI Oi P T .

La donnée de T est appelée une topologie sur E.

Étant donné pE, T q un espace topologique, on peut munir l’ensemble produit Eˆ

E d’une topologie appelée topologie produit, de sorte que O est un ouvert du produit

EˆE si et seulement si, pour tout x P O, il existe deux ouverts U et V de E, tels que

x P U ˆ V Ă O.

Définition 3.1.2 (Voisinages). Soit pE, T q un espace topologique. Soit x un point de

E. On appelle voisinage de x toute partie V de E qui contient un ouvert U P T
vérifiant x P U Ă V .

Définition 3.1.3 (Base de voisinages). Soit pE, T q un espace topologique et x P E.

Soit I un ensemble d’indices et pViqiPI une famille de voisinages de x. On dit que

pViqiPI est une base de voisinages de x pour la topologie T si pour tout voisinage U

de x, il existe i P I tel que Vi Ă U .
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Définition 3.1.4 (Application continue). Soit pE1, T1q et pE2, T2q deux espaces topo-

logiques. Une application f : E1 Ñ E2 est dite continue si, pour tout ouvert O2 P T2,

son image réciproque par f est un ouvert de E1, c’est-à-dire f´1pO2q P T1.

La topologie produit est la topologie la plus fine qui rend toutes les projections

continues. C’en est même une caractérisation.

Définition 3.1.5 (Groupe topologique). Soit pG, ¨q un groupe et T une topologie sur

G. On dit que pG, T q est un groupe topologique, si la loi de composition interne et

si l’application inverse G Ñ G, x Ñ x´1 sont continues pour la topologie T et la

topologie produit induite.

Définition 3.1.6 (Anneau topologique). Soit pA,`, ¨q un anneau et T une topologie

surA. On dit que pA, T q est un anneau topologique, si les lois internes sont continues,

à savoir l’addition et la multiplication pour la la topologie produit, et l’application

inverse définie sur Aˆ pour la topologie induite.

Définition 3.1.7 (Morphisme d’anneaux topologiques). Soient pA, T q et pB,Uq deux

anneaux topologiques. Un morphisme d’anneaux topologiques ϕ : pA, T q Ñ pB,Uq
est un morphisme d’anneaux continu.

On peut alors considérer la catégorie des anneaux topologiques dont les objets sont

des anneaux topologiques et les morphismes des morphismes d’anneaux topologiques.

Définition 3.1.8 (Module topologique). Soit pA, T q un anneau topologique et pG, T 1q
un groupe topologique. On dit que G est un A-module topologique si G est un A-

module et que la multiplication scalaire AˆGÑ G, pa, gq ÞÑ a ¨ g est continue.

Définition 3.1.9 (Algèbre topologique). Soit pA, T q un anneau topologique et pR, T 1q
un anneau topologique. On dit que R est une A-algèbre topologique si R est une A-

algèbre et que le morphisme structural AÑ R est continu.

Comme précédemment on peut définir la catégorie des modules topologiques et

des algèbres topologiques.

Un certain type de topologie qui nous intéressera particulièrement dans la suite est

la topologie linéaire sur un anneau.

Définition 3.1.10 (Anneau linéairement topologisé). Soit R un anneau topologique.

On dit que R est linéairement topologisé s’il existe un système fondamental de voisi-

nages de 0 formé d’idéaux (nécessairement ouverts).

Réciproquement, étant donné une famille d’idéaux sur un anneauR on peut donner

une condition pour qu’elle définisse une structure d’anneau topologique (voir lemme

3.1.13). Avec cette topologie, R sera linéairement topologisé.
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Définition 3.1.11 (Famille filtrante). Soit X un ensemble et I un ensemble totalement

ordonné. Soit pXiqiPI une famille de sous-ensembles. On dit que pXiqiPI est une fa-

mille filtrante (ou une filtration) de X si pour tout pi, jq P I2 tel que i ď j, on a

Xj Ă Xi.

Remarque 3.1.12. Si R est anneau et que pJiqiPI est une filtration sur R et si chacun

des Ji est un idéal de R, on dira que pJiqiPI est une filtration de R en idéaux.

La donnée d’une filtration sur une structure algébrique permet de munir cette der-

nière d’une topologie compatible avec la structure algébrique, pour peu que chacun des

éléments de la filtration ait également une certaine structure. Dans le lemme suivant

nous nous contenterons d’énoncer le résultat dans le cas des anneaux.

Lemme 3.1.13. Soit R un anneau et I un ensemble totalement ordonné. Soit pJiqiPI
une filtration deR en idéaux (c’est-à-dire que pour tout i P I , l’élément Ji est un idéal

de R). Alors la donnée de pJiqiPI munit R d’une structure d’anneau topologiquement

linéarisé définie comme suit : un sous-ensemble U de R est un ouvert si pour tout

x P U , il existe i P I tel que x` Ji Ă U .

En particulier cette topologie est stable par translation (c’est-à-dire que si U est

un ouvert et y P R alors y ` U est un ouvert) et la filtration pJiqiPI forme, pour cette

topologie, une base de voisinage de zéro.

Démonstration. Cette preuve comporte deux temps. Il faut d’abord vérifier que la don-

née de la famille pJiqiPI définit bien une topologie, puisque que cette topologie est

compatible avec les lois sur R.

Notons T “ tU Ă R | @x P U, Di P I, x`Ji Ă Uu et montrons que cet ensemble

vérifie les propriétés des ouverts. On remarque que H P T . Soit Λ un ensemble d’in-

dice et pUλqλPΛ P T Λ. Soit x P
Ť

λPΛ Uλ, alors il existe λ0 P Λ tel que x P Uλ0 . Par

hypothèse, il existe i0 P I tel que x ` Ji0 Ă Uλ0 . Donc
Ť

λPΛ Uλ P T . Finalement,

soit U1, U2 P T et x P U1XU2. Par hypothèse il existe i1, i2 P I tels que x`Ji1 Ă U1

et x ` Ji2 Ă U2. Puisque la famille pJiqiPI est une filtration, on peut supposer sans

perte de généralité que Ji1 Ă Ji2 . Alors x` Ji2 Ă U1 X U2.

Vérifions maintenant que cette topologie rend les lois sur R continues. Soit U un

ouvert de R. Montrons que l’ensemble V “ tpx, yq P R2 | x ` y P Uu est un ouvert

de R ˆ R. Notons que la topologie considérée sur R ˆ R est la topologie produit,

en particulier V est un ouvert si pour tout px, yq P V il existe i1, i2 P I tel que

px` Ji1q ˆ py ` Ji2q Ă V . Soit donc px, yq P R2. Comme x` y P U il existe i0 P I

tel que x ` y ` Ji0 Ă U . Alors, comme Ji0 est un idéal (en particulier est stable par

addition), on a px` Ji0q ˆ py ` Ji0q Ă V . Donc V est un ouvert de RˆR.

Considérons maintenant W “ tpx, yq P R2 | x ¨ y P Uu et montrons que c’est un

ouvert de RˆR. Soit px, yq PW . Puisque U est un ouvert de R, il existe i P I tel que
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x ¨ y` Ji Ă U . Comme Ji est un idéal de R (est stable par somme et par produit d’un

élément extérieur à l’idéal) on a que px` Jiq ˆ py` Jiq ĂW . Ainsi W est un ouvert

deRˆR et la topologie surR le muni bien d’une structure d’anneau topologique.

Remarque 3.1.14. La topologie décrite dans le lemme 3.1.13 est la topologie la plus

fine stable par translation qui admet pJiqiPI comme base de voisinage de zéro. En effet,

soit T 1 une topologie stable par translation admettant pJiqiPI comme base de voisinage

de zéro. Soit U un ouvert et x P U . Alors U ´ x est un ouvert, et c’est un voisinage de

zéro, donc il existe i P I tel que Ji Ă U ´ x. En particulier x ` Ji Ă U , donc U est

un ouvert de la topologie T “ tU Ă R | @x P U, Di P I, x`Ji Ă Uu. Ainsi T 1 Ă T .

Remarquons également que la preuve s’adapte si l’on considère un groupeGmuni

d’une filtration de sous-groupes.

Définition 3.1.15 (Topologie d’anneau définie par une filtration d’idéaux). Soit R un

anneau et pJiqiPI une filtration de R en idéaux. On appellera topologie définie par

la filtration pJiqiPI , la topologie la plus fine, stable par translation, admettant pJiqiPI
comme base de voisinage de zéro.

Définition 3.1.16 (Topologie préadique sur un anneau). SoitR un anneau topologique

et I un idéal de R. On dit que la topologie de R est I-préadique (voir [GD71, Ch.0,

7.1.9]) si elle est définie à partir de la filtration pInqnPN.

Lemme 3.1.17. Soit R un anneau et I un ensemble soit totalement ordonné. Soit

pJiqiPI une filtration d’idéaux qui munit R d’une structure d’anneau topologiquement

linéarisé. Soit G un R-module et ϕ : R ˆM Ñ G, pa,mq ÞÑ a ¨m la multiplication

scalaire. Soit pMiqiPI une filtration de sous-modules de M qui munit M d’une struc-

ture de groupe topologique topologiquement linéarisé. On suppose de plus que, pour

tout i P I , on a Ji ¨M Ă Mi. Alors le morphisme de multiplication scalaire ϕ est

continu. Autrement dit, M est un R-module topologique.

Démonstration. Le lemme précédent 3.1.13 décrit la topologie sur R et M .

Soit U un ouvert deM , il s’agit de montrer que ϕ´´1pUq est un ouvert deRˆM .

Soit pa,mq P ϕ´´1pUq. Comme U est un ouvert de M et que a ¨ m P U , il existe

i P I tel que a ¨ m `Mi Ă U . Vérifions que pa ` Ji,m `Miq Ă ϕ´´1pUq. Soit

j P Ji et l PMi, alors

pa` jq ¨ pm` lq “ a ¨m` a ¨ l ` j ¨ pm` lq.

Or j ¨ pm` lq car Ji ¨M ĂMi et a ¨ l PMi, car l PMi et Mi est un sous R-module de

M . Ainsi pa` jq ¨ pm` lq Ă a ¨m`Mi Ă U . Donc pa` Ji,m`Miq Ă ϕ´´1pUq
et ϕ´´1pUq est un ouvert de RˆM .
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Définition 3.1.18 (Topologie de module définie par une filtration en sous-modules).
Soit R un anneau topologique et M un R-module topologique. Soit pMiqiPN une fil-

tration de M en sous-modules. On dira que la topologie de M est définie par la filtra-

tion en sous-module pMiqiPN, si la topologie de M est stable par translation et la plus

fine admettant pMiqiPN comme base de voisinage de zéro.

Définition 3.1.19 (Topologie préadique sur un module). SoitR un anneau topologique

et M un R-module topologique. Soit I un idéal de R. On dit que la topologie sur M

est I-préadique, si elle est définie par la filtration en sous-modules pInMqnPN.

Une variante de du lemme 3.1.17 est également vraie pour les algèbres.

Lemme 3.1.20. Soit R un anneau et I un ensemble soit totalement ordonné. Soit

pJiqiPI une filtration d’idéaux qui munit R d’une structure d’anneau topologiquement

linéarisé. Soit A une R-algèbre et ϕ : R Ñ A le morphisme structurel. Soit pKiqiPI

une filtration d’idéaux de A qui munit A d’une structure d’anneau topologiquement

linéarisé. On suppose de plus que, pour tout i P I , on a ϕpJiqA Ă Ki (où ϕpJiqA est

l’idéal de A engendré par Ji). Alors le morphisme structurel ϕ est continu. Autrement

dit, A est une R-algèbre topologique.

Démonstration. Le lemme 3.1.13 décrit la topologie sur R et A.

SoitU un ouvert deA, montrons que ϕ´1pUq est un ouvert deR. Soit x P ϕ´1pUq.

Par hypothèse, il existe i P I tel que ϕpxq`Ki Ă U . Or ϕpx`Jiq Ă ϕpxq`Ki Ă U .

En particulier ϕ´1pϕpx ` Jiqq Ă ϕ´1pUq. Donc x ` Ji Ă ϕ´1pUq. Ce qui prouve

que le morphisme structurel ϕ est continu.

3.2 La complétion algébrique

Proposition 3.2.1. Soit R un anneau et I un idéal de R. On suppose que la topo-

logie de R est I-préadique, donnée par la filtration d’idéaux pInqnPN˚ . Soit M un

R-module dont la topologie est définie par une filtration de sous-modules que l’on

note M1 Ą M2 Ą ¨ ¨ ¨ , tels que pour tout entier n ą 1, on ait InM Ă Mn. La limite

projective
xM “ lim

ÐÝ
n

M{Mn

existe dans la catégorie des R-modules topologiques.

Démonstration. La limite projective existe dans la catégorie des modules. On rappelle

que la construction ensembliste de xM se fait comme suit. Un élément x de xM peut-

être décrit comme un élément du produit x “ pxnqně1 P
ś

ně1M{Mn tel que, pour

tout entiers m ě n, si πm,n désigne la projection πm,n : M{Mm Ñ M{Mn, on ait
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πm,npxmq “ xn. La loi de composition interne sur M et la structure de R-module

s’étend naturellement. On note πn : xM ÑM{Mn les projections canoniques.

On munit, de plus, le R-module xM d’une strucutre de module topologique en

considérant la topologie la plus fine stable par translation sur xM pour laquelle la fa-

mille des pKn “ KerpπnqqnPN forme une base de voisinage de zéro. Cette topologie

rend les projections pπnqnPN continues. En effet La topologie induite sur le quotient

M{Mn est la topologie discrète, donc pour que πn soit continue il faut et il suffit que

Kerpπnq soit un ouvert de xM .

Alors xM munie de cette topologie est la limite projective lim
ÐÝn

M{Mn dans la

catégorie des R-modules topologiques.

En particulier si, pour tout entier n ą 1, on a InM “ Mn, alors une base de

voisinage de 0 pour la topologie induite sur xM est décrite par la filtration

pKn “ KerpxM ÑM{InMqqnPN˚ ,

où πn : xM ÑM{InM sont les morphismes de projection.

Définition 3.2.2 (Complétion). Avec les notations de la proposition précédente on

appelle complétion de M par rapport à la filtration pMnqnPN la limite projective

xM “ lim
ÐÝ
n

M{Mn

dans la catégorie des R-modules topologiques.

Définition 3.2.3 (Module topologie complet). Soit R un anneau et I un idéal de R.

Soit M un R-module. On suppose que R est muni de la topologie I-préadique. Soit

pMnqnPN une filtration sur M telle que, pour tout entier n P N, on ait InM Ă Mn.

On note xM “ lim
ÐÝn

M{Mn la complétion de M par rapport à la filtration pMnqnPN.

Le R-module M est complet pour la topologie définie par la filtration pMnqnPN si le

morphisme canoniqueM Ñ xM est un isomorphisme dans la catégorie desR-modules

topologiques.

Proposition 3.2.4. Soit R un anneau et I un idéal de R. Soit M un R-module. On

suppose que R est muni de la topologie I-préadique. Soit pMnqnPN une filtration sur

M telle que, pour tout entier n P N, on ait InM Ă Mn. On note xM “ lim
ÐÝn

M{Mn

la complétion de M par rapport à la filtration pMnqnPN. Alors xM est un R-module

topologique complet.

Démonstration. Pour tout entier n P N, on note πn : xM Ñ M{Mn les projec-

tions canoniques. On a vu que la topologie considérée sur xM est définie par la fil-

tration pKn “ KerpπnqqnPN. Or on a un isomorphisme de R-modules entre xM{Kn et
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M{Mn puisque les morphismes πn sont surjectifs. Ainsi xM “ lim
ÐÝn

xM{Kn comme

R-module. Par ailleurs, si ϕn : lim
ÐÝn

xM{Kn Ñ xM{Kn désignent les morphismes de

projections, alors Kerpϕnq “ Kerpπnq. Donc xM “ lim
ÐÝn

xM{Kn comme R-module

topologique. Ainsi xM est complet.

On peut définir une notion de complétion de manière similaire dans la catégo-

rie des R-algèbres. Soit R un anneau et I un idéal tel que la topologie de R soit

I-préadique. Soit A une R-algèbre et pJnqnPN une filtration en idéaux de A. On sup-

pose que, pour tout n P N, on ait InA Ă Jn. La topologie définie par la filtration

pJnqnPN muni A d’une strucutre de R-algèbre topologique. Alors la limite projec-

tive pA “ lim
ÐÝn

A{Jn existe dans la catégorie des R-algèbres topologiques. De plus si

πn : pA Ñ A{Jn désignent les projections canoniques, la topologie sur pA est définie

par la filtration KerpπnqnPN.

On appelle pA la complétion de A par rapport à la filtration pJnqnPN. De plus on

dit que A est complet si le morphisme canonique AÑ pA est un isomorphisme dans la

catégorie des R-algèbres topologiques.

Par ailleurs pA est une R-algèbre topologique complète pour la topologie définie

par la filtration KerpπnqnPN.

Exemple 3.2.5. Donnons quelques exemples pour illustrer ces définition. Dans ces les

deux derniers exemples, k sera un corps.

1. Soit R un anneau et I “ x0y l’idéal nul. La topologie I-préadique sur R est la

topologie discrète. Pour cette topologie R est complet.

2. Soit R un anneau et I “ R. La topologie I-préadique sur R est la topologie

grossière. La complétion de R pour cette topologie est l’anneau nul.

3. On considère l’anneau de polynôme en une indéterminée krxs muni de la filtra-

tion pxxnyqnPN˚ . L’anneau krxs{xxny peut-être vu comme un k-espace vectoriel

de dimension n. On peut représenter un élément de cet anneau comme un po-

lynôme de krxs de degré au plus n ´ 1. La complétion de krxs est l’anneau

des séries formelles krrxss. Un élément f de krrxss peut s’écrire sous la forme

f “
ř

iě0 aix
i, où ai P k.

4. Le deuxième exemple est une généralisation du premier. On considère Λ un

ensemble au plus dénombrable et krpxlqlPΛs un anneau de polynômes. Soit

I “ xpxlqlPΛy l’idéal de krpxlqlPΛs engendré par toutes les variables. On munit

l’anneau de la topologie I-préadique. Un élément de krpxlqlPΛs{In peut être in-

terprété comme un polynôme en plusieurs variables dont le degré total n’excède

pas n. On note krrpxlqlPNss la complétion de krpxlqlPΛs pour la topologie pré-

cédemment décrite et un élément de cette complétion peut être vu comme une
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somme formelle

ÿ

nPN

˜

ÿ

finie

monôme de degré total n

¸

.
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Deuxième partie

Systèmes d’équations
différentielles ordinaires linéaires
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Partie II,

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit S un système d’équations différentielles

ordinaires algébriques, c’est-à-dire un sous-ensemble de krrxsstyu (voir chapitre 2

pour plus de détails sur l’algèbre différentielle). SoitR une k-algèbre différentielle. On

note SpRq l’ensemble des morphismes d’anneaux différentielsϕ : krrxsstyu{rSs Ñ R,

où rSs désigne l’idéal différentiel engendré par S dans krrxsstyu.

Deux systèmes (fini ou infini) S et S1 d’EDO algébriques sont dit équivalents

s’il existe une transformation naturelle bijective SpRq Ñ S1pRq fonctorielle en R

pour toute k-algèbre différentielle R. Dans ce chapitre, nous démontrons à l’aide de

méthodes provenant de l’algèbre différentielle que tout système d’équations différen-

tielles ordinaires (EDO) affines, c’est-à-dire des EDO algébriques linéaires, est équi-

valent à un système composé d’au plus deux équations. Autrement dit, nous montrons

que tout système d’au moins trois telles EDO est surdéterminé.

Pour démontrer notre théorème principal (cf. 4.4.1), nous donnerons dans un pre-

mier temps une description concrète des générateurs à partir de la donnée du système

(voir section 4.2). Les paragraphes 4.2–4.2 sont inspirés de [Sab93, §2.3]. Notre preuve

est basée sur un résultat technique présenté dans la section 4.3. Enfin dans la section

4.5.1 nous fournissons un algorithme qui permet d’expliciter les générateurs dans le

cas où les coefficients des équations du système appartiennent à une extension de corps

différentiels du corps de base k. Dans ce cas, tout idéal de Ktyu engendré par des élé-

ments de degré un est en fait engendré par un seul élément (voir proposition 4.4.2).

Notre résultat principal permet en outre de retrouver un résultat de structure connu sur

les idéaux de l’anneau des opérateurs différentiels ; nous expliquons comment dans la

section 4.6. Nous concluons le chapitre en donnant quelques exemples qui illustrent

notre résultat principal et son utilité potentielle dans la résolution effective de système

d’EDO linéaires (avec ou sans second membre).

Ce chapitre est issu d’une prépublication écrite en collaboration avec JULIEN SE-

BAG.
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CHAPITRE 4

LES SYSTÈMES D’EDO AFFINES

EN UNE VARIABLE

DIFFÉRENTIELLE SONT

DIFFÉRENTIELLEMENT DE RANG

PLUS PETIT QUE 2

4.1 Notations

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A une k-algèbre. Une équation diffé-

rentielle ordinaire (ODE) affine sur A est une ODE linéaire en une variable, avec un

potentiel second membre et à coefficients dans l’anneau A.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les systèmes d’ODE à coefficients dans les

k-algèbres classiques suivantes : l’anneau des polynômes krxs, l’anneau des séries

formelles krrxss, ou l’anneau des séries formelles convergentes kttxuu (lorsque k est

le corps R ou C par exemple). On peut remarquer que toutes les algèbres que nous

avons citées partagent les propriétés suivantes :

1. L’anneau A est euclidien, muni d’un stathme euclidien ν : Azt0u Ñ N.

2. L’anneau A est une k-algèbre muni d’une k-dérivation δ P DerkpAq.

3. L’anneau des constantes Aδ de δ est exactement k.

4. Pour tout a P AzAδ, on a νpδpaqq ă νpaq.

5. Il existe un élément u P Azt0u tel que, pour tout a P Azt0u, on ait νpauq “

νpaq ` 1.

Ces propriétés sont des ingrédients essentiels dans les preuves et ils ne dépendent

pas du choix de l’algèbre des coefficients A. Ainsi, dans la suite, pour des raisons

de simplicité, nous appellerons anneau B-euclidien (sur k) toute k algèbre qui vérifie
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les 5 axiomes précédents. À partir de maintenant, nous travaillerons dans cette classe

d’anneau.

Soit pR, δq une k-algèbre différentielle etRtyu l’anneau des polynômes différentiels

(voir chapitre 2). Soit ∆ la k-dérivation ∆ P DerkpRtyuq définie par ∆|R
“ δ et

∆pyiq “ yi`1 pour tout entier i P N. Si S Ă Rtyu, on rappelle qu’on note rSs l’idéal

différentiel engendré par S dans l’anneau Rtyu.

Soit P un polynôme différentiel. L’ordre d’un polynôme différentiel non constant P

est l’entier ordpP q défini comme étant le plus grand entier m telle que la variable ym
apparaît effectivement dans l’expression de P . Le degré d’un polynôme différentiel P

est le degré total de P considéré comme polynôme algébrique dans l’anneau Rryi, i P

Ns.

Exemple 4.1.1. Si R “ pkrxs, Bxq, alors le polynôme différentiel P “ 5x2y2 ` x est

de degré 1 alors que le polynôme Q “ xy1 ` y2y3 est de degré 2.

On suppose de plus que R est muni d’une structure d’anneau B-euclidien et d’un

stathme euclidien ν. Si ordpP q “ m et P “
řm
i“0 aiyi, on note νpP q l’entier νpamq.

Cet entier est appelé le degré du coefficient dominant de P . Dans ce cas, l’exposant de

P , noté ExppP q, est le couple pνpP q, ordpP qq.

Soit S un sous-ensemble de Rtyu formé par les éléments de degré 1. L’exposant de

S est l’ensemble :

ExppSq “ tExppP q | P P Szt0uu.

4.2 Des candidats pour les générateurs

Soit A un anneau B-euclidien. Dans cette section, nous allons définir les généra-

teurs qui apparaissent dans le théorème 4.4.1. Soit I un idéal différentiel engendré par

des polynômes différentiels de degré un à coefficients dans A. On peut supposer que I

est un idéal propre de Atyu.

Soit I1 le sous-ensemble de I formé par les éléments de I de degré un. On remarque

que I1 a une structure de R-module et est stable sous l’action de ∆. L’exposant de I1

possède la propriété suivante : ExppI1q “ ExppI1q `N2. En effet, si P P I1, alors,

avec u P R défini comme dans la sous-section 4.1, on a ExppuP q “ p1, 0q `ExppP q
and Expp∆pP qq “ p0, 1q ` ExppP q.
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ν

ord

Pq
‚

Pp
‚

Pq`1
‚

Pq`2
‚

Pq`3
‚

q p

oq

op

FIGURE 4.1 – Exposant de I1

Soit Eν l’ensemble formé par les polynômes différentiels non nuls de I1 dont le

degré du coefficient dominant est minimal. Pour tout polynôme différentielQ P I1zt0u
et pour tout polynôme différentiel P P Eν , on a alors νpP q ď νpQq. Puisque cet

ensemble est non vide, on peut choisir un élément Pν P Eν d’ordre minimal. On pose

νpPνq :“ q et ordpPνq “ oq.

Soit Eord l’ensemble formé des polynômes différentiels non nuls de I1 d’ordre mi-

nimal. Pour tout polynôme différentiel Q P I1zt0u et pour tout polynôme différentiel

P P Eord, on a alors ordpP q ď ordpQq. Puisque cet ensemble est non vide, on peut

choisir un élément Pord P Eord dont le degré du coefficient dominant est minimal. On

pose alors νpPordq :“ p et op “ ordpPordq.

Pour tout entier j P tq, . . . , pu, on pose Ej l’ensemble formé par les polynômes

différentiels P de I1 tels que νpP q “ j. Puisque Ej n’est pas vide, on peut choisir un

élément d’ordre minimal Pj,0 :“ Pj P Ej . On note ordpPjq “ oj . Pour tout entier

j P tq ` 1, . . . , pu et tout entier i P t1, . . . , oq ´ oj ´ 1u, on pose Pj,i “ ∆ipPjq.

Remarque 4.2.1. Grâce aux remarques précédentes dans ce paragraphe, notons que

l’ensemble ExppI1q ressemble à des escaliers. Plus précisément, si j1 ă j2, alors

ordpPj1q ě ordpPj2q. Sinon, de par l’existence de u dans 4.1/(5), on peut trouver un

élément Q :“ urPj1 tel que ordpQq “ ordpPj1q ă ordpPj2q et νpQq “ j2, ce qui

contredit l’hypothèse sur Pj2 . Il n’y a donc pas de polynôme différentiel de I1 dans la

partie grise de la figure 4.2, par construction de Pj . On appellera cette partie grise, la

partie "sous l’escalier".
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Nous allons prouver dans la section 4.4 que les polynômes différentiels Pp, Pq
forment un système de générateurs de l’idéal différentiel I .

4.3 Un lemme préparatoire

Dans cette section, nous allons établir un résultat technique (voir proposition 4.3.2),

qui est un argument clé dans la preuve du théorème 4.4.1 (voir sous-section 4.4.2).

Commençons d’abord par un premier lemme.

Lemme 4.3.1. Soient f, g P I1zt0u avec ordpfq ě ordpgq et νpfq ě νpgq, alors il

existe h P I1, avec ordphq ă ordpfq ou h “ 0, et r P A, avec r “ 0 ou νprq ă νpgq,

tels que

f ´ pryordpfq ` hq P rgs

Démonstration. On pose f “ aym ` f1 avec a P Azt0u, m “ ordpfq, f1 P I1 et

ordpf1q ă m ou f1 “ 0. On pose également g “ byn ` g1 avec b P A, n “ ordpgq,
g1 P I1 et ordpg1q ă n ou g1 “ 0. Par hypothèse, il existe un entier positif α et g2 P I1

avec ordpg2q ă n` α “ m tel que ∆αpgq “ bym ` g2. Par division euclidienne de a

par b, on peut écrire a “ bx` r avec r “ 0 ou νprq ă νpbq. On a

f “ pbx` rqym ` f1

“ x∆αpgq ` rym ´ tg2 ` f1.

Le polynôme h :“ ´xg2 ` f1 a alors la propriété désirée.

Proposition 4.3.2 (Lemme préparatoire). On suppose que I bAK est un idéal propre

de Ktyu. Soit f P I1. Alors pour tout entier j P tq ` 1, . . . , pu et tout entier i P

t0, . . . , oq ´ oj ´ 1u, il existe Qj,i P A tel que

f ´

oq´oj´1
ÿ

i“0

q´1
ÿ

j“p

Qj,iPj,i P rPqs.

Démonstration. Puisque I bA K est un idéal propre de Ktyu, alors il n’existe pas

d’élément de degré zéro dans I1.

Étape 1. Soit f P I1. Montrons qu’il existe un polynôme différentiel h P I1 avec

h “ 0 ou ordphq ă oq tel que f ´ h P rPqs. Si ordpfq ă oq, on pose h “ f . Sinon,

on applique le lemme 4.3.1 à pf, Pqq. On construit alors des polynômes r, h tels que

Q :“ ryordpfq ` h P I1 avec h “ 0 ou ordphq ă ordpfq, et r “ 0 ou νprq ă q. Si

r ­“ 0 alors νpQq ă q, ce qui est absurde. Ainsi par le lemme 4.3.1, on déduit que

f ´ h P rPqs et en appliquant l’hypothèse de récurrence à h (si h ‰ 0), on conclut la

preuve.
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On remarque également que s’il n’existe pas de polynôme g P I1zt0u tel que

ordpgq ă ordpPqq, alors h “ 0. Dans ce cas rI1s “ rPqs “ rPps.

Étape 2. D’après l’étape 1, il suffit de prouver l’assertion pour tout polynôme dif-

férentiel f P I1 avec ordpfq ă oq. On procède par induction sur l’ordre de f . Si son

ordre est strictement plus petit que l’ordre de Pp, alors f “ 0. Soit i0 P tq` 1, . . . , pu
tel que ordpPi0q ď ordpfq et, pour tout entier i ă i0, on a ordpPiq ą ordpfq.
On applique le lemme 4.3.1 à pf, Pi0q. Notons que par construction de Pi0 , on a

νpfq ě νpPi0q. Alors il existe r P A, h P I1 avec νprq ă νpPi0q ou r “ 0 tel que

f ´ ryordpfq ´ h P rPi0s. Si r ‰ 0, on déduit que νpryordpfq ` hq “ νprq ă νpPi0q.

Ainsi, puisque pour tout entier i ă i0, on a ordpPiq ą ordpryordpfq`hq “ ordpfq, on

en déduit par la remarque 4.2.1 que le polynôme ryordpfq ` h est "sous l’escalier", ce

qui est impossible. Ainsi, on a que r “ 0, ce qui conclut la preuve grâce à l’hypothèse

de récurrence appliquée à h.

4.4 La preuve du théorème 4.4.1

Plus précisément, on peut énoncer le théorème principal 4.4.1 de la manière suivante

dans le langage de l’algèbre différentielle.

Théorème 4.4.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A une extension diffé-

rentielle de k (que l’on note K), ou un anneau B-euclidien dont le corps des fractions

est K. On note Atyu l’anneau des polynômes différentiels en la variable y et à coeffi-

cients dans l’anneau A.

Soit I un idéal différentiel de l’anneau Atyu engendré par des éléments de degré

un. On suppose que l’idéal I bA K est un idéal propre de Ktyu. Alors il existe deux

polynômes différentiels g1, g2 P I tels que I “ rg1, g2s, c’est à dire que I coïncide

avec l’idéal différentiel engendré par g1 et g2.

On notera que dans le théorème 4.4.1, il n’est pas exclu que g1 puisse coïncider

avec g2.

4.4.1 Le cas où A est un corps

Dans cette sous-section, nous supposerons que A “ K est une extension de corps

de k. Dans ce cas, le théorème 4.4.1 s’exprime plus simplement comme on peut le voir

dans la proposition 4.4.2. Ce résultat est également un élément clé de la preuve du cas

général.
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Proposition 4.4.2. Soit K un corps de caractéristique zéro. Soit IK un idéal diffé-

rentiel propre de Ktyu engendré par des polynômes différentiels de degré un. Soit

Pp P IK un polynôme différentiel de degré un d’ordre minimal. Alors on a rPps “ IK .

Démonstration. Montrons que IK Ă rPps, l’inclusion réciproque étant immédiate.

Soit Q P IK avec oQ “ ordpQq. Par définition de Pp on sait que oQ ě op (si Q ‰ 0).

Montrons notre assertion par une récurrence sur oQ. Si oQ “ op, alors, puisque Pp est

de degré un, on peut effectuer une division euclidienne (dans un anneau de polynôme

approprié au dessus de K). On déduit qu’il existe des polynômes différentiels F,G P

Ktyu tels que Q “ FPp `G et ordpGq ă op ou G “ 0. Puisque G P IK , à cause du

choix de Pp, on en déduit que G “ 0. Si oQ ą op, alors il existe un entier ` ě 1 tel

que ordp∆`pPpqq “ op ` ` “ oQ. Par la division euclidienne, on déduit qu’il existe

un polynôme différentiel F1, G1 P Ktyu tel que Q “ F1∆`pPpq ` G1 et G1 “ 0 ou

op ď ordpG1q ă oQ. Ainsi on conclut la preuve par récurrence.

Corollaire 4.4.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. SoitA un anneau B-euclidien

dont le corps des fractions est noté K. Soit I un idéal différentiel de Atyu engendré

par des polynômes de degré un. On suppose que I bA K ­“ Ktyu. Soit Q P I1. Alors

il existe un élément a P Azt0u tel que aQ P rPps.

Démonstration. On considère la k-algèbre différentielle Ktyu obtenu en étendant la

dérivation ∆ de A à K. On applique la proposition 4.4.2. Il existe des polynômes

différentiels A0, . . . , An P Ktyu tels que

Q “
n
ÿ

i“0
Ai∆ipPqq.

Si, pour tout entier i P t0, . . . , nu, on pose Ai “ ai{a, alors l’élément a P Azt0u
possède la propriété requise.

4.4.2 Le cas général

Dans cette sous-section, on supposera que l’anneau A est un anneau B-euclidien

arbitraire. Montrons un résultat préliminaire.

Proposition 4.4.4. Pour tout entier j P tq´1, . . . , p´1u et tout entier i P t0, . . . , oq´
oj´1u, le polynôme différentiel Pj,i définis en 4.2 appartient à l’idéal rPp, Pqs engen-

dré par Pp et Pq.

Démonstration. On suppose qu’il existe certains polynômes Pj,i qui n’appartient pas

à l’idéal rPp, Pqs. On les note C1, . . . , Cn. D’après le corollaire 4.4.3, il existe un

élément b P A avec νpbq minimal, tel que, pour tout entier i P t1, . . . , nu, on ait bCi P
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rPq, Pps. Soulignons que l’élément b n’est pas inversible, sinon on auraitCi P rPq, Pps,

ce qui contredit notre hypothèse sur les Ci. Il existe un entier j0 P t1, . . . , nu tel que

aCj0 R rPq, Pps, pour tout a P Azt0u avec νpaq ă νpbq, à cause de la minimalité de

νpbq. On remarque que

∆pbCj0q “ ∆pbqCj0 ` b∆pCj0q. (4.4.1)

Alors ∆pbCj0q P rPq, Pps puisque l’idéal rPq, Pps est différentiel. De plus, par la

proposition 4.3.2, on déduit qu’il existe un polynôme Qi,j P A tel que

∆pCj0q ´
ÿ̀

i“0

q´1
ÿ

j“p

Qj,iPj,i P rPqs (4.4.2)

puisque ∆pCj0q P I1. À cause du choix du polynôme b, on déduit de l’équation

(4.4.2) que le polynôme différentiel b∆pCj0q appartient à rPq, Pps. Ainsi d’après la

relation (4.4.1), on en déduit que ∆pbqCj0 P rPq, Pps, ce qui contredit l’hypothèse de

minimalité sur le degré du coefficient dominant de b, puisque νp∆pbqq ă νpbq (car

b R kˆ).

On peut prouver maintenant que I1 Ă rPq, Pps, ce qui est la formulation du théo-

rème 4.4.1. Soit Q P I1. Par la proposition 4.3.2, il existe des polynômes Qi,j P A tel

que

Q´
ÿ̀

i“0

q´1
ÿ

j“p

Qj,iPj,i P rPqs.

On conclut la preuve en appliquant la proposition 4.4.4.

4.5 Calcul des générateurs grâce à l’algorithme de Buchber-
ger

Dans cette section, on suppose que k est un corps de caractéristique zéro, que le

corps A est une extension différentielle de k (aussi noté K). On suppose qu’il existe

des polynômes différentiels f1, . . . , fn P Ktyu de degré un, tels que I “ rf1, . . . , fns

et que I ­“ Ktyu.

On suppose queA “ K est une extension différentielle de corps de k. Soit F “ ayj

un monome. Par la formule de Leibniz, on remarque

∆spF q “
ÿ

r`u“s

Cu
s∆upaqyj`r.

77



Partie II, Chapitre 4 – Les systèmes d’EDO affines en une variable différentielle sont
différentiellement de rang plus petit que 2

Soit N P N. On déduit de l’observation précédente que tout monome du polynôme

différentiel ∆2νpaq`1`N pF q est d’ordre plus grand que N ` 1. Pour tout entier i P

t1, . . . , nu, on note pai,jqj les coefficients de fi. On pose M “ maxi,jp2νpai,jqq `
minipordpfiqq ` 1. Par construction, le polynôme Pp appartient à l’idéal (algébrique)

engendré par les dérivées de fi. Plus précisément, on a

Pp P x∆jpfiq; i P t1, . . . , nu, j P t0, . . . ,Muy. (4.5.1)

Remarquons que l’entier M :“MpPpq dépend uniquement de la donnée des fi.

On note F la famille de polynôme formée par, pour tout entier i P t1, . . . , nu, les fi
et leurs dérivées ∆jpfiq pour tous les entiers j P t1, . . . ,Mu. On suppose qu’il existe

un entier m tel que, pour tout f P F, on ait f P kry0, . . . , yms.

Soit J l’idéal (algébrique) de Kry0, . . . , yms engendré par F. On considère l’ordre

lexicographique gradué sur l’anneau kry0, . . . , yms avec y0 ă ¨ ¨ ¨ ă ym.

Théorème 4.5.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A “ K une extension

différentielle de corps de k. On garde les notations de la sous-section 4.5. Dans toute

base de Groebner de l’idéal J (pour l’ordre monomial donné par l’ordre lexicogra-

phique, voir sous-section 4.5), le polynôme différentiel Pp peut-être choisi comme un

élément d’ordre minimal. Ainsi le théorème 4.4.1 est effectif.

Démonstration. Soit Pp un polynôme de I1 d’ordre minimal. Soit B “ th1, . . . , hsu

une base de Groebner de l’idéal J . On déduit qu’il existe un entier i0 P t1, . . . , su tel

que le coefficient dominant LTpPpq de Pp est divisible par LTphi0q. À cause du choix

de l’ordre monomial, on remarque que hi0 est de degré un, et est d’ordre minimal à

cause de l’hypothèse de minimalité sur Pp. Ainsi, quitte à remplacer Pp par hi0 , on

peut supposer que Pp P B.

Soit S un système d’EDO dont les coefficients sont dans un anneau B-euclidien

A dont le corps des fractions est noté K. On note SK le système S considéré avec

coefficients dans K. Alors on a

SpAq Ă SpKq “ SKpKq.

Ainsi on voit que les solutions dans A d’un système fini S peuvent être cherchées

dans SKpKq après utilisation du théorème 4.5.1. Si le système S est infini et défini par

des polynômes pfiqiPI , alors on remarque que l’espace des solutions SKpKq dépend

uniquement du radical de l’idéal différentiel rfi, i P I s. D’après le théorème de Ritt-

Raudenbusch, on sait que cet idéal différentiel
a

rfi, i P I s est radicalement différen-
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tiellement engendré par un nombre fini d’éléments de Ktyu. C’est-à-dire qu’il existe

g1, . . . , gs P
a

rfi, i P I s tels que
a

rfi, i P I s “
a

rgj , j P t1, . . . , sus. Ainsi le

problème de trouver des solutions dans A de tout système d’EDO est équivalent à

trouver les solutions dans A d’un système fini d’EDO.

On suppose que A “ pkrxs,deg, Bxq, K “ kpxq et que l’idéal I est premier dans

l’anneau Atyu. Notons que le théorème 4.5.1 donne un algorithme effectif pour cal-

culer le polynôme Pp dans ce cas. En effet, en appliquant le théorème 4.5.1 à l’idéal

I bA K, on obtient un polynôme P̃p P IKtyu d’ordre minimal. Il existe un élément

u P A tel que uP̃p P I . Ainsi ordpuP̃pq est minimal dans I1. Par ailleurs, choisissons

l’élément u tel que les coefficients du polynôme P̃ :“ uP̃p P Atyu soient premiers

entre eux dans leur ensemble (c’est possible car IK ­“ Ktyu et I est premier). Soit

Pp un polynôme différentiel dansAtyu défini comme dans la sous-section 4.2 dont les

coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble. Alors il existe deux éléments

premiers entre eux a, b P A tels que aP̃ “ bPp. Ainsi b|P̃ et a|Pp. Grâce à l’hypothèse

sur les polynômes P̃ et Pp, on en déduit que a, b P k˚. On en déduit donc que, quitte

à multiplier par un élément bien choisi u P k˚, le polynôme P̃p donne un polynôme

différentiel Pp définit comme dans la sous-section 4.2.

4.6 Une conséquence sur la structure des idéaux des opéra-
teurs différentiels

Soit k un corps de caractéristique nulle et A un corps contenant K ou A “ krrxss

ou A “ krxs. Soit DA “ t
ř

i aiB
i
x, ai P Au l’anneau des opérateurs différentiels sur

l’anneau A. Le théorème 4.4.1 implique le résultat suivant, que l’on peut retrouver

dans [Dix70], qui correspond dans notre contexte, au cas particulier de la donnée d’un

idéal différentiel homogène.

Corollaire 4.6.1. Tout idéal à gauche I de l’anneau DA est engendré par au plus deux

opérateurs différentiels.

Démonstration. Soit M le sous A-module différentiel de Atyu engendré par les yi
pour tout entier i P N. On considère le morphisme de A-modules à gauche θ : DA Ñ

M qui envoie Bix vers yi pour tout entier i P N. Ce morphisme est clairement bijectif.

Ainsi, se donner un idéal J propre à gauche de DA revient à se donner un sous A-

module N de M . L’idéal I engendré différentiellement par N dans Atyu est engendré

par au plus deux éléments de degré 1 d’après le théorème 4.4.1. Ces éléments sont

homogènes et engendrent N comme module différentiel. Donc J est engendré par au

plus deux éléments.

79



Partie II, Chapitre 4 – Les systèmes d’EDO affines en une variable différentielle sont
différentiellement de rang plus petit que 2

Ainsi le corollaire précédent est une application directe du théorème 4.4.1. On

fournit ainsi une preuve alternative du résultat de [Sab93, §2.3] (valide pour A “

krrxss,C xxy) et un analogue pour les structures à gauche de [Sta78, Thm 3.1] (qui

énonce un résultat similaire à [Sab93, §2.3] mais pour les structures à droite sur A “

krxs et plus généralement pour des anneaux de polynômes ; voir également [Bjö79 ;

Ley04] pour des approches algorithmiques sur les structures à droite).

Remarquons également que les arguments de [Sab93] différent par nature de ceux

utilisés dans nos preuves qui appartiennent au "monde commutatif". De plus, notre

preuve est unique pour tous les anneaux B-euclidien.

4.7 Exemples

Dans cette section nous allons donner quelques illustrations du théorème 4.4.1 sur

des systèmes d’équations définis sur des corps.

Considérons le système suivant S défini sur k un corps de caractéristique nulle

$

’

&

’

%

f1 :“ y2 ´ 2y1 “ 0
f2 :“ y3 ´ 3y2 ` 2y1 “ 0
f3 :“ 5yp4q ´ 15y3 ` 8y2 ` 4y1 “ 0.

Appliquons l’algorithme de Buchberger à la famille F, comme introduite dans la sous-

section 4.5. On obtient une base de Groebner B “ xy4´8y1, y3´4y1, y2´2y1y. On en

conclut que I :“ rf1, f2, f3s “ ry2´2y1s Dans l’anneau B-euclidien pkrrxss, val, Bxq,
les solutions du système peuvent être décrites comme :

Spkrrxssq “ tλe2x ` µ;λ, µ P ku – k2.

Ce résultat implique également que l’idéal à droite d’opérateurs différentiels xB2
x ´

2Bx, B3
x ´ 3B2

x ` 2Bx, 5B4
x ´ 15B3

x ` 8B2
x ` 4Bxy coïncident avec xB2

x ´ 2Bxy.

Considérons le système suivant S défini sur un corps k par :

$

’

&

’

%

f1 :“ yp4q ´ y3 ´ y2 ` y1 “ 0
f2 :“ y3 ´ 2y2 ` y1 “ 0
f3 :“ yp4q ´ 3y3 ` 3y2 ´ y1 “ 0.

Appliquons l’algorithme de Buchberger à la famille F, comme introduite dans la sous-

section 4.5. On obtient une base de Groebner B “ xy4 ´ 3y2 ` 2y1, y3 ´ 2y2 ` y1y.

80



4.7. Exemples

Alors on conclut que I :“ rf1, f2, f3s “ ry3 ´ 2y2 ` y1s. Dans l’anneau B-euclidien

pkrrxss, val, Bxq, les solutions du système S peuvent être décrites comme :

Spkrrxssq “ tλ1xe
x ` λ2e

x ` λ1;λi P k @i P t1, 2, 3uu – k3.

Ce résultat implique également que l’idéal à droite d’opérateurs différentiels xB4
x ´

B3
x ´ B

2
x ` Bx, B

3
x ´ 2B2

x ` Bx, B
4
x ´ 3B3

x ` 3B2
x ´ Bxy coïncide avec xB3

x ´ 2B2
x ` Bxy.

Ajoutons des seconds membres et considérons le système S1 (défini sur Qpxq) :

$

’

&

’

%

f1 “ 2x´ 2
f2 “ 2x´ 4
f3 “ 6´ 2x.

Dans ce cas, l’algorithme de Buchberger appliqué à la famille F, comme introduite

dans la sous-section 4.5 donne une base de Groebner B “ xy4 ´ 3y2 ` 2y1 ´ 4x `
6, y3´2y2`y1´2x`4y. On conclut que I :“ rf1´2x`2, f2´2x`4, f3´6`2xs “
ry3 ´ 2y2 ` y1 ´ 2x ` 4s. Dans l’anneau B-euclidien pQrrxss, val, Bxq, les solutions

du système S peuvent être décrites comme :

S1pQrrxssq “ S1pQppxqqq “ tλ1xe
x ` λ2e

x ` λ1 ` x
2;λi P k @i P t1, 2, 3uu.

Soit f1 :“ y1 ` xy0, f2 :“ y4 ` 5y3 P Qpxqtyu. Considérons le système suivant S
défini sur Qpxq par :

#

f1py, y
1, 0, 0q “ x3 ` 5x

f2p0, 0, y
3

, yp4qq “ 0.

Appliquons l’algorithme de Buchberger à la famille F, comme introduite dans la sous-

section 4.5. On obtient une base de Groebner B “ xy4, y3, y2´2, y1´2x, y0´x
2´3y.

On conclut que I :“ rf1, f2s “ ry0´x
2´3s. Les solutions du système S peuvent être

décrites comme :

SpQpxqq “ tx2 ` 3u.

Soit F la famille f1 :“ xpx`1qpx`2qy2`2xy1`2y0, f2 :“ p1`xq2xy2`2y0, f3 :“
p1`xq3xy3´6y0 P Qpxqtyu. On considère le système suivant S défini sur Qpxq par :

$

’

&

’

%

f1 “ 0
f2 “ 0
f3 “ 0.
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L’algorithme de Buchberger appliqué à la famille F donne une base de Groebner dont

un polynôme d’ordre minimal est px2 ` xqy1 ´ y0. Ainsi les solutions du système S
peuvent être décrites comme :

SpQpxqq “ tλ x

x` 1; λ P Qu.
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Troisième partie

Le théorème fondamental de la
géométrie différentielle partielle

tropicale
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Partie III,

La géométrie tropicale apparaît dans les années 1970 dans un travail de G. BERG-

MAN [Ber71] sur les ensembles limites logarithmiques. Elle s’est ensuite développée

grâce aux travaux de M. KAPRANOV, M. KONTSEVICH, G. MIKHALKIN, O. VIRO

et B. STURMFELS et s’est notamment illustrée comme un outil très efficace de la géo-

métrie algébrique réelle. L’idée principale de cette théorie peut se voir comme une

forme de linéarisation : il s’agit de remplacer les objets algébro-géométriques par des

fonctions affines par morceaux. Plus précisément, dans le monde tropical l’addition

est remplacée par le maximum (ou parfois le minimum le minimum dans ce chapitre)

et la multiplication est remplacée par l’addition.

Suite aux premiers succès de cette théorie, D. GRIGORIEV introduit en 2015 dans

un article publié en 2017 dans [Gri17] les éléments de l’algèbre différentielle tro-

picale, mélange entre l’algèbre différentielle et la géométrie tropicale. La géométrie

différentielle tropicale considère des problèmes issus de la théorie des équations dif-

férentielles et essaye d’extraire des informations sur les solutions à partir d’une cer-

taine structure des solutions. Le théorème fondamental de la géométrie différentielle

tropicale [AGT16] énonce que le support de solutions d’un système d’équations dif-

férentielles ordinaires à coefficients dans un corps indénombrable et algébriquement

clos de caractéristique nulle peut être obtenu en résolvant le système tropicalisé. Les

équations différentielles tropicalisées utilisent une structure algébrique différente que

celle usuelle qui peut être plus simple pour des calculs informatiques.

Dans cette partie, nous allons dans un premier temps donner les définitions de géo-

métrie tropicale utiles dans la suite, puis décrire et donner quelques propriétés de Vert :

les sommets du polygone de Newton d’une partie de Změ0. Dans ce cadre, la notion de

Vert est à Změ0 ce que le minimum est à Zě0 et joue un rôle essentiel dans l’opération

décrite ensuite : la tropicalisation des polynômes. Finalement dans le chapitre 6, nous

énoncerons le théorème fondamental de la géométrie différentielle tropicale partielle

et discuterons dans la section 6.3 de ses limites.

Cette partie est issue d’un travail en collaboration avec FRANÇOIS BOULIER, SE-

BASTIAN FALKENSTEINER, CRISTHIAN GARAY-LÓPEZ, MARC PAUL NOORDMAN,

& ZEINAB TOGHANI [Fal+20] lors d’un workshop à Londres au Queen Mary Univer-

sity of London.
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CHAPITRE 5

ALGÈBRE DIFFÉRENTIELLE ET

GÉOMÉTRIE TROPICALE

5.1 Semi-anneau des supports et ensemble des sommets

Dans cette section nous allons donner quelques propriétés de notre semi-anneau

idempotent, à savoir le semi-anneau des supports PpZmě0q et le semi-anneau des en-

sembles de sommets Trrt1, . . . , tmss. En particulier, on s’intéressera aux propriétés de

l’application Vert : PpZmě0q ÝÑ Trrt1, . . . , tmss (définie en 5.1.5) qui est un mor-

phisme de semi-anneau.

Commençons par rappeler quelques notions sur les ensembles partiellement or-

donnés (ou poset).

Définition 5.1.1. Soit pP,ďq un poset et considérons une sous partie S Ď P . On dit

que S est une anti-chaîne si deux éléments distincts de S sont incomparables. On note

minpSq l’ensemble des éléments minimaux de S c-a-d. minpSq “ ta P S : b ď

a, b P S ñ b “ au.

Remarquons que minpSq est toujours une anti-chaîne et que si S est une anti-

chaîne si et seulement si minpSq “ S. Si on a plusieurs préordres ď1, . . . ,ďm définis

sur P , alors on note minďipSq l’anti-chaîne des éléments minimaux de S par rapport

au préordre ďi.

Définition 5.1.2. Un semi-anneau commutatif S est un uplet pS,`,ˆ, 0, 1q tel que

pS,`, 0q et pS,ˆ, 1q soient des monoïdes commutatifs et tels que, pour tout a, b, c P S,

on a

1. aˆ pb` cq “ aˆ b` aˆ c ;

2. 0ˆ a “ 0.

Un semi-anneau est dit idempotent si, pour tout a P S, on a ` a “ a. Soient S1

et S2 deux semi-anneaux. Une application f : S1 ÝÑ S2 est appelée morphisme de

semi-anneau s’il induit un morphisme de monoïdes au niveau des deux structures de

monoïdes.
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Exemple 5.1.3. Soit M “ pM, ˚, eq un monoïde commutatif. Alors M admet un

préordre naturel ď˚, appelé le préordre algébrique du monoïde, défini par : pour tout

x, y PM , on a x ď˚ y si et seulement s’il existe z PM tel que x ˚ z “ y. Ce préordre

est algébrique dans le sens où il est compatible avec la structure de monoïde : pour

tout z PM et x ď˚ y, on a que x ˚ z ď˚ y ˚ z.

Définition 5.1.4. Soit m ě 1 un entier. On note PpZmě0q le semi-anneau idempotent

dont les éléments sont les sous-ensembles de Změ0 muni des opérations somme donné

par X Y Y et produit donné par la somme de Minkowski X ` Y “ tx ` y : x P

X, y P Y u. On l’appelle le semi-anneau des supports.

Pour tout entier n P Zě1 et X P PpZmě0q, la notation nX signifiera

nX “ X ` ¨ ¨ ¨ `X
loooooomoooooon

n times

.

Par convention 0X “ tp0, . . . , 0qu.

Les préordres algébriques (voir exemple 5.1.3) correspondant à ces opérationsďY
et ď` définis sur PpZmě0q sont en fait des ordres partiels. Par exemple, on a X ďY Y

si et seulement si X Ď Y . Pour S Ď PpZmě0q, on note minYpSq ou min`pSq les

anti-chaînes d’éléments minimaux de S correspondantes à ces ordres partiels.

Définition 5.1.5. Soit X P PpZmě0q. On appelle polygone de Newton et l’on note

N pXq Ď Rm
ě0 l’enveloppe convexe de X ` Změ0. On dit que x P X est un sommet de

X si x R N pXztxuq. On note VertX l’ensemble des sommets de X .

Remarque 5.1.6. On remarque que VertX est un sous-ensemble d’une base minimale

de l’idéal monomial engendré par X (voir par exemple [CLO07]), mais qu’ils ne sont

en général pas égaux (voir l’exemple 5.1.11). Ainsi les résultats suivants ne semblent

pas être des conséquences immédiates des résultats classiques sur les idéaux mono-

miaux.

Lemme 5.1.7. Soient S, T P PpZmě0q tels que N pSq “ N pT q. Alors VertS “

VertT .

Démonstration. Soit s P VertS et supposons que s P N pT ztsuq. Alors il existe

ti P T ztsu, wi P Změ0 et des réels positifs λi P R dont la somme fait 1 tels que

s “
ÿ

i

λipti ` wiq.
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Puisque ti P N pSq, on peut écrire les ti sous la forme

ti “
ÿ

j

µi,jpsi,j ` zi,jq,

où si,j P S, zi,j P Změ0 et µi,j P R sont des réels positives dont la somme vaut 1. Ainsi

s “
ÿ

i,j

λiµi,jpsi,j ` zi,j ` wiq “
ÿ

i,j

λiµi,jsi,j ` v,

où v est un vecteur avec des coefficients positifs. En excluant de la somme les indices

pi, jq tels que si,j “ s, on obtient

s “ cs`
ÿ

i,j
si,j‰s

λiµi,jsi,j ` v

où c “
ř

i,j:si,j“s λiµi,j P r0, 1s. Si c ă 1, on peut résoudre l’équation ci-dessus pour

s afin d’obtenir

s “
ÿ

i,j
si,j‰s

λiµi,j
1´ c si,j `

v

1´ c .

Les coefficients pour les si,j sont positifs et leur somme vaut 1. Ainsi la sommation

dans la partie droite donne un élément de N pSztsuq. Puisque N pSztsuq est fermé

sous l’action d’ajouter des éléments de Rm
ě0, et que le coefficient v{p1´ cq est positif,

alors on a que s P N pSztsuq, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse que s est un

sommet de S. Si c “ 1 alors tous les si,j sont égaux à s, et on obtient s “ s` v. Donc

v “ 0 et ti “ s pour tout i, et en particulier s P T ztsu, ce qui est absurde. Ainsi on

conclut que s R N pT ztsuq et s est un sommet de T .

Lemme 5.1.8. Soit X P PpZmě0q. Alors N pVertXq “ N pXq.

Démonstration. Par le lemme de Dickson [CLO07, chap. 2, Thm 5], il existe un en-

semble fini S Ď X tel que X Ď S`Změ0. Pour un tel S, on a que N pXq “ N pSq que

par le lemme 5.1.7, on en déduit que VertX “ VertS. Ainsi, en remplaçant X par S,

on peut supposer que X est fini.

On procède par récurrence sur le cardinal de X . En effet si X “ H, il n’y a

rien à démontrer. Soit X un ensemble fini quelconque. Si tout élément de X est un

sommet de X alors N pXq “ N pVertXq est vrai. Sinon, prenons x P XzVertX
et Y “ Xztxu Alors, par définition, N pXq “ N pY q. Ainsi en appliquant le lemme

5.1.7, on en déduit que VertX “ VertY . Puisque le cardinal de Y est strictement

inférieur au cardinal de X , on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à Y et on

obtient que N pXq “ N pY q “ N pVertY q “ N pVertXq.
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On en déduit que les sommets de X P PpZmě0q sont uniquement caractérisés par

son polygone de Newton.

Corollaire 5.1.9. Pour X,Y P PpZmě0q, on a VertX “ VertY si et seulement si

N pXq “ N pY q.

Dans le lemme suivant nous allons voir que l’application Vert se comporte bien

vis-à-vis de l’union et de la somme de Minkowski, qui sont la somme et le produit

dans le semi-anneau des supports.

Lemme 5.1.10. PourX,Y P PpZmě0q, on a

VertpVertpXq YVertpY qq “ VertpVertpXq Y Y q
“ VertpX YVertpY qq
“ VertpX Y Y q

et
VertpVertpXq `VertpY qq “ VertpVertpXq ` Y q

“ VertpX `VertpY qq
“ VertpX ` Y q.

Démonstration. On note ˚ soit l’opération Y soit l’opération `. Alors on a le dia-

gramme suivant où les flèches sont des inclusions.

VertpXq ˚ Y

&&
VertpXq ˚VertpY q

))

55

// X ˚ Y

X ˚VertpY q

88

Montrons que ces quatre ensembles engendrent le même polygone de Newton, ce qui

permettra de conclure grâce au corollaire 5.1.9. En particulier il suffit de montrer que

X ˚ Y Ď N pVertpXq ˚ VertpY qq (car pour tout Z P PpZmě0q, on a N pN pZqq “
N pZq).

Si ˚ “ Y, on a X Ď N pVertXq Ď N pVertpXq Y VertpY qq et de manière

symétrique Y Ď N pVertpXq YVertpY qq. Ainsi X Y Y Ď N pVertpXq YVertpY qq.
Supposons maintenant que ˚ “ `. Soit t P X ` Y et notons t “ x ` y avec

x P X et y P Y . D’après les inclusions X Ď N pVertXq et Y Ď N pVertY q,il existe

xi P VertpXq, yj P VertpY q, ui, vj P Změ0 et αi, βj P Rě0 qui vérifient
ř

i αi “ 1 et
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5.1. Semi-anneau des supports et ensemble des sommets

ř

j βj “ 1 tels que

t “
ÿ

i

αipxi ` uiq `
ÿ

j

βjpyj ` vjq.

En ré-indexant cette somme, on obtient

t “
ÿ

i,j

αiβjpxi ` yj ` ui ` vjq.

Pour tout couple i, j, l’expression entre parenthèse est un élément de VertpXq `
VertpY q ` Zě0 et ses coefficieints sont des réels positifs dont la somme fait 1. Ceci

montre que t P N pVertpXq `VertpY qq, ce qui termine la preuve.

Exemple 5.1.11. De manière générale, si BpXq est une base minimale pour l’idéal

monomial engendré par X P PpZmě0q, alors VertpXq Ă BpXq mais cette inclu-

sion peut-être stricte. Considérons par exemple l’ensemble X “ tA1 “ p1, 4q, A2 “

p2, 3q, A3 “ p3, 3q, A4 “ p4, 1qu Ď Z2
ě0 avec BpXq “ tA1, A2, A4u. Alors le poly-

gone de Newton N pXq peut être représenté par la figure 5.1.

A

t

A A

A

X

t1

2

1

2 3

4

FIGURE 5.1 – Le polygone de Newton de X . L’ensemble des sommets de X est
tA1, A4u.

Alors tS Ď X : N pSq “ N pXqu “ ttA1, A4u Ď S Ď Xu, et l’ensemble

VertpXq des sommets de X est l’élément minimal de cette famille par rapport à l’in-

clusion, à savoir tA1, A4u.

On déduit du corollaire 5.1.9 que l’application Vert : PpZmě0q ÝÑ PpZmě0q est

une projection, dans le sens où Vert2 “ Vert.

Définition 5.1.12. On note Trrt1, . . . , tmss l’image de l’opérateur Vert, et on appelle

ses éléments soit des ensembles de sommets, soit des séries formelles tropicales. Pour

S, T P Trrt1, . . . , tmss, on définit

S ‘ T “ VertpS Y T q et S d T “ VertpS ` T q.
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Corollaire 5.1.13. L’ensemble pTrrt1, . . . , tmss,‘,dq est un semi-anneau commuta-

tif dont l’élément nul estH, et dont l’unité est t0u.

Remarque 5.1.14. Dans le cas où m “ 1 alors l’application Vert coïncide avec le min
sur N. En particulier, le semi-anneau considéré est N,min,` qui sont les opérations

tropicales usuelles.

Démonstration. Les seules choses qu’il reste à vérifier sont l’associativité de ‘, l’as-

sociativité de d et la distributivité. L’associativité de ‘ et de d découlent des égalités

S ‘ pT ‘ Uq “ VertpS Y T Y Uq “ pS ‘ T q ‘ U

et

S d pT d Uq “ VertpS ` T ` Uq “ pS d T q d U

qui sont des conséquences du lemme 5.1.10. Quant à la distributivité, elle découle de

l’égalité

SdpT‘Uq “ VertppS`T qYUq “ VertppS`T qYpS`Uqq “ pSdT q‘pSdUq.

Corollaire 5.1.15. L’application Vert est un homomorphisme de semi-anneaux com-

mutatifs. En particulier, pour tout famille finie tXiui d’éléments Xi P PpZmě0q, on

a Vertp
ř

iXiq “
Ä

iPI VertpXiq, Vertp
Ť

iXiq “
À

iPI VertpXiq et VertpnT q “
VertpT qdn.

Démonstration. Découle directement des lemmes 5.1.10 et 5.1.13.

5.2 L’anneau différentiel des séries formelles et l’application
support

On considère l’anneau différentiel Rm défini dans la section 2.3, et les semi-

anneaux PpZmě0q et Trrt1, . . . , tmss issus de la section 5.1. Dans cette partie, nous

allons introduire le support et l’application de tropicalisation, qui sont reliées par le

diagramme commutatif suivant :

Rm
Supp //

trop &&

PpZmě0q

Vert
��

Trrt1, . . . , tmss

(5.2.1)
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Si J “ pj1, . . . , jmq est un élément de Změ0, on notera tJ le monôme tj11 ¨ ¨ ¨ t
jm
m .

Un élément de Rm est de la forme ϕ “
ř

JPZm
ě0
aJ t

J avec aJ P K.

Définition 5.2.1. 1. Le support de ϕ “
ř

aJ t
J P Rm est défini comme

Supppϕq “ tJ P Změ0 | aJ ‰ 0u.

2. Pour un entier n fixé, l’application deRnm vers le produit PpZmě0q
n est également

noté Supp.

Supp: Rnm Ñ PpZmě0q
n

ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq ÞÑ Supppϕq “ pSupppϕ1q, . . . ,Supppϕnqq.

3. L’ensemble des supports de T Ď Rnm est son image par l’application Supp :

SupppT q “ tSupppϕq | ϕ P T u Ď PpZmě0q
n.

4. L’application qui envoie toute série formelle de Rm vers l’ensemble des som-

mets de son support est appelé l’application de tropicalisation.

trop: Rm Ñ Trrt1, . . . , tmss
ϕ ÞÑ VertpSupppϕqq.

Lemme 5.2.2. L’application de tropicalisation est une valuation non dégénérée dans

le sens de [GG16, Definition 2.5.1]. C’est-à-dire qu’elle vérifie les propriétés sui-

vantes :

1. tropp0q “ H, tropp˘1q “ t0u,

2. troppϕ ¨ ψq “ troppϕq d troppψq,

3. troppϕ` ψq ‘ troppϕq ‘ troppψq “ troppϕq ‘ troppψq,

4. troppϕq “ H implique que ϕ “ 0.

Démonstration. Le premier point est clair.

Pour le second, on remarque le polygone de Newton a la propriété bien connue

suivante

N pSupppϕ ¨ ψqq “ N pSupppϕqq `N pSupppψqq “ N pSupppϕq ` Supppψqq.

Ainsi, les sommets de l’ensemble Supppϕq ` Supppψq coïncident avec les sommets

de Supppϕ ¨ ψq. Ceci implique que troppϕ ¨ ψq “ VertpN pSupppϕq ` Supppψqqq.
Finalement le fait que troppϕ ¨ ψq “ troppϕq d troppψq se déduit du lemme 5.1.10.
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Le troisième point se déduit du fait que Supppϕ ` ψq Ď Supppϕq Y Supppψq et

du lemme 5.1.15.

Le dernier point se déduit du fait que l’ensemble vide est le seul ensemble dont le

polygone de Newton est vide.

Définition 5.2.3. Pour J “ pj1, . . . , jmq P Změ0, on définit ΘtroppJq : PpZmě0q Ñ

PpZmě0q comme

ΘtroppJqT :“
#

pt1 ´ j1, . . . , tm ´ jmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pt1, . . . , tmq P T,

for all 1 ď i ď m : ti ´ ji ě 0

+

Par exemple, si T est la zone grise de la partie gauche de la figure 5.2 et si J “

p1, 2q, alors de manière informelle ΘtroppJqT est la translation de T par le vecteur J et

l’on garde que la partie positive (les points dont toutes les coordoonées sont positives).

L’ensemble ΘtroppJqT est la zone grise sur sur la partie droite de la figure 5.2.

t

T

J

1

t2

t

2

t1

trop
(J)T

FIGURE 5.2 – L’opérateur ΘtroppJq pour J “ p1, 2q appliqué à l’ensemble T .

Puisque K est de caractéristique nulle alors, pour tout ϕ P Rm et J P Změ0, on a

SupppΘpJqϕq “ ΘtroppJqSupppϕq (5.2.2)

Maintenant, étant donné un monôme différentielEM comme dans l’équation (2.3.1),

nous avons tous les outils pour définir l’évaluation deEm en un support S “ pS1, . . . , Snq P

PpZmě0q
n. On pose

EM pSq “
ÿ

1ďiďn
||J ||8ďr

Mi,JΘtroppJqSi P PpZmě0q. (5.2.3)

Lemme 5.2.4. Étant donné une série formelle ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq P R
n
m et un monôme

différentiel EM , on a troppEM pϕqq “ VertpEM pSupppϕqqq
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Démonstration. En appliquant l’application trop à l’équation (5.2.2), on obtient

troppΘpJqϕiq “ VertpΘtroppJqSupppϕiqq. (5.2.4)

En utilisant la multiplicativité de trop (voir lemme 5.2.2), l’équation (5.2.4) et le

lemme 5.1.15, on obtient

troppEM pϕqq “
ä

i,J

troppΘpJqϕiqdMi,J “
ä

i,J

VertpΘtroppJqSupppϕiqqdMi,J

“ VertpEM pSupppϕqqq.

Remarque 5.2.5. Si P “
ř

M αMEM P Rm,n et ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq P R
n
m, alors on

peut considérer le support supérieur USpP,ϕq of P at ϕ défini comme

USpP,ϕq “
ď

M

pSupppαM q ` SupppEM pϕqqq P PpZmě0q.

On peut maintenant calculer les sommets de USpP,ϕq en appliquant l’opération

Vert et le lemme 5.1.15 à l’expression ci-dessus pour obtenir

Vert
´

ď

M

pSupppαM q ` SupppEM pϕqq
¯

“
à

M

VertpSupppαM q ` SupppEM pϕqq

“
à

M

troppαM q d troppEM pϕqq “
à

M

troppαM q dVertpEM pSupppϕqqq,

puisque troppEM pϕqq “ VertpEM pSupppϕqqq par le lemme 5.2.4. ceci motive la dé-

finition de polynômes différentiels tropicaux que nous verrons dans la section suivante.

5.3 Les polynômes tropicaux différentiels

Dans cette section, nous définissons l’ensemble des polynômes tropicaux diffé-

rentiels Tm,n et le morphisme de tropicalisation trop: Rm,n Ñ Tm,n. On rappelle

que Trrt1, . . . , tmss est l’ensemble des sommets dans Změ0 et que Vert : PpZmě0q ÝÑ

Trrt1, . . . , tmss est l’homomorphisme de projection (voir section 5.1). Remarquons

que dans le cas m “ 1 les définitions et propriétés présentées coïncident avec celles

utilisées dans la preuve du théorème fondamental de la géométrie différentielle tropi-

cale [AGT16]. De plus, dans la section 6.3 nous illustrerons dans l’exemple 6.3.2 les

raisons des définitions données ici.
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Définition 5.3.1. Pour un ensemble S P PpZmě0q un un m-uplet J P Změ0, on définit

ValJpSq “ VertpΘtroppJqSq.

Notons que pour ϕ P Rm et tout m-uplet J , ceci implique que

ValJpSupppϕqq “ troppΘpJqϕq.

En particulier ValJpSq “ H si et seulement si ΘpJqϕ “ 0. On déduit du lemme

5.1.15 que

VertpEM pSqq “
ä

1ďiďn
||J ||8ďr

ValJpSiqdMi,J .

Définition 5.3.2. Un monôme tropical différentiel en les variables x1, . . . , xn d’ordre

plus petit ou égal à r est une expression de la forme

εM “
ä

1ďiďn
||J ||8ďr

x
dMi,J

i,J

où M “ pMi,Jq P pZě0q
nˆpr`1qm .

Un monôme tropical différentiel εM induit une application de

PpZmě0q
n Ñ Trrt1, . . . , tmss

donné par

εM pS1, . . . , Snq “ VertpEM pSqq “
ä

i,J

ValJpSiqdMi,J ,

où ValJpSiq est défini dans la définition 5.3.1 et EM pSq dans l’équation (5.2.3). Rap-

pellons que d’après le lemme 5.1.13, on peut aussi écrire

εM pS1, . . . , Snq “ Vert
ˆ

ÿ

i,J

ValJpSiqdMi,J

˙

.

Définition 5.3.3. Un polynôme tropical différentiel en les variables x1, . . . , xn d’ordre

plus petit ou égal à r est une expression de la forme

p “ ppx1, . . . , xnq “
à

MP∆
aM d εM ,

où aM P Trrt1, . . . , tmss, aM ‰ H and ∆ est un sous-ensemble fini de pZě0q
nˆpr`1qm .

94



5.3. Les polynômes tropicaux différentiels

On notera Tm,n “ Trrt1, . . . , tmsstx1, . . . , xnu l’ensemble des polynômes tropicaux

différentiels.

Un polynôme tropical différentiel p comme défini dans 5.3.3 induit une application

de PpZmě0q
n vers Trrt1, . . . , tmss donné par

ppSq “
à

MP∆
aM d εM pSq “ Vert

´

ď

MP∆
paM ` εM pSqq

¯

La seconde égalité se déduit du lemme 5.1.13. Un polynôme différentiel P P Rm,n

d’ordre au plus r est de la forme

P “
ÿ

MP∆
αMEM ,

où ∆ est un sous-ensemble fini de pZě0q
nˆpr`1qm , αM P Krrt1, . . . , tmss et EM est

un monôme différentiel comme dans (2.3.1). Alors la tropicalisation de P est définie

comme

troppP q “
à

MP∆
troppαM q d εM P Tm,n,

où εM est le monôme différentiel tropical correspondant à EM .

Définition 5.3.4. Soit G Ď Rm,n un idéal différentiel. Sa tropicalisation troppGq est

l’ensemble des polynômes tropicaux ttroppP q | P P Gu.

Lemme 5.3.5. Etant donné un monôme différentiel EM et un n-uplet de séries for-

melles ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq P Krrt1, . . . , tmss
n, on a

troppEM pϕqq “ εM pSupppϕqq.

Démonstration. Se déduit des notations et du lemme 5.2.4.

La définition suivante de solution d’un polynôme tropicale est une généralisation

naturelle du cas m “ 1, sauf que l’évaluation ppSq donne un ensemble de sommet au

lieu d’un simple minimum.

Définition 5.3.6. 1. Soit p “
À

MP∆ aM d εM un polynôme tropical différentiel.

Un n-uplet S P PpZmě0q
n est appelé solution de p si pour tout J P ppSq il existe

M1,M2 P ∆ avec M1 ‰M2 tel que J P aM1 d εM1pSq et J P aM2 d εM2pSq.

Remarquons que si ppSq “ H, alors S est une solution de p.

2. Soit H Ď Tm,n une famille de polynômes tropicaux différentiels. Alors S est

une solution de H si S est solution de tous les polynômes tropaux différentiels
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de H . L’ensemble des solutions de H sera noté SolpHq, c-a-d

SolpHq “ tS P PpZmě0q
n | S is a solution of p for every p P Hu
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CHAPITRE 6

LE THÉORÈME FONDAMENTAL DE

LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

TROPICALE PARTIELLE

6.1 Notations

6.2 Le théorème fondamental

Le but de cette section est de démontrer qu’étant donné un idéal différentiel G de

Rm,n le support des solutions de G coïncide avec les solutions de la tropicalisation de

G. Plus précisément on veut démontrer le théorème suivant

Théorème 6.2.1 (Théorème fondamental). Soit K un corps algébriquement clos et

indénombrable de caractéristique nulle. SoitG un idéal différentiel de l’anneauRm,n.

Alors

SupppSolpGqq “ SolptroppGqq.

Remarque 6.2.2. Ce théorème est la généralisation avec des dérivées partielles du théo-

rème fondamental de la géométrie différentielle tropicale, voir [AGT16].

Nous allons commencer par démontrer que l’inclusion SupppSolpGqq Ď SolptroppGqq
est toujours vraie sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, indépen-

damment du fait que K soit indénombrable.

Proposition 6.2.3. SoitG un idéal différentiel de l’anneau des polynômes différentiels

Rm,n. Si ϕ P SolpGq, alors Supppϕq P SolptroppGqq.

Démonstration. Soitϕ une solution deG et S “ Supppϕq. SoitP “
ř

MP∆ αMEM P

G un polynôme différentiel de G et p “ troppP q “
À

MP∆ aM d εM , où aM “

troppαM q. Nous allons montrer que S est solution de p. Soit J P ppSq un sommet

quelconque. Par définition de la loi ‘, il existe un indice M1 tel que

J P aM1 d εM1pSq.
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Ainsi d’après le lemme 5.3.5 et la multiplicativité de l’application trop (voir le lemme

5.2.2), on a

J P VertpSupppαM1EM1pϕqqq.

Puisque P pϕq “ 0, il existe un autre indice M2 ‰M1 tel que

J P SupppαM2EM2pϕqq,

car sinon il n’y aurait pas d’annulation. Puisque J est un sommet de ppSq, on en déduit

que J est un sommet de tout sous-ensemble de N pppSqq contenant J et en particulier

de N pSupppαM2EM2pϕqqq. Ainsi

J P aM2 d εM2pSq

et comme J et P ont été choisi arbitrairement, on en déduit que S est une solution de

G.

Il ne reste donc plus qu’à démontrer l’inclusion réciproque. C’est en particulier

dans la proposition 6.2.5, qu’il sera important queK soit indénombrable. La remarque

6.3.3 montre que le théorème 6.2.1 est en général faux si K est dénombrable.

La preuve du théorème fondamental prendra le reste de cette section et sera dé-

composée en plusieurs parties. D’abord nous introduirons quelques notations. Si J “

pj1, . . . , jmq est un élément de Změ0, on dédinit J ! comme étant le produit j1! ¨ ¨ ¨ jm!.
La bijection entre KZmě0 et Rm donnée par

ψ : KZmě0 Ñ Rm

a “ paJqJPZm
ě0

ÞÑ
ÿ

JPZm
ě0

1
J !aJ t

J

nous permet d’identifier les points deRm avec les points deKZmě0 . De plus, si I P Změ0,

l’application ψ possède la propriété suivante :

ΘpIqψpaq “
ÿ

JPZm
ě0

1
J !aI`J t

J

qui implique que

a “ pΘpIqψpaq|t“0qIPZm
ě0
.

Pour le reste de cette section, on se fixe un ensemble fini de polynômes différentiels

Σ “ tP1, . . . , Psu Ď G tels que Σ possède les mêmes solutions que G (ce qui est
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possible d’après la propriété 2.4.7).. Pour tout ` P t1, . . . , su et I P Změ0 on définit

F`,I “ pΘpIqP`q|t1“¨¨¨“tm“0 P K
“

xi,J : 1 ď i ď n, J P Změ0
‰

et

A8 “ tpai,Jq P K
nˆpZmě0q : F`,Ipai,Jq “ 0 for all 1 ď ` ď s, I P Změ0u.

L’ensembleA8 correspond aux séries formelles solutions du système différentiel Σ “
0 comme le montre le lemme suivant.

Lemme 6.2.4. Soit ϕ P Krrt1, . . . , tmssn avec ϕ “ pϕ1, . . . , ϕnq, où

ϕi “
ÿ

JPpZm
ě0q

ai,J
J ! t

J .

Alors ϕ est une solution de Σ “ 0 si et seulement si pai,Jq P A8.

Démonstration. Cet énoncé se déduit de la formule

P`pϕ1, . . . , ϕnq “
ÿ

IPpZě0qm

F`,Ippai,Jqi,Jq

I! tI ,

qui est aussi appellée formule de Taylor. Voir [Sei58] pour plus de détails.

Pour tout S “ pS1, . . . , Snq P PpZmě0q
n on définit

A8,S “ tpai,Jq P A8 : ai,J “ 0 si et seulement si J R Siu.

Cet ensemble correspond aux séries formelles solution du système Σ “ 0 dont le

support est exactement S. En particulier S P SupppSolpGqq si et seulement siA8,S ‰

H.

Les ensembles A8 et A8,S font intervenir un nombre infini de coefficients. On

aimerait pouvoir travailler à un niveau fini. Dans ce but, nous donnons les définitions

suivantes. Pour tout entier k ě 0, on choisit Nk ě 0 minimal tel que pour tout entier

` P t1, . . . , su et ||I||8 ď k, on a

F`,I P Krxi,J : 1 ď i ď n, ||J ||8 ď Nks.

Remarquons que si k1 ď k2 alors Nk1 ď Nk2 . On définit alors

Ak “ tpai,Jq P K
nˆt1,...,Nkum : F`,Ipai,Jq “ 0 @1 ď ` ď s, ||I||8 ď ku
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et

Ak,S “ tpai,Jq P Ak : ai,J “ 0 si et seulement si J R Siu.

Il existe des applications de projection πk,l : Ak,S Ñ Al,S pour tout k, l P Zě0Yt8u

avec k ě l. On a que A8,S “ lim
ÐÝ

Ak,S .

Proposition 6.2.5. Soit S P PpZmě0q
n. Si A8,S “ H, alors il existe k ě 0 tel que

Ak,S “ H.

Démonstration. Supposons que, pour tout entier k ě 0, l’ensemble Ak,S soit non

vide ; on va montrer que cela implique que A8,S ‰ H. On suit la stratégie de la

preuve [DL84, Theorem 2.10] : dans un premier temps on utilise un ultraproduit afin

de construire un corps plus grand K sur lequel on peut trouver une série formelle

solution dont le support est S. Ensuite on montre que ceci implique l’existence d’une

solution avec le même support et à coefficients dans K. Pour plus d’informations sur

les ultrafiltres et les ultraproduits, le lecteur pourra consulter [Bec+79].

Pour tout entier k ě 0, on choisit un élément papkqi,J q1ďiďn,||J ||8ďNk P Ak,S . Fixons

un ultra-filtre non-principal U sur les entiers naturels N et considérons l’ultra-produit

K “ p
ś

rPNKq{ „ où x „ y pour x “ pxrqrPN et y “ pyrqrPN si et seulement si l’en-

semble tr P N : xr “ yru est dans U . On notera rpxrqs la classe d’équivalence d’une

suite pxrq. On considère K comme une K-algèbre à l’aide de l’application diagonale

K Ñ K, x ÞÑ pxqrPN. Pour tout i dans J , on va définir ai,J P K comme

ai,J “ rpa
pkq
i,J : k P Nqs

où l’ensemble apkqi,J “ 0 pour un nombre fini de valeurs de k avec ||J ||8 ą Nk.

Pour tout entier ` P N et I , on a F`,Ippa
pkq
i,J qi,Jq “ 0 pour k assez grand. Ainsi

F`,Ippai,Jqi,Jq “ 0 dans K (car l’ensemble des k tels que F`,Ippa
pkq
i,J qi,Jq ‰ 0 est

fini). De plus pour J P Si, on a apkqi,J ‰ 0 pour tout k assez grand (par hypothèse),

ainsi ai,J ‰ 0 dans K. De l’autre côté pour J R Si, on a apkqi,J “ 0 pour tout k, et donc

ai,J “ 0.

On considère maintenant l’anneau

R “ K

«

xi,J : 1 ď i ď n, J P Změ0
x´1
i,J : 1 ď i ď n, J P Změ0, J P Si

ff

{

˜

F`,I : 1 ď ` ď s, I P Změ0
xi,J : 1 ď i ď n, J P Změ0, J R Si

¸

Le paragraphe ci-dessus prouve que l’application R Ñ K définie par xi,J ÞÑ ai,J

est un morphisme d’anneau bien défini. En particulier R n’est pas l’anneau nul. Soit

m un idéal maximal de R. Montrons que la composition K Ñ R Ñ R{m est un

isomorphisme. En effet, R{m est un corps et une K-algèbre engendré par un nombre

100



6.2. Le théorème fondamental

au plus dénombrable d’éléments (puisque R l’est). Ainsi, le corps R{m de dimension

au plus dénombrable commeK espace-vectoriel. Si t P R{m était transcendant surK,

alors par la théorie de la décomposition en éléments simples, les éléments 1{pt ´ αq

pour α P K formeraient un sous-ensemble K linéaire de R{m indénombrable (c’est

précisément ici que la non-dénombrabilité de K joue un rôle). Ceci n’est pas possible,

ainsi R{m est algébrique sur K. Comme K est algébriquement clos, alors K “ R{m.

Ainsi par construction l’ensemble pbi,Jq satisfait les conditions F`,Ippbi,Jqq “ 0 pour

tout ` et I , et bi,J “ 0 si et seulement si J R Si. Ainsi pbi,Jq est un élément de A8,S .

En particulier A8,S ‰ H.

Preuve de 6.2.1. Nous allons maintenant prouver la direction manquante du théorème

fondamental par contraposée. Soit S “ pS1, . . . , Snq P PpZmě0q
n tel que A8,S “ H,

c’est-à-dire qu’il n’existe pas de solution série formelle de Σ “ 0 dansKrrt1, . . . , tmssn

ayant S comme support. Alors d’après la proposition 6.2.5, il existe k ě 0 tel que

Ak,S “ H. De manière équivalente

V

˜

F`,I : 1 ď ` ď s, ||I||8 ď Nk

xi,J : 1 ď i ď n, J R Si, ||J ||8 ď k

¸

Ď V

˜

ź

1ďiďn
JPSi

||J ||8ďNk

xi,J

¸

.

D’après le théorème des zéros de Hilbert, il existe un entier M ě 1 tel que

E :“
ˆ

ź

1ďiďn
JPSi

||J ||8ďNk

xi,J

˙M

P

C

F`,I : 1 ď ` ď s, ||I||8 ď Nk

xi,J : 1 ď i ď n, J R Si, ||J ||8 ď k

G

.

Ainsi il existe G`,I and Hi,J in Krxi,J : 1 ď i ď n, ||J ||8 ď Nks tel que

E “
ÿ

1ď`ďs
||I||8ďk

G`,IF`,I `
ÿ

1ďiďn
JRSi

||J ||8ďNk

Hi,Jxi,J .

Définissons le polynôme différentiel P par

P “
ÿ

1ď`ďs
||I||8ďk

G`,IΘpIqpP`q.

Alors P est un élément de l’idéal différentiel engendré par P1, . . . , Ps. Ainsi, en par-
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ticulier P P G. Puisque F`,I “ ΘpIqpP`q|t“0, il existe hi P Rm,n tel que

P “ E ´
ÿ

1ďiďn
JRSi

||J ||8ďNk

Hi,Jxi,J ` t1h1 ` . . .` tmhm.

Remarquons que E apparaît comme un monôme dans P puisqu’il ne peut pas s’annu-

ler avec les autres termes de la somme ci-dessus. Par construction, on a troppEqpSq “
tp0, . . . , 0qu. Cependant on a p0, . . . , 0q R troppHi,Jxi,JqpSq car J R Si, et on a

p0, . . . , 0q R tropptihiqpSq car le facteur ti oblige le ieme coefficient de tous les élé-

ments de tropptihiqpSq d’être au moins 1. Ainsi le sommet tp0, . . . , 0qu de troppP qpSq
n’est atteint qu’une seule fois (dans le monôme E) et ainsi S n’est pas une solution

de troppP q. Puisque P P G, on en déduit que S R SolptroppGqq, ce qui prouve

l’énoncé.

6.3 Exemples et limites du théorème fondamental

Dans cette section, nous donnons des exemples pour illustrer les résultats obtenus

dans les sections précédentes. De plus, nous donnerons quelques idées de générali-

sations directes où le théorème fondamental [AGT16] et notre version 6.2.1 ne s’ap-

pliquent plus. Nous donnerons aussi quelques pistes pour des développements.

Exemple 6.3.1. Considérons le système de polynômes différentiels

Σ “ tP1 “ x2
1,p1,0q ´ 4x1,p0,0q , P2 “ x1,p1,1q x2,p0,1q ´ x1,p0,0q ` 1 ,

P3 “ x2,p2,0q ´ x1,p1,0qu

dans R2,2. Par des méthodes d’éliminations en algèbre différentielle, telles que celles

implémentées dans le package DifferentialAlgebra de MAPLE, on peut prou-

ver que

SolpΣq “ tϕ1pt1, t2q “ 2 c0 t1 ` c
2
0 `

?
2 c0 t2 ` t

2
1 `

?
2 t1 t2 `

1
2 t

2
2,

ϕ2pt1, t2q “ c2 t1 ` c1 `
1
2
?

2 pc2
0 ´ 1q t2 ` c0 t

2
1 `

?
2 c0 t1 t2 `

1
2 c0 t

2
2

`
1
3 t

3
1 `

1
2
?

2 t21 t2 `
1
2 t1 t

2
2 `

1
12
?

2 t32u,

où c0, c1, c2 P K sont des constantes arbitraires. En posant par exemple c0 “ c2 “

0, c1 ‰ 0, on obtient comme supports

ptp2, 0q, p1, 1q, p0, 2qu, tp0, 0q, p0, 1q, p3, 0q, p2, 1q, p1, 1q, p0, 3quq P SupppSolpΣqq.
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Nous allons maintenant illustrer que grâce au théorème fondamental des condi-

tions nécessaires et des relations sur le support peuvent être trouvées. Soit pS1, S2q P

PpZ2
ě0q

2 une solution de tropprΣsq. Considérons dans un premier temps

troppP1qpS1, S2q “ Vertp2 ¨VertpΘp1, 0qS1q Y VertpS1qq.

Si l’on suppose que p0, 0q P S1, alors p0, 0q est un sommet de S1. Par définition de

solution de polynôme tropical différentiel, on sait que p1, 0q P S1. Réciproquement si

p1, 0q P S1, alors on en déduit que p0, 0q P S1. C’est ce qu’on attendait puisque les

monômes correspondant dans ϕ1 s’annulent si et seulement si c0 “ 0.

Considérons maintenant

troppΘp1, 0qP1qpS1, S2q “ VertpVertpΘp1, 0qS1q Y pVertpΘp2, 0qS1q`VertpS1qqq.

Si l’on suppose que p0, 0q n’est pas un sommet, ce qui implique que p0, 0q, p1, 0q, p2, 0q R
S1, et si l’on suppose également que pk, 0q est un sommet pour un certain k ě 1, alors

on en déduit du premier monôme tropical différentiel que pk` 1, 0q P S1 et du second

monôme que p2k ` 1, 0q “ pk ` 1, 0q P S1, ce qui contredit que k ě 1. Alors, il ne

peut pas y avoir de solution ϕ1 dont le support ne contient pas p0, 0q, p1, 0q ou p2, 0q.
En considérant pour k, l P Zě0 les polynômes tropicaux différentiels

troppΘpk, lqP3qpS1, S2q “ VertpVertpΘp2` k, lqS2q Y VertpΘp1` k, lqS1q,

on obtient le lien entre ϕ1 et ϕ2. De manière similaire à précédemment, on obtient, en

supposant que l’origine est un sommet de troppΘpk, lqP3qpS1, S2q, que p1`k, lq P S1

si et seulement si p2` k, lq P S2.

Une manière naturelle de définird et‘ dans la section 5.1 aurait été de prendre le

polygone de Newton et pas son ensemble de sommets, comme on le fait. Cependant,

certains résultats, en particulier une des inclusions du théorème, la proposition 6.2.3,

n’aurait plus été vraie comme on le voit dans l’exemple suivant.

Exemple 6.3.2. Soit te1, . . . , e4u une base de Z4
ě0. Dans R4,1 “ Krrt1, . . . , t4sstxu

considérons l’idéal différentiel engendré par

P “ xe3xe4 ` p´t
2
1 ` t

2
2qxe1`e3 “

Bx

Bt3
¨
Bx

Bt4
` p´t21 ` t

2
2q
B2x

Bt1Bt3

et la solution ϕ “ pt1 ` t2qt3 ` pt1 ´ t2qt4. Alors

Supppϕq “ te1 ` e3, e2 ` e3, e1 ` e4, e2 ` e4u.
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Par ailleurs, pour S P PpZ4
ě0q, on obtient

troppP qpSq “ VertpVertpΘtroppe3qS `Θtroppe4qSq

YVertp2e1 `Θtroppe1 ` e3qSq

YVertp2e2 `Θtroppe1 ` e3qSq.

Si l’on pose S “ Supppϕq, on a

troppP qpSq “ VertpVertpt2e1, e1 ` e2, 2e2uq Y t2e1u Y t2e2uq.

Puisque

Vertpt2e1, e1 ` e2, 2e2uq “ t2e1, 2e2u,

tout J P troppP qpSq, en particulier 2e1 et 2e2, apparaît dans deux monômes de

troppP qpSq, et S est bien dans SolptroppP qq. Remarquons que dans le polygone de

Newton, le point e1 ` e2, qui n’est pas un sommet, vient seulement d’un seul mo-

nome dans troppP qpSq. C’est pourquoi il est nécessaire de considérer seulement les

sommets et non tout le polygone de Newton pour certaines propositions, comme la

proposition 6.2.3, soient vraies.

Remarque 6.3.3. Le théorème fondamental pour les systèmes d’équations différen-

tielles au dérivées partielles, sur un corps dénombrable tel que Q, n’est en général plus

vrai. En effet, d’après [DL84, corollaire 4.7], il existe un système d’équations diffé-

rentielles aux dérivées partielles G sur Q possédant une solution dans Crrt1, . . . , tmss
mais aucune dans Qrrt1, . . . , tmss. Prenant K “ Q comme corps de base, on a que

SolptroppGqq ‰ H car SolptroppGqq “ SupppSolpGqq est non vide sur C, mais

SupppSolpGqq “ H.

Nous nous sommes seulement intéressés aux solutions qui sont des séries for-

melles. Une extension naturelle pourrait-être de considérer les séries des Puiseux.

Exemple 6.3.4. Considérons R1,1 “ Krtstxu et l’idéal différentiel engendré par le

polynôme différentiel

P “ 2txp1q ´ xp0q “ 2t ¨ Bx
Bt
´ x.

Il n’existe pas de série formelle non nulle qui soit solution de P “ 0. Par contre

ϕ “ ct1{2 est, pour tout c P C une solution. En fait tϕu est l’ensemble de toutes les

solutions P “ 0 sous forme de séries de Puiseux.
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Par ailleurs, soit S P PpZě0q. Alors tout point J de

troppP qpSq “ VertpVertpt1u ` pΘtropp1qSq YVertpSqq

apparaît dans deux monômes, sauf si 0 P J . Alors, pour tout S P SolptroppP qq, on

sait que 0 R S. Pour tout I ě 0, on a que

ΘpIqP “ 2txpI`1q ` p2I ´ 1qxpIq P G

et

troppΘpIqP qpSq “ VertpVertptp1qu ` pΘtropppI ` 1qSq YVertpΘtroppIqSqq.

De manière similaire à ci-dessus, tout J P troppΘpIqP qpSq apparaît dans deux mo-

nômes, sauf si I P J . Ainsi I R S et donc, le seul S P PpZě0q avec S P SolptropprP sqq
est S “ H. Donc SolptropprP sqq “ tHu “ SupppSolprP sqq.

On souhaite maintenant considérer les séries de Puiseux solution plutôt que les

solutions séries formelles. On connait le support des solutions qui sont une série de

Puiseux

tSupppϕqu “ tH, t1{2uu.

Maintenant, pour S P Qm and J “ pj1, . . . , jmq P Změ0, on pose

ΘtroppJqS “

#

ps1 ´ j1, . . . , sm ´ jmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ps1, . . . , smq P S,

@1 ď i ď m, si ă 0 or si ´ ji R Ză0

+

C’est une définition naturelle, puisque c’est seulement dans le cas où l’exposant du

monôme est positif que la dérivée peut s’annuler. Pour ValJ et les opérations d et ‘

la définition reste la même.

Soit Q P rP s. Alors

Q “
ÿ

kPI
Qk ¨ΘpIkqP

pour un certain ensemble d’indice I etQk P Rm,n. Pour tout Ik, on sait que Supppϕq “
tp1{2qu P SolptroppΘpIkqP qq. Soitα P QXp0, 1q. Alors pour tout J P troppΘpIkqP q P
Zě0 , on a ΘtroppJqtp1{2qu “ ΘtroppJqtpαqu`tp1{2´αqu. Ainsi pαq P SolptroppΘpIkqP qq.
Puisque

troppGk ¨ΘpIkqP q “ troppGkq d troppΘpIkqP q,

on peut trouver des solutions même si l’on multiplie par Gk. Ainsi α P SolptroppGk ¨
ΘpIkqP qq et par conséquent α P SolptropprP sqq. Cependant α R SupppSolprP sqq
pour α ‰ 1{2.
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Remarquons que P est un polynôme différentiel ordinaire et que par des calculs

similaires à ceux effectués ici, une généralisation directe des séries formelles aux séries

de Puiseux pour le théorème fondamental [AGT16] ne fonctionnerait pas non plus.

En conclusion, insistons sur le fait que le théorème fondamental peut aider à trou-

ver des conditions nécessaires sur le support de solutions de système d’équations par-

tielles différentiels, mais en général cette méthode ne peut-être complètement algo-

rithmique. En effet, selon [DL84][Theorem 4.11], l’existence de solutions en séries

formelles pour un système d’équations linéaires dont les coefficients sont des séries

formelles est en général indécidable.
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Quatrième partie

Une observation sur les topologies
des complétions
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Partie IV,

Dans cette partie, nous évoquons une « particularité » importante des complétés

d’anneaux locaux dans le cas non nothérien. Si, dans le cas noethérien, la situation est

bien comprise et essentiellement régie par le théorème de Krull, la situation dans le

cas non noethérien, est quant à elle plus compliquée comme en atteste notre théorème

7.1.2.

L’observation formulée dans cette partie peut se résumer ainsi : si R est un anneau

local, alors son complété est naturellement muni de la topologie de la limite projective

pour laquelle il devient un anneau topologique complet ; dans le cas non noethérien et

contrairement au cas noethérien, ce complété R̂ n’est pas complet pour les topologies

adiques que l’on peut construire sur R̂ à partir de l’idéal maximal MR de R.
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CHAPITRE 7

TROIS TOPOLOGIES SUR LA

COMPLÉTION QUI COÏNCIDENT

SEULEMENT DANS LE CAS

NOETHÉRIEN

Tous les groupes et tous les anneaux de ce chapitre sont supposés commutatifs.

7.1 Énoncé du problème

SoitR un anneau topologique,M unR-module topologique et I un idéal deR. On

suppose que la topologie de R ainsi que celle de M sont I-préadiques. On considère
xM la complétion de M par rapport à la filtration pInMqnPN. Pour tout n P N, on

note πn : xM Ñ M{InM les projections canoniques. On rappelle que la topologie

sur xM est définie par la filtration en sous-modules pKn “ KerpπnqqnPN. Pour cette

topologie, l’anneau xM est complet.

Lorsque R est un anneau noéthérien, on peut montrer que la topologie sur xM défi-

nie par la filtration pKn “ KerpπnqqnPN est préadique, comme l’énonce le théorème

suivant (voir par exemple [Mat80, 23.L, Corollary 4]).

Théorème. Soit R un anneau noethérien, I un idéal de R, M un R-module de type

fini muni de la topologie I-préadique. Si l’on note xM “ lim
ÐÝn

M{InM la complétion

de M et tKnunPN˚ la filtration sur xM définie par Kn “ KerpxM ÑM{InMq alors,

pour tout entier n ě 1, on a Kn “ zInM “ InxM “ ppIqnxM .

Dans le théorème précédent, on considère trois filtrations sur xM :

1. La filtration définie par pKn “ Kerpπnq “ zInMqnPN qui est la topologie na-

turelle sur xM . Cette topologie fait de xM un R-module topologique complet et

rend les projections πn continues.
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2. La topologie I-préadique sur xM (celle définie par la filtration InxM ). Cette to-

pologie fait également de xM un R-module topologique et rend les projections

πn continues.

3. La topologie définie par la filtration pInxM . C’est la topologie pI-préadique sur xM

lorsqu’on considère xM avec sa structure de pR-module. Cette topologie fait de
xM un R et un pR-module topologique et rend les projections πn continues.

Dans le cadre de l’étude du théorème précédent dans le cas non-noethérien nous

allons répondre à la question suivante :

Question 7.1.1. Soit R est un anneau quelconque, I un idéal de R et M un R-module

topologique muni de la topologie I-préadique. Si xM “ lim
ÐÝn

M{InM , est-ce que
xM est complet pour la topologie I-préadique, respectivement pour la topologie pI-

préadique?

A. YEKUTIELI présente dans l’introduction de son article [Yek11] un contre-

exemple au théorème précédent lorsque R n’est plus noethérien. Plus précisément,

il démontre que si A “ krpxlqlPNs est l’anneau des polynômes en une infinité de

variables, que si m “ xpxlqlPNy désigne l’idéal engendré par les variables alors le

complété de A pour la topologie m-préadique, pA “ krrpxlqlPNss, n’est pas complet

pour la topologie induite par la filtration mn
pA.

Un exercice dans [Bou06, Ex.12, chap. III §2] suggère qu’en toute généralité le

R-module xM n’est pas complet pour la topologie pI-préadique. Un exemple est décrit

dans un TAG de Stacks Project [Stacksb, Tag 05JA].

Nous allons, dans ce qui suit, organiser les arguments donnés dans Stacks Project

et généraliser le résultat comme suit :

Théorème 7.1.2. Soit k un anneau, krpxlqlPNs l’anneau de polynôme en une infinité

de variables et m “ xpxlqlPNy l’idéal de krpxlqlPNs engendré par les variables. Alors

la complétion krrpxlqlPNss de krpxlqlPNs par rapport à la filtration tmnunPN˚ , n’est

ni m-préadiquement complète, ni pm-préadiquement complète.

Plus généralement, pour tout entier m ě 1, la complétion krrpxlqlPNss n’est pas
ymm-préadiquement complète.

7.2 Une condition necessaire et suffisante pour être préadi-
quement complet

Proposition 7.2.1. Soit R un anneau et pKiqiPN, pLiqiPN, pMiqiPN trois systèmes

projectifs pKiqiPN, pLiqiPN, pMiqiPN de R-modules dont on note ki : Ki`1 Ñ Ki,
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li : Li`1 Ñ Li et mi : Mi`1 ÑMi les morphismes de transition. On suppose que

0 Ñ Ki Ñ Li ÑMi Ñ 0

est une suite exacte de R-modules de sorte que le diagramme suivant

0 // Ki
τi // Li

µi //Mi
// 0

0 // Ki`1 τi`1
//

ki

OO

Li`1 µi`1
//

li

OO

Mi`1 //

mi

OO

0

soit commutatif.

Si tous les morphismes ki sont surjectifs, alors la suite

0 // lim
ÐÝi

Ki
τ // lim
ÐÝi

Li
µ // lim
ÐÝi

Mi
// 0

est exacte.

Remarque 7.2.2. La proposition 7.2.1 est un cas particulier du cas où le système pro-

jectif pKi, kiqiě1 est de Mittag-Leffler, voir par exemple [Lan02, III §10 Prop 10.3].

Démonstration. On rappelle que le foncteur pMiqiPN ÞÑ lim
ÐÝi

Mi est covariant et exact

à gauche, voir [Lan02, III §10 p164].

Ainsi, il ne reste qu’à prouver que le morphisme µ est surjectif. Soit y “ py1, y2, ¨ ¨ ¨ q P

lim
ÐÝi

Mi. Puisque, pour tout entier i ě 1, le morphisme µi est surjectif, il existe

xi P Li tel que µipxiq “ yi. Cependant, il est possible que l’élément px1, x2, ¨ ¨ ¨ q

ainsi construit n’appartienne pas au module lim
ÐÝi

Li. Cependant, on vérifie que

µiplipxi`1qq “ mipµi`1pxi`1qq “ mipyi`1q “ yi “ µipxiq.

Ainsi lipxi`1q ´ xi P Kerpµiq. Nous allons construire par récurrence un élément

px̃iqiPN qui sera dans lim
ÐÝi

Li. On procède comme suit : soit x̃1 “ x1. Comme l2px2q´

x1 P Kerpµ1q “ Impτ1q, il existe un élément c1 P K1 tel que l1px2q ´ x1 “ τ1pc1q.

Comme le morphisme k1 est surjectif, on peut trouver un élément c̃2 P K2 vérifiant
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k1pc̃2q “ c1. Soit x̃2 “ x2 ´ τ2pc̃2q. On a alors

l1px̃2q “ l1px2 ´ τ2pc̃2qq

“ l1px2q ´ l1pτ2pc̃2qq

“ x1 ` τ1pc1q ´ l1pτ2pc̃2qq

“ x1 ` τ1pc1q ´ τ1pk1pc̃2qq

“ x1

“ x̃1.

Supposons que l’on ait construit les éléments px̃1, x̃2, ¨ ¨ ¨ , x̃rq P
śr
i“1 Li tels que,

pour tout entier i P t1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1u, on ait lipx̃i`1q “ x̃i et lrpxr`1q ´ x̃r P Kerpµrq,
et pour tout enter i P t1, ¨ ¨ ¨ , ru„ on ait également µipx̃iq “ yi.

Il existe un élément cr P Kr tel que lrpxr`1q´x̃r “ τrpcrq. Comme le morphisme

kr est surjectif, on peut trouver un élément c̃r`1 P Kr`1 tel que krpc̃r`1q “ cr. Soit

x̃r`1 “ xr`1 ´ τr`1pc̃r`1q. On a alors que lr`1pxr`2q ´ x̃r`1 P Kerpµr`1q et que

µr`1px̃r`1q “ yr. De plus

lrpx̃r`1q “ lrpxr`1 ´ τ2pc̃r`1qq

“ lrpxr`1q ´ lrpτr`1pc̃r`1qq

“ x̃r ` τrpcrq ´ lrpτr`1pc̃r`1qq

“ x̃r ` τrpcrq ´ τrpkrpc̃r`1qq

“ x̃r.

Ainsi, on a construit par récurrence un élément x “ px̃1, x̃2, ¨ ¨ ¨ q P lim
ÐÝi

Li qui vérifie

µpxq “ y. Ce qui prouve bien que le morphisme µ est surjectif.

Proposition 7.2.3. Sous les hypothèses de la proposition 7.2.1, les affirmations sui-

vantes sont équivalentes :

1. Le morphisme µ : lim
ÐÝi

Li Ñ lim
ÐÝi

Mi induit un isomorphisme de R-modules.

2. On a lim
ÐÝi

Ki “ 0 .

3. Pour tout entier i ě 0, on a Ki “ 0.

Démonstration. Les implications p3q ñ p2q ñ p1q sont claires.

p1q ñ p2q. Par hypothèse, la suite

0 // lim
ÐÝi

Ki
τ // lim
ÐÝi

Li
µ // lim
ÐÝi

Mi
// 0

est exacte. Donc Kerpµq “ Impτq “ p0q. Comme Impτq “ lim
ÐÝi

Ki, on en déduit que

lim
ÐÝi

Ki “ 0.
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p2q ñ p3q. Supposons, par l’absurde, que l’on puisse trouver un entier n P N˚ tel

que Kn ‰ 0. En particulier soit xn P Knzt0u. Puisque les morphismes de transitions

ki : Ki`1 Ñ Ki sont surjectifs, on peut construire par récurrence une suite pxiqiěn
telle que, pour tout entier i ě n, on ait kipxi`1q “ xi. En particulier, ceci signifie

pour tout entier i ě n, que xi ‰ 0. Pour 1 ď i ă n, on définit par récurrence xi
par xi :“ kipxi`1q. Ainsi, l’élément pxiqiPN˚ appartient par construction à lim

ÐÝi
Ki et

n’est pas nul. Ceci contredit (2), donc pour tout entier i ě 0, on a Ki “ 0.

Proposition 7.2.4. Soit R un anneau et I un idéal de R. Soit M un R–module. Soit
xM :“ lim

ÐÝn
M{InM . Pour tout entier n ě 1, on pose

Kn :“ KerpxM ÑM{InMq

Soit m P Nzt0u. Pour tout entier n ě 1, on a Kpn`1qm ` I
nm

xM “ Knm.

Démonstration. Pour k ě 1, on note πk le morphisme canonique xM ÑM{IkM .

Soit n ě 1 un entier. Ainsi Kk “ Kerpπkq. Le diagramme de morphismes de

R-modules suivant

M{Ipn`1qmM

��

xM

πpn`1qm
99

πnm
%%

M{InmM

est commutatif. On en déduit que Kerpπpn`1qmq Ă Kerpπnmq. Par ailleurs, on a que

InmxM Ă Knm. On en déduit l’inclusion Kpn`1qm ` I
nm

xM Ă Knm.

Soit maintenant x “ pxjqjPN˚ P xM où xj PM{IjM . Par la suite, on se permettra

l’abus de notation suivant : xj pourra désigner un élément de M{IjM ou un de ses

relèvements dans M . Supposons que x P Knm, alors, pour tout entier j ď nm, on a

xj “ 0. On définit u “ pujqjPN˚ P xM à partir de x de la manière suivante :

$

’

&

’

%

uj “ 0 @j, 1 ď j ď mn

uj “ xi @j, mn` 1 ď j ă mpn` 1q
uj “ xmpn`1q @j, j ě mpn` 1q

Par construction, on a u P InmxM . De plus x ´ u P Kpn`1qm puisque, pour tout

entier j ď pn ` 1qm, on a xj ´ uj “ 0. Ainsi, on a prouvé que x “ y ` u P

Kpn`1qm ` I
nm

xM .
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Proposition 7.2.5. Soit R un anneau, I un idéal de R. Soit M un R–module. On note
xM :“ lim

ÐÝn
M{InM . Soit m P Nzt0u. Le morphisme

xM Ñ lim
ÐÝn

M{InmM

pxjqjPN˚ ÞÑ pxjmqjPN˚

est un isomorphisme de R-modules.

Démonstration. Pour a ě b, soit πa,b le morphisme canonique πa,b : M{IaM Ñ

M{IbM .

On vérifie que le morphisme

xM Ñ lim
ÐÝn

M{InmM

pxjqjPN˚ ÞÑ pxjmqjPN˚

est un isomorphisme R-modules, dont l’inverse est donné par

lim
ÐÝn

M{InmM Ñ xM

pxjmqjPN˚ ÞÑ pyjqjPN˚

où, si pour un certain entier k on a km ă j ď pk ` 1qm, alors

yj “ πpk`1qm,jpxpk`1qmq.

Théorème 7.2.6. Soit R un anneau, I un idéal de R. Soit M un R–module. On pose
xM :“ lim

ÐÝn
M{InM et Kn “ KerpxM Ñ M{InMq. Soit b un idéal de pR, tel qu’il

existe un entier m P N˚ vérifiant ImxM Ă bxM Ă Km. Les assertions suivantes sont

équivalentes

1. Le pR-module xM est b-préadiquement complète.

2. Pour tout entier n ě 1, l’égalité Knm “ bnxM est vérifiée

Démonstration. Comme pour tout entier n ě 1, l’inclusion bnxM Ă pKmq
n Ă Knm

est vérifiée, on en déduit un diagramme :

0 // Knm{b
n
xM

τn // xM{bnxM
µn //M{InmM // 0

dont les morphismes τn et µn sont définis comme suit. Soit in : Knm Ñ xM le mor-

phisme d’inclusion. Ainsi le morphisme induit τn : Knm{b
n
xM Ñ xM{bnxM est éga-

lement injectif. Comme bnxM Ă Knm, on a xM{bnxM Ñ xM{Knm “ M{InmM . Ce
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morphisme est surjectif puisqu’il est déduit du morphisme xM � xM{Knm qui est éga-

lement surjectif. Nous allons montrer que le diagramme induit une suite exacte. Il faut

prouver que Kerpµnq “ Impτnq. Ce qui est vrai puisque Kerpµnq “ Knm{b
n
xM “

Impτnq.
Désormais nous allons prouver que le diagramme induit

0 Ñ lim
ÐÝ
n

Knm{b
n
xM Ñ lim

ÐÝ
n

xM{bnxM Ñ lim
ÐÝ
n

M{InmM Ñ 0

définit une suite exacte.

On considère les systèmes projectifs pKnm{b
n
xM,knqnPN˚ , pxM{bnxM, lnqnPN˚ et

pM{InmM,mnqnPN˚ . Pour tout entier n ě 1, les morphismes de transition ln : xM{bnxM Ñ

xM{bn`1
xM et mn : M{Inm Ñ M{Ip`1qnm sont définis comme des morphismes de

projection. La définition de kn est déduite de la propriété universelle du quotient.

Puisque Kpn`1qm Ă Knm, on obtient un morphisme

ϕn : Kpn`1qm Ñ Knm Ñ Knm{b
n
xM.

De plus bn`1 Ă bn, ainsi, par la propriété universelle du quotient ϕn induit le mor-

phisme

kn : Kpn`1qm{b
n`1

xM Ñ Knm{b
n
xM.

De plus, il faut prouver que, pour tout entier n ě 1, les morphismes de transitions kn
sont surjectifs c-à-d que tout morphisme ϕn est surjectif, ce qui revient à montrer que

Kpn`1qm ` bnxM “ Knm. Grâce à la proposition 7.2.4 nous savons que Kpn`1qm `

InmxM “ Knm et par hypothèse ImxM Ă b, ce qui prouve l’égalité voulue.

Nous avons montré que les hypothèses de la proposition 7.2.1 sont vérifiées, ainsi

la suite

0 Ñ lim
ÐÝ
n

Knm{b
n
xM Ñ lim

ÐÝ
n

xM{bnxM Ñ lim
ÐÝ
n

M{InmM Ñ 0

est exacte.

Par ailleurs, nous avons vu dans la proposition 7.2.5 que lim
ÐÝn

M{InmM » xM .

Ainsi, la conclusion provient du fait que les assertions suivantes sont équivalentes, ce

qui se déduit de la proposition 7.2.3 :

1. L’anneau xM est b-préadiquement complet.

2. Le morphisme lim
ÐÝn

xM{bnxM Ñ xM est bijectif.

3. On a lim
ÐÝn

Knm{b
n
xM “ 0.

4. Pour tout entier n ě 1, on a Knm “ bnxM .
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7.3 Une complétion non I-préadiquement complète

Nous allons maintenant construire un exemple d’un anneau R non noethérien, et

un idéal I , non engendré par un nombre fini d’éléments, de sorte que la complétion

de R par rapport à la topologie I-préadique, ne soit ni I-préadiquement complète, ni

K1-préadiquement complète. On rappelle que

Kn :“ Kerp pRÑ R{Inq “xIn.

Le but de cette partie est précisément de démontrer que théorème suivant.

Théorème 7.3.1. Il existe un anneau non noethérien R et un idéal propre I , tel que

si l’on note pR la complétion de R par rapport à la topologie I-préadique, et Kn :“
Kerp pRÑ R{Inq alors :

1. K1 ‰ I pR

2. K2m ‰ pKmq
2, pour tout m ě 1.

En particulier, l’anneau topologique pR n’est pas I-préadiquement complet, ni Km-

préadiquement complet.

Ce théorème sera une conséquence des propositions 7.3.2 et 7.3.3 que nous allons

démontrer par la suite.

Soit k un anneau, R “ krpxlqlPNs l’anneau des polynômes en une infinité de

variables et m “ xpxlqlPNy l’idéal engendré par les variables. L’anneau R est non noe-

thérien et l’idéal m n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments. La complétion
pR de R par rapport à la topologie I-préadique est décrite par l’anneau krrpxlqlPNss

des séries formelles en une infinité de variables introduit dans l’exemple 3.2.5. Plus

précisément, un élément f P krrpxlqlPNss peut être vu comme une série formelle

f “
ÿ

νPNN

aνx
ν

où

1. la fonction ν : N Ñ N a un support fini

2. la notation xν signifie
ś

lPN x
νplq
l

3. pour tout entier d ě 0 l’ensemble taν | aν ‰ 0,
ř

lPN νplq “ du est fini.

Notation. À partir de maintenant et dans toute la suite, on noteraR l’anneau krpxlqlPNs

des polynômes en une infinité de variables et pR “ krrpxlqlPNss sa complétion par

rapport à l’idéal m “ xpxlqlPNy.
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Proposition 7.3.2. La complétion pR de l’anneau R n’est pas complète pour la topo-

logie m-préadique.

Démonstration. La proposition se prouve en appliquant la condition du théorème 7.2.6

pour être m-préadiquement complet. Il suffit de montrer que K1 ‰ m pR. Pour ce faire,

considérons l’élément f “
ř

lě1 x
l
l de l’anneau krrpxlqlPNss. Il est clair que f P K1.

Si l’on suppose que f P m pR, alors il existe une entier r P Nzt0u, des éléments

u1, ¨ ¨ ¨ , ur P m, et h1, ¨ ¨ ¨ , hr P pR tels que

f “
r
ÿ

i“1
ui ¨ hi.

Puisque tous les ui sont dans l’idéal m, seulement un nombre fini de variables apparait

effectivement dans les ui. Ainsi il existe un entier n0 P Nzt0u tel que pour tout entier

i P t1, ¨ ¨ ¨ , ru, la variable xn0 n’apparait effectivement dans aucun des polynômes ui.

On considère le morphisme d’anneaux ψ : pRÑ krrxn0ss, induit par le morphisme

d’anneaux ϕ : R Ñ krxn0s défini par ϕpxlq “ 0 si i ‰ n0 et ϕpxn0q “ xn0 . En

particulier, le morphisme ψ vérifie ψpxlq “ 0 si i ‰ n0 et ψpxn0q “ xn0 . Ainsi

ψp
řr
i“1 ui ¨ hiq “ 0. Cependant ψp

ř

lě1 x
l
lq “ xn0

n0 . Ce qui est une contraction, ainsi

f R m pR.

Théorème 7.3.3. Soitm P Nzt0u. La complétion pR de l’anneauR n’est pas complète

pour la topologie Km-préadique.

Remarque 7.3.4. Cette preuve ne permet cependant pas de conclure si la topologie sur

R est préadique pour un idéal bien choisi.

Les arguments avancés ici ne permettent pas de conclure et à ce stade il n’y a, à

ma connaissance, ni exemple, ni contre-exemple.

Avant de commencer la preuve, nous allons rappeler quelques propositions à pro-

pos de la dimension des anneaux universellement caténaire, voir [Eis95, part 2 Dimen-

sion theory] pour les définitions.

Soit A un anneau, alors une chaine d’idéaux de la forme

pr Ľ pr´1 Ľ ¨ ¨ ¨ Ľ p0

est dit de longueur r. On rappelle que si E est un sous-ensemble de A, alors

V pEq :“ tp P SpecpAq | E Ă pu

et que la dimension de A que l’on note dimpAq est le supremum de la longueur des

chaines d’idéaux premiers. De plus, si I est un idéal de A, la dimension de I , que l’on
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note dimpIq est défini comme la dimension dimpA{Iq. Si on note
?
I le radical de

l’idéal I , une conséquence de la définition est l’égalité

dimpA{Iq “ dimpA{
?
Iq.

Finalement, on note dimpV pEqq la dimension de l’idéal engendré par E. Cette der-

nière définition a du sens car si I et J sont deux idéaux de A tels que V pIq “ V pJq

alors
?
I “

?
J et en particulier dimpIq “ dimpJq.

Proposition 7.3.5. Soit k un corps et krrx1, ¨ ¨ ¨ , xnss l’anneau des séries formelles

en n variables. Soit paiq1ďiďn des éléments non nuls de k et m un entier non nul. Soit

E le sous-ensemble ta1x
m
1 , ¨ ¨ ¨ , anx

m
n u de krrx1, ¨ ¨ ¨ , xnss. Alors dimpV pEqq “ 0.

Démonstration. Soit I “ xEy. Puisque les éléments paiq1ďiďn sont non nuls, ils pos-

sèdent un inverse. En particulier
?
I “ xx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xny. Alors

dimpV pEqq “ dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨ , xnss{
?
Iq “ dimpkq.

Mais dimpkq “ 0, donc dimpV pEqq “ 0.

Lemme 7.3.6. Soit A un anneau et I, J deux idéaux de A tels que J Ă I . Alors

dimpA{Iq ď dimpA{Jq.

Démonstration. Soit pr Ľ pr´1 Ľ ¨ ¨ ¨ Ľ p0 Ą I un chaine d’idéaux premiers conte-

nant I . Alors, c’est également une chaine d’idéaux premiers contenant J . En particu-

lier, si r “ dimpA{Iq, on obtient dimpA{Iq ď dimpA{Jq.

Proposition 7.3.7. Soit pA,mq un anneau noethérien intègre caténaire et commutatif.

Supposons que I “ xf1, ¨ ¨ ¨ , fry est un idéal propre de A engendré par r éléments.

Alors on a dimpA{Iq ě dimpAq ´ r.

Démonstration. Voir la discussion [Eis95, part II, §13, p286] après le corollaire 13.5

ou/et [Mat80, 12.I, thm 18, p77].

Il nous faut encore une proposition avant de démarrer la preuve du théorème 7.3.3.

Proposition 7.3.8. L’anneau des séries formelles en n variables sur un corps k, à

savoir krrx1, ¨ ¨ ¨xnss, est un anneau commutatif universellement caténaire. De plus

dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨xnssq “ n.

Démonstration. Puisqu’un corps un anneau commutatif universellement caténaire et

que krrx1, ¨ ¨ ¨xnss est un anneau noethérien, la première partie de la proposition est

une conséquence de [Sey70, thm 1.12 p24].
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Il reste à prouver l’assertion concernant la dimension. La chaîne d’idéaux premiers

xx1, ¨ ¨ ¨ , xny Ą xx1, ¨ ¨ ¨ , xn´1y Ą ¨ ¨ ¨ Ą xx1y Ą t0u

est de longueur n, ainsi dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨xnssq ě n. Par ailleurs, on déduit de la propo-

sition 7.3.7 que

dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨xnssq ď n` dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨xnss{xx1, ¨ ¨ ¨ , xnyq

“ n` dimpkq
“ n

Ainsi dimpkrrx1, ¨ ¨ ¨xnssq “ n.

Preuve du théorème 7.3.3. Nous allons prouver que l’anneau pR “ krrpxlqlPN˚ss n’est

pas Km-préadiquement complet. Nous allons appliquer le théorème 7.2.6 où Km

jouera le rôle de b. Ledit théorème énonce une équivalence, s’il existe un entier n ě 1
tel que Knm ‰ Kn

m, alors on pourra en déduire que pR n’est pas Km-préadiquement

complet. En particulier, nous allons prouver que pKmq
2 ‰ K2m.

Remarquons qu’un élément de pKmq
2 peut s’écrire comme une somme finie :

ÿ

j“1,¨¨¨ ,t
fjgj (7.3.1)

avec fj , gj P Km. Construisons des polynômes zi P krpxlqlPN˚s et deux suites d’en-

tiers 2m ď d1 ă d2 ă ¨ ¨ ¨ et 0 ă l1 ă l2 ă ¨ ¨ ¨ telles que

zi P krxli , xli`1, ¨ ¨ ¨ , xli`1´1s

vérifiant, que dans l’anneau krrxli , xli`1, ¨ ¨ ¨ , xli`1´1ss, l’élément zi en peut pas s’écrire

comme une somme de la forme (7.3.1) avec t ď i.

Posons l1 “ 1 et pour tout entier i ě 2, on choisit li “ li´1 ` 2pi ´ 1q ` 1.

Soit pdiqiě1 une suite croissante d’entiers (telle que di ă di`1) telle que, pour tout

entier i ě 1, l’entier di est premier avec la caractéristique du corps k. On définit

zi “
řli`1´1
k“li

xdik . Cet élément vit dans l’anneau krxli , xli`1, ¨ ¨ ¨ , xli`1´1s. Supposons

par l’absurde que, pour un certain entier t ď i, le polynôme zi comme une somme

zi “
ÿ

i“1,...,t
figi (7.3.2)

avec fi, gi P krrxli , xli`1, ¨ ¨ ¨ , xli`1´1ss et tels que les polynômes fi, gi soient sans
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terme constant. Alors, on pose

E “ p
Bzi
Bxni

, ¨ ¨ ¨ ,
Bzi

Bxli`1´1
q “ pdix

di´1
li

, ¨ ¨ ¨ , dix
di´1
li`1´1q.

On considère

V pEq Ă Specpkrrxli , xli`1, ¨ ¨ ¨ , xli`1´1ssq.

Alors dimpV pEqq “ 0 car V pEq est réduit à un point (voir proposition 7.3.5). Par

ailleurs, pour tout entier j P tni, ¨ ¨ ¨ , ni`1 ´ 1u, on a

Bp
ř

i“1,¨¨¨ ,t figiq

Bxj
P xf1, ¨ ¨ ¨ , ft, g1, ¨ ¨ ¨ , gty.

On pose E1 “ t
Bp
ř

i“1,¨¨¨ ,t figiq

Bxj
uliďjďli`1´1. On remarque que E “ E1 d’après l’équa-

tion (7.3.2), mais nous allons cependant conserver la notationE1 pour signifier que l’on

utilise l’écriture
ř

i“1,...,t figi de zi dans les caculs. Alors, d’après le lemme 7.3.6,

dimpV pE1qq ě dimpV pf1, ¨ ¨ ¨ , ft, g1, ¨ ¨ ¨ , gtqq.

De plus, la dimension de V pf1, . . . , ft, g1, . . . , gtq est au moins

li`1 ´ 1´ li ` 1´ 2t “ 2i` 1´ 2t ě 1,

d’après la proposition 7.3.7 appliquée à l’anneau krrxli , ¨ ¨ ¨ , xli`1´1ss (qui est caté-

naire ni`1´ni, comme vu dans la proposition 7.3.8) et l’idéal xf1, ¨ ¨ ¨ , ft, g1, ¨ ¨ ¨ , gty

qui est propre puisque qu’aucun des polynômes fi ou gi n’a de terme constant. Ainsi

dimpV pE1qq ě 1. On obtient une contradiction puisque 0 “ dimpV pEqq “ dimpV pE1qq ě
1.

On pose z “
ř

iě1 zi P krrpxlqlPN˚ss. Alors z P K2m. Si z P pKmq
2 on peut

trouver t ą 0 et fj , gj P krrpxlqlPN˚ss tels que

z “
ÿ

j“1,¨¨¨ ,t
fjgj .

On pose
fj,t “ fjp0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, xlt , ¨ ¨ ¨ , xlt`1´1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q
gj,t “ gjp0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, xlt , ¨ ¨ ¨ , xlt`1´1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q.

Alors puisque zt “ zp0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, xlt , ¨ ¨ ¨ , xlt`1´1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q, on a

zt “
ÿ

j“1,¨¨¨ ,t
fj,tgj,t. (7.3.3)
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Ainsi fj,t et gj,t sont des éléments de krrxlt , xni`1, ¨ ¨ ¨ , xlt`1´1ss. Cependant, par

construction, zt ne peut pas s’écrire comme une somme de la forme 7.3.1 puisque

t ď t. Alors l’égalité (7.3.3) est impossible. Donc z R pKmq
2.
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Cinquième partie

Schéma des arcs des variétés
algébriques

123



Partie V,

Le schéma des arcs d’une variété algébrique X est l’objet géométrique qui para-

mètre les germes formels de courbes tracés sur X . Cette objet dont la définition est

très naturelle est apparue à la fin des années 1960 dans une prépublication de J. Nash

(voir [Nas95]) dont le résultat principal crée un lien entre la topologie du schéma des

arcs et les résolutions des singularités de X (ouvrant ainsi des perspectives connues

sous le nom « problème de Nash » dont la formulation originelle a récemment été réso-

lue). Le développement un peu systématique de l’étude du schéma des arcs en relation

avec la géométrie birationnelle ou la théorie des singularités, et plus récemment le pro-

gramme de Langlands, s’est quant à lui enclenché, au milieu des années 1990, avec la

construction des intégrales motiviques et de l’introduction de la théorie de l’intégra-

tion motivique, que l’on peut décrire succinctement comme une théorie de la mesure

dont une des particularités est de définir sa tribu de parties mesurables comme une

famille de sous-ensembles du schéma des arcs (voir par exemple [Kon95 ; DL99].

Notons que dans tous ces sujets, seule la structure réduite du schéma des arcs est

utile. L’étude de la structure schématique (locale ou globale) de cet objet n’a pas connu

d’essor équivalent. Dans les dernières décennies, un certain nombre de travaux ont fait

acte dans cette direction révélant ainsi l’intérêt de cette structure dans la compréhen-

sion du schéma des arcs de X et de ce qu’il encode de la géométrie de la variété à

laquelle il est associé. Citons par exemple certains travaux en relation avec le travail

réalisé dans cette thèse. L’étude locale via celle de voisinages formels de points du

schéma des arcs a connu des avancées par [Reg09 ; Dri02 ; FD17 ; BS19a ; BS17d ;

BS17a ; BS17b ; BS17c ; Seb16], l’étude Zariski-locale des fonctions nilpotentes no-

tamment dans [BS19b ; Seb18 ; Seb17 ; Seb11 ; GNMS20 ; MCnS20 ; Reg09].

Après avoir défini le schéma des arcs et évoqué les propriétés qui nous seront utiles

dans le chapitre 8, nous décrivons dans le chapitre 9 un théorème de structure fon-

damental décrivant les voisinages formels des arcs rationnels non dégénérés dans le

schéma des arcs. Ce théorème dû à Grinberg et Kazhdan, puis généralisé par Drinfeld,

montre que bien que le schéma des arcs ne soit pas un objet noethérien, une propriété

de noethérianité régit ces voisinages formels qui se trouvent réalisés comme des « cy-

lindres » de dimension infinie construits sur une base noethérienne. Cette base noethé-

rienne, dépendant de l’arc, trouve un représentant particulier dans sa classe d’isomor-

phie, dans lequel la géométrie des singularités du germe de la variété au point base de

l’arc considérés semble lisible. (Voir par exemple [BS17b].) Ce théorème, ainsi que

[Reg09 ; FD17] inspirera profondément nos résultats contenus dans la partie VI.

Dans le chapitre 10, nous montrons que les fonctions régulières nilpotentes et les

nilpotents de la complétion en un arc non dégénéré (quelconque, non nécessairement
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rationnel) ne sont pas directement reliés. (Voir théorème 10.0.1.)
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CHAPITRE 8

SCHÉMA DES ARCS

Dans ce chapitre, nous présentons la construction du schéma des arcs et certaines

de ses propriétés qui seront utiles dans les chapitres suivants. L’essentiel des propriétés

nécessaires a été établi dans la partie I.

8.1 Définition

Nous rappelons que la définition 1.4.3 introduit, pour tout élément m P NY t8u

et toute k-algèbre A, la k-algèbre HSmA{k.

Définition 8.1.1. Soit k un anneau arbitraire. Soit A une k-algèbre. Le schéma des

arcs du k-schéma affine SpecpAq est le k-schéma L8pSpecpAqq :“ SpecpHS8A{kq.

Pour toute k-algèbre B, un élément de L8pSpecpAqqpBq est appelé B-arc de

SpecpAq (ou arc sur B).

Différentes propriétés découlent directement des propriétés établies dans la section

1.4. Nous les traduisons ici en termes du schéma des arcs. Ce k-schéma n’est pas de

type fini en général, et sa construction est fonctorielle en A. Pour toute k-algèbre B,

on a, par construction, une bijection naturelle

HomSchkpSpecpBq,L8pSpecpAqqq Ñ HomSchkpSpecpBrrT ssq,SpecpAqq.

Fixons une présentation de la k-algèbre A en nous donnant un ensemble E non

vide et un isomorphisme de k-algèbres A “ krXe, e P Es{I . Pour toute k-algèbre

B, on déduit de cette formule qu’un B-arc s’identifie à la donnée d’une famille de

séries formelles pϕepT qqePE avec ϕepT q P BrrT ss, vérifiant fppϕeqePEq “ 0 pour tout

f P I . Cette observation permet de déduire facilement une présentation de l’algèbre

OpL8pSpecpAqqq à partir d’une présentation deA. Les exemples ci-dessous illustrent

cette remarque importante.

Exemple 8.1.2. Soit etA “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xns l’espace affine de dimension n. SoitB une

k-algèbre. On considère un B-arc γ “ p
ř

iě0 x1,iT
i, ¨ ¨ ¨ ,

ř

iě0 xn,iT
iq de SpecpAq.
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Il n’y a pas de conditions sur les coefficients d’un arc dessiné sur l’espace affine de

dimension n.

Ainsi on déduit une présentation de HS8A{k “ krpxj , yjqjPNs.

Exemple 8.1.3. Soit f “ x3 ´ y2 P krx, ys et A “ krx, ys{pfq. Soit B une k-

algèbre. On considère un B-arc γ “ p
ř

iě0 xiT
i,
ř

jě0 yjT
jq solution de f . L’égalité

fpγq “ 0 se traduit sous la forme

0 “ p
ÿ

iě0
xiT

iq3 ´ p
ÿ

jě0
yjT

jq2 “
ÿ

iě0
FiT

i,

où Fi P krpxj , yjq0ďiďis. On peut encore écrire l’égalité précédente sous la forme

suivante :

ÿ

i1ě0

ÿ

i2ě0

ÿ

i3ě0
xi1xi2xi3T

i1`i2`i3 ´
ÿ

j1ě0

ÿ

j2ě0
yj1yj1T

j1`j2 “ 0.

Par exemple le terme devant T 0 est donné par F0 “ x3
0 ´ y2

0 , celui devant T 1 par

F1 “ 3x2
0x1 ´ 2y0y1.

En particulier, une présentation de HS8A{k est donné par

HS8A{k “ krpxj , yjqjPNs{pFiqiPN

et on peut calculer les Fi par identification.

Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit A une k-algèbre. Dans la sous-section

2.2.2, nous avons introduit la k-algèbre différentielle pA8,∆q. Nous allons mon-

trer que, dans ce cas, le schéma des arcs L8pSpecpAqq s’identifie canoniquement à

SpecpForpA8,∆qq grâce aux propriétés d’adjonction établies dans le chapitre 2. Rap-

pelons que For est le foncteur d’oubli de la structure différentielle défini de la catégorie

des k-algèbres différentielles dans la catégorie des k-algèbres. Comme le schéma des

arcs de SpecpAq représente l’endofoncteur

B ÞÑ HomAlgkpA,BrrT ssq

de la catégorie des k-algèbres, il est suffisant de vérifier que le k-schéma SpecpA8q
vérifie cette même propriété fonctorielle. En utilisant les propositions 2.2.1 et 2.2.3,

on obtient

HomAlgkpFppA8,∆qq, Bq “ HomAlgdiffkppA8,∆q, pBrrT ss, BT qq

“ HomAlgkpA,F ppBrrT ss, BT qq.
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Ce point de vue est très efficace du point de vue algorithmique pour calculer une

présentation de la k-algèbre OpL8pSpecpAqqq à partir d’une présentation de A. En

effet, nous avons vu au chapitre 2 que, siA “ krXe, e P Es{I , alorsA8 “ krXe,i, e P

E, i P Ns{rIs. Autrement dit, l’idéal différentiel engendré par I sous l’action de la k-

dérivation ∆ fournit une présentation de la k-algèbreA8 dans l’anneau des polynômes

krXe,i, e P E, i P Ns. Nous pouvons en outre expliciter l’isomorphisme identifiant

OpL8pSpecpAqqq et A8. Pour une extension de ce point de vue algorithmique en

caractéristique non nulle, on pourra se reporter à [BNS20].

Par simplicité, nous allons nous placer dans le cas noethérien, en supposant que A

est isomorphe à krX1, . . . , Xns{I avec I “ xf1, ¨ ¨ ¨ , fmy. Si l’on noteR “ krX1, . . . , Xns,

on rappelle que R8 “ krpxi,jqpi,jqPt1,¨¨¨ ,nuˆNs.

On sait alors que A8 “ R8{ pFj,ν ; j P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, ν P Nq, où Fj,ν est défini

pour tout j et tout ν par

fjp
ÿ

iPN
a1,it

i, ¨ ¨ ¨ ,
ÿ

iPN
an,it

iq “
ÿ

νPN
Fj,νppai,lqi,lqt

ν .

Par ailleurs, soit j P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, en appliquant le lemme 1.4.2, on obtient :

ÿ

νě0

∆νpfjq

ν! tν “ exppt∆qpfjq

“fjpexpp∆tqpx1q, ¨ ¨ ¨ , expp∆tqpxnqq

“fjp
ÿ

ν

x1,ν
ν! t

ν , ¨ ¨ ¨ ,
ÿ

ν

xn,ν
ν! t

νqq

“
ÿ

νě0
Fj,νpp

xl,ν
ν! qν,lqt

ν

Par identification des coefficients, on en déduit

∆pνqpfjq

ν! “ Fj,ν

´

p
xl,ν
ν! qν,l

¯

Exemple 8.1.4. Soit k un corps, et X le cusp X “ Specpkrx, ys{xx3 ´ y2yq.

On pose f “ x3
0 ´ y

2
0 et R “ krx, ys. On note R8 “ ktx, yu À l’aide des calculs

précédents, vérifions que

L8pXq “ SpecpR8{rx3
0 ´ y

2
0sq
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On a en effet,
f “ x3

0 ´ y
2
0

∆pfq “ 3x2
0x1 ´ 2y0y1

∆2pfq “ 6x0x
2
1 ` 3x2

0x2 ´ 2y2
1 ´ 2y0y1

Soit maintenant un arc γ “ p
ř

iě0 xiT
i,
ř

jě0 yjT
jq de L8pXqpkq. Si l’on identifier

les coefficients devant T 2 dans

p
ÿ

iě0
xiT

iq3 “ p
ÿ

jě0
yjT

jq2

On se rend compte que cette égalité n’est autre que :

ÿ

i1ě0

ÿ

i2ě0

ÿ

i3ě0
xi1xi2xi3T

i1`i2`i3 “
ÿ

j1ě0

ÿ

j2ě0
yj1yj1T

j1`j2

Le terme devant T 2 est donc donné par

F2px0, x1, x2, y0, y1, y2q “ 3x2
0x2 ` 3x0x

2
1 ´ y

2
1 ´ 2y0y2

Cependant

2!
´

F2px0, x1,
x2
2 , y0, y1,

y2
2 q

¯

“ 3x2
0x2 ` 6x0x

2
1 ´ 2y2

1 ´ 2y0y2

Ainsi F2px0, x1,
x2
2 , y0, y1,

y2
2 q “ ∆2pfq{2!

La construction du schéma des arcs se généralise au cas de k-schémas arbitraires.

Nous renvoyons à [Seb04 ; CLNS18] pour de plus amples détails sur la construction.

Nous nous contenterons ici d’indiquer que, pour tout k-schéma X , il existe un k-

schéma L8pXq, appelé schéma des arcs de X , qui n’est en général pas de type fini et

vérifie la propriété suivante : pour toute k-algèbre B, il existe une bijection naturelle

HomSchkpSpecpBq,L8pXqq Ñ HomSchkpSpecpBrrT ssq, Xq

fonctorielle enB. Cette construction est également fonctorielle enX et définit L8pXq

de manière canonique.

La propriété suivante est importante car elle permet de faire le lien avec les para-

graphes précédents : si la famille pUiqiPI forme un recouvrement ouvert de X par des

sous-schémas affines, alors la famille pL8pUiqqiPI forme un recouvrement ouvert de

L8pXq par des sous-schémas affines (voir [CLNS18, p. 3/3.2.4].)
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Tout point de L8pXq est appelé arc de X , tout élément de L8pXqpBq est appelé

B-arc de X . Par construction, le k-schéma L8pXq est muni d’un morphisme de k-

schémas surjectif

π0 : L8pXq Ñ X.

Pour toute extension de corps K du corps k, tout K-arc γ P L8pXqpKq, l’image de

γ par le morphisme π0 est un point de XpKq que l’on appelle point base de γ. Dans le

cas où X “ SpecpAq, l’arc γ correspond, par construction, à la donnée d’une famille

de séries formelles, paramétrant les équations des présentations deX , et son point base

s’obtient par la spécialisation T Ñ 0 dans l’expression de ces séries formelles.

8.2 Propriétés importantes

Soit X un k-schéma. La donnée d’un arc est une donnée locale. Soit F un corps

contenant k et soit γ : Spec F rrtss Ñ X . Topologiquement, Spec F rrtss contient deux

points que l’on notera o et η et qui correspondent respectivement à l’idéal xty et l’idéal

nul. En particulier o P η.

Lemme 8.2.1. Si U est un ouvert de X contenant γpoq, alors U contient aussi γpηq.

Démonstration. Si l’on note tηu l’adhérence de tηu dans Spec F rrtss, on a o P tηu.

Ainsi γpoq P γptηuq.

Supposons par l’absurde que γpηq R U . Alors si l’on note F le complémentaire

de U , alors certainement η P γ´1pF q, soit encore tηu Ă γ´1pF q “ γ´1pF q par

continuité de γ. Donc γptηuq P F , ce qui implique γpoq P F , ce qui est absurde par

hypothèse.

Si l’on revient à notre arc γ : Spec F rrtss Ñ X , qui vérifie γpoq P U , on peut

considérer le morphisme de schéma γ̃ : γ´1pUq Ñ U . Or le lemme 8.2.1 nous assure

que γ´1pUq “ Spec F rrtss. On en déduit donc un diagramme commutatif par la

proposition 17.3.5 :

Spec F rrtss γ //

γ̃ %%

X

U

i

OO

Donc γ se factorise par U . Si l’on suppose U ouvert affine contenant γpoq, on peut

alors se restreindre au cas où X est affine.

Un arc est contenu dans tout sous-schéma fermé qui contient son point générique.

Comme on l’a vu précédemment, on peut déjà se restreindre au cas où X est affine.
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Soit alors X 1 une sous-schéma fermé de X , alors il existe un idéal I de OXpXq tel

que X 1 “ SpecpOXpXq{Iq.

Proposition 8.2.2. Soit γ : Spec F rrtss Ñ X , et soit X 1 un sous-schéma fermé

de X tel que γpηq P X 1, alors l’arc γ se factorise de manière unique en un arc

γ1 : Spec F rrtss Ñ X 1 qui rend commutatif le diagramme suivant :

Spec F rrtss γ //

γ1 %%

X

X 1

OO

Démonstration. On garde les notations précédentes et on note o le point fermé de

Spec F rrtss et η son point générique.

On note aussi X 1 “ SpecpOXpXq{Iq. Remarquons dans un premier temps que

γpoq P X 1 car γpoq P tγpηqu Ă X 1.

La donnée de l’arc γ : Spec F rrtss Ñ X correspond à la donnée d’un morphisme

d’anneaux γ7 : OXpXq Ñ A. Pour que γ7 se factorise par OXpXq{I , il faut et il suffit

que γ7´1px0yq Ą I , soit encore que γpηq P V pIq. Or c’est le cas par hypothèse, donc

la propriété universelle du passage au quotient nous indique que γ7 se factorise de

manière unique :

OXpXq
γ7 //

��

A

OXpXq{I

γ71

;;

Ce qui nous donne le diagramme commutatif voulu dans la catégorie des schémas

affines.

Définition 8.2.3. Soit k un anneau. Soit X un k-schéma et B une k-algèbre. Soit γ un

B-arc de X . On note nSmpXq le lieu non lisse de X . On dit que γ est non dégénéré

si γ P pL8pXqzL8pnSmpXqqqpBq.

Proposition 8.2.4. Soit γ : Spec F rrtss Ñ X , un arc non dégénéré de X , alors il

existe une unique composante irréductible X 1 de X tel que l’arc γ se factorise de

manière unique en un arc γ1 : Spec F rrtss Ñ X 1 qui rend commutatif le diagramme

suivant :

Spec F rrtss γ //

γ1 %%

X

X 1

OO

Démonstration. On considère X 1 une composante irréductible contenant γpηq, alors

la factorisation découle de la proposition 8.2.2. Il ne reste que l’unicité à démontrer. Il
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s’agit de montrer que γpηq ne se trouve pas dans l’intersection de deux composantes

irréductibles de X . Or les idéaux premiers minimaux de OX,γpηq correspondent aux

composantes irréductibles de X qui contiennent γpηq. Si OX,γpηq possède plus qu’un

idéal premier minimum alors ce n’est pas un anneau intègre. Cependant les anneaux

locaux réguliers sont des anneaux intègres. Puisque γ est un arc non dégénéré, cela

signifie que γpηq R nSmpXq, donc que OX,γpηq est un anneau local régulier.

La donnée d’un arc ne dépend que de l’anneau local en son point base. Comme

précédemment, soit γ : Spec F rrtss Ñ X un arc et U un ouvert affine contenant γpoq.

Alors γ induit un morphisme sur les germes :

lim
ÝÑ

γpoqPV
V affine

OXpV q “ OX,γpoq
γ // F rrtssxty » F rrtss

OXpUq

OO
γ̃7

55

En particulier, la donnée de γ̃7 définit un morphisme de schémas γ̃ : SpecF rrtss Ñ
U .

Proposition 8.2.5. Soit A un anneau local dont l’unique point fermé est noté a. Soit

X un schéma. Alors il existe une bijection entre

tpψ, θq : SpecpAq Ñ Xu

et

tpx, ϕq, x P X,ϕ : OX,x Ñ A un morphisme d’anneaux locauxu

donnée par x “ ψpaq et ϕ “ θx.

Remarque 8.2.6. Soit k un corps et X un k-schéma. Si F est un corps contenant k

alors la proposition précédente se traduit dans le cas des arcs en disant qu’il existe une

bijection entre
 

pγ7, γq : SpecpF rrT ssq Ñ X
(

et

tpx, ϕq, x P X,ϕ : OX,x Ñ F rrT ss un morphisme d’anneaux locauxu

donnée par x “ γ7poq et ϕ “ γx.

Démonstration. Nous allons montrer dans un premier temps que tout morphisme u “
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pψ, θq : SpecpAq Ñ X se factorise de manière unique en :

SpecpAq ψ //

ψ̃ ''

X

SpecpOX,ψpaqq

OO

Pour cela, nous allons déjà montrer que nous pouvons nous restreindre au cas oùX est

affine. On fixe un ouvert affine U deX qui convient ψpaq, montrons que ψ se factorise

de manière unique

SpecpAq ψ //

ψ1 ##

X

U

OO

Soit y P SpecpAq puisque a P tyu, alors ψpaq P ψptyuq. En particulier,supposons

que ψpyq R U , cela impliquerait ψpaq R U , ce qui est absurde par hypothèse. Donc

ψpSpecpAqq Ă U . La proposition 17.3.5, nous assure dès lors que le morphisme

ψ1 : SpecpAq “ ψ´1pUq Ñ U

est un morphisme de schéma qui rend le diagramme

SpecpAq ψ //

ψ1 ##

X

U

OO

commutatif. Puisque l’inclusion U Ñ X est un monomorphisme, alors ψ1 est défini

de manière unique. On peut donc se restreindre au cas où X est affine.

Si X “ SpecpBq est affine, la donnée de u “ pψ, θq correspond à la donnée d’un

morphisme d’anneau ψ7 : B Ñ A. On pose x “ ψpaq, et jx l’idéal premier de B

correspondant à x. Pour avoir notre le résultat, il suffit de montrer que la morphisme

d’anneaux ψ7 : B Ñ A se factorise de manière unique par Bjx Ñ A. Cela résulte

de la propriété universelle de la localisation. En effet, soit b R jx, puisque x “ ψpaq,

c’est-à-dire ψ7´1pjaq “ jx, cela implique que ψ7pbq R ja. La propriété universelle de

localisation implique donc que le morphisme ψ7 se factorise de manière unique

B
ψ7 //

��

A

Bjx

ψ71

>>
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Ainsi la donnée d’un morphisme de schéma u “ pψ, θq : SpecpAq Ñ X “ SpecpBq
correspond bijectivement à la donnée d’un morphisme d’anneaux ψ71 : OX,x Ñ A, où

OX,x “ Bjx avec x P X .
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CHAPITRE 9

LES VOISINAGES FORMELS DES

ARCS RATIONNELS NON

DÉGÉNÉRÉS

L’objectif principal de ce chapitre est de prouver le théorème de Drinfeld-Grinberg-

Kazhdan suivant :

Théorème 9.0.1 (Drinfeld, Grinberg-Kazhdan). Soit X un schéma de type fini sur

un corps k, γ : Spec krrtss Ñ X un arc non degeneré, c’est-à-dire un élément de

pL8pXqzL8pnSmpXqqqpkq. On note L8pXqγ le voisinage formel de γ dans L8pXq.

Il existe un k-schéma S de type fini, un point s P Spkq et un isomorphisme de k-schéma

formels :

L8pXqγ – Ss ˆk SpfpkrrpTiqiPNssq.

Pour cela, nous devons introduire la notion importante de déformation infinitési-

male pour les arcs, et le foncteur associé (voir section 9.1). Nous en montrons les pro-

priétés utiles. La preuve du théorème 9.0.1 sera donnée dans le cas des courbes planes ;

les arguments étant, dans ce cas très particulier, exactement ceux dont les analogues

permettent de prouver le cas général tout en permettant un lecture plus aisée.

Notons que le théorème 9.0.1 et ses ingrédients serviront de modèle à notre résultat

de structure sur les voisinages formels des arcs différentiels (voir théorème 13.0.1),

qui peut également se rapprocher de résultats de structure obtenus par exemple dans

[Reg09 ; FD17].

9.1 Foncteur de déformations

Définition 9.1.1. Une k-algèbre locale pA,MAq est dite quasi-artinienne si son corps

résiduel est k-isomorphe à k et si son idéal maximal est nilpotent.

Remarque 9.1.2. Les anneaux quasi-artiniens sont appelés dans certaines références
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des anneaux tests (voir par exemple [Dri02 ; BS17b]). La terminologie plus explicite

utilisée ici est dûe à Alexis Bouthier ([Bou20].

9.1.1 Notations

Dans la suite k désignera un corps quelconque. On va définir trois catégories :

1. La catégorie Alglock dont les objets sont les k-algèbres locales de corps rési-

duel k-isomorphe à k et dont les morphismes sont les morphismes d’anneaux

locaux.

2. La catégorie AlgLCk dont les objets sont les k algèbres locales topologiques

qui sont une complétion d’un objet de Alglock et dont les morphismes sont les

morphismes continus de k-algèbres.

3. La catégorie QArtk qui est une sous catégorie pleine de AlgLCk dont les

objets sont les objets de AlgLCk dont l’idéal maximal est nilpotent. On appelle

QArtk la catégorie des anneaux quasi-artiniens.

Remarque 9.1.3. Un objet pB,mBq de AlgLCk n’est pas nécessairement complet

pour la topologie mB-préadique comme discuté dans la partie IV (voir théorème 7.3.1).

Cependant si B est noéthérien, alors il est complet pour la topologie mB-préadique,

même s’il est le complété d’un anneau non noéthérien (voir proposition 12.2.7).

Remarque 9.1.4. Soit pA,MAq un objet de Alglock et pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A son com-

plété. En complément de la remarque précédente insistons sur le fait que l’idéal maxi-

mal de pA est décrit par M
pA
“ yMA. La topologie naturelle sur pA (issue de sa construc-

tion en tant que limite projective) est décrite par la famille pyMn
AqnPN. En général, la

famille pyMn
AqnPN ne coïncide pas la famille des puissances de l’idéal maximal de pA

(sauf si A est noethérien). Si A n’est pas noéthérien, en général yMn
A ‰ yMA

n
. On

prendra donc un soin particulier à les distinguer. Toutes ces affirmations sont discutées

et démontrées dans la partie IV.

Proposition 9.1.5. Soient pA,mAq, pB,mBq deux objets de Alglock. On note pA “

lim
ÐÝn

A{mn
A, et pB “ lim

ÐÝn
B{mn

B . Par construction pA et pB sont des objets de AlgLCk.

On se donne ϕ : pAÑ pB un morphisme d’anneaux.

1. Si le morphisme ϕ est continu, alors il est local ;

2. Si le morphisme ϕ est local et si la famille d’idéaux pyMA
n
qnPN forment une

base de la topologie de pA alors ϕ est continu.

Démonstration. (1) On suppose que ϕ est continu, et montrons que ϕ´1pyMBq “ yMA.

Comme ϕ est continue alors ϕ´1pyMBq est un ouvert de pA. En particulier, comme
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0 P ϕ´1pyMBq, il existe un entier j tel que

yMA
j
Ă

y

Mj
A Ă ϕ´1pyMBq.

Or comme ϕ´1pyMBq est un idéal premier de pA, les inclusions précédentes impliquent

que yMA Ă ϕ´1pyMBq. Donc ϕ est local.

(2) On suppose que ϕ est local. Soit U un ouvert de pB. Soit x P ϕ´1pUq. Comme

ϕpxq P U , il existe un entier j tel que ϕpxq ` y

Mj
B Ă U . Par ailleurs yMB

j
Ă

y

Mj
B .

Ainsi ϕpx ` yMA
j
q Ă ϕpxq ` yMB

j
Ă U . Donc ϕ´1pUq est un ouvert, donc ϕ est

continu.

Proposition 9.1.6. Soient pA,mAq, pB,mBq deux objets de Alglock. On note pA “

lim
ÐÝn

A{mn
A, et pB “ lim

ÐÝn
B{mn

B . Par construction pA et pB sont des objets de AlgLCk.

On se donne ϕ : A Ñ B un morphisme d’anneaux locaux. Alors le morphisme

induit pϕ : pAÑ pB est continu.

Démonstration. Comme le morphisme ϕ est local alors, pour tout entier n P N, le

morphisme pϕ vérifie pϕpyMn
Aq Ă

yMn
B .

Soit U un ouvert de pB. Soit x P pϕ´1pUq. Comme pϕpxq P U , il existe un entier j

tel que pϕpxq `
y

Mj
B Ă U . Ainsi pϕpx ` y

Mj
Aq Ă pϕpxq `

y

Mj
B Ă U . Donc pϕ´1pUq est

un ouvert, donc pϕ est continu.

Proposition 9.1.7. Soient pA,mAq, pB,mBq deux objets de Alglock. On note pA “

lim
ÐÝn

A{mn
A, et pB “ lim

ÐÝn
B{mn

B . Par construction pA et pB sont des objets de AlgLCk.

On se donne ϕ : AÑ pB un morphisme d’anneaux locaux. Alors il existe un unique

morphisme d’anneaux locaux continu pϕ : pA Ñ pB qui fasse commuter le diagramme

suivant

A
ϕ //

��

pB

pA.

pϕ

??

Démonstration. Soit j P N un entier. Puisque le morphisme ϕ est local et que yMB
j
Ă

y

Mj
B , alors ϕ induit un morphisme d’anneaux locaux

ϕj : A{Mj
A Ñ

pB{yMB
j
“ B{Mj

B.

Soit â “ panqnPN P pA. On pose pϕpâq “ pϕnpanqqnPN. Comme le morphisme ϕ est

local alors pϕpâq P pB donc pϕ est bien défini. De plus comme chaque ϕj est local, alors

pϕ est local.

137



Partie V, Chapitre 9 – Les voisinages formels des arcs rationnels non dégénérés

Par construction du morphisme pϕ, on a également pϕpyMn
Aq Ă

yMn
B , ce qui implique

que le morphisme ϕ est continu (voir preuve précédente pour des détails).

L’unicité se vérifie car A est dense dans pA et que pϕ est continu.

Remarque 9.1.8. La proposition 9.1.7 prouve en particulier que si pA,mAq, pB,mBq

sont deux objets de Alglock, alors

HomAlglockpA,
pBq “ HomAlgLCk

p pA, pBq.

En particulier, si B est un anneau quasi-artinien (un objet de QArtk), alors on a

HomAlglockpA,Bq “ HomAlgLCk
p pA,Bq

car, dans ce cas, B “ pB.

9.1.2 Foncteur des points

D’après le lemme de YONEDA, on dispose d’un foncteur pleinement fidèle défini

sur les objets par :

α : AlgLCk Ñ FuncpAlgLCk,Ensq

B̂ ÞÑ
hB̂ : AlgLCk Ñ Ens

Â ÞÑ HomAlgLCk
pB̂, Âq

Soit B̂ et Ĉ deux objets de AlgLCk. La pleine fidélité est l’existence d’un isomor-

phisme entre HomAlgLCk
pĈ, B̂q et HomphĈ , hB̂q. Autrement dit, se donner un mor-

phisme ϕ P HomAlgLCk
pĈ, B̂q, revient à se donner une collection de morphismes

!

HomAlgLCk
pĈ, Âq Ñ HomAlgLCk

pB̂, Âq
)

ÂPAlgLCk

fonctoriels en Â.

On peut restreindre notre foncteur α à la sous-catégorie QArtk.

AlgLCk
α //

α1 ((

FuncpAlgLCk,Ensq

��
FuncpQArtk,Ensq

où α1pB̂q “ hB̂ : Â P QArtk ÞÑ HomAlgLCk
pB̂, Âq.

Proposition 9.1.9. Le foncteur α1 : AlgLCk Ñ FuncpQArtk,Ensq est pleinement

fidèle.
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Démonstration. On cherche à montrer que si B̂ et Ĉ sont des objets de AlgLCk, alors

on a l’existence d’un isomorphisme

HomAlgLCk
pĈ, B̂q “ HomFuncpQArtk,EnsqphĈ , hB̂q.

D’après le lemme de YONEDA, on a l’existence d’un isomorphisme

HomAlgLCk
pĈ, B̂q “ HomFuncpAlgLCk,EnsqphĈ , hB̂q.

On se donne une transformation naturelle ϕ P HomFuncpQArtk,EnsqphĈ , hB̂q, ce

qui correspond à la donnée de morphismes

!

ϕpÂq : HomAlgLCk
pĈ, Âq Ñ HomBpB̂, Âq

)

ÂPQArtk

fonctoriels en A.

Soit Â un objet de AlgLCk, alors il existeA P AlgLCk tel que Â “ lim
ÐÝn

A{Mn
A.

Alors on a que

HomAlgLCk
pB̂, Âq “ HomAlglockpB, Âq

d’après la proposition 9.1.7. Comme le foncteur Hom préserve les limite projective à

gauche, on a les d’égalités suivantes

HomAlgLCk
pB̂, Âq “ HomAlglockpB, Âq

“ HomAlglockpB, limÐÝnA{M
n
Aq

“ lim
ÐÝn

HomAlglockpB,A{M
n
Aq

“ lim
ÐÝn

HomAlgLCk
pB̂, A{Mn

Aq.

La dernière égalité étant vraie car A{Mn
A est un anneau quasi-artinien, donc {A{Mn

A “

A{Mn
A.

On a donc

HomAlgLCk
pB̂, Âq “ lim

ÐÝ
n

HomAlglockpB̂, A{M
n
Aq (9.1.1)

Finalement si on se donne un objet Â “ lim
ÐÝn

A{Mn
A de AlgLCk, alors on peut

construire un unique morphisme ϕpÂq : HomAlgLCk
pĈ, Âq Ñ HomAlgLCk

pB̂, Âq à

partir des données fonctorielles

!

ϕpA{Mn
Aq : HomAlgLCk

pĈ, A{Mn
Aq Ñ HomBpB̂, A{M

n
Aq

)

nPN

du morphisme ϕ P HomFuncpQArtk,EnsqphĈ , hB̂q.
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On étend donc le morphisme ϕ précédent en un morphisme

ϕ P HomFuncpAlgLCk,EnsqphĈ , hB̂q.

9.1.3 Définition des déformations infinitésimales d’un point k-rationnel

Soit X un k-schéma. Soit x un k-point de X . On note OX,x la fibre du faisceau

structural de X en x.

Définition 9.1.10. Soit X un k-schéma et x un k-point de X . Si A est un anneau

quasi-artinien (un objet de QArtk), alors les A-points de OX,x sont appelés les A-

déformations de x . On note DefxpOX , Aq l’ensemble des A-déformations de x.

Par définition (et équivalence de catégorie)

DefxpOX , Aq “ XxpAq “ HomAlgLCk
pzOX,x, Aq “ HomAlglockpOX,x, Aq.

Pour la dernière égalité, voir remarque 9.1.8 et proposition 9.1.7.

Description alternative des déformations

Lemme 9.1.11. Soit k un corps et R une k-algèbre. On se donne deux morphismes de

k-algèbres f, g : RÑ k de sorte que Kerpfq “ Kerpgq. Alors f “ g.

Démonstration. Puisque f et g sont des morphismes de k-algèbres, on note que f et g

sont nécessairement surjectifs. Ainsi, le morphisme déduit de la propriété universelle

de passage au quotient R{Kerpfq Ñ k est bijectif. Puisque Kerpfq “ Kerpgq, on

en déduit, toujours par la propriété universelle de passage au quotient, le diagramme

commutatif suivant.

R
g // //

πf

��

k

R{Kerpfq
D!g̃

Or le seul morphisme de k-algèbre entre k et k est l’identité. Donc g̃ “ id, et g “ πf .

De même on montre que f “ πf , d’où f “ g.

Proposition 9.1.12. Si X est un k-schéma affine, x P Xpkq un point rationnel et A un

anneau quasi-artinien, alors

HomAlgLCk
pzOX,x, Aq “ HomAlglockpOX,x, Aq “ txA P XpAq | ĎxA “ xu
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où ĎxA est la réduction de xA via XpAq Ñ Xpkq (via AÑ A{M “ k).

Remarque 9.1.13. Comme d’après la proposition 9.1.9 le foncteur α1 : AlgLCk Ñ

FuncpQArtk,Ensq est pleinement fidèle alors si A est un objet de AlgLCk, on a

également

HomAlgLCk
pzOX,x, Aq “ txA P XpAq | ĎxA “ xu.

Démonstration. D’après la remarque 9.1.8 on sait déjà que HomAlgLCk
pzOX,x, Aq “

HomAlglockpOX,x, Aq.

On se propose de définir une application bijective de txA P XpAq | ĎxA “ xu

vers HomAlglockpOX,x, Aq. Pour cela, on se donne xA P XpAq, qui correspond à un

morphisme de k-algèbre xA : OX Ñ A tel que ĎxA “ x. On note Kerpxq “ px.

Par propriété universelle de la localisation, pour que xA se factorise par OX,x

il faut et il suffit que si y R px alors xApyq soit inversible dans A, soit encore que

ĎxApyq ‰ 0 dans k “ A{MA. Or comme y R px, alors ĎxApyq “ xpyq ‰ 0. Donc xA
se factorise de manière unique :

OX
xA //

��

A

OX,x

D!ϕ

==

On a donc obtenu un morphisme injectif

α : txA P XpAq | ĎxA “ xu ãÑ HomAlglockpOX,x, Aq.

Reste à montrer queα est surjectif. On se donne un morphismeϕ P HomAlglockpOX,x, Aq.

On note lx : OX Ñ OX,x le morphisme canonique de localisation. On note toujours

Kerpxq “ px.

On pose xA “ ϕ˝ lx. Par définition de ϕ, si y R px, alors xApyq est inversible dans

A, soit encore xxApyq ‰ 0 (dans k). On en déduit que y R Kerpxq ñ y R KerpxxAq.
Soit encore KerpxxAq Ă Kerpxq.

Mais, on sait aussi que Kerpxq et KerpxxAq sont des idéaux maximaux de OX

puisque (pour x par exemple) :

OX
x // //

��

k

OX{Kerpxq “ k

On en déduit que KerpxxAq “ Kerpxq.
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Mais d’après le lemme précédent 9.1.11, cela implique que xxA “ x. Ce qui prouve

la surjectivité de α et donc l’égalité

HomAlglockpOX,x, Aq “ txA P XpAq | ĎxA “ xu.

9.1.4 Exemple de déformations : les arcs rationnels

Exemple 9.1.14. Soit X un schéma affine. On renvoie à la section 8.1 pour la défi-

nition de L8pXq lorsque X est une k-variété affine. Soit γ un point de L8pXq. On

rappelle que si X est affine, alors L8pXq l’est également et OL8pXq,γ est le spectre

du localisé en γ de l’anneau OL8pXq, ou plus généralement si U est un ouvert de

L8pXq contenant γ alors OL8pXq,γ “ OU,γ .

Si X “ SpecpkrX1, ¨ ¨ ¨ , Xns{pFjqq, et A est un objet de AlgLCk alors

HomAlglockpOL8pXq,γ , Aq “ tγA P XpArrtssq | Xpkrrtssq Q γ̄A “ γu.

Si γ P Xpkrrtssq, on se permet d’identifier γ à la donnée de γ P krrtssn tel que

Fipγq “ 0 pour tout i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu (essentiellement grâce au lemme 9.1.11).

Soit γA P tγA P XpArrtssq | γ̄A “ γu, alors on peut voir γA comme appartenant

à Arrtssn, et la condition γ̄A “ γ est équivalente à γA ´ γ PMArrtss
n.

9.2 Preuve du théorème 9.0.1 dans le cas des courbes affines
planes

Dans cette section, nous présentons une preuve du théorème 9.0.1. Le cadre de la

preuve est celui des courbes affines planes. C’est en effet dans ce cas très particulier

que les arguments établissant ce résultat sont les plus visibles car dégagés de dif-

férentes réductions géométriques formelles et autres arguments techniques qui com-

plexifient la démonstration du cas général. Il n’en reste pas moins que le cadre des

courbes affines planes offre la possibilité d’expliquer le cœur de l’argument général ;

c’est la raison de notre choix.

Remarque 9.2.1 (Note historique). Ce théorème a d’abord été prouvé par Grinberg et

Kazhdan en caractéristique 0, puis par Drinfeld en caractéristique arbitraire. La for-

mulation du théorème est la réponse de Grinberg et Kazhdan a une question que leur

avait posé initialement Drinfeld. (cf. [GK00, Introduction].) Contrairement à la preuve

initiale, celle de Drinfeld présente l’intérêt supplémentaire d’être algorithmique au

142



9.2. Preuve du théorème 9.0.1 dans le cas des courbes affines planes

sens où elle permet à partir d’une présentation locale de X et d’une troncature suffi-

samment grande de l’arc γ de produire une présentation d’un k-schéma S induisant

l’isomorphisme proposé par l’énoncé. Il est cependant important de remarquer que

l’algorithme fourni par l’argument de Drinfeld est extrêmement peu efficace dans la

pratique, y compris dans le cas des courbes planes (voir à ce sujet [BS20, Remark

3.20] et [BS17d, Remark 6.7])

Démonstration. Nous supposons dans la suite que X “ Specpkrx, ysq{xF yq où F P

krx, ys. On note γpT q “ pxpT q, ypT qq P krrT ss2 un arc rationnel non dégénéré de

L8pXqpkq (c’est-à-dire un élément de pL8pXqzL8pnSmpXqqqpkq).
D’après cette hypothèse de non dégénérescence sur l’arc, le critère jacobien (voir

théorème 17.3.1) nous permet de supposer que BY F pxpT q, ypT qq ‰ 0. En particulier

on pose d “ ordT pBY F pxpT q, ypT qqq.

On procède aux divisions euclidiennes suivantes :

#

xpT q “ zpT qT 2d ` x̃pT q

ypT q “ wpT qT d ` ỹpT q

où wpT q, zpT q P krrT ss, x̃pT q, ỹpT q P krT s et degpx̃pT qq ď 2d ´ 1, degpỹpT qq ď
d´ 1.

Soient xA, yA P MArrT ss tels que x ` xA, y ` yA P DefL8pXqγ pAq. D’après le

théorème de préparation de Weierstrass (voir théorème 17.1.2), il existe qA P WdpAq

et uA P ArrT ssˆ tels que

BY F pxpT q ` xApT q, ypT q ` yApT qq “ qAuA

Les conditions du théorème de préparation de Weierstrass sont vérifiées car

BY F pxpT q ` xApT q, ypT q ` yApT qq RMArrT ss.

En effet en réduisant modulo MArrT ss on vérifie que l’on obtient BY F pxpT q, ypT qq

qui est non nul dans krrT ss.

On pose alors :

#

x` xA “ pz ` zAqq
2
A ` x̃` x̃A

y ` yA “ pw ` wAqqA ` ỹ ` ỹA

où zA, wA PMArrT ss, x̃A, ỹA PMArT s avec degpx̃Aq ď 2d´1 et degpỹAq ď d´1.

Remarque 9.2.2. Il est important de noter que les éléments z, zA, x̃, x̃A, w, wA, ỹ et

ỹA sont définis de manière unique.
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On définit alors une flèche :

ϕA : DefL8pXqγ0
pAq Ñ MArrT ss ˆMArT sdegď2d´1 ˆMArT sdegďd´1 ˆWdpAq

pxA, yAq ÞÑ pzA , x̃A , ỹA , qAq

telle que qA divise BY F px̃` x̃A, ỹ` ỹAq et q2
A divise F px̃` x̃A, ỹ` ỹAq. On note ces

deux conditions (‹).

Vérifions déjà que les éléments ainsi construits vérifient bien les conditions (‹).

Cette vérification passe par plusieurs utilisations successives de la formule de Taylor.

BY F px̃` x̃A, ỹ ` ỹAq “ BY F px` xA ´ pz ` zAqq
2
A, y ` yA ´ pw ` wAqqAq

“ BY F px` xA, y ` yAq ` qAp. . .q

Or par construction BY F pxpT q ` xApT q, ypT q ` yApT qq “ qAuA, donc qA divise

bien BY F px̃` x̃A, ỹ ` ỹAq. Le calcul est analogue pour vérifier que q2
A divise F px̃`

x̃A, ỹ ` ỹAq.

On veut montrer que l’application ϕA est bijective. Si on a ce résultat, comme les

applications ϕA sont fonctorielles en A , on aura alors bien le résultat voulu.

On prend pzA, x̃A, ỹA, qAq qui vérifient la condition (‹). On pose

#

x` xA “ pz ` zAqq
2
A ` x̃` x̃A

y ` ŷA “ pw ` wAqqA ` ỹ ` ỹA

et on veut montrer qu’il existe un unique wAMArrT ss tel que

F px` xA, y ` ŷA ` wAqAq “ 0 (9.2.1)

Par les formules de Taylor, on a que

F px` xA, y ` ŷA ` wAqAq “ F px` xA, y ` ŷAq

`wAqA BY F px` xA, y ` ŷAq

`q2
Aw

2
Ap. . . . . .q

En utilisant les formules de Taylor, la condition (‹) nous permet de prouver que F px`

xA, y`ŷAq est divisible par q2
A et que BY F px`xA, y`ŷAq “ qAvA où vA P ArrT ssˆ.

Pour ce dernier point, après avoir montré que BY F px`xA, y` ŷAq est divisible par qA
par les formules de Taylor les la condition (‹), on écrit BY F px` xA, y` ŷAq “ qAvA

puis on réduit modulo MArrT ss où l’égalité devient

BY F px, yq “ T dv̄A
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Or, on sait que d “ ordT pBY F pxpT q, ypT qqq, donc vA est d’ordre 0 dans krrT ss, donc

inversible dans ArrT ss.

Remarque 9.2.3. On utilise ensuite que si A est complet, alors tout polynôme de

WdpAq n’est pas un diviseur de 0 dans ArrT ss (voir proposition 17.1.1).

Puisque qA n’est pas un diviseur de 0 dans ArrT ss l’équation (9.2.1q est équiva-

lente à l’existence d’un unique wA PMArrT ss tel que θA `wA `w2
AP pwAq “ 0, où

P P ArrT ss et θA PMArrT ss (en divisant par qA puis en inversant vA).

Pour résoudre cette équation, on va utiliser le lemme de Hensel. En effet puisque

pA,MAq est complet, il en va de même pour pArrT ss, xMA, T yq et en particulier

ArrT ss est hensélien.

On réduit donc l’équation θA ` X ` X2P pXq “ 0 modulo xMA, T y, où l’on

obtient l’équation X `X2P̄ pXq “ 0 qui admet au moins une solution, à savoir 0. Le

lemme d’Hensel nous assure alors qu’il existe un unique élément wA P ArrT ss tel que

wA P xMA, T y tel que θA ` wA ` w2
AP pwAq “ 0.

On vérifie encore que wA P MA ; pour cela on réduit l’équation θA ` wA `

w2
AP pwAq “ 0 modulo MArrT ss et on obtient w̄Ap1 ` w̄AP̄ pw̄Aqq “ 0. Or wA “

αf ` Tq où f, q P ArrT s et α PMA, puisque wA P xMA, T y. Donc ordT pw̄Aq ě 1,

ce qui implique que 1 ` w̄AP̄ pw̄Aq est inversible modulo MArrT ss. Donc w̄A “ 0
modulo MArrT ss. Ce qu’il fallait démontrer.

On a donc bien prouvé que la flèche ϕA est une bijection, ce qui achève la preuve

du théorème de DGK dans ce cas particulier.

145



CHAPITRE 10

NILPOTENTS DE L’ESPACE DES

ARCS

Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec DAVID BOURQUI [BH20].

Nous y étudions le lien, ou plutôt l’absence de lien entre les nilpotents au voisinage

d’un arc et les nilpotents dans la complétion de ce voisinage. Soit k un corps de ca-

ractéristique quelconque, X une k-variété, c’est-à-dire un k-schéma de type fini, et

L8pXq l’espace des arcs de X . Soit également γ P L8pXq un arc non dégénéré

(c’est-à-dire que γ P L8pXqzL8pnSmpXqq).
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au lien entre les éléments nilpotents

de OL8pXq,γ et ceux de {OL8pXq,γ . Plus précisément

Théorème 10.0.1. Soit k un corps quelconque, X un k-schéma réduit de type fini,

L8pXq le schéma des arcs de X et γ P L8pXq un arc tel que γ R L8pnSmpXqq.
Alors le nilradical de OL8pXq,γ est contenu dans le noyau du morhisme de com-

plétion OL8pXq,γ Ñ
{OL8pXq,γ .

Insistons sur le fait que ce théorème 10.0.1 n’implique pas que l’anneau {OL8pXq,γ

est réduit, on pourra e.g. consulter [BS17b, Example 6.3] pour un exemple explicite.

Lorsque la caractéristique de k est nulle et que γ est un point stable non dégénéré

(voir [Reg06], [Reg09] et [FD17, section 11] pour la notion de point stable), c’est un

résultat de REGUERA dans [Reg09, Theorem 3.13 and Corollary 4.3]. Dans [FD17]

il est annoncé sans preuve que le résultat de REGUERA sur les points stables s’étend

à tous les corps parfait à l’aide des dérivations de Hasse-Schmidt. Dans ce chapitre,

en utilisant effectivement les dérivations de Hasse-Schmidt, on donne une preuve qui

fonctionne pour tout arc non dégénéré sur un corps quelconque.

Il est naturel de se demander dans quels cas l’inclusion donnée par le théorème

10.0.1 est en fait une égalité. D’après [Reg09, Theorem 3.13 & Corollary 4.3], c’est le

cas si k est de caractéristique nulle et si γ est un point stable du schéma des arcs. Ici

nous montrons que

Théorème 10.0.2. Soit k un corps, X un k-schéma géométriquement réduit de type

fini possédant une résolution des singualrités (i.e. tout k-schéma de type fini si k est
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de caractéritique nulle).

Soit γ P L8pXq un point fermé tel que γ R L8pnSmpXqq.
Alors le nilradical de OL8pXq,γ coïncide avec le noyau du morphisme de complé-

tion OL8pXq,γ Ñ
{OL8pXq,γ .

10.1 Nilpotence, annulateurs et dérivations de Hasse-Schmidt

10.1.1 Notation

Soit k un anneau. Soit A une k-algèbre et S une partie multiplicative de A.

De plus, si I est un idéal de A, alors S´1I désignera l’idéal engendré par I dans

S´1A. Le conducteur de S dans I , noté I : S est décrit par l’ensemble ta P R | Ds P

S, sa P Iu. En particulier, si a P A, on utilisera la notation I : a8 pour I : S et

Ara´1s pour S´1A quand S “ t1, a, a2, ¨ ¨ ¨ u.

On dira que l’anneau A est irréductible si son nilradical est un idéal premier, soit

encore si Ared “ A{NilradpAq est intègre. Remarquons que toute localisation non

nulle d’un anneau irréductible est encore irréductible.

Si M est un A-module, on définit le module de torsion de M dans A comme

TorsApMq “ tm PM | Da P A, am “ 0u.

10.1.2 Nilradical et annulateur

Lemme 10.1.1. SoitA un anneau et I un idéal deA. Si S est une partie multiplicative

de A, alors KerpAÑ S´1A{Iq “ I : S.

Démonstration. On note ϕ le morphisme de localisation AÑ S´1A{I . Par définition

Kerpϕq “ tx P A | x1 P Iu

où x
1 est l’image de x dans S´1A. En particulier

Kerpϕq “ tx P A | Ds P S, sa P Iu “ I : S.

Remarque 10.1.2. On déduit de ce lemme que si B est une A-algèbre, de sorte que

le morphisme structural A Ñ B soit injectif et si a P A et Bra´1s est intègre alors

p0 : a8q est un idéal premier de B.

Lemme 10.1.3. Soit A une k-algèbre, B une A-algèbre, I un idéal de B, a P A et S

une partie multiplicative de B, alors S´1pI : a8q “ pS´1I : a8q.

147



Partie V, Chapitre 10 – Nilpotents de l’espace des arcs

Démonstration. On a les équivalences suivantes

x
s P pS

´1I : a8q ô DN P N, aN x
s P S

´1I

ô D
y
s1 P S

´1B, Db P I, DN P N, aN x
s “

y
s1 b

ô Dt P SD ys1 P S
´1B, Db P I, DN P N, tpaNxs1 ´ ybsq “ 0

ô Ds1 P S, Dt P S, xs1t P pI : a8q
ô x

s P S
´1pI : a8q

Proposition 10.1.4. Soit B un anneau. On suppose qu’il existe b P B tel que Brb´1s

est un anneau intègre.

1. On a

NilradpBq Ă p0 : b8q.

De plus p0 : b8q est l’unique idéal premier minimal p de B tel que b R p, et

l’égalité est vraie si et seulement si B est irréductible.

2. Soit S Ă B une partie multiplicative telle que S X p0 : b8q “ ∅ et S´1B est

irréductible, alors

NilradpS´1Bq “ S´1p0 : b8q.

3. Soit A un anneau intègre tel que B est une A-algèbre dont le morphisme struc-

tural AÑ B est injectif. Soit b P A alors on a

p0 : b8q “ TorsApBq.

Démonstration. D’après le lemme 10.1.1 et les hypothèses, l’idéal p0 : b8q “ KerpB Ñ
Brb´1sq est un idéal premier de B et donc contient NilradpBq Soit p l’unique idéal

premier minimal de B tel que b R p (l’unicité est vraie car Brb´1s est un anneau in-

tègre). Puisque t1, b, b2, . . .u X p “ ∅, on a p0 : b8q Ă p et donc p0 : b8q “ p. Le

reste de l’asserction (1) se déduit facilement et grâce au lemme 10.1.3, l’assertion (2)

est une conséquence directe de l’assertion (1).

Reste à prouver (3). Remarquons que puisque Brb´1s est un anneau intègre, l’in-

clusion p0 : b8q Ă TorsApBq est toujours vraie. Soit b1 P TorsApBq et α P Azt0u
tels que αb1 “ 0. En particulier αb1 P p0 : b8q. Puisque A est un anneau intègre et que

A Ñ B est injective, alors α R p0 : b8q. Puisque p0 : b8q est un idéal premier, on a

b1 P p0 : b8q et TorsApBq Ă p0 : b8q.
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10.1.3 Les dérivations de Hasse-Schmidt

Lemme 10.1.5. Soit k un anneau et B une k-algèbre. Soit HS: B Ñ Brrtss une

dérivation de Hasse-Schmidt sur B au dessus de k telle que HS0 “ idB . Si b P B,

alors p0 : b8q est un HS-idéal.

Démonstration. On note I “ p0 : b8q. Soit c P I , on note HSpcq “
ř

iě0 cit
i. Par

hypothèse c0 “ c P I . Si l’on suppose que c0, ¨ ¨ ¨ , cn P I , alors il existe un entier

N P N tel que bNc “ 0. En particulier HSpbqNHSpcq “ 0. Si l’on considère cette

égalité modulo Irrtss, on obtient

0 “ bN0 cn`1t
n`1 ` tn`2p¨ ¨ ¨ q ` ¨ ¨ ¨

En particulier, on déduit que bNcn`1 P I “ p0 : b8q. Ainsi cn`1 P I .

Théorème 10.1.6. Soit k un anneau et B un k-algèbre, dont le morphisme structural

est injectif. Soit p un idéal premier de B. Soit HS: B Ñ Brrtss une dérivation de

Hasse-Schmidit sur B au dessus de k telle que HS0 “ idB . On suppose de plus qu’il

existe b P B tel que HSpbq R prrtss. Alors

p0 : b8qp Ă
č

nPN
pnBp.

Démonstration. On note HSpbq “:
ř

iPN bit
i. Soit i0 le plus petit des entiers vérifiant

bi0 R p. Let b P p0 : a8q. Il est clair que p0 : b8qp Ă p0Bp. On suppose que

p0 : b8qp Ă pnBp pour un certain entier n et on va montrer que p0 : b8qp Ă pn`1Bp.

Soit c P p0 : b8qp. Il existe N P N tel que bNc “ 0, ainsi HSpbqNHSpcq “ 0. Comme

p0 : b8qp est un HS-idéal, on a HSpcq P pnBprrtss. Si l’on considère l’équation

HSpbqNHSpcq “ 0 modulo pn`1Bp, on obtient

tNi0NaNi0 b` termes d’ordre plus grand en t

Cependant bi0 P pBp{p
n`1Bpq

ˆ, ainsi c P pn`1Bp. Donc p0 : b8q Ă pn`1Bp.

On a ainsi montré par récurrence que p0 : b8qp Ă
Ş

nPN pnBp.

Corollaire 10.1.7. Soit k un anneau et B une A-algèbre telle que le morphisme struc-

tural A Ñ B soit injectif. Soit p un idéal premier de B tel que Bp est irréductible.

Soit HS: B Ñ Brrtss une dérivation de Hasse-Schmidt sur B au dessus de k telle

que HS0 “ idB . Supposons qu’il existe b P B tel que Brb´1s est intègre et que

149



Partie V, Chapitre 10 – Nilpotents de l’espace des arcs

HSpbq R prrtss. Alors

NilradpBpq “ p0 : b8qp Ă
č

nPN
pnBp.

10.2 Application au schéma des arcs : preuve des résultats
principaux

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de la partie précédente 10.1

afin de prouver le résultat 10.0.1 et 10.0.2, ainsi que le théorème 10.2.5.

10.2.1 Préliminaires

Soit k un corps quelconque et X un k-schéma réduit de type fini. On rappelle que

l’on note nSmpXq le lieu non lisse de X et L8pXq le schéma des arcs de X (pour

plus de détails sur le schéma des arcs se référer e.g. à [CLNS18, Chapter 3]).

Si Y est un fermé de X , par un abus de notation, il sera plus simple de noter

L8pY q le sous-ensemble fermé de L8pXq, qui correspond au schéma des arcs asso-

cié à Y (muni e.g. de sa structure réduite).

Dans le cas où X “ SpecpAq est affine, alors L8pXq est également affine et

l’on notera L8pXq “ SpecpA8q. Dans ce cas, nous considérerons l’arc universel

HSuniv
A : A Ñ A8rrtss et la dérivation d’adjonction de Hasse-Schmidt HSad

A : A8 Ñ
A8rrtss (voir section 1.4).

Pour la proposition suivante voir [NS10, Theorem 3.15 (1)].

Proposition 10.2.1. Soit X un k-schéma réduit de type fini, tXiu1ďiďn des com-

posantes irréductibles de X . Alors les composantes irréductibles de L8pXq non

contenues dans L8pnSmpXqq sont les L8pXiq tels que Xi n’est pas contenu dans

nSmpXq.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 10.2.2. Soit X un k-schéma réduit de type fini et

γ P L8pXqzL8pnSmpXqq.

Alors OL8pXq,γ est irréductible.

Démonstration. Soit tXiu1ďiďn les composantes irréductibles deX . Puisque γ envoie

le point générique vers un point lisse deX , alors quitte à renuméroter on peut supposer
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que ce point est un élément deXzpnSmpXqYYni“2Xiq. Ainsi γ vit dans dans le sous-

ensemble ouvert L8pXqzpL8pnSmpXqq Y Yni“2L8pXiqq de L8pXq. D’après la

proposition précédente, ce sous-ensemble ouvert est irréductible.

La propriété suivante est un résultat classique sur la structure du schéma des arcs

d’une variété lisse et se déduit par la compatibilité de la construction du schéma des

arcs avec les morphismes étales (voir e.g. [NS10, Thm 2.5(3)]).

Proposition 10.2.3. Soit X un k-schéma lisse. Alors il existe un recouvrement de X

par des ouverts affinesX “ YiPISpecpAiq tel que le schéma des arcs L8pXq associé

à X soit recouvert par les ouverts affines SpecpAirxj : j P Nsq.

D’après les propositions 10.2.3 et 10.2.1, on déduit :

Corollaire 10.2.4. Soit X “ SpecpAq un k-schéma affine réduit de type fini, Z une

composante irréductible de X , J Ă A un idéal dont le support est la réunion de

nSmpXq et des composantes irrécutibles de X distinctes de Z, et soit a P Jzt0u.
Alors l’anneau pA8qra´1s “ pAra´1sq8 est un anneau intègre.

Bien entendu, ce corollaire n’est utile que si Z n’est pas contenu dans nSmpXq.

10.2.2 Forme de torsion différentielles et fonctions nilpotentes du schéma
des arcs

Théorème 10.2.5. Soit k un corps quelconque et X “ SpecpAq un k-schéma intègre

et géométriquement réduit de type fini.

1. Supposons que L8pXq “ SpecpA8q est irréductible. Alors leA-module TorsApΩ1
A{kq

des formes différentielles de Kähler de torsion sur X “ SpecpAq s’identifie

avec le A-module des fonctions régulières de poids 1 sur L8pXq qui sont nil-

potentes.

2. Supposons que X est une courbe géométriquement intègre ou une variété to-

rique normale, alors on a la même conclusion.

3. Supposons que k soit de caractéristique nulle, alors on a la même conclusion.

Démonstration. Rappelons (voir section 1.4) qu’en général on a un isomorphisme na-

turel entre leA-moduleAp1q8 des éléments de poids 1 deA8 et leA-module des formes

de Kähler différentielles Ω1
A{k.

De l’autre côté, le morphisme naturel AÑ A8 est oujours injectif, donc il admet

une retraction qui correspond géométriquement au morphisme associé à x P SpecpAq :

l’arc constant dont l’origine est x.
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Ainsi (1) se déduit directement du corollaire 10.2.4 et de la proposition 10.1.4(1)(3)

(remarquons que puisque X est géométriquement réduit alors nSmpXq est un sous-

ensemble fermé propre de X).

Si k est un corps quelconque et X un courbe géométriquement intègre ou une

variété torique normale, alors L8pXq est irréductible d’après [Ish04, Corollary 3.3]

et [NS10, Lemma 3.13]. Si la caractéristique du corps k est nulle, alors L8pXq est

irréductible d’après un théorème de E. KOLCHIN [Kol73, Prop. 10, p. 200]. Ainsi (2)

et (3) se déduisent de (1).

Remarque 10.2.6. L’assertion (3) se retrouve également à partir d’un résultat de [BS18]

(voir aussi [Seb17]) où la théorie de Ritt et Kolchin, et en particulier une forme

du lemme de Rosenfeld, est utilisée dans l’arguement. Remarquons qu’il existe des

preuves du théorème de Kolchin ne reposant pas sur la théorie de Ritt et Kolchin (voir

[NS05] ou [IK03, Lemma 2.12]).

Remarque 10.2.7. Si l’on note L1pXq “ SpecpA1q le schéma des 1-jet de X (ou, dit

autrement le schéma tangent àX), laA-algèbreA1 est naturellement munie d’une gra-

duation, à l’instar de l’algèbre universelle des dérivations de Hasse-Schmidt de hauteur

1 surA (voir [Voj07]), et le morphisme naturelA1 Ñ A8 est un morphisme gradué de

A-algèbres induisant un isomorphisme de A-module Ap1q1
„
Ñ A

p1q
8 en poids 1. Ainsi,

si a P A, on peut calculer p0 : a8q XAp1q8 dans A1, qui est une k-algèbre de type fini.

Ceci donne une procédure effectivement pour calculer le A-module des formes diffé-

rentielles de Kähler de torsion sur A (et les éléments nilpotents de poids 1 de A8 dans

le cas où A8 est irréductible). Concrètement, supposons que A admet une présenta-

tion sous la forme krx0, . . . , xns{I où I “ xF1, . . . , Fsy. Pour F P krx0, . . . , xns on

définit F p1q par

F pxi ` tx
p1q
i q “ F ppxiqq ` tF

p1qppxiq, px
p1q
i qq ` t

2 . . .

Alors A1 admet une présentation sous la forme krx0, . . . , xn, x
p1q
0 , . . . , x

p1q
n s{I1 où

I1 “ xF1, . . . , Fs, F
p1q
1 , . . . , F p1qs y.

La graduation est donnée par wtxi “ 0 et wtxp1qi “ 1. Ayant déterminé un élément

a R I1 appartenant à l’idéal jacobien, on calcule une base de Gröbner de pI1 : a8q Les

éléments de poids 1 de cette base de Gröbner donnent un système de générateur pour

le A-module TorsApΩ1
A{kq.

Par exemple, si X est la surface torique

Specpkrx0, x1, x2, x3s{xx0x2 ´ x
2
1, x1x3 ´ x

3
2, x0x3 ´ x1x

2
2y
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on trouve que le A-module TorsApΩ1
A{kq est engendré par

x3dx0 ´ 2x2
2dx1 ` x1x2dx2 and x2

2dx1 ´ 3x1x2dx2 ` x0dx3.

Remarque 10.2.8. Soit p un nombre premier et k un corps de caractéritique p. L’exemple

le plus connu où SpecpAq est intègre tandis que SpecpA8q est réductible est donné

par le p-parapluie de Whitney A “ krx0, x1, x2s{xx
p
0x1 ´ xp2y. Puisque xp0dx1 “

dpxp0x1 ´ xp2q, la forme différentielle dx1 appartient à TorsApΩ1
A{kq. Cependant la

fonction régulière associée sur SpecpA8q envoie l’arc pxi ` tx
p1q
i ` . . . q0ďiď2 vers

x
p1q
1 qui n’est donc pas nilpotent puisqu’il ne disparaît pas sur l’arc p0, t, 0q. Ceci est

conforme à la proposition 10.1.4.

10.3 Preuve du théorème 10.0.1

Puisque l’énoncé du théorème 10.0.1 est local, on peut supposer queX “ SpecpAq
est affine. Grâce au corollaire 10.1.7, le théorème 10.0.1 est une conséquence directe

du lemme suivant.

Lemme 10.3.1. Soit k un corps quelconque, X “ SpecpAq un k-schéma affine réduit

de type fini et L8pXq “ SpecpA8q le schéma des arcs associé. Soit HSad
A : A8 Ñ

A8rrtss la dérivation de Hasse-Schmidt d’adjonction.

Soit p “ γ un arc non degénéré. Soit Z la seule composante irréductible de X

contenant l’image du point générique par γ. Soit J Ă A un idéal dont le support est

la réunion du lieu non lisse nSmpXq de X et des composantes irréductibles de X

distinctes de Z. Soit a P J tel que apγptqq ‰ 0. Alors on a :

1. A8ra´1s est un anneau intègre ;

2. pA8qp est irréductible ;

3. p0 : a8q Ă p ;

4. HSad
A paq R prrtss.

Démonstration. Le point (1) se déduit du corollaire 10.2.4 et le point (2) du corollaire

10.2.2.

D’après la proposition 10.1.4(1), l’idéal premier minimal p0 : a8q Ă A8 est

le point générique de L8pZq, et par la proposition 10.2.1, on a nécessairement γ P

L8pZq, donc (3) est vrai.

Montrons (4). D’après le lemme 1.4.7, on a seulement à prouver que HSuniv
A paq R

prrtss. SoitK le corps résiduel de γ. L’arc γ induit un morphisme de k-algèbre γ# : AÑ
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Krrtss. Ce morphisme se factorise à travers la dérivation universelle comme suit :

Krrtss

A

γ#
<<

HSuniv
A

// A8rrtss

reduction modulo p

OO

On déduit du diagramme précédent que HSuniv
A paq P prrtss implique que γ#paq “ 0.

De l’autre côté γ#paq “ 0 signifie que apγptqq “ 0. En particulier si apγptqq ‰ 0
alors HSuniv

A paq R prrtss.

Remarquons qu’on obtient, comme corollaire du théorème 10.0.1, le résultat sui-

vant :

Corollaire 10.3.2. Soit k un corps, X un k-schéma réduit de type fini et γ P L8pXq

un arc tel que γ R L8pnSmpXqq. Alors le morphisme naturel

{OL8pXq,γ Ñ
{OL8pXqred,γ

est un isomorphisme.

10.4 Preuve du théorème 10.0.2

Le lemme suivant est une conséquence de [And75, Proposition 2 & Theorem 4].

Lemme 10.4.1. Soit A un anneau noethérien intègre, et soit M un idéal maximal de

l’anneau de polynômes B “ Arxi : i P Ns. Alors dans la localisation BM on a

č

ně0
pM ¨BMq

n “ t0u.

Le théorème 10.0.2 se déduit du théorème 10.0.1 et de l’énoncé suivant :

Théorème 10.4.2. Soit k un corps quelconque et X un k-schéma géométriquement

réduit de type fini.

Supposons qu’il existe un k-schéma lisse Y et un morphisme propre de k-schémas

ϕ : Y Ñ X induisant un isomorphisme

ϕ : Y zϕ´1pnSmpXqq „Ñ XznSmpXq.

Soit γ P L8pXqzL8pnSmpXqq un point fermé. Si on note Mγ l’idéal maximal

de OL8pXq,γ , alors

X
ně0

Mn
γ Ă NilradpOL8pXq,γq.
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Démonstration. Remarquons d’abord que ϕ induit une bijection entre les points gé-

nériques des composantes irréductibles de Y et les points génériques des composantes

irréductibles de X . Soit ϕ8 : L8pY q Ñ L8pXq le morphisme induit au niveau du

schéma des arcs. Alors ϕ8 induit une bijection entre les points génériques des compo-

santes irréductibles de L8pY q et les points génériques des composantes irréductibles

de L8pXq.

D’après le critère valuatif de propreté (valuative criterion of properness), il existe

η P L8pY q tel que ϕ8pηq “ γ. Puisque γ est un point fermé de L8pXq, quitte à rem-

placer η par une specialisation, on peut supposer que η est un point fermé de L8pY q.

Par la remarque précédente, le morphisme SpecpOL8pY q,ηq Ñ SpecpOL8pXq,γq est

dominant.

Ainsi d’après [Stacksa, Tag 00FL], le noyau du morphisme d’anneaux locaux in-

duit

pϕ8qγ : OL8pXq,γ Ñ OL8pY q,η

est contenu dans NilradpOL8pXq,γq.

Soit Mη l’idal maximal de OL8pY q,η. Puisque

pϕ8qγp
č

ně0
Mn

γ q Ă
č

ně0
Mn

η

il suffit maintenant de montrer que
Ş

ně1 M
n
η “ t0u. Puisque η est un poitn fermé de

L8pY q et que Y est lisse, alors ceci est une conséquence du lemme 10.4.1 et de la

proposition 10.2.3.

Remarque 10.4.3. Gardons les notations et les hypothèses du théorème 10.4.2. Puisque

OL8pXq,γ est irréductible d’après le lemme 10.3.1, les propriétés suivantes sont équi-

valentes.

1. la topologie préadique sur l’anneau local OL8pXq,γ est séparée ;

2. OL8pXq,γ est un anneau intègre ;

3. OL8pXq,γ est réduit.

Remarque 10.4.4. Il serait interessant d’étendre le lemme 10.4.1 au cas d’un idéal

premier arbitraire de Arxi : i P Ns. Ceci permettrait d’enlever l’hypothèse imposant

que γ soit un point fermé dans l’énoncé du théorème 10.0.2.
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Schéma des arcs différentiels
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Partie VI,

Soit k un corps de caractéristique nulle. Dans ce chapitre nous allons développer

l’analogue des constructions et résultats de la partie V dans le cadre différentiel. À

toute k-algèbre différentielle est naturellement associé un k-schéma affine, dont les

points, via les propriétés d’adjonction du chapitre, s’interprètent comme des séries

formelles satisfaisant certaines relations algebro-différentielles. Pour cette raison, un

tel objet est baptisé schéma des arcs différentiels. Le schéma des arcs associé à un

k-schéma affine peut être considéré comme un cas particulier de cette construction,

plus précisément comme un schéma des arcs différentiels d’ordre 0. De même que le

schéma des arcs classique se construit à partir de la donnée d’une variété algébrique,

on peut associer un schéma des arcs différentiel L8ppX,Θqq à la donnée pX,Θq d’une

variété algébrique affine X munie d’une « donnée différentielle » Θ.

Dans le chapitre 11, nous introduisons le schéma des arcs différentiels et donnons un

sens précis à pX,Θq et L8ppX,Θqq. Nous démontrons des propriétés pour le schéma

des arcs différentiels comparables à celles de la section 8.2.

Dans le chapitre 13 (voir section 13.1), nous introduisons l’analogue du foncteur

des déformations pour la donnée d’un point rationnel du schéma des arcs différen-

tiels et montrons des propriétés analogues au cadre algébrique. Le chapitre 13 utilise

les constructions précédentes pour démontrer un résultat de structure sur les voisi-

nages formels du schéma des arcs différentiels associé à une équation différentielle

ordinaire (à coefficients constants) au voisinage de solutions formelles rationnelles

de cette équation. Ce théorème peut s’interpréter comme un analogue à la fois du

théorème de Drinfeld-Grinberg-Kazhdan (voir théorème 9.0.1) (en ce sens que nous

considérons des voisinages formels en des points rationnels vérifiant une condition

de « non-dégénérescence ») et des résultats de structure obtenus par exemple dans

[Reg09 ; FD17] (en ce sens que nous obtenons un résultat de noetherianité pour ces

voisinages formels). C’est le théorème 13.0.1. L’ingrédient clé de notre démonstration

est l’utilisation de la dimension de plongement pour les k-schémas arbitraires dont

nous rappelons définition et propriétés dans le chapitre 12.

Les chapitres 14 et 15 précisent le théorème 13.0.1 dans le cas des EDO d’ordre 1

et des EDO monomiales d’ordre 2.
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CHAPITRE 11

SCHÉMA DES ARCS

DIFFÉRENTIELS

Dans ce chapitre k sera un corps de caractéristique zéro.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire l’espace qui va paramétrer les solutions

formelles des systèmes d’équations différentielles ordinaires algébriques. C’est ce que

nous appellerons schéma des arcs différentiels associés aux systèmes d’EDO. Comme

une variété algébrique affine peut s’interpréter comme l’objet géométrique associé à

un système d’EDO d’ordre 0, le point de vue de ce chapitre est de comprendre les

solutions des systèmes d’EDO comme une généralisation au cadre différentiel de la

construction du chapitre 8. Sur le modèle du schéma des arcs associé à une variété

algébrique, nous montrons donc comment associer un schéma des arcs différentiel à

toute variété algébrique munie d’une « donnée différentielle ». Dans le cadre de cette

thèse, nous nous limiterons, par simplicité, au cadre local de ce type d’objets, puisque

notre résultat principal va concerner les voisinages formels de points dans cet espace

de solutions. L’avantage de géométriser des systèmes d’EDO est notamment d’offrir la

possibilité d’étudier qualitativement ces systèmes par la biais des outils géométriques.

Notre théorème 13.0.1 est une illustration de cette philosophie.

11.1 Définition générale et premières remarques

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit m ě 1 un entier. Soit S un système

d’EDO polynomiales àm variables différentielles. Rappelons que deux systèmes (finis

ou infinis) S et S1 d’ODE sont dit équivalents s’il existe une transformation naturelle

bijective SpRq Ñ S1pRq, fonctorielle en R, entre les solutions dans R de S et de

S1, pour toute k-algèbre différentielle R. La classe d’équivalence rSs du système S
définit naturellement un idéal différentiel J Ă kty1, . . . , ymu que l’on munit de la k-

dérivation ∆ d’adjonction (qui envoie yi,j sur sa dérivée yi,j`1). Pour toute k-algèbre

B, les solutions dans BrrT ss du système S se réalisent alors comme les morphismes

différentiels du quotient pkty1, . . . , ymu{J,∆q dans pBrrT ss, δT q. Par souci de pré-
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cision, nous rappelons et utilisons dans ce paragraphe le foncteur d’oubli For de la

catégorie des k-algèbres différentielles dans la catégorie des k-algèbres. En vertu de

la proposition 2.2.1, si pA,∆Aq “ pkty1, . . . , ymu{J,∆q, on déduit que, pour toute

k-algèbre B, on a une bijection naturelle

HomAlgkpForppA,∆Aqq, Bq – HomAlgdiffkpA,∆Aq, pBrrT ss, δT q

“ SolBrrT sspSq.
(11.1.1)

Ceci suggère la définition suivante pour permettre d’associer au système d’EDO

polynomial S l’objet géométrique qui paramètre ses solutions formelles :

Définition 11.1.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Le schéma des arcs diffé-

rentiels associé (à la classe d’équivalence) au système d’EDO S (ou à l’idéal différen-

tiel J qu’il engendre) est le k-schéma affine

L8prSsq :“ Specpkty1, . . . , ymu{Jq.

Soit A “ kty1, . . . , ymu{J et ∆A la k-dérivation d’adjonction. Soulignons que

la définition 11.1.1 sous-entend que la k-algèbre différentielle A est considérée, dans

la formule, simplement comme une k-algèbre par oubli de sa structure différentielle.

En particulier, le schéma des arcs différentiels ne sera pas de type fini en général. Le

schéma des arcs différentiels est donc défini universellement puisqu’il représente le

foncteur défini de la catégorie Algop
k dans la catégorie des ensembles qui est naturel-

lement associé à

B Ñ HomAlgdiffkppA,∆Aq, pBrrT ss, δT qq.

SiA “ kty1, . . . , ymu{J , nous observons que le schéma des arcs différentiels L8prSsq
est un sous-schéma fermé du schéma des arcs usuel L8pAm

k q associé à Am
k .

Remarque 11.1.2. Soit S Ă kry1, . . . , yms un système d’équations algébriques. Il dé-

coule de la définition 11.1.1 que le schéma des arcs algébriques défini au chapitre 8

coïncide avec la construction associée à ce même système considéré comme un sys-

tème d’EDO algébriques d’ordre 0. (Voir section 8.1.)

Remarque 11.1.3. Le schéma des arcs différentiels associé à un système d’EDO à

coefficients constants se construit se construit grâce à un anneau différentiel dont on

oublie dérivation afin de le voir comme un schéma classique. Cependant cette dériva-

tion munit naturellement le schéma des arcs d’un champ de vecteurs algébriques non

trivial 1. En effet, si X “ Specpkty1, . . . , ymu{rf sq avec pkty1, . . . , ymu{rf s,∆q une

1. La correspondance entre dérivation et champ de vecteur n’est pas spécifique au cadre du schéma
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k-algèbre différentielle, x P X , alors la donnée du champ de vecteur en x est donnée

par
kty1, . . . , ymu{rf s Ñ krεs{pε2q

g ÞÑ gpxq ` ε∆pgqpxq.

On retrouve cette donnée lors de l’étude au premier ordre de la déformation différen-

tielle γpt` εq où γ est une solution de f et γpt` εq P pkrεs{ε2qrrtss.

Notons cependant que ceci n’est plus vérifié si l’on remplace k par krrtss dans ce

qui précède. L’objet qui paramètre les arcs différentiels n’est alors pas krrtssty1, . . . , ymu{rf s

mais sa fibre spéciale.

Soit B une k-algèbre intègre. Par l’identification

L8prSsqpBq “ SolBrrT sspSq “ SolBrrT sspJq,

il découle facilement que L8prSsqpBq “ SolBrrT ssp
?
Jq.

En vertu du théorème 2.4.4, nous savons que tout idéal différentiel parfait J Ă

kty1, . . . , ymu va se décomposer comme une intersection (finie) d’idéaux différentiels

premiers. Ceci suggère le résultat suivant, analogue de la proposition 8.2.2.

Proposition 11.1.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit S un système d’EDO,

engendrant, dans l’anneau kty1, . . . , ymu, l’idéal différentiel parfait J . Soit Ji, i P I ,

les composantes irréductible de J et, pour tout i P I , Si le système d’EDO associé.

Soit K une extension du corps k. Soit γpT q P L8prSsqpKq. Alors il existe i P I tel

que γpT q P L8prSisqpKq.

Démonstration. La donnée de γ correspond à celle d’un morphisme de k-algèbres

différentielles kty1, . . . , ymu{J Ñ KrrT ss. Le noyau de ce morphisme en vertu du

lemme de factorisation correspond à un idéal premier de kty1, . . . , ymu contenant J .

Donc ce noyau contient l’un des Ji. En appliquant l’argument ci-dessus nous concluons

que γ P L8prSisq.

11.2 Le schéma des arcs différentiels associés à une variété
algébrique munie d’une donnée différentielle

L’objectif de cette section est d’associer un schéma des arcs différentiels à la don-

née d’une k-variété algébrique affine (correspondant donc à un systèmes d’équations

algébriques) et d’une « donnée différentielle ». Ce point de vue permet d’appréhender

des arcs, elle est vrai dans un cadre plus général.
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l’ensemble des systèmes d’EDO polynomiales produits à partir d’un même système

d’équations algébriques.

Soit B une k-algèbre de type fini et pA, δAq une k-algèbre différentielle différen-

tiellement de type fini, c’est-à-dire pour laquelle il existe un entier naturel m et un

idéal différentiel J de kty1, . . . , ymu tel que A – pkty1, . . . , ymu{J,∆Aq en tant que

k-algèbres différentielles.

Définition 11.2.1. On appelle donnée différentielle sur SpecpAq celle d’un morphisme

de k-algèbres θ : B Ñ A.

On dira que cette donnée différentielle est

1. pleine si la k-algèbre différentielle engendré par θpBq vaut A ;

2. fidèle si θ est injectif

3. pleinement fidèle si θ est plein et fidèle.

Exemple 11.2.2. Le morphisme θ : krX0, ¨ ¨ ¨ , Xns Ñ ktyu, Xi ÞÑ 0 est une donnée

différentielle sur Specpktyuq qui n’est ni pleine, ni fidèle.

Exemple 11.2.3. Soit k un corps et f P krX0, . . . , Xns un polynôme. On considère le

morphisme de k-algèbres

δ : krX0, . . . , Xns Ñ ktyu

Xi ÞÑ yi.

On rappelle que yi “ ∆ipy0q, c’est-à-dire la i-ème dérivée de y. Nous notons f δ “

δpfq. Le morphisme δ induit une donnée différentielle

δ : krX0, . . . , Xns{pfq Ñ ktyu{rf δs.

Dans ce cas, la donnée différentielle est pleinement fidèle. Dans le chapitre 13, nous

utiliserons ce type de données différentielles.

Définition 11.2.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit pA, δAq une k-algèbre

différentielle différentiellement de type fini. Soit X une k-variété affine. Soit θ :
OpXq Ñ A une donnée différentielle. Le schéma des arcs différentiels associé à

pX, θq est le k-schéma affine

L8pX, θq :“ SpecpAq.

L’idée de cette définition est de pouvoir plonger X dans algèbre différentielle afin

de voir les équations qui définissent X comme des EDO. Bien entendu, il y a plu-

sieurs manières d’effectuer un tel plongement et même à A fixé, θ n’est pas unique.
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11.2. Le schéma des arcs différentiels associés à une variété algébrique munie d’une donnée
différentielle

On pourra également remarquer que la définition L8pX, θq :“ SpecpAq fait dispa-

raître (du côté droit) X et θ. Par exemple, on considérant θ1 : krXs Ñ ktyu, X ÞÑ y0

et θ2 : krX,Y, Zs{pX2 ` Y 2 ´ Z2q Ñ ktyu, X ÞÑ y0, Y Ñ 0, Z Ñ y0, alors

L8pX1, θ1q “ L8pX2, θ2q “ Specpktyuq.

Remarque 11.2.5. Si θ est fidèle, alors le morphisme SpecpAq Ñ X est dominant.

On verra un peu plus loin que si θ est un morphisme plein, on peut relier SpecpAq
au schéma des arcs de X .

Soit A “ kty1, . . . , ymu{J , etB une k-algèbre. Alors, d’après la bijection naturelle

11.1.1, l’ensemble L8pX, θqpBq des B-points de SpecpAq s’identifie aux solutions

dans BrrT ss du système d’EDO (à m variables) défini par l’idéal différentiel J . Tout

B-point de L8pX, θq est appelé B-arc différentiel de Xpθq, ou simplement arc diffé-

rentiel si B “ k.

La proposition suivante fait le lien entre la notion d’arc et celle d’arc différentiel.

Soit X une k-variété. Soit θ : OpXq Ñ A une donnée différentielle sur X . Soit B une

k-algèbre et ϕ : A Ñ pBrrT ss, δT q un morphisme de k-algèbres différentielles. On

dispose d’un diagramme commutatif de morphismes de k-algèbres :

OpXq θ //

f $$

A

ϕ
||

BrrT ss

où f est défini par Xi ÞÑ ϕpθpXiqq. Comme ce diagramme est fonctoriel en B, on a

construit un morphisme de foncteurs

HomAlgdiffkppA,∆Aq, pp¨qrrT ss, δT qq “ HomAlgkpA, ¨q Ñ HomAlgkpOpXq, p¨qrrT ssq,

c’est-à-dire, par le lemme de Yoneda, un morphisme de k-schémas

L8pJq “ SpecpAq Ñ L8pXq. (11.2.1)

Proposition 11.2.6. Soit X une k-variété. Soit θ : OpXq Ñ A une donnée différen-

tielle sur X . Si θ est plein alors le morphisme SpecpAq Ñ L8pXq est une immersion

fermée.

Démonstration. Si X est une k-variété affine, disons X “ Specpkrx1, ¨ ¨ ¨ , xms{Jq,

alors

L8pXq “ Specpktx1, ¨ ¨ ¨ , xmu{rJsq.
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Le morphisme de k-algèbres différentielles θ8 : SpecpAq Ñ L8pXq induit par θ est

décrit par
θ78 : ktx1, ¨ ¨ ¨ , xmu{rJs Ñ A

xi,0 ÞÑ θpxiq

Si θ est plein, alors θ78 est surjectif. Donc θ8 est une immersion fermée.

Définition 11.2.7. SoitX une k-variété. Soit θ : OpXq Ñ A une donnée différentielle

sur X . Si θ est pleinement fidèle, on dira que X est une approximation algébrique du

schéma des arcs différentiels associé à A.

11.3 Le cas d’une EDO

Dans ce paragraphe, nous développons le formalisme géométrique précédent dans

le cas d’une EDO en une variable différentielle. Ceci constituera une base de résultats

importants pour l’étude réalisée dans la partie VI. Pour cela, nous devons souligner

que la donné d’une EDO s’insère dans le formalisme précédent grâce au choix de

la donnée différentille induite par le morphisme de k-algèbres δ : krX0, . . . , Xns Ñ

ktyu défini pas Xi ÞÑ yi (voir exemple 11.2.3). Dans ce cas, rappelons que l’image de

f P krX0, . . . , Xns par δ est notée f δ, c’est-à-dire

f δ :“ δpfq “ fpy0, y1, . . . , ynq. (11.3.1)

Pour la donnée induite

δ : krX0, . . . , Xns{pfq Ñ ktyu{pf δq

nous noterons L8pX, δq “: L8pX
δq pour X “ SpecpkrX0, . . . , Xns{pfqq. Le

schéma des arcs différentiels L8pX
δq est défini comme le k-schéma affine Specpktyu{rf δsq.

L’ensemble de ses k-points correspond bijectivement à l’ensemble des séries formelles

γpT q P krrT ss telles que fpγpT q, γ1pT q, . . . , γpnqpT qq “ 0, c’est-à-dire

L8pX
δqpkq “ SolkrrT ssprf δsq

“ SolkrrT sspf δq

Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 11.2.6.

Corollaire 11.3.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX0, . . . , Xns.

La donnée différentielle δ sur X définie ci-dessus est pleinement fidèle. Autrement dit,

le k-schéma L8pX
δq est un sous-schéma fermé du schéma des arcs L8pXq associé

à X .
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En particulierX est une approximation algébrique du schéma des arcs différentiels

associé à ktyu{pf δq.

Le morphisme θ induit un morphisme de k-schémas π0 : L8pX
δq Ñ X , qui se

décrit sur les k-points par γpT q ÞÑ pγp0q, . . . , γpnqp0qq.

Définition 11.3.2. Soit k un corps de caractéristiquelle nulle et X un k-variété. Soit

g P OpXq “ krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns{I . On note A “ ktyu{rδpIqs. Le morphisme de k-

algèbres δ : OpXq Ñ A induit un morphisme de k-algèbres au niveau des localisés

Dpgq Ñ Agδ . Alors, par définition, le schéma des arcs différentiels associé à l’ouvert

distingué Dpgq est

L8pDpgq
δq :“ Dpgδq.

Observons la propriété de localisation suivante :

Lemme 11.3.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit X une k-variété. Soit

g P OpXq, alors on a les isomorphismes de k-schémas suivants :

L8pDpgq
δq :“ Dpgδq – π´1

0 pDpgqq.

En particulier, si les Dpgiq, i P I sont un recouvrement (ouvert affine) de X , alors la

famille formée des Dpgδi q forme un recouvrement (ouvert affine) de L8pX
δq.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que tous ces k-schémas sont des schémas

affines et qu’ils sont par construction des sous-schémas ouverts de L8pX
δq. En effet,

nous avons

π´1
0 pDpgqq “ Dpπ70pgqqq

où nous désignons par π70 : OpXq Ñ OpL8pX
δq le morphisme adjoint de π0. Mais

dans ce cas de figure ce morphisme coïncide avec le morphisme θ, ce qui prouve

l’isomorphisme (canonique) de gauche.

Au-dessus du voisinage ouvert affine U d’un point lisse, le schéma de arcs L8pXq

a une structure schématique simple. En effet, il s’identifie, dans ce cas, au spectre

d’un anneau de polynômes à une infinité (dénombrable) de variables à coefficients

dans OpUq (voir par exemple [Seb04, p. 3.4.2] ou [CLNS18]). Pour le schéma de

arcs différentiels associé à une EDO f δ “ 0 la situation est encore plus favorable.

Au voisinage d’un point « non singulier » (de l’EDO f δ “ 0), c’est-à-dire un point

n’annulant pas son séparant Sfδ , le schéma des arcs différentiels s’identifie à une k-

variété lisse. L’énoncé suivant précise cette idée ; remarquons que, si f δ est d’ordre

n ě 1, alors Sfδ :“ Bynpf δq “ pBXnpfqqδ.
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Proposition 11.3.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX0, . . . , Xns

un polynôme non constant. SoitX “ SpecpkrX0, . . . , Xns{pfq. Soit Sf le séparant de

f δ. Soit DpSf q l’ouvert standard de X défini par Sf , c’est-à-dire le complémentaire

du lieu d’annulation V pSf q de Sf dans X . Alors on a un isomorphisme de k-schémas

π´1
0 pDpSf qq “ L8pDpSf q

δq – DpSf q. En particulier, L8pDpSf q
δq est une k-

variété lisse et un sous-schéma ouvert affine de X .

Remarque 11.3.5. Il serait intéressant de vérifier si le résultat se généralise de la ma-

nière suivante : Soit Z une approximation algébrique du schéma des arcs différentiels

L8pX
δq. Alors le morphisme naturel L8pX

δq Ñ Z induit un isomorphisme au-

dessus d’un ouvert lisse de Z.

Démonstration. En vertu du lemme 11.3.3, il suffit de prouver l’existence de l’isomor-

phisme L8pDpSf q
δq – DpSf q. Remarquons que la formule de Leibniz appliquée à

f δ dans la k-algèbre différentielle pktyu,∆q produit la formule suivante :

∆pf δq “
n
ÿ

i“0
pBXipfqq

δyi`1.

En conséquence, l’idéal différentiel prf δsktyuqSf contient l’élément

yn`1 “
n´1
ÿ

i“0

pBXipfqq
δ

Sδf
yi`1

et toutes ses dérivées. Il en découle un isomorphisme de k-algèbres (car δ est injectif)

OpL8pDpSf q
δqq – kry0, . . . , yns{pfpy0, . . . , ynqqrS

´1
f s,

ce qui prouve le résultat.
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CHAPITRE 12

ESPACE TANGENT ET DIMENSION

DE PLONGEMENT

Dans ce chapitre, nous allons présenter et rassembler des résultats essentiellement

connus sur la notion d’espace tangent et de dimension de plongement pour des schéma

généraux. Le matériel de ce chapitre constitue les ingrédients clé au cœur des résultats

que nous obtiendrons dans le chapitre suivant. Compte tenu du rôle que les énoncés

joueront dans la suite, nous avons choisi de présenter les preuves des plus importants

pour la facilité de lecture de cette thèse. La plupart des résultats exposés dans ce cha-

pitre sont connus cependant, à notre connaissance, le corollaire 12.2.6 et la proposition

12.2.7 sont neuves.

12.1 Définition

Définition 12.1.1. Soit pA,MAq un anneau local. La dimension de plongement de A

est la dimension du A{MA-espace vectoriel MA{M
2
A. On la note emb.dimpAq.

L’espace tangent de A est le dual du A{MA-espace vectoriel MA{M
2
A que l’on

note pMA{M
2
Aq
_.

Remarque 12.1.2. Soit pA,MAq un anneau local et n P N un entier. Le A-module

Mn
A{M

n`1
A est muni d’une structure de A{MA-espace vectoriel. En effet, si a P A et

b PMn
A alors pa`MAqpb`Mn`1

A q “ ab`Mn`1
A .

Soit pA,MAq une k-algèbre locale de corps résiduel k isomorphe à k. On notera

A{MA “ k pour signifier que le morphisme structural de k-algèbre k Ñ A{MA est

un isomorphisme. On note π : A Ñ A{MA “ k le morphisme quotient. Soit a P A.

On note a0 “ πpaq P k. Alors πpa ´ a0q “ πpaq ´ a0 “ 0. Ainsi a ´ a0 P MA.

Autrement dit, pour tout a P A, il existe a0 P k et a1 P MA tel que a “ a0 ` a1. On

remarque également que cette décomposition est unique.

Dans le lemme suivant on considère l’ensemble HomAlglockpA, krεs{pεq
2q des

morphismes de k-algèbres locales de corps résiduel k-isomorphe à k.
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Lemme 12.1.3. Soit pA,MAq une k-algèbre locale dont le corps résiduel est k-

isomorphe à k. Si a P A, on a vu qu’on peut l’écrire de manière unique sous la

forme a “ a0 ` a1 avec a0 P k et a1 PMA.

L’ensemble HomAlglockpA, krεs{pεq
2q a une structure de k-espace vectoriel, dé-

finie par :

1. Si ϕ1 et ϕ2 sont deux éléments de HomAlglockpA, krεs{pεq
2q et λ P k, on définit

ϕ1 ` λϕ2 : A Ñ krεs{pεq2

a “ a0 ` a1 ÞÑ a0 ` ϕ1pa1q ` λϕ2pa1q.

2. L’élément neutre est donné par

0Hom : A Ñ krεs{pεq2

a “ a0 ` a1 ÞÑ a0

Par ailleurs, cette structure de k-espace vectoriel est fonctorielle enA, c’est-à-dire

que si ψ : AÑ B est un morphisme de k-algèbres, alors le morphisme induit

Hompψq : HomAlglockpA, krεs{pεq
2q Ñ HomAlglockpB, krεs{pεq

2q

ϕ ÞÑ ψ ˝ ϕ

est un morphisme de k-espaces vectoriels.

Démonstration. Soit ϕ1 et ϕ2 deux éléments de HomAlglockpA, krεs{pεq
2q et λ P k.

On vérifie que ϕ :“ ϕ1` λϕ2 est bien un élément de HomAlglockpA, krεs{pεq
2q. Soit

a “ a0`a1 et b “ b0` b1 deux éléments de A. Alors ϕpa` bq “ a0` b0`ϕ1pa1q`

ϕ1pb1q ` λϕ2pa1q ` λϕ2pb1q “ ϕpaq ` ϕpbq. De plus

ϕpabq “ a0b0 ` ϕ1pa0b1 ` b0a1q ` λϕ2pa0b1 ` b0a1q

et, comme, pour i P t1, 2u, on a ϕipa1b1q “ 0 alors

ϕpaqϕpbq “ pa0 ` ϕ1pa1q ` λϕ2pa1qqpb0 ` ϕ1pb1q ` λϕ2pb1qq “ ϕpabq.

Ainsi ϕ est bien un élément de HomAlglockpA, krεs{pεq
2q.

Le reste des affirmations se vérifie facilement.

Dans ce cadre, on peut donc proposer une définition équivalente de la dimension

de plongement.

Proposition 12.1.4. Soit pA,MAq une k-algèbre locale dont le corps résiduel est k-

isomorphe à k. Alors l’espace vectoriel HomAlglockpA, krεs{pεq
2q est isomorphe, en
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temps que k-espace vectoriel, au dual de MA{M
2
A, que l’on note pMA{M

2
Aq
_.

Démonstration. Soit ϕ P HomAlglockpA, krεs{pεq
2q et a P A. Alors a s’écrit de ma-

nière unique sous la forme a “ a0 ` a1 avec a0 P k et a1 P MA. Ainsi ϕpaq “

a0 ` ϕpa1q, où ϕpa1q “ εϕ1pa1q. L’application ϕ1 : MA Ñ k est nulle sur M2
A et

passe donc au quotient. On note encore ϕ1 : MA{M
2
A Ñ k l’application quotient.

Cette application est k-linéaire. C’est donc un morphisme de k-espace vectoriel.

On définit

ψ : HomAlglockpA, krεs{pεq
2q Ñ pMA{M

2
Aq
_

ϕ ÞÑ ϕ1.

Vérifions que ψ est bijectif.

Soit φ, ϕ P HomAlglockpA, krεs{pεq
2q, vérifiant ψpφq “ ψpϕq. Soit a P A, on

écrit, comme précédemment, a sous la forme a “ a0 ` a1. Alors

φpaq “ a0 ` εφ1pa1q “ a0 ` εϕ1pa1q “ ϕpaq.

Donc ψ est injectif.

Soit θ P pMA{M
2
Aq
_ et a “ a0 ` a1 P A On définit ϕpaq “ a0 ` εθpa1q. Soit

a, b P A. Comme θ est k-linéaire, on vérifie que ϕpa` bq “ ϕpaq`ϕpbq. Par ailleurs,

en notant a “ a0 ` a1 et b “ b0 ` b1, comme θ est nulle sur M2
A, on a

ϕpabq “ ϕpa0b0 ` a0b1 ` b0a1 ` a1b1q “ a0b0 ` εpa0θpb1q ` b0θpa1qq “ ϕpaqϕpbq.

Ainsi ψ est surjective.

On vérifie également que ψ est une application k-linéaire.

Proposition 12.1.5. Soit pA,MAq une k-algèbre locale dont le corps résiduel est

k-isomorphe à k. Alors emb.dimpAq la dimension de plongement de A est finie si et

seulement si la la dimension du k-espace vectoriel HomAlglockpA, krεs{pεq
2q est finie.

Dans ce cas, ces deux dimensions sont égales.

Démonstration. D’après la proposition 12.1.4, il existe un isormophisme de k-espace

vectoriel entre HomAlglockpA, krεs{pεq
2q et le dual de MA{M

2
A. Comme MA{M

2
A

est de dimension finie si et seulement si son dual est de dimension finie, et que dans ce

cas leurs dimensions sont égales, on en déduit la proposition.
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12.2 Propriétés et caractérisations

Lemme 12.2.1. Soit pA,MAq un anneau local et pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A son complété. Soit

n P N˚ un entier. On suppose qu’il existe un entier d tel dimA{MA
pMn

A{M
n`1
A q “ d,

alors yMn
A est un pA-module de type fini engendré par au plus d éléments.

En particulier avec n “ 1, si emb.dimpAq “ d alors yMA est un pA-module de

type fini engendré par au plus d éléments.

Démonstration. Comme dimA{MA
pMn

A{M
n`1
A q “ d, il existe des éléments

a1, ¨ ¨ ¨ , ad PM
n
A

qui forment une base de A{MA-espace vectoriel Mn
A{M

n`1
A . On pose le morphisme

de A-module ψ : Ad ÑMn
A, ei ÞÑ ai, où ei “ p0, ¨ ¨ ¨ , 1, ¨ ¨ ¨ , 0q où l’unique 1 est en

i-eme position.

D’après [Stacksa, Tag 0315 (1)] siR est un anneau, I Ă R un idéal et ϕ : M Ñ N

un morphisme de R-module alors si M{IM Ñ N{IN est surjectif alors xM Ñ pN est

surjectif.

En appliquant cette proposition avec R “ A, I “ MA, M “ Ad, N “ Mn
A et

ϕ “ ψ, on en déduit que le morphisme

pψ : pAd Ñ yMn
A

est surjectif (car lim
ÐÝm

Ad{Mn`m
A “ lim

ÐÝm
Ad{Mm

A ).

Remarque 12.2.2. L’idée de la preuve de [Stacksa, Tag 0315 (1)] est la suivante : on uti-

lise le lemme de Nakayama (voir [Stacksa, Tag 00DV]) pour prouver que siM{IM Ñ

N{IN est surjective, alors pour tout entier n ě 1 le morphisme M{InM Ñ N{InN

est surjectif. On pose alors Kn “ tx PM | ϕpxq P InNu. On obtient la suite exacte

0 Ñ Kn{I
nM ÑM{InM Ñ N{InN Ñ 0

et on vérifie qu’elle est de Mittag-Leffler (i.e. que les morphismes Kn`1{I
n`1M Ñ

Kn{I
nM sont surjectifs). On en déduit alors (voir par exemple 7.2.1) que la suite des

complétés est exactes et donc que le morphisme xM Ñ pN est surjectif.

Le lemme suivant est une adaptation du lemme [Stacksa, Tag 05GH]. L’énoncé

ne s’applique pas directement car, en général, si l’anneau local pA,MAq n’est pas

noethérien alors, pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A et xxA “ lim

ÐÝn
pA{yMA

n
ne sont pas isomorphes (voir

partie IV). Cependant la preuve du lemme peut se réutiliser pour notre propre énoncé
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en remarquant que si une suite est de Cauchy pour la topologie yMA pré-adique sur pA,

alors cette suite est aussi de Cauchy pour la topologie qui rend pA complet.

Lemme 12.2.3. Soit pA,MAq un anneau local et pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A son complété. On

suppose que yMA est un idéal de type fini. Alors pA est noethérien.

Démonstration. On note f1, ¨ ¨ ¨ , ft P yMA une famille génératrice de yMA. On consi-

dère la somme directe B “ ‘ně0yMA
n
{yMA

n`1
dans la catégorie des pA-modules.

Cette somme directe possède une structure additionnelle d’anneau. On considère le

morphisme d’anneau
pA{yMArT1, ¨ ¨ ¨ , Tts Ñ B

qui envoie Tj sur f̄j . Ce morphisme est surjectif, donc B est un anneau noethérien.

Soit J un idéal de pA. On considère l’idéal JB “ ‘ně0J X yMA
n
{J X yMA

n`1
de

B. Comme B est noethérien, il existe un famille finie ḡ1, ¨ ¨ ¨ ḡm d’éléments de B qui

engendrent JB . Quitte à augmenter la taille de la famille, on peut supposer que pour

tout j, on a ḡj P J XyMA
dj
{J XyMA

dj`1
. Il existe gj P J XyMA

dj
qui s’envoie sur ḡj

par passage au quotient. Montrons que la famille g1, ¨ ¨ ¨ , gm engendre J .

Soit x P J . Il existe un entier n tel que x P J X yMA
n

et x R J X yMA
n`1

. Si on

considère x̄ l’image de x dans J X yMA
n
{J X yMA

n`1
, on en déduit qu’il existe une

famille aj P yMA
maxp0,n´djq

tels que x̄ “
řm
j“1 āj ḡj car la famille des gj engendre

JB . Ainsi x ´
řm
j“1 ajgj P J X

yMA
n`1

. En itérant ce procédé on peut trouver une

famille pa1,n, ¨ ¨ ¨ , am,nq avec aj,n P yMA
maxp0,n´djq

tels que

x “
N
ÿ

n“0

m
ÿ

j“1
aj,ngj mod yMA

N

On pose Aj “
ř

ně0 aj,n. Comme la suite
řN
j“0 aj,n est de Cauchy (pour la topologie

qui rend pA complet) car, pour tout entier n P N, on a yMA
n
Ă yMn

A alors Aj est bien

défini dans pA. Ainsi x “
řm
j“0Ajgj , car XNPN yMN

A “ 0 (car Â est complet pour la

filtration p {MN
A qNPN ) ce qui prouve que J est de type fini.

Remarque 12.2.4. Si pA est noethérien, alors emb.dimpAq est finie.

Le résultat suivant peut également se trouver dans [FD17, Lemme 10.12].

Lemme 12.2.5. Soit k un corps. Soit X un k-schéma. Soit x P X . Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. La dimension de plongement de l’anneau local OX,x est finie.

2. Le complété zOX,x de l’anneau local en x est noethérien.
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Démonstration. L’énoncé est local, il suffit donc de montrer le résultat d’algèbre sui-

vant : Soit pA,MAq un anneau local. Alors dimA{MA
pMA{M

2
Aq ă 8 si et seulement

si le complété pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A est noethérien.

Supposons que dimA{MA
pMA{M

2
Aq ă 8, alors en appliquant le lemme 12.2.1

on en déduit que yMA est un idéal de type fini, puis en apliquant le lemme 12.2.3, on

en déduit que pA est noethérien.

Réciproquement, si l’anneau pA est noethérien, comme on a l’inclusion yMA
2
Ă

yM2
A le morphisme yMA{yMA

2
Ñ MA{M

2
A est surjectif. Donc la dimension de plon-

gement de A est finie.

Corollaire 12.2.6. Soit pA,MAq un anneau local. On note pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A la com-

plétion de A. Alors emb.dimpAq est finie si et seulement si emb.dimp pAq, et dans ce

cas emb.dimpAq “ emb.dimp pAq.

Démonstration. Le fait que emb.dimpAq est finie si et seulement si emb.dimp pAq l’est

se déduit du lemme 12.2.5.

Supposons que ces dimensions de plongement soient finies. D’après l’inclusion
yMA

2
Ă yM2

A, on a un morphisme surjectif de A{MA-espaces vectoriels

yMA{yMA
2
Ñ yMA{

yM2
A “MA{M

2
A.

Ainsi emb.dimpAq ď emb.dimp pAq.
Par ailleurs, on sait d’après le lemme 12.2.1 que yMA est engendré comme pA-

module par au plus d :“ emb.dimpAq éléments. Notons u1, ¨ ¨ ¨ , ud P yMA une famille

génératrice de yMA. Soit x P yMA, alors il existe pa1, ¨ ¨ ¨ , adq P pAd tels que x “
řd
i“1 aiui. Soit π : pA Ñ pA{yMA “ A{MA le morphisme de projection canonique.

Puisque yMA{yMA
2

est muni d’une structure de A{MA-espace vectoriel, on considère

l’élément y “
řd
i“0 πpaiqūi de yMA{yMA

2
. Ainsi x̄´ y “ 0 dans yMA{yMA

2
. Donc le

A{MA-espace vectoriel yMA{yMA
2

est de dimension au plus d. Donc emb.dimp pAq ď
emb.dimpAq.

Les propositions démontrées plus haut permettent de prouver l’énoncé suivant sur

la complétion d’un anneau :

Proposition 12.2.7. Soit pA,MAq un anneau local. On note pA “ lim
ÐÝn

A{Mn
A la

complétion de A. Si pA est un anneau noethérien alors pA est complet pour la topologie
yMA préadique.

Démonstration. On va montrer par récurrence que pour tout entier n P N, on a
yMA

n
“ yMn

A, ce qui prouvera la proposition d’après le théorème 7.2.6.
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Pour n “ 1 il n’y a rien à démontrer. Pour n “ 2, comme yMA
2
Ă yM2

A on sait que

le morphisme de A{MA (“ pA{yMAq-espaces vectoriels

yMA{yMA
2
Ñ yMA{

yM2
A “MA{M

2
A

est surjectif. Comme pA est noethérien, alors MA{M
2
A est de dimension finie. Or on a

vu dans le corollaire 12.2.6 que emb.dimpAq “ emb.dimp pAq. Donc ce morphisme est

surjectif entre deux espaces vectoriels de même dimension (finie) donc il est bijectif.

Ainsi yMA
2
“ yM2

A

Supposons désormais que yMA
n
“ yMn

A. De par l’inclusion yMA
n`1

Ă
{Mn`1
A , on

en déduit un morphisme surjectif

ϕn : yMA
n
{yMA

n`1
Ñ yMn

A{
{Mn`1
A “Mn

A{M
n`1
A .

Comme pA est noéthérien, alors le A{MA-espace vectoriel yMn
A{

{Mn`1
A est de dimen-

sion finie et donc yMn
A{

{Mn`1
A est également de dimension finie.

Notons d “ dimA{MA
pMn

A{M
n`1
A q, alors d’après le lemme 12.2.1, on en déduit

que yMn
A est un pA module engendré par au plus d éléments. Or par hypothèse yMn

A “

yMA
n

. Notons u1, ¨ ¨ ¨ , ud P yMA
n

une famille génératrice de yMA
n

. Soit x P yMA
n

,

alors il existe pa1, ¨ ¨ ¨ , adq P pAd tels que x “
řd
i“1 aiui. Soit π : pA Ñ pA{yMA “

A{MA le morphisme de projection canonique. Puisque yMA
n
{yMA

n`1
est muni d’une

structure de A{MA-espace vectoriel, on considère l’élément y “
řd
i“0 πpaiqūi de

yMA
n
{yMA

n`1
. Ainsi x̄´ y “ 0 dans yMA

n
{yMA

n`1
. Donc le A{MA-espace vectoriel

yMA
n
{yMA

n`1
est de dimension au plus d.

On en déduit que le morphisme ϕn est un morphisme deA{MA-espaces vectoriels

surjectif entre deux espaces vectoriels de même dimension, il est donc bijectif. Ainsi
yMA

n`1
“

{Mn`1
A . Ce qui conclut la récurrence.

Remarque 12.2.8. La proposition 12.2.7 est fausse en général si l’anneau pA n’est pas

noethérien comme il l’a été vu dans le théorème 7.3.1.

Proposition 12.2.9. Soit pA,MAq une k-algèbre locale dont le corps résiduel est k-

isomorphe à k telle que emb.dimpAq la dimension de plongement deA soit finie égale

à d. Alors il existe un morphisme de k-algèbres locales surjectif krrx1, ¨ ¨ ¨ , xdss Ñ pA.

Démonstration. D’après le corollaire 12.2.6, on sait que emb.dimp pAq “ d. On note

pu1, ¨ ¨ ¨ , udq P yMA une base du k-espace vectoriel yMA{yMA
2
. Soit u P pA, on va

montrer par récurrence que, tout i P N, il existe un polynôme Pu,i P krx1, ¨ ¨ ¨ , xds
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homogène de degré total i tel que, pour tout entier n P N, on ait

u´
n
ÿ

i“1
Pu,ipu1, ¨ ¨ ¨ , udq P yMA

n`1
.

Pour n “ 0, on remarque que comme pA{yMA “ k, alors si Pu,0 P k désigne l’image u

par le morphisme pAÑ pA{yMA, on a bien u´ Pu,0 PMA.

Si u P yMA, alors comme le k-espace vectoriel yMA{yMA
2

est engendré par pu1, ¨ ¨ ¨ , udq,

il existe Pu,1 un polynôme homogène de degré total 1 tel que u´ Pu,1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq P
yMA

2
.

Soit maintenant u P yMA
n`1

et montrons qu’il existe un polynôme Pu,n`1 P

krx1, ¨ ¨ ¨ , xds homogène de degré n ` 1 tel que u ´ Pu,n`1 P yMA
n`2

. Comme

u P yMA
n`1

, il existe un ensemble fini J , une famille αj P pA et pbj,iqjPJ,1ďiďn`1

une famille d’éléments de yMA tels que

u “
ÿ

jPJ

αj

n`1
ź

i“1
bj,i.

Sans perte de généralité, on peut supposer que, pour tout j P J , on a αj R yMA. Alors

il existe Pαj ,0 un polynôme homogène de degré 0 (c’est-à-dire un élément de k) tel

que αj ´ Pαj ,0 P
yMA. Par ailleurs, il existe Pbj,i,1 P krx1, ¨ ¨ ¨ , xds des polynômes

homogènes de degré 1 tels que, pour tout j P J et 1 ď i ď n` 1, on ait

bj,i ´ Pbj,i,1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq P yMA.

On vérifie que u et

Pu,n`1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq :“
ÿ

jPJ

Pαj ,0

n`1
ź

i“1
Pbj,i,1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq

ont la même image dans yMA
n`1
{yMA

n`2
. Il suffit, pour cela, de remarquer que

0 “
ÿ

jPJ

pαj ´ Pαj ,0q
n`1
ź

i“1
pbj,i ´ Pbj,i,1pu1, ¨ ¨ ¨ , udqq mod yMA

n`1
{yMA

n`2

et qu’en développant le membre de gauche, on obtient

0 “ u´ Pu,n`1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq mod yMA
n`1
{yMA

n`2
.

On a ainsi que u´ Pu,n`1pu1, ¨ ¨ ¨ , udq P yMA
n`2

.
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Si u P pA, cela montre l’existence pour tout i P N, d’un polynômePu,i P krx1, ¨ ¨ ¨ , xds

homogène de degré total i tel que, pour tout entier n P N, on ait

u´
n
ÿ

i“1
Pu,ipu1, ¨ ¨ ¨ , udq P yMA

n`1
.

Si l’on pose P :“
ř

iě0 Pu,i, alors P P krrx1, ¨ ¨ ¨ , xdss car tous les polynômes Pu,i

sont homogènes de degré i. Par ailleurs u´ P pu1, ¨ ¨ ¨ , udq P XNPNyMA
N

, et l’inter-

section XNPNyMA
N

est nulle car XNPNyMA
N
Ă XNPN

yMN
A “ t0u.

Finalement cela montre qu’il existe une surjection de krrx1, ¨ ¨ ¨ , xdss Ñ pA, défi-

nie par xi ÞÑ ui.
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CHAPITRE 13

UNE PROPRIÉTÉ DE

NOETHERIANITÉ DES VOISINAGES

FORMELS DU SCHÉMA DES ARCS

DIFFÉRENTIELS

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX0, . . . , Xns un polynôme

non constant. Soient fB “ fpy, y1, . . . , ypnqq P ktyu et XB “ Specpktyu{rfBsq le B-

schéma associé. L’objectif principal de ce chapitre est de prouver le résultat suivant :

Théorème 13.0.1. Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f P krX0, . . . , Xns un

polynôme non constant. Soit γ P krrT ss une solution de l’EDO fB “ 0 qui n’annule

pas le séparant Sf . Alors le voisinage formel {L8pXBqγ est noethérien, de dimension

de plongement majorée par n.

Remarque 13.0.2. Si γ est une solution de fB “ 0. La condition « n’annule pas le

séparant » peut être facilement remplacée par « il existe i P r0, ns, tel que Byif
Bpγq ‰

0 ».

Si pour tout entier i P r0, ns, on a Byifpf
Bq “ 0, alors la dimension de plongement

est infinie puisque la linéarisée (voir définition 13.2.1) est nulle .

La preuve suivra la stratégie générale de celle du chapitre 9, en s’appuyant sur

l’utilisation du foncteur des points de tels objets. (Voir théorème 9.0.1.) C’est à cette

fin que nous introduisons un foncteur de déformations adapté à la situation. Notre

problème différentiel présente la particularité de se « linéariser » (cf. section 13.2), ce

qui va ramener le problème de noethérianité à un problème de calcul de dimension.

Il est important de souligner que cette propriété de noethérianité que nous obtenons

est une différence substancielle avec le cadre algébrique usuel et le théorème 9.0.1.

Dans l’étude des voisinages formels des schémas des arcs de variétés algébriques cet

énoncé se rapprochent plus des résultats de structure du type de ceux obtenus dans

[Reg09 ; FD17].
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13.1 Foncteur des déformations

Dans la section 9.1 nous avons développé la notion de déformation dans le cadre

algébrique. Dans cette section, nous allons introduire le foncteur des déformations dif-

férentielles sur le modèle de la construction de la section 9.1. Nous établirons égale-

ment des propriétés élémentaires analogues. Nous conservons les notations du chapitre

11.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Rappelons qu’une k-algèbre locale pA,MAq

est dite quasi-artinienne si son corps résiduel est k-isomorphe à k et si son idéal maxi-

mal est nilpotent. Soit f P krX0, . . . , Xns. Nous notonsX “ SpecpkrX0, . . . , Xns{pfqq

et L8pX
Bq “ Specpktyu{rfBsq. Soit γpT q P L8pX

Bqpkq.

Définition 13.1.1. Le foncteur des déformations différentielles de X en γ est le fonc-

teur induit par la donnée

A ÞÑ DefγpX,Aq :“
 

γA P L8pX
BqpAq | γA ´ γ PMArrtss

(

pour toute k-algèbre quasi-artienne A. Tout élément γApT q P DefγpX,Aq est appelé

déformation différentielle de γ.

Notation. Dans un souci de simplicité, avec X “ SpecpkrX1, ¨ ¨ ¨ , Xns{pfqq, nous

noterons parfois DefγpX,Aq “ Defγprf s, Aq. Et pour étudier les déformations de

L8pX
Bqred “ Specpktyu{tfBuq, on notera

DefγptfBu, Aq :“
 

γA P L8pX
BqredpAq | γA ´ γ PMArrtss

(

.

Comme dans le cadre algébrique, nous avons le résultat suivant :

Proposition 13.1.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX0, . . . , Xns

un polynôme non nul et γpT q P L8pX
Bqpkq une solution de l’EDO associée. Pour

toute k-algèbre quasi-artinienne A on a une bijection naturelle

HomAlgLCk
p {OL8pXBq,γ , Aq – DefγpX,Aq.

Autrement dit, le complété formel de l’anneau local de L8pX
Bq en γ "représente" le

foncteur des déformations différentielles de γ.

Remarque 13.1.3. En combinant cette proposition avec la proposition 12.1.4 et la re-

marque 9.1.8, on remarque que l’étude des déformations pour A “ krεs{pε2q équivaut

à l’étude de l’espace tangent de X .
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Démonstration. Cette proposition découle de la proposition 9.1.12 (ou voir plus pré-

cisément l’exemple 9.1.14).

Exemple 13.1.4. Soit X “ SpecpkrX0, X1sq{pX1 ´X0q, alors

L8pX
Bq “ Specpktyu{ry1 ´ y0sq.

Autrement dit L8pX
Bq est défini par l’équation différentielle y1 “ y. Une solution de

cette équation est de la forme γpT q “ CeT avec C P k. Une telle solution correspond

à un k-point de L8pX
Bq. Fixons C P k et γpT q “ CeT une solution. Calculons

Defγpry1 ´ y0s, Aq

Defγpry1 ´ y0s, Aq :“
 

γA P L8pX
BqpAq | γA ´ γ PMArrtss

(

.

On note γA “ γ `
ř

iě0 aiT
i. Par définition, γA doit vérifier l’équation γApT q1 ´

γApT q “ 0. On en déduit que

@i ě 0, pi` 1qai`1 ´ ai “ 0.

En particulier, la donnée de a0 P MA fixe tout les ai. On en déduit que Defγpry1 ´

y0s, Aq est naturellement en bijection avec MA, et donc que {OL8pXBq,γ est isomorphe

à krrT ss dans la catégorie AlgLCk.

Exemple 13.1.5. Soit fB P ktyu une EDO. Même si on la suppose irréductible, l’idéal

différentiel parfait associé tfBu peut avoir plusieurs composantes irréductibles. C’est

le phénomène des singularités essentielles. (Voir chapitre 2.6.) L’énoncé précédent

peut se comprendre ici de manière ad hoc. Soit S :“ SfB le séparant de f . Soit γpT q P

L8pX
Bqpkq une solution de fB “ 0 qui n’annule pas son séparant. Alors c’est une

solution générale de fB “ 0, et donc une solution de l’idéal différentiel parfait J :“
prfBsu : S8q. On peut montrer que toute déformation différentielle γA de γ est encore

solution de J . Soit P un polynôme différentiel appartenant à J . Alors il existe un entier

N tel que SNP P rf s. Comme Spγq ­“ 0, on déduit du théorème de Weierstrass que

P pγApT qq “ 0, ce qui achève la preuve.

Notons qu’en général, similairement au cadre algébrique, les déformations diffé-

rentielles d’une EDO ne correspondent pas à celles de l’EDO réduite associée : les

foncteurs Defγprf s, Aq et Defγptfu, Aq ne coïncident en général pas. Si l’on consi-

dère, en effet, f “ xm2 et A une k-algèbre quasi-artinienne dont l’indice de nilpotence

de son idéal maximal estm, alors pour tout a dans MA, la déformation γA “ T `aT 2
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de T est dans DefT prxm2 s, Aq mais pas dans DefT ptxm2 u, Aq puisqu’elle n’annule pas

x2.

Remarque 13.1.6. Les déformations les plus intéressantes à considérer sont celles qui

ne rendent pas le séparant inversible. En effet, au voisinage d’une solution qui rend le

séparant inversible, l’espace de déformation se décrit comme un disque formel. Ce fait

découle de la proposition 11.3.4, qui prouve plus généralement qu’au voisinage d’un

arc rendant le séparant inversible, le schéma des arcs différentiels a une structure de

variété lisse.

13.2 L’équation différentielle linéarisée

Soit f P ktyu un polynôme différentiel d’ordre n ě 1, γpT q P krrT ss une solu-

tion de f et XB “ Specpktyu{rf sq. (Voir section 2.3 pour une définition.) Soit kres “

krXs{pX2q, le symbole e désignant la classe de l’élément X dans ce quotient. Remar-

quons qu’il existe un isomorphisme de k-algèbres évident kresrrT ss – krrT ssres. De

ce fait, toute déformation de γ dans kres, c’est-à-dire toute solution γ`γe P kresrrT ss

de f , peut se réécrire de manière unique comme un élément de krrT ssres. Plus préci-

sément,

DefγpXB, kresqq :“ tγepT q P peqrrT ss | fpγ ` γeq “ 0u
“ tηpT q P krrT ss | fpγ ` eηq “ 0u

Soit γpT q ` eηpT q P DefγpX, kresqq. Par la formule de Taylor et la propriété

e2 “ 0 dans l’anneau kres, on déduit

fpγpT q ` eηpT qq “ fpγpT qq ` e
`
řn
i“0 η

piqpT qpByifqpγpT qq
˘

“ e
`
řn
i“0 η

piqpT qpByifqpγpT qq
˘

.
(13.2.1)

Grâce à la formule (13.2.1), nous déduisons que fpγpT q ` eηpT qq “ 0 est équivalent

à la condition
n
ÿ

i“0
ηpiqpT qpByifqpγpT qq “ 0. (13.2.2)

Définition 13.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P ktyu un polynôme

différentiel d’ordre n ě 1, γpT q P krrT ss une solution de f . On appelle équation

différentielle linéarisée de f en γ l’EDO linéaire (13.2.2). Nous la noterons Lpf, γq.

Il est important de noter que l’équation différentielle linéarisée ne sera pas à coef-

ficients constants en général.
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Proposition 13.2.2. La dimension de plongement du complété de l’anneau local de

L8pX
Bq en γ coïncide avec la dimension du k-espace vectoriel

SolpLpf, γqqpkrrT ssq.

Démonstration. En vertu des considérations ci-dessus, cette proposition est une consé-

quence de la proposition 12.1.5 appliquée à A “ {ktyu{rf sγ .

13.3 Preuve du théorème 13.0.1

L’argument clé de la preuve du théorème 13.0.1 réside dans le calcul de cette di-

mension de plongement. En s’aidant de la remarque ci-dessus et du lemme suivant dû

à RITT, nous pourrons fournir une majoration de cette dimension, ce qui suffira pour

notre propos.

Définition 13.3.1. Un ensemble d’éléments η1, ¨ ¨ ¨ , ηs P krrT ss est dit linéairement

dépendant s’il existe des éléments c1, ¨ ¨ ¨ , cs P k, non tous nuls, tels que

s
ÿ

i“1
ciηi “ 0.

Lemme 13.3.2. Un ensemble d’éléments η1, ¨ ¨ ¨ , ηs P krrT ss est linéairement dépen-

dant si et seulement si le déterminant Wronskien
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

η1 ¨ ¨ ¨ ηs

η11 ¨ ¨ ¨ η1s

. . . ¨ ¨ ¨ . . .

η
ps´1q
1 ¨ ¨ ¨ η

ps´1q
s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

Démonstration. Voir [Rit50, p34, 35].

Corollaire 13.3.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P ktyu un polynôme

différentiel d’ordre n ě 1, γpT q P krrT ss une solution de f , qui n’annule pas le

séparant de f , et XB “ Specpktyu{rf sq. Alors, nous avons

emb.dimp {OL8pXBq,γq ď n.

Pour la définition de la dimension de plongement et ses propriétés voir chapitre

12.
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Démonstration. Notons plus simplement pByifqpγpT qq “ aipT q et

n
ÿ

i“0
aipT qyi “ 0 (13.3.1)

l’équation linéarisée de Lpf, γq. Soit η1pT q, ¨ ¨ ¨ , ηspT q une famille libre de solutions

dans DefγpXB, krεs{pε2qq, c’est-à-dire une famille libre de solutions dans krrT ss de

l’EDO (13.3.1). Ceci signifie que les ηipT q sont linéairement indépendants. D’après le

lemme 13.3.2, on en déduit que le Wronskien

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

η1 ¨ ¨ ¨ ηs

η11 ¨ ¨ ¨ η1s

. . . ¨ ¨ ¨ . . .

η
ps´1q
1 ¨ ¨ ¨ η

ps´1q
s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

doit être non nul. Supposons, par l’absurde, que s ą n, alors la n-ième ligne du Wrons-

kien vaut pηpnq1 ¨ ¨ ¨ η
pnq
s q. On peut multiplier le Wronskien par anpT q qui est non nul

(puisque c’est le séparant de f évalué en γ), et ainsi la ligne anpT qy
pnq
1 ¨ ¨ ¨ anpT qy

pnq
s

est combinaison linéaire des précédentes. Ainsi le Wronskien est nul, ce qui est la

contradiction recherchée. Ainsi s ď n.

L’énoncé du théorème 13.0.1 découle alors directement du corollaire 13.3.3 et du

lemme 12.2.5.
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CHAPITRE 14

SCHÉMA DES ARCS

DIFFÉRENTIELS DONT LA

DIMENSION DE PLONGEMENT EST

MAJORÉE PAR 1

Soit k un corps de caractéristique nulle. Dans ce paragraphe nous explicitons le

théorème 13.0.1 dans le cas particulier d’une EDO dont la dimension de plongement

est majorée par 1. En particulier, cela recouvre le cas des équations d’ordre 1, c’est-à

dire dans le cas où le schéma des arcs différentiels est associé à un polynôme irréduc-

tible f P krX1, X2s.

Dans ce cas particulier, nous montrons le résultat suivant :

Théorème 14.0.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns

un polynôme irréductible, fB :“ fpy, ¨ ¨ ¨ , ypnqq P ktyu et Xδ :“ Specpktyu{rfBsq le

B-schéma associé. Soit γ P krrT ss une solution non constante de l’équation fB “ 0.

On suppose que la dimension de plongement de Xδ en γ est majorée par 1. Alors le

voisinage formel {L8pXBqγ est isomorphe, en tant que k-schéma formel, à un disque

formel D “ SpfpkrrT ssq de dimension 1.

D’après le théorème 13.0.1, si fB est une équation différentielle d’ordre 1 et γ une

solution non constante de fB “ 0, alors la dimension de plongement de Xδ en γ vaut

exactement 1. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 14.0.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX1, X2s un

polynôme irréductible, fB :“ fpy, y1q P ktyu et Xδ :“ Specpktyu{rfBsq le B-schéma

associé. Soit γ P krrT ss une solution non constante de l’équation fB “ 0. Alors le

voisinage formel {L8pXBqγ est isomorphe, en tant que k-schéma formel, à un disque

formel D “ SpfpkrrT ssq de dimension 1.

Remarque 14.0.3. Le corollaire permet de retrouver un résultat de BOURQUI & SEBAG

de [BS16, Theorem 1.2].
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14.1 Propositions préliminaires

Proposition 14.1.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns

un polynôme irréductible, fB :“ fpy, ¨ ¨ ¨ , ypnqq P ktyu et Xδ :“ Specpktyu{rfBsq le

B-schéma associé. Soit γ P krrT ss une solution non constante de l’équation fB “ 0.

Soit A un objet de la catégorie AlgLCk des k-algèbres locales qui sont des complé-

tion de k-algèbres locales. Alors il existe une application

ιA : HomAlgLCk
pkrrT ss, Aq ãÑ HomAlgLCk

p {OL8pXBq,γ , Aq

injective et fonctorielle en A.

Démonstration. On sait d’après la section 9 que

HomAlgLCk
p {OL8pXBq,γ , Aq “ tγA PMArrT s | f

Bpγ ` γAq “ 0u.

Or pour tout a PMA, on a que γpT ` aq est solution de fB. En particulier, si γ n’est

pas constant, on obtient une application

MA Ñ tγA PMArrT s | f
Bpγ ` γAq “ 0u

a ÞÑ γpT ` aq ´ γpT q

surjective et fonctorielle en A. Or on a une bijection fonctorielle en A entre MA et

HomAlgLCk
pkrrT ss, Aq. Ce qui donne le résultat voulu.

Remarque 14.1.2. En particulier, l’énoncé montre également que la dimension de

plongement de Xδ en un γ non constant ne peut jamais valoir 0 (en considérant

A “ krεs{pεq2).

Lemme 14.1.3. Soit C une catégorie et B et C des objets de cette catégorie. On

suppose que pour tout objet A de la catégorie C, on dispose d’une application

ιA : HomCpB,Aq ãÑ HomCpC,Aq

injective et fonctorielle en A. Alors il existe un épimorphisme ϕ : C Ñ B.

Démonstration. Pour A “ B, on note ϕ “ ιBpidq. Il reste à vérifier que ϕ : C Ñ B

est un épimorphisme.

Soit D un objet de la catégorie C et g1, g2 P HomCpB,Dq tels que g1 ˝ ϕ “

g2 ˝ ϕ. La fonctorialité de l’inclusion en A nous donne le diagramme commutatif
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suivant (pour g1) :

HomCpB,Bq
ιB //

g1˝´

��

HomCpC,Bq

g1˝´

��
HomCpB,Dq

ιD // HomCpC,Dq

En regardant le devenir de l’image de id P HomCpB,Bq, on en déduit que g1 ˝

ιBpidq “ ιDpg1q, soit encore g1 ˝ ϕ “ ιDpg1q. Or g1 ˝ ϕ “ g2 ˝ ϕ, donc ιDpg1q “

ιDpg2q. Comme iD est injective, on en déduit que g1 “ g2, donc ϕ est un épimor-

phisme.

Proposition 14.1.4. Soit A un objet de la catégorie AlgLCk des k-algèbres locales

qui sont des complétion de k-algèbres locales. Soit d un entier non nul. On suppose

qu’il existe un épimorphisme ϕ de la catégorie AlgLCk de A vers krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss

(c’est-à-dire que ϕ est un morphisme de k-algèbres locales continu). Alors ϕ est sur-

jectif.

Démonstration. Supposons que le morphisme ϕ : A Ñ krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss ne soit pas

surjectif. Alors il existe un entier i0 P t1, ¨ ¨ ¨ , du tel que pour tout a P A, on ait

ϕpaq ‰ Ti0 . On note I l’idéal engendré par ϕpMAq dans krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss et m l’idéal

maximal de krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss. Alors I Ĺ m car Ti0 R I et I Ă m.

On considère la k-algèbre B “ krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss{I . C’est une k-algèbre locale qui

est complète (en particulier B est la complétion de B pour la topologie préadique dé-

finie par son idéal maximal). On considère π : krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss Ñ krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss{I

le morphisme quotient. Ce morphisme est local et continu. On considère également

evT“0 : krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss Ñ krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss{I

où evT“0 est le morphisme de k-algèbre qui envoie Ti sur 0 pour tout entier i P

t1, ¨ ¨ ¨ , du. C’est également un morphisme de k-algèbre local et continu.

Soit a P A, alors ϕpaq “ P pT1, ¨ ¨ ¨ , Tdq pour un certain polynôme P . On note

a0 “ P p0, ¨ ¨ ¨ , 0q P k. Alors ϕpa ´ a0q “ P pT1, ¨ ¨ ¨ , Tdq ´ P p0, ¨ ¨ ¨ , 0q P m.

Comme ϕ est un morphisme local, cela implique que a ´ a0 P MA et donc que

ϕpa´ a0q P I . Ainsi π ˝ ϕpa´ a0q “ 0 et evT“0 ˝ ϕpa´ a0q “ 0. On constate alors

que π ˝ ϕ “ evTi“0 ˝ ϕ.

Puisque ϕ est un épimorphisme, on devrait avoir π “ evT“0, ce qui n’est pas le

cas car I Ĺ m. Donc ϕ est surjectif.

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propositions et lemmes

14.1.1, 14.1.3 et 14.1.4.
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14.2. Preuve du théorème 14.0.1

Proposition 14.1.5. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns

un polynôme irréductible, fB :“ fpy, ¨ ¨ ¨ , ypnqq P ktyu et Xδ :“ Specpktyu{rfBsq le

B-schéma associé. Soit γ P krrT ss une solution non constante de l’équation fB “ 0.

Alors il existe un morphisme de k-algèbres OL8pXBq,γ Ñ krrT ss surjectif. Autrement

dit il existe une immersion fermée Dk Ñ SpfpzOX,γq.

Lemme 14.1.6. Soit d un entier strictement positif. On suppose qu’il existe un mor-

phisme de k-algèbres locales surjectif φ : krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss Ñ krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss. Alors

φ est bijectif.

Démonstration. Comme φ est surjectif, pour tout entier i P t1, ¨ ¨ ¨ , du, il existe

Pi P kru1, ¨ ¨ ¨ , uds tel que φpPipT1, ¨ ¨ ¨ , Tdqq “ Ti. On note m l’idéal maximal

de krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss Comme φ est un morphisme local, alors φpm2q Ă m2. Ainsi

PipT1, ¨ ¨ ¨ , Tdq P mzm
2. En particulier, il existe une matrice M P Mdpkq telle que

$

’

’

&

’

’

%

P1pT1, ¨ ¨ ¨ , Tdq
...

PdpT1, ¨ ¨ ¨ , Tdq

“M

¨

˚

˚

˝

T1
...

Td

˛

‹

‹

‚

La matrice M est inversible car si une combinaison k-linéaire des Pi était nulle, alors

en composant par φ on aurait une combinaison k-linéaire des Ti qui serait nulle, ce

qui n’est possible que si tous les coefficients sont nuls. Ainsi, quitte à composer par

l’inverse de M qui est un automorphisme de krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss, on en déduit que φ “

id.

14.2 Preuve du théorème 14.0.1

Nous avons désormais les ingrédients pour prouver le théorème 14.0.1. Pour le

montrer nous allons utiliser le résultat suivant :

Théorème 14.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f P krX1, ¨ ¨ ¨ , Xns

un polynôme irréductible, fB :“ fpy, ¨ ¨ ¨ , ypnqq P ktyu et Xδ :“ Specpktyu{rfBsq le

B-schéma associé. Soit γ P krrT ss une solution non constante de l’équation fB “ 0.

SoitA un objet de la catégorie AlgLCk. On suppose que la dimension de plongement

de Xδ en γ est majorée par d et qu’il existe une application

ιA : HomAlgLCk
pkrrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss, Aq ãÑ HomAlgLCk

p {OL8pXBq,γ , Aq

injective et fonctorielle en A.

Alors le voisinage formel {L8pXBqγ est isomorphe, en tant que k-schéma formel,

à un disque formel D “ SpfpkrrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdssq de dimension d.
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Démonstration. De l’existence de ιA, on déduit des propositions et lemmes 14.1.3

et 14.1.4 qu’il existe un morphisme surjectif de k-alèbres locales ϕ : {OL8pXBq,γ Ñ

krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss. Par ailleurs, comme la dimension de plongement est majorée par d, il

existe un morphisme surjectif π : krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss Ñ {OL8pXBq,γ (d’après la proposi-

tion 12.2.9). En particulier, grâce au lemme 14.1.6, on en déduit que quitte à composer

ϕ par un automorphisme de krrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdss, on a ϕ ˝π “ idkrrT1,¨¨¨ ,Tdss. On en déduit

que π et ϕ sont bijectifs, et ainsi le voisinage formel {L8pXBqγ est isomorphe, en tant

que k-schéma formel, à un disque formel D “ SpfpkrrT1, ¨ ¨ ¨ , Tdssq de dimension

1.

Grâce au théorème 14.2.1 on déduit le théorème 14.0.1, en utilisant la proposition

14.1.1.

14.3 Remarques et exemples

Soit f P krX0, X1, X2s. Supposons que f ne fasse intervenir aucun terme en X0,

mais fasse effectivement apparaître un terme en X2. Alors fB P ktyu est un polynôme

différentiel d’ordre 2 mais sans terme en y0. Si l’on note fB :“ fBpy0, y1, y2q alors on

définit gB :“ fBp0, y0, y1q. Soit γ une solution de fB qui n’annule pas le séparant de

fB, alors γ1 est une solution de gB qui n’annule pas le séparant de gB. Soit A un objet

de AlgLCk.

DefprfBs, Aq “ tγA PMArrtss | f
Bpγ ` γAq “ 0u

“ tγA PMArrtss | g
Bpγ1 ` γ1Aq “ 0u

“ MA ˆ tγA PMArrtss | g
Bpγ1 ` γAq “ 0u.

Comme gB est d’ordre 1, on a vu dans le théorème 14.0.1 que l’anneau pktyu{rgBsqγ1

est isomorphe à krrT ss dans la catégorie AlgLCk. Ainsi tγA P MArrtss | g
Bpγ1 `

γAq “ 0u est naturellement en bijection avec MA, et ainsi l’anneau pktyu{rfBsqγ est

isomorphe à krrT1, T2ss dans la catégorie AlgLCk.

On peut généraliser les calculs précédents et formuler la remarque suivante :

Remarque 14.3.1. Soit f P krX0, ¨ ¨ ¨ , Xns un polynôme ne faisant apparaître effecti-

vement dans son écriture que Xn´1 et Xn. Soit γ une solution de fB qui n’annule pas

le séparant. Alors l’anneau pktyu{rfBsqγ est isomorphe à krrT1, T2ss dans la catégorie

AlgLCk.
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CHAPITRE 15

SCHÉMAS DES ARCS

DIFFÉRENTIELS DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE 2

Dans ce chapitre, nous allons connecter le théorème 13.0.1 et la notion de singu-

lière essentielle introduite dans la section 2.6 pour les EDO d’ordre 2.

Définition 15.0.1. Soit f P krX1, . . . , Xns. On dit que f “ 0 est une équation bimo-

nomiale s’il existe deux monômes M,N P krX1, . . . , Xns tel que f “M ´N .

Plus précisément, dans le cas des EDO d’ordre 2 bimonomiales, nous allons prou-

ver le théorème suivant :

Théorème 15.0.2. Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f P krX1, X2, X3s un

polynôme irréductible. Nous supposons que l’EDO fB “ fpy, y1, y2q “ 0 est une

équation bimonomiale d’ordre 2 à coefficients constants. Soient d ě 2 un entier

tel que γpT q “ T d soit une solution de l’EDO fB et XB “ Specpktyu{rfBsq. Si

l’idéal différentiel parfait tfu possède une composante singulière essentielle, alors

emb.dimp {OL8pXBq,γq “ 1.

15.1 Solutions singulières des équations différentielles ordi-
naires bimonomiales d’ordre 2 et espace tangent

Nous allons nous intéresser à des équations bimonomiales f d’ordre 2, c’est-à-dire

que l’entier n vaut 3. Par ailleurs, nous supposerons que le polynôme f est irréductible,

de sorte que de telles équations bimonomiales soient des trois types suivants :

Xa
1 ´ αX

b
2X

c
3

Xb
2 ´ αX

a
1X

c
3

Xc
3 ´ αX

a
1X

b
3
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avec a, b, c P N et α P k. Notons en particulier que γpT q “ T d n’est pas une solution

singulière de l’EDO fB “ 0, et que le fait que γpT q “ T d soit une solution de l’EDO

fB “ 0 impose que le coefficient α appartient ici à Q`.

Nous allons désormais prouver le théorème 15.0.2. On suppose qu’il existe γpT q “

T d solution de l’équation différentielle fBpy, y1, y2q “ 0. L’idée générale est de mon-

trer que, dans ce cas particulier, on peut calculer indépendamment, puis relier, la condi-

tion pour l’idéal différentiel parfait tfBu d’avoir une solution singulière essentielle et

la dimension de plongement du complété de l’anneau local du schéma des arcs diffé-

rentiels associé en γ.

En suivant la stratégie générale du chapitre 13, nous considérons l’équation linéaire

associée à fB donnée dans ktyu par :

2
ÿ

j“0
Byj pfqpγpT qqyj “ 0. (15.1.1)

La proposition 13.2.2 nous permet, en effet, de conclure que la dimension de plonge-

ment de fB en γ est donnée par la dimension de l’espace des solutions de la linéarisée.

La relation BT pfpγpT q, γ1pT q, γ2pT qq “ 0 permet de conclure que γ1pT q{pd ´

1q “ T d´1 est une solution de cette EDO linéaire d’ordre 2 à coefficients non constants.

Une deuxième solution existe donc dans une pkrrT ss, BT q-algèbre différentielle. La

question de discriminer le cas où la dimension de plongement vaut 1 de celui où la di-

mension vaut 2 équivaut à comprendre sous quelles hypothèses cette seconde solution

appartient à krrT ss.

Formulons quelques observations préalables. Pour tout j P t0, 1, 2u, il existe mj P

N et βj P k tel que Byj pfqpγpT qq “ βjT
mj . Ainsi on sait que

β0T
m0T d ` β1T

m1T d´1 ` β2T
m2T d´2 “ 0. (15.1.2)

Pour que l’égalité (15.1.2) soit vraie, il faut que

m0 ` d “ m1 ` d´ 1 “ m2 ` d´ 2,

ce qui équivaut à dire que m0 ` 2 “ m1 ` 1 “ m2. Ainsi, si f “ 0 est monomiale,

calculer la dimension de l’espace des solutions dans krrT ss de l’équation (15.1.1)
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15.1. Solutions singulières des équations différentielles ordinaires bimonomiales d’ordre 2 et
espace tangent

revient à calculer la la dimension de l’espace des solutions dans krrT ss de l’équation

a2T
2u2 ` a1Tu1 ` a0u0 “ 0 (15.1.3)

(avec ai P k et a2 ‰ 0). Nous reconnaissons ici une équation d’Euler (ou de Cauchy-

Euler), dont la résolution est bien connue. Les solutions sont paramétrées par l’équation

caractéristique associée, qui vaut ici :

a2xpx´ 1q ` a1x` a0 “ a2px
2 ` p

a1
a2
´ 1qx` a0

a2
q “ 0 (15.1.4)

Comme γpT q “ T d est solution de l’EDO (15.1.1), nous savons que d´1 soit solution

de l’équation 15.1.4 et on cherche à déterminer la seconde solution que nous notons s

et qui a priori peut appartenir à C. Nous observons que

1´ a1
a2

“ d´ 1` s
a0
a2

“ pd´ 1qs
(15.1.5)

La suite de la stratégie est d’étudier chacun des trois cas.

Le cas yc2 “ αyb1y
a
0 Étant donné a, b, c P N avec c ě 2, on considère le polynôme

différentiel yc2´αy
b
1y
a
0 P ktyu, avec α P Q`. On suppose que ce polynôme différentiel

admet γpT q “ T d comme solution. En particulier cela impose la relation

pd´ 2qc “ bpd´ 1q ` ad (15.1.6)

Puisque T d est solution de yc2 “ αyb1y
a
0 , nous avons :

By2pfqpγq “ cpdpd´ 1qqc´1T pd´2qpc´1q

By1pfqpγq “ ´αbdb´1T pd´1qpb´1q`da

By0pfqpγq “ ´αadbT pd´1qb`dpa´1q

Ainsi a2 “ cpdpd´ 1qqc´1, a1 “ ´αbd
b´1 et a0 “ ´αad

b donc , on sait que

α “
pdpd´ 1qqc

db

Donc α ě 0. Par ailleurs

pd´ 1qs “ ´αadb

cpdpd´ 1qqc´1 .
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En particulier

s “ ´
ad

c
.

Si a “ 0, l’équation devient yc2 “ αyb1 et s “ 0. Dans ce cas, on remarque par le

théorème 2.7.3 que l’EDO a une solution singulière essentielle si et seulement b ě c,

mais la condition (15.1.6), ici pd´2qc “ bpd´1q, est incompatible. Donc la dimension

de plongement vaut 2 et il n’y a pas de solution singulière essentielle.

Si a ‰ 0, nous déduisons que s ă 0 et la dimension de plongement cherchée vaut

1. Dans ce cas, la seule composante singulière essentielle possible est ty1u et c’est une

composante si et seulement si b ă c. Or, si b ě c, l’égalité pd´ 2qc “ bpd´ 1q ` ad
n’est pas possible, donc l’EDO a toujours une solution singulière et le théorème est

vrai dans ce cas.

Le cas ya0 ´ αyb1y
c
2 Étant donné a, b, c P N avec c ě 2, on considère le polynôme

différentiel ya0 ´ αyb1y
c
2 P ktyu, avec α P Q`. On suppose que ce polynôme admet

γpT q “ T d comme solution. En particulier cela impose la relation

da “ bpd´ 1q ` cpd´ 2q

By2pfqpγq “ ´αcpdpd´ 1qqc´1dbT pd´2qpc´1q`pd´1qb

By1pfqpγq “ ´αbdb´1T pd´1qpb´1q`pd´2qc

By0pfqpγq “ aT dpa´1q

Ainsi a2 “ ´αcpdpd ´ 1qqc´1db, a1 “ ´αbd
b´1 et a0 “ a. Puisque T d est solution

de ya0 “ αyb1y
c
2, on sait que

α “
1

dbpdpd´ 1qqc

Donc α ě 0. Par ailleurs

pd´ 1qs “ a

´αcpdpd´ 1qqc´1db

En particulier

s “ ´
ad

c
.

Si a “ 0, l’équation devient 1 “ αyb1y
c
2 et s “ 0. Dans ce cas, on remarque que

tfB, SfBu “ ktyu. Donc la dimension de plongement vaut 2 et il n’y a pas de solution

singulière essentielle.

Si a ‰ 0, nous avons s ă 0 et la dimension de plongement de l’équation est 1.

La seule composante possible pour les solutions singulières est ty0u si et seulement si
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a ă b ` c. Si on suppose a ě b ` c, on déduit que ´b ´ 2c ě 0 ce qui est absurde.

Donc ty0u est toujours composante irréductible.

Le cas yb1 ´ αya0y
c
2 Ce cas est le plus riche. Étant donné a, b, c P N avec c ě 2, on

considère le polynôme différentiel yb1 ´ αy
a
0y

c
2 P ktyu, avec α P Q`. On suppose que

ce polynôme admet γpT q “ T d comme solution. En particulier cela impose la relation

pd´ 1qb “ ad` pd´ 2qc

By2pfqpγq “ ´αcpdpd´ 1qqc´1T pd´2qpc´1q`ad

By1pfqpγq “ bdb´1T pd´1qpb´1q

By0pfqpγq “ ´αapdpd´ 1qqcT pd´2qc`dpa´1q

Ainsi a2 “ ´αcpdpd´ 1qqc´1, a1 “ bdb´1 et a0 “ ´αapdpd´ 1qqc. Puisque T d est

solution de yb1 “ αya0y
c
2, on sait que

α “
db

pdpd´ 1qqc

Donc α ě 0. Par ailleurs pd´ 1qs ě 0 et

pd´ 1qs “ αapdpd´ 1qqc

αcpdpd´ 1qqc´1 “
adpd´ 1q

c

Ainsi

s “
ad

c

Montrons que le théorème 13.0.1 est encore valide dans ce cas.

Lemme 15.1.1. Soit pa, b, c, dq P N2 des entiers. On suppose que d ě 2 et que b ă c.

On suppose, de plus, que l’égalité pd ´ 1qb “ ad ` pd ´ 2qc est vérifiée. Alors ad{c

n’est pas entier.

Démonstration. Le nombre d vérifie l’égalité pd ´ 1qb “ ad ` pd ´ 2qc, ce que l’on

peut réécrire sous la forme

pd´ 1qpb´ cq “ ad´ c

Si l’on suppose que b ă c alors ad´ c ă 0 car d´ 1 ě 1. Ainsi ad{c ă 1, donc ad{c

n’est pas un entier.

Si l’idéal différentiel parfait tfBu a une solution singulière essentielle, alors ty1u

est une composante singulière essentielle de tfu ; ceci est réalisé si b ă c en vertu du
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théorème 2.7.3.

Proposition 15.1.2. Soit f “ yb1´αy
a
0y

c
2 et soit d ě 2 vérifiant l’équation pd´1qb “

ad` pd´ 2qc. Si ty1u est une composante de f alors la dimension de plongement du

complété de l’anneau local du schéma des arcs différentiels associé à fB en γpT q “

T d est 1.

Démonstration. Si ty1u est une composante irréductible de tfBu alors d’après le théo-

rème des petites puissances (voir 2.7.3), on a que b ă c et d’après le lemme 15.1.1 que

ad{c n’est pas un entier. Donc la dimension de plongement cherchée vaut 1.

Remarque 15.1.3. En général la réciproque du théorème 15.0.2 est fausse. Autrement

dit, il existe des cas d’EDO bimonomiale dont la dimension de plongement au voisi-

nage d’une solution est 1 et n’ayant pas de solution singulière essentielle. Les exemples

suivants illustrent cette observation :

1. f “ y5
1 ´ 3{16y2

0y
4
2 et γpT q “ T 3, alors ad{c “ 3{2

2. f “ y7
1 ´ 32{25y3

0y
5
2 et γpT q “ T 3 alors ad{c “ 9{5

3. f “ y8
1 ´ 25y4

0y
3
2 et γpT q “ T 2 alors ad{c “ 8{3

4. f “ y10
1 ´ 26y5

0y
4
2 et γpT q “ T 2 alors ad{c “ 5{2.

Remarque 15.1.4. Le code suivant permet de calculer des exemples d’équations pour

lesquels la dimension de plongement est 1 mais telle que f n’a pas de composante

singulière essentielle.

# C a l c u l e l a l i s t e des [ a , b , c , d , ad / c ] e t l a r e n v o i e s i l a d imens ion de
p longement e s t 1 mais que f n ’ a pas de composan te s

d e f L i s t e ( n ) :
L = [ ]
f o r a i n r a n g e ( 1 , n ) :

f o r b i n r a n g e ( 1 , n ) :
f o r c i n r a n g e ( 1 , n ) :

i f a+c´b ! = 0 :
d =(2* c´b ) / ( a+c´b )
i f i n t ( d ) ==d and d>1 and mod ( a *d , c ) !=0 and b>=c :

f =a *d / c
L=L + [ [ a , b , c , d , f ] ]

r e t u r n L

Remarque 15.1.5. Un sous-cas particulier intéressant du cas yb1 ´ αya0y
c
2 est le cas où

l’équation est homogène, à savoir si elle est de la forme y2a
1 ´ αya0y

a
2 . Dans ce cas, on

peut décrire entièrement les déformations.

Soit d ě 2 un entier. Alors γpT q “ T d est solution de l’équation f “ y2a
1 ´

d
pdpd´1qqa y

a
0y

a
2 . Soit A un anneau de la catégorie AlgLCk. Soient β1, β2 PMA. Alors
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γβ1,β2 “ p1 ` β1qpT ` β2q
d est une déformation de Defγprf s, Aq. Ceci implique

l’existence d’une application

ιA : HomAlgLCk
pkrrT1, T2ss, Aq ãÑ HomAlgLCk

p {ktyu{rf sγ , Aq

injective et fonctorielle en A. Par ailleurs, en vertu du théorème 13.0.1, la dimension

de plongement de l’anneau {ktyu{rf sγ est majorée par n.

Donc d’après le théorème 14.2.1, on en déduit que l’anneau {ktyu{rf sγ est iso-

morphe, dans la catégorie AlgLCk, à krrT1, T2ss.

15.2 Exemples

Exemple 15.2.1. Exemples dans le cas yc2 “ αyb1y
a
0 .

1. Soit f “ y3
2´63y0. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation possède

composante singulière essentielle ty0u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit

qu’au voisinage de γpT q “ T 3, on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

2. Soit f “ 3y5
2´65y0y1. Cette équation possède composante singulière essentielle

ty1u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de γpT q “ T 3,

on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

3. Soit f “ 25y2
0´y

4
1y2. Cette équation possède composante singulière essentielle

ty0u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de γpT q “ T 2,

on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

4. Soit f “ 1600y0y1 ´ y3
2 . Cette équation possède composante singulière es-

sentielle ty1u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de

γpT q “ T 5, on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

5. f “ 35ˆ26y0y
2
1´y

5
2 . Cette équation possède composante singulière essentielle

ty1u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de γpT q “ T 4,

on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

Exemple 15.2.2. Exemples dans le cas ya0 “ αyb1y
c
2.

1. Soit f “ 18y0 ´ y1y2. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation

possède composante singulière essentielle ty0u. D’après le théorème 15.0.2, on

en déduit qu’au voisinage de γpT q “ T 3, on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

2. Soit f “ y2y
2
1 ´ 43 ˆ 3y2

0 . Cette équation possède composante singulière es-

sentielle ty0u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de

γpT q “ T 4, on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.
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3. Soit f “ 8y0 ´ y
2
1y2. Cette équation possède composante singulière essentielle

ty0u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de γpT q “ T 2,

on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.

Exemple 15.2.3. Exemples dans le cas yb1 ´ αy
a
0y

c
2.

1. Soit f “ 2y2
1 ´ 3y0y2. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation

possède ne possède pas de composante singulière essentielle. Étudions les dé-

formations de f au voisinage de γpT q “ T 3.

By0pfq “ ´3y2 “ ´18T
By1pfq “ 4y1 “ 12T 2

By2pfq “ ´3y0 “ ´3T 3

La linéarisée de f est donnée par

´3T 2y2 ` 12Ty1 ´ 18y0.

L’équation caractéristique associée est

´3x2 ` 15x´ 18 “ 0

Cette équation admet deux solutions qui sont 2 et 3. On constate, par ailleurs

qu’étant donné un objet A de la catégorie AlgLCk, alors pour tout β1, β2 P

MA, la déformation γβ1,β2 “ p1` β1qpT ` β2q
d est dans Defγprf s, Aq. On en

déduit en vertu des théorèmes 13.0.1 et 14.2.1 que {OL8pXBq,γ est isomorphe à

krrT1, T2ss dans la catégorie AlgLCk.

2. Soit f “ y4
1 ´ 23y2

0y2. Cette équation possède ne possède pas de composante

singulière essentielle. Étudions les déformations de f au voisinage de γpT q “

T 2.
By0pfq “ ´24y0y2 “ ´25T 2

By1pfq “ 22y3
1 “ 25T 3

By2pfq “ ´23y2
0 “ ´23T 4

La linéarisée de f est donnée par

T 2y2 ´ 4Ty1 ` 4y0.

L’équation caractéristique associée est

x2 ´ 5x` 4 “ 0
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Cette équation admet deux solutions qui sont 1 et 4. On en déduit que la dimen-

sion de plongement de l’anneau {OL8pXBq,γ vaut 2. De plus, l’anneau {OL8pXBq,γ

est isomorphe à krrT1, T2ss{I , pour un certain idéal I , dans la catégorie AlgLCk.

Par ailleurs, un calcul informatique permet de montrer I ‰ 0 puisque si l’on

étudie les solutions de la linéarisée à valeurs dans krεspε8q, on peut montrer que

T 4
1 T

3
2 `monômes de degré total strictement plus grand que 7 P I .

3. Soit f “ 2y5
1 ´ 34y3

0y2. Cette équation possède ne possède pas de composante

singulière essentielle. Étudions les déformations de f au voisinage de γpT q “

T 3.
By0pfq “ ´35y2

0y2 “ ´36 ˆ 2T 7

By1pfq “ 2ˆ 5y4
1 “ 2ˆ 34 ˆ 5T 8

By2pfq “ ´34y3
0 “ ´34T 9

La linéarisée de f est donnée par

T 2y2 ´ 10Ty1 ` 18y0.

L’équation caractéristique associée est

x2 ´ 11x` 18 “ 0

Cette équation admet deux solutions qui sont 2 et 9. On en déduit que la dimen-

sion de plongement de l’anneau {OL8pXBq,γ vaut 2. De plus, l’anneau {OL8pXBq,γ

est isomorphe à krrT1, T2ss{I , pour un certain idéal I , dans la catégorie AlgLCk.

Par ailleurs, un calcul informatique permet de montrer I ‰ 0 puisque si l’on

étudie les solutions de la linéarisée à valeurs dans krεspε9q, on peut montrer que

T 6
1 T

2
2 monômes de degré total strictement plus grand que 8 P I .

4. Soit f “ 23ay3a
1 ´ ya0y

3a
2 . cette équation possède composante singulière es-

sentielle ty1u. D’après le théorème 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de

γpT q “ T 3, on a {OL δ
8pXq,γ

» krrT ss.
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CHAPITRE 16

EXEMPLES PLUS GÉNÉRAUX

16.1 Retour sur l’étude des équations d’ordre 2

Dans cette section on étudiera, de manière algorithmique, les déformations au voi-

sinage d’une solution de fB P ktyu où f est d’ordre 2, et plus particulièrement la

dimension de plongement de fB au voisinage d’une solution γ quelconque -qui ne

rend pas le séparant inversible sinon voir proposition 11.3.4. Comme on l’a vu dans la

proposition 13.2.2 la dimension de plongement de fB en γ est donnée par la dimension

de l’espace des solutions de la linéarisée.

Soit k un corps de caractéristique nulle et fBpy2, y1, y0q P ktyu. On note X “

Specpktyu{rfBsq et on se donne γ P Xpkq un arc rationnel non constant qui n’annule

pas le séparant de f (noté Sf ). Pour 0 ď i ď 2, on note

Bxif
Bpγ2pT q, γ1pT q, γpT qq “ TmivipT q

avec les conventions suivantes : soit vipT q “ 0 et l’on pose mi “ `8 soit vipT q est

inversible.

On peut énoncer alors la proposition suivante, dont la première partie est un cas

particulier du théorème 13.0.1.

Proposition 16.1.1. Soit f P krX0, X1, X2s et X “ SpecpkrX0, X1, X2s{pfqq. Soit

γ P krrT ss une solution de fB P ktyu. Alors la dimension de plongement de L8pX
Bq

en γ est majorée par 2.

Si l’on suppose de plus que γ ne rend pas le séparant de fB inversible, alors on a

le résultat plus précis suivant :

1. Si 2`m0 “ 1`m1 et m2 ą 1`m1, alors {OL8pXBq,γ “ krrT ss ;

2. Si 2`m0 “ m2 et 1`m1 ą m2, alors {OL8pXBq,γ “ krrT ss.

Dans les autres cas, on ne peut rien dire de plus.

Démonstration. On note kres “ krxs{px2q et γepT q “ γpT q ` eupT q, avec upT q “
ř

iě0 uiT
i et ui P k. La formule de Taylor appliquée à fBpγ2e pT q, γ

1
epT q, γepT qq “ 0

196
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dans kres donne

0 “Tm0v0pT qupT q ` T
m1v1pT qu

p1qpT q ` Tm2v2pT qu
p2qpT q

“v0pT qp
ÿ

iě0
uiT

i`m0q ` v1pT qp
ÿ

iě1
iuiT

i`m1´1q

` v2pT qp
ÿ

iě2
ipi´ 1quiT i`m2´2q.

(16.1.1)

On considère l’entier 0 ď j ď 2 tel que, pour tout 0 ď i ď 2, on ait 2 ´ j `mj ď

2 ´ i ` mi. Pour l un entier, la plus petite puissance de T devant laquelle on voit

apparaître u2`l pour la première fois est 2 ´ j `mj ` l. Ainsi le coefficient devant

T 2´j`mj`l fait intervenir u2`l ainsi que des ui pour i ě l ` 2. Nous allons étudier

dans quels cas le coefficient devant T 2´j`mj`l permet d’exprimer u2`l en fonction

des ui pour i ě l ` 2 (qui auront alors été fixé par récurrence).

On voit désormais les ui comme des variables et non plus comme des éléments de k.

Dans la suite, pour l un entier, on notera cu,2`l le coefficient (dans k) devant u2`lT
d,

où d est la plus petite puissance de T devant laquelle on voit apparaître u2`l pour la

première fois. On va étudier les divers cas, selon les éléments i1, ¨ ¨ ¨ , im qui vérifient

2´ j `mj ` k “ 2´ is `mis ` k.

1. Si 2`m0 “ 1`m1 et m2 ą 1`m1, alors

cu,2`l “ v0p0q ` pl ` 2qv1p0q

Il existe au plus un entier l tel que cuA,2`l “ 0. Par ailleurs, les coefficients

devant Tm0 et Tm0`1 donnent les relations

v0p0qu0 “ 0
v0p0qu1 ` v1p0qu1`?u0 “ 0

La première relation implique u0 “ 0, quant à la deuxième, le coefficient " ?"

n’est pas important puisque u0 “ 0. Ainsi soit v0p0q “ ´v1p0q et auquel cas

cu,2`l n’est jamais nul pour l ě 0, soit v0p0q ‰ ´v1p0q auquel cas u1 “ 0.

Dans tous les cas, la dimension de plongement est majorée par 1. Par la propo-

sition 14.1.5, on en déduit que {OL8pXBq,γ “ krrT ss.

2. Si 2`m0 “ m2 et 1`m1 ą m2, alors

cu,2`l “ v0p0q ` pl ` 2qpl ` 1qv2p0q

Il existe au plus un entier l tel que cu,2`l “ 0. En effet, si a et b sont deux entiers

197



Partie VI, Chapitre 16 – Exemples plus généraux

vérifiant v0p0q ` pa` 2qpa` 1qv2p0q “ v0p0q ` pb` 2qpb` 1qv2p0q “ 0, alors

pa`2qpa`1q “ pb`2qpb`1q. Or une égalité du type apa`1q “ bpb`1q avec

a, b des entiers positifs n’est vérifiée que si a “ b. Si l’on suppose par exemple

a ą b alors apa` 1q ą bpb` 1q.

Par ailleurs, les coefficients devant Tm0 et Tm0`1 donnent les relations

v0p0qu0 “ 0
v0p0qu1`?u0 “ 0

Ce qui prouve que u0 “ u1 “ 0, la dimension de plongement est au plus 1. De

même que précédemment, on en déduit que {OL8pXBq,γ “ krrT ss.

Le reste des cas permet simplement de retrouver le théorème 13.0.1 dans le

cas des polynômes différentiels d’ordre 2, à savoir que la dimension de plonge-

ment est majorée par deux.

3. Si 1`m1 “ m2 et 2`m0 ą m2 alors

cu,2`l “ pl ` 2qv1p0q ` pl ` 2qpl ` 1qv2p0q

Il existe au plus un entier l tel que cu,2`l “ 0 puisqu’on peut simplifier l’équa-

tion par l ` 2.

Par ailleurs 1`m0 ą m1, ce qui donne lieu à deux cas.

(a) Soitm0 ą m1, auquel cas l’identification du coefficient devant Tm1 donne

u1 “ 0.

(b) Soit m0 “ m1, auquel cas le coefficient devant Tm1 donne v0p0qu0 `

v1p0qu1 “ 0, ce qui permet d’exprimer u0 en fonction de u1 (ou l’inverse).

On en déduit que dimension de plongement est au plus 2.

4. Si 1`m1 “ m2 “ 2`m0 alors

cu,2`l “ v0p0q ` pl ` 2qv1p0q ` pl ` 2qpl ` 1qv2p0q

Posons Y “ l ` 2, alors cu,2`l “ v0p0q ` pv1p0q ´ v2p0qqY ` v2p0qY 2 peut

être vu comme un polynôme du second degré en Y . Il possède au plus deux

valeurs d’annulations. Par ailleurs les relations données par l’identification des

coefficients en Tm0 et en Tm0`1 donnent

v0p0qu0 “ 0
v0p0qu1 ` v1p0qu1`?u0 “ 0
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La première relation donne u0 “ 0, quant à la deuxième, il y a deux cas

(a) Soit v0p0q ‰ ´v1p0q et donc u1 “ 0.

(b) Soit v0p0q “ ´v1p0q, auquel cas l’expression de cu,2`l devient

´v1p0q ` pv1p0q ´ v2p0qqY ` v2p0qY 2 “ v2p0qpY ´ 1qpY ` v1p0q
v2p0q

q

or Y “ 1 implique l “ ´1, ce qui est impossible puisque l ě 0.

Dans tous les cas, la dimension de plongement est au plus deux.

5. Si 2´ j `mj ă 2´ i`mi pour i ‰ j, alors

cu,2`l “ vjp0q
2
ź

i“0
i‰j

pl ` 2´ iq

donc tous les uA,l`2, pour l ě 0, sont entièrement déterminés par les ui où

i ă l ` 2. La dimension de plongement est donc au plus deux.

Étudier les cas selon si j vaut 0,1 ou 2 n’apporte pas plus d’informations. Ainsi

la dimension de plongement est au plus 2.

Remarque 16.1.2. L’analyse calculatoire de la linéarisée peut-être menée à des ordres

supérieurs. Elle permet de traiter des exemples comme nous le verrons dans le verrons

dans quelques exemples ci-dessous, ou de produire un algorithme permettant d’auto-

matiser le procédé.

16.2 Exemples d’ordre deux et supérieur

Exemple 16.2.1. Soit f “ 3y5
2 ` y3

2 ´ 65y0y1 ´ 65y0. On cherche les déformations

de f au voisinage de γpT q “ T 3.

By0pfq “ ´65y1 ´ 63 “ ´63 ´ 65 ˆ 3T 2

By1pfq “ ´65y0 “ ´65 ˆ T 3

By2pfq “ 15y4
2 ` 3y2

2 “ 15ˆ 64T 4 ` 3ˆ 62T 2

Ainsi m0 “ 0, m1 “ 3, m2 “ 2. En particulier 2`m0 “ 2, 1`m1 “ 4 et m2 “ 2.

On se retrouve dans le second cas de la proposition 16.1.1 Montrons, en refaisant les

calculs, que la dimension de plongement vaut 1.

Soit pA,MAq un anneau quasi-artinien vérifiant M2
A “ 0 (d’indice de nilpotence

2). Comme précédemment, on pose γApT q “ γpT q `
ř

iě0 uA,iT
i On applique la
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formule de Taylor à fpγ2A, γ
1
A, γAq.

0 “ p´63 ´ 65 ˆ 3T 2qp
ř

iě0 uA,iT
iq ´ 65 ˆ T 3p

ř

iě1 iuA,iT
i´1q

`p15ˆ 64T 4 ` 3ˆ 62T 2qp
ř

iě2 ipi´ 1quA,iT i´2q

On déduit des 4 premières équations que uA,0 “ uA,1 “ uA,3 “ 0 et que uA,2 peut-

être choisi librement. Par ailleurs, pour i ě 4 :

p3ˆ 62ipi´ 1q ´ 63quA,i ` p´65 ˆ 3´ 65i` 15ˆ 64ipi´ 1qquA,i´2 “ 0

La seule valeur de i P N qui annule l’équation précédente est i “ 2. Seul uA,2 peut-

être fixé librement. Donc zOX,γ “ krrT ss.

Par ailleurs tfu possède une composante singulière essentielle y0.

Exemple 16.2.2. Soit f “ 1
2y

2
3 ` 3y2

2 ´ 432y0 ´ 12. On cherche les déformations de

f au voisinage de γpT q “ T 4 ` T 2.

By0pfq “ ´432
By1pfq “ 0
By2pfq “ 6y2 “ 6ˆ p12T 2 ` 2q
By3pfq “ y3 “ 24T

Soit pA,MAq un anneau quasi-artinien vérifiant M2
A “ 0 (d’indice de nilpotence

2). On pose γApT q “ γpT q `
ř

iě0 uA,iT
i On applique la formule de Taylor à

fpγ3A, γ
2
A, γ

1
A, γAq dans A.

0 “ ´432p
ÿ

iě0
uA,iT

iq`6ˆp12T 2`2qp
ÿ

iě2
ipi´1quA,iT i´2q`24p

ÿ

iě3
ipi´1qpi´2quA,iT i´2q

Soit encore

0 “´ 432p
ÿ

iě0
uA,iT

iq ` 12p
ÿ

iě2
ipi´ 1quA,iT i´2q

` 72p
ÿ

iě2
ipi´ 1quA,iT iq ` 24p

ÿ

iě3
ipi´ 1qpi´ 2quA,iT i´2q

En particulier
´432uA,0 ` 24uA,2 “ 0
´432uA,1 ` 216uA,3 “ 0

et pour tout i ě 2

p´432` 72ipi´ 1qquA,i ` 12ipi´ 1qp1` 2pi´ 2qquA,i`2 “ 0
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Pour i ě 2 les coefficients p´432` 72ipi´ 1qq et 12ipi´ 1qp1` 2pi´ 2qq ne peuvent

s’annuler simultanément. Par ailleurs p´432 ` 72ipi ´ 1qq s’annule pour la valeur

entière positive i “ 3 et 12ipi´ 1qp1` 2pi´ 2qq ne s’annule pas pour i P N.

On constate donc que tous les uA,i pour i ě 2 sont entièrement déterminé par uA,0
et uA,1. La dimension de plongement de l’anneau {OL8pXBq,γ vaut donc 2.

Par ailleurs tfu possède une composante singulière essentielle y0.

Exemple 16.2.3. Soit f “ y3y0 ´ y2. On cherche les déformations de f au voisinage

de γpT q “ T .
By0pfq “ y3 “ 0
By1pfq “ 0
By2pfq “ ´1
By3pfq “ y0 “ T

Soit pA,MAq un anneau quasi-artinien vérifiant M2
A “ 0 (d’indice de nilpotence

2). On pose γApT q “ γpT q `
ř

iě0 uA,iT
i On applique la formule de Taylor à

fpγ3A, γ
2
A, γ

1
A, γAq.

0 “ ´p
ÿ

iě2
ipi´ 1quA,iT i´2q ` p

ÿ

iě3
ipi´ 1qpi´ 2quA,iT i´2q

En particulier

´432uA,2 “ 0

et pour tout i ě 3
ipi´ 1qpi´ 3quA,i “ 0

Le coefficient ipi´1qpi´3q s’annule lorsque i “ 3, donc uA,3 peut-être fixé librement.

Ainsi on peut fixer librement uA,0,uA,1 et uA,3.

En calculant modulo M3
A on peut montrer que {OL8pXBq,γ n’est pas un disque

formel et qu’une relation de la forme 6u1u3 “ 0 doit être vérifié.

Par ailleurs tfu n’a pas de composante singulière essentielle.

Exemple 16.2.4. Soit f “ ynn´1 ´ pn!qny0. On cherche les déformations de f au

voisinage de γpT q “ Tn.

By0pfq “ ´pn!qn

Byipfq “ 0
Byn´1pfq “ npyn´1q

n “ npn!qn´1Tn´1

Soit pA,MAq un anneau quasi-artinien vérifiant M2
A “ 0 (d’indice de nilpotence

2). On pose γApT q “ γpT q `
ř

iě0 uA,iT
i On applique la formule de Taylor à
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Partie VI, Chapitre 16 – Exemples plus généraux

fpγ3A, γ
2
A, γ

1
A, γAq.

0 “ ´pn!qnp
ÿ

iě0
uA,iT

iq ` npn!qn´1p
ÿ

iěn´1
ipi´ 1q ¨ ¨ ¨ pi´ n` 2quA,iT iq

En particulier

uA,i “ 0 0 ď i ď n´ 2

et pour tout i ě n´ 1

p´pn!qn ` npn!qn´1ipi´ 1q ¨ ¨ ¨ pi´ n` 2qquA,i “ 0

soit encore

p´pn´ 1q!` ipi´ 1q ¨ ¨ ¨ pi´ n` 2qquA,i “ 0

Pour i ě n´ 1 ce coefficient ne s’annule que lorsque i “ n´ 1. Donc seul uA,n´1 est

peut-être fixé librement. En particulier zOX,γ “ krrT ss.

Par ailleurs, tfu possède une composante singulière essentielle y0.
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CHAPITRE 17

ANNEXES

17.1 Théorème de préparation de Weierstrass

Soit pA,MAq un anneau local. On considère l’ensemble

WdpAq “ tqptq P Arts, unitaire de degré d tels que qptq ´ td PMArtsu

Proposition 17.1.1. Si pA,MAq est un anneau local, séparé pour la topologie MA-

adique, et si q PWdpAq alors q n’est pas un diviseur de 0.

Démonstration. On se permet de noter f “ td `
řd´1
i“0 ait

i où ai P MArrT ss. Soit

q P ArrT ss tel que fq “ 0. On réduit cette équation modulo MArrT ss, et l’on obtient

alors tdq̄ “ 0. Si l’on note q “
ř

jě0 qjt
j , alors tdq̄ “ 0 donne que qj P MA, pour

tout j ě 0.

On va procéder par récurrence sur k pour montrer que qj P Mk
A pour tout j ě 0.

On suppose avoir montré que qj P Mk
A pour tout j ě 0 pour un certain k ě 1. Par

réduction modulo Mk`1
A rrT ss, on obtient :

tqp
ÿ

jě0
qjt

jq `
ÿ

jě0

d´1
ÿ

i“0
aiqjt

i`j “ 0 (17.1.1)

Or puisque ai P MA et qj P Mk
A, alors ajqj P Mk`1

A pour tous i, j. L’équation

(17.1.1) devient alors

tdp
ÿ

jě0
qjt

jq “ 0

modulo Mk`1
A rrT ss, soit encore qj PMk`1

A .

On a donc montré par récurrence que, pour tout j ě 0, on a qj P
Ş

kě0 M
k
A. Or

comme A est séparé, on a
Ş

kě0 M
k
A “ t0u.

Ce qui prouve bien que q “ 0 dans ArrT ss, donc que f n’est pas un diviseur de

0.

On peut trouver une démonstration du résultat suivant, connu sous le nom de théo-

rème de préparation de Weierstrass, dans [Lan02, IV, §9, Theorem 9.2].
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Théorème 17.1.2. Soit pA,MAq un anneau local complet. Soit f P Arrtss tel que

f RMArrtss. On note d “ ordtpf, mod MArrtssq Alors il existe une unique facto-

risation f “ qu où q PWdpAq et u P Arrtssˆ.

17.2 Définitions autour de la lissité et régularité

17.2.1 Points réguliers et singuliers

Soit pA,mq un anneau local noethérien de corps résiduel k. On peut munir m{m2

d’une structure de k espace vectoriel, et on a l’inégalité dimk m{m
2 ě dimpAq.

Définition 17.2.1 (Anneau régulier). Soit pA,mq un anneau local noethérien de corps

résiduel k. On dit que A est régulier si dimk m{m
2 “ dimpAq. D’après le lemme de

Nakayamma, A est régulier si et seulement si m est engendré par dimpAq éléments.

Définition 17.2.2 (Point régulier d’un schéma). Soit X un schéma localement noethé-

rien et soit x P X un point. On dit que X est régulier au point x P X (ou que x est un

point régulier de X) si OX,x est régulier.

On dit que X est régulier si, pour tout x P X , le schéma X est régulier en x. Un

point x P X qui n’est pas régulier est dit singulier. Un schéma qui n’est pas régulier

est dit singulier.

17.2.2 Fibre d’un morphisme

Définition 17.2.3 (Fibre). Soit f : X Ñ Y un morphisme de schéma. Pour tout y P Y ,

on pose Xy “ X ˆY Spec kpyq. On l’appelle fibre de f au dessus de y. La seconde

projection Xy Ñ Spec kpyq fait de Xy un kpyq-schéma.

Définition 17.2.4 (Fibre générique). Soit f : X Ñ Y un morphisme de schéma avec

Y irréductible de point générique ξ. On appelle Xξ la fibre générique de f .

Proposition 17.2.5. Soit f : X Ñ Y un morphisme de schéma. Alors pour tout y P Y ,

la premier projection p : X ˆY Spec kpyq Ñ X induit un homéomorphisme de Xy

vers f´1pyq.

17.2.3 Lissité

Si k est un corps, on note k̄ sa clôture algébrique.

Définition 17.2.6 (Point lisse). Soit X une variété algébrique sur un corps k. On dit

que X est lisse au point x P X si les points de Xk̄ “ X ˆk Specpk̄q au dessus de x

sont réguliers (sur Xk̄). On dit que X est lisse sur k s’il est lisse en tout ses points.
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Proposition 17.2.7. Soit k un corps et X un k-schéma. Si x est un point régulier de

X dont le corps résiduel est une extension séparable de k alors x est lisse.

Démonstration. Voir [Mat80, 28.I, p204].

Définition 17.2.8 (Morphisme lisse). Soit Y un schéma localement noethérien et soit

f : X Ñ Y . On dit que f est lisse en x si f est plat en x et si Xy Ñ Specpkpyqq (où

y “ fpxq) est lisse en x.

17.2.4 Intersection complète

Définition 17.2.9. Soit k un corps et A une k-algèbre de type finie.

1. On dit que A est une k-algèbre d’intersection complète sur k s’il existe une pré-

sentation deA de la formeA “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xns{xf1, ¨ ¨ ¨ , fry telle que dimpAq “
n´ r.

2. On dit que A est k-algèbre d’intersection complète locale sur k s’il existe un re-

couvrement SpecpAq “
Ť

Dpgiq tel que chaque anneau Agi soit d’intersection

complète sur k.

17.3 Propriétés utiles

17.3.1 Critère Jacobien

Théorème 17.3.1 (Critère jacobien). Soit k un corps et soit X “ V pIq une sous-

variété fermée de An
k , F1, ¨ ¨ ¨Fr un système de générateurs pour I et x P Xpkq un

point rationnel. On considère la matrice

Jx “

ˆ

BFi
BTj

pxq

˙

1ďiďr
1ďjďn

P Mrˆnpkq.

Alors X est régulier en x si et seulement si rgpJxq “ n´ dimpOX,xq.

Démonstration. Voir [Mat80, 29, p213].

Remarque 17.3.2. On a toujours, par des calculs de dimension et le Hauptidealsatz,

n´ rgpJxq ě dimpOX,xq ě n´ r

donc si rgpJxq “ r il y a égalité partout.

Remarque 17.3.3. En général, le critère jacobien est un critère de lissité et non de

régularité (dans la formulation du théorème 17.3.1, c’est la même chose puisqu’on
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travaille sur des points k-rationnels). Si l’on prend un corps non parfait k, et t un

élément de k qui n’est pas une puissance p-ème et k1 “ krXs{xXp ´ ty. L’unique

point de Specpk1q est régulier, mais le critère jacobien n’est pas vérifié.

Proposition 17.3.4. Soit V “ SpecpkrX1, .., Xns{Iq. Soit J l’idéal engendré par les

éléments de la forme h ¨ d où : r est un entier, F1, ¨ ¨ ¨ , Fr sont des éléments de I , d est

un mineur d’ordre r de la matrice

Jac “ pBXjFiq1ďiďr
1ďjďn

h est un élément du conducteur xF1, .., Fry : I où

xF1, .., Fry : I :“ tf P krX1, .., Xns | fg P xF1, .., Fry, @g P Iu.

Alors le lieu non lisse de V est exactement le lieu des zéros de I ` J .

Démonstration. Voir [Swa98, Thm 4.1].

17.3.2 Co-restriction

Proposition 17.3.5. Soient X et Y deux schémas et pϕ, θq : Y Ñ X un morphisme de

schémas. Soit U un ouvert de X muni de sa structure de sous-schéma ouvert. Alors,

ϕ induit un morphisme de schémas pψ,Θq : ϕ´1pUq Ñ U qui fait commuter le dia-

gramme :

Y
ϕ // X

ϕ´1pUq

i

OO

ψ // U

j

OO

où i et j désignent les morphismes d’inclusion.

Démonstration. On note ψ : ϕ´1pUq Ñ U l’application entre les deux espaces to-

pologiques. Puisque ϕ est continue et que U est ouvert, ϕ´1pUq est ouvert dans Y

et donc naturellement muni d’une structure de sous-schéma ouvert de Y . Le fais-

ceau d’anneaux associé à ϕ´1pUq, vérifie pour tout ouvert W Ă ϕ´1pUq, l’égalité

OY |ϕ´1pUqpW q “ OY pW q.

Pour que ϕ´1pUq Ñ U soit un morphisme de schéma, il nous faut aussi définir un

morphisme de faisceaux Θ: OU Ñ ψ˚Oϕ´1pUq. Pour cela, on considère V Ă U Ă X .

Par définition OU pV q “ OXpV q. De plus, on a ϕ´1pV q Ă ϕ´1pUq Ă Y , donc

Oϕ´1pUqpϕ
´1pV qq “ OY pϕ

´1pV qq. Comme ϕ´1pV q “ ψ´1pV q, on pose alors

ΘpV q “ θpV q : OXpϕ
´1pV qq Ñ OXpV q
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Le morphisme θpV q étant fonctoriel en les V Ă X , et en particulier en les V Ă

U , la donnée des tΘpV quVĂU définit bien un morphisme de faisceaux Θ: OU Ñ

ψ˚Oϕ´1pUq.

Enfin, pour tout x P U , comme Θx “ θx où Θx : OU,x Ñ ψ˚Oϕ´1pUq,x, le mor-

phisme d’anneaux locaux Θx est local, et donc la donnée de pφ,Θq : ϕ´1pUq Ñ U

définit bien un morphisme de schémas.

Le diagramme est commutatif par construction de pψ,Θq.
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Titre : Étude algébrique des systèmes d’équations différentielles polynomiales d’ordre arbitraire

Mot clés : Algèbre différentielle, géométrie algébrique, schéma des arcs, équations différentielles

Résumé : Dans cette thèse, plusieurs axes
d’études dont le dénominateur commun est l’al-
gèbre différentielle ont été suivis pour mettre
en lumière certaines propriétés algébriques des
systèmes d’équations différentielles. Dans une
partie nous nous sommes interessée à la sur-
détermination des systèmes d’équations diffé-
rentielles linéaires ordinaires et avons produit
un algorithme permettant de trouver les géné-
rateurs d’un tel système. Une autre partie se
penche sur la compréhension du support de
solutions d’équations différentielles partielles à
l’aide d’outils issus de la géométrie tropicale.

Dans une troisième partie, nous nous intéres-
sons à l’objet géométrique décrit par l’ensemble
des solutions d’une équation différentielle ordi-
naire et mettons en relation l’existence de com-
posantes singulières essentielles pour l’équa-
tion différentielle considérée et la décroissance
de la dimension de l’espace tangent de cet objet
calculé au voisinage de solutions non dégéné-
rées. En particulier, cette étude implique de se
pencher sur la complétion d’anneaux non noe-
thériens ; cette situation et les pathologies affé-
rentes sont par ailleurs au coeur de deux autres
parties de cette thèse.

Title: Algebraic study of systems of polynomial differential equations of arbitrary order

Keywords: Differential algebra, algebraic geometry, arc scheme, differential equations

Abstract: In this thesis, several lines of study
whose common denominator is differential alge-
bra have been followed to highlight some alge-
braic properties of systems of differential equa-
tions. In one part we have been interested in
the overdetermination of ordinary linear differ-
ential equation systems and have produced an
algorithm to find the generators of such a sys-
tem. Another part deals with the understand-
ing of the support of partial differential equa-
tion solutions using tools from tropical geome-
try. In a third part, we were interested in the

geometrical object described by the set of so-
lutions of an ordinary differential equation and
relate the existence of singular essential com-
ponents for the considered differential equation
and the decrease of the dimension of the tan-
gent space of this object calculated at the neigh-
borhood of non-degenerated solutions. In par-
ticular, this study involves looking at completion
of non-Netherian rings; this situation and the re-
lated pathologies are also at the heart of two
other parts of this thesis.
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