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Dans cette these, nous étudions les solutions formelles des systemes d’équations
différentielles et leurs espaces. De ce point de vue ce travail se situe a 1’intersection
de I’analyse, 1’algebre (différentielle et commutative) et de la géométrie (algébrique).
Le principe général qui a guidé ce travail de these est de chercher des outils issus de
la géométrie et de 1’algebre afin d’étudier qualitativement les espaces de séries for-
melles solutions des équations différentielles. En effet, si la structure des espaces de
solutions pour les équations différentielles linéaires a coefficients constants est bien
connue puisqu’il s’agit d’un espace vectoriel (ou d’un espace affine lorsque 1’équa-
tion possede un second membre) dont la dimension est I’ordre de I’équation, il en va
autrement pour les systemes d’équations différentielles algébriques de degré d > 2
arbitraire, dont il est difficile, en général, d’extraire des informations. Par exemple
I’explicitation des solutions n’est pas toujours possible, tant du point de vue théo-
rique qu’effectif. Pour illustrer ce fait, soulignons par exemple que, dans [DL84, thm
4.11], J. DENEF et L. LIPSCHITZ montrent qu’il n’existe pas d’algorithme permettant
de décider si un systéme d’équations différentielles partielles admet une solution dans
C[[x1, - - - . ]]. Les divers chapitres de cette these ont été écrit avec la volonté de cher-
cher différentes approches afin d’appréhender les systemes d’équations différentielles

algébriques.

Le dénominateur commun de tous les chapitres de notre theése est 1’algebre diffé-
rentielle telle qu’introduite par J. F. RITT entre les années 1930-50 puis largement
développée par son éleve E. KOLCHIN. L’idée est « d’algébriser » les équations diffé-
rentielles en considérant une équation différentielle comme un polynéme sur un certain
anneau (dont les variables représentent les fonctions solutions) et auquel on ajoute la
possibilité de dériver les variables (éventuellement partiellement). Plus formellement,
I’objet de base de I’algebre différentielle est la donnée d’un anneau commutatif muni
d’un ou plusieurs opérateurs de dérivation, permettant I’action de dériver au sein de cet
anneau. L’adjonction de cette « donnée différentielle » aux objets de I’algebre commu-
tative ouvre de multiples voies pour 1’étude des structures dans lesquelles les solutions
des équations différentielles trouvent naturellement une place.

A T’instar du principe de la géométrie algébrique, 1’algebre différentielle repose
sur ce que 1’on pourrait considérer aujourd’hui comme une sorte de tautologie, a sa-
voir que les équations contiennent les informations sur les solutions. Cela se décrit
plus précisément par I'idée qu’il n’est donc pas toujours nécessaire d’expliciter les
solutions pour les comprendre. En suivant ce mantra général, on peut interpréter les
travaux de J. F. RITT et de E. KOLCHIN comme un analogue pour les solutions des
systemes d’équations différentielles de ce que I’on pourrait faire en algebre commuta-

tive pour étudier la géométrie des formes produites par les systemes d’équations poly-
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nomiaux ; autrement dit, I’approche rittienne se comparerait a une sorte de « géométrie
algébrique affine » des espaces de solutions des systemes d’équation différentielle. Le
cadre dans lequel se place I’algebre différentielle apporte cependant une difficulté par
rapport a 1’étude des systemes polynomiaux : les anneaux commutatifs considérés en
algebre différentielle sont (quasiment toujours) non noethériens. En particulier, beau-
coup de théoremes classiques sur les anneaux commutatifs noethériens, utiles en géo-
métrie algébrique ou bien deviennent erronés, ou bien demandent a étre étendus par
des arguments ad hoc.

Illustrons notre propos par deux exemples : la décomposition d’un idéal radical
dans un anneau et la complétion des anneaux. Dans un anneau commutatif noethé-
rien tout idéal radical se décompose en une intersection finie d’idéaux premiers (ce
qui correspond géométriquement a 1’existence d’un nombre fini de composantes irré-
ductibles). Ce résultat reste valide en algebre différentielle mais demande des lemmes
spécifiques a I’algebre différentielle dont la notion de base (voir [Rit50, 12. p10 et 16.
p13]). On peut également retrouver ce résultat a partir d’une sorte de propriété de noe-
thérianité différentielle que représente le théoreme de la base finie de Ritt-Raudenbush
(voir section 2.4.4); cet énoncé assure en effet que tout idéal différentiel radical est
engendré par un nombre fini d’éléments.

Un autre exemple est la complétion d’un anneau muni d’une topologie pré-adique
(c’est-a-dire dont la notion de distance se définit a partir de 1’appartenance a une puis-
sance d’un idéal de définition). Ce type d’objet apparait naturellement en géométrie
algébrique pour étudier 1’équivalent des voisinages tubulaires de sous-objets, que 1’on
appelle voisinages formels. Si 1’anneau de départ est noethérien, la topologie qui rend
le complété complet (comme le nom le suggere) est également une topologie pré-
adique. Cependant lorsque I’anneau n’est plus noethérien, le résultat n’est plus aussi
évident. Et si, a ce stade, la question de savoir si le complété est complet pour une to-
pologie pré-adique est, a notre connaissance, ouverte, nous montrons dans cette thése
(voir partie IV et plus précisément le théoréme 7.3.1) que les candidats naturels ne
conviennent pas.

Malgré ces difficultés, une force de la théorie de J. F. RITT est qu’il ne construit
pas seulement des outils abstraits, mais des outils et des énoncés qui permettent éga-
lement d’expliciter tout ou partie de I’information. Un exemple de tels résultats est
fourni par le théoreme des petites puissances de J. F. RITT (ou low power theorem
voir [Rit50, p64] ou 2.7).

La question sous-jacente tourne autour de celle de la décomposition minimale
d’un idéal différentiel parfait I comme 1’intersection d’idéaux premiers, appelés com-
posantes. Dans le cas ol I’idéal différentiel I est engendré (a radical pres) par un

élément, disons I = {F'}, alors cette décomposition, comme intersection d’idéaux

11
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premiers, comporte, de maniere générale, deux types d’idéaux premiers : un de ces
idéaux ne contient pas le séparant de F' (on appelle cet idéal la solution générale de
F voir [Rit50, 12 p30]) tandis que tous les autres contiennent le séparant. Par ailleurs,
on peut montrer que toute composante de I, qui n’est pas la solution générale, est la
solution générale d’un autre polynome différentiel A. Réciproquement, si la compo-
sante générale d’un polyndme A est une composante de 1’idéal différentiel I on dira
que A est une composante de I. Une question que se pose J. F. RITT est de savoir si,
étant donné le polyndme différentiel A, sa solution générale est une composante de F'.
Le théoréme des petites puissances fournit une réponse sous la forme d’une caracté-
risation (nécessaire et suffisante) numérique simple et algorithmique, une fois que F'
est éventuellement réécrit sous une forme « admissible » ce que J. F. RITT appelle
le théoréme de préparation (voir [Rit50, 17. p63] et 2.7). Considérons par exemple
1’équation différentielle ordinaire (3')? = 4y. On résout cette équation en la réécrivant
(de maniére un peu informelle) sous la forme y; / 4/y = 2. La solution qui sort de cette

méthode est faisceau de courbes du plan paramétré (pour ¢ € R) par y(z) = (x + c)2.

T00 50 100

Cela correspond a ce que J. F. RITT appelle la solution générale. Notons que
cette équation possede également une solution singuliere qui est donnée par y(z) =
0. Du point de vue de la décomposition y(z) = 0 et y(x) = (x + c)? décrivent
analytiquement nos deux composantes. Le Low Power prédit directement que y(x) =
0 induira une composante, simplement parce que la puissance en y’ est strictement

supérieure a celle de y dans 1’équation que nous considérons ici.

Les applications de la théorie de Ritt-Kolchin sont nombreuses et dans cette these
elle sous-tend I’ensemble de nos résultats. La premiere illustration de I’utilisation de

cette théorie est visible dans la partie II. Elle nous a en effet permis de redémontrer

12
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un résultat sur la structure des idéaux de 1’anneau des opérateurs différentiels et de
I’étendre aux équations différentielles avec second membre. Dans [Sab93, proposition
2.3.1], se pose la question de savoir si un idéal (a gauche) d’opérateurs différentiels du
plan a coefficients analytiques en I’origine est engendré par un nombre fini d’opéra-
teurs. C. SABBAH y prouve qu’il suffit de deux opérateurs pour engendrer un tel idéal.
Nous montrons au chapitre 4 (voir section 4.6) comment ce probleme peut se retraduire
dans le monde commutatif en la question de la surdétermination des systemes d’équa-
tions différentielles ordinaires linéaires, et y répondons. Ceci fournit parallelement une
preuve alternative du résultat de SABBAH qui utilise seulement des fondamentaux de
I’algebre différentielle, ce qui apporte la facilité, par rapport aux opérateurs différen-
tiels, de penser dans le monde commutatif. Nous avons ainsi montré que tout systéme
d’équations différentielles ordinaires linéaires sur k[[t]], k[t] ou k{t}, avec ou sans

second membre, est en fait engendré par au plus deux équations.

Théoreme (H.—SEBAG). Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A une extension
différentielle de k (que I’on note K), ou un anneau 0-euclidien dont le corps des
fractions est K. On note A{y} I’anneau des polynomes différentiels en la variable y
et a coefficients dans I’anneau A.

Soit I un idéal différentiel de I’anneau A{y} engendré par des éléments de degré
un. On suppose que l'idéal I ® o K est un idéal propre de K{y}. Alors il existe deux
polynémes différentiels g1, g2 € I tels que I = [g1, g2, c’est a dire que I coincide

avec ’idéal différentiel engendré par g; et go.

Ce résultat est encore plus fort dans le cas des équations différentielles a coef-
ficients sur un corps arbitraire (non nécessairement un corps de constantes), car un
systtme d’EDO linéaires y est en fait engendré par une unique équation (voir théo-
reme 4.4.1 et proposition 4.4.2). L’autre propriété de notre preuve est qu’elle permet
de traiter, de maniere uniforme le cas des EDO linéaires a coefficients non constants
variants dans des anneaux divers, alors que les preuves correspondantes pour les opé-
rateurs différentiels proposent pour chaque anneau des argumentaires différents. Elle
fournit enfin un algorithme (voir théoreme 4.5.1) quand les coefficients varient dans

un corps (voir les exemples de la section 4.7).

Les résultats de cette thése suivent les principes généraux que nous venons d’évo-

quer et s’organisent autour des deux axes principaux suivants :
1. L’algebre différentielle tropicale.

2. L’espace des déformations infinitésimales des solutions des systemes d’EDO.

13
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Dans les années 1970-1980 apparait une nouvelle branche en mathématiques : la
géomeétrie tropicale. La géométrie tropicale a des liens multiples avec de nombreuses
disciplines des mathématiques, que ce soit en mathématiques fondamentales ou ap-
pliquées. Ses origines remontent aux années 1970 et apparaissent dans un travail de
G. BERGMAN [Ber71] sur les ensembles limites logarithmiques. Depuis la géométrie
tropicale a connu son essor grace aux travaux de M. KAPRANOV, M. KONTSEVICH,
G. MIKHALKIN, O. VIRO et B. STURMFELS et s’est notamment illustrée comme un
outil tres efficace de la géométrie algébrique réelle. L’idée principale de cette théorie
est de remplacer les objets algébro-géométriques par des fonctions affines par mor-
ceaux. Dans le monde tropical 1’addition est remplacée par le maximum (ou parfois
le minimum dans ce qui sera utile dans cette thése) et la multiplication est rempla-
cée par I’addition. Transformer un polyndme via ses opérations, par exemple, est ce
qu’on appellera dans cette theése I’action de tropicalisation. Chercher les « zéros » de
ces polyndmes tropicaux prend alors un sens tres différent.

Les similarités entre la géométrie algébrique et la géométrie tropicale résident dans
le fait que, grace a I’opération des logarithmes, la géométrie algébrique « dégénere »
en la géométrie tropicale. Ainsi, on peut raisonnablement espérer que des propriétés
vraies sur des objets de géométrie algébrique se transposent en géométrie tropicale
et réciproquement (voir [BS13] pour une introduction a la géométrie tropicale). Suite
aux premiers succes de cette théorie, D. GRIGORIEV introduit en 2015 dans un article
publié en 2017 dans [Gril7] les éléments de 1’algébre différentielle tropicale, mélange
entre 1’algebre différentielle et la géométrie tropicale. Il y développe en particulier la
notion de solutions tropicales des systemes d’équations différentielles tropicalisées et,
étant donné d’un idéal différentiel d’équations différentielles ordinaires, il y décrit un
morphisme allant des solutions de ce systeme vers les solutions tropicales de I’'idéal
tropicalisé. Ce morphisme consiste a considérer le support des solutions de I’idéal
d’équation différentielles. Dans I’article D. GRIGORIEV pose la question de savoir si
ce morphisme est surjectif. La réponse a cette question dans le cadre des équations
différentielles ordinaires est positive ; c’est I’objet du théoréme fondamental de la géo-
métrie différentielle tropicale pour les systeémes d’équations ordinaires obtenu dans
[AGT16].

Si Q < k, étant donné une équation différentielle ordinaire algébrique a coef-
ficients dans k[[¢]], la tropicalisation différentielle, a I’instar du cadre algébrique,
consiste a transformer les opérations + en min et x en + et les séries formelles en
t par leur valuation. On peut évaluer un polyndme tropical en un point S = (8;)ieN
de P(N) en remplagant y,, par Val,(S) = min({s > n | s € S}). Une solution
d’un polyndme tropical est un point de P(N) pour lequel le min est atteint au moins

deux fois (ou si ce min est I’ensemble vide). Etant donné f un polynome différentiel
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le théoreme fondamental de la géométrie différentielle tropicale énonce que le sup-
port des solutions de f est donné par les solutions tropicales des tropicalisés de [ f]

(c’est-a-dire des éléments de 1’idéal différentiel engendré par f).

Exemple. Le polyndme différentiel f = ¢-y2 +y1y0+2 de R[[t]]{y} se tropicalise en
Jtrop = min(1+4ya2, y1 +yo, 0). Une solution de min(1+y2, y1 +0,0) est S = {0, 1}.

En effet
ftrop(S) = min(l + Valz(S), Vah(S) + Valo(S), 0)

= min(,0+0,0)
= 0.

Ainsi le minimum de f,0,(.S) qui vaut zéro est atteint deux fois. Par contre, S = {0, 2}
car bien 1 + y5 et y; + yo évalués en S valent 1, le minimum n’est atteint qu’une
fois en 0. Bien entendu S = {0, 1} n’est a priori pas le support d’une solution de
t-y2+1y1y0+2, car pour cela il faudrait que S soit également la solution des tropicalisés

de toutes les dérivées de t - yo + y1yo + 2.

Le résultat principal de cette these, autour du théoréme fondamental, concerne
une généralisation du théoreme fondamental de la géométrie tropicale différentielle
au cadre des équations différentielles aux dérivées partielles. Précisément, nous nous
sommes intéressés a la question suivante : si I’on donne un sens raisonnable aux ana-
logues des objets dans ce cadre, le morphisme de support (qui va des solutions de
I’idéal différentiel engendré par les équations aux dérivées partielles vers les solutions
tropicales du 1’idéal tropicalisé) est-il encore surjectif ? A I’instar du théoréme fonda-

mental pour les EDO, la réponse a cette question reste positive.

Théoréme (BOULIER—-FALKENSTEINER— GARAY-LOPEZ-H.-NOORDMAN—
TOGHANTI). Soit K un corps algébriquement clos et indénombrable de caractéristique

nulle. Soit G un idéal différentiel de I’anneau R, ,,. Alors
Supp(Sol(G)) = Sol(trop(G)).

Une des principales difficultés rencontrées a été de définir, dans ce cadre partiel, la
notion de « tropicalisé » pour les polyndémes différentiels (voir section 5.3 et définition
5.3.3). Cela a été rendu possible en considérant un objet géométrique : les sommets
du polytope de Newton d’un sous-ensemble de P(IN) (voir section 5.1 et définition
5.1.5). Cette notion se voulait un remplacement, pour les séries formelles a plusieurs
variables, de la notion de valuation (voir la définition de I’application tropicalisation
5.2.1). Avec cette idée et une fois définie une généralisation de Val,,, la tropicalisation

et I’évaluation d’un polyndme différentiel partiel tropical fait sens.
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Encore une fois grace a I'utilisation d’arguments d’algebre différentielle, mais
aussi de géométrie, et de géométrie algébrique, nous avons pu montrer que 1’équi-
valent du théoreme fondamental de la géométrie tropicale différentielle est vrai pour

les équations aux dérivées partielles (voir partie III et en particulier le théoréme 6.2.1).

Le dernier axe de mon travail concerne I’étude de 1’espace des déformations infini-
tésimales des solutions des systemes d’équations différentielles ordinaires. Précisons
que ce que I'on appelle ici « déformations infinitésimales » a, plus simplement, été
appelé « déformations » dans une bonne partie de la littérature sur le sujet. Ici nous
rajouterons le terme infinitésimal afin de souligner que les déformations considérées
prennent leur valeur dans un anneau local complet, et pas seulement un anneau lo-
cal. Si S est un systtme d’EDO et v € k[[T']] une solution donnée, une déformation
de v est la donnée d’une solution 7.(7"), « proche » algébriquement de la solution ~.
Concretement, si y(T') = >},- a;T", une déformation . (T") sera une série formelle
20 b; ()T encore solution du systeme S; le paramétre ¢ exprimant cette contrainte
de « proximité ». En particulier, en ¢ = 0 on force 7o(T') = ~(7T). La géométrie
algébrique donne un sens a ce type d’espaces de solutions de systemes d’équations
différentielles et de leurs déformations. C’est ce que nous présentons aux chapitres 11
et 13.

L’ensemble des solutions formelles du systeéme S prend un sens en géométrie al-
gébrique a travers la construction de I’espace des arcs (ou, plus précisément, un sous-
schéma fermé de I’espace des arcs) |. Les déformations infinitésimales de -, quant a
elles, se comprennent comme des points du voisinage formel de ~ dans 1’espace des

arcs.

Le schéma des arcs a été introduit en 1968 par J. NASH dans un article qui ne sera
publié qu’en 1995 dans [Nas95], et a été utilisé depuis comme outil utile a de nom-
breux développements notamment de la théorie des singularités. Mon travail s’inscrit
dans ces sujets. Si X est une variété algébrique sur un corps k, le schéma des arcs
Z(X) de X est un espace qui parametre les germes formels de courbes tracés sur
X. Par construction, nous dirons que si x est un point de .27, (X), il lui correspond un

germe de courbe sur X, ¢’est-a-dire un morphisme de k-schémas Spec(k[[T]]) — X.

1. En réalité, il y a, au moins, deux manieres de comprendre I’espace des arcs d’un polyndme diffé-
rentiel. Soit 1’on suppose que I’on sait construire le schéma des arcs associé a un polyndme non différen-
tiel a plusieurs variables (voir plus bas) et 1’on spécialise chacune de ses variables en une dérivée, ce qui
permet de voir I’espace des arcs d’un polyndme différentiel comme un sous-schéma fermé du schéma des
arcs d’un certain polyndme non différentiel. Soit, au contraire, on peut voir le schéma des arcs d’un poly-
nome non différentiel comme un cas particulier de I’espace des arcs d’un polyndme différentiel d’ordre
zéro.
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Si par exemple X est un k-schéma affine de type fini, c’est-a dire si

X = SpeC(k[Xl, - ,Xn]/(fl, ceey fm))

est une variété affine définie par la donnée du systeme des équations algébriques f;,
alors un point k-rationnel z € %, (X)(k) correspond encore a un n-uplet de séries
formelles v(7") € k[[T]]™ tel que f;(y(T)) = O pour tout i € {1,...,m}.
Classiquement en géométrie algébrique, le voisinage formel d’un schéma Y le
long d’un sous-schéma fermé (typiquement, un point fermé de Y') correspond a la no-
tion de voisinage tubulaire (infinitésimal) du sous-schéma a I’intérieur de Y. De ma-
nicre générale, la géométrie algébrique propose une version de la théorie des déforma-
tions (infinitésimales) de ses objets. Si k est un corps et que 1I’on se donne un foncteur
d’ensembles F’ défini sur la catégorie des k-algebres, une A-déformation infinitésimale
de v € F(k), pour une k-algebre locale quasi-artienne A (en particulier compléte), est
la donnée de v4 € F(A) qui se réduit sur «y par le morphisme A — k = A/Mi4. Le
théoréme d’adjonction établi au chapitre 9 permet de donner une interprétation natu-
relle de la notion de déformations infinitésimales algébrique en termes de voisinages
formels (voir proposition 9.1.12). Dans le cadre de cette theése, cette adjonction nous
intéressera essentiellement dans le cas du schéma des arcs, ou plus précisément du
lien qu’elle induit entre les déformations infinitésimales des solutions des équations
différentielles et les voisinages formels du schéma des arcs (voir proposition 13.1.2).
Autrement dit, appliqué au cadre d’un germe formel de courbe v(7') sur X, c’est-a-
dire un point rationnel de .2, (X), le voisinage formel en -y paramétre quant a lui la

notion de déformations précédente.

On note en général %, (X ), le voisinage formel de v dans X . Cependant comme
la notion de voisinage formel de v est locale, le voisinage formel de v dans X peut
s’étudier en se restreignant a des voisinages ouverts (affines par exemple) de . L’avan-
tage de I’étude lorsqu’elle est restreinte a des voisinages ouverts affines, c’est que par
I’équivalence de catégorie entre les schémas affines et les anneaux, il suffit d’étudier
des anneaux. Ainsi comprendre le voisinage formel .2, (X ), revient 2 comprendre
I’anneau topologique ODZ(;M (complétion de I’anneau des germes de X en 7). No-
tons encore une fois que cet énoncé n’est pas spécifique aux arcs. Le voisinage formel

d’un point x d’un schéma X est le spectre formel de I’anneau topologique (’7);

Si (A,my4) est une k-algebre locale quasi-artinienne (c’est-a-dire une k-algebre
locale dont I’idéal maximal m 4 est nilpotent et le corps résiduel isomorphe a k), les
A-points du k-schéma formel Spf (O;p;-(;m) se voient en effet, dans le cas ou X =
Spec(k[X1, ..., Xn]/(f1,---, fm)), comme les n-uplets de v4(T") € A[[T]]" tel que

filva(T)) = 0 et v4(T) = ~(T) (mod my4). L’appartenance des coefficients des
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séries formelles de v4(7') a ’anneau A, sorte d’épaississement infinitésimal, traduit
la notion de « proximité » évoquée précédemment, pour le type de topologie linéaire

que nous étudierons dans la partie I'V.

Exemple. Considérons la courbe définie par la donnée du polynome f = y? —22 (des-
sinée en rouge) ainsi que quelques déformations infinitésimales de I’arc v = (¢2,13).
Les autres courbes tracées représentent les courbes engendrées par des déformations
infinitésimales vues au premier ordre. Plus précisément les autres couleurs repré-
sentent des déformations infinitésimales de la forme v, = (t? + 2at, 3 + 3at) pour

différentes valeurs de a choisies proches de 0.

Ces voisinages formels des points rationnels dans le schéma des arcs posseédent une
structure particuliere décrite par un théoreme dii, en caractéristique zéro, 8 M. GRIN-
BERG et D. KAZHDAN, puis généralisé pour les corps de caractéristique arbitraire par
V. DRINFELD, dont voici 1’énoncé :

Théoréeme (GRINBERG-KAZHDAN, DRINFELD). Soit X un schéma de type fini sur
un corps k, v: Spec k[[t]] — X un arc rationnel non dégénéré, c’est-a-dire un élé-
ment de (ZLp(X)\Zp(nSm(X)))(k), et Ln(X)y le voisinage formel de ~ dans
L (X). On suppose que dim.)(X) = 1. Il existe un k-schéma S de type fini,
un point s € S(k) et un isomorphisme de k-schéma formels L (X), = S5 Xy,
Spf (k[[(T3)ien]])-

De maniere imagée ce théoreme indique que les voisinages formels des points
rationnels non dégénérés? dans le schéma des arcs sont des « cylindres » de base noe-

thérienne S et de dimension infinie. Notons que ce théoréme est faux, en général,

2. SinSm(X) désigne le lieu non lisse de X, alors un arc est dit non dégénéré si vy ¢ £ (nSm(X))
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lorsqu’on considere des arcs dégénérés, c’est-a-dire entierement contenus dans le lieu
non lisse (voir par exemple [BS17c] et [CH16]). Dans différents travaux (voir [BS17b],
[BS17d], [BS19a]), D. BOURQUI et J. SEBAG ont montré que, méme si une infinité de
base pouvait convenir, il existait dans la classe d’isomorphie (des bases convenables)
un représentant naturel et que ce modele encodait les singularités du germe formel de
X au point base de . Si cet énoncé, enfin, vaut pour les points rationnels, il ne s’étend
pas en général a tout point du schéma des arcs %, (X) puisque, comme 1’ont prouvé
A. REGUERA ou T. DE FERNEX et R. DOCAMPO, pour d’autres points le complété
est noethérien.

Le premier travail dans cette veine contenu dans notre thése a consisté a étudier
le lien, ou plutdt I’absence de lien entre les nilpotents au voisinage formel d’un arc
non dégénéré et les nilpotents dans la complétion de ce voisinage formel. D un c6té,
si -y est un arc k-rationnel non dégénéré, D. BOURQUI et J. SEBAG ont suggéré dans
[BS17d] qu’il devrait y avoir un lien entre les nilpotents de la complétion O(g&m
et les singularités de X. D’un autre c6té, on sait également les fonctions régulieres
nilpotentes de %, (X ) contiennent de I’information sur les singularités de X. Il a été
montré dans [Sebl7, thm 1.2] que, si k est un corps de caractéristique nulle, et si €
est , par exemple, une k-courbe intégrale et localement d’intersection compléte, alors
¢ est lisse si et seulement si le k-schéma .2, (€) est réduit. L’existence de fonctions
régulieres nilpotentes au niveau du schéma des arcs semble donc, a plusieurs niveaux,
corrélée a I’existence de singularités sur la variété étudiée. En complément de ces
premieres observations, nous avons montré dans le théoréme 10.0.1 que les fonctions
locales nilpotentes au voisinage d’un arc non dégénéré y (c’est-a-dire les fonctions
nilpotentes de O ¢, (x) ) et les fonctions nilpotentes de la complétion de ce voisinage
(qui correspond au voisinage formel de ) ne sont pas reliées les unes aux autres.

Ce résultat était déja connu sur un corps k de caractéristique nulle lorsque 1’arc y
est un point stable 3 (voir [Reg09, Theorem 3.13] pour I’énoncé et [Reg06], [Reg09],
[FD17, section 11] pour la notion de point stable). Il était annoncé, sans preuve, dans
[FD17] que le théoreme [Reg09, Theorem 3.13] sur les points stables s’étendait en ca-
ractéristique positive, grace aux dérivations de Hasse-Schmidt. Par ailleurs, on pouvait
trouver dans [BS17b, Proposition 8.1] des considérations sur le nilradical de %, (X)-
lorsque  est un point rationnel non dégénéré. Ces divers énoncés nous ont conduit a
penser que le résultat [Reg09, Theorem 3.13] s’étendait pour des arcs, plus généraux
que des points stables et en caractéristique positive.

En utilisant, effectivement, les dérivations de Hasse-Schmidt et en particulier la

dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction (qui est une dérivation de Hasse-Schmidt sur

3. De fagon imagée un point du schéma des arcs est stable lorsqu’il est « gros », dans le sens ol il est
de codimension finie.
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I’algebre universelle de Hasse-Schmidt associée & un anneau) * , nous avons donné une
preuve fonctionnant pour tout arc non dégénéré sur un corps quelconque. Ce résultat
semble suggérer que la classe des arcs non dégénérés forme une classe intéressante
dans le sens ou1 I’on obtient un énoncé sur toute cette classe d’arc qui est faux sur les
arcs dégénérés (voir par exemple [BS17c]).

Enfin, on pourra citer comme corollaire de certains arguments utilisés dans la
preuve que, pour tout schéma réduit de type fini dont le schéma des arcs est irré-
ductible, 1l existe une identification naturelle entre les formes différentielles de torsion
les et fonctions nilpotentes de poids 1 du schéma des arcs, déja connue en caractéris-
tique nulle. Une question intéressante est alors de caractériser les classes de k-variétés
irréductibles (ou k est de caractéristique p positive) pour lesquelles le schéma des arcs
reste irréductible (en caractéristique zéro le schéma des arcs d’une variété irréductible

reste toujours irréductible par un résultat de [Kol73, Prop. 10, p. 200]).

Théoreme (BOURQUI-H.). Soient k un corps, X une k-schéma réduit de type fini,
L (X) le schéma des arcs de X et v un arc tel que v ¢ Lo (nSm(X)). Alors le nil-
radical de O ¢, (x) ~ est inclus dans le noyau du morphisme O ¢, (x) , — Og,(x) ~-

Il est naturel de se demander si I’inclusion donnée dans ce théoréme est une égalité.
D’apres [Reg09, Theorem 3.13 & Corollary 4.3], c’est une égalité si k est de carac-
téristique nulle et si -y est un point constructible non dégénéré du schéma des arcs,

appelé stable dans loc. cit.. Nous montrons également le résultat suivant :

Théoréme (BOURQUI-H.). Soit k un corps et X un k-schéma géométriquement réduit
de type fini admettant une résolution des singularités. Soit v € £, (X ) un point fermé
tel que vy ¢ Zo(nSm(X)). Alors le nilradical de O ¢, (x) ., coincide avec le noyau du

morphisme de complétion O ¢, (x)~ — Oz (x) 4

Un second travail dans I’étude des déformations infinitésimales des solutions for-
melles concerne les EDO d’ordre arbitraire. Dans [BS16], D. BOURQUI et J. SEBAG
ont montré que la notion de déformations infinitésimales, comme indiqué plus haut,
faisant encore sens dans le cadre différentiel. Il « suffit » en effet d’utiliser la carac-
térisation générale des voisinages formels en terme de déformations infinitésimales
appliquée au schéma des arcs et 1’adjonction entre le schéma des arcs et le schéma des
arcs différentiel.

Le résultat principal de [BS16] montre que 1’espace des déformations infinitési-

males d’une solution non constante d’une EDO d’ordre 1 s’identifie a un disque formel

4. La dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction est utilisée dans [BNS20, §7.6] pour construire un
adjoint a gauche du foncteur d’oubli qui envoie une algebre munie de dérivations de Hasse-Schmidt sur
son algebre sous-jacente. Nous n’avons pas trouvé d’autres occurrences de cet objet pourtant naturel dans
la littérature concernant le schéma des arcs. On pourra cependant se référer a la remarque 1.4.6.
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de dimension 1. (Notons que nous fournissons une preuve alternative de ce résultat au
chapitre 14.) L’objet de notre théoréme est la généralisation de [BS16] au cadre des
EDO d’ordre arbitraire et au voisinage d’une solution non singuliére > (voir théoréme
13.0.1.) En ordre supérieur, la situation est nettement plus compliquée, et une pre-
miere question était donc de savoir si cet espace de solutions allait rester noethérien.
Comme indiqué plus haut, une solution d’une EDO f¢ = 0, ou arc différentiel, peut
se définir comme un point d’un sous-schéma fermé du schéma des arcs algébrique as-
socié a I’équation algébrique f = 0 sous-jacente ®. Nous notons encore .5 ([ f¢]) ce
k-schéma. En tant que schéma affine, il fait donc encore sens de lui associer un voisi-
nage formel en un point vy, c¢’est-a-dire en un arc différentiel, que I’on définit comme
le k-schéma formel Spf(O ‘ZZ(E]M)' C’est a nouveau cet objet qui va paramétrer les
déformations infinitésimales différentielles (voir chapitre 13). La dimension de I’es-
pace tangent d’un tel objet en un point de cet objet géométrique est ce qu’on appelle
la dimension de plongement, que nous notons emb.dim. Nous montrons I’énoncé sui-

vant :

Théoreme (H.). Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f¢ = 0 une EDO algébrique
d’ordre n = 1. Soit y € k[[T']] une solution qui n’annule pas le séparant Sy. Alors
I’espace des déformations infinitésimales différentielles de f° en ~y est noethérien et
sa dimension de plongement majorée par n. Autrement dit, I’anneau O g/@])ﬁ est
noethérien et emb.dim(O ¢ ((f2)) ) < 1.

Soulignons que cet énoncé differe du théoreme de DRINFELD-GRINBERG-KAZHDAN
puisqu’ici I’espace de déformations infinitésimales est bien noethérien, et se rapproche
en ce sens d’énoncé du type [Reg09 ; FD17]. Notons enfin que pour un ordre arbitraire
cet espace n’est pas toujours un disque formel mais que des relations de contraintes
peuvent exister sur les coefficients des déformations, ce qui participe a complexifier
la situation. La preuve de ce théoreme utilise un point de vue géométrique relevant de
I’étude des voisinages formels et de leur espace tangent. Ces éléments sont présentés

dans le chapitre 12.

Exemple. Considérons par exemple I’équation différentielle f¢ = (y')* — 23%y" sur

un corps k de caractéristique nulle, et f = yi — 23y2y, le polynome (différentiel)
sous-jacent. Considérons la solution (7)) = T2. Soit (A, 9 4) une k-algebre locale
quasi-artinienne, c¢’est-a-dire tel qu’il existe un entier m € N tel que 9"} = 0 et que

A/, = k. Comprendre les déformations infinitésimales de f¢ au voisinage de ~

5. Dans ce cadre, cela signifie que la solution n’annule pas le séparant. Le séparant d’'une EDO f °
d’ordre n est la dérivée partielle de f° par rapport a la dérivée y™ de plus haut ordre dans 1’expression
de f°.

6. On peut également voir ce résultat a travers une adjonction (voir équation 11.1.1)
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revient a comprendre fonctoriellement en A 1’ensemble

{va(T) € MA[[T]] | f(v + va) = 0}.

En particulier, on peut montrer que la dimension de plongement en ~y est donnée par

la dimension de I’espace vectoriel

{’YE(T) € mk[s]/(e)Q [[T]] | f(fy + 76) = 0}

En utilisant la formule de Taylor sur f( + 7.) = 0, on peut montrer que cette dimen-
sion de plongement est également donnée par la dimension de 1’espace des solutions
de

Oy (F)V! + Oy (F)V. + 0o (f)7e = 0.

Si on note v, = Zizo ueyiTi, et en identifiant les coefficients dans la formule pré-
cédente, on peut montrer que la dimension de 1’espace des solutions de 1’équation

linéaire ci-dessus vaut 2.

Cependant, on peut montrer que 1’anneau (k:{y/}—/U’] ), n’est pas isomorphe a k[[ 11, T»]],

car si I’on cherche a calculer I’ensemble

{7e(T) € My [TI | (7 + 7)) = 0}

avec Ve = Y,-0Uci1", on peut montrer que I'égalité f(y + v.) = 0 impose les
relations uilui” 4 = 0. Tous les détails justifiant les affirmations de cet exemple sont le

ceeur de la partie VI.

Enfin, dans le cas de I’ordre 2 et des EDO bimonomiales, nous relions le précédent
théoréme au principe de décomposition irréductible de 1’idéal différentiel {f°} et de
I’existence de singularités essentielles expliqués plus haut. Précisément nous montrons

(voir chapitre 15 et théoréme 15.0.2) :

Théoreme (H.). Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f© = f(y,',y") = 0
une équation bimonomiale ” d’ordre 2 a coefficients constants. Soient d > 2 un entier
tel que v(T) = T? soit une solution de ’EDO f°. Si I'idéal différentiel parfait {f°}
posséde une solution singuliére essentielle®, alors la dimension de I’espace tangent
de lespace des déformations infinitésimales différentielles de f° = 0 en ~ vaut 1.

Autrement dit, sous nos hypothéses, emb.dim(O gj([f\a]m) =1

7. La notion d’équation bimonomiale est définie en 15.0.1.
8. La notion de composante singuliere essentielle est définie en 2.6.2
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Le manuscrit est organisé de la maniere suivante. La partie I est consacrée a des
préliminaires algébriques. Dans le chapitre 1, nous rappelons les concepts de base liés
aux aspects différentiels de I’algebre commutative (dérivations, formes différentielles,
dérivations de Hasse Schmidt), qui serviront au chapitre 2 oll nous présentons des
fondamentaux de 1’algebre différentielle, dont le théoréme des petites puissances de
RITT. Dans le dernier chapitre de cette partie, le chapitre 3, nous aborderons la notion
de complétion en algebre commutative. Cette notion est centrale puisqu’elle sous-tend
celle des voisinages formels qui sont a la base de certains des résultats importants de
cette these.

Dans une deuxieéme partie II nous nous intéresserons a la surdétermination des
systemes d’équations différentielles ordinaires linéaires. L'énoncé principal de cette
section est le théoréme 4.4.1 qui prouve que deux équations suffisent pour comprendre
les solutions d’un systeme d’EDO linéaires.

Dans une troisieme partie III nous abordons les questions a la fronticre entre la
géométrie tropicale et I’algebre différentielle. Dans un premier chapitre 5 nous défi-
nissons les notions d’algebres différentielles et tropicales nécessaires a I’énoncé du
théoreme 6.2.1, appelé théoreme fondamental de I’algebre différentielle tropicale par-
tielle, en particulier la notion d’évaluation d’un polyndme tropical en une solution.
Dans un second chapitre 6 nous y présentons la preuve du théoréeme 6.2.1.

Dans la quatrieéme partie V, nous présenterons dans un premier chapitre 8 la construc-
tion du schéma des arcs ainsi que quelques propriétés importantes pour notre propos.
Ensuite dans le chapitre 9 nous étudierons les voisinages formels de point ration-
nels du schéma des arcs en rappelant un théoréme de structure di & V. DRINFELD,
M.GRINBERG- D.KAZHDAN. Ce théoreme servira de modele a nos propres résultats
de structure sur les espaces de déformations infinitésimales des solutions des EDO
énoncés dans la partie VI. Enfin, dans le chapitre 10, nous présenterons le théoréme
10.0.1 qui calcule le noyau du morphisme de complétion de I’anneau local du schéma
des arcs en un point arbitraire.

Inspirés par le théoreme de V. DRINFELD, M.GRINBERG — D.KAZHDAN vu dans
la partie précédente, nous nous intéresserons dans la partie VI aux voisinages for-
mels de solutions de polyndmes différentiels. Nous y définirons dans le chapitre 11
le schéma des arcs différentiels, puis nous montrerons dans les chapitres suivants 12
et 13 que la notion de déformation y fait toujours sens et que nous pouvons définir la
notion d’espace tangent et de dimension de plongement. Finalement dans les chapitres
14, 15 nous démontrerons nos résultats sur la dimension de plongement des équations
différentielles d’ordre 1 (voir théoréme 14.0.1), et les équations d’ordre 2 (voir théo-
réme 15.0.2). Nous conclurons cette partie par des exemples présentés dans le chapitre
16.
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Notations, conventions

Cette section regroupe les notations qui seront utiles ou utilisées tout au long de

cette these. Cette partie complete I'index.

Tous les anneaux considérés seront supposés commutatifs et unitaires.

On note Mod 4 la catégorie des A-modules.

On note Dy, (A, M) I’ensemble des k-dérivations de A a valeur dans M.

On note (Qi1 Ik dg /k) le A-module des formes différentielles relatives (ou dif-
férentielles de Kihler) de A sur k.

On note Alg,, la catégorie des k-algebres.

On note Algdiff ;, py la catégorie des (k, D) algebres différentielles.

On note AP I’ensemble des constantes de I’anneau A pour la dérivation D.
On note HS’X/k la m-iéme k-algebre universelle de A.

On note [I] I’idéal différentiel engendré par I et {I} 1’idéal différentiel parfait
engendré par I.

On note en général For le foncteur d’oubli.

On note Vert X I’ensemble des sommets de X.

Val;(S) (voir défintion 5.3.1)

On note M la complétion (algébrique) de M.

On note Schy, la catégorie des k-schémas.
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Préliminaires algébriques
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Partie I,

Cette partie est dédiée a la présentation des différentes notions fondamentales d’al-
gebre au cceur de notre travail. Ces préliminaires se concentrent autour de I’algébre
différentielle et de la notion de complétion dans les catégories usuelles de I’algebre
commutative. L’algebre différentielle a été développée par J. F. RITT a partir des an-
nées 1930 jusqu’aux années 50. L’idée est de construire, a I'instar de ce qui existait
en géométrie algébrique a I’époque, une théorie algébrique permettant I’étude a la fois
qualitative et algorithmique des équations différentielles (ordinaires ou aux dérivées
partielles) polynomiales. Cette théorie, qui sous I’'influence de E. KOLCHIN, éleve de
J. F. RITT, s’est largement développée en intégrant les éléments de la théorie de Ga-
lois différentielle (dans un cadre arbitraire, non nécessairement linéaire), et constitue

aujourd’hui un champ d’investigations riche et au potentiel important.

Au premier chapitre 1 nous définirons les modules des dérivations et des différen-
tielles de Kahler sur un anneau commutatif. Ces notions constituent le socle nécessaire
pour aborder le chapitre 2 qui le suit et qui présentera a son tour les fondamentaux de
ce que I’on appelle algebre différentielle. Elles permettront également via la notion de
dérivations d’ordre supérieur (ou dérivations de Hasse-Schmidt) de donner une défi-
nition alternative d’une autre notion fondamentale de cette these : le schéma des arcs

(voir chapitre 8).

Dans le chapitre 2, nous donnons les définitions de base et présentons quelques-uns
des succes de 1’approche rittienne : les théoréemes de la base ou des petites puissances,
dus a Ritt-Raudenbusch et Ritt-Kolchin, seront par exemple utilisés dans la partie I1I
ou le chapitre 15, le théoreme d’irréductibilité de Kolchin, quant a lui, posseéde une
interprétation géométrique en terme de schéma des arcs et sera utile aux chapitres 8, 9
ou 10.

Le dernier chapitre de cette partie portera sur la notion de complétion algébrique
qui est au coeur des parties V et VI. Nous présenterons au chapitre 3 les définitions
élémentaires et les principales propriétés qui permettront d’aborder sans références

extérieures les résultats du chapitre 7.
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CHAPITRE 1

DERIVATIONS ET FORMES
DIFFERENTIELLES

La présentation de ce chapitre s’appuie ou s’inspire principalement sur [Laf77] et
des notes de D. BOURQUI et J. SEBAG.

1.1 Dérivations

1.1.1 Premieres définitions et exemples

Définition 1.1.1. Soit £ un anneau et ¢: k — A une k-algébre. Une k-dérivation a
valeurs dans un A-module M est la donnée d’une application k-linéaire D: A — M
telle que

Va,be A, D(ab) = aD(b) + bD(a) (1.1.1)

La condition 1.1.1 est appelée la régle de Leibniz . Remarquons également que
la k-linéarité de D ainsi que la régle de Leibniz impose que pour tout = € k, on ait
D(p(x)) = 0.

Un anneau A est naturellement muni d’une structure de Z-algebre par le mor-
phisme ¢: Z — A,n — nl,4. Une dérivation de la Z-algebre A dans M sera appelé
dérivation de A dans M.

On note Dy (A, M) I’ensemble des k-dérivations de A & valeur dans M. Lorsqu’il

n’y aura pas de confusion possible, on se permettra de noter D(A, M) cet ensemble.

Remarque 1.1.2. On déduit de la régle de Leibniz que pour tout entier n € IN*, et pour
touta € A,ona
D(a™) = na" 'D(a).

Par ailleurs, si s € A est un élément inversible, alors
D(as™ ') = (sD(a) — aD(s))s 2

Exemple 1.1.3. L’application nulle 0: A — M, a — 0j/ est une dérivation que 1’on

appelle la dérivation nulle ou dérivation triviale.
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Partie I, Chapitre 1 — Dérivations et formes différentielles

Exemple 1.1.4. Soit I un ensemble d’indice non vide. Soit k£ un anneau. Pour tout
élément ¢ € I, on note Ox,, la dérivée partielle de I’anneau de polynéme k[(X;)icr]
par rapport a X;. Pour tout élément i € I, la dérivée partielle Ox, est une k-dérivation
de k[(X;)ier] dans k[(X;)ier] (muni de sa structure triviale de k[(X;);er|-module).

Définition 1.1.5. Soit k& un anneau. Soit A une k-algebre et M un A-modules. Soit D
une k-dérivation de A dans M. Une constante pour D est un élément a € A tel que

D(a) = 0.0n note AP I’ensemble des constantes pour D.

On remarque que, pour toute k-dérivation D, I’ensemble AP est une sous-algebre
de la k-algebre A. Si I’anneau A est un corps, alors 1’anneau A” est un sous-corps de
A.

Exemple 1.1.6. Soit k& un anneau et A une k-algébre. Soit M un A-module. Soit
D — Ala R-dérivation triviale. Alors AP = A.

Exemple 1.1.7. Soit I un ensemble d’indice non vide. Soit k£ un anneau. Pour tout

élément ¢ € I, on note I; ’ensemble I\{i}. Alors pour tout élément i € I on a
KI(X))jer] ™ = kL(X))jer,].

Lemme 1.1.8. Soit k un anneau, A une k-algébre, M un A-module et G < A une
famille génératrice pour la k-algébre A. Une k-dérivation D de A dans M est déter-

minée par les éléments D(qg), ou I’élément g parcourt G.

Démonstration. Soita € A.Par hypothese il existe g1, -+ , g, € Get P € k[ X1, -+, X,,]
tel que a = P(g1,- -+ , gn). En appliquant la régle de Leibniz 1.1.1, on remarque que

n

D(a) = Y\ (2x,P)(g1,- - ,gn)D(gi).
=1

Ce qui conclut la preuve. O

1.1.2 La structure de module sur I’ensemble des dérivations

On peut munir Dy (A, M) d’une structure de A-module. Plus précisément la struc-
ture de groupe est donnée par la loi suivante. Soit Dy, Dy € Dy (A, M), on peut définir
Dy + Dy: A— M,a— Di(a) + Ds(a).Sia,be A, onaalors

(D1 + D3)(ab) = Di(ab) + Da(ad)
aDq (b) + ng(a) + aDy (b) + ng(a)
Q(Dl + Dg)(b) + b(D1 + Dg)(a)
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1.1. Dérivations

La dérivation triviale constitue I’élément neutre de ce groupe, et pour D € Dy (A, M),
la dérivation —D: A — M,a — —D(a) est ’opposé de D. Muni de ces lois, le
groupe Dy,(A, M) est un sous-module du A-module M.

Si {gi }ier est un systeme générateur de la k-algebre A, on remarque que 1’applica-

tion
Di(A,M) — M!

D = (D(g:))ier

est A-linéaire et injective d’apres le lemme 1.1.8.

(1.1.2)

Exemple 1.1.9. Soit I un ensemble non vide. Soit k£ un anneau. On note A := k[(X;);er]
I’anneau des polyndmes en plusieurs variables. Alors on remarque que I’application
A-linéaire M — Dy (A, M) défini par (m;)icr — ;e Ox; (-)m; est une bijection .
Remarquons que cette application est bien définie, méme si I est infini car un élément
de A est annulé par toutes les dérivations partielles, sauf un nombre fini. Linverse
de cette application est ’application définie en 1.1.2 (avec M = A). Dans le cas ou
M = Aetsi I est fini de cardinal n on en déduit que le A-module Dy (A, A) est libre

de rang n, une base étant donnée par (0x; )ier-

Soit k' une k-algebre. Soit A’ une k’-algebre, M’ un A’-module. On note A := Ai k
(respectivement M) la k-algebre (respectivement le A-module) obtenu a partir de
A’ (respectivement de M’) par la restriction des scalaires de k' a k. Alors toute &’
dérivation D € Dy/(A’, M’) est une k-dérivation de Dy (A, M|4). En d’autres termes,
on a une inclusion Dy (A", M') = Dy, (A, M|4).

Soit k£ un anneau et A une k-algebre. Soit ¢: A — B un morphisme d’algebres.
Soit M un A-module et N un B-module. Soit D € Dy (A, M) une k-dérivation. On dit
qu’une k-dérivation D’ € Dy (B, M) est une extension de la k-dérivation D s’il existe

une application A-linéaire f: M — N qui rend le diagramme suivant commutatif :
AL M
; lf

B-P.N.

1.1.3 Fonctorialité

Soit M et N deux A-modules et f: M — N un morphisme de A-modules. Soit
D € Dy(A, M) une R-dérivation dans M. L’application foD: A — N est R-linéaire,
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car composée de deux applications k-linéaires. Par ailleurs, pour a,b € A, on a

foD(ab) = f(aD(b)+bD(a))
= [f(aD(b)) + f(bD(a))
= af(D(b) +bf(D(a)).

Ainsi f o D € Di(A, N). Onnote Di(f) = fo D.

Proposition 1.1.10. Soit k un anneau. Soit A une k-algeébre et M, N deux A-modules.
Soit également f € Hompngoa , (M, N). Alors la donnée de M — Dy(A, M) et
de f — Dy(f) induit un endofoncteur (covariant) de la catégorie Mod 4 des A-

modules. Ce foncteur est exact a droite.

Démonstration. La donnée de Dy (A, -) définit bien un foncteur car la composition
a gauche est fonctorielle. Par ailleurs ce foncteur est exact a droite car le foncteur
Homap (A4, -) Iest. O

Une question naturelle est de savoir si ce foncteur est représentable (voir [KS06,
def 1.4.8 p 25] pour la définition de foncteur représentable). La réponse est positive et

demande I’introduction des formes différentielles.

1.2 Formes différentielles

Soit k£ un anneau et A une k-algebre. On considére I’application k-bilinéaire sui-
vante mg: A x A — A, (a,b) — ab. D’apres la propriété universelle du produit
tensoriel, I’application m se factorise par A ®;, A. Il existe une unique application

k-linéaire 1 4: A ®; A — A de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

Ax A4 A (1.2.1)

=

A®, A

On note .#4 = Ker(p4). On remarque que pour tout a € A, I’élémenta® 1 — 1®a €
A ®j. A est dans le noyau de 4.

On note i1: A — A ®; A (respectivement i9: A — A ®; A) le morphisme de
R-algebre défini par a — 1 ® a (respectivement a — a ® 1).

On remarque le morphisme p 4 induit un isomorphisme de k-algeébres AQp A ~ A
et, que pour tout élément a € A, on aij(a) = iz(a) mod 4.
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1.2. Formes différentielles

Lemme 1.2.1. Soit k un anneau. Soit A une k-algébre. Soit G = (g;)ier une famille
génératrice de la k-algébre A. Alors la famille (1 ® g; — g; ® 1);e1 engendre 'idéal
F4.

Démonstration. Soit z = )| ;T ® y; un élément de I’idéal 4. On peut réécrire z

sous la forme
e=Q1y) @1+ ) (7, @ N(1®y; —y; ®1).
J J

Par hypothése pa(2) = 0, ainsi }; zjy; = 0. En particulier 2 s’écrit alors sous la
forme
2= @01y -y ®1)
J

donc la famille (1 ® y — y ® 1)yeca engendre I’idéal .74.

De plus, on remarque que pour tout couple d’éléments (y,y’) € A2, on a la relation

suivante :
1®@wy)—wy)R1l=10y)1eY -y +(1®y)(1Qy—y®1).

Puisque, pour tout élément y € A, il existe n € N et une famille presque nulle
(by)venn d’éléments de k tels que y = > nn big”, I’équation précédente montre que
I’idéal engendré par la famille (1®g¢; —g;®1);er contient la famille (1Qy —y®1)yea,
ce qui conclut. O

Rappelons le fait général suivant; pour tout idéal I d’un anneau B, le B-module
I/I? est muni d’une structure naturelle de B/I-module. En effet, pour tous =,y € B

tels que 2 — y € I et pour tout 7 € I/I?, on remarque que
2T = &L =y = yr mod I

Notons que si G est un sous-ensemble de I, I'idéal de B engendré par GG coincide
modulo 1?2 avec le B/I sous-module de I/I? engendré par G.

Dans notre contexte, on en déduit une structure de (A®y A/.#4)-module sur le AQ
A-module .#4/.#3. A I’aide de isomorphisme A®y A/.#4 ~ A défini précédemment,
on munit .#4/.#3 d’une structure de A-module qui est notée 9114 Ik Plus précisément
pour tout a € A et z € ¥4, la multiplication scalaire de la classe de x dans .74 /fj
est donnée par

a-z=(@®1l)-z=(1®a)-r mod 73
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On définit alors I’application

dA/k: A — jA/ﬂj
a — 1®ae—a®1l.

Définition 1.2.2. Soit k un anneau. Soit A une k-algébre. Le couple (€2 sk da /i) est
appelé le A-module des formes différentielles relatives (ou différentielles de Kéhler)
de A sur k.

Pour tout a € A, on notera en général d(a) ou da I'image de a par d 4, lorsqu’il
n’y aura pas d’ambiguité sur A et k. On déduit directement du lemme 1.2.1 le lemme

suivant :

Lemme 1.2.3. Soit k un anneau, A une k-algébre et G < A une partie génératrice
de A comme k-algébre. Le A-module (2114 Ji; €5t engendré par la famille (dg)g4ec. En
particulier, si la k-algébre A est de type fini, alors le A-module 9}4 Ji; €St de type fini.

En particulier, pour tout élément w € 9}4 Ik il existe un entier n € N et des
éléments ay,--- ,a, € Aetby,---b, € Atels que w = >, a;d(b;). Le lemme

suivant va nous permettre de montrer que d 4, est une k-dérivation.
Lemme 1.2.4. Soit k un anneau. Soit A une k-algébre et p: k — A le morphisme
structural.
1. Pour tout élément x € k, on a d(p(z)) = 0.
2. Pour tout couple a,be A% onad(a+b) = d(a) + d(b).
3. Pour tout couple a,b € A% onad(ab) = a-d(b) +b-d(a).
Démonstration. Les deux premieres propriétés découlent de la définition de d, de la

k-bilinéarité (respectivement 1’additivité) du produit tensoriel.

Pour prouver la derniére propriété, prenons a, b € A. Alors, on a

d(ab) 1® (ab) — (ab) ®1 mod #3
= a®1- (1®b-b®1)+1®b- (1®a—a®1) mod 3

a-d(b)+b-d(a)

1.2.1 Une description alternative des formes différentielles relatives

Soit k£ un anneau. Soit A une k-algebre et ¢: k — A son morphisme structu-

ral. Nous allons donner une description alternative du A-module Qh I Définissons

32



1.2. Formes différentielles

d’abord le A-module (A, k) comme le quotient du A-module libre @, 4 Ae,, par le

sous-module engendré par les éléments suivants :

(ega(x)>m€k
(€atb — €a — €b)a,beA (1.2.2)

(€ap — @€y — beq)q pea

Si @ € @ueade,, on note [a] sa classe dans le A-module Q(A, R). On note
da/k: A — Q(A, k) 'application définie par a — [e,].

Proposition 1.2.5. Soit k un anneau. Soit A une k-algébre et p: k — A son mor-
phisme structural. L’application A-linéaire 0: Q(A, k) — Qh/k définie par [eq] —
dask (a) est bien définie, surjective, et rend le diagramme de k-modules suivant com-
mutatif.

0
QA k) —= QY ,

5A/kT TdA/k

A A

id

Démonstration. Le lemme 1.2.4 prouve que 6 est bien défini. La commutativité du
diagramme se déduit de la définition de 4/, et de 6. D’apres le lemme 1.2.3, 1a famille

(da(a))aca engendre le A-module QY Ji.- Alnsi 0 est surjective. O

Remarque 1.2.6. On prouvera plus tard, dans la proposition 1.3.2 que € est un isomor-
phisme de A-modules en montrant que les couples (2(A, k), d41) et

Q4 sk da /) satisfont la méme propriété universelle.

Le A-module 9}4 Ik possede plusieurs propriétés fonctorielles. Soit f: A — B le
morphisme de k-algébres. Soit (a;); € AN et (a;); € AN deux familles presque nulles
de A. Alors cela induit un unique morphisme de A-modules 9}4 i Q}B Ik défini par

En effet, si ’on garde les notations de 1.2.1, on vérifie que f(.#4) < .p. Ainsi la
propriété universelle du passage au quotient implique 1’existence de ce morphisme. La
A-linéarité de ce morphisme se déduit du lemme 1.2.4. Par I’extension des scalaires

ce morphisme induit un unique morphisme de B-modules
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Partie I, Chapitre 1 — Dérivations et formes différentielles

Soit (b;);, (5i)i € B deux familles presque nulles de B. On a alors un unique mor-

phisme de A-modules Q}B e Q}B /A défini par
D bidp(Bi) = Y bidpa(Bi)
i i
qui induit une suite exacte de B-modules :

Qjp ®a B — Q. — Qpja — 0.

Soit A une k-algébre, I un idéal de A et B = A/I. Mentionnons une propriété
importante des différentielles. Soit a € I, alors 1’élément d 4 /k(a) ®1lp € 9}4 Ik ® B
dépend uniquement de la classe de 1’élément a modulo I2. En effet soit @’ € I tel que

a — a' € I?. Ainsi par le lemme 1.2.4,0n a:

dA/k(CL — CL,) e I
dajpla—ad)®1p = 0
dak(a)®1p = dap(d) ®1p.

Ainsi I’application 6: I/I? — Qh/k(@B définie par @ — d 4/, (a)®1p est bien définie.
Cette application est également B-linéaire. En effet, par définition de la structure de
B-module sur I/I2, pour tout élément a € I et tout élément o € A, on a d’apres le

lemme 1.2.4 :

d(aa) = dyp(aa)®@1p

(adyi(a)) ®1p + (adyp(a)) ® 1B
- (dak(a) ®1p) +dap(a) ®a
a-(da/p(a)®1p).

Finalement, on vérifie que ce morphisme induit la suite exacte suivante

/-0, @ B—0}, —=0. (12.3)

1.3 Représentabilité du foncteur de dérivation

Définition 1.3.1. Soit £ un anneau. Soit A une k-algebre. Soit M un A-module et soit
d € Di(A, M). Le couple (M, d) est appelé k-dérivation universelle si, pour tout A-
module N et pour toute k-dérivation D € Dy (A, N) il existe une unique application
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A-linéaire tel que le diagramme suivant soit commutatif

AP o N (1.3.1)

d
M

7
/7
v
O f

En d’autres termes une k-dérivation universelle est un couple représentant le fonc-
teur Dy (A, -). On en déduit que si elle existe la k-dérivation universelle est unique (2

isomorphisme unique de A-modules pres).

Proposition 1.3.2. Soit k un anneau et A une k-algébre. Le couple () sk da /i) est
la k-dérivation universelle. Le couple (2(A, k),64,) est également la k-dérivation
universelle (voir définition de la sous-section 1.2.1). En particulier Qh/k et QA k)

sont isomorphes en tant que A-modules.

Démonstration. Onadéja vu dans le lemme 1.2.4 que d 41, est un €lément de Dy, (A, 9}4 /k).

Soit N un A-module et D € Dy (A, N). Parle lemme 1.2.3, la famille (d 4 /1, (@))aca
engendre le A-module Qh Ik Ainsi pour toute application A-linéaire f: 9}4 K N,
la commutativité du diagramme 1.3.1 (pour M = Qi‘ i et d = dpyy) est équivalent a
la fomule :

Vae A, f(das(a)) = D(a). (1.3.2)

Ceci montre en particulier qu’il existe au plus une application linéaire f: Q}A e N

satisfaisant I’équation 1.3.1.

Commengons par construire une application de A ® A vers A @ N. On considere

sur le A-module A @ N I’application A-bilinéaire définie par
((avm)7 (b7 n)) = (aba a-n+b- m)

Cette application munit le A-module A @ N d’une structure de A-algebre (et donc de
k-algebre par restriction des scalaires). Ainsi I’application k-linéaire D’: A - A@ N
définie par a — (a, D(a)) devient, pour la structure d’anneau, un morphisme de k-
algebres. On note i: A — A @ N le morphisme d’inclusion donné par a — (a,0).
C’est un morphisme de A-algebres (et donc de k-algebres). Ainsi par la propriété
universelle du produit tensoriel des k-algebres il existe un morphisme de k-algebres
g:=D'®i: AQ A — A® N qui satisfait pour tout couple d’éléments (a, b) € A>
la formule :
g(a®b) = D'(a)i(b) = (ab,bD(a)).
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Pour tout élément a € A remarquons que
9g(a®1—-1®a) = (a,D(a)) — (a,0) = (0, D(a)). (1.3.3)

Puisque d’apres le lemme 1.2.1 ’idéal .#4 est engendré par les éléments de la forme
a®1—1® a et que g est un morphisme de k-algebres, on en déduit de 1’équation
1.3.3 que g(.#3) = 0.

En composant avec le morphisme de projection A@N — N le morphisme g induit
un morphisme de k-modules f: Q}4/k = ¥4/ F3 — N.Dapres Iéquation 1.3.3 et
la définition de d 41, ’application f satisfait I’équation 1.3.1. Il reste a prouver que f
est A-linéaire.

D’apres le lemme 1.2.3, le A-module JA/Jj estengendré par (a®1—1®a)qea.

D’apres I’équation
a-r=(@a®1l)-z2=(1®a)-r mod .73

qui décrit la structure de A-module sur .#4/.#3, on doit seulement montrer que pour

touta,be A,ona
G(b®1)(a®1—1®a)) = (0,b- D(a).

Mais on a

g((b®1D(a®1-1®a)) = gba®1—->b®a)
(ba, D(ab)) — (ba,a - D(b))
(0,b- D(a))

Ce qui conclut la preuve pour le couple (€2} i da Jk)-

Montrons maintenant que le couple (2(A, k), J4/;) est également la dérivation
universelle. La preuve sera plus simple par construction du couple. D’apres les équa-
tions 1.2.2, I’application ¢ 4, est un élément de Dy, (A, (A4, k)). Soit N un A-module
et D € Dy(A, N). Par construction la famille (d,4/;(a))sca engendre le A-module
Q(A, k). Ainsi pour toute application A-linéaire f: Q(A, k) — N, la commutativité
du diagramme 1.3.1 (avec M = Q(A, k) et d = d 4/;)) est équivalent a la propriété

Vae A, f(6as)(a)) = D(a). (1.3.4)

Ceci montre en particulier qu’il existe au plus une telle application A-linéaire f.
L’existence de f découle de la construction de 9}4 Ik le fait que D est un élément

de Dy (A, N) et le théoreme de factorisation dans la catégorie des A-modules.
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Ce qui conclut la preuve. O

Théoréme 1.3.3. Soit k un anneau et A une k-algébre. Le foncteur Dy (A, -) est re-
présentable dans la catégorie Mod 4 par les dérivations universelles (9}4 I dg /k).

Pour tout A-module M, on un isomorphisme naturel de A-modules

Hompgoda , (24 ko M) — Di(A, M) (1.3.5)
défini par f — [ ody.
Démonstration. La seule affirmation qui n’est pas comprise dans la proposition 1.3.2

est que I’application f — f o d4/p est A-linéaire, ce qui se vérifie aisément. O

1.4 Dérivations de Hasse-Schmidt

Cette section est inspirée de [Voj07], a I’exception de la partie concernant la déri-
vation de Hasse-Schmidt d’adjonction qui vient de I’article dont est issu le chapitre 10
ainsi que de [BNS20].

Définition 1.4.1. Soit k£ un anneau, soient f: kK — A et k — R des k-algebres et

soit m € N U {oo}. Alors une dérivation supérieure (ou dérivation de Hasse-Schmidt)

d’ordre m de A vers R sur k est une famille (Do, -, D,,) ou Dy: A — R estun
morphisme de k-algebreset D1, - - -, D,,: A — R sont des morphismes de k-modules
tels que

1. Di(f(a)) =0pouracketi=1,---,m

2. (Regle de Leibniz) pour x,y € Aettoutk =0,--- ,m

Dy(zy) = Y] Di(x)Dj(y). (14.1)
i+j=Fk

Soit m € N U {co}. Par convention, si m = oo, on dira que R[[t]]/(t™!) =
R[[t]]. Une dérivation de Hasse-Schmidt de A vers R d’ordre m peut également se
voir comme un morphisme de k-algebres HS: A — R[[t]]/(#™!). En effet, a une
famille (D;)o<i<m Vérifiant les propriétés de la définition 1.4.1, on fait correspondre

le morphisme de k-algebre

HS: A — R[[t]]/@™)
a — Y"oDi(a)t.
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Réciproquement 2 un morphisme HS: A — R[[t]]/(#™) de k-algebres (ot 1’on note
HS(a) = >, HS;(a)t") on déduit une famille (D;)o<i<m. donnée par D; = HS;.
Ces deux constructions sont réciproques 1’une de I’ autre.

Lemme 1.4.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit R une k-algébre et A €

Dery(R) une k-dérivation de R. Le morphisme

exp(At): R —

P

4]

R[
A'( f

est un morphisme de k-algebres.

Démonstration. La k-linéarité découle directement de la k-linéarité de la dérivation A.
La suite de la démonstration de ce lemme va nécessiter la régle de Leibniz généralisée :

soient f, g € R, alors

AW(F)AR)(g)
; El(i — k)!

On procede par récurrence sur ¢. Le résultat est clair pour ¢ = 0, on le suppose alors

vrai pour un certain rang ¢ = 0.

Ces calculs prouvent que le résultat est vrai au rang ¢ + 1, donc le résultat est vrai

pour tout entier i. A I’aide de ce lemme, montrons que le morphisme exp(At) est un
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morphisme d’anneaux. Soient f, g € R, alors

() i
exp(A)(fg) = 2 ATfo)t"

O

Pour toute k-algebre R et pour tout m € N u {0}, on peut définir le foncteur qui

va de la catégorie des k-algebres Alg; dans la catégorie des ensembles Ens
R — Homaig, (A, R[[t]]/(t""1)).

Ce foncteur est représentable et nous renvoyons aux notes de VOITA [Voj07] pour les

démonstrations des propriétés que nous allons énoncer.

Définition 1.4.3. Soit £ un anneau, f: £ — A un morphisme de A-algebres et m €
N U {o0}. On définit une A-algebre HS") Jj, comme le quotient de I’algebre de poly-

nomes A[a:( )] z€A,i=1,... m par I'idéal I engendré par I’union des ensembles :

{(z+9)®@ =20 -y . g yedi=1,--,m} (1.4.2)
{(f(@) :aeki=1,---,m} (1.4.3)
{(zy)®) — Z 2Dy xye A k=0,---,m} (1.4.4)
i+j=k
ot I’on confond z(9) avec x, pour = € A (et que I’on interpréte i = 1, --- ,m comme

i € Z~q lorsque m = oo par I’abus de notation usuel). On appelle HS' Tk la m-ieme
k-algebre universelle de A .

On définit de plus la dérivation universelle (do, - - - , di) de A dans HS'), comme
di(z) = 2(® mod I. Comme on I’a remarqué précédemment cette dérivation corres-
pond a la donnée d’un morphlsme de k-algebres HS'MV: A — HS, [[t 17/,
définie par z +— > ¢ mod 1.

L’ objet ainsi produit HS'Y /), estune A-algebre

Hsumv s
s: A= HS, [[t]]/(t" 1) == HST

qui peut aussi étre vue comme une k-algebre via f. C’est également une A (ou k)-
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algebre graduée par le poids, ot le poids de d;x est i. Par exemple, on a HS?4 e = A
et HS}L‘/k = @d}@SdQA/k.

Remarque 1.4.4. Pour 0 < i < j < 00, on a des morphismes de A-algebres graduées
fij: HSfLVk — HSQ/,C. Pour 0 < ¢ < j < k < oo, ils satisfont f;;, = fjx o fij, et
fia = idHSf;/k‘ On a ainsi un systéme inductif et HS, = lim HSY),

Proposition 1.4.5. Soient k — A et k — R deux k-algébres et soit m € N u {o0}.
Etant donné un morphisme de k-algébres 1: A — R[[t]]/(t™*1), il existe un unique
morphisme p: HS')), — R, qui induit un morphisme de k-algébres ¢: HS{ ), [t/ @™+ —

R[[t]]/(t™ 1) tel que le diagramme suivant commute

A— - R[)/(em Y

HSpHY -
©

HST[[]/™ )
En particulier le couple (HSZL/,C, HSYYY représente le foncteur
R — Homayg, (4, R[[t]]/(t™")).

Notation. Dans la suite, pour simplifier les notations, on se permettra de noter HS 4/,
pour HSf/k.

Par ailleurs, pour toute k-algebre R, on notera
6(R) : HomAlgk (A, R[[t]]) — HomAlgk (HSA/k, R)

On introduit maintenant un nouvel objet, la dérivation de Hasse-Schmidt d’adjonc-
tion HS*! qui sera utile au chapitre 10. Pour cela, considérons le morphisme ¢ défini

comme la composée des morphismes suivants

HSuniv t—t+u
p: A=——=HS 4 [[t]] —= HS 4 [[t]][[u]]-
Par la propriété universelle, on déduit de : A — HS 4 [[t]][[]] un morphisme de
k-algebres HS*: HS 4 i — HS 4 [[t]] que I’on appelle dérivation d’adjonction .

Remarque 1.4.6. Comme il I’a été signalé par un referee anonyme a propos de ’article
dont est issu la partie 10, la dérivation d’Hasse-Schmidt d’adjonction peut-€tre vu
comme un exemple de prolongation, une notion qui apparait fréquemment dans 1’étude
des espaces de jet en géométrie différentielle. Un exemple typique est le relevement

d’une courbe lisse sur une variété a un espace de jet ou d’arc sur cette méme variété

40



1.4. Dérivations de Hasse-Schmidt

(voir par exemple [Dem97, §4]). En suivant ce point de vue, la dérivation de Hasse-

Schmidt d’adjonction est une prolongation de 1’arc universel.

Proposition 1.4.7. Avec les notations précédentes, le diagramme suivant est commu-
tatif

ad
HS 2> HS 41 [[1]]

A

Démonstration. On a défini un morphisme HS*4: HS 4 /e — HS 45 [[t]]. Par ailleurs,

d’apres la propriété universelle de HS 4 /1, le diagramme suivant est commutatif

e(HS
Hom(A, HS ;  [[1]]) o)

HOm(HSA/k, HSA/k)

Hsad[[tﬂoi

lHSado
Hom (A, HS 4 [[t]][[w]]) (S

Hom(HS 41, HS 41 [[]])

On considere le devenir de HS™" e Hom(A, HS A/kl[t]]) par ce diagramme, on

obtient que
HS™ 0 e(HS 4/3,) (HS™™) = e(HS 44 [[¢]]) (HS™[[]] 0 HS"™)

Cependant, par construction e(HSA/k)(HS“niV) = idms,, et e(HS4[[t]])(p) =

HS*. En particulier, on en déduit que

e(HS 4/ [[t]])(0) = e(HS a5 [[1]]) (HS™[[¢]] 0 HS™™)

soit encore que
¢ = HS*[[t]] o HS™",

Par ailleurs, la composée des morphismes suivants
Hsuniv t—t+u s
A=—HS 4 [[t]] —= HS 4[[t]][[u]] R HS 4. [[u]]

est égale 2 HS"™V, et la composée de

A HS 4 4 [[1] Ld[[i]]HS,ax//lc[[t]] [[u]] == HS 4 [[u]]

est égale a la composée de

univ —s ad
AT HS 4 [[t] % HS 44 RSN HS 4 [[u]]-
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Ainsi
HSWY — (t—0)op=(t—0)o HSad[[t]] o HS™V — HS?d 5 5

ce qui est bien la commutativité du diagramme désirée. O

Proposition 1.4.8. Pour a € A, si I’on note HS*(a) = 20 HS2(a)t* alors HS3 =
idus , e
Démonstration. La preuve est du méme type que précédemment, il s’agit de considé-

rer le bon diagramme. Si I’on s’intéresse au devenir de € Hom (A, HS 4 [[]][[u]])

dans le diagramme

Hom (4, HS 1 1] [u]])

(tHO)o\L
Hom (A, HS 45 [[u]])

Hom(HS 41, HS 41 [[]])

i(tHO)O

e(HS
) Hom (HS 41, HS 4/)

on en déduit que

(t = 0) 0 e(HS /[[t]]) (0) = e(HS ) ((t = 0) © ).

Or, par définition, on a e(HS 4/;[[t]])(¢) = HS™, (t — 0) o ¢ = HS"™V et
e(HS 4/,)(HS"™) = idms, , - Ainsi

HS§! = (t — 0) o HS* = idus, ,

O]

Définition 1.4.9. Soit k£ un anneau et A une k-algébre. On suppose que A est muni
d’une dérivation de Hasse-Schmidt d’ordre infini au dessus de k& (ce qui correspond a
la donnée d’un morphisme d’anneau HS: A — A[[t]]). On suppose que HSy = id 4.
Soit  un idéal de A.

1. On dit que I est un HS-idéal , si pour tout a € A, on a HS(a) € I[[t]].

2. Soit F un sous-ensemble de A. On appelle HS-idéal engendré par E et on note

[ Elus I'intersection de tous les HS-idéaux de A contenant E.
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CHAPITRE 2

ALGEBRE DIFFERENTIELLE

Dans ce chapitre, nous introduisons les fondamentaux de 1’algebre différentielle et
quelques résultats s’inscrivant dans I’approche de J. F. RITT et E. KOLCHIN de I’étude
algébrique des équations différentielles polynomiales. L’idée de ce point de vue est de
considérer la donnée d’un anneau (ou d’une algebre) munie d’une dérivation (cf. dé-
finition 1.1). Cet ajout de structure permet d’obtenir différents résultats (algébrique)
de structure, applicables a la fois a 1’étude qualitative des équations différentielles et
a la mise d’algorithmes de résolution. Apres un survol des notions de base dans la
section 2.1, nous établirons un lien entre la structure algébrique et différentielle dans
la section 2.2 a travers des foncteurs d’adjonctions. Ces adjonctions seront utiles lors-
qu’il s’agira de faire le lien entre le schéma des arcs et le schéma des arcs différentiels
dans le chapitre VI. Nous présentons ensuite quelques résultats fondamentaux de 1’ap-
proche rittienne, dont le théoréme de la base de Ritt-Raudenbush (théoreme 2.4.5), le
théoreme d’irréductibilité de Kolchin (théoreme 2.4.8) ou le théoreme des petites puis-
sances (théoréme 2.7.3), plus connu sous le nom de « low power theorem », qui seront

utiles dans nos chapitres suivants.

Nous avons principalement utilisé pour cette présentation les sources suivantes [Kol73;
Rit50; Kap76].

2.1 Le formalisme de base de I’algebre différentielle

Définition 2.1.1. Un anneau différentiel (R, D) est la donnée d’un anneau commutatif
unitaire R ainsi que d’un ensemble D = {d1,...,d,,} formé de m > 1 dérivations
qui commutent deux 2 deux. Autrement dit, pour tout couple d’éléments (a,b) € R?

et tout couple de dérivations (8, 0’) € D, on a les propriétés suivantes :
1. 5(a+b) =d(a) +6(b);
2. §(ab) = ad(b) + bd(a);
3. (66')(a) = 6(d"(a)) = &'(6(a)) = (6'0)(a).
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On note © le monoide libre engendré par D. Si J = (j1,. .., jm) est un élément du
monoide ZZ, = (ZZ, +,0), onnote ©(.J) = 89V ... 8Im I opérateur dérivé défini par
J. Si a est un élément de R, alors O(.J)a est un élément de R obtenu en appliquant
I’opérateur dérivé O(J) sur a. On peut aussi le noter a #1.qd OU 00 Cet élément

sera appelé dérivée de a. L’ordre de ©(J) est I'entier ;" | ji.

L’exemple fondamental que nous utiliserons dans la plupart des chapitres suivant
est le cas d’un anneau R muni d’une unique dérivation §, c¢’est-a-dire D = {¢}. C’est

I’exemple le plus simple de ce qu’on appelle anneau différentiel (non trivial).

Exemple 2.1.2. 1. Un anneau R peut étre vu comme un anneau différentiel en
le munissant de la dérivation nulle. On note alors (R, 0) ’anneau différentiel

correspondant.

2. Soit R un anneau de caractéristique nulle, alors R[[7']] est naturellement muni
d’une dérivation op définie par : dp(a) = 0 pour a € R et op(T) = 1. Si,
de plus, R est une k-algebre, alors (R[[T]], 0r) est naturellement une (k,0)-
algebre différentielle.

3. Soit £ un ensemble non vide. Si k est un corps et n un entier naturel, on définit

I’anneau différentiel k{X,, e € E} comme I’anneau des polyndmes
k[X.;, ee E jeNIJ.

muni de la k-dérivation A(z; ;) = x; j4+1. On appelle (k{X.,e € E},A) I'an-
neau des polynémes différentiels en les variables X, et ses éléments sont appe-

1és des polynomes différentiels. (Cf. section 2.2).

4. Soit k un corps. L’anneau des polyndmes k[z1,...,x,] muni de I’ensemble
D ={0s,,..., 0y, } définit un anneau différentiel.

5. Soit k un corps. L’anneau des séries formelles k[[z1,...,2,]] muni de I’en-
semble D = {0y, ..., Oy, } définit un anneau différentiel.

Soient (Ry, Dy) et (R, D2) deux anneaux différentiels tel que le cardinal de D et
Dy, soient finis et égaux. On suppose que Dy = (01, ,0y) et Dy = (dy,- - ,dp).
Un morphisme d’anneaux ¢: R — R est appelé morphisme d’anneaux différentiels

si, pour tout élément a € Ry et tout élément §; € D1, la formule suivante est vérifiée :
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Cette égalité est également décrite par la commutativité du diagramme suivant :

Ry —= Ry

Si un anneau différentiel (R2, D2) est muni d’un morphisme d’anneaux différentiels
¢: R1 — Ry, ondiraque (Re, Dy) estune (R, D1)-algebre différentielle . Si (k, Dy)
est un anneau différentiel et (R, D1), (R2, D2) deux (k, Dy)-algebres différentielles,
un morphisme d’anneaux différentiels ¢ : Ry — Ry est un morphisme de (k, Dy)-
algebres différentielles si ¢ est un morphisme de k-algebres pour les structures sous-

jacentes. On note Algdiff ;, p, la catégorie des (k, Do) algebres différentielles.

Exemple 2.1.3. Soit £ un anneau, considéré comme anneau différentiel trivial. La
construction k{X,,e € E} de I’exemple 2.1.2 munit ’anneau k{X.,e € E} d’une
structure de k-algebre différentielle. Soit f: k[X.,e € E] — k[Yu,e/ € E'] un
morphisme de k-algebres. On construit un morphisme de k-algebres différentielles
de I'anneau (k{X.,e € E}, A) des polynémes différentiels en les X, dans I’anneau
(k{Yer,e' € E'}, A’) des polyndmes différentiels en les Y/ en assignant a chaque
variable X, ; le polynome différentiel A (f(X.)).

En particulier si (R1, D) et (R2, D2) sont deux anneaux différentiels tels que D =
{01}, Dy = {62} sont des singletons, alors les définitions précédentes nous donnent
qu’un morphisme d’anneaux ¢ : 21 — Rpg est un morphisme d’anneaux différentiels

si, pour tout a € R; on a la formule suivante :

p(01(a)) = d2(p(a)).

Comme précédemment ceci induit, dans ce cas, la notion d’algebre différentielles et
de morphisme d’algebres différentielles. Pour ne pas alourdir les notations, dans le
cas de ’anneau différentiel & trivial, on parlera de k-algebre différentielle plutdt que
de (k,0)-algebre différentielle. Si k est I’anneau différentiel trivial, notons que la dé-
rivation A associée a une k-algebre différentielle (R, A) est automatiquement une
k-dérivation de R.

Notation. Si (R,J) est un anneau différentiel et a € R, on note 6°(a) = a, et pour

i > 1, on définit par récurrence, §'(a) = 6(6°"(a)).

Soit (R, D) un anneau différentiel. Soit / un idéal de R. On dit que I est un idéal
différentiel de R si, pour tout élément a de I, on a §(a) € I pour tout 6 € D. On dit
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qu’un idéal différentiel I est parfait ou réduit si, pour tout a € R,onaa € [ siet
seulement si il existe un entier n € N* tel que a™ € I. Etant donné un sous-ensemble
E de R, on définit [E] comme étant I’intersection de tous les idéaux différentiels
contenant E. L’idéal [ E] est alors le plus petit idéal différentiel contenant E' (au sens
de I’inclusion) et on I’appelle [’idéal différentiel engendré par E.

Evidemment, du point de vue ensembliste, I’idéal [E] coincide avec 1'idéal de
I’anneau R engendré par ©(J)E pour tout ©(J) € O. Le radical (différentiel) de
I’idéal différentiel I se définit comme I’intersection de tous les idéaux parfaits qui
contiennent I. C’est le plus petit idéal différentiel parfait contenant I ; on le note {/}.
En général, cette notion differe de la notion usuelle de « radical » en algebre commu-
tative (cf. exemple 2.1.6). Si R contient Q, alors le radical différentiel de I coincide

avec le radical algébrique de 1’idéal algébrique sous-jacent & /. Autrement dit,
{I}={aeR|IneN, a" eI} = I,

et cet idéal est différentiel. Si F est un sous-ensemble de R, on définit I’idéal parfait

engendré par E par la formule {E} = {[E]}.

Exemple 2.1.4. Soit k& un corps. Soient K[[X7,...,X,]] anneau des séries for-
melles sur K enles X; et D = {0x,,...,0x, }. L’idéal (0) est I"'unique idéal différen-
tiel propre de (K[[X1,...,X,]], D). En effet, tout idéal différentiel I non nul de cet
anneau contient une série formelle non nulle. Ou bien cette série formelle est inver-
sible, ou bien elle le devient apres application d’un opérateur différentiel 6%1 . 62&

bien choisi.

Exemple 2.1.5. Soit f un polyndome différentiel de (k{xo,--- ,x,}, A). Alors I’'idéal
différentiel engendré par f est décrit comme étant 1’idéal algébrique engendré par

(A'(f))ien-

Exemple 2.1.6. Nous donnons ici un exemple d’idéal différentiel dont la racine au
sens algébrique ne coincide pas avec la notion de racine différentielle. Considérons
I'anneau R = F3[X]/(X?) muni de la Fo-dérivation ¢ définie par d(x) = 1 (ici =
désigne la classe de X dans R). Soit I = [0]. Le radical algébrique de I est I’'idéal
maximal de R (engendré par x); mais cet idéal n’est pas différentiel. Sinon, il coinci-
derait avec R. Le radical différentiel de [ est R.

Soient (R, D) un anneau différentiel et I un idéal différentiel de R. Soit § € D.
Si deux éléments a,b € R sont congrus modulo 7, leurs dérivées d(a), d(b) sont en-
core congrues modulo /. Ceci permet de définir sur I’anneau quotient R/, muni de

I’ensemble des dérivations D, une unique structure d’anneau différentiel rendant le
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morphisme quotient différentiel. Quelques conséquences se déduisent de cette obser-
vation. La premiére est que tout idéal différentiel d’un anneau différentiel R se réalise
comme le noyau d’un morphisme différentiel défini sur R ; la seconde est que la corres-
pondance bijective entre idéaux de R et idéaux de I’anneau R/I, induit par restriction

aux idéaux différentiels, une correspondance bijective.
Soit (R, D) un anneau différentiel. Soit .S une partie multiplicative (non vide) de R.
Soit § € D. Pour tout a,b € Ret s,t € S, 1’égalité (dans S~ R)

sé(a) —ad(s)  to(b) — bi(t)
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permet de munir (ST'R, D) d’une structure d’anneau différentiel rendant le mor-

phisme de localisation R — S~!R différentiel.

2.2 Les adjoints du foncteur d’oubli

Soit k£ un anneau, considéré le cas échéant comme un anneau différentiel trivial.
Dans cette section, nous supposons que k est une Q-algebre. Les k-algebres diffé-
rentielles de cette section, sauf mention contraire explicite, sont munies d’une unique

dérivation.

On dispose d’un foncteur naturel de la catégorie des k-algebres différentielles Algdift;,

vers la catégorie des k-algebres Alg; qui consiste a oublier la structure différentielle

For: Algdiff, — Alg;,
(R,6) ~— R
2.2.1 Adjoint a droite
Soit

()7 Alg,, — Algdiff,,
A - (AnTh.er)
feHom(A,B) — (Xenail" — 2en f(a)T")

le foncteur défini de la catégorie des k-algébres dans celle des k-algebres différen-

tielles.

Proposition 2.2.1. Soit k un corps de caractéristique zéro. Le foncteur d’oubli For: Algdiff; —

Alg,. possede un adjoint a droite ; cet adjoint est le foncteur (). Autrement dit, pour
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toute k-algebre différentielle (R, 0) et toute k-algébre A, il existe une bijection natu-
relle

HomAlgdiﬁ'k ((R, 5), AOO) i HomAlgk (FOI'(F{7 (5)7 A)

fonctorielle en A et (R, 0).

Démonstration. Soit (A,J4) une R-algébre différentielle et B une R-algébre. On

définit un morphisme de R-algebres par evo: B[[T]] — B,T ~— 0 et un mor-

phisme d’algebres différentielles R-linéaire par exp 4: (A,04) — (A[[T]], 07),a —
8% (@) i

2izo < T

On définit deux applications

©: Hom‘sR((A,éA),(B[[T]],(?T)) — Homp(For(A,04), B)

f — evpo f
et
¢: Homp(For(A,84),B) — Hom%((A,d4),(B[[T]].0r))
~ 5 (a ;
g s g:a— Zi;o g( ,2'( ))Tz

Remarque 2.2.2. Notons que pour la définition des diverses applications ci-dessus il
est essentiel que que k soit de caractéristique nulle pour que la division par ¢! fasse

sens.

On remarque pour tout élément a € A, on a bien §(da(a)) = or(g(a)). Mon-
trons que ¢ et 1 sont des applications inverses 1’une de 1’autre. Soit g: A — B un

morphisme de R-algebres. Soita € A

P((9)(a) = evo 0 (g)(a)
ooy 2040 1

120

=g(a)

Soit f: (A,64) — (B[[T]], or) un morphisme de R-algebres différentielles, eta € A.

On note f(a) = ;5o a7". Comme f est un morphisme d’algebres différentielles
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alors f(Ay(a))) = 0% (f(a)).

Ainsi pour tout (A, d4) € Algdiff;, et B € Alg,,, on a un isomorphisme
Homp (F(4,6,), B) ~ Homp((A, d4), (BI[T]], or))

qui est fonctoriel en A et en B de mani¢re évidente. Ce qui prouve le résultat. O

2.2.2 Adjoint a gauche

Soit A une k-algebre. Le choix d’un systeme de générateurs et relations de cette
algebre définit un isomorphisme de k-algébres A = R[(X.)ecr]/I. A partir de cette

remarque, on construit le foncteur

(oo : Alg, — Algdiff,
A= R[(Xe)eeE]/I = Ag = (R{XG)GEE}/[I]7 A)
fe HOHl(A, B) — Joo: Lei — Al(f(xe))

de la catégorie des k-algebres dans celle des k-algebres différentielles. (Cf. exemples
2.1.2 et 2.1.3.) Les éléments x. sont ici les images des variables X, dans A. La défi-

nition de A ne dépend en particulier pas du choix de la présentation.

Proposition 2.2.3. Le foncteur d’oubli For posséde un adjoint a gauche; ce foncteur
adjoint est ( )oo. Autrement dit, pour toute k-algeébre différentielle (B,dp) et toute

k-algebre A, il existe une bijection naturelle
HomAlgdiﬁ"k (Aoo, A), (B, (53)) - HomAlgk (A, FOI‘(B, AB))

fonctorielle en A et (B,dp).

Démonstration. Soit A = k[(X.)eep]/I une k-algebre et (B, Ap) une k-algebre dif-
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férentielle. On définit deux applications :

¢: Homagaisr, (K{(Xe)eer}/[1],A), (B,6p)) — Homapug, (k[(Xc)ecr]/T, For(B,dp))
f = Xe'_’f(Xe,O)

et

¢: Homaig, (K[(Xe)eer]/I, For(B,d5)) — Homaigaif, (F{(Xec)ecr}/[1], A), (B, Ap))
g — Xei— 69 (g(X.))

On remarque que ¢ (g)(A(Xe,i)) = ¥(9)(Xeiv1) = 0(1(9)(Xe,i))-

Montrons que ¢ et 1) sont des applications inverses 1’'une de 1’autre. Soit
9: k[(Xe)eer]/T — For(B,6p),

etee F:

Soit maintenant f: (k{(X¢)eer}/[I] — A),(B,dp) et (e,i) € E x N.

Yo (Xei) = AR (0(f)(Xe)
= AL(f(Xe0))
= f(AY(Xe0)) = f(Xey)

Ainsi, pour tout A € Alg,. et (B, dp) € Algdiff,, on a une bijection
HomAlgk (A, FOI“(B, 53)) ~ HomAlgdiﬂk ((Aoo, A), (B, (53))

fonctoriel en A et en B. O

2.3 Adjonction d’indéterminées différentielles dans le cas d’une

famille de dérivations

Dans cette sous-section, nous allons généraliser I’exemple 2.1.2 au cas d’un anneau
différentiel muni d’une famille D de dérivations. Commengons par définir quelques

notions utiles. La présentation s’ appuie sur [Kol99, Théoreme de la base finie, p60/61].
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Soit (R, D) un anneau différentiel. Soit (S, D) une (R, D)-algebre différentielle.
Soit E un ensemble non vide et (x.)ecr une famille d’éléments de S. Le sous-anneau
de S engendré par R et les dérivés des z., ¢’est-a-dire les éléments © (.J)(z. ), pour tout
sous-ensemble fini J de N™ et tout élément e de F, est un sous-anneau différentiel
de S. Si la famille (©(J)x¢) jenm ccr est algébriquement indépendante sur R, on
dit que les x. sont des indéterminées différentielles et que I’anneau différentiel ainsi
obtenu par adjonction de ces indéterminées différentielles est I’anneau des polynomes

différentiels en les x. a coefficients dans R. On le note R{x., e € E}.

Dans le cas ot £ = {1,...,n}, on observe que © agit sur les indéterminées dif-
férentielles {x1, ..., ,}, donnant un ensemble infini de dérivées qui sont notées x;
avec 1 < i < mnand J e ZZ,. Etant donné 1 < k < m et une dérivée x; 7 I’action
de 6y sur z; ; est défini par 8i(2;.7) = ; j4e, OU € est le vecteur dont la k-ieme
coordonnée est 1 et toutes les autres sont nulles. On note R{z1,...,z,} (ou Ry,,)
I’anneau des polyndmes différentiels a coefficients dans R, dont les variables sont les
dérivées. Plus formellement, ’anneau R{z1, ..., x,} consiste en toutes les combinai-
sons R-linéaires de mondmes différentiels, ol un mondme différentiel en n variables

indépendantes et d’ordre inférieur ou égal a r est une expression de la forme

M; 5 M; 5
Eyi= [ =z’ =1]x7 (2.3.1)
1<i<n iJ
[17]]oo <

ouJ = (jly;]m) S Zg(]’ ”JHOO = maxl{jz} = max(J) et M = (Miﬂ]) €
(Z0)™*"+0™  Le couple (R{x1,..., 2.}, D) est 'anneau de polynémes différen-
tiels en les x; a coefficients dans R.

Un polyndme différentiel P € R{x1,...,x,} induit une application de R" vers R

donné par
P: R? - R

(9017 SO 90”) — P’Ii,J:(SDi)t@(J) ’

o Plg, = (g:)

(Soi)t@)(J) .

o) est ’élément de R obtenu en substituant les variables x; ; par
t

Un zéro ou solution d’un polynéme différentiel P € R{x1,...,x,} est un n-uplet
© = (p1,...,0n) € R" tel que P(p) = 0. Un n-uplet ¢ € R™ est une solution d’un
systeme de polyndmes différentiels ¥ < R{x1,...,x,} si c’est une solution de tout

élément de X.. On note Sol(X) I’ensemble des solutions du systéme .
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2.4 Le théoreme de la base finie de Ritt-Raudenbusch et ses
conséquences dans I’étude des équations différentielles

polynomiales

Cette section s’appuie sur [Rit50 ; Kol99, Théoréme de la base finie, p60/61] qui est,

a notre connaissance, la version la plus générale du théoréme de la base finie.

Soit R un anneau. Soit € un ensemble d’idéaux de R. On dit que € est un systeme

conservatif de R si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
1. L’intersection arbitraire d’éléments de € est un élément de €.

2. La réunion d’un ensemble totalement ordonné non vide d’éléments de € est un
élément de €.
3. Soient I € €, h € R. La saturation de h dans I, ¢’est-a-dire I'idéal (/ : h™) :=
Unen (I : h") = {g€ R | In € N s.t. h"g € I}, appartient a €.
On dit qu’un systeme conservatif est parfait si tous les idéaux qui le composent sont

parfaits.

Exemple 2.4.1. L’ensemble de tous les idéaux de R est un systeéme conservatif. L’en-

semble des idéaux parfaits de R est un systeéme conservatif parfait.

Soit € un systeme conservatif de R. Soit I un élément de €. On dit que I possede
une C-base P, s’il existe une partie non vide finie ® de R tel que I coincide avec
Iintersection de tous les éléments de € contenant ®. Pour tout systeéme conservatif €

de R, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. Chaque élément possede une €-base.
2. Chaque partie non vide de € posseéde un élément maximal.

Définition 2.4.2. Un systéme conservatif € de R qui est parfait et qui vérifie 1’une des

deux conditions équivalentes ci-dessus est appelé systeme conservatif rittien.

Définition 2.4.3. Un anneau différentiel dans lequel ’ensemble des idéaux parfaits

forme un systeme conservatif rittien est appelé anneau rittien.

Le formalisme précédent permet d’obtenir des résultats essentiels dans I’étude des

idéaux différentiels parfaits.

Théoreme 2.4.4. Si € est un systeme conservatif rittien d’un anneau R, tout idéal de €
est l'intersection d’un ensemble fini d’idéaux premiers dans € dont aucun ne contient

un autre. Cet ensemble fini d’idéaux premiers est unique.
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En particulier, le théoréme 2.4.4 assure que la décomposition irréductible de tout
idéal parfait d’un anneau différentiel rittien est obtenue par I’intersection d’un nombre

fini d’idéaux premiers différentiels.

Le théoreme suivant est souvent appelé théoréme de la base (cf. [Kol99, §9, Théo-

reme de la base finie, p60/61] pour des versions plus générales.

Théoreme 2.4.5 (Théoreme de la base). Soit R un anneau différentiel rittien. Alors

I’anneau des poynémes différentiels R{X1, ..., X, } est rittien.

Exemple 2.4.6. Soit K un corps de caractéristique zéro. Il découle du théoréme 2.4.5
que K{X1,...,X,} est rittien. Ainsi, tout idéal parfait de K{Xi,...,X,} s écrit

comme une intersection finie d’idéaux différentiels premiers et posséde une base.

Nous pouvons spécialiser le théoréme précédent de la maniere suivante. Nous uti-
liserons la proposition 2.4.7 dans les chapitres suivants. Soit K un corps de caractéris-

tique zéro. Etant donné deux entiers m,n > 1 on note R,, I’anneau différentiel

(K[[t1, - .. tm]], D),

ouD = {%, e %m et Ry, I'anneau différentiel R,,{x1,...,z,}. Remarquons

que I’anneau différentiel R,,, est rittien, car il ne contient que deux idéaux différentiels

parfaits (2 savoir I?,, et 0). On a la proposition suivante :

Proposition 2.4.7. Soit > < R,, ,, un systeme fini ou infini de polynémes différentiels.

Alors il existe un ensemble fini © de X tel que
Sol(X) = Sol(®).

Démonstration. Comme les solutions de 3 coincident avec les solutions de 1’idéal par-
fait {X} en vertu de la définition (voir section 2.3), on est ramené a prouver I’existence
de @ tel que Sol({X}) = Sol(®). Le théoreme 2.4.5 assure I’existence d’une base
pour I’idéal parfait {X} relativement au systeme conservatif rittien de R, ,, formé par
ses idéaux parfaits. Ceci implique en particulier que ® < {X}; donc {®} < {X}
et Sol(¥) < Sol(®). Comme par ailleurs {®} est un idéal différentiel premier
qui contient @, c’est un élément de I’intersection avec laquelle coincide {¥}. Donc
{¥} < {@}. On en conclut que Sol(X) = Sol(P).

O

Soit K un corps de caractéristique 0. Tout idéal I de I’anneau des polyndmes

(algébriques) K[Xy,...,X,] peut définir un idéal différentiel parfait de I’anneau
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K{Xi,...,X,} en considérant le radical de 1’idéal différentiel engendré par I. Dans
ce cas particulier, le théoreme 2.4.4 peut s’exprimer d’une maniere plus précise. Le

théoréme suivant est connu sous le nom de théoreme d’irréductibilité de Kolchin :

Théoreme 2.4.8 (Théoreme d’irréductibilité de Kolchin). Soit K un corps de carac-
téristique 0. Soit I un idéal premier de KX, ..., X,]. Alors 'idéal {1} est un idéal

différentiel premier.
Ce théoreme est faux en caractéristique positive.

Exemple 2.4.9. Soit I = (2% — y?2) un idéal de Fa[x, v, z]. Cet idéal est premier car
le polynome 22 — 2z est irréductible. En effet, s’il n’était pas irréductible, il existerait

des polyndmes P, A, B € Fs|x,y, z] avec P non inversible, tels que

2 _y2Z = P(.T,y)(A(CC,y) +ZB(.%‘,y)
= P(:):,y)A(x,y) —i—zP(x,y)B(x,y).

Puisque P(x,y) n’est pas inversible, alors en identifiant les coefficients (en z), on a
que z divise P(x,y) et y> = P(z,y)B(x,y), ce qui est impossible.

Considérons maintenant 1’idéal différentiel parfait, que 1’on note {1}, engendré par
13 — Y329 dans Fo{x,y, 2}. Comme on est en caractéristique 2, on a A(z3 — y32¢) =
—z193. Si {I} est premier alors yo € {I} ou 21 € {I}.

On rappelle que si J est un idéal de Fo{x,y, z}, on peut voir un élément de J
comme une équation différentielle sur F5 en les fonctions inconnues x, y et z dont on

peut chercher les solutions sous forme de séries formelles. On définit

Solr, () = {(x(t). y(t), 2(1)) € Fa[[t]]* | Vf € J, f(a(t), y(t), 2(1)) = 0}.

Si yo € {I}, alors Solg,({I}) < Solr,(yo). Or

Solr, (yo) = {(x(1), 0, 2(t)) | (z(t), 2(1)) € Fo[[t]]*}.

Cependant (1,1, 1) € Solg,({I}) mais n’est pas dans Solg, (yo).
Si z1 € {I} alors Sol, ({{}) < Solg,(z1). Or

Solr, (21) = {(x(t), a,y(#)) | (x(t), 2(t)) € F2[[]]*,a € Fa}.

Cependant (¢2,t, %) € Solg, ({I}) mais n’est pas dans Solg, (z1).

Ainsi ni yg, ni 21 ne sont dans {I} et donc cet idéal n’est pas premier.

Notons également que le théoreme d’irréductibilité de Kolchin induit que, si I est

un idéal parfait de K[X1,..., X, etsi] = n ;:133' est la décomposition irréductible
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de I, alors n3_, {I;} est la décomposition irréductible de 1.

2.5 Sur les polynéomes différentiels sur un corps

Cette section s’appuie sur [Rit50, p. I]. Elle présente des définitions intervenant

dans I’énoncé des théoremes des sections suivantes.

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit K{X1, - - - , X;,} I'anneau des polyndmes
différentiels a n variables. On suppose que I’ensemble des dérivations sur cet anneau
se limite a une seule, notée 9, qui agit sur les variables de la maniére présentée dans la
section 2.3, a savoir que, pour tout entiers ¢ € {1,n}etj € N,ona d(X; ;) = X j+1.
En particulier, pour tout entier ¢ € {1, --- ,n} la j-eme dérivée de X; se note X ;

On suppose qu’un ordre (au sens d’une relation d’ordre, que I’ on appelle aussi ran-
king ) est fixé sur les variables X1, - - - , X,,. En général on supposera que X; < Xy <
-+« < X,, On appelle classe d’un polyndme différentiel F' € K{X;,..., X,}, le plus
grand 7 (relativement au ranking) tel qu’il existe j tel que X; ; apparait effectivement
dans I’écriture de F'. Si I est un polyndme différentiel et ¢ un entier, on appelle ordre
de I’ par rapport a y; le plus grand j tel que X; ; apparait effectivement dans I’écriture
de F'. Si F est de classe ¢ et d’ordre j par rapport a y;, le séparant de F', noté Sg est

la dérivée partielle de F' par rapport a y; ;, a savoir Sp = ;F

Yi,j
Exemple 2.5.1. Si ’anneau de polyndmes différentiels est R{X;, X2} et si F' =

X12X01 + X§,2 + X29X1 5 + 6, alors la classe de F' est 2 et son ordre est 2 par
rapport a X et 5 par rapport 2 X;. Le séparant de F' est

oF

Sk = 0X32

= 2X2’2 + X1,5.

Lorsqu’il n’y aura qu’une seule variable différentielle et si F' € K{X}, on appel-
lera ordre de F' le plus grand entier ¢ tel que X; (la i-eme dérivée de X) apparaisse

effectivement dans 1’expression de F'.

2.6 Sur la décomposition irréductible des idéaux différen-

tiels parfaits monogenes de K {y}

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit F' € K{y} un polyndme différentiel non
constant. On va s’intéresser ici a I’idéal { F'} pour préciser le théoréme 2.4.4 dans ce

cas. Les observations que nous tireront ici seront utilisés dans les chapitres suivants.
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En vertu du théoréme 2.4.4, nous savons que le cet idéal différentiel parfait se dé-
compose en une intersection d’idéaux différentiels premiers. Notons S le séparant de
F. Remarquons que {F, Sp} est encore un idéal parfait de K{y}. Donc en vertu du

théoréme 2.4.4, il existe des idéaux premiers différentiels 131, . . . , B tels que
{Fv SF} = mleqgi'

Un résultat classique d’algebre différentielle s’énonce alors ainsi (cf. [Kap76, Theorem
7.10] :

Proposition 2.6.1. Soit K un corps de caractéristique 0. Soit F' € K {y} un polynéme

différentiel irréductible. Alors on la décomposition sous forme d’idéaux parfait
{F}=({F}:Sp)n{F,Sr}.

De plus ({F'} : Sr) est un idéal différentiel premier. Si on note {F,Sr} = n?_{B;,
il existe un sous-ensemble J < {1,...,s} tel que la décomposition irréductible de

I’idéal { F'} soit donnée par

{F} = ({F}: Sr) 0 (njesB;) -

Définition 2.6.2. L’idéal différentiel premier ({F'} : Sp) est appelée composante de
la solution générale de F I Jes B, intervenant dans la formule, les composantes des

solutions singuliéres essentielles de F? .

Remarque 2.6.3. La proposition 2.6.1 permet également de traiter le cas ou le poly-
ndme F' n’est pas irréductible. En effet, la décomposition irréductible de 1’idéal dif-
férentiel {F'} s’obtiendra a partir de cette proposition appliquée aux facteurs irréduc-
tibles de F'.

Voici un exemple issu de [Kap76, chap VII, 31].

Exemple 2.6.4. Soit ' = y? — 4yo € K{y}. D’aprés la proposition 2.6.1, on peut
décomposer I’idéal différentiel parfait {£'} sous la forme

{F} = ({F}: Sp) 0 {F, Sp}.

Or Sp = 2y1, donc {F,Sp} = {yo}. Or I'idéal {yo} est premier, on a donc la dé-
composition de {F,Sr} sous forme d’idéaux premiers. Il reste a identifier 1’idéal

({F'} : Sr), dont on sait qu’il est premier.

1. On dit parfois également composante générale.
2. On dit parfois également composantes singulieres essentielles.
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La dérivée de F se factorise ainsi : 6(F') = 2y;(y2 —2). Montrons que y; ¢ ({F'} :
Sr). Si tel était le cas, comme y; € {F, Sr} et que {F'} est Iintersection de ces deux
idéaux, on aurait y; € {F'}. En particulier cela implique Solx (F') < Solg (y1) = {a €
K}. Mais I’ensemble

Soli (F) = {a(t) € K[[t]] | F(x(t)) = 0}

contient z(t) = t? qui n’est pas un élément de Sol (y1). Donc y; ¢ ({F} : Sr), mais
comme cet idéal est premier et contient §(F'), on en déduit que (y2 —2) € ({F'} : Sp).
On note Q = {y? — 4yo, y2 — 2}. Cet idéal est contenu dans ({F} : Sr) et est premier

car le morphisme

K{y}{F,y2 =2} — Klyo,m]/<F)
Yo = Yo
Y1 = Y1
Y2 —
Yi — 0 pour ¢ > 3

est un isomorphisme d’anneaux. Or {y? —4y,) est un idéal premier de K [yo, 1], donc

I’idéal @ est premier. Comme {F'} — @, on a
{F} = ({F}: Sp) 0 {F, Sk} 0 Q.
OrQ < ({F'} : Sr), donc la décomposition de F' en idéaux premiers est la suivante :

{F} = {yf — 4yo.y2 — 2} N {yo}

et on en déduit que {y? — 4yo,y2 — 2} = ({F} : Sp).

2.7 Le théoréme des petites puissances

Le théoréeme des petites puissances de Ritt, plus connu sous le nom de « Low Power
Theorem », est une des grandes réussites de I’approche rittienne de 1’algebre différen-
tielle. Ce théoreme est un énoncé algorithmique simple qui s’inscrit dans la problé-
matique de déterminer la décomposition irréductible d’un idéal parfait monogéne { F'}
de K{X1,...,X,}. Introduit dans [Rit50, p. II] dans le cas des corps différentiels a
une dérivation, ce théoréme trouve également une présentation dans [Kol73, p. 13, 15]
dans le cas d’ensembles finis arbitraires de dérivations. Dans cette section, nous nous

limiterons au cas d’un corps différentiel /', muni d’une dérivation ¢ éventuellement
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triviale tel que proposé par Ritt .

Ce théoreme exploite une procédure de préparation algorithmique, s’interprétant
comme une sorte de de pseudo-division. Voici comment la procédure de préparation

algorithmique s’énonce (voir [Rit50, p. II, 17]).

Proposition 2.7.1 (Preparation process). Soit A et F' deux polyndémes différentiels de
K{Xi,...,X,} de méme classe h. On note | ’ordre de A et m l'ordre de F par
rapport a yp. On note S le séparant de A. Il existe deux entiers t € N et r € N\{0}
tels que SZF soit de la forme

S%F — Z CJ.APi&(A)iLj(SQ(A)iQ,j L 5m_l(A)im—l,j
7=1

avec
1. les pj et iy j sont des entiers positifs;
2. les (m —l)-uplets (i1, - ,im—1,;) sont tous distincts deux a deux;

3. les Cj sont d’ordre inférieur a | en yy, et ne sont pas divisibles par A.

Exemple 2.7.2. 1. Soit ' = y? — 4yg et A = 1y, alors F est déja sous forme
"préparée” avect = 0,7 = 2,C1y = 1,p1 = 0,411 = 2,0y = —4,py = 1, et

toute les autres entiers valent 0.
2. De méme si F' = y? — 4yg et A = vy, alors F est déja sous forme "préparée”
avect = 0,r = 2,Cy = 1, p1 = 2 et Cy = —4y, et tous les autres entiers

valent zéros.

Le théoreme des petites puissances peut alors s’énoncer de la maniére suivante
(voir [Rit50, p. II, 20]).

Théoreme 2.7.3 (Low power theorem). Soit K un corps de caractéristique zéro. Soit
A, F € K{Y'} deux polynomes différentiels irréductibles. Soit

SUWE = Y CiAPI§(A)i 6% (A)2d - 5 (A)im—ti (2.7.1)

j=1
une préparation de F' par rapport a A. Alors l'idéal différentiel premier ({A} : Sy)
est une composante irréductible de {F'} si et seulement si
1. dans 2.7.1 il y a un terme Cy, APk ne faisant pas apparaitre de derivée de A

2. pour tout entier j # k, onapy < p;j +i1; + -+ ipm—ij. 3

3. Sim = letsi2.7.1 contient un unique terme de la forme C AP*, la condition est également
vérifiée.
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Exemple 2.7.4. Reprenons les exemples précédents 2.7.2.

1. Soit F' = y% — 4y et A = yo, alors il existe un terme de la forme —4yg, ou
la dérivée de A n’apparait pas. Et po» = 1 < p; + 41,1 = 2. Donc y, est une

composante irréductible de { F'}.

2. Si F = y?—4yg et A = gy, alors la premiére hypothése du lower power theorem
est vérifié, mais pas la seconde, donc y; n’est pas une composante irréductible
de {F'}.

Dans le cas ot I’on veut tester si {yo} est une composante singuliere essentielle de
{F'}, cet énoncé prend la forme plus simple suivante : 1’idéal différentiel {yy} sera une
composante de { F'} si et seulement si I’expression de F’ contient un terme de la forme
ayo (a € K) de degré (total) strictement inférieur au degré de tout autre monéme (non

nul) apparaissant dans I’expression de F'. (Voir également [Mat77].)
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CHAPITRE 3

GENERALITES SUR LA
COMPLETION

3.1 Notations et définitions de base

Dans cette partie nous rappellerons quelques définitions classiques de topologie.
Nous nous intéresserons particulierement a des topologies sur des modules ou al-
gebres dont la topologie sera donnée par une filtration de sous-modules, respective-

ment d’idéaux.

Définition 3.1.1 (Espace topologique). Soit £ un ensemble et 7 un ensemble de par-
ties de E. On dit que (E,T) est un espace topologique si les éléments de T, qu’on

appelle ouverts, vérifient les propriétés suivantes :
1. L’ensemble vide et F appartiennent a 7.

2. Toute union quelconque d’ouverts est un ouvert. Soit encore, si I est un en-
semble arbitraire d’indices et si (O;);er € T, alors Ui Oi e T.

3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soit encore si I est un ensemble
fini d’indices et si (O;);c; € T, alors Nic; Oi€ T.

La donnée de T est appelée une topologie sur F.

Etant donné (E, 7') un espace topologique, on peut munir 1’ensemble produit £ x
FE d’une topologie appelée ropologie produit, de sorte que O est un ouvert du produit
FE x E si et seulement si, pour tout € O, il existe deux ouverts U et V de F, tels que
reUxV cO.

Définition 3.1.2 (Voisinages). Soit (E,7) un espace topologique. Soit z un point de
E. On appelle voisinage de x toute partie V' de E qui contient un ouvert U € T
vérifiantz e U c V.

Définition 3.1.3 (Base de voisinages). Soit (E,7) un espace topologique et = € E.
Soit I un ensemble d’indices et (V;);e; une famille de voisinages de x. On dit que
(Vi)ier est une base de voisinages de x pour la topologie 7 si pour tout voisinage U
de z,ilexistet € I tel que V; c U.
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Définition 3.1.4 (Application continue). Soit (E1,71) et (E2, 72) deux espaces topo-
logiques. Une application f: E1 — Fs est dite continue si, pour tout ouvert Oy € 7o,

son image réciproque par f est un ouvert de 1y, ¢’est-a-dire f~1(03) € T7.

La topologie produit est la topologie la plus fine qui rend toutes les projections

continues. C’en est méme une caractérisation.

Définition 3.1.5 (Groupe topologique). Soit (G, -) un groupe et 7 une topologie sur
G. On dit que (G, T) est un groupe topologique, si la loi de composition interne et

1

si ’application inverse G — G,x — x~ ' sont continues pour la topologie T et la

topologie produit induite.

Définition 3.1.6 (Anneau topologique). Soit (A, +,-) un anneau et 7 une topologie
sur A. On dit que (A, T') est un anneau topologique, si les lois internes sont continues,
a savoir ’addition et la multiplication pour la la topologie produit, et I’application

inverse définie sur A pour la topologie induite.

Définition 3.1.7 (Morphisme d’anneaux topologiques). Soient (A, 7) et (B,U) deux
anneaux topologiques. Un morphisme d’anneaux topologiques ¢: (A, T) — (B,U)

est un morphisme d’anneaux continu.

On peut alors considérer la catégorie des anneaux topologiques dont les objets sont

des anneaux topologiques et les morphismes des morphismes d’anneaux topologiques.

Définition 3.1.8 (Module topologique). Soit (A4, 7") un anneau topologique et (G, T")
un groupe topologique. On dit que G est un A-module topologique si G est un A-

module et que la multiplication scalaire A x G — G, (a, g) — a - g est continue.

Définition 3.1.9 (Algebre topologique). Soit (A, 7T) un anneau topologique et (R, 7")
un anneau topologique. On dit que R est une A-algebre topologique si R est une A-

algebre et que le morphisme structural A — R est continu.

Comme précédemment on peut définir la catégorie des modules topologiques et

des algebres topologiques.

Un certain type de topologie qui nous intéressera particulierement dans la suite est

la topologie linéaire sur un anneau.

Définition 3.1.10 (Anneau linéairement topologisé). Soit R un anneau topologique.
On dit que R est linéairement topologisé s’il existe un systeme fondamental de voisi-

nages de 0 formé d’idéaux (nécessairement ouverts).

Réciproquement, étant donné une famille d’idéaux sur un anneau R on peut donner
une condition pour qu’elle définisse une structure d’anneau topologique (voir lemme

3.1.13). Avec cette topologie, R sera linéairement topologisé.

61



Partie I, Chapitre 3 — Généralités sur la complétion

Définition 3.1.11 (Famille filtrante). Soit X un ensemble et I un ensemble totalement
ordonné. Soit (X;);er une famille de sous-ensembles. On dit que (X;);es est une fa-
mille filtrante (ou une filtration) de X si pour tout (7,) € I? tel que i < j, on a
X;c X;.

Remarque 3.1.12. Si R est anneau et que (J;);cs est une filtration sur R et si chacun

des J; est un idéal de R, on dira que (.J;);es est une filtration de R en idéaux.

La donnée d’une filtration sur une structure algébrique permet de munir cette der-
niere d’une topologie compatible avec la structure algébrique, pour peu que chacun des
éléments de la filtration ait également une certaine structure. Dans le lemme suivant

nous nous contenterons d’énoncer le résultat dans le cas des anneaux.

Lemme 3.1.13. Soir R un anneau et I un ensemble totalement ordonné. Soit (J;)icr
une filtration de R en idéaux (c’est-a-dire que pour tout i € 1, I’élément J; est un idéal
de R). Alors la donnée de (J;)ic; munit R d’une structure d’anneau topologiquement
linéarisé définie comme suit : un sous-ensemble U de R est un ouvert si pour tout
xeU,ilexisteie I tel que x + J; < U.

En particulier cette topologie est stable par translation (c’est-a-dire que si U est
un ouvert et y € R alors y + U est un ouvert) et la filtration (J;);c1 forme, pour cette

topologie, une base de voisinage de zéro.

Démonstration. Cette preuve comporte deux temps. Il faut d’abord vérifier que la don-
née de la famille (J;);e; définit bien une topologie, puisque que cette topologie est
compatible avec les lois sur R.

Notons 7 = {U < R|Vz € U,3i € I, x+J; = U} et montrons que cet ensemble
vérifie les propriétés des ouverts. On remarque que & € 7. Soit A un ensemble d’in-
dice et (Uy)xep € T Soit z € Uxea Ua, alors il existe X\g € A tel que z € Uy, Par
hypothese, il existe ig € I tel que x + J;, < U),. Donc | J,., Ux € T. Finalement,
soit Uy, Uy € T etz € Uy nUs. Par hypothese il existe i1, 42 € I tels que x + J;;, < Uy
et x + J;, < U,. Puisque la famille (.J;);cs est une filtration, on peut supposer sans
perte de généralité que J;, < J;,. Alors = + J;, < Uy n Us.

Vérifions maintenant que cette topologie rend les lois sur R continues. Soit U un
ouvert de R. Montrons que I’ensemble V' = {(x,y) € R? | x + y € U} est un ouvert
de R x R. Notons que la topologie considérée sur R x R est la topologie produit,
en particulier V' est un ouvert si pour tout (x,y) € V il existe i1,i2 € I tel que
(x + Jiy) x (y + Jiy) < V. Soit donc (z,y) € R?. Comme z + y € U il existe ig € [
tel que z + y + J;, < U. Alors, comme J;, est un idéal (en particulier est stable par
addition), on a (z + J;,) x (y + J;,) < V. Donc V est un ouvert de R x R.

Considérons maintenant W = {(x,y) € R? | - y € U} et montrons que c’est un

ouvert de R x R. Soit (x,y) € W. Puisque U est un ouvert de R, il existe i € I tel que
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z-y+ J; < U. Comme J; est un idéal de R (est stable par somme et par produit d’un
élément extérieur a I’idéal) on a que (z + J;) x (y + J;) < W. Ainsi W est un ouvert

de R x R et latopologie sur R le muni bien d’une structure d’anneau topologique. [

Remarque 3.1.14. La topologie décrite dans le lemme 3.1.13 est la topologie la plus
fine stable par translation qui admet (.J;);c; comme base de voisinage de zéro. En effet,
soit 77 une topologie stable par translation admettant (.J;);c; comme base de voisinage
de zéro. Soit U un ouvert et z € U. Alors U — x est un ouvert, et c’est un voisinage de
zéro, donc il existe ¢ € I tel que J; € U — x. En particulier x + J; < U, donc U est
un ouvert de la topologie 7 = {U c R|Vx e U,Jiel, x+J;c U}. AinsiT' < T.

Remarquons également que la preuve s’adapte si 1’on considere un groupe G muni

d’une filtration de sous-groupes.

Définition 3.1.15 (Topologie d’anneau définie par une filtration d’idéaux). Soit R un
anneau et (J;);c; une filtration de R en idéaux. On appellera topologie définie par
la filtration (J;);er, la topologie la plus fine, stable par translation, admettant (.J;);es

comme base de voisinage de zéro.

Définition 3.1.16 (Topologie préadique sur un anneau). Soit R un anneau topologique
et I un idéal de R. On dit que la topologie de R est I-préadique (voir [GD71, Ch.0,
7.1.9]) si elle est définie a partir de la filtration (I™),eN-

Lemme 3.1.17. Soit R un anneau et I un ensemble soit totalement ordonné. Soit
(Ji)ier une filtration d’idéaux qui munit R d’une structure d’anneau topologiquement
linéarisé. Soit G un R-module et p: R x M — G, (a,m) — a - m la multiplication
scalaire. Soit (M;)ier une filtration de sous-modules de M qui munit M d’une struc-
ture de groupe topologique topologiquement linéarisé. On suppose de plus que, pour
toutt € I, ona J; - M < M,;. Alors le morphisme de multiplication scalaire ¢ est

continu. Autrement dit, M est un R-module topologique.

Démonstration. Le lemme précédent 3.1.13 décrit la topologie sur R et M.

Soit U un ouvert de M, il s’agit de montrer que ¢~ —1(U) est un ouvert de R x M.
Soit (a,m) € o~ —1(U). Comme U est un ouvert de M et que a - m € U, il existe
i€ Itelquea-m+ M; c U. Vérifions que (a + J;,m + M;) < ¢~ —1(U). Soit
j € Jyetl e M;, alors

(a+j)-m+l)=a-m+a-l+j-(m+1).
Orj-(m+l)carJ;- M < M;eta-l e M;, carl € M; et M; est un sous R-module de
M. Ainsi (a+j)-(m+1) ca-m+ M; < U.Donc (a + J;,m+ M;) < ¢~ —1(U)

et o~ —1(U) estun ouvert de R x M. O
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Définition 3.1.18 (Topologie de module définie par une filtration en sous-modules).
Soit R un anneau topologique et M un R-module topologique. Soit (M;);en une fil-
tration de M en sous-modules. On dira que la topologie de M est définie par la filtra-
tion en sous-module (M/;);enN, si la topologie de M est stable par translation et la plus

fine admettant (M;);en comme base de voisinage de zéro.

Définition 3.1.19 (Topologie préadique sur un module). Soit R un anneau topologique
et M un R-module topologique. Soit I un idéal de R. On dit que la topologie sur M

est I-préadique, si elle est définie par la filtration en sous-modules (1" M) eN.
Une variante de du lemme 3.1.17 est également vraie pour les algebres.

Lemme 3.1.20. Soit R un anneau et I un ensemble soit totalement ordonné. Soit
(J;)ier une filtration d’idéaux qui munit R d’une structure d’anneau topologiquement
linéarisé. Soit A une R-algébre et p: R — A le morphisme structurel. Soit (K;)er
une filtration d’idéaux de A qui munit A d’une structure d’anneau topologiquement
linéarisé. On suppose de plus que, pour tout i € I, on a o(J;)A < K; (o ¢(J;)A est
lidéal de A engendré par J;). Alors le morphisme structurel p est continu. Autrement

dit, A est une R-algebre topologique.

Démonstration. Le lemme 3.1.13 décrit la topologie sur R et A.

Soit U un ouvert de A, montrons que ¢~ (U) estun ouvert de R. Soitz € o1 (U).
Par hypothese, il existe ¢ € I tel que p(z)+ K; < U.Or p(z+J;) < p(x) + K; < U.
En particulier o~ (o(z + J;)) < ¢ }(U). Donc = + J; = =1 (U). Ce qui prouve

que le morphisme structurel ¢ est continu. 0

3.2 La complétion algébrique

Proposition 3.2.1. Soit R un anneau et I un idéal de R. On suppose que la topo-
logie de R est I-préadique, donnée par la filtration d’idéaux (I")penx. Soit M un
R-module dont la topologie est définie par une filtration de sous-modules que [’on
note My > My D - - -, tels que pour tout entier n > 1, on ait I"M < M,,. La limite
projective

M = lim M/M,,

n

existe dans la catégorie des R-modules topologiques.

Démonstration. La limite projective existe dans la catégorie des modules. On rappelle
que la construction ensembliste de M se fait comme suit. Un élément = de M peut-
étre décrit comme un élément du produit = (2,,)n>1 € [ [,,51 M /M, tel que, pour

tout entiers m > n, si my,, ,, désigne la projection 7y, ,,: M /M,, — M /M,, on ait
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Tmm(Tm) = Zr. La loi de composition interne sur M et la structure de R-module
s’étend naturellement. On note 7, : MM /M, les projections canoniques.

On munit, de plus, le R-module M d’une strucutre de module topologique en
considérant la topologie la plus fine stable par translation sur M pour laquelle la fa-
mille des (K,, = Ker(m,))nen forme une base de voisinage de zéro. Cette topologie
rend les projections (7, )neN continues. En effet La topologie induite sur le quotient
M /M, est la topologie discrete, donc pour que 7, soit continue il faut et il suffit que
Ker(,) soit un ouvert de M.

Alors M munie de cette topologie est la limite projective (hﬂn M /M, dans la

catégorie des R-modules topologiques. O

En particulier si, pour tout entier n > 1, on a I"M = M, alors une base de

voisinage de O pour la topologie induite sur M est décrite par la filtration
(Kn = Ker(M — M/I"M))pen+,

ol 7y, : M—>M /I™ M sont les morphismes de projection.

Définition 3.2.2 (Complétion). Avec les notations de la proposition précédente on

appelle complétion de M par rapport a la filtration (M,,),eN la limite projective

M = lim M/M,,

n

dans la catégorie des R-modules topologiques.

Définition 3.2.3 (Module topologie complet). Soit R un anneau et / un idéal de R.
Soit M un R-module. On suppose que R est muni de la topologie /-préadique. Soit
(M, )nen une filtration sur M telle que, pour tout entier n € IN, on ait I"M < M,,.
On note M = lim M /M, la complétion de M par rapport a la filtration (M, )neN.
Le R-module M est complet pour la topologie définie par la filtration (M, )nen si le
morphisme canonique M — M estun isomorphisme dans la catégorie des 2-modules
topologiques.

Proposition 3.2.4. Soit R un anneau et I un idéal de R. Soit M un R-module. On
suppose que R est muni de la topologie I-préadique. Soit (M,,)neN une filtration sur
M telle que, pour tout entier n € N, on ait I"M < M,,. On note ]/\4\ = (h_mn M /M,
la complétion de M par rapport a la filtration (My,)nen. Alors M est un R-module
topologique complet.

Démonstration. Pour tout entier n € N, on note m,: M — M /M, les projec-
tions canoniques. On a vu que la topologie considérée sur M est définie par la fil-

tration (K, = Ker(m,))nen. Or on a un isomorphisme de R-modules entre M /K, et
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M /M, puisque les morphismes 7, sont surjectifs. Ainsi M =lim M /K, comme
R-module. Par ailleurs, si ¢, : lim M /K, — M /K, désignent les morphismes de
projections, alors Ker(y,) = Ker(m,). Donc M = lim M /K, comme R-module

topologique. Ainsi M est complet. O

On peut définir une notion de complétion de maniere similaire dans la catégo-
rie des R-algebres. Soit R un anneau et [ un idéal tel que la topologie de R soit
I-préadique. Soit A une R-algébre et (J,,)nen une filtration en idéaux de A. On sup-
pose que, pour tout » € N, on ait I"A < J,. La topologie définie par la filtration
(Jn)nen muni A d’une strucutre de R-algébre topologique. Alors la limite projec-
tive /E = (h_mn A/J,, existe dans la catégorie des R-algebres topologiquei. De plus si
T A — A/J, désignent les projections canoniques, la topologie sur A est définie
par la filtration Ker (7, )neN-

On appelle Ala complétion de A par rapport a la filtration (J,,)pen. De plus on
dit que A est complet si le morphisme canonique A — Aestun isomorphisme dans la
catégorie des R-algebres topologiques.

Par ailleurs A est une R-algebre topologique complete pour la topologie définie

par la filtration Ker(m, )peN.

Exemple 3.2.5. Donnons quelques exemples pour illustrer ces définition. Dans ces les

deux derniers exemples, k sera un corps.

1. Soit R un anneau et I = {0) I’idéal nul. La topologie I-préadique sur R est la

topologie discrete. Pour cette topologie R est complet.

2. Soit R un anneau et I = R. La topologie I-préadique sur R est la topologie

grossiere. La complétion de R pour cette topologie est I’anneau nul.

3. On considere I’anneau de polynome en une indéterminée k[z] muni de la filtra-
tion (™)) penx. L anneau k[x]/(x™) peut-étre vu comme un k-espace vectoriel
de dimension n. On peut représenter un élément de cet anneau comme un po-
lyndme de k[x] de degré au plus n — 1. La complétion de k[z] est I’anneau
des séries formelles k[[z]]. Un élément f de k[[x]] peut s’écrire sous la forme
f =20 a;zt, ot a; € k.

4. Le deuxieme exemple est une généralisation du premier. On considere A un
ensemble au plus dénombrable et k[(x;);cp] un anneau de polyndomes. Soit
I = {(x1)1eny I'idéal de k[(z;);en | engendré par toutes les variables. On munit
I’anneau de la topologie I-préadique. Un élément de k[(z;)icn]/I™ peut étre in-
terprété comme un polyndome en plusieurs variables dont le degré total n’excede
pas n. On note k[[(x;)en]] 1a complétion de k[(z;)iep] pour la topologie pré-

cédemment décrite et un élément de cette complétion peut étre vu comme une
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somme formelle

Z (Z mondme de degré total n) .

neN \finie
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Deuxieme partie

Systemes d’équations
différentielles ordinaires linéaires
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Partie II,

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit S un systéme d’équations différentielles
ordinaires algébriques, c’est-a-dire un sous-ensemble de k[[z]]{y} (voir chapitre 2
pour plus de détails sur 1’algebre différentielle). Soit R une k-algebre différentielle. On
note S(R) I’ensemble des morphismes d’anneaux différentiels ¢ : k[[x]]{y}/[S] — R,
ou [S] désigne I’idéal différentiel engendré par S dans k[[x]]{y}.

Deux systemes (fini ou infini) S et S’ d’EDO algébriques sont dit équivalents
s’il existe une transformation naturelle bijective S(R) — S'(R) fonctorielle en R
pour toute k-algebre différentielle R. Dans ce chapitre, nous démontrons a I’aide de
méthodes provenant de 1’algebre différentielle que tout systeme d’équations différen-
tielles ordinaires (EDO) affines, c’est-a-dire des EDO algébriques linéaires, est équi-
valent a un systeme composé d’au plus deux équations. Autrement dit, nous montrons

que tout systeme d’au moins trois telles EDO est surdéterminé.

Pour démontrer notre théoréme principal (cf. 4.4.1), nous donnerons dans un pre-
mier temps une description concrete des générateurs a partir de la donnée du systéme
(voir section 4.2). Les paragraphes 4.2—4.2 sont inspirés de [Sab93, §2.3]. Notre preuve
est basée sur un résultat technique présenté dans la section 4.3. Enfin dans la section
4.5.1 nous fournissons un algorithme qui permet d’expliciter les générateurs dans le
cas ou les coefficients des équations du systeme appartiennent a une extension de corps
différentiels du corps de base k. Dans ce cas, tout idéal de K {y} engendré par des élé-
ments de degré un est en fait engendré par un seul élément (voir proposition 4.4.2).
Notre résultat principal permet en outre de retrouver un résultat de structure connu sur
les idéaux de I’anneau des opérateurs différentiels ; nous expliquons comment dans la
section 4.6. Nous concluons le chapitre en donnant quelques exemples qui illustrent
notre résultat principal et son utilité potentielle dans la résolution effective de systeéme

d’EDO linéaires (avec ou sans second membre).

Ce chapitre est issu d’une prépublication écrite en collaboration avec JULIEN SE-
BAG.
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CHAPITRE 4

LES SYSTEMES D’EDO AFFINES
EN UNE VARIABLE
DIFFERENTIELLE SONT
DIFFERENTIELLEMENT DE RANG
PLUS PETIT QUE 2

4.1 Notations

Soit k£ un corps de caractéristique nulle. Soit A une k-algebre. Une équation diffé-
rentielle ordinaire (ODE) affine sur A est une ODE linéaire en une variable, avec un

potentiel second membre et a coefficients dans I’anneau A.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les systtmes d’ODE a coefficients dans les
k-algébres classiques suivantes : I’anneau des polyndmes k[z], I’anneau des séries
formelles k[[x]], ou I’anneau des séries formelles convergentes k{{z}} (lorsque k est
le corps R ou C par exemple). On peut remarquer que toutes les algebres que nous

avons citées partagent les propriétés suivantes :

1. L’anneau A est euclidien, muni d’un stathme euclidien v: A\{0} — N.
. L’anneau A est une k-algébre muni d’une k-dérivation § € Dery(A).

2
3. L’anneau des constantes A° de § est exactement k.
4. Pour tout a € A\A%, onav(d(a)) < v(a).

5

. Il existe un élément u € A\{0} tel que, pour tout a € A\{0}, on ait v(au) =
v(a) + 1.

Ces propriétés sont des ingrédients essentiels dans les preuves et ils ne dépendent
pas du choix de I’algebre des coefficients A. Ainsi, dans la suite, pour des raisons

de simplicité, nous appellerons anneau 0-euclidien (sur k) toute k algébre qui vérifie

71



Partie I1, Chapitre 4 — Les systemes d’EDO affines en une variable différentielle sont
différentiellement de rang plus petit que 2

les 5 axiomes précédents. A partir de maintenant, nous travaillerons dans cette classe

d’anneau.

Soit (R, 0) une k-algebre différentielle et R{y} I’anneau des polyndmes différentiels
(voir chapitre 2). Soit A la k-dérivation A € Dery(R{y}) définie par A, = J et
A(y;) = yi+1 pour tout entier ¢ € N. Si S ¢ R{y}, on rappelle qu’on note [S] I’idéal

différentiel engendré par S dans I’anneau R{y}.

Soit P un polyndme différentiel. L’ ordre d’un polynéme différentiel non constant P
est 'entier ord(P) défini comme étant le plus grand entier m telle que la variable y,,
apparait effectivement dans I’expression de P. Le degré d’un polyndme différentiel P
est le degré total de P considéré comme polynome algébrique dans 1’anneau R|[y;, i €
N].

Exemple 4.1.1. Si R = (k[z], 0.), alors le polyndme différentiel P = 5%y, + = est
de degré 1 alors que le polyndme Q) = zy; + y2ys est de degré 2.

On suppose de plus que R est muni d’une structure d’anneau ¢-euclidien et d’un
stathme euclidien v. Si ord(P) = met P = > | a;y;, on note v(P) I'entier v(ay,).
Cet entier est appelé le degré du coefficient dominant de P. Dans ce cas, I’exposant de
P, noté Exp(P), est le couple (v(P),ord(P)).

Soit S un sous-ensemble de R{y} formé par les éléments de degré 1. L’ exposant de
S est I’ensemble :
Exp(5) = {Exp(P) | P € S\{0}}.

4.2 Des candidats pour les générateurs

Soit A un anneau J-euclidien. Dans cette section, nous allons définir les généra-
teurs qui apparaissent dans le théoreme 4.4.1. Soit I un idéal différentiel engendré par
des polynomes différentiels de degré un a coefficients dans A. On peut supposer que

est un idéal propre de A{y}.

Soit I; le sous-ensemble de I formé par les éléments de I de degré un. On remarque
que I; a une structure de R-module et est stable sous I’action de A. L’exposant de [}
posséde la propriété suivante : Exp(I;) = Exp(I1) + N2. En effet, si P € I, alors,
avec u € R défini comme dans la sous-section 4.1, on a Exp(uP) = (1,0) + Exp(P)
and Exp(A(P)) = (0,1) + Exp(P).
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ord

P l

Oq+--- i_q_‘ 777777777777777777 J‘ 77777
Pq+1 Pq+2 |
Py+s |

Pp
Op+ o
% % v

q p

FIGURE 4.1 — Exposant de I}

Soit E, I’ensemble formé par les polyndmes différentiels non nuls de I; dont le
degré du coefficient dominant est minimal. Pour tout polynome différentiel @ € I;\{0}
et pour tout polynome différentiel P € FE,, on a alors v(P) < v(Q). Puisque cet
ensemble est non vide, on peut choisir un élément P, € E, d’ordre minimal. On pose
v(P,) := qetord(P,) = o4.

Soit Eqq I’ensemble formé des polyndmes différentiels non nuls de /; d’ordre mi-
nimal. Pour tout polynéme différentiel @ € I;\{0} et pour tout polyndme différentiel
P € E,q, on a alors ord(P) < ord(Q). Puisque cet ensemble est non vide, on peut
choisir un élément P,.q € F.q dont le degré du coefficient dominant est minimal. On
pose alors v(Pyq) := p et o, = ord(Porqg).

Pour tout entier j € {g,...,p}, on pose E; I’ensemble formé par les polynémes
différentiels P de I tels que v(P) = j. Puisque £ n’est pas vide, on peut choisir un
¢lément d’ordre minimal Py := P; € E;. On note ord(P;) = o;. Pour tout entier

je{g+1,...,p}ettoutentieri € {1,...,0, — 0; — 1}, on pose P;; = A (P;).

Remarque 4.2.1. Gréace aux remarques précédentes dans ce paragraphe, notons que
I’ensemble Exp(/;) ressemble a des escaliers. Plus précisément, si j; < jo, alors
ord(Pj,) = ord(P},). Sinon, de par I’existence de v dans 4.1/(5), on peut trouver un
élément ) := u"Pj, tel que ord(Q) = ord(Pj,) < ord(P},) et v(Q) = ja, ce qui
contredit I’hypothese sur P;,. Il n’y a donc pas de polynome différentiel de /; dans la
partie grise de la figure 4.2, par construction de P;. On appellera cette partie grise, la

partie "sous I’escalier".
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Nous allons prouver dans la section 4.4 que les polynomes différentiels P, P,

forment un systeme de générateurs de l’idéal différentiel I.

4.3 Un lemme préparatoire

Dans cette section, nous allons établir un résultat technique (voir proposition 4.3.2),
qui est un argument clé dans la preuve du théoréme 4.4.1 (voir sous-section 4.4.2).

Commencons d’abord par un premier lemme.

Lemme 4.3.1. Soient f,g € I;\{0} avec ord(f) = ord(g) et v(f) = v(g), alors il
existe h € I, avec ord(h) < ord(f) ouh =0, etr € A, avecr = 0ouv(r) < v(g),
tels que

f - (Tyord(f) + h) € [g]

Démonstration. On pose f = aym, + f1 avec a € A\{0}, m = ord(f), f1 € I et
ord(f1) < mou f; = 0. On pose également g = by,, + g1 avec b € A, n = ord(g),
g1 € I1 etord(g1) < nou gy = 0. Par hypothése, il existe un entier positif a et go € I3
avec ord(g2) < n + a = mtel que A%(g) = by,, + go. Par division euclidienne de a

par b, on peut écrire a = bx + r avec r = O ou v(r) < v(b). On a

[ = (bx+r)ym+f1
= zAY(9) + rYm —tg2 + f1.

Le polyndme h := —xgo + f1 a alors la propriété désirée. O

Proposition 4.3.2 (Lemme préparatoire). On suppose que I Q5 K est un idéal propre
de K{y}. Soit f € I. Alors pour tout entier j € {q + 1,...,p} et tout entier i €
{0,...,04 —0j — 1}, il existe Q;; € A tel que

Oq—Oj—l q—]_

= 2 2 QiiPiielPl
i=0 j=p

Démonstration. Puisque I ® 4 K est un idéal propre de K{y}, alors il n’existe pas
d’élément de degré zéro dans ;.

Etape 1. Soit f € I;. Montrons qu’il existe un polynéme différentiel i € I avec
h = 0ouord(h) < oq tel que f — h € [P,]. Si ord(f) < o4, on pose h = f. Sinon,
on applique le lemme 4.3.1 a (f, P;). On construit alors des polyndmes r, h tels que
Q = TYora(s) + h € I avec h = 0 ou ord(h) < ord(f),etr = 0ouv(r) < q.Si
r % 0 alors ¥(Q)) < g, ce qui est absurde. Ainsi par le lemme 4.3.1, on déduit que
f — h € [P,] et en appliquant I’hypothese de récurrence a & (si b # 0), on conclut la

preuve.
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On remarque également que s’il n’existe pas de polyndéme g € I;\{0} tel que
ord(g) < ord(Fy), alors h = 0. Dans ce cas [I1] = [P;] = [Bp].

Etape 2. D’aprés I’étape 1, il suffit de prouver 1’assertion pour tout polynéme dif-
férentiel f € I; avec ord(f) < o4. On procede par induction sur ’ordre de f. Si son
ordre est strictement plus petit que I’ordre de P, alors f = 0. Soitig € {¢+1,...,p}
tel que ord(P;,) < ord(f) et, pour tout entier ¢ < g, on a ord(F;) > ord(f).
On applique le lemme 4.3.1 a (f, P;,). Notons que par construction de P;,, on a
v(f) = v(P,,). Alors il existe r € A, h € I; avec v(r) < v(FP,,) our = 0 tel que
J = Yora(r) — I € [Piy]- Sir # 0, on déduit que v(ryoeqcy) + h) = v(r) < v(P).
Ainsi, puisque pour tout entier i < ig, on a ord(F;) > ord(rye.q(s) +h) = ord(f), on
en déduit par la remarque 4.2.1 que le polyndme 7y,.q(y) + h est "sous I’escalier”, ce
qui est impossible. Ainsi, on a que r = 0, ce qui conclut la preuve grice a I’hypothese

de récurrence appliquée a h. O

4.4 La preuve du théoreme 4.4.1

Plus précisément, on peut énoncer le théoréme principal 4.4.1 de la maniére suivante

dans le langage de 1’algebre différentielle.

Théoreme 4.4.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A une extension diffé-
rentielle de k (que I’on note K ), ou un anneau 0-euclidien dont le corps des fractions
est K. On note A{y} I’anneau des polynomes différentiels en la variable y et a coeffi-
cients dans I’anneau A.

Soit I un idéal différentiel de I’anneau A{y} engendré par des éléments de degré
un. On suppose que l'idéal I ® o K est un idéal propre de K{y}. Alors il existe deux
polynomes différentiels g1,g2 € I tels que I = [g1,g2], ¢’est a dire que I coincide

avec l’idéal différentiel engendré par g et go.

On notera que dans le théoreme 4.4.1, il n’est pas exclu que g; puisse coincider

avec go.

4.4.1 Le casou A est un corps

Dans cette sous-section, nous supposerons que A = K est une extension de corps
de k. Dans ce cas, le théoreme 4.4.1 s’exprime plus simplement comme on peut le voir
dans la proposition 4.4.2. Ce résultat est également un élément clé de la preuve du cas

général.
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Proposition 4.4.2. Soit K un corps de caractéristique zéro. Soit I un idéal diffé-
rentiel propre de K{y} engendré par des polyndomes différentiels de degré un. Soit

P, € I un polynome différentiel de degré un d’ordre minimal. Alors on a [Py = Ik.

Démonstration. Montrons que I < [P,], I'inclusion réciproque étant immédiate.
Soit Q € I avec og = ord(Q). Par définition de P, on sait que og > 0, (si Q # 0).
Montrons notre assertion par une récurrence sur og. Si og = 0p, alors, puisque P, est
de degré un, on peut effectuer une division euclidienne (dans un anneau de polynéme
approprié au dessus de K). On déduit qu’il existe des polynomes différentiels F, G €
K{y} tels que Q = FP, + Getord(G) < o, ou G = 0. Puisque G € I, a cause du
choix de P, on en déduit que G = 0. Si 0g > 0, alors il existe un entier £ > 1 tel
que ord(A*(P,)) = o, + £ = og. Par la division euclidienne, on déduit qu’il existe
un polyndme différentiel F}, G; € K{y} tel que Q = FlAf(Pp) +Gi1etGy =00u

op < ord(G1) < 0. Ainsi on conclut la preuve par récurrence. O

Corollaire 4.4.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A un anneau 0-euclidien
dont le corps des fractions est noté K. Soit I un idéal différentiel de A{y} engendré
par des polynoémes de degré un. On suppose que I @4 K + K{y}. Soit Q € I. Alors
il existe un élément a € A\{0} tel que aQ) € [P,].

Démonstration. On considere la k-algebre différentielle K {y} obtenu en étendant la
dérivation A de A a K. On applique la proposition 4.4.2. Il existe des polyndmes
différentiels Ao, ..., A, € K{y} tels que

n
Q=) AN(P,).
i=0
Si, pour tout entier ¢ € {0,...,n}, on pose A; = a;/a, alors I’élément a € A\{0}
possede la propriété requise. O
4.4.2 Le cas général

Dans cette sous-section, on supposera que 1’anneau A est un anneau ¢-euclidien

arbitraire. Montrons un résultat préliminaire.

Proposition 4.4.4. Pour tout entier j € {q—1,...,p—1} ettout entieri € {0, ..., 04—
oj — 1}, le polynome différentiel P; ; définis en 4.2 appartient a I’idéal [ P, Py engen-
dré par P, et P,.

Démonstration. On suppose qu’il existe certains polyndmes P;; qui n’appartient pas
a I'idéal [P,, Py]. On les note Ci,...,C,. D’apres le corollaire 4.4.3, il existe un

élément b € A avec v(b) minimal, tel que, pour tout entier i € {1,...,n}, on ait bC; €
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[Py, Pp]. Soulignons que 1’élément b n’est pas inversible, sinon on aurait C; € [Py, P,],
ce qui contredit notre hypothése sur les C;. 1l existe un entier jo € {1,...,n} tel que
aCj, ¢ [Py, Pp), pour tout a € A\{0} avec v(a) < v(b), a cause de la minimalité de

v(b). On remarque que
A(ijO) = A(b)CjO + bA(CjO). 4.4.1)

Alors A(bCj,) € [Py, Pp] puisque I'idéal [P, P,] est différentiel. De plus, par la

proposition 4.3.2, on déduit qu’il existe un polynéme Q; ; € A tel que

¢ qg—1
A(Cjy) — Z Z Qj,iPji € [Py] (4.4.2)

=0 j=p

puisque A(Cj,) € I;. A cause du choix du polyndme b, on déduit de 1’équation
(4.4.2) que le polyndme différentiel bA(C),) appartient a [P,, P,]. Ainsi d’apres la
relation (4.4.1), on en déduit que A(b)C}, € [Py, Py, ce qui contredit I’hypothese de
minimalité sur le degré du coefficient dominant de b, puisque v(A(b)) < v(b) (car
bé¢ k™). O

On peut prouver maintenant que Iy < [Py, Pp], ce qui est la formulation du théo-
réme 4.4.1. Soit ) € I;. Par la proposition 4.3.2, il existe des polyndmes Q; ; € A tel
que

¢ q—1
Q-> > QjiPic [Py
i=0 j=p

On conclut la preuve en appliquant la proposition 4.4.4.

4.5 Calcul des générateurs grace a I’algorithme de Buchber-
ger

Dans cette section, on suppose que k est un corps de caractéristique zéro, que le

corps A est une extension différentielle de k (aussi noté K). On suppose qu’il existe

des polyndmes différentiels f1,. .., f, € K{y} de degré un, tels que I = [f1,..., fn]
etque I + K{y}.

On suppose que A = K est une extension différentielle de corps de k. Soit ' = ay;

un monome. Par la formule de Leibniz, on remarque

A(F) = Y] CEA% @)y

r+u=s
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Soit N € N. On déduit de I’observation précédente que tout monome du polynéme
différentiel A2/()+1+N(F) est d’ordre plus grand que N + 1. Pour tout entier i €
{1,...,n}, on note (a;;); les coefficients de f;. On pose M = max; ;(2v(a;;)) +
min; (ord(f;)) + 1. Par construction, le polynéme P, appartient a 1’idéal (algébrique)

engendré par les dérivées de f;. Plus précisément, on a
P,e{AN(f);ief{l,...,n}, j€{0,...,M}. 4.5.1)

Remarquons que I’entier M := M (P,) dépend uniquement de la donnée des f;.

On note § la famille de polyndme formée par, pour tout entier i € {1,...,n}, les f;
et leurs dérivées A7 (f;) pour tous les entiers j € {1,..., M}. On suppose qu’il existe
un entier m tel que, pour tout f € §, on ait f € k[yo, ..., Ym]-

Soit J I’idéal (algébrique) de K [yo, - - . , Ym | engendré par §. On considere 1’ordre

lexicographique gradué sur I’anneau k[yo, . .., ym] avec yo < -+ < ym.

Théoreme 4.5.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit A = K une extension
différentielle de corps de k. On garde les notations de la sous-section 4.5. Dans toute
base de Groebner de l'idéal J (pour I’ordre monomial donné par I’ordre lexicogra-
phique, voir sous-section 4.5), le polynome différentiel P, peut-étre choisi comme un

élément d’ordre minimal. Ainsi le théoreme 4.4.1 est effectif.

Démonstration. Soit P, un polyndme de I; d’ordre minimal. Soit B = {h1, ..., hs}
une base de Groebner de I’idéal J. On déduit qu’il existe un entier ig € {1, ..., s} tel
que le coefficient dominant LT(P,) de P, est divisible par LT(h;,). A cause du choix
de I’ordre monomial, on remarque que h;, est de degré un, et est d’ordre minimal a
cause de I’hypothése de minimalité sur P,. Ainsi, quitte a remplacer P, par h;,, on

peut supposer que P, € B. 0

Soit S un systeme d’EDO dont les coefficients sont dans un anneau ¢-euclidien
A dont le corps des fractions est noté K. On note Sx le systeme S considéré avec

coefficients dans K. Alors on a
S(A) c S(K) = Sk (K).

Ainsi on voit que les solutions dans A d’un systéme fini S peuvent étre cherchées
dans Sg (K) apres utilisation du théoreme 4.5.1. Si le systéme S est infini et défini par
des polyndmes (f;);c.#, alors on remarque que I’espace des solutions Sk (K) dépend
uniquement du radical de I’idéal différentiel [ f;,7 € .#]. D’apres le théoréme de Ritt-
Raudenbusch, on sait que cet idéal différentiel m est radicalement différen-
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tiellement engendré par un nombre fini d’éléments de K {y}. C’est-a-dire qu’il existe

g1, 9s € \/[fiyi€ I]tels que \/[fi,i€ F]| = +/[gj,j€{1,...,s}]. Ainsile

probléme de trouver des solutions dans A de tout systtme d’EDO est équivalent a

trouver les solutions dans A d’un systé¢me fini d’EDO.

On suppose que A = (k[z],deg, 0;), K = k(x) et que I’idéal I est premier dans
I’anneau A{y}. Notons que le théoréme 4.5.1 donne un algorithme effectif pour cal-
culer le polyndéme P, dans ce cas. En effet, en appliquant le théoréme 4.5.1 a I’idéal
I ®4 K, on obtient un polynéme P, € I K {y} d’ordre minimal. Il existe un élément
u € A tel que uPp € I. Ainsi ord(uPp) est minimal dans [;. Par ailleurs, choisissons
I’élément u tel que les coefficients du polyndme P := uPp € A{y} soient premiers
entre eux dans leur ensemble (c’est possible car Ix + K{y} et I est premier). Soit
P, un polynoéme différentiel dans A{y} défini comme dans la sous-section 4.2 dont les
coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble. Alors il existe deux éléments
premiers entre eux a, b € A tels que aP = bP,. Ainsi b]15 et a| P,. Grice a I’hypothese
sur les polyndmes P et P,, on en déduit que a, b € k£*. On en déduit donc que, quitte
a multiplier par un élément bien choisi v € k*, le polyndme If’p donne un polyndéme

différentiel P, définit comme dans la sous-section 4.2.

4.6 Une conséquence sur la structure des idéaux des opéra-

teurs différentiels

Soit k un corps de caractéristique nulle et A un corps contenant K ou A = k[[z]]
ou A = k[z]. Soit Z4 = {3}, a;0%,a; € A} I'anneau des opérateurs différentiels sur
I’anneau A. Le théoréeme 4.4.1 implique le résultat suivant, que 1’on peut retrouver
dans [Dix70], qui correspond dans notre contexte, au cas particulier de la donnée d’un

idéal différentiecl homogene.

Corollaire 4.6.1. Tout idéal a gauche I de I’anneau 9 4 est engendré par au plus deux

opérateurs différentiels.

Démonstration. Soit M le sous A-module différentiel de A{y} engendré par les y;
pour tout entier ¢ € N. On considere le morphisme de A-modules a gauche 6 : 74 —
M qui envoie 0, vers y; pour tout entier i € IN. Ce morphisme est clairement bijectif.

Ainsi, se donner un idéal J propre a gauche de Z4 revient a se donner un sous A-
module N de M. L’idéal I engendré différentiellement par N dans A{y} est engendré
par au plus deux éléments de degré 1 d’apres le théoreme 4.4.1. Ces éléments sont
homogenes et engendrent N comme module différentiel. Donc J est engendré par au

plus deux éléments. 0
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Ainsi le corollaire précédent est une application directe du théoreme 4.4.1. On
fournit ainsi une preuve alternative du résultat de [Sab93, §2.3] (valide pour A =
E[[z]], C{x)) et un analogue pour les structures & gauche de [Sta78, Thm 3.1] (qui
énonce un résultat similaire a [Sab93, §2.3] mais pour les structures a droite sur A =
k[x] et plus généralement pour des anneaux de polyndmes; voir également [Bjo79;
Ley04] pour des approches algorithmiques sur les structures a droite).

Remarquons également que les arguments de [Sab93] différent par nature de ceux
utilisés dans nos preuves qui appartiennent au "monde commutatif”. De plus, notre

preuve est unique pour tous les anneaux ¢J-euclidien.

4.7 Exemples

Dans cette section nous allons donner quelques illustrations du théoréeme 4.4.1 sur

des systémes d’équations définis sur des corps.

Considérons le systeme suivant S défini sur k un corps de caractéristique nulle

fr=y" =2y =0
f? = yl// _ By// + 2y/ — 0
far=5yW — 159" + 8y" + 4y = 0.

Appliquons I’algorithme de Buchberger a la famille §, comme introduite dans la sous-
section 4.5. On obtient une base de Groebner B = (y4—8y1, y3—4y1, y2—2y1). Onen
conclut que I := [f1, fa2, f3] = [y2 —2y1] Dans ’anneau J-euclidien (k[[z]], val, 0 ),

les solutions du systeme peuvent étre décrites comme :
S(k[[]]) = {Ae + s A, e kY = k2.

Ce résultat implique également que 1’idéal & droite d’opérateurs différentiels (02 —
20,03 — 302 + 20,504 — 1502 + 802 + 40,y coincident avec (02 — 20,).

Considérons le systeme suivant S défini sur un corps k par :

fl = y(4) o y/// . y// + y/ = 0
f2 — y/// _ 2y// + y/ - 0
f3 = y(4) o 3y/// + 3y” o y/ 0.

Appliquons I’algorithme de Buchberger a la famille §§, comme introduite dans la sous-
section 4.5. On obtient une base de Groebner B = (y4 — 3y2 + 2y1,y3 — 2y2 + y1)-
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Alors on conclut que I := [f1, f2, f3] = [ys — 2y2 + y1]. Dans ’anneau J-euclidien

(k[[x]], val, 0 ), les solutions du systeme S peuvent étre décrites comme :
S(k[[x]]) = {M1we” + Aae® + A3\ € kVie {1,2,3}} = k.

Ce résultat implique également que 1’idéal a droite d’opérateurs différentiels (0% —
03 — 0% + 0y, 03 — 202 + 0, 0% — 302 + 302 — 0, coincide avec (33 — 202 + 0,).

Ajoutons des seconds membres et considérons le systeme S’ (défini sur Q(x)) :

f1 = 2x-—2
f2 = 2r—14
f3 = 6—2x.

Dans ce cas, I’algorithme de Buchberger appliqué a la famille §, comme introduite
dans la sous-section 4.5 donne une base de Groebner B = (y4 — 3y2 + 2y; — 4z +
6,y3—2y2 +y1 —2x+4). Onconclutque [ := [f1 —2x+2, fo—2x+4, f3—6+2z] =
[ys — 2y2 + y1 — 2z + 4]. Dans I’anneau J-euclidien (Q[[x]], val, 0 ), les solutions

du systeme S peuvent étre décrites comme :

S'(Q[[z]]) = S(Q((x))) = {A1xe® + Xoe® + Ay + 2% N\ € k Vie {1,2,3}}.

Soit f1 := y1 + zyo, f2 := ys4 + Sy3 € Q(x){y}. Considérons le systeéme suivant S
défini sur Q(x) par :

fl(y7 y/7 07 0) = 1.3 + 5z
£2(0,0,5",y®) = 0.

Appliquons I’algorithme de Buchberger a la famille §, comme introduite dans la sous-
section 4.5. On obtient une base de Groebner B = (y4, Y3, y2—2, y1 — 22, yo — 22 —3).
On conclut que I := [f1, fo] = [yo — 2% — 3]. Les solutions du systéme S peuvent étre

décrites comme :

S(Q(x)) = {2 + 3}

Soit § lafamille f1 := x(x+1)(2+2)y2+22y1+2v0, fo := (1+2)%2y2+2y0, f3 :=
(14 2)32y3 — 6yo € Q(x){y}. On considere le systéme suivant S défini sur Q(z) par :

h =
fo =
I3
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L’algorithme de Buchberger appliqué a la famille § donne une base de Groebner dont
un polynéme d’ordre minimal est (2 + 2)y; — yo. Ainsi les solutions du systeme S

peuvent étre décrites comme :

S(Q(x) = A5 Ae Q).
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Troisieme partie

Le théoreme fondamental de la
géométrie différentielle partielle
tropicale
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Partie III,

La géométrie tropicale apparait dans les années 1970 dans un travail de G. BERG-
MAN [Ber71] sur les ensembles limites logarithmiques. Elle s’est ensuite développée
grice aux travaux de M. KAPRANOV, M. KONTSEVICH, G. MIKHALKIN, O. VIRO
et B. STURMFELS et s’est notamment illustrée comme un outil trés efficace de la géo-
métrie algébrique réelle. L’idée principale de cette théorie peut se voir comme une
forme de linéarisation : il s’agit de remplacer les objets algébro-géométriques par des
fonctions affines par morceaux. Plus précisément, dans le monde tropical I’addition
est remplacée par le maximum (ou parfois le minimum le minimum dans ce chapitre)

et la multiplication est remplacée par 1’addition.

Suite aux premiers succes de cette théorie, D. GRIGORIEV introduit en 2015 dans
un article publié en 2017 dans [Gril7] les éléments de ’algebre différentielle tro-
picale, mélange entre 1’algebre différentielle et la géométrie tropicale. La géométrie
différentielle tropicale considere des problemes issus de la théorie des équations dif-
férentielles et essaye d’extraire des informations sur les solutions a partir d’une cer-
taine structure des solutions. Le théoreme fondamental de la géométrie différentielle
tropicale [AGT16] énonce que le support de solutions d’un systeéme d’équations dif-
férentielles ordinaires a coefficients dans un corps indénombrable et algébriquement
clos de caractéristique nulle peut €tre obtenu en résolvant le systéme tropicalisé. Les
équations différentielles tropicalisées utilisent une structure algébrique différente que

celle usuelle qui peut étre plus simple pour des calculs informatiques.

Dans cette partie, nous allons dans un premier temps donner les définitions de géo-
métrie tropicale utiles dans la suite, puis décrire et donner quelques propriétés de Vert :
les sommets du polygone de Newton d’une partie de ZZ,. Dans ce cadre, la notion de
Vert est a ZZ) ce que le minimum est a Zx et joue un role essentiel dans 1’opération
décrite ensuite : la tropicalisation des polynomes. Finalement dans le chapitre 6, nous
énoncerons le théoreme fondamental de la géométrie différentielle tropicale partielle

et discuterons dans la section 6.3 de ses limites.

Cette partie est issue d’un travail en collaboration avec FRANCOIS BOULIER, SE-
BASTIAN FALKENSTEINER, CRISTHIAN GARAY-LOPEZ, MARC PAUL NOORDMAN,
& ZEINAB TOGHANTI [Fal+20] lors d’un workshop a Londres au Queen Mary Univer-
sity of London.
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CHAPITRE 5

ALGEBRE DIFFERENTIELLE ET
GEOMETRIE TROPICALE

5.1 Semi-anneau des supports et ensemble des sommets

Dans cette section nous allons donner quelques propriétés de notre semi-anneau
idempotent, a savoir le semi-anneau des supports P(ZZ}) et le semi-anneau des en-
sembles de sommets T|[[t1,. .., t,]]. En particulier, on s’intéressera aux propriétés de
I'application Vert: P(ZZ,) — T[[t1,...,t,n]] (définie en 5.1.5) qui est un mor-
phisme de semi-anneau.

Commencons par rappeler quelques notions sur les ensembles partiellement or-

donnés (ou poset).

Définition 5.1.1. Soit (P, <) un poset et considérons une sous partie S < P. On dit
que S est une anti-chaine si deux éléments distincts de S sont incomparables. On note
min(.S) ’ensemble des éléments minimaux de S c-a-d. min(S) = {a € S : b <
a, be S =b=a}.

Remarquons que min(.S) est toujours une anti-chaine et que si .S est une anti-
chaine si et seulement si min(.S) = S. Si on a plusieurs préordres <, . . ., <,, définis
sur P, alors on note ming, (5) I’anti-chaine des éléments minimaux de S par rapport

au préordre <;.

Définition 5.1.2. Un semi-anneau commutatif S est un uplet (S, +, x,0,1) tel que
(S,+,0) et (S, x, 1) soient des monoides commutatifs et tels que, pour tout a, b, c € S,
ona

l.ax(b+c)=axb+axc;

2. 0xa=0.

Un semi-anneau est dit idempotent si, pour tout a € .S, on a + a = a. Soient S
et S2 deux semi-anneaux. Une application f : S; — 57 est appelée morphisme de

semi-anneau s’il induit un morphisme de monoides au niveau des deux structures de

monoides.
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Exemple 5.1.3. Soit M = (M, *,e) un monoide commutatif. Alors M admet un
préordre naturel <., appelé le préordre algébrique du monoide, défini par : pour tout
z,y € M,onax <, y siet seulement s’il existe z € M tel que x * z = y. Ce préordre
est algébrique dans le sens ou il est compatible avec la structure de monoide : pour

toutze Metx <, y,onaquex*z <, ¥y * 2.

Définition 5.1.4. Soit m > 1 un entier. On note P(ZZ)) le semi-anneau idempotent
dont les €léments sont les sous-ensembles de ZZ) muni des opérations somme donné
par X U Y et produit donné par la somme de Minkowski X +Y ={z+y : z €
X,y € Y}. On I'appelle le semi-anneau des supports.

Pour tout entier n € Z>1 et X € P(ZZ,), la notation n.X signifiera

nX=X+---+X.
[ —

n times

Par convention 0X = {(0,...,0)}.

Les préordres algébriques (voir exemple 5.1.3) correspondant a ces opérations <,
et < définis sur P(ZZ) sont en fait des ordres partiels. Par exemple, ona X <, Y
si et seulement si X < Y. Pour S < P(ZZ,), on note min,, (S) ou min (S) les

anti-chaines d’éléments minimaux de .S correspondantes a ces ordres partiels.

Définition 5.1.5. Soit X € P(ZZ,). On appelle polygone de Newton et I’on note
N(X) < RZ, I'’enveloppe convexe de X + ZZ. On dit que = € X est un sommet de
X six ¢ N(X\{z}). On note Vert X I’ensemble des sommets de X.

Remarque 5.1.6. On remarque que Vert X est un sous-ensemble d’une base minimale
de I’'idéal monomial engendré par X (voir par exemple [CLO07]), mais qu’ils ne sont
en général pas égaux (voir I’exemple 5.1.11). Ainsi les résultats suivants ne semblent
pas étre des conséquences immédiates des résultats classiques sur les idéaux mono-

miaux.

Lemme 5.1.7. Soient S,T € P(ZZ,) tels que N(S) = N(T). Alors Vert S =
Vert T

Démonstration. Soit s € Vert S et supposons que s € N (T\{s}). Alors il existe
t; € T\{s}, w; € ZZ et des réels positifs \; € R dont la somme fait 1 tels que

s = Z)\Z(tl + wi).
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Puisque t; € NV(S), on peut écrire les ¢; sous la forme
ti= ) pig(sij + Zi5),
J
ou s;j €5, zi; € ZL, et p; j € R sont des réels positives dont la somme vaut 1. Ainsi
5= D Nittig (50 + 2i + wi) = Y Nitisig + v,
1,3 1,J

ou v est un vecteur avec des coefficients positifs. En excluant de la somme les indices

(4,7) tels que s; ; = s, on obtient

s=cs+ Z il j8ij + v
Y]
Si,j 7S

oic =2 s, Aittij € [0,1]. Si e < 1, on peut résoudre I’équation ci-dessus pour
Aifhi,j v
s = ™= 8; i + .
2 1—c™ 1-c¢

i’j
Si,j 7S

s afin d’obtenir

Les coefficients pour les s; ; sont positifs et leur somme vaut 1. Ainsi la sommation
dans la partie droite donne un élément de N (S\{s}). Puisque N (S\{s}) est fermé
sous I’action d’ajouter des éléments de RZ}j, et que le coefficient v/(1 — c) est positif,
alors on a que s € NV (S\{s}), ce qui est en contradiction avec I’hypothese que s est un
sommet de S. Si ¢ = 1 alors tous les s; ; sont égaux a s, et on obtient s = s + v. Donc
v = 0ett; = s pour tout i, et en particulier s € T'\{s}, ce qui est absurde. Ainsi on
conclut que s ¢ N (T\{s}) et s est un sommet de 7. O

Lemme 5.1.8. Soit X € P(ZZ,). Alors N'(Vert X) = N (X).

Démonstration. Par le lemme de Dickson [CLOOQ7, chap. 2, Thm 5], il existe un en-
semble fini S < X tel que X = S + ZZ,. Pour un tel S, on a que N'(X) = N(S) que
par le lemme 5.1.7, on en déduit que Vert X = Vert S. Ainsi, en remplagant X par S,
on peut supposer que X est fini.

On procede par récurrence sur le cardinal de X. En effet si X = ¢J, il n’y a
rien a démontrer. Soit X un ensemble fini quelconque. Si tout élément de X est un
sommet de X alors N'(X) = N (Vert X) est vrai. Sinon, prenons = € X\ Vert X
etY = X\{z} Alors, par définition, N'(X) = N (Y'). Ainsi en appliquant le lemme
5.1.7, on en déduit que Vert X = Vert Y. Puisque le cardinal de Y est strictement
inférieur au cardinal de X, on peut appliquer I’hypothése de récurrence a Y et on
obtient que N'(X) = N(Y) = N(VertY) = N (Vert X). O
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On en déduit que les sommets de X € P(ZZ}) sont uniquement caractérisés par

son polygone de Newton.

Corollaire 5.1.9. Pour X,Y € P(ZZ,), on a Vert X = VertY si et seulement si
N(X)=N(Y).

Dans le lemme suivant nous allons voir que 1’application Vert se comporte bien
vis-a-vis de I’union et de la somme de Minkowski, qui sont la somme et le produit

dans le semi-anneau des supports.

Lemme 5.1.10. PourX,Y € P(ZZ,), ona

Vert(Vert(X) u Vert(Y)) = Vert(Vert(X)uY)
Vert(X u Vert(Y))
= Vert(X uY)

et
Vert(Vert(X) + Vert(Y)) = Vert(Vert(X)+Y)

Vert(X + Vert(Y))
= Vert(X +Y).

Démonstration. On note # soit I’opération U soit I’opération +. Alors on a le dia-

gramme suivant ou les fleches sont des inclusions.

Vert(X)

Y
/ \

Vert(X) # Vert(Y) XY
/

T

X # Vert(Y)

Montrons que ces quatre ensembles engendrent le méme polygone de Newton, ce qui
permettra de conclure grace au corollaire 5.1.9. En particulier il suffit de montrer que
X «Y < N(Vert(X) = Vert(Y)) (car pour tout Z € P(ZZ,), on a N(N(2)) =
N(Z)).

Si* = u,ona X < N(Vert X) < N(Vert(X) u Vert(Y)) et de maniere
symétrique Y < N (Vert(X) u Vert(Y)). Ainsi X v Y < N (Vert(X) u Vert(Y)).

Supposons maintenant que = = +. Soitt € X + Y et notons t = x + y avec
x € X ety eY.Dapres les inclusions X < N (Vert X) et Y < N (Vert Y),il existe
z; € Vert(X), y; € Vert(Y), u;,vj € Z% et oy, 5 € R>0 qui vérifient 3, o; = 1 et
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2. B = 1tels que

t = Zaz(ml + ;) + Zﬁj(yj + ’U]').
i J
En ré-indexant cette somme, on obtient

t= Ealﬂj(xz +y; +up+ Uj).
i?j
Pour tout couple 4, j, 1’expression entre parenthése est un élément de Vert(X) +
Vert(Y) + Zx et ses coefficieints sont des réels positifs dont la somme fait 1. Ceci

montre que t € N (Vert(X) + Vert(Y')), ce qui termine la preuve. O

Exemple 5.1.11. De maniere générale, si B(X) est une base minimale pour I’idéal
monomial engendré par X € P(ZY), alors Vert(X) < B(X) mais cette inclu-
sion peut-étre stricte. Considérons par exemple ’ensemble X = {4; = (1,4), A2 =
(2,3), A3 = (3,3), Ay = (4,1)} < Z%, avec B(X) = {A1, As, A4}. Alors le poly-
gone de Newton A/ (X) peut étre représenté par la figure 5.1.

7]

ty

FIGURE 5.1 — Le polygone de Newton de X. L’ensemble des sommets de X est
{Aq, Ag}.

Alors {S € X : N(S) = N(X)} = {{41,A4} < S < X}, et I'’ensemble
Vert(X) des sommets de X est I’élément minimal de cette famille par rapport a I’in-

clusion, a savoir { Ay, A4}.

On déduit du corollaire 5.1.9 que I'application Vert : P(ZZ,) — P(ZY,) est

une projection, dans le sens ot Vert? = Vert.

Définition 5.1.12. On note T|[[t1, ...,y ]] 'image de I’opérateur Vert, et on appelle
ses éléments soit des ensembles de sommets, soit des séries formelles tropicales. Pour
S, T € T[[t1,...,tm]], on définit

S@®T =Vert(SuT) et SOT = Vert(S+T).
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Corollaire 5.1.13. L’ensemble (T[[t1,...,tm]],®,®) est un semi-anneau commuta-
tif dont I’élément nul est (JJ, et dont I'unité est {0}.

Remarque 5.1.14. Dans le cas ou m = 1 alors I’application Vert coincide avec le min
sur N. En particulier, le semi-anneau considéré est N, min, + qui sont les opérations

tropicales usuelles.

Démonstration. Les seules choses qu’il reste a vérifier sont 1’associativité de @, I’as-

sociativité de © et la distributivité. L’ associativité de @ et de ©® découlent des égalités
S®TeU)=Vert(SuTulU)=(SeT)dU
et
SOTOU)=Vert(S+T+U)=(SO0T)0U
qui sont des conséquences du lemme 5.1.10. Quant a la distributivité, elle découle de
I’égalité

SOTOU) = Vert (S+T)uU) = Vert((S+T)u(S+U)) = (SOT)@(SOU). O

Corollaire 5.1.15. L’application Vert est un homomorphisme de semi-anneaux com-
mutatifs. En particulier; pour tout famille finie {X;}; d’éléments X; € P(ZZ), on
a Vert(Y); Xi) = (D;c; Vert(X;), Vert(lJ, Xi) = @,y Vert(X;) et Vert(nT) =
Vert(T)©n,

Démonstration. Découle directement des lemmes 5.1.10 et 5.1.13. O

5.2 L’anneau différentiel des séries formelles et I’application

support

On considere I’anneau différentiel R,,, défini dans la section 2.3, et les semi-
anneaux P(ZZ,) et T[[t1,...,t,]] issus de la section 5.1. Dans cette partie, nous
allons introduire le support et I’application de tropicalisation, qui sont reliées par le

diagramme commutatif suivant :

Ry — p(zm,) (5.2.1)
k\ i\/ert
T[[tlv vtm]]



5.2. L’anneau différentiel des séries formelles et I’application support

Si J = (ji,-..,jm) est un élément de Z7, on notera ¢’ le mondme H g

Un élément de R, est de la forme ¢ = ZJeZm0 ajt’ avec ay € K.
=

Définition 5.2.1. 1. Le support de ¢ = Y. ajt’ € R,, est défini comme
Supp(yp) = {J € ZZ; | ay # O}.

2. Pour un entier n fixé, I’application de R;;, vers le produit P(ZZ,)" est également

noté Supp.

Supp: R — P(ZZ)"

m

0= (p1,---59n) = Supp(p) = (Supp(¢1), ..., Supp(en)).

3. L’ensemble des supports de T' = R, est son image par 1’application Supp :
Supp(T) = {Supp(p) | p € T} = P(ZZ))".

4. Lapplication qui envoie toute série formelle de R,, vers I’ensemble des som-

mets de son support est appelé 1’application de tropicalisation.

trop: Ry, —  T[[t1,....tm]]
¢+ Vert(Supp(p)).

Lemme 5.2.2. L’application de tropicalisation est une valuation non dégénérée dans

le sens de [GG16, Definition 2.5.1]. C’est-a-dire qu’elle vérifie les propriétés sui-

vantes :
1. trop(0) = &, trop(£1) = {0},
2. trop(y - 1) = trop(p) O trop(¢)),

3. trop(p + ) @ trop(p) @ trop(¢) = trop(p) @ trop(v),

) = & implique que p = 0.

Démonstration. Le premier point est clair.
Pour le second, on remarque le polygone de Newton a la propriété bien connue

suivante

N (Supp(y - ¥)) = N(Supp(p)) + N (Supp(¢))) = N (Supp(p) + Supp(¥)).

Ainsi, les sommets de 1’ensemble Supp(¢) + Supp(t)) coincident avec les sommets

de Supp(yp - ). Ceci implique que trop(y - ¥) = Vert(N (Supp(¢) + Supp(¢)))).
Finalement le fait que trop(y - ¢) = trop(p) © trop()) se déduit du lemme 5.1.10.
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Le troisieme point se déduit du fait que Supp(y + 1) < Supp(p) U Supp(y) et
du lemme 5.1.15.

Le dernier point se déduit du fait que I’ensemble vide est le seul ensemble dont le
polygone de Newton est vide. O

Définition 5.2.3. Pour J = (j1,...,jm) € ZZ, on définit Oop(J) : P(ZZL,) —

=

P(ZZ,) comme

. . (tl,...,tm)ET,
Otrop(JS)T =< (t1 — J1,-+ -yt —
trop () {<1 o m = jm) forall1 <i<m: t;—j; =0

Par exemple, si T est la zone grise de la partie gauche de la figure 5.2 et si J =
(1,2), alors de maniere informelle Oyp(.J)T est la translation de T par le vecteur J et
I’on garde que la partie positive (les points dont toutes les coordoonées sont positives).

L’ensemble Oy, (/)1 est la zone grise sur sur la partie droite de la figure 5.2.

t, b

L T L]
J L] L] L] 4 L] @tzop (J )-.I— L ]

FIGURE 5.2 — L’opérateur ©y,qp(J) pour J = (1,2) appliqué a I’ensemble 7'.
Puisque K est de caractéristique nulle alors, pour tout ¢ € R, et J € ZZ, on a

Supp(O(J)¢) = Otrop(J)Supp(p) (5.2.2)

Maintenant, étant donné un mondme différentiel £'y; comme dans 1’équation (2.3.1),
nous avons tous les outils pour définir I’évaluation de F,, en un support S = (S1,...,S,) €
P(ZZ,)". On pose

Eyn(S) = D, M Ouep(J)S; € P(ZL). (5.2.3)
1<i<n
[[lloo<r
Lemme 5.2.4. Etant donné une série formelle o = (1, ..., 0n) € R, et un monéme

différentiel Ey, on a trop(Ey (@) = Vert(En (Supp(yp)))
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Démonstration. En appliquant I’application trop a I’équation (5.2.2), on obtient
trop(O(J)pi) = Vert(Oyrop(J)Supp(p;i)). (5.2.4)

En utilisant la multiplicativité de trop (voir lemme 5.2.2), I’équation (5.2.4) et le

lemme 5.1.15, on obtient

trop(E (¢ @trop QMZ J = @Vert @tmp(J)Supp(goi))@MivJ
i,J

- Vert(EM(Supp(sO)))-

O

Remarque 52.5. Si P = Y, amEn € Ryypnetp = (01,...,9n) € R}, alors on

peut considérer le support supérieur US(P, ) of P at ¢ défini comme

US(P,¢) = | (Supp(anr) + Supp(En () € P(ZL).
M
On peut maintenant calculer les sommets de U S (P, ¢) en appliquant I’opération

Vert et le lemme 5.1.15 a I’expression ci-dessus pour obtenir

Vert (| J(Supp(an) + Supp<EM<sa>>) = € Vert(Supp(aar) + Supp(Eur(¢))
M

= P trop(an) O trop(En (¢ @trop an) © Vert(En (Supp(p))),
M

puisque trop(Es(¢)) = Vert(En (Supp(p))) par le lemme 5.2.4. ceci motive la dé-
finition de polynomes différentiels tropicaux que nous verrons dans la section suivante.
5.3 Les polynomes tropicaux différentiels

Dans cette section, nous définissons I’ensemble des polyndémes tropicaux diffé-

rentiels T,, ,, et le morphisme de tropicalisation trop: R, , — T, . On rappelle

que T[[t,...,t,]] est 'ensemble des sommets dans ZZ et que Vert: P(ZZ,) —
T[[t1,- .., tm]] est ’'homomorphisme de projection (voir section 5.1). Remarquons

que dans le cas m = 1 les définitions et propriétés présentées coincident avec celles
utilisées dans la preuve du théoreme fondamental de la géométrie différentielle tropi-
cale [AGT16]. De plus, dans la section 6.3 nous illustrerons dans I’exemple 6.3.2 les

raisons des définitions données ici.
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Définition 5.3.1. Pour un ensemble S € P(ZZ;) un un m-uplet J € ZZ, on définit
Val;(S) = Vert(Ouop(J)S).
Notons que pour ¢ € R,, et tout m-uplet J, ceci implique que

Val;(Supp(p)) = trop(©(J)e).

En particulier Val;(S) = (J si et seulement si O(J)p = 0. On déduit du lemme
5.1.15 que
Vert(Ep(S)) = (©) Val j(8;)©Miv

1<i<n
[0 T

Définition 5.3.2. Un mondme tropical différentiel en les variables x1, . . ., x, d’ordre

plus petit ou égal a r est une expression de la forme

_ OM; 5
€M = @ Ty g

1<i<n
[ J]|oo<r

ot M = (M; ) € (Zz)™* "1™,
Un mondme tropical différentiel €,, induit une application de
P(ZZ0)" — T([t1, - tm]]
donné par

er(S1,...,S,) = Vert(Ep(S9)) = @Valj(si)QMi,J’
iJ

ou Val;(.S;) est défini dans la définition 5.3.1 et Ey/(.5) dans I’équation (5.2.3). Rap-

pellons que d’apres le lemme 5.1.13, on peut aussi écrire

6J\/[(‘Svla oo 7Sn) = Vert <Z VaIJ(SZ)QM“J) .
i, J

Définition 5.3.3. Un polyndme tropical différentiel en les variables x1, . .., x, d’ordre

plus petit ou égal a r est une expression de la forme

p=px1,...,2,) = P am Oen,
MeA

ottay € T[[t1,...,tm]],an # & and A est un sous-ensemble fini de (Zq)"* " +D™,
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5.3. Les polynémes tropicaux différentiels

On notera Ty, ,, = T[[t1,...,tm]]{z1,...,2,} 'ensemble des polyndmes tropicaux

différentiels.

Un polyndme tropical différentiel p comme défini dans 5.3.3 induit une application
de P(ZZ,)" vers T[[t1, ..., ty]] donné par

p(S) = @ an @en(S) = Vert( | (anr + ear(s)))
MeA MeA
La seconde égalité se déduit du lemme 5.1.13. Un polyndme différentiel P € R,, ,

d’ordre au plus r est de la forme

P = Z an B,
MeA
oll A est un sous-ensemble fini de (Zo)"*"+V™, aps € K[[t1, ..., tm]] et Ep est
un mondme différentiel comme dans (2.3.1). Alors la tropicalisation de P est définie

comme

trop(P) = C—B trop(aM) Oenm e PlTm,na
MeA

ol €, est le mondme différentiel tropical correspondant a Fj,.

Définition 5.3.4. Soit G < R, ,, un idéal différentiel. Sa tropicalisation trop(G) est
I’ensemble des polyndmes tropicaux {trop(P) | P € G}.

Lemme 5.3.5. Etant donné un mondéme différentiel Fy; et un n-uplet de séries for-

melles o = (1,...,¢0n) € K[[t1,...,tn]]" ona

trop(Enm () = em(Supp(p)).
Démonstration. Se déduit des notations et du lemme 5.2.4. O

La définition suivante de solution d’un polyndme tropicale est une généralisation
naturelle du cas m = 1, sauf que 1’évaluation p(.5) donne un ensemble de sommet au

lieu d’un simple minimum.

Définition 5.3.6. 1. Soit p = @, ;cn am © €pr un polyndme tropical différentiel.
Un n-uplet S € P(ZZ)" est appelé solution de p si pour tout J € p(.5) il existe
My, My € A avec My # M tel que J € ap, © e, (S) etJ e ap, © GMQ(S).

Remarquons que si p(S) = J, alors S est une solution de p.

2. Soit H < T, une famille de polyndmes tropicaux différentiels. Alors S est

une solution de H si S est solution de tous les polyndmes tropaux différentiels
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de H.L’ensemble des solutions de H sera noté Sol(H ), c-a-d

Sol(H) = {S € P(ZZ,)" | S is a solution of p for every p € H}
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CHAPITRE 6

LE THEOREME FONDAMENTAL DE
LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
TROPICALE PARTIELLE

6.1 Notations

6.2 Le théoreme fondamental

Le but de cette section est de démontrer qu’étant donné un idéal différentiel G de
R, 1e support des solutions de GG coincide avec les solutions de la tropicalisation de

G. Plus précisément on veut démontrer le théoréme suivant

Théoreme 6.2.1 (Théoreme fondamental). Soit K un corps algébriquement clos et
indénombrable de caractéristique nulle. Soit G un idéal différentiel de I’anneau R, .
Alors

Supp(Sol(G)) = Sol(trop(G)).

Remarque 6.2.2. Ce théoréeme est la généralisation avec des dérivées partielles du théo-

réme fondamental de la géométrie différentielle tropicale, voir [AGT16].

Nous allons commencer par démontrer que I’inclusion Supp(Sol(G)) < Sol(trop(G))
est toujours vraie sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, indépen-

damment du fait que K soit indénombrable.

Proposition 6.2.3. Soit G un idéal différentiel de I’anneau des polyndmes différentiels
Ry . Si @ € Sol(G), alors Supp(yp) € Sol(trop(G)).

Démonstration. Soit ¢ une solutionde G et S = Supp(p). Soit P = > ,,cr amEn €
G un polyndme différentiel de G et p = trop(P) = @ cn amr © €rr, OU apr =
trop(aps). Nous allons montrer que S est solution de p. Soit J € p(S) un sommet

quelconque. Par définition de la loi @, il existe un indice M tel que
J e an, ® €M, (S)
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Ainsi d’apres le lemme 5.3.5 et la multiplicativité de 1’ application trop (voir le lemme
52.2),ona
J € Vert(Supp(anr, Ear, (¢))).

Puisque P(p) = 0, il existe un autre indice Mo # M tel que

Je Supp(OéM2 EM2 (gp))’

car sinon il n’y aurait pas d’annulation. Puisque J est un sommet de p(.S), on en déduit
que J est un sommet de tout sous-ensemble de NV (p(.S)) contenant J et en particulier
de N (Supp(ans, Ear, (9))). Ainsi

J e apg, ®€M2(S)

et comme J et P ont été choisi arbitrairement, on en déduit que .S est une solution de
G. O

Il ne reste donc plus qu’a démontrer 1’inclusion réciproque. C’est en particulier
dans la proposition 6.2.5, qu’il sera important que K soit indénombrable. La remarque

6.3.3 montre que le théoreme 6.2.1 est en général faux si K est dénombrable.

La preuve du théoreme fondamental prendra le reste de cette section et sera dé-
composée en plusieurs parties. D’abord nous introduirons quelques notations. Si J =
(1, .-, Jm) est un élément de ZZ,, on dédinit J! comme étant le produit ji!- - - j,;,,!.

La bijection entre K 220 et R,, donnée par

w; KZ;LO — R,
1

J

a=(ay) ez, — Y, et
Jezz, 7

nous permet d’identifier les points de R,, avec les points de K20, De plus, si I € 77,

I’application 1) possede la propriété suivante :

o) = Y, Jarest’

JEZT,

qui implique que
a = (0(1)Y(a)li-o0)rezm, -

Pour le reste de cette section, on se fixe un ensemble fini de polyndmes différentiels

¥ ={P,...,Ps} < G tels que 3 possede les mémes solutions que G (ce qui est
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6.2. Le théoréeme fondamental

possible d’apres la propriété 2.4.7).. Pour tout £ € {1,..., s} et I € Z; on définit
Fyr= (O Py)|t=mtyy=0 € K[y : 1 <i<n,JeZZ

et
Aoy = {(a;y) € K™Z20) . Fy 1(a;) = 0forall 1 < £ < s,1eZT)}.

L’ensemble A, correspond aux séries formelles solutions du systéme différentiel 3 =

0 comme le montre le lemme suivant.

Lemme 6.2.4. Soit o € K|[t1,...,tm]]" avec ¢ = (¢1,...,pn), out

L aiJ g
pi= > St
JE(Z7,)

Alors ¢ est une solution de ¥ = 0 si et seulement si (a; j) € Aqp.

Démonstration. Cet énoncé se déduit de la formule

For((ai,g)i,g
Ppr, o ion) = ), e ((IZ,’ ) )t17
Ie(ZBO)"L :
qui est aussi appellée formule de Taylor. Voir [Sei58] pour plus de détails. O

Pour tout S = (S1,...,8y,) € P(ZZ))" on définit
A s = {(ai;) € Ax : a; 7 = 0siet seulement si J ¢ S;}.

Cet ensemble correspond aux séries formelles solution du systtme > = 0 dont le
support est exactement S. En particulier S € Supp(Sol(G)) si et seulement si Ay, g #

.

Les ensembles Ay, et Ay g font intervenir un nombre infini de coefficients. On
aimerait pouvoir travailler a un niveau fini. Dans ce but, nous donnons les définitions
suivantes. Pour tout entier £ > 0, on choisit Vi > 0 minimal tel que pour tout entier
te{l,...,stet||[I||x < k,ona

Frre Klzig:1<i<n,||J]|o < Ngl
Remarquons que si k1 < kg alors Nj,; < Nj,. On définit alors
A = {(aig) € KNI By p(ag ) =00 V1< £< 8| <K
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et
Aps = {(a;y) € Ay : aj ; = Osietseulement si J ¢ S;}.

I1 existe des applications de projection 7y, ; : Ay g — A; g pour tout k,l € Z>o U {00}

avec k > 1. Onaque Ay g = lim Ay 5.

Proposition 6.2.5. Soit S € P(ZZ)". Si Ax s = &, alors il existe k > 0 tel que
Aps = .

Démonstration. Supposons que, pour tout entier & > 0, I’ensemble Aj g soit non
vide; on va montrer que cela implique que A, s # . On suit la stratégie de la
preuve [DL84, Theorem 2.10] : dans un premier temps on utilise un ultraproduit afin
de construire un corps plus grand K sur lequel on peut trouver une série formelle
solution dont le support est S. Ensuite on montre que ceci implique 1’existence d’une
solution avec le méme support et a coefficients dans K. Pour plus d’informations sur
les ultrafiltres et les ultraproduits, le lecteur pourra consulter [Bec+79].

Pour tout entier £ > 0, on choisit un élément (aE?)KKn’HJngNk € Ay, s. Fixons
un ultra-filtre non-principal ¢/ sur les entiers naturels N et considérons I’ultra-produit
K= ([l,eyK)/ ~ouz ~ypourxz = (z,)ren et y = (yr)ren si et seulement si 1’en-
semble {r € N : z, = y,} est dans U. On notera [(x,)] la classe d’équivalence d’une
suite (x,). On consideére K comme une K -algebre a 1’aide de 1’application diagonale

K — K,z — (z),en. Pour tout ¢ dans J, on va définir a; ; € K comme
k
aiy = [(a') - ke N)]

ou I’ensemble agk)

7 = 0 pour un nombre fini de valeurs de k avec [|J[|xc > N.
Pour tout entier / € N et I, on a FgJ((CLEk})Z"J) = 0 pour k assez grand. Ainsi

Fy1((air)i,s) = 0 dans K (car I’ensemble des % tels que FM((CLE?)M) # 0 est

fini). De plus pour J € S;, on a az(’kJ) # 0 pour tout k assez grand (par hypothese),
ainsi a; ; # 0 dans K. De I’autre c6té pour J ¢ S;, on a agfj) = 0 pour tout k, et donc
Qi j = 0.

On considére maintenant 1’anneau

R_K xi,legién,JEZgLO / F&[:lggﬁs,fezgo
ziyil<i<n,JeZZyJeS, rigil<i<n JeZlyJ¢S;

Le paragraphe ci-dessus prouve que I’application 2 — K définie par z; ; +— a; s
est un morphisme d’anneau bien défini. En particulier R n’est pas 1’anneau nul. Soit
m un idéal maximal de R. Montrons que la composition K — R — R/m est un

isomorphisme. En effet, R/m est un corps et une K -algébre engendré par un nombre
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au plus dénombrable d’éléments (puisque R I’est). Ainsi, le corps R/m de dimension
au plus dénombrable comme K espace-vectoriel. Si ¢ € R/m était transcendant sur K,
alors par la théorie de la décomposition en éléments simples, les éléments 1/(t — )
pour o € K formeraient un sous-ensemble K linéaire de R/m indénombrable (c’est
précisément ici que la non-dénombrabilité de K joue un role). Ceci n’est pas possible,
ainsi R/m est algébrique sur K. Comme K est algébriquement clos, alors K = R/m.
Ainsi par construction ’ensemble (b; ;) satisfait les conditions Fy ;((b; 7)) = 0 pour
tout £ et I, et b; ; = O si et seulement si J ¢ S;. Ainsi (b; 7) est un élément de A, g.
En particulier Ay, 5 # . O

Preuve de 6.2.1. Nous allons maintenant prouver la direction manquante du théoréme
fondamental par contraposée. Soit S = (S51,...,S5,) € P(ZZ,)" tel que A 5 = O,
¢’est-a-dire qu’il n’existe pas de solution série formelle de ¥ = 0 dans K[[t1, ..., tmn]]"
ayant S comme support. Alors d’apres la proposition 6.2.5, il existe £ > 0 tel que

Ay, s = J. De maniere équivalente

Frr:1<t<s|Ille <N,
v 01 ' S H Hoo k cV H zig |
rig:1<i<n,J¢S,||J||o<k 1<i<n

€04
[[7]lo0 <N

D’apres le théoreme des zéros de Hilbert, il existe un entier M > 1 tel que

M 1
_ < . J) eI 85 1] k .
II ’ $1J1<Z<H,J¢Szv||J||OO<k

1<isn
JESi
1710 < N,

Ainsi il existe Gy and H; jin K[x; 7 : 1 <i < n,||J||w < Ni] tel que

E = Z GorFor + 2 H; jx; .

1<<s 1<i<n
[1T]|oo<k J¢S;
[11]c0 <N,

Définissons le polyndme différentiel P par

P= Y G O)(P).
1</l<s
[1]|oo<k

Alors P est un élément de I’idéal différentiel engendré par P4, ..., Ps. Ainsi, en par-
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ticulier P € G. Puisque Fy 1 = ©(I)(FPy)|¢=o0, il existe h; € Ry, 1, tel que

P=F— Z Hi’J‘Ti,J—Ftlhl—i—...—thhm.

1<i<n
JES;
[[/]lo0 <Nk

Remarquons que F apparait comme un mondme dans P puisqu’il ne peut pas s’annu-
ler avec les autres termes de la somme ci-dessus. Par construction, on a trop(E)(S) =
{(0,...,0)}. Cependant on a (0,...,0) ¢ trop(H; jx; s)(S) car J ¢ S;, et on a
(0,...,0) ¢ trop(t;h;)(S) car le facteur ¢; oblige le ieme coefficient de tous les élé-
ments de trop(¢;h;)(S) d’étre au moins 1. Ainsi le sommet {(0, ..., 0)} de trop(P)(S5)
n’est atteint qu’une seule fois (dans le mondme F) et ainsi S n’est pas une solution
de trop(P). Puisque P € G, on en déduit que S ¢ Sol(trop(G)), ce qui prouve
I’énoncé. O

6.3 Exemples et limites du théoreme fondamental

Dans cette section, nous donnons des exemples pour illustrer les résultats obtenus
dans les sections précédentes. De plus, nous donnerons quelques idées de générali-
sations directes ou le théoreme fondamental [AGT16] et notre version 6.2.1 ne s’ap-

pliquent plus. Nous donnerons aussi quelques pistes pour des développements.

Exemple 6.3.1. Considérons le systeéme de polyndmes différentiels

Y={p = ‘Ti(l,o) — 4wy 00), P2 =211, %2,0,1) — T1,00) T 1,

P3 =15 20) — T1,(1,0)}

dans Ry 9. Par des méthodes d’éliminations en algebre différentielle, telles que celles
implémentées dans le package DifferentialAlgebra de MAPLE, on peut prou-

ver que
1
Sol(X) = {p1(t1,t2) = 2coty + & +V2cota + 13 + V2t ta + itg,

1 1
@2(t1,t2> =cotq +61+5\/5(63—1)t2+60t%+\/§00t1t2+500t§

1 1 1 1
+§t§’+§\/§t§t2+§t1t§+5\/§t§},

ol ¢y, c1,c2 € K sont des constantes arbitraires. En posant par exemple ¢y = ¢y =

0,c; # 0, on obtient comme supports

({(2,0), (1,1),(0,2)},{(0,0), (0,1),(3,0), (2, 1), (1,1), (0, 3)}) € Supp(Sol(%)).
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Nous allons maintenant illustrer que grice au théoréme fondamental des condi-
tions nécessaires et des relations sur le support peuvent étre trouvées. Soit (51, S2) €

P(Z2)? une solution de trop([X]). Considérons dans un premier temps
trop(P1)(S1, S2) = Vert(2 - Vert(©(1,0)51) u Vert(S1)).

Si I’on suppose que (0,0) € Sy, alors (0,0) est un sommet de S;. Par définition de
solution de polynéme tropical différentiel, on sait que (1,0) € Sy. Réciproquement si
(1,0) € Sy, alors on en déduit que (0,0) € Sj. C’est ce qu’on attendait puisque les
mondmes correspondant dans ¢ s’annulent si et seulement si ¢y = 0.

Considérons maintenant
trop(©(1,0)P;)(S1, S2) = Vert(Vert(©(1,0)S51) u (Vert(0(2,0)51)+ Vert(S1))).

SiT’on suppose que (0, 0) n’est pas un sommet, ce qui implique que (0, 0), (1,0), (2,0) ¢
S1, et si I’on suppose également que (k,0) est un sommet pour un certain k& > 1, alors
on en déduit du premier mondme tropical différentiel que (k£ + 1,0) € S; et du second
mondme que (2k + 1,0) = (kK + 1,0) € Sy, ce qui contredit que & > 1. Alors, il ne
peut pas y avoir de solution 7 dont le support ne contient pas (0,0), (1,0) ou (2,0).

En considérant pour k, [l € Z¢ les polyndmes tropicaux différentiels
trop(O(k,1)P3)(S1, S2) = Vert(Vert(©(2 + k,1)S2) u Vert(O(1 + k,1)S1),

on obtient le lien entre ; et 3. De maniere similaire a précédemment, on obtient, en
supposant que 1’origine est un sommet de trop(O(k, 1) P3)(S1, S2), que (1+k,1) € S1
si et seulement si (2 + k, 1) € Sa.

Une maniere naturelle de définir © et @ dans la section 5.1 aurait été de prendre le
polygone de Newton et pas son ensemble de sommets, comme on le fait. Cependant,
certains résultats, en particulier une des inclusions du théoreme, la proposition 6.2.3,

n’aurait plus été vraie comme on le voit dans I’exemple suivant.

Exemple 6.3.2. Soit {e1,...,e4} une base de Z‘;O. Dans Ry1 = K[[t1,...,ta]|{z}
considérons 1’idéal différentiel engendré par

02x
0t10t3

ox oz
P = TezTey + (_t% + t%)x61+€3 = T (_t% + t%)
Ots Oty

et la solution ¢ = (t1 + t2)ts + (t1 — t2)t4. Alors
Supp(p) = {e1 + e3,e2 + e3,e1 + ey, €2 + e4}.
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Par ailleurs, pour S € P(Z), on obtient

trop(P)(S) = Vert( Vert(Orop(€3)S + Otrop(€4)S)
U Vert(2e1 + Ogop(er + €3)5)
U Vert(2ez + Ogopler + €3)5).

Sil’on pose S = Supp(p), on a
trop(P)(S) = Vert( Vert({2e1,e1 + e2,2e2}) U {2e1} U {2e32}).

Puisque
Vert({2e1, €1 + e2,2e2}) = {2¢1, 2e3},

tout J € trop(P)(S), en particulier 2e; et 2e9, apparait dans deux mondmes de
trop(P)(S), et S est bien dans Sol(trop(P)). Remarquons que dans le polygone de
Newton, le point e; + ez, qui n’est pas un sommet, vient seulement d’ un seul mo-
nome dans trop(P)(.S). C’est pourquoi il est nécessaire de considérer seulement les
sommets et non tout le polygone de Newton pour certaines propositions, comme la

proposition 6.2.3, soient vraies.

Remarque 6.3.3. Le théoreme fondamental pour les systemes d’équations différen-
tielles au dérivées partielles, sur un corps dénombrable tel que Q, n’est en général plus
vrai. En effet, d’apres [DL84, corollaire 4.7], il existe un systeme d’équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles G sur Q possédant une solution dans C[[t1, ..., ty]]
mais aucune dans Q[[t1,...,%m,]]. Prenant K = Q comme corps de base, on a que

Sol(trop(G)) # & car Sol(trop(G)) = Supp(Sol(G)) est non vide sur C, mais
Supp(Sol(G)) = &.

Nous nous sommes seulement intéressés aux solutions qui sont des séries for-

melles. Une extension naturelle pourrait-&tre de considérer les séries des Puiseux.

Exemple 6.3.4. Considérons R;; = K|[t]{x} et I'idéal différentiel engendré par le

polyndme différentiel

P = 2t$(1) —Z) = 2t - % — .

Il n’existe pas de série formelle non nulle qui soit solution de P = 0. Par contre
© = ct'/2 est, pour tout ¢ € C une solution. En fait {©} est I’ensemble de toutes les

solutions P = 0 sous forme de séries de Puiseux.
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Par ailleurs, soit S € P(Z=). Alors tout point .J de
trop(P)(S) = Vert(Vert({1} + (Otrop(1)S) L Vert(S))

apparait dans deux mondmes, sauf si 0 € J. Alors, pour tout S € Sol(trop(P)), on

sait que 0 ¢ .S. Pour tout 7 > 0, on a que
O)P =2tz + (2 - L)z e G
et
trop(©(I)P)(S) = Vert(Vert({(1)} + (Owop((I + 1)S) U Vert(Oop(1)S9))-

De maniere similaire a ci-dessus, tout J € trop(©(I)P)(S) apparait dans deux mo-
nomes, sauf si [ € J. Ainsi I ¢ Setdonc,leseul S € P(Zx) avec S € Sol(trop([P]))
est S = ¢J. Donc Sol(trop([P])) = {} = Supp(Sol([P])).

On souhaite maintenant considérer les séries de Puiseux solution plutot que les

solutions séries formelles. On connait le support des solutions qui sont une série de

Puiseux
{Supp(p)} = {T,{1/2}}.
Maintenant, pour S € Q™ and J = (ji, ..., jm) € ZZ, on pose
. , (S1y.+y8m) €S,
S J)S =< (81— J1,-+5Sm —
trop( ) {( L " Jm) Vi<i<m,s;<0ors; —j; ¢ Zg

C’est une définition naturelle, puisque c’est seulement dans le cas ou I’exposant du
mondme est positif que la dérivée peut s’annuler. Pour Val; et les opérations ® et @
la définition reste la méme.
Soit Q € [P]. Alors
Q=) Qi O(I)P

kel

pour un certain ensemble d’indice Z et Qj, € Ry, ,,. Pour tout I, on sait que Supp(yp) =
{(1/2)} € Sol(trop(O(I))P)). Soit « € Qn (0, 1). Alors pour tout J € trop(O(I)P) €
Z=0 .00 O1rop(J){(1/2)} = Ourop(J){(a)} +{(1/2-)}. Ainsi (c) € Sol(trop(6 (I} P)).
Puisque
trop(Gy - ©(Ix) P) = trop(G) © trop(©(Ix) P),

on peut trouver des solutions méme si 1’on multiplie par G. Ainsi o € Sol(trop(Gy, -
©(I;)P)) et par conséquent o € Sol(trop([P])). Cependant o ¢ Supp(Sol([P]))
pour o # 1/2.
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Remarquons que P est un polyndme différentiel ordinaire et que par des calculs
similaires a ceux effectués ici, une généralisation directe des séries formelles aux séries

de Puiseux pour le théoréme fondamental [AGT16] ne fonctionnerait pas non plus.

En conclusion, insistons sur le fait que le théoréme fondamental peut aider a trou-
ver des conditions nécessaires sur le support de solutions de systeme d’équations par-
tielles différentiels, mais en général cette méthode ne peut-&tre completement algo-
rithmique. En effet, selon [DL84][Theorem 4.11], I’existence de solutions en séries
formelles pour un systeéme d’équations linéaires dont les coefficients sont des séries

formelles est en général indécidable.
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Quatrieme partie

Une observation sur les topologies
des complétions
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Partie IV,

Dans cette partie, nous évoquons une « particularité » importante des complétés
d’anneaux locaux dans le cas non nothérien. Si, dans le cas noethérien, la situation est
bien comprise et essentiellement régie par le théoreme de Krull, la situation dans le
cas non noethérien, est quant a elle plus compliquée comme en atteste notre théoreme
7.1.2.

L’observation formulée dans cette partie peut se résumer ainsi : si /2 est un anneau
local, alors son complété est naturellement muni de la topologie de la limite projective
pour laquelle il devient un anneau topologique complet; dans le cas non noethérien et
contrairement au cas noethérien, ce complété Rnest pas complet pour les topologies

adiques que I’on peut construire sur Ra partir de I’idéal maximal 21y de R.
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CHAPITRE 7

TROIS TOPOLOGIES SUR LA
COMPLETION QUI COINCIDENT
SEULEMENT DANS LE CAS
NOETHERIEN

Tous les groupes et tous les anneaux de ce chapitre sont supposés commutatifs.

7.1 Enoncé du probléme

Soit R un anneau topologique, /M un R-module topologique et I un idéal de k. On
suppose que la topologie de R ainsi que celle de M sont [-préadiques. On considere
M la complétion de M par rapport a la filtration (I M ),en. Pour tout n € N, on
note 7, : M > M /I™M les projections canoniques. On rappelle que la topologie
sur M est définie par la filtration en sous-modules (K, = Ker(m,))nen. Pour cette
topologie, I’anneau M est complet.

Lorsque R est un anneau noéthérien, on peut montrer que la topologie sur M défi-
nie par la filtration (K,, = Ker(m,))nen est préadique, comme 1’énonce le théoréme

suivant (voir par exemple [Mat80, 23.L, Corollary 4]).

Théoreme. Soit R un anneau noethérien, I un idéal de R, M un R-module de type
fini muni de la topologie I-préadique. Si I’on note M = (h_mn M /T M la complétion
de M et { Ky} pen+ la filtration sur M définie par K,, = Ker(M — M /I M) alors,
pour tout entiern > 1, ona K, = I"M = I"M = (f)"ﬁ

Dans le théoreme précédent, on considere trois filtrations sur M :

1. La filtration définie par (K, = Ker(m,) = InM JneN qui est la topologie na-
turelle sur M. Cette topologie fait de M un R-module topologique complet et

rend les projections ,, continues.
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2. La topologie I-préadique sur M (celle définie par la filtration I ") ). Cette to-
pologie fait également de M un R-module topologique et rend les projections

T, continues.

3. Latopologie définie par la filtration I"M.Cestla topologie I -préadique sur M
lorsqu’on considere M avec sa structure de R-module. Cette topologie fait de

M un R et un R-module topologique et rend les projections 7, continues.

Dans le cadre de 1’étude du théoréme précédent dans le cas non-noethérien nous

allons répondre a la question suivante :

Question 7.1.1. Soit R est un anneau quelconque, [ un idéal de R et M un R-module
topologique muni de la topologie I-préadique. Si M = lim M /1" M, est-ce que
M est complet pour la topologie I-préadique, respectivement pour la topologie I-

préadique ?

A. YEKUTIELI présente dans I’introduction de son article [Yek11] un contre-
exemple au théoréme précédent lorsque R n’est plus noethérien. Plus précisément,
il démontre que si A = k[(z;)ien] est 'anneau des polyndmes en une infinité de
variables, que si m = {(x;);en) désigne I’idéal engendré par les variables alors le
complété de A pour la topologie m-préadique, A = E[[(z1)ien]], n’est pas complet

pour la topologie induite par la filtration mnA.

Un exercice dans [Bou06, Ex.12, chap. III §2] suggere qu’en toute généralité le
R-module M n’est pas complet pour la topologie 2 -préadique. Un exemple est décrit
dans un TAG de Stacks Project [Stacksb, Tag 05JA].

Nous allons, dans ce qui suit, organiser les arguments donnés dans Stacks Project

et généraliser le résultat comme suit :

Théoreme 7.1.2. Soit k un anneau, k[(x;)en] [’anneau de polyndéme en une infinité
de variables et m = {(z)1en) l'idéal de k[(x;)ien]| engendré par les variables. Alors
la complétion k[[(x;)ien]] de k[(x1)ien] par rapport a la filtration {m™},cN+, n’est
ni m-préadiquement compleéte, ni m-préadiquement compleéte.

Plus généralement, pour tout entier m > 1, la complétion k[[(z;)ien]] n’est pas

m™m-préadiquement complete.

7.2 Une condition necessaire et suffisante pour étre préadi-

quement complet

Proposition 7.2.1. Soit R un anneau et (K;)ien, (Li)ieN, (M;)ieN trois systémes
projectifs (K;)ien, (Li)ien, (M;)ien de R-modules dont on note k;: K;11 — K,
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7.2. Une condition necessaire et suffisante pour étre préadiquement complet

lit: Liy1 — L; et m;: M1 — M, les morphismes de transition. On suppose que
0->K,—>L,—> M, —0

est une suite exacte de R-modules de sorte que le diagramme suivant

Ti i

0 K; L; M; 0

[

00— Kit1 = Lin1 M1 0

Hi+1
soit commutatif.
Si tous les morphismes k; sont surjectifs, alors la suite

0——>1lim K; —~=lim. L; —"=1lim M; —=0
) ) )

est exacte.

Remarque 7.2.2. La proposition 7.2.1 est un cas particulier du cas ou le systéme pro-
jectif (K, k;)i>1 est de Mittag-Leffler, voir par exemple [Lan02, III §10 Prop 10.3].

Démonstration. On rappelle que le foncteur (M;)ien — (h_mz M, est covariant et exact
a gauche, voir [Lan02, IIT §10 p164].

Ainsi, il ne reste qu’a prouver que le morphisme i est surjectif. Soity = (y1,y2, ) €
lim M;. Puisque, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme p; est surjectif, il existe
x; € L; tel que p;(z;) = y;. Cependant, il est possible que 1’élément (z1,x2,- - )

ainsi construit n’appartienne pas au module lim . L,;. Cependant, on vérifie que
et

pilli(ziv1)) = mi(piv1(ig1)) = mi(Yis1) = yi = pi(ws).

Ainsi [;(x;41) — z; € Ker(u;). Nous allons construire par récurrence un élément
(Z;)ien qui sera dans lim . L;. On procéde comme suit : soit 1 = 1. Comme lo(x2) —
x1 € Ker(p1) = Im(7), il existe un élément ¢; € K tel que 1 (z2) — z1 = 71(c1).

Comme le morphisme k; est surjectif, on peut trouver un élément ¢ € Ko vérifiant
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k‘l(ég) = 1. Soit Ty = T9 — 7’2(52). On a alors

= I1.
Supposons que 1’on ait construit les éléments (%1, %2, -+ ,Z,) € | [;_; L tels que,
pour tout entier i € {1,--- ,r — 1}, on ait [;(Z;4+1) = &; et I, (xr41) — & € Ker(uy),
et pour tout enter ¢ € {1,--- ,r},, on ait également p;(Z;) = y;.

Il existe un élément ¢, € K, tel que I, (x,+1)—Z, = 7(¢;). Comme le morphisme
k, est surjectif, on peut trouver un élément ¢, 1 € K, 11 tel que k,(¢,+1) = ¢,. Soit
Tr41 = Tp41 — Tr+1(€r+1). On a alors que Uy 41 (zr42) — Tp41 € Ker(u,41) et que

pr+1(Zr41) = yr. De plus

Io(Zry1) = lo(Trg1 — 72(Cry1))
= lp(@r+1) = L(Tr41(Gr41))
= Zr + 1(cr) = Lo (Tr41(Gry1))
— &+ () — ok (6rs))

= Tp.

Ainsi, on a construit par récurrence un élément = (Z1, T2, - ) € lim_ L; qui vérifie

wu(x) = y. Ce qui prouve bien que le morphisme p est surjectif. 0

Proposition 7.2.3. Sous les hypotheses de la proposition 7.2.1, les affirmations sui-

vantes sont équivalentes :
1. Le morphisme p: lim. L; — lim = M; induit un isomorphisme de R-modules.
D} D
2. Onalim K; =0.
Dt
3. Pour tout entiert > 0, ona K; = 0.

Démonstration. Les implications (3) = (2) = (1) sont claires.

(1) = (2). Par hypothese, la suite
0——=lim K; ——=lim L; —lim M; —=0
) ) )

est exacte. Donc Ker(u) = Im(7) = (0). Comme Im(7) = lim K, on en déduit que

lim4 Ki = 0.
D
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(2) = (3). Supposons, par 1’absurde, que 1’on puisse trouver un entier n € N* tel
que K, # 0. En particulier soit x,, € K,,\{0}. Puisque les morphismes de transitions
k;: K;y1 — K; sont surjectifs, on peut construire par récurrence une suite (2;)i>n
telle que, pour tout entier ¢ > n, on ait k;(x;4+1) = z;. En particulier, ceci signifie
pour tout entier ¢ > n, que x; # 0. Pour 1 < ¢ < n, on définit par récurrence x;
par z; := k;(x;+1). Ainsi, I'élément (x;);en+* appartient par construction a (hﬂz K;et

n’est pas nul. Ceci contredit (2), donc pour tout entier ¢ = 0, on a K; = 0. O

Proposition 7.2.4. Soit R un anneau et I un idéal de R. Soit M un R—module. Soit

M := lim M /I™ M. Pour tout entier n = 1, on pose
<n
K, := Ker(M — M/I"M)
Soit m € N\{0}. Pour tout entier n > 1, on a K ;, 1), + "M = K.

Démonstration. Pour k > 1, on note 7 le morphisme canonique M—>M JI*M.
Soit n = 1 un entier. Ainsi K} = Ker(7y). Le diagramme de morphismes de
R-modules suivant
M /1(+0m pr
T(n+1)m

o~

Tnm

M /I 0

est commutatif. On en déduit que Ker(m(,,4.1),,) < Ker(m,m). Par ailleurs, on a que
"M < Ky On en déduit Uinclusion K, 1y, + 1M C K.

Soit maintenant x = (z;) jen* € M ot x; € M /I7 M. Par la suite, on se permettra
I’abus de notation suivant : z; pourra désigner un élément de M /I JM ou un de ses
relévements dans M. Supposons que = € K,,,,, alors, pour tout entier 7 < nm, on a

xj = 0. On définit u = (u;) jen+ € M a partir de x de la maniére suivante :

u; =0 Vi, 1<j<mn
uj = x; Vi, mn+1<j<m(n+1)
Uj = Tm(n+1) Vi, J >m(n+1)

Par construction, on a u € I"™M. De plus * — u € K, 1), puisque, pour tout
entier j < (n + 1)m, on a z; — u; = 0. Ainsi, on a prouvé que z = y + u €
K(n+1)m + 1" M. ]
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Proposition 7.2.5. Soit R un anneau, I un idéal de R. Soit M un R—module. On note

—

M :=lim M/I"M. Soit m € N\{0}. Le morphisme

—~

M — lim M/I"™M
<n
(JUj)jeN* i (l‘jm)jeN*
est un isomorphisme de R-modules.
Démonstration. Pour a > b, soit 7, le morphisme canonique mqp: M/I*M —
M/I°M.
On vérifie que le morphisme

—~

M — lim M/I"™M
<n
(j)jenx = (Tjm)jeN
est un isomorphisme R-modules, dont I’inverse est donné par

o~

lim M/I"™M — M
<n

(xjm)jeN* i (yj)jeN*

ol, si pour un certain entier k on a km < j < (k + 1)m, alors

Yi = Tt 1)m, (Tt 1)m)-
0

Théoreme 7.2.6. Soit R un anneau, I un idéal de R. Soit M un R—-module. On pose
M :=lim M/I"M et K,, = Ker(M — M/I"M). Soit b un idéal de R, tel qu’il
existe un entier m € N* vérifiant 1 mAM < bM < K. Les assertions suivantes sont

équivalentes
1. Le R-module M est b-préadiquement compleéte.

2. Pour tout entier n = 1, I’égalité K,,,, = b™ M est vérifiée

Démonstration. Comme pour tout entier n > 1, I'inclusion "M < (K,,)" < K,

est vérifiée, on en déduit un diagramme :

0 ——> Ky /6" M — M /6" M —22 M /"™ M — 0
dont les morphismes 7, et i, sont définis comme suit. Soit ¢, : Ky, — M 1le mor-
phisme d’inclusion. Ainsi le morphisme induit 7,, : K,/ "M — M / 6" M est éga-

lement injectif. Comme b" M < K, m,ona ]\//.T/b”M\ — ]\/4\/Knm = M/I"M.Ce
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morphisme est surjectif puisqu’il est déduit du morphisme MM /K pm qui est éga-
lement surjectif. Nous allons montrer que le diagramme induit une suite exacte. Il faut
prouver que Ker(u,) = Im(7,). Ce qui est vrai puisque Ker(u,) = Kpp/ b M =
Im(7,).

Désormais nous allons prouver que le diagramme induit

0 — lim Ky /6" M — Jim M /6" M — lim M /I"™M — 0
n n n
définit une suite exacte.
On considere les systemes projectifs (Knm/b"M\, kn)neN+, (M\/bnﬂ, ln)nen+ et
(M /1™ M, my,)pen+ . Pour tout entier n > 1, les morphismes de transition /,, : M\/b”]\/f —
M/6" 1M et my: M/I™™ — M /IDnm sont définis comme des morphismes de
projection. La définition de k,, est déduite de la propriété universelle du quotient.

Puisque K (,,41)m © Kpm, on obtient un morphisme
Pn - K(n+1)m — Kpm — nm/bnM

De plus b”*! < b", ainsi, par la propriété universelle du quotient ¢,, induit le mor-
phisme
Kt Kny1ym/0" M — Ko /67 M.

De plus, il faut prouver que, pour tout entier n > 1, les morphismes de transitions k,,
sont surjectifs c-a-d que tout morphisme ,, est surjectif, ce qui revient a montrer que
Kiytym + oM = Kyym. Gréce a la proposition 7.2.4 nous savons que K, 41y, +
A = Ky et par hypothese 1 mA < b, ce qui prouve 1’égalité voulue.

Nous avons montré que les hypotheses de la proposition 7.2.1 sont vérifiées, ainsi

la suite
0 — lim Ky /6" M — lim M /6" M — lim M /I"™M — 0
n n n
est exacte.

Par ailleurs, nous avons vu dans la proposition 7.2.5 que lim M /1" M ~ M.
Ainsi, la conclusion provient du fait que les assertions suivantes sont équivalentes, ce

qui se déduit de la proposition 7.2.3 :
1. L'anneau M est b-préadiquement complet.
2. Le morphisme Jim | M / 6" M — M est bijectif.
3. Onalim Ky/6"M = 0.

4. Pour tout entier n > 1, on a K,,,,, = b" M.
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7.3 Une complétion non I-préadiquement complete

Nous allons maintenant construire un exemple d’un anneau R non noethérien, et
un idéal I, non engendré par un nombre fini d’éléments, de sorte que la complétion
de R par rapport a la topologie I-préadique, ne soit ni I-préadiquement compléte, ni

K -préadiquement complete. On rappelle que
K, = Ker(R — R/I") = T".
Le but de cette partie est précisément de démontrer que théoréme suivant.

Théoreme 7.3.1. Il existe un anneau non noethérien R et un idéal propre I, tel que
si I’on note R la complétion de R par rapport a la topologie I-préadique, et K,, 1=

Ker(R — R/I") alors :
1. K1 # IR
2. Kopm # (Km)? pour tout m > 1.

En particulier, I’anneau topologique R n’est pas I-préadiquement complet, ni K,,-

préadiquement complet.

Ce théoreéme sera une conséquence des propositions 7.3.2 et 7.3.3 que nous allons
démontrer par la suite.

Soit k un anneau, R = k[(z;)en] I’anneau des polyndmes en une infinité de
variables et m = {(z;);en ) 1’idéal engendré par les variables. L’anneau R est non noe-
thérien et I’idéal m n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments. La complétion
R de R par rapport 2 la topologie I-préadique est décrite par I’anneau E[[(z1)ien]]
des séries formelles en une infinité de variables introduit dans I’exemple 3.2.5. Plus

précisément, un élément f € k[[(x;)en]] peut étre vu comme une série formelle

1. la fonction v: N — N a un support fini

2. la notation z” signifie [ [; a?;/(l)
3. pour tout entier d > 0 I’ensemble {a, | a, # 0, D>, ¥(I) = d} est fini.

Notation. A partir de maintenant et dans toute la suite, on notera R I’anneau k[(2;)en]
des polyndmes en une infinité de variables et R = k[[(;)en]] sa complétion par

rapport a I'idéal m = {(z7)ieN)-
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Proposition 7.3.2. La complétion R de ’anneau R n’est pas complete pour la topo-

logie m-préadique.

Démonstration. La proposition se prouve en appliquant la condition du théoreme 7.2.6
pour étre m-préadiquement complet. Il suffit de montrer que K; # m£R. Pour ce faire,
considérons I'élément f = >, ! de 'anneau k[[(z;)en]]- Il est clair que f € K.
Si I’on suppose que f € mR, alors il existe une entier r € N\{0}, des éléments

Ul, - ,Up Em,ethy, -, h, € Rtels que

f = iulhz
i=1

Puisque tous les u; sont dans I’idéal m, seulement un nombre fini de variables apparait
effectivement dans les u;. Ainsi il existe un entier ng € IN\{0} tel que pour tout entier
i€ {l,---,r}, lavariable z,, n’apparait effectivement dans aucun des polyndmes u;.

On considere le morphisme d’anneaux 1: R — E[[2n,]], induit par le morphisme
d’anneaux ¢: R — k[zy,] défini par o(x;) = 0sii # ng et o(zp,) = Tn,. En
particulier, le morphisme v vérifie 1)(x;) = 0sii # ng et Y(rp,) = Tn,. Ainsi
Y(X_1 u; - hy) = 0. Cependant ¢(3,-, #}) = 279. Ce qui est une contraction, ainsi
f ¢ mR. O

Théoreme 7.3.3. Soit m € N\{0}. La complétion R de I'anneau R n’est pas compléte
pour la topologie K,,-préadique.

Remarque 7.3.4. Cette preuve ne permet cependant pas de conclure si la topologie sur
R est préadique pour un idéal bien choisi.
Les arguments avancés ici ne permettent pas de conclure et a ce stade il n’y a, a

ma connaissance, ni exemple, ni contre-exemple.

Avant de commencer la preuve, nous allons rappeler quelques propositions a pro-
pos de la dimension des anneaux universellement caténaire, voir [Eis95, part 2 Dimen-
sion theory] pour les définitions.

Soit A un anneau, alors une chaine d’idéaux de la forme
Pr2pr—12-- 200
est dit de longueur r. On rappelle que si £ est un sous-ensemble de A, alors
V(E) := {p € Spec(4) | E' < p}

et que la dimension de A que I’on note dim(A) est le supremum de la longueur des

chaines d’idéaux premiers. De plus, si [ est un idéal de A, la dimension de I, que 1’on
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note dim(I) est défini comme la dimension dim(A/I). Si on note +/T le radical de

I’idéal I, une conséquence de la définition est 1’égalité
dim(A/T) = dim(A/VT).

Finalement, on note dim(V (E)) la dimension de I’idéal engendré par E. Cette der-
nieére définition a du sens car si I et J sont deux idéaux de A tels que V(1) = V(J)
alors /I = +/.J et en particulier dim(I) = dim(.J).

Proposition 7.3.5. Soit k un corps et k[[z1,- - ,x,]] 'anneau des séries formelles
en n variables. Soit (a;)1<i<n des éléments non nuls de k et m un entier non nul. Soit
E le sous-ensemble {a1x7",- - ,anx)'} de k[[z1, -, xy]]- Alors dim(V (E)) = 0.

Démonstration. Soit I = (F). Puisque les éléments (a;)1<i<pn sont non nuls, ils pos-

sédent un inverse. En particulier /I = (x1, 22, - - ,2,). Alors
dim(V(E)) = dim(k[[z1, - - , z,]]/VI) = dim(k).

Mais dim(k) = 0, donc dim(V(E)) = 0. O

Lemme 7.3.6. Soit A un anneau et 1,J deux idéaux de A tels que J c I. Alors
dim(A/I) < dim(A/J).

Démonstration. Soit p, 2 pr,—1 2 --- 2 pg D I un chaine d’idéaux premiers conte-
nant /. Alors, c’est également une chaine d’idéaux premiers contenant J. En particu-
lier, si = dim(A/I), on obtient dim(A/I) < dim(A/J). O

Proposition 7.3.7. Soit (A, m) un anneau noethérien intégre caténaire et commutatif.
Supposons que I = {f1,---, fr) est un idéal propre de A engendré par r éléments.
Alors on a dim(A/I) > dim(A) —r.

Démonstration. Voir la discussion [Eis95, part II, §13, p286] apres le corollaire 13.5
ou/et [Mat80, 12.1, thm 18, p77]. O

Il nous faut encore une proposition avant de démarrer la preuve du théoréme 7.3.3.

Proposition 7.3.8. L’anneau des séries formelles en n variables sur un corps k, a
savoir k[[x1, - x,]], est un anneau commutatif universellement caténaire. De plus
dim(k[[z1, - zn]]) = n.

Démonstration. Puisqu’un corps un anneau commutatif universellement caténaire et
que k[[x1,- - z,]] est un anneau noethérien, la premiére partie de la proposition est

une conséquence de [Sey70, thm 1.12 p24].
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Il reste a prouver I’assertion concernant la dimension. La chaine d’idéaux premiers

<x1,... ,$n>3<$1,"‘ ,13n71>3"'3<l'1>3{0}

est de longueur 7, ainsi dim(k[[z1, - - - x,]]) = n. Par ailleurs, on déduit de la propo-

sition 7.3.7 que

dim(k[[z1,- - zn]]) < n+dim(k[[z1, - xn]]/ a1, 20))
= n+dim(k)
Ainsi dim(k[[z1, - - z,]]) = n. O

Preuve du théoréme 7.3.3. Nous allons prouver que I'anneau R = E[[(2;)1en+]] n’est
pas K,-préadiquement complet. Nous allons appliquer le théoreme 7.2.6 ol K,,
jouera le role de b. Ledit théoreme énonce une équivalence, s’il existe un entier n > 1
tel que K, # K, alors on pourra en déduire que R nest pas K ,-préadiquement

complet. En particulier, nous allons prouver que (K,,)? # Kopn,.

Remarquons qu’un élément de (K, )? peut s’écrire comme une somme finie :
> figs (7.3.1)
j=1,t

avec fj, gj € Kp,. Construisons des polynoémes z; € k[(x;)ien+] et deux suites d’en-
tiers2m < dy <dg <---et0 <y <ly < --- telles que

zi € klay, 241, T, 1)

vérifiant, que dans I’anneau k[[x;,, ©1,41, - - -, 21,,,—1]], ’élément z; en peut pas s’écrire
comme une somme de la forme (7.3.1) avec ¢t < 3.

Posons [; = 1 et pour tout entier ¢ > 2, on choisit I; = ;1 + 2(: — 1) + 1.
Soit (d;);>1 une suite croissante d’entiers (telle que d; < d;1) telle que, pour tout

entier ¢ > 1, ’entier d; est premier avec la caractéristique du corps k. On définit

l'+1_1 d; 21 2 . ’
z; = ,;:li x)'. Cet €lément vit dans I’anneau Elzy,, 1,41, ,xliﬂ,l]. Supposons

par I’absurde que, pour un certain entier ¢ < ¢, le polyndme z; comme une somme
G=2, (7.3.2)
avec f;,g; € k[[xy,, xy,41,- -+ ,21,,,—1]] et tels que les polyndmes f;, g; soient sans
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terme constant. Alors, on pose

ézi ) (921-
63:,” ’ ’ 83:1

E = ( ) = (dix?‘iiilf o 7d mdiil )

1 -1
i+1—

On considere
V<E) < SpeC(k[[xli, Tl4+1," " 7$li+171]]>-
Alors dim(V(E)) = 0 car V(E) est réduit a un point (voir proposition 7.3.5). Par

ailleurs, pour tout entier j € {n;,--- ,n;41 — 1},ona

a(Zi:I,n- it figi)

(91']'

€<f17"' 7ftvglv"' 7gt>'

0(Xi—1,... 1 1i94) s 1oz
On pose ' = {#}ligjglwrl,l. On remarque que £ = E’ d’apres 1’équa-
tion (7.3.2), mais nous allons cependant conserver la notation E’ pour signifier que I’on

utilise I'écriture 35, , fig; de z; dans les caculs. Alors, d’apres le lemme 7.3.6,
dim(V(E")) = dim(V(f1, -+, fr. 91+ 5 91))-
De plus, la dimension de V' (f1,..., ft,91,--.,gt) est au moins
lig1—=1—-0Li+1-2t=20+1-2t > 1,

d’aprés la proposition 7.3.7 appliquée a I’anneau k[[z;,, - - , z; 1] (qui est caté-

i+1—1
naire n; 1 —n;, comme vu dans la proposition 7.3.8) et I'idéal {f1,--- , ft, 91, " , gt)
qui est propre puisque qu’aucun des polyndmes f; ou g; n’a de terme constant. Ainsi
dim(V(E’)) = 1. On obtient une contradiction puisque 0 = dim(V (E)) = dim(V(E’)) >

1.

On pose z = > ,;=; % € k[[(@)ien+]]. Alors z € Kop,. Si z € (Kp,)? on peut
trouver t > 0 et f}, g; € k[[(z)1en+]] tels que

2= ), fig
J=1,t
On pose
fj,t = f](()?Ou 707$lt7"' 7xlz+1*170707'”)
gj,t :gj(0707 7071‘717"' 7$lt+1—150707”')‘
Alors puisque z; = 2(0,0,---,0,24,,--- ,2;,,,-1,0,0,---),0ona

=Y fitGe (73.3)
G=1, 1t
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Ainsi f;; et g;; sont des éléments de k[[x;,, ©p, 41, - ,21,,,—1]]. Cependant, par
construction, z; ne peut pas s’écrire comme une somme de la forme 7.3.1 puisque
t < t. Alors I’égalité (7.3.3) est impossible. Donc z ¢ (K,,,)>. O
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Cinquieme partie

Schéma des arcs des variétés
algébriques
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Partie V,

Le schéma des arcs d’une variété algébrique X est I’objet géométrique qui para-
metre les germes formels de courbes tracés sur X. Cette objet dont la définition est
tres naturelle est apparue a la fin des années 1960 dans une prépublication de J. Nash
(voir [Nas95]) dont le résultat principal crée un lien entre la topologie du schéma des
arcs et les résolutions des singularités de X (ouvrant ainsi des perspectives connues
sous le nom « probleme de Nash » dont la formulation originelle a récemment été réso-
lue). Le développement un peu systématique de 1’étude du schéma des arcs en relation
avec la géométrie birationnelle ou la théorie des singularités, et plus récemment le pro-
gramme de Langlands, s’est quant a lui enclenché, au milieu des années 1990, avec la
construction des intégrales motiviques et de 1’introduction de la théorie de I’intégra-
tion motivique, que 1’on peut décrire succinctement comme une théorie de la mesure
dont une des particularités est de définir sa tribu de parties mesurables comme une

famille de sous-ensembles du schéma des arcs (voir par exemple [Kon95; DL99].

Notons que dans tous ces sujets, seule la structure réduite du schéma des arcs est
utile. L’ étude de la structure schématique (locale ou globale) de cet objet n’a pas connu
d’essor équivalent. Dans les dernieres décennies, un certain nombre de travaux ont fait
acte dans cette direction révélant ainsi 1’intérét de cette structure dans la compréhen-
sion du schéma des arcs de X et de ce qu’il encode de la géométrie de la variété a
laquelle il est associé. Citons par exemple certains travaux en relation avec le travail
réalisé dans cette these. L’étude locale via celle de voisinages formels de points du
schéma des arcs a connu des avancées par [Reg09; Dri02; FD17; BS19a; BS17d;
BS17a; BS17b; BS17c; Sebl16], I’étude Zariski-locale des fonctions nilpotentes no-
tamment dans [BS19b; Seb18; Seb17; Seb11; GNMS20; MCnS20; Reg09].

Apres avoir défini le schéma des arcs et évoqué les propriétés qui nous seront utiles
dans le chapitre 8, nous décrivons dans le chapitre 9 un théoreme de structure fon-
damental décrivant les voisinages formels des arcs rationnels non dégénérés dans le
schéma des arcs. Ce théoreme dii & Grinberg et Kazhdan, puis généralisé par Drinfeld,
montre que bien que le schéma des arcs ne soit pas un objet noethérien, une propriété
de noethérianité régit ces voisinages formels qui se trouvent réalisés comme des « cy-
lindres » de dimension infinie construits sur une base noethérienne. Cette base noethé-
rienne, dépendant de 1’arc, trouve un représentant particulier dans sa classe d’isomor-
phie, dans lequel la géométrie des singularités du germe de la variété au point base de
I’arc considérés semble lisible. (Voir par exemple [BS17b].) Ce théoréeme, ainsi que
[Reg09; FD17] inspirera profondément nos résultats contenus dans la partie VI.

Dans le chapitre 10, nous montrons que les fonctions régulieres nilpotentes et les

nilpotents de la complétion en un arc non dégénéré (quelconque, non nécessairement
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rationnel) ne sont pas directement reliés. (Voir théoreme 10.0.1.)
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CHAPITRE 8

SCHEMA DES ARCS

Dans ce chapitre, nous présentons la construction du schéma des arcs et certaines
de ses propriétés qui seront utiles dans les chapitres suivants. L’essentiel des propriétés

nécessaires a été établi dans la partie 1.

8.1 Définition

Nous rappelons que la définition 1.4.3 introduit, pour tout élément m € N u {0}
et toute k-algebre A, la k-algebre HSZ}/k.

Définition 8.1.1. Soit £ un anneau arbitraire. Soit A une k-algebre. Le schéma des
arcs du k-schéma affine Spec(A) est le k-schéma %, (Spec(A)) := Spec(HSf/k).

Pour toute k-algébre B, un élément de %, (Spec(A))(B) est appelé B-arc de
Spec(A) (ou arc sur B).

Différentes propriétés découlent directement des propriétés établies dans la section
1.4. Nous les traduisons ici en termes du schéma des arcs. Ce k-schéma n’est pas de
type fini en général, et sa construction est fonctorielle en A. Pour toute k-algebre B,

on a, par construction, une bijection naturelle
Homgen, (Spec(B), Zo(Spec(A))) — Homsgen, (Spec(B[[T1]), Spec(A)).

Fixons une présentation de la k-algeébre A en nous donnant un ensemble £ non
vide et un isomorphisme de k-algébres A = k[X.,e € E]/I. Pour toute k-algébre
B, on déduit de cette formule qu’un B-arc s’identifie a la donnée d’une famille de
séries formelles (. (T))cer avec v (T') € B[[T]], vérifiant f((p,)cer) = 0 pour tout
f € I. Cette observation permet de déduire facilement une présentation de 1’algebre
O(Z(Spec(A))) a partir d’une présentation de A. Les exemples ci-dessous illustrent

cette remarque importante.

Exemple 8.1.2. Soitet A = k[z1, -, x,] 'espace affine de dimension n. Soit B une
k-algebre. On considere un B-arc v = (3,00 21,1, -+ , 250 Tn,iT") de Spec(A).
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Il n’y a pas de conditions sur les coefficients d’un arc dessiné sur I’espace affine de
dimension n.

Ainsi on déduit une présentation de HSY ), = k[(;, y;)jen].

Exemple 8.1.3. Soit f = 2% — y? € k[z,y] et A = k[x,y]/(f). Soit B une k-
algebre. On considere un B-arc y = (3,5 #:1", 2.0 y;T7) solution de f. L’égalité

f(v) = 0 se traduit sous la forme
=0 §=0 i>0

o F; € k[(x},yj)o<i<i]- On peut encore écrire 1’égalité précédente sous la forme

suivante :

Z Z Z xilxi2xi3Ti1—H'Q-i_i3 - Z 2 yjlylej1+j2 = 0.

11=20122>013=0 71207220

Par exemple le terme devant 7 est donné par Fy = x3 — 32, celui devant T par
Fy = 32371 — 2901

En particulier, une présentation de HS% Ji; €st donné par
HSZ = k[(25, y;) jen]/(Fi)ien
et on peut calculer les F; par identification.

Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit A une k-algebre. Dans la sous-section
2.2.2, nous avons introduit la k-algébre différentielle (A, A). Nous allons mon-
trer que, dans ce cas, le schéma des arcs .2, (Spec(A)) s’identifie canoniquement a
Spec(For(Aq, A)) grace aux propriétés d’adjonction établies dans le chapitre 2. Rap-
pelons que For est le foncteur d’oubli de la structure différentielle défini de la catégorie
des k-algebres différentielles dans la catégorie des k-algebres. Comme le schéma des

arcs de Spec(A) représente 1I’endofoncteur
B — HomAlgk (A, B[[T]])

de la catégorie des k-algebres, il est suffisant de vérifier que le k-schéma Spec(Aq)
vérifie cette méme propriété fonctorielle. En utilisant les propositions 2.2.1 et 2.2.3,

on obtient

Homayg, (F((Aw, A)), B) = Homaigais, ((Aw, A), (B[[T]], 01))
= Homayg, (A, F((B[[T]], 01))-
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Ce point de vue est tres efficace du point de vue algorithmique pour calculer une
présentation de la k-algebre O(.%,(Spec(A))) a partir d’une présentation de A. En
effet, nous avons vu au chapitre 2 que, si A = k[ X, e € E]/I, alors Ay, = k[ X, e €
E,i e N]/[I]. Autrement dit, 1’idéal différentiel engendré par I sous I’action de la k-
dérivation A fournit une présentation de la k-algebre A, dans I’anneau des polynomes
k[Xci,e € E,i € NJ|. Nous pouvons en outre expliciter 1’isomorphisme identifiant
O(Z(Spec(A))) et Ay. Pour une extension de ce point de vue algorithmique en

caractéristique non nulle, on pourra se reporter a [BNS20].

Par simplicité, nous allons nous placer dans le cas noethérien, en supposant que A
estisomorphe a k[ X1, ..., X, |/Tavec] = (f1,-+-, fm).Sil’onnote R = k[ Xy,..., X, ],
on rappelle que Ry = k[(2i ) j)ef1, n}xN]-

On sait alors que Ay = R/ (Fju; je{l,---,m},veN), ou F};, est défini

pour tout j et tout v par

fj(z ar ', 72 ant') = Z Fju((ai)ig)t”.

€N €N veN
Par ailleurs, soit j € {1,--- ,m}, en appliquant le lemme 1.4.2, on obtient :
A (f;
> Uiy _ epa)sy)
v=0 '

=[j(exp(At)(z1),- -, exp(At)(zn))
=£0] x;’!”t{ Y $Zi”t”))

14 v

=, Fjo (P2, )t

|
>0 V!

Par identification des coefficients, on en déduit

ALy, (B2),,)

V.

Exemple 8.1.4. Soit k un corps, et X le cusp X = Spec(k[z, y]/{x® — ).

Onpose f = x3 — y2 et R = k[z,y]. On note Ry, = k{x,y} A Iaide des calculs

précédents, vérifions que
Zso(X) = Spec(Reo/[25 — y3))
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On a en effet,

f=a}-u

A(f) = 3xgz1 — 2yom

A2(f) = 6x9x? + 3zdw2 — 203 — 29011
Soit maintenant un arc v = (3,5 21", 250 y;17) de Lo (X) (k). Sil’on identifier
les coefficients devant 72 dans

i\3 i\2
(X = (3 wT)
i=0 320
On se rend compte que cette égalité n’est autre que :

Z Z Z $i1xi2$i3Ti1+i2+i3 _ 2 Z yjlylejl+j2

11201i2>0143>0 71207220
Le terme devant 72 est donc donné par

Fz(xo, r1, 2, Yo, ybyZ) = 393(2)% + 3xo$% - y% — 2y0y2

Cependant

T2

Y2
2! (Fz(ﬂfo,ﬂfl, Yo, Y1 5)) = 3xdze + 6z0z] — 207 — 2012

Ainsi Fy(zo, z1, 2, 90, y1, 2) = A%(f)/2!

La construction du schéma des arcs se généralise au cas de k-schémas arbitraires.
Nous renvoyons a [Seb04 ; CLNS18] pour de plus amples détails sur la construction.
Nous nous contenterons ici d’indiquer que, pour tout k-schéma X, il existe un k-
schéma %, (X)), appelé schéma des arcs de X, qui n’est en général pas de type fini et

vérifie la propriété suivante : pour toute k-algébre B, il existe une bijection naturelle
Homgep, (Spec(B), Zn (X)) — Homgen, (Spec(B[[T1]), X)

fonctorielle en B. Cette construction est également fonctorielle en X et définit £, (X)

de maniere canonique.

La propriété suivante est importante car elle permet de faire le lien avec les para-
graphes précédents : si la famille (U;);c; forme un recouvrement ouvert de X par des
sous-schémas affines, alors la famille (%, (U;));c; forme un recouvrement ouvert de
Z(X) par des sous-schémas affines (voir [CLNS18, p. 3/3.2.4].)
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Tout point de %, (X) est appelé arc de X, tout élément de .2, (X )(B) est appelé
B-arc de X. Par construction, le k-schéma %, (X) est muni d’un morphisme de k-

schémas surjectif
7o Lo(X) — X.

Pour toute extension de corps K du corps k, tout K-arc v € %, (X)(K), I'image de
~ par le morphisme g est un point de X (K') que I’on appelle point base de ~y. Dans le
cas o X = Spec(A), I’arc 7y correspond, par construction, a la donnée d’une famille
de séries formelles, paramétrant les équations des présentations de X, et son point base

s’obtient par la spécialisation 7' — 0 dans I’expression de ces séries formelles.

8.2 Propriétés importantes

Soit X un k-schéma. La donnée d’un arc est une donnée locale. Soit F' un corps
contenant k et soity: Spec F'[[t]] — X. Topologiquement, Spec F'[[¢]] contient deux
points que 1’on notera o et 7 et qui correspondent respectivement & 1’idéal {t) et 1’idéal

nul. En particulier o € 7.
Lemme 8.2.1. Si U est un ouvert de X contenant y(0), alors U contient aussi (7).

Démonstration. Sil’on note {n} I’adhérence de {n} dans Spec F[[t]], ona o € {n}.
Ainsi v(0) € v({n}).

Supposons par 1’absurde que (n) ¢ U. Alors si I’on note F' le complémentaire
de U, alors certainement € v~ !(F), soit encore {n} = y~1(F) = v }(F) par
continuité de . Donc v({n}) € F, ce qui implique (o) € F, ce qui est absurde par
hypothese. O

Si I’on revient a notre arc y: Spec F[[t]] — X, qui vérifie v(0) € U, on peut
considérer le morphisme de schéma 7: y~1(U) — U. Or le lemme 8.2.1 nous assure
que v~ 1(U) = Spec F[[t]]. On en déduit donc un diagramme commutatif par la
proposition 17.3.5 :

Spec F[[t]] —= X

N,

U

Donc + se factorise par U. Si 1’on suppose U ouvert affine contenant v(0), on peut

alors se restreindre au cas ou X est affine.

Un arc est contenu dans tout sous-schéma fermé qui contient son point générique.

Comme on I’a vu précédemment, on peut déja se restreindre au cas ou X est affine.
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Soit alors X’ une sous-schéma fermé de X, alors il existe un idéal I de Ox(X) tel
que X’ = Spec(Ox (X)/I).

Proposition 8.2.2. Soir : Spec F[[t]] — X, et soit X' un sous-schéma fermé
de X tel que v(n) € X', alors I'arc ~ se factorise de maniére unique en un arc

v': Spec F[[t]] — X' qui rend commutatif le diagramme suivant :

Spec F[[t]] ——= X

RN

X/

Démonstration. On garde les notations précédentes et on note o le point fermé de
Spec F[[t]] et  son point générique.
On note aussi X' = Spec(Ox(X)/I). Remarquons dans un premier temps que

v(0) € X' car y(0) € {7(n)} = X"

La donnée de I’arc y: Spec F[[t]] — X correspond a la donnée d’un morphisme
d’anneaux 7#: Ox(X) — A. Pour que * se factorise par Ox (X)/I, il faut et il suffit
que v¥71({0)) o I, soit encore que v(1) € V(I). Or c’est le cas par hypothese, donc
la propriété universelle du passage au quotient nous indique que ~* se factorise de

manieére unique :

7ﬁ
Ox(X)——=A

|

Ox(X)/I

Ce qui nous donne le diagramme commutatif voulu dans la catégorie des schémas
affines. O

Définition 8.2.3. Soit £ un anneau. Soit X un k-schéma et B une k-algeébre. Soit v un
B-arc de X. On note nSm(X) le lieu non lisse de X. On dit que ~y est non dégénéré
siy € (Zon(X)\ Lo (nSm(X)))(B).

Proposition 8.2.4. Soit v: Spec F[[t]] — X, un arc non dégénéré de X, alors il
existe une unique composante irréductible X' de X tel que ’arc v se factorise de
maniére unique en un arc ' : Spec F[[t]] — X' qui rend commutatif le diagramme

suivant :
Spec F[[t]] —= X

RN

X/
Démonstration. On considere X’ une composante irréductible contenant ~(n), alors

la factorisation découle de la proposition 8.2.2. Il ne reste que 1’unicité a démontrer. Il
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s’agit de montrer que 7(7) ne se trouve pas dans I’intersection de deux composantes
irréductibles de X. Or les idéaux premiers minimaux de Ox ;) correspondent aux
composantes irréductibles de X qui contiennent (7). Si Ox () possede plus qu’un
idéal premier minimum alors ce n’est pas un anneau intégre. Cependant les anneaux
locaux réguliers sont des anneaux integres. Puisque 7 est un arc non dégénéré, cela
signifie que (7)) ¢ nSm(X), donc que O X () €St un anneau local régulier.

O

La donnée d’un arc ne dépend que de I’anneau local en son point base. Comme
précédemment, soit v: Spec F'[[t]] — X un arc et U un ouvert affine contenant (o).

Alors 7y induit un morphisme sur les germes :

lim Ox(V) = Ox o) —= F[[t]]ey ~ FI[t]
v(0)eV -7
V affine -~

En particulier, la donnée de 4* définit un morphisme de schémas 7 : Spec F[[t]] —
U.

Proposition 8.2.5. Soit A un anneau local dont I'unique point fermé est noté a. Soit

X un schéma. Alors il existe une bijection entre
{(¥,0): Spec(4) — X}

et

{(z,9), x € X,p: Oxz — A un morphisme d’anneaux locaux}
donnée par © = 1 (a) et p = 0.

Remarque 8.2.6. Soit k un corps et X un k-schéma. Si F' est un corps contenant k
alors la proposition précédente se traduit dans le cas des arcs en disant qu’il existe une

bijection entre
{(+%,7): Spec(FI[[T])) — X}

et

{(z,¢), xe€ X,p: Oxz — F[[T]] un morphisme d’anneaux locaux}

donnée par z = v4(0) et ¢ = ~,.
Démonstration. Nous allons montrer dans un premier temps que tout morphisme u =
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(1,0): Spec(A) — X se factorise de maniére unique en :

Spec(A) v X
e
Spec(Ox y(a))

Pour cela, nous allons déja montrer que nous pouvons nous restreindre au cas ou X est
affine. On fixe un ouvert affine U de X qui convient ¢)(a), montrons que 1) se factorise

de maniere unique

Spec(A) X

N

U

Soit yy € Spec(A) puisque a € {y}, alors 1/(a) € 1 ({y}). En particulier,supposons
que ¥(y) ¢ U, cela impliquerait ¢)(a) ¢ U, ce qui est absurde par hypothese. Donc
1(Spec(A))  U. La proposition 17.3.5, nous assure dés lors que le morphisme

¢': Spec(4) = ~H(U) - U
est un morphisme de schéma qui rend le diagramme

Spec(A) v

b

commutatif. Puisque I’inclusion U — X est un monomorphisme, alors v’ est défini
de maniere unique. On peut donc se restreindre au cas ou X est affine.

Si X = Spec(B) est affine, la donnée de v = (1), §) correspond a la donnée d’un
morphisme d’anneau ¢f: B — A. On pose x = ¥ (a), et j, I’idéal premier de B
correspondant a z. Pour avoir notre le résultat, il suffit de montrer que la morphisme
d’anneaux ¢%: B — A se factorise de maniére unique par B;, — A. Cela résulte
de la propriété universelle de la localisation. En effet, soit b ¢ j,, puisque = = ¥ (a),
c’est-a-dire wﬁfl(ja) = jz, cela implique que Q/Jﬁ(b) ¢ j,. La propriété universelle de

localisation implique donc que le morphisme v se factorise de maniére unique

i
BLA
|
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Partie V, Chapitre 8 — Schéma des arcs

Ainsi la donnée d’un morphisme de schéma u = (v, 6): Spec(A) — X = Spec(B)
correspond bijectivement a la donnée d’un morphisme d’anneaux P O X,z — A, ol
Ox . = B;, avecz € X. O
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CHAPITRE 9

LES VOISINAGES FORMELS DES
ARCS RATIONNELS NON
DEGENERES

L’ objectif principal de ce chapitre est de prouver le théoreme de Drinfeld-Grinberg-

Kazhdan suivant :

Théoreme 9.0.1 (Drinfeld, Grinberg-Kazhdan). Soit X un schéma de type fini sur
un corps k, v: Spec k[[t]] — X un arc non degeneré, c’est-a-dire un élément de
(Lo (X)\Zoo(nSm(X))) (k). On note £ (X )~ le voisinage formel de v dans L, (X).
1l existe un k-schéma S de type fini, un point s € S(k) et un isomorphisme de k-schéma

formels :
Loo(X)y = S5 % SPE(R[[(Ti)ien]])-

Pour cela, nous devons introduire la notion importante de déformation infinitési-
male pour les arcs, et le foncteur associé (voir section 9.1). Nous en montrons les pro-
priétés utiles. La preuve du théoreme 9.0.1 sera donnée dans le cas des courbes planes ;
les arguments étant, dans ce cas trés particulier, exactement ceux dont les analogues

permettent de prouver le cas général tout en permettant un lecture plus aisée.

Notons que le théoreme 9.0.1 et ses ingrédients serviront de modele a notre résultat
de structure sur les voisinages formels des arcs différentiels (voir théoréme 13.0.1),
qui peut également se rapprocher de résultats de structure obtenus par exemple dans
[Reg09; FD17].

9.1 Foncteur de déformations

Définition 9.1.1. Une k-algebre locale (A, M 4) est dite quasi-artinienne si son corps

résiduel est k-isomorphe a k et si son idéal maximal est nilpotent.

Remarque 9.1.2. Les anneaux quasi-artiniens sont appelés dans certaines références
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des anneaux tests (voir par exemple [Dri02; BS17b]). La terminologie plus explicite

utilisée ici est diie a Alexis Bouthier ([Bou20].

9.1.1 Notations

Dans la suite k& désignera un corps quelconque. On va définir trois catégories :

1. La catégorie Algloc, dont les objets sont les k-algebres locales de corps rési-
duel k-isomorphe a k et dont les morphismes sont les morphismes d’anneaux

locaux.

2. La catégorie AlgL.C,, dont les objets sont les k algebres locales topologiques
qui sont une complétion d’un objet de Algloc,, et dont les morphismes sont les

morphismes continus de k-algebres.

3. La catégorie QArt; qui est une sous catégorie pleine de AlgLC, dont les
objets sont les objets de AlgL.C,, dont I’idéal maximal est nilpotent. On appelle

QArt,, la catégorie des anneaux quasi-artiniens.

Remarque 9.1.3. Un objet (B,mp) de AlgLC, n’est pas nécessairement complet
pour la topologie m p-préadique comme discuté dans la partie IV (voir théoreme 7.3.1).
Cependant si B est noéthérien, alors il est complet pour la topologie mp-préadique,

méme s’il est le complété d’un anneau non noéthérien (voir proposition 12.2.7).

Remarque 9.1.4. Soit (A,9t4) un objet de Algloc,, et A = lim A/ son com-
plété. En complément de la remarque précédente insistons sur le fait que I’'idéal maxi-
mal de A est décrit par M1 ; = 9 4. La topologie naturelle sur A (issue de sa construc-
tion en tant que limite projective) est décrite par la famille (90U} ),en. En général, la
famille (9"} )nen ne coincide pas la famille des puissances de 1’idéal maximal de A
— —n
(sauf si A est noethérien). Si A n’est pas noéthérien, en général M’ # M4 . On
prendra donc un soin particulier a les distinguer. Toutes ces affirmations sont discutées

et démontrées dans la partie IV.

Proposition 9.1.5. Soient (A, m), (B, mp) deux objets de Algloc,. On note A =
lim A/m’, et B=lim B Jm'. Par construction A et B sont des objets de AlgLC,.
A <o

On se donne p: A — B un morphisme d’anneaux.
1. Si le morphisme @ est continu, alors il est local ;

2. Si le morphisme @ est local et si la famille d’idéaux (E)J/?an)neN forment une

base de la topologie de A alors (p est continu.

Démonstration. (1) On suppose que ¢ est continu, et montrons que @~ (IMpg) = M 4.

Comme ¢ est continue alors ¢! (9g) est un ouvert de A. En particulier, comme
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9.1. Foncteur de déformations

0¢ @*1(95?73), il existe un entier j tel que
My < 0, < L (Mp).

Or comme ¢! (95?73) est un idéal premier de ﬁ, les inclusions précédentes impliquent
que M4 = o~ 1(Mz). Donc ¢ est local.

(2) On suppose que ¢ est local. Soit U un ouvert de B. Soitz € o HU). Comme
¢(x) € U, il existe un entier j tel que () + S)ﬁjé c U. Par ailleurs S)J/igj c SDT{B.
Ainsi p(z + m/?;j) c p(z) + My’ < U. Donc ¢~ 1(U) est un ouvert, donc ¢ est

continu. O

Proposition 9.1.6. Soient (A,my), (B, mp) deux objets de Algloc,. On note A =
lim A/m’, et B =lim B /m'L. Par construction A et B sont des objets de AlgLC ke
On se donne p: A — B un morphisme d’anneaux locaux. Alors le morphisme

induit p: A — B est continu.

Démonstration. Comme le morphisme ¢ est local alors, pour tout entier n € N, le
morphisme ¢ vérifie @(93/2?7}1) c E)J/?T@.

Soit U un ouvert de B. Soit x € @*1/((1) Comme @(ﬁ)\e U, il existe un entier j
tel que p(z) + 9)?% < U. Ainsi ¢(x + Dﬁi‘) < p(z) + mth < U.Donc $71(U) est

un ouvert, donc ¢ est continu. O

Proposition 9.1.7. Soient (A, m4), (B, mp) deux objets de Algloc,. On note A =
lim A/m’, et B =lim B/w’%. Par construction A et B sont des objets de AlgLC,.
On se donne ¢: A — B un morphisme d’anneaux locaux. Alors il existe un unique

morphisme d’anneaux locaux continu p: A — B qui fasse commuter le diagramme

©
e
%

Démonstration. Soit j € N un entier. Puisque le morphisme ¢ est local et que Mp" <

suivant
B

o

sz,;, alors ¢ induit un morphisme d’anneaux locaux
;i A/, — B/Mp = B/,

Soit & = (ap)neN € A. On pose p(a) = (¢n(an))nen. Comme le morphisme ¢ est
local alors p(a) € B donc $ est bien défini. De plus comme chaque ; est local, alors

@ est local.
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Par construction du morphisme @, on a également ¢(9"; ) < M'E, ce qui implique
que le morphisme ¢ est continu (voir preuve précédente pour des détails).

L’unicité se vérifie car A est dense dans A et que @ est continu. O

Remarque 9.1.8. La proposition 9.1.7 prouve en particulier que si (A,m4), (B, mp)

sont deux objets de Algloc;, alors
Homlgloc, (4, B) = Homagrc, (4, B).

En particulier, si B est un anneau quasi-artinien (un objet de QArt; ), alors on a
Homalgloc, (4, B) = Homaigrc, (121\, B)

car, dans ce cas, B = B.

9.1.2 Foncteur des points

D’apres le lemme de YONEDA, on dispose d’un foncteur pleinement fidele défini

sur les objets par :

a: AlgLC,; — Func(AlgLC,,Ens)
hg: AlgLC, — Ens

B — L
A +—  Homagrc, (B, A)

Soit B et C' deux objets de AlgL.C,.. La pleine fidélité est I’existence d’un isomor-
phisme entre Homagrc, (é ,B ) et Hom(hp, h ). Autrement dit, se donner un mor-
phisme ¢ € Homajgrc, (C’ , B ), revient a se donner une collection de morphismes

{HomAlchk(éa 4) - HomAlgLCk(B’ A>} AeAlgLC
k

fonctoriels en A.

On peut restreindre notre foncteur « a la sous-catégorie QArt;..

AlgLC; —*= Func(AlgLC,, Ens)

T |

Func(QArt,, Ens)

ol O/(é) = hB : /Al € QAI‘tk nd HomAlgLCk (B,A)

Proposition 9.1.9. Le foncteur o : AlgLC,, — Func(QArt,, Ens) est pleinement
fidele.
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Démonstration. On cherche a montrer que si Bet C sontdes objets de AlgL.C,, alors

on a I’existence d’un isomorphisme
Homagrc, (C, B) = Hompue(Qart, Ens) (hes hp)-
D’apres le lemme de YONEDA, on a I’existence d’un isomorphisme
Homagrc, (C, B) = Hompuye(algrc, Bns) (s hg)-

On se donne une transformation naturelle ¢ € Hompy,c(q Ar%Ens)(hé, hg), ce
qui correspond a la donnée de morphismes
A):H 7, A) — Homp(B, A }
{@( ): Homagerc, (C, A) omp(B, A) AcQArt,
fonctoriels en A.
Soit A un objet de AlgLC,, alors il existe A € AlgL.C,, tel que A = lim A/
Alors on a que
Homajgrc, (B, A) = Homaigloc, (B, A)

d’apres la proposition 9.1.7. Comme le foncteur Hom préserve les limite projective a

gauche, on a les d’égalités suivantes

Homajgrc, (B,A) = Homaigloc, (B, A)
= HomAlglock (B, (hm A/m%)
= lEiIH HomAlglock (Bv A/fmﬁx)

= lim Homaerc, (B, A/M%).

La derniere égalité étant vraie car A/9U; est un anneau quasi-artinien, donc A/9" =
A/
On a donc

Homajgrc, (B, A) = lim Homajgioc, (B, A/9%) 9.1.1)

n

Finalement si on se donne un objet A = lim A/ de AlgLC,, alors on peut
construire un unique morphisme @ (A): Homajgrc, (C,A) - Homajgrc, (B, A)a

partir des données fonctorielles

{ip(4/m%): Homasgrc, (€, A/2M}) — Homp(B, A/ |

du morphisme ¢ € Hompyne(QArt, Ens) (Pes Pg)-

139



Partie V, Chapitre 9 — Les voisinages formels des arcs rationnels non dégénérés

On étend donc le morphisme ¢ précédent en un morphisme

¢ € Hompyye(algLe, Ens) (hes M)

O

9.1.3 Définition des déformations infinitésimales d’un point k-rationnel

Soit X un k-schéma. Soit x un k-point de X. On note Ox , la fibre du faisceau

structural de X en x.

Définition 9.1.10. Soit X un k-schéma et = un k-point de X. Si A est un anneau
quasi-artinien (un objet de QArty), alors les A-points de Ox , sont appelés les A-
déformations de x . On note Def (O, A) I’ensemble des A-déformations de .

Par définition (et équivalence de catégorie)
Def,(Ox, A) = X.(A) = Homagr.c, (Ox.o, A) = Homalgioe, (Ox.z: A).

Pour la derniere égalité, voir remarque 9.1.8 et proposition 9.1.7.

Description alternative des déformations

Lemme 9.1.11. Soit k un corps et R une k-algebre. On se donne deux morphismes de
k-algeébres f,g: R — k de sorte que Ker(f) = Ker(g). Alors f = g.

Démonstration. Puisque f et g sont des morphismes de k-algebres, on note que f et g
sont nécessairement surjectifs. Ainsi, le morphisme déduit de la propriété universelle
de passage au quotient R/Ker(f) — k est bijectif. Puisque Ker(f) = Ker(g), on
en déduit, toujours par la propriété universelle de passage au quotient, le diagramme
commutatif suivant.

R—L =k

i
fi et

R/Ker(f)

Or le seul morphisme de k-algebre entre k et k est I'identité. Donc g = id, et g = 7y.

De méme on montre que f = 7y, d’ou f = g. O

Proposition 9.1.12. Si X est un k-schéma affine, v € X (k) un point rationnel et A un

anneau quasi-artinien, alors
Homajgrc, (Ox,z, A) = Homajgloc, (Ox,o; A) = {za € X(A) |72 = z}
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ou T4 est la réduction de x 4 via X (A) — X (k) (via A — A/ = k).

Remarque 9.1.13. Comme d’apres la proposition 9.1.9 le foncteur o : AlgLC; —
Func(QArt,, Ens) est pleinement fidele alors si A est un objet de AlgL.C,, on a
également

Homalgrc, (Ox.r, A) = {x4 € X(A) | 74 = a}.

Démonstration. D’aprés la remarque 9.1.8 on sait déja que Hompgrc, ((@, A) =
Homjgloc, (Ox .z, 4).

On se propose de définir une application bijective de {x4 € X(A) | T4 = x}
vers Homajgloc, (Ox,z, A). Pour cela, on se donne x4 € X (A), qui correspond a un
morphisme de k-algébre x 4: Ox — A tel que 4 = z. On note Ker(z) = p,.

Par propriété universelle de la localisation, pour que x4 se factorise par Ox
il faut et il suffit que si y ¢ p, alors z4(y) soit inversible dans A, soit encore que
Ta(y) # 0dans k = A/ 4. Or comme y ¢ p,, alors Ta(y) = x(y) # 0. Donc x4

se factorise de maniere unique :

(QX&>

\L e

OX,:):
On a donc obtenu un morphisme injectif
a:{za€ X(A)|7a =z} — Homagloc, (Ox.z; A4).

Reste a montrer que « est surjectif. On se donne un morphisme ¢ € Homgioc, (Ox . A).
On note I,: Ox — Ox, le morphisme canonique de localisation. On note toujours
Ker(z) = p,.

On pose x4 = pol,. Par définition de ¢, si y ¢ ps, alors z 4 (y) est inversible dans
A, soit encore T 4(y) # 0 (dans k). On en déduit que y ¢ Ker(z) = y ¢ Ker(za).
Soit encore Ker(74) < Ker(z).

Mais, on sait aussi que Ker(z) et Ker(z4) sont des idéaux maximaux de Ox

puisque (pour x par exemple) :

Ox £ k

|

Ox/Ker(z) =k

On en déduit que Ker(z4) = Ker(z).
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Mais d’apres le lemme précédent 9.1.11, cela implique que 74 = x. Ce qui prouve

la surjectivité de « et donc 1’égalité

HomAlglock((’)X,x,A) = {%A € X(A) | TA = :C}

9.1.4 Exemple de déformations : les arcs rationnels

Exemple 9.1.14. Soit X un schéma affine. On renvoie a la section 8.1 pour la défi-
nition de .27, (X) lorsque X est une k-variété affine. Soit y un point de %, (X). On
rappelle que si X est affine, alors .2, (X) I'est également et O & (x)  est le spectre
du localisé en vy de I’anneau O ¢, (x), ou plus généralement si U est un ouvert de
£ (X) contenant v alors O ¢ (x), = Ovy-

Si X = Spec(k[X1,---, X,]/(F})), et A estun objet de AIgLC,, alors

Homaigioe, (0.2, (x),4, A) = {74 € X(A[[t]]) | X(K[[t]]) 274 =7}

Si vy € X(k[[t]]), on se permet d’identifier v a la donnée de v € k[[t]]™ tel que
F;(y) = O pourtouti € {1,---,n} (essentiellement grace au lemme 9.1.11).

Soit 4 € {y4 € X(A[[t]]) | 74 = 7}, alors on peut voir y4 comme appartenant
a A[[t]]", et la condition 74 = -y est équivalente a y4 — v € M 4[[t]]™.

9.2 Preuve du théoreme 9.0.1 dans le cas des courbes affines

planes

Dans cette section, nous présentons une preuve du théoréme 9.0.1. Le cadre de la
preuve est celui des courbes affines planes. C’est en effet dans ce cas trés particulier
que les arguments établissant ce résultat sont les plus visibles car dégagés de dif-
férentes réductions géométriques formelles et autres arguments techniques qui com-
plexifient la démonstration du cas général. Il n’en reste pas moins que le cadre des
courbes affines planes offre la possibilité d’expliquer le coeur de 1’argument général ;

c’est la raison de notre choix.

Remarque 9.2.1 (Note historique). Ce théoreme a d’abord été prouvé par Grinberg et
Kazhdan en caractéristique 0, puis par Drinfeld en caractéristique arbitraire. La for-
mulation du théoréme est la réponse de Grinberg et Kazhdan a une question que leur
avait posé initialement Drinfeld. (cf. [GKOO, Introduction].) Contrairement a la preuve

initiale, celle de Drinfeld présente 1’intérét supplémentaire d’étre algorithmique au
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sens ol elle permet a partir d’'une présentation locale de X et d’une troncature suffi-
samment grande de 1’arc « de produire une présentation d’un k-schéma .S induisant
I’isomorphisme proposé par I’énoncé. Il est cependant important de remarquer que
I’algorithme fourni par I’argument de Drinfeld est extrémement peu efficace dans la
pratique, y compris dans le cas des courbes planes (voir a ce sujet [BS20, Remark
3.20] et [BS17d, Remark 6.7])

Démonstration. Nous supposons dans la suite que X = Spec(k[z,y])/(F)) ou F €
k[z,y]. On note v(T) = (x(T),y(T)) € k[[T]]? un arc rationnel non dégénéré de
L (X) (k) (c’est-a-dire un élément de (L (X )\ L (nSm(X)))(k)).

D’apres cette hypothese de non dégénérescence sur 1’arc, le criteére jacobien (voir
théoréme 17.3.1) nous permet de supposer que dy F'(x(T),y(T)) # 0. En particulier
on pose d = ordr(dy F(z(T),y(T))).

On procede aux divisions euclidiennes suivantes :

{ 2(T) = 2(T)T% + &(T)
y(T) = w(T)T? + §(T)

ot w(T),z(T) € k[[T]], 2(T),9(T) € k[T] et deg(z(T")) < 2d — 1, deg(g(T)) <
d—1.

Soient x4,y € Ma[[T]] tels que x + x4,y + ya € Def & (x) (A). D’apres le
théoreme de préparation de Weierstrass (voir théoréme 17.1.2), il existe g4 € Wy(A)
etuy € A[[T]]* tels que

Oy F(z(T) + 2a(T),y(T) + ya(T)) = qaua
Les conditions du théoréme de préparation de Weierstrass sont vérifiées car
Oy F(x(T) + 2a(T),y(T) + ya(T)) ¢ Ma[[T]].

En effet en réduisant modulo 9t 4[[T]] on vérifie que 1’on obtient dy F'(x(T"), y(T))

qui est non nul dans k[[T]].

On pose alors :

T+xa=(2+24)4 +3 + 74
Yy+ya=(w+wa)ga+7+ya

oll 24, WA € ?JRA[[T]], TA,UA € mA[T] avec deg(Z4) < 2d—1etdeg(g4) < d—1.
Remarque 9.2.2. 11 est important de noter que les éléments z, 24,2, T4, w, w4,y et

74 sont définis de maniere unique.
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On définit alors une fleche :

pa: Defg, (x), (A) — Ma[[T]] x Ma[T]aeg<2d—1 X Ma[TJaeg<d—1 x Wa(A)
(a,y4) > (za o Ta , Ua , qa)

telle que g4 divise Oy F(Z + T4, + §a) et ¢4 divise F(Z + F 4,7 + ). On note ces

deux conditions ().

Vérifions déja que les éléments ainsi construits vérifient bien les conditions (*).

Cette vérification passe par plusieurs utilisations successives de la formule de Taylor.

OvF(E+24,7+04) = Fx+za—(2+24)¢4,y+ya— (w+wa)ga)
= OoyF(x+za,y+ya)+aqal..)

Or par construction Oy F(z(T) + xA(T),y(T) + ya(T)) = qaua, donc g4 divise
bien dy F(& + Z4,9 + §4). Le calcul est analogue pour vérifier que ¢4 divise F(7 +
Ta,J+7a)

On veut montrer que 1’application ¢ 4 est bijective. Si on a ce résultat, comme les

applications ¢ 4 sont fonctorielles en A , on aura alors bien le résultat voulu.

On prend (z4, %4, 74, q4) qui vérifient la condition (x). On pose

r4+aa=(2+24)¢4 +T+2a
Y+ 9a=(w+wa)ga +7+ya

et on veut montrer qu’il existe un unique w44 [[T]] tel que
F(z+za,y+9a+waqa) =0 9.2.1)
Par les formules de Taylor, on a que

Flx4+z4,y+ 04+ waqa) = Flx+za,y+9a)
+waqa Oy F(z + x4,y +§4)

En utilisant les formules de Taylor, la condition (x) nous permet de prouver que F'(z +
T4, y+74) estdivisible par ¢ et que Oy F(z+x 4, y+74) = qavaotva € A[[T]]*.
Pour ce dernier point, aprés avoir montré que dy F'(z+x 4,y +34) est divisible par g4
par les formules de Taylor les la condition (), on écrit Oy F'(z + x4,y + §4) = qava
puis on réduit modulo M 4[[7’]] ou I’égalité devient

Oy F(z,y) =T
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Or, on sait que d = ordy(dy F(z(T),y(T))), donc v4 est d’ordre O dans k[[T"]], donc
inversible dans A[[T1]].

Remarque 9.2.3. On utilise ensuite que si A est complet, alors tout polyndme de
W4(A) n’est pas un diviseur de 0 dans A[[7']] (voir proposition 17.1.1).

Puisque g4 n’est pas un diviseur de 0 dans A[[T]] I’équation (9.2.1) est équiva-
lente a I’existence d’un unique w4 € M[[T]] tel que 04 + wa + w3 P(wa) = 0, o
P e A[[T]] et 04 € MA[[T]] (en divisant par g4 puis en inversant v 4).

Pour résoudre cette équation, on va utiliser le lemme de Hensel. En effet puisque
(A,94) est complet, il en va de méme pour (A[[T]],(M4,T)) et en particulier
A[[T1]] est hensélien.

On réduit donc I’équation 64 + X + X2P(X) = 0 modulo (M4, T), ot I'on
obtient I’équation X + X2P(X) = 0 qui admet au moins une solution, a savoir 0. Le
lemme d’Hensel nous assure alors qu’il existe un unique élément w4 € A[[T']] tel que
wa € My, T)tel que O4 +wy + wiP(ws) = 0.

On vérifie encore que w4 € M4 ; pour cela on réduit I’'équation 04 + w4 +
wi P(wa) = 0 modulo M 4[[T]] et on obtient w4 (1 + waP(wa)) = 0. Or wy =
af +Tqou f,qe A[[T] et € M4, puisque wa € (M4, T). Donc ordy(wa) = 1,
ce qui implique que 1 + w4 P(w,) est inversible modulo 9t Al[T]]- Donc wyq = 0
modulo M 4[[T]]. Ce qu’il fallait démontrer.

On a donc bien prouvé que la fleche 4 est une bijection, ce qui acheéve la preuve
du théoreme de DGK dans ce cas particulier.

O
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CHAPITRE 10

NILPOTENTS DE L'ESPACE DES
ARCS

Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec DAVID BOURQUI [BH20].
Nous y étudions le lien, ou plutdt I’absence de lien entre les nilpotents au voisinage
d’un arc et les nilpotents dans la complétion de ce voisinage. Soit k£ un corps de ca-
ractéristique quelconque, X une k-variété, c’est-a-dire un k-schéma de type fini, et
Z(X) I’espace des arcs de X. Soit également v € Z,,(X) un arc non dégénéré
(c’est-a-dire que v € L (X )\ L (nSm(X))).

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au lien entre les éléments nilpotents

de O g, (x) etceux de Oy, (x) - Plus précisément

Théoreme 10.0.1. Soir k un corps quelconque, X un k-schéma réduit de type fini,
Lo (X) le schéma des arcs de X et v € Lo (X) un arc tel que v ¢ L (nSm(X)).

Alors le nilradical de O 4, (x) , est contenu dans le noyau du morhisme de com-

plétion O g, (x)~ — Oz, (x) -

—_

Insistons sur le fait que ce théoreme 10.0.1 n’implique pas que 'anneau O ¢, (x)
est réduit, on pourra e.g. consulter [BS17b, Example 6.3] pour un exemple explicite.

Lorsque la caractéristique de k est nulle et que ~ est un point stable non dégénéré
(voir [Reg06], [Reg09] et [FD17, section 11] pour la notion de point stable), c’est un
résultat de REGUERA dans [Reg09, Theorem 3.13 and Corollary 4.3]. Dans [FD17]
il est annoncé sans preuve que le résultat de REGUERA sur les points stables s’étend
a tous les corps parfait a I’aide des dérivations de Hasse-Schmidt. Dans ce chapitre,
en utilisant effectivement les dérivations de Hasse-Schmidt, on donne une preuve qui
fonctionne pour tout arc non dégénéré sur un corps quelconque.

Il est naturel de se demander dans quels cas I’inclusion donnée par le théoreme
10.0.1 est en fait une égalité. D apres [Reg09, Theorem 3.13 & Corollary 4.3], c’est le
cas si k est de caractéristique nulle et si y est un point stable du schéma des arcs. Ici

nous montrons que

Théoreme 10.0.2. Soit k un corps, X un k-schéma géométriquement réduit de type

fini possédant une résolution des singualrités (i.e. tout k-schéma de type fini si k est
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de caractéritique nulle).
Soit v € L (X) un point fermé tel que v ¢ Lo, (nSm(X)).

Alors le nilradical de O ¢, (x  coincide avec le noyau du morphisme de complé-

tion Oz, (x)y = Oz (X))

10.1 Nilpotence, annulateurs et dérivations de Hasse-Schmidt

10.1.1 Notation

Soit £ un anneau. Soit A une k-algebre et S une partie multiplicative de A.

De plus, si I est un idéal de A, alors S~'I désignera 1’idéal engendré par I dans
S~1A. Le conducteur de S dans I, noté I : S est décrit par I’ensemble {a € R | 3s €
S, sa € I}. En particulier, si a € A, on utilisera la notation I : a® pour I : S et
Ala='] pour S~'A quand S = {1,a,a?,---}.

On dira que I’anneau A est irréductible si son nilradical est un idéal premier, soit
encore si A;oq = A/Nilrad(A) est integre. Remarquons que toute localisation non
nulle d’un anneau irréductible est encore irréductible.

Si M est un A-module, on définit le module de torsion de M dans A comme
Torsg(M) ={me M |Jae A, am = 0}.

10.1.2 Nilradical et annulateur

Lemme 10.1.1. Soit A un anneau et I un idéal de A. Si S est une partie multiplicative
de A, alors Ker(A — S7YA/T) =1: 5.

Démonstration. On note  le morphisme de localisation A — S~ A/I. Par définition
x
Ker(y) ={£L’€A|IEI}
ou § est I'image de x dans S ~LA. En particulier
Ker(p) ={zre A|3se S, sacl} =1:8.

O]

Remargue 10.1.2. On déduit de ce lemme que si B est une A-algebre, de sorte que
le morphisme structural A — B soit injectif et si a € A et Bla™!] est intégre alors

(0 : a®) est un idéal premier de B.

Lemme 10.1.3. Soit A une k-algébre, B une A-algebre, I un idéal de B, a € A et S
une partie multiplicative de B, alors S™*(I : a®) = (S711 : a®).
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Démonstration. On a les équivalences suivantes

Ze (S :a™) IN e N,aVZ e 711

3% €S !'B,3bel, AN e N,a"Z = 4b

3te S3% e S7'B,3be I,IN € N, t(aNzs' — ybs) = 0
35" € S,3t e S,zs't € (I : a™)

LeSHI:a™)

$ ¢ 009

Proposition 10.1.4. Soit B un anneau. On suppose qu’il existe b € B tel que B[b™"]

est un anneau intégre.

1. Ona
Nilrad(B) < (0 : b*).

De plus (0 : b®) est I'unique idéal premier minimal p de B tel que b ¢ p, et

I’égalité est vraie si et seulement si B est irréductible.

2. Soit S © B une partie multiplicative telle que S ~ (0 : b*) = @ et ST B est
irréductible, alors

Nilrad(S™'B) = S71(0 : b™).

3. Soit A un anneau intégre tel que B est une A-algebre dont le morphisme struc-

tural A — B est injectif. Soit b € A alors on a

(0:b*) = Torsa(B).

Démonstration. D’apres le lemme 10.1.1 et les hypotheses, 1’idéal (0 : b°) = Ker(B —
B[b™!]) est un idéal premier de B et donc contient Nilrad(B) Soit p 1’'unique idéal
premier minimal de B tel que b ¢ p (I’unicité est vraie car B[b~'] est un anneau in-
tegre). Puisque {1,b,b%,...} np = @,0ona (0 : b°) < petdonc (0 : b*) = p. Le
reste de 1’asserction (1) se déduit facilement et grice au lemme 10.1.3, I’assertion (2)

est une conséquence directe de I’assertion (1).

Reste & prouver (3). Remarquons que puisque B[b~!] est un anneau intégre, I’in-
clusion (0 : b*) < Torsa(B) est toujours vraie. Soit b’ € Tors,(B) et a € A\{0}
tels que ab’ = 0. En particulier ad’ € (0 : b*). Puisque A est un anneau intégre et que
A — B est injective, alors a ¢ (0 : b®). Puisque (0 : b™) est un idéal premier, on a
b € (0:b®) et Tors4(B) < (0: b%). O

148



10.1. Nilpotence, annulateurs et dérivations de Hasse-Schmidt

10.1.3 Les dérivations de Hasse-Schmidt

Lemme 10.1.5. Soit k un anneau et B une k-algébre. Soit HS: B — DB|[t]]| une
dérivation de Hasse-Schmidt sur B au dessus de k telle que HSy = idp. Si b € B,
alors (0 : b®) est un HS-idéal.

Démonstration. On note I = (0 : b®). Soit ¢ € I, on note HS(c) = ¥, ¢;t". Par
hypotheése cg = ¢ € I. Si I’on suppose que cg,--- ,c, € I, alors il existe un entier
N e N tel que b¥e¢ = 0. En particulier HS(b)VHS(c) = 0. Si I’on considere cette
égalité modulo I[[¢]], on obtient

0 = B et 72(c 1)

En particulier, on déduit que bV ¢, 11 € I = (0 : b™). Ainsi ¢, 41 € 1. O

Théoreme 10.1.6. Soit k un anneau et B un k-algébre, dont le morphisme structural
est injectif. Soit p un idéal premier de B. Soit HS: B — B|[[t]]| une dérivation de
Hasse-Schmidit sur B au dessus de k telle que HSy = idp. On suppose de plus qu’il
existe b € B tel que HS(b) ¢ p[[t]]. Alors

(0:07), ﬂ p" By.
nelN

Démonstration. On note HS(b) =: >, bit". Soit ig le plus petit des entiers vérifiant
bi, ¢ p.- Let b € (0 : a®). 1l est clair que (0 : b*), = p’B,. On suppose que
(0: b®), = p" B, pour un certain entier n et on va montrer que (0 : b%), < p"*1B,.
Soit c € (0 : b*),. Il existe N € N tel que b ¢ = 0, ainsi HS(b)VHS(c) = 0. Comme
(0 : b*)y est un HS-idéal, on a HS(c) € p"By[[t]]. Si I'on considere 1I’équation
HS(b)NHS(¢) = 0 modulo p™*! By, on obtient

VoV af-g b + termes d’ordre plus grand en ¢

Cependant b;, € (B,/p"*!B,)*, ainsi ¢ € p" ' B,. Donc (0 : b*°) < p"*+1B,.

On a ainsi montré par récurrence que (0 : b%), < (1), . P" Bp. O

Corollaire 10.1.7. Soit k un anneau et B une A-algébre telle que le morphisme struc-
tural A — B soit injectif. Soit p un idéal premier de B tel que By, est irréductible.
Soit HS: B — B|[t]] une dérivation de Hasse-Schmidt sur B au dessus de k telle
que HSy = idp. Supposons qu’il existe b € B tel que B[b~'] est integre et que
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HS(b) ¢ p[[t]]- Alors

Nilrad(By) = (0: b*), ﬂ p"By.
neN

10.2 Application au schéma des arcs : preuve des résultats

principaux

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de la partie précédente 10.1

afin de prouver le résultat 10.0.1 et 10.0.2, ainsi que le théoreme 10.2.5.

10.2.1 Préliminaires

Soit k un corps quelconque et X un k-schéma réduit de type fini. On rappelle que
I’on note nSm(X) le lieu non lisse de X et .2, (X) le schéma des arcs de X (pour
plus de détails sur le schéma des arcs se référer e.g. a [CLNS18, Chapter 3]).

Si Y est un fermé de X, par un abus de notation, il sera plus simple de noter
Z(Y) le sous-ensemble fermé de £, (X ), qui correspond au schéma des arcs asso-
cié 2 Y (muni e.g. de sa structure réduite).

Dans le cas ot X = Spec(A) est affine, alors .2, (X ) est également affine et
I’on notera .%,(X) = Spec(Ay). Dans ce cas, nous considérerons 1’arc universel
HSYY: A — Ay[[t]] et la dérivation d’adjonction de Hasse-Schmidt HS%!: A, —
Ax[[t]] (voir section 1.4).

Pour la proposition suivante voir [NS10, Theorem 3.15 (1)].

Proposition 10.2.1. Soit X un k-schéma réduit de type fini, {X;}1<i<n des com-
posantes irréductibles de X. Alors les composantes irréductibles de £, (X) non

contenues dans £, (nSm(X)) sont les £, (X;) tels que X; n’est pas contenu dans

nSm(X).
On en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 10.2.2. Soit X un k-schéma réduit de type fini et
v € Lo (X )\ Lo (nSm(X)).
Alors O ¢, (x) - est irréductible.

Démonstration. Soit { X; }1<i<n les composantes irréductibles de X . Puisque ~y envoie

le point générique vers un point lisse de X, alors quitte a renuméroter on peut supposer
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que ce point est un élément de X\ (nSm(X) u Ul , X;). Ainsi 7 vit dans dans le sous-
ensemble ouvert 2, (X )\(Zo(nSm(X)) U Ul .2 (X;)) de £ (X). D’apres la
proposition précédente, ce sous-ensemble ouvert est irréductible. O

La propriété suivante est un résultat classique sur la structure du schéma des arcs
d’une variété lisse et se déduit par la compatibilité de la construction du schéma des

arcs avec les morphismes étales (voir e.g. [NS10, Thm 2.5(3)]).

Proposition 10.2.3. Soit X un k-schéma lisse. Alors il existe un recouvrement de X
par des ouverts affines X = UerSpec(A;) tel que le schéma des arcs £, (X) associé

a X soit recouvert par les ouverts affines Spec(A;[z; : j € NJ).
D’apres les propositions 10.2.3 et 10.2.1, on déduit :

Corollaire 10.2.4. Soit X = Spec(A) un k-schéma affine réduit de type fini, Z une
composante irréductible de X, J < A un idéal dont le support est la réunion de
nSm(X) et des composantes irrécutibles de X distinctes de Z, et soit a € J\{0}.

Alors I'anneau (Ay)[a™1] = (A[a™'])w est un anneau integre.

Bien entendu, ce corollaire n’est utile que si Z n’est pas contenu dans nSm(.X).

10.2.2 Forme de torsion différentielles et fonctions nilpotentes du schéma
des arcs

Théoreme 10.2.5. Soit k un corps quelconque et X = Spec(A) un k-schéma integre

et géométriquement réduit de type fini.

1. Supposons que £, (X) = Spec(Ax) est irréductible. Alors le A-module TorsA(Qllq/k)
des formes différentielles de Kiihler de torsion sur X = Spec(A) s’identifie
avec le A-module des fonctions réguliéres de poids 1 sur £y, (X) qui sont nil-

potentes.

2. Supposons que X est une courbe géométriquement intégre ou une variété to-

rique normale, alors on a la méme conclusion.

3. Supposons que k soit de caractéristique nulle, alors on a la méme conclusion.

Démonstration. Rappelons (voir section 1.4) qu’en général on a un isomorphisme na-
turel entre le A-module A(%) des éléments de poids 1 de A, et le A-module des formes
de Kibhler différentielles 9}4 Ik

De I’autre coté, le morphisme naturel A — Ay est oujours injectif, donc il admet
une retraction qui correspond géométriquement au morphisme associé a x € Spec(A) :

I’arc constant dont 1’origine est x.
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Ainsi (1) se déduit directement du corollaire 10.2.4 et de la proposition 10.1.4(1)(3)
(remarquons que puisque X est géométriquement réduit alors nSm(X) est un sous-
ensemble fermé propre de X).

Si k est un corps quelconque et X un courbe géométriquement intégre ou une
variété torique normale, alors %, (X)) est irréductible d’aprés [Ish04, Corollary 3.3]
et [NS10, Lemma 3.13]. Si la caractéristique du corps k est nulle, alors %, (X) est
irréductible d’apres un théoreme de E. KOLCHIN [Kol73, Prop. 10, p. 200]. Ainsi (2)
et (3) se déduisent de (1). ]

Remarque 10.2.6. L’ assertion (3) se retrouve également a partir d’un résultat de [BS18]
(voir aussi [Sebl7]) ou la théorie de Ritt et Kolchin, et en particulier une forme
du lemme de Rosenfeld, est utilisée dans 1’arguement. Remarquons qu’il existe des
preuves du théoréeme de Kolchin ne reposant pas sur la théorie de Ritt et Kolchin (voir
[NSO5] ou [IK03, Lemma 2.12]).

Remarque 10.2.7. Sil’on note .%; (X) = Spec(A;) le schéma des 1-jet de X (ou, dit
autrement le schéma tangent a X ), la A-algeébre A; est naturellement munie d’une gra-
duation, a I’instar de I’algebre universelle des dérivations de Hasse-Schmidt de hauteur
1 sur A (voir [Voj07]), et le morphisme naturel A; — A, est un morphisme gradué de
A-algebres induisant un isomorphisme de A-module Agl) = Ag) en poids 1. Ainsi,
sia € A, on peut calculer (0 : a®) N Agé) dans Aj, qui est une k-algebre de type fini.
Ceci donne une procédure effectivement pour calculer le A-module des formes diffé-
rentielles de Kéhler de torsion sur A (et les éléments nilpotents de poids 1 de A, dans
le cas olt Ay, est irréductible). Concrétement, supposons que A admet une présenta-
tion sous la forme k[, ... ,xy]/l o0 I = (Fy,..., Fs). Pour F € k[xg,...,x,] on
définit £ par
F(a; + tal) = F((2:) + tFO (), (z)) + 2.

()

Alors A; admet une présentation sous la forme k[xzo, ..., Zp, a:((]l), - ,:1:%1)] /11 ou

Il = <F1,...7F5,F1(1);--'7F5§1)>'

La graduation est donnée par wt x; = 0 et wt xgl) = 1. Ayant déterminé un élément
a ¢ I, appartenant a I’idéal jacobien, on calcule une base de Grobner de (I3 : a®) Les
éléments de poids 1 de cette base de Grobner donnent un systeme de générateur pour
le A-module Tors 4 (€2} /k).

Par exemple, si X est la surface torique
S k 2 .3 o 2
pec(k[zo, x1, 22, 23] [{@0T2 — 27, T123 — T3, Tox3 — T123)
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on trouve que le A-module Tors 4 (2} /k) est engendré par
r3dry — Qx%dacl + x1x9dx9 and m%dml — 3x1x9dTs + T0dX3.

Remarque 10.2.8. Soit p un nombre premier et k£ un corps de caractéritique p. L’ exemple
le plus connu out Spec(A) est integre tandis que Spec(Ay) est réductible est donné
par le p-parapluie de Whitney A = k[zo, z1, z2]/{zhz1 — 28). Puisque zhdz, =
d(zhzy — %), la forme différentielle dz; appartient & Tors (0 /k,). Cependant la

fonction réguliere associée sur Spec(Ay) envoie I’arc (z; + targ ) + ... )o<i<2 Vers

:1:51) qui n’est donc pas nilpotent puisqu’il ne disparait pas sur I’arc (0, ¢,0). Ceci est

conforme a la proposition 10.1.4.

10.3 Preuve du théoreme 10.0.1

Puisque 1’énoncé du théoréme 10.0.1 est local, on peut supposer que X = Spec(A)
est affine. Grace au corollaire 10.1.7, le théoreme 10.0.1 est une conséquence directe

du lemme suivant.

Lemme 10.3.1. Soit k un corps quelconque, X = Spec(A) un k-schéma affine réduit
de type fini et £y, (X) = Spec(Ay) le schéma des arcs associé. Soit HSY: Ay —
Ax[[t]] la dérivation de Hasse-Schmidt d’adjonction.

Soit p = ~y un arc non degénéré. Soit Z la seule composante irréductible de X
contenant l'image du point générique par ~y. Soit J < A un idéal dont le support est
la réunion du lieu non lisse nSm (X ) de X et des composantes irréductibles de X

distinctes de Z. Soit a € J tel que a(~y(t)) # 0. Alorson a :

~

. Agla™1] est un anneau intégre ;
2. (Aw)p est irréductible ;

3. (0:a™) cp;

4. HS%(a) ¢ p[[1]]-

Démonstration. Le point (1) se déduit du corollaire 10.2.4 et le point (2) du corollaire
10.2.2.

D’apres la proposition 10.1.4(1), I’idéal premier minimal (0 : a

©) c Ay est

le point générique de %, (Z), et par la proposition 10.2.1, on a nécessairement v €
Zw(Z), donc (3) est vrai.
Montrons (4). D’aprés le lemme 1.4.7, on a seulement a prouver que HSY" (a) ¢

p[[t]]. Soit K le corps résiduel de ~y. L arc y induit un morphisme de k-algébre 47 : A —
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K|[[t]]. Ce morphisme se factorise a travers la dérivation universelle comme suit :

K{[t]]

y# .
reduction modulo p

A W Aw[[t]]

On déduit du diagramme précédent que HS% (a) € p[[t]] implique que v#(a) = 0.
De I’autre coté v7 (a) = 0 signifie que a(y(¢)) = 0. En particulier si a(vy(t)) # 0
alors HSYY (a) ¢ p[[t]]. O

Remarquons qu’on obtient, comme corollaire du théoreme 10.0.1, le résultat sui-
vant :

Corollaire 10.3.2. Soit k un corps, X un k-schéma réduit de type fini et v € £ (X)
un arc tel que vy ¢ L, (nSm(X)). Alors le morphisme naturel

—_

Ofgo (X),’Y - Ogoc (X)redu'\/

est un isomorphisme.

10.4 Preuve du théoreme 10.0.2

Le lemme suivant est une conséquence de [And75, Proposition 2 & Theorem 4].

Lemme 10.4.1. Soit A un anneau noethérien integre, et soit M un idéal maximal de

I’anneau de polynomes B = Alx; : i € NJ|. Alors dans la localisation Bgy on a

M- Bw)" = {0}.

n=0

Le théoreme 10.0.2 se déduit du théoréeme 10.0.1 et de I’énoncé suivant :

Théoreme 10.4.2. Soit k un corps quelconque et X un k-schéma géométriquement
réduit de type fini.
Supposons qu’il existe un k-schéma lisse Y et un morphisme propre de k-schémas

p: Y — X induisant un isomorphisme
¢: Y\¢ ' (nSm(X)) > X\nSm(X).

Soit v € L (X )\ Lo (nSm(X)) un point fermé. Si on note M., I'idéal maximal
de O 4, (x), alors
ngoi)ﬁz < Nilrad(Ogoc(XM).
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Démonstration. Remarquons d’abord que ¢ induit une bijection entre les points gé-
nériques des composantes irréductibles de Y et les points génériques des composantes
irréductibles de X. Soit o, : L (Y) — L (X) le morphisme induit au niveau du
schéma des arcs. Alors ¢, induit une bijection entre les points génériques des compo-
santes irréductibles de %, (V") et les points génériques des composantes irréductibles
de L (X).

D’apres le critere valuatif de propreté (valuative criterion of properness), il existe
n € Ly (Y)tel que pu(n) = . Puisque 7y est un point fermé de £, (X)), quitte a rem-
placer 7 par une specialisation, on peut supposer que 7 est un point fermé de .2, (Y").
Par la remarque précédente, le morphisme Spec(O ¢, (v),) — Spec(Og, (x),,) est
dominant.

Ainsi d’apres [Stacksa, Tag O0OFL], le noyau du morphisme d’anneaux locaux in-
duit

(bo0)y: Oz (x)y = Oz (v)m

est contenu dans Nilrad(O ¢, (x) 5 )-
Soit M, 'idal maximal de O ¢, (y) ,,- Puisque

(poo)y () 202 = () 2ty

n=0 n=0

il suffit maintenant de montrer que ﬂn>1 My = {0}. Puisque 7 est un poitn fermé de
Z(Y) et que Y est lisse, alors ceci est une conséquence du lemme 10.4.1 et de la

proposition 10.2.3. O

Remarque 10.4.3. Gardons les notations et les hypotheses du théoréme 10.4.2. Puisque
O 2, (x) estirréductible d’apres le lemme 10.3.1, les propriétés suivantes sont équi-

valentes.
1. la topologie préadique sur I’anneau local O ¢, (), est séparée ;
2. Og,(x), estun anneau integre ;
3. Og,(x), est réduit.

Remarque 10.4.4. 11 serait interessant d’étendre le lemme 10.4.1 au cas d’un idéal
premier arbitraire de A[x; : i € NJ. Ceci permettrait d’enlever 1’hypothése imposant

que ~ soit un point fermé dans 1’énoncé du théoréeme 10.0.2.
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Sixiéme partie

Schéma des arcs différentiels
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Partie VI,

Soit k£ un corps de caractéristique nulle. Dans ce chapitre nous allons développer
I’analogue des constructions et résultats de la partie V dans le cadre différentiel. A
toute k-algebre différentielle est naturellement associé un k-schéma affine, dont les
points, via les propriétés d’adjonction du chapitre, s’interprétent comme des séries
formelles satisfaisant certaines relations algebro-différentielles. Pour cette raison, un
tel objet est baptisé schéma des arcs différentiels. Le schéma des arcs associé a un
k-schéma affine peut étre considéré comme un cas particulier de cette construction,
plus précisément comme un schéma des arcs différentiels d’ordre 0. De méme que le
schéma des arcs classique se construit a partir de la donnée d’une variété algébrique,
on peut associer un schéma des arcs différentiel .2, ((X, ©)) aladonnée (X, ©) d’une

variété algébrique affine X munie d’une « donnée différentielle » ©.

Dans le chapitre 11, nous introduisons le schéma des arcs différentiels et donnons un
sens précis a (X, 0) et £ ((X, ©)). Nous démontrons des propriétés pour le schéma

des arcs différentiels comparables a celles de la section 8.2.

Dans le chapitre 13 (voir section 13.1), nous introduisons 1’analogue du foncteur
des déformations pour la donnée d’un point rationnel du schéma des arcs différen-
tiels et montrons des propriétés analogues au cadre algébrique. Le chapitre 13 utilise
les constructions précédentes pour démontrer un résultat de structure sur les voisi-
nages formels du schéma des arcs différentiels associé a une équation différentielle
ordinaire (2 coefficients constants) au voisinage de solutions formelles rationnelles
de cette équation. Ce théoreme peut s’interpréter comme un analogue a la fois du
théoréme de Drinfeld-Grinberg-Kazhdan (voir théoréeme 9.0.1) (en ce sens que nous
considérons des voisinages formels en des points rationnels vérifiant une condition
de «non-dégénérescence ») et des résultats de structure obtenus par exemple dans
[Reg09; FD17] (en ce sens que nous obtenons un résultat de noetherianité pour ces
voisinages formels). C’est le théoreme 13.0.1. L’ ingrédient clé de notre démonstration
est I'utilisation de la dimension de plongement pour les k-schémas arbitraires dont

nous rappelons définition et propriétés dans le chapitre 12.

Les chapitres 14 et 15 précisent le théoreme 13.0.1 dans le cas des EDO d’ordre 1
et des EDO monomiales d’ordre 2.
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CHAPITRE 11

SCHEMA DES ARCS
DIFFERENTIELS

Dans ce chapitre k sera un corps de caractéristique zéro.

L’ objectif de ce chapitre est d’introduire I’espace qui va paramétrer les solutions
formelles des systemes d’équations différentielles ordinaires algébriques. C’est ce que
nous appellerons schéma des arcs différentiels associés aux systemes d’EDO. Comme
une variété algébrique affine peut s’interpréter comme 1’objet géométrique associé a
un systeme d’EDO d’ordre 0, le point de vue de ce chapitre est de comprendre les
solutions des systtmes d’EDO comme une généralisation au cadre différentiel de la
construction du chapitre 8. Sur le modele du schéma des arcs associé a une variété
algébrique, nous montrons donc comment associer un schéma des arcs différentiel a
toute variété algébrique munie d’une « donnée différentielle ». Dans le cadre de cette
theése, nous nous limiterons, par simplicité, au cadre local de ce type d’objets, puisque
notre résultat principal va concerner les voisinages formels de points dans cet espace
de solutions. L’avantage de géométriser des systemes d’EDO est notamment d’ offrir la
possibilité d’étudier qualitativement ces systémes par la biais des outils géométriques.

Notre théoréme 13.0.1 est une illustration de cette philosophie.

11.1 Définition générale et premieres remarques

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit m > 1 un entier. Soit S un systeme
d’EDO polynomiales a m variables différentielles. Rappelons que deux systemes (finis
ou infinis) S et S’ d’ODE sont dit équivalents s’il existe une transformation naturelle
bijective S(R) — S'(R), fonctorielle en R, entre les solutions dans R de S et de
S, pour toute k-algebre différentielle R. La classe d’équivalence [S] du systtme S
définit naturellement un idéal différentiel J < k{y1,...,ym} que I’on munit de la k-
dérivation A d’adjonction (qui envoie y; ; sur sa dérivée y; j11). Pour toute k-algebre
B, les solutions dans B[[T]] du systéme S se réalisent alors comme les morphismes
différentiels du quotient (k{y1,...,ym}/J,A) dans (B[[T]],dr). Par souci de pré-
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Partie VI, Chapitre 11 — Schéma des arcs différentiels

cision, nous rappelons et utilisons dans ce paragraphe le foncteur d’oubli For de la
catégorie des k-algebres différentielles dans la catégorie des k-algebres. En vertu de
la proposition 2.2.1, si (A, Ay) = (k{y1,...,ym}/J, A), on déduit que, pour toute

k-algébre B, on a une bijection naturelle

Homag, (For((A,Aa)), B) = Homajgaisr, (4, Aa), (B[[T]],0r)

(11.1.1)
SOIB[[T]] (S)

Ceci suggere la définition suivante pour permettre d’associer au systeme d’EDO

polynomial S I’objet géométrique qui parametre ses solutions formelles :

Définition 11.1.1. Soit k£ un corps de caractéristique nulle. Le schéma des arcs diffé-
rentiels associé (a la classe d’équivalence) au systeme d’EDO S (ou a I’idéal différen-

tiel J qu’il engendre) est le k-schéma affine

Zo([S]) := Spec(k{y1, - ., ym}/J).-

Soit A = k{y1,...,ym}/J et Aa la k-dérivation d’adjonction. Soulignons que
la définition 11.1.1 sous-entend que la k-algebre différentielle A est considérée, dans
la formule, simplement comme une k-algebre par oubli de sa structure différentielle.
En particulier, le schéma des arcs différentiels ne sera pas de type fini en général. Le
schéma des arcs différentiels est donc défini universellement puisqu’il représente le
foncteur défini de la catégorie Alg,” dans la catégorie des ensembles qui est naturel-

lement associé a

B — Homajgair, (A, Aa), (B[[T1]], 7).

SiA = k{y1,...,ym}/J, nous observons que le schéma des arcs différentiels .2, ([S])

est un sous-schéma fermé du schéma des arcs usuel .27, (A}") associé a A"

Remarque 11.1.2. SoitS < k[y1, ..., ym] un systetme d’équations algébriques. 11 dé-
coule de la définition 11.1.1 que le schéma des arcs algébriques défini au chapitre 8
coincide avec la construction associée a ce méme systeme considéré comme un sys-
teme d’EDO algébriques d’ordre 0. (Voir section 8.1.)

Remarque 11.1.3. Le schéma des arcs différentiels associé a un systtme d’EDO a
coefficients constants se construit se construit grace a un anneau différentiel dont on
oublie dérivation afin de le voir comme un schéma classique. Cependant cette dériva-
tion munit naturellement le schéma des arcs d’un champ de vecteurs algébriques non
trivial !. En effet, si X = Spec(k{y1,...,ym}/[f]) avec (k{y1,...,ym}/[f],A) une

1. La correspondance entre dérivation et champ de vecteur n’est pas spécifique au cadre du schéma
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différentielle

k-algebre différentielle, x € X, alors la donnée du champ de vecteur en = est donnée

par

kly, - umb/lf] — klel/(€?)
9 = g(x) + eA(g)(x).
On retrouve cette donnée lors de I’étude au premier ordre de la déformation différen-
tielle (¢ + €) ot y est une solution de f et y(t + €) € (k[e]/€*)[[t]].
Notons cependant que ceci n’est plus vérifié si I’on remplace k par k[[¢]] dans ce
qui précede. L’ objet qui parametre les arcs différentiels n’est alors pas k[[t]]{y1, - - -, ym }/[ ]
mais sa fibre spéciale.

Soit B une k-algebre integre. Par ’identification

Zo([S])(B) = Solg[ry(S) = Solgyry(J),

il découle facilement que % ([S])(B) = Sol gy (VJ).

En vertu du théoreme 2.4.4, nous savons que tout idéal différentiel parfait J <
kE{yi,...,ym} vase décomposer comme une intersection (finie) d’idéaux différentiels

premiers. Ceci suggere le résultat suivant, analogue de la proposition 8.2.2.

Proposition 11.1.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit S un systeme d’EDO,
engendrant, dans ’anneau k{y, . .., ym}, l'idéal différentiel parfait J. Soit J;, i € I,
les composantes irréductible de J et, pour tout i € I, S; le systeme d’EDO associé.
Soit K une extension du corps k. Soit v(T') € £ ([S])(K). Alors il existe i € I tel
que ¥(T) € Lo ([Si])(K).

Démonstration. La donnée de y correspond a celle d’un morphisme de k-algebres
différentielles k{y1,...,ym}/J — KJ[[T]]. Le noyau de ce morphisme en vertu du
lemme de factorisation correspond a un idéal premier de k{yi,...,ymn} contenant .J.
Donc ce noyau contient 1’'un des 3j;. En appliquant I’argument ci-dessus nous concluons
que v € 2 ([S:]). 0

11.2 Le schéma des arcs différentiels associés a une variété
algébrique munie d’une donnée différentielle
L’ objectif de cette section est d’associer un schéma des arcs différentiels a la don-

née d’une k-variété algébrique affine (correspondant donc a un systemes d’équations

algébriques) et d’une « donnée différentielle ». Ce point de vue permet d’appréhender

des arcs, elle est vrai dans un cadre plus général.
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I’ensemble des systemes d’EDO polynomiales produits a partir d’'un méme systéme

d’équations algébriques.

Soit B une k-algebre de type fini et (A, d4) une k-algebre différentielle différen-
tiellement de type fini, c’est-a-dire pour laquelle il existe un entier naturel m et un
idéal différentiel J de k{y1,...,ym} tel que A = (k{y1,...,ym}/J, A4) en tant que

k-algebres différentielles.

Définition 11.2.1. On appelle donnée différentielle sur Spec(A) celle d’un morphisme
de k-algebres 6: B — A.

On dira que cette donnée différentielle est

1. pleine si la k-algebre différentielle engendré par 6(B) vaut A;

2. fidele si 6 est injectif

3. pleinement fidele si 6 est plein et fidele.

Exemple 11.2.2. Le morphisme 0: k[ X, - , X,,] — k{y}, Xi; — 0 est une donnée
différentielle sur Spec(k{y}) qui n’est ni pleine, ni fidele.

Exemple 11.2.3. Soit & un corps et f € k[ Xo, ..., X,,] un polyndme. On considere le
morphisme de k-algebres

0 k[XQ,...7Xn] - k{y}
X; = Y

On rappelle que y; = A%(yo), c’est-a-dire la i-eme dérivée de 3. Nous notons o=

d(f). Le morphisme 9 induit une donnée différentielle

0: k[Xo...., Xal/(f) — k{y}/[f°]-

Dans ce cas, la donnée différentielle est pleinement fidele. Dans le chapitre 13, nous

utiliserons ce type de données différentielles.

Définition 11.2.4. Soit k& un corps de caractéristique nulle. Soit (A, § 4) une k-algébre
différentielle différentiellement de type fini. Soit X une k-variété affine. Soit 6 :
O(X) — A une donnée différentielle. Le schéma des arcs différentiels associé a
(X, 0) est le k-schéma affine

Zn(X,0) := Spec(A).

L’idée de cette définition est de pouvoir plonger X dans algebre différentielle afin
de voir les équations qui définissent X comme des EDO. Bien entendu, il y a plu-

sieurs manieres d’effectuer un tel plongement et méme a A fixé, 6 n’est pas unique.
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On pourra également remarquer que la définition .2, (X, 0) := Spec(A) fait dispa-
raitre (du coté droit) X et 6. Par exemple, on considérant 6, : k[X]| — k{y}, X — yo
et O3: k[X,Y, Z]/(X2 +Y? — Z%) - k{y},X — 4,Y — 0,Z — yq, alors
Ln(X1,601) = Lo(Xa,02) = Spec(k{y}).

Remarque 11.2.5. Si 6 est fidele, alors le morphisme Spec(A) — X est dominant.

On verra un peu plus loin que si § est un morphisme plein, on peut relier Spec(A)

au schéma des arcs de X.

Soit A = k{y1,...,ym}/J, et B une k-algebre. Alors, d’apres la bijection naturelle
11.1.1, 'ensemble %, (X, 0)(B) des B-points de Spec(A) s’identifie aux solutions
dans B[[T']] du systeme d’EDO (a m variables) défini par I’idéal différentiel .J. Tout
B-point de %, (X, 0) est appelé B-arc différentiel de X (), ou simplement arc diffé-
rentiel si B = k.

La proposition suivante fait le lien entre la notion d’arc et celle d’arc différentiel.
Soit X une k-variété. Soit 0: O(X) — A une donnée différentielle sur X . Soit B une
k-algébre et ¢ : A — (B[[T]],dr) un morphisme de k-algebres différentielles. On

dispose d’un diagramme commutatif de morphismes de k-algebres :

ou f est défini par X; — ¢(0(X;)). Comme ce diagramme est fonctoriel en B, on a

construit un morphisme de foncteurs

Hom agaifr, (4, 2a), (([[T]], 67)) = Homaug, (4, ) — Homag, (O(X), ()[[T]]),

c’est-a-dire, par le lemme de Yoneda, un morphisme de k-schémas
Zoo(J) = Spec(A) - L (X). (11.2.1)

Proposition 11.2.6. Soit X une k-variété. Soit : O(X) — A une donnée différen-
tielle sur X. Si 0 est plein alors le morphisme Spec(A) — £, (X)) est une immersion

fermée.

Démonstration. Si X est une k-variété affine, disons X = Spec(k[z1, - ,zmn]/J),
alors

Lo (X) = Spec(k{z1, -, xn}/[]]).
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Le morphisme de k-algébres différentielles 0, : Spec(A) — £ (X) induit par 6 est
décrit par
0h: k{xzy,-- am}/[J] — A
Tio —  0(z;)

Si 0 est plein, alors 920 est surjectif. Donc 6, est une immersion fermée. O

Définition 11.2.7. Soit X une k-variété. Soit 6: O(X) — A une donnée différentielle
sur X. Si 6 est pleinement fideéle, on dira que X est une approximation algébrique du

schéma des arcs différentiels associé a A.

11.3 Le cas d’une EDO

Dans ce paragraphe, nous développons le formalisme géométrique précédent dans
le cas d’une EDO en une variable différentielle. Ceci constituera une base de résultats
importants pour 1’étude réalisée dans la partie VI. Pour cela, nous devons souligner
que la donné d’une EDO s’insere dans le formalisme précédent grace au choix de
la donnée différentille induite par le morphisme de k-algébres ¢: k[ Xy,..., X,,] —
k{y} défini pas X; — y; (voir exemple 11.2.3). Dans ce cas, rappelons que 1’image de
f € k[Xo,...,X,] par § est notée f7, c’est-a-dire

FO=0(f) = FWo, Y1, - - Yn)- (11.3.1)

Pour la donnée induite

51 k[Xo,..., Xnl/(f) = k{y}/(f°)

nous noterons L (X,0) =: Lp(X?) pour X = Spec(k[Xo, ..., X.]/(f)). Le
schéma des arcs différentiels %%, (X ) est défini comme le k-schéma affine Spec(k{y}/[f°]).
L’ensemble de ses k-points correspond bijectivement a 1’ensemble des séries formelles

~(T) € k[[T]] telles que f(y(T),~(T),...,¥"™(T)) = 0, c’est-a-dire

ZLoo(XO)(k) = Solyry([£°])
= Solgpry (f°)
Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 11.2.6.

Corollaire 11.3.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[Xo, ..., X,].
La donnée différentielle § sur X définie ci-dessus est pleinement fidéle. Autrement dit,

le k-schéma Ly (X°) est un sous-schéma fermé du schéma des arcs £y, (X) associé
a X.

164



11.3. Le cas d’une EDO

En particulier X est une approximation algébrique du schéma des arcs différentiels
associé a k{y}/(f?).
Le morphisme 6 induit un morphisme de k-schémas 7g: % (X?) — X, qui se

décrit sur les k-points par v(T) — (7(0),...,7™(0)).

Définition 11.3.2. Soit k un corps de caractéristiquelle nulle et X un k-variété. Soit
g € OX) = k[Xy, -+ ,X,]/I. On note A = k{y}/[0(])]. Le morphisme de k-
algebres §: O(X) — A induit un morphisme de k-algebres au niveau des localisés
D(g) — Ags. Alors, par définition, le schéma des arcs différentiels associé a I’ouvert

distingué D(g) est

Observons la propriété de localisation suivante :

Lemme 11.3.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit X une k-variété. Soit

g € O(X), alors on a les isomorphismes de k-schémas suivants :

En particulier, si les D(g;), i € I sont un recouvrement (ouvert affine) de X, alors la

famille formée des D(g?) forme un recouvrement (ouvert affine) de L, (X?).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que tous ces k-schémas sont des schémas
affines et qu’ils sont par construction des sous-schémas ouverts de %, (X?°). En effet,

w5 1 (D(g)) = D(7h(g)))

ol nous désignons par wg : O(X) — O(ZLp(X?) le morphisme adjoint de 7. Mais
dans ce cas de figure ce morphisme coincide avec le morphisme 6, ce qui prouve
I’isomorphisme (canonique) de gauche.

O

Au-dessus du voisinage ouvert affine U d’un point lisse, le schéma de arcs %, (X)
a une structure schématique simple. En effet, il s’identifie, dans ce cas, au spectre
d’un anneau de polyndmes a une infinité (dénombrable) de variables a coefficients
dans O(U) (voir par exemple [Seb04, p. 3.4.2] ou [CLNS18]). Pour le schéma de
arcs différentiels associé 2 une EDO f° = 0 la situation est encore plus favorable.
Au voisinage d’un point « non singulier » (de 'EDO f° = 0), ¢’est-a-dire un point
n’annulant pas son séparant Sys, le schéma des arcs différentiels s’identifie a une k-
variété lisse. L'énoncé suivant précise cette idée; remarquons que, si f° est d’ordre
n > 1,alors Sys := 0 (f0) = (0x,())°.
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Proposition 11.3.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ Xy, ..., X,]
un polynéme non constant. Soit X = Spec(k[Xo, ..., X,]/(f). Soit S¢ le séparant de
f2. Soit D(S ) Uouvert standard de X défini par Sy, c’est-a-dire le complémentaire
du lieu d’annulation V' (Sy) de Sy dans X. Alors on a un isomorphisme de k-schémas
oL (D(Sy)) = ZLo(D(S)?) = D(Sy). En particulier, Lo(D(Sy)?) est une k-

variété lisse et un sous-schéma ouvert affine de X.

Remarque 11.3.5. 1l serait intéressant de vérifier si le résultat se généralise de la ma-
nicre suivante : Soit Z une approximation algébrique du schéma des arcs différentiels
Z(X?). Alors le morphisme naturel %, (X°) — Z induit un isomorphisme au-

dessus d’un ouvert lisse de Z.

Démonstration. En vertu du lemme 11.3.3, il suffit de prouver I’existence de I’isomor-
phisme %, (D(Sf)?) =~ D(S;). Remarquons que la formule de Leibniz appliquée a
f° dans la k-algebre différentielle (k{y}, A) produit la formule suivante :

A(f) = Y (0x, () it1-

-

0

]

En conséquence, ’idéal différentiel ([f°]k{y})s + contient I’élément

n—1 Fy
Ox,
Yn+1 = Z 7( Xz;(;f)) Yi+1
i=0 f

et toutes ses dérivées. Il en découle un isomorphisme de k-algebres (car J est injectif)

O(Z(D(S7)°)) = K[y, -+ yal/(F B0, - -, 9n))[S7 ],

ce qui prouve le résultat. 0
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CHAPITRE 12

ESPACE TANGENT ET DIMENSION
DE PLONGEMENT

Dans ce chapitre, nous allons présenter et rassembler des résultats essentiellement
connus sur la notion d’espace tangent et de dimension de plongement pour des schéma
généraux. Le matériel de ce chapitre constitue les ingrédients clé au coeur des résultats
que nous obtiendrons dans le chapitre suivant. Compte tenu du role que les énoncés
joueront dans la suite, nous avons choisi de présenter les preuves des plus importants
pour la facilité de lecture de cette thése. La plupart des résultats exposés dans ce cha-
pitre sont connus cependant, a notre connaissance, le corollaire 12.2.6 et la proposition

12.2.7 sont neuves.

12.1 Définition

Définition 12.1.1. Soit (A, 4) un anneau local. La dimension de plongement de A
est la dimension du A/ 4-espace vectoriel 914 /M%. On la note emb.dim(A).

L’espace tangent de A est le dual du A/ 4-espace vectoriel M 4/9M% que I’on
note (M 4/M%)".

Remarque 12.1.2. Soit (A,94) un anneau local et n € N un entier. Le A-module
n/ smg“ est muni d’une structure de A/9 4-espace vectoriel. En effet, si a € A et
be MY alors (a + M4)(b+ ME) = ab + M

Soit (A, 4) une k-algebre locale de corps résiduel k& isomorphe a k. On notera
A/9M 4 = k pour signifier que le morphisme structural de k-algebre k — A/t 4 est
un isomorphisme. On note 7: A — A/94 = k le morphisme quotient. Soit a € A.
On note ag = w(a) € k. Alors m(a — ag) = 7(a) —ap = 0. Ainsi a — ag € M4.
Autrement dit, pour tout a € A, il existe ag € ket a; € M4 tel que a = ag + a1. On
remarque également que cette décomposition est unique.

Dans le lemme suivant on considére I’ensemble Hom aigioc, (4, k[€]/ (€)?) des

morphismes de k-algebres locales de corps résiduel k-isomorphe a k.
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Lemme 12.1.3. Soit (A,9M4) une k-algébre locale dont le corps résiduel est k-
isomorphe a k. Si a € A, on a vu qu’on peut ’écrire de maniére unique sous la
forme a = ag + a1 avec ag € k et a1 € M 4.

L’ensemble Homagloc, (A, k[€]/(€)?) a une structure de k-espace vectoriel, dé-
finie par :
1. Si gy et g sont deux éléments de Hom aigloc, (A, k[€]/(€)?) et X € k, on définit

w1+ Apa: A — k‘[e]/(e)2
a=ap+a — ap+ei(ar)+ Ap2(ar).

2. L’élément neutre est donné par

OHom A - k[e]/(e)Q
a=a+a +— agp

Par ailleurs, cette structure de k-espace vectoriel est fonctorielle en A, ¢’est-a-dire

que si: A — B est un morphisme de k-algebres, alors le morphisme induit
HOHIW) : I_IOIHAlgloc,c (Aa ]6[6]/(6)2) - HomAlglock, (Bv k[e]/(6>2)
® — Yo
est un morphisme de k-espaces vectoriels.

Démonstration. Soit ¢1 et @3 deux éléments de Homagloc, (4, k[€]/(€)?) et A € k.
On vérifie que ¢ := ¢1 4 A est bien un élément de Hom g igioc, (4, k[€]/(€)?). Soit
a = ag+ ay etb = by + by deux éléments de A. Alors p(a+b) = ag + by + p1(ar) +
©1(b1) + Apa(ar) + Apa(br) = p(a) + ¢(b). De plus

go(ab) = agbg + 1 (a0b1 + boal) + /\QOQ(aobl + boal)
et, comme, pour i € {1,2}, on a ¢;(a1by) = 0 alors

p(a)p(b) = (ao + p1(a1) + Ap2(a1))(bo + p1(b1) + Apa(b1)) = p(ab).

Ainsi ¢ est bien un élément de Hom aigloc, (4, k[€]/(€)?).
Le reste des affirmations se vérifie facilement. O

Dans ce cadre, on peut donc proposer une définition équivalente de la dimension

de plongement.

Proposition 12.1.4. Soit (A, M 4) une k-algébre locale dont le corps résiduel est k-

isomorphe a k. Alors 'espace vectoriel Homaigioc, (A, k[€]/(€)?) est isomorphe, en
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temps que k-espace vectoriel, au dual de M 4 /M2, que I"on note (M 4/M%)".

Démonstration. Soit ¢ € Homalgloc, (4, k[e]/ (€)?) et a € A. Alors a s’écrit de ma-
ni¢re unique sous la forme a = ag + a; avec ag € k et a; € M4. Ainsi p(a) =
ap + ¢(ay), ot p(ar) = epi(ar). Lapplication ¢q: M4 — k est nulle sur M et
passe donc au quotient. On note encore ¢1: M 4/9M% — k 1'application quotient.

Cette application est k-linéaire. C’est donc un morphisme de k-espace vectoriel.

On définit

¢: Homaigloc, (A, k[e]/(€)?) —  (Ma/93%)"
¥ — ©1-

Vérifions que ¢ est bijectif.
Soit ¢, o € Homagloc, (4, k[€]/(€)?), vérifiant 1(¢) = (). Soit a € A, on

écrit, comme précédemment, a sous la forme a = ag + a;. Alors

P(a) = ap + ep1(a1) = ap + ep1(a1) = ¢(a).

Donc ) est injectif.

Soit 6 € (M4/M4)Y et a = ag + a1 € A On définit p(a) = ag + €f(ay). Soit
a,b e A. Comme 0 est k-linéaire, on vérifie que p(a + b) = p(a) + ¢(b). Par ailleurs,

en notant & = ag + a; et b = by + by, comme @ est nulle sur 9%, on a
w(ab) = @(apby + apbr + boar + a1by) = agby + €(apf(b1) + bpb(a1)) = ¢(a)p(b).

Ainsi 9 est surjective.

On vérifie également que ¢ est une application k-linéaire. O

Proposition 12.1.5. Soit (A, 4) une k-algébre locale dont le corps résiduel est
k-isomorphe a k. Alors emb.dim(A) la dimension de plongement de A est finie si et
seulement si la la dimension du k-espace vectoriel Hom g 1gioc, (4, k[€]/(€)?) est finie.

Dans ce cas, ces deux dimensions sont égales.

Démonstration. D’apres la proposition 12.1.4, il existe un isormophisme de k-espace
vectoriel entre Homagloc, (4, k[€]/(€)?) et le dual de D 4/9M%. Comme DM 4/9M%
est de dimension finie si et seulement si son dual est de dimension finie, et que dans ce

cas leurs dimensions sont égales, on en déduit la proposition. 0
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12.2 Propriétés et caractérisations

Lemme 12.2.1. Soit (A, 4) un anneau local et A = lim A/ son complété. Soit
n € N* un entier. On suppose qu’il existe un entier d tel dim 4 oy , (9} / Mt =4,
alors 93/@ est un A-module de type fini engendré par au plus d éléments.

En particulier avec n = 1, si emb.dim(A) = d alors M 4 est un A-module de

type fini engendré par au plus d éléments.
Démonstration. Comme dim 4 on , (97 / M) = d, il existe des éléments
Ay, - aademz

qui forment une base de A/ 4-espace vectoriel I} /E)JIZH. On pose le morphisme
de A-module 1: AT — MY, e; — a;,olie; = (0,---,1,---,0) ot I'unique 1 est en
i-eme position.

D’apres [Stacksa, Tag 0315 (1)] si R estun anneau, / < Runidéaletyp: M — N
un morphisme de R-module alors si M /IM — N/IN est surjectif alors M — N est
surjectif.

En appliquant cette proposition avec R = A, [ = My, M = AL N = I et
(p = 1), on en déduit que le morphisme

7 Al
est surjectif (car im A4/ = lim  A%/ON). O

Remarque 12.2.2. 1'idée de la preuve de [Stacksa, Tag 0315 (1)] est la suivante : on uti-
lise le lemme de Nakayama (voir [Stacksa, Tag 00DV]) pour prouver que si M /IM —
N/IN est surjective, alors pour tout entier n > 1 le morphisme M /I"M — N/I"N
est surjectif. On pose alors K,, = {z € M | ¢(x) € I" N'}. On obtient la suite exacte

0 — K,/I"M — M/I"M — N/I"N — 0

et on vérifie qu’elle est de Mittag-Leffler (i.e. que les morphismes K,, 1 /1" 1M —
K,,/I""M sont surjectifs). On en déduit alors (voir par exemple 7.2.1) que la suite des

complétés est exactes et donc que le morphisme M — N est surjectif.

Le lemme suivant est une adaptation du lemme [Stacksa, Tag 05GH]. L’énoncé
ne s’applique pas directement car, en général, si I’anneau local (A,T4) n’est pas
~ = ~ —n
- s n s . .
noethérien alors, A = lim A/’ et A =lim A/9Mt4 ne sont pas isomorphes (voir

partie IV). Cependant la preuve du lemme peut se réutiliser pour notre propre énoncé
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en remarquant que si une suite est de Cauchy pour la topologie 971 4 pré-adique sur ﬁ,

alors cette suite est aussi de Cauchy pour la topologie qui rend A complet.

Lemme 12.2.3. Soit (A, 4) un anneau local et A = lim A/ son complété. On

suppose que 93/1:1 est un idéal de type fini. Alors A est noethérien.

Démonstration. On note fq,--- , f; € M4 une famille génératrice de 991 4. On consi-
. —~n ——n+1 . . ~

dere la somme directe B = @p>0M4 /M4 dans la catégorie des A-modules.

Cette somme directe possede une structure additionnelle d’anneau. On considere le

morphisme d’anneau
A/MalTh, -, Ti] > B

qui envoie 7 sur f] Ce morphisme est surjectif, donc B est un anneau noethérien.

Soit .J un idéal de A. On considere I'idéal J5 = @nso N Ma /T A Ma" " de
B. Comme B est noethérien, il existe un famille finie g1, - - - g,,, d’éléments de B qui
engendrent Jp. Quitte a2 augmenter la taille de la famille, on peut supposer que pour
tout j,onag; € Jn ﬁ)/adj/J N m/t}dj“. Il existe g; € J N 971:1 ’ qui s’envoie sur g;
par passage au quotient. Montrons que la famille g1, - - - , g,, engendre J.

Soit x € J. Il existe un entier n tel que x € J N @n etx ¢ Jn 97547”1. Si on
consideére & ’image de x dans J N SD/T:;R /J N Q@HH, on en déduit qu’il existe une

— max(0,n—d;)

famille a; € My tels que * = 27:1 a;g; car la famille des g; engendre

. ~—n+l . L1z
Jp. Ainsi x — Z;nzl ajg; € J n My . Enitérant ce procédé on peut trouver une

——max(0,n—d;)

famille (a1, , @mn) avec a;, € Ma tels que
Nom —~N
T = Z Z ajng; mod My
n=0j=1

Onpose Aj = >} - ajn. Comme la suite Z;V: 0 @j,n st de Cauchy (pour la topologie
~ —n —
qui rend A complet) car, pour tout entier n € N, ona Mty < M’ alors A; est bien

défini dans A. Ainsi 2 = Z;-”:O Ajgj, car N Neszﬁ = 0 (car A est complet pour la

filtration (9)) yen ) ce qui prouve que J est de type fini. O

Remarque 12.2.4. Si A est noethérien, alors emb.dim(A) est finie.

Le résultat suivant peut également se trouver dans [FD17, Lemme 10.12].
Lemme 12.2.5. Soit k un corps. Soit X un k-schéma. Soit © € X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La dimension de plongement de I’anneau local Ox , est finie.

2. Le complété Ox , de I’anneau local en x est noethérien.
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Démonstration. L’énoncé est local, il suffit donc de montrer le résultat d’algebre sui-
vant : Soit (A, 90 4) un anneau local. Alors dim 4 on , (MM4/9M?) < o0 si et seulement
si le complété A= (h_mn A/ est noethérien.

Supposons que dim 4o, (M4 /9M?) < oo, alors en appliquant le lemme 12.2.1
on en déduit que 97(74 est un idéal de type fini, puis en apliquant le lemme 12.2.3, on
en déduit que A est noethérien.

Réciproquement, si 1’anneau A est noethérien, comme on a I’inclusion 95?:12 c
971?4 le morphisme 971?4 /9@2 — My/ 931124 est surjectif. Donc la dimension de plon-
gement de A est finie. O

Corollaire 12.2.6. Soit (A, 4) un anneau local. On note A = lim A/ la com-

~

plétion de A. Alors emb.dim(A) est finie si et seulement si emb.dim(A), et dans ce

cas emb.dim(A) = emb.dim(A).
Démonstration. Le fait que emb.dim(A) est finie si et seulement si emb.dim(A) I’est
se déduit du lemme 12.2.5.

Supposons que ces dimensions de plongement soient finies. D’apreés I’inclusion
5{74 < Mt%, on a un morphisme surjectif de A/ 4-espaces vectoriels

Ta/Ta” — Ta /G = N/
Ainsi emb.dim(A) < emb.dim(ﬁ).

Par ailleurs, on sait d’apres le lemme 12.2.1 que 95?\‘4 est engendré comme A-
module par au plus d := emb.dim(A) éléments. Notons w1, - -+ , ug € M 4 une famille
génératrice de 93/174. Soit x € 93/174, alors il existe (a1, - ,aq) € Al tels que x =
22'1:1 a;u;. Soit 7 A — ﬁ/m/t} = A/M 4 le morphisme de projection canonique.
Puisque 9)/{4 / 97?:\2 est muni d’une structure de A/90t 4-espace vectoriel, on considere
I’élément y = Z?:o m(a;)u; de 9/3174/93/1712. Ainsi z — y = 0 dans 9/3174/93/?;2. Donc le
A/ 4-espace vectoriel M4 / 971?42 est de dimension au plus d. Donc emb.dim(A) <
emb.dim(A). O

Les propositions démontrées plus haut permettent de prouver I’énoncé suivant sur

la complétion d’un anneau :

Proposition 12.2.7. Soit (A, 4) un anneau local. On note A = lim A/ la
complétion de A. Si A est un anneau noethérien alors A est complet pour la topologie
ED/T; préadique.

Démonstration. On va montrer par récurrence que pour tout entier n € N, on a

—

— N . . . N 7z N
My = M4, ce qui prouvera la proposition d’apres le théoreme 7.2.6.
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. N 2 5 .
Pour n = 1iln’y arien & démontrer. Pour n = 2, comme 94 < 92 on sait que

le morphisme de A/M 4 (= ﬁ/m/a)—espaces vectoriels
— 9 —
Ma/MA~ — M/ME = My /ML

est surjectif. Comme A est noethérien, alors 2t /MM est de dimension finie. Or on a
vu dans le corollaire 12.2.6 que emb.dim(A) = emb.dim(A). Donc ce morphisme est
surjectif entre deux espaces vectoriels de méme dimension (finie) donc il est bijectif.

. . /\2 —_—
Ainsi M,y = 93??4

. . —n — .. . —~—n+1
Supposons désormais que M4 = IM’;. De par I'inclusion M 4 c S)JTZH, on

en déduit un morphisme surjectif

—
n

——n ——n+l
s Ma Mg — D /M = oM /M

—
n

Comme A est noéthérien, alors le A/9 4-espace vectoriel M7 /9" + est de dimen-

—
n

sion finie et donc I’} /i)ﬁTl est également de dimension finie.

Notons d = dim 4oy, (M7 /L), alors d’aprés le lemme 12.2.1, on en déduit
que M} est un A module engendré par au plus d éléments. Or par hypothése IN"} =
93/174”. Notons uy,--- ,uq € 93/?7;” une famille génératrice de 97(?4”. Soit x € 93/774”,
alors il existe (a1, ,aq) € A tels que = = Z‘Ll azu;. Soit w1 A — /Al/f)l)/?\A =
A/9 4 le morphisme de projection canonique. Puisque 9/3&” /@nﬂ est muni d’une
structure de A/9 4-espace vectoriel, on considere 1’élément y = Z‘LO m(a;)u; de
9/3&”/9?@”“. Ainsi z —y = 0 dans Qﬁn/@nﬂ. Donc le A/t 4-espace vectoriel
SD/I\An /i)J/anJrl est de dimension au plus d.

On en déduit que le morphisme ¢,, est un morphisme de A/ 4-espaces vectoriels
surjectif entre deux espaces vectoriels de méme dimension, il est donc bijectif. Ainsi

—~n+1 . )
M4 = S)JTZH. Ce qui conclut la récurrence. O

Remarque 12.2.8. La proposition 12.2.7 est fausse en général si I’anneau Anest pas

noethérien comme il I’a ét€ vu dans le théoréeme 7.3.1.

Proposition 12.2.9. Soit (A, 4) une k-algébre locale dont le corps résiduel est k-
isomorphe a k telle que emb.dim(A) la dimension de plongement de A soit finie égale

a d. Alors il existe un morphisme de k-algebres locales surjectif k[[z1, - ,x4]] — A.

~

Démonstration. D’apres le corollaire 12.2.6, on sait que emb.dim(A) = d. On note
— — _—9 ~
(ug, -+ ,uq) € M4 une base du k-espace vectoriel M4 /M4 . Soit u € A, on va

montrer par récurrence que, tout 7 € N, il existe un polyndéme P, ; € k[z1,--- , 24|
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homogene de degré total 7 tel que, pour tout entier n € N, on ait
—n+1
u—ZPu,i(ul,---,ud)eimA .

Pour n = 0, on remarque que comme A/ 4 = k, alors si P, o € k désigne I’'image u

par le morphisme A ﬁ/ﬂ)/t:; onabienu — P, € My.

o — 9
Siu € M 4, alors comme le k-espace vectoriel M4 /M 4 estengendré par (ug, - -, uq),
il existe P, 1 un polyndme homogene de degré total 1 tel que uw — Py, 1(u1,--- ,uq) €

——9

Ma .

. . ——n+l1 . . N
Soit maintenant u € My et montrons qu’il existe un polyndme P, 41 €
——~n+
k:[:cl, . xd] homogene de degré n + 1 tel que v — Py 41 € My . Comme
u € S)ﬁA , il existe un ensemble fini J, une famille «; € Aet (bji)jesi<i<n+1

une famille d’éléments de 9 4 4 tels que

n+1
u = }:C%‘IIZUJ
jedJ =1

Sans perte de généralité, on peut supposer que, pour tout j € .J, on a a; ¢ 9/3174. Alors
il existe Py, 0 un polyndme homogene de degré 0 (c’est-a-dire un €lément de k) tel
que aj — Py, 0 € 972?4. Par ailleurs, il existe P, ;1 € klxi,--- ,xq] des polyndmes
homogenes de degré 1 tels que, pourtout j € Jetl < i <n+ 1, on ait

bji— Py, 1(ur, - uq) € Ma.
On vérifie que u et
n+1
Pu,n-‘rl(ul)"' ) ZPO&J,OH bj,i,1 Ul, aud)
jeJ
. ——n+1  —~—n+2
ont la méme image dans M4 /M4 . Il suffit, pour cela, de remarquer que
n+1

—~n+l ——~n+2
0= (o= Payo) [ [(Bji = Py 1 (u, -+ ug)) mod My /My
jeJ =1
et qu’en développant le membre de gauche, on obtient

—~n+l ——n+2
0=u—Pypi1(ur, - ,uq) mod SJJTA /Ma .

. . /\n+2
On a ainsi que u — Py p41(u, - ,uq) € My
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Siu e A, cela montre I’existence pour tout i € N, d’un polynéme P, ; € k[z1, -, xq4]

homogene de degré total ¢ tel que, pour tout entier n € N, on ait

n
w— Y Puilur, - uq) € My
i=1

Sil’on pose P := >}, Py, alors P € k[[z1,--- ,x4]] car tous les polynomes P, ;
sont homogenes de degré i. Par ailleurs u — P(uy, -+ ,uq) € mNeNEfI:;N, et I’inter-
section mNeNSD/?\AN est nulle car ﬁNeNm/Ex c mNeNi);TTX = {0}.

Finalement cela montre qu’il existe une surjection de k[[z1, - ,z4]] — A, défi-

nie par x; — u;. ]
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CHAPITRE 13

UNE PROPRIETE DE
NOETHERIANITE DES VOISINAGES
FORMELS DU SCHEMA DES ARCS

DIFFERENTIELS

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[Xy,..., X, ] un polyndme
non constant. Soient f¢ = f(y,y/,...,y"™) € k{y} et X? = Spec(k{y}/[f°]) le ¢-
schéma associé. L objectif principal de ce chapitre est de prouver le résultat suivant :

Théoreme 13.0.1. Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f € k[Xo, ..., X,] un
polynéme non constant. Soit vy € k[[T]] une solution de 'EDO f° = 0 qui n’annule
pas le séparant S¢. Alors le voisinage formel £, (X 9., est noethérien, de dimension

de plongement majorée par n.

Remarque 13.0.2. Si + est une solution de f¢ = 0. La condition « n’annule pas le
séparant » peut étre facilement remplacée par « il existe i € [0, n], tel que 0, f°() #
0».

Si pour tout entier i € [0, 7], ona d,, f(f°) = 0, alors la dimension de plongement

est infinie puisque la linéarisée (voir définition 13.2.1) est nulle .

La preuve suivra la stratégie générale de celle du chapitre 9, en s’appuyant sur
I’utilisation du foncteur des points de tels objets. (Voir théoreme 9.0.1.) C’est a cette
fin que nous introduisons un foncteur de déformations adapté a la situation. Notre
probleme différentiel présente la particularité de se « linéariser » (cf. section 13.2), ce

qui va ramener le probleme de noethérianité a un probléme de calcul de dimension.

Il est important de souligner que cette propriété de noethérianité que nous obtenons
est une différence substancielle avec le cadre algébrique usuel et le théoréeme 9.0.1.
Dans I’étude des voisinages formels des schémas des arcs de variétés algébriques cet
énoncé se rapprochent plus des résultats de structure du type de ceux obtenus dans
[Reg09; FD17].
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13.1 Foncteur des déformations

Dans la section 9.1 nous avons développé la notion de déformation dans le cadre
algébrique. Dans cette section, nous allons introduire le foncteur des déformations dif-
férentielles sur le modele de la construction de la section 9.1. Nous établirons égale-
ment des propriétés élémentaires analogues. Nous conservons les notations du chapitre
11.

Soit & un corps de caractéristique nulle. Rappelons qu’une k-algebre locale (A, Mt 4)
est dite quasi-artinienne si son corps résiduel est k-isomorphe a k et si son idéal maxi-
mal est nilpotent. Soit f € k[ Xy, ..., Xy]. Nous notons X = Spec(k[Xo, ..., Xn]/(f))
et L (X%) = Spec(k{y}/[f?]). Soit ¥(T) € L (X) (k).

Définition 13.1.1. Le foncteur des déformations différentielles de X en ~y est le fonc-

teur induit par la donnée
A Def (X, A) := {va € Lp(X)(A) | 74 — v € Ma[[t]]}

pour toute k-algebre quasi-artienne A. Tout élément y4(T") € Def., (X, A) est appelé
déformation différentielle de .

Notation. Dans un souci de simplicité, avec X = Spec(k[X1,---,X,]/(f)), nous
noterons parfois Def, (X, A) = Def,([f], A). Et pour étudier les déformations de
ZLo(X1ed = Spec(k{y}/{f°}), on notera

Def’y({fa}v A) = {fYA € 'iﬂOO(Xa)red(A) ‘ YA — 7V E mtA[[t]]} .
Comme dans le cadre algébrique, nous avons le résultat suivant :

Proposition 13.1.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ X, ..., Xy]
un polynéme non nul et ¥(T) € Ly (X %) (k) une solution de ’EDO associée. Pour

toute k-algebre quasi-artinienne A on a une bijection naturelle
Homaigrc, (0., (x0),, A) = Def, (X, A).

Autrement dit, le complété formel de I’anneau local de L., (X°) en ~y "représente” le

foncteur des déformations différentielles de .

Remarque 13.1.3. En combinant cette proposition avec la proposition 12.1.4 et la re-
marque 9.1.8, on remarque que 1’étude des déformations pour A = k[e]/(e?) équivaut

a I’étude de I’espace tangent de X.
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Démonstration. Cette proposition découle de la proposition 9.1.12 (ou voir plus pré-
cisément I’exemple 9.1.14).
O

Exemple 13.1.4. Soit X = Spec(k[Xo, X1])/(X1 — Xo), alors

Zo(X) = Spec(k{y}/[y1 — yol).

Autrement dit %, (X ) est défini par I’équation différentielle 4 = y. Une solution de
cette équation est de la forme v(T) = Ce” avec C € k. Une telle solution correspond
a un k-point de % (X?). Fixons C' € k et v(T) = Ce’ une solution. Calculons

Def, ([y1 — vol. A)
Def,([y1 — o], A) = {74 € Loo(X)(A) | ya4 — 7 € Ma[[t]]} -

On note y4 = v + X5 a;T". Par définition, 4 doit vérifier I’équation vy (T)" —
v4(T) = 0. On en déduit que

Vi = 0, (Z + 1)a2-+1 —a; =0.

En particulier, la donnée de ag € M4 fixe tout les a;. On en déduit que Def, ([y1 —

yo], A) est naturellement en bijection avec 91 4, et donc que O 2, (Xx?),y €St isomorphe
a k[[T]] dans la catégorie AlgLC,,.

Exemple 13.1.5. Soit f¢ € k{y} une EDO. Méme si on la suppose irréductible, 'idéal
différentiel parfait associé { f 0 } peut avoir plusieurs composantes irréductibles. C’est
le phénomene des singularités essentielles. (Voir chapitre 2.6.) L’énoncé précédent
peut se comprendre ici de maniére ad hoc. Soit S := S} le séparant de f. Soit y(T') €
Z(X%)(k) une solution de f¢ = 0 qui n’annule pas son séparant. Alors c’est une
solution générale de f7 = 0, et donc une solution de I’idéal différentiel parfait J :=
([f°]} : S*). On peut montrer que toute déformation différentielle v de -y est encore
solution de J. Soit P un polyndme différentiel appartenant a J. Alors il existe un entier
N tel que SN P e [f]. Comme S(7y) = 0, on déduit du théoréme de Weierstrass que
P(ya(T)) = 0, ce qui acheve la preuve.

Notons qu’en général, similairement au cadre algébrique, les déformations diffé-
rentielles d’'une EDO ne correspondent pas a celles de 'EDO réduite associée : les
foncteurs Def, ([ f], A) et Def, ({f}, A) ne coincident en général pas. Si I’on consi-
dere, en effet, f = x3" et A une k-algebre quasi-artinienne dont I’indice de nilpotence

de son idéal maximal est m, alors pour tout a dans 914, la déformation y4 = T + aT?
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de T est dans Defr([z5'], A) mais pas dans Defr({z5'}, A) puisqu’elle n’annule pas

x9.

Remarque 13.1.6. Les déformations les plus intéressantes a considérer sont celles qui
ne rendent pas le séparant inversible. En effet, au voisinage d’une solution qui rend le
séparant inversible, I’espace de déformation se décrit comme un disque formel. Ce fait
découle de la proposition 11.3.4, qui prouve plus généralement qu’au voisinage d’un
arc rendant le séparant inversible, le schéma des arcs différentiels a une structure de

variété lisse.

13.2 L’équation différentielle linéarisée

Soit f € k{y} un polyndme différentiel d’ordre n > 1, y(T") € k[[T"]] une solu-
tion de f et X? = Spec(k{y}/[f]). (Voir section 2.3 pour une définition.) Soit k[e] =
k[X]/(X?), le symbole e désignant la classe de 1’élément X dans ce quotient. Remar-
quons qu’il existe un isomorphisme de k-algebres évident k[e][[T']] = k[[T]][e]. De
ce fait, toute déformation de -y dans k[e], c’est-a-dire toute solution v+, € k[e][[T]]
de f, peut se réécrire de maniere unique comme un élément de k[[T']][e]. Plus préci-

sément,

Def, (X%, kle])) = {ve(T) € (UTN | £+ ) = 0}
= {n(T) e k[[TTI [ f(v + en) = 0}

Soit y(T") + en(T") € Def, (X, k[e])). Par la formule de Taylor et la propriété
e? = 0 dans I’anneau k[e], on déduit

FOUT) + e (St n(T)(0y, £) (4(T)))
e (Silo n(T)(0y, f)(4(T))) -

FOy(T) + en(T))

(13.2.1)

Grace a la formule (13.2.1), nous déduisons que f(v(T) + en(T)) = 0 est équivalent

a la condition
n

D nO(T) (@, f)(A(T)) = 0. (13.2.2)

=0

Définition 13.2.1. Soit & un corps de caractéristique nulle. Soit f € k{y} un polyndme
différentiel d’ordre n > 1, v(T") € k[[T]] une solution de f. On appelle équation
différentielle linéarisée de f en v I’EDO linéaire (13.2.2). Nous la noterons L(f, ).

11 est important de noter que I’équation différentielle linéarisée ne sera pas a coef-

ficients constants en général.
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Proposition 13.2.2. La dimension de plongement du complété de I’anneau local de

Zo(X9) en v coincide avec la dimension du k-espace vectoriel

Sol(L(f, ) (KI[TT)-

Démonstration. En vertu des considérations ci-dessus, cette proposition est une consé-

—

quence de la proposition 12.1.5 appliquée a A = k{y}/[f]- O

13.3 Preuve du théoreme 13.0.1

L’argument clé de la preuve du théoréeme 13.0.1 réside dans le calcul de cette di-
mension de plongement. En s’aidant de la remarque ci-dessus et du lemme suivant dii
a RITT, nous pourrons fournir une majoration de cette dimension, ce qui suffira pour

notre propos.

Définition 13.3.1. Un ensemble d’éléments 7y, -- , 75 € k[[T']] est dit linéairement

dépendant 8’1l existe des é€léments c¢1, - - - , cs € k, non tous nuls, tels que

S
2 cin; = 0.
i=1

Lemme 13.3.2. Un ensemble d’éléments 1y, - -- ,ns € k[[T]] est linéairement dépen-

dant si et seulement si le déterminant Wronskien

m T MNs
moo e |
ngs_ﬁ) (1)
Démonstration. Voir [Rit50, p34, 35]. ]

Corollaire 13.3.3. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k{y} un polynome
différentiel d’ordre n = 1, v(T) € E[[T']] une solution de f, qui n’annule pas le
séparant de f, et X° = Spec(k{y}/[f]). Alors, nous avons

emb.dim((’)B;O:(X\aM) <n.

Pour la définition de la dimension de plongement et ses propriétés voir chapitre
12.
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Démonstration. Notons plus simplement (0, f)(7(T")) = a;(T) et
n
> ai(T)y; =0 (13.3.1)
i=0

I’équation linéarisée de L(f,). Soit 1 (T'),--- ,ns(T) une famille libre de solutions
dans Def. (X7, k[e]/(€%)), c’est-a-dire une famille libre de solutions dans k[[T]] de
I’EDO (13.3.1). Ceci signifie que les n;(T") sont linéairement indépendants. D’apres le

lemme 13.3.2, on en déduit que le Wronskien

7’]1 ns

mooce g
ngsfl) ngsfl)

doit étre non nul. Supposons, par I’absurde, que s > n, alors la n-ieme ligne du Wrons-
kien vaut (n%n) e ngn)). On peut multiplier le Wronskien par a,,(7") qui est non nul
(puisque c’est le séparant de f évalué en ~), et ainsi la ligne an(T)yYL) e an(T)ygn)
est combinaison linéaire des précédentes. Ainsi le Wronskien est nul, ce qui est la

contradiction recherchée. Ainsi s < n. O

L’énoncé du théoreme 13.0.1 découle alors directement du corollaire 13.3.3 et du
lemme 12.2.5.
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CHAPITRE 14

SCHEMA DES ARCS
DIFFERENTIELS DONT LA
DIMENSION DE PLONGEMENT EST
MAJOREE PAR 1

Soit k£ un corps de caractéristique nulle. Dans ce paragraphe nous explicitons le
théoréme 13.0.1 dans le cas particulier d’'une EDO dont la dimension de plongement
est majorée par 1. En particulier, cela recouvre le cas des équations d’ordre 1, c’est-a
dire dans le cas ol le schéma des arcs différentiels est associé a un polyndéme irréduc-
tible f € k[ X1, Xa].

Dans ce cas particulier, nous montrons le résultat suivant :

Théoreme 14.0.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ X1, -+, X,]
un polynéme irréductible, f° := f(y,--- ,y™) e k{y} et X% := Spec(k{y}/[f?]) le
0-schéma associé. Soit v € k[[T]] une solution non constante de I’équation f° = 0.
On suppose que la dimension de plongement de X° en ~ est majorée par 1. Alors le
voisinage formel gﬁo‘ )  est isomorphe, en tant que k-schéma formel, a un disque
formel D = Spf(k[[T]]) de dimension 1.

D’apres le théoréme 13.0.1, si f¢ est une équation différentielle d’ordre 1 et y une
solution non constante de f¢ = 0, alors la dimension de plongement de X en -y vaut

exactement 1. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 14.0.2. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[X1, Xo] un
polynéme irréductible, f° := f(y,y') € k{y} et X° := Spec(k{y}/[f°]) le 0-schéma
associé. Soit y € k[[T]] une solution non constante de I’équation f° = 0. Alors le
voisinage formel fﬁa ) - est isomorphe, en tant que k-schéma formel, a un disque
formel D = Spf (k[[T]]) de dimension 1.

Remarque 14.0.3. Le corollaire permet de retrouver un résultat de BOURQUI & SEBAG
de [BS16, Theorem 1.2].
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14.1. Propositions préliminaires

14.1 Propositions préliminaires

Proposition 14.1.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ X1, -, X,]
un polynéme irréductible, f° := f(y,---,y™) e k{y} et X% := Spec(k{y}/[f?]) le
0-schéma associé. Soit v € k[[T]] une solution non constante de I’équation f° = 0.
Soit A un objet de la catégorie A1gL.C,, des k-algebres locales qui sont des complé-

tion de k-algébres locales. Alors il existe une application

—_

va: Homagro, (K[[T], A) — Homaigrc, (O.g, (x2) 4+ 4)

injective et fonctorielle en A.
Démonstration. On sait d’apres la section 9 que

Homalgre, (Og, (x2) 4 A) = {ya € MA[[T] | F7(y + 74) = 0}.

Or pour tout a € M 4, on a que (T + a) est solution de f 7. En particulier, si v n’est

pas constant, on obtient une application

Ma — {yaeM[[T]| f2(y +74) = 0}
a YT +a) —~(T)

surjective et fonctorielle en A. Or on a une bijection fonctorielle en A entre M4 et

Homajgrc, (K[[T]], A). Ce qui donne le résultat voulu. O

Remarque 14.1.2. En particulier, I’énoncé montre également que la dimension de

plongement de X en un + non constant ne peut jamais valoir 0 (en considérant

A = K[d/(e)?.

Lemme 14.1.3. Soit C une catégorie et B et C des objets de cette catégorie. On

suppose que pour tout objet A de la catégorie C, on dispose d’une application
ta: Home (B, A) — Home(C, A)
injective et fonctorielle en A. Alors il existe un épimorphisme ¢: C' — B.

Démonstration. Pour A = B, on note ¢ = ¢p(id). Il reste a vérifier que p: C — B
est un épimorphisme.
Soit D un objet de la catégorie C et g1,g2 € Home(B, D) tels que g1 0 ¢ =

g2 o . La fonctorialité de I’inclusion en A nous donne le diagramme commutatif
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suivant (pour g1) :
Home (B, B) —2> Home (C, B)

gloi lglo

Home (B, D) —2> Home(C, D)

En regardant le devenir de I’'image de id € Hom¢ (B, B), on en déduit que g; o
vg(id) = ¢p(g1), soit encore g1 0 ¢ = 1p(g1). Or g1 0 ¢ = g 0 p, donc tp(g1) =
tp(g2). Comme ip est injective, on en déduit que g1 = ga, donc ¢ est un épimor-
phisme. 0

Proposition 14.1.4. Soit A un objet de la catégorie A1gLC,, des k-algébres locales
qui sont des complétion de k-algebres locales. Soit d un entier non nul. On suppose
qu’il existe un épimorphisme o de la catégorie AIgLC,. de A vers k[[T1,- - ,Tq4]]
(c’est-a-dire que @ est un morphisme de k-algebres locales continu). Alors ¢ est sur-

Jjectif.

Démonstration. Supposons que le morphisme ¢: A — k[[T1,--- ,Ty]] ne soit pas
surjectif. Alors il existe un entier ig € {1,---,d} tel que pour tout a € A, on ait
v(a) # T;,. On note I I'idéal engendré par (M 4) dans k[[T1,--- ,Ty]] et m Iidéal
maximal de k[[Th,--- ,Ty]]. Alors I S mcarT;, ¢ I et ] < m.

On considere la k-algebre B = k[[T1,--- ,Ty]]/I. C’est une k-algébre locale qui
est compleéte (en particulier B est la complétion de B pour la topologie préadique dé-
finie par son idéal maximal). On considere 7: k[[T1,--- ,Tq]] — K[[T1, -+, T4]]/I

le morphisme quotient. Ce morphisme est local et continu. On considere également
evr—o: k[[T1, -+, Tal] = K[[T1,- -, Tall/I

ou evr—q est le morphisme de k-algébre qui envoie T; sur O pour tout entier ¢ €
{1,--- ,d}. Cest également un morphisme de k-algebre local et continu.

Soit a € A, alors ¢(a) = P(Th,---,T4) pour un certain polyndme P. On note
ag = P(0,---,0) € k. Alors ¢(a — ag) = P(T1,---,Ty) — P(0,---,0) € m.
Comme ¢ est un morphisme local, cela implique que a — ag € 94 et donc que
w(a —ap) € 1. Ainsi m o p(a — ag) = 0 et evr—g o ¢(a — ag) = 0. On constate alors
que T o Y = evr,—o © ¥.

Puisque ¢ est un épimorphisme, on devrait avoir m = evy_g, ce qui n’est pas le

cas car I < m. Donc ¢ est surjectif. O

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propositions et lemmes
14.1.1, 14.1.3 et 14.1.4.
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14.2. Preuve du théoréeme 14.0.1

Proposition 14.1.5. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ X1, -, X,]
un polynéme irréductible, f° := f(y,---,y™) e k{y} et X% := Spec(k{y}/[f?]) le
0-schéma associé. Soit v € k[[T]] une solution non constante de I’équation f° = 0.
Alors il existe un morphisme de k-algebres O o, (xay ., — Kk[[T']] surjectif. Autrement

dit il existe une immersion fermée Dy, — Spf(Ox ).

Lemme 14.1.6. Soit d un entier strictement positif. On suppose qu’il existe un mor-
phisme de k-algébres locales surjectif ¢: k[[T1,--- ,Ty]] — k[[T1,---,T4]]. Alors
¢ est bijectif.

Démonstration. Comme ¢ est surjectif, pour tout entier ¢ € {1,---,d}, il existe
P, € kluy, - ,uq] tel que ¢(P;(T1, - ,Tyq)) = T;. On note m 1’idéal maximal
de k[[T1,--- ,Ty]] Comme ¢ est un morphisme local, alors ¢(m?) = m?. Ainsi
P,(Ty,--- ,Ty) € m\m?. En particulier, il existe une matrice M € My(k) telle que
Pi(Ty, - Ta) ial
Pd(Tla"' aTd) Td

La matrice M est inversible car si une combinaison k-linéaire des P; était nulle, alors
en composant par ¢ on aurait une combinaison k-linéaire des 7; qui serait nulle, ce
qui n’est possible que si tous les coefficients sont nuls. Ainsi, quitte a composer par
I'inverse de M qui est un automorphisme de k[[T},- - - ,Ty]], on en déduit que ¢ =
id. O

14.2 Preuve du théoreme 14.0.1

Nous avons désormais les ingrédients pour prouver le théoréeme 14.0.1. Pour le

montrer nous allons utiliser le résultat suivant :

Théoreme 14.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[ X1, -+, X,]
un polynéme irréductible, f° := f(y,---,y™) e k{y} et X% := Spec(k{y}/[f?]) le
0-schéma associé. Soit v € k[[T]] une solution non constante de I’équation f° = 0.
Soit A un objet de la catégorie A1gLC,.. On suppose que la dimension de plongement

de X0 en ~y est majorée par d et qu’il existe une application

—_

ta: Homaygre, (K[[T1, -+, Tu]l, A) — Homaigrc, (Og, (x2) 4, 4)

injective et fonctorielle en A.

Alors le voisinage formel L., (X ?) , est isomorphe, en tant que k-schéma formel,
a un disque formel D = Spf(k[[Th, - - - ,Tq]]) de dimension d.
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Démonstration. De 1’existence de ¢4, on déduit des propositions et lemmes 14.1.3

et 14.1.4 qu’il existe un morphisme surjectif de k-alebres locales ¢: O r;;(?pm -

E[[T1,--- ,T,4]]. Par ailleurs, comme la dimension de plongement est majorée par d, il
existe un morphisme surjectif 7: k[[T7,--- ,T4]] — O gz(;;)’,y (d’apres la proposi-

tion 12.2.9). En particulier, grace au lemme 14.1.6, on en déduit que quitte & composer
 par un automorphisme de k[[T7,--- ,Ty]],onapo ﬂ-/:iik[[Tlf" /1,]]- On en déduit
que T et o sont bijectifs, et ainsi le voisinage formel %, (X ) , estisomorphe, en tant
que k-schéma formel, a un disque formel D = Spf(k[[T1,- - ,Ty]]) de dimension
1. O

Grace au théoreme 14.2.1 on déduit le théoreme 14.0.1, en utilisant la proposition
14.1.1.

14.3 Remarques et exemples

Soit f € k[Xo, X1, X2]. Supposons que f ne fasse intervenir aucun terme en X,
mais fasse effectivement apparaitre un terme en Xo. Alors f7 € k{y} est un polynéme
différentiel d’ordre 2 mais sans terme en /. Si 1’on note f¢ := f a(yg, Y1, y2) alors on
définit g7 = fa(O, Y0, y1)- Soit v une solution de f¢ qui n’annule pas le séparant de
£, alors ' est une solution de ¢° qui n’annule pas le séparant de g°. Soit A un objet
de AlgLC,.

Def([f7],A) = {va € MA[t]] | £7(v + 7a) = 0}
{va € Ma[[t]] | 9°(¥ + 1) = 0}
= Ma x {ya e Ma[[t]] | 9°(Y + va) = O}.

Comme ¢ est d’ordre 1, on a vu dans le théoréme 14.0.1 que I"anneau (k{y}/[¢°])/
est isomorphe 2 k[[T]] dans la catégorie AlgLC,. Ainsi {y4 € MA[[t]] | ¢°(v +
v4) = 0} est naturellement en bijection avec 9 4, et ainsi I’anneau (k{y}/[f]), est
isomorphe a k[[T'1, T>]] dans la catégorie AlgL.C,..

On peut généraliser les calculs précédents et formuler la remarque suivante :

Remarque 14.3.1. Soit f € k[ Xy, -+, X,,] un polyndme ne faisant apparaitre effecti-
vement dans son écriture que X,,_1 et X,,. Soit v une solution de f¢ qui n’annule pas
le séparant. Alors I’anneau (k{y}/[£°])- est isomorphe a k[[T}, T%]] dans la catégorie
AlgLC,.
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CHAPITRE 15

SCHEMAS DES ARCS
DIFFERENTIELS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES D’ORDRE 2

Dans ce chapitre, nous allons connecter le théoreme 13.0.1 et la notion de singu-

liere essentielle introduite dans la section 2.6 pour les EDO d’ordre 2.

Définition 15.0.1. Soit f € k[X1,..., X,]. On dit que f = 0 est une équation bimo-
nomiale s’il existe deux monémes M, N € k[ X1, ..., X, | telque f = M — N.

Plus précisément, dans le cas des EDO d’ordre 2 bimonomiales, nous allons prou-

ver le théoréme suivant :

Théoreme 15.0.2. Soit k un corps de caractéristique 0. Soit f € k[ X1, Xo, X3]| un
polyndme irréductible. Nous supposons que 'EDO f° = f(y,y',y") = 0 est une
équation bimonomiale d’ordre 2 a coefficients constants. Soient d > 2 un entier
tel que ¥(T) = T< soit une solution de 'EDO f° et X° = Spec(k{y}/[f°]). Si
I’idéal différentiel parfait {f} posséde une composante singuliére essentielle, alors

emb.dim(O, x7),) = L.

15.1 Solutions singulieres des équations différentielles ordi-

naires bimonomiales d’ordre 2 et espace tangent

Nous allons nous intéresser a des équations bimonomiales f d’ordre 2, c’est-a-dire
que I’entier n vaut 3. Par ailleurs, nous supposerons que le polynéme f est irréductible,

de sorte que de telles équations bimonomiales soient des trois types suivants :

X¢ — aXbX§
X5 — aX{X§
X§ — aX¢Xx?t
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avec a, b, c € N et a € k. Notons en particulier que (1) = T¢ n’est pas une solution
singuliere de ’EDO f 9 = 0, et que le fait que v(T) = T soit une solution de ’EDO

f¢ = 0 impose que le coefficient o appartient ici 2 Q...

Nous allons désormais prouver le théoréme 15.0.2. On suppose qu’il existe y(7') =
T solution de I’équation différentielle £°(y,1’,y") = 0. L’idée générale est de mon-
trer que, dans ce cas particulier, on peut calculer indépendamment, puis relier, la condi-
tion pour 1’idéal différentiel parfait { f a} d’avoir une solution singuliere essentielle et
la dimension de plongement du complété de I’anneau local du schéma des arcs diffé-

rentiels associé en .

En suivant la stratégie générale du chapitre 13, nous considérons 1’équation linéaire

associée 4 ¢ donnée dans k{y} par :

2
D0y, (F(¥(T))y; = 0. (15.1.1)
j=0

La proposition 13.2.2 nous permet, en effet, de conclure que la dimension de plonge-
ment de f¢ en + est donnée par la dimension de I’espace des solutions de la linéarisée.

La relation or(f(~v(T),~(T),~"(T)) = 0 permet de conclure que v'(7)/(d —
1) = 79! est une solution de cette EDO linéaire d’ordre 2 & coefficients non constants.
Une deuxieéme solution existe donc dans une (k[[T]], 0r)-algebre différentielle. La
question de discriminer le cas ou la dimension de plongement vaut 1 de celui ou la di-
mension vaut 2 équivaut a comprendre sous quelles hypothéses cette seconde solution

appartient a k[[T']].
Formulons quelques observations préalables. Pour tout j € {0, 1,2}, il existe m; €
N et 3; € k tel que 0y, (f)(7(T)) = B;T™4. Ainsi on sait que
BoT™oTe + B T™ T 4 ByT™2T42 = . (15.1.2)
Pour que I’égalité (15.1.2) soit vraie, il faut que
mog+d=m1+d—1=mg+d—2,

ce qui équivaut a dire que mg + 2 = my + 1 = my. Ainsi, si f = 0 est monomiale,

calculer la dimension de I’espace des solutions dans k[[7']] de I’équation (15.1.1)

188



15.1. Solutions singulieres des équations différentielles ordinaires bimonomiales d’ordre 2 et
espace tangent

revient a calculer la la dimension de I’espace des solutions dans k[[7]] de I’équation
asT?us + a1Tuy + agup = 0 (15.1.3)

(avec a; € k et as # 0). Nous reconnaissons ici une équation d’Euler (ou de Cauchy-
Euler), dont la résolution est bien connue. Les solutions sont paramétrées par |’ équation
caractéristique associée, qui vaut ici :

ay

agx(z — 1) + a1z + ag = ag(x? + ( e+ —)=0 (15.1.4)

az a2
Comme (T) = T% est solution de 'EDO (15.1.1), nous savons que d — 1 soit solution
de I’équation 15.1.4 et on cherche a déterminer la seconde solution que nous notons s

et qui a priori peut appartenir a C. Nous observons que

_a d—1
a e (15.1.5)
2q = (d—1)s

az

La suite de la stratégie est d’étudier chacun des trois cas.

Le cas y5 = ay?yg Etant donné a, b, ¢ € N avec ¢ > 2, on considére le polyndme
différentiel yS —aylfyg € k{y}, avec @ € Q.. On suppose que ce polyndme différentiel

admet v(7T") = T comme solution. En particulier cela impose la relation
(d—2)c=bd—-1)+ad (15.1.6)

Puisque 7' est solution de y§ = ayﬁ’yg, nous avons :

0 ()(7) = e(d(d— 1)) T2
Oy () = —abdb—t(d=1)(b=1)+da
Oy (H)(7) = —aadvT(@-1b+dla—1)
Ainsi ay = ¢(d(d — 1)), a; = —abd’! et ag = —aad® donc , on sait que
(d(d—1))°
o=

Donc « > 0. Par ailleurs

—aadb

D -
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En particulier
ad

C

S =

Si a = 0, I’équation devient y§ = ay? et s = 0. Dans ce cas, on remarque par le
théoreme 2.7.3 que ’EDO a une solution singuliere essentielle si et seulement b > c,
mais la condition (15.1.6), ici (d—2)c = b(d—1), est incompatible. Donc la dimension
de plongement vaut 2 et il n’y a pas de solution singuli¢re essentielle.

Si a # 0, nous déduisons que s < 0 et la dimension de plongement cherchée vaut
1. Dans ce cas, la seule composante singuliere essentielle possible est {y; } et c’est une
composante si et seulement si b < c. Or, si b > ¢, I’égalité (d — 2)c = b(d — 1) + ad
n’est pas possible, donc 'EDO a toujours une solution singuliere et le théoréme est

vrai dans ce cas.

Le cas y§ — aybys Etant donné a, b, ¢ € N avec ¢ > 2, on considere le polyndme
différentiel y$ — aylys € k{y}, avec a € Q.. On suppose que ce polynome admet

7(T) = T comme solution. En particulier cela impose la relation

da =b(d—1)+c(d—2)

0 (F)() = —ac(d(d— 1))t dbT@=2)(e=D)+(d=1)b
on(f)(y) = —abd—lTE@-Db-D+(d-2)e
Oy (N)(7) = aTde)

Ainsi as = —ac(d(d — 1)) 1d’, a1 = —abd®~! et ap = a. Puisque T est solution

de yg = aybys, on sait que
1

d(d(d — 1))

o =

Donc « > 0. Par ailleurs

En particulier
_ad

Cc

S =

Si a = 0, ’équation devient 1 = ay’ys et s = 0. Dans ce cas, on remarque que
{f 2.8 fa} = k{y}. Donc la dimension de plongement vaut 2 et il n’y a pas de solution
singuliere essentielle.

Sia # 0, nous avons s < 0 et la dimension de plongement de I’équation est 1.

La seule composante possible pour les solutions singuliéres est {yo} si et seulement si
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a < b+ c. Sion suppose a = b + ¢, on déduit que —b — 2¢ > 0 ce qui est absurde.

Donc {yo} est toujours composante irréductible.

Le cas y’{ —aygys Ce cas est le plus riche. Etant donné a, b, ¢ € N avec ¢ > 2, on
considere le polyndme différentiel 30 — aydys € k{y}, avec a € Q... On suppose que

ce polyndme admet v(7') = T comme solution. En particulier cela impose la relation

(d—1)b=ad+ (d—2)c

—ac(d(d — 1))c~ 7 (d=2)(e=1)+ad
O (F)(7) = bdb~ 1711
Oyo (/) (7) —aa(d(d — 1))eT(d=2)etd(a—1)

Ainsi ay = —ac(d(d — 1)), a; = bd* ' et ap = —aa(d(d — 1))°. Puisque T est

solution de 3% = aydys, on sait que

@Q)
S
—~~
~
N~—
—
=2
I

db
(d(d — 1))

o =

Donc « > 0. Par ailleurs (d — 1)s > O et

aa(d(d —1))° ad(d —1)

d—1)s = =
( )s ac(d(d—1))e1 c
Ainsi
ad
5 =
c

Montrons que le théoreme 13.0.1 est encore valide dans ce cas.

Lemme 15.1.1. Soit (a,b, c,d) € N? des entiers. On suppose que d = 2 et que b < c.
On suppose, de plus, que ’égalité (d — 1)b = ad + (d — 2)c est vérifiée. Alors ad/c

n’est pas entier.

Démonstration. Le nombre d vérifie ’égalité (d — 1)b = ad + (d — 2)c, ce que ’on

peut réécrire sous la forme
(d—1)(b—c)=ad—c

Si ’on suppose que b < calors ad — ¢ < 0 card — 1 > 1. Ainsi ad/c < 1, donc ad/c

n’est pas un entier. O

Si I'idéal différentiel parfait { f°} a une solution singuliere essentielle, alors {y;}

est une composante singuliere essentielle de {f}; ceci est réalisé si b < ¢ en vertu du
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théoreme 2.7.3.

Proposition 15.1.2. Soit f = yb — aylys et soit d > 2 vérifiant I’équation (d —1)b =
ad + (d — 2)c. Si {y1} est une composante de f alors la dimension de plongement du
complété de I’anneau local du schéma des arcs différentiels associé a f¢ en v(T) =
T est 1.

Démonstration. Si {y,} est une composante irréductible de { f°} alors d’apres le théo-
réme des petites puissances (voir 2.7.3), on a que b < c et d’apres le lemme 15.1.1 que

ad/c n’est pas un entier. Donc la dimension de plongement cherchée vaut 1. O

Remarque 15.1.3. En général la réciproque du théoreme 15.0.2 est fausse. Autrement
dit, il existe des cas d’EDO bimonomiale dont la dimension de plongement au voisi-
nage d’une solution est 1 et n’ayant pas de solution singuliere essentielle. Les exemples

suivants illustrent cette observation :
1. f =195 —3/16y3ys et y(T) = T3, alors ad/c = 3/2
2. f =yl —3%2/2%3y3 et y(T) = T3 alors ad/c = 9/5
3. f =8 —2%y3ys et y(T) = T? alors ad/c = 8/3
4. f =919 — 250293 et 4(T) = T? alors ad/c = 5/2.

Remarque 15.1.4. Le code suivant permet de calculer des exemples d’équations pour
lesquels la dimension de plongement est 1 mais telle que f n’a pas de composante

singuliere essentielle.

#Calcule la liste des [a,b,c,d,ad/c] et la renvoie si la dimension de
plongement est 1 mais que f n’a pas de composantes
def Liste(n):
L=[]
for a in range (1,n):
for b in range (1,n):
for ¢ in range (1l,n):
if a+c—b!=0:
d=(2%c—b) /(a+c—b)
if int(d)==d and d>1 and mod(axd,c)!=0 and b>=c:
f=axd/c
L=L+[[a,b,c,d,f]]

return L

Remarque 15.1.5. Un sous-cas particulier intéressant du cas 3% — aygys est le cas ou
1’équation est homogene, 2 savoir si elle est de la forme y2% — aygys. Dans ce cas, on
peut décrire entierement les déformations.

Soit d > 2 un entier. Alors y(T) = T¢ est solution de I’équation f = 32¢ —

myf‘;yg. Soit A un anneau de la catégorie AlgL.C,.. Soient 3, B2 € M 4. Alors
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Yg,.8, = (1 + B1)(T + B2)¢ est une déformation de Def ([f], A4). Ceci implique

I’existence d’une application

—_

ta: Homagerc, (K[[T1,T2]], A) — Homagrc, (E{y}/[f]4, A)

injective et fonctorielle en A. Par ailleurs, en vertu du théoreme 13.0.1, la dimension
de plongement de I’anneau k{y}/[ f]- est majorée par n.
Donc d’apres le théoreme 14.2.1, on en déduit que 1’anneau k{y}/[f], est iso-

morphe, dans la catégorie AlgL.C,, a k[[T}, T3]].

15.2 Exemples

Exemple 15.2.1. Exemples dans le cas y5 = ozy’fyg.

1. Soit f = y3—63yo. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation posséde
composante singuliere essentielle {yo}. D’apres le théoreme 15.0.2, on en déduit
qu’au voisinage de v(T) = T3, on a O@M ~ E[[T]].

2. Soit f = 3y3—6%yoy; . Cette équation posséde composante singuliere essentielle
{y1}. D’apres le théoréme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de v(7) = T3,
ona Oy x)., = K[[T]]-

3. Soit f = 2°y3 — yiya. Cette équation posséde composante singuliere essentielle
{yo}. D’apres le théoreme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de v(7) = T2,
ona O ys x) ., = K[[T]]-

4. Soit f = 1600yoy1 — v3. Cette équation posséde composante singuliére es-

sentielle {y;}. D’aprés le théoreme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de
Y(T) =T, onaQys ), ~ k[TT]-

5. f = 3% x 20yqy? —y3. Cette équation posséde composante singuliére essentielle
{y1}. D’apres le théoreéme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de (7)) = T,
ona 0:2%(;)77 ~ k[[T]].

Exemple 15.2.2. Exemples dans le cas y§ = ay?ys.

1. Soit f = 18yy — y1y2. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation
posseéde composante singuliere essentielle {yo}. D’apres le théoreme 15.0.2, on
en déduit qu’au voisinage de y(T") = T3, on a (92%(?)77 ~ k[[T1]]-

2. Soit f = yay? — 43 x 3y3. Cette équation posséde composante singuliere es-

sentielle {yo}. D’apres le théoreme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de
WT) =T onaOgs ., = k[[T]].
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3. Soit f = 8yo — y?yo. Cette équation posséde composante singuliere essentielle

{yo}. D’apres le théoréme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de (7)) = T2,

ona O;‘Z(\X)n ~ k[[T1]].

Exemple 15.2.3. Exemples dans le cas 3} — aYGys.

1. Soit f = 242 — 3yoyo. En vertu du low power theorem 2.7.3, cette équation

posséde ne posséde pas de composante singuliere essentielle. Etudions les dé-

formations de f au voisinage de (1) = T°.

La linéarisée de f est donnée par

dp(f) = =3y = —18T
on(f) = 4y = 1277
ayz(f) = =3y = —-3713

—3T2%y, + 12Ty; — 18yo.

L’équation caractéristique associée est

322+ 152 -18=0

Cette équation admet deux solutions qui sont 2 et 3. On constate, par ailleurs

qu’étant donné un objet A de la catégorie AlgL.C,, alors pour tout 31, 52 €
M 4, la déformation vg, g, = (1 + B1)(T + B2)? est dans Def ([f], A). On en
déduit en vertu des théorémes 13.0.1 et 14.2.1 que O_gz()(\a)7,y est isomorphe a

k[[T1,T»]] dans la catégorie AlgL.C,.

2. Soit f = yi — 23y2ys. Cette équation posséde ne posséde pas de composante

singuliere essentielle. Etudions les déformations de f au voisinage de v(T') =

T2
Op(f) = —2oy2 =
ayl(f) = 22y% =
ayz(f) = _239(2) =

La linéarisée de f est donnée par

T%yy — ATy, + 4yo.

L’équation caractéristique associée est
2 —
=5 +4=0
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Cette équation admet deux solutions qui sont 1 et 4. On en déduit que la dimen-
sion de plongement de 1I’anneau O r;;(?a)ﬁ vaut 2. De plus, ’anneau O @M
estisomorphe a k[[T}, T>]]/1, pour un certain idéal I, dans la catégorie AlgL.C,,.
Par ailleurs, un calcul informatique permet de montrer I # 0 puisque si I’on
étudie les solutions de la linéarisée a valeurs dans k[¢](e3), on peut montrer que

THTS + mondmes de degré total strictement plus grand que 7 € 1.

. Soit f = 2y} — 3%ydys. Cette équation possede ne possede pas de composante
singuliere essentielle. Etudions les déformations de f au voisinage de ~(T) =
T3,

Oy (f) = 3%y = —30x2TT7
Oy (f) = 2xbyf = 2x3*x5T®
ORE ST TR

La linéarisée de f est donnée par
T2y, — 10Ty; + 18yo.
L’ équation caractéristique associée est
2? —1lz +18 =0

Cette équation admet deux solutions qui sont 2 et 9. On en déduit que la dimen-
sion de plongement de 1’anneau O 5&;@)77 vaut 2. De plus, ’anneau O ,52(;),7
estisomorphe a k[[11, T>]]/I, pour un certain idéal I, dans la catégorie AlgL.C,,.
Par ailleurs, un calcul informatique permet de montrer I # 0 puisque si I’on
étudie les solutions de la linéarisée a valeurs dans k[€](¢”), on peut montrer que

TET2monomes de degré total strictement plus grand que 8 € 1.

. Soit f = 23930 — yay3e cette équation posseéde composante singuliére es-
sentielle {y;}. D’aprés le théoreme 15.0.2, on en déduit qu’au voisinage de
¥(T)=T3,0ona O g5 (x) = kl[T]].

195



CHAPITRE 16

EXEMPLES PLUS GENERAUX

16.1 Retour sur I’étude des équations d’ordre 2

Dans cette section on étudiera, de maniere algorithmique, les déformations au voi-
sinage d’une solution de f° € k{y} ot f est d’ordre 2, et plus particulicrement la
dimension de plongement de f? au voisinage d’une solution v quelconque -qui ne
rend pas le séparant inversible sinon voir proposition 11.3.4. Comme on I’a vu dans la
proposition 13.2.2 la dimension de plongement de f¢ en -y est donnée par la dimension
de I’espace des solutions de la linéarisée.

Soit k un corps de caractéristique nulle et fO(y2,y1,70) € k{y}. On note X =
Spec(k{y}/[f°]) et on se donne v € X (k) un arc rationnel non constant qui n’annule

pas le séparant de f (noté Sy). Pour 0 < i < 2, on note

On f2(Y(T), 7 (T),7(T)) = T™vi(T)

avec les conventions suivantes : soit v;(7") = 0 et I’on pose m; = +00 soit v;(T) est
inversible.
On peut énoncer alors la proposition suivante, dont la premiére partie est un cas

particulier du théoréme 13.0.1.

Proposition 16.1.1. Soit f € k[ X, X1, Xo] et X = Spec(k[Xo, X1, X2]/(f)). Soit
v € k[[T]] une solution de f° € k{y}. Alors la dimension de plongement de £, (X?)
en vy est majorée par 2.

Si I’on suppose de plus que ~ ne rend pas le séparant de f¢ inversible, alors on a

le résultat plus précis suivant :
1. Si2+mg=1+myetmg>1+my, alors O};(\Xam = k[[T]];
2. Si2+4+ mgp =mgetl+my > mo, alors (’)@M = k[[T1]].
Dans les autres cas, on ne peut rien dire de plus.

Démonstration. On note k[e] = k[z]/(2?) et vo(T) = ¥(T) + eu(T), avec u(T) =
Y=o wiT" et u; € k. La formule de Taylor appliquée a f9(72(T),v.(T),ve(T)) = 0
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dans k[e] donne

0 =T"0v(T)u(T) + T™ vy (T)ul) (T') + T™2vp(T)ul? (T)

—uo(T JTimo T ju Tt
vol )(éu ) + v ><;zu ) (16.1.1)

+0a(T) (il — D TH™2),
i>2
On considere ’entier 0 < j < 2 tel que, pour tout 0 < 7 < 2,0nait2 — j + m; <
2 — ¢ + m;. Pour [ un entier, la plus petite puissance de 7" devant laquelle on voit
apparaitre us; pour la premiere fois est 2 — j + m; + [. Ainsi le coefficient devant
T2=3+m;+ fait intervenir w4, ainsi que des u; pour i > [ + 2. Nous allons étudier
dans quels cas le coefficient devant T2~7+™i*! permet d’exprimer s, en fonction

des u; pour ¢ = | + 2 (qui auront alors été fixé par récurrence).

On voit désormais les u; comme des variables et non plus comme des éléments de k.
Dans la suite, pour / un entier, on notera ¢, 2, le coefficient (dans k) devant u2+le,
ou d est la plus petite puissance de 1" devant laquelle on voit apparaitre us; pour la
premiere fois. On va étudier les divers cas, selon les éléments i1, - - - , %, qui vérifient
2—j+mj+k=2—1is+m +k.

1. Si2+mg =1+ mqetmg > 1+ mq, alors
cu2+1 = v0(0) + (I +2)v1(0)

Il existe au plus un entier [ tel que ¢, , 24; = 0. Par ailleurs, les coefficients

devant 7 et T™0+1 donnent les relations

U()(O)UQ =0
Uo(O)Ul + v (O)u1+?u0 =0

La premiere relation implique ug = 0, quant a la deuxiéme, le coefficient " 7"
n’est pas important puisque ug = 0. Ainsi soit v9(0) = —wv1(0) et auquel cas
Cy,2+1 N’est jamais nul pour [ > 0, soit vy(0) # —v1(0) auquel cas u; = 0.
Dans tous les cas, la dimension de plongement est majorée par 1. Par la propo-
sition 14.1.5, on en déduit que O@M = E[[T]].

2. Si2+4+ mg=moetl+ mi > meo,alors
cu2+1 = 00(0) + (I 4+ 2)(I + 1)v2(0)
Il existe au plus un entier [ tel que ¢, 24; = 0. En effet, si a et b sont deux entiers
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vérifiant v (0) + (a + 2)(a + 1)v2(0) = vo(0) + (b + 2)(b+ 1)v2(0) = 0, alors
(a+2)(a+1) = (b+2)(b+1).Or une égalité du type a(a+ 1) = b(b+1) avec
a, b des entiers positifs n’est vérifiée que si @ = b. Si I’on suppose par exemple
a > balors a(a+ 1) > b(b+ 1).

Par ailleurs, les coefficients devant 70 et 70 +1 donnent les relations

Uo(O)UO =0
UQ(O)U1+?UO =0

Ce qui prouve que up = u; = 0, la dimension de plongement est au plus 1. De

méme que précédemment, on en déduit que O ff/oo(;?),w = k[[T1]].

Le reste des cas permet simplement de retrouver le théoreme 13.0.1 dans le
cas des polynémes différentiels d’ordre 2, a savoir que la dimension de plonge-

ment est majorée par deux.

3. Sil+mq =moet2+ mgy > meo alors
Cu2+l = (l + 2)U1 (0) + (l + 2)(l + 1)’02(0)

Il existe au plus un entier [ tel que ¢, 24; = 0 puisqu’on peut simplifier I’équa-

tion par [ + 2.

Par ailleurs 1 + mg > my, ce qui donne lieu a deux cas.

(a) Soitmg > mq, auquel cas I’identification du coefficient devant 7""* donne

U1=0.

(b) Soit my = my, auquel cas le coefficient devant 7" donne v (0)ug +

v1(0)u; = 0, ce qui permet d’exprimer ug en fonction de u; (ou ’inverse).
On en déduit que dimension de plongement est au plus 2.

4. Sil+mq = mg = 2 + my alors
cu2+1 = vo(0) + (L + 2)v1(0) + (I + 2)(I + 1)v2(0)

Posons Y = [ + 2, alors ¢y 241 = v0(0) + (v1(0) — v2(0))Y + v2(0)Y? peut
étre vu comme un polyndme du second degré en Y. Il possede au plus deux
valeurs d’annulations. Par ailleurs les relations données par I’identification des

coefficients en 7™ et en 70! donnent

Uo(O)Uo =0
vo(0)u1 + v1(0)ul+?ug =0
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La premiere relation donne ug = 0, quant a la deuxieéme, il y a deux cas
(a) Soit vp(0) # —v1(0) et donc u; = 0.
(b) Soit vy(0) = —v1(0), auquel cas I’expression de Cu,241 devient

U1 (0)
UQ(O)

—01(0) 4 (v1(0) — v2(0))Y + v2(0)Y? = v (0)(Y — 1)(Y + )

or Y = 1 implique [ = —1, ce qui est impossible puisque [ = 0.
Dans tous les cas, la dimension de plongement est au plus deux.

5.8i2—j+4+m; <2—i+m;pouri # j, alors

=

A Ne)

cu2+1 = v;(0) | |1 +2—1)

Ayl

donc tous les w4 492, pour [ > 0, sont enticrement déterminés par les u; ol
1 <l + 2. La dimension de plongement est donc au plus deux.
Etudier les cas selon si j vaut 0,1 ou 2 n’apporte pas plus d’informations. Ainsi

la dimension de plongement est au plus 2.

O
Remarque 16.1.2. L’analyse calculatoire de la linéarisée peut-€tre menée a des ordres
supérieurs. Elle permet de traiter des exemples comme nous le verrons dans le verrons

dans quelques exemples ci-dessous, ou de produire un algorithme permettant d’auto-

matiser le procédé.

16.2 Exemples d’ordre deux et supérieur

Exemple 16.2.1. Soit f = 3y5 + y3 — 65yoy1 — 6°yo. On cherche les déformations
de f au voisinage de v(T') = T3.

w(f) = —65; —6° = —63 — 6% x 372
oy (f) = —6%y — 65 x T3
Oy (f) = 15y3+3y3 =15 x 64T + 3 x 6272

Ainsi mg = 0, m; = 3, mo = 2. En particulier 2 + mg = 2,1 + m; = 4 et mg = 2.
On se retrouve dans le second cas de la proposition 16.1.1 Montrons, en refaisant les
calculs, que la dimension de plongement vaut 1.

Soit (A, 4) un anneau quasi-artinien vérifiant 9% = 0 (d’indice de nilpotence

2). Comme précédemment, on pose y4(T) = v(T) + X5 ua,T" On applique la
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formule de Taylor a f(74, V4, v4)-

0 = (—6%—6°x3T?)(X,quail") —6° x T?(3 o iuaT71)
+(15 x 64T + 3 x 62T2) (Y20 i(i — DuaT772)
On déduit des 4 premieres équations que ug o = ug1 = ua3 = 0 et que uy o peut-
étre choisi librement. Par ailleurs, pour ¢ > 4 :

(3 x 6%i(i — 1) —63)ua; + (—6° x 3 —6% + 15 x 6%i(i — 1))ua;_2=0

La seule valeur de i € N qui annule I’équation précédente est ¢ = 2. Seul u 4 2 peut-

étre fixé librement. Donc (TX\7 = E[[T]].

Par ailleurs { f} posséde une composante singuliere essentielle yj.

Exemple 16.2.2. Soit f = 2y2 + 3y3 — 432y, — 12. On cherche les déformations de
f au voisinage de v(T') = T* + T2.

Gn(f) = —432
ay1 (f ) = 0
Op(f) = O6ya = 6x (1277 +2)
Oys (f) = Y3 = 24T
Soit (A,M4) un anneau quasi-artinien vérifiant M% = 0 (d’indice de nilpotence

2). On pose Y4(T) = Y(T) + Y50 uaT" On applique la formule de Taylor a
FOYAYhs Y4, va) dans A.

0 = —432() " ua T +6x (1272 4+2) (D T i(i—1)ua T2)+24( D L i(i—1) (i—2)ua  T2)

120 1=2 1=3

Soit encore

0= — 432> ua ") + 120 il — Dua T2

=0 i=2
+ 720> (i — DuagT?) + 24D i(6 — 1) (i — 2)ua T2)
i>2 i>3

En particulier
—432u1470 + 24UA72 =
—432uA,1 + 216’UJA,3 = 0

et pour tout ¢ = 2
(=432 + 72i(i — 1))ua; +12i(0 — 1)(1 + 2(2 — 2))ua 42 =0
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Pour i > 2 les coefficients (—432 4 72i(i — 1)) et 12i(i — 1)(1 4+ 2(¢ — 2)) ne peuvent
s’annuler simultanément. Par ailleurs (—432 + 72i(i — 1)) s’annule pour la valeur
entiere positive 7 = 3 et 12i(z — 1)(1 + 2(¢ — 2)) ne s’annule pas pour i € N.

On constate donc que tous les u 4 ; pour ¢ > 2 sont entierement détermin€ par u 4 o
et uy 1. La dimension de plongement de I’anneau O %7)77 vaut donc 2.

Par ailleurs { f} posseéde une composante singuliere essentielle yj.

Exemple 16.2.3. Soit f = y3yo — y2. On cherche les déformations de f au voisinage
den(T)=T.

ayo(f) = y3 = 0
ayl(f) = 0
ay2(f) —1
ays(f) = y =T

Soit (A,94) un anneau quasi-artinien vérifiant 9% = 0 (d’indice de nilpotence
2). On pose v4(T) = Y(T) + Y= uaT" On applique la formule de Taylor a
f(ﬁ)/;/&/v ’}%a 7:47 FYA)'

0= (Y i — DuayT2) + (O i — 1)(i — 2ua T2
i>2 i>3
En particulier
—432upr2 = 0

et pour tout ¢ > 3
i(i —1)(i —3)ua; =0

Le coefficient i(i—1)(¢—3) s’annule lorsque i = 3, donc u4 3 peut-étre fixé librement.
Ainsi on peut fixer librement u 4 0,u4,1 €t w4 3.

En calculant modulo 9313;‘ on peut montrer que Oy (xo), n'est pas un disque
formel et qu’une relation de la forme 6u;u3 = 0 doit étre vérifié.

Par ailleurs { f} n’a pas de composante singuliere essentielle.

Exemple 16.2.4. Soit f = y'_; — (n!)"yo. On cherche les déformations de f au
voisinage de y(T') = T".

Oyo (f) —(nh)"
ayz(f) = 0
ayn—l (f) = n(yp—1)" = n(n!)nflTnfl

Soit (A,994) un anneau quasi-artinien vérifiant 9M?% = 0 (d’indice de nilpotence

2). On pose 74(T) = Y(T) + Y50 uaT" On applique la formule de Taylor a
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f(ﬂx’a PYZD 7?47 ’7A>'

0= =)D ua T +n(n) (Y (i —1)-- (i — n+ 2ua, T

120 izn—1

En particulier

etpour tout? = n — 1
(=)™ + )" il — 1) (i —n+2))ua; =0

soit encore
(—(n—1)!+i(i—1)---(2‘—n+2))u,4’i =0

Pour ¢ > n — 1 ce coefficient ne s’annule que lorsque ¢ = n — 1. Donc seul u 4,1 est
peut-étre fixé librement. En particulier Ox , = k[[T]].

Par ailleurs, { f} posséde une composante singuliére essentielle .
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CHAPITRE 17

ANNEXES

17.1 Théoreme de préparation de Weierstrass

Soit (A, 9 4) un anneau local. On considére ’ensemble
Wa(A) = {q(t) € A[t], unitaire de degré d tels que q(t) — t% € M 4[t]}

Proposition 17.1.1. Si (A, M 4) est un anneau local, séparé pour la topologie M 4-
adique, et si ¢ € W4(A) alors q n’est pas un diviseur de 0.

Démonstration. On se permet de noter f = t¢ + Y% a;t" o a; € Ma[[T]]. Soit
q € A[[T]] tel que fq = 0. On réduit cette équation modulo Mt 4[[7’]], et I’on obtient
alors t%g = 0. Si l’on note ¢ = ijo qjtj, alors t?q = 0 donne que qj € My, pour
tout 5 = 0.

On va procéder par récurrence sur k pour montrer que q; € ﬁﬁﬁl pour tout 5 = 0.
On suppose avoir montré que g; € im’jl pour tout 7 = 0 pour un certain k£ > 1. Par
réduction modulo M [[T7]], on obtient :

d—1
O git?) + >0 > agitt =0 (17.1.1)

§=0 §=04=0

Or puisque a; € My et gj € 9)?5“4, alors a;q; € ﬁﬁf‘fl pour tous ¢, 5. L’équation

(17.1.1) devient alors
t'(Y qt!) =0
3=0

modulo M [[T7]], soit encore ¢; € 94T

On a donc montré par récurrence que, pour tout j > 0, ona g; € ﬂk;o 9)?’}1. Or
comme A est séparé, on a (), mk = {0}.

Ce qui prouve bien que ¢ = 0 dans A[[T"]], donc que f n’est pas un diviseur de
0. O

On peut trouver une démonstration du résultat suivant, connu sous le nom de théo-

réme de préparation de Weierstrass, dans [Lan02, IV, §9, Theorem 9.2].
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Théoreme 17.1.2. Soit (A, M 4) un anneau local complet. Soit f € A[[t]] tel que
f ¢ Ma[[t]]. On note d = ord(f, mod Mu[[t]]) Alors il existe une unique facto-
risation f = qu o q € Wy(A) et u € A[[t]]*.

17.2 Définitions autour de la lissité et régularité

17.2.1 Points réguliers et singuliers

Soit (A, m) un anneau local noethérien de corps résiduel k. On peut munir m/m?

d’une structure de k espace vectoriel, et on a I'inégalité dimj, m/m? > dim(A).

Définition 17.2.1 (Anneau régulier). Soit (A, m) un anneau local noethérien de corps
résiduel k. On dit que A est régulier si dimy m/m? = dim(A). D’apres le lemme de

Nakayamma, A est régulier si et seulement si m est engendré par dim(A) éléments.

Définition 17.2.2 (Point régulier d’un schéma). Soit X un schéma localement noethé-
rien et soit z € X un point. On dit que X est régulier au point x € X (ou que z est un
point régulier de X) si Ox ; est régulier.

On dit que X est régulier si, pour tout z € X, le schéma X est régulier en . Un
point z € X qui n’est pas régulier est dit singulier. Un schéma qui n’est pas régulier

est dit singulier.

17.2.2 Fibre d’un morphisme

Définition 17.2.3 (Fibre). Soit f: X — Y un morphisme de schéma. Pour touty € Y/,
on pose X, = X Xy Spec k(y). On I’appelle fibre de f au dessus de y. La seconde
projection X, — Spec k(y) fait de X, un k(y)-schéma.

Définition 17.2.4 (Fibre générique). Soit f: X — Y un morphisme de schéma avec

Y irréductible de point générique £. On appelle X la fibre générique de f.

Proposition 17.2.5. Soit f: X — Y un morphisme de schéma. Alors pour tout y € Y,
la premier projection p: X xy Spec k(y) — X induit un homéomorphisme de X,

vers f~1(y).
17.2.3 Lissité

Si k est un corps, on note k sa clbture algébrique.

Définition 17.2.6 (Point lisse). Soit X une variété algébrique sur un corps k. On dit

que X est lisse au point z € X si les points de X; = X xj, Spec(k) au dessus de x

sont réguliers (sur X7). On dit que X est lisse sur k s’il est lisse en tout ses points.
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Proposition 17.2.7. Soit k un corps et X un k-schéma. Si x est un point régulier de

X dont le corps résiduel est une extension séparable de k alors x est lisse.
Démonstration. Voir [Mat80, 28.1, p204]. O

Définition 17.2.8 (Morphisme lisse). Soit Y un schéma localement noethérien et soit
f: X — Y.Onditque f estlisse en z si f estplaten x et si X, — Spec(k(y)) (ol

y = f(x))est lisse en z.

17.2.4 Intersection compleéte

Définition 17.2.9. Soit £ un corps et A une k-algebre de type finie.

1. On dit que A est une k-algebre d’intersection complete sur & s’il existe une pré-
sentation de A delaforme A = k[z1, -+ ,z,]|/{f1, -+, fr)telleque dim(A) =
n—r.

2. On dit que A est k-algebre d’intersection compleéte locale sur k s’il existe un re-
couvrement Spec(A) = | J D(g;) tel que chaque anneau A, soit d’intersection

complete sur k.

17.3 Propriétés utiles

17.3.1 Critere Jacobien

Théoreme 17.3.1 (Critere jacobien). Soit k un corps et soit X = V(I) une sous-
variété fermée de A}, F,--- F, un systéme de générateurs pour I et v € X (k) un

point rationnel. On considére la matrice

oF;

T = Mr><n .

/ <6Tj (@) 1cicr ()
1<ji<n

Alors X est régulier en x si et seulement si rg(J,) = n — dim(Ox z).
Démonstration. Voir [Mat80, 29, p213]. O]

Remarque 17.3.2. On a toujours, par des calculs de dimension et le Hauptidealsatz,
n—rg(Jy) =dim(Oxg) =n—r

donc sirg(J,) = r il y a égalité partout.

Remarque 17.3.3. En général, le critére jacobien est un critere de lissité et non de

régularité (dans la formulation du théoréme 17.3.1, c’est la méme chose puisqu’on
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travaille sur des points k-rationnels). Si I’on prend un corps non parfait &, et ¢ un
élément de k qui n’est pas une puissance p-eme et k¥’ = k[X]/(XP — t). L'unique
point de Spec(k’) est régulier, mais le critere jacobien n’est pas vérifié.

Proposition 17.3.4. Soit V = Spec(k[ X1, .., X,,]/I). Soit J l’idéal engendré par les
éléments de la forme h - d ou :  est un entier, Fy, - - - , F,. sont des éléments de I, d est

un mineur d’ordre r de la matrice

Jac = (0x, F}) 1<i<r
1<j<n

h est un élément du conducteur (F1, .., F,.) : I onl
(Fi, B 1= {f € k[X1,.. Xp] | fg € (Fu, .., B, Vg e I

Alors le lieu non lisse de V' est exactement le lieu des zéros de I + J.

Démonstration. Voir [Swa98, Thm 4.1]. O

17.3.2 Co-restriction

Proposition 17.3.5. Soient X et Y deux schémas et (¢,0): Y — X un morphisme de
schémas. Soit U un ouvert de X muni de sa structure de sous-schéma ouvert. Alors,

© induit un morphisme de schémas (1, 0): oY (U) — U qui fait commuter le dia-

gramme.'
y —%2 . X
1
eI (U) LU

ou i et j désignent les morphismes d’inclusion.

Démonstration. On note ¢: ¢~ 1(U) — U I’application entre les deux espaces to-
pologiques. Puisque ¢ est continue et que U est ouvert, ¢~ !(U) est ouvert dans Y’
et donc naturellement muni d’une structure de sous-schéma ouvert de Y. Le fais-
ceau d’anneaux associé a ¢~ 1(U), vérifie pour tout ouvert W < o~ 1(U), I’égalité
Oy -1y (W) = Oy (W).

Pour que ¢! (U) — U soit un morphisme de schéma, il nous faut aussi définir un
morphisme de faisceaux ©: Oy — ¥*O-1(y). Pour cela, on considere V < U < X.
Par définition Oy(V) = Ox (V). De plus, on a o~ 1(V) < ¢ 1(U) < Y, donc
Op11n (1 (V)) = Oy (¢~ (V). Comme (V) = ¢)~*(V), on pose alors

O(V) =0(V): Ox (¢~ (V)) = Ox(V)
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Le morphisme 6(V') étant fonctoriel en les V' < X, et en particulier en les V' <
U, la donnée des {O(V)}y <y définit bien un morphisme de faisceaux ©: Oy —
VO w)-

Enfin, pour tout z € U, comme ©, = 0, ou ©,: Oy, — w*(’)wq(U),x, le mor-
phisme d’anneaux locaux O, est local, et donc la donnée de (¢,0): 1 (U) — U
définit bien un morphisme de schémas.

Le diagramme est commutatif par construction de (¢, ©). t
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Etude algébrique des systémes d’équations différentielles polynomiales d’ordre arbitraire

Mot clés : Algebre différentielle, géométrie algébrique, schéma des arcs, équations différentielles

Résumé : Dans cette thése, plusieurs axes
d’études dont le dénominateur commun est I'al-
gébre différentielle ont été suivis pour mettre
en lumiére certaines propriétés algébriques des
systéemes d’équations différentielles. Dans une
partie nous nous sommes interessée a la sur-
détermination des systemes d’équations diffée-
rentielles linéaires ordinaires et avons produit
un algorithme permettant de trouver les géné-
rateurs d’un tel systéeme. Une autre partie se
penche sur la compréhension du support de
solutions d’équations différentielles partielles a
l'aide d’outils issus de la géométrie tropicale.

Dans une troisieme partie, nous nous intéres-
sons a I'objet géométrique décrit par 'ensemble
des solutions d’'une équation différentielle ordi-
naire et mettons en relation I'existence de com-
posantes singuliéres essentielles pour I'équa-
tion différentielle considérée et la décroissance
de la dimension de I'espace tangent de cet objet
calculé au voisinage de solutions non dégéné-
rées. En particulier, cette étude implique de se
pencher sur la complétion d’anneaux non noe-
thériens ; cette situation et les pathologies affé-
rentes sont par ailleurs au coeur de deux autres
parties de cette thése.

Algebraic study of systems of polynomial differential equations of arbitrary order

Keywords: Differential algebra, algebraic geometry, arc scheme, differential equations

Abstract: In this thesis, several lines of study
whose common denominator is differential alge-
bra have been followed to highlight some alge-
braic properties of systems of differential equa-
tions. In one part we have been interested in
the overdetermination of ordinary linear differ-
ential equation systems and have produced an
algorithm to find the generators of such a sys-
tem. Another part deals with the understand-
ing of the support of partial differential equa-
tion solutions using tools from tropical geome-
try. In a third part, we were interested in the

geometrical object described by the set of so-
lutions of an ordinary differential equation and
relate the existence of singular essential com-
ponents for the considered differential equation
and the decrease of the dimension of the tan-
gent space of this object calculated at the neigh-
borhood of non-degenerated solutions. In par-
ticular, this study involves looking at completion
of non-Netherian rings; this situation and the re-
lated pathologies are also at the heart of two
other parts of this thesis.
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