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Avertissement

Les notations utilisées dans cette these sont les notations standards en francais. On
notera o(H) le spectre d'un opérateur H, p(H) son ensemble résolvant. Une mesure de
probabilité sera en général notée P et E désignera l'espérance associée. De plus, nous
rappelons pour le lecteur non francophone que

— Ulintervalle ouvert compris entre 2 réels a et b est noté ]a, b|.

— on dit qu’un réel z est positif si x > 0. Si > 0, on dit que x est strictement

positif.



Introduction

Cette these traite de différents aspects de la théorie spectrale d’opérateurs utilisés
pour modéliser le graphene. Le graphene est un matériau bidimensionnel fait d’atomes
de carbone formant un réseau hexagonal. Bien qu’il ait été depuis les années 1940 1'ob-
jet d’études théoriques, il n’a été produit expérimentalement qu’en 2004. Sa découverte
a représenté une avancée majeure pour la physique des solides car il s’agit du premier
matériau bidimensionnel connu. Elle a ouvert la voie a un programme de recherche ambi-
tieux susceptible de conduire a un grand nombre d’applications, principalement dans les
domaines de I'électronique et de la photonique mais aussi éventuellement pour le stockage
d’énergie ou dans le domaine biomédical [51].

L’émergence du graphéne a conduit a de nouvelles questions en mathématiques. Cer-
tains ont étudié un modele d’opérateur de Schrodinger classique en faisant intervenir la
périodicité hexagonale [I8, 20] 19]. Mais I'apparition de ce nouveau matériau a surtout
conduit a relancer 1’étude de I’équation de Dirac, en particulier en dimension 2. Celle-ci
décrit & lorigine le comportement d’un électron relativiste [62]. Néanmoins, il est ap-
paru qu’elle pouvait — a un changement d’échelle pres — étre utilisée pour modéliser le
graphene. Plusieurs articles ont ainsi été publiés récemment, traitant par exemple des
conditions au bord a utiliser pour définir 'opérateur sur un domaine n’étant pas ’espace
entier [45] [60, [9] ou de modeéles comportant un potentiel périodique [6] [5].

Ma these s’inscrit dans ce mouvement. Elle est constituée de deux grandes parties.

La premiere traite du cas périodique, c’est-a-dire sans désordre. Je commence par
présenter brievement la théorie générale des systemes périodiques. J’introduis ensuite les
différents modeles de grapheéne en les comparant. Enfin, je m’intéresse a différentes fagons
de rendre le graphene semi-conducteur. Je fais en particulier une étude de nanorubans de
divers types et présente un résultat d’ouverture d’une lacune spectrale pour un opérateur
pseudo-différentiel.

La deuxieme partie traite du cas désordonné. Elle s’inscrit dans la filiation de la théo-
rie des opérateurs de Schrodinger aléatoires qui est apparue a la suite des travaux de
physique théorique d’Anderson [3] en 1958. Les premiers travaux de mathématiques sur
le sujet datent des années 1970 : ils sont I'ceuvre de Pastur [52) 53], Goldsheid, Molchanov
et Pastur [31], Kunz et Souillard [43]. Je commencerai ma seconde partie par présenter la
théorie générale des opérateurs aléatoires. Une des deux grandes méthodes pour montrer
la localisation d’Anderson, qui est le phénomene le plus remarquable de la théorie des sys-
temes désordonnés, est appelée analyse multi-échelles. Elle a été développée initialement
par Frohlich et Spencer [23] puis a fait 1'objet de nombreux raffinements donnant des
résultats de plus en plus forts [14] 26], 27]. J'expliquerai succintement les principales idées
de cette méthode. Si de nombreux résultats ont pu étre montrés grace a elle, elle n’avait
pas encore été appliquée a 'opérateur de Dirac. Je donnerai ici la preuve de la localisation
pour un modele de graphéne ainsi qu'un résultat sur la densité d’états intégrée.

Je suppose connus les principaux éléments de théorie spectrale, notamment les notions



d’opérateur non borné, de spectre (y compris la décomposition en composantes purement
ponctuelle, singuliere continue et absolument continue), d’idéaux de trace, de convergence
en résolvante. Le lecteur a qui ces concepts sont peu familiers pourra se reporter a 'ouvrage
de référence de Reed et Simon [57].

Une connaissance au moins sommaire de la mécanique quantique pourra étre profi-
table pour la compréhension des phénomenes physiques entrant en jeu. On trouvera des
présentations tres succintes dans les introductions de [36] et de [62]. On pourra trouver
un exposé plus complet dans I'ouvrage de Gustafson et Sigal [32].



Chapitre 1

Milieux périodiques

I.1 Généralités

1.1.1 Réseaux de Bravais

Un cristal parfait est formé par la répétition périodique d’un motif élémentaire d’atomes
ou de groupes d’atomes. Mathématiquement, cela est représenté a 1’aide d’un réseau.

Définition I.1. Etant donné une famille libre (a;)i1<ijcm de m vecteurs de R? (m < d),
on appelle réseau un sous-groupe discret de RZ.
Etant donné un réseau I', il existe une famille (a;) appelée base telle que

I = {bia; + ... + bpam, (b1, ..., by) € Z™} C RY.

La cellule de base (ou cellule de Wigner-Seitz) d’un réseau de dimension d est 1'en-
semble
{x eRIVy €T, |2 <[z — [}

On notera que la base n’est pas définie de facon unique.

Un cristal peut alors étre modélisé a partir d’un réseau par ’ensemble des translatés
par le réseau d’un sous-ensemble fini de I'espace affine R?. L’intersection du cristal avec
la cellule de base du réseau est appelée motif élémentaire.

Les réseaux peuvent étre classifiés selon leur groupe de symétrie en familles appelées
réseaur de Bravais. Ainsi, en dimension 2, on trouve les réseaux suivants :

— le réseau triangulaire ou les vecteurs de base ont méme norme et forment un angle

de %’r :

— le réseau carré ot les vecteurs de base ont méme norme et forment un angle de 7 ;

— le réseau orthorhombique primitif ou les vecteurs de base ont des normes différentes

et forment un angle de 7 ;

— le réseau orthorhombique centré ou les vecteurs de base ont méme norme et forment

un angle différent de 7 ;

— le réseau monoclinique correspondant aux autres cas.

Une classification semblable existe en dimension 3.

La périodicité invite a utiliser 'analyse de Fourier. Pour cela, nous avons besoin d’in-
troduire le réseau réciproque. Si on essaie d’écrire formellement la transformée de Fourier
d’une fonction définie sur un réseau I" :

Fk) =" f(y)e™,

~yel

7



on constate que f(k) = f(k:’) pour tout f si et seulement si (k — k') - v € 27Z pour tout
~ € I'. Les vecteurs b vérifiant b - v € 2nZ pour tout v € I' sont appelés vecteurs du
réseau réciproque, il est facile de voir qu’ils forment un réseau dont la base est consituée
des vecteurs (b;) vérifiant b; - a; = 27J;;, ou (a;) désigne la base du réseau I

Définition I1.2. Etant donné un réseau I' et son réseau réciproque I'*, on appelle zone de
Brillouin la cellule de base du réseau réciproque, c’est-a-dire I’ensemble

B={keRvy el |kl <|k—~l}
La zone de Brillouin est I'espace standard pour la variable de Fourier.

Théoreme 1.3. Soit f une fonction sur un réseau I décroissant plus vite que tout inverse
de polynome. On définit sa transformée de Fourier comme

Ff(k) = |13| 3 e £ () (111)

pour k appartenant a la zone de Brillowin B.
Alors F s’étend en une transformation unitaire de (*(T') dans L*(B) et, pour g €
L*(B),
1 .
Fg() = = [ e q(k)dk.
|B| /7

I[.1.2 Opérateurs de Schrodinger a potentiel périodique

La modélisation de la dynamique électronique dans un solide cristallin est a priori
compliquée. En effet, celui-ci est composé d’'un nombre tres élevé (en pratique infini)
d’électrons et de noyaux. Pour obtenir un modele exploitable, plusieurs approximations
sont faites. Premierement, on suppose que les noyaux sont fixes et forment un réseau de
Bravais (infini). Il n’ y pas de résultat mathématique qui justifie cette hypothese, elle
correspond seulement a ce qui est observé expérimentalement. D’autre part, on ignore
les interactions entre les électrons, si bien qu’on peut décrire le mouvement d’un électron
dans le solide par un hamiltonien de la forme :

H=—-A+V sur L*(R%) (1.1.2)

ou V est un potentiel ayant la périodicité du réseau correspondant.

Les propriétés de tels opérateurs sont présentées dans [56, section XII1.16], nous allons
les rappeler ici.

La propriété cruciale est la présence d’un groupe de symétrie tres important : si, pour
t = (t,....,t5) € Z% on définit Popérateur U(t) de translation selon le réseau de base

(@;)i=1..a par .
(U<t>1/1) (zc) = 7/1(37 + ;tﬂ%
alors on a pour tout t
U(t)H = HU(t). (1.1.3)

Le principal outil pour 1’étude de ces opérateurs est la décomposition en intégrale
directe, qui généralise la décomposition en somme directe d’espaces vectoriels.



Définition I.4. Soit H = L*(M,du;H') ot (M, 11) est un espace mesuré o-fini et H' un
espace de Hilbert. On notera £(H') I'espace des opérateurs bornés de ‘H’ et

H = /5 Hdp.

Un opérateur borné A sur H est décomposé par une intégrale directe s’il existe une
fonction A(-) de L>*(M,du; L(H')) telle que, pour tout ¢ € H,

(Ad)(m) = A(m)is(m). (L14)

Un tel A est dit décomposable, on écrit alors

®
A= / A(m)dpu(m).
M
Les opérateurs A(m) sont appelés les fibres de A.
Cette propriété s’étend de facon standard aux opérateurs auto-adjoints non bornés.

Définition I.5. Une fonction A(:) d’un espace mesuré (M, 1) dans 1’ensemble des opéra-
teurs auto-adjoints d’un espace de Hilbert H' est dite mesurable si la fonction (A(-)41)~*
I'est. A partir d’une telle fonction, on peut définir un opérateur (non borné) A sur

H = [ H'dp de domaine

Dom(A) = {¢ € H|(m) € Dom(A(m)) u—presque partout, /M | A(m)e(m) |5, dp(m) < oo}
par
(Ay)(m) = A(m)y(m)
pour tout m € M et ¢ € Dom(A).
On écrit alors A = [ A(m)du(m).

On a alors les propriétés suivantes.

Théoréme 1.6 ([56], théoréme XII1.85). Soit A = [3; A(m)du ot (M, i) est un espace
mesuré et A(-) une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints. On a alors :
(i) L’opérateur A est auto-adjoint.

(i) Un opérateur auto-adjoint A s’écrit [y A(m)dp si et seulement si (A+1)7! est un
opérateur borné décomposable.
(iii) Pour toute fonction F borélienne bornée sur R,
&
F(A) = / F(A(m))dp. (L1.5)
M

(iv) A € o(A) si et seulement si pour tout € > 0
o ({mlo(AGm)OIA = e A+ el 2}) > 0.
(v) \ est une valeur propre de A si et seulement si
p({m|X\ est une valeur propre de A(m)}) > 0.

(vi) Si chacun des opérateurs A(m) a un spectre purement absolument continu, alors
le spectre de A ’est aussi.



Si le spectre de 'opérateur somme est absolument continu lorsque celui de ses fibres
’est, la réciproque est fausse. Il est méme possible que I'opérateur ait un spectre purement
absolument continu alors que ses fibres ont toutes un spectre purement discret. Nous
verrons d’ailleurs plus loin que ce cas est en fait le cas standard dans I’étude des solides
cristallins.

Théoréme 1.7 ([506], théoreme XII1.86). Soit v la mesure de Lebesgue sur [0,1] et H’

un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soit A = f[?il] A(m)du(m) ot chaque

A(m) est auto-adjoint. Supposons qu’il existe une suite (¥, (+))nen de fonctions continues

de [0,1] dans H', analytiques sur 10, 1] et une suite (E,(-))nen de fonctions de [0, 1] dans

C, analytiques sur un voisinage de [0, 1] telles que :

(i) Aucune des E,(-) n’est constante.

(i) A(m),(m) = E,(m),(m) pour tout m € [0,1] et tout n € N.

(iii) Pour tout m dans [0, 1], la famille (¥(m))men est une base hilbertienne de H'.
Alors le spectre de A est purement absolument continu.

Afin de ramener le probléme sur R? avec un potentiel périodique & un probléme sur
un ouvert borné, ou les opérateurs différentiels ont un spectre discret, nous allons définir
la transformation de Bloch-Floquet qui généralise celle de Fourier en tenant compte de
la périodicité du réseau. On pourra trouver plus d’informations ainsi que les preuves des
résultats ci-dessous dans [49].

Dans la suite, I" sera un réseau, () une cellule de base pour ce réseau et B la zone de
Brillouin associée.

Définition I.8. Etant donné une fonction 1 de I'espace de Schwartz .7 (R?, C), on définit
sa transformée de Bloch-Floquet, U € L*(Q x B, C) par

UY) (=, k) = 3 Py (z 4 ). (1.1.6)

~er
On peut alors prolonger U en un opérateur unitaire de L*(R%, C) dans L*(Q x B, C).

Proposition 1.9. L’inverse de la transformation de Bloch-Floquet est donné par
U f)( +) = / o2 £ (. ko). (LL7)
B

Les principales propriétés de la transformation de Bloch-Floquet sont les suivantes.
Proposition 1.10. 1. Soit c € L>=(R%, C) une fonction I'-périodique. Alors, pour tout
f e L*(R%,C),
Ucf)(x, k) = clx)Uf)(x, k).

2. Soit f € HY(R%,C). La fonction Uf est dérivable par rapport da la premiére variable
x et pour tout 1 < 57 <d, on a

a a er .
U (E)x{) (x, k) = (31;‘]- - 2177]@-) Uf(x, k)

) L, . . L .
ou 7= est la dérivée partielle par rapport a la coordonnée j en x avec conditions

J
au bord périodiques.

10



Corollaire 1.11. L’opérateur H = —A+V avec V T'-périodique sur L*(R?) est unitaire-
ment équivalent a [’opérateur

U HU = (—iV per — 2iTk)* + V()

2 > 5 _ ape'r
sur L*(Q) X B), ot on a noté Ve, = (amj )izl...d'
Cette décomposition nous permet d’accéder aux propriétés spectrales du hamiltonien.
On utilisera ici la notion de famille analytique de type (A) présentée dans [34], chapitre
VII, §2].

Proposition 1.12. Soit V' un potentiel périodique selon un réseau I' dont les coefficients
de Fourier sont dans (° ou 8 < (d—1)/(d—2) sid >3 et B =2 sid=2 ou 3. Pour
ko € R? et a le premier vecteur de base de T, la famille d’opérateurs (H (ko +ta))ier ot

H(k) = (—iVper — 2imk)* + V(+) sur L*(Q,C)

est une famille analytique de type (A). De plus, H(k) est a résolvante compacte pour tout
k e R

Il existe donc une suite (E,(-)) de fonctions analytiques et une suite de familles ana-
lytiques de fonctions de L*(Q,C) notée (1, (+)) telles que pour tous t € R on ait

H{(ko + ta)n(t) = En(t)in(t).

De plus, pour chaque t, (1, (t))nen forme une base de L*(Q,C). Enfin, aucune des
fonctions E, n’est constante.

Corollaire 1.13. Le spectre de —A + V', ou V est un potentiel I'-périodique dont les
coefficients de Fourier sont dans €7 ot 8 < (d—1)/(d—2) sid>3 et 3 =2 sid=2 ou
3, est purement abolument continu.

Le spectre d’un tel hamiltonien est donc constitué d’une réunion d’intervalles appelés
bandes correspondant aux images des fonctions F,. Les intervalles réels de ’ensemble
résolvant sont appelés lacunes spectrales.

1.1.3 Isolants et conducteurs

La théorie ci-dessus permet de décrire le comportement des électrons dans le solide. En
particulier, elle permet de faire la distinction entre isolants et conducteurs. La différence
entre les deux types est particulierement remarquable : la résistivité d’'un bon isolant
peut é&tre jusqu’a 1032 fois plus importante que celle d'un métal pur, ce qui représente
une étendue particulierement importante [39]. Si, en utilisant un modele & un électron,
nous négligeons les interactions entre électrons, il est en revanche nécessaire de prendre
en compte le principe d’exclusion de Pauli. Lorsque le spectre est discret (par exemple
dans le cas d'un atome isolé en dessous du spectre essentiel), celui-ci signifie que chaque
état propre est occupé par au plus deux électrons, un pour chaque valeur du spin. Dans
le cas d’un solide, ot le spectre est absolument continu, on introduit la notion de densité
d’états.

On considerera ici un hamiltonien de la forme H = —A + V', V étant périodique
selon un réseau I' de base (a;)1<i<qs- On notera H (k) la transformée de Bloch-Floquet du
hamiltonien.

11



Définition I.14. Soit B la zone de Brillouin du réseau I' et E, (k) les valeurs propres de
H (k). On définit la densité d’états comme la mesure v sur R définie par

v([a, b]) |B|Z|{k€BIE() [a, b1}

neN

La densité d’états permet de compter le « nombre d’électrons par unité de volume ».
En effet, pour L € N, définissons 'opérateur H; comme la restriction de H a ’ensemble

L L
{Z)\al,)\ €[ —5 Z]Vz}

avec conditions au bord périodiques et Fy, la famille de projecteurs spectraux associée.

Proposition 1.15 ([56], théoreme XII1.101). Pour tout intervalle I, on a

2
lggo ﬁtr(EL([)) =v(l).

Supposons que le cristal soit constitué d’atomes possédant N électrons chacun. Il est
alors raisonnable d’affirmer que les électrons remplissent les niveaux d’énergie les plus bas
jusqu’a avoir en moyenne N électrons par atome, ce qui revient a dire que les niveaux
sont occupés jusqu’a I'énergie Ep vérifiant v(] — oo, Er|) = N. Cette énergie est appelée
énergie de Fermi. I’ensemble des k de la zone de Brillouin vérifiant F, (k) = Er pour
une valeur de n est appelé surface de Fermi.

Ce modele permet de faire la différence entre les cristaux isolants et conducteurs.
En effet, on a vu que le spectre d’un opérateur de Schrodinger périodique est constitué
d’une réunion d’intervalles fermés, appelés bandes permises, les intervalles complémen-
taires étant appelés bandes interdites. Deux cas peuvent alors se présenter.

— Si Iénergie de Fermi est dans une bande permise, alors un champ électrique (c’est-
a-dire une différence de potentiel) peut faire passer un électron d’énergie Er a une
énergie légerement supérieure, ce qui permet la conduction.

— En revanche, si I’énergie de Fermi est au bas d’une bande interdite, alors il n’est
pas possible de passer a une énergie immédiatement supérieure car on tomberait
dans la bande interdite. Il ne peut donc pas y avoir de conduction : le cristal est
isolant.

En réalité, d’autres cas sont a prendre en compte. En effet, les cristaux ne sont gé-
néralement pas au zéro absolu et leurs électrons sont donc dans un état excité méme en
I’absence de champ électrique. Si I’énergie de Fermi est au bas d'une bande interdite de
petite taille, alors on parle de semi-conducteur. Si elle se trouve légerement en dessous du
bas d’une bande interdite, on parle de semi-métal.

1.2 Modeles de graphene

Avant de décrire les différents modeles de graphene, commencons par présenter ce
matériau. Pour des informations détaillées, le lecteur pourra se référer a 1’article [I3] pour
une synthese détaillée des propriétés électroniques ou a [25, BI] pour des article plus
généraux. Ces articles sont les sources principales de cette introduction.

Le graphéene est une forme allotropique bidimensionnelle du carbone. Il est fait d’atomes
disposés sur une structure en nid d’abeille constituée d’hexagones. Plus précisément, parmi
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les 4 électrons de valence de I'atome de carbone, trois sont engagés dans des liaisons cova-
lentes avec les atomes voisins. En revanche, le quatrieme est délocalisé et participe donc
a la conduction.

Le grapheéne est en quelque sorte 1’élément de base d’autres formes allotropiques. Ainsi,
les fullerenes sont des feuilles de graphenes roulées en boule, les nanotubes de carbone
sont des feuilles de graphene enroulées autour d'un axe et le graphite est constitué de
feuilles de graphenes empilées et liées entre elles par la force de van der Waals.

Historiquement, le graphene a été découvert expérimentalement par Geim et Novoselov
en 2004. Ce fut la premiere découverte d'un cristal bidimensionnel. L’existence de tels
cristaux était auparavant considérée comme impossible a la suite de travaux de Landau
et Peierls sur les fluctuations thermiques.

Cependant, les premiers travaux théoriques sur le graphéne, visant en fait a expliquer
les propriétés du graphite, remontent & 1947 et sont 'ceuvre de Wallace [63]. Ce dernier
calcule la structure de bandes d’une feuille de graphéne et montre que celle-ci est semi-
métallique et que la surface de dispersion a une singularité conique aux coins de la zone
de Brillouin. De plus, cette singularité correspond précisément au niveau de Fermi. Cette
propriété fait que la dynamique des électrons est semblable a celle de fermions sans masse,
a la seule exception que la vitesse de la lumiere doit étre remplacée par une vitesse vg
300 fois plus petite. La dynamique peut étre décrite par 1’équation de Dirac, qui provient
de la mécanique quantique relativiste, bien que les électrons ne soient pas relativistes.

La structure cristalline du graphéne est décrite par la répétition d'un motif formé de
2 atomes par un réseau triangulaire. Le réseau triangulaire est engendré par exemple par

les vecteurs
V3 V3
a,lzl(%) eta,2:l< 21>
2 T2

ou [ est un parametre de taille strictement positif. Les atomes du motif élémentaire sont
alors les points A et B de coordonnées respectives (0,0) et (%, 0). On notera dans la
suite Ay le réseau de base (a1, as) et I'y, le cristal formé par les translatés par A, des deux
points de base. Les points de I'j, seront appelés sites atomiques. La structure de la feuille
de graphene est représentée sur la figure [[.1]
Le réseau réciproque est engendré par les vecteurs
Ar

1 1
b1:q<\%> et b2:q<_2\/§>
2 2

La zone de Brillouin du réseau triangulaire est un hexagone. Notons K et K’ ses
sommets définis par

1 1
K = g(bl — b2) et K/ = g(bg — bl)

Les six sommets de la zone de Brillouin peuvent étre engendrés en appliquant une

rotation R d’angle %’r ; ils se divisent en deux sous-ensembles correspondant aux orbites

de K et K’ sous 'action du groupe engendré par cette rotation.

1.2.1 Modeéle de Fefferman et Weinstein

Le modele le plus fondamental pour représenter le graphéne consiste a considérer, selon
la théorie décrite dans la section un opérateur de Schrodinger classique sur R? avec
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FI1GURE 1.1 — Structure du graphene.

un potentiel ayant la périodicité du cristal de graphene, appelé potentiel en nid d’abeille.
C’est ce modele qui est étudié par Fefferman et Weinstein dans [I8]. On notera dans cette
section R la rotation d’angle %” De plus, pour toute fonction f définie sur R?, on pose

R[f(z) = f(R'z)
la fonction tournée de %’T On notera également () la cellule de base du réseau triangulaire.

Définition 1.16. Une fonction V € C*®°(R? R) est appelé potentiel en nid d’abeille s'il
existe un point xy € R? tel que V = V(- — @) vérifie les propriétés suivantes :

(i) V est Aj-périodique.

(ii) V est pair, c’est-a-dire que V(—z) = V().
(iif) V est invariant par R, c’est-a-dire que R[V](zx) = V().

La répétition sur tous les sites atomiques d’une feuille de graphene d’un potentiel radial
lisse et décroissant plus rapidement que tout inverse de polynome satisfait les propriétés
ci-dessus.

Le principal résultat sur la structure spectrale d’'un hamiltonien de ce type est le
résultat suivant, di a Fefferman et Weinstein. Ceux-ci étudient le hamiltonien

Ho=—-A+eV (1.2.1)

avec € réel (pas forcément petit ni positif) et V' un potentiel en nid d’abeille. Ils montrent
que, sauf cas exceptionnel, la surface de dispersion de H, a une singularité conique.

Théoréme 1.17 ([18], théoreme 5.1). Soit V' un potentiel en nid d’abeille. Supposons que
le coefficient de Fourier Vi1 est non nul, ¢’est-a-dire que

Vii = /Qe_i(b1+b2)'y‘/(y)dy # 0.

Alors il existe une partie dénombrable fermée de R notée C telle que pour tout sommet
K., de la zone de Brillouin et tout € ¢ C il existe deux familles de couples (u<.(k), 5 (k))
avec, pour chaque k € B, u%. (k) € R et ¢5.(k) € L*(Q,C) telles que :
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(1) Les familles (uS.(k), ¢ (k)) sont constituées de paires d’éléments propres de Bloch-
Floquet, c’est-a-dire que

H (k)¢ (k) = ps. (k)05 (k) ot He(k) = —(Vyer + 2imk)* + €V (x) sur L*(Q,C).

(i) p(K,) = pS (K,) = po (K,) est une valeur propre de multiplicité 2 de H.(K,).
(7ii) Il existe un voisinage V. de K., des fonctions lipschitziennes Ey définies sur V. et
nulles en K, et A\ > 0 tels que pour tout k € V,

pe (k) — p(KL) = +A° [k — K. |(1+ By (k) et

1 (k) — i (K,) = =X |k — K.|(1+ B_(K)).

Remarque 1.18. On peut montrer de plus qu’il existe €

> 0 tel que pour tout € €
] — €%, €[, Tintersection conique correspond a celle entre les 1™ et 2¢ bandes si €Vy; > 0

et a celle entre les 2° et 3° bandes si eVi; < 0.

1.2.2 Modéele de liaisons étroites

Un autre modele possible est de supposer que 1’électron qui n’est pas engagé dans une
liaison covalente est attaché a un atome et peut « sauter » d’un atome a un de ses voisins.
Ce modele, dit de liaisons étroites (tight binding), est le plus couramment utilisé par les
physiciens [I3], [63]. On pourra trouver une description mathématique de ce modele dans
la section 1.2 de [20].

L’électron est donc supposé vivre sur les sites atomiques du réseau, sa fonction d’onde
est donc dans ¢*(T',). Le hamiltonien est donné par le laplacien discret, c’est-a-dire la
matrice d’adjacence du graphe (infini) dont les sommets sont les points de I'y, et les arétes
relient entre eux les plus proches voisins (ce qui correspond physiquement aux liaisons
covalentes).

Plus précisément, notons la fonction d’onde

@5 5™ myeze € (22, C),

Xl’m) (resp. @bg’m)) représentant la valeur de la fonction d’onde au point A +na; +mas

(resp. B + na; + mas). La hamiltonien est alors défini par

@b%’m) B g,m)+wg,m—1)+¢g—1,m)
H (n,m) | — t (n,m) (n+1,m) (n,m+1) (122)
z/)B A + ’l/}A + wA

pour un certain parametre de couplage ¢.

Notons eq, e et e3 les vecteurs reliant le point A a chacun de ses voisins. En faisant
une transformation de Fourier, on montre que ce hamiltonien est unitairement équivalent
a

@ 0 h(k) e
{/ tHypdk ot Hy, = ( ) avee h(k) = 3 et
B h(k) 0 j=12,3
et B est la zone de Brillouin.
Les matrices Hy ont deux valeurs propres

E.(k) = £|h(k)| = £|1 +e* ko), (1.2.3)

15



Le spectre de cet opérateur est donc [—3Jt|, 3|¢|]. En tracant la surface de dispersion, on
observe bien les singularités coniques aux sommets de la zone de Brillouin.

La question naturelle a ce stade est de se demander si ce modele est d'une fagon
ou d’une autre un cas limite du modele précédent. La réponse positive a été apportée
par Fefferman, Lee-Thorp et Weinstein dans [20]. Ils étudient un modele de liaison forte,
c’est-a-dire un hamiltonien de la forme —A + A2V pour A tendant vers l'infini. V' est un
potentiel en nid d’abeille (au sens de la sous-section précédente) négatif a support compact
suffisamment petit. Notons u7 (k) < p3 (k) < ... les valeurs propres de Bloch-Floquet du
hamiltonien. Sous de bonnes hypotheses, Fefferman, Lee-Thorp et Weinstein prouvent le
résultat suivant.

Théoréme 1.19 ([20], théoremes 1.1 et 6.1). Pour A > \* suffisamment grand, les fonc-
tions de dispersion k — p3 (k) et k— p3 (k) convergent uniformément (a un changement
d’échelle prés) vers les fonctions de dispersion Ei(k) du modéle de liaison étroite. Plus
précisément, il existe une énergie E7, et py > 0 telles que

(13 (k) = Ep)/px — E_(k) et (13(k) — Ep)/px — E(k) (1.2.4)

quand X tend vers linfini, uniformément en k dans la zone de Brillouin.
De plus, il existe des constantes ci, C}, ca, Ch telles que pour \ assez grand e * <
Pr < Céefcw\.

1.2.3 Modele avec Yopérateur de Dirac

Un troisieme modele possible pour le graphéene utilise I'opérateur de Dirac. Les pro-
priétés de cet opérateur sont décrites dans le livre de Thaller [62].

Dans sa version standard, I'opérateur de Dirac bidimensionnel est utilisé pour décrire
la dynamique d’un électron relativiste. Il agit sur L?(R?, C?) et s’écrit

Hy = —ihc ali + @i + o3mc?
8I1 8x2

ou les o; sont les matrices de Pauli :

01 0 —i 1 0
01:<1 0)’02:<i 0),03:<0 _1> (1.2.5)

et h, ¢ et m sont respectivement la constante de Planck divisée par 2w, la vitesse de la
lumiére et la masse de la particule. Son domaine est 'espace de Sobolev H'(R?, C?).

Pour décrire le graphéne, on utilisera un opérateur semblable ou la masse m est prise
égale a 0 et ou la vitesse de la lumiere est remplacée par une vitesse environ 300 fois plus
petite appelée vitesse de Fermi vp. Afin d’éviter ’écriture de constantes, on se place dans
le systeme d’unités ou h = vp = 1. L’opérateur que nous considérerons dans toute la suite
est donc défini par

—id
11/)+

— i
8x1 ’

Dom(D,) = H'(R%,C2), Dy = o - (—iV¥) = o o
2

09 (126>
Cet opérateur est clairement auto-adjoint.
En faisant une transformation de Fourier, on voit que cet opérateur est unitairement

équivalent a 'opérateur de multiplication par la matrice

0 p1+ ip2
a . p— . .
p (Pl —ip2 0
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On calcule alors facilement que chacune de ces matrices a deux valeurs propres égales a
+|p|. On a donc le résultat suivant.

Proposition 1.20. Le spectre de Dy est égal a R et est purement absolument continu.

De plus, il est facile de voir que la surface de dispersion a une singularité conique a
I'origine. Ce phénomene a conduit les physiciens a parler de « points de Dirac »pour dési-
gner les singularités de la surface de dispersion des hamiltoniens décrivant le grapheéne (cf.
[13]). Les physiciens utilisent parfois le modele avec 'opérateur de Dirac dans des calculs
numériques concernant le graphene et trouvent des résultats proches de ceux calculés avec
le modele de liaisons étroites sous de bonnes conditions [12} 5] H4].

Du point de vue des mathématiques, 'utilisation de I’équation de Dirac pour décrire
la dynamique effective d’un électron dans un potentiel en nid d’abeille a été étudiée
par Fefferman et Weinstein dans [19]. Ils montrent que la dynamique est effectivement
gouvernée par 1’équation de Dirac lorsque la donnée initiale est spectralement concentrée
autour des sommets de la zone de Brillouin.

Ici, V' sera un potentiel tel que les conclusions du théoreme sont vérifiées. On
fixe alors un point de Dirac K,. On sait alors que la valeur propre de Bloch-Floquet
associée a ce point u(K ) est de multiplicité 2. On note alors ®; et ®, les deux fonctions
propres associées étendues périodiquement & R%. On considére alors une donnée initiale
de la forme

Yo () = 6™ (1o (02) @1 (x) + a0 (d2) Pa())

ou ayg et agy sont dans I'espace de Schwartz et ¢ est un réel positif supposé petit. Le
facteur 0 est présent uniquement pour que l’état ait une norme d’ordre de grandeur
constant quand ¢ tend vers 0.

On posera alors

a0 = (2200

Le résultat de Fefferman et Weinstein est le suivant.

Théoréme 1.21 ([19], théoreme 5.1). Soit d(X,T) la solution de l’équation de Dirac
i0rd(X,T) = Mo - (—iVxad(X,T))

pour X\ défini dans le théoréme (ii7) avec (X, 0) = an(X).

D’autre part, soit 1° vérifiant ’équation de Schrédinger
101 = (—A + V(z))° (1.2.7)

avec 9w, 0) = ¥E(w).
Fizons p > 0, ¢, > 0 et N = (ny,ny) € N2. Alors ([.2.7) admet une unique solution
s’écrivant

Y@, 1) = (Z Sa; (5, 50)®, () + 1 (x, 0)

=1

ou les a; sont les coordonnées de a et, pour tout multi-indice B, |5| < N

sup | 071° (@, 1) r2(mz) = 0(67)

0<t<pd—2+e1

pour un certain T > 0 quand ¢ tend vers 0.
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1.3 Faire du graphene un semi-conducteur : quelques
possibilités

Les propriétés électroniques remarquables du graphene en font un candidat de choix
pour remplacer le silicium dans 1’électronique [51]. Néanmoins, il serait nécessaire pour
cela d’avoir un dispositif semi-conducteur congu a partir de graphéne. Plusieurs solutions
sont proposées [16].

La plus élémentaire, que nous détaillerons dans la premiere sous-section, est de prendre
un nanoruban de graphene. Nous verrons que cette méthode donne des résultats dépen-
dant fortement de la fagon dont le nanoruban est découpé dans la feuille de graphéne et
que la lacune spectrale éventuellement ouverte a une taille inversement proportionnelle
a la largeur du ruban, ce qui limite le courant susceptible de passer. Nous considérerons
également le cas des nanotubes de carbone qui, s’ils ne constituent pas a proprement
parler des dérivés du graphene, se traitent théoriquement d’une fagon semblable.

Une autre approche, que nous décrirons dans la deuxiéme sous-section, consiste a mo-
difier périodiquement une feuille de graphene, soit par des trous, soit par dopage chimique.
Enfin, certains auteurs proposent d’utiliser I'interaction avec le substrat ou une déforma-
tion du réseau cristallin pour ouvrir une lacune spectrale. Ces approches ne seront pas
traitées dans cette these.

1.3.1 Nanotubes et nanorubans

Nous utilisons pour décrire ces objets le modele de liaisons étroites présenté dans
la sous-section [[.2.2] Notre principal outil sera la théorie spectrale des graphes infinis
développée par exemple par Godsil et Mohar dans [30]. L’idée est de calculer le spectre
du laplacien discret sur un graphe fini, ou il s’agit d’une simple matrice, puis d’utiliser
des résultats de convergence pour passer au graphe infini.

L’étude des graphes infinis généralise en quelque sorte celle des réseaux présentés dans
la section [[.1.T} Le lecteur désireux d’en savoir davantage sur le sujet pourra se référer
a larticle de synthese [48]. Un graphe infini dénombrable est défini par un ensemble
dénombrable de sommets V' et un ensemble d’arétes reliant des sommets. La matrice
d’adjacence du graphe est celle dont 1'élément a,,, pour u,v € V, est égal au nombre
d’arétes reliant u et v. On appelle degré d’un sommet le nombre d’arétes reliées a ce
sommet. Un graphe est dit localement fini si les degrés de tous les sommets sont finis ; on
appelle degré du graphe le maximum des degrés des sommets.

Définition 1.22. Soit G et Gy, Go, ... des graphes sur un ensemble de sommets V. On dit
que la suite (G,) converge vers G si, pour toute paire (u,v) de sommets de G, il existe
un rang n,.) tel que, pour tout n = n,,, uv est une aréte de G, si et seulement si uv
est une aréte de G.

On notera désormais A(G) la matrice d’adjacence du graphe G et, étant donné deux
sommets u et v, 1y, la mesure spectrale pour cet opérateur attachée aux fonctions indi-
catrices des points u et v.

On a alors le résultat suivant.

Théoréeme 1.23 ([30], théoreme 4.2). Si une suite (G,,) de graphes dénombrables et loca-
lement finis de degré borné converge vers un graphe G, alors les mesures spectrales p(" (\)
des graphes G,, convergent vers celle de G () partout ou elle est continue.
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FIGURE 1.2 — Nanoruban zig-zag.

Les propriétés électroniques d'un nanoruban de graphene dépendent de 'orientation de
son axe par rapport aux vecteurs du réseau [59]. Nous nous intéresserons ici aux propriétés
des 2 découpes les plus intéressantes par leur symétrie : le nanoruban dit de type zig-zag
ou l'axe du nanoruban est parallele a un des vecteurs de base du réseau et celui de type
chaise (armchair) ol I'axe suit la bissectrice des 2 vecteurs de base.

Pour étudier le nanoruban zig-zag, on considere le graphe Zy g représenté sur la
figure formé d’un nano-anneau d’épaisseur N formé par la répétition de K motifs
identiques (on suppose donc que l'extrémité droite rejoint 'extrémité gauche). Le cas du
nanoruban correspondra donc a la limite ou K tend vers I'infini.

Etant en dimension finie, on peut se permettre de faire des hypothéses sur la forme des
vecteurs propres que 1’on cherche. Un argument de dimension permettra ensuite d’affirmer
qu’on les a tous trouvés. En l'occurence, on cherche des vecteurs propres de la forme
indiquée sur la figure : si on note v le vecteur correspondant a la translation d'un
hexagone vers la droite, si le vecteur propre a une valeur x en un point P, il a une valeur
ax au point P + v, avec a® = 1. Pour chacune des K valeurs de a possibles, I’équation
aux valeurs propres s’écrit

A, = (L+a)rj+x si j est impair
Ar; = zj1+ (14+aYzj_q  sijest pair

pour j entier entre 1 et N, en posant xg = xy.1 = 0.
En ela revient a trouver les valeurs propres d’une matrice tridiagonale de taille N x N
dont la diagonale est constituée de zéros, la sur-diagonale comprend alternativement 1+ a
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et 1 et la sous-diagonale alternativement 1 +a~! et 1 :

0 1+a O
1+a! 0 1
0 1
En particulier, si on prend a = —1, ce qui est possible si K est pair, alors 0 est valeur

propre de cette matrice. En passant a la limite, on voit que 0 va appartenir au spectre
du hamiltonien sur le nanoruban de type zig-zag et que celui-ci est donc semi-métallique.
On constate de plus qu’il existe un vecteur propre dont le support est exclusivement au
bord du nanoruban.

Le cas d'un nanoruban avec des bords de type « chaise » se traite d’une facon sem-
blable. On commence la encore par considérer un graphe fini Ay x représentant un nano-
anneau formé de la répétition de K motifs successifs, chacun de ces motifs étant constitué
de N sommets. On voit que dans ce cas, N est toujours pair, on posera N = 2M. On
cherche des vecteurs propres de la forme décrite sur la figure [.3] ot a vérifie 1a encore
af =1.

FIGURE 1.3 — Nanoruban « chaise ».
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La matrice obtenue est cette fois-ci une matrice pentadiagonale de taille N x N :

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 a 1
0 1 a 0

Cette matrice est également celle d'un opérateur auxiliaire sur le graphe représenté
sur la figure |[.4

1 1 1 1

F1GURE 1.4 — Graphe auxiliaire

En appelant (v;) les valeurs du vecteur propre sur la ligne du haut et (u;) celles sur
la ligne du bas, I’équation aux valeurs propres revient a

)\Uj = Ujn1 + Vj—-1 + QU4
Auj = ujp 4 w1 + a5

pour tout j entier compris entre 1 et M, ot a; = 1 si j est impair et a si j est pair. On
pose uy = Vg = Upr+1 = Upr41 = 0.

Comme précédemment, la dimension finie nous permet de faire des hypotheses sur
les vecteu'rs propres. On va chercher des solutions de la forme v; = f(j)sin ]\Z’fl et u; =
g(7)sin ]\Zﬂfl pour n allant de 1 a M et ou f et g sont des fonctions ne dépendant que de
la parité de j. De tels vecteurs propres sont linéairement indépendants.

Apres développement et simplification, le systeme devient

{ A7) = 2cos g f(+1) + a;9())
Ag(j) = 2cos 59l +1) +a;f(5)

En notant b = 2 cos =, nous devons donc chercher les valeurs propres de la matrice de

M1’
taille 4 x 4
0 b 10
b 0 0 «a
1 0 0 b
0 a b 0

En calculant et résolvant le polynome caractéristique, on trouve que les valeurs propres
vérifient

2k
Ape =140 %/2(2+a+a)=1+4cos’ Mn—T—l + \/4COSQ MLL(Z + 2 cos ?ﬂ)
(1.3.1)
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En prenant toutes les valeurs entieres de n entre 1 et M et toutes les valeurs entieres de
k entre 0 et %, on voit qu’on a trouvé K x N valeurs propres distinctes : il n’y en a pas
d’autre.

Le spectre du nanoruban infini est donc

U U ]{ n:l::t :|:¢1—|—40052 Mnil j:\/4(3052 Mnil(2+2C0827T9)}-

n=16€[0,1

; M+1
M+1 =3, c’est-a-
M = g donc M + 1 = 3n. On voit donc que le nanoruban est métallique (pas
de lacune spectrale) si M + 1 est multiple de 3 et semi-conducteur dans les autres cas. Ce

résultat est conforme a celui des physiciens [17]. De plus, un développement limité nous

Considérons maintenant le cas des nanotubes de carbone. Le lecteur pourra trouver
un article de synthese sur leurs propriétés de transport quantique dans [44]. Mathéma-
tiquement, un nanotube de carbone est représenté simplement comme le quotient d’une
feuille de graphene décrite au début de la section précédente. Plus précisément, il s’agit de
I'ensemble des images des deux points de base par le groupe A, /{v), ot v = mia; +maas
est un vecteur de A, appelé vecteur de chiralité du nanotube. Le spectre des nanotubes
se calcule par transformation de Fourier. Il est facile de montrer que la transformée de
Fourier d'une fonction sur A /(v) est une fonction définie sur

B,={k e B,k-v e 2rZ}

ou B est la zone de Brillouin associée a Aj. De plus, le méme calcul que pour la feuille
de graphéne nous montre que la relation de dispersion s’écrit de la méme fagon que dans

(1.2.3]), & savoir

Eyi(k) = £[1 +eFar 4 eihaz|

ou k est cette fois un élément de B,.

La présence d'une lacune spectrale autour de 0 dépend donc de si 0 appartient a
I'image de cette relation de dispersion, c’est-a-dire de si les points K ou K', zéros de E.,
sont dans B,.

Cela revient donc a résoudre 1’équation

1
g(bl - b2> . (m1a1 —+ TTLQCLQ) = 27rn, nez

qui est équivalente a
my — mey € 37Z.

On retrouve bien le résultat annoncé par les physiciens [44], & savoir que le nanotube
de carbone est semi-conducteur si et seulement si m; — my est multiple de 3. De plus,
la relation de dispersion étant conique au voisinage des sommets de la zone de Brillouin
et les lignes de B, étant espacees de ‘, on voit que la lacune spectrale a une largeur

asymptotiquement de 'ordre de U|.
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I.3.2 Graphene périodiquement perturbé

Un moyen envisagé par les physiciens pour produire du grapheéne semi-conducteur
est de modifier périodiquement la feuille de graphene par des obstacles. 11 peut s’agir de
trous [55] ou de défauts d’autres types. Nous présenterons ici principalement les travaux
de Barbaroux, Cornean et Stockmeyer [6] qui utilisent le modele avec 'opérateur de Dirac.

Il est important dans ce contexte de mentionner un phénomene propre a ’opérateur de
Dirac nommé paradoxe de Klein. Nous présenterons cet effet uniquement en dimension 1,
d’une fagon un peu différente de celle de Thaller [62, section 4.5]. Considérons 1'opérateur
de Dirac avec un potentiel « classique » (multiplication par une fonction scalaire) V' a
valeurs réelles que I'on supposera continu (pas forcément périodique). L’opérateur s’écrit
alors

Dy = —101; +V sur L*(R, C?). (1.3.2)
T
(8

On va chercher une fonction propre généralisée que 'on notera ¢ = ( J) et qui est
2

associée a une valeur propre généralisée que 'on notera A. L’équation a résoudre est donc

—igh(x) + V(@) (z) = M(x)
{—Wi(wHV(:v)wg(x) = Mh(z) (1.3.3)

En posant f = 1y + 9 et g = 11 — 19, on trouve que ce syteme est équivalent a

{—if’(iv)+V(x)f(£U) = A=)
ig'(x) +V(z)g(xr) = Ag(z)”

On trouve alors deux équations différentielles linéaires d’ordre 1 indépendantes que
I’on peut résoudre explicitement : on trouve

{f(l') — Oei(/\xfW(x))

g(z) = ClemiGa—W@) (1.3.4)

ot W est une primitive de V et C,C" € R.
Si on pose Y, une fonction lisse bornée a support dans Uintervalle [—n, n], valant 1
dans Uintervalle [—n + 1,n — 1] et dont la dérivée ne prend pas de valeur plus grande que

i”z; , pour Y, = f—;“" et 1y = % avec f et
n

g les fonctions définies par ([.3.4), est dans L?(R,C?). De plus, il est facile de voir que

Xn"pl

Xn¢2
spectre de Dy. Comme cela est valable pour tout A, o(Dy) = R. En outre, pour tout

x € R?,

2, on voit que pour tout n la fonction (

lim,, o0 M(DV —A) ) = 0. Ainsi, par le critere de Weyl, A\ appartient au

_cr+cn

V(@) = r @) + [in()P = (17 @) + o)) =

L’électron n’est donc pas arrété par les obstacles.

Une solution pour créer une barriere consiste a prendre des potentiels portés par la
matrice o3. Nous allons voir que Barbaroux, Cornean et Stockmeyer ont montré dans
[6] que ce type de potentiels ouvrait une lacune spectrale sous certaines conditions. Leur
preuve, visant a étudier des modeles de grapheéne, est en dimension 2 mais peut facilement
étre adaptée a la dimension 1.
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On rappelle qu’en dimension 2 I’énergie cinétique est donnée par I'opérateur défini sur
L*(R?,C?) par
) 0 —i0; — 05
Hy=o-(-1V) = (—181 + 8y 0
ol o = (01,02) et les 0; sont les matrices de Pauli définies dans I’équation ({[.2.5]).
La modification périodique est modélisée par une fonction bornée y : R? — R dont le
11

support est un compact inclus dans Q =] — £, 2] vérifiant

/Qx(w)dw =®>0et /Q Ix(z)?dx = 1.

En unités physiques, le hamiltonien décrivant le graphene périodiquement perturbé
est donné par
T — L*y)

H(a, p, L) = hvp Hy + o3 > x (aL

~YEZ?
ou h est la constante de Planck divisée par 27 et vp la vitesse de Fermi dans le graphéne.
Le parametre 1 > 0 représente I'intensité de la perturbation et L sa période, alors que «
est un facteur donnant I’étendue de la zone affectée par la perturbation. Afin de simplifier
les notations, on notera 3 = £& et on réalisera le changement de variable @ — La pour

hvp ~
obtenir un hamiltonien dépendant de 2 parameétres seulement H(c, 3) = %H (v, pu, L).
Le hamiltonien étudié sera alors
m R
H(e,B)=Ho+ B> x ( " 7) 3. (1.3.5)

~EZ2

Le résultat obtenu par Barbaroux, Cornean et Stockmeyer est le suivant, ot on note
p(T') 'ensemble résolvant d’un opérateur auto-adjoint 7.

Théoréme 1.24 ([6], théoreme 1.1). Il existe 2 constantes C > 0 et 6 €]0, 1], avec C§ < P,
telles que pour tout « €]0,1/2] et 5 > 0 vérifiant aff < on a

[—a’B(® — Cap),a’B(® — Cap)] C p(H(a, B)).

Du point de vue de la physique, cela revient a dire que pour % suffisamment petit
s’ouvre une lacune spectrale de largeur au moins puga?. En revanche, cette largeur est
indépendante de L.

Nous ne donnerons pas ici les détails de la preuve. Sa premiere étape consiste a utiliser
la transformation de Bloch-Floquet pour se ramener a un probléeme sur un domaine borné.
Notons que la période du potentiel ne correspond pas ici & un réseau atomique. Ensuite,
utilisant la base formée des 1, () = ™ on commence par montrer que chacun des
opérateurs fibres restreint au sous-espace engendré par 1y, possede une lacune spectrale.
On utilise enfin le lemme de Feschbach qui nous permet d’affirmer que la lacune est
maintenue lorsqu’on passe a ’espace tout entier.

De la méme fagon que dans le cas de 'opérateur de Schrodinger, on peut montrer que le
spectre d'un opérateur de Dirac avec un potentiel périodique est absolument continu. En
nous inspirant de la preuve du théoreme XII1.100 de [56], nous allons montrer le résultat
suivant.

Théoreme 1.25. Soit V' un potentiel a valeurs dans [’espace des matrices hermitiennes
Ho(C) T'-périodique (pour un certain réseau I' ) borné. Alors l'opérateur Do+V', défini sur
L*(R?,C?), a un spectre purement absolument continu.
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Pour ce faire, nous allons regarder la transformée de Bloch-Floquet de cet opérateur,
qui est
h(k) =0 - (=iV, e — 21k) + V.

On notera ho(k) = o - (=iV,er — 27k). Si h(k) est défini a priori pour k dans la zone
de Brillouin, on peut I’étendre avec cette formule & C? tout entier. Pour a et b € C? et
z € C, on va s’intéresser aux valeurs propres de hg(a + zb). Le calcul nous montre qu’il
s'agit des E,,(2), pour m € Z?* ou

Ep(2)? = 4r ((ml —bi(A+1y) —ar)? + (ma — bo(A +1iy) — a2)2> :

On va alors choisir b tel que by =1 et by = 0 et A tel que biA + a; = %
Dans ce cas, la partie imaginaire de Ep,(2)? est égale a —87%y(m; — 3) donc

I (Em (2)*)] > 27[y|(Ima] +1).

D’autre part,
1
Re(Epm(2)?) = 47 ((m1 = P+ (- a2)2) 20,

L’opérateur ho(a + zb) est donc inversible et

|ho(a + 2b) || = 0.

lim
y—Fo0
Considérons maintenant ’opérateur
A(t) = h(a +tb)

pour t € R et le b choisi précédemment. Comme ho(k) a un spectre purement discret
et que I'ensemble de ses valeurs propres n’a pas de point d’accumulation fini, il est a
résolvante compacte pour tout k. Comme d’autre part V' est borné, 'opérateur A(t) est a
résolvante compacte pour tout ¢. Notons maintenant £;(0), ou j € Z, les valeurs propres
de A(0) classées par ordre croissant en tenant compte des multiplicités. Comme A(t) est
une fonction analytique de ¢, on peut trouver une famille (E;(-)) de fonctions analytiques
chacune définie sur un voisinage de 0 valant £;(0) en 0 et telles que Ej(t) soit une valeur
propre de A(t) pour tout t. Or % = —27¢ - (—27b) donc ’% < 47|b|. Les fonctions E;
sont donc bornées sur tout intervalle compact, elles peuvent donc étre définies sur R tout
entier.

Montrons maintenant qu’aucune des fonctions £ n’est constante. On a vu que ho(a+
zb) est inversible. Le potentiel V étant borné, on voit que h(a+zb) est également inversible

si Im(z) est assez grand et

lim ||h(a+ (A +iy)b) 7| = 0. (1.3.6)

y—+oo

Or, si Ej(t) = C pour tout ¢, alors par prolongement analytique C' est valeur propre de
A(z) pour tout z € C. On voit donc que C ne peut pas étre 0 car A(z) est inversible pour
Im(z) assez grande. De plus, % est valeur propre de A(z)~1. On a alors

1
A7 = =
1G> 5,
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ce qui contredit . Aucune des E; ne peut donc étre constante.

On peut alors conclure la preuve du théoreme. On peut écrire tout point situé a
I'intérieur de la cellule fondamentale du réseau réciproque comme k = kib; + koby. En
considérant I'opérateur A(t) = h(tby + ksbs) pour ks fixé et en appliquant le théoréme [[.7]
on conclut la preuve.

Il est raisonnable de se demander dans quelle mesure I'addition d’un potentiel de masse
permet réellement de modéliser des trous dans la feuille de graphéne. Cette question a
été étudiée par Barbaroux, Cornean, Le Treust et Stockmeyer dans [5]. La premiere chose
a faire est de définir 'opérateur de Dirac sur un domaine n’étant pas R?, c’est-a-dire de
trouver des conditions au bord adaptées. En effet, les conditions de Dirichlet ne donnent
pas un opérateur auto-adjoint dans le cas de Dirac. La solution communément adoptée
consiste a prendre les conditions dites de masse infinie. Ce nom est dii précisément au fait
que l'opérateur défini sur un domaine avec ces conditions au bord est la limite d’opérateurs
définis sur 'espace tout entier avec un potentiel de masse en dehors du domaine dont
I'intensité tend vers l'infini.

Dans notre cas, nous considérerons ensemble Q) = UyerzzBr(y) pour 0 < r < L.
Les auteurs de [5] considérent un cas plus général, mais nous ne nous intéresserons qu’a
celui-ci pour ne pas avoir a introduire d’hypotheses longues. On définit également 'ouvert
Q) comme le complémentaire de 2. Le hamiltonien défini sur tout Pespace est alors

Hm = Ho + m]_QO'g.

Pour définir les conditions au bord, définissons pour € 02 la normale sortante a ¢
en  ng(x). On définit alors la matrice

Bq(x) = —ioso - ng(x)

et les projections Py = (1 £ Bg)/2. On définit alors 'opérateur sur 2 avec conditions au
bord de masse infinie par

Hop = Hyp, ¢ € Domg = {¢ € H'(Q,C?), P_trq¢ = 0}.

On notera R,,(2) = (H,, —2)"' et Ra(z) = (Hq — z)~! lorsque z est dans les ensembles
résolvants des opérateurs. On fera l'identification naturelle

L*(R?,C?) = L*(Q,C?) @ L*(Q, C?).
Le résultat de Barbaroux, Cornean, Le Treust et Stockmeyer est le suivant.

Théoréme 1.26 ([5], théoreme 1.2). Soit K C p(Hgq) un compact. Il existe my > 1 tel
que pour tout m > mg on a K C p(H,,)et il existe C' < oo tel quel

C
fg}g” (2) = Ra(z) @ 0| NG

Ce résultat implique en particulier que le spectre de H,, converge vers celui de Hq,.

I.3.3 Généralisation au graphene multi-couches

Un probleme intéressant est d’étudier les propriétés électroniques d’un matériau formé
non pas d'une simple couche de graphéne mais d'un empilement de plusieurs couches. Dans

26



ce cas, la dynamique de 1’électron peut étre approchée par un hamiltonien effectif qui est
typiquement un opérateur de type Dirac d’ordre N, N étant le nombre de couches (voir
[47] et ses références).

Dans cette sous-section, nous généraliserons le résultat de Barbaroux, Cornean et Sto-
ckmeyer présenté dans la sous-section précédente a des hamiltoniens d’ordre supérieur, y
compris ceux modélisant le graphene multi-couches. Ce travail a été réalisé en collabora-
tion avec Jean-Marie Barbaroux et Horia D. Cornean et a fait I'objet d’un article soumis
a la Revue roumaine de mathématiques pures et appliquées et déposé sur arXiv [§].

Notre but est de montrer que l'addition d’une perturbation périodique ouvre une
lacune dans le spectre de l'opérateur

Hy =0 - F(-iV)

sur L?(R? C?), ot o = (01, 09, 03) désignent les matrices de Pauli définies par ([.2.5)) et
F : R? — R3. Plus, précisément, cela signifie que pour ¥ € Dom(Hy)

Hyp(x) = (F ' [o- F()Fy)) (),
olt F désigne la transformation de Fourier sur L?(R?, C?)

1 )
Fp) = 5 [ e w(@)de.
Yp) =5 [ e P Y(a)de
On suppose que la fonction F' satisfait les conditions suivantes.

Hypothese 1.27. (i) F appartient a C*(R?, R3).
(ii) 1l existe des constantes K|, K; > 0 telles que pour tout p € R?,

Kglpl* < [F(p)| < Kolp|*,

D'F(p)| < Ki(p)™" (3.)

pour un certain d > 0 et tout multi-indice i tel que 1 < |i| < 3. Ici, (p) = /1 + |p|?
et D' désigne lopérateur de dérivation partielle par rapport au multi-indice i.

(7ii) 1l existe une matrice 2 x 3 de rang 2 notée A telle que, dans un voisinage de 0,
F(p) = |p|"™"Ap + O(|p|*™).

Proposition 1.28. L'opérateur H,y est unitairement équivalent a ['opérateur de multi-
plication par o3| F|. Il est donc auto-adjoint sur Dom(Hy) = FY(Dom(|F(-)|)) et son
spectre est donné par 'image essentielle de +|F|, qui est R sous les hypotheéses (i)

et (ii).

Démonstration. La preuve, identique a celle concernant ’opérateur de Dirac libre, vient
directement de la définition de Hy par la transformation de Fourier qui est unitaire (cf.
[62, théoreme 1.1)). O

Afin d’ouvrir une lacune autour de I’énergie zéro, nous allons perturber H, avec un
potentiel périodique défini de la fagon suivante. Soit

X = (X17X27X3) : RQ — R3
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ou chacun des y; est une fonction bornée a support compact inclus dans le carré 2 =
=33

272
Soit 5 > 0 et a €]0, 1]. Le hamiltonien perturbé est

H(o,B)=Ho+ 5y x(w_7>-0-

~YEZ? @
L’opérateur H(a, 3) est Z*-périodique et auto-adjoint sur Dom(Hy).

Remarque 1.29. Dans la sous-section précédente, nous avons vu que les auteurs de [0]
ont traité le cas particulier correspondant a l'opérateur de Dirac libre sans masse, pour

lequel F(p) = (p1, p2, 0) et x1 = x2 = 0.

Notons ®; = [, xi(x)dx, 1 < i < 3, et définissons le vecteur a trois composantes
b = (q)i)lgigii € Rg.

Nous noterons ®) la projection de ® sur Im(A) et ®, sa projection sur Im(A)*.
Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 1.30. Supposons que ®; # 0. Soit d = min(d,2). I existe des constantes
Ao, C >0 et/5 €]0, 1] avec C) < % telles que pour tous a €]0,1/2] et f > 0 vérifiant
a?B < N, o B < 0 Uintervalle

[—QQﬂ <’(I)J-‘ . COéd/ﬂ> ,CY2B <|(I)J-’ o C@dlﬁ>]

2 2
est inclus dans l’ensemble résolvant p(H(a, ().

Remarque 1.31. Dans le cas particulier de 'opérateur de Dirac, la condition est remplie
étant donné que la partie cinétique du hamiltonien est dans le sous-espace engendré par
01 et oy et le potentiel est dans Vect(os).

Comme dans [6], nous utilisons la transformation de Bloch-Floquet pour nous ramener
a un probleme sur le carré unité, ou le gradient a une base propre bien connue. Ensuite,
nous utilisons la méthode de Feshbach pour séparer les problemes sur le mode constant
et les modes non constants. Alors que l'estimation sur le sous-espace constant est di-
recte, il nous faut utiliser la décroissance de la résolvante de 'opérateur libre et plusieurs
applications successives de ’équation de la résolvante pour montrer I'inversibilité sur le
sous-espace orthogonal.

La preuve sera présentée de la fagon suivante. Dans un premier paragraphe, nous
étudierons en détail le noyau intégral de I'opérateur libre, notamment ses singularités
locales et sa décroissance hors diagonale. Dans un second paragraphe, nous donnerons
la preuve du théoreme principal. Nous présentons de plus en annexe les résultats sur la
transformation de Bloch-Floquet utilisés dans notre cas.

Décroissance de la résolvante et noyau intégral Dans cette partie, nous étudions
le noyau intégral de la résolvante de Popérateur sans potentiel. Etant donné la forme de
I’énergie cinétique, nous n’avons pas de formule explicite pour ce noyau intégral. Néan-
moins, nous parvenons a prouver qu’il existe, que ses singularités locales sont intégrables
et qu’il décroit suffisamment rapidement loin de la diagonale.

Le résultat est le suivant.
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Proposition 1.32. Soit M, la fonction définie sur R? x R? par :

My(z,2') = —logle —x'|+1 si |z —a'|<1etd=2;
ﬁ St |33 — m’| 2 1.
Lopérateur (Hy — i)™ a un noyau intégral, noté (Hy — i)~ (x,x’'), tel que
(Hy =)} (@,@)| < My(z,2). (1.3.8)

La preuve de la proposition s’appuie sur le lemme suivant et sera donnée a la fin du
paragraphe.

Lemme 1.33. Il existe C' > 0 tel que pour tous f et g € L*(R? C?) on ait

(F,(Hox0) g < C [ [ @M, @) |g(') duda’. (13.9)

Remarque 1.34. Si d > 2 alors M, est bornée alors que si d < 2, My a une singularité

locale en ——2-—;. C’est pourquoi nous définissons d = min(d,2); cela nous permet
| —a’|
d’écrire, pour d # 2, My <

_ 2
|:E7w’\2_dl .

Preuve du lemme[[.323. Pour p € R?, on définit la matrice 2 x 2

G(p) = (o - F(p) —1)~".
L’opérateur de multiplication par G est borné sur L?(R?, C?).
Rappelons que (p) = /1 + |p|?. On définit, pour € > 0, le noyau régularisé

1 ) /
K. (z,x2') = Py /R2 oP(z—= )G(p)e_e@dp = ]—"_I(Ge_e('))(az —a').

Les inégalités ([.3.7) de 'hypothése [[.27(ii) impliquent que pour tout multi-indice N
tel que |N| < 3 il existe Cy > 0 tel que

Cy
(p)INId-

Pour « = (71, 1,) et ' = (2, x}), on choisit [ € {1,2} tel que |z — x'| < v/2|z; — 2}|. Par
intégrations par parties itérées, on trouve que pour tout entier M < 3 on a :

) oM

|IDYG(p)| < (L.3.10)

/ / a1 ip-(z—a’ —€
(z — )V K (z,2') = 1M% /R2 etP o (G(p)e <p>) dp. (I.3.11)
De la,
1 oM
M N < - —€(p)
|z; — )|V | K (z,2")] < o /R2 o (G(p)e )|dp. (1.3.12)
Prenons M = 3. Nous avons alors grace & la formule de Leibniz, en notant F(p) = e=<P),
0’ 0°G(p) 0°G(p) 9E(p)
—(G(p)E = E(p)+3
0G(p) 9E(p)? 0E(p)’
+3 +d .
op - Op} 2 op}
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De plus,

0E(p) o (p) |
opi (p)
OB g0 o)
P
R

Or, comme z +— zFe™™

que pour tous € > 0 et p € R?
e L e (p)7F.

(1.3.13)

est bornée sur R™ pour tout k, il existe des constantes ¢, telles

(1.3.14)

Dans la suite, nous noterons C' une constante générique indépendante de €. Grace a
(1.3.13)), & la majoration ([.3.14]) et aux faits que |E(p)| < 1 et % < 1, nous obtenons

que pour tout j € {1,2,3},

3jE(P)’ . C
op] S (p)
Par ([.3.10)) et (I.3.15]), nous trouvons que, pour j € {0,1,2,3},
03I
<C
ol [ ew)ov

Ainsi, d’apres ([.3.12)), nous avons |K.(x,z’)| < ﬁ donc
l

C

e — x|

|Ke(z, @) <

Cette inégalité nous servira uniquement dans le cas |z — x'| > 1.
Considérons maintenant le cas | — «| < 1. On peut écrire

7K (w.a) = [ e G(p)e Pap
lpI<1
i / P @) G(ple P dp
<Ipl<lz—a’|~!

+ / @) G ()P dp.
|z—a'|~1<]|p]|

(1.3.15)

(1.3.16)

(1.3.17)

Le premier terme du second membre de ([.3.17]) peut étre majoré simplement par

[, 6w i < [ 6w,
Ipl<1 Ipl<1

qui est fini et indépendant de e.

(1.3.18)

Pour majorer le deuxiéme terme du second membre de ([.3.17]), on utilise le fait que,

d’apres 'hypothese [[.27)(ii), |G(p)| < # ce qui nous donne

/ eip-(m—m/)G(p)e—e<p)dp < T y
<lpl<lz—='|~" r
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que 'on peut majorer par C (m — 1) pour d # 2 et par Clog (| — '|~") pour
d=2.

L’estimation du troisieme terme du second membre de ([[.3.17)) demande plus de travail.
Fixons [ € {1,2} comme précédemment tel que |z — x'| < V2|7 — 7).

Calculons alors

J (2 — 2})%P G (p)e P dp,
[p|>|z—a'|~1

ce qui correspond a l'intégrale que nous voulons estimer multipliée par —(x; — z})%. Pour
0 € [0,27), définissons le vecteur p(0) = (|z—x'|~* cos b, |z —x'| ! sin 0) et notons p; () sa
[-ieme composante. Nous trouvons alors, en intégrant par parties par rapport a la variable
p; et en appliquant le théoreme de la divergence,

/P|>m a1 — (2 — 27)*e" G (p)ePldp
= [T e Oy )OI Gp(0) i (6)0 (1:3.20)

. n 0
— i(z; — ;)P @) (G (p)e <P dp.
SRR 8pz( (pre) dp

Grace a l'inégalité ([.3.10)), nous trouvons que le premier terme est majoré par

C
2wm|m — /| My — )| < 27Cpla — 2| (1.3.21)

Pour estimer le deuxieme terme du second membre de (|[.3.20]), on applique & nouveau
une intégration par parties :

. o)
: N Aip-(x—2)
— i(x; —a))e
pl>la—a|! ( ! Opy
0

o (Ge™) (p(0)pi(0)d0 (1.3.22)

. N 02
i / P @) 9 (G(p)e®)) dp.
pl>le—a’| -1 (9]9?( ) )

|
o ip(0)-(—a)

Utilisant encore que

88191 (G(p)e_e@) <

C 0? C
—€(p)
|p|++! et ‘apl? (G(p)e g )‘ S |p|d+2 )

nous pouvons majorer le premier terme du second membre de ([[.3.22)) par

C
-1 _ d
et le deuxieme par
C 2nC
— _dp="Tlz -2~ 1.3.24
/p|>|wm/|—1 [p|*+? a | ( )
Les inégalités ([.3.21)), (1.3.23) et ([.3.24]) donnent ensemble que
/ P @2 G(ple” < Clx — /|2 (1.3.25)
p|>[z—a’| 1
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En sommant les inégalités (1.3.18)), (I.3.19)) et (I.3.25), nous trouvons qu'’il existe une
constante C' > 0 telle que, uniformément en e,

1

si |z —x'| <1, ce qui, avec I'inégalité ([.3.16)) pour | — x| > 1, permet de conclure que,
uniformément en €, on a
K (@, 2)| < CMy(z, '),

ou M, est la fonction définie dans 1’énoncé du lemme.
Nous pouvons maintenant montrer la majoration ([.3.9) pour (Hy —i)~!. Soit f et g
dans l'espace de Schwartz . (R?, C?). Alors,

(f.(H—1)"'g) = [ FP)G(P)a(p)dp
par l'identité de Parseval. Par convergence dominée, on a
/R F(@)GP)g(p)dp = lim. /]R F(@)G(p)e P g(p)dp (1.3.26)

et, par l'identité de Parseval a nouveau et en notant x le produit de convolution entre

Ll(R27 MQ((C)) et L2(R27 CQ)a

L I®IGEe Pgmp)p = [ F@)(K.(.0)+g)(@)da

>

Etant donné que
Ve >0, |[K (x,z')| < My(z,x'),

nous trouvons, au vu de ([.3.26)), que
[(f, (Ho—1)"'g)| < /RQ | f ()| Ma(z, ') |g (") |deda’
Cela permet de conclure la preuve du lemme [[.33] O
Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition [[.32]
Preuve de la proposition[[.33. D’aprés I'équation ([.3.11]), on sait que, pour @ # o/,
i 1 : N 0P
K (z,x') = 7—/ P @) —_ (Q(p)e ) dp.
( ) (x) — )3 27 Jr2 op} ( () ) P
L’intégrande converge simplement vers eip(z—aﬁ%. De plus, d’apres la majoration
l

([.3.10)), il est dominé par une fonction intégrable indépendante de e. Ainsi, par conver-
gence dominée, K, converge simplement vers une fonction de x et &’ qu’on notera

(Ho —1)7!(+,-) et qui vérifie évidemment I'inégalité (I.3.8)).
De 1a, par convergence dominée, nous avons que pour tous f et g € L*(R? C?)

(f.Ho=1)g) = [ | Fl@)(Ho—D) (@ .2)g(a)dzda

et
(Hy — 1) (@, &) < My(z, ).
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Preuve du théoréme principal Soit .7 (R?, C) 'espace de Schwartz et Q =] — 1, 1]2.

22
On rappelle que la transformation de Bloch-Floquet, définie par
U: Z(R* C)c L*(R? C)— L*(D?)
U) (. k) = 30 (a4 ) (L3.27)

Yy€EZ?

et étendue par densité a L?(R? C), est un opérateur unitaire et que pour f € L?(Q?),
x € NetvyeZ?

U f)(x+7) Z/Qe*ﬁ“’“'(w*ﬂf(m,k)dk.

On peut alors définir composante par composante la transformation de Bloch-Floquet sur
L*(R? C?) que I'on notera abusivement I/ aussi.
L’application de cette transformation (cf. proposition en appendice) nous donne

UH (o, BU* = /j hao(ev, B)dk
hk(&,ﬁ) =0 F(_ivper - 27Tk) + 6Xa(w) c O,

(1.3.28)

oll, pour chaque k, le hamiltonien fibre i (c, 8) est un opérateur défini sur L*(€, C?). De
méme, on notera

W = o F(=iV,e — 27k).
L’opérateur Ve, désigne ici le gradient sur L?(Q2, C*) avec conditions au bord périodiques

et Xo(®) = (X1a(®), X2.0(2), X3.0(T)) := X (2/00).
D’apres le théoréme [[.6] le spectre de H(a, 8) est donné par ceux des hy(a, 3) :

Spec(H (e, 8)) = | Spec(hi(e, B)). (1.3.29)

keQ

Posant ¥,, = %™ pour m € Z? et © € Q, on trouve que la famille (¥,,) est une
base de vecteurs propres de F'(—iV ) vérifiant, si on note F' = (F, Fy, F3),

Fi(=iVyper )V = F;(2rm) ¥, pour i = 1,2, 3.
On définit alors, pour m € Z?2, les projections
Pm:|\llm><\llm|®1(c2 et QOZId—PO

Nous utiliserons la méthode de Feshbach (présentée par exemple dans le lemme 6.1
de [50]) pour ramener le probléme spectral a une famille de probléemes sur PoL?(€2, C?) et
QoL*(Q2,C?). Le lemme affirme que z € p(hg(a, B8)) si Qo(hr(a, B) — 2)Qo est inversible
sur QoL?(£2, C?) et si l'opérateur Fp,(z) défini sur PyL?(£2, C?) par

Fry(2) = Po(hg(a, B) — 2) Po — B2 PoX, - Qo (Qo(hi(a, B) — 2)Qo) ' Qox,, - o Fo (1.3.30)

est également inversible.

Nous prouvons d’abord que Pohy(c, 3) Py a une lacune spectrale d’ordre o3 autour
de 0, puis que le second terme du second membre de ([.3.30)) est suffisamment petit pour
ne pas refermer la lacune dans le cas ou z est dans l'intervalle donné dans le théoreme.
Pour montrer l'inversibilité de Py(hg(c, 8) — 2) Py, nous devons minorer |F(p) + A®|, ou
nous rappelons que nous avons posé ® = (®;)1<;<3, ®|| la projection de @ sur Im(A) et
®, sa projection sur Im(A)+.
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Lemme 1.35. Soit a €]0,1] et 8 > 0. Alors, pour tout k € Q et U € PyL*(Q,C?), on a

pour o3 assez petit :

!‘DL|

| Pohw(cv, B) Po V|| > o B vl

Démonstration. On a, pour k € () :
Pohi(a, B)Py = (o - F(—27k) + o*® - o) Py
Notons A = a?3. Pour ¥ € PyL*(2, C?),
| Pohi(c, B)Po¥ || = ||o - (F(—27k) + \®) P ¥||?
> inf [F(p) + @[T
peER?

La minoration dans le lemme viendrait directement si on pouvait prouver 1’énoncé suivant :
il existe A\g > 0 tel que

inf |F AP > — )\
pour 0 < A < Ag.

Afin de le prouver, posons M tel que K,M? — |®| = % ofl K| est la constante

figurant dans la premiere inégalité de a I'’hypothese - ii
Pour |p| > MAY? on a d’aprés la premicre inégalité de ([.3. 7 :

d
|F(p) + \®| > K||p|* — )\]<I>|>(K6Md—|¢>|)>\>|;|)\. (1.3.31)

Pour |p| < MAY4, par I'hypothese (iii), on a pour un certain K > 0 et \ assez
petit :
[F(p) + \®| = ||p|" ' Ap + \®) + A& | + O(|p|**") = A, | — K|p|**!
> )\‘q)J_’ . KMd+1)\(d+1)/d.
Fixons Ay tel que
)
1D, | — KM/ = ’;‘ .

Pour A < Ay, I'égalité ci-dessus implique que
A
F(p) + 28| > |8, (13.32)

pour tout p € R2.
Le rapprochement des inégalités ([.3.31)) et ([.3.32)) permet de conclure. O

L’inversibilité de Qo(hx(a, 8) — 2)Qo sur QoL*(2, C?) nécessite plus de technique.
Commencons par une série de majorations. On rappelle que d’ = min(d, 2).

Lemme 1.36. Il existe C tel que pour || < 5 et Vk € Q on a

[V IXalPoll < o (1.3.33)
a2 (hy” = 1)~ 1|xa|1/2|! < Ca; (1.3.34)
|Hxa!1/2( —i)7Y < CVa?, (1.3.35)

ot h;co) est défini dans ’équation ([.3.3)).
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Démonstration. Comme dans [6], pour montrer ([.3.33) nous calculons pour f,g € L*(Q2,C?):

(£ IxXal Pog)| < [(F v/ 1xa Wl [0, 9) < lIxa i1 £ 2llgllz < ol £l gl

Pour les deux autres inégalités, nous allons introduire la notation suivante : étant
donné un opérateur intégral T', on notera T'(x, x’) son noyau intégral. Nous allons utiliser
I’égalité suivante venant de la proposition figurant dans I’appendice :

(Y — ) Yz, z) = 3 @ (Hy )z 4, ).

~y€EZ?

Dans la suite, nous noterons C' toute constante indépendante de « et k. Supposons
d’abord que d # 2. Soit X, ¥ € L*(Q, C?) avec Y a support dans Q, = [—5, §[*>. D’aprés
le lemme et la proposition [[.32] on a :

|<T;<h,(60) Z //Q B H H0_1> 1|(£C—|—")’, )|‘I’($,)|dmdm’
~EZ?
C
S )| —————5¥()|dzda’
7%;0//9 xQ |a:_|_»7 :B’|3| (z')|dzdz
C
# e 0 g

Pour majorer le premier terme, nous voyons qu’il existe une constante C' telle que pour
tous [a| < 5, w € Q, @' € et v € Z2\ {0}, on a

1 e
o +y—aP T |y

Ainsi, la premier terme est majoré par
ClIL|[ 1%z

Pour le second terme, il faut majorer

1
S 2 = ¥l

L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (cf. [46, théoréme 4.3]) nous donne qu’il existe

C tel que :
1
//“9 |T(m)|m|‘1’(w’)ldwdw’ <

Par l'inégalité de Holder,

1/2 2/ 4/ QtLd/
2+d 2+d
a2 £l s, = ([ Ixal 7715177

2+d’
1

2 4
< (M 7 N 151757 )
d

1/2
= llixalll¥ PN S la-
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Un simple changement de variable nous donne que || ]xa|||% = ad/|Hx|H% < a?[lIx]|lso-

Ainsi, poser Y = W = |x,|"/2f dans l'inégalité ci-dessus nous donne

(Il V20 0 ol 2 )] < ClixaFIE + Ca®[ £13.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

el £l < xalllz2l1F 112 < V3 £l

Cela conclut la preuve de 'inégalité ([.3.34)).

Celle de l'inégalité (I.3.35)) est semblable : il faut prendre Y = |x,|f et ¥ = f. Nous
ne donnerons donc pas plus de détails.

Si d = 2, on peut montrer ces inégalités pour tout d < 2 puis prendre la borne
supérieure. O

Lemme 1.37. Pour f € QODom(hECO)), on a Hh;co)QofH > K| £l

Démonstration. Nous montrons dans 'appendice la proposition qui affirme que, pour
mcZ?et ke,
P\ P,, = o - F(21(m — k) Pp.

De la, d’apres I'inégalité ([.3.7)) de I'hypothese M(ii), on a pour f € QODom(hg))) :

1M Qofl? = 3 |lo - F2n(m — k) Puf|? = K& Y (27jm — k|)*| P f|I?
m#0 m#0

> Kgm Y ||Pu £
m#0

O

Pour un opérateur auto-adjoint 7' et une projection orthogonale ), on définit ’en-
semble résolvant

po(T) :=={z € C tels que Q(T —2)Q : Im@Q — Im@) est inversible} .
On pose
RO(Z) = (Qo(hl(<0) - Z)QO[ImQ0)71> z € on(hl(<0))7
R(Z) = (Q0<hk(av 5) - Z)QO[ImQ0)71> Z € PQo (hk(a>ﬁ))

Pour i € {1,2,3}, on définit les opérateurs U; : L*(2,C?) — ImQq et W; : ImQy —
L*(Q,C?) par :

Wi = /B(\/Ixialo:)Qo et U = \/BQosgn(xia)y/Xial

Lemme 1.38. [l existe C' > 0 indépendant de o €]0,1/2] et > 0 tel que pour tout
|z] < K{m4/2 et tous j,1
W, Ro(2)Ui]| < CaB.
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Démonstration. Grace au lemme [[.37 on a, pour ]z\ Kjm?/2,

[Ro(2)] < K, ek (1.3.36)

La premiere identité de la résolvante nous donne que pour 7,1 =1,2,3 :
W;Ro(2)Up =W, Ro()U; + (2 — )W, Ro(1)*U,

+ (2 — 1)*W;Ro(i) Ro(2) Ro (1)U, (1.3.37)

Nous estimerons 'un apres ’autre chacun des termes du second membre de ([.3.37]).

Puisque h;co) commute avec les projections P, on a
Ro(i) = (B =)' = (Po(hY — 1) Poltmp,) " (1.3.38)
Notons que, vu la définition de U; et W}, on a que pour tout z tel que |z| < Kjm?/2
W;(Po(hy — 2) Poltmpy) ~"Us = 0. (1.3.39)

L’identité ([.3.38) avec les inégalités ([.3.34) et ([.3.39) impliquent qu’il existe ¢ > 0
tel que pour |a] < 1/2 et tout k €

W, Ro())Uil| = [|W;(hy) — 1)U
< efat.

Cela borne le premier terme du second membre de (|[.3.37)).
Pour estimer le deuxiéeme, commencons par remarquer que

(hio) -7 = (Qo(h/(co) —1)Qolmqo) > + <P0(h’(€0) = 1) Poltary) ™

il est facile de voir que I'équation ([[.3.39) reste vraie avec une puissance -2. Ainsi,

(1.3.40)

(2 — )W, Ro()2Ui]| = || (= — i>wj<h§f’ |

12,-2d
<1+ B a0 =0 Y )yl (1.3.41)

< Cﬁad/a

pour un certain C' > 0 indépendant de « et 3, ou on a utilisé dans la derniere
inégalité.

Enfin, majorons le dernier terme du second membre de . On remarque que,
d’apres les inégalités ([.3.33) et (I.3.35)), il existe ¢, C' > 0 tels que pour tout o < 1/2

I/ 1l R < 1/ Il (i = 5711+ 11y Ixa Po (Po (s — 1) Po) |
< eval +ca < C’ﬁ
De la, grace a ([.3.36]) et (1.3.35)),
1z = )*W;Ro (i) Ro(2) Ro () Ui
< Blz =iy Ixal Ro@ [ Ro(2) I Ro (D) y/Ixal
< OBz —iffat.

La somme de cette derniere inégalité, de (I.3.40)) et de ([.3.41)) (au vu de (I.3.37))) permet

de conclure. O
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Lemme 1.39. Soit

S ={z € pay(hy") : sup [W;Ro(2) U] < 1/3}.
s

Alors, pour tout z € S, on a z € pg,(hi(c, B)).

Démonstration. Soit z € SNR. Posons z. = z+1ie. L’ensemble S étant ouvert, pour € > 0
assez petit z. € S. Notons U = (Uy, Uy, Us) et W = (W, Wy, W3). La deuxiéme identité
de la résolvante appliquée plusieurs fois nous donne que pour tout N > 0 :

R(z) = Ro(z) <Z<_1)n (UWTRy(2))" + TNH)

n=0
avec N
Tni1 = (- (UWTRO(ZE)> UWTR(z).
Or on a
N
(UWTRy(2)) = > U, Wi, Ro(2)Us, .. Wiy_, Ro(2) Ui Wiy Ro(2)
T genes iN
donc

N-1
H(UWTRO(ZG))NH <3V <Sup HWjRo(ze)UlH>
4l
qui tend vers 0 quand N — oo car z. € S.
Ainsi, a € fixé, on a
R(z) = Ro(2) Y (-1)" (UW" Ro(20))". (1.3.42)

n=0

Grace a la définition de § et a I’équation ([.3.36]), on trouve que cette résolvante est
bornée uniformément en €. On peut donc passer a la limite quand € — 0 et ainsi

Vz € S5z € pgy(hi(a, B)).

O

Nous pouvons maintenant nous intéresser a l'inversibilité de l'opérateur de Feshbach
Fp,(2) pour a® B assez petit. A cet effet, nous allons utiliser les deux lemmes suivants
(équivalents aux lemmes 2.2 et 2.3 de [0]) :

Lemme 1.40. [l existe une constante § €)0, 1] telle que, pour tous o €]0,1/2[ et 5 > 0
vérifiant a® B < 6, Qo(hi(a, B) — 2)Qo est inversible sur l'image de Qo pour tous z €
[—K{m?/2, Kjm?/2] et k € Q.

Démonstration. La preuve de ce lemme vient directement du lemme [[.39 car z € S lorsque
a® B est assez petit, d’apres le lemme m O

Posons

Bry(2) = B PoXs - 0Qo(Qo(hi(a, ) — 2)Q0) ' QoX. - o Fo.
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Lemme 1.41. [l eziste deux constantes § €]0,1[ et C' > 0 telles que, pour tous o €]0,1/2]
et > 0 vérifiant a® B < 8, on a

1Bry (2)3]| < CH2* |9
pour tous z € [—Kjr?/2, K[7?/2], k € Q et @ € L*(Q,C?).
Démonstration. D’apres ’équation ([.3.42)), on a

R(z) = Ro(2) + Ro(2) 3_(=1)" (UWT Ry(2))"

n=1

= Ro(2) = Ro(2) 3 (=1)"U (W Ro(2)U )" W7 Ry (2)

n=0

= Ry(2) — Ro(2)U(Is + WTRy(2)U) "W Ry(2).

Notons que W' Ry(2)U est un opérateur agissant sur (L%($, C2))*.
La définition de Bp, et ces inégalités nous donnent 2 termes a estimer. D’une part,

B2 Poxe - @ Ro(2)Xa - @ Poll < BlIPolxal" 1 22 WiRo(2)Uj [ [ x|/ Poll
2y
g 6/62062+d/,

ou on a utilisé le lemme et (L.3.33)).
D’autre part, en supposant que a? 3 est assez petit pour que |[W7T Ry(2)U|| < 1/2, on

a
B2 Pox, - 0 Ro(2)U(Is + W Ry(2)U) "W Ry(2)x,, - 0P|
< BlIPolxal 21 D IIWiRo(2) Uy 1| (Is + W Ro(2)U) |
2
X S IWiRo(2)Uj | [1xal* Poll < B2+
i,
Cette derniere inégalité ainsi que ([.3.3) permettent de conclure la preuve. O

Preuve du théoréme[[.30. Au vu de ([.3.29)), il suffit de montrer I'inversibilité de I'opéra-
teur de Feshbach uniformément en k € ). D’apres les lemmes et |[.41}, on a que pour
tout ¥ € PyL*(9, C?)

1R (2) | = [|(Po(hu(a, B) — z) Fo) || — |1 Br, (2) 9

> /
> (B02IZ0 12— ca ) ]

On peut alors conclure en prenant o 5 assez petit pour que % > ca® 3. Le théoréme est

alors prouvé avec C' = 3. O]
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Chapitre 11

Milieux désordonnés

II.1 Localisation d’Anderson

I1.1.1 Opérateurs aléatoires

Dans la premiere partie, nous avons étudié des cristaux idéaux, c’est-a-dire des sys-
temes rigoureusement périodiques. Néanmoins, les systemes que 'on rencontre dans la
nature ne sont pas exactement périodiques. Différents types de désordre peuvent appa-
raitre : les atomes peuvent ne pas étre précisément sur le point du réseau, le matériau
peut étre en fait un mélange de différents types d’atomes... Il est facile de voir que, lorsque
le systéme n’est plus périodique, les théories utilisées dans la partie 1 (transformations
de Fourier et de Bloch-Floquet) ne sont plus utilisables. Nous conserverons les principales
hypotheses, a savoir que le solide remplit tout 1’espace, que les noyaux sont fixes et que
les interactions entre électrons sont négligeables. Le hamiltonien aura donc une forme

ressemblant a celle de ([.1.2)) :
H, = —A+V, sur L*(R) (IL.1.1)

ou V,, dépend maintenant d’une variable aléatoire w. On peut également considérer un
modele des liaisons étroites, pour lequel le hamiltonien s’écrira

H,=—-A+V, sur *(T) (I1.1.2)

ou —A désigne ici le laplacien discret donné par la matrice d’adjacence du graphe. Enfin,
et cela fera I'objet d’une section dédiée, nous pouvons aussi introduire de 1’aléatoire dans
un modele utilisant I'opérateur de Dirac. Le hamiltonien est alors de la forme

H, = Dy+V,, sur L*(R* C?). (I1.1.3)

Il est donc nécessaire pour traiter ce genre de problemes de disposer d'une théorie
des opérateurs aléatoires. Nous allons en donner les principaux résultats, présentés par
exemple dans [36].

Définition I1.1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et H un espace de Hilbert sépa-
rable.

Une famille (A,,)uecq d’opérateurs bornés est dite faiblement mesurable si chacune des
fonctions w +— (¢, Au1), pour ¢, € H, est mesurable.

Une famille (B, )wen d’opérateurs non bornés est dite mesurable si pour toute fonction
borélienne bornée f : C — C la famille (f(A,)) est faiblement mesurable.
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On appelle opérateur aléatoire sur (2, F,P) une famille mesurable d’opérateurs non
bornés.

La propriété centrale de la théorie des opérateurs aléatoires est I'ergodicité. Grossie-
rement, cela consiste a dire que toutes les parties du systeme sont équivalentes.

Définition I1.2. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, I un ensemble et (7;);c; une famille
de fonctions de €2 dans lui-méme préservant la mesure, c¢’est-a-dire telle que pour tout
A € F on ait P(T; 'A) = P(A). Un ensemble A € F est dit invariant par cette famille si
T 'A = A pour tout i € I. La famille (T;) est dite I-ergodique si tout ensemble invariant
a pour probabilité 0 ou 1.

Un opérateur aléatoire H, sur un espace H est dit ergodique s’il existe une famille (U;)
d’opérateurs unitaires sur H et une famille (7;) ergodique sur (2 telles que pour tout i € [

H,., =UH,U: (IL.1.4)

Le principal intérét de l'ergodicité est que le spectre est alors déterministe, comme
I'indique le théoreme suivant dii a Pastur.

Théoréme I1.3 ([53], corollaire 1). Soit H, un opérateur aléatoire ergodique auto-adjoint
sur un espace de Hilbert séparable H. 1l existe un ensemble ¥ C R tel que

P(o(H,) =%) = 1.

Mieux encore, la décomposition en composantes du spectre est elle aussi presque siire-
ment constante, comme l'indique le théoreme suivant di a Kunz et Souillard d’une part
et a Kirsch et Martinelli d’autre part.

Théoréme I1.4 ([43], théoreme IV.2, [37], théoreme 1). Soit H, un opérateur aléatoire
ergodique auto-adjoint. Il existe des ensembles ¥, Yo et Xse C R tels que

Oac(Hy,) = X4c presque strement ;

opp(H,) = X, presque sirement ;

0s.(Hy,) = X presque strement.

Nous verrons que contrairement au cas périodique, le spectre n’est pas purement ab-
solument continu. En revanche, on peut montrer que sous certaines conditions le spectre
discret est vide. Il faut pour cela que la famille (U;) soit « assez grande ». Ce résultat est
présenté dans [35].

On appelle ensemble total une partie de H dont l'orthogonal est nul. Pour ¢ € ‘H, on
note Ay, = {U;¢,i € I}. Une famille d’opérateurs unitaires est dite compléte s’il existe un
ensemble total de ¢ € H tel que A, contienne une famille infinie de vecteurs deux a deux
orthogonaux.

Le résultat est le suivant.

Théoréme I1.5 ([35], chapitre 4, théoreme 3). Soit H,, un opérateur ergodique tel que la
famille d’unitaires associée (U;) est compléte. Alors o4is(H,) = @ P-presque strement.

Si le spectre purement ponctuel, c¢’est-a-dire I'adhérence de I’ensemble des valeurs
propres, est le méme pour presque tous les w, les valeurs propres (de multiplicité finie) ne
sont en revanche presque jamais les mémes.
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Proposition I1.6 ([35], chapitre 4, corollaire 1). Tout A € R n’est pas, avec probabilité
1, valeur propre de multiplicité finie de H,,.

Nous pouvons avoir plus d’informations sur le spectre d’un opérateur ergodique avec
des hypotheses supplémentaires. Nous introduisons donc la notion d’opérateur ergodique
au sens de Kirsch, d’apres [35], qu’il ne faudra pas confondre avec celle d’opérateur stan-
dard au sens de Klein (définition [[T.14).

Définition II.7. On dit qu'une famille ergodique (H,),cq est standard au sens de Kirsch
Si:

1. Q est un espace polonais et la tribu associée contient les boréliens de (2.

2. Il existe un ensemble )y de probabilité 1 tel que H, est auto-adjoint pour tout
w € ) et la fonction w — H,, restreinte a 2y est continue au sens que si w; — w
alors H,, — H, avec une convergence forte en résolvante.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme I1.8 ([35], chapitre 6, théoreme 1). Si H,, est une famille ergodique standard
(au sens de Kirsch) pour l’ensemble Q, alors

o(H,) CX
pour tout w € supp(P) N Q.

La décomposition en composantes du spectre peut sembler a premiere vue tres arti-
ficielle; elle est en réalité fortement reliée au comportement du systeme physique décrit
par le hamiltonien. Les résultats sur ce sujet sont connus sous le nom de « théoreme
RAGE », d’apres les initiales de Ruelle, Amrein, Georgescu et Enss qui ont, par leurs
travaux successifs, prouvé ces résultats.

Théoreme I1.9 ([61], théoreme 5.8). Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de
Hilbert séparable H et K,, une suite d’opérateurs relativement compacts qui converge vers
lidentité. On a alors :

Hpp = {1 € H, lim sup [|(1 — K, )e || = 0}, (I1.1.5)
n oot>0

He = Holim lim — [ [ Kpe A de = 0 I1.1.6

=1y e mg&g{g@;/ﬂ [ e 9 [|dt = 0} (IL.1.6)

Ce résultat a une interprétation tres claire si 'on prend pour K,, 'opérateur de mul-
tiplication par la fonction indicatrice de la boule centrée sur 'origine et de rayon n. La
premiere égalité dit alors que, si une particule est a I'instant initial dans un état de H,y,
étant donné une erreur e, il existe une boule de taille R telle que la particule restera dans
cette boule pour des temps arbitrairement grands avec probabilité supérieure a 1 — €. Les
¢léments de H,, sont donc appelés états liés.

La deuxieme inégalité signifie que, si une particule est a l'instant initial dans un état
de H., étant donné une erreur e, il existe une boule telle que, pour un temps 7T assez
grand, le probabilité de présence moyenne de la particule dans la boule entre 0 et T" est
inférieure a €. De tels états sont donc appelés états de diffusion.
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I1.1.2 Le phénomene de localisation

Le phénomene le plus remarquable de la théorie des opérateurs aléatoires est la lo-
calisation d’Anderson. Celle-ci a été mise en avant pour la premiere fois par Anderson
en 1958 [3]. Elle consiste en I'absence de diffusion des ondes dans un milieu désordonné.
En quelque sorte, le matériau désordonné devient isolant la ot il devrait étre conducteur,
c’est-a-dire dans les bandes permises.

Mathématiquement, la localisation peut étre définie des plusieurs fagons. Les princi-
pales sont les suivantes.

Définition I1.10. Soit H,, un opérateur aléatoire ergodique et I un intervalle ouvert.

1. On dit que H, présente de la localisation spectrale dans I si son spectre dans I est
purement ponctuel, c’est-a-dire que XNI1 =%, NI # et X, NI =32, NI =D.

2. On dit que H, présente de la localisation dynamique dans I si ¥ N[ # & et, pour
P-presque tout w, tout intervalle compact J C I et tout ¢ € ‘H a support compact,

on a
sup H(w)ng(J)e_itHw@DH < oo pour tout n € N. (IL.1.7)
teR

On voit que, d’apres le théoreme RAGE, la localisation dynamique implique la loca-
lisation spectrale. En revanche, la réciproque est fausse. Un contre-exemple est présenté
dans [I5]. Les auteurs considerent 'opérateur défini sur £%(Z) par

Hou(n) =u(n+1) +u(n — 1) + Vy(n)u(n)

ol
Va(n) = 3cos(2mran + 0) + Aoy,

a étant un nombre irrationnel et A > 0. Ils montrent que, d’une part, le spectre de
Hy est purement ponctuel pour presque tout # € R et que, d’autre part, en notant
() (t) = (e M5y, x2eHogy) on a pour tout § > 0 que f;”—fg n’est pas borné quand ¢
tend vers +oo. Il n’y a donc pas de localisation dynamique. Cela provient du fait que les

largeurs caractéristiques des vecteurs propres ne sont pas bornées.

II.2 Preuve de la localisation : ’analyse multi-échelles

Une des deux principales méthodes pour prouver des résultats de localisation s’appelle
'analyse multi-échelles. Elle trouve son origine dans les travaux de Frohlich et Spencer [23]
puis de Fréhlich, Martinelli, Scoppola et Spencer[24] pour des modeles sur Z<. Elle a été
ensuite étendue aux modeles continus par Combes et Hislop [14] pour montrer la locali-
sation spectrale. Une version améliorée permettant d’obtenir la localisation dynamique a
été développée par Germinet et De Bievre [26].

La version la plus aboutie, qui est celle que nous utilisons, est I'ceuvre de Germinet
et Klein [27]. Nous en donnons ici les éléments essentiels. Elle est présentée de facon
synthétique dans le livre [40].

L’autre méthode, dont 'idée premiere revient a Aizenman et Molchanov dans [I],
s’appelle la méthode des moments fractionnaires. Elle ne sera pas développée ici; on
pourra en trouver une présentation détaillée dans le livre d’Aizenman et Warzel [2].
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I1.2.1 Fonctions propres généralisées

L’idée pour montrer la localisation (spectrale mais aussi dynamique) est assez simple :
il s’agit de prendre un élément du spectre et de montrer qu’il s’agit presque stirement
d’une valeur propre. Pour cela, il faut introduire la notion de fonction propre généralisée.
Nous suivrons I'approche proposée par [40] qui reprend les travaux de Klein, Koines et
Seifert dans [42].

On pose H = L*(R? C"). On introduit également des espaces a poids, pour v > d/4 :

Hy = LA(RY, (x)*dz; C™).

Les fonctions de H_ ont une croissance au plus polynomiale. On définit la dualité entre
H, et H_ par

(D1, P2)my 1 = /Rdm-gbg(w)dw

lorsque ¢; € Hy et ¢o € H_. Notons T l'opérateur auto-adjoint défini sur H par la
multiplication par (z)?”. Il est & noter que 7! est borné.

Nous fixerons a partir de maintenant un v > d/4. Grossiérement, une fonction propre
généralisée est une fonction propre qui n’est pas dans L?. L’existence des fonctions propres
généralisées est garantie des qu’est vérifiée la propriété suivante.

Propriété 11.11 (GEE). On dit qu’un opérateur ergodique H, posséde la propriété des
fonctions propres généralisées sur une intervalle I si
1. L’ensemble
Dom = {¢ € Dom(H,) " H, H,¢ € Hy}
est dense dans Hy et un ceur pour H, avec probabilité 1.

2. 1l existe une fonction continue bornée f sur R, strictement positive sur le spectre de
H,,, telle que
try, (T~ f(Ho) E(INJ)T7Y) < o0

avec probabilité 1.

Définition I1.12. Une fonction mesurable 1) : R? — C" est une fonction propre généra-
lisée de H,, associée a la valeur propre généralisée A, si ¢ € H_\{0} et

<Hw¢7 ¢>H+,H, - )\<¢7 ¢>H+,’H77 pour tout Qb € Domi

Le premier point de (GEE) implique qu’'une fonction propre généralisée qui est dans
‘H est une fonction propre stricto sensu. Le second point implique que la fonction qui a
un borélien J associe

peo(J) = trag (T f(HL) E(1)T )

est une mesure spectrale pour la restriction de H, a l'espace E,(I)H. On peut alors
montrer que p,-presque tout A est une valeur propre généralisée. La preuve s’appuie sur
le théoreme de Radon-Nikodym et figure dans la section 3 de [42].

Nous aurons besoin d'une propriété uniforme pour pouvoir montrer des résultats en
moyenne quadratique.

Propriété 11.13 (SGEE). On a (GEE) et
E{[tr(T f(H,) Eo (DT 1)]*} < o0.
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I1.2.2 Opérateurs en volume fini

Il serait difficile, pour tenter de montrer la localisation, de regarder directement I'opé-
rateur H, défini sur tout l'espace. En effet, son spectre est formé de bandes (que I'on
espere densément remplies de valeurs propres) et son spectre discret est vide. Pour re-
médier a cela, on va définir des opérateurs tronqués qui possederont un spectre discret.
L’enjeu de l'analyse multi-échelles sera d’obtenir des informations sur I'opérateur agis-
sant sur tout ’espace a partir de celles qu’on possede sur 'opérateur en volume fini. En
I'occurence, les volumes finis que nous considérons sont des (hyper)cubes appelés boites.

Dans toute la suite, nous utiliserons sur R? la norme sup : |x| = max{|z;| : i =
1,...,d}. Par Ap(x), nous noterons la boite ouverte de taille L > 0 centrée en & € R :

L
Ap(z) ={y e R% |y —z| < 5t

et par Az (z) la boite fermée. Pour pouvoir assembler les boites entre elles, on supposera
en général que € Z? et L € 2N. Dans ce cas, nous définissons la couronne périphérique
par

TL(.’,C) = /_\L_l(ai)\AL_g(.’L‘).

Nous noterons A; C Az (x) lorsqu’une petite boite A; est complétement entourée par
la couronne Y (x) d’'une plus grande boite Ay (x). Plus précisément, cela signifie que si
xeZlet L>1+3onal CAps(x).

Comme annoncé, nous allons chercher a définir des opérateurs pour lesquels « le
désordre est uniquement dans une boite Ap(x) ». La facon traditionnelle de définir les
opérateurs en volume fini est de restreindre le hamiltonien sur I’espace entier a la boite,
en mettant en général des conditions au bord périodiques. Dans notre étude de 'opérateur
de Dirac dans la section suivante, nous suivrons la méthode déja utilisée dans [14], 4] qui
consiste a prendre un opérateur agissant sur tout 1’espace en restreignant simplement le
potentiel aléatoire a la boite. La condition la plus générale, due a Klein, est la suivante.

Définition I1.14 ([40], définition 4.3). On dit qu'un opérateur ergodique H, est standard
au sens de Klein si pour tous x € Z¢, L € N il existe une fonction mesurable H., ; de
vers P'espace des opérateurs auto-adjoints sur L?(R¢,C") telle que

U(y>Hw,m,LU(_y) - HTyw,m+y,L
ou 7 et U sont les opérateurs définis dans ([1.1.4)).

Les opérateurs en volume fini doivent vérifier plusieurs propriétés pour qu’on puisse
utiliser ’analyse multi-échelles.

Définition I1.15. Un événement est dit basé dans une boite Ar(x) s'il est déterminé par
des conditions sur les opérateurs de volume fini (Hy, z 1.)wea-

On note alors Ry, 4. 1(2) = (Hy e — )" la résolvante de H, 4 1 et E, . () la famille
de projecteurs spectraux associée.
La premiere propriété est une propriété d’indépendance des événements distants.

Propriété 11.16 (IAD). Des événements basés dans des boites disjointes sont indépen-
dants.
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Les propriétés suivantes sont a vérifier sur un intervalle fixé I. Introduisons ici quelques
notations relatives aux boites. Pour x € Z% et L > 0, on note Y, 1, la fonction indicatrice
de AL(x) et Xz := Xa1- Quand L € 2N, on notera I'; 1, la fonction indicatrice de Yy (x)

La premiere propriété a vérifier, appelée inégalité de Simon-Lieb, permet de relier les
résolvantes des opérateurs a différentes échelles.

Propriété I1.17 (SLI). Pour tout intervalle compact J C I il existe une constante finie
vy telle que, étant donné L, I', 1" € 2N, x, y, y' € Z% tels que Ap(y) C Ap(y') © Ap(x),
pour P-presque tout w, si E € J et E ¢ 0(Hy 1) Uo(Hyyr) ona

IPa, 2 R, () Xy | < 77Dy 0 Bosyr s (B) Xy [ Ve, £ R, 1. () Ly (IL.2.1)

La deuxieme propriété a vérifier permet d’obtenir une décroissance des fonctions
propres généralisées a partir des résolvantes des opérateurs en volume fini.

Propriété 11.18 (EDI). Pour tout intervalle compact J C I il existe une constante finie
7y telle que pour P-presque tout w, étant donné une fonction propre généralisée v de H,
associée a une valeur propre généralisée E € J, on a, pour tous © € Z* et L € 2N avec

Ed¢o(Hyzr) :
IXa | < ¥lT L Ro . (B) Xa [Tz, 901

La troisiéme propriété est une majoration du nombre moyen de valeurs propres d’un
opérateur en volume fini dans un intervalle donné.

Propriété 11.19 (NE). Pour tout intervalle compact J C I, il existe une constante finie
C; telle que, pour tous x € Z¢ et L € 2N,

E (tr (E,..(J))) < CyL%

La quatrieme propriété est appelée inégalité de Wegner. Elle affirme qu’on peut majorer
la probabilité qu'un opérateur en volume fini ait une valeur propre dans un intervalle donné
par une puissance du volume et la longueur de I'intervalle.

Propriété 11.20 (W). Pour un certain b > 1, il existe pour tout sous-intervalle J de I
une constante (Q; telle que

P{dist(0(H,»1), E) < n} < QmL", (I1.2.2)
pour tous E € J,0<n <1, z€Zand L € 2N.

La derniere condition a vérifier est la décroissance de la résolvante d’'un opérateur
en volume finie qui nous permettra d’initialiser I’analyse multi-échelles. Contrairement
aux précédentes, cette propriété dépend de 3 parametres, § > bd, Ly € 6N et Ey €
RN p(Hy,0,1,) Pour au moins certaines valeurs de w.

Propriété 11.21 (H1(0, Ey, Lo))-

P {HFO,Lon,O,LO(EO)XO,LU/SH < ng} >1——.
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I1.2.3 L’analyse multi-échelles

Nous pouvons maintenant expliquer comment prouver la localisation lorsque les pro-
priétés ci-dessus sont vérifiées.

Commencons par donner deux nouvelles facons, plus techniques de définir la localisa-
tion. H,, sera toujours un opérateur aléatoire ergodique.

Définition II1.22. 1. On dit que H, présente de la localisation exponentielle (EL)
sur [ si elle y présente de la localisation spectrale et que les fonctions propres
généralisées sont exponentiellement décroissantes, au sens ou, pour toute fonction

propre généralisée 9, il existe C' et m > 0 tels que, pour tout = € R?, ||xzy| <
Ce ™l
2. On dit que H, présente de la décroissance sous-exponentielle forte du noyau en

norme Hilbert-Schmidt (SSEHSKD) sur [ si ¥ N1 # & et pour tout sous-intervalle
compact J C I et tout ¢ €]0, 1], il existe une constante C; telle que

E{ sup IIXme(J)f(Hw)xylli} < Oy, (11.2.3)

Ifllco<1

pour tous x, y € Z%, la borne supérieure étant prise sur toutes les fonctions boré-
liennes f d’une variable réelle, avec || f|l = sup,cg |f(t)| et || - ||2 la norme Hilbert-
Schmidt.

On notera, a la suite de [40], Xg; (resp. Xssenskp) 'ensemble des points dont il
existe un voisinage sur lequel H,, vérifie la propriété (EL) (resp. (SSEHSKD)).

Il est clair que chacune de ces 2 propriétés implique la localisation spectrale. De plus,
(SSEHSKD) implique également la localisation dynamique. Nous chercherons donc & mon-
trer ces propriétés, ce qui nous permettra d’obtenir les propriétés classiques de localisation.

Nous allons voir qu’on peut obtenir la localisation a partir de décroissances de ré-
solvantes. L’idée de I'analyse multi-échelles est de partir de décroissances de résolvantes
d’opérateurs sur des petites boites avec une certaine probabilité et d’obtenir des meilleures
estimations sur des boites plus grandes avec une probabilité plus grande.

Définition I1.23. Etant donné E € R, € Z% et L € 6N avec F ¢ 0(H, 1), on dit que
la boite Ap(x) est (w, m, E)-réguliere pour un certain m > 0 si

T R £ (B)Xa 13| < 52, (11.2.4)

Pour s’assurer qu’il y a un nombre entier de petites boites dans une grande boite, on
ne prend que des boites dont le c6té est dans 6N. Ainsi, dans la suite, on notera

[L]gn = sup{n € 6N|n < L}.
Définition I1.24. Pour =, y € Z¢, L € 6N, m > 0 et I C R un intervalle, on note

R(m7 L7 ]7 w? y)

I1.2.5
= {w;pour tout E' € I, Ar(x) ou Ar(y) est (w, m, E')-réguliere.} . ( )

La région d’analyse multi-échelles ;964 pour H, est I’ensemble des F dans le spectre
presque str X tels qu’il existe un intervalle I 5 FE tel que, étant donné (, 0 < ( < 1 et a,
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1 < o < (71, il existe une longueur Ly € 6N et une masse m > 0 telles que, si on pose
Ly = [LY]en, k=0,1,...,0na

P{R(m, Ly, I,z,y)t >1—ec 5

pour tous k € N, x, y € Z¢ vérifiant |z — y| > L.

Théoréme II1.25 (Analyse multi-échelles - [40], théoréme 5.4p. 136). Soit H, un opéra-
teur ergodique standard au sens de Klein vérifiant (IAD), ainsi que les propriétés (SLI),
(NE) et (W) sur un intervalle ouvert I. En notant 3 le spectre presque sir de H,, et, pour
b comme dans , étant donné 0 > bd, pour chaque E € I il existe une longueur finie
Ly(E) = Ly(E,b,d) > 0 bornée sur les sous-intervalles compacts de I telle que, si pour
un Ey € XN I donné on a (H1)(0, Ey, Lo) a une échelle Ly € 6N avec Ly > Lo(Ey), alors
Ey € Xysa.

Nous ne donnerons pas en détail la preuve de ce théoreme qui est tres technique. Les
différentes étapes du raisonnement sont présentées dans I’annexe Bl Nous allons donner
ici simplement la « philosophie » de I’analyse multi-échelles.

Cette analyse consiste en un raisonnement par récurrence. L’étape initiale est donnée,
soit par la propriété (H1), soit par un résultat d’'une précédente analyse multi-échelles.
Voyons maintenant comment on passe d'une échelle a I'autre, disons de ’échelle [ a I’échelle
L. On cherche a obtenir une majoration sur des quantités de type

||FCU,LRUJ7£B,LX;E’% ||
a partir de majorations sur des

I Fy,lRw,y,le,% |

pour différents y. La premiere étape va étre de décomposer la quantité souhaitée en somme
de quantités de la forme

HFiE,LRw,E,LXy’% ”

pour des y tels que les A L (y) forment une partition de A L (x).

La propriété essentielle passer d’'une échelle a 'autre est 1'inégalité (SLI). Plus préci-
sément, nous utilisons la variante suivante :

T, R (B)Xyay3ll < 395y Ryt (E)Xyas3llIT L Roo . () Dyragsll - (11.2.6)

pour un certain y” € éZd tel que |y” —y| = é
Si on suppose que la boite Aj(y) est (w, m, E)-réguliere, alors on a

1T,z Rz, (B) Xy /3] < 3y e 1T, r R, (E) Dyrr 3] (IL.2.7)

On reconnalt dans le dernier facteur du second membre une quantité du méme type que
celle dans le premier membre. On va donc réitérer 'application de (I1.2.6)) et trouver

1
ITa,2 Rt (B) Xyl < (3%v567"2)V||Tg 1 Ruyor.(E)Ly /3] (IL.2.8)

On peut continuer a faire ¢a tant que y, reste dans la boite Ay(x), c’est-a-dire jusqu’a
N de l'ordre de % au moins (puisqu’on se déplace d'une distance [ a chaque fois). Nous
n’entrerons pas dans le détail de ce que ¢a veut dire; le lecteur pourra se référer a [40)]
pour une preuve précise.
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On a alors que
Tz Rowon(B)Xyuysll < Ce™™ 7| Ty p R . (E)Ty s (I1.2.9)

pour m' < m.

Il reste alors a majorer le dernier facteur : cela se fait grace a (W) qui nous affirme
qu’il est plus petit que L*, pour un certain s tel que bd < s < as < #, avec probabilité
importante.

Ce schéma semble convaincant mais il ne fonctionne en réalité pas. En effet, nous avons
supposé que toutes les boites A;(y,) étaient (w,m, E)-régulieres et qu’en plus || Ry 41|
était petite. Cela ne se produit, selon les hypotheses, qu’avec une probabilité trop faible
pour que la suite des probabilités ne tende pas vers 0 au fil des étapes.

La solution consiste a supposer qu’il existe au plus une boite qui n’est pas réguliere
(au sens ol on ne peut pas trouver 2 mauvaises boites disjointes). On peut montrer que
dans ce cas la probabilité est assez élevée. Il faut en revanche prendre plus de précaution
pour majorer les ||I'y, 1R, i1(E)Xy, 1/3]]- Sila boite Aj(y,) est réguliere, alors tout se passe
comme précédemment. Dans le cas contraire, on majorera la quantité grace a (W). La
puissance N sera légerement moins élévée mais toujours de 1'ordre de % Cela permettra
donc de conclure.

Les résultats de I’analyse multi-échelles nous permettent ensuite d’obtenir la localisa-
tion.

Théoréme I1.26 (Localisation - [40], théoreme 6.1 p.139). Soit H, un opérateur ergodique
standard au sens de Klein vérifiant (IAD) et les propriétés (SGEE) et (EDI) dans un
intervalle ouvert I. Alors,

YymsaNI CYgprNYsspnskp NI

Idée de la preuve. Pour montrer la localisation spectrale, on prend FE € ;54N 1. On va
alors montrer que toute fonction propre généralisée associée a une valeur propre généralisée
dans un voisinage de E est exponentiellement décroissante. Comme 'opérateur possede
la propriété (GEE), cela permet de dire que le spectre est purement ponctuel au voisinage
de E.

Commencons par prendre xy € Z%. On fixe 8 > 1; on peut alors diviser Z% en une
famille d’anneaux (non disjoints) centrés sur xg :

Ap(o) = (Mogry,, (®0)\A2ry(ao)) N ZE.

On va considérer la famille d’événements

Ey(xo) = {w; AL, (x0) et Ar, () ne sont ni 'une, ni Pautre (w,m, E') — régulieres
pour certains E' € I et ® € Apy1(xo)}. (11.2.10)

Vu la définition de Xj;54, le lemme de Borel-Cantelli, nous permet d’affirmer que, avec
probabilité 1, Ex(xo) ne se produit qu'un nombre fini de fois. Il existe donc, pour presque
tout w, ki(w, o) tel que, pour k > ki, w ¢ Ex(xo).

Prenons alors une fonction propre généralisée ) de H, et choisissons x, tel que
Xz || # 0. Il est alors possible de trouver L' tel que A (xg) n’est pas (w, m, E)-réguliére
pour L > L'. Pour k assez grand pour que Lj > L', choisissons © € Ay, 1(xq) tel que

dist(x, ZN\ Appr (20)) = 2| — x0]. (I1.2.11)
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On applique alors la propriété (EDI) qui nous donne, vu que d’une part on est dans le

complémentaire de Ej(xg) et qu'ainsi Az, (x) est (w, m, E')-réguliere et que d’autre part
d—

T2 2] < dLE suppcr,, (o et

Ixall < dArLi e ™52 x|

pour un certain @ € Ty (x) C Agy1(xo) en raison de (I1.2.11]).
On peut répéter en remplacant & par x; et ainsi de suite pour trouver que

Ixatell < (7L e ™4/2) " [|xa,

avec |z, — x| < n (% — 1). On peut continuer a faire ¢a avec x,, € Axi1(xo) tant que

n (% — 1) < 2| — xo|. De plus, ¥ étant une fonction propre généralisée, elle est dans

v
H., on adone aue e, vl < (3)” e
On a donc finalement que

HX1¢H g e—am|w—mo|/2

pour un certain a < 1, la fonction propre généralisée est donc exponentiellement décrois-
sante. O

II.3 Résultats pour 'opérateur de Dirac

Nous présentons dans cette section des résultats de localisation pour des opérateurs
de Dirac aléatoires, visant a modéliser des feuilles de graphene désordonné. En effet, le
résultat de [6] suppose que la perforation du graphéne est parfaitement périodique. Cette
condition n’est évidemment pas remplie en réalité. Les physiciens se sont intéressés a cette
question dans [65]. Ils montrent numériquement que la lacune reste ouverte en présence
de désordre et qu’il existe des états localisés.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jean-Marie Barbaroux et Horia D. Cor-
nean et publié dans Documenta Mathematica : [1].

I1.3.1 Modéle et énoncé des résultats

Si notre objectif est de montrer des résultats de localisation pour 'opérateur de Dirac
en dimension 2, nous avons pu voir qu’il était possible d’obtenir les mémes résultats pour
une tres large classe d’opérateurs en toutes dimensions. Nous devons pour cela donner
quelques définitions.

Définition I1.27. Soit {o;}%, une famille de matrices hermitiennes n x n ot n,d >
Considérons I’opérateur lzneazre d’ordre 1 a coefficients constants :

d 8

densément défini sur L2(R¢, C"). Il est elliptique s’il existe C' > 0 tel que pour tous p € R?
et g € C" on a

l(o -p)alcm = Clpllza llqllcn- (I1.3.2)
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Si Ey € R, les fonctions

R'Sprsgy(p) = [(0-p—E—0)7'] €C 1<ij<n,

1

sont bien définies et, par ([I1.3.2)), il existe une constante C' < oo telle que

l9:5(P)| < C{P)™", 1<i,j<n (11.3.3)

ot (p) := /1 + |p|? pour une certaine norme | - | sur R%.
Une conséquence directe est que o - (—iV) est auto-adjoint sur l'espace de Sobolev

H'(RY,C).

Définition I1.28. On dit qu'un opérateur sur L*(R%,C") est un opérateur positif de
coefficients si c’est un opérateur inversible borné donné par la multiplication par une
fonction mesurable S(x) & valeurs dans I'espace des matrices hermitiennes n x n telle
qu’il existe deux constantes positives S telles que :

0<S_I, <S(x) < S 1y, (I1.3.4)
ou I, est la matrice identité de taille n.

Nous allons considérer des opérateurs du type
Hy=S5DyS + V) (I1.3.5)

ou Dy est un opérateur elliptique d’ordre 1 a coefficients constants comme dans ,
et S est un opérateur positif de coefficients comme dans . On suppose que la
fonction S € Wh>(R? H,,(C)), ot H, est 'espace des matrices hermitiennes n x n, est
Z4-périodique. On notera

DS = SD()S

Des opérateurs de ce genre apparaissent dans 1’étude de la propagation des ondes et sont
parfois appelés opérateurs d’onde classiques (cf. [42, [41]). Le potentiel Vy est lui aussi
Z%-périodique et appartient & L®(R% H,,).

Sous ces hypotheéses, 'opérateur Hy est auto-adjoint sur H*(R¢, C").

Hypothése 11.29 (existence d'une lacune spectrale). Le spectre de Hy contient une lacune
spectrale finie, que l'on notera |B_, By |.

Exemple I1.30. Les exemples les plus simples sont donnés par les opérateurs de Dirac
avec une masse g > 0 en dimension deux et trois, donnés respectivement par

Hy = 01(—10,,) + 02(—10,,) + pos sur LQ(]RZ, CQ),
ou les o, sont les matrices de Pauli. et
Hy=a - (—iV) + pp sur L*(R* C*),

ol a = (v, (g, avg), B désigne les matrices de Dirac

0 g; o 1 0
o 8) el )
Ces deux opérateurs sont tels que p(Hy) NR =] — p, pf (cf. [62]).
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Exemple I1.31. Les opérateurs étudiés par Barbaroux, Cornean et Stockmeyer dans [6],
que nous avons définis par I’équation ([.3.5)) et étudiés dans la section [[.3.2] vérifient aussi
cette hypothése d’aprés le théoréme [[.24]

Exemple 11.32. Dans [22], il est prouvé que certains opérateurs de la forme Dg comme
dans ([I.3.5)), représentant des opérateurs de Maxwell avec des constantes diélectriques
périodiques, peuvent aussi avoir des lacunes spectrales.

Pour des opérateurs satisfaisant I’hypothese |[1.29, on veut étudier I'effet de perturba-
tions aléatoires sur la lacune spectrale |B_, By[.
La perturbation aléatoire a valeurs matricielles V,,, qui décrit des défauts locaux, est

définie par
Vo= Nilwu(- — &(w) — 1),
ieZd

pour u, A; et & vérifiant 'hypothese [[1.33] ci-dessous. Le hamiltonien total est donc
Ho, = Hy + V. (I1.3.6)

Hypotheése 11.33. (i) Les variables aléatoires réelles {\;(w), 1 € Z?} sont indépendantes
et identiquement distribuées. Leur loi commune est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, avec une densité h telle que ||h||p~ < oo.

On suppose supp(h) = [—m, M| # {0} pour certains m et M positifs.
(ii) Les variables {&;(w), © € Z%} sont indépendantes et identiquement distribuées et sont
aussi indépendantes des Aj. Elles ont leurs valeurs dans Br avec 0 < R < %, ou Bgr
désigne la boule de R? de rayon R centrée a l'origine.
(iii) Le potentiel matriciel élémentaire u a un support compact supp(u) C [—2,2]¢. De
plus, u est continu presque partout, avec u € L® (R4, H.T), ou H, est l'espace des matrices
hermitiennes positives n X n.
(iv) La densité h décroit suffisamment vite prés de —m et M, c’est-a-dire que

0<P{A+m|<e} <P,

0 <P{|\— M| < e} <e/?h

pour un certain 5 > 0.

Remarque I1.34. Cette hypothese appelle quelques commentaires :

(i) Notre espace de probabilité Q2 = (supp(h))zd X (Bg)%" est muni de la mesure produit.
(ii) La périodicité de Vj et S ainsi que les hypotheses (i) et (ii) impliquent que la famille
{H,,w € Q} est une famille ergodique et a donc un spectre déterministe conformément
au théoreme 1.3 .

(iii) Un résultat standard sur les idéaux de trace, dii & Birman et Solomyak et présenté
par exemple dans [58, Theorem 4.1], affirme que

fx)g(—iV) e T, si f,g€ LYRY) pour 2<q< o0

avec
1 (2)g(=iV)lly < (2m) || fl| ol | s

ou 7, désigne 'idéal de trace et || - ||, la norme associée.
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Si ¢ > d, chaque g;; € LY(R?Y). Ainsi, si f € L1(R?, M,,(C)) on obtient que f(-)(Dy —
1 e 7, et qu'il existe une constante C' < oo telle que pour tous Ey € R et

i)
f € LYRY M,(C)) on a

A —1
7Yy = By =)y < € mas | ijlsscuey
Afin de simplifier les notations, nous omettrons parfois la structure matricielle des divers
objets et écrirons simplement, par exemple, ||f||z« au lieu de prendre le maximum sur
chacune des n? composantes.
Notons pour simplifier z = Ey +1i. On a

(Ds—2) " =S (Dy — 257215

et
(Do~ 287" = (Do~ 2) ™! = (Do = 2) (L, = §7)(Do — 257%) .

Une conséquence de ([1.3.4) est que les éléments de S et ceux de S~! sont globalement

bornées. De la, pour tout intervalle borné I C R, il existe une constante finie C'; telle que
pour tous Fg € [ et f € L9 0on a:

1£()(Ds = Eo — 1) Hlg < Cr [1fllze.

Si Fy €]B_, By[, (Hy— Ey)~! est un opérateur borné. De 14, en appliquant succesive-
ment la premiere identité de la résolvante pour passer de Ey a Fy+i et la deuxieme identité
de la résolvante pour obtenir (Dg— Ey—i)~! a gauche, on trouve que f(-)(Ho—Eo)~' € T,
si ¢ > d et que, pour tout sous-intervalle compact J de |B_, B[, il existe une constante
finie C} telle que pour tous Ey € J et f € L? on a :

1 () (Ho = o) llg < CGl1f s (IL3.7)

(iv) Les hypotheses (i)-(iii) impliquent que Vw, ||V,|lcc < C ol C est une constante finie
dépendant seulement de m, M, u et R.

(v) En conséquence, Popérateur H,, est auto-adjoint sur H*(R?¢, C") pour tout w.

(vi) Un autre résultat intéressant est le suivant. Etant donné une fonction de I'espace de
Schwartz y € S(R?,C), comme S € W1*°(R? M,,(C)), le commutateur [Hy, x] est borné.
En effet, on a :

[Ho, x] = 5 (0 (=1Vx)) 5.

On notera :
My, = max{m, M}  sup dul-—x; —1)|| < oo, (I1.3.8)
(@i)el— 1,312 ||ieze .
oll || - |l est la borne supérieure sur R? de la norme d’opérateur associée a la norme

euclidienne standard sur C". On rappelle que u est a support compact ; la série ci-dessus
ne comprend donc qu’'un nombre fini de termes non nuls.

Il nous faut ensuite une hypothese sur le spectre presque siir. Dans la proposition [[1.36]
nous donnerons une condition suffisante pour qu’elle soit vérifiée.
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Hypothese I1.35. Soit ¥ le spectre presque stur de H,. Alors il existe deux constantes
B, vérifiant B_ < B_ < B, < By telles que

SN (JB-,B[UB,, B,[)#@ et SNB., B.[=2,

c’est-a-dire que du spectre apparait dans la lacune mais que celle-ci n’est pas complétement
fermée.

Nous allons voir que cette hypothese peut étre vérifiée en général. Conformément au
théoreme nous avons des informations sur le spectre de H, pour tout w.

Montrons que nous avons affaire a une famille ergodique standard au sens de Kirsch
avec {29 = ). D’une part, €2 est un espace polonais comme produit dénombrable d’espaces
polonais lorsqu’il est muni de la distance classique sur un produit d’espaces métriques.
D’autre part, il suffit de prouver que pour tout ¢ € C>°(R%,C") on a H, ¢ — H,¢ quand
w; — w (cf. [57, théoreme VIII.25]).

Si w; — w € Q, alors pour tout ¢ € Z¢ \j(w;) — \i(w) et &;(w;) — &;(w). Alors (en
supposant pour simplifier que n = 1) :

|Ho — Hoo?
= [ X Dalwiu - &) — ) = Aw)ul- - &(w) - DI [0

i€Z4

Comme u est continue presque partout, la différence dans I'intégrale est bornée presque
partout et 'intégrande est borné par 4M?2 |¢|? qui est intégrable. En utilisant le théoréme
de convergence dominée, on trouve le résultat souhaité.

Notons que si &;(w) prend seulement des valeurs discrétes (ce qui inclus le cas ou elle
est constante), nous n’avons pas besoin de la continuité de w.

Le théoreme nous permet donc de conclure que

Vw e Q, o(H,) C X (I1.3.9)

Ainsi, ¥ ne dépend que du support de la loi des A;. De plus, XN[B_, B, ]| est caractérisé
par les deux propositions suivantes qui affirment que, sous les hypothéses et [[1.33]
on peut ajuster les parametres de facon que I’hypothese soit vérifiée et que du
« nouveau »spectre presque siir apparaisse dans la lacune de l'opérateur non perturbé,
sans toutefois la fermer totalement. De plus, le spectre presque str a exactement une
lacune dans une lacune de l'opérateur non perturbé. Les preuves seront données dans
I'appendice [C]

Proposition I1.36. Il existe u, m, et M comme dans l'hypotheése[II.33 tels que H,, vérifie
Uhypothése [I1.55,

Proposition I1.37 (Emplacement du spectre dans la lacune de Hy). Supposons qu’il
existe B' et B! comme dans [’hypothése|l1.35 Notons

B =sup{E€X|EXB} e B, =inf{EcX|E>DB,}
Alors [B_,B_] C ¥ et [BL,B.] C X.

Nos principaux résultats de localisation sont les suivants.
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Théoréme I1.38 (Localisation spectrale). Sous les hypothéses |11.29, |11.35 et (I1.35], il
existe deuxr constantes Ei vérifiant B < E_ < B’ et Bﬁr < Ey < By telles que
YN|E_, E.| n'est pas vide, purement ponctuel avec des valeurs propres denses dans les
intervalles, avec des fonctions propres exponentiellement décroissantes.

Théoréme I1.39 (Localisation dynamique). Supposons que les hypothéses
et [[T.3 sont vérifiées, et notons Ey les deux énergies introduites dans le théoréme [II.58,

Sir >0 et € LR C") da support compact, alors pour tout intervalle compact J C
(E—7E+)7

E{| 2] Eo(J)e )2} < oo (I1.3.10)

ou E,(J) désigne le projecteur spectral sur lintervalle J pour H, et E est l’espérance
associée a P.

Remarque I1.40. On notera que 'existence d’une lacune dans le spectre de l'opérateur
non perturbé (hypothese est capitale. En effet, reprenons le modele en dimension
1 donné par I'équation dans la section Si on ajoute un potentiel de masse
périodique, le hamiltonien étant alors

o d
_10'1@ + VZnerU3 + Vwa

on peut montrer avec des arguments semblables a ceux de [6] que le spectre a une lacune
autour de 0. Si V, vérifie 'hypothese [[I.33] alors on observe la localisation au bord des
bandes conformément aux théorémes ci-dessus.

En revanche, s’il n’y a pas de potentiel de masse, alors on a le méme hamiltonien que
dans I’équation , la seule différence étant que le potentiel dépend de w. L’analyse
que nous avons menée montre que ce hamiltonien ne peut avoir de fonction propre dans
L?. En effet, une telle fonction serait continue par un argument standard d’injection de
Sobolev. Comme elle vérifie I’équation , elle est nécessairement de classe C*, or les
solutions de cette équation ne sont pas de carré intégrable. Le spectre purement ponctuel
de cet opérateur est donc vide.

I11.3.2 Preuve de la localisation

Nous allons montrer ici que les conditions pour utiliser ’analyse multi-échelles sont
réunies dans le cas du modele présenté ci-dessus. En premier lieu, il est facile de voir
que Popérateur est standard au sens de Klein. Etant donné une boite Ap(x), on définit
lopérateur dit « en volume fini » (au sens ou la partie aléatoire n’agit que sur un volume
fini) par :

Hw,w,L = HQ -+ Z )\AW)U,( — £2<w)) = HO -+ Vw7$7L, (11311)

€A (x)NZ4

ot on a noté u; = u(- — ). Cet opérateur est auto-adjoint sur L*(R¢, C").
On rappelle qu'on note Ry, 4 1(2) = (Hyer — 2)~! la résolvante de H, 4.1 et F . 1(¢)
la famille de projecteurs spectraux associée.

Théoréme 11.41. Soit H, lopérateur défini par (11.3.6) vérifiant les hypothéses
et . Alors on a (IAD) et il existe deux constantes Ey véfifiant B_ < E_ < B_
et B, < B, < By telles que (SLI), (EDI), (NE), (W), (SGEE) et (H1(8, -,Ly)) pour et
Lo assez grands sont vérifiées sur XN E_, E.[. En conséquence, nous avons les propriétés
de localisation (EL) et (SSEHSKD) sur les intervalles constituant ¥N|E_, E.|.
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Démonstration. (IAD) est une conséquence directe de l'indépendance des variables aléa-
toires exigée par les hypotheses (i) et (ii).

Pour montrer (SLI), soit @, y, ¢, L, I et I comme dans la propriété . Considérons,
pour 0 € Z% et £ > 4, une fonction Yo, € C5°(R?, [0, 1]) valant 1 sur A,_3(0) et 0 en dehors
de Ay_5/2(0) et dont le gradient a une norme inférieure a 1. Posons E €]B_, B[ tel que
E §é O'(H%%L) U U(Hw7y’7l’)-

L’hypothese (iii) sur le support de u nous permet d’écrire l'identité H, X, =
Hw,m,L}Zy’,l’ et ainsi :

(Hw — E))Zy’,l’Rw,m,L(E) = Xy'' + Wy/,l/RM%L(E) (11.3.12)
ou
Wy’,l’ = [Hwaféy/,l/] = [HOaf(y’,l’]

est borné au vu de la remarque [L1.34] (vi).
Avec des arguments de support semblables, on a HyXy v = Hy 4 Xy v, CE qui, avec
I'identité ([I1.3.12]), donne I’équation de la résolvante géométrique :

)N(y’,l’Rw@,L(E) = Rw,y’,l’(E)f(y’,l’ + Rw,y/y(E)Wylyl/ijaL(E). <H313)

Multiplier a gauche par x, ;i et a droite par I'y 1, noter que Wy yp = 'y y Woy 'y 1,
Xy Tz = 0, et prendre la norme des adjoints conduit alors a I'inégalité ([I.2.1]).

Pour (EDI), on a, pour ¢ une fonction propre généralisée de H,, & laquelle est associée
la valeur propre généralisée F :

Rw,w,L(E)Ww,Lw = Rw,w,L<E) (HOJXw,L - )Zw,LHw) w
ext

Or, en notant V5%, =V, — Vi, 51, on a,

w

Hy=Hopr+ V%, = Rypr(B) '+ E+ V.
Ainsi,

Rw,m,L(E)Ww7Lw
= )Zm,Lw + Rw,m,L(E)E)Zm,L¢ + Rw,m,L(E)ijmt,LXm,Lz/} - Rw,m,L(E>)~(m,Lwa-

En remarquant que Vefff’ . Xz, = 0 et H,p = E, on trouve

Rw,m,L(-E) W$,L¢ - )NCE,Lw

ce qui, par des opérations semblables a celles utilisées dans la preuve de (SLI), donne le
résultat désiré.

(NE) et (W) seront démontrées dans le paragraphe [1.3.2] (H1(0, Ey, Ly)), pour des
valeurs bien choisies des parameétres, sera démontrée dans le paragraphe [[1.3.2]

Donnons & présent la preuve de (SGEE). Pour le premier point, il suffit de remarquer
que DY D C° (R4, C™) qui est dense dans H, et un coeur pour H,, pour tout w.

Pour la second point, prenons 7' comme dans la section [[I.2.1] défini par la multipli-
cation par ()% ot v > d/4. Nous montrerons qu’il existe A € R tel que :

tr (T (H, —i\)(H, +i))"T") < C,

avec C presque slirement indépendant de w, ce qui impliquera (SGEE) pour tout intervalle
I CR,avec f:a— |z —i)~2%
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A cet effet, il suffit de montrer que T-1(H,, —i\)~? est Hilbert-Schmidt avec une norme
Hilbert-Schmidt presque stirement indépendante de w.

Pour un certain o > 0, soit hq = (-)*H,(-)~® défini sur C>°(R% C"). Etant donné
que la multiplication par (x)** commute avec les potentiels, on trouve que pour tout
¢ € C>(R4,C")

hot = Hyp + Ko
ou K est un opérateur borné indépendant de w. On peut alors prolonger h,, a Dom(H,).
De la, pour A € R*,

ho =i\ = (1+ (W, + K)(Ds —i\) ") (Ds — i))

ou W, = Vo + V. Comme (W, + K) est borné indépendamment de w et A, on voit que
pour \ assez grand ||(Dg — i\)" (W, + K)|| < 1 donc h,, — i) est inversible. En outre,

(ha =N = (Ds — i\ (L+ (W, + K)(Ds —iN)") (I1.3.14)
Par un argument standard, on peut montrer 'identité suivante
()" (ha —iA) 71 = (Ho, —i0) ()77,
qui, jointe a , implique que :
() (Ho — 0™ = (Ds — i) (14 (W + K)(Ds —i0) ) (I1.3.15)

L’idée est d’écrire I'opérateur (H,, — i\)~?T~! comme produit de d facteurs, chacun
d’entre eux appartenant a 734. Afin de simplifier les notations, nous désignerons (H,—i)\)~*
par 7 et T~/ par t~'. Nous obtenons alors par récurrence :

(H, —i\) 7977t = pdg=d = pd- 1= (D = 1pdpy=d)

d
= [t 'trt. (11.3.16)
j=1

Pour chaque j, on peut poser a = 2vj/d et, grace a (I1.3.15]), on obtient :
tWrt™ = ()" Dy — i) x U,

ou U; est un opérateur borné dont la norme est indépendante de w. La fonction = +
(x)~2v/4 appartient a L2¥(R?) lorsque v > d/4. Ainsi, en reprenant le raisonnement de la
remarque [[1.34(iii), on trouve que (H,, —i\)~%T~" est Hilbert-Schmidt avec une norme
indépendante de w. Cela prouve (SGEE) et permet donc de conclure la preuve du théo-
reme [L4T]

[

Preuve de (W) et (NE) Soit ¢ € Z% L € 2N,A = Ay(x). On notera A = A N Z%
Afin d’alléger les notations, on notera Hyx = Hyzr, Vor = Vozr €t By = Eyzr le
projecteur spectral. Nous démontrons dans ce paragraphe que l'opérateur H,, , 1 vérifie
les propriétés (W) et (NE). Plus précisément, nous prouvons le théoréme suivant.
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Théoréme 11.42 (Inégalité de Wegner). Supposons que les hypotheses|I1.29 et |11.35(i)-
(iii) soient vérifiées et , pour Ey €]B_,By[ et n < 3dist(Ey,o(Hy)), notons I,(Ey) =
[Eo —n, Eo +n]. Pour tout sous-intervalle compact J de |B_, B.[, il existe une constante
Cy telle que pour tout Ey € J

E (tr(Eua(L,(Eo)))) < Cyn |Al

Remarque 11.43. Cette inégalité implique trivialement (NE). Par I'inégalité de Tcheby-
chev, elle implique (W) avec b = 1.

La résolvante de Hp au point z € p(Hp) sera notée Ry(z). Fixons Ey €|B_, B,| et
notons Ry := Ry(Ey). Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 11.44. Supposons que Eqy appartient a un compact I dans la lacune. Notons
K{l} = UilRouiQRo cee uiq_leu,-q,

étant donné un q-uplet {¢} pour q un entier pair strictement plus grand que 2d. Sous les
hypothéses et (111) sur V,, z.1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
Eyelona

> K@l <Ol (I1.3.17)

La preuve de cette proposition utilise les deux lemmes suivants de type « Combes-
Thomas ». Leur preuve figure dans appendice [D]

Lemme I1.45. Fizons un intervalle compact I C|B_, B, [. Il existe deux constantes o > 0
et C' < oo telles que, pour tout E € I et toute paire de fonctions bornées x1 et xa avec
IXilloo < 1 pouri=1,2 et x1 a support compact, telles que la distance entre leurs supports
esta>0, ona:

Ix1(Ho — E)™'x2| < C [supp(x1)| e (I1.3.18)

Le deuxieme lemme est une majoration semblable pour la norme trace :

Lemme I1.46. Soit ag > 0. Avec les mémes notations que dans le lemme[Il.{, supposons
que a > agy. Alors Uopérateur x1(Hy— E)"xo est da trace De plus, il existe deux constantes
D > 0 et a > 0 telles que pour tout E € I et toutes x1, X2 vérifiant les hypothéses du

lemme L4 on a
Ix1(Ho — E)"'xall1 < D [supp(x1)| e (11.3.19)

Preuve de la proposition[IT.]4] L’inégalité (I1.3.17) est également prouvée dans [4, Pro-
position 7.2] pour des opérateurs de Schrodinger sous I'hypothese que (I1.3.18)) et (I1.3.19))

soient vérifiées, bien que les auteurs ne considérent pas les centres mobiles &, (w).

Nous omettrons ici les détails de la preuve étant donné qu’il s’agit d’une adaptation
directe de celle de [4, Proposition 7.2] une fois que les lemmes et sont donnés.

L’élément-clé de cette preuve est que u a un support compact. Ainsi, si I'on fixe un
des indices, disons 1, opérateur Ky;j est a trace et 3o, . i [[Klli est borné par
une constante réelle, uniformément sur tout compact dans la lacune. Notons que si deux
potentiels élémentaires consécutifs w;; et u;, , ont des supports qui se chevauchent, on
utilise le fait que u;; Ry € T4, sinon on applique et on montre que la série converge
grace a la décroissance exponentielle. Enfin, on utilise le fait que le nombre de termes u;,
est proportionnel a la mesure de Lebesgue de A. O

28



Dans la démonstration du théoreme [[1.42] on utilisera le résultat de moyennisation
spectrale suivant montré dans [14], corollaire 4.2].

Proposition 11.47. Soit H(\) = Hy + AV une famille d’opérateurs auto-adjoints sur un
espace de Hilbert H ou V' est borné et vérifie

0< B>V

pour un certain cog > 0 et un certain opérateur auto-adjoint borné B. Soit E\ la famille
spectrale associée a H(N). Alors, pour tout borélien J C R et toute fonctions h € L™ d
support compact, h > 0,

/Rh(/\)BEA(J)BdAH < 3| hl|oo ] J)-

Preuwve du théoréme[II.{3 La preuve est trés proche de celle de [4] mais elle nécessite
quelques changements techniques. Nous la donnerons donc ici intégralement.

Soit J un sous-intervalle compact de |B_, B.[. On rappelle que si H,z¢p = E g,
E € I,(Ep), on a

Ko(Eo)YE = —vg + Ro(Eo) (Hon — Eo) V5 ,

ou Ko(Ey) = Ro(Eo)Vua. Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, on omettra d’indiquer la
dépendance en Ej. De la,

Bun(ly)) = —KoEya(L) + Ro(Hun — Fo)Eun(L) - (I1.3.20)
Ainsi, comme E,, (I,) est un opérateur a trace positif,

tr (Bwa(ly)) = [1Eoa(n)l,
< [tr(KoEwa (1) + 1 [ Roll [Ewa(l)ll;

et, puisque 1 < %dist(EO, o(Hp)), on a
tr(Ewa(ly)) < 2[tr(KoEua(Ly))]- (I1.3.21)

Une premiere conséquence de 'inégalité ([1.3.21)) est que, par l'inégalité de Holder avec ¢
comme dans la proposition [[1.44]et 1/p+ 1/q =1,

E(1BoaIylh) < 2E ([ KoEwa(Iy)llr) < 2E ([[Kollgl| Ee,a(L)]])

1/p 11.3.22
<2 {B(IKo |9} {E( Bua (L) D)}, (1322

ou || - ||, désigne la norme dans la classe de Schatten 7,,.
Comme g > 2d, conformément a ([1.3.7)) nous trouvons qu’il existe une constante C'
telle que pour tout Ey € J on a

I Ko(Eo)llg € Cl[Visalle < CMuo|A[Y (11.3.23)

ou M, est défini par ([1.3.8)).
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A partir de cette inégalité, du fait que E([| Ewa(L)|B) = E(|| Eoa(Ly)]l1) (conséquence
du fait que les valeurs propres non nulles du projecteur spectral sont toutes égales & un)

et de ([I.3.22]), on obtient :
E(|Eua(Ly(Eo))[1) < C A, (11.3.24)

pour tout Fy € J, ce qui en particulier conclut la preuve de (NE).
Maintenant, on utilise I’adjoint de la formule ([I.3.20) pour obtenir

KoEo (L) = —KoEya (1)) K§ + KoEu (L) (Hoa — Eo)Ro,
ce qui implique

|tr(Ko i a (In))| < [[KoEwa(y)]];

<
<t (KaBurT)B3) + 0 IRl 1KoBon(r)l, .
De 1a, grace a et au fait que n < %dist(Eg, o(Hp)), on trouve que
E (tr(Eoa(y)) < 4B (tr(KoEon (1) K5))
Si ¢ > 2, on continue cette procédure en écrivant :
KoEun(I)K§ = —KoEu A (1) (K§)? 4 KoEya (1) (Hon — Eo) RoKj. (11.3.26)

On a, par 'inégalité de Holder,

tr (Ko Ewa (L) (Hon — Eo) RoKg)| < || KoEuwa(Iy)(Hon — Eo)RoKgll1
< || Rollll Ko Ew A ()|l g /-1 11 K5 |l (I1.3.27)
<

Nl Bolll Kol gl Eea (I)lla/ a2

En prenant I’espérance puis en appliquant encore I'inégalité de Holder, les inégalités ([1.3.23))
t ([1.3.24), on peut majorer I'espérance du premier membre de (I1.3.27) par Cn|A[, ol

C' est une constante indépendante de 7, |A| et Ey € J. Par conséquent, les équations
(L1.3.25))-(11.3.27) impliquent

E(tr(Euna (1)) < AE(Jtr(Ko B (L) (K5)*)]) + CnlAl.
Si ¢ > 3, on recommence une fois de plus. Au bout du compte, on obtient
E (tr(Eoa(ly) < 4E (|tr(K0Ew,A(In)(K5‘)q_1)|) + C'n|A|, (11.3.28)

ou C' est indépendant de 7, |[A| et Ey € J.

Pour majorer le premier terme du second membre de , on développe le po-
tentiel Vi = 3. 5 Niui(- — §;). Dans le reste de la preuve, par abus de notation, on
désignera u;(- — &;) par u;. En outre, on fixera les valeurs de tous les &; et on pren-
dra ’espérance uniquement par rapport aux variables A\;. Pour chaque ¢-uplet d’indices

{i} == (41,...,4,) € A%, on définit :

1
K{Z} = Ki1...iq = Ui22R0ui3R0ui4 .. R2 2

21'
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Par I'inégalité de Holder dans les idéaux de trace [58, théoreme 2.8], Kj, ;, € T;. Pour
faire apparaitre cet opérateur dans le premier terme du second membre de (I1.3.28]), on
utilise la cyclicité de la trace et on obtient

E (|tr(KoEua(I;)(K5)™)])

“ [

11.3.29
—EC Y M) At { K (uf BuaL)ui) } b (1329

i1,...inA

Comme Ky; est compact, on peut écrire sa décomposition en valeurs singulieres. Pour
chaque multi-indice {z}, il existe une paire de bases orthonormées, { {l}} et { {l}}, et

des nombres positifs { i }} tous indépendants de w, tels que

Ky = Zu{’} oy

En insérant la décomposition ([1.3.30)) dans (I1.3.29) et en développant la trace dans
{617}, on obtient

. (11.3.30)

1 .
ELS S @l (w2 Baa(L)uz )ol™ b, (11.3.31)
{i}eAa k=1
ol A\ (w) == Aj(w) -+ g, (w). Puisque E,A(f;) = 0, on peut majorer la somme par

rapport a k dans ([1.3.31)) par

. . 1 1 i
Sl I @)1, (B (yad ol™)
k>1 (I1.3.32)

HAa @I, (i Boa(T)ud)s) )

Les \; étant indépendantes, le lemme de moyennisation spectrale (proposition [[1.47)) ap-
pliqué a chacun des termes de ([1.3.32)) donne pour le premier terme :

E{ Iy ()0, (0f Bua(T)ud )0 b < G, (11.3.33)

ot C; est fini, indépendant de k et indépendant de E, au vu de 'hypothese 2(i). A partir
des inégalités ([1.3.29)), (I1.3.32) et ([1.3.33)), on obtient une majoration pour le premier

terme du membre de droite de ([1.3.28) :

E(tr(Eually) < Cin 3 (IKwll) - (11.3.34)

L’application de la proposition [[I.44] nous permet de majorer cette série par une constante
multipliée par la mesure de Lebesgue de A, ce qui permet de conclure la preuve de I'in-
égalité de Wegner et du théoreme. O

Remarque I1.48. Pour utiliser le théoreéme [I1.25] ([40, théoréme 5.4, p. 136]) dans la
preuve des théoremes [[T.38] [[T.39] et [T.41], il aurait suffit d’avoir une inégalité de Wegner
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avec |A] élevé a une puissance supérieure. On aurait pu montrer directement, a partir de
(I1.3.7) et de I'inégalité de Holder pour les idéaux de trace, que

Yo K@l < CJAF.

i1,...,iq€A

De cette fagon, nous n’aurions pas eu a utiliser la proposition [[T.44]
Nous tenions cependant a obtenir I'inégalité avec une puissance 1 car elle nous per-
mettra d’obtenir des informations sur la densité d’états que 1’on présentera dans la sec-

tion [L.3.3

Preuve de la décroissance initiale (H1(0,Fy,Lo)) Dans ce paragraphe, il s’agit de
démontrer que
1 1
P {||F0,L0Rw,07LO(EO)XO,LO/3H < Lg} >1-cqa
pour E, suffisamment proche du bord des bandes By, un certain > d et L, as-
sez grand. Comme dans [4], nous commencerons par prouver que, pour § > 0 assez
petit, dist(o(H, ), BL) > & avec une bonne probabilité. On pourra alors appliquer
le lemme pour obtenir la décroissance exponentielle de la résolvante aux énergies
E €]B_ —§/2,B_]U[B,, By + 6/2[. On pourra alors montrer H1(6, Ey, Ly) pour tout
0 >0, Ey €|B_ —6§/2,B_]U By, B, + 6/2[ et Ly > L pour un certain L dépendant
seulement de 6, d, By By, 6, M, m et M.
Comme dans la section précédente, on pose A = Az (0) pour un certain L € 2N. On
notera A = A N Z<, Hyn=Huo1, Vor = Voo,r-

Lemme I1.49. Soit u = piy,n € 0(Hyya)N|B-, Bi| pour un certain wy € §2. Alors pn € X.

Démonstration. C’est tout simplement (I1.3.9)). On pourra trouver une autre preuve dans [4,
lemme 5.1] qui s’adapte facilement aux opérateurs d’ordre 1. O

Proposition I1.50. Soit §; = %]Bi —Bi|et0<d< %MO_OI min(dy, )% Supposons que
Vie A, —(1 —6Momin(dy,0_)"2)m < \i(w) < (1 — 6Momin(d,, 6_)"2) M.

Alors on a )
sup {O'(HMA)Q] — 00, B,[} <B_—-9¢

et
inf {o(H,A)N] By, +oo[} > By +4.

Démonstration. Nous montrerons seulement la premiere inégalité ; la preuve de la seconde
est semblable.

Supposons que cet énoncé soit faux, c’est-a-dire qu’il existe A et des valeurs des para-
métres \i(w) et &;(w) telles que H,, o possede du spectre dans [B_ — 6, B_]. Cet opérateur
étant une perturbation relativement compacte de Hy, cela revient a dire qu’il a une valeur
propre dans cet intervalle que 'on notera p. Si I'une des constantes de couplage \; est
strictement négative, disons A\g < 0, alors on peut considérer la famille

H(A) := Dg + Mu(- — &y(w)) + Z ) Ai(wu(- —&;(w) —1), X € [No(w),0].
i£0,i€A
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On a que H () est une famille auto-adjointe analytique de type (A) (cf. [34, VII,§2]) ; ainsi
toutes ses valeurs propres discrétes E,(\) dans Vintervalle [B_ — d, B_] sont des fonctions
analytiques réelles de A. De plus, on peut construire des familles analytiques réelles de
vecteurs propres ¥, (\) associés a chacune d’elles. La formule de Feynman-Hellmann et

'hypothese [[1.33|(iii) donnent :
E,(A) = (n(A), u(- = &(w))Pn(A)) = 0,

ce qui montre que H(\) continuera a avoir des valeurs propres dans [B_ — 4, B_] jusqu’a
ce que A = 0. Par récurrence, on peut remplacer tous les \; négatifs par zéro en conservant
le fait que l'opérateur H,, cette fois avec V,, 5, = 0, a au moins une valeur propre p €
[B_ —4,B_].

Supposons donc maintenant que V,, » > 0 et considérons la famille analytique de type
(A) T(¥) := Hyp + 9V, A, pour ¥ dans un voisinage réel de ¥y = 1. Comme g a une
multiplicité finie, disons n, il y a au plus n fonctions p*) () analytiques en ¥ pres de
Jo = 1 telles que u® (1) = p. Soit ¢ (¢9) une famille analytique réelle de fonctions
propres associées a u*(19), avec || (9)|| = 1 pour ¥ réel et [ — 1| petit. En appliquant
la formule de Feynman-Hellmann, on trouve que pour 9 tel que 9V, < My

dﬂ(k)(ﬂ) _ (k) (k) —1q3s-1 (k) 2
S = (000), Vead® (@) 2 0 M VP )] 13.35)

=07 M| (Ho = ) 60| > 07 M (distlo(Ho). 1)

Supposons maintenant que A;(w) < (1 — Mo [min(d,,6_)]"2)M,Vi € A, et posons

M . —2\ 1
(A(@) > (1= My [min(s,,5.)] %) > 1. (11.3.36)

= minieK
On voit que, d’apres la définition de ¢;, la condition ¥V, » < My est vérifiée dans
I'intervalle [1,14].

En intégrant ([1.3.35) sur [1,9;] et en constatant que p < p®(9) < p®(9,), on
trouve :

2
pP(01) = p+ (log 1) M min { [dist (1) (91), o (Ho))| ", [dist (s, U(Ho))JQ} :

Il faut maintenant majorer le minimum des distances. Comme les différentes grandeurs

sont toujours dans l'ordre suivant

B_<p< M(k)(ﬁl) < B < B+ < By,

il y a seulement deux possibilités :

— soit le minimum est dist(u® (9,), 0(Hy)) et alors il vaut B_ — u® () > 24,

— soit le minimum est dist(u, o(Hp)) et alors il vaut g — B_. Comme p > B_ — 6,
cette distance est plus grande que B_ —6 — B_ = 26_ — 6. Comme § < %M;olé%, la
distance est plus grande que _(2— %M 10_). D’apres le lemme avec A—B =V,
et ||V,]| € Mw, on doit avoir 25_ < M, donc la distance est plus grande que 34_.

Ainsi, le minimum est plus grand que % min(d,,d_). En appliquant I'inégalité — log(1—

r) > x avec ¥ = 1 — 97!, on obtient & partir de :

log(¥,) > 1 — 97! = 6My [min(d,,6_)] >

ce qui donne que p*) () > B_, ce qui contredit la définition de B_. ]
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Corollaire II.51. Pour 0 < < M ' min(d,,6_), on a
sup (0/(Hy )] — 00, B_[) < B_ =4

et
inf (0(Hoa)N| By, +00[) > By +34,

avec une probabilité supérieure a

1 —2|A] y 1?1aXM}
€1—m,

X
/ h(s)ds| .
(1-6 Moo min(d4,6—)~2)X

Démonstration. La probabilité que
Vie A, —(1 — My min(dy,6_)"2)m < \i(w) < (1 = 6Mo min(d,,0_)"2)M

est donnée par

M — (16 Moo [min(64,6_)]~2)m Al
ll —/ h(s)ds —/ h(s)ds] :
(1= Moo [min(64,6-)]~2)M —-m

La conclusion vient directement en remarquant que (1 — x)® > 1 — ax pour o > 1 et
z € [0,1]. O

On peut maintenant montrer que notre opérateur vérifie I'hypotheése (H1(6, Ey, Ly)).

Proposition 11.52. Soit x;,i = 1,2, deux fonctions avec ||x;||co < 1 supp(Xl) C ALyys
et supp(x2) C AL, tels que Sup,equpp(ys) dist(, OAL,) < Lo/8. Posons 64 := lei — By].
Pour > 0 comme dans l’hypothése (), prenons v > 0 tel que 0 < v < 453(28 +
d)~t < 2. Alors il existe L} tel que pour tous Lo>LE et By €|B_— L%, B_]U[B,, B, +
LV 2

[ Ly/3

sup [[xa Ra,,, (Bo +iehall < e ™o,
€>

1

avec une probabilité supérieure a 1 — g5

Démonstration. Posons § = 2L, Pour Ly assez grand, on a § < SM ' min(d;,d_)?

ainsi, ’hypothese [[1.33(iv), le corollaire [IL.51] et le fait que 0 < v < 43(28+ d)~! donnent
que

. d
P {dist(0(Hu0.,), Be) > 8} > 1 — 2L (max(m, M) Mo min(sy,5-)2)* "
1
21— ——,
8414
pour Lg assez grand. )

Considérons une réalisation de H, o 1, telle due dist(o0(H,o01,), B+) > 6 = 2L % e
prenons Ey €]B_ — L2 B_] U [By, B, + Ly ?[. On peut appliquer le lemme avec
xy = 0, sachant que, pour a; et as définis dans le lemme onaas — a; = L0/8. On
trouve

9 Z//21 LO
IR, (B + el < g exp o= —1B, = B[22 ).

Le résultat s’ensuit en prenant Lj assez grand. O

La propriété (H1(0, Ey, Ly)) découle directement de la proposition précédente car

_LV/3

Xo,Lo/3 €t T'o,z, vérifient ses hypotheses et e™ 0 < % quand Ly > Ly pour un certain Ly.
0
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11.3.3 Résultat sur la densité d’états

Dans cette section, nous montrons la régularité lipschitzienne de la densité d’états
pour le hamiltonien étudié ci-dessus. Nous utilisons 1'inégalité de Wegner donnée par le
théoreme pour obtenir la régularité. Nous mettons en ceuvre une nouvelle méthode
utilisant la formule de Helffer-Sjostrand pour prouver le résultat. Ce genre de résultat est
habituellement présenté sous le nom de « régularité lipschitzienne de la densité d’états
intégrée ». Néanmoins, comme notre opérateur n’est pas borné inférieurement, nous ne
pouvons pas réellement définir la densité d’états intégrée. On pourra trouver une synthese
sur la densité d’états pour les opérateurs aléatoires dans [38].

Dans toute la suite, H, sera 'opérateur de type Dirac avec potentiel aléatoire donné
par 1’équation . On suppose que les hypotheses et (i)-(iii) sont vérifiées.
Les propriétés essentielles pour cette preuve seront d'une part I'inégalité de Wegner (théo-
reme et d’autre part I'inégalité de Combes-Thomas en norme trace suivante qui est
trés proche du lemme et dont la preuve sera donnée en annexe.

Lemme I1.53 (Inégalité de Combes-Thomas). Fizons E,, et Y > 0. Pour tous E, y tels
que |E| < Ep, 0 < |y| <Y et toute paire de fonctions bornées x1 et xa avec ||Xilloo < 1
pourt = 1,2 et x1 a support compact, telles que la distance entre leurs supports est a > 10,
Vopérateur x1(H, — E —iy) x2 est d trace.

De plus, il existe deux constantes D > 0 et o > 0 telles que pour tous E, y , X1, X2
vérifiant ces hypothéses et tout w € 2, on a

. — D —Q a
Ix1(Hy — E —iy) " xalh < e [supa)l e e, (I1.3.37)

Notre définition de la densité d’états est légerement différente de celle de la sec-
tion Nous n’aurons besoin dans la définition que de boites centrées a l’origine du
repere, aussi nous noterons Az pour Az (0), x1 pour Xo.r, H, r pour H,o L.

Pour toute fonctiOon positive d’une variable réelle mesurable bornée a support compact
o, tous w € Q et L € N, on définit

1
Vo (9) = vk (xzo(Ho)xr) -

Lemme I1.54. lim; ., v, 1(¢) existe et est presque stirement indépendante de w. De plus,
la convergence est aussi dans L'(Q).

Démonstration. On peut écrire xp comme . czdnp, Xy OU on rappelle que x, est la
fonction indicatrice de A;(7y). De méme, xo désignera la fonction indicatrice de A;(0).
On a alors

xed(Ho)xe = Y. Xy@(Hu)xq

¥y €ZINAL

Montrons que pour tout vy x,¢(H,) € Ti.
Manifestement, on a que pour A > 0

Xy@(He) = xo(Ho + i)‘>72d(Hw + i)‘>2d¢(Hw)-

Comme ¢ est a support compact, il est facile de voir que pour A > 0 l'opérateur
(H, +i\)*¢(H,,) est borné. Soit T~! I'opérateur de multiplication par (z)~2?. Comme
dans la peuve de (SGEE) dans la section précédente, on montre que pour A assez grand
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T-Y(H, +i)\)~2¢ € T; avec une norme trace presque siirement indépendante de w. Ainsi,
X~?(H,) € T et sa norme trace est presque stirement indépendante de w.
On peut alors utiliser la cyclicité de la trace et écrire

1
Vw,L(Cb) = m Z tr (X7¢(Hw)X7)'
Ll yezdanar
L’ergodicité nous permet d’écrire x¢(Hu)Xy = XoUs¢(H.)Uyxo = Xo®(Hr,(w))Xo o1t Uy

est 'opérateur de translation associé a v sur LQ(Rd C”) et 7, est 'opérateur correspondant
sur §.
Comme la famille (tr (Xogzﬁ( )XO)) ez est ergodique relativement aux transla-

tions et E (]tr (Xogb( )Xo) ]) < 00, d’apres le théoreme ergodique de Birkhoff (cf. par
exemple [64], theoreme 1.14 et corollaire 1.14.1), on trouve le résultat annoncé. O

On notera v(¢) la limite. 11 est facile de voir que v peut étre définie pour des fonctions
non nécessairement positives et que c’est une forme linéaire positive sur C.(R). Ainsi,
grace au théoreme de Riesz-Markov, qu’elle correspond a une mesure borélienne. C’est
cette mesure que 1’on appellera densité d’états; on la notera aussi v.

Notre résultat est le suivant :

Théoréme I1.55. Pour tout sous-intervalle compact J C|B_, B.[), il existe une constante

Cy > 0 telle que pour tous a,b € J, a < b, v([a,b]) < C;(b— a).

Preuve du théoreme Comme notre inégalité de Wegner porte sur H, 1, nous allons
commencer par montrer qu’on peut utiliser cet opérateur au lieu de H, dans la densité
d’états.

Lemme I1.56. Soit ¢ € Ci°(R) d support dans |B_, By[. Alors, uniformément en w,

nglgomlL‘(tr(XLQS(Hw)XL) tr(xL@(Ho, 1115)xz)) = 0.

Démonstration. D’apres la formule de Helffer-Sjostrand (voir par exemple [21], proposi-

tion 4.8), il existe ¢ € C°(C) dont la trace sur R est ¢ telle que 3C' > 0,Vz € C, %@(z)‘ <
C|Im(z)[***2. De plus, on a pour tout opérateur auto-adjoint A
1 -~
S(A) = - / 0d(z +iy)(A — x — iy) " dady (I1.3.38)
7 JR

Soit L > 0. D’apres cette formule et I'identité de la résolvante, on a pour tout w € {2

1
| !AL\ (tr(xzo(Ho)xr) — tr(xco(He L+15)XL))‘ (11.3.39)
S m /R2 106(2 + iy)ll|Ixe(Ho — o — iy)” 1VwemLter(Hw,L+15 —x —iy) 'y |1dady
(I1.3.40)
s 7| AL| /Rz 96(x + i) lIxe(Hy = — i) Vs sl | (He s — 2 — iy) ™ 'xelldady
(I1.3.41)

» A ext _ _ ext
ou on anoté V5 15 =V, — Vo = V5T 5(1 — xr412)-
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La norme d’opérateur dans l'intégrale est majorée par |y|~!. Le premier facteur est
majoré par C|y|?¢*2. Le produit est donc borné par une constante indépendante de x et
de y multipliée par |y|?¢*!.

Considérons maintenant le facteur avec une norme trace. On a

Ixe(Ho — 2 —iy) VT sl SMoo(lIxp(Ho — 2 = iy) 7 (X gz — Xeaa2) i (11.3.42)
+ Ixe(Ho — 2 —iy) (1 — X7 ) |h) (11.3.43)

ou on rappelle que M, est la borne supérieure de |V,]|.
L’équation (I1.3.37]) permet de majorer le premier terme par

C ' 14-1/2
W|SUPP(XL+ﬁ — Xr+12)| < [y |2+

et le deuxieme par

¢ o c o,
W|SHPP(XL>|G y|ﬁ=|y|2d+1Lde Iy\ﬁ‘

Puisqu’il existe un ensemble compact K et M > 0 indépendants de L tels que

supp(¢) C K x [—=M, M], on peut majorer le second membre de ([1.3.41)) par

1

1 M
= /K K oy LWV dyda

qui est borné par C”%(l — e_M‘/Z) pour une constante C’. On a alors qu’il existe C' tel
que pour tout L >0

‘1 (tr(xe@(Ho)xr) — tr(xeo(Ho,)x1))| < i

ALl ’ VL
ce qui tend vers 0 quand L tend vers l'infini. O

Preuve du théoréme. Soit J un sous-intervalle compact de | B_, B, [. On veut montrer qu’il
existe une constante C'; > 0 telle que pour tous a,b € J, a < b,

V(l[a’b}) < CJ(b — a).
Soit ¢ comme dans le lemme avec 0 < ¢ < 1jgy). Alors, pour L € N,

tr (x£O(Ho,L+15)x1) < tr (XL Ew r15([a, b])xL) (I1.3.44)
r(Bonsrs([a,B])) (I1.3.45)

Or le théoréme [[1.42] nous dit qu’il existe C; tel que pour tous ¢, a,b € J, L assez
grand on a

E (tr (x£6(Hu,r115)x1)) < E (t1(Ey r115([a, 1)) < Cy (b—a) (L +15)? < C) (b—a) L*
On a

<t
<t

v(¢) = lim E <1tr (XLeb(Hw)xL))

L—oo |AL|
. 1
— nggo ME (tr (x2O(Huw,z4+15)XL)) -
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Or on sait que pour tout L

1

|AL| E (tr (x£¢(Huw,r115)x1)) < C'f,(b —a)

donc v(¢) < C%(b—a).
En prenant la borne supérieure pour 0 < ¢ < 1jqy grace au théoreme de convergence
monotone, on trouve le résultat sur la densité d’états. O

Définition alternative Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il était possible de
définir la densité d’états a partir de 'opérateur restreint a une boite. Nous considérons
dans ce cas

1
A mtr(¢(HL))

ou Hjp, est 'opérateur H restreint a A; avec des bonnes conditions au bord.

Dans notre cas, H.j sera 'opérateur H,, restreint a la boite Ap avec des conditions
au bord périodiques.

Nous commencons par démontrer un lemme technique semblable a celui de Birman et
Solomyak donné dans [58, théoréme 4.1].

Lemme I1.57. Soit L > 0 et V le gradient avec conditions au bord périodiques. Soit
H = f(z)g(—iV) sur L*(AL) avec f € LP(AL) et Ypeza|9(E2)P < oo pour un certain
2 <p<oo. Alors H est dans T, et

1/p
2mn
[ Hl, < Ld/p||f||p (Z lg(=)I" ) . (11.3.46)

€zd

Démonstration. Commengons par le cas p = 2. Pour ¢ € L?(A), on rappelle que son
coefficient de Fourier d’indice n est

1 2imn-x

%wzmﬁywede

Des manipulations standards sur les séries de Fourier permettent de montrer que H
est un opérateur intégral dont le noyau est 74 Lf(x)j(x — y) ou § est la fonction sur Aj

dont les coefficients de Fourier valent (g(25)),cza. Ainsi, d’apres le théoréme 2.11 de [58],

I'opérateur est Hilbert-Schmidt avec une norme égale & la norme L? de son noyau.
L’identité de Parseval donne la valeur de cette norme.
Le cas général se montre par interpolation, comme pour le théoreme 4.1 de [58]. O

Lemme I1.58. Soit ¢ une fonction mesurable bornée da support compact.

1 er
hm —dtr(gb(Hp ) = Xz-109(HJ )Xz -10) =0
L—oo [,

Démonstration. On peut voir facilement que

O(HL7) = Xp-100(HE ) XL—10 = ¢(HZ7) (XL — X£-10) + (X£ — X£-10)(H 1) XL 10-

De plus,
BUHT) (0t — x110) = S(HZT)(HES, — D(HPS = )71 — X1 10).
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Le facteur ¢(HY ) (HL[ —1)** est borné par une quantité dépendant seulement de supp(¢)

et ||§]]oo-
D’apres le lemme [[L57, (o - (—iV) —i)™' = (o - (=iV) — i)'y est dans Ty, et sa

s R ™ 12d | .
norme 74 est inférieure a || x 1|24 (ﬁ Snezd |9(52 )|2d) ott g(p) = (o -p—i)~t On

voit facilement que ||x1||2¢ = V'L et le second facteur tend vers ||g||2q qui est indépendant
de L. Tl existe donc une constante C' telle que le produit est inférieur & Cv/L. En écrivant
I'identité de la résolvante comme dans la remarque on trouve le méme résultat pour
(HE, —1)7". De la, par I'inégalité de Holder, (HE? — 1) est dans Ts4/(24-1) avec une
norme inférieure & & C'LZ41D/2,

De la méme fagon, on montre que (xz — xz-10)(HL [ — i)' € T34 avec une norme
Tyy inférieure & C||xz — Xz—10ll2¢ = CL¥Y/22 Par I'inégalité de Holder, I'opérateur
(HYL — 1) (X1 — Xz-10) est & trace et

I(HPS — 1) (xp, — xp10)]1 < CLY 2.

A plus forte raison, Popérateur (X2 —Xz-10)P(HL L) X1 -10 €st aussi & trace et sa norme
trace est également majorée par C L4 2. Cela permet de conclure. O

On notera désormais R}, 7 (E) = (H) [ — E)~".

Lemme I1.59 (Equation de la résolvante géométrique). Soit L < L' < oo et Xp une
fonction lisse a support dans Ap,. Alors

LRI (B) = RIS (E)Xe + BRI (E) HG: X RIG (B). (IL3.47)

Démonstration. Soit ) € L*(Ars). Alors R 7, (E)¢ € Dom(HT). De plus, XL R 7, (E)Y €
Dom(H[’},) donc

(Hop — EWLHS L (E) = Xov + [Hg s XL R (E). (I1.3.48)

On peut voir que XLRW “(E)Y est a support dans Ay et que, en tant que fonction
de L*(Ayz), elle est dans Dom(Hffz). Comme [H}7/; Xz] a son support dans Az, on peut

projeter ([1.3.48)) sur L?(Az) et obtenir
(Hor = B RE L (E)d = Xot + [H ps Xel RS (E)Y. (11.3.49)
On trouve le résultat souhaité en multipliant par R} (E). O

Lemme I1.60. Soit ¢ € Ci°(R) a support dans |B_, B[. Alors, uniformément en w,

Jim |A1| (er(xeé(Ho)xn) = tr(@(HE 110))) = 0. (I1.3.50)

Démonstration. Le lemme [I1.58 nous permet de remplacer ¢(H,, ) par xp¢(Hp 7, 10)XL-
D’aprés la formule de Helffer-Sjéstrand, il existe ¢ € C°(C) dont la trace sur R est ¢
%qﬁ(z)‘ < C|Im(2)[***2. De plus, on a pour tout opérateur

auto-adjoint A
P(A) = 1/ I (x +iy)(A —  — iy) *dady (I1.3.51)

™ JR?
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Soit L > 0. On introduit une fonction .19 qui est lisse et a support dans Ay, 19 et
qui vérifie X 110Xz = X1 et [|[VXzi10lleo < 1. D’apres la formule de Helffer-Sjostrand et
nos deux derniers lemmes, on a que pour tout w € {2

’|A1L| (tr(XLCb(Hw)XL) - tr(XLgb(Hg’eEHO)XL))‘

71 b 1 i) er N —
S 0¢(x + iy)||xp(Ho — 2 — iy)'xp — xo(HET 410 — @ — iy) " xp[l1dady
m|AL| Jre
71 9o 1 v o\ er CN—
S m|AL| Jr2 00 (x +iy)llIxeXz10(Ho — 2 —iy) "Xz — XL(Hy Lo — 7 — 1Y) "xrlhdady
1 37 : er < N— - o
< TIAL] /R? 00(z + iy)| | XL (HE 410 — = — 1Y) [Hu, Xot10)(Hy — @ — iy) " xp]l1dzdy

On passe de 'avant-derniere a la derniere ligne en remarquant que Xri10Xr = X1 ce
qui, en faisant apparaitre le commutateur, permet de simplifier. Le premier facteur est
majoré par Cly|>?+2.

Considérons le facteur avec la norme trace. Comme [H,, X1+10] = 0 - (—iVX1+10) €st
une fonction majorée par 1 et & support dans la couronne Ay 10\Az.5, 'équation (1.3.37)
permet de majorer la norme trace de [H,, X1+10](Hw — = —iy) 'x1 par W%Ldfl avec C'
indépendant de L et (x,y). On a alors qu’il existe C' tel que pour tout L > 0

1 or C
a7 (O = wGao(HEE o)) < 7
ce qui tend vers 0 quand L tend vers l'infini. O]
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Perspectives de recherche future

Les résultats présentés ici laissent place a un certain nombre de questions pouvant faire
I'objet de recherches futures. Voici une liste (bien entendu non exhaustive) de problemes
a ma connaissance ouverts.

— Dans le cas périodique, un probleme intéressant serait de démontrer I'ouverture
d’une lacune spectrale non pas pour un modele avec un potentiel de masse pé-
riodique mais en définissant 'opérateur de Dirac sur un domaine comportant des
trous. Notons qu’il ne suffit de combiner les résultats [6] et [5] car ils correspondent
a des asymptotiques différentes.

— Une analyse semblable pourrait étre menée avec un modele discret sur un réseau
auquel on aurait enlevé certains sites. La théorie spectrale des graphes infinis pré-
sentée dans [30] 48] semble une piste a explorer.

— Inversement, on pourrait également étudier 'opérateur de Dirac sur un ruban (avec
des conditions au bord de masse infinie) ou sur un tube (avec des conditions au
bord périodiques) et voir dans quelle mesure on retrouve les résultats obtenus avec
le modele discret.

— Il serait également intéressant de chercher a généraliser notre résultat élémentaire
sur le paradoxe de Klein en dimension 1 (absence d’ouverture d’une lacune spec-
trale) aux dimensions supérieures.

— On peut aussi voir si on obtient un résultat de convergence semblable & celui de [5]
avec le hamiltonien généralisé étudié dans la section [[.3.3]

— Dans le cas aléatoire, une question naturelle est de déterminer si on peut obtenir
le résultat de localisation avec le hamiltonien étudié dans la section [L3.3l

— Un certain nombre de propriétés sont connues au sujet des opérateurs de Schrodin-
ger aléatoires, il serait intéressant de déterminer si elles restent vraies avec I'opé-
rateur de Dirac : transition métal-isolant [2§], statistique des valeurs propres [33],
etc.

— On peut aussi chercher a montrer la localisation pour 'opérateur de Dirac sous
d’autres hypotheses, notamment en prenant des variables aléatoires de Bernoulli
a la place des variables aléatoires absolument continues, comme dans [10, 29] qui
traitent de 'opérateur de Schrodinger.

— 11 serait intéressant d’étudier un modele semblable a celui de la section [1.3] avec
un potentiel non plus positif mais porté par la matrice o3. En effet, nous avons
vu que ces matrices sont une barriere de potentiel pour des particules décrites par
Iopérateur de Dirac. Eventuellement, on pourrait également partir d’un opérateur
sans potentiel périodique donc sans lacune spectrale.
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Annexe A

Transformation de Bloch-Floquet
pour les opérateurs
pseudo-différentiels

Dans cet appendice, nous étudions la transformation de Bloch-Floquet appliquée a
l'opérateur H (o, 8) utilisé dans la section [[.3.3l Comme le potentiel est borné et Z2-
périodique, il suffit d’étudier I'effet de cette transformation sur Hy. Comme Hjy n’est pas

borné, nous travaillerons avec sa résolvante et commencons par la proposition suivante.

Rappelons que nous avons noté (Hy — i)~ *(x, ') le noyau intégral de (Hy — 1)~

Proposition A.1. Soit U la transformation de Bloch-Floquet définie par (1.1.6)).
o
Ula - F(—iV) — 1)U = /Q gedk,

o, pour k € Q, lopérateur gy, : L*(2,C?) — L?(Q,C?) a un noyau intégral donné par

ge(m, @) = 3 AR R (i)Y (4 ~, Yo,
v€Z?

Démonstration. Soit f € C®(Q x R?)? telle que f est Z*-périodique par rapport a la
seconde variable et & € R?. Pour éviter des notations trop lourdes, on notera Ky(x, ') =
(Ho — i)~ }(z,2). On peut alors écrire

(o F(=iV) — i) U f)(x) = /R Ko, @)U f)(x')da

) /QKo(a:, z' +7) /Q e AT TR £ (2! K )dK dw'.

’7,622

Les coefficients de Fourier }’(az' ) = foe 2@ VK £ kYK décroissent plus vite
que n’importe quel inverse de polyndme en 4’ uniformément en x’. Le noyau intégral
Ko(x + v, +4') décroit comme |y — /|73 quand |y — +/| est plus grand que 3 unifor-
mément en et &’. De plus, Ko(x + v, x’ + ') est absolument intégrable par rapport a
x’ et

[ 1Eo(@ + 7.2 + )’ < €
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uniformément en & € 2 et |y — /| < 3. Ceci justifie les interversions de séries ci-dessous.
U(o - F(=iV) —i) U f)(x, k)
=Y ekl 3 /QKo(fv +y. 2 ++) (@, y)da’

~YEZ? ~'eZ?
_ Z Z e2i¢rk-we217rk-(’y—'y’)/ Ko(l‘ + (,7 . 7,)7 m/)ein7’-k}(wl’7/)dm/
v €72 €72 Q
— Z Z eQiTrk-’ye2i7rk-m/ K()(CB + :)’7 m/)e%ﬂk-'y/},<m/’7/>dm/
/€12 €T @
:/ Z eink-(m—m')emwk-'yKO(m + =, wl) Z eka'(’V,‘*'wl)}’(m/,’)//)d:l?,.
@ ~EZ? ~'€Z?

Dans la derniére ligne, on reconnait la representation en série de Fourier de f(x’, ) au
point k. On obtient alors

/ > SEITE R (@ 4,2 f (@ k)da' = / gi(, ') f (o', k)d',

0=, Q

YEZ

ce qui permet de conclure la preuve de la proposition O

Proposition A.2. On a
&
Ut = [ ndk,
Q

avec
W = o F(—iVye — 27k).

Démonstration. D’apres le théoreme , pour montrer ([.3.28)), il suffit de montrer que,
pour k € Q, gp : L*(Q,C?) — L?*(Q, C?) vérifie

gr = (b — i)~

N

A cet effet, on notera (e;);—1.2 les vecteurs de la base canonique de C? et ¥,,, = ?™™,
Nous prouverons que pour tous m € Z? et j € {1,2} on a

(W @ &) = (hy) —1) " (U @ ¢;) = (- F(2m(m — k) —1) 7 (¥ @ ¢).
Rappelons qu’on a noté G(p) = (o - F(p) —i)~! € B(C?). On a :
{r (W @ €))} (@)
= [ 9v(@, @) (¥ @ ;) (@')da!

= \IJm(az)/de/ Z Q2imk-(@+y—a') 2irm:(~z+a

~EZ?

(A.0.1)
h 1

FHG)(x —a' + Y)e;.
27

Comme m et « sont tous deux dans Z?, on a e*™™7 = 1, de la dans (A.0.1)) on peut
q / g / . . N .
remplacer e27m (=2+2) pay e~ 2imme(@+y=2") - Ainsi on trouve aprés changement de variable

[ @ )} (@) = Un(@)5- [ e HVFLG) )y e

= G2r(m —k)) (U ® ¢;)().

Cela permet de conclure la preuve de la proposition. O]
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Annexe B

Analyse multi-échelles

La preuve détaillée du théoreme est extrémement technique et bien trop longue
pour qu’on envisage de la donner ici. Il ne s’agit pas en réalité d’une simple analyse multi-
échelles mais de 4 analyses successives, chacune partant du résultat de la précédente.
Afin de montrer comment cela fonctionne, nous allons, sans preuve, donner les différentes
étapes du raisonnement tel qu'il est présenté dans la partie 5 de [40]. Les preuves peuvent
étre trouvées dans [27].

Dans toute cette partie, H, sera un opérateur aléatoire ergodique standard vérifiant
les propriétés (IAD), (W) et (SLI) sur un intervalle ouvert /. On considérera un sous-
intervalle compact Iy de I et Ey € Iy. La premiere étape permet d’obtenir, a partir d’'une
borne polynomiale a une échelle fixée avec une probabilité indépendante de ’échelle, une
suite d’échelles pour laquelle on a une décroissance polynomiale avec une probabilité
d’échec polynomialement décroissante.

Théoréme B.1 ([40], théoreme 5.6). Soit @ > bd. Etant donné un entier impair Y > 11,
pour tout p tel que 0 < p < 0 — bd, on peut trouver Z tel que si pour un certain Ly > Z,
Ly € 6N, on a

1 _
P{||T0,2oRu,0,20 (E0)Xo,Lo/3]l < ﬁ} >1—(3Y —4)~
0

alors, en posant Ly,1 =Y Ly pour k € N, on a

1

1
P{||T0,, Re,0,L,. (Fo)Xo,L. /3]l < ﬁ} >1— 7
0 k

pour k assez grand.

On reconnait dans le membre de droite de la condition de départ le 84% du théo-
reme [[1.25]

La deuxieme étape permet, a partir de la décroissance polynomiale obtenue précédem-
ment, d’obtenir une décroissance exponentielle avec une probabilité d’échec polynomiale-
ment décroissante. De plus, cette décroissance n’est pas seulement a 1’énergie Ey mais sur
un voisinage de celle-ci.

Théoréme B.2 ([40], théoreme 5.7). Soit @ > bd et 0 < p < 6 — bd. Etant donné p' > p

. 2p+-2d 6
et 1 <Oz<m1n{p+2d,p—+2d

}, il existe B tel que, si pour un certain Ly > B on a

1

1]
Ly

P{||To,00Ru.0.20(Eo)Xo,z0/3] < L’} > 1 —
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alors il existe 61 > 0 tel que, si on note 1(61) = [Ro — 01, By + 61] N Iy, mg = 29% et
Ly = [LY] pour k € N, on a

ok 1
IP){||F07LkaaOaLk(E)X07Lk/3|| e 0 } >1- fﬁ

pour tous E € I(1) et k € N.

La troisieme étape va permettre de convertir la décroissance sous-exponentielle avec
probabilité d’échec polynomialement décroissante en une méme décroissance avec une
probabilité d’échec sous-exponentiellement décroissante. Notons que, comme d’apres le
théoreme précédent I’hypothese est vérifiée sur un intervalle, le résultat sera lui aussi
vérifié sur cet intervalle.

Théoréme B.3 ([40] théoreme 5.8). Soit ¢y €]0,1[. Etant donné un entier impair Y >
11Y0=) | pour tout ¢; tel que 0 < ¢ < (o, on peut trouver Z tel que si pour un certain
Ly > Z, Ly € 6N, on a

¢
P{|IT0,2o Rus,0,L0 (F0) Xo,Lo/3ll < e’} > 1 (3y —4)

alors, en posant Ly, 1 =Y L pour k € N, on a

¢ ¢
P{|ITo,1 R0, (Fo)Xo 1,5l e} > 1—e "
pour k assez grand.

La quatrieme étape va permettre d’obtenir une décroissance exponentielle, une pro-
priété uniforme sur un intervalle et d’obtenir la version « a deux boites »du résultat.

Théoréme B.4 ([40], théoreme 5.9). Supposons que H,, vérifie en plus (NE) sur linter-
valle I. On suppose aussi qu’il existe des constantes 0 < (o < (4 < (o < 1. Alors, étant
donné 1 < a < (o/C1, il existe C tel que, si pour une certaine échelle Ly > C, Ly € 6N,
on a

¢ ¢
P{|IT0,zo Ru,0,L0 (Fo)Xo,Lo/3] < e’} > 1 ek

alors il existe 65 > 0 tel que, en posant I(dy) = [Ey — 02, Eg + do] N Iy , mg = 2L et
Liy1 = [L¢]en pour k € N, on a

P{R(%,Lk,f@z),w,y)} > 1 e W

pour tout k € N et ¢, y € Z2 tels que |x —y| > Ly, ot on rappelle que I"événement R est
défini par l’équation ([1.2.5)).

On conclut en remarquant que I'intervalle I peut étre recouvert par un nombre fini
d’intervalles de tailles 20,.

75



Annexe C

Emplacement du spectre de
’opérateur de Dirac aléatoire

Preuve de la proposition [I1.36]

Lemme C.1. Soit @ : R? — H,(C) un potenticl multiplicatif a valeurs matricielles
positives, borné, a support compact et non identiguement nul. Soit Hy ['opérateur défini

par ([1.3.5)) et posons
H,:= Hy+7u(z), 7€k

Alors il existe T € R avec |T| > 0 tel que H, a au moins une valeur propre discréte dans
]B—7 B+[

Démonstration. La perturbation induite par u est compacte relativement a Hy, ainsi par le
principe de Birman-Schwinger on a que pu €]B_, B, | est une valeur propre discrete de H.
si —1 est une valeur propre de 74'/?(Hy — p)~*@'/2. La famille d’opérateurs auto-adjoints
T(p) == a'/?(Hy — )~ '%'/? ne peut pas étre identiquement nulle pour p €|B_, B,[ car
cela conduirait a

T'(n) = @'*(Ho — p)*a'? = 0,

d’out |[Hy—p|~'a'/? = 0 et @'/? = 0, ce qui est contradictoire. Soit maintenant g €]B_, B[
tel que T'(ug) a une valeur propre réelle non nulle Ey. Alors, en choisissant 79 = —1/Fj,
on obtient que H,, a une valeur propre discrete égale a py. O

Une version un peu plus générale du lemme suivant peut étre trouvée dans [34]
V,théoreme 4.10]
La distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles des réels €2; 5 C R est définie par

di (21, Q2) := max{sup dist(x, ), sup dist(z, 2;)}. (C.0.1)

e y€ela

Lemme C.2. Soit A et B deux opérateurs auto-adjoints agissant sur le méme espace de
Hilbert et ayant le méme domaine, tels que A — B est borné. Alors

du(o(A),0(B)) < |A- B (C.0.2)

Démonstration. Soit A & o(A) tel que d(\,0(A)) > ||A — B||. Alors l'opérateur (B —
A)(A — XN)7! a une norme inférieure a 1 et Id + (B — A)(A — X\)~! est inversible avec un
inverse borné. De la,

B—\=(ld+(B=A)(A=XN)") (A=)
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est également inversible avec un inverse borné, ce qui montre que A ¢ o(B). En d’autres
termes, aucun élément de o(B) ne peur étre a une distance plus grande que ||A — BJ| de
o(A), ce qui implique que

sup d(E,0(A)) < |A-B.

Eco(B)
En échangeant A et B, le résultat est démontré. O]

Lemme C.3. En reprenant la notation et le résultat du lemme posons u = Tyl et
considérons l'opérateur H, comme dans . Avec la notation introduite dans [’hy-
pothése [II1.35(i), soit m, M € (1,2). Alors il existe Ay € (0,1) assez petit tel que I’hypo-
these est vérifiee si m et M sont remplacés respectivement par A\om et AgM .

Démonstration. Pour des raisons de simplicité, on supposera que m = M. D’apres le
lemme , on sait qu'il existe ug €|B_, B[ qui appartient au spectre de H,, = Ho+u(z).
En appliquant , on peut montrer que o appartient aussi au spectre de H,, pour w
appartenant a un ensemble de mesure 1, ainsi g est dans le spectre presque str 2.

Considérons maintenant la famille Hy,, := Hy + AV, avec A € (0,1). En multipliant
le potentiel par A, on peut réduire le support de h a [—MA, MA]. Comme V,, est borné
uniformément en w, on sait par le lemme que le spectre o(H) ) varie comme une
fonction lipschitzienne de A, uniformément en w.

On veut maintenant prouver que le spectre presque stir X, est continu par rapport A
avec la distance de Hausdorff. Soit E' € ¥, et € > 0. Il existe wg tel que E € 0(H),,).
Par le critere de Weyl, il existe ¢g de norme 1 tel que

|(Hxo,, — E)s|| < €/10.

Il existe donc A := Ag., C R? assez grand tel que H ,p, := Ho + Vi, vérifie

I(Hapwp — E)Ypll < €/5.

Cette inégalité implique par le méme critere de Weyl que l'opérateur Hjy y,, a au
moins un point E’ de son spectre tel que E' € (E —€/5, E 4 €/5). D’apres le lemme ,
on peut trouver 0 > 0 tel que pour tout X' vérifiant |\ — A| < §, la distance de Hausdorff
entre le spectre de Hy ,,, et celui de Hp v, est inférieure & €/5. Ainsi, il existe £” dans

o(Ha wp) tel que |[E” — E| < e. Enfin, par 'argument de Kirsch donné dans ([1.3.9)), on
peut prouver que E” appartient au spectre presque siir de H)y, ; autrement dit,

sup d(E,Xy) <€, VN =)\ <.

EeXy

Cela implique en particulier que le spectre presque stir de H,, converge (en tant
qu’ensemble) vers le spectre de Hy quand A tend vers zéro. Ainsi, si \ est assez petit, il y
a au moins une lacune qui se forme dans le spectre presque sir de H),. Pour les mémes
raisons de continuité, ce spectre doit avoir une composante non vide dans |B_, B,[. [

Preuve de la proposition Sous les conditions du lemme[C.3] on sait qu’il existe
une lacune [B’, B’ ] C]B_, B{[ dans le spectre presque stir ¥ de H, et, dans le méme
temps, soit XN|B_, B’ [ soit ¥N|B’,, B, [ est non vide.

Supposons que YN|B_, B" [ n'est pas vide. Soit B_ €]B_, B' [ la borne supérieure de
cet ensemble (notons que B_ < B’ car ¥ est fermé et on a toujours B_ € ). Si A € [0, 1],
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on considere la famille H,, et on note X, son spectre presque siir. En tant qu’ensemble,
>y varie continument en A dans le distance de Hausdorff, comme nous ’avons vu dans le
lemme . Notons E) la borne supérieure de ¥, N [B_, B" [. Comme E; = B_,Ey=B_
et E) varie continument en ), on peut conclure que Ej remplit I'intervalle [B_, B_]. Enfin,
comme E\, € ¥, C X, on en déduit que [B_, B_] C X, ainsi, aucune autre lacune ne peut
apparaitre dans I'intervalle.
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Annexe D

Inégalités de Combes-Thomas

Cette section contient la preuve des lemmes [[1.45] [[T.46] et [1.53] La démonstration du
lemme [I1.45(suit de pres la stratégie de [I1], proposition 5.2].

Lemme D.1. Soit W un potentiel a valeurs matricielles symétrique et borné et soit
H = Ds+ W ou Dg = So - (—iV)S est comme dans et S est un opérateur de
coefficient borné commme défini par . Supoposons que H a une lacune |E_ E|
dans son spectre qui contient 0. Considérons xi1 et x2 deux fonctions d qupport compact
telles que || Xilloo < 1. Pour xo € RY, on pose

ay = sup |z —xo| et ay= dist(xo,supp(xza)).
xesupp(x1)

Pour E €]E_, E.], soit
ve =dist(E, Ey) et v =min(vy,v_).

Alors il eziste une constante ¢ > 0 telle que pour tout E €|E_,E.[ on a :

2 _ _
Ia(f = B) yal| < TeoVPro-lm m ), (D.0.1)
v
Démonstration. Soit € > 0 et (x — xg)e := (/€ + |& — xo|?>. Pour ¢ > 0, on définit sur
C° (R4, C™) 'opérateur (non auto-adjoint)
H, = e @@l flol@=)e — [T _tSq . (iV(x — x0).)S.

L’opérateur Hy. est fermé sur le domaine de H. Soit ¢ € C°(R?, C") de norme 1. On

notera 1~ = P_o p_ ¥ et ¥ = P, 4oot, ot les P sont les projecteurs spectraux de H,
on rappelle que vy = dist(E, EL).
On a

[(Hee = EYY|| ZRe((" =97, (Hee — E) (@7 +47)))
2 |[0FI1P o[0T = 2)|tSo - (iV{@ — 20)o) S| 1] 147

On sait que la norme de V(x — @), est bornée par un nombre indépendant de €. Soit
t := c\/usv_ ou ¢ > 0 est indépendant a la fois de F et € et assez petit pour que :

650 - (¥ (@ — 20))S|| < v/oyo-/2.
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On a alors
|(Hye = E)6| > 1/2min(v,,v0).

Ainsi, H;. — F est inversible pour F €|E_, E [ et
I(Hye — B < 2
t,e X U’
uniformément en €. De la,

X1 (H = B)""xol| =[xaet ™0 (Hye — B) lem )|
<xae® ||| (Hee — B) 7| e xall.

Le facteur central est majoré par 2/v. En prenant la limite quand e tend vers zéro, le
facteur de gauche est majoré par e’ et celui de droite par e **2. On a ainsi montré le
lemme. O

Preuwve du lemme [[I_{5 Sans perte de généralité, on peut supposer que la distance entre

les supports vérifie a > 10. Soit K = [—1/2,1/2)? le cube unité de R?. Soir g, la fonction
indicatrice du cube K., ;== v+ K, v € Z%. On a
X1(Ho — E)'x2 =Y gyxa(Ho — E) X294 (D.0.2)
aled

La somme sur - ne contient qu’un nombre fini de termes car y; est a support compact.
Pour toute paire g,x1 et gy X2, on a dans lequel on choisit g = «. On voit que dans
ce cas a1 < 1 et comme a > 10 on a également as > a/3+ |y —~'|/3. Ainsi, donne
que

lgyx1(Ho — E) " xagqy|| < cre” %27

ol ¢; et ¢ sont des constantes dépendant de I'intervalle I. On peut alors prendre la somme
sur 4/ pour tout - et la preuve est finie. ]

Nous sommes maintenant préts a montrer le lemme [[1.46]

Preuve du lemme[II.46, Avec les mémes notations que dans la preuve du lemme [[I.45] la
stratégie est de montrer 'existence de deux constantes c¢; et ¢y telles que dans la norme
trace on ait :

||g—yX1 (HO — E>_1X2g7/||1 < cle_cwe_”w_’y/l. (DOS)

Sans perte de généralité, on peut supposer que ay = 10 et a > 10. Dans ce cas, les paires
~ et 7" donnant une contribution non nulle doivent vérifier |y — /| > 8.

On considere alors 2d fonctions lisses a support compacr 0 < f; < 1 qui satisont a la
condition suivante : g, fi = g, fifiz1 = fj si 1 < j < 2d et le supprt de la fonction la
plus « large » foq est contenu dans un hypercube de centre v et de c6té 2. En particulier,
le support de f; et celui des dérivées de f;1; sont disjoints et faqg4 = 0.

Notons Ry := (Hy — E)™'. On a [f;, Ro] = RoS(—ic - Vf;)SRy et

GvRogy = gy f2aRogy = 9y RoS(—io - V f2q) S Rogy

et, en réitérant pour tout j, on trouve :
2d
9y Rogy = gy H (RoS(—io - V [1).S) Xsupp(f20) Fo gy -
j=1
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Chaque facteur RyS(—io - V f;)S appartient a T4 avec une norme indépendante de v et
~'. Le produit est donc a trace. De plus, en appliquant le lemme a la paire Xsupp(foq)
et g, avec &y = =y, on obtient a; —a; = |y —/|/10 + a/10 et

HXSupp(de)Rog,y/ H < C’e*aaefah,,),/' '

Cela démontre (D.0.3). Comme il n’y a qu'un nombre fini de g, qui donnent une contri-
bution non nulle dans (D.0.2)) et que ce nombre est proportionnel a la mesure de Lebesgue
du support de xi, le preuve est terminée. O

Preuve du lemme[[L53. La preuve est exactement la méme que celle du lemme [[T.46]

La premiere étape est de majorer la norme 75; du produit de la résolvante par une
fonction suffisamment décroissante. D’apres 1'inégalité (I1.3.2)), on a que pour E et y dans
les intervalles spécifiés, p € R? et q € C™,

l(e-p—E—iy)ql* = [(o-p—E)all*+y*[lall* = (|y|*+max(C||p||—|E],0)*) q|*. (D.0.4)
Ainsi,
. N—2d 1
| [ (op—E~iy)ap| < [
R4 R

2
lyl? + max(C||p|| — |E],0)2

-dp (D.0.5)

1 2d 1"
</ —dp+/ ———dp < C'+ ——
= Nipl<2Ensc |y|* Ipl>2En/c Cllp|2t " |y[2

(D.0.6)

En utilisant le résultat de Birman et Solomyak ([58, théoreme 4.1]) et les identités de
la résolvante comme dans la remarque [I1.34] (iii),on peut montrer que, pour x une fonction
a support compact sur R?, on a pour tous w, F, y :
C
|yl
avec une constante C' dépendant seulement de E,,, Y, C et d.

Nous allons maintenant montrer l'inégalité en norme d’opérateur. Nous allons re-

prendre la preuve du lemme mais en prenant la partie imaginaire a la place de la
partie réelle. On a donc que pour tous t,e > 0, ¢ de norme 1, F et y e R :

[(Hie — E —iy)o|| = [Im((¢), (Hie — E —iy)y))]
= (4,150 - (V(z = x0)) S + y)¢)|
2yl = [{¢, 150 - (V{x = 20)c)S) )|

| R (E +1y)xll2a < 7 |Ix] z2¢ (D.0.7)

En prenant ¢ assez petit pour que [[tSo - (V{(z —x0).)S)|| < “2’—‘, on trouve que la norme

lvl

5 - En continuant comme dans la preuve du lemme , on trouve

est plus grande que
que

L 2 _ _
Ix1(Ho — E —iy) "' x|l < ol clyl(az — a1), (D.0.8)
Il suffit ensuite de suivre la preuve du lemme pour obtenir que
1 - D —ajy|a
Ix1(Ho — E —iy)'xalh < W |supp(x1)| e lyla (D.0.9)
]
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Propriétés spectrales de modeéles de graphéne périodique et
désordonné

Résumé en francais

Cette these traite de différents aspects de la théorie spectrale d’opérateurs utilisés pour modéliser le graphéne.
Elle est constituée de deux parties.

La premicere traite du cas périodique. Je commence par présenter la théorie générale des systémes périodiques.
Jintroduis ensuite les différents modeéles de graphene en les comparant. Enfin, je m’intéresse a différentes
facons de rendre le graphéne semi-conducteur. Je fais en particulier une étude de nanorubans de divers types et
présente un résultat d’ouverture d’une lacune spectrale pour un opérateur pseudo-différentiel.

La deuxieéme partie traite du cas désordonné. Je commence par présenter la théorie générale des opérateurs
aléatoires. J’explique ensuite succinctement 1’analyse multi-échelles qui est la méthode permettant de montrer
le résultat essentiel de cette théorie, appelé localisation d’Anderson. Enfin, je donne la preuve de cette

localisation pour un modele de graphéne ainsi qu’un résultat sur la densité d’états intégrée.

Mot clés : opérateur de Dirac, localisation d’Anderson, opérateurs aléatoires.

Spectral properties of models of periodic and disordered graphene

Résume en anglais

This thesis deals with various aspects of spectral theory of operators used to model graphene. It is made of two
parts.

The first parts deals with the periodic case. I begin by presenting a general theory of periodic systems. I
introduce then different models of graphene and compare them. Finally, I look at various ways to make
graphene a semiconductor. In particular, I study different types of nanoribbons and I give a result of gap
opening for a pseudodifferential operator.

The second part deals with the disordered case. I begin by presenting a general theory of random operators.
Then, I briefly explain multiscale analysis, which is the method used to prove the main result of this theory,
which is called Anderson localization. Finally, I give a proof of this localization for a model of graphene and a
result on the integrated density of states.

Keywords : Dirac operator, Anderson localization, random operators.
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