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Avertissement

Les notations utilisées dans cette thèse sont les notations standards en français. On
notera σ(H) le spectre d’un opérateur H, ρ(H) son ensemble résolvant. Une mesure de
probabilité sera en général notée P et E désignera l’espérance associée. De plus, nous
rappelons pour le lecteur non francophone que

— l’intervalle ouvert compris entre 2 réels a et b est noté ]a, b[.
— on dit qu’un réel x est positif si x > 0. Si x > 0, on dit que x est strictement

positif.
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Introduction

Cette thèse traite de différents aspects de la théorie spectrale d’opérateurs utilisés
pour modéliser le graphène. Le graphène est un matériau bidimensionnel fait d’atomes
de carbone formant un réseau hexagonal. Bien qu’il ait été depuis les années 1940 l’ob-
jet d’études théoriques, il n’a été produit expérimentalement qu’en 2004. Sa découverte
a représenté une avancée majeure pour la physique des solides car il s’agit du premier
matériau bidimensionnel connu. Elle a ouvert la voie à un programme de recherche ambi-
tieux susceptible de conduire à un grand nombre d’applications, principalement dans les
domaines de l’électronique et de la photonique mais aussi éventuellement pour le stockage
d’énergie ou dans le domaine biomédical [51].

L’émergence du graphène a conduit à de nouvelles questions en mathématiques. Cer-
tains ont étudié un modèle d’opérateur de Schrödinger classique en faisant intervenir la
périodicité hexagonale [18, 20, 19]. Mais l’apparition de ce nouveau matériau a surtout
conduit à relancer l’étude de l’équation de Dirac, en particulier en dimension 2. Celle-ci
décrit à l’origine le comportement d’un électron relativiste [62]. Néanmoins, il est ap-
paru qu’elle pouvait – à un changement d’échelle près – être utilisée pour modéliser le
graphène. Plusieurs articles ont ainsi été publiés récemment, traitant par exemple des
conditions au bord à utiliser pour définir l’opérateur sur un domaine n’étant pas l’espace
entier [45, 60, 9] ou de modèles comportant un potentiel périodique [6, 5].

Ma thèse s’inscrit dans ce mouvement. Elle est constituée de deux grandes parties.
La première traite du cas périodique, c’est-à-dire sans désordre. Je commence par

présenter brièvement la théorie générale des systèmes périodiques. J’introduis ensuite les
différents modèles de graphène en les comparant. Enfin, je m’intéresse à différentes façons
de rendre le graphène semi-conducteur. Je fais en particulier une étude de nanorubans de
divers types et présente un résultat d’ouverture d’une lacune spectrale pour un opérateur
pseudo-différentiel.

La deuxième partie traite du cas désordonné. Elle s’inscrit dans la filiation de la théo-
rie des opérateurs de Schrödinger aléatoires qui est apparue à la suite des travaux de
physique théorique d’Anderson [3] en 1958. Les premiers travaux de mathématiques sur
le sujet datent des années 1970 : ils sont l’œuvre de Pastur [52, 53], Goldsheid, Molchanov
et Pastur [31], Kunz et Souillard [43]. Je commencerai ma seconde partie par présenter la
théorie générale des opérateurs aléatoires. Une des deux grandes méthodes pour montrer
la localisation d’Anderson, qui est le phénomène le plus remarquable de la théorie des sys-
tèmes désordonnés, est appelée analyse multi-échelles. Elle a été développée initialement
par Fröhlich et Spencer [23] puis a fait l’objet de nombreux raffinements donnant des
résultats de plus en plus forts [14, 26, 27]. J’expliquerai succintement les principales idées
de cette méthode. Si de nombreux résultats ont pu être montrés grâce à elle, elle n’avait
pas encore été appliquée à l’opérateur de Dirac. Je donnerai ici la preuve de la localisation
pour un modèle de graphène ainsi qu’un résultat sur la densité d’états intégrée.

Je suppose connus les principaux éléments de théorie spectrale, notamment les notions
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d’opérateur non borné, de spectre (y compris la décomposition en composantes purement
ponctuelle, singulière continue et absolument continue), d’idéaux de trace, de convergence
en résolvante. Le lecteur à qui ces concepts sont peu familiers pourra se reporter à l’ouvrage
de référence de Reed et Simon [57].

Une connaissance au moins sommaire de la mécanique quantique pourra être profi-
table pour la compréhension des phénomènes physiques entrant en jeu. On trouvera des
présentations très succintes dans les introductions de [36] et de [62]. On pourra trouver
un exposé plus complet dans l’ouvrage de Gustafson et Sigal [32].
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Chapitre I

Milieux périodiques

I.1 Généralités

I.1.1 Réseaux de Bravais

Un cristal parfait est formé par la répétition périodique d’un motif élémentaire d’atomes
ou de groupes d’atomes. Mathématiquement, cela est représenté à l’aide d’un réseau.

Définition I.1. Étant donné une famille libre (ai)16i6m de m vecteurs de R
d (m 6 d),

on appelle réseau un sous-groupe discret de R
d.

Étant donné un réseau Γ, il existe une famille (ai) appelée base telle que

Γ = {b1a1 + ...+ bmam, (b1, ..., bm) ∈ Z
m} ⊂ R

d.

La cellule de base (ou cellule de Wigner-Seitz) d’un réseau de dimension d est l’en-
semble

{x ∈ R
d|∀γ ∈ Γ, |x| 6 |x− γ|}.

On notera que la base n’est pas définie de façon unique.
Un cristal peut alors être modélisé à partir d’un réseau par l’ensemble des translatés

par le réseau d’un sous-ensemble fini de l’espace affine R
d. L’intersection du cristal avec

la cellule de base du réseau est appelée motif élémentaire.
Les réseaux peuvent être classifiés selon leur groupe de symétrie en familles appelées

réseaux de Bravais. Ainsi, en dimension 2, on trouve les réseaux suivants :
— le réseau triangulaire où les vecteurs de base ont même norme et forment un angle

de 2π
3

;
— le réseau carré où les vecteurs de base ont même norme et forment un angle de π

2
;

— le réseau orthorhombique primitif où les vecteurs de base ont des normes différentes
et forment un angle de π

2
;

— le réseau orthorhombique centré où les vecteurs de base ont même norme et forment
un angle différent de π

2
;

— le réseau monoclinique correspondant aux autres cas.
Une classification semblable existe en dimension 3.

La périodicité invite à utiliser l’analyse de Fourier. Pour cela, nous avons besoin d’in-
troduire le réseau réciproque. Si on essaie d’écrire formellement la transformée de Fourier
d’une fonction définie sur un réseau Γ :

f̂(k) =
∑

γ∈Γ

f(γ)eiγ·k,
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on constate que f̂(k) = f̂(k′) pour tout f si et seulement si (k− k′) · γ ∈ 2πZ pour tout
γ ∈ Γ. Les vecteurs b vérifiant b · γ ∈ 2πZ pour tout γ ∈ Γ sont appelés vecteurs du
réseau réciproque, il est facile de voir qu’ils forment un réseau dont la base est consituée
des vecteurs (bi) vérifiant bi · aj = 2πδij, où (aj) désigne la base du réseau Γ.

Définition I.2. Étant donné un réseau Γ et son réseau réciproque Γ∗, on appelle zone de
Brillouin la cellule de base du réseau réciproque, c’est-à-dire l’ensemble

B = {k ∈ R
d|∀γ ∈ Γ∗, |k| 6 |k − γ|}.

La zone de Brillouin est l’espace standard pour la variable de Fourier.

Théorème I.3. Soit f une fonction sur un réseau Γ décroissant plus vite que tout inverse
de polynôme. On définit sa transformée de Fourier comme

Ff(k) =
1

√
|B|

∑

γ∈Γ

eik·γf(γ) (I.1.1)

pour k appartenant à la zone de Brillouin B.
Alors F s’étend en une transformation unitaire de ℓ2(Γ) dans L2(B) et, pour g ∈

L2(B),

F∗g(γ) =
1

√
|B|

∫

B
e−ik·γg(k)dk.

I.1.2 Opérateurs de Schrödinger à potentiel périodique

La modélisation de la dynamique électronique dans un solide cristallin est a priori
compliquée. En effet, celui-ci est composé d’un nombre très élevé (en pratique infini)
d’électrons et de noyaux. Pour obtenir un modèle exploitable, plusieurs approximations
sont faites. Premièrement, on suppose que les noyaux sont fixes et forment un réseau de
Bravais (infini). Il n’ y pas de résultat mathématique qui justifie cette hypothèse, elle
correspond seulement à ce qui est observé expérimentalement. D’autre part, on ignore
les interactions entre les électrons, si bien qu’on peut décrire le mouvement d’un électron
dans le solide par un hamiltonien de la forme :

H = −∆ + V sur L2(Rd) (I.1.2)

où V est un potentiel ayant la périodicité du réseau correspondant.
Les propriétés de tels opérateurs sont présentées dans [56, section XIII.16], nous allons

les rappeler ici.
La propriété cruciale est la présence d’un groupe de symétrie très important : si, pour

t = (t1, ..., td) ∈ Z
d, on définit l’opérateur U(t) de translation selon le réseau de base

(ai)i=1...d par

(U(t)ψ) (x) = ψ(x+
d∑

i=1

tiai),

alors on a pour tout t
U(t)H = HU(t). (I.1.3)

Le principal outil pour l’étude de ces opérateurs est la décomposition en intégrale
directe, qui généralise la décomposition en somme directe d’espaces vectoriels.
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Définition I.4. Soit H = L2(M, dµ; H′) où (M,µ) est un espace mesuré σ-fini et H′ un
espace de Hilbert. On notera L(H′) l’espace des opérateurs bornés de H′ et

H =
∫ ⊕

M
H′dµ.

Un opérateur borné A sur H est décomposé par une intégrale directe s’il existe une
fonction A(·) de L∞(M, dµ; L(H′)) telle que, pour tout ψ ∈ H,

(Aψ)(m) = A(m)ψ(m). (I.1.4)

Un tel A est dit décomposable, on écrit alors

A =
∫ ⊕

M
A(m)dµ(m).

Les opérateurs A(m) sont appelés les fibres de A.

Cette propriété s’étend de façon standard aux opérateurs auto-adjoints non bornés.

Définition I.5. Une fonction A(·) d’un espace mesuré (M,µ) dans l’ensemble des opéra-
teurs auto-adjoints d’un espace de Hilbert H′ est dite mesurable si la fonction (A(·) + i)−1

l’est. À partir d’une telle fonction, on peut définir un opérateur (non borné) A sur
H =

∫⊕
M H′dµ de domaine

Dom(A) = {ψ ∈ H|ψ(m) ∈ Dom(A(m)) µ−presque partout,

∫

M
‖A(m)ψ(m)‖2

H′dµ(m) < ∞}

par
(Aψ)(m) = A(m)ψ(m)

pour tout m ∈ M et ψ ∈ Dom(A).
On écrit alors A =

∫⊕
M A(m)dµ(m).

On a alors les propriétés suivantes.

Théorème I.6 ([56], théorème XIII.85). Soit A =
∫⊕
M A(m)dµ où (M,µ) est un espace

mesuré et A(·) une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints. On a alors :
(i) L’opérateur A est auto-adjoint.
(ii) Un opérateur auto-adjoint A s’écrit

∫⊕
M A(m)dµ si et seulement si (A+ i)−1 est un

opérateur borné décomposable.
(iii) Pour toute fonction F borélienne bornée sur R,

F (A) =
∫ ⊕

M
F (A(m))dµ. (I.1.5)

(iv) λ ∈ σ(A) si et seulement si pour tout ǫ > 0

µ ({m|σ(A(m))∩]λ− ǫ, λ+ ǫ[ 6= ∅}) > 0.

(v) λ est une valeur propre de A si et seulement si

µ ({m|λ est une valeur propre de A(m)}) > 0.

(vi) Si chacun des opérateurs A(m) a un spectre purement absolument continu, alors
le spectre de A l’est aussi.
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Si le spectre de l’opérateur somme est absolument continu lorsque celui de ses fibres
l’est, la réciproque est fausse. Il est même possible que l’opérateur ait un spectre purement
absolument continu alors que ses fibres ont toutes un spectre purement discret. Nous
verrons d’ailleurs plus loin que ce cas est en fait le cas standard dans l’étude des solides
cristallins.

Théorème I.7 ([56], théorème XIII.86). Soit µ la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et H′

un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soit A =
∫⊕

[0,1] A(m)dµ(m) où chaque
A(m) est auto-adjoint. Supposons qu’il existe une suite (ψn(·))n∈N de fonctions continues
de [0, 1] dans H′, analytiques sur ]0, 1[ et une suite (En(·))n∈N de fonctions de [0, 1] dans
C, analytiques sur un voisinage de [0, 1] telles que :
(i) Aucune des En(·) n’est constante.
(ii) A(m)ψn(m) = En(m)ψn(m) pour tout m ∈ [0, 1] et tout n ∈ N.
(iii) Pour tout m dans [0, 1], la famille (ψ(m))m∈N est une base hilbertienne de H′.

Alors le spectre de A est purement absolument continu.

Afin de ramener le problème sur R
d avec un potentiel périodique à un problème sur

un ouvert borné, où les opérateurs différentiels ont un spectre discret, nous allons définir
la transformation de Bloch-Floquet qui généralise celle de Fourier en tenant compte de
la périodicité du réseau. On pourra trouver plus d’informations ainsi que les preuves des
résultats ci-dessous dans [49].

Dans la suite, Γ sera un réseau, Q une cellule de base pour ce réseau et B la zone de
Brillouin associée.

Définition I.8. Étant donné une fonction ψ de l’espace de Schwartz S (Rd, C), on définit
sa transformée de Bloch-Floquet, Uψ ∈ L2(Q×B, C) par

(Uψ)(x,k) =
∑

γ∈Γ

e2iπk·(x+γ)ψ(x+ γ). (I.1.6)

On peut alors prolonger U en un opérateur unitaire de L2(Rd,C) dans L2(Q×B,C).

Proposition I.9. L’inverse de la transformation de Bloch-Floquet est donné par

(U∗f)(x+ γ) =
∫

B
e−2iπk·(x+γ)f(x,k)dk. (I.1.7)

Les principales propriétés de la transformation de Bloch-Floquet sont les suivantes.

Proposition I.10. 1. Soit c ∈ L∞(Rd, C) une fonction Γ-périodique. Alors, pour tout
f ∈ L2(Rd,C),

U(cf)(x,k) = c(x)(Uf)(x,k).

2. Soit f ∈ H1(Rd,C). La fonction Uf est dérivable par rapport à la première variable
x et pour tout 1 6 j 6 d, on a

U
(
∂f

∂xj

)
(x,k) =

(
∂per
∂xj

− 2iπkj

)
Uf(x,k)

où ∂per

∂xj
est la dérivée partielle par rapport à la coordonnée j en x avec conditions

au bord périodiques.

10



Corollaire I.11. L’opérateur H = −∆ + V avec V Γ-périodique sur L2(Rd) est unitaire-
ment équivalent à l’opérateur

U∗HU = (−i∇per − 2iπk)2 + V (x)

sur L2(Q×B), où on a noté ∇per =
(
∂per

∂xj

)

i=1...d
.

Cette décomposition nous permet d’accéder aux propriétés spectrales du hamiltonien.
On utilisera ici la notion de famille analytique de type (A) présentée dans [34, chapitre
VII, §2].

Proposition I.12. Soit V un potentiel périodique selon un réseau Γ dont les coefficients
de Fourier sont dans ℓβ où β < (d − 1)/(d − 2) si d > 3 et β = 2 si d = 2 ou 3. Pour
k0 ∈ R

d et a le premier vecteur de base de Γ, la famille d’opérateurs (H(k0 + ta))t∈R où

H(k) = (−i∇per − 2iπk)2 + V (·) sur L2(Q,C)

est une famille analytique de type (A). De plus, H(k) est à résolvante compacte pour tout
k ∈ R

d.
Il existe donc une suite (En(·)) de fonctions analytiques et une suite de familles ana-

lytiques de fonctions de L2(Q,C) notée (ψn(·)) telles que pour tous t ∈ R on ait

H(k0 + ta)ψn(t) = En(t)ψn(t).

De plus, pour chaque t, (ψn(t))n∈N forme une base de L2(Q,C). Enfin, aucune des
fonctions En n’est constante.

Corollaire I.13. Le spectre de −∆ + V , où V est un potentiel Γ-périodique dont les
coefficients de Fourier sont dans ℓβ où β < (d− 1)/(d− 2) si d > 3 et β = 2 si d = 2 ou
3, est purement abolument continu.

Le spectre d’un tel hamiltonien est donc constitué d’une réunion d’intervalles appelés
bandes correspondant aux images des fonctions En. Les intervalles réels de l’ensemble
résolvant sont appelés lacunes spectrales.

I.1.3 Isolants et conducteurs

La théorie ci-dessus permet de décrire le comportement des électrons dans le solide. En
particulier, elle permet de faire la distinction entre isolants et conducteurs. La différence
entre les deux types est particulièrement remarquable : la résistivité d’un bon isolant
peut être jusqu’à 1032 fois plus importante que celle d’un métal pur, ce qui représente
une étendue particulièrement importante [39]. Si, en utilisant un modèle à un électron,
nous négligeons les interactions entre électrons, il est en revanche nécessaire de prendre
en compte le principe d’exclusion de Pauli. Lorsque le spectre est discret (par exemple
dans le cas d’un atome isolé en dessous du spectre essentiel), celui-ci signifie que chaque
état propre est occupé par au plus deux électrons, un pour chaque valeur du spin. Dans
le cas d’un solide, où le spectre est absolument continu, on introduit la notion de densité
d’états.

On considèrera ici un hamiltonien de la forme H = −∆ + V , V étant périodique
selon un réseau Γ de base (ai)16i6d. On notera H(k) la transformée de Bloch-Floquet du
hamiltonien.
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Définition I.14. Soit B la zone de Brillouin du réseau Γ et En(k) les valeurs propres de
H(k). On définit la densité d’états comme la mesure ν sur R définie par

ν([a, b]) =
2

|B|
∑

n∈N

|{k ∈ B|En(k) ∈ [a, b]}| .

La densité d’états permet de compter le « nombre d’électrons par unité de volume ».
En effet, pour L ∈ N, définissons l’opérateur HL comme la restriction de H à l’ensemble

{
d∑

i=1

λiai, λi ∈ [−L

2
,
L

2
] ∀i}

avec conditions au bord périodiques et EL la famille de projecteurs spectraux associée.

Proposition I.15 ([56], théorème XIII.101). Pour tout intervalle I, on a

lim
L→∞

2
Ld

tr(EL(I)) = ν(I).

Supposons que le cristal soit constitué d’atomes possédant N électrons chacun. Il est
alors raisonnable d’affirmer que les électrons remplissent les niveaux d’énergie les plus bas
jusqu’à avoir en moyenne N électrons par atome, ce qui revient à dire que les niveaux
sont occupés jusqu’à l’énergie EF vérifiant ν(] − ∞, EF ]) = N . Cette énergie est appelée
énergie de Fermi. L’ensemble des k de la zone de Brillouin vérifiant En(k) = EF pour
une valeur de n est appelé surface de Fermi.

Ce modèle permet de faire la différence entre les cristaux isolants et conducteurs.
En effet, on a vu que le spectre d’un opérateur de Schrödinger périodique est constitué
d’une réunion d’intervalles fermés, appelés bandes permises, les intervalles complémen-
taires étant appelés bandes interdites. Deux cas peuvent alors se présenter.

— Si l’énergie de Fermi est dans une bande permise, alors un champ électrique (c’est-
à-dire une différence de potentiel) peut faire passer un électron d’énergie EF à une
énergie légèrement supérieure, ce qui permet la conduction.

— En revanche, si l’énergie de Fermi est au bas d’une bande interdite, alors il n’est
pas possible de passer à une énergie immédiatement supérieure car on tomberait
dans la bande interdite. Il ne peut donc pas y avoir de conduction : le cristal est
isolant.

En réalité, d’autres cas sont à prendre en compte. En effet, les cristaux ne sont gé-
néralement pas au zéro absolu et leurs électrons sont donc dans un état excité même en
l’absence de champ électrique. Si l’énergie de Fermi est au bas d’une bande interdite de
petite taille, alors on parle de semi-conducteur. Si elle se trouve légèrement en dessous du
bas d’une bande interdite, on parle de semi-métal.

I.2 Modèles de graphène

Avant de décrire les différents modèles de graphène, commençons par présenter ce
matériau. Pour des informations détaillées, le lecteur pourra se référer à l’article [13] pour
une synthèse détaillée des propriétés électroniques ou à [25, 51] pour des article plus
généraux. Ces articles sont les sources principales de cette introduction.

Le graphène est une forme allotropique bidimensionnelle du carbone. Il est fait d’atomes
disposés sur une structure en nid d’abeille constituée d’hexagones. Plus précisément, parmi
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les 4 électrons de valence de l’atome de carbone, trois sont engagés dans des liaisons cova-
lentes avec les atomes voisins. En revanche, le quatrième est délocalisé et participe donc
à la conduction.

Le graphène est en quelque sorte l’élément de base d’autres formes allotropiques. Ainsi,
les fullerènes sont des feuilles de graphènes roulées en boule, les nanotubes de carbone
sont des feuilles de graphène enroulées autour d’un axe et le graphite est constitué de
feuilles de graphènes empilées et liées entre elles par la force de van der Waals.

Historiquement, le graphène a été découvert expérimentalement par Geim et Novoselov
en 2004. Ce fut la première découverte d’un cristal bidimensionnel. L’existence de tels
cristaux était auparavant considérée comme impossible à la suite de travaux de Landau
et Peierls sur les fluctuations thermiques.

Cependant, les premiers travaux théoriques sur le graphène, visant en fait à expliquer
les propriétés du graphite, remontent à 1947 et sont l’œuvre de Wallace [63]. Ce dernier
calcule la structure de bandes d’une feuille de graphène et montre que celle-ci est semi-
métallique et que la surface de dispersion a une singularité conique aux coins de la zone
de Brillouin. De plus, cette singularité correspond précisément au niveau de Fermi. Cette
propriété fait que la dynamique des électrons est semblable à celle de fermions sans masse,
à la seule exception que la vitesse de la lumière doit être remplacée par une vitesse vF
300 fois plus petite. La dynamique peut être décrite par l’équation de Dirac, qui provient
de la mécanique quantique relativiste, bien que les électrons ne soient pas relativistes.

La structure cristalline du graphène est décrite par la répétition d’un motif formé de
2 atomes par un réseau triangulaire. Le réseau triangulaire est engendré par exemple par
les vecteurs

a1 = l

(√
3

2
1
2

)
et a2 = l

( √
3

2

−1
2

)

où l est un paramètre de taille strictement positif. Les atomes du motif élémentaire sont
alors les points A et B de coordonnées respectives (0, 0) et ( l√

3
, 0). On notera dans la

suite Λh le réseau de base (a1,a2) et Γh le cristal formé par les translatés par Λh des deux
points de base. Les points de Γh seront appelés sites atomiques. La structure de la feuille
de graphène est représentée sur la figure I.1.

Le réseau réciproque est engendré par les vecteurs

b1 = q

(
1
2√
3

2

)
et b2 = q

(
1
2

−
√

3
2

)

où q = 4π
l
√

3
.

La zone de Brillouin du réseau triangulaire est un hexagone. Notons K et K ′ ses
sommets définis par

K =
1
3

(b1 − b2) et K ′ =
1
3

(b2 − b1).

Les six sommets de la zone de Brillouin peuvent être engendrés en appliquant une
rotation R d’angle 2π

3
; ils se divisent en deux sous-ensembles correspondant aux orbites

de K et K ′ sous l’action du groupe engendré par cette rotation.

I.2.1 Modèle de Fefferman et Weinstein

Le modèle le plus fondamental pour représenter le graphène consiste à considérer, selon
la théorie décrite dans la section I.1.2, un opérateur de Schrödinger classique sur R2 avec
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(i) Les familles (µǫ±(k), φǫ±(k)) sont constituées de paires d’éléments propres de Bloch-
Floquet, c’est-à-dire que

Hǫ(k)φǫ±(k) = µǫ±(k)φǫ±(k) où Hǫ(k) = −(∇per + 2iπk)2 + ǫV (x) sur L2(Q,C).

(ii) µǫ(K∗) := µǫ+(K∗) = µǫ−(K∗) est une valeur propre de multiplicité 2 de Hǫ(K∗).
(iii) Il existe un voisinage Vǫ de K∗, des fonctions lipschitziennes E± définies sur Vǫ et
nulles en K∗ et λǫ > 0 tels que pour tout k ∈ Vǫ

µǫ+(k) − µǫ(K∗) = +λǫ |k −K∗|(1 + E+(k)) et

µǫ−(k) − µǫ(K∗) = −λǫ |k −K∗|(1 + E−(k)).

Remarque I.18. On peut montrer de plus qu’il existe ǫ0 > 0 tel que pour tout ǫ ∈
] − ǫ0, ǫ0[, l’intersection conique correspond à celle entre les 1re et 2e bandes si ǫV11 > 0
et à celle entre les 2e et 3e bandes si ǫV11 < 0.

I.2.2 Modèle de liaisons étroites

Un autre modèle possible est de supposer que l’électron qui n’est pas engagé dans une
liaison covalente est attaché à un atome et peut « sauter » d’un atome à un de ses voisins.
Ce modèle, dit de liaisons étroites (tight binding), est le plus couramment utilisé par les
physiciens [13, 63]. On pourra trouver une description mathématique de ce modèle dans
la section 1.2 de [20].

L’électron est donc supposé vivre sur les sites atomiques du réseau, sa fonction d’onde
est donc dans ℓ2(Γh). Le hamiltonien est donné par le laplacien discret, c’est-à-dire la
matrice d’adjacence du graphe (infini) dont les sommets sont les points de Γh et les arêtes
relient entre eux les plus proches voisins (ce qui correspond physiquement aux liaisons
covalentes).

Plus précisément, notons la fonction d’onde

(ψ(n,m)
A , ψ

(n,m)
B )(n,m)∈Z2 ∈ ℓ2(Z2,C2),

ψ
(n,m)
A (resp. ψ(n,m)

B ) représentant la valeur de la fonction d’onde au point A+na1 +ma2

(resp. B + na1 +ma2). La hamiltonien est alors défini par

H

(
ψ

(n,m)
A

ψ
(n,m)
B

)
= t

(
ψ

(n,m)
B + ψ

(n,m−1)
B + ψ

(n−1,m)
B

ψ
(n,m)
A + ψ

(n+1,m)
A + ψ

(n,m+1)
A

)
(I.2.2)

pour un certain paramètre de couplage t.
Notons e1, e2 et e3 les vecteurs reliant le point A à chacun de ses voisins. En faisant

une transformation de Fourier, on montre que ce hamiltonien est unitairement équivalent
à ∫ ⊕

B
tHkdk où Hk =

(
0 h(k)

h(k) 0

)
avec h(k) =

∑

j=1,2,3

eik·ej

et B est la zone de Brillouin.
Les matrices Hk ont deux valeurs propres

E±(k) = ±|h(k)| = ±|1 + eik·a1 + eik·a2 |. (I.2.3)
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Le spectre de cet opérateur est donc [−3|t|, 3|t|]. En traçant la surface de dispersion, on
observe bien les singularités coniques aux sommets de la zone de Brillouin.

La question naturelle à ce stade est de se demander si ce modèle est d’une façon
ou d’une autre un cas limite du modèle précédent. La réponse positive a été apportée
par Fefferman, Lee-Thorp et Weinstein dans [20]. Ils étudient un modèle de liaison forte,
c’est-à-dire un hamiltonien de la forme −∆ + λ2V pour λ tendant vers l’infini. V est un
potentiel en nid d’abeille (au sens de la sous-section précédente) négatif à support compact
suffisamment petit. Notons µλ1(k) 6 µλ2(k) 6 ... les valeurs propres de Bloch-Floquet du
hamiltonien. Sous de bonnes hypothèses, Fefferman, Lee-Thorp et Weinstein prouvent le
résultat suivant.

Théorème I.19 ([20], théorèmes 1.1 et 6.1). Pour λ > λ∗ suffisamment grand, les fonc-
tions de dispersion k 7→ µλ1(k) et k 7→ µλ2(k) convergent uniformément (à un changement
d’échelle près) vers les fonctions de dispersion E±(k) du modèle de liaison étroite. Plus
précisément, il existe une énergie Eλ

D et ρλ > 0 telles que

(µλ1(k) − Eλ
D)/ρλ → E−(k) et (µλ2(k) − Eλ

D)/ρλ → E+(k) (I.2.4)

quand λ tend vers l’infini, uniformément en k dans la zone de Brillouin.
De plus, il existe des constantes c1, C ′

1, c2, C ′
2 telles que pour λ assez grand C ′

1e
−c1λ 6

ρλ 6 C ′
2e

−c2λ.

I.2.3 Modèle avec l’opérateur de Dirac

Un troisième modèle possible pour le graphène utilise l’opérateur de Dirac. Les pro-
priétés de cet opérateur sont décrites dans le livre de Thaller [62].

Dans sa version standard, l’opérateur de Dirac bidimensionnel est utilisé pour décrire
la dynamique d’un électron relativiste. Il agit sur L2(R2,C2) et s’écrit

H0 = −i~c

(
σ1

∂

∂x1

+ σ2
∂

∂x2

)
+ σ3mc

2

où les σi sont les matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(I.2.5)

et ~, c et m sont respectivement la constante de Planck divisée par 2π, la vitesse de la
lumière et la masse de la particule. Son domaine est l’espace de Sobolev H1(R2,C2).

Pour décrire le graphène, on utilisera un opérateur semblable où la masse m est prise
égale à 0 et où la vitesse de la lumière est remplacée par une vitesse environ 300 fois plus
petite appelée vitesse de Fermi vF . Afin d’éviter l’écriture de constantes, on se place dans
le système d’unités où ~ = vF = 1. L’opérateur que nous considérerons dans toute la suite
est donc défini par

Dom(D0) = H1(R2,C2), D0ψ = σ · (−i∇ψ) = σ1
−i∂ψ
∂x1

+ σ2
−i∂ψ
∂x2

. (I.2.6)

Cet opérateur est clairement auto-adjoint.
En faisant une transformation de Fourier, on voit que cet opérateur est unitairement

équivalent à l’opérateur de multiplication par la matrice

σ · p =

(
0 p1 + ip2

p1 − ip2 0

)
.
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On calcule alors facilement que chacune de ces matrices a deux valeurs propres égales à
±|p|. On a donc le résultat suivant.

Proposition I.20. Le spectre de D0 est égal à R et est purement absolument continu.

De plus, il est facile de voir que la surface de dispersion a une singularité conique à
l’origine. Ce phénomène a conduit les physiciens à parler de « points de Dirac »pour dési-
gner les singularités de la surface de dispersion des hamiltoniens décrivant le graphène (cf.
[13]). Les physiciens utilisent parfois le modèle avec l’opérateur de Dirac dans des calculs
numériques concernant le graphène et trouvent des résultats proches de ceux calculés avec
le modèle de liaisons étroites sous de bonnes conditions [12, 55, 54].

Du point de vue des mathématiques, l’utilisation de l’équation de Dirac pour décrire
la dynamique effective d’un électron dans un potentiel en nid d’abeille a été étudiée
par Fefferman et Weinstein dans [19]. Ils montrent que la dynamique est effectivement
gouvernée par l’équation de Dirac lorsque la donnée initiale est spectralement concentrée
autour des sommets de la zone de Brillouin.

Ici, V sera un potentiel tel que les conclusions du théorème I.17 sont vérifiées. On
fixe alors un point de Dirac K∗. On sait alors que la valeur propre de Bloch-Floquet
associée à ce point µ(K∗) est de multiplicité 2. On note alors Φ1 et Φ2 les deux fonctions
propres associées étendues périodiquement à R

2. On considère alors une donnée initiale
de la forme

ψδ0(x) = δeiK∗·x(α10(δx)Φ1(x) + α20(δx)Φ2(x))

où α10 et α20 sont dans l’espace de Schwartz et δ est un réel positif supposé petit. Le
facteur δ est présent uniquement pour que l’état ait une norme d’ordre de grandeur
constant quand δ tend vers 0.

On posera alors

~α0(X) =

(
α10(X)
α20(X)

)
.

Le résultat de Fefferman et Weinstein est le suivant.

Théorème I.21 ([19], théorème 5.1). Soit ~α(X, T ) la solution de l’équation de Dirac

i∂T ~α(X, T ) = λσ · (−i∇X~α(X, T ))

pour λ défini dans le théorème I.17 (iii) avec ~α(X, 0) = ~α0(X).
D’autre part, soit ψδ vérifiant l’équation de Schrödinger

i∂tψδ = (−∆ + V (x))ψδ (I.2.7)

avec ψδ(x, 0) = ψδ0(x).
Fixons ρ > 0, ǫ1 > 0 et N = (n1, n2) ∈ N

2. Alors (I.2.7) admet une unique solution
s’écrivant

ψδ(x, t) = ei(K∗·x−µ(K∗)t)




2∑

j=1

δαj(δx, δt)Φj(x) + ηδ(x, t)




où les αj sont les coordonnées de ~α et, pour tout multi-indice β, |β| 6 N

sup
06t6ρδ−2+ǫ1

‖∂βxηδ(x, t)‖L2(R2
x) = o(δτ )

pour un certain τ > 0 quand δ tend vers 0.
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I.3 Faire du graphène un semi-conducteur : quelques

possibilités

Les propriétés électroniques remarquables du graphène en font un candidat de choix
pour remplacer le silicium dans l’électronique [51]. Néanmoins, il serait nécessaire pour
cela d’avoir un dispositif semi-conducteur conçu à partir de graphène. Plusieurs solutions
sont proposées [16].

La plus élémentaire, que nous détaillerons dans la première sous-section, est de prendre
un nanoruban de graphène. Nous verrons que cette méthode donne des résultats dépen-
dant fortement de la façon dont le nanoruban est découpé dans la feuille de graphène et
que la lacune spectrale éventuellement ouverte a une taille inversement proportionnelle
à la largeur du ruban, ce qui limite le courant susceptible de passer. Nous considérerons
également le cas des nanotubes de carbone qui, s’ils ne constituent pas à proprement
parler des dérivés du graphène, se traitent théoriquement d’une façon semblable.

Une autre approche, que nous décrirons dans la deuxième sous-section, consiste à mo-
difier périodiquement une feuille de graphène, soit par des trous, soit par dopage chimique.
Enfin, certains auteurs proposent d’utiliser l’interaction avec le substrat ou une déforma-
tion du réseau cristallin pour ouvrir une lacune spectrale. Ces approches ne seront pas
traitées dans cette thèse.

I.3.1 Nanotubes et nanorubans

Nous utilisons pour décrire ces objets le modèle de liaisons étroites présenté dans
la sous-section I.2.2. Notre principal outil sera la théorie spectrale des graphes infinis
développée par exemple par Godsil et Mohar dans [30]. L’idée est de calculer le spectre
du laplacien discret sur un graphe fini, où il s’agit d’une simple matrice, puis d’utiliser
des résultats de convergence pour passer au graphe infini.

L’étude des graphes infinis généralise en quelque sorte celle des réseaux présentés dans
la section I.1.1. Le lecteur désireux d’en savoir davantage sur le sujet pourra se référer
à l’article de synthèse [48]. Un graphe infini dénombrable est défini par un ensemble
dénombrable de sommets V et un ensemble d’arêtes reliant des sommets. La matrice
d’adjacence du graphe est celle dont l’élément auv, pour u, v ∈ V , est égal au nombre
d’arêtes reliant u et v. On appelle degré d’un sommet le nombre d’arêtes reliées à ce
sommet. Un graphe est dit localement fini si les degrés de tous les sommets sont finis ; on
appelle degré du graphe le maximum des degrés des sommets.

Définition I.22. Soit G et G1, G2, ... des graphes sur un ensemble de sommets V . On dit
que la suite (Gn) converge vers G si, pour toute paire (u, v) de sommets de G, il existe
un rang n(u,v) tel que, pour tout n > n(u,v), uv est une arête de Gn si et seulement si uv
est une arête de G.

On notera désormais A(G) la matrice d’adjacence du graphe G et, étant donné deux
sommets u et v, µuv la mesure spectrale pour cet opérateur attachée aux fonctions indi-
catrices des points u et v.

On a alors le résultat suivant.

Théorème I.23 ([30], théorème 4.2). Si une suite (Gn) de graphes dénombrables et loca-
lement finis de degré borné converge vers un graphe G, alors les mesures spectrales µ(n)

uv (λ)
des graphes Gn convergent vers celle de G µuv(λ) partout où elle est continue.
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En prenant toutes les valeurs entières de n entre 1 et M et toutes les valeurs entières de
k entre 0 et K

2
, on voit qu’on a trouvé K ×N valeurs propres distinctes : il n’y en a pas

d’autre.
Le spectre du nanoruban infini est donc

M⋃

n=1

⋃

θ∈[0,1]



λn,±,±(θ) = ±

√√√√1 + 4 cos2
nπ

M + 1
±
√

4 cos2
nπ

M + 1
(2 + 2 cos 2πθ)



 .

On voit en particulier que le minimum du spectre en valeur absolue est égal à 1−2 cos nπ
M+1

pour un certain n. Il est égal à 0 si et seulement s’il existe n tel que cos nπ
M+1

= 1
2
, c’est-à-

dire que nπ
M+1

= π
3

donc M + 1 = 3n. On voit donc que le nanoruban est métallique (pas
de lacune spectrale) si M + 1 est multiple de 3 et semi-conducteur dans les autres cas. Ce
résultat est conforme à celui des physiciens [17]. De plus, un développement limité nous
montre que la lacune spectrale a une taille de l’ordre de 1

M+1
.

Considérons maintenant le cas des nanotubes de carbone. Le lecteur pourra trouver
un article de synthèse sur leurs propriétés de transport quantique dans [44]. Mathéma-
tiquement, un nanotube de carbone est représenté simplement comme le quotient d’une
feuille de graphène décrite au début de la section précédente. Plus précisément, il s’agit de
l’ensemble des images des deux points de base par le groupe Λh/〈v〉, où v = m1a1 +m2a2

est un vecteur de Λh appelé vecteur de chiralité du nanotube. Le spectre des nanotubes
se calcule par transformation de Fourier. Il est facile de montrer que la transformée de
Fourier d’une fonction sur Λh/〈v〉 est une fonction définie sur

Bv = {k ∈ B,k · v ∈ 2πZ}

où B est la zone de Brillouin associée à Λh. De plus, le même calcul que pour la feuille
de graphène nous montre que la relation de dispersion s’écrit de la même façon que dans
(I.2.3), à savoir

E±(k) = ±|1 + eik·a1 + eik·a2|,
où k est cette fois un élément de Bv.

La présence d’une lacune spectrale autour de 0 dépend donc de si 0 appartient à
l’image de cette relation de dispersion, c’est-à-dire de si les points K ou K ′, zéros de E±,
sont dans Bv.

Cela revient donc à résoudre l’équation

1
3

(b1 − b2) · (m1a1 +m2a2) = 2πn, n ∈ Z

qui est équivalente à
m1 −m2 ∈ 3Z.

On retrouve bien le résultat annoncé par les physiciens [44], à savoir que le nanotube
de carbone est semi-conducteur si et seulement si m1 − m2 est multiple de 3. De plus,
la relation de dispersion étant conique au voisinage des sommets de la zone de Brillouin
et les lignes de Bv étant espacées de 1

|v| , on voit que la lacune spectrale a une largeur
asymptotiquement de l’ordre de 1

|v| .
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I.3.2 Graphène périodiquement perturbé

Un moyen envisagé par les physiciens pour produire du graphène semi-conducteur
est de modifier périodiquement la feuille de graphène par des obstacles. Il peut s’agir de
trous [55] ou de défauts d’autres types. Nous présenterons ici principalement les travaux
de Barbaroux, Cornean et Stockmeyer [6] qui utilisent le modèle avec l’opérateur de Dirac.

Il est important dans ce contexte de mentionner un phénomène propre à l’opérateur de
Dirac nommé paradoxe de Klein. Nous présenterons cet effet uniquement en dimension 1,
d’une façon un peu différente de celle de Thaller [62, section 4.5]. Considérons l’opérateur
de Dirac avec un potentiel « classique » (multiplication par une fonction scalaire) V à
valeurs réelles que l’on supposera continu (pas forcément périodique). L’opérateur s’écrit
alors

DV = −iσ1
d
dx

+ V sur L2(R,C2). (I.3.2)

On va chercher une fonction propre généralisée que l’on notera ψ =

(
ψ1

ψ2

)
et qui est

associée à une valeur propre généralisée que l’on notera λ. L’équation à résoudre est donc
{

−iψ′
2(x) + V (x)ψ1(x) = λψ1(x)

−iψ′
1(x) + V (x)ψ2(x) = λψ2(x)

. (I.3.3)

En posant f = ψ1 + ψ2 et g = ψ1 − ψ2, on trouve que ce sytème est équivalent à
{

−if ′(x) + V (x)f(x) = λf(x)
ig′(x) + V (x)g(x) = λg(x)

.

On trouve alors deux équations différentielles linéaires d’ordre 1 indépendantes que
l’on peut résoudre explicitement : on trouve

{
f(x) = Cei(λx−W (x))

g(x) = C ′e−i(λx−W (x)) (I.3.4)

où W est une primitive de V et C,C ′ ∈ R.
Si on pose χn une fonction lisse bornée à support dans l’intervalle [−n, n], valant 1

dans l’intervalle [−n+ 1, n− 1] et dont la dérivée ne prend pas de valeur plus grande que

2, on voit que pour tout n la fonction

(
χnψ1

χnψ2

)
, pour ψ1 = f+g

2
et ψ2 = f−g

2
avec f et

g les fonctions définies par (I.3.4), est dans L2(R,C2). De plus, il est facile de voir que

limn→∞
1

‖(χnψ1,χnψ)‖(DV − λ)

(
χnψ1

χnψ2

)
= 0. Ainsi, par le critère de Weyl, λ appartient au

spectre de DV . Comme cela est valable pour tout λ, σ(DV ) = R. En outre, pour tout
x ∈ R

2,

|ψ(x)|2 = |ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2 =
1
2

(|f(x)|2 + |g(x)|2) =
C2 + C ′2

2
.

L’électron n’est donc pas arrêté par les obstacles.
Une solution pour créer une barrière consiste à prendre des potentiels portés par la

matrice σ3. Nous allons voir que Barbaroux, Cornean et Stockmeyer ont montré dans
[6] que ce type de potentiels ouvrait une lacune spectrale sous certaines conditions. Leur
preuve, visant à étudier des modèles de graphène, est en dimension 2 mais peut facilement
être adaptée à la dimension 1.
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On rappelle qu’en dimension 2 l’énergie cinétique est donnée par l’opérateur défini sur
L2(R2,C2) par

H0 = σ · (−i∇) =

(
0 −i∂1 − ∂2

−i∂1 + ∂2 0

)

où σ = (σ1, σ2) et les σj sont les matrices de Pauli définies dans l’équation (I.2.5).
La modification périodique est modélisée par une fonction bornée χ : R2 → R dont le

support est un compact inclus dans Ω =] − 1
2
, 1

2
]2 vérifiant

∫

Ω
χ(x)dx = Φ > 0 et

∫

Ω
|χ(x)|2dx = 1.

En unités physiques, le hamiltonien décrivant le graphène périodiquement perturbé
est donné par

H̃(α, µ, L) = ~vFH0 + σ3µ
∑

γ∈Z2

χ
(
x− Lγ

αL

)

où ~ est la constante de Planck divisée par 2π et vF la vitesse de Fermi dans le graphène.
Le paramètre µ > 0 représente l’intensité de la perturbation et L sa période, alors que α
est un facteur donnant l’étendue de la zone affectée par la perturbation. Afin de simplifier
les notations, on notera β = µL

~vF
et on réalisera le changement de variable x 7→ Lx pour

obtenir un hamiltonien dépendant de 2 paramètres seulement H(α, β) = L
~vF

H̃(α, µ, L).
Le hamiltonien étudié sera alors

H(α, β) = H0 + β
∑

γ∈Z2

χ
(
x− γ
α

)
σ3. (I.3.5)

Le résultat obtenu par Barbaroux, Cornean et Stockmeyer est le suivant, où on note
ρ(T ) l’ensemble résolvant d’un opérateur auto-adjoint T .

Théorème I.24 ([6], théorème 1.1). Il existe 2 constantes C > 0 et δ ∈]0, 1], avec Cδ < Φ,
telles que pour tout α ∈]0, 1/2] et β > 0 vérifiant αβ < δ on a

[−α2β(Φ − Cαβ), α2β(Φ − Cαβ)] ⊂ ρ(H(α, β)).

Du point de vue de la physique, cela revient à dire que pour αµL
~vF

suffisamment petit
s’ouvre une lacune spectrale de largeur au moins µφα2. En revanche, cette largeur est
indépendante de L.

Nous ne donnerons pas ici les détails de la preuve. Sa première étape consiste à utiliser
la transformation de Bloch-Floquet pour se ramener à un problème sur un domaine borné.
Notons que la période du potentiel ne correspond pas ici à un réseau atomique. Ensuite,
utilisant la base formée des ψm(x) = e2iπm·x, on commence par montrer que chacun des
opérateurs fibres restreint au sous-espace engendré par ψ0, possède une lacune spectrale.
On utilise enfin le lemme de Feschbach qui nous permet d’affirmer que la lacune est
maintenue lorsqu’on passe à l’espace tout entier.

De la même façon que dans le cas de l’opérateur de Schrödinger, on peut montrer que le
spectre d’un opérateur de Dirac avec un potentiel périodique est absolument continu. En
nous inspirant de la preuve du théorème XIII.100 de [56], nous allons montrer le résultat
suivant.

Théorème I.25. Soit V un potentiel à valeurs dans l’espace des matrices hermitiennes
H2(C) Γ-périodique (pour un certain réseau Γ) borné. Alors l’opérateur D0 +V , défini sur
L2(R2,C2), a un spectre purement absolument continu.
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Pour ce faire, nous allons regarder la transformée de Bloch-Floquet de cet opérateur,
qui est

h(k) = σ · (−i∇per − 2πk) + V.

On notera h0(k) = σ · (−i∇per − 2πk). Si h(k) est défini a priori pour k dans la zone
de Brillouin, on peut l’étendre avec cette formule à C

2 tout entier. Pour a et b ∈ C
2 et

z ∈ C, on va s’intéresser aux valeurs propres de h0(a + zb). Le calcul nous montre qu’il
s’agit des Em(z), pour m ∈ Z

2 où

Em(z)2 = 4π2
(
(m1 − b1(λ+ iy) − a1)2 + (m2 − b2(λ+ iy) − a2)2

)
.

On va alors choisir b tel que b1 = 1 et b2 = 0 et λ tel que b1λ+ a1 = 1
2
.

Dans ce cas, la partie imaginaire de Em(z)2 est égale à −8π2y(m1 − 1
2
) donc

|Im(Em(z)2)| > 2π|y|(|m1| + 1).

D’autre part,

Re(Em(z)2) = 4π2
(

(m1 − 1
2

)2 + y2 + (m2 − a2)2
)

6= 0.

L’opérateur h0(a+ zb) est donc inversible et

lim
y→±∞

‖h0(a+ zb)−1‖ = 0.

Considérons maintenant l’opérateur

A(t) = h(a+ tb)

pour t ∈ R et le b choisi précédemment. Comme h0(k) a un spectre purement discret
et que l’ensemble de ses valeurs propres n’a pas de point d’accumulation fini, il est à
résolvante compacte pour tout k. Comme d’autre part V est borné, l’opérateur A(t) est à
résolvante compacte pour tout t. Notons maintenant Ej(0), où j ∈ Z, les valeurs propres
de A(0) classées par ordre croissant en tenant compte des multiplicités. Comme A(t) est
une fonction analytique de t, on peut trouver une famille (Ej(·)) de fonctions analytiques
chacune définie sur un voisinage de 0 valant Ej(0) en 0 et telles que Ej(t) soit une valeur
propre de A(t) pour tout t. Or dA

dt
= −2πσ · (−2πb) donc

∣∣∣dEj

dt

∣∣∣ 6 4π|b|. Les fonctions Ej
sont donc bornées sur tout intervalle compact, elles peuvent donc être définies sur R tout
entier.

Montrons maintenant qu’aucune des fonctions Ej n’est constante. On a vu que h0(a+
zb) est inversible. Le potentiel V étant borné, on voit que h(a+zb) est également inversible
si Im(z) est assez grand et

lim
y→±∞

‖h(a+ (λ+ iy)b)−1‖ = 0. (I.3.6)

Or, si Ej(t) = C pour tout t, alors par prolongement analytique C est valeur propre de
A(z) pour tout z ∈ C. On voit donc que C ne peut pas être 0 car A(z) est inversible pour
Im(z) assez grande. De plus, 1

C
est valeur propre de A(z)−1. On a alors

‖A(z)−1‖ >
1
C
,
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ce qui contredit (I.3.6). Aucune des Ej ne peut donc être constante.
On peut alors conclure la preuve du théorème. On peut écrire tout point situé à

l’intérieur de la cellule fondamentale du réseau réciproque comme k = k1b1 + k2b2. En
considérant l’opérateur A(t) = h(tb1 +k2b2) pour k2 fixé et en appliquant le théorème I.7,
on conclut la preuve.

Il est raisonnable de se demander dans quelle mesure l’addition d’un potentiel de masse
permet réellement de modéliser des trous dans la feuille de graphène. Cette question a
été étudiée par Barbaroux, Cornean, Le Treust et Stockmeyer dans [5]. La première chose
à faire est de définir l’opérateur de Dirac sur un domaine n’étant pas R

2, c’est-à-dire de
trouver des conditions au bord adaptées. En effet, les conditions de Dirichlet ne donnent
pas un opérateur auto-adjoint dans le cas de Dirac. La solution communément adoptée
consiste à prendre les conditions dites de masse infinie. Ce nom est dû précisément au fait
que l’opérateur défini sur un domaine avec ces conditions au bord est la limite d’opérateurs
définis sur l’espace tout entier avec un potentiel de masse en dehors du domaine dont
l’intensité tend vers l’infini.

Dans notre cas, nous considérerons l’ensemble Ω̃ = ∪γ∈LZ2Br(γ) pour 0 < r < L.
Les auteurs de [5] considèrent un cas plus général, mais nous ne nous intéresserons qu’à
celui-ci pour ne pas avoir à introduire d’hypothèses longues. On définit également l’ouvert
Ω comme le complémentaire de Ω̃. Le hamiltonien défini sur tout l’espace est alors

Hm = H0 +m1Ω̃σ3.

Pour définir les conditions au bord, définissons pour x ∈ ∂Ω la normale sortante à Ω
en x nΩ(x). On définit alors la matrice

BΩ(x) = −iσ3σ · nΩ(x)

et les projections P± = (1 ±BΩ)/2. On définit alors l’opérateur sur Ω avec conditions au
bord de masse infinie par

HΩφ = H0φ, φ ∈ DomΩ = {φ ∈ H1(Ω,C2), P−trΩφ = 0}.

On notera Rm(z) = (Hm − z)−1 et RΩ(z) = (HΩ − z)−1 lorsque z est dans les ensembles
résolvants des opérateurs. On fera l’identification naturelle

L2(R2,C2) ≡ L2(Ω,C2) ⊕ L2(Ω̃,C2).

Le résultat de Barbaroux, Cornean, Le Treust et Stockmeyer est le suivant.

Théorème I.26 ([5], théorème 1.2). Soit K ⊂ ρ(HΩ) un compact. Il existe m0 > 1 tel
que pour tout m > m0 on a K ⊂ ρ(Hm)et il existe C < ∞ tel quel

sup
z∈K

‖Rm(z) −RΩ(z) ⊕ 0‖ 6
C√
m
.

Ce résultat implique en particulier que le spectre de Hm converge vers celui de HΩ.

I.3.3 Généralisation au graphène multi-couches

Un problème intéressant est d’étudier les propriétés électroniques d’un matériau formé
non pas d’une simple couche de graphène mais d’un empilement de plusieurs couches. Dans
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ce cas, la dynamique de l’électron peut être approchée par un hamiltonien effectif qui est
typiquement un opérateur de type Dirac d’ordre N , N étant le nombre de couches (voir
[47] et ses références).

Dans cette sous-section, nous généraliserons le résultat de Barbaroux, Cornean et Sto-
ckmeyer présenté dans la sous-section précédente à des hamiltoniens d’ordre supérieur, y
compris ceux modélisant le graphène multi-couches. Ce travail a été réalisé en collabora-
tion avec Jean-Marie Barbaroux et Horia D. Cornean et a fait l’objet d’un article soumis
à la Revue roumaine de mathématiques pures et appliquées et déposé sur arXiv [8].

Notre but est de montrer que l’addition d’une perturbation périodique ouvre une
lacune dans le spectre de l’opérateur

H0 = σ · F (−i∇)

sur L2(R2,C2), où σ = (σ1, σ2, σ3) désignent les matrices de Pauli définies par (I.2.5) et
F : R2 → R

3. Plus, précisément, cela signifie que pour ψ ∈ Dom(H0)

H0ψ(x) =
(
F−1 [σ · F (·)Fψ]

)
(x),

où F désigne la transformation de Fourier sur L2(R2,C2)

Fψ(p) =
1

2π

∫

R2
e−ip·xψ(x)dx.

On suppose que la fonction F satisfait les conditions suivantes.

Hypothèse I.27. (i) F appartient à C3(R2, R3).

(ii) Il existe des constantes K ′
0, Ki > 0 telles que pour tout p ∈ R

2,

K ′
0|p|d 6 |F (p)| 6 K0|p|d ,

|DiF (p)| 6 Ki〈p〉d−|i| (I.3.7)

pour un certain d > 0 et tout multi-indice i tel que 1 6 |i| 6 3. Ici, 〈p〉 =
√

1 + |p|2
et Di désigne l’opérateur de dérivation partielle par rapport au multi-indice i.

(iii) Il existe une matrice 2 × 3 de rang 2 notée A telle que, dans un voisinage de 0,

F (p) = |p|d−1Ap+O(|p|d+1).

Proposition I.28. L’opérateur H0 est unitairement équivalent à l’opérateur de multi-
plication par σ3|F |. Il est donc auto-adjoint sur Dom(H0) = F−1(Dom(|F (·)|)) et son
spectre est donné par l’image essentielle de ±|F |, qui est R sous les hypothèses I.27 (i)
et (ii).

Démonstration. La preuve, identique à celle concernant l’opérateur de Dirac libre, vient
directement de la définition de H0 par la transformation de Fourier qui est unitaire (cf.
[62, théorème 1.1]).

Afin d’ouvrir une lacune autour de l’énergie zéro, nous allons perturber H0 avec un
potentiel périodique défini de la façon suivante. Soit

χ = (χ1, χ2, χ3) : R2 → R
3
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où chacun des χi est une fonction bornée à support compact inclus dans le carré Ω =
] − 1

2
, 1

2
]2.

Soit β > 0 et α ∈]0, 1]. Le hamiltonien perturbé est

H(α, β) = H0 + β
∑

γ∈Z2

χ

(
x− γ
α

)
· σ.

L’opérateur H(α, β) est Z
2-périodique et auto-adjoint sur Dom(H0).

Remarque I.29. Dans la sous-section précédente, nous avons vu que les auteurs de [6]
ont traité le cas particulier correspondant à l’opérateur de Dirac libre sans masse, pour
lequel F (p) = (p1, p2, 0) et χ1 = χ2 = 0.

Notons Φi =
∫

Ω χi(x)dx, 1 6 i 6 3, et définissons le vecteur à trois composantes

Φ = (Φi)16i63 ∈ R
3.

Nous noterons Φ|| la projection de Φ sur Im(A) et Φ⊥ sa projection sur Im(A)⊥.
Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théorème I.30. Supposons que Φ⊥ 6= 0. Soit d′ = min(d, 2). Il existe des constantes
λ0, C > 0 et δ ∈]0, 1[ avec Cδ < |Φ⊥|

2
telles que pour tous α ∈]0, 1/2] et β > 0 vérifiant

α2β < λ0, αd
′

β < δ l’intervalle
[
−α2β

(
|Φ⊥|

2
− Cαd

′

β

)
, α2β

(
|Φ⊥|

2
− Cαd

′

β

)]

est inclus dans l’ensemble résolvant ρ(H(α, β)).

Remarque I.31. Dans le cas particulier de l’opérateur de Dirac, la condition est remplie
étant donné que la partie cinétique du hamiltonien est dans le sous-espace engendré par
σ1 et σ2 et le potentiel est dans Vect(σ3).

Comme dans [6], nous utilisons la transformation de Bloch-Floquet pour nous ramener
à un problème sur le carré unité, où le gradient a une base propre bien connue. Ensuite,
nous utilisons la méthode de Feshbach pour séparer les problèmes sur le mode constant
et les modes non constants. Alors que l’estimation sur le sous-espace constant est di-
recte, il nous faut utiliser la décroissance de la résolvante de l’opérateur libre et plusieurs
applications successives de l’équation de la résolvante pour montrer l’inversibilité sur le
sous-espace orthogonal.

La preuve sera présentée de la façon suivante. Dans un premier paragraphe, nous
étudierons en détail le noyau intégral de l’opérateur libre, notamment ses singularités
locales et sa décroissance hors diagonale. Dans un second paragraphe, nous donnerons
la preuve du théorème principal. Nous présentons de plus en annexe les résultats sur la
transformation de Bloch-Floquet utilisés dans notre cas.

Décroissance de la résolvante et noyau intégral Dans cette partie, nous étudions
le noyau intégral de la résolvante de l’opérateur sans potentiel. Étant donné la forme de
l’énergie cinétique, nous n’avons pas de formule explicite pour ce noyau intégral. Néan-
moins, nous parvenons à prouver qu’il existe, que ses singularités locales sont intégrables
et qu’il décroît suffisamment rapidement loin de la diagonale.

Le résultat est le suivant.

28



Proposition I.32. Soit Md la fonction définie sur R
2 × R

2 par :

Md(x,x′) =





1
|x−x′|2−d + 1 si |x− x′| 6 1 et d 6= 2;

− log |x− x′| + 1 si |x− x′| 6 1 et d = 2;
1

|x−x′|3 si |x− x′| > 1.

L’opérateur (H0 − i)−1 a un noyau intégral, noté (H0 − i)−1(x,x′), tel que
∣∣∣(H0 − i)−1(x,x′)

∣∣∣ 6Md(x,x′) . (I.3.8)

La preuve de la proposition s’appuie sur le lemme suivant et sera donnée à la fin du
paragraphe.

Lemme I.33. Il existe C > 0 tel que pour tous f et g ∈ L2(R2,C2) on ait

|〈f , (H0 ± i)−1g〉| 6 C
∫

R2

∫

R2
|f(x)|Md(x,x′)|g(x′)|dxdx′. (I.3.9)

Remarque I.34. Si d > 2 alors Md est bornée alors que si d < 2, Md a une singularité
locale en 1

|x−x′|2−d . C’est pourquoi nous définissons d′ = min(d, 2) ; cela nous permet
d’écrire, pour d 6= 2, Md 6

2
|x−x′|2−d′ .

Preuve du lemme I.33. Pour p ∈ R
2, on définit la matrice 2 × 2

G(p) = (σ · F (p) − i)−1.

L’opérateur de multiplication par G est borné sur L2(R2, C2).
Rappelons que 〈p〉 =

√
1 + |p|2. On définit, pour ǫ > 0, le noyau régularisé

Kǫ(x,x′) =
1

2π

∫

R2
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp = F−1(Ge−ǫ〈·〉)(x− x′).

Les inégalités (I.3.7) de l’hypothèse I.27(ii) impliquent que pour tout multi-indice N
tel que |N | 6 3 il existe CN > 0 tel que

|DNG(p)| 6 CN
〈p〉|N |+d . (I.3.10)

Pour x = (x1, x2) et x′ = (x′
1, x

′
2), on choisit l ∈ {1, 2} tel que |x−x′| 6

√
2|xl − x′

l|. Par
intégrations par parties itérées, on trouve que pour tout entier M 6 3 on a :

(xl − x′
l)
MKǫ(x,x′) = iM

1
2π

∫

R2
eip·(x−x′) ∂

M

∂pMl

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)
dp. (I.3.11)

De là,

|xl − x′
l|M |Kǫ(x,x′)| 6 1

2π

∫

R2

∣∣∣∣∣
∂M

∂pMl

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)∣∣∣∣∣ dp. (I.3.12)

Prenons M = 3. Nous avons alors grâce à la formule de Leibniz, en notant E(p) = e−ǫ〈p〉,

∂3

∂p3
l

(G(p)E(p)) =
∂3G(p)
∂p3

l

E(p) + 3
∂2G(p)
∂p2

l

∂E(p)
∂pl

+ 3
∂G(p)
∂pl

∂E(p)2

∂p2
l

+G(p)
∂E(p)3

∂p3
l

.
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De plus,

∂E(p)
∂pl

= − ǫpl
E(p)
〈p〉 ,

∂2E(p)
∂p2

l

= − ǫ
E(p)
〈p〉 + ǫp2

l

E(p)
〈p〉3

+ ǫ2p2
l

E(p)
〈p〉2

,

∂3E(p)
∂p3

l

= 3ǫpl
E(p)
〈p〉3

+ 3ǫ2pl
E(p)
〈p〉2

− 3ǫp3
l

E(p)
〈p〉5

− 3ǫ2p3
l

E(p)
〈p〉4

− ǫ3p3
l

E(p)
〈p〉3

.

(I.3.13)

Or, comme x 7→ xke−x est bornée sur R
+ pour tout k, il existe des constantes ck telles

que pour tous ǫ > 0 et p ∈ R
2

ǫke−ǫ〈p〉 6 ck〈p〉−k. (I.3.14)

Dans la suite, nous noterons C une constante générique indépendante de ǫ. Grâce à
(I.3.13), à la majoration (I.3.14) et aux faits que |E(p)| 6 1 et |pl|

〈p〉 6 1, nous obtenons
que pour tout j ∈ {1, 2, 3}, ∣∣∣∣∣

∂jE(p)

∂pjl

∣∣∣∣∣ 6
C

〈p〉j . (I.3.15)

Par (I.3.10) et (I.3.15), nous trouvons que, pour j ∈ {0, 1, 2, 3},

∫

R2

∣∣∣∣∣
∂j

∂pjj
G(p)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂3−j

∂pj3−jE(p)

∣∣∣∣∣ dp 6 C

Ainsi, d’après (I.3.12), nous avons |Kǫ(x,x′)| 6 C
|xl−x′

l
|3 donc

|Kǫ(x,x′)| 6 C

|x− x′|3 . (I.3.16)

Cette inégalité nous servira uniquement dans le cas |x− x′| > 1.
Considérons maintenant le cas |x− x′| 6 1. On peut écrire

2πKǫ(x,x′) =
∫

|p|61
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

+
∫

16|p|6|x−x′|−1
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

+
∫

|x−x′|−16|p|
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp.

(I.3.17)

Le premier terme du second membre de (I.3.17) peut être majoré simplement par
∣∣∣∣∣

∫

|p|61
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

∣∣∣∣∣ 6
∫

|p|61
|G(p)|dp , (I.3.18)

qui est fini et indépendant de ǫ.
Pour majorer le deuxième terme du second membre de (I.3.17), on utilise le fait que,

d’après l’hypothèse I.27(ii), |G(p)| 6 C
|p|d ce qui nous donne

∣∣∣∣∣

∫

16|p|6|x−x′|−1
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

∣∣∣∣∣ 6 2π
∫ |x−x′|−1

1

C

rd
rdr (I.3.19)
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que l’on peut majorer par C
(

1
|x−x′|2−d − 1

)
pour d 6= 2 et par C log (|x− x′|−1) pour

d = 2.
L’estimation du troisième terme du second membre de (I.3.17) demande plus de travail.

Fixons l ∈ {1, 2} comme précédemment tel que |x− x′| 6
√

2|xl − x′
l|.

Calculons alors
∫

|p|>|x−x′|−1
−(xl − x′

l)
2eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp ,

ce qui correspond à l’intégrale que nous voulons estimer multipliée par −(xl − x′
l)

2. Pour
θ ∈ [0, 2π), définissons le vecteur p(θ) = (|x−x′|−1 cos θ, |x−x′|−1 sin θ) et notons pl(θ) sa
l-ième composante. Nous trouvons alors, en intégrant par parties par rapport à la variable
pl et en appliquant le théorème de la divergence,

∫

|p|>|x−x′|−1
−(xl − x′

l)
2eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

= −
∫ 2π

0
e−ǫ<p(θ)>i(xl − x′

l)e
ip(θ)·(x−x′)G(p(θ))pl(θ)dθ

−
∫

|p|>|x−x′|−1
i(xl − x′

l)e
ip·(x−x′) ∂

∂pl

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)
dp.

(I.3.20)

Grâce à l’inégalité (I.3.10), nous trouvons que le premier terme est majoré par

2π
C0

(|x− x′|−1)d
|x− x′|−1|xl − x′

l| 6 2πC0|x− x′|d. (I.3.21)

Pour estimer le deuxième terme du second membre de (I.3.20), on applique à nouveau
une intégration par parties :

−
∫

|p|>|x−x′|−1
i(xl − x′

l)e
ip·(x−x′) ∂

∂pl

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)
dp

=
∫ 2π

0
eip(θ)·(x−x′) ∂

∂pl

(
Ge−ǫ〈·〉

)
(p(θ))pl(θ)dθ

+
∫

|p|>|x−x′|−1
eip·(x−x′) ∂

2

∂p2
l

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)
dp.

(I.3.22)

Utilisant encore que
∣∣∣∣∣
∂

∂pl

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)∣∣∣∣∣ 6
C

|p|d+1
et

∣∣∣∣∣
∂2

∂p2
l

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)∣∣∣∣∣ 6
C

|p|d+2
,

nous pouvons majorer le premier terme du second membre de (I.3.22) par

2π|x− x′|−1 C

|x− x′|−(d+1)
= 2πC|x− x′|d (I.3.23)

et le deuxième par ∫

|p|>|x−x′|−1

C

|p|d+2
dp =

2πC
d

|x− x′|d. (I.3.24)

Les inégalités (I.3.21), (I.3.23) et (I.3.24) donnent ensemble que
∣∣∣∣∣

∫

|p|>|x−x′|−1
eip·(x−x′)G(p)e−ǫ〈p〉dp

∣∣∣∣∣ 6 C|x− x′|d−2. (I.3.25)
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En sommant les inégalités (I.3.18), (I.3.19) et (I.3.25), nous trouvons qu’il existe une
constante C > 0 telle que, uniformément en ǫ,

|Kǫ(x,x′)| 6 C

(
1

|x− x′|2−d + 1

)

si |x−x′| 6 1, ce qui, avec l’inégalité (I.3.16) pour |x−x′| > 1, permet de conclure que,
uniformément en ǫ, on a

|Kǫ(x,x′)| 6 CMd(x,x′) ,

où Md est la fonction définie dans l’énoncé du lemme.
Nous pouvons maintenant montrer la majoration (I.3.9) pour (H0 − i)−1. Soit f et g

dans l’espace de Schwartz S (R2,C2). Alors,

〈f , (H0 − i)−1g〉 =
∫

R2
f̂(p)G(p)ĝ(p)dp

par l’identité de Parseval. Par convergence dominée, on a
∫

R2
f̂(p)G(p)ĝ(p)dp = lim

ǫ→0+

∫

R2
f̂(p)G(p)e−ǫ〈p〉ĝ(p)dp (I.3.26)

et, par l’identité de Parseval à nouveau et en notant ∗ le produit de convolution entre
L1(R2,M2(C)) et L2(R2,C2),

∫

R2
f̂(p)G(p)e−ǫ〈p〉ĝ(p)dp =

∫

R2
f(x)(Kǫ(·, 0) ∗ g)(x)dx

=
∫

R2

∫

R2
f(x)Kǫ(x,x′)g(x′)dxdx′.

Étant donné que
∀ǫ > 0, |Kǫ(x,x′)| 6Md(x,x′) ,

nous trouvons, au vu de (I.3.26), que

|〈f , (H0 − i)−1g〉| 6
∫

R2
|f(x)|Md(x,x′)|g(x′)|dxdx′ .

Cela permet de conclure la preuve du lemme I.33.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition I.32.

Preuve de la proposition I.32. D’après l’équation (I.3.11), on sait que, pour x 6= x′,

Kǫ(x,x′) =
i

(xl − x′
l)3

1
2π

∫

R2
eip·(x−x′) ∂

3

∂p3
l

(
G(p)e−ǫ〈p〉

)
dp.

L’intégrande converge simplement vers eip·(x−x′) ∂
3G(p)
∂p3

l
. De plus, d’après la majoration

(I.3.10), il est dominé par une fonction intégrable indépendante de ǫ. Ainsi, par conver-
gence dominée, Kǫ converge simplement vers une fonction de x et x′ qu’on notera
(H0 − i)−1(·, ·) et qui vérifie évidemment l’inégalité (I.3.8).

De là, par convergence dominée, nous avons que pour tous f et g ∈ L2(R2,C2)

〈f , (H0 − i)−1g〉 =
∫

R2

∫

R2
f(x)(H0 − i)−1(x,x′)g(x′)dxdx′

et
|(H0 − i)−1(x,x′)| 6Md(x,x′).
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Preuve du théorème principal Soit S (R2,C) l’espace de Schwartz et Ω =] − 1
2
, 1

2
]2.

On rappelle que la transformation de Bloch-Floquet, définie par

U : S (R2, C) ⊂ L2(R2, C) → L2(Ω2)

(Uψ)(x,k) =
∑

γ∈Z2

e2iπk·(x+γ)ψ(x+ γ) (I.3.27)

et étendue par densité à L2(R2,C), est un opérateur unitaire et que pour f ∈ L2(Ω2),
x ∈ Ω et γ ∈ Z

2,

(U∗f)(x+ γ) =
∫

Ω
e−2iπk·(x+γ)f(x,k)dk.

On peut alors définir composante par composante la transformation de Bloch-Floquet sur
L2(R2,C2) que l’on notera abusivement U aussi.

L’application de cette transformation (cf. proposition A.2 en appendice) nous donne

UH(α, β)U∗ =
∫ ⊕

Ω
hk(α, β)dk ,

hk(α, β) = σ · F (−i∇per − 2πk) + βχα(x) · σ,
(I.3.28)

où, pour chaque k, le hamiltonien fibre hk(α, β) est un opérateur défini sur L2(Ω,C2). De
même, on notera

h
(0)
k = σ · F (−i∇per − 2πk).

L’opérateur ∇per désigne ici le gradient sur L2(Ω,C2) avec conditions au bord périodiques
et χα(x) = (χ1,α(x), χ2,α(x), χ3,α(x)) := χ(x/α).

D’après le théorème I.6, le spectre de H(α, β) est donné par ceux des hk(α, β) :

Spec(H(α, β)) =
⋃

k∈Ω

Spec(hk(α, β)). (I.3.29)

Posant Ψm = e2iπm·x pour m ∈ Z
2 et x ∈ Ω, on trouve que la famille (Ψm) est une

base de vecteurs propres de F (−i∇per) vérifiant, si on note F = (F1, F2, F3),

Fi(−i∇per)Ψm = Fi(2πm)Ψm pour i = 1, 2, 3.

On définit alors, pour m ∈ Z
2, les projections

Pm = |Ψm〉〈Ψm| ⊗ 1C2 et Q0 = Id − P0 .

Nous utiliserons la méthode de Feshbach (présentée par exemple dans le lemme 6.1
de [50]) pour ramener le problème spectral à une famille de problèmes sur P0L

2(Ω,C2) et
Q0L

2(Ω,C2). Le lemme affirme que z ∈ ρ(hk(α, β)) si Q0(hk(α, β) − z)Q0 est inversible
sur Q0L

2(Ω,C2) et si l’opérateur FP0
(z) défini sur P0L

2(Ω,C2) par

FP0
(z) = P0(hk(α, β) − z)P0 −β2P0χα ·σQ0(Q0(hk(α, β) − z)Q0)−1Q0χα ·σP0 (I.3.30)

est également inversible.
Nous prouvons d’abord que P0hk(α, β)P0 a une lacune spectrale d’ordre α2β autour

de 0, puis que le second terme du second membre de (I.3.30) est suffisamment petit pour
ne pas refermer la lacune dans le cas où z est dans l’intervalle donné dans le théorème.
Pour montrer l’inversibilité de P0(hk(α, β) − z)P0, nous devons minorer |F (p) + λΦ|, où
nous rappelons que nous avons posé Φ = (Φi)16i63, Φ|| la projection de Φ sur Im(A) et
Φ⊥ sa projection sur Im(A)⊥.

33



Lemme I.35. Soit α ∈]0, 1[ et β > 0. Alors, pour tout k ∈ Ω et Ψ ∈ P0L
2(Ω,C2), on a

pour α2β assez petit :

‖P0hk(α, β)P0Ψ‖ >
|Φ⊥|

2
α2β‖Ψ‖.

Démonstration. On a, pour k ∈ Ω :

P0hk(α, β)P0 = (σ · F (−2πk) + α2βΦ · σ)P0.

Notons λ = α2β. Pour Ψ ∈ P0L
2(Ω,C2),

‖P0hk(α, β)P0Ψ‖2 = ‖σ · (F (−2πk) + λΦ)P0Ψ‖2

> inf
p∈R2

|F (p) + λΦ|2‖Ψ‖2.

La minoration dans le lemme viendrait directement si on pouvait prouver l’énoncé suivant :
il existe λ0 > 0 tel que

inf
p∈R2

|F (p) + λΦ| > |Φ⊥|
2

λ ,

pour 0 6 λ 6 λ0.
Afin de le prouver, posons M tel que K ′

0M
d − |Φ| = |Φ⊥|

2
où K ′

0 est la constante
figurant dans la première inégalité de (I.3.7) à l’hypothèse I.27(ii).

Pour |p| >Mλ1/d on a d’après la première inégalité de (I.3.7) :

|F (p) + λΦ| > K ′
0|p|d − λ|Φ| > (K ′

0M
d − |Φ|)λ >

|Φ⊥|
2

λ. (I.3.31)

Pour |p| 6 Mλ1/d, par l’hypothèse I.27(iii), on a pour un certain K > 0 et λ assez
petit :

|F (p) + λΦ| =
∣∣∣|p|d−1Ap+ λΦ|| + λΦ⊥

∣∣∣+O(|p|d+1) > λ|Φ⊥| −K|p|d+1

> λ|Φ⊥| −KMd+1λ(d+1)/d.

Fixons λ0 tel que

|Φ⊥| −KMd+1λ
1/d
0 =

|Φ⊥|
2

.

Pour λ 6 λ0, l’égalité ci-dessus implique que

|F (p) + λΦ| > λ

2
|Φ⊥| , (I.3.32)

pour tout p ∈ R
2.

Le rapprochement des inégalités (I.3.31) et (I.3.32) permet de conclure.

L’inversibilité de Q0(hk(α, β) − z)Q0 sur Q0L
2(Ω,C2) nécessite plus de technique.

Commençons par une série de majorations. On rappelle que d′ = min(d, 2).

Lemme I.36. Il existe C tel que pour |α| 6 1
2

et ∀k ∈ Ω on a

‖
√

|χα|P0‖ 6 α; (I.3.33)

‖|χα|1/2(h(0)
k − i)−1|χα|1/2‖ 6 Cαd

′

; (I.3.34)

‖|χα|1/2(h(0)
k − i)−1‖ 6 C

√
αd′ , (I.3.35)

où h
(0)
k est défini dans l’équation (I.3.3).
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Démonstration. Comme dans [6], pour montrer (I.3.33) nous calculons pour f , g ∈ L2(Ω,C2) :

|〈f ,
√

|χα|P0g〉| 6 |〈f ,
√

|χα|Ψ0〉| |〈Ψ0, g〉| 6 ‖χα‖1/2
1 ‖f‖2‖g‖2 6 α‖f‖2‖g‖2.

Pour les deux autres inégalités, nous allons introduire la notation suivante : étant
donné un opérateur intégral T , on notera T (x,x′) son noyau intégral. Nous allons utiliser
l’égalité suivante venant de la proposition A.1 figurant dans l’appendice :

(h(0)
k − i)−1(x,x′) =

∑

γ∈Z2

e2iπk·(x+γ−x′)(H0 − i)−1(x+ γ,x′).

Dans la suite, nous noterons C toute constante indépendante de α et k. Supposons
d’abord que d 6= 2. Soit Υ, Ψ ∈ L2(Ω,C2) avec Υ à support dans Ωα = [−α

2
, α

2
[2. D’après

le lemme I.33 et la proposition I.32, on a :

|〈Υ, (h(0)
k − i)−1Ψ〉| 6

∑

γ∈Z2

∫∫

Ωα×Ω
|Υ(x)||(H0 − i)−1|(x+ γ,x′)|Ψ(x′)|dxdx′

6
∑

γ 6=0

∫∫

Ωα×Ω
|Υ(x)| C

|x+ γ − x′|3 |Ψ(x′)|dxdx′

+
∫∫

Ωα×Ω
|Υ(x)| C

|x− x′|2−d′
|Ψ(x′)|dxdx′.

Pour majorer le premier terme, nous voyons qu’il existe une constante C telle que pour
tous |α| 6 1

2
, x ∈ Ωα, x′ ∈ Ω et γ ∈ Z

2 \ {0}, on a

1
|x+ γ − x′|3 6

C

|γ|3 .

Ainsi, la premier terme est majoré par

C‖Υ‖L1‖Ψ‖L1 .

Pour le second terme, il faut majorer
∫∫

Ωα×Ω
|Υ(x)| 1

|x− x′|2−d′
|Ψ(x′)|dxdx′.

L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (cf. [46, théorème 4.3]) nous donne qu’il existe
C tel que :

∫∫

Ωα×Ω
|Υ(x)| 1

|x− x′|2−d′
|Ψ(x′)|dxdx′ 6 C‖Υ‖ 4

2+d′
‖Ψ‖ 4

2+d′
.

Par l’inégalité de Hölder,

‖|χα|1/2f‖ 4
2+d′

=
(∫

Ω
|χα|

2
2+d′ |f |

4
2+d′

) 2+d′

4

6

(
‖|χα|

2
2+d′ ‖ 2+d′

d′

‖|f |
4

2+d′ ‖ 2+d′

2

) 2+d′

4

= ‖|χα|‖1/2
2
d′

‖f‖2.
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Un simple changement de variable nous donne que ‖|χα|‖ 2
d′

= αd
′‖|χ|‖ 2

d′
6 αd

′‖|χ|‖∞.

Ainsi, poser Υ = Ψ = |χα|1/2f dans l’inégalité ci-dessus nous donne
∣∣∣〈f , |χα|1/2(h(0)

k ± i)−1|χα|1/2f〉
∣∣∣ 6 C‖χαf‖2

1 + Cαd
′‖f‖2

2.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

‖|χα|f‖1 6 ‖|χα|‖L2‖f‖2 6
√

3α‖f‖2.

Cela conclut la preuve de l’inégalité (I.3.34).
Celle de l’inégalité (I.3.35) est semblable : il faut prendre Υ = |χα|f et Ψ = f . Nous

ne donnerons donc pas plus de détails.
Si d = 2, on peut montrer ces inégalités pour tout d̃ < 2 puis prendre la borne

supérieure.

Lemme I.37. Pour f ∈ Q0Dom(h(0)
k ), on a ‖h(0)

k Q0f‖ > πdK ′
0‖f‖.

Démonstration. Nous montrons dans l’appendice la proposition A.2 qui affirme que, pour
m ∈ Z

2 et k ∈ Ω,
Pmh

(0)
k Pm = σ · F (2π(m− k))Pm.

De là, d’après l’inégalité (I.3.7) de l’hypothèse I.27(ii), on a pour f ∈ Q0Dom(h(0)
k ) :

‖h(0)
k Q0f‖2 =

∑

m 6=0

‖σ · F (2π(m− k))Pmf‖2 > K ′2
0

∑

m6=0

(2π|m− k|)2d‖Pmf‖2

> K ′2
0 π

2d
∑

m 6=0

‖Pmf‖2.

Pour un opérateur auto-adjoint T et une projection orthogonale Q, on définit l’en-
semble résolvant

ρQ(T ) := {z ∈ C tels que Q(T − z)Q : ImQ → ImQ est inversible} .

On pose

R0(z) :=
(
Q0(h(0)

k
− z)Q0↾ImQ0

)−1
, z ∈ ρQ0

(h(0)
k

),

R(z) := (Q0(hk(α, β) − z)Q0↾ImQ0
)−1 , z ∈ ρQ0

(hk(α, β)).

Pour i ∈ {1, 2, 3}, on définit les opérateurs Ui : L2(Ω,C2) → ImQ0 et Wi : ImQ0 →
L2(Ω,C2) par :

Wi =
√
β(
√

|χi,α|σi)Q0 et Ui =
√
βQ0sgn(χi,α)

√
|χi,α|.

Lemme I.38. Il existe C > 0 indépendant de α ∈]0, 1/2] et β > 0 tel que pour tout
|z| 6 K ′

0π
d/2 et tous j, l

‖WjR0(z)Ul‖ 6 Cαd
′

β.
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Démonstration. Grâce au lemme I.37, on a, pour |z| 6 K ′
0π

d/2,

‖R0(z)‖ 6
2

K ′
0π

d
. (I.3.36)

La première identité de la résolvante nous donne que pour j, l = 1, 2, 3 :

WjR0(z)Ul =WjR0(i)Ul + (z − i)WjR0(i)2Ul

+ (z − i)2WjR0(i)R0(z)R0(i)Ul.
(I.3.37)

Nous estimerons l’un après l’autre chacun des termes du second membre de (I.3.37).

Puisque h(0)
k commute avec les projections Pm on a

R0(i) = (h(0)
k − i)−1 − (P0(h(0)

k − i)P0↾ImP0
)−1. (I.3.38)

Notons que, vu la définition de Ul et Wj, on a que pour tout z tel que |z| 6 K ′
0π

d/2

Wj(P0(h(0)
k − z)P0↾ImP0

)−1Ul = 0. (I.3.39)

L’identité (I.3.38) avec les inégalités (I.3.34) et (I.3.39) impliquent qu’il existe c > 0
tel que pour |α| < 1/2 et tout k ∈ Ω

‖WjR0(i)Ul‖ = ‖Wj(h
(0)
k − i)−1Ul‖

6 cβαd
′

.
(I.3.40)

Cela borne le premier terme du second membre de (I.3.37).
Pour estimer le deuxième, commençons par remarquer que

(h(0)
k − i)−2 = (Q0(h(0)

k − i)Q0↾ImQ0
)−2 + (P0(h(0)

k − i)P0↾ImP0
)−2.

il est facile de voir que l’équation (I.3.39) reste vraie avec une puissance -2. Ainsi,

‖(z − i)WjR0(i)2Ul‖ = ‖(z − i)Wj(h
(0)
k − i)−2Ul‖

6

√

1 +
K ′2

0 π
2d

4
β‖
√

|χα|(h(0)
k − i)−1‖ ‖(h(0)

k − i)−1
√

|χα|‖

6 Cβαd
′

,

(I.3.41)

pour un certain C > 0 indépendant de α et β, où on a utilisé (I.3.35) dans la dernière
inégalité.

Enfin, majorons le dernier terme du second membre de (I.3.37). On remarque que,
d’après les inégalités (I.3.33) et (I.3.35), il existe c, C > 0 tels que pour tout α 6 1/2

‖
√

|χα|R0(i)‖ 6 ‖
√

|χα|(h(0)
k − i)−1‖ + ‖

√
|χα|P0(P0(hk − i)P0)−1‖

6 c
√
αd′ + cα 6 C

√
αd′ .

De là, grâce à (I.3.36) et (I.3.35),

‖(z − i)2WjR0(i)R0(z)R0(i)Ul‖
6 β|z − i|2‖

√
|χα|R0(i)‖ ‖R0(z)‖ ‖R0(i)

√
|χα|‖

6 Cβ|z − i|2αd′

.

La somme de cette dernière inégalité, de (I.3.40) et de (I.3.41) (au vu de (I.3.37)) permet
de conclure.
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Lemme I.39. Soit

S = {z ∈ ρQ0
(h(0)
k ) : sup

j,l
‖WjR0(z)Ul‖ < 1/3}.

Alors, pour tout z ∈ S, on a z ∈ ρQ0
(hk(α, β)).

Démonstration. Soit z ∈ S ∩R. Posons zǫ = z+iǫ. L’ensemble S étant ouvert, pour ǫ > 0
assez petit zǫ ∈ S. Notons U = (U1, U2, U3) et W = (W1,W2,W3). La deuxième identité
de la résolvante appliquée plusieurs fois nous donne que pour tout N > 0 :

R(zǫ) = R0(zǫ)

(
N∑

n=0

(−1)n
(
UW TR0(zǫ)

)n
+ TN+1

)

avec
TN+1 = (−1)N+1

(
UW TR0(zǫ)

)N
UW TR(zǫ).

Or on a
(
UW TR0(zǫ)

)N
=

∑

i1,...,iN

Ui1Wi1R0(zǫ)Ui2 ...WiN−1
R0(zǫ)UiNWiNR0(zǫ)

donc ∥∥∥∥
(
UW TR0(zǫ)

)N∥∥∥∥ 6 C3N
(

sup
j,l

‖WjR0(zǫ)Ul‖
)N−1

qui tend vers 0 quand N → ∞ car zǫ ∈ S.
Ainsi, à ǫ fixé, on a

R(zǫ) = R0(zǫ)
∞∑

n=0

(−1)n
(
UW TR0(zǫ)

)n
. (I.3.42)

Grâce à la définition de S et à l’équation (I.3.36), on trouve que cette résolvante est
bornée uniformément en ǫ. On peut donc passer à la limite quand ǫ → 0 et ainsi

∀z ∈ S; z ∈ ρQ0
(hk(α, β)).

Nous pouvons maintenant nous intéresser à l’inversibilité de l’opérateur de Feshbach
FP0

(z) pour αd
′

β assez petit. À cet effet, nous allons utiliser les deux lemmes suivants
(équivalents aux lemmes 2.2 et 2.3 de [6]) :

Lemme I.40. Il existe une constante δ ∈]0, 1[ telle que, pour tous α ∈]0, 1/2[ et β > 0
vérifiant αd

′

β < δ, Q0(hk(α, β) − z)Q0 est inversible sur l’image de Q0 pour tous z ∈
[−K ′

0π
d/2, K ′

0π
d/2] et k ∈ Ω.

Démonstration. La preuve de ce lemme vient directement du lemme I.39 car z ∈ S lorsque
αd

′

β est assez petit, d’après le lemme I.38.

Posons

BP0
(z) = β2P0χα · σQ0(Q0(hk(α, β) − z)Q0)−1Q0χα · σP0.
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Lemme I.41. Il existe deux constantes δ ∈]0, 1[ et C > 0 telles que, pour tous α ∈]0, 1/2[
et β > 0 vérifiant αd

′

β < δ, on a

‖BP0
(z)ψ‖ 6 Cβ2α2+d′‖ψ‖

pour tous z ∈ [−K ′
0π

d/2, K ′
0π

d/2], k ∈ Ω et ψ ∈ L2(Ω,C2).

Démonstration. D’après l’équation (I.3.42), on a

R(z) = R0(z) +R0(z)
∑

n>1

(−1)n
(
UW TR0(z)

)n

= R0(z) −R0(z)
∑

n>0

(−1)nU
(
W TR0(z)U

)n
W TR0(z)

= R0(z) −R0(z)U (I3 +W TR0(z)U )−1W TR0(z).

Notons que W TR0(z)U est un opérateur agissant sur (L2(Ω,C2))3.
La définition de BP0

et ces inégalités nous donnent 2 termes à estimer. D’une part,

β2‖P0χα · σR0(z)χα · σP0‖ 6 β‖P0|χα|1/2‖
∑

i,j

‖WiR0(z)Uj‖‖|χα|1/2P0‖

6 cβ2α2+d′

,

où on a utilisé le lemme I.38 et (I.3.33).
D’autre part, en supposant que αd

′

β est assez petit pour que ‖W TR0(z)U‖ < 1/2, on
a

β2‖P0χα · σR0(z)U (I3 +W TR0(z)U )−1W TR0(z)χα · σP0‖
6 β‖P0|χα|1/2‖

∑

i,j

‖WiR0(z)Uj‖‖(I3 +W TR0(z)U )−1‖

×
∑

i,j

‖WiR0(z)Uj‖‖|χα|1/2P0‖ 6 cβ3α2+2d′

.

Cette dernière inégalité ainsi que (I.3.3) permettent de conclure la preuve.

Preuve du théorème I.30. Au vu de (I.3.29), il suffit de montrer l’inversibilité de l’opéra-
teur de Feshbach uniformément en k ∈ Ω. D’après les lemmes I.35 et I.41, on a que pour
tout ψ ∈ P0L

2(Ω,C2)

‖FP0
(z)ψ‖ > ‖(P0(hk(α, β) − z)P0)ψ‖ − ‖BP0

(z)ψ‖

> (βα2 |Φ|
2

− |z| − cα2+d′

β2) ‖ψ‖ .

On peut alors conclure en prenant αd
′

β assez petit pour que |Φ|
2
> cαd

′

β. Le théorème est
alors prouvé avec C = c

2
.
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Chapitre II

Milieux désordonnés

II.1 Localisation d’Anderson

II.1.1 Opérateurs aléatoires

Dans la première partie, nous avons étudié des cristaux idéaux, c’est-à-dire des sys-
tèmes rigoureusement périodiques. Néanmoins, les systèmes que l’on rencontre dans la
nature ne sont pas exactement périodiques. Différents types de désordre peuvent appa-
raître : les atomes peuvent ne pas être précisément sur le point du réseau, le matériau
peut être en fait un mélange de différents types d’atomes... Il est facile de voir que, lorsque
le système n’est plus périodique, les théories utilisées dans la partie 1 (transformations
de Fourier et de Bloch-Floquet) ne sont plus utilisables. Nous conserverons les principales
hypothèses, à savoir que le solide remplit tout l’espace, que les noyaux sont fixes et que
les interactions entre électrons sont négligeables. Le hamiltonien aura donc une forme
ressemblant à celle de (I.1.2) :

Hω = −∆ + Vω sur L2(Rd) (II.1.1)

où Vω dépend maintenant d’une variable aléatoire ω. On peut également considérer un
modèle des liaisons étroites, pour lequel le hamiltonien s’écrira

Hω = −∆ + Vω sur ℓ2(Γ) (II.1.2)

où −∆ désigne ici le laplacien discret donné par la matrice d’adjacence du graphe. Enfin,
et cela fera l’objet d’une section dédiée, nous pouvons aussi introduire de l’aléatoire dans
un modèle utilisant l’opérateur de Dirac. Le hamiltonien est alors de la forme

Hω = D0 + Vω sur L2(R2,C2). (II.1.3)

Il est donc nécessaire pour traiter ce genre de problèmes de disposer d’une théorie
des opérateurs aléatoires. Nous allons en donner les principaux résultats, présentés par
exemple dans [36].

Définition II.1. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et H un espace de Hilbert sépa-
rable.

Une famille (Aω)ω∈Ω d’opérateurs bornés est dite faiblement mesurable si chacune des
fonctions ω 7→ 〈φ,Aωψ〉, pour φ, ψ ∈ H, est mesurable.

Une famille (Bω)ω∈Ω d’opérateurs non bornés est dite mesurable si pour toute fonction
borélienne bornée f : C → C la famille (f(Aω)) est faiblement mesurable.
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On appelle opérateur aléatoire sur (Ω,F ,P) une famille mesurable d’opérateurs non
bornés.

La propriété centrale de la théorie des opérateurs aléatoires est l’ergodicité. Grossiè-
rement, cela consiste à dire que toutes les parties du système sont équivalentes.

Définition II.2. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, I un ensemble et (Ti)i∈I une famille
de fonctions de Ω dans lui-même préservant la mesure, c’est-à-dire telle que pour tout
A ∈ F on ait P(T−1

i A) = P(A). Un ensemble A ∈ F est dit invariant par cette famille si
T−1
i A = A pour tout i ∈ I. La famille (Ti) est dite I-ergodique si tout ensemble invariant

a pour probabilité 0 ou 1.
Un opérateur aléatoire Hω sur un espace H est dit ergodique s’il existe une famille (Ui)

d’opérateurs unitaires sur H et une famille (τi) ergodique sur Ω telles que pour tout i ∈ I

Hτiω = UiHωU
∗
i . (II.1.4)

Le principal intérêt de l’ergodicité est que le spectre est alors déterministe, comme
l’indique le théorème suivant dû à Pastur.

Théorème II.3 ([53], corollaire 1). Soit Hω un opérateur aléatoire ergodique auto-adjoint
sur un espace de Hilbert séparable H. Il existe un ensemble Σ ⊂ R tel que

P(σ(Hω) = Σ) = 1.

Mieux encore, la décomposition en composantes du spectre est elle aussi presque sûre-
ment constante, comme l’indique le théorème suivant dû à Kunz et Souillard d’une part
et à Kirsch et Martinelli d’autre part.

Théorème II.4 ([43], théorème IV.2, [37], théorème 1). Soit Hω un opérateur aléatoire
ergodique auto-adjoint. Il existe des ensembles Σpp, Σac et Σsc ⊂ R tels que

σac(Hω) = Σac presque sûrement ;

σpp(Hω) = Σpp presque sûrement ;

σsc(Hω) = Σsc presque sûrement.

Nous verrons que contrairement au cas périodique, le spectre n’est pas purement ab-
solument continu. En revanche, on peut montrer que sous certaines conditions le spectre
discret est vide. Il faut pour cela que la famille (Ui) soit « assez grande ». Ce résultat est
présenté dans [35].

On appelle ensemble total une partie de H dont l’orthogonal est nul. Pour φ ∈ H, on
note Aφ = {U∗

i φ, i ∈ I}. Une famille d’opérateurs unitaires est dite complète s’il existe un
ensemble total de φ ∈ H tel que Aφ contienne une famille infinie de vecteurs deux à deux
orthogonaux.

Le résultat est le suivant.

Théorème II.5 ([35], chapitre 4, théorème 3). Soit Hω un opérateur ergodique tel que la
famille d’unitaires associée (Ui) est complète. Alors σdis(Hω) = ∅ P-presque sûrement.

Si le spectre purement ponctuel, c’est-à-dire l’adhérence de l’ensemble des valeurs
propres, est le même pour presque tous les ω, les valeurs propres (de multiplicité finie) ne
sont en revanche presque jamais les mêmes.
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Proposition II.6 ([35], chapitre 4, corollaire 1). Tout λ ∈ R n’est pas, avec probabilité
1, valeur propre de multiplicité finie de Hω.

Nous pouvons avoir plus d’informations sur le spectre d’un opérateur ergodique avec
des hypothèses supplémentaires. Nous introduisons donc la notion d’opérateur ergodique
au sens de Kirsch, d’après [35], qu’il ne faudra pas confondre avec celle d’opérateur stan-
dard au sens de Klein (définition II.14).

Définition II.7. On dit qu’une famille ergodique (Hω)ω∈Ω est standard au sens de Kirsch
si :

1. Ω est un espace polonais et la tribu associée contient les boréliens de Ω.

2. Il existe un ensemble Ω0 de probabilité 1 tel que Hω est auto-adjoint pour tout
ω ∈ Ω0 et la fonction ω 7→ Hω restreinte à Ω0 est continue au sens que si ωj → ω
alors Hωj

→ Hω avec une convergence forte en résolvante.

On a alors le résultat suivant.

Théorème II.8 ([35], chapitre 6, théorème 1). Si Hω est une famille ergodique standard
(au sens de Kirsch) pour l’ensemble Ω0, alors

σ(Hω) ⊂ Σ

pour tout ω ∈ supp(P) ∩ Ω0.

La décomposition en composantes du spectre peut sembler à première vue très arti-
ficielle ; elle est en réalité fortement reliée au comportement du système physique décrit
par le hamiltonien. Les résultats sur ce sujet sont connus sous le nom de « théorème
RAGE », d’après les initiales de Ruelle, Amrein, Georgescu et Enss qui ont, par leurs
travaux successifs, prouvé ces résultats.

Théorème II.9 ([61], théorème 5.8). Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de
Hilbert séparable H et Kn une suite d’opérateurs relativement compacts qui converge vers
l’identité. On a alors :

Hpp = {ψ ∈ H, lim
n→∞ sup

t>0
‖(1 −Kn)e−itAψ‖ = 0}, (II.1.5)

Hc = {ψ ∈ H, lim
n→∞ lim

T→∞

1
T

∫ T

0
‖Kne−itAψ‖dt = 0}. (II.1.6)

Ce résultat a une interprétation très claire si l’on prend pour Kn l’opérateur de mul-
tiplication par la fonction indicatrice de la boule centrée sur l’origine et de rayon n. La
première égalité dit alors que, si une particule est à l’instant initial dans un état de Hpp,
étant donné une erreur ǫ, il existe une boule de taille R telle que la particule restera dans
cette boule pour des temps arbitrairement grands avec probabilité supérieure à 1 − ǫ. Les
éléments de Hpp sont donc appelés états liés.

La deuxième inégalité signifie que, si une particule est à l’instant initial dans un état
de Hc, étant donné une erreur ǫ, il existe une boule telle que, pour un temps T assez
grand, le probabilité de présence moyenne de la particule dans la boule entre 0 et T est
inférieure à ǫ. De tels états sont donc appelés états de diffusion.
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II.1.2 Le phénomène de localisation

Le phénomène le plus remarquable de la théorie des opérateurs aléatoires est la lo-
calisation d’Anderson. Celle-ci a été mise en avant pour la première fois par Anderson
en 1958 [3]. Elle consiste en l’absence de diffusion des ondes dans un milieu désordonné.
En quelque sorte, le matériau désordonné devient isolant là où il devrait être conducteur,
c’est-à-dire dans les bandes permises.

Mathématiquement, la localisation peut être définie des plusieurs façons. Les princi-
pales sont les suivantes.

Définition II.10. Soit Hω un opérateur aléatoire ergodique et I un intervalle ouvert.

1. On dit que Hω présente de la localisation spectrale dans I si son spectre dans I est
purement ponctuel, c’est-à-dire que Σ ∩ I = Σpp ∩ I 6= ∅ et Σac ∩ I = Σsc ∩ I = ∅.

2. On dit que Hω présente de la localisation dynamique dans I si Σ ∩ I 6= ∅ et, pour
P-presque tout ω, tout intervalle compact J ⊂ I et tout ψ ∈ H à support compact,
on a

sup
t∈R

∥∥∥〈x〉n
2Eω(J)e−itHωψ

∥∥∥ < ∞ pour tout n ∈ N. (II.1.7)

On voit que, d’après le théorème RAGE, la localisation dynamique implique la loca-
lisation spectrale. En revanche, la réciproque est fausse. Un contre-exemple est présenté
dans [15]. Les auteurs considèrent l’opérateur défini sur ℓ2(Z) par

Hθu(n) = u(n+ 1) + u(n− 1) + Vθ(n)u(n)

où
Vθ(n) = 3 cos(2παn+ θ) + λδn0,

α étant un nombre irrationnel et λ > 0. Ils montrent que, d’une part, le spectre de
Hθ est purement ponctuel pour presque tout θ ∈ R et que, d’autre part, en notant
〈x2〉(t) = 〈e−itHθδ0, x

2e−itHθδ0〉, on a pour tout δ > 0 que 〈x2〉
t2−δ n’est pas borné quand t

tend vers ±∞. Il n’y a donc pas de localisation dynamique. Cela provient du fait que les
largeurs caractéristiques des vecteurs propres ne sont pas bornées.

II.2 Preuve de la localisation : l’analyse multi-échelles

Une des deux principales méthodes pour prouver des résultats de localisation s’appelle
l’analyse multi-échelles. Elle trouve son origine dans les travaux de Fröhlich et Spencer [23]
puis de Fröhlich, Martinelli, Scoppola et Spencer[24] pour des modèles sur Z

d. Elle a été
ensuite étendue aux modèles continus par Combes et Hislop [14] pour montrer la locali-
sation spectrale. Une version améliorée permettant d’obtenir la localisation dynamique a
été développée par Germinet et De Bièvre [26].

La version la plus aboutie, qui est celle que nous utilisons, est l’œuvre de Germinet
et Klein [27]. Nous en donnons ici les éléments essentiels. Elle est présentée de façon
synthétique dans le livre [40].

L’autre méthode, dont l’idée première revient à Aizenman et Molchanov dans [1],
s’appelle la méthode des moments fractionnaires. Elle ne sera pas développée ici ; on
pourra en trouver une présentation détaillée dans le livre d’Aizenman et Warzel [2].
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II.2.1 Fonctions propres généralisées

L’idée pour montrer la localisation (spectrale mais aussi dynamique) est assez simple :
il s’agit de prendre un élément du spectre et de montrer qu’il s’agit presque sûrement
d’une valeur propre. Pour cela, il faut introduire la notion de fonction propre généralisée.
Nous suivrons l’approche proposée par [40] qui reprend les travaux de Klein, Koines et
Seifert dans [42].

On pose H = L2(Rd,Cn). On introduit également des espaces à poids, pour ν > d/4 :

H± = L2(Rd, 〈x〉±4νdx;Cn).

Les fonctions de H− ont une croissance au plus polynomiale. On définit la dualité entre
H+ et H− par

〈φ1, φ2〉H+,H−
=
∫

Rd
φ1(x) · φ2(x)dx

lorsque φ1 ∈ H+ et φ2 ∈ H−. Notons T l’opérateur auto-adjoint défini sur H par la
multiplication par 〈x〉2ν . Il est à noter que T−1 est borné.

Nous fixerons à partir de maintenant un ν > d/4. Grossièrement, une fonction propre
généralisée est une fonction propre qui n’est pas dans L2. L’existence des fonctions propres
généralisées est garantie dès qu’est vérifiée la propriété suivante.

Propriété II.11 (GEE). On dit qu’un opérateur ergodique Hω possède la propriété des
fonctions propres généralisées sur une intervalle I si

1. L’ensemble
Domω

+ = {φ ∈ Dom(Hω) ∩ H+, Hωφ ∈ H+}
est dense dans H+ et un cœur pour Hω avec probabilité 1.

2. Il existe une fonction continue bornée f sur R, strictement positive sur le spectre de
Hω, telle que

trH
(
T−1f(Hω)Eω(I ∩ J)T−1

)
< ∞

avec probabilité 1.

Définition II.12. Une fonction mesurable ψ : Rd → C
n est une fonction propre généra-

lisée de Hω, associée à la valeur propre généralisée λ, si ψ ∈ H−\{0} et

〈Hωφ, ψ〉H+,H−
= λ〈φ, ψ〉H+,H−

, pour tout φ ∈ Domω
+.

Le premier point de (GEE) implique qu’une fonction propre généralisée qui est dans
H est une fonction propre stricto sensu. Le second point implique que la fonction qui à
un borélien J associe

µω(J) = trH
(
T−1f(Hω)Eω(I)T−1

)

est une mesure spectrale pour la restriction de Hω à l’espace Eω(I)H. On peut alors
montrer que µω-presque tout λ est une valeur propre généralisée. La preuve s’appuie sur
le théorème de Radon-Nikodym et figure dans la section 3 de [42].

Nous aurons besoin d’une propriété uniforme pour pouvoir montrer des résultats en
moyenne quadratique.

Propriété II.13 (SGEE). On a (GEE) et

E

{
[tr(T−1f(Hω)Eω(I)T−1)]2

}
< ∞.
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II.2.2 Opérateurs en volume fini

Il serait difficile, pour tenter de montrer la localisation, de regarder directement l’opé-
rateur Hω défini sur tout l’espace. En effet, son spectre est formé de bandes (que l’on
espère densément remplies de valeurs propres) et son spectre discret est vide. Pour re-
médier à cela, on va définir des opérateurs tronqués qui possèderont un spectre discret.
L’enjeu de l’analyse multi-échelles sera d’obtenir des informations sur l’opérateur agis-
sant sur tout l’espace à partir de celles qu’on possède sur l’opérateur en volume fini. En
l’occurence, les volumes finis que nous considérons sont des (hyper)cubes appelés boîtes.

Dans toute la suite, nous utiliserons sur R
d la norme sup : |x| = max{|xi| : i =

1, . . . , d}. Par ΛL(x), nous noterons la boîte ouverte de taille L > 0 centrée en x ∈ R
d :

ΛL(x) = {y ∈ R
d; |y − x| < L

2
},

et par Λ̄L(x) la boîte fermée. Pour pouvoir assembler les boîtes entre elles, on supposera
en général que x ∈ Z

d et L ∈ 2N. Dans ce cas, nous définissons la couronne périphérique
par

ΥL(x) = Λ̄L−1(x)\ΛL−3(x).

Nous noterons Λl ⊏ ΛL(x) lorsqu’une petite boîte Λl est complètement entourée par
la couronne ΥL(x) d’une plus grande boîte ΛL(x). Plus précisément, cela signifie que si
x ∈ Z

d et L > l + 3 on a Λl ⊂ ΛL−3(x).
Comme annoncé, nous allons chercher à définir des opérateurs pour lesquels « le

désordre est uniquement dans une boîte ΛL(x) ». La façon traditionnelle de définir les
opérateurs en volume fini est de restreindre le hamiltonien sur l’espace entier à la boîte,
en mettant en général des conditions au bord périodiques. Dans notre étude de l’opérateur
de Dirac dans la section suivante, nous suivrons la méthode déjà utilisée dans [14, 4] qui
consiste à prendre un opérateur agissant sur tout l’espace en restreignant simplement le
potentiel aléatoire à la boîte. La condition la plus générale, due à Klein, est la suivante.

Définition II.14 ([40], définition 4.3). On dit qu’un opérateur ergodique Hω est standard
au sens de Klein si pour tous x ∈ Z

d, L ∈ N il existe une fonction mesurable H·,x,L de Ω
vers l’espace des opérateurs auto-adjoints sur L2(Rd,Cn) telle que

U(y)Hω,x,LU(−y) = Hτyω,x+y,L

où τ et U sont les opérateurs définis dans (II.1.4).

Les opérateurs en volume fini doivent vérifier plusieurs propriétés pour qu’on puisse
utiliser l’analyse multi-échelles.

Définition II.15. Un événement est dit basé dans une boîte ΛL(x) s’il est déterminé par
des conditions sur les opérateurs de volume fini (Hω,x,L)ω∈Ω.

On note alors Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 la résolvante de Hω,x,L et Eω,x,L(·) la famille
de projecteurs spectraux associée.

La première propriété est une propriété d’indépendance des événements distants.

Propriété II.16 (IAD). Des événements basés dans des boîtes disjointes sont indépen-
dants.
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Les propriétés suivantes sont à vérifier sur un intervalle fixé I. Introduisons ici quelques
notations relatives aux boîtes. Pour x ∈ Z

d et L > 0, on note χx,L la fonction indicatrice
de ΛL(x) et χx := χx,1. Quand L ∈ 2N, on notera Γx,L la fonction indicatrice de ΥL(x)

La première propriété à vérifier, appelée inégalité de Simon-Lieb, permet de relier les
résolvantes des opérateurs à différentes échelles.

Propriété II.17 (SLI). Pour tout intervalle compact J ⊂ I il existe une constante finie
γJ telle que, étant donné L, l′, l′′ ∈ 2N, x, y, y′ ∈ Z

d tels que Λl′′(y) ⊏ Λl′(y′) ⊏ ΛL(x),
pour P-presque tout ω, si E ∈ J et E /∈ σ(Hω,x,L) ∪ σ(Hω,y′,l′) on a

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l′′‖ 6 γJ‖Γy′,l′Rω,y′,l′(E)χy,l′′‖‖Γx,LRω,x,L(E)Γy′,l′‖. (II.2.1)

La deuxième propriété à vérifier permet d’obtenir une décroissance des fonctions
propres généralisées à partir des résolvantes des opérateurs en volume fini.

Propriété II.18 (EDI). Pour tout intervalle compact J ⊂ I il existe une constante finie
γ̃J telle que pour P-presque tout ω, étant donné une fonction propre généralisée ψ de Hω

associée à une valeur propre généralisée E ∈ J , on a, pour tous x ∈ Z
d et L ∈ 2N avec

E /∈ σ(Hω,x,L) :
‖χxψ‖ 6 γ̃J‖Γx,LRω,x,L(E)χx‖‖Γx,Lψ‖.

La troisième propriété est une majoration du nombre moyen de valeurs propres d’un
opérateur en volume fini dans un intervalle donné.

Propriété II.19 (NE). Pour tout intervalle compact J ⊂ I, il existe une constante finie
CJ telle que, pour tous x ∈ Z

d et L ∈ 2N,

E (tr (Eω,x,L(J))) 6 CJL
d.

La quatrième propriété est appelée inégalité de Wegner. Elle affirme qu’on peut majorer
la probabilité qu’un opérateur en volume fini ait une valeur propre dans un intervalle donné
par une puissance du volume et la longueur de l’intervalle.

Propriété II.20 (W). Pour un certain b > 1, il existe pour tout sous-intervalle J de I
une constante QJ telle que

P{dist(σ(Hω,x,L), E) < η} 6 QJηL
bd, (II.2.2)

pour tous E ∈ J , 0 < η 6 1, x ∈ Z
d and L ∈ 2N.

La dernière condition à vérifier est la décroissance de la résolvante d’un opérateur
en volume finie qui nous permettra d’initialiser l’analyse multi-échelles. Contrairement
aux précédentes, cette propriété dépend de 3 paramètres, θ > bd, L0 ∈ 6N et E0 ∈
R ∩ ρ(Hω,0,L0) pour au moins certaines valeurs de ω.

Propriété II.21 (H1(θ, E0, L0)).

P

{∥∥∥Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3

∥∥∥ 6
1
Lθ0

}
> 1 − 1

841d
.
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II.2.3 L’analyse multi-échelles

Nous pouvons maintenant expliquer comment prouver la localisation lorsque les pro-
priétés ci-dessus sont vérifiées.

Commençons par donner deux nouvelles façons, plus techniques de définir la localisa-
tion. Hω sera toujours un opérateur aléatoire ergodique.

Définition II.22. 1. On dit que Hω présente de la localisation exponentielle (EL)
sur I si elle y présente de la localisation spectrale et que les fonctions propres
généralisées sont exponentiellement décroissantes, au sens où, pour toute fonction
propre généralisée ψ, il existe C et m > 0 tels que, pour tout x ∈ R

d, ‖xψ‖ 6

Ce−m|x|.

2. On dit que Hω présente de la décroissance sous-exponentielle forte du noyau en
norme Hilbert-Schmidt (SSEHSKD) sur I si Σ ∩ I 6= ∅ et pour tout sous-intervalle
compact J ⊂ I et tout ζ ∈]0, 1[, il existe une constante CJ,ζ telle que

E

{
sup

‖f‖∞61

‖χxEω(J)f(Hω)χy‖2
2

}
6 CJ,ζe−|x−y|ζ , (II.2.3)

pour tous x, y ∈ Z
d, la borne supérieure étant prise sur toutes les fonctions boré-

liennes f d’une variable réelle, avec ‖f‖∞ = supt∈R |f(t)| et ‖ · ‖2 la norme Hilbert-
Schmidt.

On notera, à la suite de [40], ΣEL (resp. ΣSSEHSKD) l’ensemble des points dont il
existe un voisinage sur lequel Hω vérifie la propriété (EL) (resp. (SSEHSKD)).

Il est clair que chacune de ces 2 propriétés implique la localisation spectrale. De plus,
(SSEHSKD) implique également la localisation dynamique. Nous chercherons donc à mon-
trer ces propriétés, ce qui nous permettra d’obtenir les propriétés classiques de localisation.

Nous allons voir qu’on peut obtenir la localisation à partir de décroissances de ré-
solvantes. L’idée de l’analyse multi-échelles est de partir de décroissances de résolvantes
d’opérateurs sur des petites boîtes avec une certaine probabilité et d’obtenir des meilleures
estimations sur des boîtes plus grandes avec une probabilité plus grande.

Définition II.23. Étant donné E ∈ R, x ∈ Z
d et L ∈ 6N avec E /∈ σ(Hω,x,L), on dit que

la boîte ΛL(x) est (ω,m,E)-régulière pour un certain m > 0 si
∥∥∥Γx,LRω,x,L(E)χx,L/3

∥∥∥ 6 e−mL/2. (II.2.4)

Pour s’assurer qu’il y a un nombre entier de petites boîtes dans une grande boîte, on
ne prend que des boîtes dont le côté est dans 6N. Ainsi, dans la suite, on notera

[L]6N = sup{n ∈ 6N|n 6 L}.

Définition II.24. Pour x, y ∈ Z
d, L ∈ 6N, m > 0 et I ⊂ R un intervalle, on note

R(m,L, I,x,y)

= {ω; pour tout E ′ ∈ I,ΛL(x) ou ΛL(y) est (ω,m,E ′)-régulière.} . (II.2.5)

La région d’analyse multi-échelles ΣMSA pour Hω est l’ensemble des E dans le spectre
presque sûr Σ tels qu’il existe un intervalle I ∋ E tel que, étant donné ζ, 0 < ζ < 1 et α,
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1 < α < ζ−1, il existe une longueur L0 ∈ 6N et une masse m > 0 telles que, si on pose
Lk+1 = [Lαk ]6N, k = 0, 1, . . ., on a

P {R(m,Lk, I,x,y)} > 1 − e−Lζ
k

pour tous k ∈ N, x, y ∈ Z
d vérifiant |x− y| > Lk.

Théorème II.25 (Analyse multi-échelles - [40], théorème 5.4p. 136). Soit Hω un opéra-
teur ergodique standard au sens de Klein vérifiant (IAD), ainsi que les propriétés (SLI),
(NE) et (W) sur un intervalle ouvert I. En notant Σ le spectre presque sûr de Hω et, pour
b comme dans (II.2.2), étant donné θ > bd, pour chaque E ∈ I il existe une longueur finie
Lθ(E) = Lθ(E, b, d) > 0 bornée sur les sous-intervalles compacts de I telle que, si pour
un E0 ∈ Σ∩ I donné on a (H1)(θ, E0, L0) à une échelle L0 ∈ 6N avec L0 > Lθ(E0), alors
E0 ∈ ΣMSA.

Nous ne donnerons pas en détail la preuve de ce théorème qui est très technique. Les
différentes étapes du raisonnement sont présentées dans l’annexe B. Nous allons donner
ici simplement la « philosophie » de l’analyse multi-échelles.

Cette analyse consiste en un raisonnement par récurrence. L’étape initiale est donnée,
soit par la propriété (H1), soit par un résultat d’une précédente analyse multi-échelles.
Voyons maintenant comment on passe d’une échelle à l’autre, disons de l’échelle l à l’échelle
L. On cherche à obtenir une majoration sur des quantités de type

‖Γx,LRω,x,Lχx,L
3
‖

à partir de majorations sur des
‖Γy,lRω,y,lχy, l

3
‖

pour différents y. La première étape va être de décomposer la quantité souhaitée en somme
de quantités de la forme

‖Γx,LRω,x,Lχy, l
3
‖

pour des y tels que les Λ l
3
(y) forment une partition de ΛL

3
(x).

La propriété essentielle passer d’une échelle à l’autre est l’inégalité (SLI). Plus préci-
sément, nous utilisons la variante suivante :

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l/3‖ 6 3dγJ‖Γy,lRω,y,l(E)χy,l/3‖‖Γx,LRω,x,L(E)Γy′′,l/3‖ (II.2.6)

pour un certain y′′ ∈ l
3
Z
d tel que |y′′ − y| = l

3
.

Si on suppose que la boîte Λl(y) est (ω,m,E)-régulière, alors on a

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l/3‖ 6 3dγJe−m l
2 ‖Γx,LRω,x,L(E)Γy′′,l/3‖. (II.2.7)

On reconnaît dans le dernier facteur du second membre une quantité du même type que
celle dans le premier membre. On va donc réitérer l’application de (II.2.6) et trouver

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l/3‖ 6 (3dγJe−m l
2 )N‖Γx,LRω,x,L(E)ΓyN ,l/3‖ (II.2.8)

On peut continuer à faire ça tant que yN reste dans la boîte ΛL(x), c’est-à-dire jusqu’à
N de l’ordre de L

l
au moins (puisqu’on se déplace d’une distance l à chaque fois). Nous

n’entrerons pas dans le détail de ce que ça veut dire ; le lecteur pourra se référer à [40]
pour une preuve précise.
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On a alors que

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l/3‖ 6 Ce−m′ L
2 ‖Γx,LRω,x,L(E)ΓyN ,l/3‖ (II.2.9)

pour m′ < m.
Il reste alors à majorer le dernier facteur : cela se fait grâce à (W) qui nous affirme

qu’il est plus petit que Ls, pour un certain s tel que bd < s < αs < θ, avec probabilité
importante.

Ce schéma semble convaincant mais il ne fonctionne en réalité pas. En effet, nous avons
supposé que toutes les boîtes Λl(yn) étaient (ω,m,E)-régulières et qu’en plus ‖Rω,x,L‖
était petite. Cela ne se produit, selon les hypothèses, qu’avec une probabilité trop faible
pour que la suite des probabilités ne tende pas vers 0 au fil des étapes.

La solution consiste à supposer qu’il existe au plus une boîte qui n’est pas régulière
(au sens où on ne peut pas trouver 2 mauvaises boîtes disjointes). On peut montrer que
dans ce cas la probabilité est assez élevée. Il faut en revanche prendre plus de précaution
pour majorer les ‖Γyk,lRω,y,l(E)χyk,l/3‖. Si la boîte Λl(yk) est régulière, alors tout se passe
comme précédemment. Dans le cas contraire, on majorera la quantité grâce à (W). La
puissance N sera légèrement moins élévée mais toujours de l’ordre de L

l
. Cela permettra

donc de conclure.
Les résultats de l’analyse multi-échelles nous permettent ensuite d’obtenir la localisa-

tion.

Théorème II.26 (Localisation - [40], théorème 6.1 p.139). Soit Hω un opérateur ergodique
standard au sens de Klein vérifiant (IAD) et les propriétés (SGEE) et (EDI) dans un
intervalle ouvert I. Alors,

ΣMSA ∩ I ⊂ ΣEL ∩ ΣSSEHSKD ∩ I.

Idée de la preuve. Pour montrer la localisation spectrale, on prend E ∈ ΣMSA ∩ I. On va
alors montrer que toute fonction propre généralisée associée à une valeur propre généralisée
dans un voisinage de E est exponentiellement décroissante. Comme l’opérateur possède
la propriété (GEE), cela permet de dire que le spectre est purement ponctuel au voisinage
de E.

Commençons par prendre x0 ∈ Z
d. On fixe β > 1 ; on peut alors diviser Z

d en une
famille d’anneaux (non disjoints) centrés sur x0 :

Ak(x0) = (Λ2βLk+1
(x0)\Λ2Lk(x0)) ∩ Z

d.

On va considérer la famille d’événements

Ek(x0) = {ω; ΛLk
(x0) et ΛLk

(x) ne sont ni l’une, ni l’autre (ω,m,E ′) − régulières

pour certains E ′ ∈ I et x ∈ Ak+1(x0)}. (II.2.10)

Vu la définition de ΣMSA, le lemme de Borel-Cantelli, nous permet d’affirmer que, avec
probabilité 1, Ek(x0) ne se produit qu’un nombre fini de fois. Il existe donc, pour presque
tout ω, k1(ω,x0) tel que, pour k > k1, ω /∈ Ek(x0).

Prenons alors une fonction propre généralisée ψ de Hω et choisissons x0 tel que
‖χx0ψ‖ 6= 0. Il est alors possible de trouver L′ tel que ΛL(x0) n’est pas (ω,m,E ′)-régulière
pour L > L′. Pour k assez grand pour que Lk > L′, choisissons x ∈ Ak+1(x0) tel que

dist(x,Zd\Ak+1(x0)) > 2|x− x0|. (II.2.11)
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On applique alors la propriété (EDI) qui nous donne, vu que d’une part on est dans le
complémentaire de Ek(x0) et qu’ainsi ΛLk

(x) est (ω,m,E ′)-régulière et que d’autre part
‖Γx,Lψ‖ 6 dLd−1

k supx′∈ΥLk
(x) ‖χx′ψ‖,

‖χxψ‖ 6 dγ̃ĪL
d−1
k e−mLk/2‖χx1ψ‖

pour un certain x1 ∈ ΥLk
(x) ⊂ Ak+1(x0) en raison de (II.2.11).

On peut répéter en remplaçant x par x1 et ainsi de suite pour trouver que

‖χxψ‖ 6
(
dγ̃ĪL

d−1
k e−mLk/2

)n ‖χxnψ‖

avec |xn − x| 6 n
(
Lk

2
− 1

)
. On peut continuer à faire ça avec xn ∈ Ak+1(x0) tant que

n
(
Lk

2
− 1

)
< 2|x − x0|. De plus, ψ étant une fonction propre généralisée, elle est dans

H−, on a donc que ‖χxnψ‖ 6
(

3
2

)ν ‖xn‖ν .
On a donc finalement que

‖χxψ‖ 6 e−αm|x−x0|/2

pour un certain α < 1, la fonction propre généralisée est donc exponentiellement décrois-
sante.

II.3 Résultats pour l’opérateur de Dirac

Nous présentons dans cette section des résultats de localisation pour des opérateurs
de Dirac aléatoires, visant à modéliser des feuilles de graphène désordonné. En effet, le
résultat de [6] suppose que la perforation du graphène est parfaitement périodique. Cette
condition n’est évidemment pas remplie en réalité. Les physiciens se sont intéressés à cette
question dans [65]. Ils montrent numériquement que la lacune reste ouverte en présence
de désordre et qu’il existe des états localisés.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jean-Marie Barbaroux et Horia D. Cor-
nean et publié dans Documenta Mathematica : [7].

II.3.1 Modèle et énoncé des résultats

Si notre objectif est de montrer des résultats de localisation pour l’opérateur de Dirac
en dimension 2, nous avons pu voir qu’il était possible d’obtenir les mêmes résultats pour
une très large classe d’opérateurs en toutes dimensions. Nous devons pour cela donner
quelques définitions.

Définition II.27. Soit {σi}di=1 une famille de matrices hermitiennes n × n où n, d > 1.
Considérons l’opérateur linéaire d’ordre 1 à coefficients constants :

σ · (−i∇) :=
d∑

j=1

σj(−i
∂

∂xj
), (II.3.1)

densément défini sur L2(Rd,Cn). Il est elliptique s’il existe C > 0 tel que pour tous p ∈ R
d

et q ∈ C
n on a

‖(σ · p)q‖Cn > C‖p‖Rd ‖q‖Cn . (II.3.2)
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Si E0 ∈ R, les fonctions

R
d ∋ p 7→ gij(p) :=

[
(σ · p− E0 − i)−1

]

ij
∈ C, 1 6 i, j 6 n,

sont bien définies et, par (II.3.2), il existe une constante C < ∞ telle que

|gij(p)| 6 C〈p〉−1, 1 6 i, j 6 n (II.3.3)

où 〈p〉 :=
√

1 + |p|2 pour une certaine norme | · | sur R
d.

Une conséquence directe est que σ · (−i∇) est auto-adjoint sur l’espace de Sobolev
H1(Rd,Cn).

Définition II.28. On dit qu’un opérateur sur L2(Rd,Cn) est un opérateur positif de
coefficients si c’est un opérateur inversible borné donné par la multiplication par une
fonction mesurable S(x) à valeurs dans l’espace des matrices hermitiennes n × n telle
qu’il existe deux constantes positives S± telles que :

0 < S−In 6 S(x) 6 S+In, (II.3.4)

où In est la matrice identité de taille n.

Nous allons considérer des opérateurs du type

H0 = SD0S + V0 (II.3.5)

où D0 est un opérateur elliptique d’ordre 1 à coefficients constants comme dans (II.3.1),
et S est un opérateur positif de coefficients comme dans (II.3.4). On suppose que la
fonction S ∈ W 1,∞(Rd,Hn(C)), où Hn est l’espace des matrices hermitiennes n × n, est
Z
d-périodique. On notera

DS := SD0S.

Des opérateurs de ce genre apparaissent dans l’étude de la propagation des ondes et sont
parfois appelés opérateurs d’onde classiques (cf. [42, 41]). Le potentiel V0 est lui aussi
Z
d-périodique et appartient à L∞(Rd,Hn).

Sous ces hypothèses, l’opérateur H0 est auto-adjoint sur H1(Rd,Cn).

Hypothèse II.29 (existence d’une lacune spectrale). Le spectre de H0 contient une lacune
spectrale finie, que l’on notera ]B−, B+[.

Exemple II.30. Les exemples les plus simples sont donnés par les opérateurs de Dirac
avec une masse µ > 0 en dimension deux et trois, donnés respectivement par

H0 = σ1(−i∂x1) + σ2(−i∂x2) + µσ3 sur L2(R2,C2),

où les σi sont les matrices de Pauli. et

H0 = α · (−i∇) + µβ sur L2(R3,C4),

où α = (α1, α2, α3), β désigne les matrices de Dirac

αi =

(
0 σi
σi 0

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
.

Ces deux opérateurs sont tels que ρ(H0) ∩ R =] − µ, µ[ (cf. [62]).
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Exemple II.31. Les opérateurs étudiés par Barbaroux, Cornean et Stockmeyer dans [6],
que nous avons définis par l’équation (I.3.5) et étudiés dans la section I.3.2, vérifient aussi
cette hypothèse d’après le théorème I.24.

Exemple II.32. Dans [22], il est prouvé que certains opérateurs de la forme DS comme
dans (II.3.5), représentant des opérateurs de Maxwell avec des constantes diélectriques
périodiques, peuvent aussi avoir des lacunes spectrales.

Pour des opérateurs satisfaisant l’hypothèse II.29, on veut étudier l’effet de perturba-
tions aléatoires sur la lacune spectrale ]B−, B+[.

La perturbation aléatoire à valeurs matricielles Vω, qui décrit des défauts locaux, est
définie par

Vω =
∑

i∈Zd

λi(ω)u(· − ξi(ω) − i),

pour u, λi et ξi vérifiant l’hypothèse II.33 ci-dessous. Le hamiltonien total est donc

Hω = H0 + Vω. (II.3.6)

Hypothèse II.33. (i) Les variables aléatoires réelles {λi(ω), i ∈ Z
d} sont indépendantes

et identiquement distribuées. Leur loi commune est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue, avec une densité h telle que ‖h‖L∞ < ∞.

On suppose supp(h) = [−m,M ] 6= {0} pour certains m et M positifs.
(ii) Les variables {ξi(ω), i ∈ Z

d} sont indépendantes et identiquement distribuées et sont
aussi indépendantes des λj. Elles ont leurs valeurs dans BR avec 0 < R < 1

2
, où BR

désigne la boule de R
d de rayon R centrée à l’origine.

(iii) Le potentiel matriciel élémentaire u a un support compact supp(u) ⊂ [−2, 2]d. De
plus, u est continu presque partout, avec u ∈ L∞(Rd,H+

n ), où H+
n est l’espace des matrices

hermitiennes positives n× n.
(iv) La densité h décroît suffisamment vite près de −m et M , c’est-à-dire que

0 < P {|λ+m| < ǫ} 6 ǫd/2+β,

0 < P {|λ−M | < ǫ} 6 ǫd/2+β

pour un certain β > 0.

Remarque II.34. Cette hypothèse appelle quelques commentaires :
(i) Notre espace de probabilité Ω = (supp(h))Z

d × (BR)Z
d

est muni de la mesure produit.
(ii) La périodicité de V0 et S ainsi que les hypothèses (i) et (ii) impliquent que la famille
{Hω, ω ∈ Ω} est une famille ergodique et a donc un spectre déterministe conformément
au théorème II.3. .
(iii) Un résultat standard sur les idéaux de trace, dû à Birman et Solomyak et présenté
par exemple dans [58, Theorem 4.1], affirme que

f(x)g(−i∇) ∈ Tq si f, g ∈ Lq(Rd) pour 2 6 q < ∞

avec
‖f(x)g(−i∇)‖q 6 (2π)−d/q‖f‖Lq‖g‖Lq

où Tq désigne l’idéal de trace et ‖ · ‖q la norme associée.
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Si q > d, chaque gij ∈ Lq(Rd). Ainsi, si f ∈ Lq(Rd,Mn(C)) on obtient que f(·)(D0 −
E0 − i)−1 ∈ Tq et qu’il existe une constante C < ∞ telle que pour tous E0 ∈ R et
f ∈ Lq(Rd,Mn(C)) on a

‖f(·)(D0 − E0 − i)−1‖q 6 C max
16i,j6n

‖fij‖Lq(Rd).

Afin de simplifier les notations, nous omettrons parfois la structure matricielle des divers
objets et écrirons simplement, par exemple, ‖f‖Lq au lieu de prendre le maximum sur
chacune des n2 composantes.

Notons pour simplifier z = E0 + i. On a

(DS − z)−1 = S−1(D0 − zS−2)−1S−1

et
(D0 − zS−2)−1 = (D0 − z)−1 − (D0 − z)−1z(In − S−2)(D0 − zS−2)−1.

Une conséquence de (II.3.4) est que les éléments de S et ceux de S−1 sont globalement
bornées. De là, pour tout intervalle borné I ⊂ R, il existe une constante finie CI telle que
pour tous E0 ∈ I et f ∈ Lq on a :

‖f(·)(DS − E0 − i)−1‖q 6 CI ‖f‖Lq .

Si E0 ∈]B−, B+[, (H0 −E0)−1 est un opérateur borné. De là, en appliquant succesive-
ment la première identité de la résolvante pour passer de E0 à E0+i et la deuxième identité
de la résolvante pour obtenir (DS−E0 − i)−1 à gauche, on trouve que f(·)(H0 −E0)−1 ∈ Tq
si q > d et que, pour tout sous-intervalle compact J de ]B−, B+[, il existe une constante
finie C ′

J telle que pour tous E0 ∈ J et f ∈ Lq on a :

‖f(·)(H0 − E0)−1‖q 6 C ′
J‖f‖Lq . (II.3.7)

(iv) Les hypothèses (i)-(iii) impliquent que ∀ω, ‖Vω‖∞ 6 C où C est une constante finie
dépendant seulement de m, M , u et R.
(v) En conséquence, l’opérateur Hω est auto-adjoint sur H1(Rd,Cn) pour tout ω.
(vi) Un autre résultat intéressant est le suivant. Étant donné une fonction de l’espace de
Schwartz χ ∈ S(Rd,C), comme S ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)), le commutateur [H0, χ] est borné.
En effet, on a :

[H0, χ] = S (σ · (−i∇χ))S.

On notera :

M∞ := max{m,M} sup
(xi)∈[− 1

2
, 1

2
]Z

d

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈Zd

u(· − xi − i)
∥∥∥∥∥∥

∞

< ∞, (II.3.8)

où ‖ · ‖∞ est la borne supérieure sur R
d de la norme d’opérateur associée à la norme

euclidienne standard sur C
n. On rappelle que u est à support compact ; la série ci-dessus

ne comprend donc qu’un nombre fini de termes non nuls.
Il nous faut ensuite une hypothèse sur le spectre presque sûr. Dans la proposition II.36,

nous donnerons une condition suffisante pour qu’elle soit vérifiée.
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Hypothèse II.35. Soit Σ le spectre presque sûr de Hω. Alors il existe deux constantes
B′

± vérifiant B− 6 B′
− < B′

+ 6 B+ telles que

Σ ∩
(
]B−, B

′
−[∪]B′

+, B+[
)

6= ∅ et Σ∩]B′
−, B

′
+[= ∅,

c’est-à-dire que du spectre apparaît dans la lacune mais que celle-ci n’est pas complètement
fermée.

Nous allons voir que cette hypothèse peut être vérifiée en général. Conformément au
théorème II.8, nous avons des informations sur le spectre de Hω pour tout ω.

Montrons que nous avons affaire à une famille ergodique standard au sens de Kirsch
avec Ω0 = Ω. D’une part, Ω est un espace polonais comme produit dénombrable d’espaces
polonais lorsqu’il est muni de la distance classique sur un produit d’espaces métriques.
D’autre part, il suffit de prouver que pour tout φ ∈ C∞

c (Rd,Cn) on a Hωj
φ → Hωφ quand

ωj → ω (cf. [57, théorème VIII.25]).
Si ωj → ω ∈ Ω, alors pour tout i ∈ Z

d λi(ωj) → λi(ω) et ξi(ωj) → ξi(ω). Alors (en
supposant pour simplifier que n = 1) :

‖Hωj
φ−Hωφ‖2

=
∫

Rd

∑

i∈Zd

|λi(ωj)u(· − ξi(ωj) − i) − λi(ω)u(· − ξi(ω) − i)|2 |φ|2.

Comme u est continue presque partout, la différence dans l’intégrale est bornée presque
partout et l’intégrande est borné par 4M2

∞|φ|2 qui est intégrable. En utilisant le théorème
de convergence dominée, on trouve le résultat souhaité.

Notons que si ξi(ω) prend seulement des valeurs discrètes (ce qui inclus le cas où elle
est constante), nous n’avons pas besoin de la continuité de u.

Le théorème II.8 nous permet donc de conclure que

∀ω ∈ Ω, σ(Hω) ⊂ Σ. (II.3.9)

Ainsi, Σ ne dépend que du support de la loi des λi. De plus, Σ∩[B−, B+] est caractérisé
par les deux propositions suivantes qui affirment que, sous les hypothèses II.29 et II.33,
on peut ajuster les paramètres de façon que l’hypothèse II.35 soit vérifiée et que du
« nouveau »spectre presque sûr apparaisse dans la lacune de l’opérateur non perturbé,
sans toutefois la fermer totalement. De plus, le spectre presque sûr a exactement une
lacune dans une lacune de l’opérateur non perturbé. Les preuves seront données dans
l’appendice C.

Proposition II.36. Il existe u, m, et M comme dans l’hypothèse II.33 tels que Hω vérifie
l’hypothèse II.35.

Proposition II.37 (Emplacement du spectre dans la lacune de H0). Supposons qu’il
existe B′

− et B′
+ comme dans l’hypothèse II.35. Notons

B̃− = sup{E ∈ Σ | E 6 B′
−} et B̃+ = inf{E ∈ Σ | E > B′

+}.

Alors [B−, B̃−] ⊂ Σ et [B̃+, B+] ⊂ Σ.

Nos principaux résultats de localisation sont les suivants.
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Théorème II.38 (Localisation spectrale). Sous les hypothèses II.29, II.33 et II.35, il
existe deux constantes E± vérifiant B− 6 E− 6 B′

− et B′
+ 6 E+ 6 B+ telles que

Σ∩]E−, E+[ n’est pas vide, purement ponctuel avec des valeurs propres denses dans les
intervalles, avec des fonctions propres exponentiellement décroissantes.

Théorème II.39 (Localisation dynamique). Supposons que les hypothèses II.29, II.33
et II.35 sont vérifiées, et notons E± les deux énergies introduites dans le théorème II.38.
Si r > 0 et ψ ∈ L2(Rd,Cn) à support compact, alors pour tout intervalle compact J ⊂
(E−, E+),

E

{
‖ |x|rEω(J)e−iHωtψ‖2

}
< ∞ (II.3.10)

où Eω(J) désigne le projecteur spectral sur l’intervalle J pour Hω et E est l’espérance
associée à P.

Remarque II.40. On notera que l’existence d’une lacune dans le spectre de l’opérateur
non perturbé (hypothèse II.29) est capitale. En effet, reprenons le modèle en dimension
1 donné par l’équation (I.3.2) dans la section I.3.2. Si on ajoute un potentiel de masse
périodique, le hamiltonien étant alors

−iσ1
d
dx

+ Vperσ3 + Vω,

on peut montrer avec des arguments semblables à ceux de [6] que le spectre a une lacune
autour de 0. Si Vω vérifie l’hypothèse II.33, alors on observe la localisation au bord des
bandes conformément aux théorèmes ci-dessus.

En revanche, s’il n’y a pas de potentiel de masse, alors on a le même hamiltonien que
dans l’équation (I.3.2), la seule différence étant que le potentiel dépend de ω. L’analyse
que nous avons menée montre que ce hamiltonien ne peut avoir de fonction propre dans
L2. En effet, une telle fonction serait continue par un argument standard d’injection de
Sobolev. Comme elle vérifie l’équation (I.3.3), elle est nécessairement de classe C1, or les
solutions de cette équation ne sont pas de carré intégrable. Le spectre purement ponctuel
de cet opérateur est donc vide.

II.3.2 Preuve de la localisation

Nous allons montrer ici que les conditions pour utiliser l’analyse multi-échelles sont
réunies dans le cas du modèle présenté ci-dessus. En premier lieu, il est facile de voir
que l’opérateur est standard au sens de Klein. Étant donné une boîte ΛL(x), on définit
l’opérateur dit « en volume fini » (au sens où la partie aléatoire n’agit que sur un volume
fini) par :

Hω,x,L = H0 +
∑

i∈ΛL(x)∩Zd

λi(ω)ui(· − ξi(ω)) = H0 + Vω,x,L, (II.3.11)

où on a noté ui = u(· − i). Cet opérateur est auto-adjoint sur L2(Rd,Cn).
On rappelle qu’on note Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 la résolvante de Hω,x,L et Eω,x,L(·)

la famille de projecteurs spectraux associée.

Théorème II.41. Soit Hω l’opérateur défini par (II.3.6) vérifiant les hypothèses II.29,
II.33 et II.35. Alors on a (IAD) et il existe deux constantes E± véfifiant B− 6 E− < B̃−
et B̃+ < E+ 6 B+ telles que (SLI), (EDI), (NE), (W), (SGEE) et (H1(θ, ·,L0)) pour θ et
L0 assez grands sont vérifiées sur Σ∩]E−, E+[. En conséquence, nous avons les propriétés
de localisation (EL) et (SSEHSKD) sur les intervalles constituant Σ∩]E−, E+[.

55



Démonstration. (IAD) est une conséquence directe de l’indépendance des variables aléa-
toires exigée par les hypothèses II.33 (i) et (ii).

Pour montrer (SLI), soit x, y, y′, L, l′′ et l′ comme dans la propriété II.17. Considérons,
pour 0 ∈ Z

d et ℓ > 4, une fonction χ̃0,ℓ ∈ C∞
0 (Rd, [0, 1]) valant 1 sur Λℓ−3(0) et 0 en dehors

de Λℓ−5/2(0) et dont le gradient a une norme inférieure à 1. Posons E ∈]B−, B+[ tel que
E /∈ σ(Hω,x,L) ∪ σ(Hω,y′,l′).

L’hypothèse II.33(iii) sur le support de u nous permet d’écrire l’identité Hωχ̃y′,l′ =
Hω,x,Lχ̃y′,l′ et ainsi :

(Hω − E)χ̃y′,l′Rω,x,L(E) = χ̃y′,l′ +Wy′,l′Rω,x,L(E) (II.3.12)

où
Wy′,l′ = [Hω, χ̃y′,l′ ] = [H0, χ̃y′,l′ ]

est borné au vu de la remarque II.34 (vi).
Avec des arguments de support semblables, on a Hωχ̃y′,l′ = Hω,y′,l′χ̃y′,l′ , ce qui, avec

l’identité (II.3.12), donne l’équation de la résolvante géométrique :

χ̃y′,l′Rω,x,L(E) = Rω,y′,l′(E)χ̃y′,l′ +Rω,y′,l′(E)Wy′,l′Rω,x,L(E). (II.3.13)

Multiplier (II.3.13) à gauche par χy,l′′ et à droite par Γx,L, noter queWy′,l′ = Γy′,l′Wy′,l′Γy′,l′ ,
χ̃y′,l′Γx,L = 0, et prendre la norme des adjoints conduit alors à l’inégalité (II.2.1).

Pour (EDI), on a, pour ψ une fonction propre généralisée de Hω à laquelle est associée
la valeur propre généralisée E :

Rω,x,L(E)Wx,Lψ = Rω,x,L(E) (Hωχ̃x,L − χ̃x,LHω)ψ.

Or, en notant V ext
ω,x,L = Vω − Vω,x,L, on a,

Hω = Hω,x,L + V ext
ω,x,L = Rω,x,L(E)−1 + E + V ext

ω,x,L.

Ainsi,

Rω,x,L(E)Wx,Lψ

= χ̃x,Lψ +Rω,x,L(E)Eχ̃x,Lψ +Rω,x,L(E)V ext
ω,x,Lχ̃x,Lψ −Rω,x,L(E)χ̃x,LHωψ.

En remarquant que V ext
ω,x,L χ̃x,L = 0 et Hωψ = Eψ, on trouve

Rω,x,L(E)Wx,Lψ = χ̃x,Lψ

ce qui, par des opérations semblables à celles utilisées dans la preuve de (SLI), donne le
résultat désiré.

(NE) et (W) seront démontrées dans le paragraphe II.3.2. (H1(θ, E0, L0)), pour des
valeurs bien choisies des paramètres, sera démontrée dans le paragraphe II.3.2.

Donnons à présent la preuve de (SGEE). Pour le premier point, il suffit de remarquer
que Dω

+ ⊃ C∞
c (Rd,Cn) qui est dense dans H+ et un cœur pour Hω pour tout ω.

Pour la second point, prenons T comme dans la section II.2.1, défini par la multipli-
cation par 〈x〉2ν où ν > d/4. Nous montrerons qu’il existe λ ∈ R tel que :

tr
(
T−1(Hω − iλ)−d(Hω + iλ)−dT−1

)
6 C,

avec C presque sûrement indépendant de ω, ce qui impliquera (SGEE) pour tout intervalle
I ⊂ R, avec f : x 7→ |x− iλ|−2d.
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À cet effet, il suffit de montrer que T−1(Hω−iλ)−d est Hilbert-Schmidt avec une norme
Hilbert-Schmidt presque sûrement indépendante de ω.

Pour un certain α > 0, soit hα = 〈·〉αHω〈·〉−α défini sur C∞
c (Rd,Cn). Étant donné

que la multiplication par 〈x〉±α commute avec les potentiels, on trouve que pour tout
φ ∈ C∞

c (Rd,Cn)
hαφ = Hωφ+Kφ

où K est un opérateur borné indépendant de ω. On peut alors prolonger hα à Dom(Hω).
De là, pour λ ∈ R

∗,

hα − iλ =
(
1 + (Wω +K)(DS − iλ)−1

)
(DS − iλ)

où Wω = V0 + Vω. Comme (Wω + K) est borné indépendamment de ω et λ, on voit que
pour λ assez grand ‖(DS − iλ)−1(Wω +K)‖ < 1 donc hα − iλ est inversible. En outre,

(hα − iλ)−1 = (DS − iλ)−1
(
1 + (Wω +K)(DS − iλ)−1

)−1
. (II.3.14)

Par un argument standard, on peut montrer l’identité suivante

〈·〉−α(hα − iλ)−1 = (Hω − iλ)−1〈·〉−α,

qui, jointe à (II.3.14), implique que :

〈·〉α(Hω − iλ)−1〈·〉−α = (DS − iλ)−1
(
1 + (Wω +K)(DS − iλ)−1

)−1
. (II.3.15)

L’idée est d’écrire l’opérateur (Hω − iλ)−dT−1 comme produit de d facteurs, chacun
d’entre eux appartenant à T2d. Afin de simplifier les notations, nous désignerons (Hω−iλ)−1

par r et T−1/d par t−1. Nous obtenons alors par récurrence :

(Hω − iλ)−dT−1 = rdt−d = rd−1t−(d−1){t−1tdrt−d}

=
d∏

j=1

t−1tjrt−j. (II.3.16)

Pour chaque j, on peut poser α = 2νj/d et, grâce à (II.3.15), on obtient :

t−1tjrt−j = 〈·〉−2ν/d(DS − iλ)−1 × Uj,

où Uj est un opérateur borné dont la norme est indépendante de ω. La fonction x 7→
〈x〉−2ν/d appartient à L2d(Rd) lorsque ν > d/4. Ainsi, en reprenant le raisonnement de la
remarque II.34(iii), on trouve que (Hω − iλ)−dT−1 est Hilbert-Schmidt avec une norme
indépendante de ω. Cela prouve (SGEE) et permet donc de conclure la preuve du théo-
rème II.41.

Preuve de (W) et (NE) Soit x ∈ Z
d, L ∈ 2N,Λ = ΛL(x). On notera Λ̃ = Λ ∩ Z

d.
Afin d’alléger les notations, on notera Hω,Λ = Hω,x,L, Vω,Λ = Vω,x,L et Eω,Λ = Eω,x,L le
projecteur spectral. Nous démontrons dans ce paragraphe que l’opérateur Hω,x,L vérifie
les propriétés (W) et (NE). Plus précisément, nous prouvons le théorème suivant.
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Théorème II.42 (Inégalité de Wegner). Supposons que les hypothèses II.29 et II.33(i)-
(iii) soient vérifiées et , pour E0 ∈]B−, B+[ et η < 1

2
dist(E0, σ(H0)), notons Iη(E0) =

[E0 − η, E0 + η]. Pour tout sous-intervalle compact J de ]B−, B+[, il existe une constante
CJ telle que pour tout E0 ∈ J

E (tr(Eω,Λ(Iη(E0)))) 6 CJ η |Λ|.

Remarque II.43. Cette inégalité implique trivialement (NE). Par l’inégalité de Tcheby-
chev, elle implique (W) avec b = 1.

La résolvante de H0 au point z ∈ ρ(H0) sera notée R0(z). Fixons E0 ∈]B−, B+[ et
notons R0 := R0(E0). Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition II.44. Supposons que E0 appartient à un compact I dans la lacune. Notons

K{i} = ui1R0ui2R0 · · ·uiq−1R
2
0uiq ,

étant donné un q-uplet {i} pour q un entier pair strictement plus grand que 2d. Sous les
hypothèses II.29 et II.33 (iii) sur Vω,x,L, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
E0 ∈ I on a ∑

i1,...,iq∈Λ̃

‖K{i}‖1 6 C|Λ|. (II.3.17)

La preuve de cette proposition utilise les deux lemmes suivants de type « Combes-
Thomas ». Leur preuve figure dans l’appendice D.

Lemme II.45. Fixons un intervalle compact I ⊂]B−, B+[. Il existe deux constantes α > 0
et C < ∞ telles que, pour tout E ∈ I et toute paire de fonctions bornées χ1 et χ2 avec
‖χi‖∞ 6 1 pour i = 1, 2 et χ1 à support compact, telles que la distance entre leurs supports
est a > 0, on a :

‖χ1(H0 − E)−1χ2‖ 6 C |supp(χ1)| e−αa. (II.3.18)

Le deuxième lemme est une majoration semblable pour la norme trace :

Lemme II.46. Soit a0 > 0. Avec les mêmes notations que dans le lemme II.45, supposons
que a > a0. Alors l’opérateur χ1(H0 −E)−1χ2 est à trace De plus, il existe deux constantes
D > 0 et α > 0 telles que pour tout E ∈ I et toutes χ1, χ2 vérifiant les hypothèses du
lemme II.45 on a

‖χ1(H0 − E)−1χ2‖1 6 D |supp(χ1)| e−αa. (II.3.19)

Preuve de la proposition II.44. L’inégalité (II.3.17) est également prouvée dans [4, Pro-
position 7.2] pour des opérateurs de Schrödinger sous l’hypothèse que (II.3.18) et (II.3.19)
soient vérifiées, bien que les auteurs ne considèrent pas les centres mobiles ξi(ω).

Nous omettrons ici les détails de la preuve étant donné qu’il s’agit d’une adaptation
directe de celle de [4, Proposition 7.2] une fois que les lemmes II.45 et II.46 sont donnés.

L’élément-clé de cette preuve est que u a un support compact. Ainsi, si l’on fixe un
des indices, disons i1, l’opérateur K{i} est à trace et

∑
i2,...,iq∈Λ̃ ‖K{i}‖1 est borné par

une constante réelle, uniformément sur tout compact dans la lacune. Notons que si deux
potentiels élémentaires consécutifs uij et uij+1

ont des supports qui se chevauchent, on
utilise le fait que uijR0 ∈ T2d, sinon on applique (II.3.19) et on montre que la série converge
grâce à la décroissance exponentielle. Enfin, on utilise le fait que le nombre de termes ui1
est proportionnel à la mesure de Lebesgue de Λ.
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Dans la démonstration du théorème II.42, on utilisera le résultat de moyennisation
spectrale suivant montré dans [14, corollaire 4.2].

Proposition II.47. Soit H(λ) = H0 + λV une famille d’opérateurs auto-adjoints sur un
espace de Hilbert H où V est borné et vérifie

0 6 c0B
2 6 V

pour un certain c0 > 0 et un certain opérateur auto-adjoint borné B. Soit Eλ la famille
spectrale associée à H(λ). Alors, pour tout borélien J ⊂ R et toute fonctions h ∈ L∞ à
support compact, h > 0,

∥∥∥∥
∫

R

h(λ)BEλ(J)Bdλ
∥∥∥∥ 6 c−1

0 ‖h‖∞|J |.

Preuve du théorème II.42. La preuve est très proche de celle de [4] mais elle nécessite
quelques changements techniques. Nous la donnerons donc ici intégralement.

Soit J un sous-intervalle compact de ]B−, B+[. On rappelle que si Hω,ΛψE = E ψE,
E ∈ Iη(E0), on a

K0(E0)ψE = −ψE +R0(E0) (Hω,Λ − E0)ψE ,

où K0(E0) := R0(E0)Vω,Λ. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omettra d’indiquer la
dépendance en E0. De là,

Eω,Λ(Iη) = −K0Eω,Λ(Iη) +R0(Hω,Λ − E0)Eω,Λ(Iη) . (II.3.20)

Ainsi, comme Eω,Λ(Iη) est un opérateur à trace positif,

tr (Eω,Λ(Iη)) = ‖Eω,Λ(Iη)‖1

6 |tr(K0Eω,Λ(Iη))| + η ‖R0‖ ‖Eω,Λ(Iη)‖1 ,

et, puisque η 6 1
2
dist(E0, σ(H0)), on a

tr(Eω,Λ(Iη)) 6 2 |tr(K0Eω,Λ(Iη))|. (II.3.21)

Une première conséquence de l’inégalité (II.3.21) est que, par l’inégalité de Hölder avec q
comme dans la proposition II.44 et 1/p+ 1/q = 1,

E (‖Eω,Λ(Iη)‖1) 6 2E (‖K0Eω,Λ(Iη)‖1) 6 2E (‖K0‖q‖Eω,Λ(Iη)‖p)

6 2
{
E(‖K0‖qq)}1/q {E(‖Eω,Λ(Iη)‖pp)

}1/p
,

(II.3.22)

où ‖ · ‖q désigne la norme dans la classe de Schatten Tq.
Comme q > 2d, conformément à (II.3.7) nous trouvons qu’il existe une constante C

telle que pour tout E0 ∈ J on a

‖K0(E0)‖q 6 C‖Vω,Λ‖Lq 6 CM∞|Λ|1/q (II.3.23)

où M∞ est défini par (II.3.8).
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À partir de cette inégalité, du fait que E(‖Eω,Λ(Iη)‖pp) = E(‖Eω,Λ(Iη)‖1) (conséquence
du fait que les valeurs propres non nulles du projecteur spectral sont toutes égales à un)
et de (II.3.22), on obtient :

E(‖Eω,Λ(Iη(E0))‖1) 6 C |Λ|, (II.3.24)

pour tout E0 ∈ J , ce qui en particulier conclut la preuve de (NE).
Maintenant, on utilise l’adjoint de la formule (II.3.20) pour obtenir

K0Eω,Λ(Iη) = −K0Eω,Λ(Iη)K∗
0 +K0Eω,Λ(Iη)(Hω,Λ − E0)R0,

ce qui implique

|tr(K0Eω,Λ(Iη))| 6 ‖K0Eω,Λ(Iη)‖1

6 tr (K0Eω,Λ(Iη)K∗
0) + η ‖R0‖ ‖K0Eω,Λ(Iη)‖1 .

(II.3.25)

De là, grâce à (II.3.21) et au fait que η 6 1
2
dist(E0, σ(H0)), on trouve que

E (tr(Eω,Λ(Iη)) 6 4E (tr(K0Eω,Λ(Iη)K∗
0)) .

Si q > 2, on continue cette procédure en écrivant :

K0Eω,Λ(Iη)K∗
0 = −K0Eω,Λ(Iη)(K∗

0)2 +K0Eω,Λ(Iη)(Hω,Λ − E0)R0K
∗
0 . (II.3.26)

On a, par l’inégalité de Hölder,

|tr(K0Eω,Λ(Iη)(Hω,Λ − E0)R0K
∗
0)| 6 ‖K0Eω,Λ(Iη)(Hω,Λ − E0)R0K

∗
0‖1

6 η‖R0‖‖K0Eω,Λ(Iη)‖q/(q−1)‖K∗
0‖q

6 η‖R0‖‖K0‖2
q‖Eω,Λ(Iη)‖q/(q−2).

(II.3.27)

En prenant l’espérance puis en appliquant encore l’inégalité de Hölder, les inégalités (II.3.23)
et (II.3.24), on peut majorer l’espérance du premier membre de (II.3.27) par Cη|Λ|, où
C est une constante indépendante de η, |Λ| et E0 ∈ J . Par conséquent, les équations
(II.3.25)-(II.3.27) impliquent

E(tr(Eω,Λ(Iη))) 6 4E(|tr(K0Eω,Λ(Iη)(K∗
0)2)|) + Cη|Λ|.

Si q > 3, on recommence une fois de plus. Au bout du compte, on obtient

E (tr(Eω,Λ(Iη)) 6 4E
(
|tr(K0Eω,Λ(Iη)(K∗

0)q−1)|
)

+ C η|Λ|, (II.3.28)

où C est indépendant de η, |Λ| et E0 ∈ J .
Pour majorer le premier terme du second membre de (II.3.28), on développe le po-

tentiel VΛ =
∑
i∈Λ̃

λiui(· − ξi). Dans le reste de la preuve, par abus de notation, on
désignera ui(· − ξi) par ui. En outre, on fixera les valeurs de tous les ξi et on pren-
dra l’espérance uniquement par rapport aux variables λi. Pour chaque q-uplet d’indices
{i} := (i1, . . . , iq) ∈ Λ̃q, on définit :

K{i} := Ki1...iq := u
1
2
i2
R0ui3R0ui4 · · ·uiqR2

0u
1
2
i1
.
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Par l’inégalité de Hölder dans les idéaux de trace [58, théorème 2.8], Ki1...iq ∈ T1. Pour
faire apparaître cet opérateur dans le premier terme du second membre de (II.3.28), on
utilise la cyclicité de la trace et on obtient

E

(
|tr(K0Eω,Λ(Iη)(K∗

0)q−1)|
)

= E





∑

i1,...iq∈Λ̃

λi1(ω) · · ·λiq(ω)tr
{
K{i}(u

1
2
i1
Eω,Λ(Iη)u

1
2
i2

)
}



.

(II.3.29)

Comme K{i} est compact, on peut écrire sa décomposition en valeurs singulières. Pour
chaque multi-indice {i}, il existe une paire de bases orthonormées,

{
φ

{i}
k

}
et
{
ψ

{i}
k

}
, et

des nombres positifs
{
µ

{i}
k

}
, tous indépendants de ω, tels que

K{i} =
∞∑

k=1

µ
{i}
k

∣∣∣φ{i}
k 〉〈ψ{i}

k

∣∣∣ . (II.3.30)

En insérant la décomposition (II.3.30) dans (II.3.29) et en développant la trace dans
{φ{i}

k }, on obtient

E





∑

{i}∈Λ̃q

∑

k>1

λ{i}(ω)µ{i}
k 〈ψ{i}

k , (u
1
2
i1
Eω,Λ(Iη)u

1
2
i2

)φ{i}
k 〉




, (II.3.31)

où λ{i}(ω) := λi1(ω) · · ·λiq(ω). Puisque Eω,Λ(Iη) > 0, on peut majorer la somme par
rapport à k dans (II.3.31) par

1
2

∑

k>1

µ
{i}
k E

{
|λ{i}(ω)|〈ψ{i}

k , (u
1
2
i1
Eω,Λ(Iη)u

1
2
i1

)ψ{i}
k 〉

+|λ{i}(ω)|〈φ{i}
k , (u

1
2
i2
Eω,Λ(Iη)u

1
2
i2

)φ{i}
k 〉

}
.

(II.3.32)

Les λi étant indépendantes, le lemme de moyennisation spectrale (proposition II.47) ap-
pliqué à chacun des termes de (II.3.32) donne pour le premier terme :

E

{
|λ{i}(ω)|〈ψ{i}

k , (u
1
2
i1
Eω,Λ(Iη)u

1
2
i1

)ψ{i}
k 〉

}
6 C1 η. (II.3.33)

où C1 est fini, indépendant de k et indépendant de E0 au vu de l’hypothèse 2(i). À partir
des inégalités (II.3.29), (II.3.32) et (II.3.33), on obtient une majoration pour le premier
terme du membre de droite de (II.3.28) :

E (tr(Eω,Λ(Iη)) 6 C1 η
∑

i1,...,viq∈Λ̃

(
‖K{i}‖1

)
. (II.3.34)

L’application de la proposition II.44 nous permet de majorer cette série par une constante
multipliée par la mesure de Lebesgue de Λ, ce qui permet de conclure la preuve de l’in-
égalité de Wegner et du théorème.

Remarque II.48. Pour utiliser le théorème II.25 ([40, théorème 5.4, p. 136]) dans la
preuve des théorèmes II.38, II.39 et II.41, il aurait suffit d’avoir une inégalité de Wegner

61



avec |Λ| élevé à une puissance supérieure. On aurait pu montrer directement, à partir de
(II.3.7) et de l’inégalité de Hölder pour les idéaux de trace, que

∑

i1,...,iq∈Λ̃

‖K{i}‖1 6 C|Λ|q.

De cette façon, nous n’aurions pas eu à utiliser la proposition II.44.
Nous tenions cependant à obtenir l’inégalité avec une puissance 1 car elle nous per-

mettra d’obtenir des informations sur la densité d’états que l’on présentera dans la sec-
tion II.3.3.

Preuve de la décroissance initiale (H1(θ,E0,L0)) Dans ce paragraphe, il s’agit de
démontrer que

P

{
‖Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3‖ 6

1
Lθ0

}
> 1 − 1

841d

pour E0 suffisamment proche du bord des bandes B̃±, un certain θ > d et L0 as-
sez grand. Comme dans [4], nous commencerons par prouver que, pour δ > 0 assez
petit, dist(σ(Hω,x,L), B̃±) > δ avec une bonne probabilité. On pourra alors appliquer
le lemme D.1 pour obtenir la décroissance exponentielle de la résolvante aux énergies
E ∈]B̃− − δ/2, B̃−] ∪ [B̃+, B̃+ + δ/2[. On pourra alors montrer H1(θ, E0, L0) pour tout
θ > 0, E0 ∈]B̃− − δ/2, B̃−] ∪ [B̃+, B̃+ + δ/2[ et L0 > L∗

0 pour un certain L∗
0 dépendant

seulement de θ, d, B± B̃±, δ, M , m et M∞.
Comme dans la section précédente, on pose Λ = ΛL(0) pour un certain L ∈ 2N. On

notera Λ̃ = Λ ∩ Z
d, Hω,Λ = Hω,0,L, Vω,Λ = Vω,0,L.

Lemme II.49. Soit µ = µω0,Λ ∈ σ(Hω0,Λ)∩]B−, B+[ pour un certain ω0 ∈ Ω. Alors µ ∈ Σ.

Démonstration. C’est tout simplement (II.3.9). On pourra trouver une autre preuve dans [4,
lemme 5.1] qui s’adapte facilement aux opérateurs d’ordre 1.

Proposition II.50. Soit δ± = 1
2
|B̃± −B±| et 0 < δ < 1

2
M−1

∞ min(δ+, δ−)2. Supposons que

∀i ∈ Λ̃, −(1 − δM∞ min(δ+, δ−)−2)m < λi(ω) < (1 − δM∞ min(δ+, δ−)−2)M.

Alors on a
sup

{
σ(Hω,Λ)∩] − ∞, B̃−[

}
< B̃− − δ

et
inf

{
σ(Hω,Λ)∩]B̃+,+∞[

}
> B̃+ + δ.

Démonstration. Nous montrerons seulement la première inégalité ; la preuve de la seconde
est semblable.

Supposons que cet énoncé soit faux, c’est-à-dire qu’il existe Λ et des valeurs des para-
mètres λi(ω) et ξi(ω) telles que Hω,Λ possède du spectre dans [B̃− − δ, B̃−]. Cet opérateur
étant une perturbation relativement compacte de H0, cela revient à dire qu’il a une valeur
propre dans cet intervalle que l’on notera µ. Si l’une des constantes de couplage λi est
strictement négative, disons λ0 < 0, alors on peut considérer la famille

H(λ) := DS + λu(· − ξ0(ω)) +
∑

i6=0,i∈Λ̃

λi(ω)u(· − ξi(ω) − i), λ ∈ [λ0(ω), 0].
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On a que H(λ) est une famille auto-adjointe analytique de type (A) (cf. [34, VII,§2]) ; ainsi
toutes ses valeurs propres discrètes En(λ) dans l’intervalle [B̃− − δ, B̃−] sont des fonctions
analytiques réelles de λ. De plus, on peut construire des familles analytiques réelles de
vecteurs propres ψn(λ) associés à chacune d’elles. La formule de Feynman-Hellmann et
l’hypothèse II.33(iii) donnent :

E ′
n(λ) = 〈ψn(λ), u(· − ξ0(ω))ψn(λ)〉 > 0,

ce qui montre que H(λ) continuera à avoir des valeurs propres dans [B̃− − δ, B̃−] jusqu’à
ce que λ = 0. Par récurrence, on peut remplacer tous les λi négatifs par zéro en conservant
le fait que l’opérateur Hω, cette fois avec Vω,Λ > 0, a au moins une valeur propre µ ∈
[B̃− − δ, B̃−].

Supposons donc maintenant que Vω,Λ > 0 et considérons la famille analytique de type
(A) T (ϑ) := H0 + ϑVω,Λ, pour ϑ dans un voisinage réel de ϑ0 = 1. Comme µ a une
multiplicité finie, disons n, il y a au plus n fonctions µ(k)(ϑ) analytiques en ϑ près de
ϑ0 = 1 telles que µ(k)(1) = µ. Soit φ(k)(ϑ) une famille analytique réelle de fonctions
propres associées à µ(k)(ϑ), avec ‖φ(k)(ϑ)‖ = 1 pour ϑ réel et |ϑ− 1| petit. En appliquant
la formule de Feynman-Hellmann, on trouve que pour ϑ tel que ϑVω,Λ 6M∞

dµ(k)(ϑ)
dϑ

= 〈φ(k)(ϑ), Vω,Λφ(k)(ϑ)〉 > ϑ−1M−1
∞ ‖ϑVω,Λφ(k)(ϑ)‖2

= ϑ−1M−1
∞
∥∥∥
(
H0 − µ

(k)
ϑ

)
φ(k)(ϑ)

∥∥∥
2
> ϑ−1M−1

∞
(
dist(σ(H0), µ

(k)
ϑ )

)2
.

(II.3.35)

Supposons maintenant que λi(ω) < (1 − δM∞[min(δ+, δ−)]−2)M, ∀i ∈ Λ̃, et posons

ϑ1 = min
i∈Λ̃

(
M

λi(ω)

)
>
(
1 − δM∞ [min(δ+, δ−)]−2

)−1
> 1. (II.3.36)

On voit que, d’après la définition de ϑ1, la condition ϑVω,Λ 6 M∞ est vérifiée dans
l’intervalle [1, ϑ1].

En intégrant (II.3.35) sur [1, ϑ1] et en constatant que µ 6 µ(k)(ϑ) 6 µ(k)(ϑ1), on
trouve :

µ(k)(ϑ1) > µ+ (log ϑ1)M−1
∞ min

{[
dist(µ(k)(ϑ1), σ(H0))

]2
, [dist(µ, σ(H0))]

2
}
.

Il faut maintenant majorer le minimum des distances. Comme les différentes grandeurs
sont toujours dans l’ordre suivant

B− < µ 6 µ(k)(ϑ1) 6 B̃− < B̃+ < B+,

il y a seulement deux possibilités :
— soit le minimum est dist(µ(k)(ϑ1), σ(H0)) et alors il vaut B− − µ(k)(ϑ1) > 2δ+.
— soit le minimum est dist(µ, σ(H0)) et alors il vaut µ − B−. Comme µ > B̃− − δ,

cette distance est plus grande que B̃− − δ−B− = 2δ− − δ. Comme δ < 1
2
M−1

∞ δ2
−, la

distance est plus grande que δ−(2− 1
2
M−1

∞ δ−). D’après le lemme C.2 avec A−B = Vω
et ‖Vω‖ 6M∞, on doit avoir 2δ− 6M∞ donc la distance est plus grande que 3

2
δ−.

Ainsi, le minimum est plus grand que 3
2

min(δ+, δ−). En appliquant l’inégalité − log(1−
x) > x avec x = 1 − ϑ−1

1 , on obtient à partir de (II.3.36) :

log(ϑ1) > 1 − ϑ−1
1 = δM∞ [min(δ+, δ−)]−2

ce qui donne que µ(k)(ϑ1) > B̃−, ce qui contredit la définition de B̃−.
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Corollaire II.51. Pour 0 < δ < 1
2
M−1

∞ min(δ+, δ−), on a

sup
(
σ(Hω,Λ)∩] − ∞, B̃−[

)
< B̃− − δ

et
inf

(
σ(Hω,Λ)∩]B̃+,+∞[

)
> B̃+ + δ,

avec une probabilité supérieure à

1 − 2|Λ| max
X∈{−m,M}

∣∣∣∣∣

∫ X

(1−δM∞ min(δ+,δ−)−2)X
h(s)ds

∣∣∣∣∣ .

Démonstration. La probabilité que

∀i ∈ Λ̃, −(1 − δM∞ min(δ+, δ−)−2)m < λi(ω) < (1 − δM∞ min(δ+, δ−)−2)M

est donnée par
[
1 −

∫ M

(1−δM∞[min(δ+,δ−)]−2)M
h(s)ds−

∫ −(1−δM∞[min(δ+,δ−)]−2)m

−m
h(s)ds

]|Λ|
.

La conclusion vient directement en remarquant que (1 − x)α > 1 − αx pour α > 1 et
x ∈ [0, 1].

On peut maintenant montrer que notre opérateur vérifie l’hypothèse (H1(θ, E0, L0)).

Proposition II.52. Soit χi, i = 1, 2, deux fonctions avec ‖χi‖∞ 6 1, supp(χ1) ⊂ ΛL0/3

et supp(χ2) ⊂ ΛL0 tels que supx∈supp(χ2) dist(x, ∂ΛL0) < L0/8. Posons δ± := 1
2
|B̃± − B±|.

Pour β > 0 comme dans l’hypothèse II.33 (iv), prenons ν > 0 tel que 0 < ν < 4β(2β +
d)−1 < 2. Alors il existe L∗

0 tel que pour tous L0 > L∗
0 et E0 ∈]B̃− −Lν−2

0 , B̃−]∪ [B̃+, B̃+ +
Lν−2

0 [,

sup
ǫ>0

‖χ2RΛL0
(E0 + iǫ)χ1‖ 6 e−Lν/3

0 ,

avec une probabilité supérieure à 1 − 1
841d .

Démonstration. Posons δ = 2Lν−2
0 . Pour L0 assez grand, on a δ < 1

2
M−1

∞ min(δ+, δ−)2,
ainsi, l’hypothèse II.33(iv), le corollaire II.51 et le fait que 0 < ν < 4β(2β + d)−1 donnent
que

P

{
dist(σ(Hω,0,L0), B̃±) > δ

}
>1 − 2Ld0

(
max(m,M)δM∞ min(δ+, δ−)−2

) d
2

+β

>1 − 1
841d

,

pour L0 assez grand.
Considérons une réalisation de Hω,0,L0 telle que dist(σ(Hω,0,L0), B̃±) > δ = 2Lν−2

0 et
prenons E0 ∈]B̃− − Lν−2

0 , B̃−] ∪ [B̃+, B̃+ + Lν−2
0 [. On peut appliquer le lemme D.1 avec

x0 = 0, sachant que, pour a1 et a2 définis dans le lemme D.1, on a a2 − a1 > L0/8. On
trouve

‖χ2RΛL0
(E + iǫ)χ1‖ 6

2
Lν−2

0

exp


−cL

ν/2−1
0

2
|B̃+ − B̃−|1/2L0

8


 .

Le résultat s’ensuit en prenant L0 assez grand.

La propriété (H1(θ, E0, L0)) découle directement de la proposition précédente car
χ0,L0/3 et Γ0,L0 vérifient ses hypothèses et e−Lν/3

0 6 1
Lθ

0
quand L0 > Lθ pour un certain Lθ.
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II.3.3 Résultat sur la densité d’états

Dans cette section, nous montrons la régularité lipschitzienne de la densité d’états
pour le hamiltonien étudié ci-dessus. Nous utilisons l’inégalité de Wegner donnée par le
théorème II.42 pour obtenir la régularité. Nous mettons en œuvre une nouvelle méthode
utilisant la formule de Helffer-Sjöstrand pour prouver le résultat. Ce genre de résultat est
habituellement présenté sous le nom de « régularité lipschitzienne de la densité d’états
intégrée ». Néanmoins, comme notre opérateur n’est pas borné inférieurement, nous ne
pouvons pas réellement définir la densité d’états intégrée. On pourra trouver une synthèse
sur la densité d’états pour les opérateurs aléatoires dans [38].

Dans toute la suite, Hω sera l’opérateur de type Dirac avec potentiel aléatoire donné
par l’équation (II.3.6). On suppose que les hypothèses II.29 et II.33 (i)-(iii) sont vérifiées.
Les propriétés essentielles pour cette preuve seront d’une part l’inégalité de Wegner (théo-
rème II.42) et d’autre part l’inégalité de Combes-Thomas en norme trace suivante qui est
très proche du lemme II.46 et dont la preuve sera donnée en annexe.

Lemme II.53 (Inégalité de Combes-Thomas). Fixons Em et Y > 0. Pour tous E, y tels
que |E| 6 Em, 0 < |y| 6 Y et toute paire de fonctions bornées χ1 et χ2 avec ‖χi‖∞ 6 1
pour i = 1, 2 et χ1 à support compact, telles que la distance entre leurs supports est a > 10,
l’opérateur χ1(Hω − E − iy)−1χ2 est à trace.

De plus, il existe deux constantes D > 0 et α > 0 telles que pour tous E, y , χ1, χ2

vérifiant ces hypothèses et tout ω ∈ Ω, on a

‖χ1(Hω − E − iy)−1χ2‖1 6
D

|y|2d+1
|supp(χ1)| e−α|y|a. (II.3.37)

Notre définition de la densité d’états est légèrement différente de celle de la sec-
tion I.1.3. Nous n’aurons besoin dans la définition que de boîtes centrées à l’origine du
repère, aussi nous noterons ΛL pour ΛL(0), χL pour χ0,L, Hω,L pour Hω,0,L.

Pour toute foncti0on positive d’une variable réelle mesurable bornée à support compact
φ, tous ω ∈ Ω et L ∈ N, on définit

νω,L(φ) =
1

|ΛL|tr (χLφ(Hω)χL) .

Lemme II.54. limL→∞ νω,L(φ) existe et est presque sûrement indépendante de ω. De plus,
la convergence est aussi dans L1(Ω).

Démonstration. On peut écrire χL comme
∑
γ∈Zd∩ΛL

χγ où on rappelle que χγ est la
fonction indicatrice de Λ1(γ). De même, χ0 désignera la fonction indicatrice de Λ1(0).

On a alors
χLφ(Hω)χL =

∑

γ,γ′∈Zd∩ΛL

χγφ(Hω)χγ′ .

Montrons que pour tout γ χγφ(Hω) ∈ T1.
Manifestement, on a que pour λ > 0

χγφ(Hω) = χγ(Hω + iλ)−2d(Hω + iλ)2dφ(Hω).

Comme φ est à support compact, il est facile de voir que pour λ > 0 l’opérateur
(Hω + iλ)2dφ(Hω) est borné. Soit T−1 l’opérateur de multiplication par 〈x〉−2d. Comme
dans la peuve de (SGEE) dans la section précédente, on montre que pour λ assez grand

65



T−1(Hω + iλ)−2d ∈ T1 avec une norme trace presque sûrement indépendante de ω. Ainsi,
χγφ(Hω) ∈ T1 et sa norme trace est presque sûrement indépendante de ω.

On peut alors utiliser la cyclicité de la trace et écrire

νω,L(φ) =
1

|ΛL|
∑

γ∈Zd∩ΛL

tr (χγφ(Hω)χγ) .

L’ergodicité nous permet d’écrire χγφ(Hω)χγ = χ0U
∗
γφ(Hω)Uγχ0 = χ0φ(Hτγ(ω))χ0 où Uγ

est l’opérateur de translation associé à γ sur L2(Rd,Cn) et τγ est l’opérateur correspondant
sur Ω.

Comme la famille
(
tr
(
χ0φ(Hτγ(ω))χ0

))

γ∈Zd
est ergodique relativement aux transla-

tions et E
(
|tr
(
χ0φ(Hτγ(ω))χ0

)
|
)
< ∞, d’après le théorème ergodique de Birkhoff (cf. par

exemple [64], théorème 1.14 et corollaire 1.14.1), on trouve le résultat annoncé.

On notera ν(φ) la limite. Il est facile de voir que ν peut être définie pour des fonctions
non nécessairement positives et que c’est une forme linéaire positive sur Cc(R). Ainsi,
grâce au théorème de Riesz-Markov, qu’elle correspond à une mesure borélienne. C’est
cette mesure que l’on appellera densité d’états ; on la notera aussi ν.

Notre résultat est le suivant :

Théorème II.55. Pour tout sous-intervalle compact J ⊂]B−, B+[), il existe une constante
CJ > 0 telle que pour tous a, b ∈ J , a < b, ν([a, b]) 6 CJ(b− a).

Preuve du théorème Comme notre inégalité de Wegner porte sur Hω,L, nous allons
commencer par montrer qu’on peut utiliser cet opérateur au lieu de Hω dans la densité
d’états.

Lemme II.56. Soit φ ∈ C∞
0 (R) à support dans ]B−, B+[. Alors, uniformément en ω,

lim
L→∞

1
|ΛL| (tr(χLφ(Hω)χL) − tr(χLφ(Hω,L+15)χL)) = 0.

Démonstration. D’après la formule de Helffer-Sjöstrand (voir par exemple [21], proposi-
tion 4.8), il existe φ̃ ∈ C∞

c (C) dont la trace sur R est φ telle que ∃C > 0,∀z ∈ C,
∣∣∣ ∂
∂z̄
φ̃(z)

∣∣∣ 6
C|Im(z)|2d+2. De plus, on a pour tout opérateur auto-adjoint A

φ(A) =
1
π

∫

R2
∂̄φ̃(x+ iy)(A− x− iy)−1dxdy (II.3.38)

Soit L > 0. D’après cette formule et l’identité de la résolvante, on a pour tout ω ∈ Ω
∣∣∣∣∣

1

|ΛL| (tr(χLφ(Hω)χL) − tr(χLφ(Hω,L+15)χL))

∣∣∣∣∣ (II.3.39)

6
1

π|ΛL|
∫

R2
|∂̄φ̃(x+ iy)|‖χL(Hω − x− iy)−1V ext

ω,L+15(Hω,L+15 − x− iy)−1χL‖1dxdy

(II.3.40)

6
1

π|ΛL|
∫

R2
|∂̄φ̃(x+ iy)|‖χL(Hω − x− iy)−1V ext

ω,L+15‖1‖(Hω,L+15 − x− iy)−1χL‖dxdy

(II.3.41)

où on a noté V ext
ω,L+15 = Vω − Vω,L = V ext

ω,L+15(1 − χL+12).
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La norme d’opérateur dans l’intégrale est majorée par |y|−1. Le premier facteur est
majoré par C|y|2d+2. Le produit est donc borné par une constante indépendante de x et
de y multipliée par |y|2d+1.

Considérons maintenant le facteur avec une norme trace. On a

‖χL(Hω − x− iy)−1V ext
ω,L+15‖1 6M∞(‖χL(Hω − x− iy)−1(χL+

√
L − χL+12)‖1 (II.3.42)

+ ‖χL(Hω − x− iy)−1(1 − χL+
√
L)‖1) (II.3.43)

où on rappelle que M∞ est la borne supérieure de |Vω|.
L’équation (II.3.37) permet de majorer le premier terme par

C

|y|2d+1
|supp(χL+

√
L − χL+12)| 6

C ′

|y|2d+1
Ld−1/2

et le deuxième par

C

|y|2d+1
|supp(χL)|e−α|y|

√
L =

C

|y|2d+1
Lde−α|y|

√
L.

Puisqu’il existe un ensemble compact K et M > 0 indépendants de L tels que
supp(φ̃) ⊂ K × [−M,M ], on peut majorer le second membre de (II.3.41) par

1
Ld

∫

K

∫ M

−M
C(Ld− 1

2 + Lde−|y|
√
L)dydx

qui est borné par C ′ 1√
L

(1 − e−M
√
L) pour une constante C ′. On a alors qu’il existe C tel

que pour tout L > 0
∣∣∣∣∣

1
|ΛL| (tr(χLφ(Hω)χL) − tr(χLφ(Hω,L)χL))

∣∣∣∣∣ 6
C√
L

ce qui tend vers 0 quand L tend vers l’infini.

Preuve du théorème. Soit J un sous-intervalle compact de ]B−, B+[. On veut montrer qu’il
existe une constante CJ > 0 telle que pour tous a, b ∈ J , a < b,

ν(1[a,b]) 6 CJ(b− a).

Soit φ comme dans le lemme II.56 avec 0 6 φ 6 1[a,b]. Alors, pour L ∈ N,

tr (χLφ(Hω,L+15)χL) 6 tr (χLEω,L+15([a, b])χL) (II.3.44)

6 tr (Eω,L+15([a, b])) (II.3.45)

Or le théorème II.42 nous dit qu’il existe CJ tel que pour tous φ, a, b ∈ J , L assez
grand on a

E (tr (χLφ(Hω,L+15)χL)) 6 E (tr(Eω,L+15([a, b]))) 6 CJ (b− a) (L+ 15)d 6 C ′
J (b− a) Ld

On a

ν(φ) = lim
L→∞

E

(
1

|ΛL|tr (χLφ(Hω)χL)

)

= lim
L→∞

1
|ΛL|E (tr (χLφ(Hω,L+15)χL)) .
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Or on sait que pour tout L

1
|ΛL|E (tr (χLφ(Hω,L+15)χL)) 6 C ′

J(b− a)

donc ν(φ) 6 C ′
J(b− a).

En prenant la borne supérieure pour 0 6 φ 6 1[a,b] grâce au théorème de convergence
monotone, on trouve le résultat sur la densité d’états.

Définition alternative Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il était possible de
définir la densité d’états à partir de l’opérateur restreint à une boîte. Nous considérons
dans ce cas

lim
L→∞

1
|ΛL|tr(φ(HL))

où HL est l’opérateur H restreint à ΛL avec des bonnes conditions au bord.
Dans notre cas, Hper

ω,L sera l’opérateur Hω restreint à la boîte ΛL avec des conditions
au bord périodiques.

Nous commençons par démontrer un lemme technique semblable à celui de Birman et
Solomyak donné dans [58, théorème 4.1].

Lemme II.57. Soit L > 0 et ∇ le gradient avec conditions au bord périodiques. Soit
H = f(x)g(−i∇) sur L2(ΛL) avec f ∈ Lp(ΛL) et

∑
n∈Zd |g(2πn

L
)|p < ∞ pour un certain

2 6 p < ∞. Alors H est dans Tp et

‖H‖p 6
1

Ld/p
‖f‖p



∑

n∈Zd

|g(2πn
L

)|p



1/p

. (II.3.46)

Démonstration. Commençons par le cas p = 2. Pour ψ ∈ L2(ΛL), on rappelle que son
coefficient de Fourier d’indice n est

cn(ψ) =
1
Ld

∫

ΛL

ψ(x)e− 2iπn·x
L dx.

Des manipulations standards sur les séries de Fourier permettent de montrer que H
est un opérateur intégral dont le noyau est 1

Ldf(x)ǧ(x − y) où ǧ est la fonction sur ΛL

dont les coefficients de Fourier valent (g(2πn
L

))n∈Zd . Ainsi, d’après le théorème 2.11 de [58],
l’opérateur est Hilbert-Schmidt avec une norme égale à la norme L2 de son noyau.

L’identité de Parseval donne la valeur de cette norme.
Le cas général se montre par interpolation, comme pour le théorème 4.1 de [58].

Lemme II.58. Soit φ une fonction mesurable bornée à support compact.

lim
L→∞

1

Ld
tr(φ(Hper

ω,L) − χL−10φ(Hper
ω,L)χL−10) = 0

Démonstration. On peut voir facilement que

φ(Hper
ω,L) − χL−10φ(Hper

ω,L)χL−10 = φ(Hper
ω,L)(χL − χL−10) + (χL − χL−10)φ(Hper

ω,L)χL−10.

De plus,

φ(Hper
ω,L)(χL − χL−10) = φ(Hper

ω,L)(Hper
ω,L − i)2d(Hper

ω,L − i)−2d(χL − χL−10).
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Le facteur φ(Hper
ω,L)(Hper

ω,L−i)2d est borné par une quantité dépendant seulement de supp(φ)
et ‖φ‖∞.

D’après le lemme II.57, (σ · (−i∇) − i)−1 = (σ · (−i∇) − i)−1χL est dans T2d et sa

norme T2d est inférieure à ‖χL‖2d

(
1
Ld

∑
n∈Zd |g(2πn

L
)|2d

)1/2d
où g(p) = (σ · p − i)−1. On

voit facilement que ‖χL‖2d =
√
L et le second facteur tend vers ‖g‖2d qui est indépendant

de L. Il existe donc une constante C telle que le produit est inférieur à C
√
L. En écrivant

l’identité de la résolvante comme dans la remarque II.34, on trouve le même résultat pour
(Hper

ω,L − i)−1. De là, par l’inégalité de Hölder, (Hper
ω,L − i)−2d+1 est dans T2d/(2d−1) avec une

norme inférieure à à CL(2d−1)/2.
De la même façon, on montre que (χL − χL−10)(H

per
ω,L − i)−1 ∈ T2d avec une norme

T2d inférieure à C‖χL − χL−10‖2d = CL(d−1)/2d. Par l’inégalité de Hölder, l’opérateur
(Hper

ω,L − i)−2d(χL − χL−10) est à trace et

‖(Hper
ω,L − i)−2d(χL − χL−10)‖1 6 CLd− 1

2d .

À plus forte raison, l’opérateur (χL−χL−10)φ(Hper
ω,L)χL−10 est aussi à trace et sa norme

trace est également majorée par CLd− 1
2d . Cela permet de conclure.

On notera désormais Rper
ω,L(E) = (Hper

ω,L − E)−1.

Lemme II.59 (Équation de la résolvante géométrique). Soit L < L′ 6 ∞ et χ̃L une
fonction lisse à support dans ΛL. Alors

χ̃LR
per
ω,L′(E) = Rper

ω,L(E)χ̃L +Rper
ω,L(E)[Hper

ω,L′ ; χ̃L]Rper
ω,L′(E). (II.3.47)

Démonstration. Soit ψ ∈ L2(ΛL′). AlorsRper
ω,L′(E)ψ ∈ Dom(Hper

ω,L). De plus, χ̃LR
per
ω,L′(E)ψ ∈

Dom(Hper
ω,L′) donc

(Hper
ω,L′ − E)χ̃LH

per
ω,L′(E)ψ = χ̃Lψ + [Hper

ω,L′ ; χ̃L]Rper
ω,L′(E)ψ. (II.3.48)

On peut voir que χ̃LR
per
ω,L′(E)ψ est à support dans ΛL et que, en tant que fonction

de L2(ΛL), elle est dans Dom(Hper
ω,L). Comme [Hper

ω,L′ ; χ̃L] a son support dans ΛL, on peut
projeter (II.3.48) sur L2(ΛL) et obtenir

(Hper
ω,L − E)χ̃LR

per
ω,L′(E)ψ = χ̃Lψ + [Hper

ω,L′ ; χ̃L]Rper
ω,L′(E)ψ. (II.3.49)

On trouve le résultat souhaité en multipliant par Rper
ω,L(E).

Lemme II.60. Soit φ ∈ C∞
0 (R) à support dans ]B−, B+[. Alors, uniformément en ω,

lim
L→∞

1
|ΛL|

(
tr(χLφ(Hω)χL) − tr(φ(Hper

ω,L+10))
)

= 0. (II.3.50)

Démonstration. Le lemme II.58 nous permet de remplacer φ(Hω,L) par χLφ(Hper
ω,L+10)χL.

D’après la formule de Helffer-Sjöstrand, il existe φ̃ ∈ C∞
0 (C) dont la trace sur R est φ

telle que ∃C > 0,∀z ∈ C,
∣∣∣ ∂
∂z̄
φ̃(z)

∣∣∣ 6 C|Im(z)|2d+2. De plus, on a pour tout opérateur
auto-adjoint A

φ(A) =
1
π

∫

R2
∂̄φ̃(x+ iy)(A− x− iy)−1dxdy (II.3.51)
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Soit L > 0. On introduit une fonction χ̃L+10 qui est lisse et à support dans ΛL+10 et
qui vérifie χ̃L+10χL = χL et ‖∇χ̃L+10‖∞ 6 1. D’après la formule de Helffer-Sjöstrand et
nos deux derniers lemmes, on a que pour tout ω ∈ Ω
∣∣∣∣∣

1
|ΛL|

(
tr(χLφ(Hω)χL) − tr(χLφ(Hper

ω,L+10)χL)
)∣∣∣∣∣

6
1

π|ΛL|
∫

R2
|∂̄φ̃(x+ iy)|‖χL(Hω − x− iy)−1χL − χL(Hper

ω,L+10 − x− iy)−1χL‖1dxdy

6
1

π|ΛL|
∫

R2
|∂̄φ̃(x+ iy)|‖χLχ̃L+10(Hω − x− iy)−1χL − χL(Hper

ω,L+10 − x− iy)−1χL‖1dxdy

6
1

π|ΛL|
∫

R2
|∂̄φ̃(x+ iy)|‖χL(Hper

ω,L+10 − x− iy)−1[Hω, χ̃L+10](Hω − x− iy)−1χL‖1dxdy

On passe de l’avant-dernière à la dernière ligne en remarquant que χ̃L+10χL = χL ce
qui, en faisant apparaître le commutateur, permet de simplifier. Le premier facteur est
majoré par C|y|2d+2.

Considérons le facteur avec la norme trace. Comme [Hω, χL+10] = σ · (−i∇χ̃L+10) est
une fonction majorée par 1 et à support dans la couronne ΛL+10\ΛL+5, l’équation (II.3.37)
permet de majorer la norme trace de [Hω, χ̃L+10](Hω −x− iy)−1χL par C

|y|2d+1L
d−1 avec C

indépendant de L et (x, y). On a alors qu’il existe C tel que pour tout L > 0

1

|ΛL|
(
tr(χLφ(Hω)χL) − tr(χLφ(Hper

ω,L+10χL))
)
6
C

L

ce qui tend vers 0 quand L tend vers l’infini.
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Perspectives de recherche future

Les résultats présentés ici laissent place à un certain nombre de questions pouvant faire
l’objet de recherches futures. Voici une liste (bien entendu non exhaustive) de problèmes
à ma connaissance ouverts.

— Dans le cas périodique, un problème intéressant serait de démontrer l’ouverture
d’une lacune spectrale non pas pour un modèle avec un potentiel de masse pé-
riodique mais en définissant l’opérateur de Dirac sur un domaine comportant des
trous. Notons qu’il ne suffit de combiner les résultats [6] et [5] car ils correspondent
à des asymptotiques différentes.

— Une analyse semblable pourrait être menée avec un modèle discret sur un réseau
auquel on aurait enlevé certains sites. La théorie spectrale des graphes infinis pré-
sentée dans [30, 48] semble une piste à explorer.

— Inversement, on pourrait également étudier l’opérateur de Dirac sur un ruban (avec
des conditions au bord de masse infinie) ou sur un tube (avec des conditions au
bord périodiques) et voir dans quelle mesure on retrouve les résultats obtenus avec
le modèle discret.

— Il serait également intéressant de chercher à généraliser notre résultat élémentaire
sur le paradoxe de Klein en dimension 1 (absence d’ouverture d’une lacune spec-
trale) aux dimensions supérieures.

— On peut aussi voir si on obtient un résultat de convergence semblable à celui de [5]
avec le hamiltonien généralisé étudié dans la section I.3.3.

— Dans le cas aléatoire, une question naturelle est de déterminer si on peut obtenir
le résultat de localisation avec le hamiltonien étudié dans la section I.3.3.

— Un certain nombre de propriétés sont connues au sujet des opérateurs de Schrödin-
ger aléatoires, il serait intéressant de déterminer si elles restent vraies avec l’opé-
rateur de Dirac : transition métal-isolant [28], statistique des valeurs propres [33],
etc.

— On peut aussi chercher à montrer la localisation pour l’opérateur de Dirac sous
d’autres hypothèses, notamment en prenant des variables aléatoires de Bernoulli
à la place des variables aléatoires absolument continues, comme dans [10, 29] qui
traitent de l’opérateur de Schrödinger.

— Il serait intéressant d’étudier un modèle semblable à celui de la section II.3 avec
un potentiel non plus positif mais porté par la matrice σ3. En effet, nous avons
vu que ces matrices sont une barrière de potentiel pour des particules décrites par
l’opérateur de Dirac. Éventuellement, on pourrait également partir d’un opérateur
sans potentiel périodique donc sans lacune spectrale.
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Annexe A

Transformation de Bloch-Floquet
pour les opérateurs
pseudo-différentiels

Dans cet appendice, nous étudions la transformation de Bloch-Floquet appliquée à
l’opérateur H(α, β) utilisé dans la section I.3.3. Comme le potentiel est borné et Z

2-
périodique, il suffit d’étudier l’effet de cette transformation sur H0. Comme H0 n’est pas
borné, nous travaillerons avec sa résolvante et commençons par la proposition suivante.
Rappelons que nous avons noté (H0 − i)−1(x,x′) le noyau intégral de (H0 − i)−1.

Proposition A.1. Soit U la transformation de Bloch-Floquet définie par (I.1.6).

U(σ · F (−i∇) − i)−1U∗ =
∫ ⊕

Ω
gkdk ,

où, pour k ∈ Ω, l’opérateur gk : L2(Ω,C2) → L2(Ω,C2) a un noyau intégral donné par

gk(x,x′) =
∑

γ∈Z2

e2iπγ·ke2iπx·k(H0 − i)−1(x+ γ,x′)e−2iπx′·k.

Démonstration. Soit f ∈ C∞(Ω × R
2)2 telle que f est Z

2-périodique par rapport à la
seconde variable et x ∈ R

2. Pour éviter des notations trop lourdes, on notera K0(x,x′) =
(H0 − i)−1(x,x′). On peut alors écrire

((σ · F (−i∇) − i)−1U∗f)(x) =
∫

R2
K0(x,x′)(U∗f)(x′)dx′

=
∑

γ′∈Z2

∫

Ω
K0(x,x′ + γ ′)

∫

Ω
e−2iπ(x′+γ′)·k′

f(x′,k′)dk′dx′.

Les coefficients de Fourier f̂(x′,γ ′) =
∫

Ω e−2iπ(x′+γ′)·k′

f(x′,k′)dk′ décroissent plus vite
que n’importe quel inverse de polynôme en γ ′ uniformément en x′. Le noyau intégral
K0(x+ γ,x′ + γ ′) décroît comme |γ − γ ′|−3 quand |γ − γ ′| est plus grand que 3 unifor-
mément en x et x′. De plus, K0(x+ γ,x′ + γ ′) est absolument intégrable par rapport à
x′ et ∫

Ω
|K0(x+ γ,x′ + γ ′)|dx′ 6 C
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uniformément en x ∈ Ω et |γ − γ ′| 6 3. Ceci justifie les interversions de séries ci-dessous.

(U(σ · F (−i∇) − i)−1U∗f)(x,k)

=
∑

γ∈Z2

e2iπk·(x+γ)
∑

γ′∈Z2

∫

Ω
K0(x+ γ,x′ + γ ′)f̂(x′,γ ′)dx′

=
∑

γ′∈Z2

∑

γ∈Z2

e2iπk·xe2iπk·(γ−γ′)
∫

Ω
K0(x+ (γ − γ ′),x′)e2iπγ′·kf̂(x′,γ ′)dx′

=
∑

γ′∈Z2

∑

γ̃∈Z2

e2iπk·γ̃e2iπk·x
∫

Ω
K0(x+ γ̃,x′)e2iπk·γ′

f̂(x′,γ ′)dx′

=
∫

Ω

∑

γ∈Z2

e2iπk·(x−x′)e2iπk·γK0(x+ γ,x′)
∑

γ′∈Z2

e2iπk·(γ′+x′)f̂(x′,γ ′)dx′.

Dans la dernière ligne, on reconnaît la representation en série de Fourier de f(x′, ·) au
point k. On obtient alors

∫

Ω

∑

γ∈Z2

e2iπk·(x+γ−x′)K0(x+ γ,x′)f(x′,k)dx′ =
∫

Ω
gk(x,x′)f(x′,k)dx′,

ce qui permet de conclure la preuve de la proposition A.1.

Proposition A.2. On a

UH0U∗ =
∫ ⊕

Ω
h

(0)
k dk ,

avec
h

(0)
k = σ · F (−i∇per − 2πk).

Démonstration. D’après le théorème I.6, pour montrer (I.3.28), il suffit de montrer que,
pour k ∈ Ω, gk : L2(Ω,C2) → L2(Ω,C2) vérifie

gk = (h(0)
k − i)−1.

À cet effet, on notera (ej)j=1,2 les vecteurs de la base canonique de C
2 et Ψm = e2iπm·x.

Nous prouverons que pour tous m ∈ Z
2 et j ∈ {1, 2} on a

gk(Ψm ⊗ ej) = (h(0)
k − i)−1(Ψm ⊗ ej) = (σ · F (2π(m− k)) − i)−1(Ψm ⊗ ej).

Rappelons qu’on a noté G(p) = (σ · F (p) − i)−1 ∈ B(C2). On a :

{gk(Ψm ⊗ ej)}(x)

=
∫

Ω
gk(x,x′)(Ψm ⊗ ej)(x′)dx′

= Ψm(x)
∫

Ω
dx′ ∑

γ∈Z2

e2iπk·(x+γ−x′)e2iπm·(−x+x′) 1
2π

F−1(G)(x− x′ + γ)ej.

(A.0.1)

Comme m et γ sont tous deux dans Z
2, on a e2πim·γ = 1, de là dans (A.0.1) on peut

remplacer e2iπm·(−x+x′) par e−2iπm·(x+γ−x′). Ainsi, on trouve après changement de variable

{gk(Ψm ⊗ ej)}(x) = Ψm(x)
1

2π

∫

R2
e−2iπ(m−k)·yF−1(G)(y)dy ej

= G(2π(m− k)) (Ψm ⊗ ej)(x).

Cela permet de conclure la preuve de la proposition.
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Annexe B

Analyse multi-échelles

La preuve détaillée du théorème II.25 est extrêmement technique et bien trop longue
pour qu’on envisage de la donner ici. Il ne s’agit pas en réalité d’une simple analyse multi-
échelles mais de 4 analyses successives, chacune partant du résultat de la précédente.
Afin de montrer comment cela fonctionne, nous allons, sans preuve, donner les différentes
étapes du raisonnement tel qu’il est présenté dans la partie 5 de [40]. Les preuves peuvent
être trouvées dans [27].

Dans toute cette partie, Hω sera un opérateur aléatoire ergodique standard vérifiant
les propriétés (IAD), (W) et (SLI) sur un intervalle ouvert I. On considèrera un sous-
intervalle compact I0 de I et E0 ∈ I0. La première étape permet d’obtenir, à partir d’une
borne polynomiale à une échelle fixée avec une probabilité indépendante de l’échelle, une
suite d’échelles pour laquelle on a une décroissance polynomiale avec une probabilité
d’échec polynomialement décroissante.

Théorème B.1 ([40], théorème 5.6). Soit θ > bd. Étant donné un entier impair Y > 11,
pour tout p tel que 0 < p < θ − bd, on peut trouver Z tel que si pour un certain L0 > Z,
L0 ∈ 6N, on a

P{‖Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3‖ 6
1
Lθ0

} > 1 − (3Y − 4)−2d

alors, en posant Lk+1 = Y Lk pour k ∈ N, on a

P{‖Γ0,Lk
Rω,0,Lk

(E0)χ0,Lk/3‖ 6
1
Lθ0

} > 1 − 1
Lpk

pour k assez grand.

On reconnaît dans le membre de droite de la condition de départ le 1
841d du théo-

rème II.25.
La deuxième étape permet, à partir de la décroissance polynomiale obtenue précédem-

ment, d’obtenir une décroissance exponentielle avec une probabilité d’échec polynomiale-
ment décroissante. De plus, cette décroissance n’est pas seulement à l’énergie E0 mais sur
un voisinage de celle-ci.

Théorème B.2 ([40], théorème 5.7). Soit θ > bd et 0 < p < θ − bd. Étant donné p′ > p

et 1 < α < min
{

2p+2d
p+2d

, θ
p+2d

}
, il existe B tel que, si pour un certain L0 > B on a

P{‖Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3‖ 6 L−θ
0 } > 1 − 1

Lp
′

0
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alors il existe δ1 > 0 tel que, si on note I(δ1) = [R0 − δ1, E0 + δ1] ∩ I0, m0 = 2θ logL0

L0
et

Lk+1 = [Lαk ] pour k ∈ N, on a

P{‖Γ0,Lk
Rω,0,Lk

(E)χ0,Lk/3‖ 6 e−m0
Lk
4 } > 1 − 1

Lpk

pour tous E ∈ I(δ1) et k ∈ N.

La troisième étape va permettre de convertir la décroissance sous-exponentielle avec
probabilité d’échec polynomialement décroissante en une même décroissance avec une
probabilité d’échec sous-exponentiellement décroissante. Notons que, comme d’après le
théorème précédent l’hypothèse est vérifiée sur un intervalle, le résultat sera lui aussi
vérifié sur cet intervalle.

Théorème B.3 ([40] théorème 5.8). Soit ζ0 ∈]0, 1[. Étant donné un entier impair Y >

111/(1−ζ0), pour tout ζ1 tel que 0 < ζ1 < ζ0, on peut trouver Z tel que si pour un certain
L0 > Z, L0 ∈ 6N, on a

P{‖Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3‖ 6 e−Lζ0
0 } > 1 − (3Y − 4)−2d

alors, en posant Lk+1 = Y Lk pour k ∈ N, on a

P{‖Γ0,Lk
Rω,0,Lk

(E0)χ0,Lk/3‖ 6 e−Lζ0
k } > 1 − e−Lζ1

k

pour k assez grand.

La quatrième étape va permettre d’obtenir une décroissance exponentielle, une pro-
priété uniforme sur un intervalle et d’obtenir la version « à deux boîtes »du résultat.

Théorème B.4 ([40], théorème 5.9). Supposons que Hω vérifie en plus (NE) sur l’inter-
valle I. On suppose aussi qu’il existe des constantes 0 < ζ2 < ζ1 < ζ0 < 1. Alors, étant
donné 1 < α < ζ0/ζ1, il existe C tel que, si pour une certaine échelle L0 > C, L0 ∈ 6N,
on a

P{‖Γ0,L0Rω,0,L0(E0)χ0,L0/3‖ 6 e−Lζ0
0 } > 1 − e−Lζ1

0

alors il existe δ2 > 0 tel que, en posant I(δ2) = [E0 − δ2, E0 + δ0] ∩ I0 , m0 = 2Lζ0−1
0 et

Lk+1 = [Lαk ]6N pour k ∈ N, on a

P{R(
m0

2
, Lk, I(δ2),x,y)} > 1 − e−Lζ2

k

pour tout k ∈ N et x, y ∈ Z
d tels que |x− y| > Lk, où on rappelle que l’événement R est

défini par l’équation (II.2.5).

On conclut en remarquant que l’intervalle I peut être recouvert par un nombre fini
d’intervalles de tailles 2δ2.
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Annexe C

Emplacement du spectre de
l’opérateur de Dirac aléatoire

Preuve de la proposition II.36

Lemme C.1. Soit ũ : R
d 7→ Hn(C) un potentiel multiplicatif à valeurs matricielles

posives, borné, à support compact et non identiquement nul. Soit H0 l’opérateur défini
par (II.3.5) et posons

Hτ := H0 + τ ũ(x), τ ∈ R.

Alors il existe τ ∈ R avec |τ | > 0 tel que Hτ a au moins une valeur propre discrète dans
]B−, B+[.

Démonstration. La perturbation induite par ũ est compacte relativement à H0, ainsi par le
principe de Birman-Schwinger on a que µ ∈]B−, B+[ est une valeur propre discrète de Hτ

si −1 est une valeur propre de τ ũ1/2(H0 −µ)−1ũ1/2. La famille d’opérateurs auto-adjoints
T (µ) := ũ1/2(H0 − µ)−1ũ1/2 ne peut pas être identiquement nulle pour µ ∈]B−, B+[ car
cela conduirait à

T ′(µ) = ũ1/2(H0 − µ)−2ũ1/2 ≡ 0,

d’où |H0−µ|−1ũ1/2 = 0 et ũ1/2 = 0, ce qui est contradictoire. Soit maintenant µ0 ∈]B−, B+[
tel que T (µ0) a une valeur propre réelle non nulle E0. Alors, en choisissant τ0 = −1/E0,
on obtient que Hτ0 a une valeur propre discrète égale à µ0.

Une version un peu plus générale du lemme suivant peut être trouvée dans [34,
V,théorème 4.10]

La distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles des réels Ω1,2 ⊂ R est définie par

dH(Ω1,Ω2) := max{ sup
x∈Ω1

dist(x,Ω2), sup
y∈Ω2

dist(x,Ω1)}. (C.0.1)

Lemme C.2. Soit A et B deux opérateurs auto-adjoints agissant sur le même espace de
Hilbert et ayant le même domaine, tels que A−B est borné. Alors

dH
(
σ(A), σ(B)

)
6 ‖A−B‖ . (C.0.2)

Démonstration. Soit λ 6∈ σ(A) tel que d(λ, σ(A)) > ‖A − B‖. Alors l’opérateur (B −
A)(A − λ)−1 a une norme inférieure à 1 et Id + (B − A)(A − λ)−1 est inversible avec un
inverse borné. De là,

B − λ =
(
Id + (B − A)(A− λ)−1

)
(A− λ)
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est également inversible avec un inverse borné, ce qui montre que λ 6∈ σ(B). En d’autres
termes, aucun élément de σ(B) ne peur être à une distance plus grande que ‖A− B‖ de
σ(A), ce qui implique que

sup
E∈σ(B)

d(E, σ(A)) 6 ‖A−B‖.

En échangeant A et B, le résultat est démontré.

Lemme C.3. En reprenant la notation et le résultat du lemme C.1, posons u := τ0ũ et
considérons l’opérateur Hω comme dans (II.3.6). Avec la notation introduite dans l’hy-
pothèse II.33(i), soit m,M ∈ (1, 2). Alors il existe λ0 ∈ (0, 1) assez petit tel que l’hypo-
thèse II.35 est vérifiée si m et M sont remplacés respectivement par λ0m et λ0M .

Démonstration. Pour des raisons de simplicité, on supposera que m = M . D’après le
lemme C.1, on sait qu’il existe µ0 ∈]B−, B+[ qui appartient au spectre de Hτ0 = H0 +u(x).
En appliquant (II.3.9), on peut montrer que µ0 appartient aussi au spectre de Hω pour ω
appartenant à un ensemble de mesure 1, ainsi µ0 est dans le spectre presque sûr Σ.

Considérons maintenant la famille Hλ,ω := H0 + λVω avec λ ∈ (0, 1). En multipliant
le potentiel par λ, on peut réduire le support de h à [−Mλ,Mλ]. Comme Vω est borné
uniformément en ω, on sait par le lemme C.2 que le spectre σ(Hλ,ω) varie comme une
fonction lipschitzienne de λ, uniformément en ω.

On veut maintenant prouver que le spectre presque sûr Σλ est continu par rapport λ
avec la distance de Hausdorff. Soit E ∈ Σλ et ǫ > 0. Il existe ωE tel que E ∈ σ(HλωE

).
Par le critère de Weyl, il existe ψE de norme 1 tel que

‖(HλωE
− E)ψE‖ 6 ǫ/10.

Il existe donc Λ := ΛE,ǫ,λ ⊂ R
d assez grand tel que HΛ,λωE

:= H0 + VΛ,λωE
vérifie

‖(HΛ,λωE
− E)ψE‖ 6 ǫ/5.

Cette inégalité implique par le même critère de Weyl que l’opérateur HΛ,λωE
a au

moins un point E ′ de son spectre tel que E ′ ∈ (E − ǫ/5, E + ǫ/5). D’après le lemme C.2,
on peut trouver δ > 0 tel que pour tout λ′ vérifiant |λ′ − λ| < δ, la distance de Hausdorff
entre le spectre de HΛ,λωE

et celui de HΛ,λ′ωE
est inférieure à ǫ/5. Ainsi, il existe E ′′ dans

σ(HΛ,λ′ωE
) tel que |E ′′ − E| < ǫ. Enfin, par l’argument de Kirsch donné dans (II.3.9), on

peut prouver que E ′′ appartient au spectre presque sûr de Hλ′ω ; autrement dit,

sup
E∈Σλ

d(E,Σλ′) < ǫ, ∀|λ′ − λ| < δ.

Cela implique en particulier que le spectre presque sûr de Hλ,ω converge (en tant
qu’ensemble) vers le spectre de H0 quand λ tend vers zéro. Ainsi, si λ est assez petit, il y
a au moins une lacune qui se forme dans le spectre presque sûr de Hλω. Pour les mêmes
raisons de continuité, ce spectre doit avoir une composante non vide dans ]B−, B+[.

Preuve de la proposition II.37 Sous les conditions du lemme C.3, on sait qu’il existe
une lacune [B′

−, B
′
+] ⊂]B−, B+[ dans le spectre presque sûr Σ de Hω et, dans le même

temps, soit Σ∩]B−, B
′
−[ soit Σ∩]B′

+, B+[ est non vide.
Supposons que Σ∩]B−, B

′
−[ n’est pas vide. Soit B̃− ∈]B−, B

′
−[ la borne supérieure de

cet ensemble (notons que B̃− < B′
− car Σ est fermé et on a toujours B̃− ∈ Σ). Si λ ∈ [0, 1],
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on considère la famille Hλω et on note Σλ son spectre presque sûr. En tant qu’ensemble,
Σλ varie continument en λ dans le distance de Hausdorff, comme nous l’avons vu dans le
lemme C.3. Notons Eλ la borne supérieure de Σλ ∩ [B−, B

′
−[. Comme E1 = B̃−, E0 = B−

et Eλ varie continument en λ, on peut conclure que Eλ remplit l’intervalle [B−, B̃−]. Enfin,
comme Eλ ∈ Σλ ⊂ Σ, on en déduit que [B−, B̃−] ⊂ Σ, ainsi, aucune autre lacune ne peut
apparaître dans l’intervalle.
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Annexe D

Inégalités de Combes-Thomas

Cette section contient la preuve des lemmes II.45, II.46 et II.53. La démonstration du
lemme II.45 suit de près la stratégie de [11, proposition 5.2].

Lemme D.1. Soit W un potentiel à valeurs matricielles symétrique et borné et soit
H = DS + W où DS = Sσ · (−i∇)S est comme dans (II.3.5) et S est un opérateur de
coefficient borné commme défini par (II.3.4). Supoposons que H a une lacune ]E−, E+[
dans son spectre qui contient 0. Considérons χ1 et χ2 deux fonctions à qupport compact
telles que ‖χi‖∞ 6 1. Pour x0 ∈ R

d, on pose

a1 = sup
x∈supp(χ1)

|x− x0| et a2 = dist(x0, supp(χ2)).

Pour E ∈]E−, E+[, soit

υ± = dist(E,E±) et υ = min(υ+, υ−).

Alors il existe une constante c > 0 telle que pour tout E ∈]E−, E+[ on a :

‖χ1(H − E)−1χ2‖ 6
2
υ

e−c√υ+υ−(a2 − a1). (D.0.1)

Démonstration. Soit ǫ > 0 et 〈x − x0〉ǫ :=
√
ǫ+ |x− x0|2. Pour t > 0, on définit sur

C∞
c (Rd,Cn) l’opérateur (non auto-adjoint)

Ht,ǫ := e−t〈x−x0〉ǫHet〈x−x0〉ǫ = H − tSσ · (i∇〈x− x0〉ǫ)S.

L’opérateur Ht,ǫ est fermé sur le domaine de H. Soit ψ ∈ C∞
c (Rd,Cn) de norme 1. On

notera ψ− = P]−∞,E−]ψ et ψ+ = P[E+,+∞[ψ, où les P sont les projecteurs spectraux de H,
on rappelle que υ± = dist(E,E±).

On a

‖(Ht,ǫ − E)ψ‖ >Re(〈ψ+ − ψ−, (Ht,ǫ − E)(ψ+ + ψ−)〉)
>υ+‖ψ+‖2 + υ−‖ψ−‖2 − 2‖tSσ · (i∇〈x− x0〉ǫ)S‖ ‖ψ+‖ ‖ψ−‖.

On sait que la norme de ∇〈x − x0〉ǫ est bornée par un nombre indépendant de ǫ. Soit
t := c

√
υ+υ− où c > 0 est indépendant à la fois de E et ǫ et assez petit pour que :

‖tSσ · (i∇〈x− x0〉ǫ)S‖ < √
υ+υ−/2.
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On a alors
‖(Ht,ǫ − E)ψ‖ > 1/2 min(υ+, υ−).

Ainsi, Ht,ǫ − E est inversible pour E ∈]E−, E+[ et

‖(Ht,ǫ − E)−1‖ 6
2
υ
,

uniformément en ǫ. De là,

‖χ1(H − E)−1χ2‖ =‖χ1et〈·−x0〉ǫ(Ht,ǫ − E)−1e−t〈·−x0〉ǫχ2‖
6‖χ1et〈·−x0〉ǫ‖ ‖(Ht,ǫ − E)−1‖ ‖e−t〈·−x0〉ǫχ2‖.

Le facteur central est majoré par 2/υ. En prenant la limite quand ǫ tend vers zéro, le
facteur de gauche est majoré par eta1 et celui de droite par e−ta2 . On a ainsi montré le
lemme.

Preuve du lemme II.45. Sans perte de généralité, on peut supposer que la distance entre
les supports vérifie a > 10. Soit K = [−1/2, 1/2)d le cube unité de R

d. Soir gγ la fonction
indicatrice du cube Kγ := γ +K, γ ∈ Z

d. On a

χ1(H0 − E)−1χ2 =
∑

γ,γ′

gγχ1(H0 − E)−1χ2gγ′ . (D.0.2)

La somme sur γ ne contient qu’un nombre fini de termes car χ1 est à support compact.
Pour toute paire gγχ1 et gγ′χ2, on a D.1 dans lequel on choisit x0 = γ. On voit que dans
ce cas a1 6 1 et comme a > 10 on a également a2 > a/3+ |γ−γ ′|/3. Ainsi, (D.0.1) donne
que

‖gγχ1(H0 − E)−1χ2gγ′‖ 6 c1e−c2ae−c2|γ−γ′|

où c1 et c2 sont des constantes dépendant de l’intervalle I. On peut alors prendre la somme
sur γ ′ pour tout γ et la preuve est finie.

Nous sommes maintenant prêts à montrer le lemme II.46.

Preuve du lemme II.46. Avec les mêmes notations que dans la preuve du lemme II.45, la
stratégie est de montrer l’existence de deux constantes c1 et c2 telles que dans la norme
trace on ait :

‖gγχ1(H0 − E)−1χ2gγ′‖1 6 c1e−c2ae−c2|γ−γ′|. (D.0.3)

Sans perte de généralité, on peut supposer que a0 = 10 et a > 10. Dans ce cas, les paires
γ et γ ′ donnant une contribution non nulle doivent vérifier |γ − γ ′| > 8.

On considère alors 2d fonctions lisses à support compacr 0 6 fj 6 1 qui satisont à la
condition suivante : gγf1 = gγ , fjfj+1 = fj si 1 6 j 6 2d et le supprt de la fonction la
plus « large »f2d est contenu dans un hypercube de centre γ et de côté 2. En particulier,
le support de fj et celui des dérivées de fj+1 sont disjoints et f2dgγ′ = 0.

Notons R0 := (H0 − E)−1. On a [fj, R0] = R0S(−iσ · ∇fj)SR0 et

gγR0gγ′ = gγf2dR0gγ′ = gγR0S(−iσ · ∇f2d)SR0gγ′

et, en réitérant pour tout j, on trouve :

gγR0gγ′ = gγ
2d∏

j=1

(R0S(−iσ · ∇fj)S)χsupp(f2d)R0gγ′ .
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Chaque facteur R0S(−iσ · ∇fj)S appartient à T2d avec une norme indépendante de γ et
γ ′. Le produit est donc à trace. De plus, en appliquant le lemme D.1 à la paire χsupp(f2d)

et gγ′ avec x0 = γ, on obtient a2 − a1 > |γ − γ ′|/10 + a/10 et

‖χsupp(f2d)R0gγ′‖ 6 Ce−αae−α|γ−γ′|.

Cela démontre (D.0.3). Comme il n’y a qu’un nombre fini de gγ qui donnent une contri-
bution non nulle dans (D.0.2) et que ce nombre est proportionnel à la mesure de Lebesgue
du support de χ1, le preuve est terminée.

Preuve du lemme II.53. La preuve est exactement la même que celle du lemme II.46.
La première étape est de majorer la norme T2d du produit de la résolvante par une

fonction suffisamment décroissante. D’après l’inégalité (II.3.2), on a que pour E et y dans
les intervalles spécifiés, p ∈ R

d et q ∈ C
n,

‖(σ·p−E−iy)q‖2 > ‖(σ·p−E)q‖2+|y|2‖q‖2 > (|y|2+max(C‖p‖−|E|, 0)2)‖q‖2. (D.0.4)

Ainsi,

‖
∫

Rd
(σ · p− E − iy)−2ddp‖ 6

∫

Rd

1
√

|y|2 + max(C‖p‖ − |E|, 0)2
2ddp (D.0.5)

6

∫

‖p‖62Em/C

1
|y|2ddp+

∫

‖p‖>2Em/C

22d

C‖p‖2d
dp 6 C ′ +

C ′′

|y|2d
(D.0.6)

En utilisant le résultat de Birman et Solomyak ([58, théorème 4.1]) et les identités de
la résolvante comme dans la remarque II.34 (iii),on peut montrer que, pour χ une fonction
à support compact sur R

d, on a pour tous ω, E, y :

‖Rω(E + iy)χ‖2d 6
C

|y|‖χ‖L2d (D.0.7)

avec une constante C dépendant seulement de Em, Y , C et d.
Nous allons maintenant montrer l’inégalité en norme d’opérateur. Nous allons re-

prendre la preuve du lemme D.1 mais en prenant la partie imaginaire à la place de la
partie réelle. On a donc que pour tous t, ǫ > 0, ψ de norme 1, E et y ∈ R :

‖(Ht,ǫ − E − iy)ψ‖ > |Im(〈ψ, (Ht,ǫ − E − iy)ψ〉)|
= |〈ψ, tSσ · (∇〈x− x0〉ǫ)S + y)ψ〉|
>|y| − |〈ψ, tSσ · (∇〈x− x0〉ǫ)S)ψ〉|

En prenant t assez petit pour que ‖tSσ · (∇〈x−x0〉ǫ)S)‖ < |y|
2

, on trouve que la norme
est plus grande que |y|

2
. En continuant comme dans la preuve du lemme D.1, on trouve

que

‖χ1(Hω − E − iy)−1χ2‖ 6
2

|y|e
−c|y|(a2 − a1). (D.0.8)

Il suffit ensuite de suivre la preuve du lemme II.46 pour obtenir que

‖χ1(Hω − E − iy)−1χ2‖1 6
D

|y|2d+1
|supp(χ1)| e−α|y|a. (D.0.9)
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Propriétés spectrales de modèles de graphène périodique et
désordonné

Résumé en français

Cette thèse traite de différents aspects de la théorie spectrale d’opérateurs utilisés pour modéliser le graphène.

Elle est constituée de deux parties.

La première traite du cas périodique. Je commence par présenter  la théorie générale des systèmes périodiques.

J’introduis ensuite les différents modèles de graphène en les comparant.  Enfin, je m’intéresse à différentes

façons de rendre le graphène semi-conducteur. Je fais en particulier une étude de nanorubans de divers types et

présente un résultat d’ouverture d’une lacune spectrale pour un opérateur pseudo-différentiel.

La deuxième partie traite du cas désordonné. Je commence par présenter la théorie générale des opérateurs

aléatoires. J’explique ensuite succinctement l’analyse multi-échelles qui est la méthode permettant de montrer

le  résultat  essentiel  de  cette  théorie,  appelé  localisation  d’Anderson.  Enfin,  je  donne  la  preuve  de  cette

localisation pour un modèle de graphène ainsi qu’un résultat sur la densité d’états intégrée.

Mot clés : opérateur de Dirac, localisation d’Anderson, opérateurs aléatoires.

Spectral properties of models of periodic and disordered graphene

Résumé en anglais

This thesis deals with various aspects of spectral theory of operators used to model graphene. It is made of two

parts.

The first  parts deals with the periodic case. I begin by presenting a general theory of periodic systems. I

introduce then  different  models  of  graphene and compare  them.  Finally,  I  look at  various  ways to  make

graphene a semiconductor.  In particular,  I study different  types of nanoribbons and I give a result  of gap

opening for a pseudodifferential operator.

The second part deals with the disordered case. I begin by presenting a general theory of random operators.

Then, I briefly explain multiscale analysis, which is the method used to prove the main result of this theory,

which is called Anderson localization. Finally, I give a proof of this localization for a model of graphene and a

result on the integrated density of states.

Keywords : Dirac operator, Anderson localization, random operators.
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