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Contributions au théoréme central limite et a I'estimation non
paramétrique pour les champs de variables aléatoires dépendantes

Résumé

La these suivante traite du Théoreme Central Limite pour des champs de variables aléatoires
dépendantes et de son application a l’estimation non-paramétrique. Dans une premiere partie,
nous établissons des théorémes centraux limite quenched pour des champs satisfaisant une condi-
tion projective a la Hannan (1973). Les versions fonctionnelles de ces théorémes sont également
considérées. Dans une seconde partie, nous établissons la normalité asymptotique d’estimateurs
a noyau de la densité et de la régression pour des champs fortement mélangeants au sens de
Rosenblatt (1956) ou bien des champs faiblement dépendants au sens de Wu (2005). Dans un
premier temps, nous établissons les résultats pour ’estimateur a noyau de la régression introduit
par Elizbar Nadaraya (1964) et Geoffrey Watson (1964). Puis, dans un second temps, nous éten-
dons ces résultats a une large classe d’estimateurs récursifs introduite par Peter Hall et Prakash
Patil (1994).

Mots clés : champs de variables aléatoires, théoréeme central limite quenched, théoréme cen-
tral limite fonctionnel quenched, approximation par ortho-martingale, condition projective, es-
timation non-paramétrique, estimation de la densité, estimation de la régression, estimateur
de Nadaraya-Watson, estimateur récursif, normalité asymptotique, données spatiales, mélange
fort, m-dépendance, mesure de dépendance physique, dépendance faible, méthode de Lindeberg.

Classification AMS (2020) : 60G60, 60F05, 60F17, 60G42, 60G48, 41A30, 62G05, 62G07,
62G0S.

Contributions to the Central Limit Theorem and to Nonparametric
Estimation for Dependent Random Fields

Abstract

This thesis deals with the central limit theorem for dependent random fields and its appli-
cations to nonparametric statistics. In the first part, we establish some quenched central limit
theorems for random fields satisfying a projective condition a la Hannan (1973). Functional
versions of these theorems are also considered. In the second part, we prove the asymptotic
normality of kernel density and regression estimators for strongly mixing random fields in the
sense of Rosenblatt (1956) and for weakly dependent random fields in the sense of Wu (2005).
First, we establish the result for the kernel regression estimator introduced by Elizbar Nadaraya
(1964) and Geoffrey Watson (1964). Then, we extend these results to a large class of recursive
estimators defined by Peter Hall and Prakash Patil (1994).

Key words: random fields, quenched central limit theorem, quenched functional central limit
theorem, ortho-martingale approximation, projective condition, nonparametric estimation, den-
sity estimation, regression estimation, Nadaraya-Watson estimator, recursive estimator, asymp-
totic normality, spatial data, strong mixing, m-dependence, physical dependence measure, weak
dependence, Linderberg’s method.
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Préface

L’étude des Théorémes Centraux Limite (TCL) commence en 1733 avec la démonstration (et
publication en 1738) du premier TCL pour des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
de parameétre p = 3 par Abraham de Moivre [Moi38] (voir aussi [Sch05], [Wal06] et [DP72]).
La démonstration originale se base sur la formule de Stirling, laquelle fut démontrée en 1730
par Abraham de Moivre et James Stirling [Moi30]. Plus de 70 ans apres, Pierre-Simon Laplace
établit la premiere version du TCL pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées en 1809 dans [Lap09]. Cette démonstration fait appel a la notion de fonction caracté-
ristique (identifiable & la transformée de Fourier de la densité lorsqu’elle existe) sans pour autant
la nommer explicitement ! ni n’utilise la caractérisation de la loi limite au travers du théoréme de
continuité de Lévy qui fut énoncé et démontré dans sa premiére version en 1922 par Paul Lévy
[Lé22]. Faisant suite a des discussions entre Georg Pélya et Paul Lévy, des versions plus appro-
fondies du théoréme de continuité furent énoncées et démontrées par la suite [P6123]. Une étape
importante dans I’étude des TCL, et nous rapprochant de l'objectif de ce mémoire d’étudier
les TCL pour des variables aléatoires dépendantes, fut le théoréme de Lindeberg-Feller 2[Lin22 ;
Fel71] qui traite des suites de variables aléatoires indépendantes mais non nécessairement iden-
tiquement distribuées. Pour une étude plus approfondie des TCL dans ce cadre, on pourra se
référer a Uouvrage Limit distributions for sums of independent random variables écrit par Boris
Gnedenko et Andrei Kolmogorov [GK49] en 1949 (traduction et annotations par Kai-Lai Chung
et Joseph Doob [GK68]). Le théoréme de Lindeberg-Feller peut étre étendu aux cas des tableaux
triangulaires dont chaque ligne forme une famille de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes; par la suite de nombreux auteurs tels que Donald McLeish [McL74] ou Aryeh Dvoretzky
[Dvo70] ont démontré des théorémes centraux limite pour des tableaux triangulaires de variables
aléatoires dépendantes. Dans ce mémoire, nous nous limiterons, cependant, aux champs de va-
riables aléatoires. Notons que I’étude de tels champs n’a d’intérét que si les variables aléatoires
les composant dépendent les unes des autres et que ’on contrdle cette dépendance. En effet, si
I’on considére un champ de variables aléatoires indépendantes, on peut toujours se ramener au
cadre séquentiel en utilisant la dénombrabilité de Z%, d > 1. Les premiers résultats concernant
les TCL pour les champs apparaissent dans les travaux de Murray Rosenblatt [LCNS72; Ros12]
qui furent suivis de nombreux développements donnant naissance & un riche sous-domaine de
I’étude des TCL. Une étude beaucoup plus complete de 'histoire des TCL a été réalisée par
Hans Fischer [Fis10] en 2010.

Beaucoup d’outils et de conditions de dépendances relatifs aux champs de variables aléatoires
sont des généralisations directes de ce qui existe déja dans le cadre séquentiel. Une notion fonda-
mentale que I’on peut aisément étendre aux champs est celle de stationnarité. Dés ses premieres
recherches sur les champs de variables aléatoires, Murray Rosenblatt, s’intéresse spécifiquement
aux champs stationnaires ; cette hypothése permettant de simplifier de nombreux calculs est tres
souvent considérée afin de démontrer des TCL. Cependant nous établirons des TCL y compris
en 'absence, dans un certain sens, de cette hypothese. D’autres notions telles que le mélange 3,
dont Paul Doukhan a réalisé une étude approfondie [Doul2], ou encore la notion de martingale
(voir Ville [Vil39]) ont été étendues au cadre spatial. Certaines de ces extensions s’effectuent
naturellement tandis que d’autres demandent de plus amples réflexions.

1. Ce terme n’apparait qu’en 1912 (introduit par Henri Poincaré [Poil2]) bien que le concept de transformée
de Fourier ait déja été introduit en 1822 par Joseph Fourier dans [Fou22]

2. Condition nécessaire démontrée par Lindeberg en 1922 [Lin22] et condition suffisante démontrée par Feller
en 1935 [Fel35]

3. Dans cette thése nous nous restreindrons a 1’étude du mélange fort
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L’extension au cadre spatial des différentes notions de dépendance que nous étudierons au cours
de ce mémoire (c’est a dire le mélange fort, la dépendance faible au sens de Wei Biao Wu [Wu05]
ainsi que la condition de projective de dépendance de Hannan) s’effectue sans difficultés ma-
jeures. De fait, beaucoup de résultats donnant des TCL sont connus sous ces différents modes
de dépendance. On pourra notamment citer les travaux de Jeréme Dedecker [Ded98a] pour le
mélange fort 4 ; ceux de Mohamed El Machkouri, Dalibor Volny et Wei Biao Wu [EMVW13] pour
la dépendance faible au sens de Wu et enfin pour la condition projective de Hannan, l’article
précurseur d’Yizao Wang et Michael Woodroofe [WW13] dans lequel les auteurs obtiennent des
théoremes limites sous une condition plus faible que celle de Hannan, suivi des travaux d’Yizao
Wang et Dalibor Volny [VW14a] qui donnent le TCL® sous la condition projective de Hannan.

Un outil tres utile et que nous aurons 'occasion de coétoyer tout au long de ce mémoire est
celui de la généralisation des martingales au cadre des champs aléatoires. Des lors que 1'on
souhaite étendre ce concept & un temps multidimensionnel (cependant toujours discret), un pro-
bléme majeur fait surface : comment interpréter la notion de passé lorsque le temps n’est plus
uni-dimensionnel 7 II n’existe pas de réponse universelle & cette interrogation et chacune des
réponse que ’on peut y donner mene a une généralisation différente de la notion de martingale.
Dans ce mémoire nous étudierons une seule de ces extensions : les ortho-martingales ; celle-ci fut

introduite par en 1969 Renzo Cairoli dans [Cai69).

Dans le cadre de la mécanique statistique, un intérét pour les théoremes limites démarrés a
partir d’un point, aussi appelés théoréme quenched®, s’est fait rapidement ressentir en raison de
la nature des objets classiquement étudiés dans ce domaine. On pourra citer notamment le livre
de Richard S. Ellis [E1l07] ou encore l'article de Claude Kipnis et Srinivasa Varadhan [KV86]. Par
conséquent, de nombreuses versions quenched de théorémes limites ont été établies ces dernieres
années ; en particulier, on peut mentionner les articles de Yves Derriennic et Michael Lin [DLO01],
Christophe Cuny et Magda Peligrad [CP12], Dalibor Volny et Michael Woodroofe [VW14b] pour
les suites ainsi que celui de Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19] pour les champs. Nous au-
rons l'occasion au cours de ce mémoire, et plus spécifiquement dans les chapitres 3 et 4 ainsi
que dans la section 1.6, d’étudier de maniere plus approfondie cette notion de théoréme central
limite quenched.

Dans le cadre des marches aléatoires, le TCL permet de décrire la répartition des écarts entre la
moyenne empirique et la moyenne théorique des déplacements élémentaires. Naturellement, la
question de I’étude des trajectoires de ces marches aléatoires se pose. Afin de les décrire, il est
pratique d’introduire un parametre réel 0 < t < 1 et d’étudier les sommes partielles jusqu’au
terme de rang [nt]. Dés lors, les lois limites obtenues dépendront de ce parameétre ¢ et on dira
que la suite de variables aléatoires satisfait un Théoréme Central Limite Fonctionnel (TCLF)
s’il y a convergence en loi, dans un espace fonctionnel bien choisi, des sommes partielles renor-
malisées d’ordre [nt] vers un mouvement Brownien standard lorsque n tend vers +oc ; ces TCLF
sont aussi appelés Principe d’Invariance (PI). Il est nécessaire d’expliquer l'origine des termes
Théoréme Central Limite Fonctionnel et Principe d’Invariance. Pour le premier, cela vient du
fait que le TCLF est une généralisation du TCL classique lorsque 1’on introduit un parameétre

4. Jerome Dedecker obtient méme des résultats dans un cadre bien plus général que le simple a-mélange.

5. En fait, dans I'article de Wang et Volny, les auteurs énoncent et démontrent un principe d’invariance plutot
que directement un TCL.

6. On parle de théoréme annealed sinon
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réel et que I’on considere la convergence en loi dans un espace fonctionnel. Pour le terme de PI,
celui-ci vient du fait que lorsqu’une suite de variables aléatoires satisfait & un TCLF, alors il y
a indépendance entre les lois limites et les lois des variables aléatoires concernées *. Si ce fait est
établi, il suffit alors de regarder un cas particulier de lois des v.a. étudiées afin de déterminer
la loi limite. Dans notre étude, le processus limite sera toujours un mouvement Brownien, éven-
tuellement multi-dimensionnel. Le premier résultat majeur concernant les PI est le Théoréme
de Donsker établi par Monroe Donsker [Don49] en 1949 dans son mémoire de these intitulé The
Invariance Principle for Wiener Functionals; par la suite, en 1951 [Donb1], il généralisera ce
résultat pour celui bien connu d’aujourd’hui et le relia aux résultats trouvés par Paul Erdos et
Marc Kac en 1946 [KE46]. Ce théoréme traite des variables aléatoires i.i.d. et donne le principe
d’invariance pour celles-ci. Comme ce fut le cas pour le TCL, il existe des résultats antérieurs
que nous mentionnons ici. Un des premiers résultats notables est celui de Andrei Kolmogorov
[Kol33] en 1933 qui énonce le principe d’invariance® pour les processus empiriques. Deux autres
résultats donnant des principes d’invariance ® sont ceux de Paul Erdés et Mark Kac [KE46] en
1946 concernant la convergence en loi du maximum des sommes partielles renormalisées suivi
d’un second résultat par les mémes auteurs [EK47] en 1947 et donnant, quant a lui, le principe
d’invariance ® pour certains processus de comptage?. Par la suite, de nombreux TCLF furent
établis [WW13; CDV16; Girl8; VW14a] et notamment des versions quenched [CM14; CV13].
Pour les versions quenched, une liste plus détaillée est disponible dans un article publié en 2015
par Magda Peligrad [Pell5]. Dans la section 1.3 nous rappellerons les résultats fondamentaux
concernant les TCLF dans le cas annealed tandis que dans le chapitre 4 nous traiterons des
versions quenched de ces théoremes.

Parmi les nombreuses applications des TCL, on trouve 1’étude de la normalité asymptotique
des estimateurs statistiques; cette propriété permet, en effet, de construire des intervalles de
confiance tres utiles en statistique. Une large partie de cette these sera consacrée a I’étude de la
normalité asymptotique des estimateurs & noyau introduits par Emanuel Parzen [Par62] et Mur-
ray Rosenblatt [Ros56b]. Les travaux de ces derniers concernaient essentiellement les estimateurs
de la densité pour des données i.i.d ; cependant, de nombreux développements et généralisations
de ces objets mathématiques ont été étudiés depuis. En particulier, de nombreux mathématiciens
ont prouvé la normalité asymptotique de ces estimateurs dans le cas des données dépendantes
[Bos98; BMP99]; en parallele de ces travaux la question de 'estimation de la régression et de
la prédiction est apparue notamment avec I'introduction par Elizbar Nadaraya [Nad64] et Geof-
frey Watson [Wat64] de l'estimateur éponyme. De méme que pour l'estimateur de la densité
de Parzen-Rosenblatt, de nombreux résultats ont été obtenus dans le cadre dépendant pour cet
estimateur. On pourra citer les articles d’Herman Bierens [Bie87], Wolfgang Hérdle et Philippe
Vieu [HV92], Zudi Lu et Ping Cheng [LC97], Peter Robinson [Rob83] ainsi que celui d’Alexandr
Tsybakov et Wolfgang Héardle [HT88].

Avec 'avenement de 'informatique, la quantité de données disponibles pour le traitement s’est
accrue considérablement ; de plus I'apparition, durant ces dernieres années, de la science des
données'® ainsi que des données en masse'!, ont mené au développement d’estimateurs plus
performant en terme de calcul. En effet, les estimateurs non-récursifs tels que 'estimateur de

7. Le principe d’invariance faisait référence, a 'origine, & ce fait 1a seul (voir [EK47]). Désormais, on lui donne
un sens plus fort en requérant qu'un TCLF soit satisfait.
8. Dans le sens historique
9. Dans leur article, Paul Erdés et Mark Kac obtienne une loi de I’arcsinus en tant que loi limite
10. En anglais : Data Science
11. En anglais : Big Data
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Parzen-Rosenblatt ou bien l'estimateur de Nadarya-Watson possédent ’inconvénient que, des
lors que ’on souhaite tenir compte de nouvelles données, on est obligé de recalculer ’estimateur
a partir de ’ensemble de toutes les données disponibles et non pas seulement des nouvelles.
Ceci peut s’avérer étre extrémement cotliteux en temps de calcul lorsque que I'on traite de larges
quantités de données ou lorsque celles-ci sont fournies en continu (données en sortie d’un cap-
teur, etc.). Pour pallier ces problemes, les estimateurs récursifs'? sont parfaitement adaptés ; en
effet chaque étape de calcul ne nécessite que de tenir compte des nouvelles données et non pas de
toutes les données disponibles. Il existe une grande variété de ces estimateurs parmi lesquels on
pourra citer les suivants : 'estimateur de Hall-Patil [HP94], l'estimateur de Wolverton-Wagner
[WWG69], 'estimateur de Deheuvels [Deh73], 'estimateur de Wegman-Davies [WD79] ou encore
celui introduit par Aboubacar Amiri [Amil0]. Une généralisation récente de ces classes d’esti-
mateurs a été réalisée par Abdelkader Mokkadem, Mariane Pelletier et Yousri Slaoui [MPS09].
Tous les estimateurs précédents sont des versions récursives de I'estimateur a noyau de la den-
sité, cependant il est aussi possible de donner des versions récursives de I'estimateur a noyau de
la régression comme 'on fait Ibrahim Ahmad et Pi-Erh Lin [AL76] ou bien Devroye et Wagner
[DW80].

Ces dernieres décennies ont aussi vu le développement de résultats concernant les estimateurs
pour des données spatiales. Les premieres avancés sur ce sujet sont le fruit du travail de Lanh
Tat Tran [Tra90] suivies des résultats de Zudi Lu et Xing Chen [LC02; LC04], de Gérard Biau
et Benoit Cadre [BCO04], puis ceux de Michel Carbon et al. [CFT07], de Mohamed El Mach-
kouri [EMOT7; EM11; EMS10] et enfin ceux de Sophie Dabo-Niang et al. [DNRY11]. Désormais
une littérature importante existe sur ce sujet ; I'intérét d’obtenir des résultats pour des données
spatiales est d’étendre le domaine d’application des résultats déja connus dans le cas des sé-
ries temporelles au cas spatial qui représente une part de plus en plus importante des données
statistiques traitées en science des données. Un des objectifs de cette theése est d’obtenir des
théoremes centraux limite pour ces estimateurs en minimisant les hypothéses requises sur les
données ainsi que sur les parametres de ces estimateurs. Au vu du trés grand nombre de modes
de dépendance qui existe, il va de soi que ce mémoire ne traitera que d’un petit nombre d’entre
eux ; de maniere plus précise, nous nous concentrerons sur les champs satisfaisant des conditions
de mélange fort ou de dépendance physique au sens de Wu [Wu05] que nous préciserons par la
suite.

Plan du mémoire

Dans la premiere partie nous rappellerons les notions et résultats historiques ayant trait aux
théoremes limite pour les champs de variables aléatoires dans les différents contextes nous concer-
nant. Ensuite, dans les chapitres 3 et 4 nous énoncerons et démontrerons des théorémes centraux
limite et des principes d’invariance quenched sous la condition projective de Hannan [Han73].
Pour finir, dans les chapitres 5 et 6 nous établirons des généralisations au cadre spatial des
résultats concernant les estimateurs de la densité et ceux de la régression, a la fois dans le cas
récursif et non-récursif.

Premiére partie

Dans cette premiere partie nous définirons les notations, rappellerons les notions basiques
nécessaires a la bonne compréhension de la thése et nous y exposerons ’état de I'art dans les

12. En anglais : Online estimators
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sujets qui nous concernent. Dans la premiére sous-partie, nous aborderons des notions liées a la
théorie des probabilités et plus particulierement celles permettant la bonne compréhension des
résultats quenched énoncés dans les chapitres 3 et 4. Ces notions inclurons la convergence en
loi des champs dans des espaces topologiques non-triviaux, la théorie ergodique, celle des ortho-
martingales, des théoréemes quenched, le principe d’invariance ainsi que les différentes conditions
de dépendance utilisées au travers de ce mémoire. Dans la seconde sous-partie, les notions
traitées concerneront les estimateurs de la densité et de la régression et en particulier ’état de
I’art concernant ceux-ci.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, nous énoncerons et démontrerons les résultats obtenus au cours de cette
these concernant les théoremes quenched pour des champs de variables aléatoires. Ces démons-
trations reposent sur 'utilisation d’approximations par ortho-martingales ainsi que les théoremes
quenched obtenus par Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19]. Pour étre plus précis, on utili-
sera la décomposition orthogonale que Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18a] ont explicitée afin
d’approcher les sommes partielles par une ortho-martingale puis on obtiendra des TCL en faisant
usage des théorémes limite démontrés par Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19]. Evidem-
ment, pour obtenir une telle approximation, il nous faudra commencer par définir correctement
le concept de martingale multi-indicée et pour cela, il sera nécessaire de choisir un ordre sur
la grille Z¢. Au cours de ce mémoire nous ferons le choix d’introduire le concept de filtration
commutante (voir [Kho02]) et a partir de concept nous définirons la notion d’ortho-martingale
(voir [Cai69]). Cette construction s’adapte trés bien aux approximations. Enfin, nous finirons
par donner deux exemples d’applications a des processus tres classiques : les champs linéaires et
les champs de Volterra. Ces deux exemples étant tres classiques a la fois en théorie des probabi-
lités et en statistique, nous aurons aussi l'occasion de les étudier dans la partie III. Certains des
résultats obtenus dans cette partie ont fait ’objet d’un article en collaboration entre Na Zhang,
Lucas Reding et Magda Peligrad [ZRP19], d’autres sont le résultat de recherches effectuées par
Na Zhang et Lucas Reding [RZ20].

Troisieme partie

Dans un registre différent, nous nous intéresserons aussi a I’étude des estimateurs de la densité
et de la régression et en particulier nous chercherons a obtenir la normalité asymptotique d’une
classe d’estimateurs de la densité et de la régression sous certaines conditions de dépendance.
Dans le premier chapitre de cette partie, nous étudierons ’estimateur de Nadaraya-Watson pour
des champs de variables aléatoires dont la dépendance est décrite par un mélange fort au sens de
Rosenblatt [Rosb6a] ou bien par la mesure de dépendance physique de Wu [Wu05]. Afin d’obtenir
ces résultats de normalité asymptotique, nous utiliserons la méthode de Lindeberg [Lin22] (voir
aussi [Ded98a]). Nous conclurons le chapitre en appliquant les théoréemes démontrés aux deux
exemples dont on a parlé dans la partie précédente. Dans le deuxiéme chapitre de cette partie,
nous nous intéresserons & une classe d’estimateurs récursifs de la densité et de la régression.
Cette classe sera construite a partir de 'estimateur de Hall-Patil [HP94] que nous généraliserons
de deux maniéres différentes : nous ’étendrons au cas des données spatiales ainsi qu’au cas de
la régression. De méme que pour le cas non-récursif nous démontrerons nos résultats a ’aide
de la méthode de Lindeberg. Les résultats concernant ’estimateur de Nadarya-Watson ont été
publiés dans un article par Mohamed El Machkouri, Xiequan Fan et Lucas Reding [EMFR20]
et ceux traitant des estimateurs récursifs font I’objet d’un article soumis pour publication écrit
en collaboration par Mohamed El Machkouri et Lucas Reding [EMR20].
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Notations

Notations générales

On dénotera par N, Z,Q, R, C les ensembles de nombres usuels.

Soit n > 0 un entier et x € R™, on notera par |z| le vecteur dont les composantes sont les
parties entieres des composantes respectives de .

Si (X, T) est un espace topologique, alors B(X) désigne la tribu borélienne associée a

(X, 7).
Pour deux entiers a et b tels que a < b, on note [a, b] = [a,b] N Z.

On notera v.a. (resp. v.a.r.) pour variable aléatoire (resp. variable aléatoire réelle) et
i.i.d. pour indépendants et identiquement distribués. Sauf mention du contraire, toutes
les variables aléatoires seront supposées a valeurs réelles.

E[X] désigne I'espérance de la v.a.r. X.
V[X] désigne la variance de la v.a.r. X.
Si X et Y sont des v.a.r. de carrés intégrables, alors Cov[X, Y] désignera leur covariance.

On notera A (m, o?) la loi normale de moyenne m et de variance 2. Si 0 = 0, on notera,
par abus de notation, N'(m,0) pour la loi de Dirac .

On notera LP, LP(u) ou encore LP(X, A, i) les espaces des fonctions p-intégrables. Comme
a laccoutumée, on identifiera les classes d’équivalence de ’ensemble quotient LP avec un
de ses représentants.

Si f : R — R est une fonction n fois dérivable, n € N, on notera par f(™ sa dérivée n-ieme.

L’ensemble des fonctions de R dans R de classe CF est noté C*(R) et celui des fonctions
de R dans R continues et bornées est noté CP(R).

Si (Fi)ier est une famille de sous-tribus de F, alors on notera \/;c; Fi = 0 (U;cr Fi)-

E[X|F] désigne I'espérance conditionnelle de la v.a.r. X sachant F. Afin de simplifier les
notations et de suivre les usages dans le domaine de I’étude du TCL nous omettrons le
symbole p.s. pour désigner les relations presque-siires dés que le contexte sera suffisamment
clair. En d’autres termes, on notera par les symboles usuels (=, <, <,---) a la fois I’égalité
classique et celle presque-siire des que le contexte s’y préte.

On note par ||||,,1 < p < +00 la norme naturelle de L? et par ||-|| la norme euclidienne
sur RN pour n’importe quel N > 2.
On note — 2= , £ et £ la convergence respectivement presque siire, en

probabilité et en loi.

On notera l'intégrale d’une fonction f définie sur un espace mesurable (X, .A) et a valeurs
dans un corps K contre une mesure p par

[ t@anta) ou [ faudo)

Notations spécifiques au mémoire

Dans tout le mémoire, d désignera un entier strictement positif.

Si I' ¢ Z%, on note |I'| le cardinal de T.
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Les mutli-indices de Z? seront notés en gras et on utilisera les notations suivantes :

d
n=(ni,...,ng) et |n|= Hni,
i=1
pour tout n € Z¢.
Si m est un multi-indice de Z¢ et t = (t1,...,t4) est un élément de R?, alors nt désignera

le d-uplet (nqtq,...,ngtq).

Pour toutes transformations T7,...,Tf de I’espace de probabilité (2, F,P) et pour tout

multi-indice i € Z¢, on note T* := 2:1 T8 =T o o Ty

Sur Z¢, on considére Pordre < défini comme suit : si w,v € Z%, alors u < v si pour tout
ke{l,...,d}, on a up < vg.

Si a,b e Z% on note a A b le minimum coordonnée par coordonnée de a et b.

La convergence des multi-indices, notée n — +00 sera interprétée comme la convergence
du minimum de toutes les composantes. En d’autres termes, si n = (nq,...,nq) est un
multi-indice alors la notation n — +oo signifie min{ny,...,ng} — +oo.

Si X, est une variable aléatoire indexée par un mutli-indice n = (ni,...,ng) alors on
notera indistinctement X,,, ., ou X(nh...,nd) la variable X,,.

Si (X;)seza est un champ de variables aléatoires a valeurs dans un espace vectoriel F, alors
on notera par Sy, la somme partielle d’ordre n € Z% des variables X;, 4 € Z% ot la relation
d’ordre est celle définie précédemment. C’est a dire

On dira qu'un champ (X;);cz¢ de v.a. vérifie un TCL avec une variance asymptotique o>

(que l'on explicitera) si la convergence en loi

;(Sn_mn) o N0
est satisfaite pour un champ (sy,),cze de réels strictement positifs et un champ (my),cza
de réels quelconques.

Si as et b, sont deux quantités réelles dépendantes d’un parametre «, alors les relations
ao by et ag B b, signifient, respectivement, a,, < kby €t aq = Kby OU K est une constante
indépendante de a.
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1. Théorie des probabilités

Ce premier chapitre est dédié aux rappels des différentes notions nécessaires a la bonne com-
préhension du mémoire ainsi qu’a l'introduction des notations que nous utiliserons au cours de
celui-ci. En fin de chapitre nous étudierons brievement les différentes notions de dépendances qui
rentreront en jeu dans les chapitres suivants. Dans tout ce chapitre, (Q, F,P) désigne un espace
de probabilité, les variables aléatoires seront définies sur cet espace de probabilité et pour toute
variable aléatoire X, on notera par Px sa loi.

1.1. Des généralités probabilistes

1.1.1. Processus et champs de variables aléatoires

Nous allons définir rigoureusement la notion de champ de variables aléatoires qui est ’objet
principal de notre étude au cours de ce mémoire. Commencons, toutefois, par définir la notion
plus générale de processus aléatoire.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). On appelle processus stochastique toute famille de
variables aléatoires indexée par un ensemble quelconque non vide T'. T est alors appelé ensemble
des indices.

Les variables aléatoires d’un processus stochastique peuvent étre définies sur des espaces de

probabilité différents; cependant, et sauf mention du contraire, toutes les variables aléatoires
d’un certain processus stochastique seront définies sur le méme espace de probabilité dans la
suite.
Dans ce mémoire, on parlera de champ de variables aléatoires deés lors que 'ensemble T sera
muni d’une loi de composition interne (l.c.i.). Une classe de processus stochastiques particuliere
qui nous intéressera de par sa proximité avec les champs de variables aléatoires est celle des
tableaux triangulaires.

Définition 1.1.2 (Tableau triangulaire). Soient ((€2,Fn,tn))n>1 des espaces probabilisés,
(kn)n>1 une suite d’entiers et X, ;,n > 1,7 € [1,n] des variables aléatoires telles que pour
tout n > 1 et pour tout i € [1,k,], la variable aléatoire X, ; est définie sur (€, Fy, tn). La
famille (X, ;) net est alors appelée tableau triangulaire.

1<i<ky,

Notons que dans ce cadre les sommes partielles dont on étudie la convergence correspondent
aux sommes sur chacune des lignes. Si les variables aléatoires de chaque ligne sont indépendantes,
alors il est possible d’obtenir un théoréme central limite pour ces tableaux pour peu que la
condition de Lindeberg adaptée au cas des tableaux triangulaires (1.1) soit satisfaite.

k

1

U%ZIE[Xn,z-th,ibwn} ——0, (1.1)
1=

pour tout € > 0 et avec 0721 = Zfﬁl A\ [Xm]

23
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Dans le cas des tableaux triangulaires de variables aléatoires dépendantes, un résultat notable
est le théoréme 2.2 de l'article de Dvoretzky [Dvo70], dont nous aurons 'occasion de reparler
dans un prochain chapitre, et qui énonce un théoreme central limite sous une version condition-
nelle de la condition (1.1) et sous un controle des moyennes et variances conditionnelles.

L’étude des théorémes centraux limite fait souvent appel a une propriété de stabilité par
translation des lois marginales des processus, aussi appelées lois fini-dimensionnelles. Cette
propriété est appelée stationnarité du processus.

Définition 1.1.3 (Stationnarité d’un processus stochastique). Soit (X¢)ie;r un processus sto-
chastique indexé par un ensemble non vide I muni d’une l.c.i. +. On dit que (X}):cs est station-
naire si pour tout n € N*, pour tous t1,...,t, € I et pour tout a € I, on a

E((Xt1+av T 7th+a)) = E((tha T ath))'

Autrement dit pour tout a € I, (Xjtq)icr £ (Xi)ier-

1.1.2. Convergence en loi des champs

On rappelle la définition, ainsi que quelques propriétés, de la convergence en loi des champs
de variables aléatoires a valeurs dans des espaces topologiques généraux.

Définition 1.1.4 (Convergence en loi). Soit (X ),,cz¢ un champ de variables aléatoires a valeurs
dans un espace topologique (Y,7). On dit que le champ (X,,),,cz¢ converge en loi vers une
variable aléatoire X si le champ de lois de probabilité (Px,,),cz« converge étroitement vers la
loi ]Px.

Rappelons que la convergence des multi-indices est définie comme la convergence du minimum
des coordonnées vers 400 (voir les notations dans I'introduction).

Remarque. La définition précédente dépend, bien évidemment, de la topologie T .

En explicitant la définition de la convergence étroite des mesures, on peut réécrire cette conver-
gence de la maniére suivante : on aura convergence en loi d’'un champ de v.a. si pour toute
fonction f: (Y, T) — (R, B(R)) continue et bornée, on a la convergence

E[f(Xn)] ——— E[f(X)]. (1.2)
n——+0oo
On considére désormais que l'espace Y est un espace métrique séparable, complet pour la
métrique sous-jacente ! et localement compact et on prend pour 7 la topologie associée & cette
distance.

Rappelons que, dans ce cas, il existe deux autres modes usuels de convergence de mesure :
la convergence faible et la convergence vague.

La convergence faible correspond a la convergence (1.2) pour toute fonction f : (Y,7) —
(R, B(R)) continue et de limite nulle a linfini.?

Et, il y a convergence vague si la convergence (1.2) est satisfaite pour toute fonction f : (Y,7) —
(R, B(R)) continue et a support compact.

1. Ces espaces sont connus sous le nom d’espace polonais [God03] p.67
2. Il existe yo € Y, lim fly)=0.
d

(y,90)—+o0
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Dans le cas réel, on a équivalence entre convergence étroite, convergence faible et convergence
vague des mesures de probabilités des lors que la mesure limite est aussi une loi de probabilité.
On rappelle alors que cette propriété est aussi vérifiée dans le cadre énoncé-ci dessus (voir Exer-
cise 10.9.2 dans [Sam16]).

Un théoreme important de la convergence en loi est le théoréeme de représentation de Skorohod.
Celui-ci assure que pour toute suite de mesures de probabilité qui converge étroitement vers une
loi de probabilité, il existe une suite de variables aléatoires suivant les dites lois et qui converge
presque surement vers une variable aléatoire dont la loi est la limite des lois de la suite sus-citée.

Théoréme (Théoreme de représentation de Skorohod). Supposons que (fin)peza €t p sont des
mesures de probabilité sur un espace polonais. Si le champ (fn)pezd converge étroitement vers
w, alors il existe un champ (Xn)y,eze de variables aléatoires et une variable aléatoire X d valeurs
dans cet espace polonais et définies sur un espace de probabilité (', F',v) telles que
L(Xn)=pm, LX)=p et X,—225X.
n—-+o0o

Remarque. La démonstration est donnée dans [Bil99] pour d = 1; cependant, celle-ci s’étend de
maniere satisfaisante & n’importe quel d > 2.

1.1.3. Différentes méthodes de preuve de la convergence en loi

Outre l'utilisation directe de la définition de la convergence en loi ou bien les différentes carac-
térisations de celle-ci au travers du théoreme porte-manteau, il existe de nombreuses manieres
de démontrer la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires. Ici, nous allons énoncer
les principales méthodes qui nous intéresserons au cours de ce mémoire.

L’astuce de Cramér-Wold

Introduit par Harald Cramér et Herman Wold [CW36] en 1936, cette astuce de démonstration
facilite grandement les preuves des théorémes centraux limite multivariés (et plus particuliere-
ment celles des versions fonctionnelles) en réduisant la preuve de convergence en loi d’une suite
de vecteurs aléatoires en une preuve de convergence en loi de toutes les combinaisons linéaires des
composantes de ces vecteurs. Le théoreme de Cramér-Wold énonce, en des termes plus rigoureux,
ce concept.

Théoréme 1.1.5 (Cramér-Wold, 1936; [Bil12] Th 29.4). Soient k € N*, (X7,..., X}))nen
une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans RF et X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire a
valeurs dans R¥. Alors, on a l’équivalence suivante

k k
n n £ k .xXn £ X .
(XTs X)) == X = Yt 1) €RY, > tiX] mztlxp

i=1 =1

Lemme de Slutsky

Ce théoreme, démontré par Evgeny Slutsky [Slu25] en 1925 est aussi appelé théoréme de
Cramér dans la littérature. Son utilité provient du fait qu’il permet de montrer, entre autres,
que la suite des images (f(Xp, Yn))nen d’'un couple de v.a. dont on connait les convergences en
loi par une fonction continue f converge, elle-méme, en loi vers I'image f(c,Y’) pour peu que ¢
soit une constante.
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Lemme 1.1.6 (Slutsky, 1925; [Slu25]). Si (X,)nen est une suite de vecteurs aléatoires qui
converge en loi vers une v.a. X, et si (Yy)nen est une suite de vecteurs aléatoires qui converge
en probabilité vers une constante c, alors la suite de couples (X, Yn)nen converge en loi vers le
couple (X, c).

Remarque. Dans cet énoncé, les variables aléatoires X, et Y,,, n € N, n’ont pas besoin d’étre a
valeurs dans le méme espace.

La méthode des blocs de Bernstein

Utilisée pour la premiere fois en 1927 par Serge Bernstein [Ber27], la méthode des blocs
consiste a séparer les variables aléatoires en "petits" et "grands" blocs. Les petits blocs servent
a séparer les grands blocs afin que ces derniers soient faiblement dépendants. Le TCL est alors
obtenu en traitant les grands blocs comme des variables faiblement dépendantes et en montrant
que la contribution des petits blocs devient négligeable devant celle des grands blocs. En tout,
cette méthode se compose de trois étapes : la séparation en blocs (petits et grands), la preuve
d’un TCL pour les grands blocs (au travers, par exemple, de méthodes d’approximation) et enfin
la preuve de la négligeabilité des petits blocs devant les grands blocs au fur et & mesure que la
taille de ces derniers croit.

Dans son article de 1927, Serge Bernstein établit le lemme fondateur suivant.

Lemme 1.1.7. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires centrées de carrés intégrables.
Pour tout n € N*, on décompose la somme partielle S, de la maniére suivante

Sp =2, +on.

Si la suite (||En||2_1 Yn)n converge en loi vers une loi normale centrée réduite et si |oy|l, =
o([Snlly) lorsque n tend vers +-o00, alors on a la convergence en loi de la suite (||Sy||5 " Spn)n vers
la loi normale centrée réduite.

Ce lemme justifie, a lui seul, la méthode des blocs de Bernstein. Bien entendu cette méthode
peut étre étendu au cas des champs aléatoires (voir [CHT96], [CTW97], [Tra90], [HLT01]). Cette
méthode de preuve étant populaire, de nombreux résultats ont été obtenus grace a celle-ci. Pour
illustrer notre propos, mentionnons les différents TCL que Serge Bernstein [Ber27] obtient dans
son article de 1927 en plus du lemme précédent : Bernstein démontre, notamment, un TCL
(Théoréme A) pour des variables m,-dépendantes (c.f. Définition 1.5.1) puis en imposant le
controle de la variance, il obtient un TCL (Théoréme B) pour une classe plus large de variables
dépendantes. Un deuxieme exemple de théoreme dont la preuve repose sur un découpage par
blocs & la Bernstein, sont les théorémes 5.1 et 5.2 dans [Dvo70]. Enfin, le théoréme 5.2 de I'article
d’Aboubacar Amiri et de Sophie Dabo-Niang [ADN18] traitant des estimateurs & noyau est un
autre exemple de TCL démontré a 'aide de cette méthode.

En ce qui nous concerne, nous verrons que certains résultats démontrés par la méthode Bern-
stein menent a des conditions non-optimales pour ’obtention de théorémes centraux limite. Un
exemple d’un tel théoréme est celui de Gérard Biau et Benoit Cadre [BC04] ayant trait aux
estimateurs de la régression dans le cas spatial et nous verrons alors, dans le chapitre 5, que
les conditions requises pour obtenir la normalité asymptotique (en particulier 1’existence d’un
moment exponentiel fini pour les observations) peuvent étre réduites grace a la méthode de

Lindeberg.
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La méthode de Lindeberg

Dans son article de 1922, Jarl Waldemar Lindeberg [Lin22] établit une méthode de démonstra-
tion se basant sur I'utilisation de la formule de Taylor sans pour autant faire appel aux fonctions
caractéristiques. La convergence en loi d’une suite (X, )nen de v.a.r. vers une v.a.r. X corres-
pond a la convergence étroite de la suite des lois de probabilité associées a chacun des termes
de la suite (X, )nen. En d’autres termes pour obtenir une convergence en loi, il faut et il suffit
de montrer que pour toute fonction f: R — R continue et bornée, on a

E[f(Xn)] - E[f(X)] ———0. (1.3)
n—-+4o0o
L’idée principale de la méthode de Lindeberg consiste a établir cette propriété asymptotique
pour n’importe quelle fonction f aussi réguliere que ’on souhaite puis, dans un second temps,
d’étendre la propriété (1.3) a toutes les fonctions continues bornées par des arguments de densité.
Ci-dessous, nous formalisons ces deux étapes.

Etape 1) On montre la convergence (1.3) pour f aussi réguliére que l'on souhaite. Dans un pre-
mier temps on commence par faire apparaitre une somme télescopique de termes que 'on
controlera en faisant appel au théoréeme de Taylor avec une majoration particuliere du
reste énoncé ci-dessous.

Théoreme 1.1.8. Soient k € N*, XY des variables aléatoires réelles admettant des

moments d’ordre k finis et f une fonction de classe C* telle que M := maxgc;ci Hf(i)H <
o

+o00. Alors

— X

f(X+Y) Z )

=0

Yi + ’rk—l(Y)v

ot |rp—1(Y)] < = 1),\Y\k Ymin (1,]Y]) presque sirement.

Afin d’achever cette étape, on cherche & montrer la convergence de chacun des termes
apparaissant dans la somme télescopique; pour cela, la majoration du reste que l'on a
obtenue dans le théoréme précédent nous sera utile.

Etape 2) On étend le résultat précédemment trouvé aux fonctions continues et bornées. Notons
que cette étape est identique quelles que soient les conditions de dépendance que l’on a
supposées ; par conséquent elle sera omise pour toutes les démonstrations de ce mémoire
utilisant la méthode de Lindeberg. Dans un souci de rigueur, nous donnons ci-dessous la
preuve de cette étape.

Théoréme 1.1.9. Soient (X, )nen et (Yn)nen deuz suites de variables aléatoires centrées,
admettant des seconds moments uniformément bornés et dont on a montré la convergence
(1.3) en remplacant X parY,, et pour n’importe quelle fonction f d’une classe de régularité
CR) := {f € C(R) : supp f est compact} ,k € N. Alors, pour toute fonction g € C§(R),
on a la convergence

[E[g(Xn)] = Elg(Yn)l| ——0.

n—-4o0o

Preuve. Soient g une fonction continue bornée, ¢ > 0 et n € N. Soit M > 0, donc d’apres
I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, on a

P(|Xn| > M+e¢) < et P(| X, > M) < —

(M +¢)?
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et
2 2

(o g
r+oe P (Yol 2 M) < 35

ot 02 = sup,en{E [X2] ,E [V,2]} < +o0.

P(|[Yo| 2 M+e¢) <

D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe un polynéme P a coeflicients réels tel que
g — Pelloo <&
D’apres le lemme d’Urysohn, il existe une fonction hys de classe C™ telle que supp hps C

[—M — e, M + €], qui vaut 1 sur [—M, M] et vérifiant |hps| < 1.

On pose gy = hpyP- et on a

Eg(Xn)] —Elg(Yn)]l = [Elg(Xn)] —E[gn(Xn)]]
+ B [gr (Xn)] = Egn (Yn)]|
+ E g (V)] = Efg(Ya)]l -
On note
I = |E [9(X0)] — E [ga (X)]|
Iy = |E[gn(Xn)] — Efga (Ya)]|
I1Ty = [E gy (Yn)] — Eg(Yn)]| -

En raison du fait que les termes Ips et 111, se traitent de la méme maniére, on ne montrera
la négligeabilité que du terme Ip;. On a

Ing = [E [(9(Xn) = 9ar(X0)) Lix s ve]

Or, g étant bornée,

+ ‘E [Q(Xn)1|Xn|>M+a} :

2

g
dP(X, > M < .
(Xl t+e) M+ M—+oo 0

‘E [Q(Xn)l\anM—i-a}
Et

B [(9(Xn) = g0 (X0)) 1, j<nre]

< B [(90) = P(X) Vxcnre]
+ B (1 = has (X)) Po(X) 1y, jenr e

Remarquons que

[ [(9(X0) = Po(Xn)) L jenrre| < lg = Pollo < 2

et

‘IE [(1 — ha(Xn)) PE(Xn)1|Xn|<M+s}

N

2 ‘E [Ps(Xn)1M<|Xn\<M+e}

2E [(|9(Xn)| + &) Lare xol<nrre]
202
N2

M

N

N

(l9lloe +€) Y 0.

De plus, d’apres les hypothéeses du théoreme, on a

Iy = ‘E [gM(Xn)] —E [QM(Yn)” —0.

n—-+o0o
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Ainsi, il existe My > 0, nyg, € N* tels que pour tout n > nyy,, on a

E[g(Xn)] = E[g(Ya)]] Le.

Comme € est arbitraire,

lim |E[g(Xn)] = E[g(Ya)]| = 0.

n—-4o00

Ce qui achéve la preuve du théoréeme (1.1.9). O

On pourra trouver une démonstration du TCL classique (i.e. pour des suites de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées) par la méthode de Lindeberg dans l'article de
2009 de Jerome Depauw [Dep09]. Mentionnons, ci-dessous, quelques résultats importants faisant
appel a cette méthode.

Le premier théoréme démontré au moyen de cette méthode est celui de Lindeberg [Bil99];
Patrick Billingsley  établit que tout tableau triangulaire de variables aléatoires indépendantes,
centrées, de carrés intégrables et satisfaisant la condition de Lindeberg (1.1) vérifie un TCL.

Emmanuel Rio [Rio95] démontre, au travers de la méthode de Lindeberg, qu'un tel résultat
reste valide pour des tableaux triangulaires fortement mélangeants, c’est a dire que pour tout

tableau triangulaire (X; ) nen+ de variables aléatoires réelles centrées , admettant des seconds
i€[1,n]

moments finis et dont les coefficients de mélange fort (c.f. Définition 1.5.3) agtlo)o(k:), neN" ke
[1,n] associés a la suite (X )ie[1,n] satisfont a la condition suivante :

— - ! - L 1 - r
Vnﬁ/z Z/O a;l <2) Qg(n () min (anl (2> Qx,,, (), m) dr m 0
=1

ou QXZ.’”((I}> = inf{t >0 : ]P’(’Xi’n‘ >t) < .iL'}, S@n = Xl,n + - 4+ Xi,m Vi,n = HSl,nuz et
a;(u) =inf{t > 0: al” ([t]) < u}.

n 1,00

Pour conclure cette section, mentionnons les nombreux travaux de Jerdme Dedecker (par
exemple [Ded98a], [Ded98b], [DR00], [DMO02]) qui reposent sur la méthode de Lindeberg.

Approximation par martingale

La méthode d’approximation fonctionnelle repose sur le fait suivant : si (Yy),cz¢ est un
champ de v.a. satisfaisant un TCL, on peut montrer que (Xy,), ¢z« vérifie aussi un TCL si on a
la convergence suivante.

1

N Y. (Xi—Yi)|| ———0

- n—-+00
1<i<n 2

Ce résultat se démontre aisément a 'aide du théoreme 25.4 de Billingsley [Bil12].

Ainsi afin d’obtenir un TCL pour un champ, il est possible de I'approximer par un champ
dont on sait déja qu’il satisfait a un théoréme central limite, par exemple une ortho-martingale

3. Le théoréme de Lindeberg originel, démontré par Jarl Lindeberg [Lin22], concernait seulement les suites de
v.a.i.i.d. mais la version de Patrick Billingsley dans [Bil99], étend ce résultat aux tableaux triangulaires.
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(c.f. Définition 1.4.8).

Dans son article de 1969 [Gor69], Mikhail Gordin fut le premier & avoir utilisé cette méthode
dans le cadre séquentiel et pour des systemes dynamiques. Rappelons qu’un systéme dynamique
est un quadruplet (X, A, u,T) ou (X, A, 1) est un espace probabilisé et T : X — X est une
application mesurable qui conserve la mesure. Dans un tel systéme, le processus étudié est de
la forme (f o T%);en, ou f est une fonction mesurable et 7' est ergodique. Dans ce cas, Mikhail
Gordin obtient la validité du TCL pour ces processus si T’ est un automorphisme?, f est de
carré intégrable et si la condition suivante est satisfaite.

e _1
inf limsupn™2
9ER ns40

=0 (1.4)
2

Z f—g)oT
=0
ol R = Uk tez(L*(Fy) © L3(Fy)) et pour tout n € Z, F,, = T~"(Fo), Fo étant une tribu telle
<k
que .FODT L(Fo). On dit d’une telle filtration qu’elle est stationnaire.

Dans [Vol93], Dalibor Volny rappelle que la condition (1.4) est satisfaite des lors qu’il existe
une suite d’accroissements de martingale (m o T%), ot m € L?(Fy) © L?(F_1) telle que

M\H

—F—— 0.
9 n—-+o0o

Z_:f moT’
=0

L’obtention d’une (ortho)martingale approximante peut s’effectuer de multiples fagons. Au
cours de cette thése nous en verrons deux. Premierement, dans le chapitre 3, nous obtenons
cette approximation au travers d’un opérateur de projection et nous en déduisons le TCL en
utilisant les résultats de convergence concernant les ortho-martingales établis par Magda Peli-
grad et Dalibor Volny [PV19].

Précisons cette premiere méthode en explicitant la décomposition orthogonale que nous utili-
serons pour obtenir une approximation par martingale dans le cadre séquentiel ; le cadre spatial,
nécessitant I'introduction de la notion d’ortho-martingale définie ultérieurement dans ce mé-
moire, sera alors traité dans le chapitre 3.

On considére une suite (X,,),ez de variables aléatoires adaptée a une filtration (F,,),ez. Pour
tout i € Z, on définit les opérateurs de projection P; sur L?(F;) © L?(F;_1) de la maniére
suivante :

Pi(f) =E[f[Fi] —E[f[Fi-1]

pour tout f € L?(F). Et, a I'aide de ces opérateurs, on obtient la décomposition dite projective
(ou orthogonale) suivante (voir [PZ18al). Pour tout n € N,

n

Sn=> P[> X;| - Rn,
i=1 j=i

ott Ry = E[S, | Fol.

4. C’est a dire une transformation bijective et bi-mesurable.
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En utilisant cette décomposition, on peut construire une martingale qui approxime la somme
S, ce qui nous permet d’obtenir des théorémes limites sous certaines conditions sur les variables
aléatoires X,,,n € Z.

La deuxieme méthode pour obtenir une approximation consiste a trouver une décomposition
martingale-cobord. Dans cette section, on étudie le cas séquentiel puis on traitera le cas spatial
dans le chapitre 4. Tout d’abord, rappelons quelques définitions préliminaires. Soit f : @ — R
une fonction mesurable et soit 1" : €2 — 2 une transformation bijective, bimesurable, préservant
la mesure et ergodique (c.f. Définition 1.2.1), on s’intéresse au processus (X, )nez = (foT")nez.

Définition 1.1.10 (Cobord). On dit que f : @ — R est un cobord si il existe une fonction
mesurable g : 0 — R telle que f = g — goT. Dans ce cas, la fonction g est appelée fonction de
transfert.

On considere alors la filtration (Fy)nez = (T "Fo)nez o0 Fo est une tribu telle que Fy &
CF‘IQFb)

Définition 1.1.11 (Décomposition martingale-cobord). On dit que la suite (f o T%);cz admet
une décomposition martingale-cobord, s’il existe une fonction Fy-mesurable m et un cobord
g—goT tels que

f=m+g—goT (1.5)

et
E[m|F_1] =0. (1.6)

Il existe dans la littérature de nombreuses conditions suffisantes pour 'obtention d’une telle
décomposition dont on donnera quelques exemples.

Dans son article de 1969, Mikhail Gordin [Gor69] obtient une décomposition martingale-
cobord des lors que les variables aléatoires X,,,n € Z admettent des moments d’ordre 2 + §,
0 =2 0 et que

—+00

+oo
D B Xo | Foklllzzs <+oo et 3 [ Xo — E[Xo| Filll 25 < +o0. (1.7)
=0 146 p—ry 1+6

En 2006, Dalibor Volny [Vol06] étudie le processus (X, )ncz en supposant que

f est \/]—"n—mesurable et E|f ﬂ]—ln =0. (1.8)
nez neL

Lorsque f satisfait ces conditions, on dit qu’elle est réguliere. Dans ce cas,

F=Y_Pif).

neL

Dalibor Volny obtient, alors, la condition nécessaire et suffisante suivante pour obtenir la dé-
composition (1.5) ou m,g € LP pour p € [1,+o0].

Les séries Y E[Xg|Fo] et > (X_p—E[X_g|Fo]) convergent dans LP.
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Une décomposition martingale-cobord telle que (1.5) peut aussi s’obtenir au travers de 1'uti-
lisation d’un théoréme de décomposition ergodique tel que le Théoreme 1.3 (Chapitre 2) dans
[Kre85]. En effet, si H est un espace de Banach réflexif, alors

H=FU)s - 0)H (1.9)

ou F(U) désigne 'ensemble des points fixes d'un opérateur U pour peu que cet opérateur soit
ergodique en moyenne (c.f. Définition 1.2.2).

En prenant H = L? et pour U l'opérateur de Koopman associé & la transformation T (i.e.
pour tout f € L2, Uf = foT), on voit apparaitre dans (1.9), 'ensemble (I — U)H des cobords
associés a la transformation 7. Ceci nous permet d’obtenir, sous certaines conditions sur l'opé-
rateur U une décomposition martingale-cobord.

Gréace a cette décomposition, il est possible d’obtenir des théorémes limite en se servant de
la multitude de résultats disponibles reliant les décompositions martingale-cobords aux TCL.
Nous en mentionnons quelques uns.

Commencons par remarquer que des lors que la fonction g : 2 — R dite de transfert dans
(1.5) est mesurable, il est possible d’obtenir un TCL pour la suite (X,,)nen, c’est a dire
1 n
L i 2
\ - . 1 ;
ol o = ngrfoo 7 325y f o T,
Ceci découle du théoreme de Billingsley-Ibragimov, énoncé ci-dessous et de la convergence en

probabilité vers 0 de la suite (n‘l/Q(g —go T”)) .

Théoréme 1.1.12 (Théoreme de Billingsley-Ibragimov). Soit (moT™),en une suite stationnaire

et ergodique® d’accroissements de martingale telle que |mll, = 1. Alors (ﬁ Yoiymo Ti)neN*

converge en loi vers N'(0,1).

La condition suffisante suivante pour 'obtention d’'un TCL fut établie par Mikhail Gordin
[GorT73] (voir [Vol93]).

E[|S
f admet une décomposition martingale-cobord dans L! et lim [15n]
n——+o00 \/ﬁ
Dans son mémoire de these Davide Giraudo [Girl5] donne une preuve simple de ce résultat en
combinant un résultat de Carl-Gustav Esseen et Svante Janson [EJ85] avec le théoreme 3 dans
[Vol93] de Dalibor Volny.

< +oo.  (1.11)

Dans l'introduction de leur article [EMG16], Mohamed El Machkouri et Davide Giraudo com-
binent un des résultats de Mikhail Gordin dans [Gor69] avec le théoréme de Billingsley-Ibragimov
mentionné ci-dessus afin d’obtenir un TCLF pour des processus stationnaires satisfaisant a la
condition projective

D E [Xol F-]ll < +oo,
k>0

pour p > 1, Xg € LP(Q, Fo,P) © LP(?, N,ez Fn, P).

5. C’est a dire que T est ergodique.
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1.2. Un peu de théorie ergodique

Nous avons vu dans ce qui préceéde que la notion d’ergodicité joue un réle important dans
I’obtention de TCL. Il est important, toutefois, de tempérer cette affirmation comme le montre
les récents travaux de Dalibor Volny [Vol19]. Dans ce qui suit, on se place dans un espace de
probabilité (X, A, 1) et on considere une transformation 7" de cet espace qui préserve la mesure.

On rappelle qu’un ensemble invariant pour la transformation 7' est un mesurable A € A tel
que T~Y(A) = A et on note par T la tribu invariante associée a T, c’est & dire

T={AcA:T(A) = A}

Définition 1.2.1 (Transformation ergodique). La transformation T est dite ergodique par rap-
port & p si tout ensemble invariant est de mesure égale & 0 ou 1. Autrement dit, si la tribu
invariante associée a T' est p-triviale.

Malgré son utilité, la propriété d’ergodicité d’une transformation peut s’avérer étre une condi-
tion trop restrictive. Dans le chapitre 4, nous aurons besoin d’une propriété plus faible que cette
derniére : I'ergodicité en moyenne .

Définition 1.2.2 (Opérateur ergodique en moyenne). Soit (E, ||-||) un espace de Banach et soit
U un opérateur linéaire sur E de norme inférieure ou égale a 1. On dit que U est ergodique en
moyenne si pour tout x € E, il existe y € F tel que

1 n—1 )
=y Uz —y| ——0. (1.12)
n

1=0

n—-+00

1.2.1. Théorémes ergodiques

Depuis le théoréme ergodique de Birkhoff établi en 1931 et celui de von Neumann démontré
en 1932, de nombreux théorémes ergodiques, dont des versions multi-indicées, ont été démontrés
comme par exemple ceux de Zygmund, Fava et Tempel’'man mentionnés ci-dessous. Ceux-ci sont
particulierement bien adaptés a 1’étude des théoremes quenched et nous en ferons grand usage
dans les chapitres 3 et 4. Avant de présenter les théoremes ergodiques qui nous intéressent, nous
commencons par rappeler la définition d’opérateur de Dunford-Schwartz.

Définition 1.2.3 (Opérateur de Dunford-Schwartz). Un opérateur linéaire U est dit de Dunford-
Schwartz si c’est une contraction de L' dans lui-méme et

sup{[|Ufllo : f € L1 N Lo, [| flloc <1} < 1.

SiUi,...,Uy, sont des opérateurs linéaires, on notera U? = Ulo---o0 Uéd pour tout 4 € Z¢.

Le premier théoréme qui nous concerne est celui de Zygmund-Fava (voir [Kre85], p.196). En
notant

Lln® 1L = {f : X — R mesurable

/ | f] max(In | f],0)4 Ldp < —i—oo} , (1.13)
D'

la classe de Zygmund, il est possible d’obtenir un théoréme ergodique.

6. Au travers du théoréme ergodique de von Neumann, l'opérateur de Koopman sur L? d’une transformation
ergodique est ergodique en moyenne
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Théoréme 1.2.4 (Zygmund-Fava). Soient Uj,...,U; des opérateurs de Dunford-Schwartz.

Alors gr}rl ﬁ Z?;Ol Uth existe presque strement pour tout h € LIn® ' L.
n o0

De plus cette limite vaut Aoo(T1) -+ Aoo(Ty)h avec Ax(T;) = lim ni > ?;Bl U;h, pour tout
n;——+oo "
i€ [1,d].

Bien que ce théoréme identifie la limite, comme composée de limites des moyennes selon chaque
direction, il reste toutefois & identifier ces dernieres. Pour cela, on fera appel & des théoremes tels
que celui de Louis Sucheston [Suc67] ou bien encore le lemme 7.1 dans [DMP14]. Ces théorémes
nous permettent alors d’obtenir des limites sous la forme d’espérances conditionnelles sachant
la tribu invariante d’une certaine transformation. Et on sera, alors, en mesure de conclure en
remarquant que la tribu invariante d’une transformation ergodique est p-triviale.

Notons que 'on peut caractériser la classe de Zygmund de la maniére suivante (voir [Kre85]).

d—1
Lln® 'L = f:X—>R:Vt>O,/ m(m”’) dp < +oo ¢ .
1fl>t ¢ ¢

Le théoreme suivant, nous donne une inégalité ergodique maximale. Celle-ci nous sera utile pour
relier la condition de dépendance que nous étudierons au chapitre 4 a la queue du maximum des
moyennes des processus étudiés; ce qui nous permettra par la suite d’obtenir une convergence
en loi.

Théoréme 1.2.5. Soient Uy,...,Uy des opérateurs de Dunford-Schwartz. Alors il existe une
constante Cq > 0 telle que pour tout t > 0 et pour tout f € LIn“ 'L, ona

d—1
uw| sup |1| Z Ut f] >4t | < C’d/ m <ln |f|> du.

me(m)d M| o o (11>t 1 t

Finalement, mentionnons le théoreme de Tempel’'man (voir [Kre85], p.205) qui permet d’ob-
tenir la conclusion du théoreme 1.2.4 en n’ayant besoin que de I'existence de moments d’ordre 2
finis. La contrepartie étant qu’alors la convergence existe dans un sens plus faible : elle n’a lieu
que pour des régions carrées de Z<.

Théoréme 1.2.6 (Tempel’'man). Si Ty, ..., 7q sont des endomorphismes commutants de (X, A, 1)
alors la suite (# Sl fo Ti) N Comverge presque sarement pour tout f € LP;1 < p < 400

ne
ot Sy (f) = Si2y foTt.

Remarquons que, ici, I'identification de la limite s’effectue au travers de la remarque qui suit
le théoreme 2.8 du chapitre 6 dans 'ouvrage de Krengel [Kre85].

1.2.2. Un résultat clé concernant les TCL

Bien que la notion d’ergodicité de transformation joue un réle important dans ’obtention de
TCL pour des systémes dynamiques, Dalibor Volny a montré en 2015 [Vol15] que pour obtenir
un théoréme central limite pour certains champs de variables aléatoires de la forme (f o T%);cz4,
il n’est pas nécessaire d’avoir l'ergodicité de toutes les transformations 73,7 € [1,d]; dans un
article tout & fait récent [Vol19], auteur a aussi prouvé qu’il n’est méme pas forcément nécessaire
d’avoir l'ergodicité de I'une de ces transformations, mais dans ce cas la loi limite n’est pas
nécessairement une loi normale mais peut étre un mélange de lois normales.



Chapitre 1. Théorie des probabilités 35

Théoréme 1.2.7 (Volny, [Voll5]). Soient T, ...,T,; des transformations qui préservent la me-
sure et qui commutent et f € L? tel que (f o Ti)iezd soit un champ d’accroissement d’ortho-
martingale par rapport a la filtration (F;);cza que Uon suppose étre complétement commutante 7
Si au moins l'une des transformations T;,i € [1,d] est ergodique, alors le théoréme central limite
sutvant est satisfait.

1 & ;

—— > foT' ——— N(0,07), (1.14)
|n| = n—+oo

N 2
ot 0% = ||f[l3.

1.3. Processus de Wiener et le principe d’invariance

Comme nous avons pu le constater jusqu’a présent, le TCL est satisfait dans un grand nombre
de cas; il existe donc une sorte d’universalité du théoréme et son domaine d’applicabilité semble
étre plutot large. Les sommes partielles apparaissant dans le TCL nous permettent aussi de
décrire des marches aléatoires, il est donc naturel de s’attarder sur les trajectoires de ces dernieéres
et de se demander si elles vérifient un théoréme limite dans un sens que l'on explicitera par la
suite.

1.3.1. Processus de Wiener

Tout comme la loi limite usuelle du théoréme central limite est la loi normale?®, le processus
limite classique du théoréme central limite fonctionnel est le processus de Wiener, encore appelé
mouvement brownien. Commencgons par définir un tel processus.

Définition (Mouvement brownien uni-dimensionnel). Un mouvement brownien (aussi appelé
processus de Wiener uni-dimensionnel) est un processus stochastique (By)i>0 = ((Btl, ...,BN ))t>0

A valeurs dans RY, N € N* ayant les propriétés suivantes :

(1) pour tout ¢t > 0, B; suit une loi normale centrée et de variance t;

(2) la trajectoire t — By(w) est continue pour presque tout w € €2

(3) pour tous s,t > 0, Biys — By est indépendant de o(By,u < s) et a méme loi que By;
(4)

4) les processus (B})i=0, - -, (B} )t=0 sont mutuellement indépendants.

Remarque. Si de plus By = 0, on parle de mouvement brownien standard. Dans toute la suite,
et sauf mention du contraire, les mouvements browniens seront standards et & valeurs dans R.

L’espérance de B; en tout point ¢ > 0 est nulle et la covariance Cov[B, Bs] vaut min(¢, s)
pour tous s,t > 0.

7. C’est & dire une filtration commutante (c.f. 1.4.6) et invariante (voir [Vol15]).
8. 1l existe cependant de nombreux théorémes limite donnant une loi limite différente de la loi normale (e.g.
le mélange de lois : [Ded98a], les lois stables : [Jak12], ...)
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Simulation d'un mouvement Brownien univarié (d=1etN=1)

0.8 -
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o 0.2
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t
Simulation d’un mouvement Brownien bivarié (d =1 etN =2)
0.8
0.6
0.4
s
0.2
0.0
0.2
0.4 -

FIGURE 1.1. — Simulation d’un mouvement brownien univarié et bivarié

Un mouvement brownien (By);>o posseéde des propriétés de stabilité par rapport aux opérations
usuelles. Par exemple

- Un mouvement brownien est homogéne, c’est a dire que pour tout s > 0, le processus
(Bt+s — Bs)t>0 est aussi un mouvement brownien qui d’apres la propriété (3) est indépen-
dant de (B;)o<r<s-

- Un mouvement brownien est stable par multiplication, c’est a dire que pour tout ¢ # 0, le
processus (¢B_t )i>0 est encore un mouvement brownien.
2
c

- Un mouvement brownien est stable par inversion du temps, c’est a dire que (Bj)i>o :=
(tB1)¢>0 est un mouvement brownien. De plus, (B}):o peut étre presque siirement étendu
t

par continuité en ¢ = 0 en posant B(, = 0.

- Un mouvement brownien univarié ou bivarié est récurrent et un mouvement brownien a
valeurs dans RN, N > 3 est transient. Autrement dit

* Si N € {1,2}, alors pour tout € RY et pour tout € > 0, 'ensemble {t > 0: | B;, . — z|| < ¢}
n’est pas borné.

* Si N > 3, alors presque stirement, ||By|| “ora? +o0.
—+00

Au vu des objets étudiés au cours de ce mémoire, il est intéressant de définir le concept de
drap brownien, c’est a dire de mouvement brownien a temps continu et multi-dimensionnel. Les
propriétés (1), (2) et (4) de la définition 1.3.1 s’étendent de maniére naturelle; cependant la
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propriété (3) concernant les accroissements du processus pose plus de problémes et nécessite de
donner un sens a la notion d’accroissement d’un drap brownien. Dans toute la suite, nous utili-
serons les notations des multi-indices dans Z¢ pour les multi-indices de (R*)? (voir les notations
dans l'introduction). On définit alors un accroissement de drap brownien d-dimensionnel de la
maniére suivante.

Définition 1.3.1 (Accroissement d’un champ d-dimensionnel). Sis = (s1,...,5q),t = (t1,...,tq) €
(R*)4 sont tels que s3 < ¢, pour tout k € [1,d], alors Iaccroissement d’un processus (Xuw) e (ra)
sur le rectangle
d
Js,t] = [T 1si,t:] (1.15)
i=1
est la variable aléatoire

M&

Dag(X) =3 (=1)" > X{, (1.16)
JC[1,d]
|J|=i

7

Il
=)

ou Xi] s est la variable aléatoire X, . ., avec u; = s; sii € J et u; = t; sinon.
9 b b

Remarque. Si le rectangle [s, t] est dégénéré (i.e. s’il existe des coordonnées identiques entre s et
t), on définit I'accroissement Djs 4 (X ) comme l'accroissement en dimension ¢ (g étant le nombre
de coordonnées qui different entre s et t) sur le rectangle non dégénéré formé par le produit des
|si, t;] pour lesquels s; # t;.

On est désormais en mesure de définir correctement le mouvement brownien multi-dimensionnel.

Définition 1.3.2 (Mouvement brownien multi-dimensionnel). On dit qu'un processus B =(Bt) e g+)d
a valeurs dans RN, N > 1 est un mouvement brownien d-dimensionnel (on dit aussi drap brow-
nien d-dimensionnel ou processus de Wiener d-dimensionnel) si

(1) pour tout t € (R*)? By suit une loi normale centrée et de variance |¢|;

(2) le champ t — Bi(w) est continue pour presque tout w € €2 ;

(3) les accroissements Djs4)(B) sur des rectangles disjoints sont mutuellement indépendants
et ont méme loi que By ;

(4) les processus (B%)te(RJr)d, o (BY )tc(r+)e sont mutuellement indépendants.

Remarque. Si By = 0 pour t € (R*)d tel qu’au moins 'une de ses coordonnées soit nulle, on dit
que le drap brownien est standard. Dans toute la suite, et sauf mention du contraire, les draps
browniens seront standards et a valeurs dans R.

L’espérance de By en tout point t € (R*)d est nulle et la covariance Cov[Bi, Bs| vaut

4 min(t;, s;) pour tous s,t € (RT)%.

1.3.2. Espace de Skorohod, tension et principe d’invariance

Introduit, dans sa forme actuelle?, par Monroe Donkser [Don49 ; Don51] en 1949, le principe
d’invariance 1° permet de décrire partiellement le comportement asymptotique des trajectoires
des marches aléatoires. Il vient compléter le TCL qui ne traite seulement que de I'extrémité
de ces marches aléatoires. Tout comme pour ce dernier, la convergence qui nous intéresse est

9. Bien que déja en 1946, Mark Kac [Kac46] mentionne un principe d’invariance qui ne se référait seulement
qu’a 'indépendance de la loi limite par rapport aux lois des v.a. étudiées.
10. Aussi appelé théoréme central limite fonctionnel.
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la convergence étroite des lois de probabilité. Cependant, dans ce nouveau cadre, les variables
aléatoires ne sont plus a valeurs réelles mais a valeurs dans un espace de fonctions. Dans ce
mémoire nous nous intéresserons & deux manieres différentes de définir des principes d’invariance
bien qu’il en existe d’autres (voir [Girl5], [RS01], [Lam62]) ; chacune de ces définitions different
en ceci que les variables aléatoires étudiées ne prennent pas leurs valeurs dans le méme espace.

Déf 1) : Une premiere définition consiste a étudier une suite de v.a. a valeurs dans 'espace C([0, 1])
des fonctions continues sur [0, 1] et & valeurs réelles. Cet espace sera muni de la topologie
associée a la distance uniforme.

Déf 2) : Une deuxiéme définition se fonde, quant a elle, sur des v.a. a valeurs dans 'espace de
Skorohod, c’est a dire ’ensemble des fonctions de [0, 1] dans R continues & droite et limitées
a gauche (cadlag). Il est clair que pour pouvoir décrire la convergence en loi des v.a. a
valeurs dans cet espace, nous aurons besoin de le munir d’une topologie bien adaptée et
non triviale.

Espace et topologie de Skorohod

Commencons par définir I’espace de Skorohod dans le cas uni-dimensionnel (d = 1).

Définition 1.3.3 (Espace de Skorohod). On définit I’espace de Skorohod comme suit.
D([0,1]) ={f:[0,1] = R : f est cadlag}

Désormais, nous souhaitons munir cet ensemble d’une topologie adaptée; 'idée de Anatoliy
Skorohod était la suivante : dans le cas de ’espace des fonctions continues muni de la norme
uniforme, deux fonctions seront proches seulement si toutes leurs images le sont. Ceci est plutot
restrictif, en effet lorsque l'on travaille avec des fonctions de l’espace de Skorohod, celles-ci
peuvent admettre des points de discontinuité (une quantité dénombrable) et par conséquent,
pour dire de deux fonctions de D([0, 1]) qu’elles sont proches, on souhaiterait ne pas tenir compte
de ces points problématiques ainsi que de leurs voisinages proches. Pour cela, il faut considérer
une topologie permettant aussi une perturbation des abscisses. A contrario, la topologie de la
convergence uniforme ne permet pas de considérer des perturbation des ordonnées.

Définition 1.3.4 (Topologie de Skorohod, [Bil99]). On note E l’ensemble des bijections conti-
nues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme. On définit une distance sur D([0,1]) de la
maniere suivante :

i (£ =110)

t —

dofu,v) = int max {sup e =ve o (1.17)

s<t

pour tous u,v € D([0,1]) ol [|-||,, est la norme infini.

La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique d.

Présentons maintenant I'extension au cas multi-indexé de ’espace et de la topologie de Sko-
rohod. Cette extension est étudiée dans 'article écrit en 1971 par Georg Neuhaus [Neu71].

On se place dans 'espace [0,1]¢ et on mnote, pour tout (pi,...,pq) € {0,1}% et pour tout
(ut,...,uq) €[0,1]4,

[0,u;[ sip;=0

I(ﬂ? 'LL) = Il(phul) X X Id(pd,Ud) ou Vie Hlad]]v Il(pHuZ) = { ]ui’ 1] si p; = 1.
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Définition 1.3.5 (p-limite). Soient f:[0,1]% = R, p € {0,1} et t € [0, 1]% tels que I(p,t) # @,
on dit que f admet une p-limite en ¢ si pour toute suite (¢, ),ecn d’éléments de I(p,t) qui converge
vers t, la suite (f(fn))nen converge dans R.

Remarque.
- La p-limite, si elle existe, est unique.

- Si cette limite existe, on la note p- lin}t f(x).
T—

Dans le cas uni-dimensionnel, la définition de I’espace de Skorohod fait intervenir deux notions
de régularité sur des fonctions : le fait d’étre limitée partout et le fait d’étre continue a droite en
tout point. Comme nous 'avons remarqué, il est relativement aisé d’étendre la premiére notion
au cas multi-dimensionnel. Cependant, afin de pouvoir étendre la notion de continuité & droite a
ce cas, on va devoir construire une partition de I’ensemble [0, 1]%. Pour p € {0,1}% et t € [0, 1]¢,
on note

[0,u;] sip;=0etu; <1
[0,1] sipizoetuizl
[ui, 1] sipi=1letu; <1
[0/] sip;=1etu; =1.

J(p,u) = Ji(pr,u1)x---xJg(pa,uq) ou Vie [1,d], Ji(pi,u;) =

En remarquant que quelque soit u € [0,1]%, la collection {J (Psu)}tpefoaye de sous-ensembles

de [0,1]¢ forme une partition de cet ensemble, on peut noter o la fonction qui & tout ¢ € [0,1]%
associe l'unique p tel que ¢t € J(p,1).

Définition 1.3.6 (Espace de Skorohod multi-dimensionnel). En utilisant les notations précé-
dentes, on définit ’espace de Skorohod d-dimensionnel comme suit.

T—t

D([0,1)%) = {f e RO vy e {0,137, vt € [0,1]%, p-lim f(x) existe et o(t)- lim f(z) = f(t)} :

On étend, désormais, la topologie de Skorohod uni-dimensionnel au cas multi-dimensionnel.
Au vu de la définition précédente, ceci s’effectue de maniere naturelle.

Définition 1.3.7 (Topologie de Skorohod, [Neu71]). On note E l’ensemble des bijections conti-
nues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme. On définit une distance sur D([0, 1]¢) de la
maniere suivante.

In (fi(t) - fi(s))

t—

d = inf
o(u,v) flenEd max { 52?52 ililt)
f=(f1,-.fa)

,Hu—vofroo}, (1.18)

pour tous u,v € D([0,1]9).

De méme que dans le cas uni-dimensionnel, la topologie de Skorohod est la topologie engen-
drée par cette métrique dy.
Tension d’une famille de mesure

Avant d’énoncer le principe d’invariance, nous aurons besoin de la notion de tension d’une
famille de mesures de probabilité.
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Définition 1.3.8 (Famille de mesures tendue). Soit (X, 7) un espace topologique, on dit qu’une
famille A de mesures sur B(X) est tendue si pour tout € > 0, il existe un compact K. tel que
pour toute mesure p € A, on a

X\ Ke) <e

Remarquons qu’il existe plusieurs caractérisations de la propriété de tension d’une famille de
mesures.

Mentionnons, a titre d’exemple, le théoréme de Prokhorov [Pro56] et son corollaire pour les
mesures de probabilité énoncé par Patrick Billingsley dans [Bil99] ou encore les nombreux autres
résultats se trouvant dans 1'ouvrage de Patrick Billingsley [Bil99] aux chapitres 7 et 13 (Théo-
rémes 7.3 et 13.2) pour n’en citer que deux.

Cependant, dans cette these nous utiliserons un théoreme de Peter Bickel et Michael Wichura
(Théoreme 3 et condition (3) dans [BWT71]). Précisons 1’énoncé de ce dernier.

On dit que deux ensembles sont voisins si ce sont des boréliens de la forme (1.15) et qu’ils
admettent au moins une face en commun et sont contigus.

Théoréme 1.3.9 (Bickel et Wichura, [BW71]). On considére un champ (Xn),czd¢ de variables
aléatoires ; on suppose que tous les Xp, n € Z s’annulent sur la frontiére de [0, 1]d et qu’il existe
deux constantes 3 > 1 ety > 0 et une mesure finie p sur [0,1]% dont les mesures marginales
sont absolument continues et telle que pour toute paire (B, C) d’événements voisins dans [0,1]%,
on a

E [|Dp(X)[" [Do (X)) < u(B)* u(C) (1.19)

ot Dp(X) et Do(X) sont définis comme dans la définition 1.5.1 et les constantes 1,72, 1, P2
satisfont au systéme suivant :

Yo+ 2 = v
pr + B2 = B.

Alors la famille de mesure (Px,,),czd satisfait la propriété suivante :

lim limsup P (wj§(Xn) =€) =0
§—0t n—+oo
pour tout € > 0 et avec
ws (Xn) = [nax sup {min(]| Xy, — X

X

Xo, — Xnylloo)s ui < mi < i, u; — v < 0}

La conclusion du théoreme de Bickel et Wichura nous donne une condition plus faible que la
tension telle qu’on I’a définie précédemment (c.f. 1.3.8). Cependant, en appliquant le théoréme
13.3 dans [Bil99], nous obtiendrons la tension de la famille de mesure au sens classique. Le
théoréme 13.3 mentionné dans [Bil99] ne traite que du cas séquentiel ; cependant, il est possible
d’étendre la preuve au cas multi-indicé.

Principe d’Invariance

Tout comme pour la section précédente, nous commencerons par définir le principe d’inva-
riance dans le cas uni-dimensionnel pour plus de clarté et nous le définirons par la suite dans
le cas multi-dimensionnel. Comme nous ’avons vu précédemment, la notion d’espace polonais
nous donne de bonnes propriétés pour étudier la convergence en loi dans ces espaces. Ainsi, il
serait pratique d’obtenir cette propriété pour les espaces fonctionnels C(]0,1]) et D(]0,1]). C’est
ce qui est énoncé ci-dessous.
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Proposition 1.3.10. Les espaces C([0,1]) muni de la distance uniforme et D([0,1]) muni de
la distance dy définie par (1.17) sont des espaces métriques complets et séparables.

Pour définir la notion de principe d’invariance, nous introduisons les deux quantités associées
au champ X suivantes :

(1) . 1 Lt nt — LntJ (2) . 1 Lt
Xn (6, w) == 7n ;Xi(w) + TXWJH(W) et Xy (tw) = Jn > Xi,

ou (t,w) € [0,1] x Q.

On s’intéresse, alors, aux applications w X%)(-,w),z € {1,2}. En particulier on cherche a
savoir si ce sont des fonctions aléatoires et on cherche & connaitre leurs espaces d’arrivée. La
proposition ci-dessous répond a ces deux questions.

Proposition 1.3.11. Pour tout n € N, les applications

Fin :{ Q= C([0,1]) ¢ fon :{ Q — D([0,1))

w'—>x,(11)(~,w) LU'—>X7(7,2)(',(.U)

sont bien définies et mesurables dés lors que leurs ensembles d’arrivés sont munis de leurs tribus
boréliennes respectives.

Nous sommes donc en mesure de définir le principe d’invariance.

Définition (Principe d’Invariance). On dit que la suite (X, ),en satisfait le principe d’invariance
(PI) lorsque I'une des deux conditions suivantes est satisfaite.

- La suite des mesures images (P o (f1,) !)nen converge étroitement dans C([0, 1]).

- La suite des mesures images (P o (f2.n) !)nen converge étroitement dans D([0, 1]) pour la
topologie de Skorohod.

Remarque. En 1956, Andrei Kolmogorov [Kol56], a montré que s’il y a convergence dans 'espace
de Skorohod muni de sa topologie éponyme vers une limite dans I'espace des fonctions continues
C(]0,1]) alors la convergence a aussi lieu pour la topologie de la convergence uniforme. En
combinant ce fait la au théoréme de représentation de Skorohod (c.f. théoréme 1.1.2), on déduit

que si la limite des mesures images (P o ( féz))*l)neN est la loi d’'un processus a trajectoire
continue (comme par exemple pour le processus de Wiener), alors on peut remplacer la topologie
de Skorohod par la topologie de la convergence uniforme pour les PI dans D([0, 1]).

Pour l'extension au cas multi-dimensionnel, il est important de remarquer que 1’équivalent

d-dimensionnel de la fonction X7(11) admet une expression difficile & manipuler et par conséquent

il est d'usage de n’utiliser que ’équivalent d-dimensionnel de X,(f).

On considére un champ X = (X ), cz« de variables aléatoires réelles et on définit alors

| @ { Q - D([0, 1)%)

WP (tw) [0, x Qs — > X, et
Vin| 1<i<|nt]

De méme que précédemment, la fonction EfL est bien définie et mesurable par rapport aux

tribus associées, 1'espace D([0,1]?) est un espace polonais pour la distance définie par (1.18) et

le principe d’invariance dans le cas spatial s’énonce comme suit.

[1]

w W,gd)(-,w)
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Définition 1.3.12 (Principe d’Invariance). On dit que le champ (X4,),,cz« satisfait le principe
d’invariance (PI) si la suite des mesures images (P o (2¢)71), cza converge étroitement dans
D([0, 1]%) pour la topologie de Skorohod.

Remarque. De méme que pour le cas uni-dimensionnel, le PI est équivalent a la convergence en
loi des mesures images dans D([0,1]%) muni de la norme uniforme.

Différentes méthodes de preuve

Démontrer la convergence étroite de la suite des mesures de probabilité peut s’avérer étre un
probleme délicat. C’est pourquoi plusieurs méthodes de preuve des principes d’invariance ont
été développées au fil du temps. Outre une preuve directe du principe d’invariance, on pourra
citer les méthodes suivantes.

Convergence des lois finis-dimensionnelles et tension Cette méthode classique pour obtenir
un PI se décompose en deux étapes. Dans ce qui suit, on considére une suite X = (X;);en de
variables aléatoires réelles et on utilise les notations de la proposition 1.3.11.

Etape 1) Convergence des lois finis-dimensionnelles : Dans cette étape, on considére un k-uplet
(t1,...,tx) d’indices, ou k est un entier strictement positif, et on montre la convergence
en loi de la suite de k-uplets de v.a. ((X|4ns---»X|tn|))nen vers les lois marginales
correspondantes du processus limite.

Etape 2) Tension de la famille de mesures : Dans cette étape, on démontre la tension de la famille de
mesures de probabilité {Py, = :n € N} pour un certain i € {1,2}. Cette propriété peut étre
obtenue a l’aide, par exemple, des théorémes que nous avons mentionnés dans la section
précédente.

La convergence en loi se déduit, alors, du théoréme 7.1 (pour un PI dans C(]0,1])) ou bien du
théoreme 13.1 (pour un PI dans D([0,1])) dans le livre de Patrick Billingsley [Bil99].

Le premier résultat majeur concernant les principes d’invariance pour des sommes de variables
aléatoires est le théoréme de Donsker [Don51] qui traite du cas des v.a. i.i.d. et peut se démontrer
a l'aide de cette méthode.

Théoréme 1.3.13 (Théoreme de Donsker, 1951). Soit (X,,)nen= une suite de variables aléatoires
réelles i.i.d centrées de carré intégrable. On pose pour t € [0, 1],

L[l

D Xk + (nt — [nt]) X )41

Wi(t) = ov/n
k=1

Alors la suite (Wy)n>1 converge en loi dans C([0,1]) vers un mouvement brownien standard
(Bt)t=0-

Remarquons qu’une version dans ’espace de Skorohod D([0, 1]) existe aussi.

Parmi les preuves utilisant cette méthode, on peut mentionner celle ayant trait a notre sujet :
[DMVO07], [VW14a], [WW13], etc.
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Approximation dans L? par une suite satisfaisant un Pl Tout comme pour le TCL, il est
possible d’obtenir des principes d’invariance par approximation fonctionnelle. Cette heuristique
peut étre exprimée comme suit : si (Yy,),cz¢ est un champ de v.a. satisfaisant un PI, on peut
montrer que (Xp,),cze vérifie aussi un PI si on a la convergence suivante.

1

~  max 1;11 (X; —Y;) ~ =0 (1.20)
TS 2

Précisons un peu plus cette méthode. Il est possible d’utiliser le lemme de la page 88 dans
[Bil99] (lemme non numéroté, voir aussi théoreme 7.3 du méme ouvrage) et en le combinant
avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff afin d’obtenir un principe d’invariance dans C(]0,1])
pour peu que la convergence (1.20) soit satisfaite. Pour le PI dans D(]0, 1]), il faut remplacer le
lemme précédent par le théoréme 13.2 du méme ouvrage .

Les ortho-martingales sont souvent utilisées comme approximation fonctionnelle dans cette
heuristique du fait qu’elles satisfont a un principe d’invariance. En effet, en combinant la conver-
gence des lois fini-dimensionnelles des ortho-martingales démontrée par Yizao Wang et Michael
Woodroofe [WW13] et la propriété de tension de celles-ci établie par Dalibor Volny et Yizao
Wang [VW14a], ces derniers obtiennent le principe d’invariance pour les ortho-martingales (voir
la convergence (5.3) de la preuve du théoréeme 5.1 dans [VW14al).

L’approximation par martingale est d’ailleurs la méthode qu’utilise Mikhail Gordin et Magda
Peligrad [GP11] pour obtenir un principe d’invariance dans le cas séquentiel (d = 1) sous la
condition

v [ SRR | et
7j=1
ot Z§' = LE[X; + -+ + Xy, |Fo], pour tout m € N* en utilisant les notations de la définition
1.1.10 et en supposant que (X,),en est une suite stationnaire de v.a.r. centrées et de carrés
intégrables telle que Xg est Fyp-mesurable.

2

Remarquons qu'une variation de cette méthode d’approximation par martingale a été utilisée
dans Darticle de Heyde et Scott [HS73] pour I'obtention d’un principe d’invariance pour la loi
du logarithme itéré sous la condition (1.7) pour § = 0. La différence de méthode réside en ce
que Papproximation est réalisée presque-siirement au lieu d’étre en norme L2.

Parmi les travaux concernant ces approximations pour des champs, on pourra citer 'article
de Davide Giraudo [Girl8] dans lequel il donne différentes conditions suffisantes pour obtenir
une telle approximation et en déduit un principe d’invariance ainsi que celui de Christophe Cuny,
Jerdme Dedecker et Dalibor Volny [CDV16] lequel nous donne une seconde piste pour la preuve
du théoreme 4.6.4 dans le chapitre 4.

1.4. Martingales a temps discret

Dans cette section, nous nous intéresserons a la théorie des martingales a temps discret et
plus particulierement celles multi-indicées. Nous commencgons par rappeler des inégalités pour
les martingales uni-dimensionnelles et leurs accroissements qui interviendront dans les parties 11

11. Bien que dans [Bil99], ce théoréme ne soit énoncé et démontré que pour le cas d = 1, sa preuve s’étend au
cas d > 1 (voir [Neu71]).
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et III. Suite a cela, nous nous intéressons aux ortho-martingales et aux inégalités classiques les
concernant.
1.4.1. Inégalités classiques de la théorie des martingales

La premiere inégalité notable est celle dite de Doob.

Théoréme 1.4.1 (Inégalité maximale de Doob). Soit (M,,),en une martingale, alors pour tout
A € RY et pour tout entier n > 0, on a l'inégalité suivante

AP (max M| > A) <E[M,].

1<i<n

Si I'inégalité de Doob peut étre vue comme une version maximale de la tres classique inégalité
de Markov ; I'inégalité suivante peut quant a elle s’interpréter comme une version maximale de
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Théoréme 1.4.2 (Inégalité de Kolmogorov). Soit (M, )nen une martingale L?, alors pour tout
A € R et pour tout entier n >0, on a

1<i<n

A2P (max M| > A) <E[MZ].

Ces inégalités de concentration permettent le controle du maximum des sommes partielles ce
qui s’avere utile pour obtenir la propriété de tension mentionnée dans la section précédente.

Une autre inégalité due a Doob est la suivante.

Théoréme 1.4.3 (Inégalité de Doob). Soit p > 1, alors pour tout martingale (My)nen dans LP
(i.e. pour tout k € N, M,, € LP) et pour tout n € N, on a

B(3.P] < B [ |04 < (25 ) E(1MP).

0<i<n

L’inégalité de Burkholder (aussi connue sous le nom d’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy)
permet le controle du suprémum d’une martingale au travers du contrdle de ses accroissements.

Théoréme 1.4.4 (Inégalité de Burkholder). Soit (My)nen une martingale et p > 0, alors il
existe deuxw constantes c, et Cp, positives telles que

+oo p/2 +oo p/2
B | (M; — Mi_y)? <E [sup | M| < CE | > (M; — M;_1)? ,
i=0 €N i=0
ou M_q:=0.

Remarque. L’inégalité précédente reste valide si on remplace +o0o par n € N et sup;cy |M;| par
maX()gign |M1|

Enfin mentionnons une inégalité plus générale que celle de Burkholder mais tout aussi classique
pour les martingales (voir théoreme 2.12, p. 23, Hall et Heyde [HH80] et aussi théoréme 6.6.7
Ch. 6, p.322, de la Pena et Giné [PG99)).
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Théoréme 1.4.5 (Inégalité de Rosenthal). Soit p > 2. Soit My, = Y51 Xy ot (M), est une
(Fn)pen-martingale d’accroissements (X, )nen. Alors, il eviste des constantes 0 < ¢, Cp < 00
telles que

n /2 n
& (E[(ZE[X,%\.FM]) }+ZE[|XM) A
k=1 k=1
< (E{(Z E[Xafk_l])m} n iﬂznxuf’]) .

k=1 k=1

1.4.2. Filtrations commutantes et ortho-martingales

Désormais, nous allons traiter la généralisation au cadre spatial des martingales. Comme
mentionné précédemment, la difficulté de cette généralisation réside en la définition de la notion
de passé. Pour le temps uni-dimensionnel, la notion de passé est relativement évidente, cepen-
dant, dans le cadre spatial il n’y a pas de réponse universelle satisfaisante. Plusieurs approches
sont possibles et chacune d’entre elles meéne a une généralisation différente. Dans cette section
nous nous intéresserons plus particulierement aux ortho-martingales qui furent introduites par
Renzo Cairoli en 1969 [Cai69], et qui seront définies au travers des filtrations commutantes (voir
[Kho02]) que nous allons présenter dans ce qui suit.

Filtration commutante

Premierement, nous rappelons qu’une filtration est une suite croissante de sous-tribus de F.
Bien évidemment, cette définition pose le souci de définir la croissance dans les familles indicées
par Z4. Ainsi on dira qu'une famille (F;);cza de sous-tribus de F est une filtration si pour tous
1,7 € Z% tel que s < j, on a F; C F; (ot on rappelle que i < j <= VEk € [1,d], ix < jg)-

Munis de la notion de filtration, nous souhaitons définir la propriété de commutativité pour
ces derniéres. Dans un souci de simplicité, nous présentons la notion de filtration commutante
dans le cas bi-dimensionnel (i.e. d = 2) puis nous étendrons les définitions au cas d quelconque.

L’idée derriere les filtrations commutantes est la suivante. Dans le cadre uni-dimensionnel, une
filtration (F, )nen satisfait la propriété suivante : si X est une v.a. intégrable, alors la suite de v.a.
(E[X] Fal),en est une martingale. En d’autres termes la suite de v.a. (E[X| F,] — E [ X[ F,-1])
est une suite d’accroissements de martingale.

neN*

On souhaiterait obtenir une propriété similaire dans le cadre spatial. Autrement dit, on sou-
haiterait vérifier la propriété précédente pour chaque direction. Dans le cas bi-dimensionnel
(d = 2), cela s’exprime par

- (E[X|Fij] —E[X|Fie1,])
- (E[X|Fij] -E[X|Fij-])

Autrement dit, on cherche a avoir

;jen- €st une suite d’accroissements de martingale ;

jens €st une suite d’accroissements de martingale.

E[E[X]|Fi ]| Fi-1j] = B[ X|Fim1y] et E[E[X|Fi]| Fij-1] = E[X| Fij-1].

Ceci est vérifié des lors que la filtration satisfait la condition suivante.
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Pour toute variable aléatoire X intégrable et pour tout (a,b), (u,v) € Z2,
E[E[X|‘Fa,b]|fu,v] :E[X’Fa/\u,b/\v]- (121)

Dans un tel cas, on dit que la famille de tribus (Fop)(p)ez2 est une filtration commutante.
Remarquons que Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18b] ont déterminé la caractérisation suivante
pour les filtrations commutantes.

Pour tous a, b, u,v € Z tels que a > u et pour tout variable aléatoire X intégrable, on a
EE[X |[Fap] | Fup] = E[X [Fupno]-

Cette caractérisation est un corollaire de la propriété de Markov satisfaite par la filtration (voir
Probleme 34.11 dans [Bil12]).

Ci-dessous, deux exemples classiques de filtrations commutantes (voir Peligrad et Zhang
[PZ18b]) sont donnés.

+ Si (€i,j)(i,j)cz2 est un champ de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées, alors la famille de tribus (Fy ) (4,p)cz¢ définie par Fop = o (g;5;4 < a,j < b), (a,b) €
7?2 est une filtration commutante.

- Si (€ij)@ij)eze est un champ de variables aléatoires dont les colonnes (ou lignes) sont
indépendantes et identiquement distribuées, alors la famille de tribus (Fap)(q,p)ecze définie
par Fop =0 (gi5;1 < a,j <b),(a,b) € Z? est une filtration commutante.

Ces modeles sont courants en statistique des que l’on traite d’observations itérées d’une suite
stationnaire de v.a.

La notion de filtration commutante peut bien évidemment étre étendue au cas ou d > 3 comme
nous allons le voir dans la définition suivante.

Définition 1.4.6 (Filtration commutante). On dit qu’une filtration (F,),cz¢ €st commutante
si pour toute variable aléatoire X intégrable et pour tout a,u € Z¢, on a

E[E[X|fa]|fu]:]E[X‘Fa/\u]'

Ayant défini la notion de filtration commutante, nous sommes en mesure d’introduire un outil
qui nous sera tres utile au cours de ce mémoire. On considéere une filtration commutante (F;);czq
et on définit 1’opérateur de projection par

d
Pilf) = |II (EL IR -E[|Fie, )| (1), i€, (122)
j=1

ou f est une fonction intégrable et e; est le multi-indice dont toutes les composantes sont nulles
sauf la j-ieme qui vaut 1.

Ortho-martingale

Définition 1.4.7 (Accroissement d’ortho-martingale). Soient (Fp),cze une filtration commu-
tante et (Xp)peze un champ de v.a.r. On dit que (Xp),cz¢ est un champ d’accroissements
d’ortho-martingale pour la filtration (Fp),cza si
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1. pour tout n € Z%, E[|Xp|] < +o0;
2. pour tout n € Z%, X,, est Fp-mesurable ;

3. pour tous n,m € Z% tels qu'il existe k € [1,d] satisfaisant ny < my, on a E[X,,|Fyn] = 0.
On définit, d’'une maniere similaire, la notion d’ortho-martingale.

Définition 1.4.8 (Ortho-martingale). Soient (Fy,),cz¢ une filtration commutante et (My,),,czd
un champ de v.a.r. On dit que (My),cza est un champ d’accroissements d’ortho-martingale
pour la filtration (Fp),cza si

1. pour tout n € Z¢, E[|My|] < +oo;
2. pour tout n € Z%, M, est F,-mesurable;
3. pour tous m,m € Z%, E[Mu|Fn] = Muman.
Remarque. Lorsque que Iortho-martingale considérée est indicée par N? plutdt que Z¢, on peut

définir la notion d’ortho-martingale au travers de ses accroissements. Dans ce cas, on appellera
ortho-martingale tout champ de variables aléatoires (Mp ), cne qui est de la forme

M, = My + Z D;, pour tout n € N4
o<isn
ol (Dn),end est un champ d’accroissements d’une ortho-martingale.

Il existe une caractérisation intéressante des ortho-martingales que nous énoncons ci-dessous

Théoréme 1.4.9. Soit (My),cne un champ de variables aléatoires tel que My, = 0 dés qu’au
moins ['une des coordonnées de n est nulle.

On note, pour tout q € [1,d], pour tout n € N et pour tout n'? = (ny, ..., Ng—1,Ng+1,---Nd) €
Nd—l
(@ _ q _ (@)
Mn(‘Z)JL - Mnl7"'7n¢Z*17n7nq+17"'7nd et Fn(‘l)7n =0 (Mn(q>,k7 k g n) .

Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1) (Mp)pene est une ortho-martingale.
2) (Mp)pend est une martingale dans chaque direction, ¢’est d dire que pour tout g € [1,d] et
pour tout n(9 = (nq, ..., Ng—1,Mqt1,---1g) € N1 (M(q)

(@ n)neN est une martingale pour
la filtration (‘Fqu),n)"EN'

8) Pour tous multi-indices i,j € N? tel que i < j, on a E[M;| F;] = M;.

4) Pour tout m € N¢, Pp(M,) = YL (—1)* 2= (tja)ef0,13d Mn—j-
=i

L’opérateur de projection P, étant défini par (1.22).

Une inégalité de moment classique pour les ortho-martingales

Finalement, nous rappelons une inégalité importante concernant les ortho-martingales. Elle
généralise au cas multi-indexé 'inégalité de Doob (c.f. théoreme 1.4.3). Cette inégalité nous sera
tres utile pour obtenir des théoremes limite au travers d’approximations par ortho-martingale

Proposition 1.4.10 (Cairoli, 1969 ; [Cai69]). Soit (X;);cze une ortho-martingale. Pour tout
A > 0 et pour tout p > 1, il existe une constante C' telle que

< C sup E[| X P]. (1.23)

mezd

g | sup X

mezd
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Davar Khoshnevasian donne une version plus moderne de cette inégalité dans [Kho02], ou il
précise en particulier la valeur de la constante C'.

Théoréme 1.4.11. Soit (X;);cza une ortho-martingale. Alors, pour tout n € N¢ et pour tout
p>1,
p \*
E [max |Xi|p] < () E [|Xnl7]. (1.24)
p —_—

0<i<n 1

1.5. Conditions de dépendance

Dans les parties précédentes nous avons énoncé de nombreux résultats pour le cas indépendant
et identiquement distribué. Ce cadre, assez restrictif, a été grandement étudié et une grande
quantité de théoremes donnant la normalité asymptotique des différents objets que nous avons
traités précédemment ont été démontrés. Naturellement, on souhaiterait étendre certain de ces
résultats au cadre dépendant. Dans cette section, nous présentons les modes de dépendances
que nous rencontrerons dans les parties II et I1I et qui sont les suivants :

- m~dépendance ;

- a-mélange;

- dépendance physique au sens de Wu;

- dépendance suivant une condition projective du type Hannan.

Dans toute cette partie, p désigne la distance de Tchebychev entre deux sous-ensemble de Z¢,
c’est & dire que pour tout A, B C Z¢,

A, B) = mi — 1.25
p(A, B) g‘éﬁfenﬁ}éﬂm vil (1.25)
yeB

1.5.1. m-dépendance

Dans toute cette section, on considere (X;);cza un champ de variables aléatoires et m un entier.
La premiére notion de dépendance a laquelle nous nous intéresserons est celle de m-dépendance
dont la définition est la suivante.

Définition 1.5.1 (Champ m-dépendant). On dit que (X;);cza¢ est m-dépendant si pour tous
I, IV C Z4 tels que p(I',I") > m, les tribus o (X;,% € T) et o (X, 5 € ') sont indépendantes.

De nombreux théoremes centraux limite ont été obtenus sous cette condition. Notons ici les
résultats historiques; ceux-ci concernent les suites de variables aléatoires m-dépendantes, c’est
a dire le cas d = 1 dans la définition précédente.

En 1948, Wassily Hoeffding et Herbert Robbins [HR48] obtiennent les premiers théorémes
centraux limite pour des suites m-dépendantes a la fois dans le cas stationnaire et dans le
cas non-stationnaire. Soit (X, )nen une suite stationnaire de variables aléatoires m-dépendantes
satisfaisant

E[X1]=0 et E[X1J] <-+oc. (1.26)

Alors, en notant
m

A=E [Xf] +2) E[X1Xi],
i=1
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Wassily Hoeffding et Herbert Robbins obtiennent la convergence en loi suivante.

Sn L

Si on ne suppose plus que la suite (X, )nen est stationnaire, alors il est nécessaire de renforcer
les hypotheses (1.26) en supposant que

E[X,] =0 et sugIE UXJS} < ~00.
ne
pour tout n € N et que (]% - (E {Xi2+k+m} +23 75 E [Xi+k+m_in+k+m]))p€N* converge

uniformément en ¢ vers une constante A, pour obtenir la convergence en loi (1.27).

Un autre résultat fondateur des théoremes limite sous la condition de m-dépendance est
celui de P.H. Diananda [Dia55] en 1955 généralisant le théoreme de Lindeberg aux suites m-
dépendantes. Si la suite (X, )nen de v.a. centrées satisfait la condition de Lindeberg (pour la
renormalisation o2 = n, voir (1.1)) et si, de plus,

2
lim sup w

n—+00 n

>0

alors
Sn L

[Snlly  n—too

N(0,1).

Plus tard, ces théorémes ont été étendus au cas des champs m-dépendants de v.a. centrées
et de carrés intégrables. En 1993, Vladimir Shergin [She20] établit un théoréeme central limite
avec une vitesse de convergence de ce dernier. En supposant ’existence de moments d’ordre
2+446,1 >6 >0, que la convergence

n
—(2+40) |2+6
ISnl =70 3 E 1Xi[**] ———0
1=
est satisfaite et en appliquant le corollaire 1 dans [She20] pour & = 2 + §, 'auteur obtient la
convergence en loi suivante :

Sn L
[Snlly oo

N(0,1).

Enfin, Aleksei Shashkin a obtenu en 2003 [Sha03], un résultat majeur donnant un théoréme
central limite fonctionnel pour un champ m-dépendant (X;);cza de variables aléatoires cen-
trées et de carrés intégrables. Pour cela, il suppose satisfaite la condition de Lindeberg multi-
dimensionnelle :

Z / X1y2o 2,2 —— 0 pour toute > 0 (1.28)
R ioon

2
- n—-4o00
n 1<i<n

ol 02 = 31 E[XZ] et D(Sp) = |n|h(n), avec h(n) une fonction a variation lente de n et
de limite inférieure en +oo strictement positive. En plus de la m-dépendance, Aleksei Shashkin
impose la condition de dépendance suivante

Cov [f((Xa)ier), 9((Xj)jer)] < |flLipl9lLip



50 1.5. Conditions de dépendance

pour tout I', IV C Z¢ tels que d(I',I") < m et [T UT"| < 400 et pour toutes fonctions f : RF — R
et g: RY -5 R lipschitzienne et bornées. Alors sous ces conditions, ’auteur obtient le principe
d’invariance suivant.

En notant pour tout n € (N*)4, W, = (DS([gi))te[o e

(Wn)ne(N*)d converge en loi vers un drap brownien pour la topologie de la convergence uniforme.

le champ de processus stochastiques

1.5.2. Mélange fort

Le mélange fort, aussi appelé a-mélange, fut introduit pour la premiere fois par Murray
Rosenblatt en 1956 [Ros56a]; différentes notions de mélange (mélange 3, ¢, etc.) ainsi que les
relations que ces notions entretiennent les unes par rapport aux autres ont été étudiées en détail
dans l'ouvrage Mizing : Properties and examples par Paul Doukhan [Doul2]. Afin de définir
correctement cette notion, commencons par définir le concept de coefficient de mélange fort
entre deuz tribus.

Définition 1.5.2 (Coefficient de mélange fort entre deux tribus). Soient U et V deux sous-tribus
de F. Alors le coefficient de mélange fort entre U et V est défini par

al,V)=sup{|P(ANB)-P(A)P(B)|;AcU,BcV}.

Cette quantité peut étre considérée comme une mesure de la dépendance entre les tribus U
et V et elle nous sert a définir les coefficients de mélange fort associés a un champ de variables
aléatoires. Soit X = (X;);cz¢ un champ de variables aléatoires.

Définition 1.5.3 (Coefficients de mélange fort associé au champ X). Pour p,q € N* := N U
{+0o0}, les coefficients de mélange fort associés au champ X sont les quantités

apq(n) = sup {04 (Fr, Fr); 0, c 240 < p, T'| < ¢, p (0, 1) > n}

définies pour tout n € N* ol on note Fr = o(X;; ¢ € I') et on rappelle que p est la distance
de Tchebychev définie pour tous sous-ensembles I'y et Ty de Z< par p(I';,T'9) = min{|i — 5|, 1 €
Iy, 7 € T2} avec |& — j| = maxics<q|is — js| pour tout ¢ = (i1,...,i4) et j = (j1,...,Jq) dans
VAR

On dit que X est fortement mélangeant s’il existe p,q € N* tels que la suite (apq(n))nen
converge vers 0.

En 1956, apres avoir introduit le mélange fort, Murray Rosenblatt [Ros56a] établit le premier
théoreme central limite sous cette condition pour des suites de variables aléatoires (d = 1).

Paul Doukhan, Emmanuel Rio et Pascal Massart démontrent en 1994 [DMR94] un théoréme
central limite pour les suites stationnaires et fortement mélangeantes de v.a. Pour ce faire, les
auteurs utilisent une inégalité de covariance (1.5.4) que l'on donne ci-dessous et démontrée par
Rio en 1993 [Rio93] ; cette inégalité de covariance, souvent utilisée pour I’obtention de nombreux
résultats de convergence en loi pour des processus fortement mélangeants, nous sera fortement
utile dans la partie III.

Proposition 1.5.4 (Inégalité de Rio). Soient X etY deux variables aléatoires réelles intégrables,
on note Qx(u) = inf{t > 0: P(|X]| > t) < u}. On suppose de plus que QxQy est intégrable sur
[0, 1], alors

20(o(X),0(¥))
Cov[X, Y] < 2 / Qx (w)Qy (u)du.
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Paul Doukhan, Emmanuel Rio et Pascal Massart établissent aussi, dans ce méme article de
1994, le principe d’invariance pour les suites fortement mélangeantes sous les mémes hypotheses.

Dans le cas des tableaux triangulaires (c.f. 1.1.2), Aryeh Dvoretzky [Dvo70], énonce un théo-
reme limite pour des tableaux triangulaires uniformément fortement mélangeants, c’est a dire
que la convergence des coefficients de mélange fort est réalisée de maniére uniforme par rapport
aux lignes du tableau triangulaire considéré. Dans la preuve, usage est fait du théoreme 5.1 du
méme article dont nous avons déja parlé dans la section 1.1.3.

Pour le cas multi-dimensionnel, une avancée tres importante concernant ce sujet fut réalisée
par Jerome Dedecker [Ded98a] lorsqu’il démontra le TCL pour des champs fortement mélan-
geants sous la condition

Z ’XkEW [Xg]’ est intégrable,
keVy

on Vg ={j € Z?: j <jep 0} et Ejk [Xo] = E [Xo |0 (X;: i € Vg et i —j| > [k])]. La relation
d’ordre <j., utilisée par Jeréme Dedecker dans I’hypothése précédente est celle de 'ordre lexi-
cographique classique.

A titre d’exemple de résultat plus récent, mentionnons ’article de Christina Tone et Richard
Bradley [BT17] traitant des champs a-mélangeants. Dans celui-ci, le TCL est démontré en
supposant un contrdle du mélange fort et des coefficients de corrélation maximale définis par

Cov[X,Y]

p(A,B) = SUP{ W

X € L*(A),Y ¢ LQ(B)} . (1.29)
pour toutes sous-tribus A, B de F.

1.5.3. Dépendance physique au sens de Wu

Dans cette section, nous allons nous intéresser a un mode de dépendance introduit par Wei
Biao Wu [Wu05] en 2005. Ce mode de dépendance repose sur ’étude de l'influence des entrées
d’un systéme physique sur ses sorties. En des termes plus rigoureux, considérons une fonction
G : RZ 5 R et un champ (€i)4eza de variables aléatoires i.i.d.

Définition 1.5.5 (Champ de Bernoulli }?). On appelle champ de Bernoulli tout champ (X;);c74
de la forme
X;=Glegi_s, €2, iz (1.30)

Remarquons, qu'un champ de Bernoulli est nécessairement stationnaire. Désormais, nous

sommes en mesure de définir les coefficients de mesure de dépendance physique au sens de
Wu.

Considérons deux champs de variables aléatoires i.i.d. (€;);cza €t (€});cze indépendants I'un
de l'autre mais identiquement distribués. On note (X;);cza le champ de Bernoulli donné par
(1.30) et pour tout ¢ € Z%, on note X la version couplée de X; définie par

1—s)

szG(E* 'sEZd>,

12. Si d =1, on parle de suite de Bernoulli
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*

N . . / .
oue; =¢gjsig # 0 et ey = £9. Remarquons que X est obtenue en remplacant €9 par sa copie
indépendante e dans lexpression de Xj.

On définit les coefficients de mesure de dépendance physique comme suit.

Définition 1.5.6 (Coefficients de mesure de dépendance physique). Soit p € [1,4+00], alors les
coefficients de mesure de dépendance physique au sens de Wu associés au champ X sont les
quantités

bip = [ Xi — Xillp

dés que X; est p-intégrable pour p > 2.

La mesure de dépendance physique de Wu peut étre vue comme une mesure de la dépendance
de la fonction G (définie par (1.30)) a la coordonnée 0. Dans un certain sens, elle quantifie le
degré de dépendance des sorties en fonction des entrées dans les systémes physiques et donne un
cadre naturel pour énoncer des théorémes limite dans le cadre stationnaire (voir [EMVW13]).
Le controéle de ces coefficients est donc primordial et s’effectue comme suit.

Définition 1.5.7 (p-stabilité). Pour p > 2, on dit que X est p-stable si

Z 5i,p < +o00.
i€Z4

Ce mode de dépendance nous permet d’obtenir des conditions relativement faibles et simples
a vérifier (voir les conditions (A3)(ii) dans le chapitre 5) car il est directement relié & la méthode
de génération des données. En physique mathématique, de nombreuses versions d’idées simi-
laires (perturbations locales d’une configuration) apparaissent. On pourra citer, par exemple,
les travaux de Thomas Liggett [Lig85] ou bien Daniel Stroock et Boguslaw Zegarlinski [SZ92].
Le premier théoréeme limite concernant ces champs fut énoncé et démontré par Wei Biao Wu
lui-méme dans son article fondateur [Wu05]. Si 'on suppose qu’une suite de Bernoulli (X,)nen
est 2-stable, alors la suite (X;);en satisfait un théoréme central limite avec une variance asymp-
totique égale a

+oo
Y (EXilo (..., X 1,X0)] —E[X;|o (..., X_2,X1)])
=0

(1.31)

o =

2

Non seulement Wu obtient un TCL dans cet article mais il donne aussi sous les mémes conditions
le principe d’invariance suivant :

qu) c
— ——— (0By) ,
( Vi Jiepa e o]

ou la convergence a lieu dans ’espace D([0,1]) et o est défini comme dans (1.31).
Enfin, nous rappelons I’état de 'art en matiére de TCL pour des champs 2-stables.

Dans [EMVW13], Mohamed El Machkouri, Dalibor Volny et Wei Biao Wu considérent un
champ de Bernoulli (X;);cz¢ qui, en plus d’étre 2-stable, vérifie que X soit centrée et que

op :=E {S%J E— +o0
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oit (T',)n>1 est une suite de sous-ensembles finis de Z? telle que |T',,| — 400 et |OT,|/|Tn| — 0.
Alors dés que la condition
o? =Y E[XoXk] >0
kezd
est vérifiée, le théoréeme limite suivant est satisfait.

L N(0,0%)

|Fn| n—-+o0

1.5.4. Condition projective du type Hannan

Finalement, nous présentons la derniére famille de conditions de dépendance que nous étu-
dierons au cours de ce mémoire : les conditions projectives du type Hannan. Tout d’abord,
rappelons le cadre dans lequel nous travaillerons. On considere 17, ...,T,; des transformations
bi-mesurables qui commutent et préservent la mesure, Xg une variable aléatoire centrée et de
carré intégrable et Fo une tribu. On définit alors, pour tout 4 € Z¢,

On suppose que la famille F = (F;);cz4 forme une filtration commutante.

Définition 1.5.8. On dit que le champ X vérifie la condition projective de Hannan si

> [Po(Xp)lly < +oo. (1.32)
kezd

Sous cette condition, plusieurs théoremes ont été obtenus. Premierement, dans le cas des suites
(d =1), Edward Hannan [Han73] étudie le processus (X o 7™),en ot T est une transformation
bi-mesurable qui préserve la mesure et obtient en 1973 un premier TCL a condition que X soit
réguliere (c.f. 1.8), que la densité spectrale de X vérifie certaines propriétés et que le processus
précédent satisfasse a la condition de Hannan (1.32).

Plus récemment Dalibor Volny établit, dans son article de 1993 [Vol93], un TCL sous la condition
de Hannan et en supposant que la transformation T est ergodique et que Xj est réguliere. En
2009, Jerome Dedecker, Florence Merlevede et Dalibor Volny [DMV07] améliorent ce résultat
en obtenant, sans imposer I'ergodicité de la transformation 7', la convergence en loi suivante

g 1/2

- e E X()Xk z g, 1.33

o | S (1.33)

ot e~ N(0,1) et Z est la tribu invariante de T'. De plus, les auteurs démontrent sous les mémes
hypotheses qu'un principe d’invariance est satisfait.

En ce qui concerne les champs (d > 1), nous mentionnons le principe d’invariance de Yizao
Wang et Michael Woodroofe [WW13] qui fut étendu a une classe plus large de processus par
Dalibor Volny et Yizao Wang [VW14a]. Ces derniers déduisent, sous la condition de Hannan
(1.32), le PI suivant pour les champs de Bernoulli.

SLntJ) c
——— (0By) d,
< 1) sepo e ™ o

ot la convergence & lieu dans D([0,1]%), (Bt)tcpo,1)¢ est un drap brownien standard et o? =
E [D%], ol D() = ZieZd Po(XZ)
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1.6. Théoremes quenched

Avant de présenter la notion de théoréeme quenched, nous devons introduire la notion de pro-
babilité conditionnelle réguliere. La discussion qui suit est basée sur le chapitre 44 du livre de
Heinz Bauer [BauT72].

Commengons par établir le cadre dans lequel on souhaite étudier cette notion. On considere
un espace de probabilité (X, 4, P) et une sous-tribu C de A. Une probabilité conditionnelle
réguliére sachant C est une probabilité de transition v : X x A — [0, 1] telle que

P(ANC) = / v(z, A)P(dz)
C
pour tout A € A et pour tout C € C.
L’existence d’une telle mesure n’est pas forcément assurée. En 'occurrence, Jean Dieudonné
a fourni un contre-exemple en 1948 (voir [Die48] p.42).

Afin de s’assurer de existence d’une probabilité conditionnelle réguliére dans le contexte qui
nous concernera, nous étendons la définition précédente en considérant un espace mesurable
(E, &) ainsi qu'une variable aléatoire Y : X — FE, dans ce cas on appelle loi conditionnelle
réguliére de Y sachant C toute probabilité de transition v : X x & — [0, 1] telle que

PCN{Y € A}) = / v(z, A)P(dx)
C
pour tout A € £ et pour tout C € C.

Puisque toute mesure de probabilité borélienne sur un espace polonais est intérieurement ré-
guliere 1? (voir [ABO06] p.438), l'existence d’une version réguliere d’une loi conditionnelle est
assurée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.6.1 ([Bau72], Théoreme 44.3). Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace
de probabilité (X, A, u) et a valeurs dans un espace polonais E. Alors pour toute sous-tribu
G C A, il existe une loi conditionnelle réguliere de Y sachant G. De plus, il y a unicité de cette
probabilité conditionnelle réguliére a un ensemble p-négligeable preés.

Désormais, nous remarquons que si (..., X_1, Xp) est une suite de variables aléatoires a va-
leurs dans un espace polonais E et Fy = o(..., X_1, Xy), la probabilité conditionnelle sachant F
existe. En effet, il suffit de considérer la représentation canonique & : EN — ENde (..., X_1, Xo),
c’est & dire que pour tout i € N et pour tout x € EN, &(x) := x; et Pe :=P(x,,x_,,.) Alors 'es-
pace de probabilité (EN, B(E)®N,P¢) et la variable aléatoire ¢ définie sur cet espace vérifient les
hypotheses du théoreme 1.6.1 pour G = {B eBE)®N:3Ae F,A=((X0,X_1,...)) " (B)}
On en déduit lexistence d’une version réguliere de la probabilité conditionnelle sur (2, F,P)
sachant Fy.

Un probleme intéressant, avec de nombreuses applications, est celui de I’étude des théorémes
limite pour des processus démarrés a un point fixe. Ce probléeme est d’autant plus difficile que
I'on perd la propriété de stationnarité des que l'on fixe le point de départ du processus. De
plus, existence d’un théoreéme limite n’est pas suffisante pour affirmer la convergence en loi du

13. Pour tout borélien B d’un espace métrique X, u(B) = sup{u(K) : K C B, Kcompact}.
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processus démarré & un point fixé. Ce type de convergence est aussi appelée théoreme limite
conditionnel presque siir ou théoreme limite quenched. La question du TCL quenched a déja été
étudiée en détails ces dernieres années. Notons les contributions importantes de Yves Derriennic
et Michael Lin [DLO01], Christophe Cuny et Magda Peligrad [CP12], Christophe Cuny et Dali-
bor Volny [CV13], Christophe Cuny et Florence Merlevede [CM14], Dalibor Volny et Michael
Woodroofe [VW14b], David Barrera et al. [BPP16]. Certains de ces résultats ont été compilés
par Magda Peligrad [Pell5].

En suivant 'exemple des suites de variables aléatoires (c.f. 1.1.3), une méthode utile pour
obtenir des théorémes limite pour les champs de v.a.(introduite par Murray Rosenblatt en 1972
[LCNST72]) est celle de 'approximation par martingale dont le développement est toujours d’ac-
tualité. Récemment, I'intérét porte sur les ortho-martingales qui furent définies par Cairoli en
1969 [Cai69] et que nous avons présentées dans la section 1.4.2. Citons quelques résultats récents
dans ce domaine par Mikhail Gordin [Gor09], Dalibor Volny et Yizao Wang [VW14a|, Dalibor
Volny [Vol15], Christophe Cuny et al. [CDV16], Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18b], Davide
Giraudo [Girl8] et Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18a].

Précisons ce qui est entendu par théoréme quenched. On considére une suite (X, )nen de
variables aléatoires centrées et une filtration (Fy,)nen définie par F,, = o (X;,i < n) pour tout
n € N. On se donne alors P¥ une version réguliere de la probabilité conditionnelle PP (-|Fy) pour
laléa w € Q et on dit que la suite (X,)nen satisfait un théoréme central limite quenched des
lors que pour P-presque tout w € €,

Sn L

_n 2 w
\/ﬁmN(O,U) sous [P,

Dans le cas classique (c’est a dire que le TCL est satisfait sous la probabilité P), on dit que le
théoreme est annealed.

Il est important de remarquer que le fait que P soit bien définie n’est pas trivial. Ceci vient
de la nature de l'espace d’arrivée des variables aléatoires. En effet, puisque R est un espace
polonais, la discussion de la section précédente assure I'existence de cette version réguliere de la
probabilité conditionnelle sachant Fj.

Dans le cas uni-dimensionnel (d = 1), il existe une autre fagon de définir les théorémes
quenched : celle-ci se fonde sur les chaines de Markov et justifie 'appellation de théoréme limite
démarré a un point (voir les articles [DLO1] et [BPP16]). Pour cela, on construit une chaine de
Markov de maniére canonique : soit (S,S) un espace d’états que I'on munit d’une mesure de
probabilité 7, P une probabilité de transition sur S x S et on note & = (§;)ien ou & (w) = w;,
pour tout w € SN et pour tout i € N, en d’autres termes ¢ est I'identité sur SY. On désigne par
P (resp. P, ou x € 5) la loi de la chaine de Markov homogene ¢ de mesure initiale 7 (resp. d;)
et de probabilité de transition P, c’est a dire que

Pr(§o € A) = w(A4), Pa(éo € A) = 6:(4),

et
Pr (§nt1 € Alén = y) = Py (§ny1 € Al = y) = P(y, A)

pour tout A € S, pour tout n € N et pour tout y € S.
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Les probabilités P, correspondent alors aux versions réguliéres des probabilités conditionnelles
sachant Fy ou (F;);en est la filtration naturelle associée a la chaine de Markov. On dit qu'un
théoréme central limite démarré d un point x € S est satisfait s’il existe des suites (s, )nen C R%
et (mp)nen C R telles que

Sp—m
= - £ N(0,0?) sous P,,
Sn n——+oo
ou Sy, :=>1v f(&), avec n € N* et f:.S — R une fonction mesurable.

Si cette convergence est satisfaite m-presque siirement, on dit que le théoreme est quenched.
L’équivalence de ces deux définitions découle du fait que toute suite stationnaire peut s’écrire
comme une fonctionnelle d’une chaine de Markov (voir [WW04]).

Parmi les premiers résultats qui nous intéressent figurent ceux de Mikhail Gordin et Boris LifSic
exposés dans le chapitre IV du livre de Andrej Borodin et II’dar Ibragimov [BI95] (article original
par Mikhail Gordin et Boris Lifsic [GL81]; voir [DL01]) concernant les chaines de Markov. En
considérant une chaine de Markov (&,),ecny homogene de probabilité de transition P construite
canoniquement et dont I'espace d’états (5, S) est muni de la mesure invariante 7 (i.e. 7 = 7 P),
alors pour m-presque tout x € S, le théoreme quenched suivant est satisfait.

\/15 Zz: fl&) —— N (0, /5(92 - (Pg)2)d7r> sous P,

n—-+00

deés lors que f est un cobord dont la fonction de transfert g est de carré intégrable par rapport
a la mesure 7.

En 2001, Yves Derriennic et Michael Lin [DLO01], ont étendu ce résultat en affaiblissant les
conditions sur la fonction f.

Plus tard, des théorémes quenched ont été obtenus pour de nombreux autres processus comme
ceux satisfaisant la condition projective de Hannan (voir [CV13]) ou encore les fonctionnelles de
chaines de Markov réversibles [CP12].

Pour les versions fonctionnelles du TCL quenched, on pourra citer & nouveau I'article d”Yves
Derriennic et Michael Lin [DLO1] dans lequel est obtenue, en plus d'un TCL, une version fonc-
tionnelle de celui-ci sous les mémes hypotheses. Un résultat plus récent est celui Christophe Cuny
et Dalibor Volny [CV13] donnant le principe d’invariance quenched sous la condition de Hannan.

Dans le cas des champs (d > 1), les théorémes limite quenched ont rarement été étudiés. Lors de
I’écriture de ce mémoire, I'unique résultat donnant un TCL et un principe d’invariance quenched
pour des champs de variables aléatoires semble étre celui de Magda Peligrad et Dalibor Volny
[PV19]. Leur article contient un théoréme central limite quenched pour les ortho-martingales et
un principe d’invariance quenched démontré par une décomposition martingale-cobord. En ex-
plicitant un exemple d’ortho-martingale qui satisfait un TCL annealed mais pas la version quen-
ched, les auteurs ont montré que l'existence d’un moment d’ordre deux fini n’est pas suffisante
pour obtenir le TCL quenched. Néanmoins les auteurs ont donné une condition suffisante sur les

moments pour obtenir le TCL quenched : E [Xg Iné-1(1 + |X0|)} < 400,010 = (0,---,0) € Z.
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Définissons le cadre dans lequel ont été établis ces résultats. On considére une tribu Fq, des
transformations 711, ..., Ty bijectives bimesurables qui préservent la mesure et commutent ainsi
que Xg une variable aléatoire Fo-mesurable. On définit alors, pour tout i € Z¢,

X;=XooTj' - Ty et Fi=T "Fo.

On suppose que la famille de tribus (F;);cz¢ ainsi construite est une filtration commutante et on
note P¥ une version réguliere de la probabilité conditionnelle PP (-|Fp) pour l'aléa w € Q. Alors
dans leur article de 2019, Peligrad et Volny [PV19] établissent les théoremes centraux limite
ainsi que leurs versions fonctionnelles suivantes.

Théoréme 1.6.2. Supposons que (X;);cza est une ortho-martingale de carré intégrable pour F
et qu’au moins l'une des transformations 11, ..., Ty est ergodique. Alors, pour P-presque tout
w € Q, on a la convergence en loi suivante :

S,
b L N(0,02) sous P¥,

oto?=E[XE et1=(1,...,1) €74

Théoreme 1.6.3. Si en plus des hypothéses du théoréme précédent, on suppose que

E [Xo Iné-1(1 + |X0|)} < 400, alors pour P-presque tout w € €, on a la convergence en loi

sutvante :
Sn L

\ /|n| n—+oo

Théoreme 1.6.4. Sous les hypothéses du théoréme 1.6.2, pour P-presque tout w € ), on a la
convergence en lot suivante :

N(0,6%)  sous P“.

SLntJ r )
<”d/2 >t€[0,1]d Tntoo (0Bt)iejoaga  sous ¥,

0t (Bt)yepoa1¢ est un drap brownien standard et la convergence a lieu dans D([0, 11%) muni de la
topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 1.6.5. Sous les hypothéses du théoréme 1.6.3, pour P-presque tout w € 2, on a la
convergence en loi suivante :

S
( LntJ) *—E—_)(UBt)te[o,l]d sous PY,
telo,1]d

|n| n—-+o0o

0t (Bt)gepo,1¢ est un drap brownien standard et la convergence a lieu dans D([0, 11%) muni de la
topologie de la convergence uniforme.

Ces quatre résultats nous serviront de fondation pour démontrer le TCL et sa version fonction-
nelle dans le cas quenched pour des processus satisfaisant a la condition projective de Hannan.
En effet, dans le chapitre 3 nous généraliserons les deux premiers résultats au moyen d’une ap-
proximation par ortho-martingale décrite dans la section 1.1.3 et puis dans le chapitre 4 nous
énoncerons des conjectures généralisant les deux derniers résultats. A nouveau, une idée de la
preuve de ces conjectures se base sur une approximation dont ’heuristique est décrite dans la
section 1.3.2.






2. Statistique

Dans tout ce chapitre N est un entier strictement positif, (€2, F,P) est un espace de probabilité
et K est un noyau (statistique), c’est & dire une fonction intégrable de RY dans R dont 'intégrale
vaut 1.

2.1. Estimateurs non-récursifs a noyau

Pour la premieére partie de ce chapitre, nous étudierons des estimateurs non-récursifs & noyau.
Dans un premier temps nous considérerons le cas i.i.d. puis le cas des champs de v.a. dépendantes
dont la dépendance est décrite, dans un premier temps, par un mélange fort au sens de Rosenblatt
[Ros56a] et, dans un second temps, par une dépendance faible au sens de Wu [Wu05].

2.1.1. Estimateurs de la densité

On commence par 1’étude de ce chapitre par ’estimation de la densité. Pour cela considérons
X = (Xpn)nen une suite stationnaire de vecteurs aléatoires a valeurs réelles. Supposons que leur
loi (commune) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et notons f une
densité commune de toutes ces variables.

Cas i.i.d.

Nous énoncons le résultat historique donnant la normalité asymptotique des estimateurs de
la densité dans le cas i.i.d. Ce résultat est fondamental puisqu’il fut le premier résultat de
normalité asymptotique pour des estimateurs a noyau et les conditions minimales de fenétre y
furent introduites. Dans ce qui suit, on considérera que la suite X est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Estimateur de Parzen-Rosenblatt L’estimateur a noyau de la densité de Parzen-Rosenblatt
dans le cas non récursif fut introduit par Emanuel Parzen [Par62] en 1962 et Murray Rosenblatt
[Ros56b] en 1956. 11 est donné en tout point x € R et pour tout n € N* par

PRy = L ‘nl K (‘” ;nX) (2.1)

nby, :

ol (by)nen est une suite décroissante de réels strictement positifs et K est un noyau.
Remarque. Les b,,n € N sont appelés paramétres de fenétre.

Dans de nombreux articles, les résultats de normalité asymptotique sont étudiés dans le cas
multi-varié. Cependant, par souci d’uniformisation, nous n’énoncerons les théoréemes que dans
le cas uni-varié.

Deux ensembles de conditions tres classiques en estimation par noyau (qui furent introduites
par Emanuel Parzen [Par62]) sont les suivants.

99
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Conditions (K). Le noyau K satisfait les hypothéses suivantes.
(K1) K est pair.

(K2) K est borné.

(K3) |yl | K(y)| tend vers O lorsque ||y|| tend vers +oc.

Conditions (M). La suite (by)nen satisfait les hypothéses suivantes.

(M1) b, —— 0.
n—-+00
(M2) nb, ——— +o0.
n——+oo

Emanuel Parzen [Par62] établit dans son article de 1962, le théoréme central limite suivant.

Théoréme 2.1.1 (Parzen, 1962). Supposons que K satisfasse les conditions (K) et que (bp)nen
satisfasse les conditions (M), alors on a la convergence en loi suivante :

Vinby (f£7(x) = E £ (@)]) ——— N(0,07),

n—+o00
pour tout x € R avec 0% = f(z) [z K(z)*dx.

La preuve de ce résultat repose sur l'utilisation du théoréme 1A dans [Par62] dont nous ferons
usage dans les chapitres 5 et 6 et que nous donnons ci-apres.

Théoréme 2.1.2 (Théoréme 1A, [Par62]). Si une fonction M : R — R intégrable satisfait auz
conditions (K2) et (K3) et si g : R — R est intégrable, alors pour toute suite (hy)nen de réels
positifs qui converge vers 0 et pour tout x € R tel que g soit continue en x, on a

n—-+o0o

it [ 31 (1) gt = ity ———> glo) [ M.

Remarque. Dans le théoréme précédent M n’est pas forcément un noyau.

Afin d’établir des intervalles de confiance, il est plus commode de déterminer la convergence
en loi de la suite (\/ nby, ( fPE_ f ($)>) oy Vers une loi normale centrée réduite. Dans le cadre
n

énoncé précédemment, si on suppose de plus que nb? — 0 lorsque n — 400, alors on obtient ce
nouveau théoreme central limite. Dans la suite, nous essayerons, dés que possible, de donner la
normalité asymptotique sous cette forme.

Dans la littérature, les conditions (ﬂ) sont appelées conditions minimales sur le paramétre
de fenétre.

Cas dépendant

Désormais, il serait intéressant d’imposer des conditions de dépendance sur les données. D’une
part, cela nous permettrait d’étendre les résultats précédents a des données qui ne sont pas indé-
pendantes ce qui est souvent le cas lorsque 1’on souhaite utiliser ces estimateurs sur des données
réelles. De plus, les données spatiales n’ont de réel intérét que s’il y a une condition de dépen-
dance, en effet lorsque l'on traite des données spatiales et i.i.d. on peut simplement se ramener
au cas séquentiel en listant les observations les unes apres les autres, au travers de n’importe
quelle bijection de Z¢ dans N, ce qui rendrait la structure de grille inutile. Remarquons que la
méthode qui consiste a lister les données au travers d’une bijection nous sera utile dans le cas
dépendant ; mais dans ce cas, il faudra choisir attentivement la bijection en tenant compte de la
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condition de dépendance.

Une multitude de conditions de dépendance sont envisageables mais nous ne nous intéresserons,
ici, qu’a deux en particulier : le mélange fort au sens de Rosenblatt [Ros56a] et la dépendance
faible au sens de Wu [Wu05] que nous avons déja présentés dans les sections précédentes.

Pour pouvoir étudier ces estimateurs dans le cas des données spatiales, il faut généraliser la
définition 2.1 & ce cas. En considérant des régions non-vides A,,n € N* de la grille Z¢ et un
champ stationnaire (X;);cza de vecteurs aléatoires & valeurs dans RY dont la loi commune est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et admet une fonction inconnue
f pour densité par rapport a cette derniére, I’estimateur de Parzen-Rosenblatt pour des données
spatiales est donné pour tout n € N* et en tout point € R par

1 - x— X;
PR _ T

ol (bp)nen est toujours une suite décroissante de réels strictement positifs et (Aj,)nen est une
suite de régions de Z? telles que |A,| — +o0 lorsque n — +oo0.

Dans ce qui précede nous avons introduit les conditions minimales sur le parameétre de fenétre
comme l'avait fait Emanuel Parzen dans [Par62], notons que puisque nous nous intéressons
au cas multi-varié (N > 1), il est nécessaire d’adapter ces conditions. Ainsi nous considérons

I’extension des conditions (M) suivante.

Conditions (M). La suite (by)nen satisfait les hypothéses suivantes.
(M1) by —— 0.
n—+oo

(M2) nb —— +o0.
n—-4o00

Evidemment les premiers théorémes limite pour ces estimateurs ont été obtenus dans le cas
uni-dimensionnel (i.e. d = 1) et dans ce cas A,, = [1,n]. Jusqu’a mention du contraire, d = 1.

Mélange fort Dans toute cette section, on suppose que les conditions (K) et (M) sont satis-
faites. On suppose de plus que le noyau K satisfait la propriété ci-dessous.

/ V2K ()| du < 400, (2.3)
R
Premierement, nous nous intéressons au cas du mélange fort. Un des premiers résultats dans

cette direction est celui de Denis Bosq [Bos98] (Théoréme 2.3) dans lequel 'auteur suppose que
les conditions suivantes ! sont satisfaites.

sup || fse — f @ fll o < +o0, (2.4)
s<t
sSup Hft17t2,t37t4||oo < 00, (2'5)
t1<ta<t3<ty

ou ft, 1, est une densité du vecteur aléatoire (X, Xt,) et fi, t5.45,, €St une densité du vecteur
aléatoire (Xy,, Xy, Xy, Xt,),ti € R,i € {1,2,3,4} dont on suppose que la loi est absolument

1. La premiere condition est devenue, par la suite, tres classique dans le domaine de I’estimation
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continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%. Et en supposant que f est suffisamment
réguliére et que le parametre de fenétre satisfait a ’égalité

C _ 1
nN+4

n = Inlnn

pour un certain ¢ > 0 et que les coefficients de mélange satisfont & o oo (k) = O(k™%) ot 8 = 2,
Denis Bosq obtient le résultat de normalité asymptotique suivant : pour tout x € R tel que

f(x) >0
Vo (F7R (@) = f(x)) ——— N(0,0%(x))

n—-+o0o

ot 02(z) = f() Jgp K*(u)du. Denis Bosq démontre ce théoréme en utilisant la méthode de
Bernstein et, afin de montrer la normalité asymptotique des grands blocs, il approxime ces

derniers par un tableau triangulaire (W), ) n>1 de variables i.d.d. (ligne a ligne) satisfaisant
1<kn<n
a la condition de Lyapounov :

kn
% S [WaiP] ———0

b — n—-+oo
pour 02 = nV[W,,1].
En 1999, Denis Bosq, Florence Merlevede et Magda Peligrad [BMP99], obtiennent dans le cas

uni-varié (N = 1) un théoreme limite dont le domaine d’applications est plus vaste. En effet les
auteurs se débarrassent de I’ hypothese (2.5) et déduisent des deux hypotheses suivantes

Z koo 00 (k) < 400 (2.6)
k>1
et
by =n'2lnn et b, =o(n"'%) (2.7)

un théoréme central limite pour I'estimateur f'# sous des hypothéses de régularité de la densité
inconnue f ainsi que du noyau K.

Dans le cas spatial (d > 2) et uni-varié (N = 1), Mohamed El Machkouri [EM11] a établi le
résultat ci-dessous de normalité asymptotique pour l'estimateur défini par (2.2).

Théoréme 2.1.3 (El Machkouri, 2011). Supposons que A, = [1,n]¢ pour tout n € N* et que
les conditions suivantes soient satisfaites :

1. la loi commune des X;,i € Z% est absolument continue par rapport & la mesure de Le-
besgue et on note par f une densité de probabilité de cette loi que l’on suppose continue et
strictement positive ;

2. pour tout i € 74\ {0}, la loi du couple (Xo, X;) est absolument continue par rapport d la
mesure de Lebesque sur R? et on note par foi une densité de probabilité de cette loi de
probabilite ;

3. K est a support compact et de carré intégrable ;
4. by, — 0, n%,, — +oo et ndbz — 0 lorsque n — —+o00.

5. 3 m2d-lay o (m) < 4o0.
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Pour tout x € R,

Vo, (175 (@) = f(2)) —— N(0,0%),

n——+0o00
ot 0? = f(z) f[p K?(u)du.

L’auteur obtient ce résultat au moyen de la méthode de Lindeberg. Dans la preuve, il développe
aussi de nombreuses astuces de calcul qui nous seront utiles pour les preuves des chapitres 5 et
6.

Dépendance physique au sens de Wu Ce mode de dépendance ayant été introduit en 2005 par
Wei Biao Wu [Wu05], il n’existe que peu de résultats pour les estimateurs de Parzen-Rosenblatt
dont les données forment une suite ou un champ p-stable. Nous rappelons que Mohamed El
Machkouri [EM14] a obtenu, en appliquant la méthode de Lindeberg, le résultat majeur suivant
traitant des champs 2-stables uni-variés (N = 1).

Théoréme 2.1.4 (El Machkouri, 2014). Sous les conditions suivantes :

1. la loi commune des X;,i € 74 est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
et on note par f une densité de probabilité de cette loi. On suppose que f est strictement
positive, continue et bornée;

2. pour tout i € Z4\ {0}, la loi du couple (Xo, X;) est absolument continue par rapport d la
mesure de Lebesque sur R? et on note par foi une densité de probabilité de cette loi de
probabilité. De plus sup, ,yer2 | fo,i(7,y) — f(z)f(y)] < +o0;

i€z?
3. K est Lipschitz, de carré intégrable, pair et vérifie [p |uK (u)|du < +00;
4. by — 0, [Ap|by, — +00 et |[Ay|b2 — 0 asn — +o0;
. 5d
5. Yiega |t 052 < Fo0.
Pour tout x € R,

Vntba (£ (@) = f()) —=— N(0,0%),

n—-+oo
ot 0%(z) = f(z) fg K*(u)du.

Comme le précise 'auteur, si on ne considére que des processus linéaires a la place des champs
de Bernoulli généraux, il est possible d’affaiblir I’hypotheése 5 tout en conservant le résultat au
coiit de la perte des conditions minimales sur le parameétre de fenétre (voir Hallin et al. [HLTO01]).

Il est intéressant de remarquer que pour pouvoir traiter les champs p-stables, il est d’usage
d’utiliser une approximation par des champs m,-dépendants ou (my,), est une suite d’entiers
bien choisie. On controle ensuite cette approximation au travers d’une inégalité de moment telle
que celle démontrée par Wei Biao Wu dans [Wu05] (Théoréme 1). Pour obtenir cette inégalité,
I'un des arguments principaux repose sur 'inégalité de Burkholder 1.4.4; par la suite 'inégalité
obtenue par Wu fut améliorée dans les travaux de Wei Biao Wu, Dalibor Volny et Mohamed El
Machkouri [EMVW13] ot 'on commence & voir apparaitre la forme actuelle de celle-ci et dans
celui de Mohamed El Machkouri [EM14] dans lequel apparait ’approximation par des champs
mp-dépendants. Nous verrons dans les chapitres 5 et 6 que cette inégalité peut étre étendue
au cas de la régression pour les estimateurs a noyau de la régression dans le cas non-récursif
dans un premier temps (Proposition 5.4.5) puis, dans un second temps, aux estimateurs récursifs
(Proposition 6.3.7).
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2.1.2. Estimateurs de la régression

Dans de nombreuses situations, les statisticiens cherchent a connaitre la relation qui existe
entre des prédicteurs et une réponse. Lorsque la forme de la relation est inconnue, il est néces-
saire de faire appel a ’estimation non-paramétrique. Cette question, somme toute naturelle, est
néanmoins tres importante en statistique. Ce domaine des statistiques a été fortement étudié du
fait qu’il ouvre la porte a la prédiction et donc a des applications directes et évidentes des objets
mathématiques étudiées. On pourra donner comme exemples, des applications en météorologie,
en économie ou en physique (voir les travaux de Grzegorz Dudek [Fil+14; Dud18; Rut+14]). Il
existe de nombreux articles concernant les propriétés asymptotiques des estimateurs a noyau de
la régression pour les séries temporelles. On pourra citer, notamment, Zudi Lu et Ping Cheng
[LCI7], Peter Robinson [Rob83], Herman Bierens [Bie87], Wolfgang Hérdle et Alexandr Tsyba-
kov [HT88] et bien d’autres références.

Afin de présenter ce concept, nous considérerons le cadre d’étude suivant.

Soit ((Yi, Xi))ien une suite stationnaire de couples de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans
R x RV : tout comme Destimation de la densité consistait & déterminer au mieux le comporte-
ment de la densité sous-jacente des données identiquement distribuées, le but de I’étude de la
régression est de déterminer le comportement de la fonction de régression

r:x— E[Yp|Xo = z]. (2.8)
Dans la suite, et jusqu’a mention du contraire, on prendra N = 1.

Geoffrey Watson remarque, dans [Wat64], que des lors que (Yp, Xo) admet une densité de pro-
babilité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?, on peut réécrire la fonction r par

_ Jryuf(z,y)dy

= S y)dy (2:9)

r(z)

pour tout x € R tel que le dénominateur ne s’annule pas. Il est intéressant de remarquer que
I'on peut estimer le dénominateur (resp. le numérateur) grace a U'estimateur fI'% (vesp. ¢,) ol

1 & T — X; 1 & T — X;
PR ? 7
: — S K t o — S VK . 2.10
LA ( b ) T, 2 ( b ) (2.10)

n =1

Cas i.i.d

Tout comme pour les estimateurs de la densité, les premiers résultats traitant des estima-
teurs de la régression furent énoncés dans le cadre i.i.d. c’est a dire que les couples aléatoires
(Y;, X;),1 € N sont supposés indépendants et identiquement distribués. Supposons de plus que
la loi des variables de régression est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
et admette f pour densité inconnue.

Estimateur de Nadaraya-Watson Un outil tres souvent mis a profit pour estimer r, est ’es-
timateur de Nadaraya-Watson qui fut défini par Elizbar Nadaraya [Nad64] et Geoffrey Watson
[Wat64] de la maniére suivante. Pour tout n € N* et en tout x € RV, I'estimateur de Nadaraya-
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Watson 7, (z) est donné par

rn(z) = l?llg(g”b;)) iR (55) £ (2.11)
% Y ' sinon

ot (by)nen est une suite décroissante de réels strictement positifs et K est un noyau.

De méme que pour 'estimateur de Parzen-Rosenblatt, on peut étendre la définition de cet
estimateur aux données spatiales de la maniére suivante. Pour tout n € N* et en tout z € Rx,

(@) = ZK((X)> i Sien, K () #0 (2.12)
ﬁzieAnYi sinon

ol (Ay)nen+ est une suite de sous-ensembles finis de Z4, (bn)nen+ est une suite décroissante de
réels strictement positifs qui converge vers 0 lorsque n tend vers +o0o et K est un noyau.

Remarque. Dans le cas ot d = 1, les deux définitions coincident deés lors que A,, = [1,n] pour
tout n € N*.

Dans un premier temps, nous énoncerons les résultats obtenus dans le cas uni-dimensionnel
(i,e. d=1et Ay, =[1,n],n € N¥).

Afin d’obtenir la normalité asymptotique de lestimateur r,, Elizbar Nadaraya suppose dans
[Nad64] les conditions (K2), (K3) satisfaites, ainsi que

by ——— 0, nb2 ———0 et sup|¥;| < +oo.
n—-+00 n—-+0o ieN

Et il obtient, alors, que pour tout x tel que f(z) > 0,

M(Tn(x) _ Elpn(2)] ) £ 5 N(0,0%(2)),

E[fi ()]
2 1.2

ot o) = SERO=TE) |ge2 ),

Remarquons que ce résultat est obtenu en faisant usage du théoréme 1A dans [Par62] comme

c’était le cas pour obtenir la normalité asymptotique de l'estimateur de Parzen-Rosenblatt (voir
théoreme 2.1.1).

Cas dépendant

Tout comme pour 'estimateur de la densité de Parzen-Rosenblatt, il existe de nombreux
résultats donnant la normalité asymptotique de l'estimateur de la régression sous certaines
conditions de dépendance. Commencons par traiter le cas du mélange fort.

Mélange fort Un des premiers résultats traitant de l’estimation par noyau de la régression
pour le a-mélange est celui de Peter Robinson [Rob83]. Sous I’hypothese sur les coefficients de
mélange suivante :

+oco
Zjozoo,oo(j) < 400.
j=0
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De plus, il requiert des hypotheses plus fortes que (K2) et (K3) sur le noyau K. Enfin Ro-
binson ajoute aux conditions minimales de fenétre 'hypothese : nb2**! — 0 pour un certain
A > 0 et il exige que les fonctions f et r satisfassent a des conditions de régularité.

Sous ces hypotheses et en supposant que
rz—E [YOQ\XO = x} est continue (2.13)
et Yj est bornée, il obtient la convergence en loi suivante :
Viby (ra(z) = 1(2)) ————= N(0,0%(x)),

ou

K?(u)du. (2.14)

Notons que la condition (2.13) est tres classique et que nous serons amenés a la recroiser dans
les chapitres 5 et 6.

Pour des données spatiales (d > 2), nous obtenons dans le chapitre 5 un résultat de normalité
asymptotique pour l'estimateur défini par (2.12) qui généralise le résultat de Gérard Biau et
Benoit Cadre [BC04] ci-dessous tout en réduisant les hypotheses.

Désormais, IV est un entier strictement positif quelconque. On considére les hypotheéses sui-
vantes.
Conditions (R).
- (Xo,Yo) admet une densité de probabilité notée g par rapport d la mesure de Lebesque sur
RN,

- il existe un réel D > 0 tel que les couples (X;, X;) et ((X;,Y5),(X;,Y;)) admettent des

densités de probabilité notées ,respectivement, f; j et g; j, dés que |4 — 3| > D. De plus, on
suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|fig(u,v) = fu)f(v)] < c
et
19i,5(s,t) — g(s)g(t)] < ¢
pour tous u,v € RN et pour tous s,t € RN+L
- les fonctions f et r sont Lipschitziennes, la fonction E [YOQIXO =] est continue et stric-
tement positive.
Conditions (B). La suite (by)nen satisfait les hypothéses suivantes.

- by, —— 0.
n—-+00

<AL BNFZ — 0.

- il existe § €]0,1/2[ tel que |An]bflv(l+2d5) 1n(|An’)—8d/b 0.
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- il existe une suite (qn)n d’entiers strictement positifs telle que

Gn ———— +00, (| An|bY T2 1 (A, )8y "58 — 5 0.
n—-+o0o n——+o0o

Conditions (D). Les coefficients de mélange (too,00(n))nen satisfont d

‘A |Z+OO ‘d—1 (iqn)—>0

n——+o0o
- b V(ALY e it lad, () ——— 0.

n—-+oo

Théoréme 2.1.5. Sous les hypothéses (R), (B) et (D) et si
- les régions A\, sont rectangulaires ;

- il existe deux réels strictement positifs a et b tels que E [e“lyo‘b} < +o0;
- pour tous 1,75, et pour tout x € RN tel que f(z) >0, on a

B[x (S5 k (59)] —o (),

n n

- K est Lipschitzien et a support compact ;

alors, pour tout x € R tel que f(z) >0, on a la normalité asymptotique

VAN (ra () — r(2)) —S— N(0,0%(2)),

2 =z|—-r?(z
oit 0%(a) = I foy K2(upau

Notons que la condition requérant I'existence de moments exponentiels finis pour les données
est une hypothése relativement cotiteuse due a 1'utilisation de la méthode de Bernstein. Dans
notre théoreme 5.2.2, nous obtenons la conclusion sans avoir a supposer une telle hypothese gréace
a la mise en ceuvre, dans la preuve, de la méthode de Lindeberg. De plus, cette méthode nous
permet de n’imposer que les conditions minimales de fenétre pour ’obtention de la normalité
asymptotique au lieu des hypotheses (B) qui sont plus restrictives (voir les commentaires a la
suite du corollaire 5.2.3).

Dépendance physique au sens de Wu Tout comme pour le cas de I'estimation de la densité,
il existe peu de résultats dans la littérature traitant de ’estimation de la régression pour des
données faiblement dépendantes au sens de Wu [Wu05]. Notons toutefois, pour d =1 et N =1,
le résultat récent obtenu par Wei Biao Wu, Yinxiao Huang et Yibi Huang [WHH10].
Premiérement, on définit une condition de régularité au voisinage d’un point =z € R.

Conditions (V(z)). f(z) > 0 et il existe un voisinage de = sur lequel la fonctiony — E[|Ys|P| Xo = y]
est bornée pour un certain p > 2.

Dans un second temps, on considére I’hypothese suivante qui permet le contréle des coefficients
de dépendance physique.
Conditions (C). En posant, pour tout x € R, §;2(x) = || fix1(x]o(gj,7 < 0)) — fir1(z|o(ehies, 5 < 0))|ls,

— 2
on suppose que bﬁ ez (Z?:f_j SUPgcRr 5i,2(w)> m 0.
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Dans cette condition, on a repris les notations de la section 1.5.3 et on a noté f;(:|G) la densité
conditionnelle de X;,; sachant la tribu G 2,

Théoréme 2.1.6 (Wu et al., 2010). Supposons satisfaites les conditions (M), (K1), (K2) et
(C); de plus, supposons que le support du noyau K est compact. Alors, si r est continue, f est
bornée et que l'hypothése (2.13) est satisfaite, pour tout x € R tel que V(x) est satisfaite, on a
la convergence en loi suivante :

Vit (i) = g ) e N0, @)

ot fPE(z) est donné par (2.1), ¢, (x) est donné par (2.10) et o(x) est donné par (2.14) deés
que nb, — 0 lorsque n — +00.

Corollaire 2.1.7. Sous les conditions du théoréme précédent, et si on suppose de plus que f et
r soient de classe C?, alors pour tout x € R satisfaisant V(z),

Vb (rn (@) — 1(x)) ——— N(0,0%()),

n—-+0o

ot o?(x) est donné par (2.14).

2.2. Estimateurs récursifs a noyau

De nos jours, ’estimation non-paramétrique a noyau est un domaine populaire et bien établi
en statistique mais malgré les performances notables des estimateurs a noyau, le probleme des
données en masse et celui des données acquises en continu posent de nouveaux probléemes. En
effet, les nouveaux outils numériques permettent aux statisticiens de collecter des quantités tres
importantes de données ce qui entraine des difficultés pour leur analyse surtout lorsque des
estimations instantanées sont requises. En raison du fait que les estimateurs récursifs satisfont a
une relation de récurrence, ils possedent ’avantage de pouvoir étre mis a jour en temps constant
quelque soit le nombre d’observations que 1’on a obtenues précédemment. Ceci les oppose a leurs
équivalents non-récursifs qui doivent étre recalculés entierement dés que de nouvelles données
sont disponibles et permet de réduire le colit de calcul de I'estimateur. Il existe de nombreux
résultats concernant les propriétés asymptotiques des estimateurs récursifs de la densité ainsi
que de la régression pour des données i.i.d. et fortement mélangeantes. On pourra citer, par
exemple, les travaux d’Aboubacar Amiri [Amil2], Xiaohong Chen, Yinxiao Huang et Wei Biao
Wu [CHW13], Laszl6 Gyorfi et Elias Masry ([GM87], [GM90]), Elias Masry [Mas86], George
Roussas et Lanh Tran [RT92]|, Li Wang et Han-Ying Liang [WLO04] et encore d’autres.

2.2.1. Estimateurs de la densité
Cas i.i.d.

En se plagant dans le méme cadre que dans la section 2.1.1, on donne quelques exemples
d’estimateurs récursifs de la densité.

2. C’est & dire la dérivée de la fonction y — P(X;11 < y|G).
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Nom de 'estimateur

Expression explicite

Wolverton-Wagner VW (z) = ,11 g 5, ( XZ)
Deheuvels DAV (1) = Zn Y K (z bZXZ>
Davies-Wegman I DW( )= \ﬁ Zz 1 \F (x_bX )
X

Amiri (¢ € [0,1])

fn( ) ST b N(l ) ?:1 b}veK xzb 1)

Hall-Patil

fall(z) = gt i1 K

Z?:1 Wi

Comme nous l'avons précisé dans l'introduction de cette section, I'intérét de ces estimateurs
réside dans le fait qu’ils satisfont a une relation de récurrence, ce qui réduit fortement les temps
de calcul de 'estimateur (voir Figure 2.1 et Figrue 2.2). Nous nous intéressons, tout d’abord a

cette relation de récurrence.

Estimateur Relation de récurrence
i W)~ A )+ K (=)
DHV DHV Zn_ 1 z—Xp
I 1 <>— o @)*zz;lb/(( )
DW DW _ (n=1) bn 1 —Xn
" 1bN<1 D) p=Ne B
fheef0.1) | fi(x) = ZiN()f 1< )+ anbwfc (2522
HP HP 21_11 Wi L[ p 1wy, 2—Xp
In n (%) = ST e no1 () + W@K< . )

Comparaison du temps de mise a jour des estimateurs Dans ce qui suit, nous effectuons une
comparaison numérique du temps de mise & jour des estimateurs fI'% et fYW. Pour cela, nous

simulons un flux de données par paquet de 1000 observations, c’est a dire que les données nous

sont accessibles que par paquets de 1000 observations. Et nous déterminons les temps de mise a
jour de ces deux estimateurs a chaque paquet recu. Le graphique ci-dessous présente les temps

de mise a jour des deux estimateurs pour un paquet de 1000 observations en fonction du nombre
de données que I’on a déja en notre possession.



70 2.2. Estimateurs récursifs 4 noyau

1.6
—— R ©

14 o W /

1.0 - /
0.8 - /

Temps de caleul (s)

0.4 /

Taille de I'échantillion

FI1GURE 2.1. — Comparaison du temps de calcul pour des mises a jour par paquet de 1000 ob-
servations de I'estimateur non-récursif fI'% et I’estimateur récursif f\V'W

Nous remarquons que l'estimateur récursif possede un temps de mise a jour constant en fonc-
tion du nombre de données déja obtenues, alors que I'estimateur non-récursif posséde un temps
de calcul affine en fonction des données déja obtenues. Ceci provient du fait que lors de la mise a
jour de I'estimateur non-récursif, on doit recalculer ’estimateur en tenant compte de toutes les
observations précédentes alors que dans le cas non-récursif seules les nouvelles données influent
sur le temps de mise a jour.

Dans les graphiques ci-dessous, nous considérons cette fois-ci un flux de données en continu,
c’est a dire que les observations arrivent séquentiellement et que nous les traitons une a une. De
méme que précédemment, nous déterminons les temps de mise & jour des estimateurs fI7 et
fIWW  Les graphiques ci-dessous présentent les temps de mise & jour en continu (une observation
seulement & chaque mise & jour) des deux estimateurs en fonction du nombre de données que
I'on a déja en notre possession. Les points du graphiques correspondent aux relevés de temps
effectués toutes les 20 observations.
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(b) Estimateur récursif f/VW

FIGURE 2.2. — Temps de calcul pour des mises a jour en flux continu de ’estimateur non-récursif
PR et de I'estimateur récursif fVW

Nous attirons tout particulierement I'attention du lecteur sur la différence d’échelle des axes
des ordonnées. A nouveau, nous notons I'avantage en terme de temps de calcul des estimateurs
récursifs par rapport a leurs équivalents non-récursifs.

Normalité asymptotique des estimateurs récursifs Pour chacun de ces estimateurs 3, on peut
donner des conditions suffisantes afin d’obtenir la normalité asymptotique.

Afin d’étudier la normalité asymptotique de 'estimateur de Wolverton-Wagner, nous intro-
duisons la condition suivante.

Condition 2.2.1. I eziste § €]0,1] et 0 < C; < Cy < 400 tels que Cin P < b, < Con™? pour
tout n € N*.

Richard Bradley [Bra83] a établi, en 1983, la normalité asymptotique de cet estimateur sous
la condition 2.2.1, c’est a dire

= (@)~ B[V (@)]) —E— N(0,0%(a)),

/N b—l n—-+oo
i=1Y

pour tout z € R ou o%(x)= f(z) [z K*(u)du. Nous pouvons faire plusieurs remarques sur les
travaux de Richard Bradley. Dans un premier temps, il est intéressant de remarquer que la
preuve du théoréme précédent repose sur le théoréme de Dovertzky [Dvo70] que l'on a déja
rencontré dans la section (1.1.3). De plus, précisons que Richard Bradley obtient ce résultat de
convergence pour des données satisfaisant a une condition de dépendance (plus spécifiquement
lauteur impose un contrdle des coefficients de corrélation mazimale définis par (1.29)); bien
que dans le cas i.i.d. ces conditions soient trivialement vérifiées. Enfin, Richard Bradely obtient
aussi un résultat similaire pour les estimateurs de Deheuvels dans ce méme article.

En 1973, Paul Deheuvels [Deh73] a obtenu la normalité asymptotique pour les estimateurs
éponymes dans le cas i.i.d. Pour ce faire, il suppose que le noyau K est une densité bornée et
satisfait a la condition énoncée ci-dessous.

K(y)dy —— 0
/|y>t!y\ (y)dy ———

3. L’estimateur d’Amiri sera traité dans le cas dépendant uniquement puisque Amiri a étudié la normalité
asymptotique dans ce cas.
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En combinant les théorémes 1 et 3 (d) dans Particle de H.I. Davies et Edward Wegman [WD79]
de 1979, il est possible d’obtenir un théoréme central limite pour I'estimateur de Davies-Wegman
si on suppose les propriétés (K2), (K3), (M) ainsi que la condition

nb,,
In(n)(In(ln(n)))?  n—+oo

+00

satisfaites. En effet en supposant de plus que la suite ( 1 Yoy \/hi> - COVEIge vers (e Rt
n *

n\ hn

et que f est continue et strictement positive, H.I. Davies et Edward Wegman [WD79] ont établi
en 1979, le résultat de normalité asymptotique suivant pour l'estimateur éponyme : pour tout
reR

Vb, (F2V (@) = (0+1) f(2)) —=— N(0,0%(2))

n—-+o0o

ou 0%(z) = f(x) [p K*(u)du.

Enfin, présentons le résultat de normalité asymptotique pour estimateur le plus général
que nous aborderons dans ce mémoire : I'estimateur de Hall-Patil. Les auteurs considerent les
hypothéses suivantes.

Condition 2.2.2. Il eziste r > 1 tel que [pu*K(u)du = 0 pour tout k € [1,r — 1] et
Jg u" K (u)du # 0.

Théoréme (Hall et Patil, 1994 ; [HP94]). On suppose que f est r fois dérivable et bornée, que
les hypothéses (2.2.2), (M1) et (K2) sont satisfaites et que l’on a les convergences suivantes :

n -2 p 2 n 1 n
51(n) := (;w> I e A O (;“’> 2wl 0

i=1 "t

Alors fHP(z) est asymptotiquement normal,

V17 @)] = 61 f (@) [ K2 w)du+ o(6s(n)

et
B [£17@)] - £(@) = 02 a) [ w7 K (wdu+ of8s(n))

R
Afin d’obtenir ce résultat Peter Hall et Prakash Patil utilisent une approximation par mar-
tingale et pour montrer la validité de cette approximation, les auteurs se servent de la formule
de Taylor.

Cas dépendant

De nombreux résultats ont été obtenus en ce qui concerne les estimateurs récursifs & noyau
de la densité pour des données fortement mélangeantes. Désormais, X = (X,,)nen est une suite
stationnaire de variables aléatoires & valeurs dans RY et admettant une densité f par rapport &
la mesure de Lebesgue sur RY, ot N > 1 est un entier.
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Estimateur d’Amiri Considérons les conditions de dépendance suivantes sur la suite X satis-
faites.

Conditions (D).

(D1) Le processus (X¢)ien est fortement mélangeant avec :
041,1(]6) < ’)/k_p, ke N*,

pour deux constantes strictement positives v et p.
(D2) Pour chaque couple (s,t),s # t, le vecteur aléatoire (X, X¢) admet une densité fs; telle
que :
sup  sup | fsu(z,y) — f(2)f(y)] < +oo.
‘Sit|>1 (zvy)ERzN

La classe d’estimateurs de la densité proposée par Aboubacar Amiri [Amil0] repose sur 1'uti-
lisation d’un parameétre contrdlant la forme de celui-ci. Cette classe généralise, notamment, ’es-
timateur de Wolverton-Wagner ainsi que celui de Deheuvels. Dans sa theése de doctorat [Amil0)],
Aboubacar Amiri réalise une étude approfondie de cet estimateur incluant ’obtention de la nor-
malité asymptotique ainsi que la comparaison des performances du dit estimateur par rapport a
celui de Parzen-Rosenblatt. Nous renvoyons donc le lecteur a ce mémoire pour plus de résultats.
Rappelons que I'obtention de la normalité asymptotique de I’estimateur d’Amiri est condition-
née, dans [Amil0], aux faits suivants. Premiérement, Aboubacar Amiri requiert des hypothéses
usuelles sur le noyau K.

Conditions (K').
(K'1) K :RYN — R est une densité de probabilité, strictement positive, paire et bornée ;
(K'2) pour tout z € RN, lim |lz|Y K(z)=0;
l|#]| =00
(K'3) pour tout i,j € [1,N], [pn |vivj|K(v)dv < 400.
Dans un second temps, 'auteur impose aussi des conditions sur le parametre de fenétre.
Conditions (5').

(B'1) b, ——— 0, nbN*2 —— too et Yt ———0;
n—+o00 n—+00 n—+00

(B'2) pour tout r €] — oo, N + 2|,

n—-+o0o

1 & A\
Apy = — Z (Z> — By < 4005
n -
(B'3) pour toutes suites d’entiers (up)nen €t (Vn)nen, Uimplication suivante est satisfaite :
Up, ~ Up, = by, ~ by,;

(B'4) il existe un réel positif (o > 4 tel que

nb3N

()@ oo

+o0.
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Alors sous ces hypotheses et pour tout z € RY, on a

Vbl (£(@) = £(@)) —r N(0.0D)

oit 0F =SB £(z) [y K2(1)dt.

N(1—0)
Ce résultat est obtenu par une méthode de Bernstein avec reste, ot les petits blocs et le reste sont
controlés par des inégalités classiques en théorie des probabilités et la normalité asymptotique
des grands blocs est obtenue a ’aide d’une approximation i.i.d. de ceux-ci.

Estimateur de Hall-Patil Afin d’obtenir un théoréme central limite pour cet estimateur, Amir
Aboubacar et Mohamed El Machkouri [EMA] ont généralisé les coefficients A, , précédemment
introduits comme suit.

Pour tout n € N* et pour tous s,t € Z, on définit les coefficients

1 n
— 2 : t1s
’I’L,S,t - t bs wlb’L N
nwy, oy i—

Pour déduire la normalité asymptotique de ’estimateur de Hall-Patil, les auteurs requierent les
conditions suivantes.

Condition 2.2.3. Il existe deux constantes o1, 3-n2 € RY telles que
(1) Anpa pr—— Bo1;

(2) Ap N2 S B_N2-

De plus, il existe 6 € [0, 1], tel que
pY(1=0) wa < nw? (2.15)
En outre, les auteurs imposent aussi un contréle des coefficients de mélange :
+o0 )
D ko o(k) < 4o0. (2.16)
k=1

Ainsi, sous ces conditions et si on suppose de plus certaines conditions de régularité sur la densité
estimée et sur les densités jointes, Amir Aboubacar et Mohamed El Machkouri obtiennent le
théoréme limite suivant : pour tout = € RY tel que f () >0

by (falz) — f(2)) —=— N(0,0%(x)),

n—-+o0o

olt 02(x) = ﬁﬂ_gNl’Z (z) fgx K?(u)du pour peu que nbY ™! — 0 lorsque n — +oo et que le noyau

K soit une densité de probabilité bornée satisfaisant a la condition

[ Nl B ) < +oc. (217)
R

Les preuves des théorémes énoncés au chapitre 6 seront fondées sur des méthodes similaires
a celles utilisées par Amir Aboubacar et Mohamed El Machkouri; en particulier, ces démons-
trations se fonderont sur la méthode de Lindeberg.
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2.2.2. Estimateurs de la régression

Dans cette section, nous présentons désormais le dernier objet dont nous approfondirons
I’étude au cours de la troisieme partie de ce mémoire. On rappelle que I'un des objectifs de
ce mémoire est d’étendre les résultats de normalité asymptotique de I'estimateur de Nadaraya-
Watson au cas récursif (i.e. pour lestimateur de Hall-Patil) et dépendant (mélange fort et
dépendance faible au sens de Wu).

On se place, désormais, dans le cadre de la section 2.1.2 avec N un entier strictement posi-
tif quelconque. Deux estimateurs apparaissent dans la littérature. Celui de Ahmad-Lin [ALT76]
dit estimateur récursif de la régression et défini pour tout n € N* en tout x € R par

" Y NK =X _ .
o=| ‘i) 4T ()

1 n - .
T2 Y sinon.

Et celui de Devroye-Wagner [DW80] dit estimateur semi-récursif de la régression et défini pour
tout n € N* en tout x € R par

Sin YK (55)

@) =y K ()

7

si Y K (255) £0

K3

1 n - :
=21 Y sinon.

Nous présentons dans ce qui suit des résultats de normalité asymptotique a la fois dans le cas
i.i.d. et pour le mélange fort.

Cas i.i.d

Si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
K est une densité de probabilité telle que ||u|| K (u) — 0 lorsque ||u|| — 400 et si les conditions
(K2), (M), nb¥+* — 0 lorsque n — +oo0 et

Condition 2.2.4. [py uK(u)du =0 et [on ||lul]® K(u)du < +oo
sont satisfaites. Alors, Ibrahim Ahmad et Pi-Erh Lin [AL76] ont montré que pour tout x € RY
tel que f(z) >0,
N (AL 2
Vbl (7t (@) = r(x)) ———— N(0,0%(x))

n——+oo

ot 02(x) est donné par (2.14) deés que les fonctions f et r sont deux fois dérivables et si toutes
leurs dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont bornées.

Cas dépendant

Le premier résultat significatif concernant I’estimateur d’Ahmad-Lin pour le mélange fort est
celui de George Roussas et Lanh Tran [RT92], dans lequel sous les hypothéses ci-dessous, les
auteurs obtiennent un théoreme limite.

Condition 2.2.5 (Hypotheses sur le parametre de fenétre).

by ——— 0 et nbN Tt ——— 0.
n—-+o0o n—-+o0o
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2 .
- La suite (nl Yo (é’—z) ) est bornée.
" neN*

N
- La suz’te(nl A (%—7) ) converge dans R vers O\n pour un certain X € [1,3[.
‘ neN*

Condition 2.2.6 (Hypothése sur I’espérance conditionnelle).

Les fonctions x — E[|Yy|P| X = x] sont continues pour p € {1,2,240} pour un certain 6 > 0.

Condition 2.2.7 (Hypothese sur les coefficients de mélange).

- Il existe une suite (cp)nen d’entiers strictement positifs telle que

—+00
en — +00, b =0 et b7V Z oz});'oyo(z) — 0 lorsque n — +00
1=Cn
ol 7y = 2%
- Il existe trois suites (Pn)neNs (Gn)nen €t (Tn)nen d’entiers strictement positifs tels que

2 +00
qnT p —(1— 1—
Tzln — 0,7n0(qn) — 0, anJLV — 0, b, =N E p; =0 lorsque n — +oo.

n

1=qn

Plus précisément, si les conditions sur le noyau K suivantes : (K2), (K2'), (2.2.4) et les
conditions (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7) sont satisfaites et si les variables aléatoires Y;,7 € N sont uni-
formément bornées et admettent des moments d’ordre 2+ § et sous des hypotheses de régularité
de la densité f ainsi que des différentes densités jointes, Roussas et Tran obtiennent la normalité
asymptotique de ’estimateur r,’?L avec une variance asymptotique égale a o?(z) définie pour

tout z € RY tel que f(z) > 0 par

2y EY§IXo=a] —r*(2) 2
o(x) = @) On /RNK (u)du.

Remarquons que des conditions similaires a (2.2.6) apparaissent régulierement lorsque 'on étu-
die les estimateurs récursifs de la régression dans le cas dépendant.

Dans [Amil0O], Aboubacar Amiri a introduit un nouvel estimateur de la régression basé sur
I’estimateur ff; qu’il a introduit dans le méme mémoire. Rappelons alors la définition de cet
estimateur.

r

Lp .
E(x) _ ?g((:v)) 51 fﬁ(x> 7é 0
" Ly ,Y; sinon

1 " Y; z—X;
y4 % i
on(T) = —xa=p K ( >
" >t sz'v(l K ; bY¢ bi

pour tout € RY et pour tout n € N*. On suppose que le couple (Yo, Xo) est a valeurs dans
R xRY (i.e. m = 1) et admet une densité de probabilité f* par rapport & la mesure de Lebesgue
sur R x RY,

ou

Considérons les hypotheses (K'), (B'1) - (B'3) et

Conditions.
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- 4l existe g > 4 tel que (h?bﬁ)

(M)X nstoo too;

- il existe x > 0 tel que nbY+4 ——+——> 0 et (lnn)l/xbfy ——+——> 0;

- il existe A > 0 tel que E[A|Yp|X] < +o00;

- la suite ((Yn, Xn))nen est géométriquement fortement mélangeante (i.e. les coefficients de
mélange fort sont dominés par u — cre 2% c1,¢9 >0);

- pour chaque i,j € N,i # j, le vecteur ((Y;, X;), (Yj, X;)) admet une densité de probabilité
fi.j satisfaisant

sup  sup / |fij(s,u,t,v) — f*(s,u) f*(t,v)] dudv < +o0;
[i—j|>1 (s,t)eR2N JRN+1

- les fonctions f et r sont deux fois continiment différentiables et leurs dérivées partielles
d’ordre 2 sont bornées ;

- la fonction x — E [YZ|Xo = x] f(x) est continue et bornée.

Alors, sous ces hypotheses, Aboubacar Amiri déduit la normalité asymptotique de I'estimateur
suivante. Pour tout 2 € RY tel que f(z) > 0,

V! (@) = r(e)) =50 N0, ),

£

Tn

N _ Bn—20) E[YE| Xo=2]-r2(x) 2
ou o*(z) = s o) Jg K (u)du.

Afin d’obtenir ce résultat, 'auteur raisonne en plusieurs étapes, il commence tout d’abord par
un argument de troncature (2.18) et démontre que le reste tend vers 0 presque stirement.

rh(@) = () = i (@) — (@) + 7l (2) = () (2.18)

~ o (x) ~ 1 Y, r—X;
ré(z) = Pn et ()= ——F5 > —lv, K ( Z).

@ =i ") = S W 2 3
En utilisant ’hypothese E [A|Yp]X] < 400 lorsque n — +00 et grace au lemme de Borel-Cantelli,
l'auteur obtient la négligeabilité du premier terme du membre de droite de (2.18).

Pour montrer la normalité asymptotique du deuxiéme terme dans le membre de droite de (2.18),
Aboubacar Amiri utilise des arguments similaires & ceux qu’il avait avancés pour montrer la nor-
malité asymptotique de ’estimateur ff; que nous avons déja présenté dans la section 2.2.1.
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3. Théoremes centraux limite sous la condition
de Hannan

Récemment, Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19] ont montré que le théoréme central
limite quenched est satisfait pour des ortho-martingales stationnaires. Dans ce chapitre, on
étudie ce type de résultats pour une classe de processus plus générale que celle des ortho-
martingales. On trouve des conditions projectives suffisantes pour obtenir une approximation
par ortho-martingale. Plus précisément, les conditions projectives sont du type Hannan. Nous
donnerons aussi des résultats concernant les versions fonctionnelles de ces théorémes quenched.
Pour finir, nous donnerons des exemples d’applications aux champs de variables aléatoires a la
fois linéaires et non linéaires.

Un des résultats principaux de ce chapitre est une extension naturelle du théoréme central li-
mite pour les ortho-martingales, démontré par Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19], au cadre
plus général des champs de variables aléatoires satisfaisant une condition projective similaire a
celle proposée par Edward Hannan [Han73]. Nos résultats donnent aussi une version quenched
du théoréme principal de Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18b]. Afin de montrer ces résultats
nous utiliserons des approximations par ortho-martingale, des décompositions projectives ainsi
que des théorémes ergodiques pour les opérateurs de Dunford-Schwartz.

Ce chapitre est organisé de la maniéere suivante. Dans la section suivante, nous présenterons
les notations et rappellerons certaines définitions pour les champs bi-dimensionnels. Dans la
section 3.2, nous énoncerons nos résultats principaux pour ces champs. Puis, dans la section
3.3 nous démontrerons ces résultats et dans la section 3.4, nous énoncerons et démontrerons les
extensions au cas d-dimensionnel, d > 3, des résultats précédemment démontrés. Enfin, dans la
section 3.5, nous donnerons deux exemples d’applications de nos théoremes et corollaires : les
champs linéaires et ceux de Volterra dont les innovations sont indépendantes ; remarquons que
ce type de champ apparait régulierement en économie par exemple.

Les résultats obtenus ci-dessous ont fait I’objet d’une co-publication par Na Zhang, Lucas
Reding et Magda Peligrad [ZRP19].

3.1. Champs bi-dimensionnels

A des fins de clarté, et dii en particulier & des difficultés de notations, nous ne traiterons dans
cette section que du cas des champs de variables aléatoires 2-dimensionnels. Cependant, par la
suite, nous étendrons les résultats aux champs de d-dimensionnels, ou d > 3. Commencons par
construire un champ stationnaire adapté a une filtration stationnaire. Afin d’obtenir une telle
filtration, il est d’usage de considérer un champ stationnaire (&,,m)n,mez de variables aléatoires
définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,P) et de définir la filtration

Fig=0u:j <k, u<l). (3.1)

Pour tout 4, j € Z, on définit aussi les tribus suivantes : Foo j = V,ez Fnjr Fico = Vimez Fim
et Fooo = Vijez Fij-
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Pour simplifier les notations, nous désignerons I'espérance conditionnelle sachant la tribu F,
de la maniere suivante.

Eop [X] =E[X]|Fap]-

De plus, on suppose que la filtration est commutante. Rappelons qu’en adoptant les notations
définies précédemment, ceci signifie

Eu,’u [Ea,b [X]] = Ea/\u,b/\v [X] ) (32)

ol a A b désigne le minimum entre a et b.

Sans restreindre la généralité, on définit de maniere canonique le champ de v.a.(€y)yez2 Sur
I’espace de probabilité Q) = RZ2, muni de la tribu B(Q2) engendrée par les pavés mesurables.
Définissons, alors, sur RZ’ les opérateurs

O%((Tv)vez2) = (Totu)veze-

Deux d’entre eux jouent un role important dans notre article : lorsque u = (1,0) et lorsque
u = (0,1). En interprétant les indices comme des notations pour les lignes et les colonnes d’une
matrice, on les nommera

T((xu,v)(u,v)ezz) = (xu—i-l,v)(u,v)GZ2
le décalage vertical et
S((afu?v)(uw)ez2) = (xu,v—l—l)(u,v)EZ2

le décalage horizontal.

Nous définissons, maintenant, le champ stationnaire (X, )cz2 de v.a. de la maniere suivante.
On considére une fonction mesurable f & valeurs réelles définie sur RN, et on pose

Xj7k = f(TjSk((ﬁa,b)ago,bgo))- (3.3)

On suppose que la variable aléatoire Xg o est centrée et de carré intégrable. On remarque que
le champ de variables aléatoires (X, m)nmez est adapté a la filtration (Fp m)nmez-

Soit ¢ : [0, 4+00[— [0, +00] une fonction de Young, c’est a dire, une fonction convexe satisfai-

sant
lim @ =0et lim M = 4o00.
z—0 X r—+4o0o I

On va définir la norme de Luxembourg associée a ¢. Pour toute fonction mesurable h de €
dans R, la norme de Luxembourg de h est définie par (voir relation 9.18 et 9.19 a la page 79 de
Krasnosel’skii and Rutitskii, 1961 [KR61])

[h]l, = inf {k €]0,+00[: E[p(|h|/k)] < 1}. (3.4)
Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

Iy
Skj = Z 7 Xuw, P?(-) =E[-|Fo,0] (w) pour tout w € €.

u,v=1

Nous noterons par E“ ’espérance correspondant a la mesure de probabilité P,
Pour une variable aléatoire intégrable X, on définit I'opérateur de projection par

Py o(X) == (Eo0 — E—1,0) [X]
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Py 5(X) == (Eoo — Eo,—1) [X].

Remarquons que, d’apres (3.2) et la définition 1.22 des opérateurs de projection, on a
Po(X) 1= Py g0 Fy5(X) = Fyg50 Py o(X) = (Eoo—Eo—1 —E_10+E_1,-1) [X].
Rappelons que, pour (u,v) € Z2, on définit les projections Pu,v comme suit.
Puw(-) = (Eyp —Eyp-1—Ey—10 +Ey—1,0-1) [*]

Pour (Dy, m)n,mez un champ d’accroissements d’ ortho-martingale, on note

Mi; =S Dy,

u,v=1

Définition 3.1.1. On dit que le champ (X, y)n mez défini par (3.3) admet une approximation
par ortho-martingale s’il existe un champ d’accroissements d’ortho-martingale (D m)nmez tel
que

. I w 2] _
nM%lglﬂ)o %E [(Snm — Mym) } = 0 pour presque tout w € . (3.5)

3.2. Résultats principaux

Dans toute cette section et la suivante, on supposera étre dans le cadre précédemment énoncé,
c’est a dire

Condition A. (X, m)nmez est défini par (3.3), les filtrations sont commutantes et 7' ou S
est ergodique.

Le théoréme suivant est une extension du théoréme central limite quenched pour les ortho-
martingales proposé et démontré par Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19] aux champs sta-
tionnaires satisfaisant a une condition projective a la Hannan [Han73]. On peut aussi interpréter
ce résultat comme une généralisation aux champs de v.a. de la proposition 11 de Christophe Cuny
et Magda Peligrad [CP12] (voir aussi 'article de Dalibor Volny et Michael Woodroofe [VW14b]).

Théoréeme 3.2.1. On suppose que l’hypothése A est satisfaite et que, de plus,

> I1Poo(Xuw)ll2 < 400, (3.6)
u,v=0
Alors, pour presque tout w € €0,
1~ r 9 .
—Spn —— N(0,07) sous Pe.
n n—-4oo

ot Sppn = S — Rn,n avec Rn,n = En,(] [Sn,n] + Il“—_1:'0,n [Sn,n] - IEO,O [Sn,n] et

2 _ 2 _ 7 E [Sfm]
o Z Po,o(Xuw) lim .

2
—
u,v=0 2 noteo n
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Dans le résultat du théoreme 3.2.1 le recentrage aléatoire R, , ne peut étre évité. En effet,
dans le cas uni-dimensionnel (d = 1), Dalibor Volny et Michael Woodroofe [VW10] ont construit
un contre-exemple au théoréme central limite quenched non-recentré. On peut remarquer aussi
que pour les ortho-martingales, 'existence d’un second moment fini n’est pas suffisant pour
obtenir un théoréeme limite quenched lorsque 'on somme sur des régions rectangulaires (voir
Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19]). Pour s’assurer d’obtenir une approximation par ortho-
martingale satisfaisant des propriétés sur ses moments adaptées, on va donner une condition plus
forte que (3.6) des lors que 1'on calculera les sommes partielles sur des rectangles plutot que des
carrés.

Théoréme 3.2.2. Supposons que la condition (3.6) est remplacée par la condition plus forte
sutvante.

> 1Poo(Xuw)llp < +oc, (3.7)

u,v=>0

ot o(z) = 2?In(1 + |z|) et |||, est défini par (5.4). Alors, pour presque tout w € S,

1 = c

- 2 w
s N(0,0%) sous P (3.8)

o n,m — Snm — Rn,m avec Rn,m = En,O [Sn,m] + IE'O,m [Sn,m] - IEO,O [Sn,m] et
2

o® =Y Poo(Xup)| = lim %.

nAm—-+400
w050 ) + nm

Le recentrage aléatoire n’est pas nécessaire si I’on impose les conditions de régularité suivantes.

Corollaire 3.2.3. Supposons que les conditions du théoréme 3.2.2 sont satisfaites. Si

Eo.0 [Eam[Snvm]} P o o Eo,0 [Ei,o[sn,m]} Ps (3.9)

nm nAm—-+oo nm nAm—-+oo

alors, pour presque tout w € €,

1 L

W n,m m N(O, 0'2) sous P, (310)

5

Si les conditions du théoréme 3.2.1 et les conditions de régularité (3.9) sont satisfaites avec
m = n, alors pour presque tout w € 2,

1
=S —E— N(0,02) sous P (3.11)
n n—+400

A des fins d’applications, nous donnons ci dessous une condition suffisante qui permet de
satisfaire les hypotheses (3.9).

Théoréme 3.2.4. Supposons que

E Xuv
v EnilXusllz -\ (3.12)

u,v=1 (UU) 1/2
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(a) Alors, pour presque tout w € § (3.11) est satisfait.

(b) Si de plus la condition (3.7) est satisfaite, alors pour presque tout w € Q (3.10) est sa-
tisfait.

(c) Si, il existe ¢ > 2 tel que

”El 1 uv ”q
2;1 ) < 400, (3.13)

alors le théoréme quenched (3.10) est satisfait.

Remarque. Dans le corollaire 3.2.3 et le théoréme 3.2.4, 02 peut étre calculé explicitement o2 =
limy, am—s 100 B {S%m} /nm (lim, oo E [Sfl,n} /n? respectivement).

Remarque. Le théoreme 3.2.4 peut étre vu comme une extension aux champs de v.a. de la
proposition 12 donnée par Christophe Cuny et Magda Peligrad [CP12].

3.3. Preuves des résultats

Avant de rentrer dans les détails des preuves, donnons I'idée principale utilisée pour démontrer
les théorémes 3.2.1 et 3.2.2. Grace aux travaux de Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19] qui
ont prouvé un TCL quenched pour les ortho-martingales, nous ramenerons la preuve de ces
théorémes a 'existence d’une approximation par ortho-martingale. On démontre le théoreme
3.2.2 en premier, puisque la preuve du théoréeme 3.2.1 est tres similaire exception faite des
théoremes ergodiques utilisés.

Notons par T' et S les opérateurs sur L2 définis par T'f = foT, Sf = fo S.

3.3.1. Preuve du théoréme 3.2.2

En utilisant la condition (3.7) et I'inégalité triangulaire, on a

fo =Y [Poo(Xuw)| < 400 pis. (3.14)
u,v=0
et
Hf0||<.0 Z HPOO u,v H<,0 < +o00. (315)
u,v=>0

Remarquons que d’apres (3.14), Py.1(Sn,m) converge presque stirement. Ainsi en notant D ;
la limite ponctuelle presque siire, on obtient

Dl,l = 11m 7)1 1 Z Pl 1

ot u,v=>1
De plus, d’apres I'inégalité triangulaire et (3.7), on déduit que

sup |P1,1(Sn,m)| < Z |P1,1(Xu7v)| p-s.

n,m=1 w1
et

< +00.

2
> P Xuw ] [Z [P1,1(Xuw)ll2

u,v>1 u,v>1
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Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, Py 1(Sy,m) converge vers Dy ;
p.s. et dans L?(P) lorsque n A m — 4o0.

Puisque Eg 1 [P1,1(Sn,m)] = 0 p.s. et E1 o [P1,1(Sn,m)] = 0 p.s., en définissant pour tout i,j € Z,
D;; = T%lijlDLl, on en déduit que (D;;);jez est un champ d’accroissements d’ortho-
martingale. D’apres 'expression Dy 1 ci-dessus,

D; ;= Z Pii(Xuw)-
(u,0)2(i,5)

On utilise la décomposition de S, ,, suivante (voir l'article de Magda Peligrad et Na Zhang
[PZ18a]).

n m n m

Sn,m - Rn,m - Z Z Pi,j(z Z Xu,v) (316)

i=1j=1 u=i v=j
ou
Rn,m == IEn,O [Sn,m] + IEgO,m [Sn,m] - IE':0,0 [Sn,m] .

Par conséquent

oot LSS0 S8 ) n)
= i,j u,v INNE
nm nm L= u=iv=j
n m
D’apres I'orthogonalité du champ d’accroissements d’ortho-martingale (P; ;(>° > Xuw)—Dij)ijez
u=1v=yj
et la propriété de commutation de la filtration, on a
1 1 n o m n o m 2
7E0,0 [(Sn,m - Rn,m - Mn,m)ﬂ = Z Z IE0,0 (Pz,j(z Z Xu,v) - Di,j)
nm nmizi4 =i v—j

En appliquant le théoréme 1 donné par Magda Peligrad and Dalibor Volny [PV19], nous savons
que le TCL quenched est satisfait pour M,, ,,/+/nm. Ainsi, d’apres le théoréme 25.4 du livre de
Patrick Billingsley [Bil12], il suffit de montrer que

) 1
ki o |(Snm — Rum — M)’ =0 ps. (3.17)

pour obtenir la convergence en loi désirée. On définit les opérateurs

Q1(f) = EooT'f]; Q2(f) = Eoop[SS]

Remarquons que Q1 et Q5 sont des opérateurs de Dunford-Schwartz qui commutent et on peut
alors écrire

Eo0 [Pij(Xuo)]” = Q1Q%(Poo(Xu—iw—i))>.

Apres un simple calcul

n o m 2
Eo,0 (Pi,j(z > Xuw) — Di,j)
u=t v=j
+oo  m +o00 +oo 2
:EO,O ( Z Zpi,j(Xu,v)"i'Z Z Pi,j(Xu,v)> .
u=n+1v=j u=1 v=m+1
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Par conséquent, d’apres des inégalités élémentaires, nous avons la borne suivante.

1 n o m 2
%EO,O {(Sn,m - Rn,m - M } — Z ZEOO ( ] Z ZXu,v) - Di,j>

i=17=1 u=t v=j
< 2(In,m + IIn,m)7

ou nous avons utilisé les notations
1 n m ) ) +00 +oo 2
=223 QIG( X Y PuolXun)l)
i=1j=1 u=n+1—iv=0
et
1 n m “+o00 2
ey 3 Poo(Xua)l)
i=1j=1 u=0v=m+1—j

On souhaite montrer la négligeabilité presque stire de chaque terme. Par symétrie, on ne s’oc-
cupera que d’un seul de ces termes.
Soit ¢ un entier fixé satisfaisant 0 < ¢ < n. On découpe I, ,, en deux parties.

n—c m oo +oo 2
SRR X S Patul) =A@ (318)

i=1j=1 u=n+1—iv=0
et
1 n m ) ) +o0 +o0 2
Y Qe X X PaoXunl) = Bunle) (319)
i=n—c+1 j=1 u=n+1—iv=0

Remarquons que

B 1 Zn: inQ]JcQ
n’m s nm i=n—c+1j=1 ' °
1 ™ 1 noem
— QiQ — QQf,

ou fo est donné par (3.14).

Puisque @1 et Q)2 sont des opérateurs de Dunford-Schwartz qui commutent et que d’apres
(3.15) on a E [f§In(1 + | fo|)] < +oc; alors en utilisant le théoréme ergodique 1.2.4 pour les
opérateurs de Dunford-Schwartz, on déduit que pour tout c¢ fixé,

n—c m
(2 ] _
L 51501 a0
ou
1 n—c
I F - i J

Au moins I'une des applications S ou T' étant ergodlque, on supposera sans nuire a la généralité
que la transformation S est ergodique. En appliquant le lemme 7.1 de Dedecker et al. [DMP14],
on obtient

lim ZQ] 1) =E[f] ps.

m——+00 m
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ce qui implique que g dans (3.20) est constante presque stirement et g = E [ fg].
Ainsi, pour tout ¢ > 0
lim By m(c) =0p.s.

nAm——+oo

Afin de montrer la négligeabilité du premier terme de la décomposition de I, ,,, on remarque
que

1 noem 400 +00
Anm(c) < i ZZQlQJfO (c) ou fo(c ZZ‘POO
=1 j=1 u=cy=0

De méme, d’apres le théoréme ergodique 1.2.4 et le lemme 7.1 de Jerome Dedecker et al. [DMP14],
pour tout ¢ fixé, on a

n—c m

1
o ZIJZIQ (@315 (c) [fo( )] 8. (3.21)

De plus, d’apres (3.14), on sait que lim.—, 1~ |fo(c)| = 0. Donc, d’apres le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue, on obtient

lim lim A, ;,(c) < lim E [fo( )} =0 p.s.

c—+00 nAM—+400 c——+00

Le théoréme est prouvé. Il

La preuve du théoreme 3.2.1 est quasiment identique & celle du théoréeme 3.2.2 a ceci prés
qu’au lieu de faire appel au théoréme 1.2.4, on utilisera le théoréme 1.2.6.

3.3.2. Preuve du corollaire 3.2.3 et du théoréme 3.2.4

Preuve du corollaire 3.2.3. D’apres le théoreme 3.2.2 et le théoreme 25.4 dans 'ouvrage de
Patrick Billingsley [Bil12], il suffit de prouver que les conditions de régularité (3.9) impliquent
que

lim —Eoo {Rn m} =0 p.s. (3.22)

nAm—4+oo Mm

En utilisant le fait que la filtration est commutante, on trouve que
2 _ 2 2 2
Eo,0 [an} =Eoo [En,o [Sn,m) } +Eopo [Eo,m [Sn,m] } —Eo,0 [Snm] (3.23)

et puisque Eg o [Sn,m]2 < Eop {E(J’m [Snym]z} p.s., on a

1 .
—Boo |[R2,] =250 dapres (3.9),
nm

m nAm—-+oo

O
Démontrons le théoréme 3.2.4. Avant cela, commencons par établir trois lemmes techniques.

Lemme 3.3.1. Soit ¢ > 2. L’hypothése (5.13) implique que

> l/q D 1B 5(Xuw)llg < Hoc. (3.24)

u>1 v=0
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Preuve. Dans cette preuve, nous noterons par C; > 0 une constante pouvant dépendre de ¢
dont la valeur nous importe peu et peut changer d’une ligne de calcul a une autre. D’apres
I'inégalité de Holder et celle de Rosenthal pour les martingales (voir théoreme 1.4.5), on a

g1 (201 ‘
> 1P05(Xup)llg = 2ol Pu-a(Xoolllg < 32" 7 | 3 1P -s(Xo0)l§

v=1 v>1 n=0 v=2"
2n+l 1 -
<SG @) | Y Pruca(Xoo)| <20, 32" [B-u-2n[Xool -
n=0 =27 n=0

Puisque la suite (||E_y —n[Xo0,0]|lq)n>1 €st decrmssante, on en déduit que

k[ Xo0.0]llg

(2”) q HEf'u, 2”[XOO ||q Z Ll/4
—on— 1
Donc .
~ IE_ —[Xo,0]ll
Z [1Po,0(Xu0)llq < Z /4 <. (3.25)
= k>1

Ainsi la relation (3.24) est satisfaite d’apres (3.13), (3.25) et la stationnarité.
De plus, pour tout u > 0, on a aussi

ZHPOO uw)llg < +o0. (3.26)

Les entiers m et n jouant des réles symétriques, pour tout v > 0, on a

ZHPOO uw)llg < o0 (3.27)

Lemme 3.3.2. L’hypothése (3.12) implique que

lim —Eo O[Rn ml =0 p.s. (3.28)

nAm—+oco NMm

Preuve. On commence par montrer que (3.12) implique la convergence suivante.

2
Eo,0[Sn,m]
nm
On borne ce terme de la maniére suivante.

— 0 p.s. lorsque n A m — +00

n

|E0,O[Sn,m]| 1 Z i |E0 0
U’U
v/ nm \/nm i1 v—1

c 4oo +00
IEo,0 Xu,v” X Eo,0[Xu]|
+ R A S

+oo +oo |EO 0

Z|OO uv ZZ

u=c+1v=1
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Or, (3.12) implique que
+o00 +oo
|E0 0

ZZ <—|—oops.

u=1v=1
Donc,
E0,0[Sn,ml|

— 0 p.s. (3.29)
nm

en laissant n — 400 puis ¢ — +o0.
D’apres (3.23) et la symétrie des roles de m et de n, le théoréme sera démontré si on peut
établir que
Eovo [E%,m [Sn7m:|i| p.s.

nm nAm——+oco

Par (3.29) ceci est équivalent a

! 5.
7E070 [(EO,m [Sn,m] — E070 [Sn’m])z} P 0.

nm nAm—+00

On commence par la décomposition suivante du terme général.

Eo,0 [(Eo,m [Sn,m] —Eop [S } ZEOO[ OJ<Z y Xu,v)]

m N n m—j 2
— ZEO’O |:S] (PO,(](Z Xuﬂ))) :|
j=1 u=1 v=0
Donc,

1 1 m n m-—j 2
—1Ep,0 [(]EOm[Sn m] — E0,0[Sn,m]) } =—> Eoo {SJ <Z P07(~](Xu,v)> }
n mn — =

j=1 u=1 v=0
92 m . c m—j 2
< %ZEOS J( !Po,o(Xum)l) }
j=1 u=1 v=0
2 m . n 1 m—) 2
+ZE00[ j< > — ’POG(XMU)‘) ]
j=1 u=c+1 u v=0

On définit I'opérateur R
Qo(f) =Eo[Sf],

et on traite le premier terme I, ,, .. Pour c fixé

2¢?
In,m,c < — Sllp Z]EO 0

e, 3B (gt
2 aup ZQJ{(;)|PO’6(X“’“)|>T

mn 1<u<e

D’apres (3.26), la fonction

+oo
u) = Z | P O,G(X
v=0
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est de carré intégrable. D’apres le théoréme ergodique pour les opérateurs de Dunford-Schwartz
(voir le théoréme 11.4 dans Eisner et al. [Eis+15] ou le corollaire 3.8 dans le chapitre 3 de
I'ouvrage d’'Ulrich Krengel [Kre85] et le lemme 7.1 dans larticle de Jérome Dedecker et al.
[DMP14],

m——+00

=3 Q(s*(w) ——— Elg*(w)|Zs] ps
m
ol Zg est la tribu invariante associée a la transformation S et puisque c est fixé,

lim I, ;e =0 p.s.

nAm—-+oo

Afin de montrer la négligeablilité du second terme, on remarque que

§ S )]

U=c

2m

TL’/TLC\ ZQ]

m

On note
“+oo 1 —+o0

h(c) = Z\fz]oo

u=c
Alors, d’apres (3.24), on sait que

+ool+oo

ZIZH 0,0(Xuw)ll2 < +00. (3.30)

u=1

Donc, E(h%(1)) < +oo. Comme précédemment, en appliquant le théoréme ergodique pour les
opérateurs de Dunford-Schwartz (voir le théoréme 11.4 dans Eisner et al. [Eis+15] ou le corollaire
3.8 dans le chapitre 3 du livre d’Ulrich Krengel [Kre85]), on obtient

m

;;Qg(hQ(c)) — E[12(c) 5]
Done, par (3.30)
cggloo ml—1>r£oo m 4 Z Qo(k*(c)) = 0 ps.
(I
Lemme 3.3.3. Soit ¢ > 2. L’hypothése (3.13) implique
> 1Poo(Xuw)llg < +o0, (3.31)

u,v=0
ce qui implique (3.7) lorsque q > 2.
Preuve. En appliquant deux fois I'inégalité de Rosenthal pour les martingales (voir théoréme
5 dans 'annexe), pour tous entiers a < b et ¢ < d, on a

b d

bd
Yo Pk (Xoo)d < Call DD P (Xo) 13- (3.32)

k=a k'=c k=a k'=c
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De plus, remarquons que pour tous entiers a < bet ¢ < d, on a

b d

D" Pk ke (Xo0) 1§ < 4YE—q,—[Xo][l¢- (3.33)
k=a k'=c

Alors, d’apres I'inégalité d’Holder, (3.32) et (3.33), on obtient

1

antl_pom+tl_j
> IPou—(Xoo)ll, < Y @m2m) T ( > Z [Pk~ (Xo00) H")

u,v=1 n,m>=0 k=2m =
<40, Y (22T B g o [Xoglll, .
n,m>=>0

Puisque [|[E_gn _om[X0]|| décroit en n et m, on trouve que

||Efu fv XO O]Hq
(uv)i/a

(2"2“1)*”1[-4: o, —am [ X, < 4 Z Z

u=2n—1 y=9m-—1

Par conséquent, d’apres les inégalités précédentes, on a prouvé que (3.13) implique

Z ||Pfu,fv(X0,0)||q < +00.

u,v>=1
De la méme maniere, on a
+o0 oo
D IIP-w0(Xo0)llg < +00 et Y [|Po,—v(Xo0)llq < +00.
u=1 v=1
Et donc par stationnarité (3.31) est satisfaite. O

Preuve du théoréme 3.2.4. (a) est un conséquence du théoréeme 3.2.1 et des lemmes 3.3.2 et
3.3.3, appliqués a ¢ = 2.
Pour montrer (b), on utilise a la fois le théoréme 3.2.2 et les lemmes 3.3.2.

Finalement (c) est une conséquence de 3.2.2 et des lemmes 3.3.2 et 3.3.3, appliqués a ¢ > 2.
[

3.4. Champs d-dimensionnels : d > 3

Dans cette partie, nous généralisons nos résultats aux champs des variables aléatoires indicés
par Z, d > 2. Considérons un champ stationnaire & = (£,),cz« de variables aléatoires réelles
définies sur 'espace de probabilité canonique RZ? et on définit les filtrations Jy, = o(&:J <u).
On dit que la filtration est commutante si E,, [Eq [X]] = Eunra[X], ot le minimum est calculé
coordonnée par coordonnée et on note E,[X] = E [X|F,]. On définit

Xm = f((&g)_7<m) et Sk = Z Xy (3'34)

1<u<k
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La variable aléatoire Xg est supposée centrée et de carré intégrable. On définit aussi les trans-
lations canoniques 7T; et

Xp = f(TF o ... 0 T (E4)u<o)-

Soit d une fonction, on définit

Dm = d((&5)j<m) €t Mg = Y Du. (3.35)

1<u<k

En supposant son intégrabilité, on dit que (D, ),meze est un champ d’accroissements d’ortho-
martingale si Eq[Dp,] = 0 dés qu’au moins 'une des coordonnées de a est strictement inférieure
a la coordonnée correspondante de m. Rappelons la définition de 'opérateur de projection en
dimension d. En utilisant le fait que la filtration commute, il est utile de définir les projections
sur chaque coordonnée P,, de la maniére suivante.

PU(X) = Pu(l) o Pu(2) 0...0 Pu(d) (X),

avec
Py (Y) = E[Y|Fu] — E[Y | Fu_e;l, (3.36)
ou e; est le multi-indice dont toutes les composantes sont nulles sauf la j-ieme qui vaut 1.
Par exemple, si d = 3, Py9)(Y) = ElY | Fur us,us) — ElY | Fur ug—1,us)-
On dit qu'un champ (Xy,),,cz¢ de variables aléatoires admet une approximation par ortho-
martingale s’il existe un champ d’accroissements d’ortho-martingale (Dp,),meze tel que pour

presque tout w € )
1

B [(Sn — Mp)*| ———0, (3.37)
’n’ n—-+oco
ou on rappelle que |n| =n;...ng.
Soit Ry, le reste de la décomposition de S,, tel que
S’n - Z Pu(sn) + Rn'
1<usn
Dans ce cadre, on a le théoreme suivant.

Théoréme 3.4.1. On suppose que (Xn),czd est donné par (3.34), qu’il existe un entier i €
[1,d], tel que T; soit ergodique et que les filtrations commutent. De plus on suppose que

Y Po(Xu) |2 < +oc. (3.38)

u=>0

Alors, pour presque tout w € 2,

(Sn,...,n - Rn,...,n)/nd/Z %) N(O, 0'2) sous P,

Théoréme 3.4.2. De plus, si on remplace l'hypothése (3.38) par 'hypothése plus forte suivante.
Y I1Po(Xu) e < 400, (3.39)
u=>0

ot ®(x) = 22(In(1 + |z|))4 " et ||-||¢ est défini par (3.4).

Alors, pour presque tout w € €,

1
W(Sn — Rp) ﬁ N(0,0%)  sous P“.
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Corollaire 3.4.3. On suppose que les hypothéses du théoréme 3.4.2 sont satisfaites et pour tout
entier j, 1 <j<dona

1 2 p-S.

ot la j-ieme coordonnée de n; € 74 est nulle et les autres sont égales auz coordonnées respectives
de n. Alors, pour tout w € €,

L 2 w
Sn/r\/|In| R N(0,0%)  sous . (3.41)
Si les hypothéses du théoréme 3.4.1 et (3.40) sont satisfaites avec n = (n,n,...,n), alors pour
presque tout w € €,
1 L 2 w
Wsnw.’n m} N(O, g ) sSous P, (342)

Théoréme 3.4.4. Supposons que (Xp),czd est donné par (3.34) et que les filtrations com-
mutent. Supposons , de plus, qu’il existe un entier i, 1 < i < d, tel que T; soit ergodique et qu’il
existe q > 2 satisfaisant

Eq|X
E M < +00. (3.43)
/q
u>1 |’u"

(a) Siq =2, la convergence quenched (3.42) est satisfaite
(b) Si q > 2, la convergence quenched (5./1) est satisfaite.

De la méme maniere que pour le cas des champs 2-dimensionnels, on commence la preuve du
théoréme 3.4.2, puisque la preuve du théoreme 3.4.1 est identique a la premiére a ceci pres que
I’on utilise d’autres théorémes ergodiques.

3.4.1. Preuve du théoréme 3.4.2 et de ses corollaires

Preuve du théoréme 3.4.2. La preuve de ce théoréme suit les mémes idées que dans le cas
2-dimensionnel. Clairement, en utilisant la commutativité de la filtration, 'argument d’approxi-
mation par ortho-martingale utilisé dans la preuve du théoréme 3.2.2 reste inchangé en rem-
placant Z? par Z® pour d > 3. La définition de l'ortho-martingale est aussi évidente. La seule
différence majeure dans la preuve réside dans la preuve de l'existence de la limite dans (3.20)
et (3.21) lorsque minj<;<qgn; — +oo, afin d’appliquer le théoréme 1.2.4, il faut supposer que

E [ £ (In(1 + | fo]))*™"] < +o00, ce qui résulte de (3.39).

En notant par 15,1 < i < d, les opérateurs définis par rf}f = foT;. Alors pour ¢ = (i1,...,44) €
7%, on pose Q* = HZ:1Q§: ou (Qi)1<i<d sont les opérateurs associés aux translations canoniques
(T})1<i<a définis comme suit.

Q1(f) = Eo,ec,...0[T1f], Q2(f) = Esc0,00,....00[T2f]: - - - s Qu(f) = Eco,....000(Tuf]-
Alors, on majore la quantité suivante
1
7EO [’Sn - Rn - Mn’ﬂ
n|
par la somme de d termes dont le premier terme est de la forme
2

I & = d-1
In:mzcy > DY IPo(Xuw)l | ouweZh
=1

u=ni1+1—1i1 v=0
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Sans perte de généralité, on ne traitera que le premier terme. Soit ¢ un entier fixé tel que
0 < ¢ < n1, en décomposant I, en deux parties, on a

1 nip—c 2
|7

n’ +o0
Z 2R X D IPo(Xuw)l | = An(o)
=li'=1

u=ni1+1—i; v=20
et
1 n1 n’ ) +00 2
mo2 2@ X D [PeXun)l| = Balo)
n i1=n1—c+12'=1 u=ni+1—i; v=0

ou i = (ig,...,iq) et n' = (na,...,ng). Ensuite, on continue la preuve de la méme maniére que
pour montrer la negligeabilité de A, ,,(c) et de By, (voir (3.18) et (3.19) dans la preuve du
théoreme 3.2.2). O

Le théoreme 3.4.1 est obtenu de la maniéere similaire en appliquant le théoreme 1.2.6 a la place
du théoreme 1.2.4.

Preuve du corollaire 3.4.3. La négligeabilité du reste R,, peut étre montrée de la méme ma-
niere que la négligeabilité du reste R,, ,, dans la preuve corollaire 3.2.3. ]

Preuve du théoréeme 3.4.4. De la méme fagcon que pour prouver (3.45) et (3.46) dans la
démonstration du théoreme 3.2.4, on peut montrer que la condition (3.43) implique ce qui suit.

> \ﬁZH o(d) (Xuw)llg < +00, (3.44)

u>1l v=0

> 1Po(Xuw)llg < 400 (3.45)

v>0
et

Z Z [ Po(Xuw)llg < +o0, (3.46)

u>1 v>0
o 0 = (0,...,0) € Z% u,v € Z%" et Py = Py(ay0 Py(z) - -+ 0 Py(a) avec Po(;) défini par (3.36).
Afin de démontrer le corollaire, nous aurons besoin dans un premier temps, de démontrer que
1 2
ot k coordonnées parmi toutes celles de n(¥) € Z¢ correspondent aux coordonnées de n et les

d — k autres coordonnées sont nulles, pour tout 0 < k£ < d — 1. Raisonnons par récurrence.
Dans un premier temps, nous établissons que

E3[Sr 1
0[5n] P 0et —Eg [EO,...,Omd [Sn]ﬂ -y 0,

|’n,| n—-+oo |’n,| n—-+oo

ce qui se fait en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du théoreme
3.2.4, ainsi que (3.43) et (3.44). En d’autres termes, (3.47) est satisfaite pour k = 0 et k = 1.
Supposons, maintenant, que la propriété soit vraie pour un certain k < d — 1. Alors elle est
toujours vraie pour k = d — 1 d’apres (3.45) et (3.46). Le théoréme est donc prouvé. O
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3.5. Exemples

Donnons, dans cette section, des exemples d’applications de nos résultats a des champs li-
néaires et de Volterra. Le but de cette partie est d’obtenir des théoremes centraux limite quen-
ched avec des conditions moins fortes que celles énoncées par Magda Peligrad et Dalibor Volny
[PV19], ou les auteurs ont utilisé une décomposition martingale-cobord. Soit ¢ > 2 et supposons
que d > 2. Dans de cette partie, nous noterons par C; > 0 une constante qui peut dépendre de
q mais dont la valeur nous importe peu et qui peut changer d’une ligne a une autre.

3.5.1. Champ linéaire

Ezemple 3.5.1. (Champ linéaire) Soit (£5,),ez¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées telles que E [|o]9] <
+00. Pour tout k > 0, on définit

Xk =) ajéej -
Jj=0
On suppose que
k>1 j>k—1

La conclusion du théoréme 3.4.4 est satisfaite.

Preuve. Puisque

E1[Xe] = Y ajée—j,

Jjzk-1

par indépendance des &, et I'inégalité de Rosenthal (voir théoréme 1.4.5), on a

q

IEL[Xk]lE = D ajéey
jER1 .

<6 |( X @B ) + X Elaggel
j>k—1 k-1

q
2 q
<6 (X @)VE[@ + X lulElol
jzk—1 j>k-1

Par la décroissance des normes dans £, on a

Par conséquent
2
s (Xl < Co Y a3)
j>k—1

Donc la propriété (3.43) est une conséquence de (3.48). D’ou le résultat donné par le théoreme
3.4.4. U
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Remarque. Pour le cas d = 2, on peut supposer que les deux hypothéses suivantes sont satisfaites.
> lajl < +o0 (3.49)
J=0
et
1
k>1 j2k—1

(a) Si on suppose que E [€3] < +oo0, alors, d’apres le (a) du théoréme 3.2.4, la convergence quen-
ched  (3.11) est satisfaite.

(b) Si on suppose que E [|&o?In(1 + |o|)] < +oo, d’aprés le (b) du théoréme 3.2.4, la conver-
gence quenched (3.10) est satisfaite.

Remarquons que (3.49) et (3.50) sont vérifiées dans le cas ou

N S
YU ww h(u)g(v)’

avec h, g des fonctions a croissance lente satisfaisant

>

u>1

<+ooetz L

< +00.
uh(u) 2 0g(v)

De plus, (3.49) n’est pas suffisant pour obtenir la convergence quenched dans (a) (voir, pour
d =1, les travaux de Dalibor Volny et Michael Woodroofe [VW10]).

3.5.2. Champ de Volterra

Exemple 3.5.2. (Champ de Volterra) Soit (&n),cz¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées telles que
E [|£0]9] < +00. Pour tout k > 0, on définit

X = Z Q08 k—uk—v-

(u,v)>(0,0)

Ol Gy, sont des réels ay o =0 et Y-, 50 a2 , < +oc. De plus, on suppose que

1 , 1/2
wa( > aw) < 4o0. (3.51)
k>1 (u,v)>(k—1,k—1)
uFv

Alors la conclusion du théoreme 3.4.4 est satisfaite.

Avant de démontrer cette assertion, nous rappelons le théoréme suivant qui est un résultat de
découplage pour les U-statistiques, qui peut étre trouvée a la page 99, théoreme 3.1.1, du livre
de Victor de la Pena et Evariste Giné [PG99).

Théoréme 3.5.3 (Inégalité de découplage). Soit (X;)i<i<n une suite finie de n variables aléa-
toires indépendantes et soit (Xik)lgign, k=1,...,m, m copies indépendantes de ces suites.
Pour tout (i1,i2,...,0m) € I, soit h;, : R™ — R une fonction mesurable telle que
E iy, im (Xiys -, Xi)|] < +o00. Soit f - [0, +oo[— [0, +00[ une fonction croissante et convere

telle que E [f (|hiy,... i (Xiy, .., X, )])] < 00 pour tout (iy,i2,...,14m) € I}, ot

n s

yeelm

I,T:{(il,...,z’m):ijeN,lgz‘jgn,z‘j;&ik, S’Lj?ék}
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Alors, il existe Cp, > 0 tel que

Preuve du théoréeme 3.5.2. Remarquons que
Eq [Xk] = Z au,v&k—u&k—v'

(u,v)=(k—1,k—1)

E <FE

Z hl’lw-,im (Xip s 7Xim) Z hi1,~~-,im (Xi117 s 7X7Tn)
Im Im

Soit (&,)nezd €t (§n)nezae deux copies indépendantes de (£p),cz¢. D’apres I'indépendance et
le fait que agx = 0, en appliquant I'inégalité de découplage ainsi que I'inégalité de Rosenthal
(respectivement théoréme 3.5.3 et théoreme 1.4.5), on obtient

q q
||E1 [Xk]HZ = Z au,v&k—ugk—v < Oy Z au,vﬁk_uﬁg_v
(u,v)=(k—1,k—1) (u,v)=(k—1,k—1)
u#v q u#£v q
g
2
S [ G DR (A0 ) RS DR AL |
(u,v)=>(k—1,k—1) (u,v)>(k—1,k—1)
uF#v u#v

| X a)Edre Y i)

(u,v)=(k—1,k—1) (u,v)=(k—1,k—1)
u#£v uFv

La premiere inégalité est donnée par le théoreme 3.5.3 tandis que la seconde est donnée par
le théoréme 1.4.5.
De méme, d’apres la décroissance des normes dans £, on a

1
2
Bl <Co( X dhy)

u,v>k—1

Et on obtient donc les résultats du théoréme 3.4.4. |



4. Théoremes centraux limite fonctionnels
qguenched sous la condition de Hannan

Dans ce chapitre, nous établissons la validité d’un théoréeme central limite fonctionnel dans
le cadre du chapitre précédent. Suite a cela nous établirons des versions fonctionnelles de ces
résultats. Toutefois, nous commencons par étendre la méthode d’approximation par martingale-
cobord au cas des champs d-dimensionnels, d > 2.

4.1. Décomposition martingale-cobord multi-dimensionnelle

Comme nous l'avons mentionné dans la section 1.3.2, une méthode classique pour obtenir
une approximation par ortho-martingale consiste a faire usage d’une décomposition martingale-
cobord.

Afin d’obtenir des théorémes limite pour les champs, il est nécessaire d’étendre cette méthode a
ces derniers. Mohamed El Machkouri et Davide Giraudo [EMG16], donnent une version spatiale
de la définition 1.1.11. Etablissons tout d’abord le cadre dans lequel on va définir la notion de
décomposition martingale-cobord. On considere des transformations 71, ...,T; qui commutent
et qui conservent la mesure et f : 2 — R une fonction mesurable.

Ici, nous considérons une filtration commutante (Fp)p,cze = (T ™F0)peze ot Fo est une
sous-tribu de F.

Définition 4.1.1 (Décomposition martingale-cobord d-dimensionnelle). On dit que le champ
(foT");cze admet une décomposition martingale-cobord, s’il existe des fonctions Fo-mesurables
my, @ C J G [1,d] et un cobord g o [[L, (I —T;) tels que

d

= Y myo[[U-T)+go[[U-T) (4.1)

ZCJC[1,d] jeJ i=1

ou les processus (my o [Tiese Tjnj Jnezd-1sl sont des ortho-martingales pour tout sous-ensemble
J ¢ [1,d].

Tout comme pour le cas uni-dimensionnel, le terme g o ngl (I — T;) est appelée cobord ; ce-
pendant, cette décomposition differe du cas uni-dimensionnel en ceci que les processus
(m Jo H;le U =Tj)o T")nezd ne sont pas nécessairement des ortho-martingales. Toutefois ces
termes se comportent comme des martingales dans certaines directions et comme des co-bord
unidimensionnel dans chacune des autres. Ces objets, bien que plus compliqués a traiter que les
ortho-martingales, sont suffisamment réguliers pour pouvoir obtenir des théoremes limite.

Mentionnons, ici, des théorémes importants concernant les décompositions martingale-cobords.

Le premier nous permet d’obtenir une décomposition sous certaines conditions et est la géné-
ralisation au cas spatial de la décomposition (1.9). Elle fut démontrée par Michael Lin et Guy

99



100 4.2. Résultats principaux

Cohen [CL20]. Si Uy, ..., Uy sont des contractions ! ergodiques en moyenne (c.f. Définition 1.2.2)
d’un espace de Banach H, alors

d
H = ZF(Ui) @ H (I-Uj)H. (4.2)

Tout comme pour le cas uni-dimensionnel, cette décomposition ergodique permet de déduire une
décomposition martingale-cobord approximante.

Un deuxiéme exemple de condition suffisante pour obtenir une décomposition martingale-
cobord d’un champ est celle donnée par Mikhail Gordin [Gor09] qui fut le premier a étudier
cette décomposition dans le cas multi-dimensionnel. Dans son article, I’auteur considere des
transformations 77, ...,Ty préservant la mesure et complétement commutantes, c’est a dire
que leurs opérateurs de Koopman associés (notés Uy, ...,Uy) ainsi que les opérateurs adjoints
de ces derniers commutent entre eux, et il obtient que sous la convergence dans un espace
LP p € [1,4+00] de la moyenne des sommes partielles

. O U, (4.3)

o<n<N-1

le processus (f o T™),,cze admet une décomposition martingale-cobord, ou f € LP tel que
E [f|I{k}} ,k €[1,d], Is étant la tribu invariante (c.f. section 1.2) de la transformation [];cq 7;.

Remarquons que Mohamed El Machkouri et Davide Giraudo [EMG16], Davide Giraudo [Gir18]
ainsi que Dalibor Volny [Vol18] ont tous obtenu des conditions suffisantes pour obtenir la dé-
composition martingale-cobord (4.1).

4.2. Résultats principaux

Dans cette partie, nous énongons et démontrons la version fonctionnelle du théoreme central
limite quenched 3.2.4. Ce résultat, et ceux qui suivent, sont issus d’un article en collaboration
entre Na Zhang, Lucas Reding et Magda Peligrad [ZRP19]. Remarquons que pour d = 1, le
théoréeme central limite fonctionnel quenched fut établi par Christophe Cuny et Dalibor Volny
[CV13].

Déterminons le cadre dans lequel nous souhaitons présenter ces résultats. Tout comme pour
le chapitre précédent, on commence par énoncer et démontrer les résultats en dimension d = 2
puis on les étendra pour un d quelconque par la suite.

On considére un espace de probabilité (Q, F,IP) et un champ stationnaire (&, )n,mez de
variables aléatoires définies sur cet espace. Par la suite, on conservera les notations du chapitre
précédent, c’est a dire que pour tout 7,5 € Z, on définit les tribus Foo j = V,cz Fnyjs Fio =
Vimez Fim> Foo,co = Vz‘,jeZ Fi j ainsi que la famille de tribus définie comme suit

Fro=0u:J <k, u<d),

et que 'on suppose étre une filtration commutante.

1. Opérateurs linéaires dont la norme est inférieure ou égale a 1.
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On définit de maniere canonique le champ de v.a.(€,,),ez2 sur I'espace de probabilité Q2 = RZQ,
muni de la tribu B(Q2) engendrée par les pavés mesurables et on introduit les opérateurs de dé-
calage T et S (resp. décalage vertical et décalage horizontal) que l'on a été amené a rencontrer
dans le chapitre précédent et dont on suppose qu’au moins I'un des deux est ergodique.

Nous définissons, maintenant, le champ stationnaire (X, )mez2 de v.a. de la maniére suivante.
On considére une fonction mesurable f & valeurs réelles définie sur R, et on pose

Xk = f(T75"(€ap)azop<0). (4.4)

On suppose que la variable aléatoire X o est centrée et de carré intégrable. On notera

k’j
Sk = Dy Xuws B() = E[|Fo] (w) pour tout w € Q
et nous noterons par E“ ’espérance correspondant & la mesure de probabilité P*.
Pour (s,t) € [0,1]2, on définit le processus stochastique

1
Wn,m(ta S) = \/ﬁSLntJ,LmSJ .

On considére alors le drap Brownien standard & 2 dimensions (W (%, s)) s)ejo1)2 et on s’inté-
resse & la convergence en 1oi de (Wym(t, s))¢ seo1] vers (W (¢, s))t sejo.1]- dans D([0,1]%) muni de
la topologie associée a norme infinie et lorsque n A m tend vers +oo. Comme il est d’usage, la
preuve de ce théoréme repose sur deux étapes : premierement la preuve de la convergence des lois
fini-dimensionnelles vers les lois fini-dimensionnelles du drap Brownien standard 2-dimensionnel
correspondantes et deuxiémement la preuve de la tension de la famille des lois de probabilité.

On rappelle que le champ de v.a. (X ) défini par (4.4) est régulier si
E [X070|f07_00} =0ps.et E [X()p‘f_oqo] =0 p.s. (45)

Notre premier résultat donne une condition nécessaire pour obtenir la tension de la famille
des lois de probabilité.

Proposition 4.2.1. Supposons que le champ de v.a. est réqulier et que, de plus, il existe ¢ > 2,
tel que
3 IPois(Xoo)ll, < +oc. (4.6)
1,720

Alors Wy m(t, s) est tendue dans D([0,1]?) muni de la topologie associé a la norme infinie.

En ayant la tension de la famille des lois des sommes partielles renormalisées, nous obtenons
e théoreme limite fonctionnel en le combinant avec la convergence des lois fini-dimensionnelles
le th limite fonct l en 1 b t 1 des lois fini-d 11
que 'on a démontrée dans le chapitre précédent.

Théoréme 4.2.2. Supposons que les hypothéses (4.6) et (3.12) sont satisfaites. Alors pour P-
presque tout w, le champ (Wym(t,8))nm=1 vers oW (t,s), converge en loi dans D(]0,1]%) muni
de la topologie de la norme infinie lorsque n A m — +00 sous P,

On obtient un corollaire direct a ce théoréme.

Corollaire 4.2.3. Supposons que (3.13) est satisfaite pour un certain q > 2. Alors la conclusion
du théoréeme 4.2.2 s’applique.
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4.3. Preuves des résultats

4.3.1. Preuve de la proposition 4.2.1
On commence par définir, pour 2 < p < g, les fonctions

. 1 n v
fiip=sup — > Eool|Prie—j(Xie)")

L

= swp 3> QRQA(IP (XKool

nwzl MU e
Remarquons que, d’apres le corollaire 1.7 du chapitre 6 dans 'ouvrage d’Ulrich Krengel [Kre85]

appliqué a la fonction |P_; —;j(Xo,0)[P, pour A > 1, on obtient

« Y
WE ((1235)"" > X) < CB[[Pois (o) P08 IP-ij(Xo0)]] < CEIIPis(Xoo)]

1/
On en déduit que ( szj’p) P est un élément de I’espace faible LP* défini par

LP* = {f fonction mesurable a valeurs réelles définie sur 2 : sup N’P(|f| > A) < 4o00}.
A>0

C’est un espace de Banach dont la norme naturelle sera notée par ||-[|, , et qui est équivalente a

la pseudo-norme (supyso APP(|f| > MYP. On a

« \1/p
(f,-,j,p)
Par conséquent, si 37; ;> [|P-i,—j(Xo,0)[|, < +o0 alors

Z (fi’ij,p) Vp < +oo P—ps.

1,520

> (f ij,p) Up

4,j20

<2

1,520

<Y 1P—i—5(Xo0)ll, -

P* >0

p7*

Afin de démontrer la tension de la famille des lois de probabilité, nous allons vérifier que la condi-
tion sur les moments donnée par la relation (3) dans [BWT71] par Peter Bickel et Michael Wichura
(c.f. 1.3.9) est satisfaite. Pour s’en assurer, notons un accroissement du processus W, n,(t, s) sur
le rectangle A = [t1,ta[X[s1, $2] par

1
nm

A(A) _ ‘Z\_ntgj—l |msa]—1 X0l

k=|nt1 | {=|ms1 | ’

On remarque que d’apres (4.5), nous avons la décomposition suivante.
Xie =Y Proiv—j(Xke) ps.
On considere un aléa w tel que cette décomposition soit valide pour tous k et £ et

1/
i 50 ( ifj,p(w)) i < +o00. Alors, on a
1

D)

1,720

IACA)]l

)

w?p

[nt2] -1 [ms2]—1
Zk:l_nt1J Zg: |ms1 ] Pr—io—j (Xk’g)
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ou |- w,p désigne la norme naturelle de L? (P“). Remarquons que, puisque nous devons déter-
miner les moments d’ordre p d’une ortho-martingale, nous pouvons faire appel a I'inégalité de
Burkholder (voir théoréme 3.1 de Fazekas [Faz05]) et on obtient

[nta|—1 ms2]—1 o
Zk:[ntlj (=ms1 ] Pre—io—;i(Xk,e)

1/2

IA(A)]

C,
< p
wp v m i]z';()

w,p/2

En appliquant deux fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
P
B [AP(A)] < G ((t2 — 1) (s2 — s | 30 (f50)) "
3,520
Si B est un voisinage rectangulaire de A, d’aprés l'inégalité de Holder, on a

B [AP2(A)AP2(B)] < Ky ((A)u(B)"*,

oil 4 est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]2. Par conséquent la condition donnée par la relation
(3) par Peter Bickel et Michael Wichura [BWT71] est satisfaite avec v = p et § = p/2. Puisque
B > 1, la tension de la famille des lois de probabilité est donc une conséquence du théoreme
1.3.9 et de la discussion qui s’ensuit. Il

4.3.2. Preuve du théoréme 4.2.2

La tension est une conséquence de la proposition 4.2.1. La preuve de la convergence des lois
fini-dimensionnelles est basée sur ’observation suivante. En utilisant I’approximation par ortho-
martingale (3.17) avec la négligeabilité (3.28) de R,, ,,, pour presque tout w et pour tous nombres
rationnels 0 < s,¢t < 1, on obtient

| Stats sy = Miney s w2 _ .

nAm—+00 (nm) 1/2

Ainsi, d’apres Pastuce de Cramer-Wold et 'inégalité triangulaire, la convergence des lois fini-
dimensionnelles se déduit du cas des ortho-martingales, qui a été démontré par Magda Peligrad
et Dalibor Volny [PV19]. Le théoréme est donc prouvé. O

4.4. Extension aux champs d-dimensionnels, d > 3

Enoncons la généralisation au cas d-dimensionnel, d > 2 de ce résultat. Reprenons les notations
de la section 3.4 et considérons un champ stationnaire £ = (&y,),cz¢ de variables aléatoires réelles
défini sur I’espace de probabilité canonique RZ’, On définit les tribus Fp, = (&3 <u)eton
suppose alors que la famille formée par ces tribus est une filtration commutante. On construit
le champ que I’on souhaite étudier de la maniere suivante :

Xm = f((§)jcm) e Se= Y Xu (4.7)
1<u<k

La variable aléatoire X¢ est supposée centrée et de carré intégrable. On suppose aussi que Xg
est réguliere, c’est a dire que
E [XO ‘]:fooei] =0,
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ol F_ooe; = [nez Fne; Pour tout i € [1,d] et on définit les translations canoniques T; de maniere
usuelle. Donc, pour tout k € Z%, on a

X, = f(lel 0...0 de((fu)u@))-

On suppose qu’au moins 1'une des transformations 7;,i € [1,d] est ergodique.

Pour t € [0,1]%, on définit le champ aléatoire de processus stochastiques suivant :

1
Wn(t) = Wsl_nltlj,...,l_ndtdj

et on note par (W (t))ycp,)¢ le drap Brownien d-dimensionnel standard. Le théoréme suivant
est une version d-dimensionnel du théoreme 4.2.3.

Théoréeme 4.4.1. Sous les hypothéses du théoréme 3.4.4 avec q > 2, pour P-presque tout w,
le champ aléatoire de processus stochastiques (W (t))n>1 converge en loi vers oW (t), lorsque
minj¢;<qn; — 400 sous PY.

4.5. Exemples

Dans cette section, nous obtenons des exemples d’applications du théoreme fonctionnel pré-
cédent a des champs linéaires et de Volterra. Le but de cette partie est d’obtenir des théoremes
fonctionnels quenched avec des conditions moins fortes que celles énoncées par Magda Peligrad et
Dalibor Volny [PV19], dans lequel les auteurs ont utilisé une décomposition martingale-cobord.
Soit g > 2 et supposons que d > 2.

4.5.1. Champ linéaire

Ezemple 4.5.1. (Champ linéaire) Soit (£y,),cz¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées telles que
E|€0|?] < +o00. Pour tout k > 0, on définit

Xp=> ajnj -
j=0

On suppose que

1
1 9\ 2
k>1 j=k—1

La conclusion du théoreme central limite quenched fonctionnel 4.4.1 est satisfaite.

Remarque. Pour le cas d = 2, on peut supposer que les deux hypotheses suivantes sont satisfaites.
> laj| < +oo (4.9)
j=0

et

1 3
2
k>1 j>k—1

Si on suppose que E [|£0]9] < 400 pour un certain ¢ > 2, alors la convergence quenched du théo-
reme 4.2.2 est satisfaite.
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Rappelons que (4.9) et (4.10) sont satisfaites si, notamment

11
G = o h(w)g(v)’

avec h, g des fonctions & croissance lente satisfaisant

>

u>1

< 4ooet Y !

< +o0.
= v9(v)

1
uh(u)

4.5.2. Champ de Volterra

Exemple 4.5.2. (Champ de Volterra) Soit ({n),ecz¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées telles que
E [|€0]9] < +o00. Pour tout k > 0, on définit

X = Z Q0 k—uk—v-

(u,v)>(0,0)

Ol Qg sont des 1éels ay o =0 et 3, 450 a5, < +00. De plus, on suppose que

1 ) 1/2
Z |k|1/‘1 ( Z au,’u) < 4o00. (411)

k>1 (u,v)>(k—1,k—1)
u#v

Alors la conclusion du théoréme central limite quenched fonctionnel 4.4.1 est satisfaite.

4.6. Extension des résultats aux espaces d’Orlicz

Dans cette section, nous établissons différents résultats qui généralisent ceux qui précedent.
Ces recherches sont le fruit du travail conjoint de Na Zhang et Lucas Reding [RZ20]. Nous
utilisons les notations définies dans la section précédente. Rappelons que dans ce cas le champ
(Xi)seza est défini par (4.7), que la filtration sous-jacente est commutante et qu’au moins une
des transformations T;, ¢ € [1,d] est ergodique.

En plus des notations de la section précédente, on définit pour tout n € (N*)?,

d
Sn="Sn—Rn et Ry=> (="' 3 E,u. i [Sal,
i=1 1<j1 <+ <js<d
ott nl1:Ji) est le multi-indice obtenu en remplacant par 0 toutes les ji, - - - , ji-iéme coordonnées

du multi-indice n et en laissant les autres inchangées.

4.6.1. Théoréeme central limite fonctionnel sur des régions cubiques

Le théoréme qui suit est une généralisation fonctionnelle du théoreme 3.2.1.

Théoréme 4.6.1. Supposons que

Z [Po(Xw)|ly < 400, (4.12)

u>0



106 4.6. Extension des résultats aux espaces d’Orlicz

Alors pour P-presque tout w € €,

_ c y
(nd/QSLntJ) 0.1] —n_>—+oo_> (O-Wt)tg[(]’l]d sous [P,

ot 02 :=E [D}] avec Do =¥ ;cya Po (Xi), (We)teoge est un drap Brownien standard,

kt .= (ktl, ..., ktg) pour k € Z et la convergence a lieu dans D([0,1]%) muni de la topologie de
la norme infinie.

Le résultat suivant est un corollaire direct du théoréeme précédent et permet de supprimer le
re-centrage Ry. Ce corollaire correspond aussi a la version fonctionnelle de la deuxiéme partie
du corollaire 3.2.3 (convergence (3.11)).

Corollaire 4.6.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.6.1 et si de plus, on a pour tout i € [1,d],

1 2 ps
—E max E_ u [S — 0
nd 0 1<m<nl m() [ m] n—-+o0o

oty m est le multi-indice ayant 0 pour i-éme coordonnée et laissant les autres coordonnées de
m inchangées. Alors, pour P-presque tout w € €1,

1 r ¥
<nd/28LntJ>t 0.1]4 ———— (0Wi)gepoge  sous P, (4.13)
€

n—-+00

ou (Wt)te[()’l]d est un drap Brownien standard et la convergence a liew dans l’espace de Skorohod
D([0,1]%) muni de la topologie de la convergence uniforme.

Finalement nous établissons ’extension fonctionnelle du théoréme 3.2.4 (Partie (a)).

Théoréme 4.6.3. On suppose que

Es(
3 B2 Xy o, (4.14)
uz>1l ”LL‘

Alors, pour P-presque tout w € §2, la convergence donnée par le corollaire 4.6.2 est satisfaite.

4.6.2. Théoreme central limite fonctionnel sur des régions rectangulaires

Nous énongons 'extension suivante du théoréme 3.2.2 ainsi que de la convergence (3.10) dans
le corollaire 3.2.3.

Théoréme 4.6.4. On suppose que

> [Po(Xu)lle < +00, (4.15)

u=>0

ot ®(x) = x2(In(1 + |z|))4=L. Alors, for P-presque tout w € Q,

1 - - )
(\/WSWLO 0,14 m (JWt)te[O,ud sous P,
tel0,1

ot o2 est défini comme dans le théoréme 4.6.1, (Wt)tcpo,1)¢ est un drap Brownien standard et la
convergence a lieu dans l’espace de Skorohod D([0,1]%).
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Corollaire 4.6.5. On suppose que les conditions du théoreme précédent sont satisfaites et que

pour tout i € [1,d],

1
—Eg { max E,_ ) [Sm)?| —22— 0.

|n| 1<m<n n—-+oo

Alors, pour P-presque tout w € €2,

1 L
—5 t ) _— (UWt)t 0.11¢ SoUus ]P)w, (416)
(oo e e
0t (W)gepo,1)2 est un drap Brownien standard et la convergence a liew dans lespace de Skorohod
D([0,1]%).
Le théoreme suivant est la généralisation au cas fonctionnel du théoréme 3.2.4 (Partie (b)).

Théoréme 4.6.6. Si les hypothéses (4.15) et (3.43) sont satisfaites pour q = 2, la convergence
dans 4.6.5 est satisfaite pour P-presque tout w € ).

Finalement, nous conjecturons I’existence d’une version fonctionnelle du théoréme 3.2.4 (Partie

(c))-

Théoréme 4.6.7 (Conjecture). Supposons que la condition

v E Xl (4.17)

T
u>1 [u|2

est satisfaite. Alors, pour presque tout w € 1, la conclusion du corollaire .6.6 est satisfaite.

4.7. Preuves des généralisations

Notations

Avant d’établir les résultats précédents, nous commencons par définir certaines notations.
Lorsque h : © — R est une fonction mesurable, on notera par hqy, u € Z%, la fonction h o T%.

Pour tout n € (N*)? et pour toute fonction mesurable h :  — R, on note

Sn(h) = > hi,

1<i<n
et .
Sn(h) = Sn(h) = Ru(h) et Ra(h)=3 (=)' > E,Gia [Sa(h)],
1=1 1<j1<<ji<d
ot I'on rappelle que (91 Ji) est le multi-indice obtenu en remplacant par 0 toutes les ji,- -, j;-

ieme coordonnées du multi-indice n et en laissant les autres inchangées.
Pour tout i € [1,d] et pour tout £ € N, on définit

F'= '\ Fu
keZd, k;<l
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4.7.1. Preuve du lemme principal et du théoréeme 4.6.4

On commence par démontrer le théoreme 4.6.4 puisque c’est le résultat le plus général. De
plus, les calculs effectués dans la preuve du théoreme 4.6.1 sont un cas particulier des calculs de
la preuve du théoréme 4.6.4 et seront donc omis.

Avant de monter le théoréme principal, on commence par établir un lemme principal.

Lemme principal. Pour toute fonction h € LIn%"Y L (c.f. définition 1.13), Fo-mesurable et
satisfaisant la condition de Hannan suivante :

> [Po(hu)llg < 400, (4.18)

u=0

il existe une fonction intégrable g telle que pour tout N € (N*)4,

2| — p.s.

Afin de prouver ce lemme on établit un second lemme intermédiaire.

Lemme 4.7.1. Pour toute fonction h € LIn®"! L, il existe une constante C > 0 telle que pour
tout w € Z%, on a

|V

< CPo(hu)llg -

Preuve du lemme 4.7.1. Soient h € LIn? 'L, u € Z% et t > || Po(hu)||p. On note
Q = {w e Q:4(Po(hu))’ (w) > £},

En appliquant le corollaire 1.7 du chapitre 6 dans 'ouvrage de Krengel [Kre85], on trouve qu’il
existe une constante Cy > 0 telle que

2 2 d—1
P( sup) ‘ Z (730 OTi>2 > t2) < Cd/ﬂt 4(7)0t(2hu)) <1n (W)) dP

ne(N+)d 1<i<n
-1 (2Po(hu))? 2|Po(ha) )\
g, [ PO i,y 2P0
Q t t

< 297072 [ Po (X)) |13 -

N

La derniére inégalité découle du fait que

1Po(ha)lg = inf{t ~0:E [<1> (Wﬂ < 1}.

En effet, en posant ty = ||Po(hy)|| e, on a

E lpo(hu)z (ln (1 + |P0£:u)’>)d_l

Ainsi, puisque t > tg,
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Par conséquent

[V Po(hy

1

— /OJFOOIP( sup 1 \ZE (Po(hu)oTi)2>t2> dt

to +oo 1 N\ 2
/ 1dt + P ( sup — Z (Po(hu) o T’) > t2> dt
0 to

ne(N*)d |n| 1<i<n

N

N

(271 Ca+ 1) 1Po(hu) g -

Preuve du lemme principal. On consideére une fonction mesurable i satisfaisant aux hypotheses
du lemme. Dans un premier temps, on étudie la quantité Sy, (h) en utilisant la décomposition
projective suivante (voir Particle de Magda Peligrad et Na Zhang [PZ18a)).

Sn(h) — Rn(h) = Z 772'( Z hu) = Z 770( Z hu> oT?.

1<i<n <usn 1<i<n o<us<n—1

En changeant 'ordre des termes dans la somme, on obtient

Sn(h) =Y > Po(hu)o T

o<usn—11<i<n—u

Soient n, N € (N*)¢ tel que n < N. Alors, on a

> Po(hy)oT*

1<i<k

1S (h)| < Z max
o<u<N-—1 ISESN

Remarquons que pour tout v > 0, la somme partielle Z Po(hy) © T* est une ortho-
1<i<k
martingale. En utilisant 1'inégalité de Cairoli pour les ortho-martingales, on a

2

Z Po(hy) o T*

1<i<k

2
<2) Ko ( > Po(hu>oTi>

u>0 1<iKN

2 Bolime
<k<
0<u<N—-1 1sks

Par orthogonalité, on trouve que

\/EO[ max |§n(h)|2} <23 |3 Eo[Po(ha)? o TH < 24/INT S 1/ (Po(ha)?)".

<n<
1snsN u>0 \| 1<i<N u>0

Ainsi pour tout N € (N*)4,

\/EO [152% \i\'sn(h)'?] <213/ (Po(hu)?)" (4.19)

u=>0
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Or, d’apres le lemme 4.7.1 et ’hypothese (4.18), il existe C' > 0 tel que

27’0*

u>0

<C Z [Po(hu)lle < +oo.

u>0

Ce qui acheve la preuve du lemme principal. O

Preuve du théoréeme 4.6.4. Pour tout n € N*, on note

Par régularité de Xp, la suite de v.a. (Xo — X(()n))neN converge vers 0 presque slirement; en
utilisant (4.19), on obtient la convergence

1 - Lo\
limsup\/Eg [1<I?7f?§N\ ||S m(Xo |2} <2dZ\/P0 (Xo — ())oT@)2>

N —+40c0 u>0

pour tout n € N*; et donc, d’apres la preuve du lemme principal, il existe une constante C' telle

J—
® n—+oo

<C Y [[Po (X0 - X§) 0 T%)

1 u>0

H\/hmsupIEo max 1|Sm(X0—X(()n))|2]

N—s+o0 1<m<N |m)|

Par conséquent, il existe une suite d’entiers (ny)ren strictement croissante telle que

1 (nr)y |2
li li E — Xo— X' ® = .S. 4.2
it [ s S (o~ XG] 0 ps (4.20)

De plus, on a aussi pour tout n € N*

1 S.
B |, IR (VR 22 (4.21)

En effet, d’apres 'inégalité triangulaire, il suffit de montrer que pour tout 4 € [—n, 0]¢

1 (n) 2] ps.
Ao | Ry (PiOX)| 20

Ceci est vrai par application du lemme 4.7.2 énoncé ci-dessous.

Lemme 4.7.2. Pour tout fonction Fo-mesurable h de carré intégrable, la condition

I [Pallly
> \u]l/Q < +oo

u>1

entratne que

1 s.
_F 2 p )
N o L&XN‘RM‘ } Noroo 0
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On donnera la démonstration de ce lemme dans la suite du chapitre.

Pour un n € N* fixé, en appliquant la proposition 4.1 de l'article de Dalibor Volny et Yizao
Wang [VW14al, on obtient la décomposition martingale-cobord

S o [[a -1,

Scl1,d] jese

ou h ) e Nies (L2 (féi)) oL? (]:( D) pour tout S C [1,d] et en adoptant la notation
[ljep (I =T;) = @. De plus
(n) (n) 1
il = 2 Po (X5 o T*).
i€z

D’apres la preuve de la remarque 11 de I'article de Magda Peligrad et de Dalibor Volny [PV19]
(voir preuve du théoréme 7 de cet article), la convergence presque stire

1 2 5.
WEO [1<I£1ﬁai(N ‘Sm (X‘()n) B m")‘ } #ioo> 0 (4.22)

est satisfaite. De plus, en posant m,, = h[([qf’)d]] et m =3 ;c74 Po(X;). Ainsi

Sn(m—my) = > (Di—Djw),
1<i<N

ou

= > Pi(Xij) et Dﬁ")z > Pi(Xigy)

JEZ4 j€[-n,0]¢

Par conséquent, étant donné que (Di —Dgn)),ezd est un champ d’accroissements d’ortho-
K3

martingale et d’apres 'inégalité de Cairoli (c.f. proposition 1.4.10), on obtient

o <1 max |S;(m —my)| > E) < Z Eo {(Dl — Dgn))z} .

’N’ ISisN 1<z<N

Remarquons que

e N e

jgl-n0]¢ 1i<N

D’apres le théoréme ergodique 1.2.4 pour les opérateurs de Dunford-Schwartz et le lemme 7.1
de Plarticle de Jérome Dedecker et al. [DMP14], on a la convergence suivante :

lim Z Eo { (Po (X;))? 0 Ti} =E {(’Po (Xj))ﬂ p.S.

N —+o00 ’N’ 1<i<N

pour tout § & [—n, 0]%. Puisque 374 || Po (X;)l, < +o0, on obtient

(n))?
li li E ; — D = .S. 4.
nﬁlrfoo ZV—I)%OO €2|N| 1ie Eo |:<D'L D" ) :| 0 ps ( 23)
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En combinant (4.20), (4.21),(4.22) et (4.23), on obtient que pour tout € > 0,

1 —
li PY | —= - Ze| = S.
s ™ (] 5y S = S )1 32) =0 s

On conclut en remarquant que puisque le champ (m o Ti)iezd vérifie un théoreme central limite
fonctionnel (ceci d’apres le théoreme 5 de l'article de Magda Peligrad et Dalibor Volny [PV19]),
le résultat escompté est obtenu par application du théoréme 3.1 dans [Neu71]. O

Preuve du théoréeme 4.6.1. La preuve de ce théoréme est identique a la preuve précédente,
exception faite de l'utilisation du théoréme du lemme 1.4 du chapitre 6 dans l'ouvrage d’Ul-
rich Krengel (appliqué a I'opérateur maximal M f := sup,,cy nd Y1<i<nt [ flo T%) & la place du
corollaire 1.7 du méme chapitre afin d’obtenir les équivalents pour la norme usuelle de L? des
lemmes intermédiaire et principal que nous énoncons ci-dessous. [l

Lemme principal (Version L?). Pour toute fonction h € L*(Fo) et satisfaisant la condition
de Hannan suivante :

> [Po(hu)lly < +o0, (4.24)

u=0

il existe une fonction intégrable g telle que pour tout N € N*,

\/IEO [ max i]Snl( )|2] <g P-ps.

1<n<N n

Lemme (Version L? du lemme 4.7.1). Pour toute fonction h € L?, il existe une constante C > 0
telle que pour tout uw € Z%, on a

|ty

< CPo(hu)llz

ot h* = sup,,cn+ # Y 1<i<n [h] o T?, pour toute fonction intégrable h.

La preuve suivante du corollaire 4.6.5 peut étre aisément adaptée afin d’obtenir le corollaire
4.6.2 en appliquant le théoreme 4.6.1 au lieu du théoréme 4.6.4.

Preuve du corollaire 4.6.5. D’apres le théoréme 4.6.4 et le théoreme 3.1 dans [Neu71], il suffit

de montrer que

1 s.
—Ep | max R2 — = 0.
|’rL| 1<i<n n—+o0o

Soit n € Z%, rappelons que

Rn = Z(—l)iil Z En(jlv"'vji) [Sn] ’

i=1 1<ji<+<g;<d
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ot nl1-71) est le multi-indice tel que les jp-ieme, 1 < k < 4 coordonnées sont nulles et les autres
sont égales aux coordonnées correspondantes de n.

Par I'inégalité triangulaire, il est suffisant d’établir qu’apres renormalisation, ’espérance condi-
tionnelle sachant Fg du carré de chaque terme de la somme tend vers 0 presque stirement.

Les termes satisfaisant ¢ = 1 vérifient cette propriété d’apres les hypotheéses du corollaire et
tous les autres termes peuvent étre traité de maniere similaire; donc, sans perte de généralité,
nous prouverons seulement que

1 ' 12 p-s.
ol max (B [Si1)7] 2o 0.

D’apres I'inégalité de Jensen, on a

Eo[ max (E;u. [Si])%] = Eo[ max (E;a.2 [E;0) [Si]])?] < Eo max (E;a) [Si])?].

1<i<n 1<i<n 1<i<n
Donc
L ol max (B, [Si])2] < —Eo[ max (B, [Si])2] —25— 0
In| Olicicn A PHES (P0G, ) notoo

]

Avant de continuer avec les preuves des différents théorémes, nous démontrons le lemme 4.7.2.

4.7.2. Preuve du lemme 4.7.2

Preuve du lemme 4.7.2. On montre que pour tout i € [1,d] et pour tout (j1,...,5;) € [1,d]’
satisfaisant 1 < j; < --- < j; < d, on a la convergence

1 2 ps.
WEO 1gla<XNEn(j1 44444 4) [Sn(h)] m 0.

Pour cela, on raisonne par récurrence sur k = d —i. Pour k£ = 0 et de la méme maniére que pour
la preuve du lemme 3.3.2, on établit que

Eo [Sn(R)]?  ps.

|n| n—4oo0
On remarque qu’alors
— E h)? —22= 0.
IN| 16nen 0 [Sn(h) N—+o0 0

Désormais, on suppose que la propriété étudiée est satisfaite au rang k—1 < d— 1. Sans perte de
généralité, on établira le résultat seulement pour (ji,...,j,) = (1,...,n); pour cela on démontre

que

1 2 S.
0 | (B [Sn(0)] = By (S (M) | 2o

De méme que dans la preuve lemme 3.3.2, on obtient la décomposition suivante

n1 2
Eo | max (E,iy..o0 [Sn(h)] = By [Sn()])?| = Eo | max ( P jk),iwn(h))) ,
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ol P,(f@-l ,,,, ]-k),i(Sn(h)) =E, ¢ i nGraw [Sn(P)]=E; 1 e, ntromin [Sn(h)] et €1 est le multi-indice

dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la premiere qui vaut 1.
Puisque h est Fp-mesurable, on a
1

1
SO P (Sa(h)

i=1

(1)
< 2 max D P, ()
1=

1<u<N

Ainsi, d’apres 'inégalité de Cairoli

ni 2 Ny 2
1 1
o [mN <§:P,i<3~l ..... jk>,,.<sn<h>>) ] <2 3 |E (E:PL& ,,,,, m,z-(hu)) -

i=1 i=1

Soit ¢ > 0, on utilise la décomposition suivante

! = p) 2
7N Z ]EO Z Pu(jl »»»»» k) 4 (h‘u) = IN’C + IIN7C

ou

1 o S0
IN,c = W 1<Z Z IE0 Pu(jl ,,,,, jk),i (hu)

u1 <N 1<u2,...uqg<c =1
et IIn . est le reste des termes de la somme initiale.
De la méme maniere que dans la preuve du lemme 3.3.2, on montre que

limsupIny,.=0 p.s.
N —+o00

En effet, par orthogonalité

@ Ny (1) 9 '
{2
INe < N el §>O 1E0 {(Pu(jl ,,,,, i) 0 (hu)) OT1]~
SU2,--UdSC gy >

Or, d’apres le théoreme 1.2.4 et le lemme 7.1 de article de Jérome Dedecker et al. [DMP14],
on obtient la convergence

1=

, 1 (1) 2 i (1) 2
Nllig,l-oo ﬁl X Z Eo |:<Pu(j1 ,,,,,, i*) 0 (hu)) o T1:| =E [(Pu(jl AAAAA jk)70(hu)) 171 |,

<INV

ou Z; est la tribu invariante associée a la transformation 77. Par conséquent

limsupIny,.=0 p.s.
N—+00

Les différentes sommes apparaissant dans le reste Il ., admettent au moins une direction (dif-
férente de la premiere) pour laquelle les indices des termes dans cette direction sont au moins
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égaux a ¢ + 1. Sans perte de généralité supposons que ce soit seulement selon la deuxieme
coordonnée. Alors

1 Ny 2
WKZ SOy Y R (ZP&}I AAAAA jk)’i(hu))

u1 <N1 c+1<ua<N2 1<u3z<N3 1<ug< Ny =1

Ny
R Il o o 30 LTI B
1=1

uz2>c+1u1 >0usz>1 ug>1

En appliquant a nouveau le théoréme 1.2.4 et le lemme 7.1 de l'article de Jéréme Dedecker et
al. [DMP14], on obtient

1 2
Pfgzl ,,,,, jk)’o(hu)) |I1}

UQ""LLd

| e
lmsuplly, < 3 3 33

N—+o0 us=>c+1ur =0 us>1 ug=1

En se servant du lemme 3.44, on obtient

lim limsuplly,.=0 ps.
c—=+00 N4 50

Ceci acheve la preuve du lemme. O

Les théoremes 4.6.6 et 4.6.3 sont des conséquences directes de ce lemme et des résultats
précédents.

Preuve du théoréme 4.6.6. Ce théoreme est conséquence du lemme 4.7.2 et du théoréme 4.6.5.
O

Preuve du théoréme 4.6.3. Le théoréme est une conséquence du lemme 4.7.2, de (3.46) (pour
g = 2; voir preuve du corollaire 3.4.4 et lemme 3.3.3) et du théoréme 4.6.1. (I

4.7.3. Conjectures

Si la conjecture dans ’annexe est vérifiée, alors le lemme suivant est valide.

Lemme 4.7.3 (Conjecture). La condition (4.17) entraine que Y, ¢/ Po(Xu)lle < co.

Preuve. Soient a,b € Z¢ tels que a < b. Alors en appliquant 'inégalité de Burkholder pour
les espaces de Orlicz (voir la conjecture dans l’annexe), il existe C' > 0 tel que

b 2
Y IPo(Xe)3 < C < 2%C|E_q f[Xo] 13- (4.25)
k=a P

b
> P_i(Xo)
k=a
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Alors, d’apres I'inégalité de Holder ainsi que (4.25), on trouve que

NI

2ntl_g
n 2
Do IPo(Xu)lle <Do22 | X [Po(Xk)ls
u>1 n=>0 k=27
<20 Y 2% |E_gn[Xolllg

n>0

o1 25 =27 x -+ x Q%d). Puisque ||E_on[Xp]|| est décroissante suivant toutes les coordonnées
de m, nous en déduisons que pour tout n tel que ng > 0 pour tout k € [1,d], on a

2m -1
z d [Eo[Xullle
22 ||E*2"[X0”|<I> <2 Z |u’1/2

u=2n-1

De méme, si n € (N)¢ admet des coordonnées (ji,...,7,) nulles et les autres non nulles, oil
1<y <+ <jr<dke[l,d], alors

2m—1
2 d IE [Xk]llo
22 [E_on [Xolllp <20 T2

Done, d’apres les inégalités ci-dessus, nous avons montré que (4.17) entraine

Z ||P0(Xu)‘|¢ < +o0.

u>1
De maniére similaire, nous avons pour tout i € [1,d] et pour tout (j1,...,5:) € [1,d]* tel que
J1 <---<Ji ona
> 1Po(Xyirmin) e < +o0.
w(150i) 310 15-54)
Donc (4.15) est satisfaite. 0

Sous cette méme conjecture, nous pouvons obtenir la preuve suivante du théoréme 4.6.7.

Preuve du théoréme 4.6.7. Le théoréme est conséquence du théoreme 4.6.4 ainsi que des
lemmes 4.7.2 et 4.7.3. O

4.8. Exemples

Dans cette section, nous appliquons nos résultats aux deux exemples classiques que nous avons
déja rencontrés dans ce mémoire. L’utilisation de nos théoremes permet d’améliorer les résultats
obtenus dans le chapitre 3 (voir aussi [ZRP19]) en réduisant les conditions imposées sur les
moments.

4.8.1. Champ linéaire

Ezemple 4.8.1 (Conjecture). (Champ linéaire) Soit (&n)neze un champ de variables aléatoires
réelles i.i.d. centrées et telles que F [[50]2 (log(1 + |§0|))d71} < +00. Pour tout k > 0, on note

Xk = Z ajﬁk,j.

j=0
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Supposons que la condition suivante est satisfaite

1
k>1 j>k—1
Alors la convergence du TCL fonctionnel quenched 4.6.7 est satisfaite.

Le TCL fonctionnel quenched obtenu plus tot dans le chapitre 3 par Na Zhang et al. (voir
aussi Remarque 6.2 (¢) dans [ZRP19]) requiert l'existence du g-itme moment des innovations,
alors que nous ne requérons simplement que la variable &g satisfasse une condition d’Orlicz afin
d’obtenir la convergence quenched. De plus, nous imposons des hypothéses moins restrictives sur
les coefficients a,,u € Z% que dans ’exemple 4.5.1.

Preuve de I'exemple 4.8.1. D’apres I'indépendance des &,, on a
El [Xu] = Z ajfk,j.
j>u—1

Alors, d’apres I'inégalité de Burkholder pour les espaces de Orlicz (voir la conjecture située dans
l’annexe), on obtient
2

IEx [Xulls = || D ajée—j
jzu—1 )

2
< O Y g lesls

jzu—1

Par stationnarité et puisque |||l < 400, on obtient, en utilisant ’hypothese (4.26), que la
condition (4.17) est satisfaite. Ce qui termine la preuve. ]

4.8.2. Champ de Volterra

Exemple 4.8.2 (Conjecture). (Champ de Volterra) Soit (£5,),cz¢ un champ de variables aléatoires
réelles i.i.d. centrées et telles que E {\50\2 (log(1 + \fo\))d_l} < +o0. Pour tout k > 0, on définit

Xp= > tuplh-ulkv-
(u,v)>(0,0)
Ol @y, sont des coefficients réels tels que ayu =0 et 32, =0 aiﬂ, < oo.
De plus, on suppose que

1 ) 1/2
ZW(( > au,,,) <1, (4.27)

k>1 u,v)=(k—1,k—1)
uFv

Alors la convergence quenched du théoréme 4.6.7 est satisfaite.

Ceci est une généralisation du théoreme central limite quenched 4.5.2. Ici, nous ne requérons
qu'une condition a la Orlicz sur la variable £ et nous réduisons la condition (4.11) donnée par
Na Zhang et al. en la remplacant par la condition (4.27).
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Preuve. On remarque

Eq [Xk] = Z au,vfk—ugk—v

u,wv>k—1

Soit (&,)neza €t (&) nezae deux copies indépendantes de (&n),cz¢. D’apres I'inégalité de décou-
plage (voir le théoréme 3.1.1 dans le livre de De la Penia and Giné [PG99], p.99) et 'inégalité de
Jensen, on obtient pour tout ¢ > 0,

E [Q) (|E1 [Xk” /t)] = E|® (1 Z au,’u{kfugk*v )]

u,w>k—1

VAN

&=
T 0 1
-~
=+ Q

Z aumé;c—ugg—v )] :

u,wv>k—1
Alors

||E1 [Xk]HCI) <C Z au,vg;c—ugg—’v

u,v>k—1 &

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Burkholder pour les espaces de Orlicz (voir la conjec-
ture 4.8.3 dans l'annexe), on obtient

1/2

[E1 [Xk]lle < C > gy [k—ully 1€k—vlls
(u,v)>(k—1,k—1)
uFv

Par stationnarité et puisque [|£o|| < +00, on obtient, d’apres 'hypothese (4.27), que

E;[X
> Bl
Z lu

D’otl le résultat. |

Annexe

Nous conjecturons une généralisation de I'inégalité de Burkholder pour les espaces d’Orlicz.

Théoréme 4.8.3 (Conjecture). Soit (My,)nen une martingale d’accroissement (X;)ien, alors il
existe deuzr constantes C,c > 0 telles que pour tout n € N,

n 1/2 n 1/2
c (Z HXz'Ilfp> <Ml <C (Z HXz'H?p)

=1 =1
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5. Estimateur a noyau de la régression de
Nadaraya-Watson pour des données spatiales

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la normalité asymptotique de I'estimateur a noyau
de la régression de Nadaraya-Watson pour des données spatiales acquises dans une région finie
de la grille Z%. Les résultats présentés et démontrés dans ce chapitre ont été publiés dans I’article
de Mohamed El Machkouri, Xiequan Fan et Lucas Reding [EMFR20] et concernent les champs
fortement mélangeants au sens de Rosenblatt [Rosb6a] et les champs faiblement dépendants au
sens de Wu [Wu05]. Nous ne requérons que les conditions minimales sur le parameétre de fenétre
ainsi que des conditions simples sur les coefficients de dépendance.

5.1. Modéle de régression et estimateur de Nadaraya-Watson

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons a la normalité asymptotique de cet estimateur
dans le cadre de données spatiales dépendantes. On considere N un entier strictement positif
et ((Y3, X;));cza un champ stationnaire de variables aléatoires a valeurs dans R x RN définies
sur l'espace de probabilité (€2, F,P). Supposons que la loi commune p des variables aléatoires
X;,i € 7% est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY. On note par f
une densité (inconnue) de p. Soit A,, une région finie de Z¢ et soit (1;);cz¢ un champ de variables
aléatoires i.i.d. & valeurs dans R centrées et dont les carrés de leurs normes euclidiennes sont
intégrables, que 'on suppose indépendant du champ (X;);cze. Le modele de régression est
caractérisé par la relation Y; = R(X;,n;) pour tout ¢ € A,, out R est une fonctionnelle inconnue.
Dans notre cadre, il est important de remarquer qu’aucune régularité n’est requise sur la région
|A,,| qui peut donc étre trés générale. La fonction de régression r est définie en tout point 2 € RY
par

r(z) = { E[R(z.m)]  si f(x)#0
E [Yo] sinon,

et rappelons que l’estimateur de Nadarya-Watson 7, de r est défini en tout point = de RY par

Yiea, ViK(55)

rn(x) = dieA, KC;?)

1 .
m zeZA Y; sinon,

si D ien, K(tf) #0

ol |A,| est le cardinal de I’ensemble A,,, K : RY — R est un noyau de probabilité et le parameétre
de fenétre b, est un nombre strictement positif qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. Pour les
suites de v.a. (i.e. pour d = 1), le probléme auquel nous nous proposons de répondre a été étudié
en détails. On pourra citer, notamment, Zudi Lu et Ping Cheng [L.C97], Lias Masry et Jian-
qing Fan [MF97], Peter Robinson [Rob83], George Roussas [Rou88| et bien d’autres références.
Dans le cas spatial (i.e. pour d > 2), de nombreuses contributions pour le cas des champs for-
tement mélangeants furent apportées par Gérard Biau et Benoit Cadre [BC04], Michel Carbon
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et al. [CFT07], Sophie Dabo-Niang et al. [DNRY11], Sophie Dabo-Niang et Anne-Frangoise Yao
[DNYO07], Mohamed El Machkouri [EMO07], Mohamed El Machkouri et Radu Stoica [EMS10],
Marc Hallin et al. [HLT04] et Zudi Lu et Xing Chen [LC02; LC04]. Le but principal de ce cha-
pitre est de donner des conditions suffisantes simples pour obtenir la normalité asymptotique
de l'estimateur de Nadaraya-Watson dans le cadre du mélange fort et de la dépendance faible
au sens de Wu. A notre connaissance, les résultats présentés dans la section suivante sont les
premiers donnant un théoréme central limite (théoréeme 5.2.2) pour lestimateur de Nadaraya-
Watson sous les conditions minimales sur le paramétre de fenétre et pour des données spatiales
dépendantes. En particulier, nos résultats améliorent de plusieurs manieres le théoreme central
limite pour I'estimateur de Nadarya-Watson dans le cas spatial établi par Gérard Biau et Benoit
Cadre [BC04] (voir les commentaires qui suivent le corollaire 5.2.3 ci-dessous).

Ce chapitre est organisé comme suit. Nos résultats principaux sont énoncés dans la partie 5.2
alors que les preuves des résultats principaux et des lemmes intermédiaires sont présentées dans
les parties 5.4 et 5.5. Enfin, dans la partie 5.3, nous donnerons une illustration du théoreme
central limite obtenu dans la partie 5.2.

5.2. Résultats principaux

Soit m un entier strictement positif. On va établir les résultats pour des champs fortement
mélangeants ainsi que pour des champs de Bernoulli de la forme

X; =G (5i_3; se Zd) . iezd (5.1)

ou G : (Rm)zd — R est une fonction et (g;);cz¢ est un champ de v.a.i.i.d. a valeurs dans
R™. Tout comme dans les chapitres précédents, nous illustrons notre propos en donnant deux
exemples de champs de Bernoulli ainsi que des conditions suffisantes pour qu’ils soient p-stables.

— Champ linéaire : Soit (€;);eza un champ de v.a.ii.d. & valeurs dans R™ tel que ¢; €
LP(Q, F,P), p > 2. Le champ linéaire X défini pour tout 4 € Z? par

X; = Z Asei—s

sezd

ol Ag = (s k ks )1<k, <N €st une matrice de taille N xm telle que 3 ;74 Zé\i:l D ky=1 ai Ky <
1<ka<m K1,

+00 est de la forme (5.1) avec G une application linéaire. Pour tout i € Z¢,

N m
!
Sip < lleo = ollp X | D D iy gy
k1=1ko=1

Alors, X est p-stable des que ) ;c7q \/Zklel > ky=1 a%kl’kQ < +o00. Clairement, si H est une
fonction lipschitzienne et sous I’hypothese précédente, le processus sous-jacent Y; = H(X;)
est aussi p-stable.

— Champ de Volterra : Une autre classe de champs non linéaires de variables aléatoires est
celle des champs de Volterra qui jouent un réle important en théorie des systemes non-
linéaires. Soit i € Z% et

X; = Z Oy vE€i—ui—v,

u,vEZ4
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Ol @y sont des coefficients réels vérifiant aq, . = 0 si u = v et (g;);cz¢ est un champ de
v.a.iid. tel que g; € LP(Q, F,P), p > 2. D’apres l'inégalité de Burkholder, il existe une
constante Cy, > 0 telle que

dip < Cplleo — 52)”13“50"73 X Z (as; + ai,8)2
sczd

Donc, X est p-stable des que Y ;74 \/Zsezd (asi+ ais)? < +oo.
Soit (bn)n>1 une suite de nombres strictement positifs qui converge vers zéro. On définit
K,(z,v) = K (‘fb—;”) pour tout (z,v) € RY x RN et pour tout entier n > 1. Si x € RV et

fn(x) # 0 alors rp(z) = @n(x)/ fu(z), ol

Z’ nY'Kn(xwX') Z n Kn(an)
Qpn(x) = =ieh |A’L |bN : et fn(ﬂf) = ZGA‘A |bN v

Rappelons que f, est 'estimateur a& noyau de la densité f de Xy de Parzen-Rosenblatt (2.2).
De méme, si ¢ est la fonction définie pour tout 2 € RY par ¢(z) = r(z)f(x) alors ¢, est un
estimateur de ¢. Dans la suite, on considere les hypotheses suivantes.

(A1) b, — 0, |Ap|bY — 400 lorsque n — +oo et K est pair, lipschitz et vérifie |K|o =
supgepn [K(8)] < +00, Ty oo [[£] [K(£)] = 0, frn [K(t)|dt < 400 et [ [[#]|* [K(t)[dt <
+00 ott nous rappelons que || .|| est la norme euclidienne sur RY.

(A2) Nl existe k > 0 tel que | fo;(z,y) — f(z)f(y)| < & pour tout (z,y) € RY x RY et pour tout
i € Z\{0}, ot fo; est la densité jointe de (Xo, X;).

(A3) 1 existe 6 > 0 tel que E [|Y0|2+9] < 400 et I'une de ces conditions est satisfaite :

10 wa_1yotea—2 O
(i) (X3)ieza est fortement mélangeant et Y n— 210 afil(n) < 400;
n=1

d((3N+2)02+(10N+8)0+8N) _0

(i) (X;)ieza est de la forme (5.1) et Z |2 20(0+2)N 05" < +oo.
i€z
(A4) 11 existe 6 > 0 tel que E [|Y0|2+9] < 400 et la fonction x — E[¥, (|Yo|) | Xo = 2] est

continue pour p € {1,2,2 + 6} ou ¥, (t) = t? pour tout ¢t € R. De plus, les fonctions f et
v sont deux fois différentiables et leurs dérivées partielles d’ordre 2 sont bornées.

Les hypotheses (A1), (A2) et (A4) sont des conditions classiques dans le domaine de 'estimation
non-paramétrique (voir [CEFT07], [LC02]). De plus, remarquons qu’en prenant § = —+oo alors
(A3)(i) et (A3)(ii) se réduisent aux conditions obtenues, respectivement, dans [EM11] et dans
[EM14] ou la normalité asymptotique de 'estimateur de Parzen-Rosenblatt est établie.

5.2.1. Biais asymptotiques
Dans un premier temps, on montre que ¢, et f, sont des estimateurs asymptotiquement
non-biaisés de ¢ et f respectivement.

Théoreme 5.2.1. Supposons que f et o sont deux fois différentiables et leurs dérivées partielles
d’ordre 2 sont bornées et supposons que [pn 1£]|* [K(¢)|dt < 4-00. Alors

sup [E[fo(z)] = f(2)| =0 (83) et sup | [pa(x)] - p(x)| = O (82).

xeRN rzeRN

Par conséquent, si |A,|bNT* — 0 lorsque n — 400, alors

lim /A |y Sup E[fa(2)] = f(2)] = lim +/|An|b sup [E[en(2)] — ¢(2)] = 0.
zERN

n—-+4oo n—-+o0o zERN
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5.2.2. Normalité asymptotique

Notre résultat principal est le théoréme central limite pour I'estimateur de Nadaraya-Watson
suivant.

Théoréme 5.2.2. Si (A1), (A2), (A3) et (A4) sont satisfaites, alors pour tout x € RN tel que

f(a) >0,
\/m (Tn(x) - IIE&?:(%;%) nﬁioo N (0,02(x)) ,

ot 0%(x) = H& [ K2(t)dt et V(z) = E [V X = 2] — r2(x).

D’aprés le théoréme 5.2.1, si ’hypothése |A,|b)Y T4 — 0 est satisfaite, alors on peut contrdler
le biais de l’estimateur et on obtient immédiatement le corollaire suivant (preuve laissée au
lecteur).

Corollaire 5.2.3. Si (A1), (A2), (A3) et (A4) sont satisfaites et |A,|bY+* — 0, alors pour tout
z € RN tel que f(z) >0,

VIRGBY (ru(@) = r(2) —=— N (0,0°(@)),

ou la variance asymptotique o*(x) est donnée dans le théoréme 5.2.2.

A notre connaissance, le théoréme 5.2.2 est le premier théoréme central limite pour ’estimateur
de Nadaraya-Watson sous les conditions minimales de fenétre et pour des données spatiales. En
particulier, nous améliorons de plusieurs manieéres le théoreme 2.2 dans [BC04] pour des champs
fortement mélangeants dans lequel les auteurs ont considéré plusieurs conditions sur le parameétre
de fenétre et les coefficients de mélange qui relient ces différents parametres entre eux. Plus préci-
sément, en utilisant nos notations, le théoreme 2.2 dans [BC04] donne la normalité asymptotique
de Destimateur de Nadaraya-Watson si E [exp (|Yp|™)] < 400 pour un certain 7, si les régions

A, sont rectangulaires et vérifient |A,[bY T2 — 0 et ]An\bnN (1+20d) log(|An|)~8%™ — 400 pour
un certain 0 < & < 1/2 et s'il existe g, — +oo tel que ¢?¢ = o (bi:[(l—i_%d) log(\An|)_8d/T>,

[Ap| Yzt n4 o oo (ngn) — 0 et b, V0 (log(|An]))2/T > n>qn nd_la({,m(n) — 0. En particulier,

les auteurs requicrent que Y72 n"1ad _(n) < 4oo. Afin de comparer avec nos résultats, on

peut remarquer que si § = 60/(246) €]0,1/2[ et E [\YOP*’Q} ou 0 < 0 < 2 alors (A3)(7) se réécrit
D>l nd(3—5)_1a(15,oo(n) < +o00. Cependant, notre résultat principal reste valide méme si I'on ne

suppose pas que Yy admette des moments exponentiels, pour des régions A,, plus générales et
sous les conditions minimales de fenétre (b, — 0 et |A,[bY — +00).

5.3. lllustrations numériques

Afin d’illustrer la normalité asymptotique de I'estimateur de Nadaraya-Watson obtenue au
travers du théoréeme 5.2.3, nous allons étudier deux modeles o les prédicteurs seront donnés par

(AR) (Vol)
X )(i,j)622 et un champ de Volterra (Xi,j >(i,j)622

(voir le modele 1 et le modele 2 en-dessous). Dans le premier modele, le champ autoregressif
(AR)
(Xi’j )(i,j)ez2

un champ autorégressif ( respectivement

est défini par

XA = 07X 1 0,15,

AR)
l,j_

1t ¢&i5, (5.2)
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ou (€i,j)(ij)cz2 est un champ de v.ar.iid. (N = 1) de loi normale centrée et réduite. D’apres
[Kul92], la solution stationnaire du modele (5.2) est le champ linéaire donné par

S1+ s s s
xGV=3 > ( : 2)(0,7) 1(0,15)%26, s, s (5.3)

51205220 51

Donc, on consideére un entier strictement positif 71 et on simule les variables aléatoires €; ; pour
(i,7) sur la grille [0,2n1)2 N Z? afin d’obtenir les données Xi(?R) pour (i,j) € [n1 + 1,2n4]? N Z?
selon le modele (5.2) et la relation (5.3). Dans le second modele, afin d’étudier un cas non-linéaire,
on définit

1] — to —
Vol Z Z Z Z (81 + 32> ( 1— 81+ 12 32) (0’7)51+t1 (0715)S2+t25i751,j7525i7t1,j7t2-

$12082>0%1>51 ta>s9 tl -5
Puisque
(Vol) 51+ S2 251
X Z Z (0,7)7*1(0, 15) 2€i—s1,j—saBi—s1,j—s2 (5.4)
51205220 51
ou

627] Z Z <t1 +t2> O 7)t1 (0715)t25i—t17j—t27 (5'5)

t1>0t2>0

on se fixe un entier strictement positif ny et on simule les variables aléatoires ¢; ; pour (i, j) sur
la grille [0,4n2]? N Z? afin d’obtenir les données B; ; pour (i,j) € [2n2 + 1,4n2]? N Z? selon le
modele (5.5) et d’apres l'algorithme précédent calculant (X -(?‘R))(~ j)ezz- En démarrant avec les
données ¢, ;3;; pour (i,j) € [2ng + 1,4n2]?, on simule de la méme maniere les données X; (VOI)
pour (i,75) € [3n2 + 1,4n2)? en utilisant la relation (5.4). On construit deux jeux de donnees
Y = sin (X}?R)) iy, (i,§) € m +1,2m]>  (Modele 1)
et
v =sin (X5) 4y, (5,4) € Bra+ 1,4n0)* (Modéle 2),

ot (1i,j)(i,j)ez2 est un champ de v.a.r.i.i.d. de loi normale centrée réduite et est indépendant du

champ (gi7)(; j)ez2- Suite a cela, on simule 500 instances de \/2\ff AR)( 0)n anlr,glR)( 0) et
V2V 03 (0) ob

(AR) (Vol)

R 1 X, Vo 1 X;;
AR (0) = — 3 K(b” ) Vol (0) = — 3 K(b’ )

] m ] m2

n<b nsb
1°n1 (5 i) e[ni+1,2n1]2 2712 (5 §)€[na+1,2n9]2

Vol x Vel
2 (i,5)€[3n2-+1,4n)? Y( 'K (bd

7L2
A 9 Tn (O) - )
n2b,, fi2™(0) : nZbn, Fix) (0)

le noyau K est Gaussien et les parametres de fenétre by, et b,, sont choisis par validation croisée.
Dans I’histogramme 5.1 on a représenté

V2vm i )b, 2N (0) and /2y R )b, (0)

ou ni,n2 € {10,30} ainsi qu'une densité de la loi normale centrée réduite.

X (AR)
S VK (%)
Tg?R) (O) — (VOI)
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Modéle 1 Modeéle 2
o
-+ > _
o ?/;- [ —_—
. - —
a =+ _ )
[ ra
& i /
S ] /
— o /
- | .—r‘%;r—li
= ] = =
e g T T T T T | S A R A —
-3 -2 1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3 4
100 observations 100 observations
Modele 1 Modele 2
=+
o T —
A < _ Ny
/ \ (=3 7
o I / \
= \ o0 / !
e
ol
=T o
[
a | g
= =
= T T T | S T 1 T 1 T 1
-4 -2 0 2 4 3 -2 1 0 1 2 3
900 observations 900 observations

FIGURE 5.1. — Histogramme de \/Qﬁﬁ?R)(O)n%bmr%R)(O) (Modele 1) et

\/ 2w fr(L\Q/Ol)(O)ngbmrgOl)(O) (Modeéle 2) ainsi qu'une densité de la loi nor-
male centrée réduite.

5.4. Lemmes préliminaires

Pour tout z € R, on définit aussi [x] = |z] + 1, ou |z] est le plus grand entier supérieur ou
égale a .

On aura besoin des lemmes techniques suivants.

Lemme 5.4.1. On suppose que (A1), (A2) et (A4) sont satisfaites et on considére x € RV, Si
®;: R — R et Py: R — R sont deuz fonctions telles que x — E[®1(Yy)|Xo = ] est continue et
les conditions supegn [P2(K(t))| < +oo, limyy o0 [|t] [P2(K(2))| = 0 et [pn [P (K(t))|dt <
+00 sont vérifiées alors

i E121(Y0)®2 (Kn (2, Xo))]
n—-+00 bqjq\f

— E[@1(¥) [ Xo = ol f(x) | @2 (K(v))do.
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De plus, on a aussi sup, ,q E [|[Kn (7, Xo)Kn (7, X;)[] < b2V,
J#0

Preuve. Soient x € RY et n un entier strictement positif. Clairement, on a
E [®,(Yo)®2 (Kn (2, Xo))] = b /RN E[®1 (Yo) | Xo = & — vhy] @ (K(v)) f(z — vby)do.
D’apres le théoréeme 1A dans [Par62], on a

lim E[®; (Yo) | Xo =z — vb,] P2 (K(v)) f(z — vby)dv

n—+oo JRN

— B[P (Yo) | Xo :x]f(:c)/RNq)g(K v
Par conséquent,

i B (@1 (Yo) P2 (K (7, Xo))]

n—-+oo b;]]V

— B[P (Yo)| Xo = 2] f(z) /R Dy (K@)dv.  (5.6)

D’autre part, d’apres les hypotheses (Al) et (A2) et en utilisant (5.6), on obtient

2
sup B [[K, &, Xo) Ko (0, )] <o ([ Koo )ldu) + (K, 2, X0))* 8.
jezd
370

Le lemme 5.4.1 est prouvé. [l

Lemme 5.4.2. Si (A3) est satisfaite, alors il existe une suite (my)n>1 de réels strictement
positifs vérifiant

ON
lim m,, = +oo, lim mdbi? =0
n—-+0oo n—-+0o
et
_ON
limy, s 400 bn ™ )i 15 m, af*og (Il2]) = si (A3)(i) est satisfaite
_O(N+2)+2N L
limy o0 by 277 il mn 3|76257 =0 si (A3)(i4) est satisfaite.
Remarquons que dés lors que |Ap|bY — 400, on a md = o (JA,]).

Preuve. Dansun premler temps, on suppose que (A3)(7) est satisfaite. Alors, on a E [|Y0]2+9} <

d(4+e) O
+00 et Y ez |t 20 ozftf)(]z]) < +o0 pour un certain 6 > 0. Soit v > (4+6)/(2+0) fixé et soit
(mp)n>1 défini par

—ON
d(4+6
m, = max { Up, 2(4+6)

) 21;9 . & 2d7(2J1rVB)
aq oo (1)) R L

[i|>vn

Puisque v, — +00, on a m,, — 400 lorsque n — +oo. De plus,

6
db4+9 < max {bﬁ“w) (

ON
Z |4 \ e a2+9(| |)) +b4+9} — 0.

n—-+00
|3|>vn
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Puisque v, < my, on a

=

ON d(4+6) 0
mibﬁz*e 2( Z |¢| 2+0 oszf;(|z|)>7
|2|>mn
Par conséquent,
4+0
_ON _0_ ON N\ ~37g d(4+6) 9
R SR (1) S € IR SR i ()
[i|>mn [2[>mn

. Y(240)—4—0
L dre) 0 1(2+0)

< (X uHFari)

|| >mn,

ON

_ON _0_
Comme v > (4 +6)/(2 + 0), on obtient limy, oo bp ™ 355, a7 (4]) = 0.

De la méme maniere, on suppose que (A3)(ii) est vérifiée et on définit

1

_—ON_ A((3N+2)02+(10N+8)0+8N) 0\ &7
~ aa+o .
My = Max § Un, n( )< E , |l| OEHON 51,2,-56
|2|>vn
((N42)0+2N)(6+4)
avec vy > 20(12)N .

Alors, en utilisant les mémes arguments, on obtient

4 ON _0(N42)42N ; o
lim mba™® =0 et  lim b, “*77 3|47 = 0.
ns+too " n—-+oo n Z | | 1,2
|2|>mn
La preuve est laissée au lecteur. Le lemme 5.4.2 est prouvé. O

Pour tout i € Z¢, pour tout entier strictement positif n et pour tout € RV, on note
Ky (z, X;) — E [K,(z, Xo)] YK, (z, X;) — E[YoK, (z, Xo)]
N N
Lemme 5.4.3. Supposons que (A1), (A2) et (A4) sont satisfaites. S’il existe 6 > 0 tel que
oON

E [|Y0\2+0} < 400, alors maX{HA0H§+9 ) ||@0||3+0} b, 20

A = ;=

(5.7)

Preuve. Soit € > 0 tel que E []Y()]”ﬂ < 400, 0n a

2| K (2, Xo)lI3 2 (B [Kn(, Xo)))?
2 ) 2-+60 n\L, A0
”A0”2+0 < bT]y - + bf:’

et
2(|[YoKn (2, Xo) |59 . 2 (E[YoK,(z, Xo)))?
by + by '

Rappelons que |K|o = sup;cpn [K(t)| < 400 et en utilisant le lemme 5.4.1, on obtient

2
”GOH2+0 <

E [ Kn(z, Xo) "] <Y, [E [Kn(w, Xo)] | <07,

E [yYOKn(x,XO)F”] <bY  and ‘E[YOKn(:c,XO)]‘ Qb
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_ON
Par conséquent, on obtient maX{HAO\|3+9 , HG)0|]§+9} < b, . Le lemme 5.4.3 est prouvé. [

Lemme 5.4.4. On suppose que (A1), (A2) et (A4) sont satisfaites. Alors, sup, .4 E [[AoAj|] <

70
bY. De plus, si E [|Y0|2+9] < 400 pour un certain @ > 0 alors
oN oN
supE[|000;]] < by’ et supE[|Opl;]] <bst’.
jezd jezd
J#0 3#0

Preuve. Soit j € Z¢,5 # 0, alors

E [|Kn (2, Xo)Kn(z, X;)[] + 3 (B [Kn(z, Xo)|))*
by '

EflAoAl] <

En appliquant le lemme 5.4.1, on obtient

sup E [[AoA;|] < 0.
jezd
Jj#0

Soit L > 1. On a

E[|[YoY; Ky (z, Xo)Kn(z, X;)|] + 3 (E [|YoK (, XO)|])2

E[[©00;]] < N (5.8)
n
et
E[[YoY;Kn(x, Xo)Kn(w, X;)[] =E [[Yo¥j 1jyp <1, Ty, <. Kn (@, Xo)Kn(z, X;)]]
+ B | [YoY; jyp <z Ty 5. Kn (2, Xo)Kn(w, X5)]|
+E [[YoY) Ly or Uy <LK (@, Xo) Ko (2, X;)]|
+E [’YOYJ' Lyp >z Ly > Kn (2, Xo)Ka (2, Xj)ﬂ :
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que
E [[YoY; Ko (2, Xo)Ko (2, X;) || SL2E [[K, (. Xo)Kn (. X;)]
N N )
4B [8 1o K3 e, X0 B 163 2, Xo)]
+ B [Y§ Typ>.K3 (2, Xo) |
Soit 8 > 0 tel que E [|Y0|2+9] < +o0; d’apres le lemme 5.4.1, on obtient
EHYOYan(SU}jV(o)Kn(%Xj)H QI 4 L2 4 L0 q 2N 4 02, (5.9)
2Nn

On choisit, alors L = b, **? et en utilisant (5.8), (5.9) et le lemme 5.4.1, on a

ON
sup E [|©00;]] < ba*’.
jezd
j#0
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Remarquons que

E [[YoKn (7, Xo)Kn (2, X;)|] + 3E [[YoKq (2, Xo) || E [|Kn (2, Xo)]
by

E[|©0A;]] <

Donc, si L' > 1 alors

LE[|Kn(z, Xo)Kn(z, X;)|]  E [\Yo! ]1|Y0\>L"Kn(x7XO)Kn(fUan”]
by ! by
4 SE[[YoKn(z, Xo) | E [[Kn(, Xo)]

bl '

E[1®04;] <

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

E [[Yo| 1y 1/ [Kn (2, Xo)Kn(w, X;)|| < L’HWE [1Yo]2+K2 (, Xo)| JE K2 (2, Xo)]-

_ 2N
En utilisant le lemme 5.4.1 et choisissant L' = b, %, on déduit que

6N
sup E [|004;[] < L'bY + L'~ + oY < b2+,
jezd
§#0

Le lemme 5.4.4 est prouvé. O

5.4.1. Proposition 5.4.5

La proposition suivante est un outil tres important dans I’étude de la normalité asymptotique
de l'estimateur de Nadaraya-Watson (théoreme 5.2.2) des que le champ de v.a. (X;);czq est de
la forme (5.1).

Proposition 5.4.5. Soient n et M deux entiers strictement positifs et soit x € RN. Si A est
un sous-ensemble fini de Z% et ® : R — R est une fonction mesurable telle que ||®(Yo)l|o g <
+oo pour un certain 0 €]0,400] alors pour toute famille (c;);ep de réels et pour tout (p,q) €
[2, +00[x]0,+o0] tel que p+q<2+6, ona

> eiWin

p =< 4
< 8pMIK|Z Cp,q), [> e2bi™ > 601,
» i€EA

i€\ |4|>M
ot
Wi n = @(Y;) Ky (2, X;) — E[®(Y;) Ky (z, Xi)| Hinm) (5.10)
et P 543 ®(R(z,n0)) — P(R(y,m0))
Clr.a) = 25 1000) | IKIET + KT | sup [0 = Bl o))
(z,y) RN xRN z =yl
xFy »
et
K(z) — K
Hisg = (esioails M) et (Kl = sup R0
(z,y)€RN xRN -y

TH#Y



Chapitre 5. Estimateur a noyau de la régression de Nadaraya-Watson pour des
données spatiales 131

Preuve. Soient M et n deux entiers strictement positifs et soient 2 € RY et ¢ € Z%. Rappelons
que Y; = R(X;,n;). On suit la méthode de démonstration de la proposition 1 dans [EMVW13].

Soit 2 < p < 24 6, on note par H,, la fonction mesurable telle que W;,, = H,(H; ) avec
Hioco =0 (m, €i_s;S E Zd) Alors, le coefficient de mesure de dépendance physique 5@) associé
a Wi, est défini par 5 = ||Wm WZRHP, ou Wy, = Hn(H;oo), Hiw=0 (m, €5 438 € Zd)
et ej =¢ecjsij#0 et 50 = 50. En d’autres termes, on construit Wz*n en remplacant g par
sa copie g¢ dans W, (voir [Wu05]). Soit 7 une bijection de Z dans Z? et £ € Z. On définit

I'opérateur de projection Py par Pyf = E[f|F¢] — E[f|Fe—1] pour toute fonction intégrable f,
ouFy=o0 (57(3); s < E). Par conséquent, d’apres la stationnarité, on a
| PWinll, = ||[E [Woul T°F] — B [WoulTFei]|
P

ouT'F; =0 (67-(5)_,,;; s < E). En se rappelant que Wy ,, = H;, (Ho,00), on obtient

|| PeWs,

p = B [ (o) 177 BB (5:2) 1 TR, < [0 (o) = e (152)

’H(z o (77, r(O)—i2 €538 € 7\ {i — 7'(6)}) Ce qui signifie que HE,ZQ est construit en rem-

placant £, _; par sa copie 5;(@_1. dans Hg 0. Par conséquent, en utilisant a nouveau la sta-
tionnarité du champ de v.a. et en remarquant que

TT(Z)—iHO =0 (771'—7'(4)’ 57:_7_([)_3 ;S € Zd> = Hi_T(Z),OO’
(&0 / ) :
on déduit la majoration suivante :

1BeWanll, < HH” (T Moo ) = Ha (7705, )H = Wi Wi*—r(e)van =3 0
De plus, puisque Wi, = > pcz PeWipn, on a 5.11)

> ¢Win

JEA

YD ciPWja

(€T jEA

p p

Comme (Zje A Cngij)g 2 est une suite d’accroissements de martingale par rapport a la
€

filtration (Fy)eez, 'inégalité de Burkholder (voir [Ded01], remarque 6, page 85; ou théoréme
1.4.4) nous donne

E:(b im

JEA

<20

LeZ

Z ciPWin
JEA

N 2 b
< 2pz<z|cg~|upewj,nup) L (3.12)

LeZ \JEA

De plus, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous savons que

(5.13)

2
) <Y G IPWinll, x Y [1PWjn

1SN JEA

(Z ¢ 12 Wl

JEA
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En utilisant (5.11), on a supez > jezd [PWinlpy < Xjezd (53(-72. Donc, d’apres (5.12) et (5.13),
on a

> ¢Win

JEA

1
2
< (2p 5 aé,;zczznpevvmnp) -
» jezd €N LeZ

De méme, d’apres (5.11) et le fait que 7 est une bijection, on déduit que sup;cza > scz | PeWin|lp <

> jerd 55”13 Alors, on obtient

> ciWin

JEA

1
2
2 (n)
< (2;02 cj) E 05 p (5.14)
P

JEA jezd

Puisque
E [ (Yo)Kn (2, X3)[Hi ] = B [S(RXS 1) Ko, X) ]

ouHiy=o (m,s;-k_s; [s| < M), on a

Wi = D(R(X],m:) K2, X7) — B [S(R(X],m:) Ko (2, X)[Hi ]
De plus,
E [ (Y;) Ko (2, X3)[Hine] = B [®(Vi)Kn (2, Xo) [ Hanr V Hi o

et
E [@(R(X] 7)) Kn(w, X7) i ] = B [DR(XF, 1)K, X7) [ Hias V Hiua] -

Par conséquent,

o) = |Win — Wi

i,n

‘p < 2| P(R(X4, mi))Kn(z, X;) — (R(XF, 7)) Kn(z, X)), - (5.15)

Soit L > 0. D’apres (5.15), on trouve que

5 < 2 [ @(R(Xs,ms)) (K, Xi) — K, X7)) — (B(ROX] mi)) — D(R(Xa, i) K, X1,
i p
by,

< 2L (K[,

ptq
+ 4K L7 || @(Yo) I, 4

Col | sup  2(REm0) — @(Rm0))

(z,y)eRN xRN ||LL‘ - yH
TF#Y »

i p-

En optimisant cette derniere inégalité en L, on obtient

-9 q

_pP_ —4q _9
6" < 2/K|E Cp, q)biT 677 (5.16)

ou

q

- P —®
|K||I’j;rq+|K|£§q sup |®(R(z,n0)) (R(y,m0))|

P (z,y)eRN xRN HZE - y”
x#y »

2p4q
Cp,q) =27% [[@(Yo)ll |
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D’apres la stationnarité, on a (51%) = HW'Ln - Wi,

‘ <2 ”WO,an- Soit £ > 0 un entier. On note
p

par T'y 'ensemble des j € Z¢ tels que |j| = ¢ et on définit

4

Ay ‘= Z ‘Pj’ = (2€ + 1)d.
7=0

Siw=(ug,...,uq) et v = (v1,...,v4) sont des éléments distincts de Z¢, la notation u <jex v
signifiera u; < v; ou bien pour un certain k € [2,d], up < vy et us = vs pour 1 < s < k (ordre
lexicographique). Soit 7y : N* — Z¢ la bijection définie par

— 10(1) =0,
— 1o(s) €Typsiap1 <s<apet £>0,
— 70(8) <lex T0(t) sl ap—1 < s <t <agpetl>0.

Soit Gy = o (7707870(3) 1 <s< M) et on rappelle que Ho pr = 0 (0, 6—s;|s| < M). Puisque
1 < s < ayp siet seulement si |79(s)| < M, on déduit que G,,, = Ho ar. Par conséquent,

Won = Z Dy ou Dy=E[P(R(Xo0,m0))Kn(x,X0)|G] — E[P(R(X0,7m0))Kn(x, X0)|Gr—1] -

0>ang

Comme (Dy),, est une suite d’accroissements de martingale par rapport a la filtration (G¢)e>1,
on applique I'inégalité de Burkholder ([Ded01], remarque 6, page 85v) et on obtient

£>G,M

1/2
Wonll, < (219 > HDer,) : (5.17)

Soit L > 0. On note Xy, = G (no,s’m@),eﬂ s € zd\{_ro(é)}), on a

E [2(R(Xo,10))Kn (. X0) Ge1] = E [2(R(Xg 1. 10))Kn (. Xp,.)[Ge]

Alors

ptq

+2|K|oo L7 || 2(Yo) |, 7

+ ’K‘oo sup ’(I)(R(wv 770)) — @(R(y, 770))’

(c.)eRN x&N Iz =yl
TFY p

[Xo- o,
p

En optimisant en L, on déduit que

_p_ —4q ,
HD€Hp g ’K’ggqc(pv q) Tz{+q XO - Xoyf

q
p+q
p
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De plus, par stationnarité, on a

[ %0 = Xo| = & (555 € 28) = G (<25 € 2\ =m0l0)}) |,
=[G (e-ro-0:5 € 2%) = G (20 2mro(0-0 15 € Z\(=m0(0)}) |

= Xy = X0
=9

P
—70(£),p
Donc, on obtient

—-q q

_pP_ L
1Dell, < K[ Cp, q)br™* 6277

o) p° (5.18)

En utilisant (5.17) et (5.18), on établit que
[Wonll, < IK|ZF /2pC (p, )bE™ 3 5?70(5 < KIETV2pC(p, b S 67 (5.19)
{>apng ‘J|>M

et

_p_ —4q
sup 8% < 2[Wonll, < 2V2IKIZTClo, )bk Y 677 (5.20)
i€Z4 |J|>M

Donc, d’apres (5.16) et (5.20), on trouve que

3o < 2/ZpK| L7 C(p, )bt (M + Yy 5p+q. (5.21)

1€z l7]>M

Finalement, en utilisant (5.14) et (5.21), on obtient

Z ciWin

FASHN

< 8pMd|K|p+qC p’ (ZC ) bp+q Z 6p+q.

» ieA 41>M

La proposition 5.4.5 est démontrée. O

5.4.2. Variances et covariance asymptotiques

Proposition 5.4.6. Supposons que (A1) — (A4) sont satisfaites. Pour tout x € RN tels que
f(z) >0, ona

Jim A, LNV [fn(2)] = / K2(t)dt,
im0V [pu(a)] = E[Y§|Xo = 2] (@) [ K3(t)at

tim (8|0 Covlipn(2), ful@)] = r(2)f(z) [ KE(t)dt.
n oo R
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Preuve. Soient n > 1 et z € RV tel que f(x) > 0. Alors,

[AalbYV [fu(2)] = E

2
(ZEAA> ] =E[a3] + ’A‘tl’ D 1A N (A = 5)|E[AoAy].

‘An| jezd
Jj#0
Par conséquent,
AWl V [fu@)] - E[A3] | < D [E[204]], (5.22)
jezd
70
ou
;1 E K3z, Xo)| - (E[Ku(z, Xo)))’
En appliquant les lemmes 5.4.1 et 5.4.4, on obtient
lim E[A3] = f(2) /R K(u)du (5.23)
et
ON.
sup [E[AoA;]| Qb < ba™?, (5.24)
jezd
370
ot 6 > 0 est donné par (A3). De la méme maniere, on a
2
Yica, ©s 1 .
[An 6NV [pn ()] = E <|AA, =B [68] + 37 2 1A 1 (An — )| E[000)].
n ni . d
370
Donc, on déduit que
1A b)YV [pn(2)] — E [63] | < D [E[008], (5.25)
jezd
J#0

ou

E [Y§K? (2, Xo) | — (E [YoKn (s, Xo)))*

2| _
E|0F] = o
En utilisant le lemme 5.4.1 & nouveau, on trouve que
. 2] _ 2 _ 2
Jim E 03] = E [¥¢| Xo = 2| f(x) /RNK (v)dv. (5.26)
D’ apres le lemme 5.4.4, on a aussi
ON
sup |E [©90;]] < by (5.27)
jezd
J#0

D’apres des arguments similaires, on écrit

[AulBY Cov (on (@), fu(2)) = E [©oho] + |A1| S 14w 1 (A — ) E [O0A;].
=
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Par conséquent,

|45 6 Cov (pn(2), fa(@)) —E[O0lo] | < Y [E[O0A;]], (5.28)
%o

ou, en appliquant le lemme 5.4.1, on a

E |YoK2 (2, Xo)| — E [YoK,(z, X0)] E [K,(z, Xo)]
E [@OA()] = [ " } N " i / K2 d’U
bn n——+oo
(5.29)
D’apres le lemme 5.4.4, on a aussi
N N
sup [E [©oA;]] < bt < byt’. (5.30)
jezd
J#0

Si (A3)(7) est satisfaite, on désigne par = le champ A ou le champ O. D’apres I'inégalité de Rio
(c.f. Proposition 1.5.4), pour j # 0, on a

201,00 ()
IE [20Z4]] < 2/0 Q2 (u)du ot Q= (u) = inf {t > 0| P(|So| > t) < u} .

1
D’apres le lemme 5.4.3 et en remarquant que Q=,(u) < u~ 2+ [|[Zg||y, 4, on obtient

_0 ON 6

- N = 12 - .
IE [Z0=5]| < a7 2 (13]) [1Zolla1e < n > af L (15))- (5.31)

En utilisant (5.24), (5.27) et (5.31) et par application du lemme 5.4.2, on déduit que

d 4+9 2+9 2+9
JEL Jjl>mn
3#0

ol my, est donné par le lemme 5.4.2. D’apres (5.22), (5.23), (5.25), (5.26) et (5.32), on a
Jim (A BV [ @] = £(o) [ K3 e)at
et

i [V [ (@)] = E[Y§ | Xo = 2] @) [ K20t

D’apres l'inégalité de Rio, on a

201,00 (131)
E00;) <2 [ Qey(w)Qa,(u)du

et en appliquant le lemme 5.4.3, on déduit que
ON 1 ON
QGo( ) u~ 2+9 H@0H2+9 U 2+Gb T 2(210) ot QAJ- (u) < u 7 HAOH2+9 U 2+9b T 2(210)
pour tout u €]0, 1[. Par conséquent, on a

ON  _0

IE [©0A;]] < b > a7l (4]). (5.33)
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D’apres (5.30) et (5.33), on trouve que
ON
. 4+0 240 2+0
jezd |71>mn
J#0
ol my, est donné par le lemme 5.4.2. Finalement, en utilisant (5.28), (5.29) et (5.34), on obtient
K2(t)dt.

lim |A, |6y Cov [pn (@), fu(2)] = r(z) f () on

n——+0o00
Dans le reste de la preuve, on suppose que (A3)(i7) est satisfaite. En se rappelant que = désigne

> )
le champ A ou bien le champ O, on définit Z; = E[Z;|H; m,] pour tout i € Z%. Remarquons
que (Z;);cza est un champ 2m,,-dépendant (c’est a dire que si |4 — j| > 2m,, alors Z; et Z; sont
indépendants) et
2 2 2
E ZEi —E ZE" < Z(Ez_iz) +2 ZEZ Z(Ei_gz)
i€hn i€hn i€hn 5 ichn || ||i€An 5
(5.35)
En faisant usage de la proposition 5.4.5 et le lemme 5.4.2, on obtient
(5.36)

_ O(N+2)+2N
ab 2(2+0) d(s 2+9 - 50
= Z ’J ’ n—-+00

2

> (Ei-E)

1€A,

|31>mp

’An‘71/2

D’autre part, puisque (Z;);cz¢ est 2m,,-dépendant, on a

2
) B[S+ X a0 (- 9)[E [0S

1 =
A (Z = Al
" i€An " jezd\{o}
l3l<2mn
et par conséquent
2
E|l Y 5| | -E[Z] < (@ma+1)"sup [E[Z0Z] \ . (5.37)
€A, Jj€
J#0
De plus, en utilisant (5.19), le lemme 5.4.2 et en remarquant que ||Zg||, < 1, on a aussi
N _ O(N+2)+2N
Zo| — E [28]] < 211Z0ll; [Zo - Zo ) N
2 5] -2 [=5]] < 2120l [Eo - =0, <0 3 oo
l3[>mn
Done, d’apres (5.23) et (5.26), on trouve que
2
Jim B[S =¢@)f@) | K0, (5.38)
o é(x) = 1si 2 = A et {(z) = E[Y§|Xo =2] si Z = 6. De la méme maniere, en utilisant
(5.19), on obtient
_ §(N+2)+2N
my, sup‘|E {: :-}|—|E[_0_J]|‘<2m IZ0ll5 _:OHZ\ n ST Z 7] 5”9 —>—+oo>0
|31>mn

jezs
J#0
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ON
En appliquant le lemme 5.4.4, on trouve que sup; ;4 |E[E0Z;]| < 2+9 et par conséquent, d’aprés
J#0
le lemme 5.4.2, on a
- _ O(N+2)+2N 0
m¢ sup |E [anj” db‘*” o TS [ ——— 0. (5.39)
jezd l[>mn T
J#0
En utilisant (5.37), (5.38) et (5.39), on déduit que
2
1 = 2
ngl}—loo A, ‘E (zg\: _,) ={(z)f(x) RNK (t)dt. (5.40)

On utilise (5.35), (5.36) et (5.40), et on obtient

nore [l \GER,

2
lim —F (Z E) =€) f(z) | K3(t)de.

Dongc, on a montré que
lim [An|oV [fa(@)] = f(x) [ K*(t)dt

et
lim A6V [pa(2)] = E |Yg|Xo = 2 f(a) [ K*(t)dt.

Pour conclure, il suffit de prouver que

lim |An |6 Cov [pn(x), fa(2)] = r(2)f(z) [ K*(t)dt

n—+o0o RN

si (A3)(ii) est satisfaite. Si on définit

- _ 1
alors
|An‘b1]¥COV [@n(x)a fn(x)] = Cl + C2 + C'3 + C47
ou
C1 = [AaBY'E [(on(@) = B, ()

(

Cy = [Aab)E ( ?

Cs = [Aa|BYE (7, (2) — E[p, ()
( E

Cy = | A0 E |
D’apres la proposition 5.4.5, on a

1
[An]

_ O(N42)4+2N 2
1l < < (b TN T =),
2

[i]>may

> (0 —6y)|| x
2

1€AR
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Par (5.40), on trouve que |A,|~/? HZjeAn ZjH2 Q1 et [A,|71/? HZjGAn @jHQ < 1. Donc,
! T S
|Ca| < ™ > (0; —6y)|| x . ST Al <Qbn ST lil%675° = o(1)
nl ||ien, ) nl |ljen ||, [il>mn
et
1 —~ 1 = ~ 570
|Cs] < = Do (A= Ay|| x ™ S 65| <ba TS i = o(1)
M lieAn 9 MieAn 9 4[>
Finalement, puisque
o 1 o
Ci=E [GOAO} AT S AN (A - F)IE [@OAJ},
" jezd\{o}
l71<2mn

on obtient

€1~ E [B00] | < (2m,, +1)*

En utilisant (5.19) et puisque ||Ag]|, <
‘E [@020] —E[@OAO]‘ <

De plus, en appliquant le lemme 5.4.1, on a

E[©0Ao] =

et par conséquent, on obtient

lim E [@OZO] =r(x)f(x)

n—-+o0o

D’apres (5.19) et le lemme 5.4.2, on a

mit sup [|E [004;] | - [E[004y]]| <
jezd

L et [|©oll, €

ol 5o - 0] 1201 [ ~ 0], <5

o (B [YoK2 (2, Xo)] ~ E[Ka(, Xo)] E [Vo (2, Xo)])

sup |E [@OZ]} ’ . (5.41)
jezd
Jj#0
1, on a aussi
_ O(N+2)+2N 9
2(210) 240

EP— r(z)f(z)

K2 (t)dt.

(5.42)
RN

i (190l B0 = 2o, + 120, [0 — €] )

#0
_O(N+2)42N d 0
2(2460
< by T G165 = o(1).
|7|>mn
ON ON
En appliquant le lemme 5.4.4, on a sup, .4 [E[©0A;]| L ba™* < bp*? et par conséquent, d’apres
370
le lemme 5.4.2, on a
- O(N+2)+2N
m¢ sup |E [@OAJ-” b0 g 7 3 \d52+9 —0. (5.43)
jezd §>mn "
J#0
En utilisant (5.41), (5.42) et (5.43), on déduit que
2
La proposition 5.4.6 est établie. O
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5.5. Preuves des théorémes principaux

Dans cette partie, nous donnons les preuves des théorémes 5.2.1 et 5.2.2.

5.5.1. Preuve du théoréme 5.2.1

Soit » > 1 un entier. Puisque K est pair et vérifie [px [ v]|? K (v)|dv < 400 et que f et ¢ sont
deux fois différentiables de dérivées partielles d’ordre 2 bornées, d’apres la formule de Taylor,
on a

sup [E1fa(0)] = @) = sup | [ (fla = oby) = fa) Koo <8 [ ol [K(0) do
zERN IERN RN RN

et
sup [E [pn(2)] — o(2)| = sup ]/ o — vby) — () K(v)de] g]bz/ 19]1? K (v)]dv.
zERN xeRN RN RN

Le théoréeme 5.2.1 est prouvé. [l

5.5.2. Preuve du théoréme 5.2.2

Soient n > 1 et x € RY tel que f(x) > 0. Alors

E[fn(z)] fn(@)E [fn(2)] '

D’apres la proposition 5.4.6 et le théoréeme 5.2.1, on déduit que f,(x) tend en probabilité vers

f(z) quand n — +o0. De plus, on a aussi lim,_ IE[[?:((;:))}] = r(z). Donc, en utilisant le lemme

de Slutsky et les hypotheses (A1) — (A4), il suffit de prouver que

Ay 1Aalbl (@) = E[pn(@)]) + Aoy/1Aalt (ful@) — E[fu(@)]) —=— N (0,9°(2)) ,

olt p?(z) = (ME [Y§| X0 = x] + 2MAor(z) + A3) x f(2) [rn K2(¢)dt pour tout (A1, A2) € R2.

rn(z) —

Soit (A1, A2) € R2. Alors

MVl (on() = E [pn(@)]) + A2/ [AlbY (fu(@) = E[fa(@)]) = |A] V2 7 Us,

1€EA,

ou

()\1Y + )\2) Kn(a;, X@) —E [()qY() + )\2) Kn(x, Xo)]

Vox

avec ©; et A; définis par (5.7). Afin d’obtenir la normalité asymptotique de r,, quand (X;);czd
est de la forme (5.1), on va utiliser une approximation par un champ 2m,,-dépendant. On rappelle
que Him, =0 (0;,€i—s; || < my,) et on définit

Ui = M10; + M2A; =

Zi =E [Ai|%i7mn] R @z =E [@ﬂ'H@mn] et Uz =\N0O; + A; =E [UZ|'H2 mn] .
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Par construction, (U;);cza est 2m,-dépendant. Donc, si (A3)(ii) est satisfaite, en appliquant la
proposition 5.4.5 avec ®(t) = A1t + A2 pour tout t € R, alors

0(N+2)+2N

b, O Z 13|46 5 —+>0 (d’apres le lemme 5.4.2).
n——+0oo

|An‘71/2

> (v )

1€A,

Par conséquent, lorsque (X;);czq est de la forme (5.1) il suffit d’établir la normalité asymptotique
de |An|7Y2 50,0 A, Ui Dans le reste de la preuve, on notera

7. Ui si(X;)ieza est fortement mélangeant
*T1 U si(Xi)ieza est de la forme (5.1)

Y si (X;);eza est fortement mélangeant
"] 2my si(XG)ieza est de la forme (5.1).

Lemme 5.5.1. lim,, o E [Z3] = p*(2).

Preuve. On a

s E[(aYo+ ) K2 (2, Xo)| — (B [(MYo + o) Kn(z, Xo)])*
E U] = o .

En appliquant le lemme 5.4.1, on obtient

lim E[U3] =E[(nYo+X)* | Xo =] f(z) | K3(t)dt = p(x).

n—+400 RN

De plus, d’apres la proposition 5.4.5 et le lemme 5.4.2 et en utilisant ||Up||, < 1, on trouve que

772 2 % 2i
&[5 ~ E [Ug]] < 211Uoll; |V ~ T, < >l O
|2]>My,

Donc, lim;,, 1o E {U%} = p?(x). Le lemme 5.5.1 est prouvé. O

Soit (&)sezae un champ de v.a.i.i.d. de lois normales indépendant du champ (X;);cza et (1;);cz4-
On suppose que E [§] = 0 et E [] = E [Z3]. Pour tout i € Z%, on définit

Z; v = &
[An] ' [An]

Soit g 'unique fonction définie sur [1,|A,|] & valeurs dans A, telle que g(k) <jex g(¢) pour
1 <k << |A,], ot <pex est Iordre lexicographique sur Z<. Pour tout entier k& € [1,|A,|], on
définit

k |An|

Sy (T) =D Tys) et Sy ng

s=1
avec la convention Sy (1) = S 9(An \+1)(7) = 0. Soit ¢ une fonction mesurable de R dans R.
Pour tout 1 < k < £ < |Ay|, on note vy ¢ = 1 (Sg(k) (T) + S50 (7)) Soit h : R — R une fonction
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quatre fois dérivable telle que maxop<;<4 ||h Hoo < 1. 11 suffit de montrer que lim,,_, 4 |Ly| =0,

Lo £ )] -2 (2 i)

i€AR
En suivant la méthode de Lindeberg [Lin22] (voir aussi [Ded98a]), on a

|An|
L,=E [hlAn\,lAnHl - hog} Z E [Pk g+1 — hi—1,k]

[An|
= Z ( [Pk k1 — h—1 k1] — E [hp—1k — hie—1 k41 )

En appliquant la formule de Taylor (c.f. théoréme 1.1.8), on obtient

|An|
1 1
Ly=Y_ (E |:Tg(k) 1kl T §T92(k) k1 T Uk} —E |:’Yg(k)h;cl,k+1 + 573(@ k1 T wk} >,
k=1
ou |vx| < ( (1 NI|T, |) and |wg| < vg(k) (1 A vg( )|> Comme '72(19) et hy_j x4, sont indé-

2
pendants, on a [E {'Yg(k)hk—17k+1} Oet E [ (k)] Elgio‘], et donc

E [Z§]
(T;(k) \AT ) h—1 k1

Puisque &y est une v.a. de loi normale de moyenne nulle et de variance E [Z(Q)} et que 'on a
E [Z3] < E[U§], alors

|An|

1
L, = Z (E [Tg(k)h;c—lk-i-l} + §E
k=1

+E[vk—wk]>.

= E %] _ (E[U3)™*
I

D’apres le lemme 5.4.1, on a E[U3] < 1 et donc, on obtient limy, ;e le?:’ll' E [Jwg|] = 0. Soit

—6
dy = (]An\bfy) 20+ Alors,

™ ; ) s E[[Uo*]
ZE [[vn]] < duE [ 23] + B {Zo ﬂ|z0|>dnm] < dnE |U3] + BN

En appliquant le lemme 5.4.3, on a

|An|

1
ZEHka ddp+ ——775 =2dy ——— 0.
8, (|86 e
On montre que
|An] 72, —E|[Z3]
. (k) o
ngI—&I-looZ:: <E {Tg(k) ;c—l,k+1} +E [(92|An\> %—1,k+1] > = 0. (5.44)

Pour tous entiers n > 1 et 1 < k < |A,|, on définit

B = {j € 1) < g and s —g(0)] > 21, } et SGFD) = 3 T
'LEE(H)
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Pour tout 1 < k < £ < |A,| et pour toute fonction ¢ de R dans R, on définit aussi wk 1 g =

P (S’éé\/l’;)( )+ Soe )( )) D’apres la formule de Taylor (c.f. théoreme 1.1.8), on a

"(My, My, M,
Ty ier = Toy Pt R + Totry (Soee-1)(T) = Sh (1)) Uiy + i

ou
okl < 2 [Ty (Satr-1y(T) = S5 (D) (LA 185001y (T) = g0 (D] )|

Pour obtenir (5.44), on montre que

|An]
L ZE[ a(k) hk(]\f";zﬂ} =0, (5.45)
'A"‘ (M) (M)
i STE [Ty (Soee-1)(T) = Sy (1)) 5k | = 0 (5.46)
k=1
|An]
Jim > R [Jv[] =0, (5.47)
k=1
et
|An]
ST |A [ 2 ZE [(Z50) —B[28]) Hi_spn] =0 (5.48)

Premiérement, nous allons établir (5.40). Puisque v est indépendant de T', alors
E [Tg(k)h, (Sg(kﬂ)(v))} = 0. Par conséquent, si m est une bijection de [1, |E,(€n)]]] dans E,(Cn) telle
que [ (i) — g(k)| < |7 — 1) — (k)] alors
Lol
"(My) _ n) c
E [Tg(k)hk(—l,k-i-l} - E[ g(k) (hk( 1,k+1 — I (Sg(k+1 ))} Z COV( g(k)> — Bi- 1)

ou B = I (Sﬂ(i) (T) + Sg(kﬂ)(’y)) et Sr)(T) = 0. Si (X;);eza est fortement mélangeant, en
appliquant l'inégalité de Rio (c.f. Proposition 1.5.4) et en rappelant que |7 (i) — g(k)| < |7(i —
1) —g(k)|, on a

L]

/ 201,00 (|7 (i) —g(K)])
My, ’
‘E [Tg(k)hk(*l,ngrlH <2 Z /0 QTg(k) (U)Qﬁi—ﬁi—1(u)du‘
=1

Pour tout u €]0, 1], en remarquant que B est lipschitzienne, on a

1
u” 20 [| Zo|lo g
A

1
u” 2+ || Zo|lg g

Qr (k)( u) < A

et Qﬁi—ﬁi—l(u) <

oON
b 2460

De plus, d’apres le lemme 5.4.3, on a HZ()H%H HU0H2+9 et par conséquent

(n)
|An| 2+e |Anl B

Z’E[ 1k+1” Z ) O‘2+9 —9(k)]) < 2+0 > O‘2+9

k=1 i=1 |2|> My,
D’apres le lemme 5.4.2, on déduit (5.45).

Le lemme qui suit est un corollaire direct du lemme 5.4.4 (la preuve est laissée au lecteur).
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ON
Lemme 5.5.2. sup,_,s E[|UoUj|] < Al
J#0

Puisque (X;);cz¢ est supposé étre fortement mélangeant, on a Z; = U; pour tout i € ze.
D’apres le lemme 5.4.2 et le lemme 5.4.4, on a

[An]
STE(vil] 2B || Zol | Y 1Zil | |1 D] <2 ) E[UolUs]] < Mdb;i*" ——0
k=1 || < Mp, |4|<Mp, V || <Mn, neo
i£0 i£0 i£0
et
<l (M) () 1, d
Z‘E[T ) (Soe (D) = S5 (@) WL <X BT < M B gl
li|<Mn
i#£0

Donc, on obtient (5.46) et (5.47).

Il suffit, désormais, de prouver (5.48). Soit 4 > 1 un entier. Dans la suite, pour tout j € Z¢,
on notera Eg[Z;] pour 'espérance conditionnelle de Z; sachant o (Z;; 4 <iex jet |2 — 3| = B).

Alors,
|An|

\A = Z ‘E K {ZSD /k/—l,k+1” <L+ I,
ol

|An] [An]

= 3 B (e~ Btz ] o 12 = iy 3 B [(Bh0) £ (28] 0]

Le résultat suivant peut étre trouvé dans [McL75].

Lemme 5.5.3. Soient U et V deuz tribus et soit X wune variable aléatoire U-mesurable. St
1 <p<r<+oo, alors

11
I [X|V] = E[X] [, <227 +1) (U, V)77 [|X]-
Supposons que (X;);cza est fortement mélangeant. En appliquant le lemme 5.5.3 avec p =1
ON
et 7 = (24 0)/2 et en gardant a l’esprit que HZOH2+9 = HU0||2+9 b, 2%, on a
[

_6 __ 6N
I < [Es[28) — E [23] |, < 602 (8) 1 Z0l1319 < 650 afTL(B).

Choisissons o
B = {bn (2d1)9+6d2-‘ ) (5.49)

Par conséquent, en utilisant (A3)(i), on obtient

I < (2d—1)04+6d—2 2+9 0
246 (0} — U.
2 X 5 1 00(18) n—s+o00

D’autre part, remarquons que E [(Z (k) Eﬁ[Zg(k)]) h;(ﬂ)’kﬂ} =0,o0na

E {(Zj(k) - Eg[ZgQ(k)D Z_1,k+1] =E {(ZgQ(k) - EB[ZgQ(k)D (hg—1,k+1 - h;(—ﬁl),k—l-l)} :
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Dongc, on déduit que

nL<El|27] Y F (23 +E5(23))

li|<B
1<lex0

Si L > 0, alors

I < FE%E | ZoZ;]] + 2E [Zon‘zo|>L}+2HEB [ZO]— [ZO}H 1 <Z F [Zg}.

_ 6N
Rappelons que Z; = U; pour tout 4 € Z%. Puisque E [U3] < 1 et ||U0H§+9 < by, **?, on déduit du
le lemme 5.5.2 que

oN
dpite _6N (2d—1)6-+6d—2
R e L g g 4 | T

|An| 15|<B \%

Z<lcx0 2
Choisissons
1
|A,|20+8)
L= BT (5.50)
me2(1+9)(4+9)
et on obtient
02(240)(d—1)N -
I (|A |bN) ite) 5 T (a1 +57-2) _'_/8%0[1222(6) N Z
li]<B
7:<lex0 2
De plus,
2
(28 +1)'E 8] ,

2 S > |=8.87 0 (1-8.81 - 3)| E[UoU;)]

lil<s \/7 |An| ’A ‘gez

"’<1ex0 ]750

pe 2
< | 3]+ Y- [E[U6U;)|
" jezd
J#0
En utilisant (5.32) et (5.34), on a 3. .4 |E[UoUj]| = o(1). Par conséquent, on obtient
370
2
) < Bd ! <1
lil<B \/7 |A | |A |b1(12,17fl;)% = |An|b£¥
n

7:<lex0
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Dongc, on déduit que

_0 62(246)(d—1)N
- (2d—1)0+6d—2 1
N\ 2(1+6 146)(4+6)((2d—1)0+6d—2 Y 2+0
I < <|An|bn> (HO s piIrOEFNa=D N ozf* (8) + 0.

/|An|bé\7 n—-4o00

Finalement, si (X;);cza est fortement mélangeant, alors (5.48) est satisfaite. Pour achever la
preuve du théoreme 5.2.2, il suffit de montrer (5.45), (5.46), (5.47) et (5.48) lorsque (X;);czq est
de la forme (5.1). Supposons donc que c’est le cas et que (A3)(i7) est satisfaite. Alors (Z;);czqa =

(Ui)icza est My,-dépendant. Par conséquent E { o(k )hk(Mlnle} =0 et donc, on a (5.45).

Lemme 5.5.4. sup,_,, E [[Ugﬁjﬂ =0 (Mn_d).
J#0

Preuve. On a
sup [E[[ToT;] — E [UoUj | < 2[Usll, |[Uo — T -

jezd
370
En utilisant (5.19), le lemme 5.4.2 et le lemme 5.5.2 et en gardant a 'esprit que ||Up||, < 1, on
obtient
o N _O(N+2)+2N
M supE |[ToU;1| < Mbi™ + b, ™7 3 Py p——
jezd ‘j‘>Mn n—-+o0o
Jj#0
Le lemme 5.5.4 est prouvé. O

On applique le lemme 5.5.4, on a

|An|

|Zi
E "U ‘ < 2E ‘Z()‘ ’Z,L| 1A E |UOU | —— 0
Z k 1%\:4” 1;1% /A . gz;m [ } n—+00

20 20 i£0
et
[An|
> [E [Tyw (Sowe—n(@) = Sy (1) ]| < X B |00Til] 0.
— |2|<Mn
40

Donc, on a (5.46) et (5.47). De plus, on a

E((Z5 ~ B[ 25]) n5in] =B {(To — B [To]) 720 ] = 0

Par conséquent,

|An| A
‘A Pa Z [ (224 — ELZ8)) hi_1 o] | = Alﬂ;; E[(0% ~ E[T3]) (M1 — 0,00

7. _ _
<E||2n 2;4\/“%” (U?,HE[U?,D
1<1ex0
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— 2 _
Comme précédemment, si L' > 0, alors en utilisant HUOH2+9 < HUOH;-@ < by, **7, on obtient

[An| MgL, Stu'eZd E [’UOﬁJu
|A ’ Z ‘E [( [ZO]) /If/fl,kﬁ’liH gl JT?X”|

ON
+1 7%, +E|U2
U3 | Z ﬁ

i<lex0 2

En appliquant le lemme 5.5.4 et puisque E [Ug] < 1, on a
2 2

_ d_ . =
Iz;\% \/7 s [An| J%ﬂ‘ =My, My ([ My, My] J)‘ ‘E [UoUJ”

7'<lex J#O
Md . Md
Q=" | E|US| + M supE |[ToT;|| | € 2
’An‘ [ 0} njEZd H JH h |A”’
370
Ainsi,
| Al MgL,SUp’%E“U‘)Uﬂ' ﬂ o M
E[(22,, —E[Z2)) ) < ’ L% % + e
|An|k§1’ {( a(k) [OD k‘“““” Al " n [An]
Pour 1
I [Ap 20500
 N\NT _en
<M70Ll SUP;za E [‘U(ﬂ]j”) 20140)
370
on a
6
4 - 146
n (Mn SUp, 0 B [IUonlD 274/
E —E[Z3]) hj_ < 370 + —==.
i 25 (7 ~ B ] (a5 Al

Finalement, en appliquant le lemme 5.5.4 et comme M% = o(|A,|) (voir le lemme 5.4.2) on

déduit (5.48). Le théoréme 5.2.2 est prouvé. O






6. Estimateurs récursifs a noyau pour des
données spatiales

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la normalité asymptotique d’une classe d’es-
timateurs récursifs a noyau pour des données spatiales dépendantes. Notre résultat principal
fournit des conditions suffisantes pour obtenir la normalité asymptotique d’une version multi-
indicée de l'estimateur récursif introduit par Peter Hall et Prakash Patil [HP94]. Les résultats
sont présentés et démontrés pour des champs fortement mélangeants au sens de Rosenblatt
[Rosb6a] et pour des champs faiblement dépendants au sens de Wu [Wu05]. Ceux-ci font I'objet
d’un article soumis pour publication et écrit en collaboration par Mohamed El Machkouri et
Lucas Reding [EMR20].

6.1. Modeéle statistique et estimateurs étudiés

Afin d’énoncer et démontrer les différents théorémes limite pour les estimateurs récursifs qui
nous intéressent, nous effectuerons notre étude dans un cadre similaire a celui du chapitre précé-
dent. Ainsi, on considére N un entier strictement positif et ((Y;, X;));cza un champ stationnaire
de variables aléatoires & valeurs dans R x RY définies sur I'espace de probabilité (€, F,P). Sup-
posons la loi commune y des variables aléatoires X;, 4 € Z% étre absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur RV et notons par f une densité (inconnue) de p.

Soit (n;);ez¢ un champ de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans RY centrées et dont les carrés
de leurs normes euclidiennes sont intégrables. On suppose que le champ (1;);czq¢ est indépendant
du champ (X;);cz4-

Soient Ag = @, 59 = 0 € Z% et A,, = {s1,...,5,} C Z¢ pour tout n > 1. On considere (ws, )p>1
et (bs, )n>1 deux suites décroissantes de réels strictement positifs qui convergent vers 0 et telles
que (ws, by N )n>1 est croissante, Y, 51 ws, = +00 et nb) — +oc.

On considére, aussi, un noyau K : RN — RY tel que K est lipschitzien, sup,epny K(x) < +o0,
oo 121K (2) = 0, fon [Jul2K (u)du < +oo ot ||. || est la norme euclidienne sur RV et
Jgn wi K (u)du = 0 pour tout i € [1, N]. Soit & : R — R une fonction borélienne telle que
E [|¢(Y0)|2+9} < 400 et E [|<I>(Y0)\2+9K8n(x,X0)} < b)Y pour un certain 6 > 0 et suppo-
sons que la fonction u — E[®(Yp)%| X = u] est continue. On peut remarquer que la condition
E [|®(Y0)|2+9Ksn (a:,Xo)} < b est satisfaite lorsque la fonction u — E[|®(Yo)[*™|Xo = u] est

S
continue (voir le lemme 6.3.2 en dessous).

Le modele de régression est caractérisé par la relation Y, = R(Xj,,ns;) pour tout i € [1,n]
ol R est une fonctionnelle inconnue. La fonction de régression étudiée r est définie en tout point
z € RN par

_ ) E[R(z,m0)] si f(z)#0
r(z) i

(Yo sinon.

149
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Pour tout # € RY, on note fg(z) = 7¢(x)f(x) ot ro(x) = E[®(Yy)|Xo = 2] = E[®(R(x,70))]
si f(z) #0 et ro(z) = E[®(Yp)] sinon, et on considere 'estimateur f,, ¢ de fo défini par

fnCD Zwsl Zwsjb_N(I) )Ksj (x7X5j) (6'1)

o K, (z,v) = K((z —v)/bs,) pour tout v € RN et pour tout j € [1,n]. On peut remarquer que
si ®(u) =1 pour tout u € R alors f, ¢ est la version spatiale f,, 1 de 'estimateur a noyau de la
densité f introduit par Hall et Patil [HP94] défini par

fnl Zwsz Zws] s; sj (v Xs]) (6.2)

De plus, pour des poids ws,,n > 1 bien choisis, 'estimateur précédent se réécrit comme 1'un des
estimateurs définis dans [Amil0], [Amil2], [Deh73] ou encore [WW69]. En particulier, on peut
vérifier que f,, ¢ satisfait a I’équation de récursion suivante :

Ws

fnyq)(x) = (1 - pn)fn—lﬁb(x) + pnbs_nN@(}/Sn)Ksn <x7X5n) 01\1 pn = ni’rfu)

=1 Ws;
Dans ce chapitre, on considére I'estimateur semi-récursif a noyau de la régression 7, ¢ de re
défini en tout z € RN par

fn,q) (Il?)

fn,l(f)

n~! Z Y, sinon.
i=1

Cet estimateur généralise I'estimateur de Ahmad-Lin et celui de Devroye-Wagner pour les sé-
ries temporelles et que 'on a déja rencontrés. Il généralise aussi les estimateurs semi-récursifs

d’Amiri [Amil2].

si Z?:l wsjb;jNKsJ- (ZC’ ij) ?é 0

Tna(T) = (6.3)

Soit m un entier strictement positif. On va établir la normalité asymptotique de ces différents
estimateurs pour des champs fortement mélangeants ainsi que pour des champs de Bernoulli de
la forme

X; =G (si_s L s€ Zd) . ezl (6.4)

ou G : (Rm)Zd — RY est une fonction et (g;);cz¢ est un champ de v.a.i.i.d.

6.2. Résultats principaux

Dans la suite, pour tout j € {2,4}, on définit

Vi (0) = Lo <too 1] o =+o00- (6.5)

Jj+0

Pour tout entier strictement positif n et pour tout (p, ¢) € Z*, on note Ay pq = (b2 wi )~ 377 b2 wl,
et on considere les hypotheses suivantes.
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(Hl) Il existe (5071,5_]\[72) S Rj_Q tel que hmn—>+oo An,O,l = ﬁO,l et hmn—)—i—oo An,—N,Q = B—N,Q-
(H2) T existe 0 > 0 tel que E [[®(Yp)[2+] < +00, E [|@(Yo) 2K, (z, Xo)| < bY et 1-15(0) <
7 < 1 tel que

dug(0) (v4 () +7—1)
_ N(H dp (@) +(d—1) (4@ Fr—1)
lim nbs,
n—-+o0o

) =+oo et bﬁ(lq) Zwi < nw?

et I'une des conditions suivantes est satisfaite.

dvo(0)
(i) (Xk)peza est fortement mélangeant et > pczq |E| "4<9>+T*10/1’?O(§) (|k]) < 4o0.

. . d(N+2v9(0)+2N (vg(0)+7—1)) V2(9)
(i) (Xg)geza est un champ de Bernoulli et Y pcza K| 2N(vg(O)+7-1) 0o < +o0.

(H3) (i) La fonction u+— E {CD(YO)2|X0 = u] est continue.

)
)
(ii) fa est deux fois différentiable et ses dérivées partielles d’ordre 2 sont bornées.

(iii) Pour tout k € Z¢\ {0}, la loi de probabilité de (Xg, Xx) est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY x RV et il existe ¢ > 0 tel que

supgeza foy [for(z,y) — f(2)f(y)] < ¢ pour tout (z,y) € RN x RN ou fop est la
densité jointe de (Xo, X) par rapport a la mesure de Lebesgue sur RN x RY.

Les conditions (H1) et (H3) sont classiques dans le cadre des estimateurs récursifs a noyau (voir
[Amil2], [Mas86], [MML14], [WD79] et bien d’autres). L’hypotheése (H2) impose une condition
plus forte sur le parametre de fenétre b5, que les conditions minimales du parametre de fenétre.
Cependant, ce fait semble étre inhérent au cadre récursif puisque 1’on retrouve tres souvent des
conditions de la forme nb.t® — +o0o pour un certain ¢ > 0 dans les articles ayant trait aux
données dépendantes (voir [Amil2], [EMA], [Mas86], [MML14] or [RT92]). Dans la suite, pour
tout z € RN, on pose

o2 (z) == 55—;“21@ (0(Y0)?|Xo = 2| f(x) K (t)at. (6.6)
0,1 R

6.2.1. Biais et variance asymptotiques

Notre premier résultat donne la variance asymptotique de l'estimateur f, ¢ défini par (6.1).
Proposition 6.2.1. Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites et qu’il existe § > 0 tel que
E[|®(Yo)[*t?] < +oo et E[|®(Yo)|* 'K, (2, Xo)] < b)Y . S'il existe T €]1 — v4(6),1] tel que
bﬁ(l_ﬂ S wi dnw? et l'une de ces conditions est satisfaite.

_dra(9)
(i) (Xk)geze est fortement mélangeante et Y cza |k|*4@+7-1 0/{,21(6) (|k|) < +oo.
d(N+2v9(6)+2N (v4(0)+7—1))

(1t) (Xk)peza est de la forme (6.4) et Y pcpa K| 2N (O)+7-1) 5,';?2(9) < +o0,
ot v2(0) et v4(0) sont donnés par (6.5) alors pour tout x € R telle que f(x) >0,
nll)rfoo |nbé\iV [fn,o(x)] — 0}%(1’)’ =0 (6.7)

ot 03 (x) est défini par (6.6).
On obtient aussi la convergence vers 0 de I'erreur quadratique moyenne de f, .

Proposition 6.2.2. On suppose que fo est deux fois différentiable et que ses dérivées partielles
d’ordre 2 sont bornées. Alors, pour tout x € RY | [E[f, o (2)]— fo ()] < (1) we,) 7t i we, b2, =
o(1). Done, si Apa1 <1 alors |E[fy ()] — fo(z)| Qb2 et, sous les hypothéses de la proposition

6.2.1, on obtient E[(fn.o(z) — fo(x))?] < n*zwizv lorsque by, = =
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6.2.2. Normalité asymptotique

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme central limite suivant.

Théoréme 6.2.3. Si les conditions (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites alors pour tout x € RY,

VBN (faa(@) = Elfrp(2)]) —=—— N(0,03(x))
ot 03 (x) est défini par (6.6).

On peut remarquer que le théoréme 6.2.3 est une extension du théoréeme 1 dans [EMA] dans
lequel le cas des séries temporelles fortement mélangeantes est étudié. En effet, en utilisant nos
notations, si d = 1 et ® = 1 alors f,, ¢ se réécrit comme l'estimateur récursif & noyau de la
densité f,, 1 défini par Peter Hall et Prakash Patil [HP94]. Dans ce cas, on a v2(0) = 14(f) =1

dvg () (v (6)+7—1)

(1+ v —1)(v. T— )
et (H2)(ii) est satisfaite dés que lim nbs, A T nbs,
n—+oo n—+oo

Yorsok T Ta1,00(k) < +00 qui sont exactement les conditions imposées dans le théoréme 1 dans
[EMA]. En appliquant le théoréme 6.2.3, on obtient la normalité asymptotique de l'estimateur
récursif r,, ¢ défini par (6.3).

AASAREIE +o00 et

Théoréme 6.2.4. Si les conditions (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites et si f est lipschitzienne,
deuz fois différentiable et de dérivées partielles d’ordre 2 bornées alors pour tout v € RN tel que

f(z) >0, .
ot~ S28) k)

o 7 () = U2 [ K1) et V(w) = B[B(Yo)*| Xo = 2] — (o).

Le théoréme 6.2.4 est aussi une extension du théoréme 2.1 dans [RT92] dans lequel la normalité
asymptotique des estimateurs semi-récursifs a noyau de la régression pour les séries temporelles
(i.e. d = 1) définis par Ibrahim Ahmad et Pi-Erh Lin [AL76] est obtenue sous des hypothéses
plus restrictives sur le parametre de fenétre et en supposant un mélange fort. En combinant le
théoreme 6.2.4 et la proposition 6.2.2, la condition nbé\i +4 5 0 est suffisante pour le contrdle du
biais de I'estimateur et nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 6.2.5. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3). Si f est lipschitzienne, deuz fois
différentiable et de dérivées partielles d’ordre 2 bornées, st nbﬁff‘l — 0 et Ay 21 < 1, alors pour
tout x € RN tel que f(x) >0, on a

b (rnpl) = o)) —E— N (0,53 2))

n—-+4o0o

ou 3 () est défini dans le théoréme 6.2.4.

6.3. Lemmes préliminaires
Pour tout z € R, on définit aussi [x] = |z] + 1, ou |z] est le plus grand entier supérieur ou
égal a x.

Lemme 6.3.1. Soit (ag)cze une famille de réels telle que ag, tend vers a € R lorsque n tend
vers +00. St limy, 400 Ap —N2 = B_Ng € R alors

lim g wSlasz =af
n—+o0 n’w2 N2
Z
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Ce résultat découle de I’application du lemme de Toepliz (voir [Mas86]). La preuve est laissée
au lecteur. O

Lemme 6.3.2. On considére v € RN. Si U : R — R et ¥y : R — R sont deuz fonctions

telles que © — E[¥(Yo)|Xo = x| soit continue et les conditions sup,cpn |¥2(K(t))] < +o0,
) 4o [[E] W2 (K(2))] = 0 et fpn [W2 (K(1))|dt < +oo soient vérifiées alors

lim bs_nNE [‘I’l(YO)\IIQ (Ksn (:E, Xo))] =E [\Ifl(YO)|X0 = :L‘] f(:L‘) /RN \1’2 (K(U)) dv.

n—-+o0o
La preuve de ce lemme est identique a la premiére partie de la preuve du lemme 5.4.1.

Pour tout ¢ € {1,2} et pour tout i € [1,n], on définit

(0 — (DZ(Y%)KS'L (z, Xsi) —E [Q)Z(YO)KSi (z, XO)]

ASZ bN/2

et A =EAOMin,] (68

ot Him, = 0(Ns;,€s,—k; |[k| < myp) et &p: R — R est une fonction mesurable.

Lemme 6.3.3. Soient ¢ € {1,2} et 0 > 0 tels que E[|®,(Yo)|* K, (z, Xo0)] < bY alors
E[|®(Yo)|P K, (2, Xo)] < bY pour tout 0 < p < 2+ 0. De plus, si (H3)(iii) alors

sup (bs,bs,) VE[Ks, (7, Xs,) K, (2, X5,)] < 1.
1<4,5<n

i#]
Preuve du lemme 6.3.3. Soit 0 < p <2+ 6 et on note ¢ = 2+ 0 — p. Alors

E[|®(Yo) P K, (2, Xo)] < E[K, (2, Xo)] + E[|®(Yo) [** K, (2, Xo))-

En utilisant le fait que E[|®,(Yo)|" K, (z, Xo)] < b)Y pour r € {0,2+6}, on obtient E[|®,(Yo)[P K, (2, Xo)] <
bé\i. D’autre part, d’apres (H3)(iii), pour tous entiers 7, j € [1,n] tels que i # j on a
E[K, (z, X,) K, (2, X,,)] < / Ky (ru)du / K (. 0)do + E[K,, (z, Xo) E[K., (z, Xo)]

: . . :

< (bsbs,)N.

Le lemme 6.3.3 est établi. O

Lemme 6.3.4. Soit (p,q) € {1,2}? fizé, on suppose qu’il existe 0 > 0 tel que E [\@g(YO)]“ﬂ <

+oo et E [[@g(Yo)PwK;n (m,XO)H <Y pour tout £ € {p,q} alors pour tous entiers positifs i et
j tel que i # j,

1 s max ([|Pplloo, [|Pglloc) < +00

7N . .
sup (bs,bs;) 2 E[APAD Q1 o y={ 1% si min([|Py]e, [Pgllec) = +o0  (6.9)
i#j 50 Sinon

1<i,y<n $9
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Preuve du lemme 6.3.4. Soient ¢ et j deux entiers strictement positifs tels que ¢ # j et
(p,q) € {1,2}? fixé. Premiérement, on a

N
2

+  3E[|®p(Yo) | K, (z, Xo)|E[|4(Y0) | K, (2, Xo)]-
De plus, si L > 1 est une constante positive alors
VK (0, X)) Ko (2, X)) |
[ (Ys)®q(Ys;) Lo, (vi 1<z Loy (vi 1< K (2, X,
+E Uq)p(Ysl-)‘I’q(% Lo, (vap) <z Loy (vi,) > LK (7,
[105(Ys,) @y (

)

)

Yoi) Loy (v 1> L Ly (v )<L B,
+E ["I’p(ﬂi)‘l’q(ys]) Lo, (v, )1> 2 Loy (v, > LK (2,

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

}

LA @ ll) (LA 1qll) E [| Ko (2, X)) Ky (2, X))

E H@p(}/;z)@q(}/'s])f{sz (iE, XSi)KSj (:Ea XS]')

}

4B [1,(40) P2 (2, X0)] /B [, (40)12 W0, vepio1 K (2, Xo)

4B (18, 050) o, 5005 K2 (2, Xo) /B [[#,(40) P (2, Xo)|

+\/E [®(Y0)1? Lo, (vo) > KZ (7, Xo) \/ a(Yo)I? Lo, (vo) > K2, (2, XO)}

Soit 0 > 0 tel que E ||, (Yo)[**?] < oo et E [[®(Y0)[**?] < +oc.

On rappelle que E [|CI>g(YO)|2+9KSn (a:,XO)} < b)Y pour tout £ € {p,q} et on utilise le lemme
6.3.3, on obtient alors

E[|@p(Ys,) g (Ye)) [ K, (2, Xo) K (1, X)) QLA @plloo) (LA [ Bglloo) (bs;bs,) N +L72 (b, bs, )2,

(6.10)
En optimisant en L 1’équation (6.10), on trouve que
E [‘(Pp(ni)(ﬁq(ysj)Ksi(x?Xsi)KSj (IE’XSJ') } (6 11)
boy/2b2
N96
2(2 .
||¢>pu2+9 (boids, )7 i Byl < +o00 et [[@gll,, = +o0
N6
32+0) - _
LY JE7 (bas,) ™7 s [y = oo et 2], < +oo 612)

N2
19l 1Rgllog (Boibs;) i [1Bplly, < +00 et @], < 400

N6

(bssbs, ) 7 st [|®pll,, = +o0 et [|Pg], = +oo.
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En combinant (6.10), (6.11) et le lemme 6.3.3, on obtient

NO
||<I>pu2+9 (bosbs, )77 sy, < 0o et (|, = +oo

NG
[0IET (bub )T si @l = 0o et ]l < +oc

E[|A p)A(q)” < N2
[ A (bsibsj) st [|@pll, < Fo0 et @]l < +oc
N6
(bsibs, ) 7 si (| Byll,, = 400 et [ By, = +oc.
Le lemme 6.3.4 est prouvé. O

dly
Lemme 6.3.5. Soit (Zg)pcze une famille de réels positifs. Si Y peza |kl e Er < +oo pour

des constantes strictement positives {1 et ly fizées, alors il existe une suite (my)n>1 d’entiers
strictement positifs satisfaisant
lim m, = 400, lim mdbg1 =0 et lim b Z =k =0.

n——+o0o n——+o00 n——too N
|k|>mp

On remarque que si {1 < N et nbY — 400 alors md = o(n).

Preuve du lemme 6.3.5. Soient /1, /5 et r des positives constantes telles que r > f5 /{1 et soit
(mp)n>1 une suite définie par

1

de dr

|k|>vn

pour tout n > 1.
Etant donné que v, — 400, on a m, — 400 lorsque n tend vers +oc0. De plus,

1
dly
m®bt < max bﬁ}/%( PRI Ek) +b b ———0.

n——+o00
|k|>vn

Puisque v, < my, on a
dly -
L U ST
|k|>mp
dlo
En raison du fait que Y jczq K| C Ek < 400 et r > l3/l1, on obtient

4

, L2 dty ay  N\Ton
bs,.? Z Sk < ( nbsi) ! Z k[ Eg < < Z k7 5k> I 0.
|k|>mp |k|>mn |k|>mp
Le lemme 6.3.5 est prouvé. O

Lemme 6.3.6. On considére £ € {1,2} fizé et 6 > 0 tel que E [|<I>4(Y0)|2+9] < 400 et

P, (Y, 2 GKS z, Xo bN Alors A < bs, ”9 pour tout 1 € |1,n] ou A( ) est donné
n 2+0
par (6.8).
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Preuve du lemme 6.3.6. Soient § > 0 et £ € {1,2} tel que E U@g(YO)\QH] < 400 et soit
i €[1,n], ona

||A H < 2 H(I)Z(YO)Ksi (.%’7XO)H§+9 + 2 (E [q)f(YO)Ks,-(l',Xo)])Q
e bs; by '

Rappelons que | K| := sup;epn |[K(t)| < +00 et E [|<I>g(Y0)|2+9Ksn (l‘,Xo)} < bl alors
E [|<I>Z(YO)KS.(LXO)|2+9} < bY. De plus, d’apreés le lemme 6.3.3, on a

ON
[E [@4(Yo) Ko, (, Xo)] | < b et done A2, 5 < b7

Le lemme 6.3.6 est prouvé. [l

6.3.1. Proposition 6.3.7

Proposition 6.3.7. Soient M un entier strictement positif et x € RN . Si (Xg)peza est de la
forme (6.4) et ® : R — R est une fonction mesurable telle que ||®(Yp)lly,y < +00 pour un
certain 6 €]0,4o00] alors pour tout entier n strictement positif, pour toute famille (ck)ken, de
réels et pour tout (p,q) € [2,+00[x]0,+o0] tel quep+q<2+86, on a

< SpMYKIZTCpog (Zc ) b S aT

P l3|>M
ou
W, = (I)(}/;i)Ksi(vaSi) —E [Cb(ifsi)KSi($a st)‘ Hl,M] ) (6'13)
2ptq O(R(x,m0)) — P(R(y,n
C'(p, q) — 9pta H(I)(YO)Herq HK|’€+q + ‘K’erq sup | ( ( O)) ( ( O))|
(z,y)eRN xRN ”IL’ - y”
T#Y »

et

K(z) - K

Hint = 0 (o ons Kl M) et [Kllyy=  sup )= K]
(z,y)eRN xRN Hx - y”
7Y

Preuve de la proposition 6.3.7. Soient M un entier strictement positif et pour tout x € RY
et i € [1,n] fixé. On rappelle que Y;, = R(X,,ns,) et on définit W; = &(Ys,) K, (2, Xs,) —
E[®(Ys,) K, (z, Xs,)| Him) o0 Hivg = 0 (Ns;, €s5,—k 5 | k| < M). On suit la méthode de preuve de la
proposition 1 dans [EMVW13]. Soit 2 < p < 2+6 et on note par H; la fonction mesurable telle que
Wi = Hi(Hi o) avec Hioo = 0 (nsi,asi,k ke Zd). Soient 7 une bijection de Z dans Z% et £ € Z.
On définit Popérateur de projection Py par Py f = E[f|F¢] —E[f|Fs—1] pour toute fonction inté-
grable f,ou Fy =0 (5T(j);j < 6). On peut remarquer que 'opérateur Py, dépend de la bijection
7. Puisque E [W;|Fp_1] = E[Hl(Hf‘QO)W] avec ’HZ(QO =0 (nsi,s;“),esi_k;kz € 7N\ {s; — T(E)}),
on a

1PWill, = 1B [H; (Hi o) | Fol — ELH: (KU Fllp < IHi(Hioo) = Hi(HE) I (6.14)

1,00
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Maintenant, en notant H,E?/I =0 (nsi,a;(z),esi,k ik € ZW\{s; —T(0)} et |k| < M), on a

Hi(Hioo) = (Ys)) K (2, Xy,) — E[®(Y;,) Ky, (2, Xs,)| Hinr vV H),
Z ! ! ! ! Z
Hi(H) = (Y, ) K (2, X, ) — BIO(Y; ) K (2, X ) | HE A V Hi ]

7,00 %

’ !

ou X; = G(€;(4),€si—k k€ ZN\{s; — T(0)}) et YZT(@ = R(XZ.J(@),nsi). On en déduit que

IPWill, < 2@ (V) K, (2, Xs,) = (Y0 Koy (2, X 1 g)) -

Donc, pour tout L > 1, on obtient la majoration suivante.

2L || K[ /
HP@Win < o lpHst-_Xi,r(e)Hp
Si
4|K|oo ptg
e e (o)l

+2’K’oo sup |‘I>(R(l‘,7]0)) - ‘I’(R(y,ﬁo)ﬂ

(z,y)€RN xRN lz —yll
T#Y p

1Xs: = Xir o)l

ou
X, = Xirollp = |Ges,—t5t € Z%) — G(e, gy, 20,—6 £ € Z\{5; — 7(O)})|
= |G (es;—r(e)-t:t € Z%) — Gleg, €5—r(0)—t3 t € ZN\{3: — T(O)})Ip
= [ Xs—r(0) — X:i—r(Z)Hp
= Osi—r(0).p-

En optimisant cette derniére inégalité en L, on obtient la majoration suivante.

_pb_ —-9 _4q
|PWill, < 2KIE Clp, bT #8777, (6.15)
ou
2p+q 2 L |®(R(x,m0)) — (R(y,m0))|
Clp,a) = 258 [8(¥o) .y IKIEE + IKIZT | sup H
(2.5)€RN xRN T — y”
] D

Maintenant, on va déterminer une autre majoration de ||PW;l|,. Soient £ > 0 et i > 1 deux
entiers. On note par I'; ; 'ensemble de tous les k € Z4 tels que |si — k| = £ et on définit

4
ag =Y ||l = (20+1)%
§=0
On considére la bijection 7; : N* — Z% définie par 7;(1) = s;, 73 (u) € Figsiap <u<apetl >0,
et Ti(u) <jex Ti(v) si ap—1 < u < v < apetl >0.0n pose Gy =0 (nsi,sn(j);l <j< M)
et on rappelle que H;n = o (0s;,65,—k ;5 |k] < M). Comme 1 < j < ap si et seulement si
|si = i(J)| < M, on a G, q,, = H; nm. Par conséquent,

Wi= Y Dig ot D =E[®(Y;)Ks, (2, X;,)[Gie] — E[@(Ys,)Ks, (2, Xs,)[Gip1] -

0>ang
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Puisque (D; ), est une suite d’accroissements de martingale par rapport a la filtration (G; ¢)¢>1,
on applique 'inégalité de Burkholder ([Ded01], remarque 6, page 85; ou théoréme 1.4.4) et on
déduit que

>apns

1/2
[Will, < (229 > IDMII;) : (6.16)

/ !/

Puisque X;TZ_(@ = G<€Ti(£)7€'si_t t e ZW\{s; — Ti(0)}) et Y, ) = B(X; 1) Msi), on a

1,T4
/

E [¢(YS'L)KS'L (l’, XSi)|gi,€—1] = [(I)(Y;,Ti(f))KSz‘ (l’, X;,Ti(e)”gl,f] et

’

1Diell, < 19 (Yer) Ky (2, Xs,) = (Y1, ) Koy (2, X 1)l

1T

De la méme maniére que précédemment, pour tout L > 1, on obtient

L K]y

1Dicll, < =5 22X = X gl
S;

2|K|oo ptq

O]

VK| sp RO 0) — 2(R(y70))

(z,y)eRN xRN Hl‘ - y”
TFy »

HX&' *X Hp

K3 T’L

avec || X5, — X ;,Ti(Z)Hp = 0g,—r,(t),p- 0 optimisant cette inégalité en L et en remarquant que

s; — 1(¢) = —19(£), on trouve que

9

1Dicly < [KIECp, )bsz”+q5"+§(@p‘

Par conséquent , on déduit que

IPWilly < 21Wil, < 2VIRIKIE Clp, )™ 3 673, < 2B KIE Ol et S 6F.
{>apns |k‘>M
(6.17)

Puisque (3_1 4 cs; PiW;) ey est une suite d’accroissements de martingale par rapport a la filtra-
tion (Fy)eez, en appliquant l'inégalité de Burkholder (voir [Ded01], remarque 6, page 85; ou

théoréme 1.4.4), on obtient
1 1
3 n 2\ 2
< (20 (Z s HPeWz'Hp> : (6.18)
te7 \i=1

De plus, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

chlpé

=1

> e, Wi (%Z
=1 P

LeZ

n 2 n n
(Z s uPzWinp) <& P, x S 1P e (6.19)
i=1 i=1 j=1
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Désormais, comme P, est définie au travers de la bijection 7 et en utilisant (6.15) et (6.17), on a

n
SUPZIIPeWin<jUP > HPsz’||p+3up > 1Pl

€z ;3 €2 1<i<n <& i<isn
jsi=r(O)]<M i@
< 2VBMUKIZL Clp, )bs ™ S 01
|k|>M
2 . P 7
+2K[EClp, )bs, ™ Y 0T,
1<i<n
fsi—r(O)>M
L _i
2 (M2 +1) [KIETClp )bl Y 0.
|k|>M

De méme, on a aussi

sup > _[PWillp < sup > [IPWillp+ sup > [PWill,

1<i<n oy, ISP ez Sise ez
[si—T(0)|<M (@M
< 2/ZMIUKIE C(p, b S 01
|k|>M
P - P
+2K[E Clp, )bs "™ Y O,
LeZ
|si—T(€)|>M
P J
2 (M2 +1) [KIE7 Co. b7 Y 0.
|k|>M

En combinant (6.18) et (6.19)avec les deux bornes précédentes, on obtient

n =9 -
S e Wi < SpMUKIET Cpg (Zc ) bt D Gy
=1

|k|>M
La proposition 6.3.7 est prouvée. (Il

p

6.3.2. Proposition 6.3.8

On considére une suite (my,),en d’entiers strictement positifs et on note, pour tout x € R et
pour tout ¢ € {1,2},

FO@) = foa, (@ zwsl zwsl b VD (Ve) Koy (2, Xoy) et T30 (2) = E[fO ()| Hi ]

(6.20)
ou ¢y : R — R est une fonction mesurable et H; y,,, = 0(1)s;, €s,—k; | k| < my). On peut remarquer
que la proposition 6.2.1 est un cas particulier du résultat suivant.

Proposition 6.3.8. On suppose qu’il existe 6 > 0 tel que E[|®,(Yo)|**?] < +oo et
E[|®(Yo) [>T K, (z, Xo)] <bY pour tout £ € {1,2}. Soient x € RN et (p,q) € {1,2}? tels que la
fonction u — E[®,(Yo)P4(Yo)| Xo = u| est continue. On suppose, aussi, que les conditions (H1)
et (H3)(iii) sont satisfaites et qu’il existe T €]1 — v, 1] tel que bé\;(lﬂ-) i w? < nw? . Enfin
on suppose que l'une des conditions suivantes est satisfaite.
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dy ~
(1) (Xk)pezae est fortement mélangeant et > . cza \k\wllall (|k]) < 4o0.

d(N4+2542N(y+7-1)) -

(i1) (Xk)geza est de la forme (6.4) et Yopega [k|™ 2NOF=D7 575 < +00.

ol

(6.21)

ﬁz{ 1o st max (|@plloc, [ @qlloc) < +oo

2] .
240 sinon

alors

O N2 B, (Vo) by (Vo) Xo = alf(x) [ | K*(1)a.

lim bl Cov [f{7) (), £ (2)] = 7, i

n—+oo

Preuve de la proposition 6.3.8. Soient z € R et (p, ¢) € {1,2}2 fixé. En utilisant les notations
(6.8) et (6.20), on a

nbé\iCOV {f,gp)(:c),féq)(x)} :nbi\i (iwsi>_ l(Zws N/QA ) (Zw by N/2A(q)>1
i=1

=1

= by, (Q_ws,) ™ Zw b NEAPAWD] + Z ws,ws, (bs,bs,) N PE[AP AWY)]

,j=1
i#£]
Par conséquent, on a
() (@) b Anos ¢ (0) A(2)
v C P a ==y w2 b VEAP AL
n Sn ov [fn (m)7 fn (':L')i| nwgn et wsz Sq [ Sq S; ]
An 0 1bsn - N/2 (@)
< 7nw2 E 1wslws] (bs;bs;) ™ IE[AL Asj |- (6.22)
Sno 4=

1#]
De plus, pour tout 1 < ¢ < n,

E[AP AW] = b N (E[®@,(Yo) Dy (Yo) K2 (, Xo)] — E[@y(Yo) K, (w, Xo)]E[®q(Yo) K, (2, Xo)]) -

Si

D’apres les lemmes 6.3.2 et 6.3.3, on obtient

lim ‘E[Agfi’)A(‘?)]E[ép(Yo) «(Y0)| Xo = z]f / K2(t) dt'

) s
i——+00 v

Donc, en appliquant le lemme 6.3.1 et en faisant usage de ’hypothese (H1), on trouve que

sn nOl En:b N 2 sZ)A(q)} 5ﬁN2 [®,(Yo)®,(Yo)| Xo = z]f(x) K2(t)dt.

n—>+oo an

Sn 0,1 RN
(6.23)
Désormais, on montre que
A72 bN n
lim =2 Z we,ws, (bs,bs;) N E[AP AW = 0. (6.24)

n—too  nw? )
i#£]
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D’aprés le lemme 6.3.4, on a ]E[Ag)Agg)H g (bsibsj)]\['Y/2 pour tout i # j. De plus, puisque

3 =
Ykeza [k Ta] | (|K[) < 400, en utilisant le lemme 6.3.5, il existe une suite (my,),>1 d’entiers
strictement positifs tels que

Jim mgp0T0 = dim 5N 3T o] (K] = 0. (6.25)
kez
|k|>mn
Donc, on a
(AR —N/2| R AP A @) 2bs, N2 AP A@
2 Z wsiwsj(bsibsj) |E[Asz ASJ‘ ” = nw? Z wsiwsj(bsibsj) ‘E[AsZ A.Sj ”
Sn 4,5=1 Sn 1<i<j<n
i#]j
N El,n + E2,n
ol N
by —N(1—v)/2
1n = 2 Z Ws, Ws bsibS'
nwg, 1<i<j<n ]( J)
|si—sj|<mn
et
b, N2 AP AW
EQ,n - ﬁ Z wsiwsj' (bSibS]‘) / ‘E[ASZ: AS(JJ ”

Sn 1<i<j<n
|si—sj[Zmn

Puisque v < 1 et d’apres I'inégalité classique 2ab < a? + b2, on a

by b > o
FEi,<—= W, W, K —2o— E wy, + wg,
' nw? e 2nw? Si 5i
sn o 1<i<j<n sn o 1<i<j<n
‘Si—5j|<mn \si—5j|<mn
di,Nv n
q mybg 7 9
d g we,
2 s
nwg
bN(lfT) n
— S
g mdpNOFT E w?.
n 2 S4
nws; 4
n =1

Par (6.25) et le fait que bﬁ(l_ﬂ o wgi < nw?n, on obtient lim,_, - E, = 0. Maintenant, il

s’agit de controler le terme Es j, lorsque (Xg)peza est fortement mélangeant. D’apres I'inégalité
de Rio (c.f. théoréme 1.5.4), on a pour tout 1 <i<j<n,

) A @) 2a1,1(|si—s;1)
E[AP AW < 2/0 Q0 (W@ (u)du
1 J

olt @, (u) =inf{e > 0| IP’(|A§€)| > ¢) < u} pour tout u € [0, 1] et pour tout £ € {i,j}.
S¢

Dans un premier temps, on suppose que |[®pllc = +00 ou ||®4|loc = +00. Dans ce cas, en
utilisant le lemme 6.3.6, et puisque ¥ = 60/(2+6), on a |]Ag€)||2+9 d b;N7/2 pour tout ¢ € {p,q}

R
et pour tout r € [1,n]. Donc, en remarquant que @ , () (u) < ufmberv/Q, on obtient

NS

—N#¥

(MA@ A o
E[AD AD]| <2 (bybs, ) /O wodu < (bybs,) 7 o] (s — s55]).
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Par conséquent
bN

NG A

Z Ws; Ws; (bsibsj) 2 O‘?,l(‘si - sj‘)'
Sn 1<i<j<n

[si—sj|>mn

2n X
nw2

En utilisant, & nouveau, I'inégalité 2ab < a? 4+ b2, on déduit que

v _ NG 5
EQ,n 4 —% Z (wszbs NG+ +w5]bs] (,H_l)) a'ly,1(|8i 78j|)

2
Ms, 1<i<j<n

|si—sj|>mnp

(an > )b"“ S alallsi— s,
Sn 4=1 ~Si 1<i<j<n
[si—sj|>mnp

D’apres (H1) et (6.25), on trouve que
Eyn Q03,7 37 ol y(Kkl) ——0

n—-+0o
kezd
|k|>mp
et finalement, on a (6.24).
Désormais, on s’occupe du cas ot [|®,|| < +oo et [[®4] < +oc. Dans ce cas, on a ¥ = 1. Donc

AS)] < 557? pour tout ¢ € {p,q} et pour tout 1 < 7 < n. Ainsi, puisque Qo (u) € bV,
i ’Y/ 7 A L N s 7

on obtient \E[Ag ) Ag‘?” N (bsi bs].) 0411(\3@- — 5;]). De la méme maniére que précédemment,

on trouve que

o Q6. 3 o y(kl) ———0
kezd

|k|>mp

et par conséquent la convergence (6.24) est établie.

Finalement, en utilisant (6.22), (6.23) et (6.24), on obtient

B-N2 B
5371 E[®,(Yo)®4(Yo)| Xo = z|f(x) /RN K2(t)dt.

Désormais, on suppose que (Xg)geza est de la forme (6.4). En remarquant que
d(N+2’y+2N(fy+T—l)) - 4
Dkezd k|7 FNGFTDTT G ) < 400 revient & dire que Y peza |k:|2N<w+T 5 |k| 5 5 < 400 et en

utilisant le lemme 6.3.5, il existe une suite (my,),> d’entiers strictement positifs telle que

lim_nbY Cov [P (x), {9(x)] =

n—-+oo n

lim mde(7+T D= lim b, ( +) > |K|76] 5 =0
n—r—00 n—+o0 k2
kezd
|k|>man

C1p = nbl Cov[fP(z) — F(x), £ (2) — i ()]
Con = nbY Cov[f @) () - T (@), 7 ()]

Cs.n = b Cov[FP (@), £ (z) — T ()]

Cin = b, Cov[F (x), P (x)].
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Dans un premier temps, on suppose que || Pp|loc = +00 ou ||®4||ec = +00. On rappelle que, dans
ce cas, ¥ = 0/(2+6). De plus, on a

bN/Z 41 1
n N/2 A( p) A(p)
\/ﬁwsn ;wszbs ( )

bN/ZA b n
n, Z N/2 A(q) A
fwsn — 51b8 ( S5 )

2 2

En utilisant (H1) et la proposition 6.3.7, on obtient pour tout ¢ € {p, ¢},

bN/2A7%)1 n N w2\ N .
Sn n,0, —N/2 4 ~ ) d Sn wSz’ ( +7)
R AR BVEI S b ) RESLAID ot 8

2
, nw
i=1 9 Sn =1 keZ?
|k|>mn
N
(2+7) d
2 Y
< bs, > |k, (6.26)
kezd
|k|>mnp
Par conséquent, on trouve que
2

(N5
Cral < [0, ST ks, | ———o.

" n—-+o0o
kezd

|k|>mp
De méme, on a
N/2 bN/Q

b Apoa N NG
< |[ 23 _n /120 _ AW nOl N/2A '
Conl < || =0 Z};wslb A=A 1o Zzlwszb AV

2 2
D’apres (6.26), on sait que
N/2
b AL & — (N5 .
n,0,1 Z szbS—LN/Q(A( ) —Ag)) < bsn(2 ) Z |k|d5272
fwsn i=1 9 kEZd
|k[>m,
De plus, puisque Zg) et Zﬁ? sont indépendants des que |s; — s;| > 2my,, on a
N/2 41 N A=2 n
bs, "An 01 o ( ) b, Ano
n )05 b N/QA q _  5n7m0,1 w? b_N A
\/ﬁwsn ;w& Si ) ann ; 8i78; H H2
201 A%
+ 21’LOl Z U)st N/Qb N/QE[A( )Ag(j)]
nws, 1<i<j<n

[si—s;|<2mn

et, puisque \|A§‘§)H2 <1 (d’apres le lemme 6.3.3) et par ’hypothese (H1), on a aussi

bN

A 0,1 21 —N
#Z slbsl ||A ||2\

bNA 0.1 —

, 23—N 2
bl S b N A < .
Sn =1 Sn =1
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4 N
On pose Wi = @¢(¥s, ) K, (2, Xs,) = BBe(Ya) Ko, (1, X,)[Him, ] 0b
Him, = 0(Ns;,Es,—k; |[k| < my,) pour tout i € [1,n] et pour tout £ € {p,q} et en remarquant

que A( ) A(e) = bs, N/2W( ). on a
EAYAY) - EAQAD] < 02 AD oWz + b5 HIAD W
< N (W2 + W)
En utilisant (6.17), on obtient
() — _ (N5 ~
ERYAY] - EA@AL] 95T T a5, (6.27)
kezd
|k|>mp
Par conséquent, d’apres le lemme 6.3.4, on trouve que pour tout i # 7,
—(0) (@) Nv/2 (5 +9) 5
|E[Asl ASj ” Q (bsibsj) +b5n 2 Z 5272
kez?

|k|>mn,

Comme v < 1, en appliquant I'inégalité 2ab < a? + b?, on déduit que

n, N/2 N 2 q
W Z wsjb /b / ‘E[ A ”
Sn 1<i<j<n
[si—s;|<2mn
bl A% Nv/2  (Noys .
n,0,1 —N/2 Y ( 53 +’Y) ol
SR wgw (b b)Y | (bidsy ) b S 6l
sn1<i<j<n kezZ?
|si—s;|<2mp |k|>mp
N 2 2
<b AnOl Z w5i+w5j
= 2nw? ~ pN (A=)
Sn 1<i<j<n Sn
|si—s;]|<2man
bNA
n,0,1
Sn 1<i<j<n kezd
[si—s;|<2man |k|>mp

D’apres ’hypothese (H1) et le fait que bé\i(l_T) Yoy w?l_ g nw?n, on obtient

bNA

7;01 Z s b N/2b N/Z‘E[ q)A(q)”
Wy, 1<i<j<n
[si—s;|<2mn

mapN o1 4o (517) S |kl , ———0 (6.28)
nYsn Sn k,2 n—r—400 N .
kezd
|k|>mn

Par conséquent, on déduit que

b5 A & N2RW@
\/>wsn Z SZbS A

i=1

(N5
< b, (37 > k], ——— 0.

d1 et
n—-4o00

2 kezd
|k|>mn
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De méme, on peut remarquer que

_(N 5
[OIET S CaR D S AL —)
' n—+oo
kom

Afin de controler le dernier terme, on remarque que

A2 pN N 2942 pN o
Can = =" ng-b;NE[Ag))AS)] + w > wswy (bsibsj)_Nﬂ]E[Agf)qu)].
nw Sn = i S i i nwsn 1<i<j<n J
|si_sj‘<2mn

On montre que

An%lb{s\; o N B-N2 2
> ul b VB ALY = TRE(, (Vo) 0, (¥0) Xo = () /R ER(t)ds
0,1

lim 2
n—+oo  nNwsg =1
(6.29)
et
(6.30)

. 2An%1bsn —-N2RAW A
lim ——— Z wsiwsj(bsibsj) E[ s; s ] =

2
—>
n—-+o00 nwsn 1<i<j<n
|si—s;|<2mn

D’apres (6.17) et en employant des arguments similaires & ceux utilisés pour prouver (6.27)

déduit que

() — (N5 ~
EAPAL] - EADAD] < 57 (IWP s + W 01) <627 S0 Jkita,
kezd
|k|>m,

D’apres ’hypothese (H1), on trouve que
—(5+9) d 5
D <bs, > 30 (K|, ————0.

kezd
|k|>mp

A2 pN 1 R
—"02 S w2 b N ERYAY] - B[P A

En utilisant (6.23), on obtient (6.29). En raisonnant de la méme maniére que pour montrer

(6.28), on trouve que

A
Sl ST gy (beby,) VA EEY ALY
nWs,  1<i<j<n

[si—s;|<2mn

QYO+ 4 g N

n

ﬂ -
oy R rndd

kez?
|k|>mp

Dong, la convergence (6.30) est satisfaite.

Finalement, si ||®p]lcc < 400 et ||Pgllc < +00 alors ¥ = 1 et la preuve suit exactement les
]

9
mémes étapes que précédemment. La proposition 6.3.8 est démontrée
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6.4. Preuves des résultats principaux

6.4.1. Preuve de la proposition 6.2.2

Soient x € R? et n entier strictement positif. On a

E [(fre(@) = fo(@))’] =V (fa@) + (E[foe@)] - fo(2)).
De plus,

n -1 n
Bl ()] — folz)| = (Zwsi) S [ K@) (fole = vb) = fa(a)) dv
=1 =1

D’apres la formule de Taylor-Lagrange, on obtient

n -1 5
[E[fne(x)] — fo(z)| < (Z wsi> Zwsl S
=1

En utilisant (H1) et A,21 < 1, on déduit que |E[fy o(z)] — fo(z )| d A;}%)JAmQ,lbgn S
Finalement, d’apres la proposition 6.2.1, on a V[f, o(x)] < (nbN> et pour by, = nﬁ, on
obtient E[(fn.o(z) — fo(x))?] < NN La proposition 6.2.2 est démontrée. O

6.4.2. Preuve du théoréme 6.2.3

Soient n un entier strictement positif et z € RY fixé. On a

Y (fro(@) = Elfaoe(z ZU&

ou N/
bs,! “ws, Ag,
N/2

b/

q)(YSi)KSi (.%', XSi) —E [(I)(YO)KSi (:L', XO)] )

Us, = bN/Q

et A, = (6.31)

Ws,, An 0,1

N(l/4(9)+7' 1)

Dans la suite, (my, ),>1 est la suite construite grace au lemme 6.3.5 qui satisfait mdb —

0 lorsque n — +oc et telle que I'une des deux assertions suivantes soit vraie.

b Nuy(6) ks ay OO (‘k‘)—)ﬂ si (Xk)peze est fortement mélangeant.

. b_(y2(9)+7>

n

Z|k|>mn ’k’déz?Q )mO si (Xk)k:EZd est de la forme (64),
N _ 0
ot v3(0) = Lyja||_<too} + 375 L{|@ . =+oo}-

De plus, si (Xg)gecze est de la forme (6.4), on pose
Zsi = E[A81|Hl,mn] et Usi = E[Usi‘Hi,mn] ou Hi,mn = U(nsmgsi—k’; |k| < mn)
Remarquons que Ug, et Usj sont indépendantes deés que |s; — s;| > 2m,,. En utilisant (H2) et la

proposition 6.3.7, on déduit

n

3 (1 7.)

i=1

1 —(2(0)+5) d sv2(0)
NG 2 Qbs, ,g;d [k|%0g ————0. (6.32)

|k|>mn
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Dans la suite, on note

(Zs,, My,) = (Us;;mp)  si (X;);eza est fortement mélangeant
ST (Usy, 2my,) st (X;) ez est de la forme (6.4)

1/2
/ i=1 4s,; lorsque

et il suffit de démontrer la normalité asymptotique des sommes partielles n~
n tend vers +00.

Soit (£k)geze un champ indépendant de (Xg)pczd €t (Mk)geze de v.a. indépendantes de lois
normales telles que E[¢] = 0 et E[¢7] = E[Z7]. Soit i € [1,n], on définit Ty, = n~'/2Z,,
et =5, = n=Y 2¢,,. On peut remarquer que Y.» ; =, est une variable aléatoire de loi normale
centrée. Si (Xg)geza est fortement mélangeant alors Z,, = Us, et

n 2172 2

Ada E[®(Yo) K, (z, Xo)] — (E[®(Yo) K, (z, Xo)])

V(=) - h 2wz = Bt s bN -
=1 Si Sq

En appliquant le lemme 6.3.1, le lemme 6.3.2 ainsi que le lemme 6.3.3 et d’apres (6.6) et 'hy-

pothese (H1), on obtient

n
_ 2
,dm v <Zl _.sl) =03 (). (6.33)
Si (Xg)geze est de la forme (6.4) alors Zs, = U, et en utilisant (6.17), on obtient
bév ’Ll)gZ +V2 v (0)
< 7{)]\[102 2 X b Z Opa -
n,0,1 kGZd
|k|>m

72 —
E[UZ] - BT < 20Uslly |Us, = Us |,

D’apres (H1), on déduit que

1& . bN N2 +4)
=Y [E[UZ] - E[T)] < S oy g
n 5 Si nw? A2
=1 sn*n,0,1 kczd
|k|>mn
+5) v (6)
g bsn 2 Z 52 0
ezl n—-+0o
|k|>mnp

Donc, on obtient aussi la convergence (6.33) lorsque (Xg)pcza est de la forme (6.4). Soit ¢ une
fonction mesurable de R dans R. Pour tout 1 < ¢ < j < n, on pose

wamv(Lr$z).

Soit A : R — R une fonction de classe C® telle que maxgci<s ||h(?]|oo < 1. D’apreés (6.33), il suffit
de montrer que lim, o |L,| = 0, ou

s (gm)] s pE)]

En utilisant la méthode de Lindeberg [Lin22] (voir aussi [Ded98al), on a

n

L, =Elhpne1 — hoa) = ZE[hi,i+1 —hi—14] = Z (E[hi,iJrl — hi—1i41) — Elhi—1i — hifl,iJrl])'
i=1 i=1
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D’apres la formule de Taylor (c.f. théoréme 1.1.8), on obtient

n

= Z ( |:T8 hz 1,041 + 2Tszh// 1,041 +/BZ:| [Elh/ 1,041 + 9 slh/ 1,041 +pl] )’

=1

ou [Bi] < T2 (1AITy]) et |pi| < B2 (1A[Zg,]). Puisque EF et hf ;,,, sont indépendants,
E[Es,hi_1,41] =0 et E[E2] = n—lE[Z{,} on obtlent

=Y (BITubi s ) + SE[(T2 — n BIZ2]) Wy ] + LS - ).

=1

Comme, pour tout i € [1,n], la variable aléatoire &, suit une loi normale centrée et de variance

E[Z2], on a
Blle.. ! = /8/m (E122))"" < \Js/= (BI02))"".

De plus, comme (ws, b;nN )n>1 est une suite croissante, on obtient

1/2

En utilisant ’hypothese (H1) et le fait que E [AEJ < 400 (c.f. lemme 6.3.3), on a

n 1 YA o N 5 \3/2 N\ —L/2
D Ellpl) € = x gt el (BAL]) T < (mel) o
- v —

D’autre part, si ||®||,, < +oo alors |Us,| < b_N/2 et

1 - 1 & 1 1< ~1/2
Bz X Zs2 NEYS) E Usi 3 < X — E (]S2 g bév — 0.
SElA] < o7 L BIZ < 5 2 |1@n;m (nb)

_>
=1 n—-4o0o

Puisque (ws, by )n>1 est croissante, si || @], = +oo alors

2 0
b2 g, b2 g,
E[lUs,[**"] = (bW : ) (bm 1 E[|As, 7]

si wsnAn,O,l s; wsnAn,O,l

bl (E R
) W (’*z bt ) b

sn* " n,0,1

S AR
= by 2 71. 6.34
o bévwgnA%,o,l ( )

—0
Par conséquent, si d,, := (nbé\i ) 20 alors

n d n 3 _0/2 Sn 81
Z (18] < 7 0/2 Z (U, 2]+ ;ZE[Ugi]gdne(nbg) Ao Zb d

T2 .
=1 =1 =1 w n Si

En utilisant (H1), on trouve que

n 1
g — _4d,=2d, ——0.
;Zl:IEHﬁzI]\dz o 77 dp = 2y ——— 0
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Désormais, on doit prouver que

n

lim > (BLH 1) + () EUZE ~ BIZEDH 1] ) =0, (6.35)

_>
n—-+o0o Pt

Pour tout 1 < i < j < n et pour toute fonction ¢ de R dans R, on définit aussi

i—1 n
(M) _ =
¢z 15 — ¥ Z Tse + Z“Se
/=1 l=j
|s¢—si|>Mp

D’apres la formule de Taylor (c.f. 1.1.8), on a

My,) M)
TSz i—1,04+1 — TS hz( 1,i4+1 + TSz Z TSZ Z TSZ z ( 1 z+1 + /8
|se— sl\>Mn
ou
i—1 i—1 i—1
1Bi] < 2T, ZTSZ oo Ty | [1AD T, - D> Tyl || (6.36)
(=1 /=1 (=1
|Sg—8i|>Mn ‘Sg—si‘>Mn

Afin de montrer (6.35), on doit prouver que

n
. M,
Jim 3| (7 h ] =0, (6.37)

lim ZE T., Z - Z T, [ 95 =0 (6.38)

n—>+oo
|sg— sz|>Mn

lim ZE 1Bi]] = (6.39)

n—>+oo
et

lim ZE[(Z2 [Zﬂ) i “H} = 0. (6.40)

n—-+oo N

Dans un premier temps, on suppose que (Xg)pcza est fortement mélangeant. Nous allons montrer
la convergence (6 37). Puisque E est indépendant de T, alors E {T RS HST)} =0. Donc,

si on définit E ={1<j<i||sj—si| > My} et sion considere 7 une bijection de [1, |E |]ﬂZ
dans EE ") telle que [Sr(p) — 8i| < [spe—1) — si| alors

n B
T, (hi”fgll Y ( 3 E))] =Y Cov [Ty, te — te1],

r=i+1 (=1

My,
[Tsz hz( 1 zzrl] =K

ot ty = h (Zle Ty, + 2Xr=it1 EST) et 0_, Ts,,, = 0. Puisque (Xg)geza est fortement mé-
langeant, d’apres I'inégalité de Rio (c.f. théoréme 1.5.4)et puisque [s;(p) — si| < [sr—1) — si|, on

obtient
B

M, 201,00 (|87 (0) =54 )
BT <2 Y | Qr, (0)Qu ., (u)du.
=1
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On suppose que ||®|loc < +0o et on se donne u €]0,1] fixé. Comme h' est lipschitzienne et
|Us,| < bs, N2 on a max {QTSZ.( u), Qt—t,_, (u )} < (nbY )7Y/2 et on déduit que

n n 1B
-N
S LAY 9 o33 ane (Isn — ) <Y YD ane ()
i=1 Sn j=1 ¢=1 kezd
|k|> My,
En appliquant le lemme 6.3.6, si ||®||oc = 400 alors
1 1 N/2
u 2 |[Usill2ve _, u 20 bs, “ws,
QTsi (u) < \/j = g NG N/2 °
n N Ra bs,' “ws, Ap 0.1
et )
1 1 N/2
u 20 ||Us, ) ll2+0 u 2+ bSn/ Ws(p)
Qte—te—1(u) < \/ﬁ < ~no - X N/2 :
\/ﬁb;(f*m sw(g)wsnAn,O,l

Par conséquent, d’aprés I'inégalité 2ab < a? 4+ b2, on obtient

NGO (n)
(M 2+9 n ‘E ‘ bN W, W ©
n i ™ 2+9 _
Z [E[Ts, by ]l Z Z bN/sz/z 2 A2 a1 <|37r(€ S%|)
i=1 (=1 7r(z) n,0,1
- n 0 1 s ‘ 2 ©)
210 n s, Sm 2+9
<bs, 2 Z Z + N 1.0 <|S7r(€) - Sz|)
nw? bl
i=1 ¢=1 Sm(€)
N6 A— bN n i—1 ,w2 w2
e 1,0,1%:, si 55\ 35 o
= bs,, 2 Z Z N T o7 | Yoo (85— sil)
nw? by, by,
|5J sz|>Mn
NO =
b. 2+8 24 Olb 2+a ]k’
s nw?
Snoi=1 SZ kezd

|k|> My,

D’apres (H1), on a

NO
(M) ~ 370
Z |E Tszhz 1 'L+1]| < b5n2+0 Z 2+9 (|k|>
kezd
|k|> My

Finalement, on a montré que

_Nv vo (6
Z\ETS hM Qo0 3 02O (k) ——— 0

ez n——+oo
|k|>Mn
oun(f) =1 + 521 oo
2 [®fl oo <to0 T 248 @]l o =F00
Dongc, la convergence (6.37) est satisfaite.
w2 NV4( )
Lemme 6.4.1. supi<; j<n E[|Us,Us; [] < ws,ws;wg “bs

i#]j
0 v4(8) = Lo <+oo + 117 L] =too-
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Preuve du lemme 6.4.1. Soient i,j € [1,n] tels que ¢ # j. D’apreés le lemme 6.3.4, on a

Nvy(0)/2
E[|As;Ag; ] < (bsibsj> +0 . D’apres (6.31), on a

waSleJ HASiASjH An%lb nWs; Ws;
(bsibs,) 7 w2 A2, w3, (bsbs )N/

EHUSiUSjH =

Or 1v4(0) < 1 et by, | 0 donc, d’apres (H1), on trouve que E[|Us,Us,[] < wsiwsjw;?béim(e). Le
lemme 6.4.1 est démontré. g
Comme (Xg)peza est fortement mélangeant, on a Z,, = Uy, pour tout i € [1,n]. De plus, en
utilisant (6.36), on déduit que

n n ’Zsll i—1 |Z8j| 92 n i—1
Y E[8] < QZE —= > Nl EZ E[|Us,Us, ] (6.41)
i=1 j=1 =1 j=1
sj—sil<Mn |sj—ss| <My
et
SlE|r ST Z T, | ne || < Sk |12 5 1%
Si Sp T Se i—1,041 =
i=1 (=1 i=1 Vv j=1 Vn
‘32 S’L‘>Mn ‘Sj_5i|<M7L
1 n i—1
= =Y > ElUUl (6.42)
[
sj—sil<Mn
D’apres le lemme 6.4.1 et I'inégalité 2ab < a® + b2, on obtient
1 i—1 MdeV4 @) n bNV4 n )
E Z ]EHUsiUSjH Zwsz + nw> Z Z We;-
=1 j=1 sn =1
‘Sj—8i|<Mn ‘Sj—S,|<Mn
De plus,
n i—1 n—1 n n
d
SO oSl Y eyl
i=1 j= =1 i=j+1 i=1
\ijsiKMn |sifsj|<Mn
Par conséquent, en utilisant I’hypotheése (H1), on trouve que
10 i—1 Mdb]\iw; n N B b]\rfz(lf‘r) n
LS s < M S g AT
i=1 j noi=1

‘Sj—SjlgMn
< de(u4( )+7—1) I (6.43)

MnDsy, n—-o0o

En combinant (6.41), (6.42) et (6.43), on obtient les convergences (6.38) et (6.39).

Désormais, il suffit de montrer (6.40). Soit 5 > 1 un entier strictement positif. Dans la suite,
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pour tout j € [1,n], la notation Eg[Z,,] désigne 'espérance conditionnelle de Z, sachant la
tribu o (Zs,; £ < jet |sp — 55| = B). Alors

1 n
- Y IE(Z2 —E[ZZ)hi i)l < L+ I,

ol
1 & 1 &
= YO IBI(Z5 ~BslZ5)) Byl et I = — 3 [BI(E5[22) — BIZZ DAL il
i=1 i=1
Comme (X )peza est fortement mélangeant, on a Z,, = Uy, pour tout 1 < i < n. Si ||@||o = +00

alors en appliquant le lemme 5.5.3 avec p=1et r = (2 + 9) /2, on obtlent

0

1 n 6 2+9
2 2
L< > IEs[UZ] —E[UZ]]: < Z 1Us;113.46-
i=1
D’apres le lemme 6.3.6, on a
; b ZJ\J]rGGbN
[Us; 1246 < W
n,0,1
Par conséquent, d’apres (H1), on obtient
72]1(?9 219 ATL 0, 1 Sn 2]\4]»99 23»0
-[2 glbsn aloo(/B 2 Z Sn al oo(ﬁ)
nw? b 5
De méme, si ||®||,, < 400 alors |Us,| < bs, N/2 ot comme (ws, b5 N )1 est croissante, on a
I < 601,00(B3) % *ZHUSZHQ Na 0o ().

Finalement, étant donné que () = L) <too T % Ljp|_=+o0, On déduit que
1 & _Nu va (0
I < =3 [Bs[U2] — B[O ]| 2 5,0l (8). (6.44)

On pose, alors, o)) r )
—Nvg vy +7—

5= bdu2(6)+(d D@+ -1 | (6.45)

v (6)
Ainsi, puisque Y pcza |kl = Tay” (]k]) < 400 est équivalent &
dvg (0)+(d—1)(vg(0)+7-1) 1/2(9)

S0l va(@)+7-1 Q] o (£) < +00, on obtient
du2(9)+(d—91)(U4(f)+7‘—1) 112(0)
IQ g] ﬁ va(0)+7— aLOO (B) m 0.
D’autre part, en remarquant que E[(Z7 — Eg [Zfl])h:_([i)zﬂ] =0, ona

EKZ2 EB[ZQ]) hi— 12+1:| ZE[(ZQ Eﬂ[z2])( i1l — h;lﬁﬂl?iﬂ)}-



Chapitre 6. Estimateurs récursifs a noyau pour des données spatiales

173

Dongc, on déduit que

1 & L.
<=M E|]|2A L\ | (22 +Eg[Z2
=1
‘Sj_51‘<6
Si ||®||, = +oo et L >0, alors
I n i—1 ) n
2
L < 32 Z Z E[|Zs,||Zs,| H\ZSiKL] + n ZE[ZSi ]1|Zsi\>L]
i=1 =1 i=1
|SJ 51‘ B
'y S Lo (maizi)-z([z))
+=>E|]|2A L\ (Eg[Z2] - E|Z2
[ j=1 vn ’ ’
L ‘5]_52|</B
+ — Efl2A J E[Z 1]
n = —  Jn 5
L |sj—sil<B

Etant donné que Zs, = Us, pour tout i € [1,n], on trouve que

L n i—1 2 n 2 n
h< =52, E[|Us,Us; ] + Y EUZ Ly, >0) + - > IEs[UZ] —E[UZ]]1
s = i=1 i=1
|sj—si|<p
1 n i—1 Us- )
+ = “u | gU?),
|‘9j_‘9i‘</8 2

Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve de (6.43) et lemme 5.5.3, on conclut

que
N(va(0)+7-1) 9 n n i—1
LD L 240 N v2(6) 1 2
< n E[|Us;| 0] + b, V2@ — Y E[U2
700 1
L < NG Z 1Us, Uoo (B)+ =D E[UZ]|| >
n n < =
sj—si|<B
En combinant (6.34), (6.45) et I’hypothese (H1), on obtient
N(va(0)+7-1) _ _ _ n i—1
BLbs g N @@ D) 1 )
I < " +L70b T 5 O (8) 4~ Y EUL]
vn ~ nm o j=1
|sj—s:|<B
De plus,
2
= = E[UZ] + E[Us. Us,]
= vrloon| o ’ = ’
|sj—sil<B 9 |sj—si<B max{|s;—s;|,|se—si|}<B

it

=

<.

B
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1

_ N6
Si ||®]|oc = 400 alors en faisant usage de (H1) et (6.34), pour L' = (ﬁdnbsn 2 >2+0, on a

1 i—1 ﬁdLIQ ¢ ™ ﬂdLIQ , . _Ne Bd 240
- > EU< + == Y EUL P D =2 S|
no n no= n nby
sj—sil<p
Si ||®]|oo < +00 alors |Us,| < bs, N2 e par conséquent
L N
n E[U] < nbN
j=1 s
sj—sil<B
Finalement, on obtient
i— 0) dvg (0) (v (0)+7—1) —v2(0)
1 4 B vl (1+dV2<e>+<d—1><~4<e)+T—1))
— E[U2 S < | nb ———— 0. (6.46
n = [ S]] (nbé\’ = on n——400 ( )
|sj—s:|<B
De plus, on a
i—1 i—1
LS et § mmey
n = Jj St nwg ; (bsijZ)Nﬂ
max{\s]-—sz| |se—si|}<B max{|s;—s;|,|se—si|}<B
J#L J#L
An()lbs = Wg,; Ws =t Wg ’lUsOé (|S —8g|)
n J I3 £ 100 J
< nw? Z Na-—ma@y T Z N(1+v2(9))
Sn je=1 (b b z Jt=1 (b b ) ?
max{|sj—s;|,[sg—si[}<B \"% 75 max{|s;—s;|,|sp—s;[}<B AN
J#L, |se—s5|< M, J#L, |se—s5|>Mp
- i—1 2
< AnO 1bSn ZZ wsj + w?@
~ — —
nw? = bé\J’_(l va(0)) bé\;(l va(9))
max{|s;—sil,|sg—si|}<B
J#L, |se—s;|<Mn
i—1 2 2
wsj Ws,
+ Z Nata©) T [N (0) a’ oo D (Isj — sel)
S Se
max{|s;— sl| |sz si|}<B !
J#L, |se—s;j|>Mn
Puisque v4(0) < 1, on a
1 i—1 Mdeu4 n
" 2 B0, Usdl < i — 2w,
Je=1 n01 i=1
max{|s;j—sil,[se—si|}<B
J
by " wf,j 1 va(6)
iz, 2y | < pmmm 2 o (1K)
n,0,1 j=1 7's; bsn kezd

|k|> My,
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D’apres les hypotheses (H1) et (H2), on déduit que

1 - v, T— —Nv: va(0
) [E[U, U, )| < mip) @70 o N 370l (k).
kezd
max{|sj— sz | —s;}<8 IkéMn

Par conséquent, en notant

vy (0) (v (O)+7—1) va(
9 N<1+dvz<e)+(d—1)<u4<9>+f—1))

e, = | nbs,

4 mdpN@a@)+7-1)

R
kezZ?

|k|>mnp
on obtient

n i—1 N n 2 2
Usv A Olb w E[A ]
“N"E[U? 1 g e fi % e, de
|sj—sil<B 9

<1

et finalement,

d71.Nwa(0)+7-1)
L < BLb,
Jn

En optimisant en L, on trouve que

g, 2e drp(O)+@—DwgO)+7=1) ) )
+ L7, 4+ va(0)+r=1 oy (B) + en.

a0 NO(vy(0)+7—1)
p1+ebs, drg O+ (- V(g (O)+r=1) o)
Il =+ /8 vy (0)+7—1 al 00 (B) + En-
(nbN ) 2(1+9)

—dNvg(0)(v4(0)+7—-1)

Puisque, 8¢ Q bgr2@+@=Dta®+m=1 "1 déduit que
NO(d—_1)(vq(0)+7—1)* v (0)+(d—1) (vg (0) +7=1)
v v, 6
O R L L e e RE——
n n——+o00

Et donc, on obtient (6.40).

Désormais, on suppose que (Xg)gcze est de la forme (6.4). De méme que précédemment, on
doit montrer les convergences (6.37), (6.38), (6.39) ainsi que (6.40). Or, on a Z;, = U, pour
tout ¢ € [1,n]. De plus, US et U - sont indépendantes des que |s; — s;| > M, ou M,, = 2m,,.
Ainsi, (6.37) est satisfaite car

My —
[Tsz h’L( 1 ’L)+1] 1/2E Usz Z USZ + Z 552 = 0

|se— sz|>Mn
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En utilisant les mémes arguments que dans la preuve de (6.41) et (6.42), on a

n 2 n i—1
, .
EEIREDY BT, |
i=1 i=1 7=1
|sj—si|<Mn

et

n i—1 i—1 (M) 1 n i—1 o

DE|T D T = > T [hliih|] < ;Z E[|Us,Us,]

i=1 /=1 /=1 i=1

|SZ 51|>Mn

Lemme 6.4.2. Pour tout entier strictement positif n
n

1 & — —
ﬁ § : E : ]EHUSiUSjH X
i=1 j

ﬁbé\;(”‘*( J7-1) | bs—(%ﬂ@(@))

dsv2(0)
) > Ikl ——o.
Jj=1 kezd
|5j7§;é‘§Mn |k|>mn
i#]

Preuve du lemme 6.4.2. Pour tout 1 <i,j < n tel que i # j, on a

N = E[UUs, 1| < U l120Us; = Usill2 + 1Us, 120lUs; = U

B[,

Us,.
et pour tout 1 < £ <

USJ'HQ
n, en utilisant (6.17), on a
HU ”2 bN/QwSZHASZHQ bN/2wS£
S ~
! bé\g/2wsnAn,0,1 bé\g/2wsnAn,0,1
. (F+r2(0))
pN/2 pN/2 —(F+v2(0
77 / wSZHA Se”Q / Wg,bs,, * v 1/2(0)
Vs~ Tl = a? T 50,
N2, A bN/2 1
s Ws, An,0,1 Ws,, 41n,0,1 kezd
|k|>My,
Par conséquent , on obtient
1< " = 7 01 Ws; W,
IS Y R B, € e Z > e
=1 =1 =1 bs;'"bs
|Sj—8i|<Mn |Sj—$z‘<Mﬂ
i#] i#]
x bs +V2(6 Z 6112 0)
kezd
|k|> My,
2 2
n(] 1 wy. wS]‘
nw2 Z Z <bé\f bé\; )
|s] sl\<Mn
+V2(6 Z 51/2
kezd
|k|> My,
bNAfQ n ’U}2
d sn4tn,0,1 Si +V2 1/2(9)
<2Mn<nw22w LN S
Sno =l 7S kez?

|k|> M,
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D’apres (H1), on déduit que

/A

1 i—1 o
5; z_; |E[|Us,Us;|] — E[|Us,Us, ]|

|85 —8i|[<Mn

i#]

dbsn +l/2 Z 5

kez?
|k|>mpy

—(F+v (9) v2(0
n(2 2 ) Z ’k’d(sk?Q()'

kezd
|k|>mn

N
&

En appliquant le lemme 6.4.1, on obtient

1 & < - " n ws. (N
EZ Z E“U&Us]” d on Z Zl w:;);?wSJ +bsn( 2t 2(6)) Zd ‘k‘d(sl@
| SMn Kl

(N4, 5
D DD DI R DA SN DI

snoi=1  j=1 kezd
|si—s;|<Mnp |k|>mn

q Mn0sn Zw 1,0 o620

kez?
|k|>mnp

D’apres (H2), on a

ifi S E[TLT]) @mipea@irn L F0) s agno

n—-+o0o
1 kezd
‘gMn |k|>mn
J

Le lemme 6.4.2 est prouvé.

O

Par conséquent, on obtient les convergences (6.38) et (6.39). Afin de conclure la preuve du
théoreme, il suffit de montrer que (6.40) est satisfaite. Soit L > 0 fixé. Etant donné que U, et

Us,; sont indépendantes si [s; — s;| > M, on a

B[(z2 —E[2])n0%%),] 5| (@ B[]0 | 3
=1

|se—8:|>Mn

S

~

s
+ = 0.
Zl o

{=i+

B
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Donc, on a
1 = E Z2 ]E Z2 " _ 1 = E 72 ]E 72 " h//(Mn)
LS e [(22 - B [2]) W] = L S [0 - B [T2]) (Wi — 101))
i=1 i=1
Asellen] ¥ | @ k2
= Si 84
=1 /=1 \/ﬁ
|Sl_51|<Mn
L n i—1 n _ n i—1 Us 5
I3
<= Y E[UTW]+ Y E[Tn g, )+ Y E 24 X Vo E (0]
i=1 =1 i=1 i=1 =1
|34751|<Mn |51751‘<Mn
L 13 & - 2070 & 1| &« U
< —= X — E ||Us,U E ||Us, >0 * E|U2
NP IR (1T.,T..1] + ;[m }+; > i vz
|35751|<Mn |3£751|<Mn 2
De plus,
2
i—1 = i—1 i—1
US[ 1 =2
> = E[T,,] + > E[U.,U,,]
o v n =1 ‘ =1 ’
|se—si|<Mn 2 |se—si|<Mn max(|sg—s;l|,|sj—si|) <Mnp
L]
En remarquant que E[Uﬁ ] <E[U2] et en utilisant (6.46), on a
) _ —v2(0)
= B V(14 dr@ @)
S E[Ui] < (nbsn< @3 (@) +(d— 1) (w2 @)+ 1)) 0.
n -1 n—-+4oo
ISZ_SilgMn
D’apres le lemme 6.4.2 et en puisque Us, et Usj sont indépendantes si |s; — s;| > M, on a
1 i—1 o 1 n n o
- Z [E[UsUs,ll < 52 Z E[Us,Us,]| el
0,j=1 =1  j=1
maX(‘Se—SH,lSj—Si‘)gMn |se—s;|<Mp
0£g #j
Par conséquent,
1—1 7T
Us
lim su Ll =0
n—-+oo 1<i£n Zz::l n
|SZ_51"<M7L 2
et
1 n i—1 U bNAfQ n w2_E AZ_ i—1 U
lim Z el E{Uf} < lim —=» Z’O’IZ Si ]Ef SZ] X sup il =0.
n—+oo 1 i=1 =1 \/ﬁ ‘ n—+00 nwg, i=1 bsi 1<isn —1 \/ﬁ
‘Sé_sz‘gMn 2 o1 |SZ_51|<Mn 2
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En utilisant (6.34) et ’hypothese (H1), on trouve que

1 2 2 " L IR = 77 —0 771\19
~ Y [BIZE B2 DR ]| < Zx 230 Y E[[TTal] + L% +o(1)
i=1 i=1 =1
|Sg—8i|<Mn
On optimise en L et on obtient
0
1+6
1 n 9 9 N _o 1 n n
" T7T 17T
~ 3 [BNZ2 —EIZZDH ]| Q ab))20 [ S37 3T E[TL T | +o(y)
i=1 i=1 (=1
|SZ_S'L|<M7L

D’apres le lemme 6.4.2, on a la convergence (6.40). La preuve du théoréeme 6.2.3 est achevée.

6.4.3. Preuve du théoréme 6.2.4

Soient 7 un entier strictement positif et 2 € RY tel que f(z) > 0. Alors,

Elfne(@)] _ (fno(r) = Elfne@))Efn(@)] = (fo(z) = Elfn(@)DE[fne(2)]

Tne(T) — = )
E[fn(z)] Jn(@)E[fn ()]
D’apres la proposition 6.2.1 et 6.2.2, on déduit que f,(x) tend en probabilité vers f(z) et
E[fn,(@)]

@] tend vers r¢(x) lorsque n — 4o00. Donc, par application du lemme de Slutsky, il suffit

de prouver que

Ay/mbY (foo(@) — Elfua (@) + Aoy/nbd) (ful@) — ELfal@)]) —=s N(0, 53, , (@)

ol ,0317/\2(3:) = B_N,gﬁa%(A%E[é(Yo)2|X0 = 2] + 2\ oo () + A3) f(z) fpn K2(t)dt pour tout
()\1, )\2) € R2.

Soit (A1, A2) € R? fixé. Alors,

My fnbY], (foo(z) = Elfua(2)]) + doy/nb, (falx) = Elfa(@)]) = bl (£, 5() — E[f, 5(x)])

ott ®(z) = \;®(x) + A pour tout z € R. Comme la fonction u — E[®(Yp)?| Xo = u] est continue,
on peut remarquer que la fonction

u — E[®(Yp)?|Xo = u] l'est aussi. Cependant, puisque E[|®(Yp)[*T K, (2, Xo)] < b), on a
E[|®(Yo) K, (z, Xo)] < bYY . Par conséquent, en appliquant le théoreme 6.2.3, on obtient le

résultat. Le théoréme 6.2.4 est démontré. O
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