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Introduction

Les structures mécaniques aéronautiques sont soumises à des conditions extrêmes tout au long
de leur cycle de vie. Leur dimensionnement repose sur le respect d’exigences généralement nom-
breuses et précises afin de garantir leur tenue. Dans un contexte énergétique devenu essentiel, les
contraintes de diminution de masse des appareils s’ajoutent aux contraintes issues des critères de
dimensionnement. La conjoncture environnementale et économique amène alors les industriels à
utiliser des règles de conception toujours plus restrictives. L’apport du calcul de structures réside
dans la prédiction du comportement des éléments de l’appareil soumis à des conditions extrêmes
et variées. Par exemple, les turboréacteurs qui équipent les avions civils et militaires actuels sont
dimensionnés pour fonctionner dans des conditions d’utilisation très variables. De plus, ils sont
composés de matériaux variés et parfois spécifiques, du fait de plages de température de fonc-
tionnement étendues pouvant atteindre les 1400˚C, et de la nécessité permanente de minimiser les
masses mises en œuvre. Les étapes de conception et de validation de ces pièces dans le domaine
du transport, de l’énergie, du spatial, etc. réclament alors des outils de calculs rapides et fiables,
permettant aux concepteurs de faire des choix technologiques en un temps court.

Ainsi, les éléments assemblés d’une structure sont soumis à un dimensionnement sophistiqué
prenant en compte des phénomènes très complexes, souvent au détriment des éléments de liaison
qui pâtissent d’une modélisation et d’une description généralement moins rigoureuse. Pourtant, on
dénombre plusieurs centaines de milliers de points d’assemblage sur un avion de ligne classique,
voire quelques millions pour les plus importants. Dans cette thèse, on s’intéressera spécifiquement
aux liaisons boulonnées, qui sont des éléments très largement répandus dans l’industrie aéronau-
tique. Un moteur de la gamme des CFM56 comporte par exemple plus de 3500 boulons. Ces liai-
sons comportent plusieurs avantages par rapport à d’autres moyens d’assemblages : le démontage
de l’assemblage est fréquemment possible, le contrôle est facile et immédiat, et la mise en place
de la liaison ne nécessite pas ou peu de préparation des surfaces. En dépit de règles de concep-
tion et de procédures d’assemblage bien établies, des sources d’incertitudes importantes subsistent
dues à la forte sensibilité du comportement mécanique des liaisons aux dispersions. Les procédures
de serrage variées, les tolérances géométriques importantes ainsi que les phénomènes complexes
au voisinage de la liaison tels que les frottements entre les pièces ou l’état précontraint rendent
délicat le dimensionnement des assemblages boulonnés. La conséquence de cette méconnaissance
est l’application d’un coefficient de sécurité parfois très important, menant à un surdimensionne-
ment des pièces cruciales pour se prémunir d’une défaillance de l’appareil. Inévitablement, cela
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2 Introduction

se traduit alors par une augmentation de la masse globale de la structure, et donc par exemple par
une consommation de carburant amplifiée. L’empreinte environnementale est alors nécessairement
détériorée. Il est donc nécessaire de mettre au point des stratégies de conception plus élaborées
permettant une meilleure prise en considération des phénomènes mis en jeu au sein des liaisons
pour garantir une optimisation en coût et en masse des assemblages.

La conception de prototypes toujours plus perfectionnés et la compréhension des phénomènes
sous-jacents requièrent un nombre important d’essais mécaniques expérimentaux afin d’appréhen-
der le comportement et la durée de vie des différentes pièces. Le coût financier de ces derniers est
devenu très important dans l’industrie aéronautique, si bien que les concepteurs visent aujourd’hui
à ces expérimentations par des campagnes de simulations numériques, pour diminuer les frais et
les durées de développement des nouveaux produits. La simulation numérique est ainsi devenue
omniprésente dans toutes les prises de décisions au long du cycle de vie d’un produit : elle peut
permettre de comprendre un dysfonctionnement ou une rupture d’un produit déjà existant, de véri-
fier ou de valider des nouvelles règles de dimensionnement ou les impacts d’une modification, de
préparer et d’interpréter des essais, ou encore d’optimiser une structure. Le recours à la simulation
numérique, rendu possible par les nouvelles capacités de calcul des ordinateurs, a ainsi contribué
à réduire de près de 450 kg la masse du turboréacteur LEAP de Safran par rapport à celle de la
génération précédente, le CFM56 1.

Malgré l’intérêt des communautés académiques et industrielles, les outils numériques dispo-
nibles exigent encore des puissances de calcul trop importantes, menant alors à un compromis entre
temps de calcul et qualité du modèle, donc du résultat. La simulation de structures aéronautiques
complexes se trouve alors confrontée à plusieurs verrous. Le premier verrou est la taille de ces
pièces, puisque les maillages peuvent atteindre plusieurs dizaines de millions de degrés de liberté
pour obtenir des résultats acceptables. Dans le cas des assemblages, c’est d’autant plus vrai que la
prise en compte des phénomènes complexes au voisinage des fixations nécessite souvent un raffine-
ment de maillage dans ces zones. Le deuxième verrou est l’utilisation de modèles de comportement
fortement non-linéaires, permettant par exemple de reproduire la complexité des comportements
élasto-viscoplastiques de la chambre de combustion à haute température, et de façon plus géné-
rale de toutes les physiques d’un turboréacteur comme celui présenté Figure 1. L’optimisation des
assemblages boulonnés pour des chargements complexes et divers, propres aux turbomoteurs né-
cessite des stratégies de conception élaborées permettant une prise en compte fine des phénomènes
spécifiques mis en jeu au sein des liaisons, comme les phénomènes de frottement au voisinage des
liaisons, les contacts potentiels entre corps de vis et alésage, la mise en température, ou encore
le cyclage mécanique. Le processus d’optimisation peut alors nécessiter de nombreuses évalua-
tions du modèle numérique et des temps de calcul prohibitifs pour les industriels pouvant atteindre
plusieurs jours, sans garantie de converger vers une solution appropriée.

La simulation de l’assemblage de deux carters de turbines comportant la discrétisation des
liaisons boulonnées présentée Figure 2 a nécessité 12h de calcul en parallèle sur 16 cœurs. L’opti-
misation de structures à grande échelle nécessite donc impérativement une réduction des temps de
calcul, tout en maintenant une qualité de solution raisonnable. Dans ce cadre, cette thèse a vocation

1. https://www.3af.fr/article/sciences-et-technologies/moteurs-leap
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Figure 1 – Le turboréacteur LEAP - (source 3af.fr)

à proposer un moyen de tenir compte des multiples non-linéarités introduites par les phénomènes
mécaniques de contact et de frottement, ou des matériaux constituant les éléments des liaisons
boulonnées, tout en préservant des temps de calcul compatibles avec les contraintes industrielles.
L’étude des liaisons boulonnées demeure essentielle dans le secteur industriel aussi bien que dans
la littérature académique. On trouve notamment des modèles empiriques ou analytiques, comme
dans [VDI-Richtlinien, 2003], permettant d’accéder à une valeur des raideurs équivalentes de l’as-
semblage, dans des situations spécifiques. Pour autant, les résultats obtenus avec deux démarches
différentes peuvent parfois aboutir à des écarts significatifs sur la valeur des raideurs déterminées,
et ne considèrent trop souvent que les comportements linéaires de la liaison. De la même manière, il
n’existe que peu de modèles numériques capables de décrire ces phénomènes non-linéaires, et ces
derniers nécessitent généralement de temps de calcul considérables. Les concepteurs s’orientent
alors vers des modèles numériques non-linéaires simplifiés, par exemple à travers l’utilisation de
connecteurs, ou d’éléments utilisateurs dédiés à des cas d’utilisation limités, entraînant inévitable-
ment une dégradation de la qualité du résultat. De plus, la valeur des paramètres numériques utilisés
dans ces connecteurs est souvent identifiée à partir de campagnes expérimentales coûteuses, rendant
leur utilisation délicate dans un cadre plus générique.

L’approche utilisée dans ces travaux est la mise en place d’un modèle original de connecteur
élément fini (EF) non-linéaire dans un cadre quasi-statique. Elle consiste donc en la proposition
d’un modèle simplifié, susceptible de rendre compte d’un comportement analogue à celui d’un
boulon discrétisé finement et des non-linéarités environnantes, au sein d’un assemblage boulonné.
Les non-linéarités du modèle numérique initial sont alors prises en compte au sein du connecteur, à
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Figure 2 – Assemblage de 2 carters de turbine [Courrier et al., 2014]

l’aide d’algorithmes détaillés dans ces travaux. Le modèle connecteur à 2 nœuds proposé se substi-
tue alors à la discrétisation du boulon. Le connecteur est développé sur la base de la connaissance
a priori du comportement d’un assemblage boulonné. Le gain en terme de temps de calcul par
rapport à une modélisation complète découle alors principalement de deux sources. La première
est la diminution du nombre de degrés de liberté (ddl) du modèle, réduisant ainsi le temps de calcul
nécessaire à chaque itération de Newton. La deuxième est la réduction du nombre d’itérations de
Newton nécessaires à la résolution du système, puisque les non-linéarités ne sont plus présentes
dans tout le modèle, mais sont résolues localement au sein du connecteur. Par exemple, les condi-
tions de contact frottant entre les pièces assemblées sont remplacées par du contact sans frottement
localement intégré dans le modèle de connecteur.

Le développement de modèles de connecteurs tels que celui proposé dans cette thèse reste pour
l’instant limité à la communauté scientifique académique. La lenteur de la transmission de ces
connaissances vers l’industrie constitue encore un frein à la croissance de l’utilisation de ces outils.
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Pour y parvenir, ils se doivent d’être utilisables, robustes et adaptés à la description d’un grand
nombre de problèmes mécaniques. Le caractère non-intrusif doit également être préservé autant
que possible pour pouvoir être implémenté dans plusieurs logiciels industriels sans nécessiter de
développements massifs supplémentaires. À titre d’exemple, le connecteur proposé prend la forme
d’une routine écrite dans le langage FORTRAN 77, et a été implémenté dans le logiciel indus-
triel ABAQUS sous la forme d’un élément utilisateur. Le modèle de comportement suggéré assure
la prise en compte de phénomènes complexes et coûteux numériquement, tels que la gestion du
contact avec frottement ou le comportement plastique du boulon. Son implémentation numérique
a ensuite été réalisée à l’aide du choix d’une méthode d’intégration. L’élaboration d’une méthode
d’identification des paramètres du connecteur basée sur un essai expérimental ou numérique précis
permet ainsi de favoriser une éventuelle transmission de ces travaux vers le milieu industriel.

Le connecteur élaboré dans ces travaux se propose donc de remplacer la discrétisation 3D d’un
boulon au sein de modèles numériques, et d’inclure la gestion du contact avec frottement entre les
éléments assemblés, et les non-linéarités matériau du boulon. Grâce à une approche phénoménolo-
gique d’une liaison boulonnée, les contributions des différents éléments sont isolées. Cela permet
l’introduction de différents comportements non-linéaires pour chaque élément, et la séparation des
différents mécanismes. On propose ainsi de retenir un comportement élasto-plastique de la vis et de
l’écrou, combiné à la prise en compte de phénomènes de frottement au voisinage de l’assemblage.
La stratégie choisie permet de séparer les différents phénomènes afin d’identifier et d’illustrer leurs
effets de manière indépendante.

Les paramètres du connecteur sont basés sur les paramètres de conception, notamment la pré-
charge de l’assemblage, les coefficients de frottement, les dimensions géométriques des éléments,
ou la valeur des coefficients matériau. Ainsi, le comportement de la vis et de l’écrou sont identifiés
comme une poutre de Timoshenko avec un comportement élasto-plastique, où la fonction seuil est
basée sur les quantités d’une poutre soumise à des sollicitations de traction/compression, de torsion
et de flexion. Un modèle d’écrouissage isotrope est proposé pour la détermination du comporte-
ment plastique, à l’aide des valeurs de la limite d’élasticité et du module d’écrouissage du matériau
constituant le boulon.

Le comportement du connecteur dans l’axe du boulon permet également, dès le premier incré-
ment du calcul, la prise en compte de la précharge dans le boulon. Cela autorise alors l’inclusion
du traitement du contact frottant aux interfaces des différents éléments assemblés. La modélisation
adoptée possède différentes phases de comportement pour des sollicitations de cisaillement, corres-
pondant soit à un état d’adhérence entre les éléments assemblés lorsque la précharge est suffisante,
soit à un état de micro-glissement d’un élément par rapport aux autres. Une fonction seuil basée
sur le coefficient de frottement, la résultante des actions de contact normales dues à la précharge
et l’historique de chargement, assure ensuite la détermination de la phase appropriée, de manière
analogue à la résolution d’un calcul élasto-plastique.

La modélisation des différents comportements non-linéaires proposés s’appuie sur des para-
mètres numériques caractéristiques de ces différents phénomènes. L’élaboration d’une méthodolo-
gie d’identification de ces paramètres est alors essentielle. La stratégie proposée s’appuie sur des
simulations numériques menées sur un modèle tridimensionnel d’un assemblage élémentaire. En
effet, on peut considérer que, moyennant un coût de calcul important, un modèle numérique d’un
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assemblage élémentaire intégrant toutes les sources de non-linéarités est très représentatif d’un es-
sai réel [de Crevoisier et al., 2012]. Ainsi, un modèle générique paramétrable a été mis au point,
pour pouvoir déterminer la valeur des paramètres propres à chaque configuration. La démarche
amène alors à l’identification de paramètres tels que les raideurs équivalentes de l’assemblage, le
coefficient de frottement équivalent ou les paramètres traduisant le micro-glissement. De plus, le
modèle de plasticité choisi s’appuie sur un critère global permettant de simuler en flexion le passage
progressif de la première plastification à la plastification complète de la section. Cette progression
dépend également de coefficients à déterminer, et leur calibration est traitée dans cette thèse.

Afin de valider les gains en terme de temps de calcul, des comparaisons de réponses quasi-
statiques entre des modèles 3D à échelle fine et des simulations comportant des connecteurs ont été
effectuées. La méthode a été validée à travers la comparaison de modèles élémentaires ou avec des
géométries simples, mais aussi sur des cas d’assemblages complexes comportant des chargements
variés.

En résumé, ces travaux de thèse ont pour vocation de répondre à plusieurs objectifs.

— La première ambition consiste à proposer une séparation des différents phénomènes surve-
nant au voisinage des liaisons boulonnées, et d’en proposer des modèles de comportement
permettant de les décrire.

— La deuxième réside dans l’implémentation numérique de ces modèles au sein d’un code de
calcul industriel en proposant une méthode d’intégration locale de ces phénomènes.

— Le connecteur ainsi proposé s’appuie alors sur des paramètres à fort sens physique, qu’il
s’agit d’identifier et de calibrer à travers une stratégie d’identification explicite, ce qui consti-
tue le troisième objectif de ces travaux.

Ces travaux sont ensuite validés à travers la comparaison entre des modèles industriels maillés
finement et nécessitant des temps de calcul importants, et des modèles incluant le connecteur pro-
posé.

Le modèle de connecteur détaillé dans ce manuscrit s’insèrera dans un cadre quasi-statique
isotherme, sous l’hypothèse des petites perturbations. Par l’intermédiaire d’une stratégie d’identifi-
cation robuste et automatisée, il rendra compte des différentes raideurs caractéristiques des liaisons
boulonnées soumises à des chargements statiques variés, menant à des états adhérents et de micro-
glissement. L’état de contraintes local sera correctement restitué à travers la décomposition des
cas de chargements en sollicitations simples s’appuyant sur la théorie des poutres. La comparai-
son de différents modèles à échelle industrielle montrera que la réponse globale de la structure est
correctement représentée avec le modèle de connecteur proposé. Les cas de chargement menant à
un glissement macroscopique du boulon ne rentrent pas dans le cadre de cette étude. Le modèle
développé n’a a priori pas vocation à être utilisé dans un cadre vibratoire, qui nécessiterait une
caractérisation de l’amortissement, ou dans celui du dimensionnement de structures sous impact,
qui demanderait de prendre en compte des effets d’inertie et sans doute de rupture.

Le manuscrit se décompose alors en cinq chapitres :

— Dans un premier chapitre, des éléments bibliographiques issus de la littérature académique
et industrielle sont présentés. On trouvera notamment dans une première partie un aperçu
des approches expérimentales, comme dans [Huth, 1986], pour déterminer le comportement
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mécanique des assemblages boulonnés, puis un détail de différentes méthodes de calcul exis-
tantes, aussi bien analytiques dans des ouvrages de référence tels que [Niu, 1988], que nu-
mériques [Mackerle, 2003]. Une deuxième partie proposera une revue de l’utilisation de mo-
dèles simplifiés [Bérot et al., 2014] de liaisons dans la littérature, concernant en premier lieu
les assemblages boulonnés, mais également le collage, le rivetage ou le soudage. Une troi-
sième partie proposera par la suite un référencement des modèles de connecteurs utilisés dans
les codes de calcul industriels, ou dans la littérature académique. Une attention particulière
est portée sur les modèles incluant un comportement non linéaire, comme dans [Askri et al.,
2016]. Le bilan tiré de cette analyse montre alors que peu de modèles rendent cependant bien
compte du comportement complexe de ces liaisons en des temps de calcul raisonnables.

— Au sein du deuxième chapitre, on propose, sur la base d’une étude phénoménologique, d’in-
troduire les phénomènes physiques qui interviennent dans les liaisons boulonnées, et qui
seront intégrés dans le connecteur, en même temps que les modèles choisis pour les repré-
senter. On présente une modélisation éléments finis 3D d’un assemblage incluant du contact
frottant à l’interface des éléments assemblés, ainsi qu’un potentiel contact entre le corps de
vis non traité mais détecté et l’alésage suite à une sollicitation de cisaillement. Le comporte-
ment du matériau choisi pour le boulon est de type élasto-plastique. La réponse de l’assem-
blage à des sollicitations multiples nous permet alors de séparer les différents phénomènes,
et d’illustrer leur influence. Dans une deuxième partie, on se propose de détailler la loi de
comportement retenue pour le boulon, à savoir un modèle poutre élasto-plastique de type
Timoshenko capable de prendre en compte l’introduction d’une précharge dans la liaison.
Les hypothèses justifiant ces choix y sont également explicitées. On formule enfin dans une
troisième partie le modèle d’interface retenu pour modéliser les phénomènes de frottement,
inspiré de [Wriggers and Laursen, 2006]. On se propose notamment d’introduire les notions
de comportement normal et tangentiel. Une illustration de ces modèles est décrite à travers
des simulations élémentaires codées sous MATLAB.

— Le troisième chapitre décrit l’implémentation du modèle de connecteur dans le logiciel in-
dustriel ABAQUS sous la forme d’un élément utilisateur (User-Element ou UEL) codé en
FORTRAN 77. On se concentre d’abord sur le caractère général des éléments utilisateurs,
en expliquant les principes et la structure du logiciel, afin de préciser le travail réalisé dans
l’implémentation algorithmique du connecteur. Ses arguments d’entrée et de sortie, ainsi que
la place de ce dernier dans l’algorithme global de résolution du système sont détaillés. On
précise ensuite l’obtention du résidu et de la matrice tangente du connecteur à renvoyer au
solveur global. L’algorithme final d’intégration du connecteur dans le logiciel ABAQUS est
obtenu en précisant l’intégration locale des lois de comportement énoncées au chapitre pré-
cédent. Des tests de qualification et de validation du connecteur sont enfin proposés à l’aide
de comparaisons entre le modèle connecteur et le modèle de référence.

— Le quatrième chapitre propose une stratégie d’identification des paramètres numériques du
connecteur à partir d’un modèle générique d’assemblage. Dans une première partie, on pré-
sente l’identification des paramètres associés aux phénomènes de frottement à l’interface des
éléments assemblés. Ils conservent volontairement une signification physique forte, en lien
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avec les paramètres de conception. Une étude paramétrique est ensuite réalisée pour appré-
hender leur signification. Enfin, l’identification des paramètres régissant la loi de comporte-
ment élasto-plastique du boulon est proposée, parallèlement à la détermination des valeurs
des coefficients illustrant le passage progressif de la première plastification à la plastification
totale.

— Enfin, la validation de la méthode sur des cas industriels est proposée dans le cinquième cha-
pitre. L’étude est ainsi généralisée à des cas pratiques. On s’attache dans un premier temps
à présenter un cas test à 4 boulons sollicités de façon à faire intervenir la phase de micro-
glissement des éléments assemblés, puis une comparaison à la réponse du modèle compor-
tant des connecteurs. Le deuxième cas-test présenté est un modèle simplifié des carters de
turbine d’un turboréacteur boulonnés. Des sollicitations multiples sont réalisées afin de pou-
voir observer les différents modes de déformation. Enfin, l’influence de géométries et de
chargements complexes est mise en lumière sur un troisième cas-test. Dans toutes ces simu-
lations, une comparaison des temps de calcul est réalisée. L’objectif est alors, dans chacun
des cas, de montrer que l’utilisation du connecteur permet d’obtenir une précision suffisante,
tout en permettant une réduction du temps de calcul.
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Chapitre 1
État de l’art des méthodes de calcul des
éléments d’assemblage

Ce chapitre présente un état de l’art des pratiques académiques et
industrielles des méthodes de calcul des éléments d’assemblage.

Après avoir établi le cadre de l’étude, une présentation des
différentes démarches couramment utilisées est proposée. Les

approches expérimentales, analytiques et numériques sont ainsi
étudiées. On énumère ensuite divers modèles simplifiés d’éléments
d’assemblage. Enfin, après avoir présenté une classification selon

leur cinématique des modèles de connecteurs utilisés dans les codes
Éléments Finis, on détaille la prise en compte de non-linéarités dans

certains d’entre eux.
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1 Cadre de l’étude

1.1 Les assemblages boulonnés dans le paysage industriel
Un assemblage a pour objectif de lier entre elles plusieurs pièces pour former un ensemble

permettant d’assurer la tenue mécanique en service. Ces assemblages sont présents dans presque
toutes les branches de l’industrie. Dans un contexte industriel, le choix d’une solution d’assemblage
peut dépendre de son coût, de sa durée de vie, mais aussi de critères esthétiques, de maintenabilité
et d’encombrement. Un des avantages de la famille des assemblages démontables, notamment les
assemblages boulonnés, est de ne pas détériorer les pièces lors du démontage. On favorisera ainsi
ce type d’assemblage dans le cas de produits jetables ou à faible durée de vie dans une démarche
de recyclage ou de réutilisation des pièces, mais aussi pour des produits à longue durée de vie pour
pouvoir faciliter la maintenance. L’importance du choix de l’assemblage et de son procédé est donc
primordiale.
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Les liaisons boulonnées sont présentes dans tous les secteurs industriels, notamment dans le sec-
teur aéronautique. On compte par exemple plus de 3 000 000 d’attaches sur un Airbus A380, 50 000
sur un Rafale, ou encore plus de 3500 boulons au sein des turboréacteurs des A320 et des A340 (voir
Figure 1.1). De plus, l’assemblage des pièces d’un avion représente environ 10% de son coût de
fabrication 1 . Au vu de leur nombre croissant, la connaissance du comportement d’un assemblage
boulonné soumis à des efforts divers s’avère cruciale dans une démarche de pré-dimensionnement
comme dans une démarche de validation. Il est d’autant plus intéressant d’en améliorer la maîtrise
du comportement que de nombreuses sources d’incertitudes subsistent, comme la procédure de
serrage par exemple.

La simulation numérique joue alors un rôle d’une importance croissante, puisque son utilisation
dès la phase de pré-dimensionnement permet de diminuer le temps de développement, le nombre de
prototypes physiques et le nombre de tests réels. Dans le secteur aéronautique, la connaissance des
modèles d’assemblages permet par exemple un gain de poids non négligeable. Si on estime ainsi
être capable de gagner 20 grammes par liaison boulonnée sur le moteur d’un avion, on gagnerait
alors 70 kg sur la masse totale du moteur, ce qui représente une économie annuelle de 95 000 litres
de kérosène (soit 244 tonnes d’émission de C02) sur la seule liaison Paris-Toulouse 2.

Les démarches de pré-dimensionnement et de dimensionnement de pièces complexes utilisant
des assemblages boulonnés impliquent aujourd’hui la manipulation de modèles numériques 3D
prenant en compte des phénomènes de plus en plus complexes tels que le frottement, le jeu, le
contact, la mise en température ou la plasticité. La simulation de phénomènes parfois non linéaires
engendre une augmentation drastique du temps de calcul, qui décourage parfois les industries dans
l’utilisation de ce genre de modèles.

Si certaines liaisons jugées non critiques sont dimensionnées à l’aide de méthodes analytiques
simples, d’autres doivent faire l’objet d’un processus de dimensionnement plus élaboré. Les ap-
proches utilisées dépendent alors du degré de criticité considéré. La conception d’un assemblage
comporte non seulement l’étude de la tenue mécanique de la vis et du boulon à proprement parler,
mais également celle des éléments avoisinant ces derniers. Néanmoins, ces procédures de concep-
tion engendrent souvent l’utilisation de coefficients de sécurité très élevés dans le dimensionne-
ment. En effet, il demeure délicat de prendre en compte l’intégralité des phénomènes mécaniques
non linéaires à cause des temps de calcul très importants que cela entraîne.

1.2 Enjeux et challenges scientifiques
L’utilisation de l’outil numérique est devenue aujourd’hui incontournable pour permettre d’op-

timiser le cycle de conception des pièces industrielles en minimisant le recours à des essais ou des
prototypes coûteux. La puissance des calculateurs a largement progressé ces dernières années, mais
parallèlement le besoin de simuler des structures de complexité croissante rend les modélisations
de plus en plus coûteuses en termes de temps calcul. Cependant, l’utilisation d’une telle démarche
dans un contexte industriel ne reste viable que si les temps de calcul ne sont pas trop importants.
La modélisation de phénomènes non linéaires limite notamment l’utilisation de tels outils.

1. selon https://www.ouest-france.fr/economie/airbus-lavionneur-lance-son-usine-dassemblage-davions-made-
usa-3687403

2. selon l’éco-calculateur de la DGAC http://eco-calculateur.aviation-civile.gouv.fr
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L’utilisation de modèles 3D très précis paraît donc irréaliste pour des structures pouvant com-
porter jusqu’à plusieurs millions d’attaches, et l’un des enjeux majeurs de la simulation de ces
assemblages est l’utilisation de modèles simplifiés et génériques pouvant rendre compte d’un com-
portement analogue mais nécessitant un temps de calcul moindre.

Figure 1.1 – Modèle CAO d’un turboréacteur, géométrie obtenue sur www.grabcad.com

L’approche que nous développons passe par la substitution de l’assemblage 3D par un modèle
moins coûteux en temps de calcul mais rendant compte au mieux des mêmes propriétés. Le principe
de la démarche explicitée dans ce rapport est de modéliser une partie de la structure (un élément
de la liaison) par une structure plus simple (une poutre, un ressort, etc. ), qu’on appellera modèle
simplifié et qui reproduira au mieux le comportement de cet élément de liaison, tout en nécessitant
un temps de calcul bien moins important.

L’identification des paramètres du modèle est un aspect important garant de la qualité finale de
celui-ci. Plusieurs approches ont été développées pour rendre compte de ce modèle simplifié, et il
paraît judicieux de donner un sens physique fort aux paramètres caractéristiques du modèle pour
faciliter leur identification et leur compréhension.

1.3 Limitations actuelles
L’utilisation de modèles simplifiés s’avère ainsi être une solution plausible et viable si l’on

s’intéresse au temps de calcul gagné par l’utilisation de ce genre de modèle. Le modèle développé
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par [Gray and McCarthy, 2010] (voir Figure 1.2) permet par exemple de diminuer le temps de
calcul d’un assemblage boulonné par 5 tout en gardant des résultats très proches de la simulation
3D. La difficulté réside dans l’identification des paramètres caractéristiques du modèle par rapport
à la liaison 3D considérée.

Figure 1.2 – Principe du modèle simplifié selon [Gray and McCarthy, 2010]

Il existe aujourd’hui de nombreux modèles linéaires basés sur cette approche, mais leurs li-
mitations respectives limitent fortement leur utilisation en milieu industriel. Les modèles linéaires
conduisent en effet à un surdimensionnement des liaisons, notamment à cause du nombre impor-
tant des phénomènes non linéaires, non pris en compte par cette classe de modèles. L’intérêt de
leur utilisation pour un industriel est alors moindre, puisque le but initial d’optimisation en masse
et en temps de calcul n’est atteint que partiellement. Il existe également quelques modèles non-
linéaires. L’identification des paramètres caractéristiques y est cependant plus compliquée et leur
implémentation est basée sur l’identification expérimentale. L’utilisation de ce genre de modèles
n’est pertinente que si elle peut être effectuée de façon générique : il est en effet inenvisageable d’ef-
fectuer autant d’essais ou de simulations coûteuses que de types d’assemblages boulonnés existants
ou de trajets de chargements existants. Il est donc essentiel de pouvoir modéliser ces phénomènes
non-linéaires en introduisant la physique de leur comportement.

L’objectif de ce chapitre est de présenter dans un premier temps les différentes notions et gran-
deurs physiques inhérentes à un assemblage boulonné. Il s’agit dans un deuxième temps d’expliciter
les fondements de la modélisation simplifiée de ce type d’assemblage en s’appuyant sur la cinéma-
tique ainsi que sur les différents phénomènes modélisés. On s’attachera enfin à introduire différents
modèles simplifiés d’un assemblage en présentant les modèles rendant compte d’un comportement
purement élastique d’une part, puis ceux illustrant les phénomènes non-linéaires ensuite.

1.4 Cadre quasi-statique

Les assemblages boulonnés constituent le principal moyen de raccordement des pièces dans
le domaines aéronautique. Leur modélisation analytique ou numérique reste cependant complexe.
L’étude des assemblages boulonnés et leur dimensionnement sont parmi les plus complexes de
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la mécanique et de la science des matériaux. Par exemple, la nature même des filetages les rend
très hyperstatiques et il est généralement très difficile et délicat de connaître précisément les sol-
licitations qui s’exercent dans un assemblage boulonné. Le comportement des liaisons est parti-
culièrement complexe notamment à cause de fortes non-linéarités telles que le frottement ou le
contact unilatéral. De plus, les algorithmes de contact aujourd’hui utilisés pour traiter ce genre de
problèmes augmentent considérablement la durée du calcul. [Kradinov et al., 2007] ont étudié les
mécanismes de déformation d’un assemblage boulonné. En leur sein, la formation de zones de
concentration de contraintes au niveau du trou du boulon peut ainsi entraîner une rupture nette de
la section par cisaillement, comme montré Figure 1.3. L’étude de cet état de contraintes est donc
primordiale.

Figure 1.3 – Modes de rupture d’un assemblage boulonné, d’après [Kradinov et al., 2007]

Comprendre le comportement des assemblages boulonnés est essentiel dans un processus de
conception. Nous avons pour ce faire séparé en 3 catégories les cas d’utilisation des assemblages
boulonnés : dynamique du choc, dynamique vibratoire et quasi-statique. L’étude de leur comporte-
ment ainsi que l’identification des paramètres diffèrent selon les cas d’utilisation.

Les phénomènes de dynamique transitoire dans les structures, induits par des chocs, sont des
problèmes importants largement étudiés dans le cadre des assemblages boulonnés. On peut en gé-
néral trouver 2 types d’approches : les approches par la méthode des éléments finis [Bampton
and Craig, 1968] et les approches par les méthodes statistiques énergétiques [Prusty and Satsangi,
2001]. La sous-structuration dynamique y est alors largement employée et permet des études de
fatigue vibratoire. L’un des enjeux de ces modèles est la détermination des paramètres illustrant les
phénomènes dynamiques de la structure, comme par exemple la caractérisation de l’amortissement
une fois les pièces boulonnées. Les résultats sont cependant issus de bancs d’essais et ne permettent
pas un dimensionnement complet de l’assemblage. Dans les travaux de [Festjens, 2014], des mo-
dèles réduits de structures assemblées sont proposés pour estimer l’amortissement important de la
structure induit par ces liaisons.

La plupart des assemblages boulonnés utilisés dans les moteurs sont soumis à des niveaux de
vibration élevés, et il est nécessaire de comprendre comment la structure se comporte dans de telles
conditions de chargement. Dans le cas de la dynamique vibratoire, on utilise ainsi des techniques
d’analyse modale numériques ou expérimentales pour prédire la réponse d’une structure soumise
à des charges dynamiques. Les travaux de [Ma et al., 2001] par exemple exposent une technique
d’identification de la dynamique des assemblages boulonnés, qui repose sur la comparaison de la
réponse dynamique globale de la structure boulonnée avec celle d’une structure similaire mais non
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boulonnée. La plupart des analyses sont réalisées dans des conditions linéaires, mais dans le cas
d’assemblages boulonnés, le comportement dynamique de la jointure induit des non-linéarités dans
la réponse de la structure à partir d’un certain niveau de vibration, et l’approche linéaire ne peut
plus être utilisée. L’instauration d’une précharge dans la liaison boulonnée ou le desserrage de la
liaison jouent par exemple un rôle prépondérant dans le comportement dynamique de la structure
et sont rarement pris en compte. Il devient alors délicat de mettre en place un modèle générique
de comportement dynamique d’un assemblage boulonné. Quelques outils, comme ceux développés
dans [Caignot et al., 2010], proposent de déterminer l’amortissement dû aux liaisons présent dans
des structures grâce à des stratégie de calcul adaptées.

L’amortissement est influencé au premier ordre par les phénomènes dissipatifs tels que le frot-
tement [Caignot et al., 2010]. Les non-linéarités fortes de contact-décollement au niveau des pièces
assemblées jouent également un rôle important. Une bonne estimation de la raideur équivalente de
la liaison et une prise en compte des phénomènes de frottement sont donc les points essentiels à
prendre en compte. S’agissant d’un élément de jonction localisée quasi-ponctuelle, la masse équi-
valente est relativement facile a estimer. Aussi, il convient que le modèle de liaison boulonnée
proposé soit validé en tout premier lieu dans le cas quasi-statique, qui sera le cadre de travail retenu
pour notre étude. Une large littérature existe pour décrire les modèles d’assemblages dans le cas
quasi-statique. On peut par exemple citer [Bayart, 2005] dans le cas d’un assemblage riveté, ou
encore [Berot, 2009]. La gestion du contact et du frottement est également étudiée avec des ap-
proches originales dans [Boucard and Champaney, 2004]. Nous faisons également le choix de nous
placer dans le cas d’un problème isotherme, comme c’est le cas dans l’immense majorité des cas
présentés dans la littérature.

2 Approches expérimentales
Une première façon d’appréhender le comportement mécanique d’un assemblage boulonné ré-

side naturellement dans la réalisation de campagnes expérimentales. On trouve dans la littérature
un nombre important de montages expérimentaux ayant pour but de caractériser le comportement
de ces liaisons. On présente dans cette section les montages récents permettant de caractériser les
différents phénomènes non-linéaires régissant le comportement de ces assemblages.

2.1 Étude du contact frottant

Le traitement du contact frottant demeure essentiel dans la modélisation des assemblages bou-
lonnés, notamment dans la compréhension de leurs défaillances telles que le desserrage, le dévis-
sage ou la perte d’étanchéité. Les travaux de [Kounoudji and Berthier, 2016] utilisent une analyse
tribologique permettant d’étudier les interfaces d’assemblage au cours de leurs différents cycles
de vie (fabrication, serrage/montage et service). Par le biais d’un système de bridage, un montage
autorisant le démontage de l’assemblage sans le desserrer est proposé, ce qui ne modifie pas les
conditions de contact et permet alors l’étude tribologique des interfaces en conditions réelles. Par
exemple, des techniques de microscopie électronique à balayage sont utilisées [Kounoudji et al.,
2016] afin d’examiner les surfaces de l’écrou et de la vis pour analyser les conditions initiales de
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contact.
Un phénomène très étudié dans la littérature et dans l’industrie est le phénomène d’auto-

desserrage des assemblages boulonnés. S’il est pour l’instant difficile d’élaborer des modèles ana-
lytiques détaillés pour l’étude du dévissage, il est plus facile d’étudier ce phénomène expérimen-
talement. Plusieurs approches sont ainsi détaillées dans [Rafik, 2019] afin de fournir des éléments
contribuant à la compréhension du phénomène sous charge transverse, ou dans [Bhattacharya et al.,
2010, Ksentini et al., 2014]. Lorsque l’assemblage est soumis à des vibrations, la capacité anti-
desserrante de nombreuses vis de fixation est alors testée sur un banc d’essai. Cependant, les proto-
coles et conditions d’essai de la caractérisation de ce phénomène sont trop souvent spécifiques à un
montage. Des travaux sont ainsi actuellement en cours [Delcher, 2018] pour tenter de déterminer
une méthodologie générale pour la réalisation d’essais de desserrage.

De manière plus générale, l’étude de l’identification des propriétés de frottement dans les as-
semblages boulonnés demeure cruciale pour comprendre les différentes interactions entre chaque
élément. Les travaux proposés dans [de Crevoisier et al., 2012] visent ainsi à déterminer le coef-
ficient de frottement de différentes configurations dans lesquelles des paramètres tels que l’état de
surface ou la précharge du boulon varient. La corrélation d’images numériques est appliquée à la
mesure des champs de déplacement et à l’analyse de la rigidité des assemblages boulonnés pour
étudier le changement du coefficient de frottement. Les résultats sont ensuite validés à travers la
comparaison des champs de déplacement mesurés et calculés. Le choix du modèle rhéologique
proposé dans le chapitre 2 est alors largement inspiré de ces résultats.

2.2 Phénomènes dynamiques
Afin d’étudier le comportement dynamique d’une structure boulonnée, il est fréquent de com-

parer la réponse d’éléments boulonnés avec celle d’une structure monolithique existante [Ames
et al., 2009] . La structure boulonnée a généralement un taux d’amortissement plus élevé, ce que
l’on attribue aux phénomènes de frottement qui surviennent aux interfaces. Sa dépendance à des pa-
ramètres clés tels que la valeur de la précharge des boulons [Rosatello, 2019], la nature du contact
[Pesaresi et al., 2018], la dimension des vis voire les modes propres des boulons [Deaner et al.,
2013, Roettgen and Allen, 2017] fait encore l’objet d’un nombre important de recherches expéri-
mentales.

La confection d’un banc d’essai dynamique contenant un assemblage boulonné paramétrable
est présentée dans [Daouk et al., 2017]. Un assemblage boulonné configurable, ainsi qu’une partie
non dissipative ayant des caractéristiques similaires, ont été conçus (Figure 1.4). Les résultats ex-
périmentaux montrent alors que le niveau de charge a une influence importante sur la fréquence de
résonance et sur l’amortissement modal. L’évolution de l’énergie dissipée dans l’assemblage a ré-
vélé l’existence d’un seuil, en dessous duquel l’assemblage a un comportement linéaire, et au-delà
duquel les zones de glissement évoluent et les dissipations augmentent.

2.3 Endommagement et fatigue
L’utilisation croissante de matériaux composites, dans l’industrie aéronautique notamment, a

fait émerger un nombre important de recherches sur l’endommagement des structures composites
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Figure 1.4 – Instrumentalisation du banc d’essai dynamique selon [Daouk et al., 2017]

boulonnées. Le recours à des bancs expérimentaux est alors fréquent, pour comprendre la com-
plexité des phénomènes mis en jeu mais aussi pour obtenir des résultats à comparer aux modèles
analytiques ou numériques. Le vaste programme expérimental mené dans [Nixon-Pearson and Hal-
lett, 2015] montre par exemple comment les mécanismes d’endommagement évoluent sous des
charges quasi-statiques et de fatigue, et l’influence de la précharge sur le délaminage. Les mêmes
mécanismes de dégradation des composites ont été observés expérimentalement pour des assem-
blages à simple [Cao et al., 2020] et double recouvrement [Cao et al., 2018].

Pour aller plus loin, les travaux de [Yazdani Nezhad et al., 2017] étudient dans un cadre quasi-
statique le flambage et la rupture des fibres, l’endommagement de la matrice, l’endommagement par
cisaillement ainsi que le délaminage dans les assemblages multi-boulonnés composés de matériaux
composites soumis à des chargements transverses. Un endommagement inter et intra-laminaire
consistant en une rupture de l’amas de fibres, un flambage important des fibres, un décollement et
un délaminage ont pu être observés au niveau de la charge de rupture ultime. Une nouvelle règle
de conception pour les assemblages boulonnés en composite est proposée, basée sur la réponse
expérimentale de l’éprouvette présentée Figure 1.5.

De plus, l’étude des PFRC (Polymères Renforcés de Fibres de Carbone) percés et boulonnés
reste cruciale au vu de leur utilisation croissante dans l’industrie aéronautique. Des essais expéri-
mentaux ont par exemple été réalisés par [Montagne et al., 2020] sur des éprouvettes constituées
d’une plaque d’aluminium et d’une plaque de PFRC boulonnées comme illustré Figure 1.6. Les
échantillons défaillants sont analysés grâce à la tomographie à rayons X et la corrélation d’images
numériques. Une simulation numérique a ensuite été réalisée, et l’endommagement observé expé-
rimentalement est en accord avec celui fourni par le calcul.

Enfin, on peut trouver des campagnes expérimentales, comme dans [Saranik et al., 2013], ayant
pour objectif une prédiction de la durée de vie en fatigue des assemblages boulonnés. Pour y par-
venir, il est nécessaire d’identifier les principaux paramètres qui influencent la durée de vie des
structures boulonnées. Il apparaît ainsi que les phénomènes tels que le desserrage ou l’initiation
de micro-fissures au niveau du filetage de la vis influent grandement sur cette dernière. La cam-
pagne expérimentale présentée par [Starikov and Schön, 2002] vise enfin à prédire la durée de vie
en fatigue d’assemblages multi-boulonnés en fonction du nombre et de la disposition des boulons.
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Figure 1.5 – Banc d’essai et géométrie de l’éprouvette utilisée par [Yazdani Nezhad et al., 2017]

Figure 1.6 – Montage expérimental proposé par [Montagne et al., 2020]

En observant que la rupture en fatigue des boulons en cisaillement était le mode de défaillance qui
dominait les échantillons défectueux, les auteurs ont remarqué que le comportement en fatigue des
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assemblages composites utilisés dépendait linéairement du nombre de boulons.
Pour des assemblages sollicités en cisaillement, les travaux de [Gray et al., 2014a, Gray et al.,

2014b] étudient expérimentalement l’influence de paramètres clés des assemblages boulonnés tels
que l’épaisseur des joints et des éléments assemblés ou l’absence de fixations sur la répartition des
charges, et donc la résistance à rupture, pour des assemblages en composite. Ils démontrent ainsi
expérimentalement que l’épaisseur du stratifié a un effet significatif sur la rigidité de la liaison et
sur la charge ultime, qui augmentent toutes deux avec l’augmentation de l’épaisseur du joint. Ils
vérifient aussi que l’absence de boulons entraîne des pertes importantes de capacité de charge.

Malgré un nombre important de campagnes expérimentales ayant pour objectif d’améliorer la
compréhension et la prédiction du comportement des assemblages boulonnés, le coût de ces dé-
marches et leur trop grande spécificité demeurent un frein pour les bureaux d’étude. Il en résulte en
tout état de cause que certains paramètres de conception influencent grandement le comportement
de l’assemblage, comme la valeur de la précharge, le jeu entre la vis et l’alésage ou les dimensions
des éléments assemblés. Ces paramètres semblent donc essentiels à prendre en compte dans la re-
cherche d’une modélisation davantage prédictive. La mise en place de modèles analytiques peut
alors s’avérer utile dans une démarche de pré-dimensionnement. Ces derniers peuvent permettre
effectivement d’estimer rapidement le comportement mécanique d’assemblages multi-boulonnés
complexes, et dont la mise en œuvre expérimentale s’avérerait trop coûteuse.

3 Modèles analytiques

3.1 Raideurs équivalentes

Dans de nombreux cas, notamment dans un contexte industriel, il est intéressant de pouvoir
rapidement estimer la tenue des assemblages dans les phases de pré-dimensionnement. Pour cela,
il est nécessaire de disposer de modèles de représentation des assemblages qui fournissent rapi-
dement des estimations sur les contraintes mécaniques qui traversent l’assemblage. Les premiers
modèles développés pour rendre compte du comportement mécanique d’un assemblage boulonné
sont des modèles analytiques, ou semi-analytiques. Ils permettent notamment l’évaluation de rai-
deurs équivalentes, qui sont des paramètres clés dans la formulation de modèles équivalents tels que
des connecteurs. Les différents modèles présents dans la littérature se différencient notamment par
la valeur affectée à ces raideurs normales et tangentielles équivalentes. Les approches analytiques
proposent alors des expressions simples rendant difficilement compte des phénomènes physiques
plus complexes sous-jacents. Elles font l’objet, pour la plupart, d’hypothèses restrictives qu’il faut
garder en tête lorsqu’on les utilise pour le dimensionnement des assemblages boulonnés.

La grande majorité des modèles analytiques proposés dans la littérature décompose le compor-
tement d’un assemblage boulonné en 2 parties distinctes : un comportement dit axial ou normal,
dans la direction parallèle à l’axe du boulon, et un comportement dit tangent, dans le plan perpen-
diculaire à l’axe du boulon. La mise en place d’un modèle analytique consiste alors à déterminer
des raideurs équivalentes normales et tangentielles.
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3.1.1 Raideurs normales équivalentes

Il existe aujourd’hui 2 approches pour calculer les raideurs axiales équivalentes des pièces. La
première a été énoncée précédemment et s’appuie sur les travaux de [Rötscher, 1927], repris par
[Massol, 1994], qui se concentre essentiellement autour de la détermination de la valeur de l’angle
d’ouverture du cône de Rötscher en fonction de la géométrie des pièces et du type d’élément fileté.
La deuxième approche est celle de [Rasmusen, 1978] (voir Figure 1.7) qui s’appuie sur la recherche
d’une section équivalente Ap d’une pièce cylindrique de même longueur Lp que l’assemblage, de
même module d’Young Ep que les pièces réelles, soumises à une compression uniforme, à partir
de l’énergie de déformation élastique. [Alkatan et al., 2007] propose une expression analytique à
partir de ce modèle.

Figure 1.7 – Modèle équivalent proposé par [Rasmusen, 1978]

Le modèle que propose [Massol, 1994] vise à caractériser la raideur axiale du boulon à partir
d’un modèle équivalent, en considérant le boulon comme une poutre circulaire de section A0 pour
la partie lisse et de section résistante As pour la partie filetée. La souplesse C s’exprime alors en
fonction des caractéristiques géométriques et matériaux du boulon. Si on note d le diamètre nominal
de la vis, l0 la longueur de la partie lisse de la vis, l1 la longueur de la partie filetée entre la tête de
vis et l’écrou et Eb son module d’Young, on obtient

C = δb =
1
Eb

(
αtd
A0

+
l0

A0
+
αsl1

As
+
αved
As

)

où les 3 coefficients αt, αs et αve sont des coefficients correctifs permettant de prendre en compte
respectivement la raideur de la tête de vis, la raideur de la partie filetée de la vis et la valeur de la
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raideur de l’écrou associé à la partie du corps de vis en prise. L’étude de [Alkatan et al., 2007] (voir
Figure 1.8) reprise dans les Techniques de l’Ingénieur par [Guillot, 2007] a permis d’affiner les
différents coefficients en prenant en compte les différents paramètres (matériaux, géométrie, coeffi-
cient de frottement). Les raideurs équivalentes ainsi déterminées ont par exemple été reprises dans
les travaux de [Hamdi et al., 2015] qui propose une modélisation semi-analytique d’un assemblage
multi-boulonné à l’aide d’éléments de type plaque, tube, poutre et ressort. Les caractéristiques du
boulon, représenté par une poutre, sont alors calculées à l’aide des formules précédentes.

Figure 1.8 – Modèle équivalent proposé par [Alkatan et al., 2007]

3.1.2 Raideurs équivalentes dans le plan tangent

Dans la thèse de [Soulé de Lafont, 2017], une comparaison entre différents modèles est propo-
sée. Ces derniers se proposent de définir une formule analytique de la raideur (ou de la souplesse)
d’un assemblage boulonné élémentaire à simple recouvrement, correspondant à 2 plaques reliées
entre elles par un boulon, comme défini Figure 1.9. Les comparaisons des différentes formules

1

2

3

Figure 1.9 – Numérotation des pièces dans la formule de [Huth, 1986]
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proposées par [Tate M.B., 1946, Swift, 1971, Huth, 1986, Niu, 1988, Cope and Lacy, 2000] sont
rassemblées dans le Tableau 1.1.

En appliquant ces formules sur un même assemblage, l’écart entre les différentes souplesses
tangentielles peut atteindre 40%. Même si une partie de cet écart peut s’expliquer par le fait qu’ils
sont tirés de montages expérimentaux différents et/ou basés sur des hypothèses de modélisation
différentes, cet écart n’est pas satisfaisant et montre bien la grande diversité des modèles analytiques
dans la littérature.

Historiquement, les premières modélisations des assemblages boulonnés s’appuyaient sur l’ana-
logie entre la distribution de charges et un montage électrique de résistance [Ross, 1947], notam-
ment pour la forte analogie qui existe avec les ressorts. Un autre modèle, qui utilise un système
classique de masse ressort est celui de [McCarthy et al., 2006], présenté Figure 1.10. Chaque élé-
ment possède une raideur qui lui est propre, et les plaques ou le boulon réagissent ainsi de manière
différente. On peut voir la relation entre le modèle et l’assemblage avec 9 paramètres caractéris-
tiques identifiés. Les formules de [McCarthy et al., 2006] permettent de calculer la rigidité des
plaques et la formule de [Nelson et al., 1983] de calculer la rigidité du boulon. Le système d’équa-
tions ainsi obtenu est ensuite résolu, avec ou sans prise en compte du jeu, par un algorithme de
pénalisation. Notons que dans ce modèle il y a 3 boulons d’où le nombre important de paramètres.
La nature de la plaque, et donc du coefficient de frottement, dépend du montage considéré. Les
raideurs équivalentes sont alors différentes en fonction du nombre ou de l’épaisseur des plaques,
par exemple dans les situations décrites Figure 1.10.

Avant la généralisation de l’emploi des éléments finis, les travaux de [Yen, 1978] avaient éga-
lement pour objectif de fournir des solutions analytiques au problème d’un assemblage multi-
boulonné soumis à des charges mécaniques et thermiques prenant en compte les phénomènes de
frottement à l’interface des éléments assemblés. Les principaux paramètres de conception des as-
semblages, tels que le matériau et la taille des plaques et des attaches et les modèles de disposition
des attaches ont été pris en compte, à travers la résolution des équations menant à une solution
analytique. Il existe un nombre important de modèles analytiques rendant compte de la raideur
transversale. La problématique du traitement du contact rend cependant délicate la détermination
générique pour tous les assemblages de ce genre de raideur.

3.2 Cas des liaisons hybrides

L’emploi de méthodes analytiques est également très largement répandu pour des liaisons hy-
brides, comme les liaisons hybrides boulonnées collées (HBC). Les travaux de [Paroissien, 2006]
présentent par exemple un large aperçu des méthodes analytiques utilisées pour les liaisons HBC,
avec pour objectif de les utiliser comme de véritables outils de dimensionnement de ces liaisons.
Ils sont notamment très faciles à mettre en œuvre dans une analyse paramétrique. Ces méthodes
présentent un avantage certain pour l’étude des liaisons HBC : l’association de deux modes de
transfert différents (discret pour le boulonnage, continu pour le collage) augmente grandement la
complexité des phénomènes physiques mis en jeu, et le recours aux méthodes analytiques s’avère
être une solution viable. Par exemple, [Paroissien et al., 2007] propose un modèle analytique élas-
tique unidimensionnel pour la détermination du transfert de charge dans une configuration à simple
recouvrement. Ce dernier est obtenu grâce à l’intégration des équations d’équilibre local. Une ap-
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Auteurs
Souplesse C équivalente de l’assemblage boulonné ou riveté
soumis à du cisaillement

Formule de Tate et
Rosenfeld [Tate M.B.,
1946] (pour simple
recouvrement)

C =
1

t1E1
+

1
t2E2

+
1

t1E3
+

1
t2E3

+
32(t1 + t2)(1 + ν)

9E3πd2 +

8(t3
2 + 5t2

2t1 + 5t2t2
1 + t3

1)
5E3πd4

Formule de [Swift,
1971] (pour simple
recouvrement)

C =
5

dE3
+ 0.8

(
1

t1E1
+

1
t2E2

)

Formule utilisée par
Boeing en 1986 (pour
simple recouvrement)

C =
2(t2/d)0.85

t1

(
1
E1

+
3

8E3

)
+

2(t2/d)0.85

t2

(
1
E2

+
3

8E3

)
Formule de [Huth,
1986] (pour simple et
double recouvrement)

C =

( t1 + t2

2d

)a b
n

(
1

t1E1
+

1
nt2E2

+
1

nt1E3
+

1
2nt2E3

)

Paramètres

Ei Module d’Young de la pièce i
t1 épaisseur de la plaque 1
t2 épaisseur de la plaque 2
d diamètre du trou du boulon
n dépend du type de recouvrement :

— pour un recouvrement simple n = 1

— pour un recouvrement double n = 2

a et b dépendent du type d’assemblage :

— assemblage boulonné métallique a = 2
3 et b = 3

— assemblage riveté métallique a = 2
5 et b = 2.2

— assemblage boulonné composite a = 2
3 et b = 4.2

Table 1.1 – Comparaison de différentes formules semi-analytiques/semi-empiriques permettant de
déterminer la souplesse tangentielle d’une liaison boulonnée selon [Soulé de Lafont, 2017]
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Figure 1.10 – Modèle masse-ressort proposé par [McCarthy et al., 2006]

proche élasto-plastique est ensuite présentée. Le modèle est robuste et facile à utiliser. L’influence
de différents paramètres géométriques et mécaniques est alors étudiée, ce qui constitue la première
étape de conception d’un joint hybride capable de remplacer son équivalent boulonné utilisé dans
l’aéronautique.

Ces résultats sont en accord avec ceux présentés par [Andriamampianina et al., 2012], qui for-
mule une méthode analytique simple pour décrire le comportement, sous une charge de traction al-
ternée, d’un assemblage boulonné hybride comme proposé Figure 1.11. L’influence de la précharge
y est par exemple étudiée. La comparaison des résultats obtenus par des mesures extensométriques,
par des simulations par éléments finis et par calcul analytique montre que la précision analytique
est tout à fait satisfaisante pour une utilisation en pré-dimensionnement. Cependant, certaines hy-
pothèses appliquées (absence de jeu entre l’alésage et la vis, comportement linéaire de chaque
élément de la structure) rendent ce modèle difficilement utilisable dans un contexte industriel.

Pour aller plus loin, le modèle analytique proposé par [Bois et al., 2013] prend en compte le
comportement non linéaire nécessaire pour évaluer la contribution du transfert de charge des bou-
lons jusqu’à la rupture. Le modèle 1D semi-analytique d’un joint hybride à double recouvrement
s’appuie sur une approche multicritères afin de prédire la résistance de la liaison. Le modèle inclut
le comportement non linéaire de la colle et du matériau composite constituant les éléments assem-
blés. La contribution du boulon au transfert de charge global est ensuite estimée lors d’une charge

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés



Modèles analytiques 25

Figure 1.11 – Principe de modélisation d’un assemblage boulonné selon [Andriamampianina et al.,
2012]

quasi-statique. La prédiction de la rupture du joint adhésif est basée sur un critère de contrainte
de cisaillement maximale. Le modèle est alors validé grâce à une comparaison des résultats analy-
tiques avec ceux issus d’une analyse EF 3D.

3.3 Répartition de la charge entre plusieurs boulons

L’utilisation de modèles analytiques est également importante lors d’analyses de sensibilité
des assemblages boulonnés à certaines variations des propriétés géométriques et matérielles. Un
modèle analytique 1D est présenté Figure 1.12 par [Lecomte et al., 2014]. Ce dernier est capable
d’évaluer l’état de précharge dans la liaison. La perte de rigidité, causée par la détérioration des
éléments assemblés, est intégrée dans l’ensemble de la loi force/déplacement du boulon, ce qui
permet de décrire le comportement de la liaison jusqu’à la rupture. Les effets issus d’une erreur
de localisation des alésages sont étudiés. L’objectif est alors de prédire la répartition de la charge
entre les boulons lorsqu’une charge externe est appliquée à l’assemblage à l’aide de ce modèle
analytique. Le modèle analytique est validé en comparant les résultats obtenus par l’analyse par
éléments finis et les expériences.
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Figure 1.12 – Description du modèle analytique de [Lecomte et al., 2014]

Ce modèle est d’ailleurs basé sur les travaux de [Bois et al., 2011], où une approche multicritères
qui intègre les modes de rupture du composite (matage et rupture dans la section du boulon) et
la rupture de l’adhésif, est utilisée. Un modèle analytique est proposé et validé par un modèle
numérique prenant en compte le comportement élastoplastique de l’adhésif ainsi que les conditions
de contact entre le boulon et les pièces. Le modèle analytique a pour objectif de déterminer les
charges transmises dans les zones de rupture du composite et les déformations dans l’adhésif afin
d’appliquer les critères de ruptures.

3.4 Cas des assemblages de matériaux composites

Enfin, pour l’étude d’assemblages boulonnés de matériaux composites, une approche analytique
a été développée par [Shamaei-Kashani and Shokrieh, 2019] à partir d’un modèle masse-ressort. La
rigidité de l’assemblage est alors calculée à partir des propriétés élastiques de la fibre, de la matrice
du nano-renfort, de la disposition et des paramètres géométriques de l’articulation.

Des résultats relatifs à des simulations explicites de crash et d’impact sont présentés dans [Wag-
ner et al., 2020]. Un modèle simplifié et semi-analytique d’assemblage boulonné permet d’inclure
facilement les rivets et les boulons dans les simulations de crash et d’impact. Ce modèle est prin-
cipalement basé sur des valeurs analytiques et quelques valeurs empiriques. Une courbe force-
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déplacement trilinéaire est alors proposée pour modéliser les assemblages boulonnés soumis à des
sollicitations de cisaillement.

Des essais mécaniques ont été réalisés afin de déterminer les rigidités équivalentes, et le coeffi-
cient de filtrage d’un assemblage boulonné pour des matériaux composites thermoplastiques dans
[Gornet et al., 2018]. Une démarche d’homogénéisation est ensuite proposée pour retrouver les
valeurs des rigidités de la zone assemblée de matériaux métalliques équivalents. Ces résultats sont
alors équivalents à ceux proposés dans la norme analytique [VDI-Richtlinien, 2003]. La méthode
est ensuite utilisée dans le cas du boulonnage de tissus composites orthotropes. De plus, la mo-
délisation analytique de [VDI-Richtlinien, 2003] est modifiée afin de tenir compte des spécificités
liées aux assemblages de matériaux composites thermoplastiques comme la reprise en humidité
ou le fluage. Les résultats ont ensuite été validés à travers une étude expérimentale de la liaison
boulonnée utilisant la technique de corrélation d’image.

Malgré leur mise en place et leur utilisation simplifiée, les modèles analytiques ne sont que peu
utilisés dans le dimensionnement des assemblages boulonnés. La grande diversité des formules ana-
lytiques ou semi-analytiques existantes montre en effet qu’elles ne peuvent pas être utilisées dans
un cadre général de dimensionnement. Avec l’augmentation des capacités de calcul, les industriels
se sont alors en effet orientés vers des modèles numériques complets, discrétisant l’intégralité de
la fixation, et prenant en compte les non-linéarités des différents éléments constituant la liaison. La
section suivante se propose d’effectuer un bilan des différentes méthodes existantes.

4 Modèles numériques complets
La majorité des modèles analytiques de la littérature sont unidimensionnels, et souvent valables

pour un seul type de sollicitation, ce qui rend leur utilisation générique délicate et restreint leur
cadre d’application. Ils ne permettent pas par ailleurs de représenter certains phénomènes tridimen-
sionnels jouant un rôle important dans le comportement des liaisons boulonnées. L’amélioration
des méthodes de conception s’oriente alors vers des simulations numériques précises et fiables, qui
s’efforcent de tenir compte de tous les phénomènes complexes mis en évidence expérimentalement.

4.1 Matériaux composites

Une revue de la littérature sur le comportement mécanique des assemblages de matériaux com-
posites est proposée dans [Egan et al., 2018]. L’influence de la géométrie d’assemblage et de la
séquence d’empilement des matériaux composites utilisés sur la réponse de l’assemblage est dis-
cutée, ainsi que les effets significatifs du jeu entre l’alésage et le corps de vis, de la contrainte de
cisaillement et du taux de chargement appliqué. Les assemblages boulonnés de matériaux com-
posites sont d’ailleurs largement discutés dans la littérature, vue leur utilisation croissante dans le
milieu aéronautique.

Par exemple, un modèle tridimensionnel par éléments finis des assemblages composites bou-
lonnés a été mis au point par [Ireman, 1998] pour déterminer les distributions non uniformes des
contraintes dans l’épaisseur des composites stratifiés à proximité d’un trou de boulon. Il est égale-
ment envisageable de prendre en compte les phénomènes d’endommagement si l’on s’intéresse à
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des matériaux composites par exemple. Un modèle 3D (voir Figure 1.13) d’endommagement d’un
assemblage boulonné a ainsi été développé par [Tserpes et al., 2002]. Il s’appuie sur un critère phé-

Figure 1.13 – Géométrie et maillage présentés dan [Tserpes et al., 2002]

noménologique de rupture basé sur les modes principaux de rupture du matériau. Plus récemment,
les travaux comme ceux de [Gerendt et al., 2019] proposent un nouveau cadre, basé sur les éléments
finis, pour prédire le comportement de défaillance statique progressive des assemblages boulonnés
de stratifiés fibre-métal, consistant à proposer deux modèles d’endommagement distincts : un pre-
mier modèle décrivant l’endommagement dans les couches composites renforcées de fibres, et un
deuxième modèle pour les différents types d’endommagement des incrustations métalliques. Ces
modèles ont été utilisés pour différents types de composites et de métaux et ont été validés par
comparaison expérimentale.

L’influence du nombre de liaisons boulonnées, de leur arrangement géométrique et du jeu entre
le corps de vis et l’alésage pour des matériaux composites sont des sujets de recherche qui res-
tent encore importants dans les communautés académique et industrielle. Les assemblages multi-
boulonnés en composite ont ainsi été étudiés dans [McCarthy and McCarthy, 2003, McCarthy and
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McCarthy, 2005]. Le développement de modèles tridimensionnels par éléments finis a alors dé-
montré qu’un jeu accru entraîne une augmentation de la rotation des boulons, une diminution de la
surface de contact au voisinage des liaisons boulonnées et une diminution de la rigidité des joints.
Dans des travaux analogues mais cette fois-ci pour des fixations par vis à tête fraisée, un modèle
numérique de la distribution des contraintes au voisinage de l’alésage, comprenant une discrétisa-
tion complète du modèle de fixation, a été fournie par [Egan et al., 2012, Egan et al., 2014], comme
présenté Figure 1.14. La répartition des contraintes à la limite de l’alésage est présentée pour diffé-

Figure 1.14 – Modélisation EF d’une fixation par vis à tête fraisée selon [Egan et al., 2012]

rents degrés de jeu. Les résultats montrent alors que lorsque l’alésage est surdimensionné, la surface
de contact est réduite, ce qui entraîne des contraintes radiales plus élevées et une réduction de la
rigidité du joint

Une étude paramétrique de l’influence du coefficient de frottement et du couple de serrage est
réalisée dans [Olmedo and Santiuste, 2012]. Enfin, une étude incluant un modèle de détérioration
progressive du composite et de la plasticité pour les métaux est proposée dans [Kapidžić et al.,
2014]. D’autres méthodes existent pour prendre en compte les modes de dégradation des assem-
blages boulonnés composites, tels que le délaminage, la fissuration de la matrice ou la rupture dans
[Egan et al., 2014, Adam et al., 2012, McCarthy and McCarthy, 2005].

4.2 Analyse paramétrique

L’apport des éléments finis peut s’avérer crucial, notamment pour des analyses paramétriques
où un grand nombre d’essais devient nécessaire. Pouvoir remplacer des essais expérimentaux par
des essais numériques devient alors essentiel pour pouvoir identifier les différents paramètres clés
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gouvernant le comportement mécanique des assemblages boulonnés. Par exemple, l’étude du com-
portement normal d’un assemblage boulonné est fondamentale pour pouvoir modéliser correcte-
ment les différents effets de serrage et l’influence de la précharge. Une approche originale de la
réponse d’un assemblage boulonné soumis à une charge axiale est examinée dans [Alkatan et al.,
2007] afin de déterminer les raideurs équivalentes en fonction de divers paramètres géométriques,
des coefficients de frottement des différents éléments en contact, ou des types de matériaux. La
modélisation par éléments finis basée sur l’énergie de déformation améliore les modèles existants
et prend en compte le type de matériaux et les coefficients de frottement des différents éléments en
contact. À partir de ces corrections, des approches pour le calcul de la rigidité axiale basées sur des
formules empiriques sont proposées pour une application plus facile et pour la future modélisation
par éléments finis des assemblages boulonnés utilisant des éléments de poutre. En conséquence, un
nouveau modèle numérique étendu pour des chargements de compression est établi à partir d’élé-
ments finis unidirectionnels et validé par des simulations d’éléments finis 3D. Il est présenté dans
[Daidie et al., 2007] et [Chakhari et al., 2008] pour différentes sollicitations. En outre, d’autres
analyses multi-paramétriques ont été menées grâce à des campagnes d’essais numériques pour étu-
dier l’influence de paramètres pouvant affecter la valeur numérique de ces grandeurs , tels que le
filetage du boulon, la nature des matériaux assemblés [Lehnhoff and Bunyard, 2000] ou la valeur
et la position de la charge externe [Lehnhoff and Wistehuff, 1996].

Figure 1.15 – Distribution des contraintes normales dans le calcul EF proposé par [Chakhari et al.,
2008]

4.3 Phénomènes de desserrage
Il existe plusieurs études dans la littérature concernant certains autres phénomènes non linéaires

au voisinage de l’assemblage boulonné : par exemple, les processus de serrage et de desserrage et
l’influence de la charge de cisaillement sont étudiés dans [Izumi et al., 2005] à l’aide de la méthode
des éléments finis. [Rafik et al., 2019] présente également l’étude du phénomène d’auto-desserrage
sous charge transversale des assemblages boulonnés en proposant un modèle EF 3D décrivant tous
les éléments en contact et tous les détails géométriques y compris la géométrie réelle du filetage
avec son angle d’hélice. L’étude de la succession des phases d’adhérence et de glissement des
surfaces en contact prédit alors le desserrage global de l’assemblage. Ils confrontent ensuite le
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modèle numérique à un modèle expérimental pour mettre en évidence l’influence du phénomène
de glissement.

4.4 Le contact frottant
La description fine des détails géométriques nécessite souvent un maillage EF raffiné et un

nombre élevé d’itérations du solveur en raison de phénomènes non linéaires. Le frottement intro-
duit des difficultés supplémentaires à un problème de contact déjà complexe en termes de conver-
gence numérique. La modélisation du frottement dans les assemblages boulonnés par une méthode
tridimensionnelle par éléments finis est proposée dans [McCarthy et al., 2005]. Dans cet article,
un modèle tridimensionnel EF à dommages progressifs est utilisé, qui implique une combinaison
des critères de défaillance de Hashin, des règles de dégradation des matériaux et l’emploi de la
méthode de pénalisation pour le traitement du contact frottant. La répartition des contraintes à l’in-
terface boulon-alésage de la liaison est comparée à une solution issue d’une méthode analytique.
Il a notamment été constaté que l’utilisation de coefficients de frottement mesurés dans des condi-
tions idéales ne donnait pas un bon accord avec les expériences, ce qui suggère que ces phénomènes
demeurent complexes à traiter numériquement. Les travaux plus récents de [Olmedo and Santiuste,
2012] présentent une étude paramétrique pour vérifier la capacité du modèle EF à reproduire l’in-
fluence du coefficient de frottement observé dans des résultats expérimentaux. Les résultats sont
présentés Figure 1.16. Ces résultats sont en accord avec les campagnes d’essais expérimentaux

Figure 1.16 – Influence du coefficient de frottement sur les courbes charge-déplacement selon
[Olmedo and Santiuste, 2012]

analogues, comme dans [Hühne et al., 2010], où il est montré qu’une augmentation du coefficient
de frottement entre les plaques augmente la résistance du joint au cisaillement. Notons que cet effet
est principalement observé pour des petits déplacements, car une fois que les déplacements relatifs
sont supérieurs au jeu entre le boulon et le trou, la pente de la courbe charge-déplacement ne dé-
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pend pas du coefficient de frottement, et une reprise de raideur est obtenue lors du contact entre le
corps de la vis et l’alésage.

4.5 La flexion secondaire

D’autres phénomènes majeurs tels que la flexion secondaire peuvent avoir un impact signifi-
catif sur la tenue mécanique des assemblages boulonnés. La flexion secondaire se produit dans
les éléments structurels présentant des excentricités géométriques (voir Figure 1.17) lorsque l’élé-
ment est chargé en cisaillement. En raison de ces excentricités, des déplacements hors plan se
produisent avec une flexion locale qui en résulte. La flexion secondaire est analysée à l’aide de
calculs par éléments finis et d’un modèle de ligne neutre dans [Schijve et al., 2009] . Les concen-
trations de contraintes sont considérablement augmentées par la contrainte de flexion. Une méthode
d’éléments finis 3D pour étudier la flexion secondaire due à l’excentricité de la ligne neutre dans
les assemblages à simple recouvrement a également été développée dans [Ekh et al., 2005], puis
utilisée dans une étude paramétrique. Les résultats de cette dernière sont en bon accord avec les
observations expérimentales. En particulier, l’emplacement et l’ampleur de la courbure maximale
ont été prédits avec une bonne précision. Il a en plus été constaté que les deux paramètres les
plus importants à régir ce phénomène, parmi ceux étudiés, étaient la longueur de chevauchement
et l’épaisseur de la plaque d’aluminium. Le modèle EF 3D proposé dans [Olmedo and Santiuste,
2012] prédit également l’effet de la flexion secondaire, montrant un excellent accord avec les résul-
tats expérimentaux.

4.6 Des stratégies de calcul adaptées

L’amélioration de la capacité de prédiction par des simulations numériques en 3D d’assem-
blages à boulons multiples génère des coûts de calcul prohibitifs. En effet, réaliser une optimisation
à l’aide de telles simulations numériques reste aujourd’hui inaccessible dans un contexte industriel,
en raison de temps de calcul trop longs. Il existe néanmoins des stratégies de calcul spécifiques,
comme dans [Vadean et al., 2006] ou dans [Kapidžić et al., 2014] .

Les travaux de [Roulet et al., 2013] présentent une stratégie numérique efficace pour étudier
l’influence des paramètres des matériaux sur les problèmes d’assemblages 3D de pièces compo-
sites avec contact et frottement, basée sur la méthode LATIN multi-échelle avec décomposition de
domaine, comme présenté Figure 1.18. Cela facilite alors la mise en place d’études paramétriques
avec un grand nombre de configurations [Roulet et al., 2011].

Néanmoins, un modèle numérique décrivant la fixation à une échelle fine ne peut être utilisé
sur un assemblage comportant un nombre important de fixations. La prise en compte des phéno-
mènes non-linéaires inhérents aux assemblages boulonnés engendre en effet des temps de calcul
bien trop importants dans un cadre industriel. Ainsi, le recours à des modèles simplifiés pouvant
rendre compte de ces phénomènes, mais ne nécessitant pas la discrétisation intégrale des liaisons
est de plus en plus plébiscité par la communauté. La section suivante se propose ainsi d’étudier les
différents types de modèles simplifiés existant dans la littérature.
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in Fig. 1, but not to 3-dimensional configurations, e.g. the drain
hole in Fig. 2. Furthermore, stress concentration factors, i.e. Kt-va-
lue, can not be calculated with the neutral line model. Unknown
Kt-values should be obtained with FE calculations. Results are pre-
sented for a 2-dimensional thickness step and a 3-dimensional
reinforced hole.

The present paper starts with results of FE calculations of sec-
ondary bending in a plate with a thickness step and in a plate with
a reinforced open hole. It is followed by the basics of calculations of
secondary bending with the neutral line model and results of this
model obtained for a plate with a thickness step and for riveted lap
joints. The paper is continued with a discussion of the results and

Neutral line 

1a: One row ofrivets. 

1e: Double strap joint.

1b: Two rows ofrivets. 

1d: Single strap joint.

1c: Staggered thickness.

Fig. 1. Different types of riveted joints with eccentricities in the neutral line (except for the symmetric double-strap joint).

A

A

Fig. 2. Drain hole in the lower wing skin of a large transport aircraft. The hole was reinforced by an increased thickness around the hole which introduces an eccentricity and
thus secondary bending. Fatigue crack initiation occurred at point A.

1112 J. Schijve et al. / International Journal of Fatigue 31 (2009) 1111–1123

Figure 1.17 – Différents types de joints rivetés avec des excentricités dans la ligne neutre selon
[Schijve et al., 2009]

Figure 1.18 – Décomposition de domaines appliquée à un assemblage boulonné selon [Roulet et al.,
2013]
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5 Utilisation de connecteurs dans les codes Éléments Finis

5.1 Notion de connecteur
Les modèle simplifiés utilisés dans les codes EF doivent rendre compte du comportement global

d’un assemblage boulonné sans avoir à discrétiser la fixation, dans le but d’optimiser le temps de
calcul. La modélisation doit donc restituer l’intégralité, ou du moins l’essentiel des phénomènes
que subit le système.

La Figure 1.19 présente la notion de zone équivalente [Jean-Charles Craveur, 2001]. L’objec-
tif d’un connecteur tel que défini dans ces travaux consistera à relier cinématiquement les zones
équivalentes des différents éléments assemblés. Ces relations s’appuient alors sur des paramètres
caractéristiques de l’assemblage boulonné considéré, comme par exemple les raideurs normale et
tangentielle équivalentes définies précédemment, l’histoire mécanique de l’assemblage, ou les di-
mensions géométriques de la fixation.

Figure 1.19 – Principes de la modélisation envisagée selon [Jean-Charles Craveur, 2001]

Plus spécifiquement, le connecteur s’efforcera de lier les déplacements de nœuds maîtres, qui
piloteront eux-mêmes les déplacements des nœuds des zones équivalentes par l’intermédiaire de
raccords. Le choix du raccord consiste donc à imposer une façon de relier chaque extrémité du
connecteur au maillage de chaque élément assemblé. Le principe général d’un connecteur est pré-
senté sur la Figure 1.20.

5.2 Des connecteurs pour la modélisation simplifiée d’autres liaisons
Grâce au gain en terme de temps de calcul apporté, l’utilisation de connecteurs est devenue

courante dans beaucoup de domaines de la simulation numérique. Les connecteurs permettent en
effet de rendre compte de façon robuste et efficace du comportement des liaisons.

Les travaux de [Mainnemare et al., 2018, Mainnemare et al., 2019] illustrent par exemple la
mise en place d’éléments préliminaires à la conception d’un modèle de connecteur pour la simu-
lation de points de soudure électrique. La zone d’influence mécanique d’un point de soudure élec-
trique est déterminée numériquement à travers une étude exhaustive des configurations de char-
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a

b

Element à 2 noeudsRaccords cinématiques

Maillage a

Maillage b

zone de raccord Sa

zone de raccord Sb

Figure 1.20 – Illustration du principe de connecteur

gement d’une éprouvette numérique (voir Figure 1.21). Les quantités d’intérêts cinématiques et
statiques sont ensuite extraites pour identifier la taille de la zone d’influence mécanique d’un point
de soudure, ainsi que la cinématique locale du connecteur, recherchée sous forme de modes.

Figure 1.21 – Déformées associées aux quatre cas de chargement unitaires a) Arrachement b)
Flexion c) Traction Cisaillement d) Torsion selon [Mainnemare et al., 2019]

Pour les assemblages collés, on peut citer les travaux récents de [Sekmen et al., 2020]. Un
modèle semi-analytique a été implémenté sous la forme d’un macro-élément à 4 nœuds pour mo-
déliser les liaisons. Ce dernier est alors capable de simuler une couche de colle complète, pour un
coût de calcul réduit. Cet élément est implémenté pour des modèles de type barre et des modèles
de type poutre. Des analyses simplifiées des contraintes de ces joints multicouches sont présentées
afin de prédire la distribution de contraintes le long des interfaces. L’implémentation de ce type de
modèles permet, par exemple, la mise en place d’une étude paramétrique permettant d’appréhender
le comportement mécanique des assemblages multi-couches collés.

On peut également souligner le fait qu’un nombre important de connecteurs est utilisé dans la
simulation des rivets. Les travaux de [Hanssen et al., 2010] détaillent l’élaboration d’un modèle de
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connecteur non linéaire pour la simulation de crashs (voir Figure 1.22). Il a été implémenté dans
le code LS-DYNA, et la procédure d’identification de ses paramètres est détaillée. Le modèle est
basé sur le comportement de défaillance physique d’un rivet auto-poinçonneur reliant deux tôles
d’aluminium, et est capable de prédire le comportement complet effort/déformation depuis le char-
gement initial jusqu’à la rupture. Une analyse de sensibilité au maillage montre que le modèle est
peu sensible à la taille de maille, dans la mesure où la taille du domaine d’influence du connecteur
est sensiblement égale au diamètre physique du rivet.

Figure 1.22 – Configuration d’un modèle de connecteur d’un rivet auto-perçant selon [Hanssen
et al., 2010]

5.3 Modélisation simplifiée de liaisons boulonnées
5.3.1 Contexte dynamique

Il existe dans la littérature différents modèles permettant de rendre compte du comportement
mécanique d’une liaison boulonnée. Il est important de souligner que les modélisations simplifiées
sont divisées en 2 catégories : la première s’intéressera plutôt à la dynamique d’une liaison boulon-
née, et la deuxième s’efforcera de reproduire le comportement statique ou quasi-statique de ce type
de fixation.

Le degré de détail est usuellement moins élevé pour les modèles dynamiques. La différence
entre les modèles de connecteurs recensés dans la littérature réside alors dans la façon dont les in-
terfaces de contact sont connectées les unes aux autres. Une première technique, dite nœud-à-nœud,
consiste à relier les nœuds individuels de la première surface de contact aux nœuds individuels de
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la deuxième avec un élément dans lequel une loi de comportement est mise en œuvre. Cette mé-
thode est utilisée pour la facilité de mise en œuvre d’une loi non-linéaire, comme par exemple
par [Petrov and Ewins, 2003] où l’amortissement est pris en compte. La deuxième technique se
rapproche des approches développées en statique, et qui feront l’objet de la suite de la présente
étude. Elle consiste à relier chaque interface de contact à un nœud maître, puis d’intégrer une loi de
comportement entre ces nœuds maîtres. Elle a été introduite par [Segalman, 2006], et est utilisée
dans de nombreux travaux aujourd’hui, comme ceux de [Lacayo et al., 2019] (voir Figure 1.23)
ou de [Rosatello, 2019]. Cependant, il est difficile de représenter les effets de flexion/torsion dans
l’assemblage au niveau du boulon avec ce genre de méthodes.

Figure 1.23 – Mise en place d’un macro-modèle dynamique selon [Lacayo et al., 2019]

5.3.2 Cadre quasi-statique

La prise en compte des effets du frottement sur le comportement de l’assemblage boulonné a été
réalisée par [Kim and Kim, 1995] de façon pseudo-analytique. Une loi de Coulomb sur un modèle
2D est alors utilisée. Cependant, la modélisation des phénomènes de contact et de frottement se
heurte encore aujourd’hui à des problèmes de convergence numérique, et l’utilisation d’algorithmes
itératifs augmente considérablement le temps de calcul.

À titre d’exemple, citons les modèles proposés par [Kim et al., 2007], représentés Figure 1.24,
qui substituent la géométrie du boulon par des éléments ayant un comportement équivalent. Quatre
façons de modéliser les assemblages boulonnés y sont détaillées.

— La première modélisation est une solution de référence, où tous les éléments sont modélisés
intégralement.

— La deuxième modélisation propose de remplacer le boulon par un élément poutre dont les
nœuds sont reliés aux éléments assemblés par des éléments poutres.

— La troisième modélisation considère également un élément poutre pour remplacer le boulon,
mais propose cette fois-ci un couplage cinématique rigide entre les extrémités de la poutre et
la surface d’attache.

— La dernière modélisation propose uniquement d’appliquer une pression sur les surfaces d’at-
tache pour rendre compte de la précharge, mais ne propose pas de discrétiser le reste de la
fixation.
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En ce qui concerne le contact entre les plaques dans chacun des quatre modèles, il est déterminé
grâce à des multiplicateurs de Lagrange. Les modèles répertoriés comprennent des types de connec-
teurs et d’éléments que l’on trouve dans la plupart des logiciels commerciaux d’éléments finis. [Kim
et al., 2007] ont montré par exemple qu’utiliser la deuxième modélisation (approche (b) de la Fi-
gure 1.24) pouvait servir à économiser jusqu’à 62% du temps de calcul pour un résultat semblable.
C’est donc sur cette modélisation que nous approfondirons.

Figure 1.24 – Proposition de différents modèles simplifiés selon [Kim et al., 2007]

5.4 Raccord cinématique

Nous venons de voir qu’un point essentiel dans la modélisation simplifiée était la façon de relier
le connecteur au maillage de la plaque. Il s’agit donc de relier une géométrie surfacique à un point.
Rappelons que dans une démarche d’optimisation, le type de raccord doit nécessairement être un
compromis entre la minimisation du temps de calcul et la nécessité de prendre en compte des
phénomènes complexes tels que le contact, le frottement, la précharge ou la plastification possible
des matériaux.

Il existe plusieurs façons de relier cinématiquement deux maillages :

— une liaison nœud à nœud, imposée par exemple par multiplicateur de Lagrange présente l’in-
térêt d’être relativement simple à mettre en place, mais nécessite que les maillages considérés
soient compatibles ;
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— une liaison en moyenne basée sur les fonctions de forme, plus complexe à élaborer car elle
nécessite la définition préalable d’un espace d’approximation pour le multiplicateur de La-
grange dans le cas de maillages incompatibles ;

— une liaison entre nœuds maîtres et esclaves après rigidification de l’interface ; celle-ci revient
à imposer quelques relations cinématiques aux degrés de liberté de la zone considérée. Elle
possède l’inconvénient de rigidifier l’interface ;

— une liaison construite sur la minimisation, par exemple au sens des moindres carrés, du dépla-
cement du maillage dans la zone de raccord avec les mouvements de corps rigide exprimés
au centre de surface de la zone de raccord.

La troisième approche est utilisée dans [Berot, 2009]. Elle comporte notamment un élément
ressort et des connections rigides sur les disques aux 2 parties à assembler. Dans une première
étape, l’auteur mène une campagne de tests expérimentale et numérique, puis propose un choix de
type d’élément équivalent et de jeu de paramètres à identifier. On note que l’identification s’effectue
à l’aide d’un problème d’optimisation sous contraintes. Il s’agit cependant dans cette approche de
trouver un compromis dans l’application de l’algorithme permettant d’identifier les paramètres
caractéristiques de l’assemblage boulonné, car les temps de calcul peuvent rapidement devenir
importants.

Dans le cas du modèle simplifié que nous nous proposons de retenir, il s’agit de relier une
géométrie surfacique à un point. L’étude de l’influence de la dimension de la géométrie surfacique
[Soulé De Lafont et al., 2014] pour rendre compte du comportement de l’assemblage boulonné
peut se rapprocher de celle sur l’action de la tête de vis ou de l’écrou sur les plaques.

Si on considère une connexion rigide, la zone de raccord, étant assimilée à une géométrie surfa-
cique totalement rigide et son champ de déplacement sont totalement déterminés par la donnée des
6 degrés de liberté de l’extrémité du connecteur. Si la surface comporte N nœuds, il faudra alors
écrire 3N relations linéaires entre les degrés de liberté de l’extrémité du connecteur et de la surface
pour mettre en place ce genre de connexion. Cette connexion comporte cependant l’inconvénient
de rigidifier complètement la surface.

On peut considérer une connexion plus souple entre les 2 entités précédentes. On s’intéressera
ainsi dans la suite de ces travaux à la quatrième approche explicitée précédemment, où il s’agira
d’écrire une relation en moyenne entre les degrés de liberté considérés. La géométrie surfacique
n’est pas rigidifiée. Cela revient alors à considérer le déplacement de l’extrémité du connecteur
comme un mouvement de corps rigide (3 composantes de translation et 3 composantes de rotation)
du barycentre des nœuds de la surface géométrique, puis à minimiser l’écart, par exemple au sens
des moindres carrés, entre le champ de déplacement de la surface et ce mouvement de corps rigide.
La minimisation de cet écart par rapport à ces 6 composantes entraîne alors l’écriture de seulement
6 équations scalaires entre les degrés de liberté de la surface et ceux de l’extrémité du connecteur,
ce qui est moins contraignant qu’une connexion rigide et permet de prendre en compte une partie
des flexions sous tête de vis et sous écrou.
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5.5 Classification selon la cinématique
On trouve dans la littérature quelques modèles de connecteurs implémentés dans des logi-

ciels industriels. [Gray and McCarthy, 2010] proposent un modèle de Global Bolted Joint Model
(GBJM), présenté Figure 1.2, et implémenté dans le logiciel ABAQUS. Ce modèle se compose de
deux éléments de poutre linéaires, représentant le boulon, et de deux surfaces rigides, représentant
les surfaces de contact, et permet de prendre en compte la précharge de l’assemblage. De plus,
les éléments assemblés sont discrétisés par des éléments de type coque. Le contact entre les com-
posants assemblés, et entre l’alésage et le boulon, est traité par pénalisation. Le frottement n’est
pris en compte que pour le contact entre les plaques. Une amélioration de ce modèle est proposée
dans [Gray and McCarthy, 2011]. Le modèle ne présente cette fois-ci qu’un seul élément poutre,
et est capable de représenter le comportement non linéaire des assemblages composites boulonnés
jusqu’à la rupture de l’assemblage. Un troisième nœud doit être ajouté au modèle simplifié pour
une configuration en double recouvrement, comme illustré en Figure 1.25.

Figure 1.25 – Illustration du Global Bolted Joint Model en configuration de simple et double re-
couvrement selon [Gray and McCarthy, 2011]

Les résultats obtenus sont très proches des modèles volumiques 3D maillés très fin (moins de
5% d’erreur) pour un temps de calcul 5 fois moins important.

[Askri et al., 2016] ont souligné que l’identification des rigidités équivalentes du GBJM était
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délicate. De plus, le modèle proposé par [Gray and McCarthy, 2010] avec deux surfaces rigides
reliées par un élément élastique rend compte du cisaillement et de la déformation de flexion, mais
ne tient pas compte de la déformation induite par la traction du boulon. Une approche originale
pour pallier ce problème est celle de [Askri et al., 2016], représentée Figure 1.26 qui introduit un
modèle MCRS (pour Multi Connected Rigid Surfaces) pour représenter les surfaces fonctionnelles
de l’assemblage et les relier élastiquement. Il définit donc comme dans le modèle de [Gray and
McCarthy, 2010] deux surfaces rigides pour rendre compte des interactions au niveau de la tête de
vis, avec des rigidités en rotation hors plan. L’originalité de ce modèle consiste alors en la défini-
tion de deux autres surfaces rigides cylindriques, qui divisent en 2 le corps de vis. Ces 2 surfaces
sont reliées de façon élastique et une rotation est permise avec les surfaces rigides. Les raideurs
équivalentes introduites sont alors déterminées en examinant les principaux modes de déformation
des boulons. Ce modèle permet d’obtenir des résultats très satisfaisants pour le comportement local
et pour le comportement global avec un gain en temps de calcul d’un facteur 5.

Figure 1.26 – Principe du Multi Connected Rigid Surfaces de [Askri et al., 2016]

Un problème commun à tous les modèles décrits est qu’ils ne prennent pas en compte l’inté-
gralité des phénomènes non-linéaires se produisant au voisinage d’une liaison boulonnée tels que
le contact frottant, le jeu corps de vis-alésage, la plasticité du boulon, ou des grands déplacements,.
Les récents développements [Guidault et al., 2014, Guidault et al., 2015, Guidault et al., 2017]
issus du projet CARAB (Conception Avancée Robuste d’Assemblages Boulonnés) proposent un
nouveau modèle de connecteur permettant de prendre en compte les phénomène de frottement
entre les éléments assemblés.

Les comportements normal et tangentiel équivalents de l’assemblage sont identifiés à partir
d’une simulation numérique fine. Les phénomènes de frottement sont également pris en compte à
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l’aide d’une analogie élasto-plastique. Chaque composant physique est représenté dans cette mo-
délisation : la vis et l’écrou par le connecteur et les plaques par un maillage plaque ou volumique
selon le choix de l’utilisateur (voir Figure 1.27). Des raccords en moyenne de déplacement (élé-
ments «MEAN» dans SAMCEF) permettent le couplage cinématique entre le maillage des pièces
plaques et l’élément utilisateur.

Figure 1.27 – Principes de modélisation du projet CARAB selon [Soulé de Lafont, 2017]

Le connecteur est modélisé à l’aide d’un élément utilisateur auquel on doit renseigner diffé-
rentes données. Les différents paramètres de cette routine sont :

— Une rigidité équivalente normale
— Une rigidité équivalente tangentielle
— Une valeur de précharge
— Un coefficient de frottement
— Un paramètre d’écrouissage

Les raideurs normale et tangentielle, le paramètre d’écrouissage et le coefficient de frottement sont
identifiés de façon numérique alors que la précharge est un paramètre issu de la conception. Un
algorithme capable de prendre en compte les différentes phases de comportement en fonction des
précharges appliquées a été implémenté dans une routine intégrée à SAMCEF. Au travers des para-
mètres à fort sens mécanique explicités précédemment, il est possible d’établir un élément capable
de remplir ce rôle. On présente Figure 1.28 les zones d’intérêt de la géométrie du connecteur. Les
zones MEAN nœud 1 et MEAN nœud 2 représentent les nœuds raccordés cinématiquement aux
nœuds maîtres du connecteur, et la zone contact sans frottement correspond à l’introduction de
conditions de contact sans frottement, rendue possible par la prise en compte du frottement dans le
connecteur.

La deuxième originalité de ce connecteur est la prise en compte de la précharge. La précharge
est un paramètre essentiel d’un assemblage boulonné. Elle consiste en l’introduction délibérée d’un
effort intérieur dans le système avant de le soumettre à une quelconque charge extérieure. On mon-
trera dans la suite de ces travaux que la valeur de la précharge influe grandement sur les comporte-
ments normal et tangentiel du connecteur.

L’introduction d’une précharge judicieuse doit permettre au corps du boulon de ne pas tra-
vailler en cisaillement dans le cas de sollicitations tangentielles au plan de l’assemblage. L’objectif
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Figure 1.28 – Zones d’intérêt du connecteur CARAB selon [Soulé de Lafont, 2017]

est donc de connaître l’effort imposé lorsqu’on impose un déplacement à l’assemblage. Si on s’in-
téresse à une résolution analytique de l’application de la précharge, une première approche consiste
à considérer la précharge comme l’introduction d’une pression au niveau de la tête de boulon. Il est
alors judicieux de s’intéresser à la rigidité axiale de notre assemblage. De nombreuses études dans
la littérature, regroupées dans [Massol, 1994], sont basées sur la connaissance de la zone compri-
mée des pièces et donc du cône de Rötscher (voir Figure 1.29). La valeur de 45o préconisée par
Rötscher semble être une bonne approximation.

Figure 1.29 – Illustration du cône de Rötcher

Les travaux de [Soulé de Lafont, 2017] ont permis de déterminer une expression analytique du
saut de déplacement à appliquer en fonction de la valeur de la précharge désirée. On considère le
modèle décrit Figure 1.30 avec u0 représentant le déplacement relatif des nœuds lors de la mise en
précontrainte avec l’effort Pc. On note kp la raideur normale des éléments assemblés, kb celle du
boulon, et (potentiellement) un effort normal extérieur F appliqué à l’assemblage. La résolution du
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système, par exemple par une méthode de multiplicateur de Lagrange, pour prendre en compte les
conditions de blocage des nœuds 1 et 4 ainsi que le déplacement u2 − u3 = u0, amène à la solution :

u2 =
F

kb + kp
+

Pc

kb

u3 =
F

kb + kp
−

Pc

kp

.
Cette expression permet alors la prise en compte de la précharge dans le connecteur en une

seule itération, lors du premier incrément de calcul.

Figure 1.30 – Modèle utilisé pour le calcul de précharge par [Soulé de Lafont, 2017]

Cependant, le connecteur proposé dans les travaux de [Soulé de Lafont, 2017] comporte encore
quelques limitations. Par exemple, il est basé sur une cinématique de modèle unidimensionnel,
avec un découplage des comportements tangentiel et normal, et où les rotations relatives des nœuds
maîtres (et donc des nœuds couplés cinématiquement avec) ne sont pas autorisées : en effet, elles
sont annulées grâce à des termes de pénalisation dans la matrice tangente. Ainsi, les phénomènes
de flexion du boulon et le couplage tension-flexion ne sont pas pris en compte. Le boulon a un
comportement purement élastique, et le frottement est traité de façon analogue à un modèle élasto-
plastique avec écrouissage isotrope. Le sens physique du paramètre d’écrouissage est alors difficile
à interpréter.

Le modèle de connecteur proposé dans le cadre de ces travaux vise à pallier ces limitations.
Ainsi, une loi de comportement élasto-plastique du boulon est introduite, ce qui est important pour
l’ingénieur dans le dimensionnement des structures aéronautiques. Le comportement cinématique
du connecteur, détaillé dans le chapitre 2, repose sur une séparation des différents phénomènes mis
en jeu, en considérant une poutre de type Timoshenko, capable de prendre en compte la flexion du
boulon, en parallèle du comportement de l’interface frottante qui est modélisée par un frottement de
type Coulomb. Lorsque tous ces phénomènes sont pris en compte simultanément, le comportement
tangentiel global de l’assemblage est alors de type élasto-plastique avec écrouissage isotrope.
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6 Bilan
L’objectif de ce premier chapitre était de présenter les méthodes de calcul des assemblages bou-

lonnés présents dans la littérature. Nous avons tout d’abord explicité les phénomènes physiques mis
en jeu, notamment le cadre quasi-statique dans lequel nous nous placerons dans le cadre de cette
thèse, et les hypothèses qui en découlent. Nous avons effectué un premier constat, à savoir que
certains phénomènes non-linéaires étaient délicats à modéliser et devaient nécessiter une attention
particulière. Différentes familles de méthodes de calcul ont ensuite été examinées. L’une d’elles
s’appuie sur des observations expérimentales, et a fait l’objet d’un développement dans la première
section. Historiquement, les premières méthodes à avoir été mises au point sont les méthodes ana-
lytiques, qui ont été traitées dans une deuxième section. La troisième section a ensuite permis de
faire un état de l’art des modèles numériques qui existaient. Enfin, nous avons introduit la notion
de connecteur, qui a ensuite fait l’objet d’un développement détaillée. Cependant, de nombreux
phénomènes non-linéaires ne sont pas pris en compte dans les connecteurs existants.

Ces travaux se concentreront donc sur l’élaboration d’un nouveau modèle de connecteur ca-
pable d’intégrer ces phénomènes, en permettant de réduire significativement les temps de calcul
des simulations d’assemblages boulonnés. Deux types de non-linéarités augmentant considérable-
ment le temps de calcul de ces simulations ont été identifiées :

— les non-linéarités matérielles dues à la loi de comportement du solide,

— les non-linéarités liées à l’évolution des conditions aux limites. Ce type de non-linéarité ap-
paraît en particulier dans les problèmes de contact et de frottement entre solides

Le modèle proposé dans la suite de ces travaux vise alors à prendre en compte les phénomènes
de frottement dans le modèle connecteur à travers une approche originale, et d’associer une loi de
comportement plastique dans le connecteur pour rendre compte des non-linéarités matérielles. Des
gains importants en terme de temps de calcul sont également attendus. Le chapitre 2 se propose de
détailler le modèle de comportement du connecteur qui a été implémenté dans le logiciel ABAQUS.
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Chapitre 2
Modèles et lois de comportement retenus

Ce chapitre propose, sur la base d’une étude phénoménologique, de
présenter les phénomènes physiques pris en compte dans le modèle

de connecteur objet de ces travaux. Après avoir séparé les deux
phénomènes mis en jeu, les modèles de comportement associés à ces

derniers sont explicités. Une loi de comportement traduisant le
caractère élasto-plastique du boulon est d’abord formulée. On

présente ensuite le modèle d’interface retenu pour modéliser les
phénomènes de frottement au voisinage des éléments assemblés.
Enfin, une illustration de ces modèles est proposée sous la forme

d’une simulation MATLAB.

Sommaire
1 Mécanique des assemblages boulonnés et choix de modélisation . . . . . . . . . . 48

1.1 Étude d’un assemblage boulonné élémentaire à simple recouvrement . . . . 48
1.1.1 Illustration des phénomènes de frottement . . . . . . . . . . . . . 48
1.1.2 Prise en compte de la plasticité dans le boulon . . . . . . . . . . . 52

1.2 Hypothèses et choix de modélisation d’un modèle de connecteur à 2 noeuds . 55
1.2.1 Rappels sur le connecteur issu du projet CARAB . . . . . . . . . . 55
1.2.2 Modélisation proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

1.3 Modèle rhéologique du connecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
1.3.1 Séparation des phénomènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés



48 Modèles et lois de comportement retenus

1.3.2 Définition des sauts de déplacement normal et tangentiel . . . . . . 59
2 Modèle de comportement élastoplastique du boulon . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.1 Relation de comportement élastoplastique avec écrouissage isotrope . . . . . 60
2.2 Fonction seuil et plastification progressive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.3 Intégration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.3.1 Définition d’une direction d’écoulement . . . . . . . . . . . . . . 64
2.3.2 État trial et résolution par une méthode de type Newton-sécant . . 64

2.4 Module tangent élastoplastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3 Prise en compte du frottement à l’interface des éléments assemblés . . . . . . . . 66

3.1 Analogie avec une loi de comportement élasto-plastique . . . . . . . . . . . 66
3.2 Formulation de la fonction seuil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3 Intégration locale et module tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Illustration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.1 Présentation du modèle proposé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2 Arguments d’entrée du connecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.3 Application d’un effort tranchant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

1 Mécanique des assemblages boulonnés et choix de modélisa-
tion

Cette section se concentre sur la description phénoménologique d’un assemblage boulonné
élémentaire. On vise plus précisément à définir le cadre de l’étude que nous nous proposons de
réaliser, ainsi que les quantités d’intérêt utilisées dans les travaux ultérieurs.

1.1 Étude d’un assemblage boulonné élémentaire à simple recouvrement
1.1.1 Illustration des phénomènes de frottement

Les modèles de comportement implémentés dans le connecteur s’appuient sur une approche
phénoménologique des assemblages boulonnés. Les phénomènes mis en jeu sont illustrés sur une
simulation d’assemblage boulonné élémentaire, comme présenté Figure 2.1. Deux plaques sont as-
semblées à l’aide d’un boulon, composé d’une vis et d’un écrou. Des conditions de contact frottant
entre les plaques et à proximité de la tête de vis et de l’écrou sont établies. La diversité des valeurs
de coefficients de frottement utilisés entre les plaques assemblées (0, 1) et dans les autres zones de
contact frottant (0, 15) s’explique par la disparité des matériaux en contact dans ces zones. Tous ces
éléments sont maillés avec des éléments quadratiques hexaédriques. Le modèle de référence 3D
étudié est composé de 180 000 degrés de liberté.

L’assemblage est d’abord préchargé, puis soumis à un chargement de cisaillement de charge-
décharge, comme illustré Figure 2.1. Le saut de déplacement tangentiel moyen des nœuds des
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Figure 2.1 – Description de l’essai élémentaire d’assemblage boulonné à simple recouvrement

éléments assemblés au voisinage de la tête de vis et de l’écrou, désigné par gT , est enregistré
pendant le cycle de chargement, comme le montre la Figure 2.2a.

Plus précisément, gT correspond au saut des déplacements moyens extraits sur les surfaces
d’appui sous la tête de vis et l’écrou sur les plaques assemblées. La Figure 2.3a montre l’évolution
du saut de déplacement gT en fonction de la charge appliquée.

On distingue alors plusieurs étapes dans ce cycle de chargement :

— un comportement élastique et des phénomènes de micro-glissement entre les points A et B ;

— un glissement macroscopique entre les éléments assemblés, où le boulon est cisaillé, suivi
d’une reprise de raideur due au contact entre le corps de la vis et l’alésage entre les points B
et C ;

— une décharge élastique entre les points C et D, avec un saut de déplacement résiduel lorsque
la charge externe devient nulle, en raison des phénomènes de frottement qui se produisent
pendant tout le cycle.

La Figure 2.3 montre une vue en coupe de l’ensemble déformé aux points A, B, C et D illustrant
ces phénomènes. Le plan de coupe proposé est illustré dans la Figure 2.3a. Dans le cadre de cette
thèse, seuls les phénomènes de micro-glissement sont étudiés (c’est-à-dire le segment AB de la
Figure 2.3a) puisque les assemblages boulonnés industriels sont a priori dimensionnés de telle
sorte que le point B n’est pas atteint. Les boulons ne doivent en effet pas travailler en cisaillement.
L’étape de glissement macroscopique (c’est-à-dire le segment BC de la Figure 2.3a) nécessiterait
un cadre quasi-dynamique voire dynamique et n’entre donc pas dans le champ de notre étude.
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Extraction du saut de déplacement 
de la plaque sous écrou

Extraction du saut de déplacement 
de la plaque sous tête

(a) Domaines utilisés pour l’estimation de gT pour le modèle de référence

Extraction du déplacement moyen de la 
plaque pour le nœud 1 du connecteur

Extraction du déplacement moyen de la 
plaque pour le nœud 2 du connecteur

(b) Domaines utilisés pour l’estimation de gT pour le modèle connecteur

Figure 2.2 – Description des domaines utilisés pour la définition des sauts de déplacement normal
et tangentiel
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(a) Évolution du saut de déplacement gT en fonction du chargement dans la zone de fonctionnement normale
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Figure 2.3 – Approche phénoménologique d’un assemblage boulonné en configuration simple re-
couvrement soumis à un cycle de cisaillement
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Le paramètre essentiel qui gouverne cette phase de micro-glissement est la valeur de la pré-
charge initiale appliquée à l’assemblage. Ainsi, elle sera une donnée d’entrée du connecteur pour
rendre compte des phénomènes de frottement aux interfaces des éléments assemblés.

Notons que ces résultats sont analogues à l’approche expérimentale proposée par [de Crevoisier
et al., 2012] qui a été présentée dans le chapitre 1. En effet, une étude par corrélation d’images
et une implémentation numérique sous COFAST, qui est un logiciel permettant la simulation du
comportement d’assemblages de structures élastiques incluant des zone de contact et de frottement
[Champaney, 1996], mettent en évidence un cycle d’hystérésis en fonction du nombre de cycles
appliqués, comme illustré Figure 2.4. La courbe de comportement de l’assemblage se stabilise alors
sur un cycle d’hystérésis fermé et un glissement résiduel stabilisé au fur et à mesure du rodage au
cours des cycles, rendant compte ainsi du comportement élastique du segment AB de la Figure
2.3a. 23
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Fig. 5 Load vs. displacement jump for different cycles of the test on the reference (R) con-
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Figure 2.4 – Corrélation d’images pour un cycle charge/décharge pour une configuration en double
recouvrement selon [de Crevoisier et al., 2012]

1.1.2 Prise en compte de la plasticité dans le boulon

On se propose ensuite de mettre en évidence numériquement l’influence du comportement
élasto-plastique du boulon sur un cycle de charge-décharge. Pour cela, on utilise le même mo-
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dèle numérique d’assemblage boulonné élémentaire que celui présenté Figure 2.1, en rajoutant une
loi de comportement élasto-plastique pour le boulon.

Afin de pouvoir observer l’influence de la plasticité du boulon indépendamment des phéno-
mènes de frottement, plusieurs simulations avec différents paramètres de plasticité ont été réalisées.
Nous avons ainsi étudié trois modèles de comportement du boulon : un modèle élastique, un mo-
dèle élasto-plastique avec plasticité parfaite caractérisé par une limite d’élasticité σY , et un modèle
élasto-plastique avec écrouissage linéaire isotrope auquel on rajoute comme paramètre un module
d’écrouissage ET caractérisant l’évolution du domaine élastique.

En fonction de la valeur des paramètres, différents scénarios sont présentés ci-après. Les para-
mètres résumés dans le tableau 2.1 conduisent à différents états : le Scénario 1 (voir Figure 2.5a)
représente le cas où la limite d’élasticité σY est suffisamment faible pour entraîner une plastification
du boulon pendant la phase de précharge. La plastification du boulon pendant la phase d’adhésion
des éléments assemblés (voir Figure 2.5b) est présentée dans le Scénario 2. Enfin, une plastification
du boulon pendant la phase de micro-glissement, appelée Scénario 3, est présentée Figure 2.5c.

Il résulte de la Figure 2.5 que le modèle de plasticité choisi, ainsi que le matériau du boulon (et
donc les propriétés matériau qui définissent le domaine plastique) influent grandement sur le com-
portement global de l’assemblage. C’est pourquoi le modèle rhéologique du connecteur proposé
dans la Section 1.3 doit prendre en compte les différents phénomènes non-linéaires en parallèle les
uns des autres.

Scenario 1 : Précharge Modèle élastique Plasticité parfaite Écrouissage isotrope

Ebolt (GPa) 210 210 210
σy (MPa) - 400 400
ET (GPa) - - 2.1

Scenario 2 : Adhésion Modèle élastique Plasticité parfaite Écrouissage isotrope

Ebolt (GPa) 210 210 210
σy (MPa) - 550 550
ET (GPa) - - 2.1

Scenario 3 : Glissement Modèle élastique Plasticité parfaite Écrouissage isotrope

Ebolt (GPa) 210 210 210
σy (MPa) - 700 700
ET (GPa) - - 2.1

Table 2.1 – Paramètres matériau utilisés pour illustrer la plasticité du boulon dans les différents
scénarios

En fonction des paramètres géométriques et matériau, ainsi que des paramètres de conception
tels que les coefficients de frottements entre les pièces ou la précharge de l’assemblage, il est donc
montré que différents phénomènes non linéaires peuvent se produire indépendamment les uns des
autres. Ceux-ci ont un impact sur le comportement global de l’assemblage. On se propose alors de
mettre en place un modèle de connecteur prenant en compte ces différents phénomènes et basé sur
les simulations précédentes.
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Figure 2.5 – Évolution du saut de déplacement tangentiel gT en fonction du chargement appliqué
pour différentes valeurs des paramètres de la loi élastoplastique du boulon
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1.2 Hypothèses et choix de modélisation d’un modèle de connecteur à 2
noeuds

1.2.1 Rappels sur le connecteur issu du projet CARAB

Les choix de modélisation du connecteur proposés dans la suite s’inspirent du projet FUI CA-
RAB (Conception Avancée Robuste d’Assemblages Boulonnés) et du modèle de connecteur déve-
loppé dans les travaux de [Soulé de Lafont, 2017, Guidault et al., 2017] implémenté dans le logiciel
SAMCEF.

Les contributions proposées dans cette section sont multiples et peuvent être résumées de la
façon suivante :

— Les influences des phénomènes non-linéaires régissant le comportement mécanique de la
liaison ont été séparées. Un nouveau modèle rhéologique a ainsi été formulé dans la Section
1.3.1.

— La cinématique du connecteur des travaux de [Soulé de Lafont, 2017] conduisait à bloquer
par pénalisation les rotations relatives des nœuds maîtres du connecteur, ne permettant alors
pas de rendre compte du couplage entre la flexion et le cisaillement. Il n’était de plus pas
possible de traiter les sollicitations locales de torsion. Une cinématique de type poutre a alors
été proposée dans la Section 1.3.2 pour illustrer l’influence du boulon, et permet de rendre
compte de chargements plus complexes.

— Des non-linéarités ont ainsi pu être ajoutées au modèle, en traitant par exemple le caractère
élasto-plastique du boulon dans la Section 2.

— Les phénomènes de frottement sont traités en parallèle de ces non-linéarités et font l’objet de
la Section 3. Une stratégie d’identification adaptée a alors été formulée.

1.2.2 Modélisation proposée

La stratégie de modélisation du connecteur à partir du modèle EF précédent est présentée Figure
2.6. En particulier, les éléments essentiels d’un connecteur EF à 2 nœuds sont définis. Il comprend
des zones de couplage connectées aux nœuds maîtres, qui imposent des relations cinématiques
entre les degrés de liberté des nœuds des zones de couplage et ceux du nœud maître. Ces zones
de couplage modélisent les interactions entre la tête de vis et l’écrou avec les éléments assemblés.
Enfin, un connecteur relie les nœuds maîtres. Il prend en compte tous les phénomènes non linéaires
au voisinage de l’assemblage boulonné. Plus précisément, il prend la forme d’un élément utilisateur
qui calcule pour chaque itération du solveur global une matrice tangente et un résidu en fonction
de l’état du boulon et des interfaces frottantes.

Le comportement normal du connecteur (dans l’axe du boulon) prend en compte la précharge
de l’assemblage. Le comportement dans le plan normal de l’axe du connecteur (désigné par le
comportement tangentiel dans ce qui suit) reflète la rigidité à la flexion du boulon et son compor-
tement sollicité en cisaillement, ainsi que les phénomènes de frottement à l’interface des plaques
assemblées. Parallèlement à ces phénomènes, un comportement poutre de type Timoshenko élasto-
plastique avec un écrouissage isotrope est choisi. Le choix d’un écrouissage isotrope se justifie par
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Remplacement du boulon

ConnecteurCouplages 
cinématiques

Nœuds 
maîtres

Figure 2.6 – Remplacement d’un boulon par un modèle de connecteur à deux nœuds associé à des
couplages cinématiques

la courbe de comportement du modèle 3D présenté Figure 2.3a. Le cadre de la théorie de Timo-
shenko a été adopté suite au faible élancement de la poutre modélisée, puisque le diamètre de la

section n’est pas négligeable devant sa longueur(
L
D
< 10). De plus, les contraintes normales étant

prédominantes devant les contraintes de cisaillement notamment à cause de l’instauration de la pré-
charge, le critère de plasticité, détaillé dans la Section 2, ne fait intervenir que l’effort normal, les
deux moments de flexion et le moment de torsion.

Les choix de modélisation et les principales hypothèses sont les suivants :

— Dans la modélisation dite connecteur de la Figure 2.6, les phénomènes de frottement sont
traités uniquement dans l’élément utilisateur. Des conditions de contact sans frottement sont
donc utilisées à l’interface des éléments assemblés au lieu du contact frottant de la Figure
2.1. Cette hypothèse est basée sur l’étude de la taille de la zone de contact et de la répartition
des efforts normaux dans cette zone, qui montre que les effets du frottement sont localisés
à proximité de la zone boulonnée, et sont donc bien pris en compte dans la modélisation
dite connecteur. Pour conforter cette hypothèse, on présente Figure 2.7a la répartition des
contraintes normales à l’interface des éléments assemblés suite à l’instauration de la pré-
charge en accord avec les travaux de [Rötscher, 1927], et Figure 2.7b la même quantité suite
à un chargement tangentiel. La répartition des contraintes tangentielles est étudiée de façon
analogue sur les Figures 2.7c et 2.7d, et valide ainsi l’hypothèse d’une localisation des phé-
nomènes de frottement au voisinage de la liaison boulonnée. L’intégration numérique de ces
phénomènes est proposée dans la Section 3.

— Les interactions entre la tête de vis et l’écrou avec les éléments assemblés sont modélisées par
des couplages cinématiques grâce aux fonctionnalités classiques disponibles dans les logi-
ciels d’éléments finis existants : au sens moyen avec un Distributing Coupling ou de manière
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plus rigide avec un Multi-Point Constraints dans ABAQUS [Abaqus-Analysis-User’s-Guide,
2016].

— Le comportement du boulon est assimilé au comportement d’une poutre de Timoshenko élas-
toplastique avec un écrouissage isotrope linéaire. Les paramètres régissant l’évolution plas-
tique seront donc déterminés directement à partir des paramètres matériau du boulon. Le
détail de l’intégration de la loi de l’élastoplastique est spécifié dans la Section 2.

A : Initial configuration B : Elastic slip

C : Bolt-hole contact D : Unload

CPRESS

+0.000e+00
+1.542e+01
+3.083e+01
+4.625e+01
+6.167e+01
+7.708e+01
+9.250e+01
+1.079e+02
+1.233e+02
+1.388e+02
+1.542e+02
+1.696e+02
+1.850e+02
+2.242e+02

CPRESS

+0.000e+00
+2.750e+01
+5.500e+01
+8.250e+01
+1.100e+02
+1.375e+02
+1.650e+02
+1.925e+02
+2.200e+02
+2.475e+02
+2.750e+02
+3.025e+02
+3.300e+02
+3.623e+02

CPRESS

+0.000e+00
+5.000e+01
+1.000e+02
+1.500e+02
+2.000e+02
+2.500e+02
+3.000e+02
+3.500e+02
+4.000e+02
+4.500e+02
+5.000e+02
+5.500e+02
+6.000e+02
+8.235e+02

CPRESS

+0.000e+00
+2.500e+01
+5.000e+01
+7.500e+01
+1.000e+02
+1.250e+02
+1.500e+02
+1.750e+02
+2.000e+02
+2.250e+02
+2.500e+02
+2.750e+02
+3.000e+02
+4.418e+02

(a) Répartition des contraintes normales suite à l’instaura-
tion de la précharge
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(b) Répartition des contraintes normales après un charge-
ment tangentiel
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(c) Répartition des contraintes tangentielles suite à l’instau-
ration de la précharge
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(d) Répartition des contraintes tangentielles après un char-
gement tangentiel

Figure 2.7 – Mise en évidence de la localisation des phénomènes de frottement à l’interface des
éléments assemblés
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1.3 Modèle rhéologique du connecteur

1.3.1 Séparation des phénomènes

Dans la suite de ces travaux, les vecteurs seront notés en caractère gras. De plus, une quantité
a évaluée à l’incrément de temps n sera symbolisée par a(n). De même, une quantité ai sera notée
ai,(n).

Selon les hypothèses de la Section 1.2, le comportement global du connecteur peut donc être
interprété comme deux phénomènes traités en parallèle, et indépendamment l’un de l’autre. La Fi-
gure 2.8 propose ainsi un modèle rhéologique du connecteur, en présentant la configuration initiale
et la configuration déformée du connecteur. Ainsi, les déplacements u1 (resp. u2 ) et rotations θ1

(resp. θ2) du nœud maître 1 (resp. 2) sont calculés à partir de la détermination du comportement de
l’interface frottante et du boulon symbolisé par une poutre de Timoshenko non-linéaire.

1

2

1

2

(x2,(0),Φ2,(0))

(x2,Φ2)

n(0) =
x2,(0) � x1,(0)

kx2,(0) � x1,(0)k
n = n(0)

u1, θ1 tcT
fs

Interface frottante

(x1,(0),Φ1,(0)) 

Configuration initiale

(x1,Φ1) 

Configuration courante

Poutre de Timoshenko 
non-linéaire

u2, θ2

Figure 2.8 – Modèle rhéologique du comportement tangentiel du connecteur et séparation des
phénomènes

La définition de n permet de traiter les 2 phénomènes présentés dans la Figure 2.8 indépen-
damment l’un de l’autre. Le traitement du problème de l’interface frottante dans le plan normal à
n, ainsi que l’identification des paramètres caractéristiques illustrant ce phénomène sont détaillés
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dans [Verwaerde et al., 2020]. L’hypothèse des petites perturbations permet d’écrire que la normale
n reste identique pendant tout le chargement, c’est-à-dire que n = n(0). En dehors de ce cadre, et
notamment dans le cadre des grandes rotations, la normale n devrait alors être mise à jour en fonc-
tion des incréments des déplacements et des rotations des nœuds maîtres, et n’est pas étudiée dans
ces travaux.

1.3.2 Définition des sauts de déplacement normal et tangentiel

En reprenant les notations de la Figure 2.8, l’emplacement (ou la position) d’un des nœuds
maîtres dans la configuration courante x1 (resp. x2) est obtenu en ajoutant le déplacement u1 (resp.
u2) à la position initiale x1,(0) (resp. x2,(0)) du nœud maître :

x1 = x1,(0) + u1 et x2 = x2,(0) + u2. (2.1)

Les rotations des nœuds maitres sont obtenues de la même façon en ajoutant les incréments de
rotation respectifs, à savoir que :

Φ1 = Φ1,(0) + θ1 et Φ2 = Φ2,(0) + θ2. (2.2)

Conformément aux hypothèses énoncées dans la Section 1.2, la direction normale n est définie
sous l’hypothèse des petites perturbations à partir des coordonnées initiales des nœuds maîtres par :

n ≈ n(0) =
x2,(0) − x1,(0)∥∥∥x2,(0) − x1,(0)

∥∥∥ . (2.3)

La donnée de la normale n permet alors naturellement de définir les sauts de déplacement
normal et tangentiel. Le saut de déplacement global g par rapport à la configuration initiale est en
effet décomposé en une composante normale notée gN et une composante tangentielle notée gT en
utilisant la direction normale de contact n par

g = u2 − u1 = gN + gT , (2.4)

avec gN = gN n et gT · n = 0.
Ainsi, en introduisant le projecteur dans le plan tangent local Π(·) = (I − n ⊗ n)(·), les sauts de

déplacements normal et tangentiel s’écrivent en fonction de n par :
gN = (x2 − x1) · n − gN,(0)

≈ (u2 − u1) · n(0)

gT = Π (x2 − x1) = (I − n ⊗ n) (x2 − x1)
≈ (I − n(0) ⊗ n(0)) (u2 − u1)

(2.5)

où I correspond à la matrice d’identité.
Pour rappel, le comportement normal du connecteur n’est influencé, hors précharge, que par

la poutre de Timoshenko non-linéaire, alors que la partie tangentielle est calculée en prenant en
compte à la fois le comportement de la poutre et celui de l’interface frottante.

Les sections suivantes se proposent ainsi d’expliciter l’intégration des lois de comportement
permettant d’obtenir l’expression des efforts intérieurs dans le connecteur à chaque pas de temps
en fonction des paramètres du modèle et du saut de déplacement g.
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2 Modèle de comportement élastoplastique du boulon
L’objectif de cette section est d’introduire les phénomènes de plasticité dans le boulon. Pour

rappel, ce dernier est représenté par un modèle poutre de type Timoshenko. À partir des sauts de
déplacement introduits dans la Section 1.3.2, un critère de plasticité 1 est proposé sur la base des
quantités limites de traction/compression, de flexion et de torsion de la poutre. Les fonctions choi-
sies permettent notamment une plastification progressive de la section pour une poutre contrainte
en flexion.

2.1 Relation de comportement élastoplastique avec écrouissage isotrope
La relation de comportement de la poutre relie le vecteur des contraintes généralisées de la

poutre noté tbolt au vecteur des déformation généralisées ε et sa partie plastique εp par

tbolt = Hbolt · (ε − εp) (2.6)

où Hbolt est défini selon (2.7).
Dans la suite de l’étude, on suppose que les contraintes généralisées nécessaires à décrire le

phénomène de plasticité sont la contrainte normale N, les deux moments de flexion M f y et M f z et le
moment de torsion Mx. Cela correspond à un phénomène de flexion pure. Les termes de l’équation
(2.6) sont alors écrits selon (2.7), comme un élément de poutre classique de type Timoshenko (voir
Annexe A). L’hypothèse de flexion pure amène à la nullité des 2 derniers termes de εp de l’équation
(2.7).

tbolt =



N
M f y

M f z

Mx

Ty

Tz


Hbolt =



ES 0 0 0 0 0
0 EIy 0 0 0 0
0 0 EIz 0 0 0
0 0 0 GC 0 0
0 0 0 0 kyS G 0
0 0 0 0 0 kzS G


ε =



εx =
∂u
∂x

χy =
∂θy

∂x
χz =

∂θz

∂x
χx =

∂θx

∂x
εy =

∂uy

∂x
− θz

εz =
∂uz

∂x
+ θy



εp =



ε p
x
χp

y
χp

z
χp

x
0
0


(2.7)

Les termes contenus dans la matrice H représentent le comportement poutre : E représente le
module d’Young du matériau, S sa section, Iy et Iz les moments quadratiques de flexion par rapport

aux axes y et z, G =
E

2 (1 + ν)
le module de cisaillement, C la constante de torsion, et ky et kz les

coefficients de correction du cisaillement.
Le critère de plasticité P définissant la surface d’élasticité dépend des contraintes généralisées

tbolt, et de variables internes caractérisant la plasticité.

1. Documentation Code_Aster, Plasticité dans les poutres
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2.2 Fonction seuil et plastification progressive
La fonction seuil est basée sur un effort de traction limite Np, des moments de flexion limites

Mpy et Mpz et un moment de torsion limite Mpx dépendant uniquement de la géométrie de la section
et du matériau utilisé. Ce choix de modélisation s’explique par le fait que les contraintes normales
sont beaucoup plus importantes que les contraintes de cisaillement suite à l’instauration d’une
précharge, et il a donc été choisi par simplicité de ne pas faire intervenir les efforts tranchants Ty et
Tz dans le critère de plasticité.

Pour une section en traction pure ou en torsion pure, il n’y a pas de plastification progressive :
la section est soit entièrement élastique, soit entièrement plastique. En revanche, le critère de plasti-
cité proposé permet une plastification progressive dans une section pour une sollicitation de flexion
pure. La première plastification en flexion se produit sous une sollicitation égale à Mey (respective-
ment Mez) jusqu’à une plastification totale pour un moment de flexion égal à Mpy (respectivement
Mpz).

Pour une poutre de section circulaire de surface S , de rayon R et constituée d’un matériau à
limite élastique σY , les valeurs caractéristiques sont simplement exprimées en utilisant les quantités
poutre comme dans (2.8) :

Np = SσY Mey =
IyσY

R
Mpy = ϕMey Mez =

IzσY

R
Mpz = ϕMez Mpx = CσY

(2.8)
Le terme ϕ est appelé facteur de forme plastique et ne dépend que de la forme de la section de

la poutre [Guo, 1987]. Dans le cas d’une section circulaire, il vaut
16
3π

.
Preuve : Pour une poutre sollicitée en flexion pure, la contrainte varie de manière linéaire dans

une section selon la relation
σxx = −

M f z

Iz
· y (2.9)

La section commence à plastifier lorsque la contrainte à l’extrémité de la section (donc pour y = R
dans le cas d’une section circulaire) atteint la valeur limite σY , c’est-à-dire qu’en valeur absolue,
on a

σY =
Mez

Iz
· R (2.10)

soit

Mez =
σY Iz

R
=
σYπR4

4R
=
σYπR3

4
(2.11)

De plus, la section est totalement plastifiée lorsque :
— σxx(y) = σY pour −R ≤ y ≤ 0
— σxx(y) = −σY pour 0 ≤ y ≤ R

or
M f z =

∫
S
σxx(y)ydS (2.12)

donc par symétrie,

Mpz = 2
∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0
σYrsin(θ)rdθdr = −

4
3
σYR3 (2.13)
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Il vient alors en valeur absolue
Mpz

Mez
= ϕ =

16
3π

qui ne dépend que des caractéristiques géomé-

triques de la section.
L’écrouissage isotrope est caractérisé par la fonction R(p), seuil d’écoulement actuel exprimé

comme un effort généralisé qui dépend de la variable interne p qui caractérise la plasticité cumulée.
Un écrouissage isotrope linéaire est choisi, de sorte que

R(p) = S (σy + Hp) (2.14)

Le terme H de l’équation 2.14 est défini comme le module d’écrouissage. Il est constant dans
le cas d’un écrouissage linéaire.

Afin d’illustrer le caractère progressif de la plastification de la poutre sous une sollicitation de
flexion, on introduit les fonctions Ay (resp. Az) qui dépendent des courbures plastiques cumulées
ρy = |χ

p
y | (resp. ρz = |χ

p
z |) selon (2.15) (resp. (2.16)). Ces deux variables internes sont introduites

pour assurer la monotonie des fonctions Ay et Az, et donc une évolution positive de la plastification
dans la section pour un chargement monotone.

Les fonctions Ay et Az doivent donc illustrer le caractère progressif de la première plastification
à la plastification totale de la section. Elles doivent donc dépendre du moment de flexion où appa-

raît la première plastification Mey =
IyσY

R
, et du moment de flexion limite où toute la section est

plastifiée Mpy = ϕMey. Cette dépendance n’est pas linéaire, mais s’exprime à l’aide des paramètres
αy et βy (respectivement αz et βz) selon les équations (2.15) et (2.16).

Ay(ρy) =

ρ
αy
y

M2
py

+
βy

M2
ey

ρ
αy
y + βy

(2.15)

Az(ρz) =

ρ
αz
z

M2
pz

+
βz

M2
ez

ρ
αz
z + βz

(2.16)

Les paramètres αy, βy, αz et βz n’ont pas d’expression analytique. La détermination de leur va-
leur fait l’objet d’un travail particulier dans le chapitre 4. Notons que le cas βy = βz = 0 corres-
pond à la situation où la plastification n’est pas progressive, et où elle intervient uniquement pour
M f y = Mpy.

La fonction seuil P(tbolt, ρy, ρz, p) caractérisant la plasticité est obtenue selon l’équation 2.18 en
comparant l’effort généralisé F(tbolt, ρy, ρz) à la fonction d’écrouissage R(p) [Guo, 1987].

P(tbolt, ρy, ρz, p) = F
(
tbolt, ρy, ρz

)
− R(p) (2.17)

= Np

√(
N
Np

)2

+ Ay(ρy)M f y
2 + Az(ρz)M f z

2 +

(
Mx

Mpx

)2

− R(p) (2.18)

La plasticité choisie est de type associée, ce qui signifie que P = 0 définit à la fois la surface de
charge et la surface permettant de définir l’écoulement plastique. On supposera pour l’écoulement
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la loi de normalité et le principe de Hill, qui impliquent que le vecteur des vitesses de déformation
plastique généralisé ε̇p est normal à la surface de charge (voir équation 2.21).

Au bilan, les équations qui régissent l’évolution de la plasticité peuvent alors s’écrire comme
suit :

— le comportement élastique

tbolt = H · (ε − εp) (2.19)

— la définition du domaine élastique

P(tbolt, ρy, ρz, p) = Np

√(
N
Np

)2

+ Ay(ρy)M f y
2 + Az(ρz)M f z

2 +

(
Mx

Mpx

)2

− R(p) (2.20)

— la loi d’écoulement plastique

ε̇p = λ
∂P
∂tbolt (2.21)

ṗ = λ (2.22)
ρ̇y = |χ̇p

y | (2.23)

ρ̇z = |χ̇p
z | (2.24)

— les conditions de complémentarité (ou conditions de Kuhn-Tucker)

λ ≥ 0 ; P(tbolt, ρy, ρz, p) ≤ 0 ; λ · P(tbolt, ρy, ρz, p) = 0 (2.25)

— la condition de cohérence

λ · Ṗ(tbolt, ρy, ρz, p) = 0 si P(tbolt, ρy, ρz, p) = 0 (2.26)

Le multiplicateur plastique λ représente l’amplitude de la variation (ou vitesse) de déforma-
tion plastique cumulée à chaque incrément. Il est obtenu à l’aide d’un algorithme de retour radial,
détaillé dans l’annexe B.

2.3 Intégration numérique

Cette section présente le calcul des contraintes généralisées à partir d’un incrément de défor-
mations généralisées, en utilisant un schéma implicite d’Euler. Il s’appuie sur la détermination du
multiplicateur plastique λ dans (2.21).
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2.3.1 Définition d’une direction d’écoulement

Afin d’obtenir une expression de la direction d’écoulement dépendant des efforts généralisés,
on introduit la matrice A(ρy, ρz) telle que :

A(ρy, ρz) =



1 0 0 0 0 0
0 Np

√
A(ρy) 0 0 0 0

0 0 Np

√
A(ρz) 0 0 0

0 0 0
Np

Mpx
0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(2.27)

En notant A.tbolt = t̂bolt de telle sorte que F(tbolt, ρy, ρz) =
∥∥∥̂tbolt

∥∥∥, le critère de plasticité s’écrit
alors plus simplement

P(tbolt, ρy, ρz, p) =
∥∥∥̂tbolt

∥∥∥ − R(p) (2.28)

De plus, on peut montrer que

∂P
∂tbolt =

∂
∥∥∥̂tbolt

∥∥∥
∂tbolt =

∂
∥∥∥A.tbolt

∥∥∥
∂tbolt = A

t̂bolt∥∥∥̂tbolt
∥∥∥ (2.29)

Enfin, en notant finalement n =
t̂bolt∥∥∥̂tbolt

∥∥∥ la direction d’écoulement plastique, on obtient

∂P
∂tbolt = A · n (2.30)

2.3.2 État trial et résolution par une méthode de type Newton-sécant

L’intégration sur l’élément est réalisée à l’aide de 3 points de Gauss. Pour chaque point de
Gauss i (avec i ∈ [1, 3]), les contraintes généralisées tbolt

i,(n+1) sont ainsi évaluées à partir du vecteur
de déplacement nodal de l’élément.

Il est proposé d’effectuer une prédiction élastique et d’écrire l’état dit trial associé, en supposant
que l’incrément de déformation considéré reste élastique, c’est-à-dire

tbolt,tr
i,(n+1) = tbolt

i,(n) + H∆εi (2.31)

= H(εi,(n+1) − ε
p
i,(n)) (2.32)

La mise à jour du vecteur de contraintes généralisées tbolt
i,(n+1) est alors réalisée à partir de tbolt,tr

i,(n+1).
Les valeurs de ∆pi, ∆ρy,i et ∆ρz,i pour chaque point de Gauss sont alors calculées respectivement
grâce à une triple recherche de zéros par Newton sécant des fonctions scalaires f (∆pi), g(∆ρy,i) et
h(∆ρz,i) détaillées dans l’Annexe B.

La résolution de ce système conclut l’intégration locale en un point de Gauss en obtenant les
valeurs de ∆pi, ∆ρy,i et ∆ρz,i pour l’incrément de déformation généralisé considéré.
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2.4 Module tangent élastoplastique
On peut enfin déterminer l’opérateur tangent élasto-plastique associé Hbolt,ep

i en chaque point de
Gauss, ce qui consiste à relier ṫbolt

i à ε̇i.
Dans le cas élastique, la relation s’écrit simplement

ṫbolt
i = Hboltε̇i. (2.33)

Cette relation n’est plus exacte dans le cas où l’incrément de déformation est plastique. En
outre, en différenciant la condition de cohérence (équation 2.26), il vient

∂P
∂tbolt ṫ

bolt +
∂P
∂ρy

ρ̇y +
∂P
∂ρz

ρ̇z +
∂P
∂p

ṗ = 0 (2.34)

soit
∂P
∂tbolt ṫ

bolt +
∂P
∂ρy
|χ̇y| +

∂P
∂ρz
|χ̇z| +

∂P
∂p

ṗ = 0 (2.35)

ou encore
∂P
∂tbolt ṫ

bolt +
∂P
∂ρy

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f y

∣∣∣∣∣∣ṗ +
∂P
∂ρz

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f z

∣∣∣∣∣∣ ṗ − ∂R
∂p

ṗ = 0 (2.36)

et donc
∂P
∂tboltH

bolt

(
ε̇ − ṗ

∂P
∂tbolt

)
+
∂P
∂ρy

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f y

∣∣∣∣∣∣ṗ +
∂P
∂ρz

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f z

∣∣∣∣∣∣ ṗ − ∂R
∂p

ṗ = 0 (2.37)

ce qui amène à l’expression de ṗ :

ṗ =

∂P
∂tboltH

boltε̇

∂P
∂tboltH

bolt ∂P
∂tbolt −

∂P
∂ρy

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f y

∣∣∣∣∣∣ − ∂P
∂ρz

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f z

∣∣∣∣∣∣ +
∂R
∂p

(2.38)

L’expression de l’opérateur tangent élasto-plastique est alors obtenue en écrivant

ṫbolt = Hbolt.(ε̇ − ε̇p) (2.39)

= Hbolt.(ε̇ − ṗ
∂P
∂tbolt ) (2.40)

= Hbolt.

Id −
∂P
∂tbolt ⊗

∂P
∂tbolt

∂P
∂tboltH

bolt ∂P
∂tbolt −

∂P
∂ρy

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f y

∣∣∣∣∣∣ − ∂P
∂ρz

∣∣∣∣∣∣ ∂P
∂M f z

∣∣∣∣∣∣ +
∂R
∂p

Hbolt

 ε̇ (2.41)

En remplaçant les dérivées partielles par leur expression analytique dans le cas de la fonction
seuil (2.20) et d’un écrouissage linéaire (2.14), on obtient finalement :
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ṫbolt = Hbolt.

Id −
AT nnTA

nTAHboltAT n −
N2

pM2
f yA′y(ρy)

2F

∣∣∣∣∣∣N2
pAy(ρy)M f y

F

∣∣∣∣∣∣ − N2
pM2

f zA
′
(ρz)

2F

∣∣∣∣∣∣N2
pAz(ρz)M f z

F

∣∣∣∣∣∣ + S H

Hbolt

 ε̇
(2.42)

ce qui amène donc à l’expression de l’opérateur tangent élasto-plastique Hep, qui dépend des
variables internes dans le cas d’un incrément plastique :

Hbolt,ep = Hbolt.

Id −
AT nnTA

nTAHboltAT n −
N2

pM2
f yA′y(ρy)

2F

∣∣∣∣∣∣N2
pAy(ρy)M f y

F

∣∣∣∣∣∣ − N2
pM2

f zA
′
(ρz)

2F

∣∣∣∣∣∣N2
pAz(ρz)M f z

F

∣∣∣∣∣∣ + S H

Hbolt


(2.43)

L’expression de la matrice tangente, qui conclut l’implémentation de la loi élasto-plastique dans
un code EF industriel, est alors obtenue à l’aide de l’opérateur tangent élasto-plastique Hbolt,ep, et
est détaillée dans le chapitre 3.

3 Prise en compte du frottement à l’interface des éléments as-
semblés

Afin de réduire le temps de calcul du modèle connecteur par rapport au modèle 3D, le connec-
teur doit être capable de représenter les phénomènes de contact frottant entre les éléments assem-
blés, et leur influence sur le comportement global de l’assemblage. Cela permet alors d’introduire
des conditions de contact sans frottement dans le reste du modèle. On présente ainsi la modélisa-
tion retenue, qui permet de considérer indépendamment la loi de comportement élasto-plastique du
boulon et le traitement du contact frottant.

3.1 Analogie avec une loi de comportement élasto-plastique
Pour rappel, la modélisation retenue propose, dans le cadre des petites perturbations, de ne

considérer les phénomènes de frottement que dans le plan normal à l’axe du boulon. Suite à l’étude
phénoménologique d’un assemblage boulonné élémentaire réalisée dans la Section 1, la modélisa-
tion retenue pour l’interface frottante est celle d’un opérateur non-linéaire reliant le saut de déplace-
ment tangentiel à l’effort tangent, et dépendant de la direction de chargement tangente. L’approche
phénoménologique présente deux états différents lorsque l’assemblage est soumis à une charge de
cisaillement. Lorsque la précharge reste suffisamment importante par rapport à la charge externe,
il se produit un état dit adhérent, où il n’y a pas de glissement entre les éléments assemblés. En
revanche, lorsque les charges résultant des phénomènes de frottement à l’interface ne sont plus suf-
fisamment importantes pour contrebalancer la charge externe, un état de glissement se produit, où
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seul le boulon contribue au comportement global de l’ensemble. La formulation des phénomènes
de frottement doit donc être capable de rendre compte de ces états. On propose ainsi l’introduction
d’une fonction seuil fs à partir duquel se produit la transition de l’état adhérent à l’état glissant,
dépendant donc de la résultante des forces de contact pN , d’un coefficient de frottement µ et de
la force tangentielle interne notée tint

T . Cette dernière est directement liée au saut de déplacement
tangentiel dû à l’interface frottante gT défini en Section 1.3.2.

Les équations de comportement régissant les phénomènes de frottement peuvent être formulées
au sein d’un algorithme de retour radial. Ces approches ont notamment été examinées par [Mi-
chalowski and Mroz, 1978, Curnier, 1987]. Dans le cas de la plasticité non-associée, par exemple
pour des écrouissages non-linéaires, le traitement des interfaces frottantes a été étudié par [Wrig-
gers, 1987, Laursen and Simo, 1993]. Ces approches ont pour point commun de séparer le saut de
déplacement des interfaces en une partie élastique (ou adhérente), et une partie non-linéaire (ou
glissante). Dans notre cas, nous avons retenu un modèle de frottement de type Coulomb s’appuyant
sur les travaux de [Wriggers, 2002, Soulé de Lafont, 2017], permettant d’obtenir une expression
explicite du multiplicateur plastique (et donc de la partie non-linéaire du saut de déplacement),
s’affranchissant ainsi d’itérations coûteuses en terme de temps de calcul.

3.2 Formulation de la fonction seuil
Les travaux de [Wriggers, 2002] (voir Figure 2.9) montrent qu’une fois le seuil d’effort tangen-

tiel atteint, on peut décrire plusieurs mécanismes de frottement. Un adoucissement (cas (1) de la
Figure 2.9) peut ainsi être envisagé, en prenant en compte par exemple le fait que le coefficient de
frottement dynamique est plus faible que le coefficient de frottement statique. Un écrouissage (cas
(2) de la Figure 2.9) peut également être décrit. Dans les 2 cas, ces phénomènes sont interprétés par
la décomposition du glissement tangentiel de l’interface gT en une partie linéaire (ou adhérente)
gint,e

T et une partie non-linéaire (ou glissante) gint,s
T , de telle sorte qu’on écrit

gT = gint,e
T + gint,s

T (2.44)

Le modèle retenu pour décrire la partie élastique est une relation élastique linéaire isotrope, qui
amène à introduire une raideur d’interface cT telle que

tint
T = cT gint,e

T . (2.45)

La partie non-linéaire du glissement tangentiel gint,s
T est déterminée par une équation d’évolu-

tion qui peut être formulée en utilisant des concepts standards de la théorie de l’élasto-plasticité
[Lemaitre and Chaboche, 1990].

Pour la loi de Coulomb classique utilisée dans ces travaux, la fonction de seuil fs de (2.46) peut
être utilisée et définit le domaine élastique pour une résultante des efforts normaux pN donnée.

fs(tint
T ) =

∥∥∥tint
T

∥∥∥ − µ pN 6 0 (2.46)

L’expression de pN pourrait être obtenue en intégrant la pression de contact sur les éléments
de contact situés à l’interface entre les éléments assemblés à proximité. Par souci de simplicité,

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés



68 Modèles et lois de comportement retenus

Figure 2.9 – Comportement adoucissant (1) et avec écrouissage (2) pour le frottement selon [Wrig-
gers, 2002]

la résultante des efforts de contact est estimée à partir du saut de déplacement normal des nœuds
maîtres gN comme défini dans l’Annexe C.

L’équation permettant de déterminer l’évolution du glissement de l’interface gint,s
T peut alors

être énoncée d’une façon analogue à une loi de comportement élasto-plastique en introduisant un
multiplicateur plastique λ, et une direction plastique d’écoulement nT sous la forme

ġint,s
T = λ

∂ fs(tint
T )

∂tint
T

= λnT avec nT =
tint
T∥∥∥tint
T

∥∥∥ (2.47)

En outre, les conditions de Kuhn-Tucker doivent être satisfaites, ce qui signifie que

λ ≥ 0, fs(tint
T ) ≤ 0, λ · fs(tint

T ) = 0. (2.48)

Le paramètre λ représente l’amplitude de la variation (ou vitesse) de déformation plastique
cumulée à chaque incrément. Son obtention est précisée en Section 3.3.

3.3 Intégration locale et module tangent

L’intégration locale des lois de comportement exprimées dans la Section 3.2 consiste à déter-
miner, à partir d’un incrément de saut de déplacement tangentiel de l’interface gint

T,(n+1) = gint
T,(n) +

∆gint
T,(n+1), une expression de la contrainte tangentielle tint

T,(n+1). Ainsi, cette dernière est mise à jour à
partir d’une prédiction élastique et de l’état trial associé. L’intégration de l’équation d’évolution du
glissement plastique est alors effectuée selon [Wriggers, 2002].
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Dans le cas où l’on utilise un schéma de type Euler implicite pour approximer l’équation d’évo-
lution (2.47), on obtient :

gint,s
T,(n+1) = gint,s

T,(n) + ∆λnT,(n+1) (2.49)

avec

nT,(n+1) =
tint
T,(n+1)∥∥∥tint
T,(n+1)

∥∥∥ (2.50)

Avec les arguments standards concernant les schémas de projection [Simo and Taylor, 1985], il
vient en reportant l’équation (2.49) dans (2.45) :

tint,tr
T,(n+1) = cT

(
gT,(n+1) − gint,s

T,(n)

)
(2.51)

= cT

(
gT,(n+1) − gint,s

T,(n+1) + ∆λnT,(n+1)

)
(2.52)

= tT,(n+1) + ∆λ cT nT,(n+1) (2.53)

En remplaçant tT,(n+1) par son expression issue de (2.50), on obtient

tint,tr
T,(n+1) =

∥∥∥tint
T,(n+1)

∥∥∥ · nT,(n+1) + ∆λ cT nT,(n+1) (2.54)

soit

tint,tr
T,(n+1) =

(∥∥∥tint
T,(n+1)

∥∥∥ + ∆λ cT

)
nT,(n+1) (2.55)

L’égalité en norme et en direction des membres de droite et de gauche de l’équation (2.55)
amène alors au système d’équations suivant∥∥∥tint,tr

T,(n+1)

∥∥∥ =
∥∥∥tint

T,(n+1)

∥∥∥ + ∆λ cT (2.56)

nT,(n+1) = ntr
T,(n+1) avec ntr

T,(n+1) =
tint,tr
T,(n+1)∥∥∥tint,tr
T,(n+1)

∥∥∥ (2.57)

Dans le cas du frottement de Coulomb, les conditions de cohérence permettent d’écrire que si
λ > 0, alors

fs(tint
T,(n+1)) =

∥∥∥tint
T,(n+1)

∥∥∥ − µ pN,(n+1) = 0 (2.58)

où pN,(n+1) représente la résultante des actions de contact normales évaluée à l’incrément (n + 1)
(voir Annexe C).

En reportant cette expression dans (2.56), on obtient une expression explicite du multiplicateur
plastique ∆λ :

∆λ =
1
cT

(∥∥∥tint,tr
T,(n+1)

∥∥∥ − µpN,(n+1)

)
(2.59)

Une fois l’obtention du paramètre ∆λ, on met à jour la partie non-linéaire du glissement tan-
gentiel à l’aide de l’équation (2.49), et le vecteur tint

T,(n+1) est ensuite obtenu à l’aide de (2.45).
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La projection de la contrainte tangentielle triale tint,tr
T,(n+1) qui ne remplit pas les conditions de

glissement est graphiquement représentée Figure 2.10 pour un cas 2D. La quantité de tint,tr
T,(n+1) qui

excède le chargement tangentiel autorisé par la loi de Coulomb, soit µpN,(n+1), est projetée sur la
surface de charge. De plus, on estime d’une façon similaire l’augmentation de la quantité gint,s

T,(n+1)
correspondant à la partie anélastique du saut de déplacement tangentiel.

tT

gT

gs
T,(n+1)

gs
T,(n)

ttr
T,(n+1)

tT,(n+1)

∥ttr
T,(n+1)∥ − µ pN,(n+1)

Figure 2.10 – Projection de l’effort trial sur la surface de charge

Déterminons maintenant l’expression du module tangent, c’est-à-dire la relation entre ṫint
T et ġint

T
Pour cela, on considère la surface seuil décrite dans l’équation (2.46) :

fs(tint
T , pN) =

∥∥∥tint
T

∥∥∥ − µpN (2.60)

En dérivant cette équation par rapport au temps, il vient :

ḟs(tint
T , pN) =

∂ fs

∂tint
T

ṫint
T +

∂ fs

∂pN
ṗN

=
∂ fs

∂tint
T

cT

(
ġT − ġint,s

T

)
+
∂ fs

∂pN
ṗN

=
∂ fs

∂tint
T

cT

(
ġT − λ

∂ fs(tint
T )

∂tint
T

)
+
∂ fs

∂pN
ṗN

(2.61)
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La condition de cohérence "λ ḟs(tint
T , pN) = 0 si fs(tint

T , pN) = 0" permet alors de déterminer λ :

λ =

cT
∂ fs

∂tint
T

ġT +
∂ fs

∂pN
ṗN

cT
∂ fs

∂tint
T

∂ fs

∂tint
T

(2.62)

Puisque ġint,s
T = λ

∂ fs(tint
T )

∂tint
T

= λnT on déduit que :

λ =

cT nT
T ġT +

∂ fs

∂pN
ṗN

cT nT
T · nT

=

cT nT
T ġT +

∂ fs

∂pN
ṗN

cT
(2.63)

Pour un modèle de frottement de type Coulomb, il vient ainsi :

λ =
cT nT

T ġT − µ ṗN

cT
(2.64)

Cela amène à l’expression de ṫint
T en fonction de ġT et ġN :

ṫint
T = cT

(
ġT − ġint,s

T

)
= cT ġT − cT λnT

= cT ġT −
cT nT

(
cT nT

T ġT

)
− µ cT ṗN nT

cT
= cT (I − nT ⊗ nT ) ġT + µ cN sign (gN) ġN nT

(2.65)

où nT =
tint
T∥∥∥tint
T

∥∥∥ . Pour rappel, l’expression de pN est obtenue à l’aide de l’Annexe C. De plus, on

notera que sign(gN) = −1, car l’inverse correspondrait à un décollement des éléments assemblés,
et donc il n’y aurait plus de phénomènes de frottement.

Il est alors intéressant de noter que l’on observe un comportement élastique dans les directions
normales à la vitesse de glissement tangentielle nT , car (I − nT ⊗ nT ) est le projecteur dans le plan
normal à nT , et qu’il n’y a pas de rigidité dans la direction nT . La tendance est alors au glissement
libre dans cette direction et on se situe sur le seuil plastique. La composante de ṫint

T dans la direction
nT est alors nulle, sauf si l’effort de contact µ cN sign (gN) ġN nT évolue.

On remarquera aussi que le deuxième terme de l’équation (2.65), reliant ṫint
T au saut de dépla-

cement normal ġN , rend l’opérateur tangent non-symétrique. Dans les faits, ce terme est souvent
négligé car les variations de gN sont généralement faibles.

4 Illustration numérique

4.1 Présentation du modèle proposé
Dans le but de pouvoir observer l’influence des différents paramètres des lois de comporte-

ment énoncées dans les sections 2 et 3, on se propose d’implémenter ces modèles au sein d’un
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programme MATLAB. Ce dernier permettra de valider les choix réalisés. Le système est résolu à
l’aide d’une méthode de type Newton-Raphson. L’intérêt d’une telle implémentation est de pou-
voir étudier séparément puis en les combinant les différents modèles de comportement énoncés
précédemment.

Pour pouvoir s’affranchir d’effets extérieurs, le modèle-test implémenté sous MATLAB est ce-
lui représenté à la Figure 2.8, constitué uniquement de deux nœuds reliés entre eux par le connec-
teur prenant en compte les effets non-linéaires. Comme présenté sur la Figure 2.11, le nœud 1 est
encastré et le chargement est appliqué au nœud 2.

1

2

cT
fs

*OUFSGBDF�GSPUUBOU

1PVUSF�EF�5JNPTIFOLP�
OPO�MJOÏBJSF

&ODBTUSFNFOU

$IBSHFNFOU�BQQMJRVÏ

x

y

Figure 2.11 – Conditions aux limites et chargement du modèle MATLAB

4.2 Arguments d’entrée du connecteur
Les arguments d’entrée du connecteur sont au nombre de 10 et illustrent les différents phéno-

mènes évoqués précédemment. La stratégie d’identification de ces derniers fait l’objet du chapitre
4. Cependant, afin de pouvoir faciliter l’implémentation future du connecteur dans un code indus-
triel (voir chapitre 3), les arguments d’entrée du connecteur implémenté ici sous MATLAB sont les
mêmes que pour celui implémenté sous ABAQUS, c’est-à-dire :

— la valeur de la précharge appliquée à l’assemblage PC,

— le module d’Young de la poutre E,

— la contrainte élastique maximum admissible de la poutre σY ,

— le module d’écrouissage de la poutre H,
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— le diamètre de la poutre D

— le coefficient de frottement de l’interface frottante µ,

— la raideur élastique du ressort caractérisant l’interface frottante cT ,

— la raideur normale équivalente du boulon cN ,

— la raideur de torsion équivalente du boulon ctorsion,

— la raideur de flexion équivalente du boulon cbolt.

Les 3 derniers paramètres correspondent aux raideurs équivalentes de la poutre dans le domaine
élastique. Leur détermination fait l’objet d’une section spécifique dans le chapitre 3.

4.3 Application d’un effort tranchant
Lors du premier incrément de calcul, on applique une précharge, correspondant à un effort

normal selon l’axe x. On applique ensuite un chargement de cisaillement selon un cycle de charge-
décharge alternées, correspondant à un effort tranchant de 2000 N selon l’axe y.

Les paramètres du connecteur sont rassemblés Tableau 2.2 :

PC E σY H D

10 kN 210 GPa 530 MPa
E
20

5 mm

µ cT cN ctorsion cbolt

0.1 200.000 N.mm−1 2, 56 · 106 N.mm−1 3, 02 · 106 N.mm 4, 69 · 104 N.mm−1

Table 2.2 – Valeur des paramètres du connecteur pour un essai d’effort tranchant avec une précharge
de 10 kN

Les résultats sont présentés Figure 2.12. Pour le chargement proposé, on présente plusieurs
résultats illustrant la séparation des phénomènes :

— la courbe de comportement global représentant l’effort tranchant en fonction du saut de dépla-
cement tangentiel (Figure 2.12a), ainsi que celui de l’interface frottante (2.12b) et du boulon
élasto-plastique (2.12c),

— les modèles de comportement aux points de Gauss du boulon élasto-plastique, représentés ici
par l’évolution du moment fléchissant M f z en fonction de la courbure χz issue du phénomène
de flexion (2.12d). On précise ici que le point de Gauss 1 est celui le plus proche de l’effort
appliqué, et le point de Gauss 3 le plus proche de l’encastrement. Le point de Gauss 2 est
situé à mi-longueur de la poutre. (voir chapitre 3)

— l’évolution dans le temps de la partie non-linéaire du saut de déplacement à l’interface frot-
tante (2.12e),

— l’évolution dans le temps de la quantité plastique p aux points de Gauss (2.12f).

Plusieurs phénomènes intéressants sont mis en évidence.
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Figure 2.12 – Application d’un effort tranchant au connecteur pour une précharge égale à 10000 N
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— Le comportement global de l’assemblage correspond bien à la somme des contributions du
boulon élasto-plastique et de l’interface frottante, c’est-à-dire que tT = tbolt

T + tint
T .

— Les différents points de Gauss ne plastifient pas au même moment, puisque le moment flé-
chissant n’est pas égal dans toute la longueur de la poutre, mais dépend de l’abscisse du point
considéré. Le point de Gauss 1 où le moment fléchissant est le plus important plastifie donc
de façon plus importante.

— Une fois l’effort seuil de l’interface frottante atteint, correspondant ici à la valeur µ PC confor-
mément au frottement de Coulomb, l’interface frottante ne peut plus transmettre d’efforts
supplémentaires,

— L’évolution des quantités plastiques dans le boulon est progressive, et le comportement global
de la poutre est alors multi-linéaire.

On peut également mettre en évidence l’influence de plusieurs paramètres clés. Par exemple,
les valeurs rassemblées dans le Tableau 2.3 sont identiques à celles du Tableau 2.2, mise à part la
précharge PC qui augmente.

PC E σY H D µ cT cN ctorsion cbolt

12 kN 210 GPa 530 MPa
E
20

5 mm 0.1 200.000 N.mm−1 2, 56 · 106 N.mm−1 3, 02 · 106 N.mm 4, 69 · 104 N.mm−1

Table 2.3 – Valeur des paramètres du connecteur pour un essai d’effort tranchant avec une précharge
de 12 kN

Les résultats sont présentés Figure 2.13. L’augmentation de la précharge initiale entraîne non
seulement un plus grand seuil d’effort transmissible par l’interface, mais aussi une plastification de
la poutre en compression dès la phase de précharge, ce qui modifie ensuite le comportement global
de l’assemblage.
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Figure 2.13 – Application d’un effort tranchant pour une précharge égale à 12000 N
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5 Bilan
L’analyse phénoménologique d’un assemblage boulonné élémentaire a permis de mettre en évi-

dence l’influence de plusieurs phénomènes non-linéaires qui régissent le comportement mécanique
de celui-ci. Cependant, la prise en compte de ces phénomènes dans le modèle connecteur est essen-
tielle, en particulier si l’on souhaite retranscrire avec fidélité le comportement de ces assemblages.

Une séparation des phénomènes a ainsi été postulée et une modélisation a été proposée : une loi
de comportement d’une poutre de Timoshenko élasto-plastique a été introduite afin de modéliser la
vis et l’écrou, et les phénomènes de frottement aux interfaces des éléments assemblés ont été pris en
compte dans le plan normal à l’axe du connecteur à travers un opérateur non-linéaire. L’intégration
locale des lois de comportement de ces deux modèles a également été proposée. Elle est basée sur
des algorithmes de retour radial avec l’utilisation des schémas de type Euler-implicite.

Afin de répondre aux besoins des bureaux d’études, notre objectif était de réaliser une implé-
mentation de ce connecteur dans un logiciel EF industriel (ABAQUS) ce qui fait l’objet du chapitre
3. De plus, une implémentation préalable dans MATLAB d’un modèle de connecteur élémentaire a
été réalisée, et a mis en évidence la sensibilité du connecteur aux différents paramètres caractéris-
tiques du modèle de connecteur. C’est pourquoi le chapitre 4 est consacré à formuler une stratégie
d’identification des paramètres du connecteur utilisable pour l’ensemble des modèles de liaisons
boulonnées.
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Chapitre 3
Implémentation dans un logiciel industriel

Ce chapitre a pour objectif de décrire l’implémentation du modèle
de connecteur introduit au chapitre 2 dans le logiciel industriel

ABAQUS sous la forme d’un élément utilisateur (User-Element ou
UEL) codé en FORTRAN 77. Un rappel des principes et de la

structure des codes commerciaux industriels est d’abord effectué
afin de préciser les variables internes utilisées. L’algorithme final

d’intégration du connecteur dans le logiciel ABAQUS est résumé, en
précisant les expressions du résidu et de la matrice tangente

calculées. Le modèle est validé à travers la comparaison entre le
modèle connecteur et un modèle de référence.
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1 Présentation d’un code industriel et des éléments utilisateurs
Contrairement au modèle du chapitre 2 implémenté sous MATLAB, l’utilisateur d’un code

commercial EF tel qu’ABAQUS n’a pas accès à l’intégralité des étapes de résolution du solveur.
Par exemple, la gestion des pas de temps n’est pas gérée par l’utilisateur, même si ce dernier peut
la paramétrer lors de la mise en données du calcul. De plus, certaines fonctionnalités comme les
UEL ne sont pas accessibles dans l’interface graphique des logiciels (ABAQUS/CAE dans notre
cas). Il est donc indispensable de préalablement étudier la structure générale du solveur d’un code
industriel pour être ensuite en mesure d’insérer la routine associée à cet élément utilisateur.

1.1 Généralités sur les solveurs industriels
De nombreux codes industriels prenant en compte des modèles non-linéaires ont une architec-

ture logicielle que l’on peut schématiquement représenter selon la Figure 3.1. Dans les méthodes
de résolution dites implicites, on cherche à chaque pas de temps (donc à chaque incrément de cal-
cul) une solution en déplacement et en vitesse vérifiant le principe des puissances virtuelles. La
présence de non-linéarités dans le problème oblige à une recherche itérative de cette solution, par
exemple par une méthode de Newton-Raphson pour une résolution non-linéaire classique. Sur la
Figure 3.1, les blocs présentés en rouge sont ceux où l’utilisateur peut ajouter des contributions à
l’aide de sous-routines. Ces méthodes sont particulièrement adaptées pour les calculs non-linéaires
statiques et transitoires. Le coût de la recherche de la solution à chaque pas de temps, dépend des
non-linéarités présentes dans le domaine de calcul, qui peuvent nécessiter un grand nombre d’ité-
rations, voire rendre impossible la convergence de l’algorithme. Il faut aussi tenir compte de la
taille du pas de temps : plus ce dernier est grand, plus le suivi des phénomènes non-linéaires va
réclamer des itérations et influer sur le conditionnement de la matrice tangente, qui doit en général
être inversée à chaque itération. Enfin, ces méthodes couplées à une discrétisation en élément finis
sont sensibles à la qualité du maillage.

La méthode de Newton-Raphson est une généralisation de la méthode de Newton pour la réso-
lution des équations aux dérivées partielles. Elle est très largement utilisée dans les codes de calcul
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Figure 3.1 – Algorithme classique de résolution d’un système non-linéaire de type Newton
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industriels pour la résolution de problèmes non linéaires en mécanique du solide. Elle consiste
à approcher la solution de manière itérative, en effectuant un développement limité à l’ordre 1
du résidu autour de l’itéré précédent. À chaque itération, la fonction dont on cherche un zéro est
linéarisée en l’itéré courant, et l’itéré suivant est pris égal au zéro de la fonction linéarisée. Le pro-
blème non-linéaire est ainsi transformé en une suite de problèmes linéaires, résolus de manière à ce
que les solutions tendent vers la solution non-linéaire du problème initial. Cette méthode présente
l’avantage d’avoir une convergence quadratique dans un voisinage de la solution. Cependant, la
convergence d’une telle méthode peut nécessiter jusqu’à une dizaine d’itérations pour converger
sur des ordinateurs comportant environ 15 chiffres significatifs.

Pour utiliser cette méthode, il faut donc tout d’abord construire la matrice tangente (ou matrice
jacobienne) à chaque itération. Le principal coût en terme de temps de calcul de ces méthodes
réside dans l’assemblage puis dans la résolution du problème linéaire associé à la matrice tangente
à chaque itération. Il existe alors des méthodes pour ne pas inverser à chaque itération la matrice
tangente (méthode de quasi-Newton, Newton augmenté etc) mais la convergence peut s’en trouver
dégradée [Crisfield, 1991].

1.2 Algorithme de résolution non-linéaire global

La substitution du connecteur à une partie du maillage va avoir des conséquences sur l’assem-
blage et l’inversion de la matrice tangente du système global. Nous précisons ici l’influence de
l’implémentation de notre routine sur l’algorithme de résolution du système.

La sous-routine de l’élément utilisateur doit, à partir des déplacements de l’incrément convergé
précédent, calculer une nouvelle matrice tangente et les forces intérieures. Cela permet ensuite à
l’algorithme de Newton-Raphson d’itérer afin de déterminer le nouveau champ de déplacement qui
feront de nouveau appel à la sous-routine de l’élément utilisateur et ce, jusqu’à la dernière itération
du dernier incrément du calcul.

L’élément utilisateur englobe tout le processus du calcul de la matrice tangente et de calcul
des forces intérieures. Il est également possible de renseigner en plus un comportement matériau
particulier, par exemple sous la forme d’une UMAT pour User MATerial. Les chargements seront
eux insérés avant la résolution du système qui calcule les nouveaux déplacements. On présente
ainsi sur la Figure 3.2 le détail de la boucle des éléments de la Figure 3.1. La procédure UEL
est ainsi appelée à chaque itération du solveur global, et doit fournir pour l’élément considéré un
résidu et une matrice tangente. Les procédures de type UMAT (ou VMAT en dynamique) sont
appelées à chaque itération et à chaque point d’intégration (ou point de Gauss) et doivent fournir la
contribution de ces derniers au résidu et à la matrice tangente globaux.

La matrice tangente se définit en effet de façon générale à l’aide de la matrice jacobienne comme
explicité Figure 3.2. La sous-routine doit aussi renseigner la contribution du résidu de l’élément uti-
lisateur au résidu global du solveur. Dans les Sections 2 et 3, la construction de la matrice tangente
et du résidu dans la routine FORTRAN est détaillée, ainsi que les différents choix qui ont été faits
pour prendre en compte les phénomènes non-linéaires. Elle s’appuie sur des paramètres de concep-
tion et des paramètres à identifier ainsi que sur des variables internes détaillées dans la Section
1.3.
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Figure 3.2 – Détail de la boucle sur les éléments
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1.3 Présentation de l’élément utilisateur
Il a donc été choisi d’implémenter le modèle de connecteur sous la forme d’un UEL (pour User

Element) 1. Nous ne détaillerons pas ici les nombreuses entrées et sorties qui composent un UEL,
mais seulement celles qui sont utilisées dans notre élément connecteur.

La sous-routine doit être déclarée dans le fichier de mise en données (fichier .inp) de la façon
suivante :

*USER ELEMENT,NODES=2,TYPE=U1001,PROPERTIES=10,COORDINATES=3,VARIABLES=25
1,2,3,4,5,6
*ELEMENT, TYPE=U1001, ELSET=UEL1
’numero_element’, ’numero_noeud_maitre_1’, ’numero_noeud_maitre_2’
*UEL PROPERTY,ELSET=UEL1
’valeurs des paramètre d’entrée du connecteur’

À la première ligne, on déclare notamment le nombre de nœuds maîtres du connecteur (2 dans
notre cas) mais aussi le nombre de paramètres caractéristiques qui gouvernent les lois de compor-
tement , au nombre de 10 dans notre cas.

Enfin, on déclare un certain nombre (25 dans l’exemple) de variables internes, ou SVARS, qui
sont des emplacements mémoires qui ne seront utilisés en écriture qu’à la convergence, et qui
resteront constants entre 2 itérations non convergées. Ces variables peuvent notamment servir à
stocker les valeurs plastiques, ou encore pour le post-traitement.

2 Arguments d’entrée

2.1 Propriétés de l’UEL
Les paramètres numériques décrits comme propriétés de l’UEL (PROPS) sont des valeurs

constantes tout au long du calcul. Ils sont associés au set d’élément UEL1. Cependant, il est pos-
sible d’utiliser la même routine pour différents sets d’éléments. On montrera par exemple dans
le chapitre 5 qu’on peut définir dans un même fichier .inp des connecteurs avec des précharges
différentes, en changeant la valeur de PROPS(3).

On rappelle la signification des propriétés utilisées dans l’UEL, en accord avec les lois de com-
portement implémentées et les paramètres de conception d’un assemblage boulonné élémentaire :

** Paramètres d’entrée de la routine :
******** Paramètre de la liaison
** PROPS(1) : Précharge du boulon (N)
******** Paramètres matériau
** PROPS(2) : Module d’Young du boulon (MPa)
** PROPS(3) : Limite élastique (MPa)
** PROPS(4) : Module d’écrouissage de la plasticité (MPa)

1. Documentation ABAQUS sur les User-Element

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés

https://www.brown.edu/Departments/Engineering/Courses/En2340/Programming/AbaqusStandard+1.1.22+UEL.pdf


Arguments d’entrée 85

******** Paramètre géométrique
** PROPS(5) : Diamètre de la vis (mm)
******** Paramètres identifiés
** PROPS(6) : Coefficient de frottement de l’interface mu
** PROPS(7) : Raideur de l’interface frottante c_T
** PROPS(8) : Raideur normale c_N
** PROPS(9) : Raideur de torsion c_torsion
** PROPS(10) : Raideur de flexion c_bolt

La stratégie d’identification des 5 derniers paramètres est détaillée dans le chapitre 4. Les 2
premiers caractérisent l’interface frottante et les 3 autres le comportement élastique de la poutre de
Timoshenko.

2.2 Variables internes
Les SVARS (ou variables internes) peuvent être considérées comme des paramètres d’entrée

mais aussi de sortie de la routine, dans la mesure où les SVARS de l’incrément convergé précédent
servent de données d’entrée de l’incrément suivant, à condition qu’elles soient mises à jour pour
correspondre aux valeurs à la fin de l’itération. De façon similaire aux PROPS, elles sont propres à
chaque élément connecteur, et peuvent donc varier d’un connecteur à l’autre. Pour notre connecteur,
les 25 SVARS utilisées sont rangées de la façon suivante :

c
c SVARS(1) = Valeur de l’effort normal à la fin de l’étape de précharge
c
c SVARS(2) = Composante 1 du glissement plastique de l’interface
c SVARS(3) = Composante 2 du glissement plastique de l’interface
c SVARS(4) = Composante 3 du glissement plastique de l’interface
c
c SVARS(5) = Pt Gauss 1 : epsilon_x_p
c SVARS(6) = Pt Gauss 1 : chi_y_p
c SVARS(7) = Pt Gauss 1 : chi_z_p
c SVARS(8) = Pt Gauss 1 : chi_x_p
c SVARS(9) = Pt Gauss 1 : rho_y
c SVARS(10) = Pt Gauss 1 : rho_z
c SVARS(11) = Pt Gauss 1 : p
c
c SVARS(12) = Pt Gauss 2 : epsilon_x_p
c SVARS(13) = Pt Gauss 2 : chi_y_p
c SVARS(14) = Pt Gauss 2 : chi_z_p
c SVARS(15) = Pt Gauss 2 : chi_x_p
c SVARS(16) = Pt Gauss 2 : rho_y
c SVARS(17) = Pt Gauss 2 : rho_z
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c SVARS(18) = Pt Gauss 2 : p
c
c SVARS(19) = Pt Gauss 3 : epsilon_x_p
c SVARS(20) = Pt Gauss 3 : chi_y_p
c SVARS(21) = Pt Gauss 3 : chi_z_p
c SVARS(22) = Pt Gauss 3 : chi_x_p
c SVARS(23) = Pt Gauss 3 : rho_y
c SVARS(24) = Pt Gauss 3 : rho_z
c SVARS(25) = Pt Gauss 3 : p
c

3 Arguments de sorties

Conformément à ce qui a été vu à la Section 1, la sous-routine doit retourner un résidu et une
matrice tangente au solveur global.

3.1 Résidu

La sous-routine implémentée doit être capable de calculer la contribution du connecteur au ré-
sidu global. Il s’agit donc, pour les différents phénomènes non-linéaires implémentés, de retourner
un vecteur contenant les efforts nodaux en accord avec l’incrément de déplacement nodal.

3.1.1 Poutre élastoplastique

La contribution du boulon aux efforts intérieurs du connecteur est obtenue en calculant les
efforts poutre en chaque point de Gauss. Après avoir calculé les quantités plastiques aux différents
points de Gauss à l’aide de la prédiction élastique détaillée au chapitre 2, puis en sommant ces
efforts en pondérés par les points de Gauss selon le Tableau 3.1, les efforts poutre en chaque point
de Gauss sont obtenus avec l’équation 2.6 par

tbolt
i = Hbolt ·

(
εi − ε

p
i

)
(3.1)

La contribution Fbolt
i de chaque point de Gauss aux efforts intérieurs du connecteur s’écrit alors

selon (3.2)

Fbolt
i = BT

(
L

1 + ξi

2

)
· H ·

(
εi − ε

p
i

)
(3.2)

si bien que les efforts intérieurs de la poutre obtenus s’obtiennent par la relation (3.3)

Fbolt =
L
2

3∑
i=1

ωi Fbolt
i =

L
2

3∑
i=1

ωi B
T

(
L

1 + ξi

2

)
· H ·

(
εi − ε

p
i

)
(3.3)
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3.1.2 Interface frottante

Les efforts intérieurs de l’interface frottante sont directement calculés après la mise à jour du
glissement plastique, à l’aide de l’équation (2.45)

tint
T = cT (gT − gint,s

T ) (3.4)

de sorte que les efforts intérieurs de l’interface frottante s’écrivent selon la relation (3.5)

Fint =


−tint

T
03

tint
T
03

 (3.5)

où 03 représente un vecteur nul de dimension 3 × 1.
Le résidu correspondant aux efforts intérieurs du connecteur exprimé par la relation (3.6) est

obtenue par sommation des relations (3.3) et (3.5).

F = Fbolt + Fint. (3.6)

3.2 Matrice tangente
3.2.1 Poutre élastoplastique

Pour le modèle de poutre de Timoshenko élasto-plastique, la matrice tangente est obtenue par
intégration sur la longueur de la poutre du module élastoplastique comme décrit dans l’équation
(3.7) :

Kbolt
T =

∫ L

0
BT (x) · Hbolt,ep(x) · B(x)dx (3.7)

où B(x) représente la matrice reliant les déplacements nodaux de l’élément connecteur u aux
déformations généralisées à l’abscisse x, telle que

ε(x) = B(x) · u (3.8)

L’expression de la matrice B(x) pour une poutre de Timoshenko est rappelée dans l’Annexe A.
On rappelle dans le Tableau 3.1 les points de Gauss et les poids de Gauss associés pour 1, 2 et 3
points de Gauss pour le calcul d’une intégrale sur l’intervalle [−1; 1]. Au sein de la sous-routine,
l’intégration exacte sur la longueur de la poutre est réalisée à l’aide de 3 points de Gauss, puisque
les fonctions de forme utilisées pour pouvoir prendre en compte le phénomène de flexion sont de
degré 3 (voir Annexe A).

Un changement de variable doit ensuite être effectué des bornes [−1; 1] vers les bornes [0; L].
Il vient ∫ L

0
f (x)dx =

L
2

∫ 1

−1
f
(
1 + ξ

2
L
)

dξ ≈
L
2

3∑
i=1

ωi f
(
1 + ξi

2
L
)

(3.9)
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Points de Gauss et poids de Gauss associés
Nombre ξi ωi

1 0 2

2 ±

√
1
3

1

3
0

8
9

±

√
3
5

5
9

Table 3.1 – Points de Gauss et poids de Gauss associés

Finalement, la matrice tangente de l’élément poutre élasto-plastique est obtenue en estimant
pour chaque point i ∈ [1, 3] le module tangent élasto-plastique Hbolt,ep

i , puis en intégrant sur les
points de Gauss par la relation :

Kbolt
T =

L
2

3∑
i=1

ωi · B

(
1 + ξi

2
L
)T

· Hbolt,ep
i · B

(
1 + ξi

2
L
)

(3.10)

Remarque : les relations reliant les arguments d’entrée du connecteur cN , ctorsion et cbolt à la
matrice tangente de l’élément sont explicitées dans l’Annexe A.

3.2.2 Interface frottante

On rappelle les résultats du chapitre 2 concernant le module tangent de l’interface frottante :
dans le cas d’un incrément purement élastique, et dans le cas où l’on néglige les variations dues à
l’effort normal pN , on a simplement la relation

ṫint
T = cT ġT (3.11)

alors que dans le cas non-linéaire, il a pour expression

ṫint
T = cT (I − nT ⊗ nT ) ġT (3.12)

De plus, en accord avec le saut de déplacement tangentiel introduit au chapitre 2, on introduit
la matrice PT permettant d’obtenir l’expression de gT à partir des vecteurs de déplacement nodaux
généralisés des nœuds maîtres u1 et u2, de telle sorte que :(

gT

03

)
= PT · (u2 − u1) avec PT =

(
(I − n ⊗ n) O3×3

O3×3 O3×3

)
(3.13)

où n représente la normale colinéaire à l’axe du boulon, nT la direction de glissement de l’in-
terface frottante, contenue dans le plan normal à n, et O3×3 la matrice nulle de dimension 3 × 3.
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La matrice tangente de l’interface frottante s’exprime alors simplement en fonction de PT : dans
le cas élastique, la matrice tangente élastique s’écrit

Kint
T = cT

(
PT −PT

−PT PT

)
(3.14)

De façon analogue, dans le cas du glissement de l’interface, la matrice tangente s’exprime en
fonction de PT et de la direction de glissement nT par

Kint
T = cT

(
PT

−PT

)
·

(
(I − nT ⊗ nT ) O3×3

O3×3 O3×3

)
·
(
PT −PT

)
(3.15)

La matrice tangente du connecteur exprimée en (3.16) s’obtient par (3.10) et (3.15).

KT = Kbolt
T + Kint

T (3.16)

4 Résumé des algorithmes d’intégration

4.1 Algorithme d’intégration de la loi élasto-plastique

La procédure exécutée par le connecteur lors de chaque passage dans la routine pour l’intégra-
tion de la loi de comportement élasto-plastique du boulon est résumée dans l’Algorithme 3.3. Les
cadres comportant un fond rouge sont effectués pour chaque point de Gauss, et ceux avec un fond
bleu correspondent aux étapes d’assemblage.

4.2 Algorithme d’intégration de l’interface frottante

De façon analogue à la loi de comportement élasto-plastique de la poutre, on résume dans
l’algorithme 3.4 les procédures effectuées à chaque passage du solveur ABAQUS dans la sous-
routine afin de prendre en compte les phénomènes au voisinage de l’interface frottante à l’intérieur
du connecteur.

4.3 Algorithme général

Au bilan, toutes les opérations listées dans l’algorithme 3.5 sont effectuées à chaque appel par
le solveur dans la sous-routine. Dans la suite, le repère dit global correspond au repère courant
d’ABAQUS, a priori inconnu de la sous-routine. Le repère dit local correspondra au repère où
l’axe x est confondu avec la normale n du connecteur. Des tests élémentaires non présentés ici ont
permis de valider cette approche avec des connecteurs ayant pour axe une direction quelconque. Il
faudra donc calculer la matrice de passage du repère global vers le repère local à chaque passage
dans la sous-routine, puisque des connecteurs avec des directions normales différentes peuvent être
présents dans une même simulation.
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ucon, ε
p
i,x,(n), χ

p
i,x,(n), χ

p
i,y,(n), χ

p
i,z,(n), pi,(n)

Prédiction élastique
tbolt,tr
i,(n+1) = tbolt

i,(n) + H∆εi

Calcul de la fonction seuil

P(tbolt,tr
i,(n+1), ρi,y,(n), ρi,z,(n), pi,(n)) = Np

√(
N tr

Np

)2

+ Ay(ρi,y,(n))Mtr
f y

2
+ Az(ρi,z,(n))Mtr

f z
2

+

(
Mtr

x

Mpx

)2

− R(pi,(n))

P < 0

Cas élastique

εp
i,(n+1) = εp

i,(n)

ρi,y,(n+1) = ρi,y,(n)

ρi,z,(n+1) = ρi,z,(n)

Opérateur tangent élas-
tique et efforts intérieurs
Hbolt,ep

i = Hbolt

Fbolt
i = BT

(
L

1 + ξi

2

)
· H ·

(
εi − ε

p
i

)

Calcul du zéro de
f(∆p), g(∆ρy) et h(∆ρz)

par Newton sécant

Mise à jour du système

εp
i,(n+1) = εp

i,(n) + ∆λ A · n
ρi,y,(n+1) = ρi,y,(n) + ∆ρy

ρi,z,(n+1) = ρi,z,(n) + ∆ρz

Opérateur tangent et efforts intérieurs
Hbolt,ep

i = expression selon (2.43)

Fbolt
i = BT

(
L

1 + ξi

2

)
· H ·

(
εi − ε

p
i

)

Calcul de la matrice tangente
Kbolt

T =
∫ L

0
BTHbolt,epB

intégration selon (3.10)

Calcul des nouveaux efforts intérieurs

Fbolt =
L
2

3∑
i=1

ωiFint,i

OUI
NON

Figure 3.3 – Algorithme d’intégration de la poutre élasto-plastique de Timoshenko
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Grandeurs à l’incrément (n)
gT,(n), gs

T,(n)

Prédiction élastique
∆gT

Calcul de l’état trial

gs,tr
T,(n+1) = gs

T,(n)

ttr
T,(n+1) = cT

(
gT,(n) + ∆gT − gs,tr

T,(n+1)

)
f tr
s,(n+1) =

∥∥∥ttr
T,(n+1)

∥∥∥ − µpN,(n+1)

nT,(n+1) =
ttr
T,(n+1)∥∥∥ttr
T,(n+1)

∥∥∥
f tr
s,(n+1) < 0

Cas élastique
Mise à jour du système

gs
T,(n+1) = gs,tr

T,(n+1)
tT,(n+1) = ttr

T,(n+1)

Calcul de la matrice tangente élastique

Kint
T = cT

(
PT −PT

−PT PT

)

Cas plastique
Mise à jour du système

gs
T,(n+1) = gs

T,(n) + ∆λ nT,(n+1)

tT,(n+1) = cT

(
gT,(n) + ∆gT − gs

T,(n+1)

)

Calcul du multiplicateur plastique

∆λ =

∥∥∥ttr
T,(n+1)

∥∥∥ − µpN,(n+1)

cT

Calcul de la matrice tangente plastique

Kint
T = cT

(
PT

−PT

)
·

(
(I − nT ⊗ nT ) O3×3

O3×3 O3×3

)
·
(
PT −PT

)
Efforts renvoyés

Fint =


−tT,(n+1)

03

tT,(n+1)

03



OUI
NON

Figure 3.4 – Algorithme d’intégration de la loi de frottement de Coulomb dans le connecteur
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Récupération des propriétés du connecteurs (PROPS) et des variables internes (SVARS)

Calcul des quantités plastiques
Assemblage des matrices B(ξi) en chaque point de Gauss

Calcul de n à partir des coordonnées des noeuds maîtres
Calcul de PT

Calcul de la matrice de passage du repère global vers le repère local

Passage de toutes les quantités vers le repère local

Application de l’Algorithme 3.3
Récupération de Kbolt

T et de Fbolt

Application de l’Algorithme 3.4
Récupération de Kint

T et de Fint

Correction de la précharge si premier incrément de calcul selon l’Annexe C

Assemblage de KT et Fint et renvoi dans le repère global au solveur ABAQUS

Mise à jour des variables internes (SVARS)

Figure 3.5 – Algorithme d’intégration général du connecteur
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5 Validation du modèle de connecteur

L’algorithme doit enfin être validé sur un exemple élémentaire. Nous proposons ici un modèle
équivalent à celui présenté Figure 2.11, c’est-à-dire un élément à 2 nœuds reliés uniquement par le
connecteur. Le nœud 1 sera encastré et on applique un cycle de charge-décharge de cisaillement au
nœud 2 afin de vérifier qu’il rend bien compte du comportement désiré.

Six simulations ont été réalisées en faisant varier 2 paramètres : (i) la valeur de la précharge
appliquée (la Figure 3.6 présente les simulations pour une précharge égale à 10 kN, tandis que
la Figure 3.7 donne les résultats obtenus pour une précharge de 12 kN) qui permet d’apprécier
le comportement de l’interface frottante (ii) la valeur de la limite élastique du boulon (avec les 3
valeurs 400 MPa, 530 MPa et 800 MPa) qui permet d’évaluer le comportement du boulon élasto-
plastique.

−0.01 0.00 0.01 0.02 0.03
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Figure 3.6 – Validation du connecteur pour une précharge égale à 10 kN
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Figure 3.7 – Validation du connecteur pour une précharge égale à 12 kN

La valeur de limite élastique σy = 400 MPa amène à une plastification du boulon pour les 2
valeurs de précharge, modifiant alors le comportement du boulon pendant la phase de cisaillement.

Pour une valeur de limite élastique σy = 800 MPa, il n’y a pas de plastification du boulon
pendant la phase de cisaillement pour les 2 valeurs de précharge, amenant alors à un comportement
uniquement bi-linéaire de l’assemblage (phase d’adhérence et phase de glissement de l’interface
frottante).

Enfin, pour la valeur de limite élastique σy = 530 MPa, la plastification du boulon intervient
plus tôt pour une précharge de 12 kN que pour une précharge de 10 kN, puisque les efforts de
compression y sont plus importants. On remarquera d’ailleurs que la simulation effectuée avec une
précharge de 10 kN et une limite élastique de 530 MPa est identique à celle du modèle MATLAB
proposé dans la Section 4 du chapitre 2. De façon analogue, les résultats des simulations MAT-
LAB et ABAQUS pour une précharge de 12 kN et 530 MPa sont identiques. Ces résultats valident
l’implémentation du connecteur dans le logiciel ABAQUS.
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6 Bilan
Dans de chapitre, nous avons présenté l’implémentation du modèle de connecteur dans le lo-

giciel industriel ABAQUS sous la forme d’un élément utilisateur (User-Element ou UEL) codé en
FORTRAN 77. L’étude de la structure d’un solveur industriel tel que celui utilisé dans les logi-
ciels commerciaux a permis de mettre en évidence les principes d’implémentation utilisés pour le
modèle décrit dans le chapitre 2.

L’utilisation de paramètres d’entrée à fort sens physique facilitera l’implémentation de ce type
de connecteur dans d’autres logiciels industriels reposant sur des structures proches. Il est par
exemple tout à fait envisageable de transférer la routine vers le logiciel SAMCEF sans en réécrire
l’intégralité, comme cela avait été le cas par exemple pour celle issue des travaux de [Soulé de
Lafont, 2017] dans le cadre du projet FUI CARAB.

L’intégration finale de l’algorithme du connecteur dans le code industriel ABAQUS a été réali-
sée notamment en prenant en compte les lois de comportement énoncées au chapitre 2.

Des tests de qualification et de validation du connecteur ont été réalisés et permettent d’illustrer
l’influence des différents paramètres caractéristiques du connecteur.

La sensibilité du comportement global de l’assemblage à ces différents paramètres nécessite
alors une stratégie robuste pour les identifier de manière précise. C’est l’objet du chapitre suivant,
qui propose une méthodologie adaptée, ainsi qu’une étude paramétrique permettant de mettre en
évidence le sens physique de ces derniers.
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Chapitre 4
Stratégie d’identification des paramètres du
connecteur

Ce chapitre présente une stratégie d’identification des paramètres
du connecteur. Ces derniers sont liés aux différents modèles de

comportement présentés aux chapitres précédents, et sont également
des paramètres utilisés par les ingénieurs dans le dimensionnement

des assemblages. La méthode d’identification s’appuie sur un
modèle générique d’assemblage boulonné. On expose dans une
première partie l’identification des paramètres associées aux

phénomènes de frottement à l’interface des éléments assemblés,
ainsi que ceux caractérisant le comportement élastique du boulon.
Une étude paramétrique de certains de ces paramètres est ensuite

présentée. Les paramètres régissant la plastification progressive de
la section du boulon sont ensuite déterminés. Pour chaque étape, des
comparaisons du modèle connecteur avec le modèle générique ont

été réalisées et permettent de valider l’approche proposée.
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1 Paramètres du modèle
Le choix du modèle de connecteur a été détaillé dans le chapitre 2 et son implémentation a

été explicitée dans le chapitre 3. Pour rappel, 10 paramètres d’entrée du connecteur gouvernent
son comportement global. Dans la suite, on différenciera les paramètres de conception, qui sont
des paramètres fournis par l’utilisateur et qui sont en lien avec les caractéristiques géométriques
et matérielles du boulon, des paramètres identifiés, qui nécessitent une stratégie d’identification
adaptée qui est l’objet de cette section.

Une étude de la dépendance des paramètres identifiés à certains paramètres de conception est
proposée dans la Section 3.

Les paramètres de conception utilisés en entrée de la routine sont au nombre de 5.
— La précharge imposée au boulon PC (1) est un paramètre à fixer par l’ingénieur.
— Les propriétés matériau à renseigner sont le module d’Young du matériau du boulon E (2),

sa limite élastique σY (3) et son module d’écrouissage H (4).
— Le diamètre de la vis D (5).

On dénombre ensuite 5 paramètres identifiés. Ils traduisent la physique de la liaison et se re-
groupent comme détaillé ci-dessous.

Le comportement de l’interface frottante nécessite l’identification de 2 paramètres.
— La fonction seuil de type Coulomb déterminant le passage de la phase d’adhérence à la phase

de micro-glissement s’exprime en fonction d’un paramètre de conception (la précharge no-
tée PC fixée par l’utilisateur) et du paramètre identifié µ (6), homogène à un coefficient de
frottement.
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— La phase d’adhérence des 2 éléments boulonnés, avant que le seuil d’effort tangentiel ne soit
atteint, est représentée par une raideur tangentielle d’interface notée cT (7).

En parallèle de ces phénomènes, les paramètres identifiés pour rendre compte du comportement
élastique du boulon doivent être cohérents avec les différents modes de chargement de l’assem-
blage, à savoir la traction/compression, la torsion et la flexion. Les paramètres "poutres" identifiés
reflètent ainsi les différentes modes de comportement de la liaison, à savoir :

— une raideur normale cN (8),

— une raideur de flexion cbolt (9),

— une raideur de torsion ctorsion (10).

2 Méthodologie d’identification des paramètres

Les paramètres qui nécessitent d’être identifiés doivent être cohérents avec les différents modes
de chargement de l’assemblage :

— des quantités liées au comportement normal du connecteur : une rigidité normale cN pour le
comportement en traction/compression et une rigidité ctorsion pour les charges de torsion dans
la direction colinéaire à l’axe du boulon,

— une rigidité cbolt liée au comportement de la poutre de Timoshenko en flexion,

— une raideur cT associé aux phénomènes de frottement à l’interface entre les plaques assem-
blées,

— un paramètre µ, homogène à un coefficient de frottement, et associée à la fonction de seuil
régissant les phénomènes de micro-glissement.

Les expressions des matrices tangentes qui en découlent sont rappelées dans l’Annexe C.
Ces paramètres font l’objet de nombreux travaux académiques[Alkatan et al., 2007, Huth,

1986, Tate M.B., 1946, VDI-Richtlinien, 2003] qui fournissent parfois des modèles analytiques.
Cependant, le choix de modélisation qui consiste à simplifier la géométrie de l’élément fileté et
de l’écrou par une poutre à section circulaire constante nécessite une stratégie d’identification plus
précise. La stratégie présentée propose d’identifier tous ces paramètres à partir d’un modèle EF
3D de référence d’un assemblage boulonné élémentaire, supposé être représentatif de ceux utilisés
dans une structure boulonnée plus importante.

Un exemple de valeurs numériques résultant de la stratégie d’identification est présentée dans la
Section 2.4. La stratégie d’identification a été appliquée à un assemblage élémentaire. Les dimen-
sions du boulon et des plaques sont présentées sur la Figure 4.1. De plus, les plaques assemblées
sont en aluminium (E = 70 GPa , ν = 0, 3) et le boulon est en acier (E = 210 GPa , ν = 0, 3).

Les modes de chargement d’un assemblage ont été séparés en trois modes élémentaires qui sont
la traction/compression, la torsion et le cisaillement. La stratégie d’identification proposée est donc
basée sur des simulations qui isolent la contribution de chacun des modes au comportement global
de l’assemblage avec différentes conditions aux limites et chargements.
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Figure 4.1 – Dimensions des éléments assemblés
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2.1 Comportement en traction/compression

La rigidité normale ou axiale illustre le comportement de l’assemblage lorsque le boulon est
sollicité en traction ou en compression. Elle est déterminée à l’aide des conditions aux limites et
chargements proposés Figure 4.2. La modélisation des éléments qu’assemblent la vis et l’écrou
permet non seulement d’apprécier la déformation sous tête de vis et sous écrou, mais également
d’évaluer le comportement du boulon dans son environnement réel.

X

Y
Z

x

y

z

Ux = Uy = Uz = 0

Précharge imposée

Section transverse

Précharge appliquée

Figure 4.2 – Conditions aux limites et chargement imposés pour identifier le comportement en
traction/compression

L’identification de cN est effectuée en mesurant le déplacement moyen des nœuds de plaques
situés sous la tête de vis et sous l’écrou comme indiqué en Figure 2.2a pour une valeur de précharge
fixée. La précharge est appliquée à l’aide de l’outil Bolt Load 1 disponible dans ABAQUS. Les
dimensions du boulon sont indiquées Figure 4.1. Ce dernier permet d’imposer la précharge sur une
section transverse du boulon, située à égale distance de la tête de vis et de l’écrou, et normale à
l’axe du boulon. La Figure 4.3 représente l’évolution de la précharge appliquée en fonction du saut
de déplacement normal gN .

Dans un contexte industriel, le boulon n’est pas supposé plastifier pendant l’instauration de la
précharge. Plusieurs simulations ont été réalisées avec des valeurs de précharge variées. L’hypo-
thèse de la non-plastification pour cette phase de précharge est alors validée par le fait que la courbe
représentée Figure 4.3 demeure linéaire.

La raideur normale est donc déterminée par la pente de la droite de la Figure 4.3, égale dans
notre cas à 2, 56 · 106 N.mm−1. Son interprétation physique est discutée dans la Section 2.4 de ce
chapitre.

1. Documentation ABAQUS sur l’outil Bolt Load
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Figure 4.3 – Évolution de la précharge appliquée en fonction du saut de déplacement gN

2.2 Comportement en torsion

On identifie ensuite le comportement en torsion du boulon. Pour ce faire, nous allons encore
utiliser le modèle générique élémentaire. On souhaite s’affranchir des phénomènes de frottement
au voisinage de la liaison, pour identifier uniquement le comportement du boulon. Pour cela, on
impose des conditions de contact sans frottement à l’interface des éléments assemblés. La plaque
inférieure est encastrée sur toute sa surface inférieure. Afin de bloquer les mouvements de corps
rigide, un raccord rigide nœud à nœud est imposé :

— sous tête de vis entre les nœuds (maîtres) de la vis et ceux (esclaves) de la plaque supérieure ;

— sous écrou entre les nœuds (maîtres) de l’écrou et ceux (esclaves) de la plaque inférieure.

Aucune précharge n’est appliquée lors de cette simulation. Le chargement appliqué est un mo-
ment Mimpose = Mxx à un nœud maître situé au centre de la plaque supérieure, lui même relié par
un raccord cinématique à la surface représentée en jaune comme représenté Figure 4.4.

On utilise ensuite les résultats des simulations numériques de référence, de façon analogue au
comportement en traction, pour déterminer le saut de rotation des nœuds maîtres comme indiqué
sur la Figure 2.2a. Le coefficient ctorsion est alors déterminé en calculant la pente de la courbe repré-
sentant l’évolution du moment imposé en fonction du saut de rotation ∆θx. Les résultats présentés
Figure 4.5 amènent ainsi à ctorsion = 6, 04 · 106 N.mm.
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Figure 4.4 – Conditions aux limites et chargement imposés pour identifier le comportement en
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Figure 4.5 – Évolution du moment appliqué en fonction du saut de rotation
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2.3 Comportement en flexion
Les autres paramètres sont déterminés à l’aide d’une simulation d’un assemblage à simple

recouvrement sollicité en cisaillement. La difficulté réside dans le choix des conditions aux li-
mites appliquées à l’assemblage pour solliciter le boulon en cisaillement. On s’inspire pour cela de
méthodes d’homogénéisation cinématique. Dans cette démarche, l’idéal aurait été d’imposer des
conditions périodiques sur les faces latérales des éléments assemblés, afin d’imposer un mouvement
de translation de corps rigide de la plaque supérieure par rapport à la plaque inférieure, sans pour
autant empêcher l’effet Poisson sur ces dernières. Les conditions aux limites représentées Figure
4.6 permettent ainsi de reproduire cette configuration.

La Figure 4.6a indique les conditions limites dans la direction parallèle à l’axe du boulon : les
quatre faces latérales des deux plaques assemblées sont bloquées dans la direction de l’axe du bou-
lon, empêchant ainsi un mouvement de corps rigide dans cette direction. La Figure 4.6b représente
les conditions limites dans le plan normal à l’axe du boulon : la plaque inférieure est encastrée,
et un mouvement de corps rigide est imposée sur la surface latérale de la plaque supérieure. Cette
configuration permet d’étudier le comportement de l’ensemble en cisaillement pur, en empêchant
les mouvements de rotation de l’ensemble, mais en laissant libre la rotation locale du boulon due
aux phénomènes de flexion à proximité de la tête de vis et de l’écrou.

La configuration présentée permet ainsi de prendre en compte l’effet Poisson, mais ce choix
peut être discuté si les boulons de la structure que l’on cherche à simuler ensuite sont éloignées les
uns des autres. Il pourrait dans ce cas-là être envisagé de bloquer les déplacements de la surface
latérale de la plaque supérieure selon la direction z.

La réponse à plusieurs cycles de charge-décharge de cisaillement d’amplitude croissante est
présentée Figure 4.7, où le saut de déplacement moyen gT mesuré comme présenté Figure 2.2a est
comparé à la norme de l’effort résultant tT .

L’interface frottante entre les deux plaques peut se trouver dans deux situations différentes,
correspondant soit à leur adhérence, soit à l’existence d’un micro-glissement de l’une par rapport à
l’autre. Dans ce dernier cas, seule la poutre (qui modélise le boulon), caractérisée par le paramètre
cbolt, a une influence. Au contraire, dans la situation d’adhérence, le boulon et l’interface frottante
sont à prendre en compte.

Conformément à la loi de comportement élastique de la poutre rappelée dans l’Annexe A, l’ef-
fort interne tT d’une poutre de Timoshenko s’exprime en fonction du saut de déplacement gT , de la
longueur de la poutre L et de la somme des rotations selon (4.1) :

tT · y = cbolt

(
gT · y −

L
2

(θ1 + θ2) · z
)
. (4.1)

Le coefficient cbolt est obtenu à l’aide de la Figure 4.8 : il correspond à la pente de la phase de
micro-glissement de la courbe rouge de la Figure 4.8, puisque seul le boulon a une influence durant
cette dernière.

Le paramètre cT est ensuite identifié à l’aide de la Figure 4.7. Pour ce faire, dans une première
étape, on détermine la moyenne des pentes pendant les phases de décharge, correspondant à un état
adhérent de l’assemblage. Puis, on soustrait ensuite à cette moyenne la contribution du comporte-
ment du boulon précédemment identifiée, pour déterminer le comportement de l’interface frottante
indépendamment de celui du boulon. On notera ici que la plasticité du boulon n’est pas prise en
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Figure 4.6 – Conditions aux limites imposées pour identifier le comportement en flexion

compte, si bien que le comportement du boulon est élastique dans la phase d’adhérence et dans la
phase de micro-glissement.

Enfin, le paramètre µ intervenant dans la fonction seuil de micro-glissement est déterminé en
divisant la valeur de l’effort appliqué à la transition de l’état adhérent à l’état de micro-glissement
sur la Figure 4.7, par la résultante des actions normales pN évaluée à cet instant.

Avec la simulation numérique proposée, la procédure amène à l’obtention des valeurs sui-
vantes :

— cbolt = 4, 69 · 104 N.mm−1
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Figure 4.7 – Comportement en flexion : Norme de l’effort résultant fonction du saut de déplacement
tangentiel
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— cT = 1, 22 · 105 N.mm−1

— µ = 0, 105

2.4 Discussion sur l’interprétation physique des paramètres du connecteur
Les paramètres du connecteur ont une forte signification mécanique, et leurs valeurs numériques

sont proches de celles que l’on rencontre dans les phénomènes physiques qu’ils représentent.
Cependant, ils ne peuvent pas être reliés aux caractéristiques géométriques et physiques de

l’assemblage de manière simple. En effet, si l’on est capable de calculer directement les rigidités
normale, de torsion et de flexion à l’aide du modèle poutre, les valeurs obtenues par ce calcul sont
assez éloignées des valeurs identifiées. Par exemple, sur le cas traité, la rigidité du boulon seul

donnée par la formule
ES
L

est 5 fois plus petite que le coefficient cN identifié, ce qui s’explique par
le fait que le modèle de connecteur prend en compte une partie de la tête du boulon et de la vis.
Une analyse analogue peut être effectuée pour les sollicitations de torsion, où la formule analytique
GJ
L

est 2.5 fois plus petite que le coefficient ctorsion identifié. Enfin, la valeur du coefficient identifié
cbolt relatif au comportement en flexion du boulon est 5 fois inférieure à la valeur donnée par le mo-

dèle analytique 12
EIy

L3 . On peut expliquer les valeurs analytiques calculées ici correspondent à une
poutre de section constante du diamètre de la vis, et ayant pour longueur l’épaisseur des plaques,
alors qu’une description plus réaliste de l’assemblage vis-écrou pourrait amener à considérer une
longueur plus importante avec une section variable, prenant ainsi en compte la longueur du reste
de la vis, la tête de vis et l’écrou.

Les résultats de l’identification sont résumés dans la Tableau 4.1 et seront utilisés dans le cha-
pitre 5.

Paramètre Valeur identifiée Valeur poutre Bibliographie
cN 2, 56 106 N.mm−1 6.54 105N.mm−1 [Alkatan et al., 2007] 8.6 105 N.mm−1

ctorsion 3, 02 106 N.mm 7, 86 105N.mm -
cbolt 4, 69 104 N.mm−1 3.09 105N.mm−1 [Huth, 1986] 8.5 104 N.mm−1

cT 1, 22 105 N.mm−1
− -

µ 0.105 0.1 -

Table 4.1 – Comparaison des paramètres identifiés du connecteur avec les valeurs analytiques

Le coefficient de frottement identifié est très proche du coefficient de frottement entre les élé-
ments assemblés utilisé dans le modèle de référence 3D, égal à 0.1 dans notre cas.

Dans le cadre de ces travaux de thèse, nous avons réalisé un modèle paramétrable pour l’iden-
tification, ce qui permet d’automatiser totalement cette dernière. La procédure d’identification des
paramètres a ainsi été programmée sur un seul modèle générique dans un script Python dont les
données d’entrée sont les paramètres de conception du modèle connecteur. Après avoir généré le
fichier de mise en données (.inp) du modèle de référence, le script renvoie la valeur des paramètres
identifiés en réalisant successivement les simulations explicitées dans les Sections 2.1, 2.2 et 2.3.

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés



Analyse paramétrique des paramètres identifiés 109

Ainsi, il est facile de réaliser l’identification des paramètres de toute configuration de boulon grâce
à cette démarche.

3 Analyse paramétrique des paramètres identifiés
L’élaboration d’un modèle paramétré et l’automatisation de la stratégie d’identification faci-

litent la mise en place d’une analyse paramétrique des paramètres identifiés. Sur une structure
industrielle multi-boulonnée, les configurations des liaisons peuvent varier d’un boulon à un autre.
À titre d’exemple, l’analyse paramétrique proposée dans cette section permet d’apprécier la dépen-
dance des paramètres identifiés à la précharge instaurée dans les boulons, et aux caractéristiques
des éléments assemblés. On étudie ainsi la dépendance des différents paramètres identifiés à trois
paramètres du modèle :

— le premier paramètre est la précharge PC appliquée à l’assemblage ;

— l’épaisseur e des plaques assemblées est le deuxième paramètre. Ce paramètre a une influence
sur la longueur L du connecteur, puisqu’on a naturellement la relation L = 2.e ;

— le module d’Young des éléments assemblés est la troisième grandeur que l’on fait varier.

On présente dans cette section l’influence de ces trois paramètres sur le paramètre µ, la raideur
de l’interface frottante cT , et la rigidité en flexion du boulon cbolt.

3.1 Dépendance de µ
Les résultats sont présentés sur les Figures 4.9, 4.10 et 4.11 sous forme de 3 surfaces de réponse

représentant l’évolution du paramètre identifié µ en fonction des paramètres de conception.
On observe alors que pour des faibles valeurs de précharge et d’épaisseur cumulées, la valeur

du coefficient de frottement identifiée est inférieure à sa valeur théorique de 0.1. Ce résultat est mis
en lumière sur la Figure 4.12. Cet écart à la valeur théorique peut s’expliquer par le fait que les phé-
nomènes de frottement que l’on cherche à décrire ne sont pas suffisamment prépondérants devant
le comportement tangentiel du boulon : tout d’abord, une faible valeur de précharge conduit à une
faible résultante des efforts normaux. De plus, la faible épaisseur des éléments assemblés amène à
une taille de la zone de contact faible suivant la théorie de [Rötscher, 1927]. La combinaison de ces
deux points peut alors mener à une mauvaise interprétation des phénomènes de frottement, et ainsi
une mauvaise identification du paramètre µ.

Cependant, le coefficient de frottement est constant sur toutes les autres plages de valeur des
paramètres de conception. Si l’on se place dans l’espace 4D (PC, e, E, µ), on se propose de chercher
une surface de réponse de type µ = c1. L’équation du plan moyen au sens des moindres carrés ainsi
identifié s’écrit

µ = 0.1005 ± 0.003. (4.2)

À titre de comparaison, on précise dans le Tableau 4.2 l’équation des plans obtenus de la même
façon dans les espaces paramétriques 3D des Figures 4.9, 4.10 et 4.11. On présente également la
valeur du coefficient de détermination R2 obtenu pour les différents espaces paramétriques.
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Figure 4.9 – Dépendance du paramètre µ dans l’espace paramétrique (PC,e) pour E = 210000 MPa
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Figure 4.11 – Dépendance du paramètre µ dans l’espace paramétrique (e,E) pour PC = 10000 N
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µ c1 R2

PC et e 0.098 0.938
PC et E 0.1001 0.993
E et e 0.1003 0.984

Table 4.2 – Équations des plans obtenus pour les différents paramètres de conception

Au bilan, on pourra supposer dans la suite que µ ne dépend d’aucun paramètre de conception,
en acceptant que les valeurs correspondant à des faibles valeurs cumulées de précharge et d’épais-
seur sont difficilement interprétables. Ce résultat est en accord avec le phénomène physique décrit,
puisque le coefficient de frottement ne dépend pas des dimensions géométriques des éléments en
contact.

3.2 Dépendance de cT

Une étude analogue a été réalisée pour étudier l’influence des paramètres de conception sur le
paramètre cT , représentant l’évolution de la rigidité équivalente de l’assemblage soumis à du ci-
saillement pendant la phase d’adhérence. L’étude bibliographique effectuée dans la Section 3.1.2
du chapitre 1 a montré que la souplesse d’un assemblage à du cisaillement évoluait de façon propor-

tionnelle à
1

e.E
pour les modèles de [Tate M.B., 1946] et de [Swift, 1971], si bien que l’évolution

de la rigidité cT devrait être proportionnelle à e.E.
Les résultats sont présentés Figure 4.13.
On cherche alors, pour interpoler cette surface, l’équation d’un plan de type cT = c1+c3.e+c4.E.

Le coefficient de détermination de valeur 0, 955 indique une bonne corrélation entre les simulations
exposées et la littérature.

On étudie ensuite l’influence de la précharge PC sur le paramètre cT à travers les Figures 4.14
et 4.15.

Ces résultats mettent en lumière l’importance de la précharge sur la valeur de cT . Sur ces 2
figures, on observe une dépendance linéaire du coefficient cT à la précharge PC. De façon identique
au cas précédent, on cherche les équations des plans capables d’interpoler au mieux ces surfaces de
type cT = c1 + c2.PC + c3.e et cT = c1 + c2.PC + c4.E. Les différents coefficients sont ainsi résumés
dans le Tableau 4.3, et les coefficients de détermination R2 indiquent que le modèle proposé est
satisfaisant.

cT c1 c2 c3 c4 R2

PC et e −6.29.104 13.36 1.99.104 - 0.985
PC et E −2.44.104 12.8 - 0.1346 0.988
E et e 4.97.104 - 1.77.104 0.14 0.955

Table 4.3 – Équations des plans interpolant cT obtenus pour les différents paramètres de conception

On trace finalement les valeurs de cT dans un espace multi-paramétrique (PC, e, E,CT ). On
considère un hyper-plan d’équation cT = a + b.PC + c.e + d.E. Les résultats sont indiqués dans la
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Figure 4.13 – Dépendance du paramètre cT dans l’espace paramétrique (e,E) pour PC = 10000 N
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Figure 4.15 – Dépendance du paramètre cT dans l’espace paramétrique (PC,E) pour e = 3 mm

première ligne du Tableau 4.4 (Cas 1). Afin de mettre en lumière les paramètres les plus influents,
la deuxième ligne du Tableau 4.4 (Cas 2) indique les valeurs des paramètres normalisés, c’est-à-

dire de l’équation du plan cT = a + b.
PC

PC,max
+ c.

e
emax

+ d.
E

Emax
. Le coefficient de détermination

est satisfaisant (R2 = 0.976), et on observe également une plus grande dépendance à la précharge
qu’aux autres paramètres.

cT a b c d
Cas 1 −9.19.104 13.2 2.01.104 0.139
Cas 2 −9.19.104 1.81.105 0.81.105 0.40.105

Table 4.4 – Coefficients des hyper-plans interpolant cT

3.3 Dépendance de cbolt

On se propose enfin d’effectuer une analyse paramétrique analogue sur le coefficient cbolt, qui
représente la rigidité en flexion du boulon. Les résultats de cette dernière sont présentés sur les
Figures 4.16, 4.17 et 4.18.

Ces 3 figures montrent que le paramètre cbolt ne dépend que très peu de la précharge appliquée
PC et du module d’Young E des éléments assemblés. Ces résultats sont en accord avec la modé-
lisation de l’assemblage, car le paramètre cbolt ne dépend a priori que de la physique du boulon et
non des éléments assemblés.

De plus, la dépendance du paramètre cbolt à la longueur de la poutre égale à 2 fois l’épaisseur
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Figure 4.16 – Dépendance du paramètre cbolt dans l’espace paramétrique (PC,e) pour E =

210000MPa
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Figure 4.17 – Dépendance du paramètre cbolt dans l’espace paramétrique (PC,E) pour e = 3mm
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Figure 4.18 – Dépendance du paramètre cbolt dans l’espace paramétrique (e,E) pour PC = 10000N

des plaques e est visiblement en
1
L

, puisque le tracé de la grandeur cbolt × e présentée Figure 4.19
amène à un plan constant, où le coefficient de corrélation du plan z = c1 interpolant le plan de la
Figure 4.19 est égal à 0.985.

La Figure 4.20 représente alors l’évolution de cbolt.e en fonction des 3 paramètres de conception.
Ainsi, mise à part la zone de faible précharge et faible épaisseur, le paramètre cbolt.e varie très peu.

3.4 Bilan des différentes dépendances

L’analyse paramétrique proposée dans cette section a permis de mettre en lumière la dépendance
de deux paramètres identifiés (cT et cbolt respectivement) à 2 paramètres de conception (PC et e
respectivement).

Dans la pratique, l’épaisseur des éléments assemblés varie rarement sur une même structure,
mais les liaisons boulonnées peuvent être préchargées avec des valeurs différentes. Par conséquent,
deux simulations seront alors nécessaires pour déterminer les paramètres identifiés et leur dépen-
dance aux paramètres de conception. La première simulation permettra de déterminer la valeur de
µ et de cbolt qui ne dépendent pas des paramètres de conception. On fera ensuite varier la valeur de
la précharge PC dans la deuxième simulation pour identifier la loi linéaire de dépendance de cT par
rapport à PC.

Il est également intéressant de noter que d’autres paramètres de conception peuvent influencer
la valeur des paramètres identifiés. Par exemple, le diamètre de la vis, et par voie de conséquence
le jeu vis-alésage, aurait également pu faire l’objet d’une étude paramétrique.
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4 Dépendance au maillage

4.1 Présentation

La dépendance des paramètres identifiés à la qualité du maillage est une donnée essentielle, dans
la mesure où le gain en temps de calcul du modèle connecteur ne doit pas être contrebalancé par
une identification trop longue parce qu’elle nécessiterait des maillages trop fins. Afin de réaliser
cette étude de sensibilité au maillage, on fixera les autres paramètres de conception aux valeurs
suivantes : PC = 10000 N, e = 3.15 mm et E = 210 000 MPa. Ces valeurs correspondent aux
valeurs médianes utilisées dans la Section 3.

La qualité du maillage est pilotée par 2 paramètres :

— le nombre d’éléments nb1 sous tête de vis et sous écrou, correspondant également aux zones
de raccords cinématiques du modèle connecteur ;

— le nombre d’éléments nb2 dans les plaques en dehors de ces zones de raccord.

Les Figures 4.21 et 4.22 illustrent les différentes qualités de maillage. Ainsi, le maillage pré-
senté Figure 4.21 présente un maillage raffiné hors des zones de raccord mais grossier dans ces
zones, alors que le maillage présenté Figure 4.22 présente la situation inverse. On a choisi de raf-
finer radialement avec une densité d’éléments plus importante proche du centre de la plaque, et
moins importante vers les bords.

Les résultats seront comparés à une solution dite overkill comportant 1, 5 millions degrés de
liberté.

Figure 4.21 – Exemple de maillage grossier dans la zone de raccord
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Figure 4.22 – Exemple de maillage raffiné dans la zone de raccord

4.2 Résultats de l’étude

On présente respectivement sur les Figures 4.23, 4.24 et 4.25 la dépendance des paramètres µ,
cT et cbolt à la qualité du maillage.

La première conclusion à tirer concernant le maillage sur la Figure 4.23 est que les maillages
proposés sont convergés vis-à-vis du frottement et représentent convenablement ces phénomènes,
car l’écart relatif entre les valeurs extrémales est inférieur à 3%. Ce résultat est cohérent car ce
coefficient illustre la transition de l’état adhérent à l’état de micro-glissement, a priori indépendante
de la qualité du maillage.

La valeur de cT illustre les phénomènes au voisinage de l’interface frottante. Ces derniers se
produisent sous tête de vis et sous écrou mais également à l’interface des éléments assemblés, donc
sont susceptibles de dépendre de la qualité du maillage dans ces zones.

On observe sur la Figure 4.24 que le paramètre cT semble converger vers une valeur unique
quand la qualité du maillage augmente, à la fois dans les zones de raccord (donc sous tête de vis
et sous écrou) et hors des zones de raccord (notamment à l’interface des éléments assemblés). Le
modèle le plus raffiné de cette étude paramétrique correspond à nb1 = 7 et nb2 = 14 et com-
porte 100 000 ddl, soit 15 fois moins que le modèle overkill, et amène à une valeur de cT égale à
1.74.105 N.mm−1. Le modèle overkill fournit quant à lui une valeur de cT égale à 1.79.105 N.mm−1,
ce qui confirme l’hypothèse d’une convergence de cT vers une valeur unique.

Enfin, on observe sur la Figure 4.25 que le paramètre cbolt ne dépend que très peu du maillage
hors des zones de raccord, et légèrement plus du maillage dans ces zones, avec un écart relatif
maximum de l’ordre de 20%. Ce résultat est en accord avec le modèle utilisé et la séparation
des phénomènes énoncée dans la Section 1.3.1 du chapitre 2, puisque le contact entre le boulon,
illustré par le paramètre cbolt, et les éléments assemblés se produit essentiellement dans les zones
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Figure 4.23 – Dépendance de µ au maillage
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Figure 4.25 – Dépendance de cbolt au maillage

de raccord.

5 Validation sur un modèle de référence
Afin de valider la stratégie d’identification proposée, on compare les courbes de comportement

du modèle générique comprenant le boulon entièrement discrétisé avec des éléments 3D, qu’on
appellera modèle 3D à celles du modèle comprenant le connecteur objet de notre travail, désigné
par modèle connecteur.

5.1 Présentation des modèles utilisés
La comparaison des modèles a été réalisée sur des calculs mettant en œuvre les géométries,

les conditions aux limites et le chargement présentés Figure 4.6. Les dimensions utilisées sont
précisées sur la Figure 4.1. Conformément aux conclusions de la Section 3.4, deux simulations dif-
férentes avec des valeurs de précharge distinctes ont été réalisées afin de déterminer la dépendance
linéaire de cT à PC. La stratégie d’identification a été appliquée à un assemblage élémentaire, pour
des valeurs de précharge PC égales à 8000 N et 10 000 N.

Les chargements proposés pour la validation du modèle sont une précharge de 12 000 N, sui-
vie de cycles de charge-décharge d’amplitude croissante sollicitant l’assemblage en cisaillement,
permettant d’apprécier l’augmentation du glissement plastique gs

T au cours des cycles. Pour les 2
modèles traités, le saut de déplacement est évalué conformément à la Figure 2.2.
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5.2 Comparaison des réponses
La comparaison des réponses du modèle connecteur et du modèle 3D est présentée Figure 4.26.
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Figure 4.26 – Comparaison des modèles de comportement tangentiel du modèle 3D et du modèle
connecteur

En première analyse, les résultats sont très similaires. Les résultats sont satisfaisants pour une
large gamme de chargements, et viennent ainsi valider la stratégie d’identification explicitée.

Les boulons utilisés dans les simulations numériques du chapitre 5 sont pour partie identiques
à ceux utilisés sur ce cas élémentaire.

6 Calibration des paramètres régissant la plasticité
On propose enfin une méthodologie permettant de déterminer les paramètres régissant les phé-

nomènes de plasticité dans le boulon. Pour rappel du chapitre 2, une section poutre sollicitée en
traction pure plastifie entièrement dès lors que la contrainte maximale est atteinte. En revanche, ce
n’est pas le cas en flexion et en torsion, où la section plastifie progressivement depuis un moment
limite initial jusqu’à un moment limite maximal. Par souci de clarté et de simplicité, l’hypothèse
qui est faite dans nos travaux est de supposer une plastification progressive uniquement en flexion,
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mais pas en torsion, pour laquelle la plastification est immédiate et intervient sous un moment de
torsion égale à Mpx, conformément à l’équation (2.8) du chapitre 2. Cette hypothèse est largement
motivée par le fait qu’un assemblage multi-boulonné n’est sollicité que très peu en torsion.

La plastification progressive de la section est prise en compte à travers des modèles reposant
sur des paramètres numériques. On détaille dans cette section une méthode d’identification de ces
paramètres. Cette dernière consiste alors à comparer les résultats issus des simulations mettant en
œuvre notre modèle à une solution poutre analytique pour calibrer ces paramètres.

6.1 Modèle analytique
On étudie une poutre élasto-plastique encastrée à une de ses extrémités et soumise à un moment

de flexion pure à son autre extrémité. Une transition progressive entre la première plastification,
observée à Mey (resp. Mez) et la plastification totale qui survient à Mpy (resp. Mpz), est prise en
compte. Les paramètres αy, βy, αz et βz introduits dans (2.16) régissent la progression de la plasticité
dans une section de la poutre sous une sollicitation de flexion pure.

Par exemple, les valeurs βy = βz = 0 conduisent à un critère non progressif en flexion : lorsque
le critère est atteint pour un couple de flexion Mpy (resp. Mpz ), toute la section est alors plastifiée.

La valeur des paramètres dépend de la géométrie de la section. Pour notre étude, nous avons
ainsi une section circulaire. On considère une poutre de longueur L et de section circulaire de rayon
R, encastrée à une de ses extrémités et soumise à un moment fléchissant Mz à l’autre extrémité. La
comparaison entre le modèle analytique et le modèle proposé est effectuée à l’aide de la courbe
représentant l’évolution du moment de flexion Mz en fonction de la courbure χz.

Le couple Mz(x) ne dépend pas de l’abscisse x pour une sollicitation en flexion pure, si bien
que la courbure χz s’écrit simplement comme :

χz =
∂θz

∂x
=
θz(L) − θz(0)

L
=
θz(L)

L
(4.3)

La contrainte normale σxx n’est pas homogène dans une section, mais varie linéairement en
élasticité en fonction de y dans la section. On désigne par u la valeur de y à partir de laquelle la
section est plastifiée. On peut écrire dans l’hypothèse d’un écrouissage linéaire défini dans (2.14)
l’expression de la contrainte normale σxx dans une section :

εxx = χz.y (4.4)
σxx = E.εxx pour 0 ≤ y ≤ u (4.5)

σxx = σy + ET

(
εxx −

σy

E

)
pour u ≤ y ≤ R (4.6)

où ET désigne le module d’écrouissage isotrope. Il est lié au paramètre H de (2.14) par ET =
E.H

E + H
. L’expression du couple de flexion M f z en fonction de la courbure est alors obtenue par

intégration sur une section :

M f z =

∫
S
σxx(y).y.dS (4.7)
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Tous calculs effectués, on obtient l’expression explicite de M f z en fonction de χz :

M f z(χz) =

(
R3σy

E

)(
p
4

ET ER
σY

χz +
4
3

(E − ET )
(
1 −

σy

ERχz

) 3
2 +

(E − ET )ERχz

2σy

(
arcsin(

σy

ERχz
) −

σy

ERχz
(1 − 2

( σy

ERχz

)2
)√

1 −
( σy

ERχz

)2)) (4.8)

où p correspond à la plasticité cumulée de (2.14).
Ce modèle analytique est utilisé dans la Section 6.2 pour déterminer les paramètres régissant la

plasticité du boulon.

6.2 Comparaison avec le modèle proposé
On calibre les paramètres αy, αz, βy et βz par essais successifs. Les résultats présentés Figure

4.27 ont été obtenus avec les valeurs αy = αz = 0.78 et βy = βz = 0.00021, pour les paramètres de
conception rappelés Figure 4.1.

Ces paramètres n’ont pas de sens physique particulier. Ils ne permettent que de recaler le modèle
de plastification progressif choisi par rapport au modèle analytique.
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Figure 4.27 – Comparaison des modèles analytique et connecteur pour la plastification progressive
de la section

Ces paramètres ne dépendent a priori que de la géométrie de la section de la poutre, que nous
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avons choisie circulaire pour notre étude. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modifier ces paramètres
une fois la calibration effectuée.

Remarque : il est représenté sur la Figure 4.27 le modèle de comportement obtenu si l’on
avait choisi une plastification non progressive de la section, correspondant à βy = βz = 0. On
observe que les différences de résultats ne sont pas très importantes entre les différentes valeurs
de ces paramètres, et il peut être envisagé, pour éviter des problèmes de convergence, d’adopter
un modèle de connecteur de plasticité non progressive pour la flexion. Les 2 configurations ont
été comparées sur des simulations numériques présentées au chapitre 5, et les résultats sont très
proches.

7 Bilan
Ce chapitre a présenté une stratégie d’identification des paramètres d’entrée du connecteur im-

plémenté dans le cadre de ces travaux. Cette dernière s’appuie sur un modèle générique EF 3D
considéré comme référence. Le modèle est paramétré et la stratégie est automatisée, si bien que
l’identification proposée s’applique à toutes les configurations de liaison boulonnée.

Une analyse paramétrique illustre ensuite l’influence des paramètres de conception sur la valeur
des paramètres déterminés. Les résultats de cette analyse sont en accord avec la littérature, validant
ainsi la stratégie d’identification proposée. Une comparaison du modèle connecteur avec le modèle
générique vient valider l’approche formulée.

Les paramètres numériques régissant la plastification progressive du boulon ont ensuite été
déterminés à partir d’une comparaison avec la solution analytique d’une poutre sollicitée en flexion
pure.

La détermination de tous ces paramètres permet alors d’utiliser le modèle connecteur dans
des simulations à grande échelle. C’est l’objet du chapitre 5, qui présente plusieurs illustrations
numériques de ce dernier.
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Chapitre 5
Illustrations numériques

Ce chapitre présente des mises en œuvre du modèle connecteur sur
des cas tests représentatifs de cas industriels. Dans une première

partie, une comparaison sur un cas test à 4 boulons dont l’objectif
est de valider le cas de multiples connecteurs dans une simulation
est proposée. Le deuxième cas test présenté est un modèle simplifié

de carters boulonnés d’un turboréacteur. L’application de
conditions aux limites et de chargement variés permet d’observer les
différents modes de déformation et d’apprécier les performances du

modèle de connecteur. Enfin, la modélisation complète d’un
assemblage de tubes cylindriques coudés prenant en compte la

plastification des boulons est présentée. Dans toutes ces simulations,
une comparaison des temps de calcul CPU est proposée.
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Les simulations proposées dans cette section permettent de mettre en évidence plusieurs carac-
téristiques du connecteur. Dans la Section 1, une simulation d’un assemblage comportant 4 boulons
est étudiée. Même si ces derniers ont une configuration identique, l’influence des conditions aux
limites et du transfert de charges est mise en lumière à travers l’étude du glissement local au ni-
veau de chaque boulon. Le deuxième cas test, étudié dans la Section 2 et représentant une portion
d’un assemblage de carters de turbine d’un turboréacteur, examine l’incidence de la valeur de la
précharge des boulons sur le comportement global de l’assemblage. Enfin, le modèle proposé dans
la Section 3 traite de l’influence du comportement élasto-plastique des boulons et de chargements
complexes, en présentant une géométrie complexe d’un assemblage de colonnes multi-boulonnées.

1 Configuration multi-boulonnée à simple recouvrement

1.1 Présentation du cas-test

La première simulation réalisée est décrite Figure 5.1. Il s’agit d’un assemblage de deux plaques
en aluminium par 4 boulons. Les boulons sont identiques à ceux utilisés dans le chapitre 4. Ainsi, les
paramètres utilisés dans le modèle comportant des connecteurs sont ceux résumés dans le Tableau
4.1.

L’objectif de cette simulation est de vérifier que plusieurs connecteurs peuvent être implémentés
dans une même simulation, et de constater que les variables internes de chaque connecteur évoluent
indépendamment les unes des autres. Les conditions aux limites associées au chargement proposé
Figure 5.1 doivent en effet permettre d’observer une phase de glissement des boulons 1 et 4 précé-
dant celle des boulons 2 et 3 pour une même valeur de précharge, et donc une évolution asynchrone
des glissements de chaque connecteur associé. Cette évolution a été étudiée de façon analytique
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Boulon 1 Boulon 2 Boulon 3 Boulon 4

Connecteur 1 Connecteur 2 Connecteur 3 Connecteur 4

x

y

u = 0 u = ud y

Figure 5.1 – Description du modèle 3D de référence et du modèle connecteur

dans les travaux de [Guillot, 2010] et se retrouve numériquement dans les résultats exhibés dans
cette section.

Au cours de la première étape de calcul, les boulons sont soumis à une précharge équivalente à
10 000 N. L’assemblage est ensuite soumis à un cycle de charge-décharge de cisaillement en im-
posant un déplacement ud dans la direction y à l’extrémité droite de la plaque supérieure, comme
représenté Figure 5.1. L’extrémité gauche de la plaque inférieure est encastrée. Les plaques assem-
blées sont en aluminium (E = 70 GPa, ν = 0.3) et les boulons sont en acier (E = 210 GPa, ν = 0.3).
Pour le modèle de référence 3D, le coefficient de frottement entre les plaques, sous les têtes de vis
et sous les écrous est fixé à 0.1. Pour rappel, tous les contacts sont des contacts sans frottement
pour la simulation avec des connecteurs.

Les éléments utilisés pour la simulation sont des éléments hexaédriques (C3D8). La simulation
est divisée en 200 incréments de temps de même durée.

1.2 Présentation des résultats

La configuration déformée obtenue avec les deux modèles au dernier pas de temps est présen-
tée Figure 5.2. Les champs de déplacement observés (déplacement U2 correspondant au déplace-
ment dans la direction y) correspondent alors au glissement résiduel de chaque boulon/connecteur,
puisque le pas de temps représenté correspond à la fin de la phase de décharge. On observe un très
bon accord entre le modèle de référence 3D et le modèle de connecteur pour la réponse globale de
l’assemblage en terme de déplacements.
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On cherche ensuite à étudier l’évolution des quantités locales de chaque boulon/connecteur. Les
évolutions des sauts de déplacement tangentiels de chaque boulon/connecteur, selon la définition de
la Figure 2.2, sont indiquées Figure 5.3. Nous constatons également un bon accord entre les deux
modèles. Les changements de pente des différentes courbes concordent. Le premier changement
de pente des courbes de comportement des connecteurs correspondent au début du glissement des
connecteurs 1 et 4, et la deuxième rupture de pente correspond au glissement des connecteurs 2 et
3. Ce phénomène est en effet décrit plus précisément sur la Figure 5.4, qui représente la valeur du
glissement cumulé à l’interface de chaque connecteur.

U, U2
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+1.087e−02
+1.631e−02
+2.174e−02
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+6.522e−02

Step: Chargement, Application du chargement exterieur
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+02

ODB: job_4_boulons.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Thu Sep 26 00:31:50 CEST 2019
X

YZ
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Step: Chargement, Application du chargement exterieur
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+02

ODB: job_4_connecteurs.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Thu Oct 17 10:37:39 CEST 2019
X

YZ

Figure 5.2 – Comparaison des champs de déplacement tangentiel des modèles 3D de référence et
connecteur (facteur d’amplification = 100)

Les changements de pente observés sur la réponse globale du modèle connecteur s’expliquent
par le glissement local des connecteurs 1 et 4 avant celui des connecteurs 2 et 3. Ces résultats sont
satisfaisants et valident l’approche du traitement de l’interface frottante par le modèle proposé dans
le chapitre 2 et implémenté dans le chapitre 3.
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Figure 5.3 – Évolution du saut de déplacement tangentiel gT pour chaque boulon/connecteur en
fonction de l’effort total appliqué F
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Figure 5.4 – Glissements cumulés au niveau des interfaces de chaque connecteur
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1.3 Comparaison des temps de calcul

On souhaite ensuite étudier les performances des 2 modèles. Les gains en termes de temps de
calcul ainsi que le nombre d’itérations du solveur de Newton global sont présentés dans le tableau
5.1.

Modèle de référence Modèle connecteur
Temps CPU (s) 14 067 1 670
Nombre de ddl 305 212 73 596

Nombre d’itérations du solveur de Newton 495 249

Table 5.1 – Comparaison des performances des modèles pour l’assemblage de 4 boulons

Les calculs ont été effectués avec 16 Go de mémoire RAM sur un nœud de deux processeurs
Intel Xeon 6148 de 2,40 GHz. Le facteur de gain en temps de calcul pour cet exemple est égal à
8.42. C’est un résultat satisfaisant, qui s’explique principalement par une diminution significative
du nombre de degrés de liberté du modèle (gain d’un facteur de 4.15), mais aussi par une réduction
du nombre d’itérations du solveur de Newton (gain d’un facteur de 1.98), grâce à l’élimination des
conditions de contact frottant entre les éléments assemblés.

On notera ici que le boulon (ou le connecteur associé) reste dans le domaine élastique pendant
les 200 incréments de calcul et ne plastifie pas. C’est un choix délibéré pour étudier exclusivement
les phénomènes de frottement.

2 Assemblage de carters de turbine d’un turboréacteur

2.1 Présentation du cas test

Le cas test présenté dans cette section est l’assemblage boulonné de carters de turbine de tur-
boréacteur. L’ensemble contient 120 boulons afin de solidariser ces derniers. À titre d’exemple, la
configuration déformée de l’assemblage suite à la phase de précharge des boulons est présentée
Figure 5.5. Dans un souci de simplicité, il a été choisi d’adopter des boulons identiques à ceux dont
les paramètres ont été identifiés dans le chapitre 4. Ainsi, aucune identification supplémentaire n’est
nécessaire.

Dans la suite de cette section, il a été choisi d’utiliser la symétrie cyclique de la géométrie
et du chargement, et de ne s’intéresser qu’à la modélisation d’un quinzième du problème. Cela
correspond alors à un secteur de 8 boulons. De plus, on cherche ici à valider les résultats présentés
dans l’analyse paramétrique du chapitre 4. On propose également de précharger les 8 boulons
avec des valeurs différentes, de façon à rendre compte de façon plus réaliste d’un cas test réel.
L’une des conséquences réside dans le fait que les valeurs du paramètre identifié cT dépendent de
la précharge de chaque connecteur. On présente alors Figure 5.6 les conditions aux limites et le
chargement appliqué pour le cas-test considéré. Les valeurs utilisées de la précharge de chaque
boulon/connecteur sont rassemblées dans le tableau 5.2.
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Figure 5.5 – Illustration de la géométrie du cas-test

Par souci de simplicité, les mêmes propriétés matériau que celles indiquées dans la Section 1
sont choisies, c’est-à-dire de l’aluminium pour les plaques (E = 70 GPa, ν = 0.3) et l’acier pour les
boulons (E = 210 GPa, ν = 0.3).

Le coefficient de frottement dans chaque zone de contact frottant est toujours choisi égal à 0.1
pour la simulation de référence 3D, et tous les contacts sont sans frottement pour la simulation
mettant en œuvre le modèle connecteur. Les éléments utilisés sont des éléments C3D8. Des cycles
de chargements dits de traction ou de torsion de charge-décharge sont imposés sur 200 incréments
de temps. Les simulations sont effectuées avec des moyens de calcul identiques à ceux de la Section
1. Plus précisément, le carter inférieur est encastré sur l’ensemble de sa surface inférieure, et deux
chargements différents sont appliqués, comme représenté Figure 5.6 : un chargement de traction,
où le carter supérieur est soumis à un effort parallèle à l’axe de symétrie de l’assemblage, et un
chargement de torsion, où le carter supérieur est soumis à un couple selon cette même direction.
Des conditions de périodicité sont imposées sur les faces latérales à l’aide d’une contrainte de type
MPC 1 pour respecter la symétrie du problème.

Il est intéressant de noter que même si différentes valeurs de précharge sont utilisées ici, l’iden-
tification des paramètres du connecteur n’a pas besoin d’être effectuée pour chaque valeur de pré-
charge, mais uniquement pour 2, conformément à ce qui a été mis en lumière dans le chapitre 4. Par
conséquent, les mêmes valeurs de paramètres de connecteur que celles identifiées dans le chapitre
4 ont été utilisées, en prenant en compte la dépendance linéaire de cT à la précharge appliquée.

1. Documentation ABAQUS sur les Multi Point Constraint
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Chargement de traction u = ud ez

Chargement de torsion ✓ = ✓d ez
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21

Noeud maître

Noeud maître

Figure 5.6 – Conditions aux limites et chargements appliqués pour le cas-test de l’assemblage de 2
carters

Numéro du boulon 1 2 3 4 5 6 7 8
Précharge (kN) 9 13 7 10 11 8 12 10

Table 5.2 – Précharges appliquées aux différents boulons
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2.2 Résultats des simulations des différents modes de chargement
Les comparaisons entre le modèle de référence 3D et le modèle de connecteur sont effectuées

pour les deux cas de chargement différents.

2.2.1 Chargement de traction

La Figure 5.7 montre l’évolution du saut de déplacement normal pour le boulon et le connecteur
1 en fonction de la force résultante dans la direction z associée au déplacement imposé ud.

Les réponses obtenues sont similaires pour chaque boulon/connecteur. De plus, les courbes de
comportement du modèle connecteur sont très proches de celles du modèle 3D, et permettent de
restituer le comportement global de l’assemblage.

2.2.2 Chargement de torsion

La Figure 5.8 montre l’évolution de la norme du saut de déplacement tangentiel ‖gT ‖ de chaque
boulon et de chaque connecteur en fonction de l’amplitude du couple résultant de la rotation impo-
sée θd.

Les courbes de comportement tangentiel pour un cycle de charge-décharge sont cette fois-ci
légèrement différentes en fonction du numéro du boulon/connecteur considéré, et dépendent de la
valeur de la précharge de chaque boulon PC. Les écarts observés sont cependant faibles (inférieurs
à 5% pour les plus importants, qui correspondent aux valeurs de précharges extrémales) et les
résultats demeurent tout à fait satisfaisants dans un contexte industriel au vu du gain en terme de
temps de calcul tel que rapporté dans la Section 2.3.

2.3 Comparaison des performances

Modèle de référence Modèle connecteur
Nombre de ddl 230 840 102 624

Chargement de traction
Temps CPU (s) 4 165 1 908

Nombre d’itérations du solveur de Newton 272 213
Facteur d’accélération 2.18

Chargement de torsion
Temps CPU (s) 8 247 3 230

Nombre d’itérations du solveur de Newton 443 298
Facteur d’accélération 2.55

Table 5.3 – Comparaison des performances des modèles pour le cas-test d’un assemblage de carter
de turbine boulonné

Les performances en termes de temps de calcul sont présentées dans le tableau 5.3. Le facteur
d’accélération obtenu est d’environ 2 − 2, 5 pour les deux cas de chargement étudiés et demeure
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Figure 5.7 – Saut de déplacement normal pour chaque boulon/connecteur évalué en fonction de
l’effort axial issu du déplacement imposé ud
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Figure 5.8 – Évaluation du saut de déplacement tangentiel pour chaque boulon/connecteur en fonc-
tion du moment imposé
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tout à fait satisfaisant pour ce type de structures. Il s’agit maintenant d’étudier les performances du
connecteur prenant également en compte le comportement non-linéaire du matériau du boulon à
travers l’introduction de la plasticité. C’est l’objet des travaux présentés dans la Section 3.

3 Assemblage multi-boulonné de tubes cylindriques coudés

3.1 Présentation du cas-test étudié
Cette section se propose de présenter les simulations numériques complètes de l’assemblage

de deux tubes coudés cylindriques boulonnés. La géométrie proposée est complexe, et l’intégralité
des phénomènes non-linéaires étudiés dans ces travaux est modélisée dans le modèle 3D et dans le
modèle connecteur. 24 boulons élasto-plastiques lient ainsi les 2 éléments assemblés. Après avoir
exposé les résultats des différentes simulations, une discussion sur les écarts observés est présentée.

3.1.1 Conditions aux limites et chargements

La configuration étudiée est représentée Figure 5.9. Cette dernière représente l’assemblage
coudé de 2 tubes cylindriques. Le premier est encastré à ses deux extrémités, et décrit une por-
tion d’une colonne principale. Cette dernière supporte, sur une partie de sa surface latérale, une
dérivation cylindrique coudée à l’une de ses extrémités, et dont l’autre extrémité est solidarisée
au moyen de boulons sur une couronne à un troisième tube cylindrique. Pour les simulations, 24
boulons identiques sont ainsi discrétisés à l’aide d’éléments 3D pour modéliser l’ensemble du pro-
blème.

On se propose de solliciter la structure au moyen de sollicitations analogues à celles mises en
œuvre dans à la Section 2, c’est-à-dire en imposant un effort et/ou un moment à un nœud maître,
lui-même relié à d’autres nœuds de la structure par un raccord rigide comme représenté Figure 5.9.

Les vis et les écrous utilisés dans cette section sont différents de ceux modélisés dans les sec-
tions 1 et 2. Ces derniers ont ainsi nécessité une nouvelle étape d’identification.

Pour le modèle de référence 3D, le coefficient de frottement entre les plaques, sous les têtes de
vis et sous les écrous est fixé à 0.1. Pour rappel, tous les contacts sont des contacts sans frottement
pour la simulation avec des connecteurs. Au cours de la première étape de calcul, les boulons sont
soumis à une précharge équivalente à 10 000 N (voir 3.2.1). L’assemblage est ensuite soumis à 3
types de chargements :

— un chargement dit de traction (voir Section 3.2.2) où le nœud maître est soumis à un effort
parallèle à l’axe des boulons,

— un chargement dit de torsion (voir Section 3.2.3) où le nœud maitre est soumis à un moment
suivant l’axe des boulons,

— un chargement dit de flexion (voir Section 3.2.4) où le nœud maître est soumis à un moment
dans une direction normale à l’axe des boulons.

Remarque : Les appellations de traction, torsion et flexion correspondent à des sollicitations
globales de la structure. Cependant, les boulons/connecteurs sont localement soumis à des charge-
ments combinant les différents types de sollicitation.
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mâıtre�"�imposé
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Figure 5.9 – Conditions aux limites imposées à l’assemblage multi-boulonné de tubes cylindriques
coudés

Les simulations sont constituées d’un cycle de charge. De plus, on présente pour chaque solli-
citation des résultats à l’échelle globale concernant les champs de contrainte et de déplacement des
nœuds de toute la structure au dernier incrément de calcul, et des résultats dits locaux concernant le
comportement de chaque boulon/connecteur. Pour les résultats locaux, la numérotation des boulons
utilisée est précisée Figure 5.10.
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Z

1
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13

19

Figure 5.10 – Numérotation des boulons/connecteurs utilisés
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3.1.2 Maillage

Les éléments utilisés pour la simulation sont des éléments hexaédriques à 8 noeuds (C3D8). Le
nombre et la taille des éléments dans les zones de contact frottant sont conformes à l’étude réalisée
dans le chapitre 4 concernant la dépendance des paramètres identifiés au maillage.

X

Y

Z

(a) Maillage hexaédrique utilisé

X

Y

Z

(b) Maillage conforme au niveau des zones de contact

Figure 5.11 – Description du maillage utilisé

Ainsi, nous prenons comme hypothèse dans la suite de l’étude que les écarts observés entre le
modèle 3D et le modèle connecteur pour les différents types de chargements n’ont pas pour origine
la qualité du maillage utilisé.

3.2 Présentation des résultats
On présente dans cette section les résultats des différentes simulations. Les performances en

termes de temps CPU et d’erreur entre les 2 modèles sont ensuite analysées dans la Section 3.3.
De plus, on notera que tous les champs de déplacements présentés dans la suite sont exprimés

dans un repère cylindrique, dont l’axe uz est l’axe colinéaire à l’axe des boulons et passant par le
nœud maître A où est appliqué le chargement. L’axe U1 dans ABAQUS est ainsi l’axe radial, et
l’axe U2 désigne la direction orthoradiale.

3.2.1 Mise en place de la précharge

Pour les 3 types de chargement proposés, la première étape de calcul consiste en la mise en
place d’une précharge d’une valeur de 10 kN pour chaque boulon/connecteur.
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Pour rappel, cette dernière est appliquée à l’aide d’un chargement de type Bolt load 2 sur chaque
boulon du modèle 3D de référence, et à l’aide d’un effort interne dans le connecteur selon l’Annexe
C. La quantité d’intérêt globale présentée Figure 5.12a est ainsi le champ de déplacement dans la
direction U3 du repère cylindrique, c’est-à-dire dans la direction axiale du connecteur.

Le champ de déplacement du modèle 3D a été présenté en masquant les boulons, afin de pouvoir
apprécier les déplacements des noeuds sous tête de vis et sous écrou.

De façon analogue, la quantité locale présentée Figure 5.13 est le saut de déplacement normal
gN de chaque boulon/connecteur à la fin de l’étape de précharge, selon la numérotation proposée
Figure 5.10.

Les écarts entre les 2 modèles sont très faibles. On peut expliquer ces résultats par une bonne
identification de la raideur normale du connecteur cN . À la vue des valeurs présentées Figure 5.12b,
les boulons n’ont pas plastifié pendant la phase de précharge, la limite élastique étant fixée à 700
MPa.

3.2.2 Traction

Le premier chargement étudié est celui dit de traction, qui correspond, une fois la précharge
appliquée, à l’application d’un effort au nœud maître dans une direction colinéaire à l’axe des
boulons. La quantité représentée Figure 5.14a représente ainsi le déplacement dans l’axe U3 du
repère cylindrique.

Les écarts relatifs très faibles concernant les valeurs maximales du champ de déplacement axial
(1, 8%) et de la contrainte de Von Mises (0, 49%) valident en partie le modèle de connecteur pro-
posé dans ces travaux. Signalons tout de même que la contrainte de Von Mises maximale n’est pas
atteinte au niveau de la liaison boulonnée, mais au niveau du coude du tube cylindrique princi-
pal. On présente d’ailleurs sur la Figure 5.15 le champ de contraintes de Von Mises dans la zone
boulonnée. Les 2 modèles fournissent des résultats très similaires.

On souhaite ensuite mettre en lumière l’apport du comportement élasto-plastique du connecteur
dans les simulations proposées. La valeur de l’effort imposé au nœud maître (2.105 N) a été choisie
de manière à mener à la plastification des boulons. On a alors représenté sur la Figure 5.16 le saut
de déplacement normal gN à 2 instants du chargements pour 3 modèles : le modèle de référence
3D, un modèle mettant en œuvre des connecteurs dits élastiques ne prenant en compte que les
phénomènes de frottement mais pas ceux liés à la plasticité, et un modèle incluant des connecteurs
capables de refléter le comportement élasto-plastique du boulon et celui de l’interface frottante.

Le premier instant du chargement représenté, correspondant à un effort de F = 1.105 N, ne
mène pas encore à la plastification des boulons. Les deux configurations de connecteur sont alors
identiques, et très proches de celles du modèle de référence. En revanche, une fois que le boulon
a plastifié (F = 2.105 N), les résultats diffèrent largement. On peut en effet observer sur la Figure
5.16 que le connecteur dit élastique n’est plus capable de reproduire le comportement des boulons
du modèle de référence, contrairement au connecteur élasto-plastique pour lequel les écarts relatifs
en termes de saut de déplacement normal gN (4.5%) sont très faibles.

On peut également noter que les valeurs des sauts de déplacement normal sont proches pour les
24 boulons/connecteurs, et cela confirme que le connecteur est capable de prendre correctement en

2. Documentation ABAQUS sur l’outil Bolt Load
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(b) Contrainte de Von Mises pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite) - facteur d’amplification = 600

Figure 5.12 – Comparaison des quantités à l’échelle globale après application de la précharge
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Figure 5.13 – Comparaison des sauts de déplacement normaux gN (en mm) suite à l’instauration de
la précharge pour chaque boulon/connecteur

compte toutes les directions de boulon possibles à travers un changement de repère, comme illustré
dans le chapitre 4.

3.2.3 Torsion

Le deuxième chargement étudié est celui dit de torsion. Une fois la précharge appliquée, ce
dernier est mis en place en appliquant un moment au nœud maître dans la direction U3 du repère
cylindrique. Les noeuds esclaves de la Figure 5.9 subissent alors un déplacement orthoradial, et les
boulons/connecteurs travaillent localement essentiellement en cisaillement.

Pour cette raison, la quantité présentée Figure 5.14a est le champ de déplacement orthoradial,
c’est-à-dire suivant l’axe U2 d’ABAQUS du repère cylindrique. En revanche, les quantités locales
de la Figure 5.18 sont les normes des sauts de déplacements tangentiels gT des boulons/connecteurs,
prenant ainsi également en compte le déplacement radial au sens du tube de ces derniers.

Les écarts relatifs des quantités globales (3.1% pour le déplacement, 7.2% pour la contrainte
de Von Mises dans la zone boulonnée) sont légèrement plus importants que pour la traction mais
restent acceptables au vu des gains en termes de temps de calcul.

3.2.4 Flexion

Le dernier chargement utilisé est celui dit de flexion. Il s’agit d’appliquer au nœud maître,
une fois la précharge instaurée, un moment dirigé selon la direction normale à l’axe des boulons
(voir Figure 5.9). Les boulons/connecteurs travaillent alors localement de façon dissymétrique en
traction/compression : ainsi, la moitié des brides, correspondant aux boulons 1 à 12 (voir Figure
5.10), est sollicitée en compression, alors que l’autre moitié, correspondant aux boulons 13 à 24,
est sollicitée en traction. Ils sont également soumis localement à une sollicitation de cisaillement,
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(b) Contrainte de Von Mises pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite) - facteur d’amplification = 60

Figure 5.14 – Comparaison des quantités à l’échelle globale après application d’un effort de traction
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S, Mises

+2.285e−03
+8.335e+00
+1.667e+01
+2.500e+01
+3.333e+01
+4.167e+01
+5.000e+01
+5.833e+01
+6.667e+01
+7.500e+01
+8.333e+01
+9.167e+01
+1.000e+02
+3.472e+02

  Node: 1309
  Elem: PART−1−1.59079
Max: +3.472e+02

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_traction.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Jul 29 12:29:08 CEST 2020

Max: +3.472e+02

X

Y

Z

Viewport: 2     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...Traction/job_traction.odb

(Avg: 75%)
S, Mises

+2.294e−03
+8.335e+00
+1.667e+01
+2.500e+01
+3.333e+01
+4.167e+01
+5.000e+01
+5.833e+01
+6.667e+01
+7.500e+01
+8.333e+01
+9.167e+01
+1.000e+02
+3.455e+02

  Node: 1309
  Elem: PART−1−1.59079
Max: +3.455e+02

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_traction.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Aug 05 19:21:10 CEST 2020

Max: +3.455e+02

X

Y

ZFigure 5.15 – Contrainte de Von Mises dans la zone boulonnée - facteur d’amplification = 60
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Figure 5.16 – Comparaison des sauts de déplacement normaux gN (en mm) suite à un chargement de
traction pour chaque boulon/connecteur. Confrontation des modèles purement élastique et élasto-
plastique des connecteurs
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Viewport: 1     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...D/Torsion/job_torsion.odb

U, U2 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)

−6.996e−02
−3.034e−02
+9.283e−03
+4.891e−02
+8.853e−02
+1.281e−01
+1.678e−01
+2.074e−01
+2.470e−01
+2.866e−01
+3.263e−01
+3.659e−01
+4.055e−01

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_torsion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Fri Jul 31 17:45:34 CEST 2020

X

Y

Z

Viewport: 2     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...s/Torsion/job_torsion.odb

U, U2 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)

−6.996e−02
−3.034e−02
+9.283e−03
+4.891e−02
+8.853e−02
+1.281e−01
+1.678e−01
+2.074e−01
+2.470e−01
+2.866e−01
+3.263e−01
+3.659e−01
+4.055e−01

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_torsion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Aug 05 21:07:48 CEST 2020

X

Y

Z

(a) Champ de déplacement orthoradial pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite) - facteur d’amplification
= 500

Viewport: 1     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...D/Torsion/job_torsion.odb

(Avg: 75%)
S, Mises

−6.996e−02
+2.937e+00
+5.943e+00
+8.950e+00
+1.196e+01
+1.496e+01
+1.797e+01
+2.098e+01
+2.398e+01
+2.699e+01
+3.000e+01
+3.300e+01
+3.601e+01

  Node: 2502
  Elem: PART−1−1.16749
Max: +3.357e+01

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_torsion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Fri Jul 31 17:45:34 CEST 2020

Max: +3.357e+01

X

Y

Z

Viewport: 2     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...s/Torsion/job_torsion.odb

(Avg: 75%)
S, Mises

+2.034e−03
+3.003e+00
+6.004e+00
+9.004e+00
+1.201e+01
+1.501e+01
+1.801e+01
+2.101e+01
+2.401e+01
+2.701e+01
+3.001e+01
+3.301e+01
+3.601e+01

  Node: 2502
  Elem: PART−1−1.16749
Max: +3.601e+01

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_torsion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Aug 05 21:07:48 CEST 2020

Max: +3.601e+01

X

Y

Z

(b) Contrainte de Von Mises pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite)

Figure 5.17 – Comparaison des quantités à l’échelle globale après application d’un moment de
torsion
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Figure 5.18 – Comparaison des normes des sauts de déplacement tangentiels gT (en mm) suite à un
chargement de torsion

puisqu’ils travaillent en flexion simple et non en flexion pure. La contrainte maximale sera alors
atteinte au niveau du boulon 19.

On se propose ainsi de représenter le champ de déplacement dans la direction U3 du repère
cylindrique, donc dans la direction axiale des connecteurs.

Suite à ce chargement, la Figure 5.20 montre qu’une partie des boulons sollicités en traction
ont plastifié. Le boulon le plus sollicité est le boulon 19, ce qui est en accord avec la localisation de
la contrainte maximale de la Figure 5.19b.

Les déformées présentées Figure 5.19a illustrent bien la dissymétrie du chargement appliqué.
On retrouve également cette dissymétrie sur la Figure 5.21, qui représente l’évolution du saut de
déplacement normal gN pour chaque boulon/connecteur :

— les boulons 2 à 12 sont globalement sollicités en "compression", et le saut de déplacement
normal est faible voire négatif,

— les boulons 1 et 13 à 24 sont globalement sollicités en traction, et le saut de déplacement
normal est alors beaucoup plus important.

La tendance est globalement bien représentée, et on peut affirmer que ce genre de chargement
complexe est correctement retranscrit par le modèle de connecteur décrit dans ces travaux, puisque
les erreurs relatives locales (9, 3% au maximum) restent acceptables.
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Viewport: 1     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...D/Flexion/job_flexion.odb

U, U3 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)

−7.032e−01
−5.209e−01
−3.386e−01
−1.563e−01
+2.600e−02
+2.083e−01
+3.906e−01
+5.729e−01
+7.552e−01
+9.375e−01
+1.120e+00
+1.302e+00
+1.484e+00

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U3 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_flexion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Fri Jul 31 16:41:09 CEST 2020

X

Y
Z

Viewport: 2     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...s/Flexion/job_flexion.odb

U, U3 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)

−7.032e−01
−5.209e−01
−3.387e−01
−1.564e−01
+2.587e−02
+2.081e−01
+3.904e−01
+5.727e−01
+7.549e−01
+9.372e−01
+1.119e+00
+1.302e+00
+1.484e+00

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U3 (_T−REPERE_CYLINDRIQUE)
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_flexion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Aug 05 21:44:49 CEST 2020

X

Y
Z

(a) Champ de déplacement axial pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite) - facteur d’amplification = 60

Viewport: 1     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...D/Flexion/job_flexion.odb

(Avg: 75%)
S, Mises

+5.495e−03
+1.846e+01
+3.691e+01
+5.536e+01
+7.381e+01
+9.225e+01
+1.107e+02
+1.292e+02
+1.476e+02
+1.661e+02
+1.845e+02
+2.030e+02
+2.214e+02

  Node: 102371
  Elem: PART−1−1.83434
Max: +2.214e+02

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_flexion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Fri Jul 31 16:41:09 CEST 2020

Max: +2.214e+02

X

Y
Z

Viewport: 2     ODB: /data0/usrtmp/verwaerde/T...s/Flexion/job_flexion.odb

(Avg: 75%)
S, Mises

+5.480e−03
+2.139e+01
+4.278e+01
+6.417e+01
+8.556e+01
+1.070e+02
+1.283e+02
+1.497e+02
+1.711e+02
+1.925e+02
+2.139e+02
+2.353e+02
+2.567e+02

  Node: 89139
  Elem: PART−1−1.83360
Max: +2.567e+02

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.200e+01

ODB: job_flexion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Wed Aug 05 21:44:49 CEST 2020

Max: +2.567e+02

X

Y
Z

(b) Contrainte de Von Mises pour les modèles 3D (à gauche) et connecteur (à droite)

Figure 5.19 – Comparaison des quantités à l’échelle globale après application d’un moment de
flexion
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(Avg: 75%)
S, Mises

+6.744e−01
+5.954e+01
+1.184e+02
+1.773e+02
+2.361e+02
+2.950e+02
+3.539e+02
+4.127e+02
+4.716e+02
+5.305e+02
+5.894e+02
+6.482e+02
+7.071e+02

Step: Chargement, Chargement de la structure
Increment    100: Step Time =    1.000
Primary Var: S, Mises
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.000e+01

ODB: job_flexion.odb    Abaqus/Standard 3DEXPERIENCE R2017x    Fri Jul 31 16:41:09 CEST 2020
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Z

Boulon 19

Figure 5.20 – Contrainte de Von Mises dans les boulons suite au chargement de flexion- facteur
d’amplification = 60
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Figure 5.21 – Comparaison des sauts de déplacement normaux gN (en mm) suite à un chargement
de flexion
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3.3 Étude des performances
3.3.1 Synthèse des écarts observés

Le tableau 5.4 présente les écarts relatifs sur les valeurs maximales des grandeurs à l’échelle
globale et locale pour les différentes sollicitations étudiées.

Écart relatif (en %) Déplacement Contrainte de Von Mises Saut de déplacement local
Chargement de traction 1.8 0.49 4.5
Chargement de torsion 3.1 7.2 11.2
Chargement de flexion 3.9 15.9 9.3

Table 5.4 – Présentation des écarts relatifs entre les modèles 3D et connecteur

Ce dernier met en lumière le fait que le modèle de connecteur retransmet convenablement le
comportement local de chaque liaison substituée, mais également le comportement global de l’as-
semblage.

Des géométries et des chargements complexes ont été mis en œuvre. On notera notamment, par
exemple avec la sollicitation de traction, le fait que la prise en compte du comportement élasto-
plastique du boulon est essentiel lorsque les chargements deviennent importants et impactent for-
tement le comportement local de la liaison.

Enfin, le mode de représentation des résultats ne permet pas d’apprécier la plastification pro-
gressive de la section du boulon en flexion, notamment dans le cas de chargement de la Section
3.2.3. Une étude annexe a été réalisée avec une plastification immédiate, et mène à des résultats et
des temps de calcul identiques. Les 2 modélisations peuvent ainsi être utilisées sans avoir d’inci-
dence sur le résultat ou les performances.

3.3.2 Analyse des performances

Le Tableau 5.5 présente une comparaison des performances des 2 modèles utilisés pour tous les
chargements étudiés.

Les facteurs d’accélération observés peuvent évoluer de façon importante en fonction du maillage
de référence. Par exemple, si les boulons avaient été maillés de façon beaucoup plus raffinés, le gain
en terme de nombre de degrés de liberté aurait été plus important, augmentant alors les facteurs
d’accélération.

De façon générale, nous observons que le solveur de Newton global nécessite moins d’itérations
à convergence pour le modèle connecteur que pour le modèle 3D. On attribue cela au fait que cer-
taines non-linéarités (contact frottant, plasticité) sont prises en compte à l’intérieur du connecteur
de façon locale.

Pour cette même raison, on observe également pour le chargement de traction que le connecteur
élasto-plastique ne nécessite pas plus de temps CPU ou d’itérations que le connecteur élastique.
La raison en est que l’intégration du comportement plastique par recherche de zéros par Newton
sécant est effectuée localement dans la routine, et ne nécessite qu’un de temps de calcul négligeable
compte-tenu de la taille du système global.
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Modèle de référence Modèle connecteur
Nombre de ddl 844 089 442 233

Chargement de traction - comportement élastique
Temps CPU (s) 62 915 27 926

Nombre d’itérations du solveur de Newton 731 573
Facteur d’accélération 2.25

Chargement de traction - connecteur élasto-plastique
Temps CPU (s) 62 915 28 032

Nombre d’itérations du solveur de Newton 731 573
Facteur d’accélération 2.24

Chargement de torsion
Temps CPU (s) 23 541 13 533

Nombre d’itérations du solveur de Newton 248 229
Facteur d’accélération 1.74

Chargement de flexion
Temps CPU (s) 59 237 29 306

Nombre d’itérations du solveur de Newton 767 586
Facteur d’accélération 2.02

Table 5.5 – Comparaison de temps CPU des simulations modèles 3D et connecteurs pour l’assem-
blage de tubes cylindriques coudés multi-boulonné
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Les gains en termes de temps de calcul obtenus sont très satisfaisants. Enfin, on présente dans le
Tableau 5.6 les performances du modèle connecteur en terme d’espace mémoire, qui sont analogues
pour les 3 cas de chargement proposés dans cette section. Elles doivent être rapprochées d’autres
modèles de connecteurs, comme par exemple le connecteur BARC issu des travaux de [Soulé de
Lafont, 2017] dans le logiciel SAMCEF [Paleczny et al., 2019]. Les performances du connecteur
proposé dans ces travaux sont ainsi intéressantes, notamment en terme de mise en données du
problème et de mémoire requise pour effectuer les simulations.

Modèle de référence Modèle connecteur Gain
Taille du fichier d’entrée 24 Mo 12 Mo 50%
Taille du fichier de sortie 5.7 Go 5.1 Go 11%

Espace mémoire 3.92 Gb 2.38 Gb 40%
Temps de pre-processing 12s 6 s 50%

Table 5.6 – Comparaison des performances des simulations des modèles 3D et connecteurs pour
l’assemblage de tubes cylindriques coudés multi-boulonné

Les faibles écarts sur les résultats obtenus entre les modèles 3D et connecteur mis en lumière
en Section 3.3.1 couplés aux gains de temps de calcul attestent de l’intérêt et de l’efficacité du
connecteur proposé.

4 Bilan
Les phénomènes non linéaires tels que le contact frottant à l’interface des éléments boulonnés

ou le comportement élasto-plastique du boulon ont été pris en compte dans le modèle de connecteur
proposé, ce qui a été illustré sur plusieurs géométries et chargements complexes.

L’étude de deux plaques reliées par quatre boulons et du modèle connecteur associé a permis
de valider l’implémentation d’un modèle avec plusieurs connecteurs soumis localement à des ef-
forts différents. Le rôle des conditions aux limites a été discuté. Le deuxième cas test a permis de
montrer l’influence des paramètres de conception comme l’épaisseur des éléments assemblés ou la
précharge, dont le rôle a pu être discuté à l’aide de la modélisation de l’assemblage de carters de
turbine. Enfin, un assemblage à échelle industrielle a été simulé et valide les approches proposées.

La comparaison entre les différents modèles mettent en lumière des gains de temps de calcul
encourageants tout en maintenant une qualité de résultats satisfaisante.

L’implémentation de ce modèle de connecteur a été effectuée dans le logiciel commercial ABA-
QUS, largement utilisé dans la communauté industrielle, ce qui pourrait rendre ce modèle inté-
ressant pour les bureaux d’étude, en particulier dans un contexte de pré-dimensionnement ou de
dimensionnement, des études de sensibilité pourraient alors être menées de façon plus rapide et
efficace grâce à son utilisation.
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Conclusion

Les méthodes numériques développées aujourd’hui pour simuler des assemblages compor-
tant un grand nombre de liaisons boulonnées et des phénomènes physiques complexes s’orientent
vers des modèles simplifiés, par exemple par l’intermédiaire de connecteurs ou d’éléments utilisa-
teurs. Ces techniques consistent par exemple à proposer un modèle simplifié, susceptible de rendre
compte d’un comportement analogue à celui d’un boulon et des non-linéarités environnantes, au
sein d’un assemblage boulonné. Bien qu’extrêmement prometteur, le développement de ce type
de modèles est pour l’instant réservé à la communauté scientifique académique. Les difficultés de
transmissions de ces connaissances vers l’industrie constitue encore un frein au développement de
ces outils. Par ailleurs, un certain nombre de phénomènes non-linéaires sont encore omis dans la
formulation des modèles de comportement des connecteurs de la littérature. Les travaux de cette
thèse ont ainsi porté sur le développement d’un modèle de connecteur intégrant des phénomènes
complexes tels que le contact frottant ou la plasticité, et d’implémenter ces travaux dans le logiciel
commercial Éléments Finis ABAQUS.

L’état de l’art des méthodes de calcul des assemblages boulonnés et de leurs modèles simplifiés
réalisée dans le premier chapitre a permis de mettre en lumière plusieurs limites que comportent les
modèles de connecteurs développés à l’heure actuelle. Les non-linéarités matériau ne sont que très
peu prises en compte dans ces modèles, et nécessitent des campagnes expérimentales coûteuses
pour en déterminer les paramètres caractéristiques. Les travaux les plus récents [Gray and McCar-
thy, 2011, Askri et al., 2016, Soulé de Lafont, 2017] ont ainsi tout intérêt à être complétés par la
proposition de nouveaux modèles de connecteur.

Pour ces raisons, nous avons développé un modèle de connecteur permettant de refléter des
phénomènes physiques complexes. Les modèles de comportement présentés dans le deuxième cha-
pitre proposent ainsi une stratégie de prise en compte des phénomènes de frottement aux interfaces
frottantes, et de comportements élasto-plastiques des éléments de fixation. Ces derniers sont ainsi
traités à l’aide d’une fonction seuil portant sur les quantités poutre selon la théorie de Timoshenko.
En parallèle, les frottements de type Coulomb y ont été intégrés à l’aide d’une approche originale
basée sur l’estimation de la résultante des efforts normaux et du coefficient de frottement des in-
terfaces. Une illustration de ces modèles est donnée sous la forme d’une simulation MATLAB.

Un troisième chapitre a ensuite détaillé l’implémentation du connecteur dans le logiciel ABA-
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QUS sous la forme d’un élément utilisateur (User-Element ou UEL) codé en FORTRAN 77. Une
étude de la structure des codes commerciaux EF a permis de proposer un algorithme d’intégration
robuste, en précisant les expressions du résidu et de la matrice tangente calculés. Les variables in-
ternes énoncées permettent alors de rendre compte des phénomènes non-linéaires au voisinage de
chaque liaison. Une comparaison de la réponse d’un assemblage boulonné élémentaire avec celle
du modèle connecteur implémenté entérine enfin les choix de modélisation.

La détermination des paramètres numériques qui régissent le comportement du connecteur né-
cessitent une campagne dédiée. Une stratégie d’identification des paramètres d’entrée du connec-
teur a ainsi été formulée dans le chapitre 4. Ces derniers sont bien sûr associés aux différents mo-
dèles de comportement présentés, mais également les paramètres utilisés par les ingénieurs dans le
dimensionnement des assemblages. L’approche utilisée s’appuie sur l’étude d’un modèle générique
d’assemblage boulonné. Une étude paramétrique et une comparaison bibliographique a permis de
montrer la dépendance des paramètres d’entrée aux paramètres de conception. Ces méthodes ont été
appliquées sur un exemple de liaison boulonnée, et une routine a été développée pour automatiser
la stratégie d’identification à toutes les liaisons boulonnées.

L’application et l’évaluation de ces travaux ont été présentée dans le chapitre 5, où le modèle
connecteur a été utilisé sur des structures à échelle industrielle. Les phénomènes physiques étu-
diés dans les sections précédentes sont ainsi mis en évidence sur des assemblages comportant un
grand nombre de degrés de liberté. L’influence des conditions aux limites sur une structure multi-
boulonnée est d’abord examinée à travers l’étude des glissements au niveau de chaque boulon.
L’incidence des paramètres de conception est ensuite considérée dans un deuxième cas-test, qui
s’intéresse à la modélisation de l’assemblage boulonné de carters de turbine d’un turboréacteur.
Enfin, la généralisation du modèle de connecteur proposé a été appliquée à des géométries et des
chargements complexes au travers d’un troisième cas-test.

De manière plus générale, ces travaux de thèse ont permis d’atteindre plusieurs objectifs. La
méthode de séparation des différents phénomènes survenant au voisinage des liaisons boulonnées
a permis de formuler un modèle de connecteur robuste. Son implémentation dans un logiciel in-
dustriel a permis de comparer ses performances aux modèles existants. Les faibles écarts entre
ces modèles couplés aux gains importants observés en terme de temps CPU soulignent l’excellent
compromis temps de calcul/qualité des résultats obtenu.

De nouvelles perspectives sont cependant susceptibles d’être explorées.

À court terme, le raccord du nœud maître du connecteur aux nœuds esclaves des plaques as-
semblées pourrait faire l’objet d’une étude spécifique. La stratégie d’optimisation pourrait concer-
ner la nature et la géométrie du raccord entre le nœud maître du connecteur et les nœuds esclaves
environnants : dans le modèle de connecteur proposé actuellement, la zone de raccord est limitée
à une surface dans un plan normal à l’axe du connecteur, mais il est envisageable d’intégrer par
exemple à la zone de raccord les nœuds dans l’épaisseur des éléments assemblés. L’utilisation d’un
couplage moins rigide, par exemple de type Distributing Coupling pourrait également faire l’objet
d’une étude plus approfondie, notamment en adaptant les fonctions de pondération.

Parallèlement à cette étude, il est possible d’imaginer le traitement d’assemblages à double
recouvrement avec un modèle de connecteur similaire en intégrant un troisième nœud maître au
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milieu du connecteur existant, puis de le traiter ensuite par symétrie avec un connecteur à 2 nœuds
pour un assemblage à simple recouvrement.

De plus, d’autres phénomènes non-linéaires intervenant au voisinage des liaisons boulonnées
pourraient également faire l’objet d’une implémentation à l’intérieur de la routine. La séparation
des phénomènes formulée dans ces travaux permet d’imaginer l’implantation du contact corps de
vis-alésage lorsque le micro-glissement devient trop important, en formulant par exemple une fonc-
tion seuil sur le saut de déplacement tangentiel des nœuds maîtres prenant en compte le jeu initial.

Enfin, de façon analogue à ce qui a été réalisé pour le comportement élasto-plastique, l’intro-
duction du phénomène de rupture de la vis pourrait être envisagée en estimant l’état de contraintes
du connecteur à chaque pas de temps, et en apportant une correction dépendant de la contrainte
maximale admissible.

À moyen terme, d’autres types de non-linéarités pourraient être étudiées. On pourrait par
exemple s’affranchir de l’hypothèse des petites perturbations et se placer dans le cadre non-linéaire
géométrique. La difficulté d’implémentation de ce genre d’hypothèse résiderait dans l’actualisation
de la direction axiale des connecteurs, et des variables internes plastiques associées aux directions.

Une autre piste d’amélioration envisagée pour ce modèle de connecteur est la réalisation d’abaques
virtuels pour identifier les valeurs caractéristiques du connecteur. L’utilisation de techniques de ré-
duction de modèles pourrait alors permettre d’estimer les paramètres d’entrée du connecteur online
pour des très faibles coûts de calcul, si les abaques virtuelles ont été réalisées offline en amont, en
exhibant les modes cinématiques de ce dernier.

Enfin, un travail supplémentaire d’implémentation pourrait être mené dans un contexte indus-
triel. Il s’agirait notamment de développer une interface graphique user-friendly pour ce genre de
connecteurs afin de généraliser son utilisation dans les bureaux d’études. De plus, le format utilisé
(user-element) permet la transposition simplifiée de ce connecteur à d’autres logiciels industriels
tels que ANSYS ou SAMCEF.

À plus long terme, les stratégies d’élaboration, d’identification et d’optimisation d’un modèle
de connecteur énoncées pour les assemblages boulonnées pourraient être élargies à d’autres types
de liaison. Les rivets ou les points de soudure sont des techniques d’assemblage très largement
utilisées dans l’industrie et pourraient faire l’objet d’approches similaires, en identifiant le compor-
tement mécanique local de ces liaisons, et en le restituant ensuite dans des sous-routines, permettant
ainsi une économie de temps de calcul.
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Annexe A
Relation entre déformations et déplacement
nodaux pour une poutre de Timoshenko

Le vecteur des déplacements nodaux de l’élément poutre regroupe les déplacements et rotations
des 2 noeuds maîtres, et est rangé dans un User-Element d’ABAQUS sous la forme

ucon =
(
u1

x u1
y u1

z θ1
x θ1

y θ1
z u2

x u2
y u2

z θ2
x θ2

y θ2
z

)
(A.1)

Les fonctions retenues pour approximer le champ de déplacement à l’intérieur de l’élément
sont de degré 1 pour la traction/compression et la torsion, et de degré 3 pour la flexion. Elles sont
détaillées ci-après.

Les fonctions tests que l’on va choisir doivent vérifier les équations d’équilibre , c’est à dire par
exemple dans le cas de la flexion dans le plan (xOz)

Ψ′′ + ω′ = 0 (A.2)
EIyω

′′ − kzS G(Ψ′ + ω) = 0 (A.3)

Dans le cadre de la théorie de Timoshenko, les fonctions de forme dépendront donc explicite-
ment des caractéristiques géométriques et matérielles de la poutre E, Iy, kzZ, S ,G et L.

On choisit donc les couples de fonctions de forme (Ni(x),Ni+4(x)), où en ayant noté Φy =
12EIy

kzS GL2 , on a pour les déplacements ... :

N3(x) =
1

1 + Φy

[
2
( x
L

)3
− 3

( x
L

)2
− Φy

x
L

+ (1 + Φy)
]

(A.4)

N4(x) =
L

1 + Φy

[
−

( x
L

)3
+

4 + Φy

2

( x
L

)2
−

2 + Φy

2
x
L

]
(A.5)

N5(x) =
1

1 + Φy

[
−2

( x
L

)3
+ 3

( x
L

)2
+ Φy

x
L

]
(A.6)

N6(x) =
L

1 + Φy

[
−

( x
L

)3
+

2 − Φy

2

( x
L

)2
+

Φy

2
x
L

]
(A.7)
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... et pour les rotations :

N7(x) =
6

L(1 + Φy)
x
L

[
1 −

x
L

]
(A.8)

N8(x) =
1

1 + Φy

[
3
( x
L

)2
− (4 + Φy)

x
L

+ (1 + Φy)
]

(A.9)

N9(x) =
−6

L(1 + Φy)
x
L

[
1 −

x
L

]
(A.10)

N10(x) =
1

1 + Φy

[
3
( x
L

)2
+ (−2 + Φy)

x
L

]
(A.11)

De même, les couples de fonctions de forme choisis pour la flexion dans le plan (xOy) sont
identiques au signe près : (N3,−N7),(−N4,N8),(N5,−N9) et (−N6,N10).

On en déduit l’expression du déplacement d’un point situé sur la fibre neutre à l’abscisse x en
fonction des composantes de ucon pour établir la relation u(x) = A(x) · ucon :



ux

uy

uz

θx

θy

θz


=



N1 0 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 0
0 N3 0 0 0 −N4 0 N5 0 0 0 −N6

0 0 N3 0 N4 0 0 0 N5 0 N6 0
0 0 0 N1 0 0 0 0 0 N2 0 0
0 0 N7 0 N8 0 0 0 N9 0 N10 0
0 −N7 0 0 0 N8 0 −N9 0 0 0 N10


.



u1
x

u1
y

u1
z
θ1

x
θ1

y

θ1
z

u2
x

u2
y

u2
z
θ2

x
θ2

y

θ2
z



(A.12)

Dans le cadre du modèle de Timoshenko, les relations de comportement poutre s’écrivent :

N(x) = ES
∂ux

∂x
(x) (A.13)

Vy(x) = k1S G
(
∂uy

∂x
(x) − θz(x)

)
(A.14)

Vz(x) = k2S G
(
∂uz

∂x
(x) + θy(x)

)
(A.15)

Mx(x) = GC
∂θx

∂x
(x) (A.16)

M f y(x) = EIy
∂θy

∂x
(x) (A.17)

M f z(x) = EIz
∂θz

∂x
(x) (A.18)
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On rappelle donc le vecteur des déformations généralisées ε(x) s’écrit :

ε(x) =



εx(x) =
∂ux

∂x
(x)

χy(x) =
∂θy

∂x
(x)

χz(x) =
∂θz

∂x
(x)

χx(x) =
∂θx

∂x
(x)

εxy(x) =
∂uy

∂x
(x) − θz(x)

εxz(x) =
∂uz

∂x
(x) + θy(x)

(A.19)

de manière à pouvoir écrire tbolt = Hbolt.(ε − εp) avec

Hbolt =



ES 0 0 0 0 0
0 EIy 0 0 0 0
0 0 EIz 0 0 0
0 0 0 GC 0 0
0 0 0 0 kyS G 0
0 0 0 0 0 kzS G


et εp =



ε p
x
χp

y
χp

z
χp

x
0
0


(A.20)

Pour rappel, les termes ε p
y et ε p

z sont nuls dans le modèle de flexion pure choisi.
La matrice B s’obtient alors en écrivant :

ε(x) =



∂

∂x
0 0 0 0 0

0 0 0 0
∂

∂x
0

0 0 0 0 0
∂

∂x
0 0 0

∂

∂x
0 0

0
∂

∂x
0 0 0 −1

0 0
∂

∂x
0 1 0



· u =



∂

∂x
0 0 0 0 0

0 0 0 0
∂

∂x
0

0 0 0 0 0
∂

∂x
0 0 0

∂

∂x
0 0

0
∂

∂x
0 0 0 −1

0 0
∂

∂x
0 1 0



· A(x) · ucon = B.ucon

(A.21)

(A.22)

Tous calculs faits, cette dernière a pour expression :

B =


N1,x 0 0 0 0 0 N2,x 0 0 0 0 0

0 0 N7,x 0 N8,x 0 0 0 N9,x 0 N10,x 0
0 −N7,x 0 0 0 N8,x 0 −N9,x 0 0 0 N10,x
0 0 0 N1,x 0 0 0 0 0 N2,x 0 0
0 N3,x + N7 0 0 0 −(N4,x + N8) 0 N5,x + N9 0 0 0 −(N6,x + N10)
0 0 N3,x + N7 0 N4,x + N8 0 0 0 N5,x + N9 0 N6,x + N10 0

 (A.23)
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C’est donc cette matrice B qui sera utilisée pour calculer la matrice tangente et le résidu de la
poutre élastoplastique. Comme énoncé dans le chapitre 3, la matrice tangente poutre est obtenue
par intégration sur les points de Gauss selon l’équation (A.24)

Kbolt
T =

L
2

3∑
i=1

ωi B

(
1 + ξi

2
L
)T

· Hbolt
i · B

(
1 + ξi

2
L
)

(A.24)

Dans le cas élastique, et en prenant l’hypothèse d’une section circulaire menant à Iy = Iz, on

obtient l’expression explicite de Kbolt
T en fonction des raideurs poutre cN =

ES
L

, ctorsion =
GJ
L

et

cbolt = 12
EIy

ky.L3 avec :

Kbolt
T =



cN 0 0 0 0 0 −cN 0 0 0 0 0

0 cbolt 0 0 0 cbolt
L
2

0 −cbolt 0 0 0 cbolt
L
2

0 0 cbolt 0 −cbolt
L
2

0 0 0 −cbolt 0 −cbolt
L
2

0
0 0 0 ctorsion 0 0 0 0 0 −ctorsion 0 0

0 0 −cbolt
L
2

0 cbolt
L2

3
0 0 0 −cbolt

L
2

0 cbolt
L2

6
0

0 cbolt
L
2

0 0 0 cbolt
L2

3
0 cbolt

L
2

0 0 0 cbolt
L2

6
−cN 0 0 0 0 0 cN 0 0 0 0 0

0 −cbolt 0 0 0 cbolt
L
2

0 cbolt 0 0 0 −cbolt
L
2

0 0 −cbolt 0 −cbolt
L
2

0 0 0 cbolt 0 cbolt
L
2

0
0 0 0 −ctorsion 0 0 0 0 0 ctorsion 0 0

0 0 −cbolt
L
2

0 cbolt
L2

6
0 0 0 cbolt

L
2

0 cbolt
L2

3
0

0 cbolt
L
2

0 0 0 cbolt
L2

6
0 −cbolt

L
2

0 0 0 cbolt
L2

3


(A.25)
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Annexe B
Rappels sur l’algorithme de retour radial pour
l’obtention du multiplicateur plastique

On se propose de détailler l’obtention du multiplicateur plastique λ à l’aide d’une procédure de
retour radial, basée sur une recherche de zéros par une méthode de type Newton-sécant.

L’écriture de la prédiction élastique associée à l’état dit trial est effectuée en considérant que
l’incrément de déformation reste élastique, c’est-à-dire que :

tbolt,tr
(n+1) = tbolt

(n) + H · ∆ε (B.1)

= H · (ε(n+1) − ε
p
(n)). (B.2)

Pour un incrément purement élastique, on peut écrire :

tbolt
(n+1) = H

(
ε(n+1) − ε

p
(n+1)

)
(B.3)

= tbolt,tr
(n+1) − H · ∆ε

p
(n+1) (B.4)

= tbolt,tr
(n+1) − ∆λ H ·

∂P
∂tbolt

∣∣∣∣
(n+1)

(B.5)

tbolt
(n+1) = tbolt,tr

(n+1) − ∆λ H · A · n(n+1) (B.6)

Il vient donc en utilisant la définition de n(n+1)

A · tbolt
(n+1) = A · tbolt,tr

(n+1) − ∆λ A · H · AT · n(n+1) (B.7)∥∥∥A · tbolt
(n+1)

∥∥∥ n(n+1) = A · tbolt,tr
(n+1) − ∆λ A · H · AT · n(n+1) (B.8)

En multipliant (B.8) par n(n+1) et en utilisant le caractère symétrique de A et de H, on obtient :∥∥∥A · tbolt
(n+1)

∥∥∥ = A · tbolt,tr
(n+1) · n(n+1) − ∆λ nT

(n+1) · A · H · A
T · n(n+1) (B.9)

En introduisant par souci de simplification les notations la matrice symétrique D = AHAT , et
en utilisant le fait que

∥∥∥A · tbolt
(n+1)

∥∥∥ = R(λ + ∆λ) pour un incrément plastique, l’équation scalaire à
résoudre devient :

∆λ nT · D · n = t̂bolt,tr · n − R(λ + ∆λ) (B.10)
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Exprimons maintenant les quantités nT ·D · n et t̂bolt,tr en fonction de ∆p = ∆λ dans le cas d’un
écrouissage linéaire isotrope.

L’équation (B.8) donne une expression nn+1, qui sera notée n dans la suite de cette annexe pour
alléger les notations :

n = (R(λ + ∆λ) I + ∆λ D)−1
· t̂bolt,tr (B.11)

si bien qu’avec des notations indicielles, on obtient :

nT · D · n = di (R(λ + ∆λ) + ∆λ di)−2
· t̂bolt,tr

i

2
(B.12)

t̂bolt,tr · n = (R(λ + ∆λ) + ∆λ di)−1
· t̂bolt,tr

i

2
(B.13)

Finalement, l’équation scalaire en ∆λ (B.10) à résoudre s’écrit :

∆λ

(
di (R(λ + ∆λ) + ∆λ di)−2

· t̂bolt,tr
i

2
)

= (R(λ + ∆λ) + ∆λ di)−1
· t̂bolt,tr

i

2
− R(λ + ∆λ) (B.14)

En factorisant par les termes en t̂bolt,tr
i

2
, on obtient :(

∆λ di

(R(λ + ∆λ) + ∆λ di)2 −
1

R(λ + ∆λ) + ∆λ di

)
t̂bolt,tr
i

2
= −R(λ + ∆λ) (B.15)

ce qui se simplifie en réduisant au même dénominateur en :(
−

R(λ + ∆λ)
(R(λ + ∆λ) + ∆λ di)2

)
t̂bolt,tr
i

2
= −R(λ + ∆λ) (B.16)

L’obtention de ∆λ revient alors à chercher le zéro de la fonction f (∆λ) définie par :

f (∆λ) = 1 −
t̂bolt,tr
i

2

(R(λ + ∆λ) + ∆λ di)2 (B.17)

ou encore :

f (∆λ) = 0 = 1 −
N tr2

(R(λ + ∆λ) + ES ∆λ)2 − N2
pAy(ρy + ∆ρy)

Mtr
f y

2(
R(λ + ∆λ) + EIyN2

pAy(ρy + ∆ρy)∆λ
)2

−N2
pAz(ρz)

Mtr
f z

2(
R(λ + ∆λ) + EIzN2

pAz(ρz)∆λ
)2 −

N2
p

M2
px

Mtr
x

2R(λ + ∆λ) + GC
N2

p

M2
px

∆λ

2

(B.18)

Le schéma de résolution du système est alors basé sur une triple recherche de zéros : à chaque
évaluation de la fonction f (∆λ), on doit évaluer les quantités ∆ρy(∆λ) et ∆ρz(∆λ) à partir de la
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valeur de ∆λ, avec une autre recherche de zéros des fonctions g(∆ρy) and h(∆ρz) définies par

g(∆ρy) = ∆ρy − ∆λ
N2

pAy(ρy + ∆ρy)|Mtr
f y|

R(λ + ∆λ) + EIyN2
pAy(ρy + ∆ρy)∆λ

(B.19)

h(∆ρz) = ∆ρz − ∆λ
N2

pAz(ρz + ∆ρz)|Mtr
f z|

R(λ + ∆λ) + EIzN2
pAz(ρz + ∆ρz)∆λ

(B.20)

Ces équations sont résolues par une méthode de type Newton-sécant, qui requiert la donnée de
deux points initiaux. ∆λ est positif, et la valeur maximale ∆λ1 correspond à un incrément entière-
ment plastique . L’intervalle de recherche de f (∆λ) = 0 est donc défini par [0,∆λ1] avec :

∆λ1 =
F(tbolt,tr

(n+1) ) − R(p(n))

ES
(B.21)

Les intervalles de recherche des solutions de ∆ρy and ∆ρz s’écrivent de façon similaire
[
0,∆ρy,1

]
et

[
0,∆ρz,1

]
, obtenus en résolvant les équations g(∆ρy) et h(∆ρz) en fixant les valeurs de Ay et Az à

leur valeur initiale.
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Annexe C
Détails de la modélisation du comportement
normal du connecteur

Le comportement normal du connecteur est déterminé avant le comportement tangentiel, puis-
qu’il aboutit à la détermination de la force normale interne du connecteur tN ainsi qu’à l’estimation
de la pression de contact pN nécessaire à l’évaluation de la fonction seuil fs. Le connecteur doit
également tenir compte de l’influence de la précharge appliquée sur l’assemblage.

Afin de comprendre comment la précharge du boulon est prise en compte, considérons d’abord
l’exemple unidimensionnel simplifié représenté Figure C.1, où cN représente la rigidité normale du
connecteur et où celem correspond à la rigidité normale équivalente de l’environnement du connec-
teur. Le comportement de l’environnement du connecteur est supposé rester dans son domaine
linéaire élastique afin d’alléger les notations suivantes. L’application aux comportements non li-
néaires est simple. Dans son état initial et avant l’application d’une charge externe, l’assemblage
est préchargé avec une précharge PC. La difficulté est la méconnaissance de la rigidité normale des
éléments assemblés celem.

cN celem

Figure C.1 – Modèle unidimensionnel du comportement normal du connecteur

Pour cela, sans charge externe, le premier incrément de calcul est utilisé pour estimer cette
rigidité. Une difficulté réside dans le fait que la précharge doit être imposée par la force normale
interne tN .

La force interne normale dans le connecteur est définie par :

tN = PC + cNgN (C.1)
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avec les notations définies dans le chapitre 2. De même, la force interne dans les éléments assemblés
est égale à clmentgN , en supposant un comportement linéaire comme discuté précédemment.

La force interne du problème décrit sur la Figure C.1 s’écrit alors :

fN,int(gN) = tN(gN) + celemgN . (C.2)

La correction de l’incrément de saut de déplacement δgN,(n) est telle que :

gN,(n) = gN,(n−1) + δgN,(n) (C.3)

et est obtenu en résolvant le problème tangent suivant : (C.4) :

(cN + celem) δgN,(n) = − fN,int(gN,(n−1)) (C.4)

Dans le cas de l’élasticité linéaire et en considérant que gN,(0) est initialisé à 0, il converge en
une itération et conduit à :

gN,(1) = gN,(0) + δgN,(1) = −
PC

cN + celem

tN(gN,(1)) = PC + cNgN,(1) = PC
celem

cN + celem

(C.5)

On peut donc voir qu’après cette étape initiale, la contrainte normale dans le boulon tN n’est pas
égale à la précharge PC, mais dépend des raideurs cN et celem. Il est néanmoins possible de modifier
la précharge introduite dans (C.1) en la multipliant par le facteur

cN + celem

celem
afin d’obtenir la force

interne correcte tN .
Ainsi, la précharge est corrigée en conséquence dans les incréments ultérieurs par une règle de

proportionnalité, en remplaçant PC par PC
cN + celem

celem
=

P2
C

tN,(1)
, où tN,(1) = tN(gN,(1)), dans la définition

de la force interne tN donnée par (C.1).
Par conséquent, pour tous les incréments n autres que l’incrément initial (n > 1), tN est donc

estimée par :

tN,(n) =
P2

C

tN,(1)
+ cNgN,(n). (C.6)

Avec cette nouvelle définition de tN , (C.2) devient :

fN,int = tN + celemgN = PC
cN + celem

celem
+ (cN + celem)gN . (C.7)

Dans le cas de l’élasticité linéaire et sans charges externes, cela conduit à : gN,(2) = −
PC

celem
tN,(2) = PC

(C.8)

La précharge converge en une itération vers la force normale interne souhaitée PC.

Stratégie d’élaboration, d’identification et optimisation d’un modèle de connecteur pour la simulation
d’assemblages boulonnés



171

La résultante de la force de contact normale pN pourrait être déterminée à chaque étape de
calcul à partir de la pression de contact intégrée sur les éléments de contact situés à l’interface entre
les plaques assemblées à proximité du boulon, et, ensuite, retournée comme paramètre d’entrée à
la routine du connecteur. Par souci de simplicité, seule une estimation de pN est déterminée.

L’équation (C.5) donne une estimation de la valeur de celem par

celem =
tN,(1)

PC − tN,(1)
cN (C.9)

À l’étape initiale, la résultante des forces normales de contact pN est simplement définie comme
suit :

pN,(1) = PC. (C.10)

Pour les incréments de chargement suivants, on estime pN par les expressions suivantes :

pN,(n+1) =
〈
−celemgN,(n+1)

〉
+

=

〈
−

tN,(1)

PC − tN,(1)
cNgN,(n+1)

〉
+

(C.11)

où la partie positive 〈·〉+ est introduite pour tenir compte du fait que la résultante des forces de
contact normales est nulle si les pièces assemblées se séparent les unes des autres.
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vers des outils de simulation numérique pour
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des stratégies de conception élaborées permet-
tant une prise en compte fine des phénomènes
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method for separating the different phenomena
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and allows the formulation of a robust connec-
tor model. Its implementation in ABAQUS has
allowed to compare its performance with exist-
ing models. The small differences between these
models coupled with the significant savings ob-
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and quality of the results obtained.
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