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Chapitre I

Introduction générale

La science consiste à passer d’un étonnement à un autre.

Aristote



2 I. Introduction générale

I.1 Contexte de la thèse

I.1.a Courants de Foucault

Les courants de Foucault sont des courants électriques créés dans une région conduc-
trice, soit par un déplacement de cette région dans un champ magnétique, soit par un
champ magnétique variable dans le temps. Ces courants créent un champ magnétique qui
s’oppose à la cause de la variation du champ extérieur à la région. À fréquence élevée,
les courants de Foucault se localisent surtout en surface des régions conductrices. Ce phé-
nomène est appelé effet de peau.

Figure I.1 – Courants de Foucault

Les courants de Foucault apparaissent dans divers systèmes électriques et causent des
pertes Joules (dites pertes par courants de Foucault). Dans la plupart des cas comme
dans les moteurs, les transformateurs ou les actionneurs, il est souhaitable de diminuer ces
courants pour augmenter le rendement des équipements. Dans d’autres cas, les courants
de Foucault jouent un rôle central pour le fonctionnement souhaité dans les systèmes de
freinage et de chauffage par induction ou de contrôle non-destructif. Quelle que soit leur
origine, leur détermination est un problème important dans le domaine de l’ingénierie.
Leur évaluation est souvent complexe et le développement d’outils de modélisation 3D est
un enjeu majeur pour le génie électrique. Cette thèse vise à apporter une contribution à
cette problématique.

I.1.b Méthodes numériques pour modéliser les courants de Foucault

Au cours des dernières décennies, la modélisation numérique pour l’électromagnétisme
a donné lieu à un nombre considérable de travaux de recherche. La modélisation des
courants de Foucault en basse fréquence a été l’objet d’un nombre important de dévelop-
pements reposant sur différentes méthodes numériques. Citons par exemple la méthode
des éléments finis (FEM pour Finite Element Method), les méthodes intégrales de volume
(VIM pour Volume Integral Method), la méthode PEEC (pour Partial Element Equivalent
Circuit) et les méthodes intégrales de frontière (BEM pour Boundary Element Method).
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La méthode des éléments finis permet désormais la simulation d’un grand nombre de
dispositifs électromagnétiques en deux et trois dimensions. Elle s’applique à la simulation
de dispositifs complexes comprenant des régions massives conductrices et/ou magnétiques
saturables, la prise en compte du mouvement et le couplage avec les équations de circuit
électrique. Si la FEM est particulièrement performante pour la modélisation de dispositifs
compacts (moteurs, transformateurs) cette dernière est relativement mal adaptée pour
modéliser les dispositifs nécessitant le calcul d’interactions à distance et/ou comprenant
un très grand nombre de conducteurs, comme par exemple un poste de distribution, une
alimentation à découpage ou un transformateur planar.

Les méthodes intégrales sont des méthodes qui permettent d’effectuer le calcul d’inter-
actions à distance via les noyaux de Green. Ces méthodes ne nécessitent pas le maillage
des régions inactives comme l’air. Cette propriété peut présenter de grands avantages en
termes de précisions et de nombre de degrés de liberté à manipuler. Néanmoins, ce type
d’approche conduit à la résolution de systèmes matriciels pleins. Ce type de méthode
connâıt toutefois un renouveau avec l’apparition des techniques de compressions matri-
cielles qui les rend aujourd’hui compétitives. Dans la famille des méthodes intégrales, la
méthode PEEC a été développée au G2ELab pour la modélisation des interconnexions
électriques (logiciel InCa3D). Elle est appliquée à une large gamme de dispositifs : circuits
imprimés, busbars, conducteurs massifs. Elle repose sur une méthode intégrale de volume
semi-analytique permettant la détermination d’un schéma électrique équivalent à l’aide de
constantes localisées. Le couplage avec un circuit externe est donc naturel et facile. Très
performante pour des conducteurs linéiques (1D), cette méthode est plus lourde en temps
de calcul pour les conducteurs surfaciques (2D) et surtout volumiques (3D). Cette limita-
tion a été partiellement éliminée par la proposition d’utiliser des éléments de facettes pour
généraliser la méthode PEEC sur des maillages quelconques. Cette approche s’est montrée
très performante pour les régions minces, toutefois elle est encore explosive en mémoire et
temps de calcul pour des modèles comportant des régions 3D conductrices car nécessitant
un maillage volumique de ces régions couplées à la génération de matrices denses.

Dans ce contexte, la méthode des éléments de frontière ou méthode intégrale de fron-
tière est une méthode numérique qui semble attractive. C’est un ensemble de techniques
numériques permettant de résoudre certaines équations aux dérivées partielles. Cette ap-
proche est très compétitive puisque générant un nombre d’éléments bien moindre que lors
de l’utilisation des approches volumiques. La caractéristique de cette approche, par oppo-
sition aux approches volumiques (FEM, VIM) est que seule la frontière du domaine est
discrétisée, réduisant ainsi la dimension du problème de un (Fig. I.2). Elle est toutefois
limitée aux matériaux isotropes, homogènes et linéaires ce qui est une limite importante
mais elle peut être attractive pour certaines applications où une telle hypothèse peut être
admise. C’est cette méthode que nous allons utiliser dans cette thèse pour résoudre le
problème des courants de Foucault.

I.2 Résumé des travaux effectués et plan de thèse

La méthode BEM a été développée surtout pour les problèmes électromagnétiques de
propagation, c’est à dire à hautes fréquences. Elle a démontré sa performance à travers plu-
sieurs travaux récents pour les applications de contrôle non-destructif les distributions de
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Méthodes numériques

 Méthode des éléments finis (FEM)
• Générale, robuste, largement utilisée

• Peu adaptée pour le calcul à distance à 

cause du maillage de l’air

o Approches volumiques

 Méthode intégrale de volume (VIM)
• Adaptée pour le calcul à distance

• Pas besoin du maillage de l’air

• Système matriciel plein, singularité

o Approches surfaciques Nombre d’inconnues réduit

Introduction Etat de l’art Positionnement de la méthode BEM Conclusions et perspectivesDéveloppement de nouvelles approches

Méthodes fortement affectées par la qualité du 

maillage volumique FEM VIM BEM

Figure I.2 – Discrétisation géométrique volumique en FEM, volumique en VIM et surfa-
cique en BEM

courant Foucault doivent être évaluées [1, 2]. Dans le cas d’un problème de propagation, les
formulations classiques reposent sur des inconnues qui sont les champs électriques et ma-
gnétiques sur les interfaces. Il n’y aucune difficulté pour traiter le problème de connexité,
c’est à dire les problèmes où les pièces conductrices possèdent des trous. Néanmoins, ces
formulations rencontrent le problème dit du low-frequency breakdown à basse fréquence
qui est lié à la présence d’un bruit numérique dans l’équation intégrale en champ élec-
trique. Si ce problème a été réglé en utilisant la décomposition de Helmholtz-Hodge, une
autre approche pour la méthode BEM consiste à résoudre directement les équations de
Maxwell dans leur approximation quasi-statique et non sous leur forme complète. Avec
cette approche, des noyaux de Green complexes apparaissant dans les équations intégrales
sont plus simples à intégrer car ils ne prennent pas en compte les effets propagatifs. No-
tons cependant que cette approche découple certaines équations électromagnétiques entre
les régions ce qui conduit à une difficulté dans le traitement des problèmes multiplement
connexes.

Dans le cadre de cette thèse, nous allons nous concentrer sur le développement de
formulations BEM en basse fréquence pour résoudre les équations de Maxwell sous leur
approximation quasi-statique. Le manuscrit est organisé en six chapitres. Ce premier cha-
pitre est l’introduction générale et les chapitres suivants sont :

— Le deuxième chapitre présente un état de l’art des formulations intégrales de fron-
tière pour la modélisation des courants de Foucault. Après le rappel des équations
de Maxwell et du problème courants de Foucault, la construction des équations
intégrales de frontières obtenues grâce à l’identité de Green sera introduite. A la
fin de ce chapitre, un état de l’art des formulations BEM quasi-statiques existant
dans littérature sera proposé.

— Le troisième chapitre se concentrera sur les implémentations numériques des for-
mulations BEM présentées dans le deuxième chapitre et les comparera en termes de
performances. Ce chapitre rappellera les outils utilisés : fonctions de forme des élé-
ments de Whitney, méthode de Galerkin, intégrations numériques et méthodes de
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résolution du système matriciel linéaire. Des tests sur quelques formulations BEM
seront effectués ce qui nous permettra d’estimer ces formulations pour des critères
de précision, de vitesse de convergence de la résolution et de capacité à traiter le
problème de connexité.

— Le quatrième chapitre proposera une nouvelle formulation BEM. Cette formulation
se base sur le potentiel vecteur magnétique dans le matériau et le potentiel scalaire
réduit dans l’air.

— Le cinquième chapitre sera consacré à un couplage original entre la formulation
BEM et des circuits externes alimentés en tension où les mutuelles d’inductance
entre les régions sont prises en compte.

— Le sixième chapitre analysera le positionnement de la méthode BEM par rapport
aux FEM, aux BEM-FEM hybridées et à la méthode SIBCs (Conditions d’impé-
dance de surface) implémentée dans un contexte d’équations intégrales et qui elle
aussi ne nécessite que le maillage des interfaces. Toutes ces approches seront com-
parées quant à leurs capacités à traiter un même problème courants de Foucault
réaliste.

Le manuscrit se terminera par des conclusions et des perspectives.





Chapitre II

Etat de
l’art des formulations intégrales de frontière pour
la modélisation des courants de Foucault

La connaissance s’acquiert par l’expérience, tout le reste
n’est que de l’information.

Albert Einstein
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Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons les équations de Maxwell puis leur approximation
quasi-statique restreinte aux milieux homogènes, isotropes, linéaires et soumis à des
excitations harmoniques en présence de régions conductrices. Ce problème est connu
sous le nom de problème courants de Foucault. Nous rappelons ensuite les équations aux
dérivées partielles le régissant et présentons la méthode intégrale de frontière reposant
sur les fonctions de Green. Les différentes formulations intégrales rencontrées dans la
littérature pour résoudre le problème courants de Foucault sont ensuite présentées.
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de Foucault

II.1 Equations de Maxwell et problème courants de Fou-

cault en basse fréquence

II.1.a Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont les lois fondamentales de l’électromagnétisme. Elles
permettent de décrire les champs électriques et magnétiques ainsi que leurs interactions
dépendant des variables spatiales et temporelles. Les champs électromagnétiques sont des
solutions des équations de Maxwell qui se présentent sous la forme locale suivante :
L’équation de Maxwell Faraday :

∇×E = −∂B

∂t
(II.1)

L’équation de Maxwell Ampère :

∇×H = J + ∂D

∂t
(II.2)

L’équation de Maxwell Gauss :
∇ ⋅D = ρ (II.3)

L’équation de Maxwell flux magnétique :

∇ ⋅B = 0 (II.4)

où E, H, D, B désignent respectivement le champ électrique, magnétique, d’induction
électrique et d’induction magnétique, J est la densité de courant électrique et ρ la densité
de charges électriques.

Les équations de Maxwell permettent de prédire les champs électromagnétiques créés
par une densité de courants ou de charges électriques. Ces équations sont insuffisantes pour
caractériser entièrement les champs électromagnétiques. Le système doit être complété
par l’ajout de relations constitutives, qui décrivent les propriétés du milieu dans lequel
les champs évoluent. Dans le cadre de cette thèse, nous nous restreindrons au cas où les
milieux considérés sont linéaires, homogènes et isotropes. Ces relations constitutives sont
les suivantes :

D = εE (II.5)

B = µH (II.6)

J = σE + js (II.7)

avec js la densité de courant électrique source imposée, ε, µ et σ respectivement la per-
mittivité, la perméabilité et la conductivité électrique du milieu.

II.1.b Équations de Maxwell en magnéto-harmonique

Dans cette thèse, nous considérerons un problème harmonique, ce qui signifie que tous
les champs d’excitation sont sinusöıdaux à la fréquence f (la pulsation est ω = 2πf).
Tous les champs vectoriels harmoniques dans le domaine temporel peuvent s’exprimer de
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la façon suivante : U (x, t) = R (U(x)ejωt). La composante U(x) dépend de la variable
d’espace x et sera notée U par la suite. Supposons qu’il n’existe pas de charges électriques
libres, les équations de Maxwell II.1-II.4 se représentent ainsi dans le domaine fréquentiel :

∇×E = −jωµH (II.8)

∇×H = σE + jωεE + js (II.9)

∇ ⋅D = 0 (II.10)

∇ ⋅B = 0 (II.11)

II.1.c Conditions aux limites

Considérons deux régions Ω1, Ω2 avec leur interface Γ. Les champs totaux E et H

vérifient les conditions aux limites à l’interface Γ suivantes :

n × (E1 −E2) = 0 (II.12)

n × (H1 −H2) = 0 (II.13)

n ⋅ (ε1E1 − ε2E2) = 0 (II.14)

n ⋅ (µ1H1 − µ2H2) = 0 (II.15)

où les indices 1 et 2 suivant le champ E ou H signifient que le champ est pris sur la surface
Γ du côté de Ω1 ou Ω2 respectivement, n est le vecteur normal unitaire à la surface.

II.1.d Problème courants de Foucault en basse fréquence

II.1.d-i Approximation quasi-stationnaire

En basse fréquence, lorsque la conductivité du milieu est élevée et que la taille ca-
ractéristique de la région considérée est faible devant la longueur d’onde dans le vide,
les courants de déplacement (∂D

∂t
) dans II.2 ou (jωεE) dans II.9 peuvent être négligés.

Les équations de Maxwell se ramènent alors à leur approximation quasi-statique ou les
effets capacitifs et propagatifs sont négligés. Les hypothèses pour vérifier la validité de
l’approximation sont détaillée dans [1].

∇×E = −jωµH

∇×H = σE + js

∇ ⋅D = 0

∇ ⋅B = 0

(II.16)

II.1.d-ii Problème étudié

Considérons que Ω1 est une région conductrice magnétique placée dans un champ élec-
tromagnétique inducteur créé par un courant d’excitation harmonique js à la fréquence f
se développant dans la région air Ω0. js est la densité de courant circulant dans une bobine
qui n’est pas affectée par les champs de réaction et qui est isolée électriquement de Ω1. Ce
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de Foucault

Figure II.1 – Problème courants de Foucault

problème est représenté sur la Fig. II.1.

∇×E = −jωµ1H

∇×H = σ1E (∈ Ω1)
∇ ×H = js (∈ Ω0)
∇ ⋅D = 0

∇ ⋅B = 0

(II.17)

L’approximation quasi-stationnaire est équivalente mathématiquement à imposer la per-
mittivité égale à zéro pour tous les milieux ε = 0. Du fait de cette approximation, les
composantes normales du champ électrique des deux côtés de l’interface sont découplées.
Ainsi la relation II.14 ne nous permet plus de déterminer la composante normale de E

dans l’air à l’aide de celle dans le conducteur. Pour cette raison, la composante normale de
E du côté de Ω1 est imposée nulle alors que celle du côté de Ω0 reste inconnue. Le champ
électrique dans l’air est défini à un gradient près selon la première équation de II.17. Dans
le conducteur, nous avons ∇ ⋅E = σ−1

1 ∇ ⋅ (∇ ×H) = 0 qui assure l’unicité de E. Par contre
dans l’air (∇ ×H) et E sont découplés, il est donc nécessaire d’imposer la jauge suivante
pour obtenir l’unicité de la solution [1] :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∇ ⋅E = 0 (∈ Ω0)
∫
Γ1

n ⋅EdΓ = 0 (II.18)

A partir du système d’équation II.17 et avec la jauge mentionnée, nous pouvons poser
le problème courants de Foucault en termes de champ électrique et de champ magnétique
séparément [1].
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En termes de champ électrique :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇ ×∇ ×E + jωµ1σ1E = 0

∇×∇×E = −jωµ0j
s

n × (µ−1
1 ∇×E1 − µ−1

0 ∇×E0) = 0

n × (E1 −E0) = 0

(∈ Ω1)
(∈ Ω0)

(II.19)

Le système d’équation ci-dessus est complétée avec la jauge dans II.18.

En termes de champ magnétique :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇ ×∇ ×H + jωµ1σ1H = 0

∇×∇×H = ∇ × js

n ⋅ (µ1H1 − µ0H0) = 0

n × (H1 −H0) = 0

(∈ Ω1)
(∈ Ω0)

(II.20)

II.2 Équations intégrales de frontière

Dans la littérature, il existe différentes approches qui permettent de transformer des
équations aux dérivées partielles en équations intégrales de frontière. Par exemple, pour
l’équation de Laplace scalaire, nous pouvons appliquer la deuxième identité de Green
ou la méthode indirecte utilisant des potentiels de couches [3]. En ce qui concerne les
grandeurs vectorielles telles que les champs magnétiques H et électriques E, nous pouvons
obtenir les équations intégrales en utilisant soit le principe des grandeurs équivalentes
[4], soit l’identité de Green [5, 6]. Dans cette partie, nous allons nous concentrer sur la
méthode utilisant l’identité de Green qui est une méthode directe et simple. Elle s’applique
facilement à l’équation de Laplace et à l’équation de Helmholtz pour des grandeurs scalaires
et vectorielles.

II.2.a BEM pour l’équation de Laplace

II.2.a-i Équation à résoudre

L’équation de Laplace est une équation aux dérivées partielles du second ordre. En
coordonnées cartésiennes dans un espace euclidien tridimensionnelles, l’équation pour une
fonction scalaire ψ(x, y, z) s’écrit sous la forme :

∆ψ = ∇ ⋅ ∇ψ = ( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
)ψ(x, y, z) = 0 (II.21)

L’ensemble de ses solutions ψ est appelée fonctions harmoniques ou fonctions potentielles.
La solution fondamentale de l’équation de Laplace est appelée fonction de Green et s’ex-
prime en 3D sous la forme :

G0(P,Q) = 1

4πr
(II.22)
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où P (xP , yP , zP ) et Q(xQ, yQ, zQ) désignent 2 points dans l’espace. La solution fondamen-
tale G0(P,Q) ne dépend que de la distance entre ces deux points r = ∥

Ð→
QP∥.

Physiquement, cette fonction correspond à un potentiel électrostatique au point P créé
par une charge ponctuelle se situant au point Q. Une propriété caractéristique importante
de la fonction de Green est que :

∆QG0(P,Q) = −δ(P,Q) (II.23)

où la dérivée est exprimée par rapport à Q où δ(P,Q) est la distribution de Dirac.
La caractéristique principale de la fonction Dirac est qu’elle est égale à zéro à tous les
points Q, sauf à Q ≡ P , où elle devient infinie.
L’équation de Laplace peut également s’écrire sous une forme vectorielle :

∆U = ∇(∇ ⋅U) − ∇ ×∇ ×U = 0 (II.24)

Cette équation s’applique typiquement à des potentiels vecteurs et non scalaires. Le lapla-
cien vectoriel se définit en coordonnées cartésiennes comme l’opérateur laplacien scalaire
s’appliquant à chacune des composantes respectives du potentiel vecteur U.

II.2.a-ii Identité de Green et équations intégrales

Identité pour des grandeurs scalaires :
Supposons u et v deux fonctions scalaires avec leurs dérivées premières et secondes

continues dans toute la région Ω1 et sur la frontière Γ1 = ∂Ω1 (Fig. II.1). Le vecteur
normal n est orienté vers l’extérieur du domaine considéré. Selon la seconde identité de
Green, nous avons :

∫
Ω1

(v∆u − u∆v)dΩ = ∫
Γ1

(v ∂u
∂n

− u ∂v
∂n

)dΓ (II.25)

Le terme ∂
∂n est une dérivée directionnelle exprimée par :

∂u

∂n
= n ⋅ ∇u (II.26)

La troisième identité de Green est connue comme une variante de l’équation II.25 où
la fonction v est remplacée par la fonction v = G0(P,Q). Considérons le cas où u = ψ la
fonction qui satisfait II.21, l’équation II.25 se simplifie par l’équation suivante (voir Annexe
A) :

h1u = ∫
Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (II.27)

où :
— h1 = 0 si P est à l’extérieur Ω1

— h1 = 1 si P se situe dans Ω1

— h1 = Θ1

4π si P se trouve sur le bord Γ1.
Θ1(rad) est appelé l’angle solide. L’angle solide sous lequel nous voyons une surface
Γ à partir d’un point P est donné par l’intégrale de surface :

Θ = ∫
Γ

Ð→
PQ ⋅ n
PQ3

dΓ, Q ∈ Γ
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avec le vecteur normal n de la surface Γ orienté pour que Θ est positif.

Figure II.2 – Description du problème pour la région air (bord à l’infini)

Nous considérons maintenant un cas où la région du problème est le domaine Ω0 à
l’extérieur de Ω1, délimitée par le bord Γ1 et un bord Γ2 s’étendant à l’infini (Fig. II.2),
ce qui conduit à la disparition des quantités u∂G0

∂n′ et G0
∂u
∂n′ tel que 1

R3 et ses intégrales
sur Γ2 tendent vers zéro [6] (le vecteur normal n′ est orienté vers l’extérieur de Ω0). De la
même façon que dans le cas précédent, nous obtenons l’équation intégrale de u suivante :

h0u = ∫
Γ1

(G0(P,Q) ∂u
∂n′

− u∂G0(P,Q)
∂n′

)dΓ

= −∫
Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ

(II.28)

où :
— h0 = 0 si P est à l’extérieur Ω1

— h0 = 1 si P se situe dans Ω1

— h0 = 1 − Θ1

4π si P se trouve sur le bord Γ1.
Dans le cas où la frontière Γ1 génère des normales uniques (pas de cassure dans la surface
entrâınant la possibilité d’avoir plusieurs normales différentes pour un même point), nous
avons Θ1 = 2π donc les coefficients dans II.27 et II.28 h1 = h0 = 1

2 .

Identité pour des grandeurs vectorielles :
Pour une grandeur vectorielle U qui satisfait II.24, nous pouvons aussi construire son

équation intégrale en appliquant II.27 ou II.28 aux trois composants U. L’équation obtenue
pour le problème intérieur de Ω1 s’écrit :

h1U = ∫
Γ1

(G0(P,Q)∂U

∂n
−U

∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (II.29)
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et pour le problème extérieur de Ω1 :

h0U = −∫
Γ1

(G0(P,Q)∂U

∂n
−U

∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (II.30)

II.2.b BEM pour l’équation de Helmholtz

II.2.b-i Équation à résoudre

L’équation de Helmholtz scalaire est une équation différentielle partielle elliptique
donnée par :

(∆ + k2)ψ = 0 (II.31)

avec ψ une grandeur scalaire.
La solution fondamentale de cette équation est la fonction de Green complexe s’écrivant
sous la forme :

G(P,Q) = e
−jkr

4πr
(II.32)

avec k provenant de II.31 et la distance r = ∥
Ð→
QP∥. Le noyau de Green complexe satisfait :

(∆Q + k2)G(P,Q) = −δ(P,Q) (II.33)

Pour une grandeur vectorielle U à trois composantes satisfaisant II.31, nous avons l’équa-
tion d’Helmholtz vectorielle :

(∆ + k2)U = 0 (II.34)

Remarquons que lorsque k = 0, II.31 et II.34 se réduit à l’équation de Laplace. Pour éviter
la confusion entre les symboles, nous notons Gl(P,Q) ou Gl le noyau complexe avec l
l’indice du domaine correspondant à l’équation de Helmholtz considérée.

II.2.b-ii Identité de Green et équations intégrales

Identité pour des grandeurs scalaires :
Supposons u et v deux fonctions scalaires, u satisfaisant l’équation II.31 dans Ω1 et

v = G1(P,Q) = e−jkr

4πr . En appliquant la seconde identité de Green, nous obtenons une
équation intégrale de la forme de II.25. Son terme de gauche devient :

∫
Ω1

(v∆u − u∆v)dΩ = ∫
Ω1

(G1 (−k2u) − u (−k2G1 − δP ))dΩ

= ∫
Ω1

uδ(P,Q)dΩ (II.35)

Par le même raisonnement que dans la section II.2.a-ii, nous obtenons l’équation intégrale
de u :

h1u = ∫
Γ1

(G1(P,Q)∂u
∂n

− u∂G1(P,Q)
∂n

)dΓ (II.36)

Identité pour des grandeurs vectorielles :
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Pour une grandeur vectorielle U qui satisfait II.34, nous pouvons aussi construire son
équation intégrale en appliquant II.36 aux trois composants U. Dans cette section, nous
présentons une autre façon de construction en utilisant l’identité vectorielle de Green.
Soit U et V deux fonctions vectorielles avec leurs première et seconde dérivées continues
sur la région Ω1 et sur la surface Γ1, la seconde identité vectorielle de Green s’écrit sous
la forme [6] :

∫
Ω1

(V ⋅ ∇ × ∇ ×U −U ⋅ ∇ × ∇ ×V)dΩ = ∫
Γ1

(U ⋅ ∇ ×V −V ⋅ ∇ ×U)dΓ (II.37)

Cette équation peut être présentée en termes de Laplacien en utilisant la définition II.24.
En plus de l’identité vectorielle de Green, il existe une identité vectorielle-scalaire de Green
écrite sous la forme suivante [7] :

∫
Ω1

[v∇×∇×U +U ⋅∆v + (∇ ⋅U)∇v]dΩ

= ∫
Γ1

[vn × (∇ ×U) + (n ×U) × ∇v + (n ⋅U)∇v]dΓ (II.38)

où v est une fonction scalaire aux première et seconde dérivées continues.
Nous supposons ici que la fonction U satisfait l’équation II.34. Dans l’identité II.37, le
vecteur V est choisi [5, 6, 8] :

V = aG1(P,Q) = a
e−jkr

4πr

avec a un vecteur unitaire d’orientation arbitraire.
Après quelques manipulations vectorielles, le vecteur a devient une composante commune
et peut être supprimée de l’équation II.37. Cela nous permet de transformer l’équation
II.37 en équation II.38 où v est substitué par G1(P,Q) = e−jkr

4πr . Nous avons donc :

∫
Ω1

[(∇ ×∇ ×U)G1 +U ⋅∆G1 + (∇ ⋅U)∇G1]dΩ

= ∫
Γ1

[n × (∇ ×U)G1 + (n ×U) × ∇G1 + (n ⋅U)∇G1]dΓ (II.39)

Nous considérons le cas où ∇⋅U = 0 qui correspond à une propriété classique des grandeurs
électromagnétiques et en appliquant la propriété II.33, l’équation II.39 devient :

∫
Ω1

δ(P,Q)UdΩ = −∫
Γ1

[n × (∇ ×U)G1 + (n ×U) × ∇G1 + (n ⋅U)∇G1]dΓ (II.40)

En appliquant le même principe de construction que dans la section précédente, nous
obtenons les équations pour les problèmes internes et externes :

h1U = −∫
Γ1

[n × (∇ ×U)G1 + (n ×U) × ∇G1 + (n ⋅U)∇G1]dΓ

h0U = ∫
Γ1

[n × (∇ ×U)G1 + (n ×U) × ∇G1 + (n ⋅U)∇G1]dΓ

(II.41)

(II.42)
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où h0 et h1 désignent les coefficients liés à l’angle solide détaillés dans II.27, II.28.
Les étapes qui permettent d’établir ces équations sont expliquées précisément dans [5].
Dans le cas k = 0 où l’équation de Helmholtz se réduit à l’équation de Laplace, après
quelques calculs d’algèbres vectorielles [5], II.41, II.42 peuvent s’écrire sous les formes déjà
obtenues dans II.29, II.30.

II.3 Formulations pour le problème courants de Foucault

Dans la partie II.2, nous avons présenté les équations de Helmholtz et de Laplace ainsi
que la technique de construction d’une équation intégrale de frontière à l’aide de la seconde
identité de Green. Parmi les équations décrivant les grandeurs électromagnétiques qui
apparaissent dans le problème courants de Foucault (voir § II.1.d), il existe des équations
de types Helmholtz et Laplace non-homogènes (avec présence d’un terme source). Ces
équations peuvent être transformées en équations intégrales de frontière comme introduit
dans la partie II.2 [5, 6, 8]. Dans cette section, nous allons présenter les formulations BEM
pour le problème courants de Foucault qui ont été proposées depuis plusieurs années.

II.3.a Formulations en courants et charges équivalents de Mayergoyz

Cette formulation en sources virtuelles en 3D a été proposée initialement par Mayergoyz
[9, 10] puis développée et exploitée dans plusieurs autres travaux tels que [11–13]. Cette
formulation est certainement l’une des premières à avoir été publiée. Le système d’équation
de cette formulation est le système II.20 qui décrit le problème courants de Foucault avec
le champ magnétique comme inconnue.
Nous considérons le problème décrit dans la Fig. II.1. Le champ magnétique H à l’extérieur
de Ω1 peut être décomposé en deux parties : l’une Hs créée par la source d’excitation js

et l’autre Hred créée par la réaction du matériau à ce champ inducteur.

H = Hs +Hred (II.43)

En dehors de la région conductrice, le champ magnétique Hred est irrotationnel ∇×Hred =
0. Par conséquent, il peut être dérivé d’un potentiel scalaire magnétique réduit ϕ :

Hred = −∇ϕ (II.44)

De plus, ce champ est solénöıdal dans la région libre Ω0 i.e ∇ ⋅ Hred = 0, conduisant à
l’équation de Laplace pour ϕ :

∆ϕ = 0 (II.45)

Le champ magnétique source Hs dans II.43 est calculé selon la loi de Biot-Savart :

Hs = ∫
Ω0

js × r

4πr3
dΩ (II.46)

Par l’introduction du potentiel scalaire ϕ, nous avons un nouveau système d’équations à
résoudre :

{ ∇ ×∇ ×H + jωµ1σ1H = 0 (∈ Ω1)
∆ϕ = 0 (∈ Ω0)

(II.47)
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avec les conditions aux limites suivantes :

n × (H1 +∇ϕ) = n ×Hs
0

n ⋅ (µ1H1 + µ0∇ϕ) = µ0n ⋅Hs
0

(II.48)

Mayergoyz a proposé des solutions pour le champ magnétique dans Ω1 et pour le potentiel
scalaire réduit dans Ω0 à l’aide de deux sources équivalentes :

— une densité de courant surfacique Jf qui crée le champ magnétique dans Ω1 :

H = ∇ × ∫
Γ1

Jf
e−jk1r

4πr
dΓ = ∇ × ∫

Γ1

JfG1dΓ

= ∫
Γ1

Jf ×∇G1dΓ

(II.49)

avec le coefficient k1 =
√
−jωµ1σ1.

Le champ H ci-dessus est défini grâce au potentiel double couche de Maxwell qui
est le rotationnel du potentiel simple couche vectoriel. Lorsque le point cible P se
trouve sur le bord Γ1 lisse, nous avons des traces tangentielle et normale de ce
potentiel du côté Ω1 [1] (voir § II.3.c) :

n ×H1 =
1

2
Jf + n × ∫

Γ1

Jf ×∇G1dΓ

n ⋅H1 = n ⋅ ∫
Γ1

Jf ×∇G1dΓ
(II.50)

— une densité de charges magnétiques σm qui crée le potentiel vecteur ϕ dans Ω0 :

ϕ = ∫
Γ1

σm
4πr

dΓ = ∫
Γ1

σmG0dΓ (II.51)

Le potentiel ϕ est le potentiel de simple couche scalaire. Nous avons le gradient
de ce potentiel et les traces tangentielle et normale du côté Ω0 qui sont [1] (voir §
II.3.c) :

∇ϕ = −∫
Γ1

σm∇G0dΓ

n ×∇ϕ = −n × ∫
Γ1

σm∇G0dΓ

n ⋅ ∇ϕ = −1

2
σm − n ⋅ ∫

Γ1

σm∇G0dΓ

(II.52)

Remplaçons les champs dans les conditions aux limites II.48 par ceux de II.50, II.52 et
nous obtenons les équations intégrales de frontière suivantes [12] :

1

2
Jf + n × ∫

Γ1

Jf ×∇G1dΓ − n × ∫
Γ1

σm∇G0dΓ = n ×Hs

1

2
σm + n ⋅ ∫

Γ1

σm∇G0dΓ − µ1

µ0
n ⋅ ∫

Γ1

Jf ×∇G1dΓ = −n ⋅Hs
(II.53)
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En post-traitement, la densité de courants de Foucault est calculée grâce à la formule du
champ magnétique II.49 :

J = ∇ ×H = ∇ ×∇ × ∫
Γ1

JfG1dΓ (P ∈ Ω1/Γ1) (II.54)

Ce type d’intégration a été développé dans [1], nous obtenons donc :

J = k2
1 ∫

Γ1

JfG1dΓ − ∫
Γ1

(∇ ⋅ Jf)∇G1dΓ (P ∈ Ω1/Γ1) (II.55)

Les potentiels de couche dans cette expression ont des composantes tangentielles continues
à travers le bord Γ1 (voir § II.3.c). Pour cette raison, nous proposons le calcul suivant pour
la densité de courant sur le bord :

n × J = k2
1n × ∫

Γ1

JfG1dΓ − n × ∫
Γ1

(∇ ⋅ Jf)∇G1dΓ (P ∈ Γ1) (II.56)

Le champ magnétique en tous points, ainsi que sur la frontière sont calculés directement à
partir de leurs expressions dans II.43, II.49, II.50 et II.52. Les pertes Joules peuvent être
calculées selon la théorème de Poynting (voir § IV.2.c-ii) à partir des quantités J et du
champ magnétique sur la surface Γ1.
Cette formulation ne permet pas de résoudre directement le problème non simplement
connexe car la définition de H dans l’air II.43, II.44 conduit à une intégrale de la densité
de courant sur une section du conducteur toujours nulle. Le problème de connexité a été
levé en introduisant par exemple des filaments de courant virtuels [10, 12].

II.3.b Formulations en potentiel vecteur magnétique de Rucker

Une formulation BEM couplant potentiel vecteur magnétique A et potentiel scalaire
électrique V a également été proposée par Rucker [14]. Un travail similaire sur ces gran-
deurs a été présenté par Tsuboi [15] prenant en compte la présence de matériau diélectrique.
Considérons le problème décrit comme dans la Fig. II.1. Le potentiel vecteur magnétique
A est défini à travers le champ d’induction magnétique :

∇×A = B (II.57)

A partir de l’équation de Maxwell-Faraday, nous avons :

∇×E = −jωB = −jω∇×A (II.58)

E = −jωA −∇V (II.59)

avec V le potentiel scalaire électrique.
Si la jauge de Lorentz (∇ ⋅A + µ1σ1V = 0) est appliquée à l’équation II.59, nous obtenons
une équation de Helmholtz pour V dans Ω1 :

∆V − jωµ1σ1V = 0 (II.60)
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Appliquons l’opérateur rotationnel à l’équation II.57 et utilisons II.59, nous avons l’équa-
tion de A dans Ω1 :

∇×∇×A + jωµ1σ1A = −µ1σ1∇V (II.61)

A l’extérieur de Ω1, nous obtenons facilement :

∇×∇×A = µ0j
s (II.62)

Le système d’équations intégrales de frontière est construit à partir des équations différen-
tielles II.60, II.61 et II.62. L’équation intégrale de V du côté de Ω1 s’écrit :

h1V = ∫
Γ1

[(n ⋅ ∇V )G1 − V (n ⋅ ∇G1)]dΓ (II.63)

En prenant la composante normale de II.59, nous avons :

n ⋅ (−jωA −∇V ) = n ⋅E = 0

ou :
n ⋅ ∇V = −jωn ⋅A1 (II.64)

L’équation II.63 peut alors être ré-écrite :

hV = ∫
Γ1

[−jω (n ⋅A1)G1 − V n ⋅ ∇G1]dΓ (II.65)

Les équations II.61, II.62 du potentiel magnétique A sont les équations de types Helmholtz
et Laplace non-homogènes. Les équations intégrales de frontière correspondantes du côté
de Ω1 et Ω0 s’écrivent respectivement (les constructions détaillées dans Annexe B) :

h1A = −∫
Γ1

[n × (∇ ×A)1G1 + (n ×A1) × ∇G1 + (n ⋅A1)∇G1 + µ1σ1V nG1]dΓ (II.66)

h0A = As + ∫
Γ1

[n × (∇ ×A)0G0 + (n ×A0) × ∇G0 + (n ⋅A0)∇G0]dΓ (II.67)

avec As le potentiel vecteur magnétique créé par la source de courant js.
Notre système d’équations intégrales de frontière à résoudre comprend les équations

II.65, II.66, II.67 écrites pour les points cibles sur l’interface. Les conditions de transmission
à travers l’interface Γ1 sont imposée par le potentiel vecteur magnétique A et la composante
tangentielle du champ magnétique n ×H = 1

µn × (∇ ×A) :

A1 = A0

1

µ1
(n ×∇ ×A)1 =

1

µ0
(n ×∇ ×A)0

(II.68)

Nous avons donc trois inconnues dans le système d’équations à résoudre : le potentiel
scalaire V , le potentiel vecteur A et la composante tangentielle de la densité de flux
magnétique n ×B du côté de Ω1.
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Pour des points cibles réguliers sur l’interface : h0 = h1 = 1
2 , nous avons donc le système

d’équations suivant :

1

2
V = ∫

Γ1

[−jω (n ⋅A)G1 − V n ⋅ ∇G1]dΓ

1

2
A = −∫

Γ1

[(n ×B)G1 + (n ×A) × ∇G1 + (n ⋅A)∇G1 + µ1σ1V nG1]dΓ

1

2
A = As + ∫

Γ0

[µ0

µ1
(n ×B)G0 + (n ×A) × ∇G0 + (n ⋅A)∇G0]dΓ

(II.69)

Dans cette formulation, le potentiel vecteur magnétique possède des composantes nor-
males et tangentielles non nulles sur la frontière. Dans leur implémentation qui a été
réalisée avant le développement de la théorie des éléments de Whitney, les auteurs choi-
sissent des fonctions de forme nodales pour chaque composantes vectorielles et scalaires.
La formulation conduit alors à une matrice pleine de grande taille (7N × 7N coefficients
dans la résolution, N désignant le nombre de nœud du maillage surfacique) ce qui la rend
très lourde à utiliser. Un de ses avantages est l’utilisation du potentiel vecteur magné-
tique, ainsi cette formulation ne rencontre pas de difficultés particulières en présence de
problèmes non-simplement connexes [14, 16].

II.3.c Formulations en courants magnétiques et électriques équivalents

Dans cette section, nous introduisons une famille de formulations BEM développées en
se basant sur le système d’équations en champs électrique E et magnétique H dans II.16.
Ce type de formulations a été initialement développé pour le problème de propagation
électromagnétique. Plus récemment, des travaux ont montré leurs performances en les
appliquant aux problèmes de contrôle non-destructif [1, 2]. Dans le contexte de cette thèse,
nous ne présentons ici que les formulations proposées pour résoudre le problème courants
de Foucault.
Nous rappelons les équations différentielles des champs magnétique et électrique :

∇×∇×E + jωµ1σ1E = 0 (∈ Ω1)
∇ ×∇ ×E = −iωµ0j

s (∈ Ω0)
∇ ×∇ ×H + jωµ1σ1H = 0 (∈ Ω1)

∇ ×∇ ×H = ∇ × js (∈ Ω0)

(II.70)

Les équations de E et H écrites dans la région Ω1 sont des équations de Helmholtz ho-
mogènes alors que celles écrites dans la régions Ω0 sont des équations de Laplace non-
homogènes. Par la même démarche que celle présentée pour le potentiel vecteur A dans
la section précédente, nous obtenons les équations intégrales de frontière correspondant
à ces équations non-homogènes (voir Annexe B). Dans le cas où l’interface Γ1 est lisse,
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h1 = h0 = 1
2 , nous avons des équations suivantes :

−1

2
E = ∫

Γ1

[n × (∇ ×E)1G1 + (n ×E1) × ∇G1 + (n ⋅E1)∇G1]dΓ (II.71)

1

2
E = Es + ∫

Γ1

[n × (∇ ×E)0G0 + (n ×E0) × ∇G0 + (n ⋅E0)∇G0]dΓ (II.72)

−1

2
H = ∫

Γ1

[n × (∇ ×H)1G1 + (n ×H1) × ∇G1 + (n ⋅H1)∇G1]dΓ (II.73)

1

2
H = Hs + ∫

Γ1

[(n ×H0) × ∇G0 + (n ⋅H0)∇G0]dΓ (II.74)

où Es désigne le champ électrique créé par js :

Es = −iωAs = −iωµ0∫
Ω0

jsG0dΩ (II.75)

Afin de simplifier les quatre équations intégrales obtenues, nous remarquons que :

n × (∇ ×E)1 = −jωµ1n ×H1

n × (∇ ×E)0 = −jωµ0n ×H0

n × (∇ ×H)1 = σ1n ×E1

(II.76)

Nous définissons maintenant les courants électrique et magnétique surfaciques équivalents :

Js = n ×H1 = n ×H0

Ms = −n ×E1 = −n ×E0
(II.77)

Le terme (n ⋅E1) est nul dans l’équation II.71 mais (n ⋅E0) demeure une variable inconnue
dans II.72 (voir § II.1.d-ii). Nous avons les inconnues supplémentaires :

E0n = n ⋅E0

H0n = n ⋅H0 =
µ1

µ0
H1n

(II.78)

Les grandeurs surfaciques ci-dessus possèdent les caractéristiques suivantes :

∇ ⋅Ms = −jωµ0H0n = −jωµ1H1n

∇ ⋅ Js = −σ1n ⋅E1 = 0
(II.79)

Les équations obtenues II.71, II.72, II.73, II.74 se ré-écrivent :

−1

2
E = ∫

Γ1

(−jωµ1JsG1 −Ms ×∇G1)dΓ

1

2
E = Es + ∫

Γ1

(−jωµ0JsG0 −Ms ×∇G0 +E0n∇G0)dΓ

−1

2
H = ∫

Γ1

(Js ×∇G1 − σ1MsG1 +
µ0

µ1
H0n∇G1)dΓ

1

2
H = Hs + ∫

Γ1

(Js ×∇G0 +H0n∇G0)dΓ

(II.80)



22
II. Etat de l’art des formulations intégrales de frontière pour la modélisation des courants

de Foucault

Afin d’exprimer plus clairement les formulations de ce paragraphe, nous introduisons les
définitions des potentiels de couches à un point P n’appartenant pas à l’interface Γ1 [1] :

— Le potentiel vecteur de simple couche :

Ψl
V (U) = ∫

Γ1

UGldΓ (P ∈ R3/Γ1)

avec l ∈ {0,1}.

— Le potentiel double couche de Maxwell :

Ψl
DC (U) = ∇ ×Ψl

V (U) = ∫
Γ1

U ×∇GldΓ (P ∈ R3/Γ1)

— Le potentiel scalaire simple couche :

Ψl
S (u) = ∫

Γ1

uGldΓ (P ∈ R3/Γ1)

Nous avons :
∇Ψl

S (u) = −∫
Γ1

u∇GldΓ (P ∈ R3/Γ1)

Nous considérons un cas où le point cible P se trouve sur l’interface Γ1. Sur cette surface,
nous obtenons deux limites différentes pour le potentiel, selon que nous nous approchons
de l’extérieur ou de l’intérieur de la surface. La discontinuité peut présenter un saut du
potentiel au travers de la surface [1]. Notons les sauts des traces normale et tangentielle du
potentiel Ψ au travers de Γ1 respectivement comme [Ψ ⋅ n]Γ1

= (Ψ0 −Ψ1)⋅n et [Ψ × n]Γ1
=

(Ψ0 −Ψ1) × n. Nous avons :

[Ψl
V (U) × n]

Γ1
= 0, [Ψl

DC (U) × n]
Γ1

= −U, [∇Ψl
S (u) × n]

Γ1
= 0

[Ψl
V (U) ⋅ n]

Γ1
= 0, [Ψl

DC (U) ⋅ n]
Γ1

= 0, [∇Ψl
S (u) ⋅ n]

Γ1
= −u

Nous introduisons les valeurs principales de Cauchy (notées v.p.) et les traces des potentiels
à un point sur Γ1.

Al (U) = v.p. ∫
Γ1

UGldΓ, Bl (U) = v.p. ∫
Γ1

U ×∇GldΓ, Cl (u) = −v.p. ∫
Γ1

u∇GldΓ

Al× (U) = Al (U) × n, Bl× (U) = Bl (U) × n, Cl× (u) = Cl (u) × n

Aln (U) = Al (U) ⋅ n, Bln (U) = Bl (U) ⋅ n, Cln (u) = Cl (u) ⋅ n

Une trace d’un potentiel quelconque Ψ sur l’interface Γ1 peut s’exprimer par le saut et sa
valeur principale [1] :

Ψ × n = (−1)t

2
[Ψ × n] + v.p. (Ψ × n)

Ψ ⋅ n = (−1)t

2
[Ψ ⋅ n] + v.p. (Ψ ⋅ n)

(II.81)

avec t ∈ {0,1}, égale à 1 pour le problème interne et à 0 pour le problème externe.
Nous prenons des traces tangentielle et normale des équations II.80, en utilisant les défi-
nitions des potentiels introduites et nous obtenons un système de 8 équations :
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Les composantes tangentielles :

0 = −1

2
Ms + jωµ1A1

× (Js) + B1
× (Ms)

Es
× =

1

2
Ms + iωµ0A0

× (Js) + B0
× (Ms) + C0

× (E0n)

0 = 1

2
Js − B1

× (Js) + σ1A1
× (Ms) +

µ0

µ1
C1
× (H0n)

Hs
× = −

1

2
Js − B0

× (Js) + C0
× (H0n)

(II.82)

(II.83)

(II.84)

(II.85)

Les composantes normales :

0 = jωµ1A1
n (Js) + B1

n (Ms)

Es
n =

1

2
E0n + jωµ0A0

n (Js) + B0
n (Ms) + C0

n (E0n)

0 = −1

2

µ0

µ1
H0n − B1

n (Js) + σ1A1
n (Ms) +

µ0

µ1
C1
n (H0n)

Hs
n =

1

2
H0n − B0

n (Js) + C0
n (H0n)

(II.86)

(II.87)

(II.88)

(II.89)

avec Es
×, Es

n, Hs
×, Hs

n les traces tangentielles et normales de Es et de Hs sur la frontière
du côté de Ω0.

Les formulations du problème courants de Foucault développées par le passé sont basées
sur différentes combinaisons de ces équations. Nous constatons qu’il y a au plus 4 incon-
nues ceci sans tenir en compte la relation II.79. L’utilisation de II.79 nous permet en fait
d’éliminer la variable Hn afin de réduire le nombre d’inconnue. Il est alors possible de
regrouper les formulations développées en quatre catégories [17] : formulation en champ
électrique EFIE, formulation en champ magnétique MFIE, formulation mixte et formula-
tion en champs combinés. Les deux premiers types de formulations sont écrits en se basant
seulement sur les équations intégrales de champ électrique ou seulement sur les équations
de champ magnétique. Comme remarqué par Rucker et al. [17], ces deux types de formu-
lation peuvent conduire à des systèmes mal-conditionnés lorsque la constante k du noyau
complexe augmente à cause d’une fréquence, d’une conductivité ou d’une perméabilité
élevée. Pour cette raison, nous nous concentrons ici sur les deux derniers types formula-
tion mixte et formulation en champs combinés, qui sont plus stables numériquement.

Formulations mixtes

En combinant les équations obtenues pour le champ électrique et pour le champ magné-
tique dans différentes régions, nous obtenons deux formulations mixtes : une formulation
à trois inconnues (nommée EC1) et une à quatre inconnues (nommée EC2).

Formulation EC1 : Elle est formée par les équations II.82, II.88, II.85 et fait inter-



24
II. Etat de l’art des formulations intégrales de frontière pour la modélisation des courants

de Foucault

venir Ms, H0n et Js.

0 = −1

2
Ms + jωµ1A1

× (Js) + B1
× (Ms)

0 = −1

2

µ0

µ1
H0n − B1

n (Js) + σ1A1
n (Ms) +

µ0

µ1
C1
× (H0n)

Hs
× = −

1

2
Js − B0

× (Js) + C0
× (H0n)

(II.90)

La résolution de ce système nous permet d’obtenir E0n via l’équation II.83 et ensuite les
champs électromagnétiques totaux.
Grâce à la relation II.79, nous pouvons simplifier le système d’équations ci-dessus, en le
ramenant au système à deux variables Js et Ms suivant. La deuxième équation du système
est alors supprimée.

0 = −1

2
Ms + jωµ1A1

× (Js) + B1
× (Ms)

Hs
× = −

1

2
Js − B0

× (Js) +
j

ωµ0
C0
× (∇ ⋅Ms)

(II.91)

Formulation EC2 : formée par les équations II.84, II.83, II.87, II.89 pour Js, Ms, H0n

et E0n respectivement.

Es
× =

1

2
Ms + jωµ0A0

× (Js) + B0
× (Ms) + C0

× (E0n)

0 = 1

2
Js − B1

× (Js) + σ1A1
× (Ms) +

µ0

µ1
C1
× (H0n)

Es
n =

1

2
E0n + jωµ0A0

n (Js) + B0
n (Ms) + C0

n (E0n)

Hs
n =

1

2
H0n − B0

n (Js) + C0
n (H0n)

(II.92)

Comme pour la formulation à trois inconnues, nous pouvons réduire ce système d’équations
en éliminant la dernière équation de H0n et en remplaçant H0n dans la première équation
par ∇ ⋅Ms.

Es
× =

1

2
Ms + jωµ0A0

× (Js) + B0
× (Ms) + C0

× (E0n)

0 = 1

2
Js − B1

× (Js) + σ1A1
× (Ms) +

j

ωµ1
C1
× (∇ ⋅Ms)

Es
n =

1

2
E0n + jωµ0A0

n (Js) + B0
n (Ms) + C0

n (E0n)

(II.93)

Les travaux dans [17] ont montré de bons résultats obtenus avec ces deux formulations.
Pour les matériaux conducteurs non-magnétiques, elles assurent une bonne précision, même
dans le cas de fréquences élevées. Cependant, avec les matériaux conducteurs magnétiques
de perméabilité élevée, les deux formulations n’assurent plus une bonne précision.

Formulations en champs combinés



II.3. Formulations pour le problème courants de Foucault 25

Les formulations en champs combinés sont établies en combinant linéairement les équa-
tions intégrales de frontière des champs écrites du côté de Ω1 et de Ω0. Supposons que les
équations II.82-II.89 soient pondérées respectivement par les coefficients α1, α0, β1, β0, a1,
a0, b1, b0. Nous faisons quatre combinaisons sur ces huit équations dans lesquelles chacune
est faite par la combinaison des équations intérieur et extérieur du champ électrique ou
du champ magnétique, pour le cas tangentiel ou normal :

α1 ⋅ II.82 + α0 ⋅ II.83

β1 ⋅ II.84 + β0 ⋅ II.85

a1 ⋅ II.86 + a0 ⋅ II.87

b1 ⋅ II.88 + b0 ⋅ II.89

Mautz et Harrington [4] ont montré que l’unicité de la solution du système d’équations

combinées est assurée si α1

α0
⋅ ˜(β1β0 ) est positif et réel (le tilde désigne le conjugué). Le choix

de ces coefficients de pondération peut permettre d’éviter un système d’équations mal-
conditionné lorsque la constante k du noyau complexe augmente à cause d’une fréquence,
d’une conductivité ou d’une perméabilité élevée. L’idée de cette combinaison a été appli-
quée pour les problèmes de diffusion électromagnétique. On la retrouve dans la formulation
Poggio-Miller-Chang- Harrington-Wu-Tsai (PMCHWT) [1, 2, 18–20] ou dans la formula-
tion de Müller [2, 18]. Pour le problème courants de Foucault, il est possible de réduire les
quatre équations II.82-II.85 en un système de deux équations combinées. Il faut ajouter
de plus au système l’équation due à l’inconnue supplémentaire E0n. Nous allons présenter
ces formulations et leurs variantes associées ci-dessous.

Formulation EC3 : La formulation pour des courants de Foucault est obtenue avec
la même la combinaison que la formulation haute fréquence PMCHWT [1, 2, 18]. Le
système d’équation de cette formulation est formé en utilisant les coefficients suivant :
α1 = α0 = β1 = β0 = 1, a1 = 0, a0 = 1, b1 = b0 = 0.

Es
× = jω (µ0A0

× + µ1A1
×) (Js) + (B0

× + B1
×) (Ms) + C0

× (E0n)

Hs
× = −(B0

× + B1
×) (Js) + σ1A1

× (Ms) +
j

ω
( 1

µ0
C0
× +

1

µ1
C1
×) (∇ ⋅Ms)

Es
n =

1

2
E0n + jωµ0A0

n (Js) + B0
n (Ms) + C0

n (E0n)

(II.94)

Formulation EC4 : Hiptmair [21, 22] a proposé une formulation qui permet de suppri-
mer le terme C0

× (E0n) du système d’équations de la formulation EC3 (cela conduit aussi à
la suppression de la troisième équation de ce système). Dans cette formulation, le courant
surfacique équivalent Js a été interpolé avec des fonctions de forme appelées "loop" qui
sont à divergence surfacique nulle (détaillé dans [1]). En utilisant ces fonctions comme
fonctions tests pour la première équation de II.94 dans la projection de Galerkin, les inté-
grations dues au terme C0

× (E0n) vont s’annuler dans le système linéaire. Il reste alors un
système à deux variables Js et Ms.
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Formulation EC5 : La formulation est proposée par Zheng [23]. Ses équations prin-
cipales sont construites en utilisant l’ ensemble de coefficients suivant : α1 = −1, α0 = 1,
β1 = −µ1, β0 = µ0, a1 = −1, a0 = 1, b1 = b0 = 0. Nous avons :

Es
× = Ms + jω (µ0A0

× − µ1A1
×) (Js) + (B0

× − B1
×) (Ms) + C0

× (E0n)

Bs
× = −

1

2
Js (µ0 + µ1) − (µ0B0

× − µ1B1
×) (Js) − µ1σ1A1

× (Ms) +
j

ω
(C0

× − C1
×) (∇ ⋅Ms)

Es
n =

1

2
E0n + jω (µ0A0

n − µ1A1
n) (Js) + (B0

n − B1
n) (Ms) + C0

n (E0n)

(II.95)
L’idée de cette combinaison est identique à celle proposée par Müller. La présence du

noyau (∇G0 −∇G1) dans les termes du potentiel créé par Ms aux première et troisième
équations et par ∇ ⋅ Ms à la deuxième équation réduit la singularité de cette formu-
lation par rapport aux formulations précédentes EC3, EC4 (voir le détail dans III.21).
Cette formulation a été mise en œuvre par Zheng et a donné de bons résultats avec des
domaines multiplement connexes. Cependant, les tests n’ont été effectués que dans des
milieux conducteurs non-magnétiques.

Formulation EC6 : Une autre approche est abordée dans [2] pour le problème de propa-
gation en utilisant les coefficients pondération α1 = −1, α0 = 1, β1 = −1, β0 = 1. Rajoutons
une équation pour E0n qui correspond aux coefficients : a1 = −1, a0 = 1, nous obtenons le
système d’équation suivant :

Es
× = Ms + jω (µ0A0

× − µ1A1
×) (Js) + (B0

× − B1
×) (Ms) + C0

× (E0n)

Hs
× = −Js − (B0

× − B1
×) (Js) − σ1A1

× (Ms) +
j

ω
( 1

µ0
C0
× −

1

µ1
C1
×) (∇ ⋅Ms)

Es
n =

1

2
E0n + jω (µ0A0

n − µ1A1
n) (Js) + (B0

n − B1
n) (Ms) + C0

n (E0n)

(II.96)

La combinaison dans cette formulation nous permet aussi d’enlever le noyau singulier dans
certains termes du système. Dans ce cas, ce sont des potentiels créés par Ms aux première
et troisième équations et par Js à la deuxième équation.

Remarquons que pour les formulations en champs combinés, dans le cas particulier où
le matériau est non-magnétique µ1 = µ0, tous les noyaux singuliers sont quasiment enlevés
des formulations EC5 et EC6. Les formulations EC1, EC2 et EC4 ont été étudiées dans
le contexte des études de contrôle non-destructif [18], dans le cas basse fréquence et de
contraste élevé.

II.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la construction des équations intégrales de fron-
tière à partir des équations différentielles de type Helmholtz et Laplace homogènes ou
non-homogènes qui régissent les phénomènes quasi-statiques en présence de matériaux
linéaire et isotropes. Nous avons vu que ces équations intégrales peuvent être couplées via
les conditions de transmissions à l’interface entre les matériaux actifs et l’air. Les diffé-
rentes formulations rencontrées dans la littérature sont nombreuses et semble très diverses.
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Formulation Coefficients de pondération Variables inconnues

EC1
α1 = 1, α0 = β1 = 0, β0 = 1

a1 = a0 = 0, b1 = 0, b0 = 1
Js,Ms,H0n

ou
α1 = 1, α0 = β1 = 0, β0 = 1

a1 = a0 = 0, b1 = b0 = 0
Js,Ms

EC2
α1 = 0, α0 = β1 = 1, β0 = 0

a1 = 0, a0 = b0 = 1, b1 = 0
Js,Ms,H0n,E0n

ou
α1 = 0, α0 = β1 = 1, β0 = 0

a1 = 0, a0 = 1, b0 = b1 = 0
Js,Ms,E0n

EC3
α1 = α0 = β1 = β0 = 1

a1 = 0, a0 = 1, b1 = b0 = 0
Js,Ms,E0n

EC4
α1 = α0 = β1 = β0 = 1

a1 = 0, a0 = 1, b1 = b0 = 0
Js,Ms

EC5
α1 = −1, α0 = 1, β1 = −µ1, β0 = µ0

a1 = −1, a0 = 1, b1 = b0 = 0
Js,Ms,E0n

EC6
α1 = −1, α0 = 1, β1 = −1, β0 = 1

a1 = −1, a0 = 1, b1 = b0 = 0
Js,Ms,E0n

Table II.1 – Formulations en BEM du problème courants Foucault en champs électrique
et magnétique

Néanmoins, il nous a été possible de les grouper en famille : les méthodes en charges et cou-
rants équivalents, les méthodes en potentiel vecteur et les méthodes en champ. Il n’existe
que peu de références dans la littérature comparant tous ces approches. [1] a proposé une
comparaison mais elle concerne les formulations pour le problème de Maxwell.Dans le cha-
pitre suivant, nous allons comparer certaines de ces approches pour le problème courants
de Foucault.





Chapitre III

Implémentations numériques de quelques
formulations BEM quasi-statiques

La douleur est inévitable, mais la souffrance est
facultative.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord quelques informations concernant l’im-
plémentation numérique surtout pour la méthode intégrale de frontière. Les formu-
lations présentées dans le chapitre II vont être comparées sur leur performances en
termes de précision, de rapidité de convergences et de capacité à traiter des problèmes
multiplement connexes ou non.
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III.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans la partie précédente, les formulations intégrales pour
l’approximation quasi-statique semblent très nombreuses et diversifiées. Néanmoins, il a
été possible de présenter quelques familles de formulation. Dans cette partie, nous allons
tester ces formulations sur quelques cas simples. Après avoir donné quelques informations
concernant l’implémentation numérique de la méthode intégrale de frontière, nous allons
comparer leurs performances en termes de précision, de rapidité de convergences et de
capacité à traiter des problèmes multiplement connexes ou non.

III.2 Fonctions de forme des éléments de Whitney

Ces dernières années, les fonctions de forme vectorielles comme les fonctions de forme
d’arêtes et de facettes ont été utilisées largement dans le domaine de la modélisation en
électromagnétisme. Les fonctions de forme d’arêtes ont été introduites pour des problèmes
éléments finis par Nédélec dans [24]. L’utilisation de ces éléments permet d’assurer la
continuité de la composante tangentielle des variables vectorielles entre les éléments adja-
cents. Les fonctions de forme de facettes ont d’abord été utilisées par Raviart et Thomas
[25]. Ces éléments associés à ces fonctions de forme ont ainsi été nommés les éléments
de Raviart-Thomas. Les fonctions d’ordre le plus bas ont été développées indépendam-
ment par Glisson [26]. Elles ont été utilisées par la communauté électromagnétique sous
le nom de fonctions de base RWG (Rao-Wilton-Glisson) pour les triangles [27] ou Rooftop
pour les quadrilatères [28]. L’utilisation de ce type d’élément permet une représentation
adaptée des grandeurs vectorielles à flux conservatif. Bossavit a été le pionnier de leur uti-
lisation pour les éléments finis en électromagnétisme. Ils sont aujourd’hui connus sous le
nom générique d’éléments de Whitney [29]. Les éléments de Whitney nous permettent de
décrire les bases des espaces d’approximation respectivement avec des éléments de Nédélec
et avec des éléments de Raviart-Thomas. Dans les méthodes intégrales qui n’utilisent que
la discrétisation surfacique des interfaces, les éléments de référence sont des éléments 2D
tels que les triangles et les quadrangles. Nous allons présenter trois types de fonctions de
forme de Whitney en 2D (pour les BEM) et en 3D (pour les travaux du dernier chapitre) :
fonctions nodales (Whitney d’ordre 0), fonctions d’arêtes (Whitney d’ordre 1) et fonction
de facettes (Whitney d’ordre 2). Ces fonctions sont détaillées plus précisément dans [30]
par P. Dular.

III.2.a Fonctions de forme nodale

La fonction nodale αi associée au nœud i est une fonction scalaire qui vaut 1 au nœud i
et vaut 0 dans les autres noeuds sans subir de discontinuité. NotonsW 0 l’espace fonctionnel
construit par les fonctions de forme nodales, l’interpolation d’une grandeur scalaire définie
dans cet espace s’écrit :

φ(r) =
Nn

∑
i=1

αi(r)φi (III.1)

avec φ(r) le champ aux coordonnées r, φi la valeur de champ au nœud i et Nn le nombre
de nœud du domaine discrétisé. Cette interpolation permet d’assurer la continuité de la
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fonction scalaire sur le maillage.

III.2.b Fonctions de forme d’arêtes d’ordre 1

Considérons une arête a = {i, j} possédant deux extrémités qui sont les nœuds i, j et
ayant un vecteur directeur ta. La fonction de forme d’arête wa associée est définie par des
fonctions de forme nodale aux nœuds i, j et ses gradients :

wa = αi∇αj − αj∇αi (III.2)

Les expressions des fonctions de forme d’arêtes en 3D et en 2D et leurs propriétés sont
identiques. Nous allons donc nous limiter à leur présentation en 2D.

Propriétés des fonctions de forme d’arêtes :
Considérons un triangle composé de trois nœuds i, j, k comme sur la Fig. III.1. Remarquons
que ∇αi, ∇αj n’ont pas de composante tangentielle respectivement sur les arêtes {j, k} et
{k, i}. La fonction wa associée à l’arête {i, j} n’a donc pas de composante tangentielle sur
{j, k} et {k, i}. Sur {i, j}, la composante tangentielle de wa est :

wa ⋅ ta = ±
1

la
(III.3)

avec la la longueur de l’arête {i, j}, les signes ± dépendant de l’orientation du vecteur ta.

Figure III.1 – Fonction de forme d’arête en 2D
(a) fonction associée à l’arête {i, j}
(b) fonction associée à l’arête {j, k}
(c) fonction associée à l’arête {k, i}

La figure III.1 montre le champ vecteur créé par les trois différentes fonctions de forme
d’arête associées à un même triangle [31].
Le rotationnel et la divergence de wa sont définis par :

∇×wa = 2∇αi ×∇αj (III.4)

∇ ⋅wa = ∇αi ⋅ ∇αj −∇αj ⋅ ∇αi = 0 (III.5)

Propriétés de l’espace vectoriel :
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La fonction de forme d’arêtes wa construit l’espace fonctionnelleW 1 où un champ vectoriel
est interpolé par :

H(r) =
Na

∑
k=1

wak(r)Hak (III.6)

où k désigne la numérotation globale de l’arête, Na est le nombre d’arêtes du maillage,
Hak est le degré de liberté, la circulation du champ H le long de l’arête ak :

Hak = ∫
ak

Hda (III.7)

Les fonctions de forme d’arêtes assurent naturellement la continuité de la composante
tangentielle du champ.

III.2.c Fonctions de forme de facettes d’ordre 1

Fonctions de forme de facettes en 3D
Considérons une facette f = {i, j, k} appartenant à un tétraèdre (Fig.III.2). La fonction

de forme de facette associée à la face f est définie :

wf = 2(αi∇αj ×∇αk + αj∇αk ×∇αi + αk∇αi ×∇αj) (III.8)

Propriétés des fonctions de forme de facettes en 3D :
La propriété principale de ce type de fonction de forme est que la composante normale de
wf est conservée à travers chaque facette du maillage. Nous avons :

wf ⋅ nf = ±
1

sf
(III.9)

∇ ⋅wf = ±
1

Ve
(III.10)

avec nf le vecteur normal, sf la superficie de la facette f et Ve le volume du tétraèdre.
Les signes ± dépendent de l’orientation du vecteur normal nf .
La figure III.2 montre le champ vecteur créé par la fonction de forme de facette f .

Propriétés de l’espace vectoriel :
Les fonctions de forme de facette wf construisent l’espace fonctionnelle W 2 où un champ
vectoriel est interpolé par :

B(r) =
Nf

∑
k=1

wfk(r)Φfk (III.11)

où k désigne la numérotation globale de la facette, Nf est le nombre de facette du maillage
et Φfk sont les degrés de liberté et sont les flux du champ B traversant la facette fk :

Φfk = ∫
fk

Bdf (III.12)

Les fonctions de forme de facettes assurent naturellement la continuité de la composante
normale du champ.
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Figure III.2 – Fonction de forme de facette en 3D associée à la facette {i,j,k}

Fonctions de forme de facettes en 2D
En 2D, une fonction de forme de facette est associée à une arête au lieu d’une facette

comme en 3D. La fonction de forme de facette associée à l’arête a = {i, j}, notées wfa,
est le rotationnel de la fonction de forme d’arête, autrement dit la fonction de forme de
facette est obtenue par une rotation d’angle π

2 de la fonction de forme d’arête :

wfa = ∇ ×wa = ±wa × nf (III.13)

avec nf le vecteur normal à la facette f auquel appartient l’arête a, les signes ± dépendant
de l’orientation du vecteur normal nf .

Propriétés des fonctions de forme de facettes en 2D :
Sur l’arête {i, j}, la composante normal de wf est :

wfa ⋅ na = ±
1

la
(III.14)

avec na le vecteur normal à l’arête a dans le plan de facette f . Nous avons de plus :

∇ ⋅wfa = ±
1

sf
(III.15)

avec sf la superficie de la facette f .
La figure III.3 représente le champ vecteur créé par les différentes fonctions de forme de
facette en 2D associées à un triangle [31].

Propriétés de l’espace vectoriel :
Les fonctions de forme de facette en 2D construisent l’espace fonctionnelle W 2 où les
composantes normales des champs sont continues.

B(r) =
Na

∑
k=1

wfak(r)Φfak (III.16)

où Na est le nombre d’arêtes du maillage et Φfak est le degré de liberté. Le flux du champ
B traversant l’arête ak est :

Φfak = ∫
ak

Bnada (III.17)
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Figure III.3 – Fonction de forme de facette en 2D
(a) fonction associée à l’arête {i, j}
(b) fonction associée à l’arête {j, k}
(c) fonction associée à l’arête {k, i}

III.3 Quelques remarques concernant l’implémentation numé-

rique

III.3.a Projection de Galerkin

Les méthodes de collocation et de Galerkin sont deux méthodes des résidus pondérés
bien connues pour la résolution des équations intégrales de frontière. La méthode de col-
location consiste à choisir un ensemble de points sur la frontière et à écrire l’équation
intégrale de frontière en ces points. Le nombre de points de collocation étant choisi égal
au nombre de degrés de liberté, un système linéaire possédant un nombre de lignes égal au
nombre de colonne est obtenu. La méthode de Galerkin consiste à projeter les équations
intégrales sur un ensemble de fonctions choisi. Il faut donc définir un produit scalaire sous
la forme d’une intégrale. Les fonctions de forme sont généralement choisies comme espace
des projections ce qui mène naturellement à des systèmes linéaires carrés.

L’intérêt de la méthode de collocation est la simplicité de sa mise en œuvre par rapport
à la méthode Galerkin où la dimension des intégrales est augmentée. La méthode par col-
location est donc également beaucoup plus rapide pour l’intégration du système linéaire.
Par contre, les résultats obtenus par la méthode de collocation sont sensibles au choix des
points de collocation et les matrices obtenues ne possèdent pas de propriété particulières
(de symétries par exemple). De plus, l’interaction entre éléments est calculée sur un seul
point dans chaque élément ce qui conduit parfois à des imprécisions. La méthode de Galer-
kin nécessite l’intégration sur plusieurs points (les points de Gauss) dans chaque élément,
les effets à distance sont moyennés et la précision est améliorée par rapport à la méthode
de collocation. Dans cette thèse, nous utiliserons exclusivement la méthode de Galerkin.

Supposons que nous avons une équation intégrale avec une variable u :

∫
Γ

u(Q)G(P,Q)dΓ = f(P ) (III.18)

où f est l’excitation connue, G(P,Q) est le kernel, P et Q sont les points d’observation et
d’intégration respectivement.
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La fonction u est approximée en utilisant des fonctions de forme α :

u =
N

∑
j=1

αjuj

avec uj les inconnus à déterminer. La méthode de Galerkin consiste à discrétiser l’équation
intégrale à l’aide des fonctions de forme et à les projeter sur des fonctions tests qui sont
également les fonctions de forme :

∫
Γ

αi∫
Γ

⎛
⎝

N

∑
j=1

αjuj
⎞
⎠
GdΓdΓ = ∫

Γ

αifdΓ (i, j = 1,2, ...,N) (III.19)

La projection pour une grandeur vectorielle est définie de la même façon mais en utilisant
un produit scalaire au lieu d’une simple multiplication. A partir de ces projections, nous
obtenons un système matriciel qui peut s’exprimer sous la forme suivante :

[A] {u} = {b} (III.20)

où {u} = [u1, u2, ..., uN ]T , Aij = ∫
Γ

αi ∫
Γ

αjdΓdΓ et bi = ∫
Γ

αifdΓ.

III.3.b Intégration des fonctions de Green

Dans les formulations BEM du problème courants de Foucault que nous considérons, il
existe deux types de noyau de Green : noyau réel G0 et noyau complexe G1. Considérons
les équations de Helmholtz écrites pour E et H dans le conducteur II.19, II.20, le noyau
complexe dans ses équations intégrales de frontières peut être décomposé en deux partie :

G1(P,Q) = e
−jk1r

4πr
− 1

4πr
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

G1
∗(P,Q)

+ 1

4πr
±
G0(P,Q)

(III.21)

avec le coefficient k1 =
√
−jωµ1σ1.

Nous remarquons que le deuxième terme de la décomposition correspond au terme singulier
tandis que le premier terme G1

∗(P,Q) est régulier par rapport à la distance r lorsque r
tend vers 0. Nous avons le même comportement pour le gradient de G∗.

lim
r→0

[Re (G∗)] = −
√
πfµ1σ1

4π

lim
r→0

[Im (G∗)] = −
√
πfµ1σ1

4π

lim
r→0

[Re (∣∇G∗∣)] = 0

lim
r→0

[Im (∣∇G∗∣)] = fµ1σ1

4

Les intégrations reposant sur le noyau complexe G peuvent donc être faites en deux par-
ties, l’une avec G1

∗ et l’autre avec G0. Celle avec G1
∗ est calculée numériquement car elle

n’a pas de singularité. Dans l’implémentation numérique, afin de calculer avec précision les
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intégrales associées au noyau singulier G0 et son gradient, nous pouvons utiliser les expres-
sions analytiques proposées par Graglia dans [32] pour un maillage composé d’éléments
triangulaires. Quand une solution analytique n’est pas disponible, une solution numérique
comme un décalage de points de Gauss entre source et cible peut être envisagée.

III.3.c Intégration et résolution finale

La méthode intégrale de frontière repose sur une discrétisation surfacique. L’absence
de discrétisation du volume de la région active et de la région air conduit à un nombre de
degrés de liberté beaucoup moins important que pour les éléments finis. Ces méthodes sont
donc très légères quant au nombre de degrés de libertés manipulés. Néanmoins, dans les
méthodes de type intégrale, les interactions entre tous les éléments dans le domaine discré-
tisé sont prises en compte. Ceci conduit à une matrice pleine et à des temps d’intégration
et de résolution explosifs. La place mémoire pour le stockage des matrices est également
un point clé car elle est également de complexité parabolique.

Afin de résoudre le système linéaire, il est possible d’utiliser des solveurs du type direct
(décomposition LU par exemple) ou des solveurs de type itératif (GMRES par exemple).
La résolution en utilisant les solveurs directs nécessite un nombre d’opérations évoluant
en O(N3) en temps où N est nombre de degrés de liberté. Avec les algorithmes itératif,
ils permettent de faire chuter le temps de la résolution (a priori de complexité O(N2)).
Cette méthode, au lieu de stocker la matrice [A], nécessite seulement l’évaluation d’un
produit [A]{u}n où {u}n est un vecteur candidat à l’itération n. Les solveurs itératifs
sont moins gourmands mais l’explosion de la mémoire nécessaire dépasse rapidement la
mémoire disponible pour les gros problèmes. Les algorithmes de résolution itératifs cou-
plés à des méthodes de compressions matricielles sont la solution de ce problème. Nous
pouvons citer ici quelques méthodes connues telles que les méthodes multipolaires rapides
(Fast Mulipole Method ou FMM) ou les méthode d’approximation en croix adaptatives
(Adaptative Cross Approximation ou ACA). En utilisant cette méthode, nous pouvons
évaluer efficacement le produit [A]{u}n. Ces algorithmes sont connus pour réduire la com-
plexité en O(NlogN), équivalente à celle des éléments finis. Néanmoins, il est nécessaire
pour assurer la convergence lors des résolutions de mettre en oeuvre des techniques de pré-
conditionnement, ce qui peut être très complexe dans le contexte des méthodes intégrales.
L’étude de ces méthodes n’est pas l’enjeu de ce travail aussi tous les résultats présentés
seront obtenus avec intégration des matrices complètes et l’utilisation d’un solveur direct
(décomposition LU) sauf, si le texte mentionne le contraire.

III.4 Tests numériques de quelques formulations intégrales

III.4.a Présentation du cas test

Dans cette section, nous considérons deux cas test simples.
— Cas test 1 : une sphère conductrice d’un rayon R = 10mm. La sphère est excitée

par une bobine de rayon 16mm à section carrée (1mm × 1mm) qui est traversée
par un courant I = 10

√
2A. Un maillage surfacique se composant de 1998 éléments

triangulaires est utilisé pour les tests (Fig. III.4). Ce cas test ne comporte pas de
trou et n’est donc pas associé au problème de connexité.
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Figure III.4 – Géométrie du cas test 1

— Cas test 2 : Ce cas test est destiné à vérifier la possibilité de traiter un pro-
blème multiplement connexe. Un anneau conducteur (rint = 4mm,rext = 10mm,h =
2mm) est considéré. Une bobine d’excitation est placée 1mm au-dessus (rint =
6.75mm,rext = 7.25mm,h = 0.5mm,I = 10

√
2A). La surface de l’anneau est dis-

crétisée par 1792 éléments quadrangulaires (Fig. III.5). Nous effectuons des calculs
avec des fréquences allant de 10Hz à 100kHz pour chaque formulation.

Figure III.5 – Géométrie du cas test 2

Les résultats de référence pour ces deux cas sont calculés par la méthode des éléments finis
axisymétriques donc associée à un maillage 2D avec une solution convergente.

III.4.b Formulation de Mayergoyz

Dans la formulation de Mayergoyz, le courant équivalent Jf est approximé par les
fonctions de forme de facettes 2D alors que la charge équivalente σm est interpolée avec
les fonctions de forme nodales :

Jf =
Nf

∑
i=1

wfiJfi

σm =
Nn

∑
i=1

αiσi

En appliquant la méthode de Galerkin, nous obtenons un système linéaire à résoudre :

[ M11 M12

M21 M22 ]{ Jf
σ

} = { N1

N2 }
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Les blocs matrices du système sont détaillés dans Annexe C. La formule de Mayergoyz est
testée dans le cas test 1 avec des différentes valeurs des paramètres matériaux et de la
fréquence, afin d’évaluer leur influence sur le résultat :

— test 1 : f = 10Hz σ = 5.5E7S/m,µr = 1, δ = 21.46mm

— test 2 : f = 10Hz, σ = 5.5E7S/m,µr = 10, δ = 6.79mm

— test 3 : f = 10kHz, σ = 5.5E7S/m,µr = 1, δ = 0.68mm

— test 4 : f = 1kHz, σ = 5.5E7S/m,µr = 10, δ = 0.68mm

Dans ces test, nous calculons le champ magnétique H sur le segment AB dans l’air,
A(0,0,12) et B(10,0,12) (Fig. III.6). Les résultats obtenus sont présentés dans les gra-
phiques III.7, III.8.

A(0,0,12) B(10,0,12)

Sphère conductrice

Bobine 
électrique

Figure III.6 – Description du segment AB où nous calculons le champ magnétique
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Figure III.7 – Champ magnétique H calculé sur le segment AB pour les tests 1 et 2

Dans tous les tests, le module du champ magnétique selon direction Oy est quasiment
nul donc il n’est pas affiché sur les graphiques. Nous trouvons qu’avec une profondeur de
peau assez grande dans le test 1 (conductrice non-magnétique) et dans le test 2 (conduc-
trice magnétique), la formulation de Mayergoyz donne de bons résultats par rapport aux
résultats de références. Dans le test 3, quand l’épaisseur de peau diminue à δ = 0.68mm
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Figure III.8 – Champ magnétique H calculé sur le segment AB pour les tests 3 et 4

suite à l’augmentation de la fréquence à 10kHz, de petites erreurs se produisent sur le
résultat de Hz. Dans le test 4, nous gardons la même profondeur de peau que dans le test
3 mais nous augmentons la perméabilité et baissons la fréquence, nous obtenons un moins
bon résultat que pour le test 3. A travers les quatre tests ci-dessus, nous concluons que la
formulation fonctionne mal avec l’augmentation de la perméabilité.
Un solveur de type GMRES a été utilisé pour la résolution des cas tests, les nombres
d’itérations sont présentés dans Tab. III.1

test 1 test 2 test 3 test 4
Nombre

d’itération
113 262 138 209

Table III.1 – Nombre d’itérations pour la résolution avec un solveur GMRES sans pré-
conditionneur

La figure III.9 montre un exemple de distribution des courants Jf dans le test 1.

III.4.c Formulations en courants magnétiques et électriques équivalents

Pour ces formulations en champs, les fonctions d’interpolation et de projection utilisées
sont détaillées dans la Tab. III.2.

Formulation Fonction d’interpolation Fonction de projection
EC1 wf /wf wf /wf

EC2 wf /wf /α wf /wf /α
EC3 wf /wf /α wf /wf /α
EC5 wf /wf /α wf /wf /α
EC6 wf /wf /α wf /wf /α

Table III.2 – Fonctions d’interpolation et de projections pour les formulations en champs
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Figure III.9 – Exemple de la distribution des courants Jf(A ⋅m−2) sur la surface de la
sphère dans le test 1

Dans ce tableau, wf et α sont respectivement les fonctions de forme de facettes et nodales.
Les fonctions de forme de facettes comme indiqué dans le paragraphe précédent assurent
la continuité de la composante normale de Js et de Ms à travers les arêtes. Nous avons :

Js =
NJ

∑
i=1

wfiJsi

Ms =
NM

∑
i=1

wfiMsi

E0n =
NEn

∑
i=1

αiE0ni

Les formulations faibles sont obtenues en utilisant la méthode de projection de Galerkin.
Les systèmes matriciels à résoudre sont détaillés dans Annexe C.
Les cas test 1 et cas test 2 sont modélisés pour tester ces formulations. Nous allons
considérer des configurations avec deux matériaux :

— matériau conducteur non-magnétique : σ = 5.5E7S/m,µr = 1

— matériau conducteur magnétique : σ = 5.5E6S/m,µr = 10

En changeant la fréquence, la profondeur de peau varie de 21.46mm à 0.21mm dans ces
cas.

Résultats du cas test 1 :
Pour comparer les formulations en champ, nous calculons les pertes Joules. Les ré-

sultats sont présentés dans les Figs. III.10, III.11. Nous constatons que à l’exception
de la formulation EC3, de bons résultats sont obtenus dans le cas du conducteur non-
magnétique dans la bande de fréquences considérée. La formulation EC3 donne de bons
résultats seulement pour des fréquences plus élevées entre 1kHz et 10kHz. Dans le cas
du conducteur magnétique avec µr = 10, les résultats obtenus sont moins précis, surtout
pour les formulations EC1 et EC6 en basse fréquence. La formulation EC3 ne donne pas
de bons résultats pour des fréquences inférieures à 10kHz.
Nous notons que si un solveur itératif tel que GMRES est utilisé, les formulations EC1 et
EC6 présentent les meilleurs taux de convergence (Tab. III.3).
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Figure III.10 – Comparaison des pertes en cas test 1 pour σ = 5.5E7S/m,µr = 1
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Figure III.11 – Comparaison des pertes en cas test 1 pour σ = 5.5E6S/m,µr = 10

Résultats du cas test 2 :

Le maillage comportant des éléments quadrangulaires, les intégrations numériques sont
effectuées en décalant les points de Gauss sources et cibles car nous n’avons pas de correc-
tion analytique à disposition pour les fonctions de forme de facette. Les graphiques III.12,
III.13 présentent les erreurs relatives pour les pertes par rapport aux résultats de référence.

La formulation EC1 ne fonctionne pas dans le cas d’une région non simplement connexe.
La distribution obtenue est fausse. Les résultats ne sont donc pas présentés pour cette
formulation.
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Fréquence (Hz) 10 100 1000 10000 100000

Matériau
non-magnétique

EC1 45 37 32 26 19
EC2 1032 832 475 365 480
EC3 6080 2930 1237 500 396
EC5 239 236 291 337 421
EC6 15 18 27 41 66

Matériau
magnétique

EC1 282 224 174 119 62
EC2 558 417 258 219 223
EC3 6581 2996 1943 650 318
EC5 316 338 338 348 390
EC6 62 56 50 40 38

Table III.3 – Nombres d’itérations pour la résolution avec un solveur GMRES sans pré-
conditionneur en cas test 1
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Figure III.12 – Comparaison de pertes en cas test 2 pour σ = 5.5E7S/m,µr = 1

Dans le cas d’un matériau conducteur non-magnétique, les résultats obtenus avec EC2,
EC5 et EC6 conduisent à une meilleure précision que EC3 jusqu’à quelques kHz. La for-
mulation EC3 conduit à une erreur importante à une fréquence inférieure à 100Hz. Ce-
pendant, avec une fréquence plus élevée, EC3 devient plus précise. Nous retrouvons ainsi
les comportements obtenus par le cas test 1.

Dans le cas des matériaux conducteurs et magnétiques, lorsque la perméabilité rela-
tive est élevée, les quatre formulations donnent des résultats beaucoup moins précis, en
particulier pour EC3 à une fréquence inférieure à quelques centaines de Hertz, pour EC5
à une fréquence supérieure à 1kHz et pour EC6 à une fréquence supérieure à 10kHz.
EC2 semble donner de meilleurs résultats que les autres formulations dans la gamme de
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Figure III.13 – Comparaison de pertes en cas test 2 pour σ = 5.5E6S/m,µr = 10

fréquence considérée. Nous notons que si un solveur itératif comme GMRES est utilisé,
EC6 présente le meilleur taux de convergence (Tab. III.4).

Fréquence (Hz) 10 100 1000 10000 100000

Matériau
non-magnétique

EC2 7849 566 65 80 111
EC3 4062 1861 993 395 219
EC5 261 247 232 250 267
EC6 13 17 19 27 42

Matériau
magnétique

EC2 1074 40 37 38 43
EC3 2875 2139 1233 389 163
EC5 277 264 238 227 201
EC6 28 28 28 28 28

Table III.4 – Nombres d’itérations pour la résolution avec un solveur GMRES sans pré-
conditionneur en cas test 2

La figure III.14 montre un exemple de la distribution des courants de Foucault obtenue à
la surface de l’anneau.

III.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présentés et testés de nombreuses formulations intégrales
de surface pour le calcul des courants de Foucault. Ce travaille de tri et d’implémentation a
nécessité beaucoup de temps car la littérature sur le sujet est importante mais les références
ont souvent des notations très différentes et des formulations qui semblent à première vue
différentes, s’avèrent être identiques. L’implémentation est souvent critique et peut donner
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Figure III.14 – Distribution des courants de Foucault J(A ⋅m−2) obtenue par EC2 dans
le cas où f = 10Hz,σ = 5.5E6S/m, µr = 10

lieu à de nombreuses erreurs. L’intégration des noyaux de Green est complexe et souvent
la cause des imprécisions. La présence de nombreux blocs matrices très différents peut
également être la cause d’erreurs. Beaucoup de formulations donnent des résultats précis
avec peu d’éléments. Toutes ne peuvent résoudre des problèmes multiplement connexes.
Les formulations en courants et charges équivalents de Mayergoyz est simple mais ne
permet pas de résoudre le problème multiplement connexe. Elle conduit à des imprécisions
si la perméabilité augmente. La formulation en potentiel vecteur magnétique de Rucker,
bien que pouvant résoudre les problèmes non-simplement connexes nécessite la gestion
de jauges et la taille du système à résoudre est très grande. Les formulations basées sur
le système d’équations de champ électromagnétique présentées dans la Tab.II.1 montrent
des avantages remarquables. Ce sont des formulations plus générales et plus flexibles pour
résoudre des problèmes avec différentes configurations de la fréquence ou de matériau.
Néanmoins, il semble difficile de trouver une formulation stable en terme d’erreur avec des
matériaux magnétiques et dans une gamme de fréquence large. C’est la recherche de ce
type de formulation qui va guider les travaux que nous allons présenter dans le prochain
chapitre. Un résumé des formulations testées dans ce chapitre est présenté dans la Tab.
III.5. Dans ce tableau, pour les formulations EC1 à EC6, l’estimation de la capacité à
résoudre le problème de connexité était basée sur le cas test 2, tandis que les autres
estimations sont basées sur les résultats obtenus dans le cas test 1 où nous utilisons des
corrections analytiques pour les intégrations.
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Basses fréquences
21.46 > δ > 6.79mm

Fréquences moyennes
6.79mm > δ > 0.679mm

Fréquences élevées
0.21 < δ < 0.679mm

µr = 1 µr = 10 µr = 1 µr = 10 µr = 1 µr = 10Formulation
Problème

de connexité
résul. conv. résul. conv. résul. conv. résul. conv. résul. conv. résul. conv.

Jf − σm

(Mayergoyz)
× ++ ++ ++ ++ + ++ − ++ + ++ −− ++

EC1
(Rucker)

× ++ + + + − ++ ++ + + + + ++ ++ + + + ++ + + +

EC2
(Rucker)

✓ + − ++ ++ ++ + + ++ ++ + + ++

EC3
(PMCHWT)

✓ −− − − − −− − − − + − − − − − + + + +

EC5
(Zheng)

✓ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ + + +

EC6 ✓ ++ + + + − + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + + + + +
1 résul. : qualité du résultat obtenu,
2 conv. : la vitesse de convergence de la résolution en utilisant un solveur GMRES sans préconditionneur.

Table III.5 – Synthèse des formulations testées





Chapitre IV

Une formulation intégrale de frontière
quasi-statique en potentiel

Nous ne pouvons voir qu’à une faible distance devant
nous, mais il nous est cependant possible de voir tout ce
qu’il nous reste à accomplir.

Alan Turing
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Résumé

La première partie de ce chapitre présente une nouvelle formulation intégrale de fron-
tière basée sur le potentiel vecteur magnétique modifié et le potentiel scalaire ma-
gnétique réduit. Cette formulation originale est applicable aux milieux magnétiques
conducteurs simplement connexes. Une extension permet de l’appliquer aux problèmes
multi-régions ainsi qu’à des régions magnétiques non-conductrices.
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IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle formulation intégrale de frontière cou-
plant potentiels vecteur magnétique modifié A∗ et scalaire magnétique réduit ϕ. Les mi-
lieux étudiés dans notre problème sont toujours supposés être linéaires et isotropes. Nous
verrons que cette formulation ne peut pas être appliquée directement aux problème non-
simplement connexe mais qu’elle possède certains avantages en comparaison avec les autres
formulations.

IV.2 Formulation intégrale en potentiel vecteur magnétique

modifié et potentiel scalaire magnétique réduit

IV.2.a Formulation dans un matériau conducteur et magnétique

Electrical circuit

1

Figure IV.1 – Problème courants de Foucault simplement connexe

Considérons une région magnétique et conductrice simplement connexe Ω1 délimitée
par la surface Γ1. Cette région est associée à un matériau possédant une perméabilité µ1

et une conductivité σ1. Le champ magnétique source Hs est créé par un courant externe
Js qui circule dans une bobine qui se trouve dans la région air Ω0 comme indiqué dans la
Fig. IV.1.
Dans la région Ω1, nous définissons le potentiel vecteur magnétique A∗ par la relation
suivante :

E = −jωA −∇V = −jωA∗ (IV.1)

Cette définition conduit aux propriétés suivantes du potentiel A∗ :

∇×A∗ = ∇ × (A + 1
jω∇V ) = B

∇ ⋅A∗ = − 1
jω∇ ⋅E = 0

n ⋅A∗ = 0

(IV.2)

A partir des relations ci-dessus, l’équation du potentiel A∗ s’écrit sous la forme de l’équa-
tion de Helmholtz homogène :

∇×∇ ×A∗ + jωσ1µ1A
∗ = 0 (IV.3)
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L’unicité du potentiel vecteur modifié A∗ est assurée par la jauge ∇ ⋅A∗ = 0.
Comme déjà indiqué dans II.44, nous pouvons introduire le potentiel scalaire magnétique
réduit ϕ pour décrire le champ magnétique à l’extérieur du conducteur :

H = Hs −∇ϕ (IV.4)

La divergence nulle du champ magnétique dans Ω0 conduit à l’équation de Laplace pour
ϕ :

∆ϕ = 0 (IV.5)

Notre problème est de trouver la solution des équations IV.3 et IV.5 qui satisfait aux
conditions de transmission au travers de l’interface Γ1 :

(n ×H)1 = (n ×H)0

µ1(n ⋅H)1 = µ0(n ⋅H)0

(IV.6)

Après quelques calculs, nous obtenons les relations liant A∗ et ϕ :

n × (∇ ×A∗) = µ1(n ×Hs − n ×∇ϕ)
n ⋅ (∇ ×A∗) = µ0(n ⋅Hs − n ⋅ ∇ϕ)

(IV.7)

où le terme n ⋅ (∇ ×A∗) peut s’exprimer sous la forme : n ⋅ (∇ ×A∗) = −∇ ⋅ (n ×A∗).
Selon le chapitre II, les équations intégrales de frontière correspondantes aux équations
IV.3 et IV.5 sont :

h1A
∗ = −∫

Γ1

[n × (∇ ×A∗)G1 + (n ×A∗) × ∇G1 + (n ⋅A∗)∇G1]dΓ (IV.8)

h0ϕ = ∫
Γ1

[ϕ(n ⋅ ∇G0) − (n ⋅ ∇ϕ)G0]dΓ (IV.9)

D’après IV.2, le terme (n ⋅A∗) dans IV.8 s’annule. Les deux termes n×(∇×A∗) et (n ⋅∇ϕ)
peuvent être développés grâce à (IV.7). Nous obtenons un système d’équations qui relie le
potentiel A∗ dans le conducteur et le potentiel ϕ dans l’air :

−µ1∫
Γ1

Hs
×G1dΓ = h1A

∗ + ∫
Γ1

(n ×A∗) × ∇G1dΓ − µ1∫
Γ1

(n ×∇ϕ)G1dΓ

−∫
Γ1

Hs
nG0dΓ = h0ϕ − ∫

Γ1

(n ⋅ ∇G0)ϕdΓ + 1

µ0
∫
Γ1

∇ ⋅ (n ×A∗)G0dΓ
(IV.10)

IV.2.b Couplage avec des régions magnétiques non-conductrices

Cette formulation A∗ −ϕ peut être utilisée pour modéliser des problèmes comportant
différentes régions avec différents matériaux. Nous présentons dans cette partie comment
adapter la formulation proposée afin de prendre en compte des régions magnétiques vo-
lumiques. Considérons un problème avec une région matérielle uniquement magnétique
Ω2 (Fig. IV.2), le terme (n ⋅A∗) ne s’annule pas dans l’équation intégrale de frontière du
potentiel A∗ liée à Ω2. Nous n’utilisons donc pas A∗ pour décrire cette région. Dans la
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Electrical circuit

Figure IV.2 – Exemple d’un problème multi-régions

région magnétique non-conductrice Ω2, nous avons ∇ × H = 0. Nous décrivons le champ
magnétique dans ce domaine à l’aide de l’équation suivante :

∇×∇×H = 0

L’équation intégrale de frontière correspondante est :

h2H = −∫
Γ2

(n ⋅H)∇G0dΓ − ∫
Γ2

(n ×H) × ∇G0dΓ (IV.11)

Considérons les conditions de transmission sur Γ2 du champ magnétique écrites similaire-
ment à IV.6. En prenant la composante normale des deux côtés de IV.11, nous obtenons :

−n ⋅ ∫
Γ2

Hs
× ×∇G0dΓ = h2(n ⋅H) +n ⋅ ∫

Γ2

(n ⋅H)∇G0dΓ−n ⋅ ∫
Γ2

(n ×∇ϕ) ×∇G0dΓ (IV.12)

L’équation intégrale de frontière du potentiel scalaire réduit ϕ s’écrit maintenant sous
forme :

h0ϕ = ∫
Γ1

[ϕ(n ⋅ ∇G0) − (n ⋅ ∇ϕ)G0]dΓ + ∫
Γ2

[ϕ(n ⋅ ∇G0) − (n ⋅ ∇ϕ)G0]dΓ (IV.13)

Nous avons la relation suivante sur la frontière Γ2 :

∫
Γ2

(n ⋅ ∇ϕ)G0dΓ = ∫
Γ2

(n ⋅Hs)G0dΓ − µ2

µ0
∫
Γ2

(n ⋅H)G0dΓ (IV.14)

En combinant IV.10, IV.12, IV.13 et IV.14, nous obtenons le système d’équations suivant :

−∫
Γ1

µ1H
s
×G1dΓ = h1A

∗ + ∫
Γ1

(n ×A∗) × ∇G1dΓ − µ1∫
Γ1

(n ×∇ϕ)G1dΓ (IV.15)

− ∫
Γ1+Γ2

Hs
nG0dΓ = h0ϕ − ∫

Γ1+Γ2

ϕ(n ⋅ ∇G0)dΓ + 1

µ0
∫
Γ1

∇ ⋅ (n ×A∗)G0dΓ

−µ2

µ0
∫
Γ2

HnG0dΓ (IV.16)

−n ⋅ ∫
Γ2

Hs
× ×∇G0dΓ = h0Hn + n ⋅ ∫

Γ2

Hn∇G0dΓ − n ⋅ ∫
Γ2

(n ×∇ϕ) × ∇G0dΓ (IV.17)
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IV.2.c Post-traitements

IV.2.c-i Grandeurs locales

La résolution de ce système d’équations ne conduit qu’à A∗ et ϕ sur la frontière air-
conducteur. Quelques calculs supplémentaires doivent être effectués pour déterminer les
grandeurs dans le volume. En utilisant l’équation A∗ IV.10 avec le coefficient h1 = 1, la
densité de courants de Foucault à l’intérieur du conducteur peut être calculée :

J = jωσ1∫
Γ1

[(n ×A∗) × ∇G1 + (n ×∇ ×A∗)G1]dΓ (IV.18)

Afin d’obtenir le champ magnétique total dans l’air, nous devons calculer le gradient de ϕ
dans IV.4. Il est obtenu en appliquant l’opérateur de gradient à IV.9 (ou à IV.13 pour un
problème multi-regions) :

∇ϕ = ∫
Γ1

[∇(n ⋅ ∇G0)ϕ − (n ⋅ ∇ϕ)∇G0]dΓ (IV.19)

Alternativement, le champ magnétique H dans l’air peut également être calculé via l’é-
quation intégrale II.74 :

H = Hs+∫
Γ1

(n ×Hs) × ∇G0dΓ− 1

µ0
∫
Γ1

∇ ⋅ (n ×A∗)∇G0dΓ−∫
Γ1

(n ×∇ϕ) × ∇G0dΓ (IV.20)

IV.2.c-ii Pertes par courants de Foucault

Dans le contexte des équations intégrales de frontière, les résultats après la résolu-
tion sont des quantités électromagnétiques interpolées sur les interfaces, l’application du
théorème de Poynting pour calculer des pertes Joules semble donc être préférable à une
intégration volumique. A partir des équations de Maxwell dans II.16, nous pouvons écrire
l’expression dans le domaine temporel suivante pour la région Ω1 :

∇ ⋅ (H (t) ×E (t)) = E (t) ⋅ ∇ ×H (t) −H (t) ⋅ ∇ ×E (t)

= J (t) ⋅E (t) + µ1
∂H (t)
∂t

⋅H (t) (IV.21)

Prenons l’intégrale de cette expression, nous prenons l’équation de Poynting [6] :

∫
Ω1

∇ ⋅ [H (t) ×E (t)]dΩ = ∫
Ω1

J (t) ⋅E (t)dΩ + µ1∫
Ω1

∂H (t)
∂t

⋅H (t)dΩ (IV.22)

Le terme à gauche peut s’écrire sous la forme :

∫
Ω1

∇ ⋅ [H (t) ×E (t)]dΩ = ∫
Γ1

[H (t) ×E (t)] ⋅ ndΓ

= ∫
Γ1

[n ×H(t)] ⋅E(t)dΓ
(IV.23)

Le terme R (t) = −H (t) × E (t) est connu sous le nom de vecteur Poynting, peut être
interprétée comme l’énergie par seconde traversant une unité de surface dont la normale est
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orientée dans la direction du vecteur E(t)×H(t) [6]. En magnéto-harmonique, en prenons
les moyennes temporelles des termes de l’équation IV.22, nous obtenons l’équations dans
le domaine fréquentiel suivante :

1

2
Re

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫
Γ1

(n ×H) ⋅ ẼdΓ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 1

2
Re

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫
Ω1

J ⋅ ẼdΩ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
+ 1

2
Re

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
jωµ1∫

Ω1

H ⋅ H̃dΩ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(IV.24)

où Ẽ et B̃ désignent des conjugués complexes de E et B respectivement.
Il nous reste finalement :

1

2
Re

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫
Γ1

(n ×H) ⋅ ẼdΓ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 1

2
Re

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫
Ω1

J ⋅ ẼdΩ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(IV.25)

Le terme intégral volumique à droite est bien la formule de calcul des pertes Joules. Nous
pouvons donc calculer les pertes par le terme à gauche ne reposant que sur des valeurs
de champs exprimée sur l’interface. En appliquant IV.25 à la formulation A∗ - ϕ, nous
obtenons l’expression des pertes Joules :

Ppertes =
1

2
Re

⎛
⎜
⎝
∫
Γ1

(n ×H) ⋅ ẼdΓ
⎞
⎟
⎠
= 1

2
Re

⎛
⎜
⎝
−jω∫

Γ1

(n ×Hs − n ×∇ϕ) ⋅ Ã∗dΓ
⎞
⎟
⎠

(IV.26)

avec Ã∗ le conjugué complexe de A∗.

IV.2.d Implémentation numérique

IV.2.d-i Résolution

Nous savons que la composante tangentielle de A∗ le long d’une arête entre deux élé-
ments géométriques surfaciques est conservée. Cela nous permet d’approximer ce potentiel
par les fonctions de forme d’arêtes en 2D :

A∗ = ∑
i

wiA
∗
i (IV.27)

avec wi la fonction de forme d’arête associée à l’arête i et A∗
i le degré de liberté, c’est la

circulation de A∗ le long d’arête i.
Le potentiel scalaire magnétique réduit ϕ est approximé par les fonctions de forme nodales :

ϕ = ∑
i

αiϕi (IV.28)

avec αi, ϕi respectivement la fonction de forme et le potentiel au nœud i.
L’approche de Galerkin est utilisée pour la résolution. Dans le cas d’une seule région
conductrice, nous projetons la première équation de IV.10 sur l’ensemble de fonctions
de forme d’arêtes wi et la deuxième sur l’ensemble de fonctions de forme nodales αi. Les
coefficients h0 et h1 sont tous les deux fixés à 1

2 . Afin d’obtenir une matrice avec le meilleur
conditionnement possible, nous allons utiliser la variable A∗

µ0
au lieu de A∗. Nous obtenons

finalement un système linéaire :
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[ M11 M12

M21 M22 ]
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

A∗

µ0

ϕ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
= { N1

N2 } (IV.29)

avec

M12
ij = 1

2 ∫
Γ1

wiwjdΓ + ∫
Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×wj) × ∇G1dΓdΓ

M12
ij = −µ1µ0 ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×∇αj)G1dΓdΓ

M21
ij = ∫

Γ1

αi ∫
Γ1

∇ ⋅ (n ×wj)G0dΓdΓ

M22
ij = 1

2 ∫
Γ1

αiαjdΓ − ∫
Γ1

αi ∫
Γ1

(n ⋅ ∇G0)αjdΓdΓ

N1
i = −µ1µ0 ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×Hs)G1dΓdΓ

N2
i = − ∫

Γ1

αi ∫
Γ1

(n ⋅Hs)G0dΓdΓ

Pour un problème multi-domaines avec la présence d’une région magnétique non-
conductrice décrit par le système d’équation IV.15-IV.17, la nouvelle variable scalaire n ⋅H
est approximée par les fonctions de forme nodale. Nous avons :

n ⋅H = ∑
i

αiHni (IV.30)

En utilisant la méthode Galerkin avec les fonctions de projection wi, αi, αi pour les trois
équations de IV.15 respectivement, nous obtenons le système matriciel suivant :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 0

M21 M22 M23

0 M32 M33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

A∗

µ0

ϕ

Hn

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N1

N2

N3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

(IV.31)

avec

M11
ij = 1

2 ∫
Γ1

wiwjdΓ + ∫
Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×wj) × ∇G1dΓdΓ N1
i = −µ1µ0 ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×Hs)G1dΓdΓ

M12
ij = −µ1µ0 ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

(n ×∇αj)G1dΓdΓ N2
i = − ∫

Γ1+Γ2

αi ∫
Γ1+Γ2

(n ⋅Hs)G0dΓdΓ

M21
ij = ∫

Γ1+Γ2

αi ∫
Γ1

∇ ⋅ (n ×wj)G0dΓdΓ N3
i = − ∫

Γ2

n ⋅ αi ∫
Γ2

(n ×Hs) × ∇G0dΓdΓ

M22
ij = 1

2 ∫
Γ1+Γ2

αiαjdΓ − ∫
Γ1+Γ2

αi ∫
Γ1+Γ2

αj (n ⋅ ∇G0)dΓdΓ

M23
ij = −µ2µ0 ∫

Γ1+Γ2

αi ∫
Γ2

αjG0dΓdΓ

M32
ij = 1

2 ∫
Γ2

αiαjdΓ − ∫
Γ2

n ⋅ αi ∫
Γ2

αj (n ⋅ ∇G0)dΓdΓ

M33
ij = − ∫

Γ2

n ⋅ αi ∫
Γ2

(n ×∇αj) × ∇G0dΓdΓ

IV.2.e Validation

Dans le premier temps, nous allons valider la formulation avec un cas test simple.
Nous reprenons le cas test 1 présenté dans le chapitre précédent avec le même plan de
test réalisé sur la formulation de Mayergoyz. Les résultats du calcul du champ magnétique
obtenus sur le segment AB dans l’air (voir Fig. III.6) sont présentés aux Figs. IV.3, IV.4.
Les résultats obtenus par la formulation A∗−ϕ dans les quatre tests conduisent à une très
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bonne précision sur la valeur du champ magnétique. Nous constatons ainsi que la précision
de cette formulation est moins influencée par la perméabilité et la profondeur de peau par
rapport à la formulation de Mayergoyz.
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Figure IV.3 – Champ magnétique H calculé sur le segment AB pour les tests 1 et 2
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Figure IV.4 – Champ magnétique H calculé sur le segment AB pour les tests 3 et 4

Nous calculons les pertes Joules avec cas test 1 du chapitre précédent. Les erreurs
relatives pour les pertes Joules par rapport aux résultats de référence sont montrés sur la
Fig. IV.5. Les nombres d’itérations pour la résolution en utilisant un solveur GMRES sont
donnés dans la Tab. IV.1. Nous trouvons que cette formulation est très stable numérique-
ment. Elle nous donne de bons résultats sur les pertes dans toute la bande de fréquences
considérée avec le matériau conducteur magnétique ou non-magnétique.

Afin de valider notre formulation pour le problème multi-régions, le problème pro-
posé par IEEJ (Institute of Electrical Engineers of Japan en anglais) [33] est traité. La
géométrie du problème est décrite dans la Fig. IV.6. La conductivité des deux plaques en
aluminium est de 3.215E7(S/m). La région magnétique de type ferrite a une perméabilité
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Figure IV.5 – Écarts relatives sur les pertes Joules obtenues par la formulation A∗ − ϕ
en cas test 1 pour σ = 5.5E7S/m,µr = 1 et pour σ = 5.5E6S/m,µr = 10

Fréquence (Hz) 10 100 1000 10000 100000
Matériau non-magnétique 142 187 220 222 236
Matériau magnétique 236 246 275 219 208

Table IV.1 – Nombres d’itérations pour la résolution avec un solveur GMRES sans pré-
conditionneur

linéaire relative de 3000. La bobine d’excitation est alimentée par un courant alternatif
1000A,50Hz. Un maillage surfacique comportant 2800 quadrilatères est utilisé. Afin de
valider notre approche, une autre simulation a été réalisée par une méthode éléments finis
(logiciel Flux-Altair) avec un maillage permettant la convergence de la solution.
La distribution des courants de Foucault sur le surface des plaques conductrices est mon-
trée sur la Fig. IV.8. Une comparaison de la densité de courant calculée sur deux segments
différentes AB et AC (Fig. IV.6) par notre formulation et par la méthode FEM est pré-
sentée dans la Fig. IV.7. Pour les pertes Joules, les résultats calculés sont affichés dans
Table IV.2. Ces résultats démontrent l’efficacité de notre formulation dans le contexte
d’une géométrie plus complexe.

A∗ − ϕ BEM A − φ FEM
Pertes Joules (W) 2.794 2.784
Différence (%) 0.358 ref.

Table IV.2 – Pertes Joules relatives.
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Figure IV.6 – Géométrie du cas d’essai proposé par IEEJ

IV.2.f Conclusion

Les résultats obtenus montrent la bonne précision des calculs en utilisant notre formu-
lation A∗ − ϕ. Cette formulation marche très bien surtout si les régions considérées sont
conductrices et non-magnétiques, ceci même quand l’épaisseur de peau très petit par rap-
port la taille de la région. Le deuxième test a montré que la formulation pouvait également
être appliquée à des problèmes multi-régions et de géométrie plus complexe. Elle montre
une très bonne précision avec des matériaux magnétiques et dans une large gamme de
fréquence, ce qui était comme les meilleurs cas des formulations de la littérature testées.
Remarquons cependant que la formulation proposée est basée sur un potentiel magnétique
scalaire réduit dans l’air. Elle souffre du problème de connexité et ne peut traiter des
géométries avec des régions conductrices contenant des trous.
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Figure IV.7 – Densité de courant calculée sur les segments AB et AC à la surface de la
plaque conductrice

Figure IV.8 – Distribution des courants de Foucault J(A ⋅m−2) dans les régions conduc-
trices obtenue par la formulation BEM
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IV.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle formulation A∗ − ϕ pour résoudre
le problème courants de Foucault en utilisant la méthode intégrale frontière. Les résultats
obtenus par la formulation montrent une bonne précision. L’avantage de cette formulation
est qu’il nécessite peu d’inconnue et qu’elle est simple à mettre en œuvre. Elle est valable
dans les cas où le problème se compose de plusieurs domaines conducteurs et/ou magné-
tiques.
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Résumé

Ce chapitre présente un couplage du problème courants de Foucault avec des circuits
électriques externes. La région active dans laquelle circulent les courants de Foucault
est modélisée par la méthode intégrale de frontière. Les circuits externes sont alimentés
par des source de tensions imposées. Les courants les parcourant sont donc des incon-
nues supplémentaires.
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V.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons introduit des formulations intégrales dans
laquelle la source de champ externe est alimentée en courant. L’interaction totale entre la
source d’excitation et le courant induit n’est que partiellement prise en compte. Dans cette
section, nous allons traiter le couplage entre la formulation intégrale et un circuit externe
alimenté en tension. Ceci nécessite la prise en compte de toutes les mutuelles d’inductance
entre les deux régions.

V.2 Rappel de l’établissement des relations courant-tension

dans un conducteur massif

Cette partie rappelle la construction des relations courant-tension dans un conducteur
massif à tension imposée qui est détaillée dans [34]. Considérons une portion de conducteur
avec un courant total de 1A qui rentre par Γa et sort par Γb. Notons js0(x, y, z) la fonction
d’espace de la densité de courant correspondante qui est obtenue par la résolution du
problème électrocinétique. Toute la solution de js0 vérifiant :

∇ ⋅ js0 = 0 (V.1)

n ⋅ js0 = 0 (∉ Γa,Γb)

avec n la vecteur normal à la surface du conducteur.

Γa
Ωs

js

ΓbVa Vb

Figure V.1 – Section du conducteur massif

Dans le cas où le courant total est égal à I, soit V le potentiel scalaire électrique et U
la tension imposée au conducteur U = Va − Vb avec Va, Vb respectivement les potentiels
constants sur Γa, Γb, nous avons :

js0 ⋅ ∇V = ∇ ⋅ (js0V ) + V∇ ⋅ js0 = ∇ ⋅ (js0V ) (V.2)

Grâce au théorème de Stokes et à V.2 , la relation suivante obtenue :

∫
Ωc

js0 ⋅ ∇V dΩ = Va∫
Γa

js0 ⋅ ndΓ + Vb∫
Γb

js0 ⋅ ndΓ

= −U (V.3)

Le champ électrique E dans le conducteur s’écrit sous la forme :

E = −jωA −∇V (V.4)
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En combinant l’équation ci-dessus avec V.3, nous obtenons :

U = ∫
Ωc

js0 ⋅EdΩ − jω∫
Ωc

js0 ⋅AdΩ (V.5)

Le terme js0 ⋅E peut s’écrire :

js0 ⋅E = −σ∇V0 ⋅E = −js ⋅ ∇V0 (V.6)

avec V0 le potentiel scalaire électrique dans le problème électrocinétique et js la densité du
courant dans le cas actuel. L’équation V.6 nous ramène à une forme plus habituelle :

∫
Ωc

js0 ⋅EdΩ = −∫
Ωc

js ⋅ ∇V0dΩ (V.7)

= −V0a∫
Γa

js ⋅ ndΩ − V0b∫
Γb

js ⋅ ndΩ = U0I = RI (V.8)

avec U0 = V0a−V0b la tension imposée dans le problème électrocinétique V.1, R la résistance
statique du circuit électrique qui peut s’écrire :

R = ρ∫
Ωc

(js0)
2 dΩ

Nous obtenons finalement la relation suivante :

U = ∫
Ωc

ρI (js0)
2 dΩ − jω∫

Ωc

js0 ⋅AdΩ (V.9)

Le potentiel vecteur magnétique A dans cette équation est le potentiel total, qui est créé
d’une part par le circuit électrique et d’autre part par les courants de Foucault. Ce potentiel
est lié au champ électrique par la relation : E = −jωA.

V.3 Formulations BEM couplée circuit

Le potentiel vecteur A ou le champ électrique E dans l’air sont nécessaires pour réaliser
le couplage. Il est possible de mettre en œuvre ce couplage circuit avec des formulations
EC1-EC6 que nous avons présentées au chapitre III. Nous nous concentrerons ici sur la
formulation EC6 qui est précise dans le cas non-magnétique et qui possède la meilleure
convergence avec un solveur itératif GMRES.

V.3.a Couplage du problème courants de Foucault avec circuit externe

Le couplage circuit est mis en oeuvre avec l’hypothèse que les circuits d’excitation sont
des conducteurs bobinés où la dimension des fils est suffisamment petite pour ne pas avoir
à prendre en compte l’effet de peau dans chaque brin.
Dans le contexte du couplage circuit, la région conductrice Ω1 est excitée par un ensemble
de n bobines électriques, dans lesquels la k-ième bobine (notons Ωs

k) est connectée à une
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Vb

Va

Circuit externe

Source de tension

Figure V.2 – Modèle du couplage circuit

source de tension Uk et traversée par un courant Ik. La densité de courant dans cette
bobine s’écrit :

jsk = js0kIk (V.10)

avec js0k la densité de courant correspondante qui est obtenue par résolution du problème
électrocinétique avec un courant 1A traversant la bobine k.
Les champs magnétiques et électriques créés par ces circuits électriques peuvent être écrits :

Es = −jωµ0

n

∑
k

Ik ∫
Ωs
k

js0kG0dΩ

Hs =
n

∑
k

Ik ∫
Ωs
k

js0k ×∇G0dΩ

(V.11)

Considérons la deuxième équation de II.80, en fixant le coefficient h à 1, nous obtenons le
champ électrique total en dehors du conducteur considéré Ω1 :

E = Es − jωµ0∫
Γ1

JsG0dΓ − ∫
Γ1

Ms ×∇G0dΓ + ∫
Γ1

E0n∇G0dΓ

ou bien :

E = −jωµ0

n

∑
k

Ik ∫
Ωs
k

js0kG0dΩ − jωµ0∫
Γ1

JsG0dΓ − ∫
Γ1

Ms ×∇G0dΓ

+ ∫
Γ1

E0n∇G0dΓ

(V.12)
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Ce champ électrique est lié au potentiel A dans V.9 par l’expression E = −jωA. Nous
avons donc l’équation pour le k-ième circuit électrique :

Uk = Ik
⎛
⎜⎜
⎝
ρ∫

Ωs
k

(js0k)
2 dΩ − jωµ0∫

Ωs
k

js0k ⋅ ∫
Ωs
k

js0kG0dΩdΩ

⎞
⎟⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Terme 1

(V.13)

−jωµ0∫
Ωs
k

js0k

n

∑
i≠k

Ii∫
Ωsi

js0iG0dΩdΩ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Terme 2

+∫
Ωs
k

js0k

⎛
⎜
⎝
−jωµ0∫

Γ1

JsG0dΓ − ∫
Γ1

Ms ×∇G0dΓ + ∫
Γ1

E0n∇G0dΓ
⎞
⎟
⎠
dΩ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Terme 3

Le Terme 1 présente l’impédance propre du circuit électrique k-ième. Les Terme 3 et
Terme 2 expriment la réaction des courants de Foucault et les influences des autres circuits
électriques sur le k-ième circuit électrique respectivement.

V.3.b Résolution

Les deux formulations BEM pour le problème courants de Foucault et leur couplage
avec des circuits électriques sont résolus simultanément. Selon V.11, les champs de source
électriques et magnétiques dans les formulations intégrales peuvent être représentés par
une intégrale dépendant des courants dans les circuits externes qui sont des inconnues
supplémentaires. Le système matriciel final à résoudre est présenté sur la Fig. V.3.

k k

11C 12C
=

0

Ms

Js

E0n

C21 22C {I } {U }

Figure V.3 – Système matriciel du problème de couplage

Dans le système, Ms(NM×1), Js(NJ×1), E0n(NEn×1) sont les vecteurs des degrés de liberté
correspondant à Ms, Js et E0n. La matrice C11 construite est identique à celle utilisée
pour résoudre un problème courants de Foucault simples par la formulation EC6 (Annexe
C.2.e). Nous allons établir les expressions des matrices C12, C21 et C22. La densité de
courant js0k est interpolée également par les fonctions de forme de facette :

js0k =
Nk

∑
i=1

wkijki
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avec jki peut être déterminée grâce au calcul préalable de la densité de courant électro-
cinétique js0k comme discuté dans la section précédente.
Supposons que la matrice C21 est composée de trois parties S1, S2, S3 correspondant à
trois ensembles deMs, Js, E0n respectivement. La k-ième ligne de ces matrices correspond
au k-ième circuit électrique qui est construite à partir du Terme 3 présenté dans V.13.

S1
kj = −jωµ0

Nk

∑
i=1

⎛
⎜⎜
⎝
jki∫

Ωs
k

wki∫
Γ1

wjG0dΓdΩ

⎞
⎟⎟
⎠

S2
kj = −

Nk

∑
i=1

⎛
⎜⎜
⎝
jki∫

Ωs
k

wki∫
Γ1

wj ×∇G0dΓdΩ

⎞
⎟⎟
⎠

S3
kj =

Nk

∑
i=1

⎛
⎜⎜
⎝
jki∫

Ωs
k

wki∫
Γ1

αj∇G0dΓdΩ

⎞
⎟⎟
⎠

La matrice C22 est construite selon les Terme 1 et Terme 2. Sa ligne k-ième a la forme
suivante :

C22
kk = ρ

Nk

∑
i=1

jki

Nk

∑
j=1

jkj ∫
Ωs
k

wkiwkjdΩ (V.14)

C22
kt = −jωµ0

Nk

∑
i=1

jki
Nt

∑
j=1

jtj ∫
Ωs
k

wki∫
Ωst

wtjG0dΩdΩ (V.15)

C12 est établi de la même manière que le seconde membre du système linéaire généré
par la formulation EC6 (les matrices N1,N2,N3 dans Annexe C.2.e), avec les formules de
source dans V.11.

V.4 Résultats numériques

Un anneau conducteur de section carrée est considéré. Le système est excité par un
circuit externe concentrique et coaxial à l’anneau. La description du cas test est détaillée
dans la Tab. V.1. Pour la formulation en BEM, la géométrie est maillée avec environ 2464
quadrilatères. La référence est calculée par la méthode FEM avec un modèle axisymétrique
2D et un couplage circuit dans lequel un maillage 2D de 43500 triangles est utilisé. Les
courants totaux circulant dans le circuit électrique sont comparés dans la Tab.V.2.

Nous constatons que notre couplage circuit nous donne des résultats très proches par
rapport à ceux calculés par la méthode FEM avec un modèle 2D. La figure V.4 montre un
exemple de la distribution des courants de Foucault sur la surface de l’anneau.

V.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons mis en oeuvre un couplage original d’une formulation
intégrale de frontière avec un circuit externe alimenté en tension imposée. Les tests effectués
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Anneau de section carrée Circuit électrique
Conductivité 3.526E7 (S/m) Tension imposée 10 (V)
Perméabilité relative 1 Hauteur/largeur 5 (mm)
Hauteur 60 (mm) Nombre de tours 100
Rayon externe 25 (mm) Rayon externe 31 (mm)
Rayon interne 10 (mm) Rayon interne 26 (mm)

Table V.1 – Descriptions géométrique et de propriétés du problème

Fréquence (Hz) 10 1000 10000

BEM
Courant (A) -2.4586+0.0353j -1.4166+1.0339j -0.0726+0.3331j
Mod(I) (A) 2.4589 1.7536 0.3409

Ref.
Courant (A) -2.4585+0.0353j -1.4257+1.0260j -0.0765+0.3385j
Mod(I) (A) 2.4588 1.7565 0.3470

Différence sur Mod(I)(%) 0.0028 0.1570 1.7603

Table V.2 – Courant dans le circuit électrique externe

Figure V.4 – Distribution des courants de Foucault J(A ⋅m−2) à la surface de l’anneau
à f = 10Hz

nous ont permis de valider cette formulation dans le cas d’un problème multiplement
connexe. Le couplage circuit proposé a montré de bons résultats comparativement aux
résultats obtenus par la méthode FEM en 2D. A notre connaissance, un tel couplage est
original et n’avait pas été encore présenté dans la littérature.





Chapitre VI

Positionnement de la méthode BEM par rapport
aux FEM, BEM-FEM et SIBCs

Il n’y a point de bonheur sans courage, ni de vertu sans
combat.

Jean-Jacques Rousseau
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Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons deux nouvelles formulations, l’une est une méthode
hybride BEM-FEM et l’autre une méthode PEEC couplée aux conditions de l’impédance
de surface. Chaque formulation va être utilisée pour faire des comparaisons avec les
méthodes BEM A∗ − ϕ et FEM ou FEM-SIBC.
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VI.1 Introduction

Pour la modélisation des problèmes en présence de courants de Foucault en basse fré-
quence (avec l’approximation quasi-statique), nous avons à notre disposition deux grandes
familles de méthodes que sont la méthode des éléments finis (FEM) et les méthodes inté-
grales (BEM, VIM...). Dans le domaine fréquentiel, avec l’approximation quasi-statique,
dans la bande de fréquences qui conduit à une épaisseur de peau significative des régions
conductrices, nous pouvons classiquement utiliser des formulations FEM, BEM ou en-
core des formulations couplant ces deux méthodes (BEM-FEM). A plus haute fréquence,
lorsque l’épaisseur de peau devient petite par rapport aux dimensions des régions, il de-
vient favorable d’employer les formulations en BEM ou encore les formulations utilisant les
condition impédance de surface (Surface Impedance Boundary Conditions - SIBCs) que
ce soit avec les méthodes éléments fins ou les méthodes intégrales. Ce chapitre se compose
de deux grandes parties où nous allons comparer différentes formulations dans les deux
contextes d’épaisseur de peau mentionnés ci-dessus, permettant ainsi d’avoir une vue plus
générale, à défaut d’être exhaustive, sur les performances des méthodes de modélisation
des courants de Foucault en basse fréquence. Pour réaliser cette comparaison, de nouvelles
formulations en BEM-FEM et en VIM-SIBCs ont été développées et sont présentées dans
ce chapitre.

VI.2 Formulations avec une grande épaisseur de peau

VI.2.a Etat de l’art des formulations de couplage BEM-FEM

Depuis plusieurs années, nombreuses formulations pour modéliser les courants de Fou-
cault en 3D ont été développées en utilisant la méthode de couplage BEM-FEM. Géné-
ralement, dans ce couplage, la méthode des éléments finis est employée dans les régions
conductrices et/ou ferromagnétiques alors que la méthode intégrale de frontière est utilisée
pour la région air. Un grand intérêt de l’utilisation de la méthode BEM pour la région
air est qu’il ne nécessite pas, contrairement à la méthode FEM, le maillage de cette ré-
gion. De plus la méthode FEM nécessite de mettre en oeuvre des techniques adaptées à
la prise en compte de l’infini ainsi que des remaillages lorsque des pièces sont en mou-
vement. Dans littérature, selon la nature du problème, il existe plusieurs formulations se
basant sur différents types d’inconnues pour décrire la région FEM telles que : le champ
magnétique H, le champ électrique E, les potentiels vectoriels A et T et/ou les potentiels
scalaires ϕ et V . Pour la région air, l’équation en BEM est souvent écrite avec le potentiel
scalaire magnétique réduit ϕ ou encore avec le champ magnétique H. Dans ces équations,
il n’apparâıt que le noyau de Green G0 = 1

4πr et sa dérivée normale. Nous présentons ci-
dessous quelques formulations en BEM-FEM qui ont été développées pour les problèmes
en présence de courants de Foucault, avec des matériaux linéaires, homogènes et isotropes :

— A.Bossavit [35], [36], Z.Ren [37] ont proposé plusieurs formulations basées sur les
champs magnétique et électrique dans les régions conductrices en utilisant les élé-
ments d’arêtes pour la discrétisation. Dans le cas où un potentiel scalaire est utilisé
pour la région air, une coupure liné̈ıque sur l’interface permet de traiter le pro-
blème non simplement connexe avec des boucles électriques [38]. Par contre, dans
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la formulation [37], le champ électrique E reste l’inconnue de la région air. Il est
considéré comme un potentiel vecteur de simple couche d’un courant surfacique
qui peut être approximé par des éléments de facettes, permettant ainsi de traiter
naturellement le problème non-simplement connexe.

— S.Wakao [33] a proposé une formulation qui se base sur l’équation FEM écrite
avec le potentiel vecteur magnétique modifié A∗ dans les régions conductrices et
l’équation intégrale de frontière avec le champ magnétique H dans l’air et dans les
régions magnétiques non conductrices. Cette formulation permet la prise en compte
des régions non-simplement connexes.

— M. E. Royak [39] a proposé une formulation basée sur les potentiels A∗ dans le ré-
gion conductrice et ϕ dans l’air. L’équation intégrale de frontière de ϕ est introduite
par la méthode de potentiel simple couche. En raison du fait que ϕ est multivaleur,
cette formulation est appropriée au cas des conducteurs simplement connexes.

VI.2.b Formulation couplée BEM-FEM en potentiel vecteur modifié et

potentiel scalaire magnétique réduit

Dans cette section, nous proposons une nouvelle formulation BEM-FEM basée sur le
potentiel vecteur magnétique modifié A∗ dans les domaines conducteurs et/ou magné-
tiques et le potentiel scalaire magnétique réduit ϕ dans la région air. La différence de cette
formulation par rapport à la formulation présentée dans [39] sera abordée par la suite.

VI.2.b-i Équations intégrales pour la région matérielle

Considérons un problème magnéto harmonique avec une région simplement connexe
électromagnétique Ω1 délimitée par la surface Γ1. Cette région est paramétrée par une
perméabilité µ1 et une conductivité σ1. Le champ magnétique d’excitation Hs est créé
par un courant externe Js qui circule dans une bobine qui se trouve dans la région air Ω0

comme indiqué dans la Fig. IV.1.

Dans le domaine fréquentiel, en négligeant les effets de propagation, le potentiel vecteur
magnétique modifié A∗ est définie dans la région matérielle (voir § IV) suivant :

E = −jωA −∇V = −jωA∗

Nous rappelons les propriétés de ce potentiel :

∇×A∗ = ∇ × (A + 1

jω
∇V ) = B

∇ ⋅A∗ = − 1

jω
∇ ⋅E = 0

n ⋅A∗ = 0

avec n le vecteur normal sur Γ1 sortant en dehors du domaine Ω1.
L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit suivant :

∇×∇ ×A∗ + jωµσA∗ = 0
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En appliquant la méthode de Galerkin à l’équation ci-dessus avec les fonctions de projection
identiques aux fonctions de forme d’arêtes w, on obtient :

∫
Ω1

w ⋅ (∇ ×∇ ×A∗)dΩ + jωµ1σ1∫
Ω1

w ⋅A∗dΩ = 0 (VI.1)

Grâce au théorème de la divergence, le premier terme de VI.1 peut être développé :

∫
Ω1

w.(∇ ×∇ ×A∗)dΩ = ∫
Ω1

(∇ ×w)(∇ ×A∗)dΩ − ∫
Ω1

∇ ⋅ [w × (∇ ×A∗)]dΩ

= ∫
Ω1

(∇ ×w)(∇ ×A∗)dΩ + ∫
Γ1

w ⋅ [n × (∇ ×A∗)]dΓ
(VI.2)

Nous obtenons finalement l’équation suivante pour A∗ :

∫
Ω1

(∇ ×w) ⋅ (∇ ×A∗)dΩ + ∫
Γ1

w ⋅ [n × (∇ ×A∗)]dΓ + jωµ1σ1∫
Ω1

w ⋅A∗dΩ = 0 (VI.3)

VI.2.b-ii Équations intégrales pour la région air

Pour décrire le champ magnétique à l’extérieur de la région Ω1, nous introduisons le
potentiel scalaire réduit magnétique ϕ qui est présenté dans le chapitre II.

H = Hs −∇ϕ

L’équation gouvernante de ϕ est l’équation de Laplace, qui conduit à l’équation intégrale
de frontière IV.9 :

h0ϕ = ∫
Γ1

ϕ (n ⋅ ∇G0)dΓ − ∫
Γ1

(n ⋅ ∇ϕ)G0dΓ (VI.4)

Pour un point cible régulier se trouve sur la frontière Γ1, nous avons le coefficient h0 = 1
2 .

VI.2.b-iii Prise en compte des conditions aux interfaces et couplage

Afin de coupler les équations de A∗ dans le matériau et de ϕ dans la région air, nous
avons besoin de relier les deux grandeurs sur la frontière du domaine considéré. C’est la
raison pour laquelle, nous considérons la continuité du champ magnétique tangentiel et de
l’induction normale à travers la frontière Γ1 :

1

µ1
n ×B1 =

1

µ0
n ×B0

n ⋅B1 = n ⋅B0
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où l’exposant 0 ou 1 signifie que nous considérons le champ de la surface Γ1 sur le côté Ω0

ou Ω1 respectivement.
Les conditions aux limites du champ magnétique ci-dessus nous permettent de lier les
quantités de surface A∗ et ϕ :

n × (∇ ×A∗) = µ1(n ×Hs − n ×∇ϕ) (VI.5)

n ⋅ ∇ϕ = n ⋅Hs − 1

µ0
n ⋅ (∇ ×A∗) (VI.6)

Nous remplaçons VI.5, VI.6 dans VI.3, VI.4 respectivement, puis effectuons une autre
transformation pour séparer ϕ de l’opérateur gradient :

∫
Γ1

w ⋅ (n ×∇ϕ)dΓ = ∫
Γ1

n ⋅ (∇ ×w)ϕdΓ (VI.7)

Enfin, on obtient un ensemble d’équations intégrales couplées :

− ∫
Γ1

w ⋅ (n ×Hs)dΓ = 1

µ1
∫
Ω1

(∇ ×w) ⋅ (∇ ×A∗)dΩ

+ jωσ1∫
Ω1

w ⋅A∗dΩ − ∫
Γ1

n ⋅ (∇ ×w)ϕdΓ (VI.8)

∫
Γ1

n ⋅HsG0dΓ = 1

2
ϕ + 1

µ0
∫
Γ1

n ⋅ (∇ ×A∗)G0dΓ + ∫
Γ1

ϕ(n ⋅ ∇G0)dΓ (VI.9)

VI.2.b-iv Implémentation numérique

Les fonctions d’interpolation constantes sont choisies pour le potentiel scalaire ϕ tandis
que le potentiel vecteur A∗ est interpolé en utilisant les fonctions de forme d’arêtes w :

A∗ =
Na

∑
i=1

wiA
∗
i (VI.10)

où A∗
i est la circulation du potentiel magnétique A∗ le long d’arête ai :

A∗
i = ∫

ai

A∗ ⋅ dl (VI.11)

En appliquant l’équation VI.8 pour l’ensemble de fonctions de projection de forme d’arêtes
w défini sur le volume discret Ω1, nous obtenons un système matriciel qui peut se présenter
sous forme de matrice :

[M] {A∗} + [B] {ϕ} = {Q} (VI.12)
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où :

Mij =
1

µ1
∫
Ω1

(∇ ×wi)(∇ ×wj)dΩ + jωσ1∫
Ω1

wiwjdΩ

Bik = −∫
Γk1

n ⋅ (∇ ×wi)dΓ

Qi = −∫
Γ1

wi(n ×Hs)dΓ

avec Γk1 la face k de la surface discrète Γ1.

Nous notons que Bik et Qi sont nuls si la fonction de forme d’arêtes wi liant à une
arête n’appartient pas à la surface discrète Γ1. Le terme n ⋅ (∇ ×wi) a une valeur de ± 1

sk

pour tous les éléments d’arête appartenant à la face k (les signes dépendent du choix de
l’orientation globale des arêtes). En numérotant les arêtes de telle sorte que les arêtes sur
la frontière apparaissent en dernier, la matrice B se présente sous la forme :

[B] = [ 0

B2
] }Na−int

}Na−sf

où :

[B2] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 .

0 1 0 .

−1 1 . .

. . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Na−sf×Nf )

avec Na−int, Na−sf , Nf nombre d’arêtes internes, sur la surface Γ1 et nombre de facette de
Γ1.
Dans l’équation VI.9, le terme n ⋅ (∇ × A∗) est la densité du flux magnétique que nous
supposons uniforme sur chaque élément. Notons φj est le flux totale traversant la facette
Γj1, nous posons :

∫
Γj1

n ⋅ (∇ ×A∗)G0dΓ = ∫
Γj1

φj

sj
G0dΓ (VI.13)

En appliquant l’approche de Galerkin à l’équation VI.9 avec les fonctions de test constantes
égales à 1, nous obtenons le système matriciel :

[T ] {φ} + [H] {ϕ} = {S} (VI.14)
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où :

Tij =
1

µ0

1

sj
∫
Γi1

∫
Γj1

G0dΓdΓ

Hii =
si
2
+ ∫

Γi1

∫
Γi1

∂G0

∂n
dΓdΓ

Hij = ∫
Γi1

∫
Γj1

∂G0

∂n
dΓdΓ

Si = ∫
Γi1

∫
Γ1

n ⋅HsG0dΓdΓ

Grâce au théorème de Stokes, nous pouvons écrire le flux magnétique de l’élément j sous
la forme :

φj = ∫
Γj1

n ⋅ (∇ ×A∗)dΓ = ∮
cj

A∗dl (VI.15)

avec cj le contour de la face Γj1.
Pour toute la surface discrétisée, la relation ci-dessus peut s’exprimer sous forme matri-
cielle :

{φ} = [C] {A∗}Γ1
(VI.16)

où {A∗}Γ1
désigne l’ensemble de degré de liberté A∗ lié aux arêtes à la surface Γ1, [C]

est une matrice d’incidence qui relie le flux magnétique sur chaque élément de maille aux
valeurs inconnues de A∗.
L’équation VI.14 devient donc :

[T ] [C] {A∗}Γ1
+ [H] {ϕ} = {S} (VI.17)

Nous pouvons remarquer que la matrice [C] ci-dessus est la transposée la matrice [B2]
VI.12 :

[B2] = [C]T

Notre système d’équations final comprend (VI.12) et (VI.17). Une représentation du système
matriciel à résoudre est proposée à la Fig. VI.1. Dans ce système d’équation, les matrices
T , H sont pleines tandis que M et C sont des matrices creuses.
Dans l’approche BEM-FEM basée sur A∗ et ϕ proposée dans l’article [39], le couplage est
effectué soit en ajoutant φ comme inconnue au système d’équation, soit en remplaçant φ
par ϕ en utilisant l’opérateur Pointcare-Steklov [39], ce qui nécessite l’introduction d’une
matrice inverse. L’intérêt du couplage de notre formulation réside dans l’introduction de
la relation simple VI.16 qui le relie le flux magnétique au potentiel A∗ sur la frontière.

VI.2.b-v Post-traitement

Une fois notre système matriciel résolu, nous obtenons A∗ dans le domaine Ω1 ce qui
rend possible le calcul de la densité de courant :
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0

C T

0 φ S

Matrice des

 
éléments finis

M

 Q
=

T.C H

A*

Figure VI.1 – Système matriciel linéaire résolu

J = σ1E = −jωσ1A
∗

Les pertes Joules sont calculées par l’expression :

Ppertes =
1

2
∫
Ω1

JJ̃

σ1
dΩ (VI.18)

avec J̃ le conjugué de J. Une alternative à l’intégration de volume est d’utiliser le théorème
de Poynting associé à l’intégration surfacique des degrés de liberté de A∗ et ϕ situés sur
la frontière IV.26.

Ppertes =
1

2
Re

⎛
⎜
⎝
−jω∫

Γ1

(n ×Hs − n ×∇ϕ) ⋅ Ã∗dΓ
⎞
⎟
⎠

VI.2.b-vi Validation

Dans cette partie, le solveur GMRES a été utilisé pour la résolution. Afin de valider
la formulation proposée, nous reprenons le cas d’essai proposé par IEEJ (Fig. IV.6). Ce
cas test est détaillé dans la validation de la formulation A∗ − ϕ en BEM et les résultats
obtenus par la méthode FEM sont réutilisés comme référence.

Pour la formulation BEM-FEM, le maillage utilisé est composé de 27860 hexaèdres pour
les régions matérielles. La figure VI.3 montre la distribution des courants de Foucault dans
les plaques conductrices du problème. La densité de courant calculée sur deux segments
AB, AC (voir Fig. IV.6) par cette formulation est présentée sur la Fig. VI.2. Les pertes
Joules sont calculées à partir de la densité de courant volumique dans Ω1 (VI.18). La
différence relative sur la valeur des pertes obtenue par cette formulation et la valeur de
référence est d’environ 0,29%. Nous constatons que notre formulation nous donne des
résultats très proches par rapport à ceux de référence.

Nous faisons de plus des calculs de la densité de flux magnétique dans l’air sur deux
segments EF et E′F ′ (voir Fig. IV.6). Le résultat obtenu par la formulation proposée est
comparé à celui obtenu par la formulation A∗−ϕ en BEM. Les valeurs de champ calculées
par deux méthodes cöıncident bien et sont montrées sur la Fig. VI.4.
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Figure VI.2 – Densité de courant calculée sur les segments AB et AC à la surface de la
plaque conductrice

Figure VI.3 – Distribution des courants de Foucault J(A ⋅m−2) dans les régions conduc-
trices obtenue par la formulation BEM-FEM
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Figure VI.4 – Comparaison de la densité du flux magnétique dans l’air sur deux segments
EF , E′F ′ entre les formulations A∗ − ϕ en BEM-FEM et en BEM

VI.2.b-vii Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté une nouvelle formulation pour le problème
courants de Foucault en utilisant la méthode hybride BEM-FEM. Les résultats obtenus
par la formulation montrent une bonne précision. Cette formulation est valable dans le cas
où le problème se compose de plusieurs domaines conducteurs et/ou magnétiques.

VI.2.c Comparaison BEM, BEM-FEM et FEM

Dans cette section, nous nous concentrons notre analyse sur le positionnement de la
méthode BEM en corrélation avec les méthodes FEM et BEM-FEM. Tout d’abord, nous
rappelons les avantages et désavantages principaux de la méthode BEM par rapport à la
méthode FEM et BEM-FEM :

Avantages :
— Seule la frontière du domaine doit être discrétisée. Cela permet de simplifier la

construction du maillage et de simplifier les opérations de pré-traitement. Mais
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surtout, la discrétisation surfacique réduit la dimension du problème ce qui se tra-
duit par une diminution importante du nombre d’inconnues à traiter.

— Les problèmes extérieurs avec des domaines non-bornés sont traités aussi facile-
ment que les problèmes internes. Les conditions aux limites à l’infini sont automa-
tiquement satisfaites dans la méthode intégrale de frontière via le noyau de Green
(contrairement aux méthodes par éléments finis).

— Dans certaines applications, les données physiquement pertinentes ne sont pas
données par la solution à l’intérieur du domaine mais plutôt par les valeurs des
inconnues à la frontière. Ces données peuvent être obtenues très précisément et
directement à partir de la solution des équations intégrales de frontière.

Désavantages :
— Les équations intégrales de frontière nécessitent la connaissance explicite d’une

solution fondamentale de l’équation différentielle (noyau de Green). Ceci n’est dis-
ponible que pour les équations aux dérivées partielles linéaires avec des coefficients
constants ou certains coefficients spécifiquement variables. Les problèmes d’inho-
mogénéités ou d’équations différentielles non linéaires ne sont généralement pas
accessibles avec les méthodes BEM.

— Bien que le nombre d’inconnues des formulations en BEM soit moindre que celui
des méthodes FEM, les méthodes BEM génèrent des matrices pleines à résoudre car
toutes les interactions entre les éléments de la frontière sont à prendre en compte.

— Les implémentations des méthodes BEM ne sont pas simples et leurs performances
sont pénalisées par la nécessité d’intégrer des noyaux de Green complexes singuliers,
ce qui est toujours une difficulté et peut être une source d’inexactitudes numériques.

La méthode BEM-FEM est une méthode hybride qui permet de limiter les inconvénients
propres aux deux méthodes. Elle ne rencontre pas de difficultés pour les problèmes de
domaine non borné (tels qu’en FEM) ni pour les problèmes non linéaires et non linéaires
(tels qu’en BEM). Puisque l’équation BEM est utilisée pour décrire la région non bornée, il
est possible de réduire considérablement le nombre d’inconnues par rapport aux méthodes
FEM. Par ailleurs, le noyau dans l’équation BEM est en 1

4πr alors qu’un noyau complexe
est nécessaire avec la méthode BEM pure.

Les comparaisons présentées dans cette section porteront sur les formulations en A∗−ϕ
en BEM et BEM-FEM construites dans les chapitres précédents et la formulation T − ϕ
en FEM (implémentée dans le logiciel Flux-Altair).

Cas test 1
Considérons une sphère conductrice d’un rayon de 10mm excitée par un champ ma-

gnétique uniforme Bs = (0,0,1)T . La conductivité et la perméabilité de la sphère sont res-
pectivement σ = 5.5E7S/m et µr = 10. La sphère est discrétisée par 21231 éléments tétraé-
driques, maillage qui est utilisé pour la résolution des formulations en FEM et BEM-FEM.
Cette discrétisation génère un maillage surfacique contenant 2058 éléments triangulaires,
utilisé pour la formulation BEM. La fréquence varie de 10Hz à 100kHz alors que le même
maillage est conservé pour tous les simulations.
La comparaison en terme de pertes Joules est présenté dans le tableau VI.1 avec la solution
analytique proposée par Morisue [16] considérée comme la valeur de référence. Les résultats
de la méthode BEM (toutes les erreurs relatives étant inférieures à 1%) montrent que la
précision de la méthode est très bonne sur un large spectre de fréquences par rapport aux
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Fréquence (Hz) Épaisseur de peau (mm)
Erreur relative (%)

A∗ − ϕ BEM BEM-FEM FEM
10 6.79 0.88 1.06 0.04
100 2.15 0.33 0.77 1.32
1000 0.68 0.18 13.37 12.6
10000 0.21 0.51 24.83 46.94
100000 0.07 0.40 75.96 82.46

Table VI.1 – Erreurs relatives des pertes Joules pour les méthode BEM, BEM-FEM et
FEM

autres approches. La faible sensibilité de la méthode BEM à la profondeur de peau est cer-
tainement un de ses principaux avantages. La précision des méthodes FEM et BEM-FEM
est fortement influencée par la densité du maillage de la zone conductrice. Les résultats
obtenus de 10Hz à 100Hz sont acceptables mais l’augmentation de la fréquence, qui fait
diminuer l’épaisseur de la peau, nécessite une adaptation de maillage particulièrement
contraignante si l’on souhaite conserver une solution acceptable.

Cas test 2
L’objectif du cas test est de comparer les formulations en BEM et en BEM-FEM

en terme de temps calcul nécessaire pour garantir une solution suffisamment précise. La
géométrie utilisée dans ce cas test est un cube de dimension D = 10mm avec une perméa-
bilité µr = 10 et une conductivité σ = 5.5E7S/m. Le champ magnétique d’excitation est
uniforme Bs = (0,0,1)T . Nous allons adapter le nombre d’éléments du maillage afin d’ob-
tenir des résultats dont l’erreur sur les pertes Joules est d’environ 1% pour les différentes
fréquences, quelque soit la méthode utilisée. Le choix d’un cube dans ce test permet d’é-
viter la déformation géométrique induit par le maillage comme cela se produit avec une
sphère ou un cylindre. La comparaison est faite sur les résultats de pertes Joules avec
des valeurs de références obtenues par la méthode FEM avec des maillages permettant
d’obtenir une solution convergente. Dans ce cas test, le solveur itératif GMRES est utilisé.
La figure VI.5 montre les résultats obtenus.

D/δ 3.29 4.66 6.59 9.32
BEM 1946 1946 1946 1946

BEM-FEM 16808 29834 53140 104179

Table VI.2 – Nombre d’inconnus complexes à déterminer dans le cas test

Pour la méthode BEM, nous utilisons presque systématiquement le même maillage surfa-
cique quelle que soit la fréquence. Dans tous les tests, le nombre d’inconnues de la méthode
BEM est toujours moins important que par rapport à la méthode BEM-FEM (Tab. VI.2).
A une fréquence inférieure à 150Hz où le ratio D/δ est inférieur 5.5,la méthode BEM-
FEM montre une temps de résolution inférieur à celui de la méthode BEM. Cependant,
ce temps augmente rapidement en fonction de la fréquence, ce qui est du à une grande
augmentation du nombre d’éléments volumiques du maillage. Par exemple à la fréquence
de 400Hz, pour assurer la précision de la formulation BEM-FEM, il est nécessaire de
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Figure VI.5 – Comparaison des temps de résolution en utilisant les formulations en BEM
et en BEM-FEM en fonction du ratio D/δ

mailler avec trois éléments dans l’épaisseur de peau (Fig. VI.6). A partir de ces résultats,
la méthode BEM-FEM est intéressante à basse fréquence alors qu’à fréquence plus élevée,
lorsque l’épaisseur de peau devient petite, la méthode BEM est recommandée combinant
efficacement ses avantages de simplicité de maillage et de temps calcul.

Figure VI.6 – Distribution des courants de Foucault J(A ⋅m−2) à 400Hz vue suivant l’axe
Oz. L’épaisseur de peau doit être maillée avec trois éléments pour garantir une précision
suffisante sur les pertes Joules

VI.2.c-i Conclusion

En conclusion de cette partie, la méthode BEM apparâıt comme étant la plus sédui-
sante sur le type d’exemples proposés (bobine excitatrice sur des régions conductrices et
magnétiques isolées à caractéristiques physiques linéaires), même si dans le cas des grandes
épaisseurs de peau les méthodes FEM et BEM-FEM peuvent s’avérer plus compétitives
en place mémoire et temps calcul. La grande souplesse de la méthode BEM vis à vis de
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l’épaisseur de peau rend cette dernière particulièrement attractive.

VI.3 Formulations avec une faible épaisseur de peau

VI.3.a État de l’art des méthodes FEM et PEEC utilisant les conditions

limites de l’impédance de surface SIBCs

Nous savons qu’en raison de l’effet de peau, les courants de Foucault circulent prin-
cipalement près de la surface des conducteurs. Quand l’épaisseur de peau devient très
faible par rapport aux dimensions du conducteur, les méthodes numériques basées sur
l’approche volumique rencontrent de grandes difficultés pour adapter le maillage de cette
couche. Les conditions aux limites de type "impédance de surface" (Surface Impedance
Boundary Conditions - SIBCs en anglais) sont des outils très efficaces pour dépasser cette
difficulté. Ce sont des approximations qui donnent des relations approximatives entre les
grandeurs électromagnétiques à la surface du conducteur. Dans la procédure numérique, le
volume de la région conductrice n’a pas besoin d’être inclus dans le maillage et peut être
remplacée par des conditions limites de type impédance de surface sur la surface extérieure
du conducteur. La condition SIBC a été proposé en premier fois par Schelkunoff et a en-
suite été développée par Rytov, Leontovich [40] [41]. En règle général, les conditions SIBCs
sont classées en quatre catégories d’approximation (selon la condition limite de Rytov [40]
[41]) :

— L’approximation d’ordre 0 pour des conducteurs parfaits dans laquelle le champ
électrique est tangentiel à la surface,

— L’approximation d’ordre 1 appelée Leontovich, dans laquelle la surface du conduc-
teur est considérée comme un plan et où le champ est supposé pénétrer dans le
conducteur seulement dans la direction normale à la surface,

— L’approximation d’ordre 2 de Mitzner qui se base sur l’approximation de Leontovich
avec une correction tenant compte de la courbure de la surface du conducteur,

— La dernière approximation est appelée l’approximation de Rytov d’ordre 3 qui prend
en compte la diffusion du champ électromagnétique dans des directions tangentes
à la surface du conducteur.

Dans cette étude, nous nous concentrons sur l’approximation de Leontovich qui est
simple mais efficace pour la modélisation de courants de Foucaut. Ce type de condition
a été largement appliquée avec succès sur différentes méthodes numériques telles que la
méthode des éléments finis comme dans [42–47], la méthode des équations intégrales de
frontière [48–53], la méthode intégrale de volume [54, 55]. Pour mieux comprendre cette
condition SIBC, nous allons rappeler la construction de cette approximation. Dans une
région homogène, les équations de Maxwell en quasi-statique produisent deux équations
de diffusion pour les champs électromagnétiques :

∆E − jωµ1σ1E = 0

∆H − jωµ1σ1H = 0

Dans le cas où l’épaisseur de peau est très petite par rapport à la dimension du conducteur,
nous avons une hypothèse qui implique que la variation des composantes du champ électro-
magnétique selon les direction (x), (y) le long de la surface et à l’intérieur du conducteur
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sera supposée faible par rapport à la variation dans la direction normale (z) (Fig. VI.7).
C’est à dire que les dérivées de champ dans les directions tangentielles à la surface peuvent
être négligées par rapport à la dérivée normale. Nous avons finalement, comme solutions
de champ électromagnétique [56] :

E = Ete
−(1+j) z

δ

B = Bte
−(1+j) z

δ

(VI.19)

avec l’épaisseur de peau δ =
√

2
ωµ1σ1

, Et = n×E×n et Ht = n×H×n étant le champ électrique

et le champ magnétique tangentiels sur la frontière Γ1 respectivement. L’approximation

Figure VI.7 – Interface conducteur-air autour d’un point avec un système de coordonnées
locales à ce point

de l’effet de peau ci-dessus donne des relations entre les composantes tangentielles des
champs électromagnétiques sur la surface suivant [56] :

Et = Zsn ×H

Ht = −
1

Zs
n ×E

(VI.20)

où Zs = 1+j
σδ est l’impédance de surface.

L’implémentation des approximations ci-dessus diffère suivant les méthodes numériques
utilisées. Pour la méthode des éléments finis, il faut d’abord effectuer quelques manipu-
lations sur l’équation différentielle de la région conductrice afin de faire apparâıtre des
termes intégraux de frontière. Les relations VI.20 sont appliquées ensuite à ces termes
pour faire des changements de variable appropriés. Cependant, la méthode nécessite de
conserver le maillage de la région air. Dans le cas des formulations en BEM avec SIBCs
le couplage est effectué grâce à la présence des grandeurs surfaciques. Les approximations
sont implémentées directement aux équations intégrales, permettant ainsi de réduire le
nombre de variables. Par exemple, les variables Js et Ms dans les formulations présentées
au chapitre II peuvent être converties de l’une à l’autre grâce à VI.20. Quant à la méthode
intégrale de volume couplée SIBCs, elle est basée sur une approximation dans l’épaisseur
de la région conductrice en utilisant les relations dans VI.19. Cette approximation nous
permet finalement d’approximer les intégrales volumiques par des intégrales surfaciques
(voir la section suivante).
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VI.3.b Formulation PEEC généralisé non-structuré utilisant les condi-

tions de l’impédance de surface

Dans cette section, nous présentons une nouvelle formulation dédiée aux régions élec-
tromagnétiques en appliquant la condition aux limites de l’impédance de surface de Leon-
tovich. Ce travail est une extension de l’approche intégrale de volume basée sur une repré-
sentation circuit (PEEC non structuré) [57], [58] et fait suite à des travaux sur l’utilisation
de la condition impédance de surface dans le cas des régions conductrices non-magnétiques
[55]. Une autre combinaison entre cette approximation SIBC et la méthode intégrale de
volume a été présentée par Higuchi [54]. L’intérêt principal est que les régions volumiques
conductrices n’ont besoin que d’un maillage de surface et que l’air n’est pas discrétisé.
En d’autres termes, seule l’interface entre la région active et la région air nécessite d’être
maillée.

Dans cette section, nous présentons tout d’abord les équations fondamentales pour
construire la formulation intégrale basée sur une représentation circuit des régions conduc-
trices et magnétiques traitées avec SIBC. Ensuite nous abordons un couplage en présence
de régions magnétiques non conductrices. La formulation proposée s’applique aux pro-
blèmes basse fréquence (les effets capacitifs et propagatifs sont négligés) en présence de
bobines d’excitation extérieures

VI.3.b-i Équations intégrales de volume

Considérons un problème magnéto harmonique linéaire avec une région électromagné-
tique Ω1 (avec densité de courant J et magnétisation M) dont l’interface est Γ1. Le système
est excité par une source de courant extérieure avec une densité de courant imposée Js.
Dans le domaine fréquentiel, en négligeant les effets de propagation, et grâce à la jauge de
Lorentz, nous avons :

E = −jωA −∇V
H = T −∇ϕ

(VI.21)

où :

A = µ0

⎛
⎜
⎝
∫
Ω1

JG0dΩ + ∫
Ω1

M ×∇G0dΩ + ∫
Ω0

JsG0dΩ
⎞
⎟
⎠

T = ∫
Ω1

J ×∇G0dΩ + ∫
Ω0

Js ×∇G0dΩ

ϕ = ∫
Ω1

M ⋅ ∇G0dΩ

(VI.22)

Les équations intégrales de volume [57] sont ensuite obtenues en faisant correspondre VI.21
et VI.22 avec les relations constitutives E(J) et H(M) dans Ω1. Dans le cas de propriétés
linéaires, nous avons :

E = 1

σ1
J

H = 1

µr − 1
M

où σ1 est la conductivité et µ1 = µ0µr est la perméabilité.
Différentes formulations peuvent être obtenues en discrétisant les régions et en choisissant
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des inconnues et des fonctions d’interpolation de formes adéquates. L’utilisation de l’in-
terpolation de facette de Whitney 2-forme pour la densité de courant J et la densité de
flux magnétique B conduit à la méthode PEEC non structurée proposée dans [57].

VI.3.b-ii Condition aux limites de l’impédance de surface

Nous considérons que l’épaisseur de peau est suffisamment petite pour pouvoir utiliser
l’approximation du premier ordre de l’impédance de surface. A partir des relations dans
VI.21, la densité de courant J et de flux B le long de la direction perpendiculaire (z) de
l’interface Γ1 sont exprimées par :

J = Jte
−(1+j) z

δ

B = Bte
−(1+j) z

δ

(VI.23)

Jt et Bt étant le courant et la densité de flux tangentiels sur la frontière Γ1 respectivement.
Le courant tangentiel de surface K (en A/m) et la densité de flux tangentiel de surface Φ

(en Wb/m) sont définis en intégrant J et B le long de (z) :

K =
∞

∫
0

Jte
−(1+j) z

δ dz = Jt
δ

(1 + j)

Φ =
∞

∫
0

Bte
−(1+j) z

δ dz = Bt
δ

(1 + j)

(VI.24)

Les expressions VI.24 correspondent aux courants et flux de la région pelliculaire dans
laquelle la densité de courant et l’induction magnétique sont différents de zéro.
Les équations intégrales sont ensuite obtenues en faisant correspondre les valeurs moyennes
des champs électriques et magnétiques produits par ces courants et flux en VI.21 de chaque
côté de la région pelliculaire. Les champs électriques et magnétiques sont nuls sur la sur-
face interne de la région pelliculaire. En introduisant les grandeurs K et Φ nous avons
finalement, de façon analogue à Higuchi [54] :

Et

2
= 1 + j

2σ1δ
K ≈ −jω

⎛
⎜
⎝
µ0∫

Γ1

KG0dΓ + ∫
Γ1

µr − 1

µr
Φ ×∇G0dΓ + µ0∫

Ω0

JsG0dΩ
⎞
⎟
⎠
−∇V

Bt

2
= 1 + j

2µ1δ
Φ ≈ ∫

Γ1

K ×∇G0dΓ + ∫
Ω0

Js ×∇G0dΩ −∇ϕ

(VI.25)

VI.3.b-iii Modèle PEEC non structuré pour les régions minces

La région Γ1 est discrétisée en éléments finis de surface (composés de triangles ou de
quadrilatères par exemple) sur lesquels K et Φ sont interpolés avec des éléments de facette
du premier ordre en 2D :

K =
Na

∑
j=1

wjIsj

Φ =
Na

∑
j=1

wjφsj

(VI.26)



84 VI. Positionnement de la méthode BEM par rapport aux FEM, BEM-FEM et SIBCs

Figure VI.8 – Mailles primaires et duales (lignes pointillées)

Il est à noter que les divergences de surface de K et Φ sont généralement différentes de zéro.
En effet, ces divergences sont liées au courant / flux sortant de Γ1. Ainsi, en supposant que
les faces des éléments surfaciques (qui sont ici géométriquement des arêtes) sont orientées
vers l’extérieur, nous avons, à partir des propriétés de fonction de forme de facettes (voir
§ III) :

∇ ⋅K = 1

se
∑
j

Isj

∇ ⋅Φ = 1

se
∑
j

φsj

avec se la superficie de e-ième élément.
Afin de pouvoir construire le modèle de représentation circuit (méthode PEEC non struc-
turée), nous utilisons la propriété suivante :

∫
Γ1

wi ⋅ ∇udΓ = ∆ui (VI.27)

où u est une grandeur scalaire quelconque, wi étant la fonction de facette liée à l’arête
i. ∆ui est la différence entre les deux valeurs moyennes du potentiel u sur les éléments
partageant l’arête i, comme le montre la Fig. VI.8.
La relation VI.27 s’obtient grâce au théorème de la divergence et aux propriétés des fonc-
tion de forme de facettes :

∫
Γ1

wi ⋅ ∇udΓ = ∫
Γ1

∇ ⋅ (wiu)dΓ − ∫
Γ1

u∇ ⋅widΓ

= ∮
c+

u (ni+ ⋅wi)dc − ∮
c−

u (ni− ⋅wi)dc +
1

s− ∫
Γ−1

udΓ − 1

s+ ∫
Γ+1

udΓ

= ∆u

où Γ+1 , Γ−1 ayant les contours c+, c− respectivement sont deux éléments qui se partagent
l’arête i, ni+ et ni− sont les vecteurs normales de l’arête i sur Γ+1 , Γ−1 respectivement.
Ces relations permettent de construire une représentation de circuit équivalente basée sur
le maillage dual (Fig. VI.8). En appliquant une projection de Galerkin avec des fonctions
facettes wi aux équations VI.25, et en considérant VI.27, nous obtenons une représentation
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de circuit sur le maillage dual [57] :

{ ∆Vs
∆ϕs

} = [ R + jωL jωC

C
′

Y
]{ Is

φs
} + { S

T
} (VI.28)

où :
Rij = −∫

Γ1

1 + j
2δ

wiwj

σ1
dΓ

Lij = −µ0∫
Γ1

wi∫
Γ1

wjG0dΓdΓ

Yij = −∫
Γ1

1 + j
2δ

wiwj

µ1
dΓ

Cij = −∫
Γ1

wi∫
Γ1

µr − 1

µr
wj ×∇G0dΓdΓ

C
′

ij = ∫
Γ1

wi∫
Γ1

wj ×∇G0dΓdΓ

Sij = −jωµ0∫
Γ1

wsi∫
Ω0

JsG0dΩdΓ

Tij = ∫
Γ1

wsi∫
Ω0

Js ×∇G0dΩdΓ

Le circuit équivalent s’appuie sur le maillage dual et est constitué par les branches reliant
deux éléments adjacents (c’est-à-dire la face de la maille primaire) où les éléments sont
les noeuds du maillage dual. ∆Vs et ∆φs représentent les différences entre les potentiels
scalaires électriques et magnétiques sur les branches du maillage dual. R et Y sont des
matrices creuses éléments finis creuses tandis que L, C et C

′

sont des matrices intégrales.
Afin de tenir compte des flux magnétiques sortant des régions magnétiques, les équations
VI.25 doivent être complétées. La valeur des potentiels magnétiques sur chaque élément
surfacique de Γ1 peut être obtenue à partir des équations VI.22. Nous avons :

∫
Ω1

M ⋅ ∇G0dΩ = ∫
Γ1

n ⋅MG0dΓ

= ∑
l
∫
Γl1

µr − 1

µr

1

sl
φelG0dΓ

(VI.29)

avec φel le flux magnétique sortant de face l. La valeur moyenne des potentiels scalaires
sur chaque élément de Γ1 s’écrit alors comme :

{ϕe} = Q{φe} (VI.30)

où :
Qkl =

1

µ0
∫
Γk1

1

sk
∫
Γl1

µr − 1

µr

1

sl
G0dΓdΓ

En considérant que les potentiels électriques et magnétiques sont nuls à l’infini, les circuits
magnétiques sont complétés par l’ajout de branches qui relient les nœuds (c’est-à-dire les
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Figure VI.9 – Exemple de circuit magnétique équivalent surfacique (lignes pointillées)
pour une région volumique traitée par la SIBC. Les branches externes permettent de
prendre en compte les flux magnétiques sortant de la région. Le circuit électrique équivalent
ne comporte pas les branches allant à l’infini (ce serait toutefois le cas si l’on désirait
prendre en compte les effets capacitifs)

éléments de surface) de Γ1 à l’infini VI.9. L’ensemble complet des équations représentant
le circuit équivalent du problème électromagnétique est finalement donné par :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∆Vs
∆ϕs
∆ϕe

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R + jωL jωC 0

C
′

Y 0

0 0 Q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Is
φs
φe

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

S

T

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

(VI.31)

avec ∆ϕe les différences de potentiels magnétiques entre les éléments surfaciques et l’infini :

∆ϕe = ϕe − ϕ∞

La solution peut alors être obtenue à l’aide d’un solveur circuit basé sur la résolution des
équations de mailles [59]. Les équations fondamentales de circuit à résoudre sont :

[MI] {∆Vs} = 0

[Mφ] {∆ϕ} = 0 avec {∆ϕ} = { ∆ϕs
∆ϕe

}
(VI.32)

où [MI] et [Mϕ] sont les matrices reliant les branche aux mailles indépendantes des cir-
cuits électriques et magnétiques équivalents. Les inconnues du système à résoudre sont les
courants et la densité de flux des mailles indépendantes IM et ϕM tels que :

{Is} = [M t
I] {IM}

{φ} = [M t
φ
] {φM} avec {φ} = { φs

φe
}

(VI.33)
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En combinant VI.31, VI.32 et VI.33, nous obtenons le système final à résoudre :

[
[MI] [ZI] [M t

I] [MI] [ZIφ] [M t
φ]

[Mφ] [ZφI] [M t
I] [Mφ] [Zφ] [M t

φ]
]{ IM

φM
} = { UI

Uφ
} (VI.34)

avec :
[ZI] = [ R + jωL ] , [ZIφ] = [ jωC 0 ]

[ZφI] = [ C
′

0
] , [Zφ] = [ Y 0

0 Q
]

{UI} = [MI] { S } , {Uφ} = [Mφ]{
T

0
}

Dans le cas de régions conductrices seulement µr = 1, les inconnues magnétiques ne sont
pas nécessaires et le système à résoudre devient :

[MI] [ZI] [M t
I] {IM} = {UI} (VI.35)

VI.3.b-iv Couplage avec les régions volumiques magnétiques non conductrices

Nous présentons comment adapter la formulation proposée afin de prendre en compte
des régions magnétiques volumiques Ωm (voir le deuxième problème présenté dans la sec-
tion "Validation"). Dans le contexte d’une représentation circuit, nous devons considérer
un circuit magnétique équivalent pour la région magnétique volumique qui sera représenté,
comme pour la région traitée par impédance de surface, par des branches internes et ex-
ternes [57]. Les flux magnétiques circulant dans les branches magnétiques internes sont
liés à l’induction magnétique par l’utilisation d’éléments de facettes volumiques :

B = ∑
j

wvjφvj (VI.36)

où wvj est la fonction de facette associée à la face j de la discrétisation volumique et
φvj le flux magnétique traversant la face j. Des branches externes relient les noeuds des
éléments de bord à l’infini, comme dans le cas des régions traitées par impédance de
surface. Les équations précédentes peuvent ensuite être adaptées en considérant les flux
ϕs et ϕv circulant dans les régions magnétiques surfaciques et volumiques, les flux externes
ϕe de toutes les régions et les courants de surface Is des régions traitées avec la condition
impédance de surface. Nous avons :

{φ} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

φv
φs
φe

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

, {I} = {Is}

[ZI] = [R + jωL] , [ZIφ] = [ jωCv jωC 0 ]

[ZφI] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

C
′

v

C
′

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

, [Zφ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Yv 0 0

0 Y 0

0 0 Q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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où :

Yvij = ∫
Ωm

wviwvj

µm
dΩ

Cvij = ∫
Γ1

wi∫
Ωm

µmr − 1

µmr
wvj ×∇G0dΩdΓ

C
′

vij = ∫
Ωm

wvi∫
Γ1

wj ×∇G0dΩdΩ

avec µm et µmr les perméabilité et perméabilité relative de la région Ωm.
Nous pouvons noter que la matrice Q doit prendre en compte toutes les faces externes

des régions magnétiques, traitées par impédance de surface ou non. Par ailleurs, nous pou-
vons remarquer que les matrices C et C

′

nécessitent une intégration de volume sur la région
magnétique. Cependant, des travaux antérieurs ont montré que les formulations intégrales
de volume magnétiques basées sur une représentation circuit, permettait d’atteindre des
solutions de qualité même en présence de maillage relativement grossier. [60].

VI.3.b-v Post-traitement

Le calcul des champs électriques et magnétiques sur la frontière de la région volumique
peut être obtenu à partir des solutions K et Φ. Les champs dans l’air et les flux dans les
bobines peuvent être calculés par l’intermédiaire d’intégrales sur les régions actives [61].
Enfin, les pertes Joules dans les régions conductrices traitées par impédance de surface
peuvent être obtenues suivant :

Ppertes =
1

2
∫
Ω1

1

σ
J̃ ⋅ JdΩ ≈ 1

2
∫
Γ1

1

σ
∣Jt∣2

⎛
⎝

∞

∫
0

e
−2z
δ dz

⎞
⎠
dΓ = 1

4
∫
Γ1

∣Jt∣2
δ

σ
dΓ

ou encore à partir de l’approche de Poynting :

Ppertes =
1

2
Re

⎛
⎜
⎝
∫
Γ1

Ẽ ⋅ (n ×H)dΓ
⎞
⎟
⎠
≈ 1

2
Re

⎛
⎜
⎝
∫
Γ1

J̃t
σ
⋅ Jt
σZs

dΓ
⎞
⎟
⎠
= 1

4
∫
Γ1

∣Jt∣2
δ

σ
dΓ

Nous avons :

∣K∣2 = ∣Jt
δ

1 + j
∣
2

= ∣Jt∣2
δ2

2

Nous pouvons donc obtenir les pertes Joules à partir du courant surfacique équivalent K

circulant dans la région pelliculaire :

Ppertes =
1

2
∫
Γ1

∣K∣2

δσ
dΓ (VI.37)
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VI.3.b-vi Validation

Pour tous les tests de cette partie, le solveur GMRES a été utilisé pour la résolu-
tion. Nous présentons en premier lieu un problème académique composé d’une sphère
conductrice et magnétique de rayon R = 10mm, placée dans un champ extérieur uniforme
B = (0,0,1)T . Nous avons comparé les résultats obtenus par la formulation proposée
avec ceux de la solution analytique de référence. Les figures VI.10, VI.11 montrent les
résultats obtenus pour une sphère conductrice non-magnétique et conductrice magnétique
respectivement. Les tests suivants s’effectuent en gardant l’épaisseur de peau constante à
0.6786mm et en changeant la perméabilité ou la conductivité de la sphère. Avec un rapport
entre le diamètre et l’épaisseur de peau assez grand (R/δ = 14.7), les résultats obtenus sont
corrects sur toute la bande de fréquences (Fig. VI.12).
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Figure VI.10 – Pertes Joules dans une sphère conductrice non-magnétique avec σ =
5,5E9S/m
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Figure VI.11 – Pertes Joules dans une sphère conductrice magnétique avec µr = 100 et
σ = 5,5E7S/m
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Figure VI.12 – Pertes Joule dans une sphère avec différentes valeurs de conductivité et
perméabilité en conservant l’épaisseur de peau constante δ = 0.6786mm

Afin de valider le couplage entre la région SIBC avec une région volumique magnétique
non-conductrice, un problème plus complexe est examiné : celui proposé par IEEJ (Fig.
VI.13) [62]. La perméabilité relative des deux plaques est de 100 alors que la conductivité
est de 5,5E7S/m. Les deux plaques conductrices du problème comportent des trous. La
région magnétique non-conductrice a une perméabilité relative de 3000. La bobine d’exci-
tation est alimentée par un courant alternatif de 1000A, 1000Hz. Dans ce cas, l’épaisseur
de peau est de 0.2146mm avec D/δ = 116.5 avec D = 25mm la plus petite dimension des
plaques.

Figure VI.13 – Modèle proposé par IEEJ (avec trous)

Pour chaque partie conductrice, les mailles indépendantes trouvées par le solveur circuit
permettant de prendre en compte les courants de Foucault circulant autour du trou et le
long de la section. Elles sont optimales au sens où le solveur circuit garantit de trouver les
plus petites mailles possibles (VI.14).
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Z
Y

X

Figure VI.14 – Géométrie et exemple de maillage et de boucles pour la prise en compte
d’un problème électrique non simplement connexe pour le modèle proposé par IEEJ

La densité du courant de surface équivalente K est comparée au résultat obtenu par une
formulation FEM-SIBC réalisée dans le logiciel Flux-Altair (Fig. VI.15). La différence en
termes de pertes est d’environ 0,04% pour un maillage fin et de 1% pour un maillage plus
grossier (Fig. VI.17).
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Figure VI.15 – Comparaison de la densité de courant surfacique équivalente K sur deux
segments entre les méthodes FEM-SIBC et PEEC-SIBC

VI.3.b-vii Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté une formulation PEEC en utilisant l’approxi-
mation de l’impédance de surface d’ordre 1. Elle s’applique au cas où la profondeur de
peau est suffisamment petite par rapport la dimension de la région considérée. Cette for-
mulation a montré une très bonne précision tout en donnant de bonnes performances sur
les temps calcul (en particulier avec les matériaux conducteurs non-magnétiques). De plus,
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IV.3. Formulation en fréquence élevée 89

Figure

IV.14 � Distribution du courant équivalent
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Figure IV.15 � Comparaison des pertes entre une solution convergente FEM et
la formulation PEEC non structurée. Les deux formulations utilisent la condition
SIBC.
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Figure VI.16 – Distribution du courant équivalent K(A/m) sur deux plaques conductrices
dans le modèle IEEJ : (a) partie réelle, (b) partie imaginaire
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Figure VI.17 – Comparaison des pertes entre une solution convergente FEM-SIBC et la
formulation PEEC-SIBC

la formulation peut traiter naturellement le problème de connexité et peut se coupler avec
les régions volumiques magnétiques. Le dernier point très attractif de cette formulation
est qu’elle ne nécessite que des discrétisations surfaciques des régions conductrices, comme
dans le cas des formulations BEM.

VI.3.c Comparaison BEM, FEM-SIBCs et PEEC-SIBCs

Nous comparons dans cette partie trois approches ne nécessitant pas le maillage de
la région conductrice. Les méthodes BEM et PEEC-SIBC sont les approches utilisant
uniquement la discrétisation de surface pour la région conductrice alors que l’approche
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FEM-SIBC nécessite le maillage de la région air. Nous revenons à un exemple académique
simple avec une sphère conductrice de rayon R pour pouvoir comparer de façon générale
la précision des méthodes BEM, FEM-SIBC et PEEC-SIBC en fonction du ratio R/δ avec
δ l’épaisseur de peau de la région conductrice. La description du problème a été présentée
dans la section VI.2.c.

Fréquence (Hz) R/δ
Erreur relative (%)

A∗ − ϕ BEM FEM-SIBC PEEC-SIBC
10 1.47 0.88 104.12 87.27
100 4.65 0.33 7.28 0.37
1000 14.71 0.18 0.61 2.64
10000 47.62 0.51 3.37 1.54
100000 142.86 0.40 4.26 0.75

Table VI.3 – Erreurs relatives des pertes Joules pour différentes méthodes

Nous pouvons donner un aperçu des trois méthodes comme indiqué dans la Tab. VI.3.
Nous trouvons que les méthodes couplées avec la condition impédance de surface ne per-
mettent pas d’atteindre une solution correcte lorsque le ratio R/δ est trop petit. Cette
erreur diminue toutefois rapidement lorsque l’épaisseur de peau est suffisamment petite.
Les résultats fournis sur les pertes Joules dans le tableau utilisent le même maillage pour
toutes les simulations. Nous constatons que les résultats obtenus avec la méthode PEEC-
SIBC sont plus précis par rapport à la méthode FEM-SIBC. Les erreurs reviennent au
même niveau que ceux obtenus par la méthode PEEC-SIBC avec une discrétisation sur-
facique de la sphère environ 3 fois plus fine. Dans la gamme des hautes fréquences, nous
constatons que les résultats de la méthode PEEC-SIBC sont comparables avec ceux de
la méthode BEM. Ainsi, lorsque la profondeur de peau permet l’utilisation de la condi-
tion impédance de surface, la formulation intégrale PEEC-SIBC devient très attractive en
terme de performance de calcul comparativement à la solution BEM.
Dans cette section, les comparaisons entre formulations ont été effectuées sur un problème
simplement connexe. Notons toutefois que la méthode PEEC-SIBC permet de résoudre
naturellement les problèmes non-simplement connexes de part la représentation circuit.
La mise en oeuvre de formulations BEM est sur ce point plus délicate. La formulation en
PEEC-SIBC ne repose pas sur les noyaux Green complexes et ses équations apparâıtraient
comme étant beaucoup plus simples que celles des formulations en BEM.

VI.3.c-i Conclusion

Dans cette partie, la méthode PEEC - SIBC apparâıt comme étant la plus séduisante
mais nécessite que l’épaisseur de peau de la région considérée soit suffisamment petite.
Dans cette situation, PEEC-SIBC a montré sa performance attractive par rapport BEM,
en particulier pour le traitement du problème de connexité. L’inconvénient évident de la
méthode par rapport à BEM est qu’elle n’est pas applicable dans le cas de grande épaisseur
de peau.
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VI.3.d Conclusion

Les formulations ont été comparées dans le cadre de problèmes de courants de Foucault
dans des milieux linéaires et homogènes. Une synthèse sur ces formulations est présentée
dans la Tab. VI.4. En très basses fréquences lorsque que l’épaisseur de peau assez grande,
la méthode BEM-FEM présente un léger avantage par rapport à BEM, notamment par
sa vitesse de résolution. Dans ce cas, la méthode BEM, malgré un nombre moindre d’in-
connues, est pénalisée par son assemblage matriciel qui nécessite d’intégrer plusieurs blocs
matrices utilisant les noyaux de Green complexes. Dans le domaine de fréquences plus
élevées avec une très faible profondeur de peau, la méthode PEEC-SIBC présente des
avantages par rapport la méthode BEM en termes de calcul du temps, de légèreté (en
particulier pour les matériaux conducteurs non-magnétiques) et de capacité à résoudre
facilement le problème de connexité. Quant à la méthode BEM, elle peut être appliquée
à une gamme de fréquences plus étendue par rapport aux autres méthodes et est capable
fournir des résultats de calcul très précis avec un maillage grossier.

Table VI.4 – Synthèse sur les formulations comparées

Maillage utilisé
conducteur magnétique

Blocs matrices
dans la résolution

Utilisation
Formulation

sf. vl. sf. vl.
air

plein creuse
basses

fréquences
fréquences
élevées

BEM ✓ × ✓ × × ✓ × ✓ ✓
BEM-FEM ✓ ✓ ✓ ✓ × ✓ ✓ ✓ /

FEM × ✓ × ✓ ✓ × ✓ ✓ /
PEEC-SIBC ✓ × × ✓ × ✓ × × ✓
FEM-SIBC ✓ × × ✓ ✓ × ✓ × ✓

1 sf. : maillage surfacique,
2 vl. : maillage volumique,
3 / : difficilement à utiliser.



Conclusions et perspectives

L’objectif de cette étude était de contribuer au développement de la méthode intégrale
de frontière, et plus généralement des méthodes intégrales, dans le contexte du problème
courants de Foucault, restreinte aux milieux homogènes, isotropes, linéaires et soumis à
des excitations harmoniques. Deux formulations en BEM mais aussi deux formulations en
BEM-FEM et PEEC-SIBC ont été proposées dans cette thèse.

Les formulations en BEM existantes pour le problème courants de Foucault ont tout
d’abord été présentées (chapitre II). Des implémentions numériques ont ensuite été pro-
posées dans l’objectif d’évaluer ces formulations à différentes fréquences et pour différentes
valeurs de perméabilité et conductivité des matériaux (chapitre III) en considérant la pré-
cision, la vitesse de la convergence de la résolution et la capacité à traiter le problème de
connexité. Peu de travaux de la sorte existaient dans la littérature. Notre étude permet
ainsi de dégager une vue générale sur l’ensemble de ces formulations BEM, en présen-
tant les limites et les avantages principaux de chaque formulation. Ces conclusions nous
semblent importantes pour les développements futurs.

Deux nouvelles formulations en BEM ont été ensuite proposées dans le chapitre IV
et le chapitre V. La première formulation repose sur les potentiels magnétiques A∗ − ϕ,
et est développée pour les problèmes simplement connexes. Son couplage avec les régions
magnétiques non conductrices a également été proposé. Cette formulation a montré une
très bonne précision surtout pour la modélisation des courants de Foucault dans les ré-
gions conductrices non magnétiques, avec des résultats comparables à ceux obtenus par
les meilleures formulations proposées dans la littérature. La deuxième formulation propose
un couplage circuit permettant de prendre en compte les interactions entre les régions
conductrices et les régions bobinées.

Outre les formulations en BEM, il existe d’autres formulations basées sur une discré-
tisation surfacique telles que la formulation couplée BEM-FEM ou la formulation PEEC
couplée avec les conditions impédance de surface (chapitre VI). Une nouvelle formulation
BEM-FEM en potentiels magnétiques a été proposée et a montré une bonne précision.
Nous avons fait une une comparaison entre cette formulation avec la formulation en BEM
A∗ − ϕ et une formulation FEM (implémentée dans le logiciel Flux-Altair). Là encore,
cela nous a permis de mettre en évidence les points forts et les points faibles de chaque



96 Conclusion et perspectives

approche. La deuxième formulation développée dans ce chapitre est basée sur la méthode
PEEC couplée avec les conditions impédance de surface (SIBC). A partir d’une formu-
lation en intégrale de volume, l’utilisation de la condition SIBC la ramène à une forme
intégrale de surface qui est ensuite représentée sous forme de circuit électrique équivalent.
Cette formulation a montré une bonne précision dans le cas où l’épaisseur de peau est
suffisamment petite par rapport à la dimension de la région. Les résultats obtenus sont
alors comparables avec ceux obtenus en BEM. Les problèmes à faible épaisseur de peau
ne sont pas modélisés facilement par les méthodes BEM-FEM et FEM. Notons enfin que
la formulation PEEC-SIBC peut naturellement traiter le problème de connexité et les
couplages circuit. Elle pourrait aussi de connecter aisément les régions conductrices à des
circuits filaires externes.

Les travaux dans cette thèse pourraient être complétés par les développements sui-
vants :

— Les intégrations numériques calculées en décalant des points de Gauss entre sources
et cibles (dans le cas de l’intégration de l’élément sur lui-même) peuvent donner
de bons résultats. Cette technique a notamment été utilisée pour traité les qua-
drangles. Cependant, elle est sensible au choix du nombre de points Gauss et peut
conduire à des imprécisions numériques. Le développent de formules analytiques
pour les quadrangles doit être envisagé.

— Les formulations quasi-statique BEM abordées dans cette thèse ont montré leurs ex-
cellentes performances notamment dans les simulations où la région parcourue par
les courants de Foucault est conductrice mais non-magnétique. La mise oeuvre d’un
couplage circuit en présence d’inducteurs externes a également montré de bonnes
potentialités. Une extension naturelle serait de coupler les circuits électriques ex-
ternes avec la formulation BEM en les connectant directement au maillage. Nous
avons, dans le cadre de cette thèse, tenté de mettre en oeuvre cette approche. Néan-
moins nous avons été confronté à des difficultés concernant la prise en compte des
conditions aux limites. Des travaux dans cette direction pourraient être poursuivis.

— Le système matriciel de résolution générée par les formulations en BEM est plein.
Pour quelques formulations, la solutions converge très lentement. Pour cette rai-
son, il serait intéressant de développer des techniques de pré-conditionnement et de
compression matricielle, nécessaires pour améliorer la vitesse de convergence et les
temps de résolution en utilisant un solveur itératif. Ce point devra impérativement
donner lieu à des travaux ultérieurs si nous voulons pouvoir utiliser les BEM pour
modéliser des problèmes de complexité industrielle.
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Annexe A

Construction d’une équation intégrale de frontière
de l’équation de Laplace

En appliquant la seconde identité de Green à l’équation de Laplace ∆u = 0, nous avons
déjà obtenu l’équation II.25 :

∫
Ω1

(v∆u − u∆v)dΩ = ∫
Γ1

(v ∂u
∂n

− u ∂v
∂n

)dΓ

Cela peut s’écrire sous la forme suivante :

∫
Ω1

uδ(P,Q)dΩ = ∫
Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (A.1)

Supposons que nous fixons le point P et que toutes les dérivées dans cette équation
sont effectuées par rapport à point Q qui se déplace dans la région. L’équation A.1 ren-
contre un problème de singularité du noyau de Green quand P ≡ Q. Nous considérons ici
successivement trois cas dépendant de la position point P : à l’extérieur de la région Ω1,
dans la région Ω1 et sur le bord Γ1.

— P est à l’extérieur de la région Ω1 (Fig. A.1). Nous avons toujours ∆QG0(P,Q) = 0

donc :

0 = ∫
Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (A.2)

Ω1

Γ1

𝑃

𝐧

𝑄

Figure A.1 – Point d’observation P positionné à l’extérieur du domaine considéré

— P est localisé dans Ω1. Pour traiter le problème de singularité, nous considérons
une sphère Ωε de centre P et de rayon ε → 0 (figure A.2). La région considérée est
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Ω1

𝑃

𝑄

Γɛ

ɛ

Γ1

𝐧

Figure A.2 – Point d’observation P positionné dans le domaine considéré

maintenant bornée par Γ1 ∪ Γε. Nous avons :

lim
ε→0

∫
Ω1∩Ωε

uδ(P,Q)dΩ = ∫
Γ1

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ + lim

ε→0
∫
Γε

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ (A.3)

Dans cette équation, le terme à gauche vaut zéro comme le cas précédent car P est
à l’extérieur de la région considérée Ω1 ∩Ωε. Le deuxième terme limite du terme à
droite vaut −u [63] :

lim
ε→0
∫
Γε

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ = 0 − lim

ε→0

⎛
⎜
⎝
u∫

Γε

∂G0

∂n
dΓ

⎞
⎟
⎠

= − lim
ε→0

⎛
⎜
⎝
u∫

Γε

rε ⋅ n
4πr3

ε

dΓ
⎞
⎟
⎠
= −4π

4π
u = −u

Nous avons donc :

u = ∫
Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (A.4)

Cette équation peut également être obtenue directement par la propriété de la
distribution de Dirac :

∫
Ω1

uδ(P,Q)dΩ = u (A.5)

— P se trouve sur le bord de Ω1 (Fig. A.3). Nous traitons le problème de singularité de
la même façon qu’au deuxième cas. Notre problème est équivalent à une approche
du point P à la frontière de l’intérieur. L’équation A.1 conduit à :

lim
ε→0

∫
Ω1∩Ω̄ε

uδ(P,Q)dΩ = lim
ε→0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫
Γ

+ ∫
Γε1

+ ∫
Γε0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(G0

∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ (A.6)

Nous avons :

lim
ε→0
∫
Γ

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ = v.p.∫

Γ1

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ (A.7)
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Γ

𝐧

Ω1

𝑄

Γɛ1

ɛ
𝑃 Γɛ0

Figure A.3 – Point d’observation P sur le bord du domaine

avec v.p. désigne la valeur principale de Cauchy de l’intégrale.

lim
ε→0

⎛
⎜
⎝
∫

Γε1

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ + ∫

Γε0

(G0
∂u

∂n
− u∂G0

∂n
)dΓ

⎞
⎟
⎠

= lim
ε→0

⎛
⎜
⎝
−u∫

Γε1

rε ⋅ n
r3
ε

dΓ − u∫
Γε0

rε ⋅ n
r3
ε

dΓ
⎞
⎟
⎠

= −u + Φ0

4π
u = −Φ1

4π
u

avec Φ0 l’angle solide sous-tendu par Γε0, Φ1 l’angle solide sous-tendu par Γ1 et
Φ1 +Φ0 = 4π.
Le point P est à l’extérieur de Ω1 ∩ Ω̄ε donc le terme à gauche de A.6 vaut zéro :

lim
ε→0

∫
Ω1∪Ω̄ε

uδ(P,Q)dΩ = 0

Nous avons donc :

Φ1

4π
u = V.P.∫

Γ1

(G0(P,Q)∂u
∂n

− u∂G0(P,Q)
∂n

)dΓ (A.8)





Annexe B

Equations intégrales
de frontières pour certaines équations de Laplace
et de Helmholtz non-homogènes

B.1 Équation intégrale du potentiel vecteur magnétique A

dans Ω1

L’équation différentielle de A dans la région conductrice Ω1 s’écrire :

∇×∇×A + jωµ1σ1A = −µ1σ1∇V

Utilisons l’identité vectorielle de Green II.39 pour le potentiel A, nous obtenons une
équation dont le terme à gauche est :

∫
Ω1

[(∇ ×∇ ×A)G1 +A ⋅∆G1 + (∇ ⋅A)∇G1]dΩ

= ∫
Ω1

[G1 (−µ0js) −AδP + (−µ1σ1V )∇G1]dΩ

= ∫
Ω1

[−µ1σ1∇(G1V ) − δPA]dΩ

= ∫
Ω1

−δPAdΩ − ∫
Γ1

µ1σ1V nG1dΓ

= −h1A − ∫
Γ1

µ1σ1V nG1dΓ

Nous obtenons alors :

h1A = −∫
Γ1

[n × (∇ ×A)1G1 + (n ×A1) × ∇G1 + (n ⋅A1)∇G1 + µ1σ1V nG1]dΓ

B.2 Équation intégrale du potentiel vecteur magnétique A

dans Ω0

L’équation différentielle de A dans la région air Ω0 s’écrire :

∇×∇×A = µ0j
s
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non-homogènes

Nous utilisons ici le noyau G0 au lieu de G1 comme ci-dessus pour obtenir l’équation
intégrale de frontière pour A. En notant que ∇ ⋅ A = 0 dans l’air, le terme à gauche de
cette équation prend la forme :

∫
Ω0

[(∇ ×∇ ×A)G0 +A ⋅∆G0 + (∇ ⋅A)∇G0]dΩ = ∫
Ω0

(µ0j
sG0 −AδP )dΩ = −h0A +As

avec As le potentiel vecteur magnétique créé par la source de courant js.
Nous obtenons :

h0A = As + ∫
Γ1

[n × (∇ ×A)0G0 + (n ×A0) × ∇G0 + (n ⋅A0)∇G0]dΓ

B.3 Équation intégrale du champ magnétique H dans Ω0

L’équation différentielle de H dans la région air Ω0 s’écrire :

∇×∇×H = ∇ × js

Par la même démarche que celle présentée pour le potentiel vecteur A dans Ω0, nous
obtenons l’équation suivante :

∫
Ω0

[(∇ × js)G0 −HδP ]dΩ

= ∫
Γ1

[n × (∇ ×H)0G0 + (n ×H0) × ∇G0 + (n ⋅H0)∇G0]dΓ (B.1)

D’autre part, grâce à la formule du rotationnel, nous avons :

∫
Γ1

n × (∇ ×H)0G0dΓ = ∫
Ω0

∇× [(∇ ×H)G0]dΩ

= ∫
Ω0

[− (∇ ×H) × ∇G0 + (∇ ×∇ ×H)G0]dΩ

= ∫
Ω0

[−js ×G0 + (∇ × js)G0]dΩ (B.2)

A partir de B.1, B.2, l’équation intégrale de frontière de H dans Ω0 s’écrit :

1

2
H = Hs + ∫

Γ1

[(n ×H0) × ∇G0 + (n ⋅H0)∇G0]dΓ



Annexe C

Calcul des termes matriciels

C.1 Formulation en courants et charges équivalents de Mayer-

goyz

[ M11 M12

M21 M22 ]{ Jf
σm

} = { N1

N2 } (C.1)

avec

M11
ij = 1

2 ∫
Γ1

wiwjdΓ + ∫
Γ1

wi ⋅ n × ∫
Γ1

wj ×∇G1dΓdΓ

M12
ij = − ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

αj∇G1dΓdΓ

M21
ij = −µ1µ0 ∫

Γ1

αin ⋅ ∫
Γ1

wj ×∇G0dΓdΓ

M22
ij = 1

2 ∫
Γ1

αiαjdΓ − ∫
Γ1

αin ⋅ ∫
Γ1

αj∇G0dΓdΓ

N1
i = ∫

Γ1

wi ∫
Γ1

n ×HsdΓdΓ

N2
i = − ∫

Γ1

αi ∫
Γ1

n ⋅HsdΓdΓ

C.2 Formulation en courants magnétiques et électriques équi-

valents

Nous définissons des produits :

⟨u, v⟩ = ∫
Γ1

uvdΓ (C.2)

⟨U,V⟩ = ∫
Γ1

U ⋅VdΓ (C.3)

⟨U,V⟩× = ∫
Γ1

U ⋅ (n ×V)dΓ = −∫
Γ1

(n ×U) ⋅VdΓ (C.4)

où u, v sont scalaires et U,V sont vectorielles.

C.2.a Formulation EC1

[ M11 M12

M21 M22 ]{ Ms

Js
} = { N1

N2 } (C.5)

où :



8 C. Calcul des termes matriciels

M11
ij = ⟨wi,−1

2wj + B1
×(wj)⟩

M12
ij = ⟨wi, jωµ1A1

×(wj)⟩
M21

ij = ⟨wi,
j
ωµ0
C0
× (∇ ⋅wj)⟩

M22
ij = ⟨wi,−1

2wj − B0
×(wj)⟩

N1
i = 0

N2
i = ⟨wi,H

s
×⟩

C.2.b Formulation EC2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 M12

M21 M22 M23

M31 M32 M33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Ms

Js
E0n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N1

N2

N3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

où :

M11
ij = ⟨wi,

1
2wj + B0

×(wj)⟩ M31
ij = ⟨αi,B0

n (wj)⟩
M12

ij = ⟨wi, jωµ0A0
×(wj)⟩ M32

ij = ⟨αi, jωµ0A0
n (wj)⟩

M13
ij = ⟨wi,C0

×(αj)⟩ M33
ij = ⟨αi, 1

2αj + C
0
n (αj)⟩

M21
ij = ⟨wi, σ1A1

× (wj) + j
ωµ1
C1
× (∇ ⋅wj)⟩ N1

i = ⟨wi,E
s
×⟩

M22
ij = ⟨wi,

1
2wj − B1

× (wj)⟩ N2
i = 0

M23
ij = 0 N3

i = ⟨αi,Es
n⟩

C.2.c Formulation EC3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 M12

M21 M22 M23

M31 M32 M33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Ms

Js
E0n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N1

N2

N3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

où :

M11
ij = ⟨wi, (B0

× +B1
×) (wj)⟩× M31

ij = ⟨αi,B0
n (wj)⟩×

M12
ij = ⟨wi, jω (µ0A

0
× + µ1A

1
×) (wj)⟩× M32

ij = ⟨αi, jωµ0A
0
n (wj)⟩×

M13
ij = ⟨wi,C

0
×(αj)⟩× M33

ij = ⟨αi, 1
2αj +C

0
n (αj)⟩×

M21
ij = ⟨wi, σ1A

1
×(wj) + j

ω ( 1
µ0
C0
× + 1

µ1
C1
×) (∇ ⋅wj)⟩

×
N1
i = ⟨wi,E

s
×⟩×

M22
ij = ⟨wi,−(B0

× +B1
×) (wj)⟩× N2

i = ⟨wi,H
s
×⟩×

M23
ij = 0 N3

i = ⟨αi,Es
n⟩×

C.2.d Formulation EC5

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 M12

M21 M22 M23

M31 M32 M33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Ms

Js
E0n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N1

N2

N3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
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où :

M11
ij = ⟨wi,1 + (B0

× − B1
×) (wj)⟩ M31

ij = ⟨αi, (B0
n − B1

n) (wj)⟩
M12

ij = ⟨wi, jω (µ0A0
× − µ1A1

×) (wj)⟩ M32
ij = ⟨αi, jω (µ0A0

n − µ1A1
n) (wj)⟩

M13
ij = ⟨wi,C0

×(αj)⟩ M33
ij = ⟨αi, 1

2αj + C
0
n (αj)⟩

M21
ij = ⟨wi,−µ1σ1A1

×(wj) + j
ω
(C0

× − C1
×) (∇ ⋅wj)⟩ N1

i = ⟨wi,E
s
×⟩

M22
ij = ⟨wi,−1

2Js (µ0 + µ1) − (µ0B0
× − µ1B1

×) (wj)⟩ N2
i = ⟨wi,B

s
×⟩

M23
ij = 0 N3

i = ⟨αi,Es
n⟩

C.2.e Formulation EC6

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 M12

M21 M22 M23

M31 M32 M33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Ms

Js
E0n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N1

N2

N3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
où :

M11
ij = ⟨wi,wj + (B0

× − B1
×) (wj)⟩ M31

ij = ⟨αi, (B0
n − B1

n) (wj)⟩
M12

ij = ⟨wi, jω (µ0A0
× − µ1A1

×) (wj)⟩ M32
ij = ⟨αi, jω (µ0A0

n − µ1A1
n) (wj)⟩

M13
ij = ⟨wi,C0

×(αj)⟩ M33
ij = ⟨αi, 1

2αj + C
0
n (αj)⟩

M21
ij = ⟨wi,−σ1A1

×(wj) + j
ω ( 1

µ0
C0
× − 1

µ1
C1
×) (∇ ⋅wj)⟩ N1

i = ⟨wi,E
s
×⟩

M22
ij = ⟨wi,−wj − (B0

× − B1
×) (wj)⟩ N2

i = ⟨wi,H
s
×⟩

M23
ij = 0 N3

i = ⟨αi,Es
n⟩





Contribution à la modélisation des courants de
Foucault par la méthode des équations intégrales de

frontière.

Résumé Au cours des dernières décennies, la modélisation numérique des dispositifs électromagné-
tiques en présence de courants de Foucault a fait l’objet d’un nombre important de développements
reposant sur différentes formulations et méthodes numériques. La méthode des éléments de fron-
tière (ou méthode intégrale de frontière) est une méthode numérique très compétitive puisque,
par opposition aux approches volumiques, elle ne nécessite que la discrétisation de la frontière du
domaine. Elle est toutefois limitée aux matériaux isotropes, homogènes et linéaires, ce qui est une
limitation importante. Elle peut tout de même s’avérer être attractive pour certaines applications
où une telle hypothèse peut être formulée. Dans le cadre de cette thèse, nous allons nous concen-
trer sur la modélisation du problème courants de Foucault par la méthode des équations intégrales
de frontière soumis à des excitations harmoniques. Ce rapport propose une synthèse sur ces for-
mulations notamment avec une comparaison fine des formulations présentes dans la littérature.
Plusieurs nouvelles formulations sont ensuite proposées et développées, dans l’objectif de comparer
la méthode des équations intégrales de frontière à d’autres méthodes numériques (méthode couplée
éléments finis / équations intégrales de frontières, méthode intégrale de volume avec une condition
impédance de surface).

Mots clés Modélisation électromagnétique, Courants de Foucault, Méthode des équations inté-
grales de frontière

Abstract In recent decades, the numerical modelling of electromagnetic devices in the pre-
sence of eddy currents has been the subject of a significant number of developments based on
different formulations and numerical methods. Among these, integral methods are methods based
on the evaluation of remote interactions of active parts via Green’s kernels. They thus have the
particularity of not requiring the discretization of the air region. In addition to the fact that the
number of degrees of freedom to be handled only concerns active regions, these methods show good
behaviour in terms of accuracy. The boundary element method is a very competitive numerical
method because, unlike volume approaches, it only requires the discretization of the boundary of
the domain. However, it is limited to isotropic, homogeneous and linear materials, which is an
important limitation. It may still be attractive for some applications where such a hypothesis can
be formulated. In this thesis, we will focus on the modeling of the eddy current problem by the
method of integral boundary equations subjected to harmonic excitation. This report provides a
synthesis of these formulations, including a detailed comparison of the formulations in the litera-
ture. Several new formulations are then proposed and developed, with the objective of comparing
the integral boundary equations method with other numerical methods (coupled finite element -
integral boundary equations method, volume integral method with a surface impedance boundary
conditions).

Keywords Electromagnetic modelling, Eddy currents, Boundary element method
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