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Introduction



La théorie de 'indice est un vaste domaine mathématique ayant
pour qualité remarquable d’allier plusieurs branches des mathématiques
modernes, tels que les équations aux dérivées partielles, la géométrie
différentielle, la topologie et la théorie des opérateurs. Elle devint un su-
jet a part entiere des lors que I. Singer et M. Atiyah publierent leur suite
d’articles ([AS68a] , [AS68b], [AS63]). Outre les formules d’indice et
les applications qu’ils y développerent, ces articles introduisirent des
outils qui ouvrirent la voie a de nouveaux domaines des mathématiques.

Le théoreme de I'indice classique d’Atiyah et Singer consiste a calcu-
ler I'indice d'un opérateur elliptique par des formules topologiques, mo-
tivé par Gelfand, qui remarqua la propriété d’invariant par homotopie
de l'indice. Les noyaux et conoyaux d’un opérateur pseudodifférentiel
elliptique D sur une variété compacte M étant de dimension finie, son
indice de Fredholm peut alors étre défini par :

Ind(D) = dim(ker D) — dim(coker D)

Or, un résultat important stipule que le morphisme d’indice peut
étre représenté en K-théorie par un morphisme dit d’indice analytique

Ind, : K°(T*M) — Z

via le diagramme commutatif suivant :

EU(M) 2 7

symb
J/ Indg

KO(T*M).

ce qui revient a dire que 'indice d’un opérateur elliptique sur la variété
compacte M peut étre calculé par 'indice analytique de son symbole
principal. On peut alors utiliser les outils tres riches de K-théorie
pour manipuler les indices d’opérateurs elliptiques. Dans la suite, ce
théoreme a permis de donner une formule cohomologique en termes de
classes caractéristiques [AS68b].

Depuis lors, beaucoup d’intentions de généraliser ce théoreme ont
été menées a bien. Dans la foulée, Atiyah et Singer ont démontré
un équivalent de leur théoreme pour une famille de variétés, c’est a
dire une variété fibrée, et dans ce cas particulier, I'indice analytique
d’opérateurs n’est plus entier, mais il prend ses valeurs dans un groupe
de K-théorie. D’autre part, avec V. K. Patodi, ils ont donné une ver-
sion de leur théoreme pour le cas a bord, communément appelé le
théoreme d’Atiyah-Patodi-Singer. Plus tard, Melrose démontra d’une
autre maniere ce theorem en 1993 [Mel93], qui développa le calcul
pseudodifférentiel adapté aux problemes de bord, le b-calcul, pour le



faire.

Un mouvement s’est développé, initié par A. Connes, vers la théorie
de I'indice d’opérateurs pseudodifférentiels dans le cadre des groupoides
de Lie. Connes a démontré le théoreme de I'indice a I'aide du groupoide
des paires d'une variété compacte et de son groupoide tangent [Con94].
Il s’agissait dans un premier temps de définir I'indice analytique d’une
variété différentielle C* comme composée de morphismes des groupes
de K-théorie des C*-algebres du groupoide tangent du groupoide des
paires M x M et de ses restrictions, comme suit :

K%(T*M) ~ Ko(C*(TM)) —> Ko(C*(Gran)) — Ko(C*(MxM)) ~ Z
€y €1

ol eg et ey sont respectivement les morphismes induits en K-théorie
des restrictions at = 0 et at = 1 de la C*-algebre du groupoide tangent
Gtan = M x Mx]0,1] u TM x {0}. Ce dernier est un groupoide de
déformation du groupoide des paires M x M en son algébroide de Lie
TM.

Ensuite, apres avoir défini un morphisme de groupoides de Lie hy :
Gian — RY & partir d’'un plongement de M dans un espace euclidien
RY, ott N est pair, il va utiliser un isomorphisme en K-théorie, dit de
Connes-Thom, du groupoide tangent Gy, vers le groupoide de 1’action
induite par le morphisme Ay :

CThy : Ko(C*(Gian)) —> Ko(C*(Gian x RY))

ainsi que ses analogues pour les deux restrictions de Gy, .

Les groupoides produit semi-directs étant libres et propres, ils sont
Morita-équivalents a leur espace d’orbite, ce qui induit des isomor-
phismes en K-théorie qui vont, avec les isomorphismes de Connes-
Thom, former un diagramme commutatif :

KO(T* M) 42— Ko(C*(TM)) ¢ Ko(C*(Gtan)) —— Ko(C*(M x M)) % 2

~ | €Ty, ~ | CTy, CTy,

Ko(C*(H)) 4——— Ko(C* (Hr)) ——— Ko(C*(H1))
Thom Bott™!

~ | M ~ | M ~ | M

KO(TRN /TM) ¢~ KO(DNC(RN, M)) — " KO(RN)

ol Hy = Gian x RY et H; pour i = 0,1 sont ses restrictions a 0
et & 1 et DNC(RY, M) est une variété de déformation définie dans la
section 2.1 du chapitre 2.



Or, la ligne du bas, composée avec les morphismes de Bott et Thom
comme dans le diagramme, correspond a la définition de I'indice topo-
logique. Le diagramme donne donc le théoreme de 'indice.

L’idée de généraliser ce procédé amene plusieurs questionnements.
D’abord, dans le cas d’une variété singuliere, il faut trouver un groupoide
de Lie qui va pouvoir remplacer le groupoide des paires. Plusieurs solu-
tions ont été trouvées : B. Monthubert [Mon03] construit un groupoide
permettant de faire du calcul pseudodifférentiel dans le cas des variétés
a coins, C. Debord, J-M. Lescure et V. Nistor [DLNO09] donnent un
théoreme de l'indice pour les variété a singularités coniques.

Le souci est alors de pouvoir donner un point commun a des
groupoides qui a priori ne se ressemblent pas, afin, étant donné une
situation singuliere, de pouvoir construire un groupoide de Lie qui per-
mettra de définir un calcul pseudodifférentiel sur la variété singuliere
étudiée. Pour bien respecter la géométrie de la variété singuliere, il faut
considérer un algébroide de Lie particulier, dont les sections vont four-
nir les champs de vecteurs adéquats.

Un tel algébroide de Lie a été proposé par R. Melrose dans [Mel93]
dans le cas du b-calcul comme rescaling d’un fibré vectoriel muni d’une
filtration par rapport a une hypersurface. M. Lanius , dans [Lan16],
donne un nombre important d’exemples classiques de "rescaling”
d’algébroide de Lie :

Soit une variété M et une sous-variété L de codimension 1. On se
munit d’un algébroide de Lie A au dessus de M, et d'un algébroide de
Lie F' < Ay au dessus de L. Alors on peut construire un algébroide de
Lie YA — M dont I’ensemble des sections est isomorphe au module
projectif de type fini :

D= {ueI™(M, A) : uyel™(L,F)}

Celui-ci définit une géométrie adaptée aux contraintes données, et
permet de couvrir toute une batterie d’exemples classiques.

En effet, choisir A = TM et F' = 0 le fibré nul permet de définir
le fibré O-tangent 7'M introduit par R. Mazzeo et R. Melrose dans le
cas des variétés a bord, pour traiter de géométrie hyperbolique. Locale-
ment, si 'on pose x, ¥y, ..., y, un systeme de coordonnées au voisinage
d’un point de L, ou z est une fonction de définition de L, alors

. 0 . 0 . 0
ox’ oyl Oyp
est une base de champs de vecteur de °T'M. On peut alors donner une

base duale du cotangent associé, puis construire une métrique, ou des
crochets de Poisson.



Un autre exemple serait 1’exemple de la géométrie cylindrique en
appliquant la construction a A = TM et F' = T'L, ce qui nous donnerait
le fibré b-tangent *T'M introduit par Melrose pour traiter du b-calcul
pseudodifférentiel. Localement, on obtiendrait au voisinage d’un point
de L la base de champs de vecteurs :

o 0 0
Ty ey —.
Le coté tres intéressant de cette construction, outre le fait de donner
un support pour développer la théorie de Poisson dans des cas singu-

liers, est qu’elle est fonctorielle. On peut itérer le "rescaling”, ce qui
augmente le nombre d’exemples traités par ce procédé.

L’étape suivante serait de pouvoir construire un groupoide de Lie
qui intégrerait cet algébroide de Lie. Celui-ci serait alors un tres bon
candidat pour donner un théoreme de I'indice dans le cas étudié. Un tel
groupolide peut-étre construit en tant que blowup (Blup) de groupoide
de Lie comme introduit par M. Gualtieri et S. Li dans [GL14] et par
C. Debord et G. Skandalis [DS17]. Nous utiliserons la construction de
ces derniers dans cette these.

Il s’agit, étant donné un groupoide de Lie H —= M et un sous-

groupoide de Lie G —= L , de construire un nouveau groupoide de
Lie
Blup, s(H,G) —= Blup(M, L)

comme un quotient par l’action naturelle de R* d'un sous-ensemble de
la déformation au cone normal DNC(H,G). Des exemples classiques
sont développés dans la section 3.3, comme le groupoide du b-calcul, le
groupoide d’une famille de variété a bord, etc...

Cette construction est fonctorielle, et vérifie la propriété :

A(Blup(H,G)) = Blup(AH, AG).

Dans cette these, on utilise le Blup de Debord-Skandalis pour
généraliser la construction d’A. Connes [Con94] pour le cas classique
et de P. Carrillo Rouse, J-M. Lescure et B. Monthubert [CRLM14|
pour le cas a bord et ainsi donner des théoremes de I'indice classique
et de Fredholm pour un ensemble de groupoides.

Si l'on se donne un groupoide de Lie G =3 M et un sous groupoide
de Lie G; 3 L au dessus d’une sous-variété L de M, alors on définit
le Blup de groupoides de Lie de Debord-Skandalis comme le groupoide
de Lie :

Blup,.o(Gy, G1) == Blup(M, L).



Dans la suite, on choisit L de codimension 1 et on peut alors iden-
tifier Blup(M, L) avec M.

On va considérer plus précisément la composante s-connexe de la
restriction de celui-ci & M := p~}(R,), notée I'y(Gy, G;) comme dans
la, définition 3.4.1, ol p est une fonction de définition de L (voir section
3.4).

Viennent alors un morphisme en K-théorie d’indice analytique et
un morphisme d’indice de Fredholm.

L’indice analytique associé au groupoide de Lie I'y(Gq, Gy) est le
morphisme en K-théorie :

Ind, : Ko(C*(AL',(G2, G1)) — Ko(C*(I'y(Ga, G1)))

qui se définit par la composée e; o ey’ des morphismes induits en K-
théorie des restrictions de la C*-algebre du groupoide tangent.

Puis, si l'on définit A,.I (G2, G1) et T'y(Go, Gl)u& comme des res-

trictions du groupoide tangent a des sous-ensembles saturés (voir
définition 1.1.5) de M x [0, 1], on obtient la définition suivante, bien
détaillée dans la section 4.1 :

L’indice de Fredholm associé au groupoide de Lie I'y(G2, G1) est le
morphisme en K-théorie :
[ndf . KO(C*(AnCFb(GQ, Gl))) e KQ(C*(F{,(GQ, G1)|]\C}[>>
qui se définit par la composée e, o 651 des morphismes induits en K-
théorie des restrictions du groupoide tangent.

Afin de donner des théoremes de l'indice pour ce groupoide de
Lie, nous ajoutons des hypotheses sur 'immersion de groupoide de Lie
considérée. Nous supposons qu’il existe un morphisme de groupoides
de Lie

hy i Gy — RY x RV

avec RY x RY le groupoide des paires compatible avec p dans le sens
ou la restriction de hy & G|y est un morphisme a valeurs dans

RV x R, x RV~ x R, et dont la restriction & G; donne un (sous-)
morphisme hy : G; — RY~1 x RV~ Nous résumons cette situation
dans le diagramme suivant

GQL)RN X]RN

.

h
Gy —— RN~ x RV~



7

ou les fleches verticales représentent les inclusions de groupoides (on
supposera toujours dans cette these, sauf indication du contraire que
RV~ est identifié & RV~ x {0} dans RY).

Par fonctorialité du Blup, on obtient un morphisme

Blup, o(Ga, Gy) 28 Blup, (RY x RN, RV x RN-1)

qui va induire le morphisme que 1’on considérera par la suite : le mor-
phisme de groupoides de Lie

Ty(Ga, Gy) - RN,

ot RY est vu comme groupe additif et donné par la composé de I'(hy) :=
Blup(hs)|r,(cs,c,) suivi du morphisme de groupoide de Lie

TH(RY x RY RV x RN-1) LY, RV,

défini en (3.4) dans [CRLM14]. On rappelle son expression explicite
dans la section 3.4.

Il peut alors étre construit un groupoide produit semi-direct induit
du morphisme de groupoides de Lie h :

[y(Ga, Gy) x, RY = M x RV,

Nous allons nous intéresser dans la suite a certains cas de couple
(G2, G1) comme ci-dessus pour lesquels on ait des morphismes vers
(RY x RN, RV=1 x RV=1) tels que le groupoide produit semi-direct soit
libre et propre. Il suffit de choisir des quadruplés (Gs, Gy, hs, hy) b-
principaux comme dans la définition 3.4.3 pour obtenir cette propriété
(voir la proposition 3.4.1). Le corollaire 3.4.2 nous dit que le groupoide
de Lie

I'y(G, Gl)mn X pT RY

est libre et propre (ot AT : T'y(Gy, G1)"" — RY est induit de h), et
la proposition 3.4.2 nous dit que les produits semi-directs associés aux
restrictions de T'y(Go, G1)"" le sont également.

On va alors obtenir dans un premier temps des isomorphisme de
Connes-Thom qui nous donnerons deux diagrammes commutatifs, que
I’'on peut d’ores et déja compléter par une troisieme ligne car, comme
les groupoides semi-directs sont tous libres et propres, ils sont Morita
équivalents a leur espace d’orbite, et donc ont méme groupe de K-
théorie qu’eux. Le premier diagramme factorise I'indice analytique :



ATy(Ga, G1) 4—————— T4(G2, G1)!*" ————— T(Ga,G1)

A(h)l~ CT,LTwa hl'»

ATy(Ga, G1)'% ) RY —— TH(G2,G1)!" x,r RN —— T(Ga, G1) xj RN

X X
ey ey
le Ml'w Mlﬁ

70 T1
0 1
By, — By, B;,

alors que le deuxieme factorise I'indice de Fredholm :

€p €o
Ancly(G2, G1) 4—————— (G2, G1)r ———— T4(G2,G1) o

Ancly(Ga, G1) xpy RY 4 T4(Ga, G1) 7 xp . RN —— T4(G2,G1)

eX

o
Ml: M|~ MJ/Z
o "o F o M
Bh ~ Bh Bh

xo RN

o
h

ou les espaces d’orbites sont définis dans la section 4.2.
Si l'on définit 'indice topologique comme le morphisme en K-théorie
topologique

Ind, - K°(A*Ty(Ga, G1)) — Ko(C*(Ty(Gy, G1))),

développé dans la définition 4.2.1, le premier diagramme commutatif
nous donne le

THEOREME 4.2.1. Pour un quadruplé b-principal (G, G1, ha, hy),
lindice analytique et 'indice topologique de I'y(Ga, G1) coincident, i.e.
Ind, = Ind;.

Avec la définition de 'indice de Fredholm topologique
[ndf : Ko(c*(AnCFb(GQ, Gl))) — KO(O*(F[)(GQ, Gl) )),

M
développé dans la définition 4.2.2, le deuxieme diagramme commutatif
nous donne le

THEOREME 4.2.2. Pour un quadruplé b-principal (G, G1, ha, hy),
Uindice de Fredholm et l'indice de Fredholm topologique de T'y(Go, G1)
coincident, i.e. Ind’ = Ind?.
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Un des exemples fondamentaux d’application de ces résultats que
I’on se propose d’approfondir dans cette these est le cas d'une famille
de variétés & bord. Soit une variété compacte lisse M et une hypersur-
face L. On pose une fibration ¢ : M — B, qui induit une fibration
¢ : L — B sur la sous-variété. On munit M d’une fonction de

définition p: M — R de L et on pose M := p~1(R,).

On consideére la restriction a M de la composante s-connexe de
Blup(M x M, L x L) et on le note I'{(M). C’est le groupoide de Lie
@ ¢

du calcul pseudo différentiel du cas des familles & bord inspiré du
groupoide associé a une famille transverse de sous-variétés de Mon-
thubert [Mon03] et on note *TyM son algébroide de Lie. Cela nous
permet d’introduire un morphisme d’indice analytique :

"Ind, : Ko(C*(*TyM)) —> K0<O*(Ff(M)>)

qui se définit par la composée e; o e 1 des morphismes induits en K-
théorie des restrictions du groupoide tangent.

Comme on traite un cas particulier, on sait déja que le groupoide
de Lie produit semi-direct

I(M) x RY
h

est libre et propre, et un calcul de son espace d’orbite nous donne une
variété contractile (voir la proposition 4.3.1). Par conséquent, I'indice
analytique est nul, et si 'on définit I'indice topologique comme dans le
cas général, il sera nul aussi. On obtient trivialement un théoreme de
I'indice.

Comme décrit dans [ACR17], ce résultat permet de montrer (dans
le cas M compacte) que tous les opérateurs longitudinaux elliptiques
associé a ce groupoide sont perturbables dans un opérateur de Fredholm
dans le sens ot (au moins & homotopie stable pres) on peut le perturber
par un opérateur régularisant pour avoir un opérateur de Fredholm.
Ceci donne une autre preuve du résultat montré d’abord par Melrose et
Piazza ([MP97]) pour les opérateurs de Dirac et par Melrose et Rochon
([MRO4]) pour les opérateurs pseudodifférentiels. Dans [ACR17], on
montre que la preuve ci-dessus s’étend au cas des feuilletages, cette
fois-ci grace a un calcul de I'indice topologique.

L’indice de Fredholm a par conséquent une utilité d’autant plus
flagrante dans cet exemple.

Si on pose Mz := (M x [0,1])\(L x {1}) un ouvert saturé de M x

[0,1], et si on pose M, := Mz\(Mx]0,1]) un fermé saturé de Mz,
alors on définit
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TneM —= M,

le sous-groupoide de Lie saturé de la restriction (I'¢ (M)"") £ de Iy (M )t
au fermé saturé M.

Dans ces conditions, on introduit I'indice de Fredholm du groupoide
de Lie T'f(M) comme étant le morphisme en K-théorie :

"Ind? : Ko(C*(TxeM)) — Ko(C*(T¢(M)))

qui se définit par la composée e, o ea_1 des morphismes induits en K-
théorie des restrictions du groupoide tangent.
Se construit alors le diagramme commutatif suivant :

M) —> K0, (B)

Ko(C* (T M) - Ko(C*((T (M) 7)) — Ko(C* (M

X
¢

~ | CTh, ~ | CTh,, CTZ

Bott™1!

KO(Np) ¢ K(B7) ———— K%(B x RN)
ot Hy = T M xRN Hy = (T9(M))z xRN et H = (M x M)xRN.
h(’) hT Q5 o

Ainsi, si I'on considere l'indice topologique de Fredholm comme
étant la composition des fleches courbées et de la fleche de K-théorie
topologique du bas du diagramme, on a :

THEOREME 4.3.1. L’indice analytique de Fredholm et l’indice topo-
logique de Fredholm du groupoide FZ’(M) coincident.

On veut alors calculer cet indice de Fredholm.

Dans [MP12], Moriyoshi et Piazza donnent une nouvelle approche
de la théorie de l'indice supérieure sur des structures géométriques a
bord basée sur l'utilisation de la cohomologie cyclique et sa dualité
avec la K-théorie. Pour le cas de certaines fibrations, ils prouvent une
formule du type Godbillon-Vey pour les opérateurs longitudinaux.

On peut se demander dans quels cas le morphisme d’indice ci-dessus
peut-il étre calculé de maniere topologique ? Nous allons mettre en rela-
tion nos calculs avec la formule d’indice pour des familles d’operateurs
de Dirac par Melrose et Piazza dans [MP97] et obtenir une nouvelle
expression pour le terme de bord "Eta”.
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Résumé des chapitres. Nous donnerons ici un plan détaillé des
chapitres qui composent la these. Le premier chapitre constitue une
base de préliminaires nécessaires aux théories développées dans les
autres chapitres. Le deuxieme chapitre contient la construction de la
déformation au cone normal, ainsi qu'un théoreme de l'indice dans le
cas d’une variété compacte. Dans le troisieme chapitre, il sera question
de la construction du Blup de Debord-Skandalis pour des variétés puis
pour des groupoides de Lie; quelques propriétés seront données en-
suite, ainsi que des constructions permettant de donner des théoremes
de I'indice. Le quatrieme et dernier chapitre contient des théoremes de
I'indice pour une classe de variétés singulieres construites a partir des
constructions de la fin du chapitre précédent, et I’exemple tres expli-
cite du cas d’une famille de variétés a bord. Il se clora par une formule
cohomologique

Chapitre 1. Groupoides de Lie :

Dans ce chapitre, on rappelle des définitions et propriétés tres clas-
siques et largement développés dans toute la littérature sur les groupoides
de Lie [CRO7] , [ANSO06].

Dans la premiere partie, on définit un groupoide de Lie et on en pro-
fite pour donner quelques exemples classiques ainsi que les construction
que l'on va utiliser dans la these, telles que les pullback de groupoides
de Lie, ou encore les recollements. Afin de mettre les groupoides de
Lie dans une catégorie adaptée a la théorie de I'indice, on va également
définir les équivalences de Morita qui joueront le role des isomorphismes
dans cette catégorie. On rappellera que la K-théorie est invariante par
équivalence de Morita.

On s’intéresse ensuite aux algébroides de Lie en les définissant, en
donnant des exemples classiques, puis en développant quelques construc-
tions. On calcule également 1’algébroide de Lie naturelle d'un groupoide
de Lie.

I1 est ensuite question des C*-algebres de groupoides de Lie, construites
comme une complétion de I'algebre de convolution de ce dernier.

Chapitre 2. Groupoides de déformation et théoremes de
P’indice :

Dans ce chapitre, il est question des différentes constructions dont
on a besoin autour des groupoides de Lie afin de développer la théorie
de l'indice.

Dans la premiere partie, nous rappellerons la définition et les pro-
priétés de la déformation au cone normal de variétés ainsi que des
exemples incontournables tel que le cas des espaces vectoriels RY.
La fonctorialité de ce procédé sera alors redémontrée afin d’en suite
définir la déformation au cone normal des groupoides de Lie a travers
le groupoide normal. Ceux-ci sont ’exemple primordial des groupoides
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de déformation. Le plus important est le groupoide adiabatique qui
"code” la déformation d’un groupoide de Lie sur son algébroide de Lie.

Dans la seconde partie, on mentionne des notions de K-théorie et
de théorie de l'indice d’Atiyah-Singer pour le cas d’une variété com-
pacte. On donnera des propriétés utiles pour la suite, ainsi que le
théoreme de I'indice pour une variété compacte, faisant entrer en jeu le
groupoide des paires et son groupoide tangent, introduits dans [Con94]
et également repris dans [CRO7].

Chapitre 3. Blups de Debord-Skandalis :

Ce chapitre se concentre sur la définition et les applications du Blup
de Debord-Skandalis [DS17]. Il s’agit d’un quotient de la déformation
au cone normal par une action de R*.

Dans un premier temps, nous définissons le Blup d'un couple de
variété, puis nous redémontrons la fonctorialité du procédé afin de fi-
nir par définir le Blup d’un couple de groupoides de Lie. Une série
d’exemple sont présentés.

Nous finissons ce chapitre par la construction d’un groupoide semi-
direct induit d’un morphisme de groupoides de Lie de la composante
s-connexe d'un blup de groupoides de Lie I'y(Gy, G1) vers RY vu comme
groupe additif. Il sera donné un cadre dans lequel ce groupoide ainsi
que ses analogues pour le groupoide tangent et ses restrictions sont
libres et propres, ce qui nous permettra dans le chapitre suivant de
développer des théoremes de 'indice. On dira que 'on se muni d’un
quadruplé b-principal.

Chapitre 4. Théorie de ’indice pour une classe de variétés
singulieres :

Ce chapitre traite des groupoides de Lie formant des quadruplés
b-principaux. Il s’agit de quadruplés (G, Gy, ho, hy) ou G —> Go
est une immersion de groupoides de Lie au dessus d’une inclusion de
variété L — M (L étant une sous-variété de M de codimension 1), et
hy et hy sont des morphismes de groupoides de Lie de Gy et G5 vers
les groupoides des paires RV=1 x RVN=1 et RNV x RV vérifiant certaines
conditions (voir définition 3.4.3).

Dans ce cadre, nous donnerons des morphismes d’indice analytique
et de Fredholm pour le groupoide de Lie I'y(Gs, G1). Nous donnons en-
suite des morphismes de type Connes-Thom pour plusieurs restrictions
de son groupoide tangent. En utilisant le caractere libre et propre des
groupoides semi-directs utilisés, on démontrera enfin des théoremes de
Iindice.

Un exemple qui est bien explicité dans ce travail est le cas d'une
famille de variétés a bord. Dans ce cas, nous choisissons un groupoide
de Lie inspiré du groupoide du b-calcul de [CRLM14] afin de donner
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un théoreme de l'indice classique et un théoreme de l'indice de Fred-
holm. Toutes les étapes de la partie précédente sont menées a bien.
Nous calculons les orbites explicitement dans cet exemple et donnons
les deux théoremes de l'indice. Nous finissons par donner une formule
cohomologique pour l'indice de Fredholm.






Chapitre 1

Groupoides de Lie

Ce chapitre traite des groupoides de Lie. Dans un premier temps,
nous rappelons la définition des groupoides de Lie, des algébroides de
Lie et le rapport qu’il y a entre les deux notions. Nous nous attardons
ensuite sur les C*-algebres associées. Pour plus de détails sur ces objets,
le lecteur peut se référer a [Ren80], [MMO3] et [Mac87]. Enfin, nous
utilisons la K-théorie des C*-algebres de groupoides de Lie [Kha09]
pour donner un théoreme de l'indice classique en utilisant le groupoide
tangent d’Alain Connes [Con79].

1.1. Groupoides de Lie
1.1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1.1. Un groupoide de Lie G =53 M est la donnée
des éléments suivants :

. Deux variétés différentielles G et M appelées respectivement
espace des fleches et espace des unités du groupoide,

. Une submersion “source” s : G — M et une submersion
“but” r . G — M,

. Une application lisse "produit” m : G x G — G qui n’est
définie que sur le sous-ensemble : G?) = {(v,0) € G x
G|s(y) = r(0)}. On dit qu'un couple dans G® est un couple
de fleches composables.

Pour alléger les écritures, on note souvent : m(~y,d) = ~4.

. Une immersion € : M — G appelée morphisme des unités du
groupoide, qui a pour propriété d’étre a la fois une r-section et
une s-section. Par abus de langage, on omet souvent d’écrire
u () = x.

. Un difféomorphisme "inverse” idempotent i : G — G. Par
analogie avec les groupes de Lie, on note souvent i(y) = v~ L.

Ces applications vérifient les relations algébriques suivantes,
pour v,0,n € G etx e M :

—r(y0) =r() et s(yd) = s(9),
—r(y7) =s(7) et s(7h) = r(7),

— 7.(dn) = (vd)n, ou tous les couples nécessaires sont des fléches
composables,

15
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—yax=7vetr.d=0, ous(y)=x=r(),
— T =eor(y) et vy = €os(v).

Toutes ces propriétés ont 'air assez lourdes avec ce formalisme, mais
cette approche s’avere extrémement efficace quand il s’agit d’exploiter
les groupoides de Lie d'un point de vue de la géométrie différentielle.

Il existe une autre maniere de considérer la structure algébrique
d’un groupoide de Lie. En effet, on peut le considérer comme une
petite catégorie ou toutes les fleches sont inversibles. L’ensemble des
fleches de la catégorie sera alors assimilé a GG, ’ensemble des objets de
la catégorie a M, et toutes les propriétés algébriques découleront de la
définition méme de catégorie. L’application m sera alors vue comme la
composition de fleches.

DEFINITION 1.1.2. Soit G = M un groupoide de Lie. On dit qu’un
groupoide de Lie F' =3 L est un sous-groupoide de Lie de G si F' est
une sous-variété de G et L est une sous-variété de M.

DEFINITION 1.1.3. Soit G = M un groupoide de Lie. Pour v € M,
on note G, := s~ '(x) l’ensemble des fleches de G ayant pour source ©
et G* :=r~!(x) l'ensemble des fléches de G ayant pour but x. Ce sont
des variétés lisses.

L’ensemble G% := G* NG, est appelée groupe d’isotropie de x ; c’est
un groupe de Lie.

Si A< M est une partie de M, on note de méme G4 := s 1(A) et
G4 = r71(A).

DEFINITION 1.1.4. Soit G =% M un groupoide de Lie. L’ orbite d’un
point x € M dans G est l’ensemble

0rb, := G, u G*.

DEFINITION 1.1.5. Soit G un groupoide de Lie au dessus de M. Une
sous-variété A < M est dite saturée par G si A est l'union d’orbites
de G. En d’autres termes, on peut définir une sous-variété G4 =: Gla
de G au dessus de A composée de fleches de source et de but dans A,
qui aura la structure de groupoide de Lie de G induite par restriction.

On dit alors que G| 4 est un sous-groupoide de Lie saturé de G.

DEFINITION 1.1.6. Un morphisme de groupoide de Lie f de G = M
vers H =3 N est la donnée d’un diagramme commutatif

GLH

|

M——N
fo

vérifiant les relations, pour v,0 € G, x € M,
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— f(70) = F(7)£(0),
— fO) =
— ug o fo(x) = foug(z).

1.1.2. Exemples. Nous donnons ici de nombreux exemples,
différemment détaillés selon les cas. Le groupoide d’holonomie aura un
traitement particulier car il nous sera tres utile par la suite.

Pour les premiers exemples, on remarquera la naturalité des construc-
tions. On construit un groupoide de Lie associé a une structure
différentielle, et le groupoide comporte exactement toutes les informa-
tions de la structure, dans le formalisme des catégories. C’est une des
raisons pour lesquelles cet outil est idéal pour modéliser des structures
différentielles d’'un systeme physique. Il est largement utilisé dans le
domaine.

1.1.2.1. Groupoide d’un groupe de Lie. Soit G un groupe de Lie.
Alors

G == {e}

est un groupoide de Lie, ol e est ’élément neutre du groupe et la source
et le but sont les applications constantes a e, et la composition est la
multiplication du groupe de Lie.

1.1.2.2. Groupoide identité. Soit M une variété différentielle. Alors

M=—==M

est un groupoide de Lie, ou la source et le but sont l'identité de M.
Ainsi, les couples de fleches composables sont les éléments (x,z) ou
x € M. En d’autres termes, il n’y a que des unités dans ce groupoide.
1.1.2.3. Groupoide des paires. Voici un groupoide de Lie tres
intéressant pour la théorie de 'indice classique sur une variété
différentiable.
Soit M une variété. Alors

MxM—7M

est un groupoide de Lie, ou s(z,y) = y, r(z,y) = z, et (x,y).(y,2) =
(x, z). Il vient directement que les unités sont les éléments €(x) = (z,
et inverse est (z,y)™' = (y, ).

On remarque que pour chaque couple (z,y) d’éléments de la base
M, il n’y a qu’'une seule fleche dont la source est y et dont le but est
x. 1l s'agit justement de la fleche (x,y). C’est la particularité de ce
groupoide.

1.1.2.4. Groupoide associé a une fibration. Soit w : M — N une
submersion de variété différentielles. On pose

M xy M ={(z,y)e M x M | n(x) =m(y)}.
C’est alors un sous-groupoide de Lie de M x M. C’est a dire qu’il

partage les mémes applications source, but, inverse, unité et composi-
tion. C’est une généralisation du groupoide de paire, en le sens que si
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m = 1idyy, alors on a affaire a ce dernier. Il sera intéressant de compa-
rer leur algébroide de Lie, car c¢’est cela qui les distingue. Prendre en
compte une structure sur la variété M (ici, la fibration), permet d’en-
richir les informations que 'on va traiter, et donc d’enrichir le modele
choisi.

1.1.2.5. Groupoide d’une action de groupe de Lie sur une variété.
Soit M une variété différentielle, et G un groupe de Lie. On définit un
action a gauche de G sur M :

p: G —> Diff(M)

On définit alors le groupoide de transformation associé a ’action p
par :

Gx M—7/M

o s(g,x) = =z, (g, %) = p(g)(x), et (h,p(g)(2)).(9,2) = (hg, ). Les
unités sont donc €(x) = (e, z) et l'inverse d'un élément est (g,x)"! =
(971, p(g)(x)). Toute la structure découle directement des définitions
de groupe de Lie, et d’action de groupe de Lie sur une variété. Il n’y a
que le formalisme qui change.

1.1.2.6. Groupoide d’action de groupoide de Lie sur un groupe de

Lie. Soit G —s= M un groupoide de Lie, et H un groupe de Lie.
On considere h : G — H un morphisme de groupoides de Lie, ou
I’on considere H comme le groupoide associé a sa structure de groupe
de Lie.
On peut alors construire un groupoide de Lie associé

Gx H==MxH
h Sh

ot 7,(7, 9) = (1(7), 9) et su(v,9) = (s(7), h(7)-9)-
Ce groupoide, en prenant G = M x M et H = RY entre en

jeu dans la définition de l'isomorphisme de Connes-Thom introduit
pour démontrer le théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer en utilisant le
groupoide tangent de A. Connes (Voir section 2.2.2.3).

1.1.2.7. Groupoide d’un fibré vectoriel. Soit p : E — M un fibré
vectoriel lisse. On peut définir directement le groupoide de Lie associé :

E—/M

ouns=r=npet(r,X)(,Y) = (z,X +Y). L’application unité est
alors la section nulle du fibré :e(x) = (z,0), et 'inverse est de maniere
évidente (z, X)™! = (z,—X).

1.1.2.8. Groupoide associé¢ a un revétement. Soit M une variété
différentiable, et G un groupe discret agissant sur M tel que M /G =M
soit une variété compacte.

Alors G agit sur M x M par : g : (z,y) — (9.x,9.y). On note G
la variété quotient par cette action diagonale de G.
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Ainsi,
est un groupoide de Lie, avec s(Z,9) =y, r(Z,7) = x et (2,7).(7,2) =
(7, 2).

1.1.2.9. Groupoides d’isomorphismes fibre a fibre. Soit £ — M
un fibré vectoriel. On peut définir le groupoide de Lie :

GL(E)y=—= M

ou une fleche de source x et de but y est un isomorphisme de E, vers
E

Y-
1.1.2.10. Groupoide de Monodromie d’un feuilletage. Pour plus de

détail sur ce sujet, voir [MMO3].

Considérons une variété M, munie d'un feuilletage F. On note la
variété feuilletée (M, F). Construisons le groupoide de monodromie

Mon(M,F)=—7M

ou les fleches sont les suivantes :

Soit x,y dans M. Si ces points de M appartiennent a la méme
feuille L, les fleches de z vers y sont les classes d’homotopie de chemins
allant de = vers y. Sinon, il n’y a pas de fleches de source x et de but y.
La classe d’homotopie de la concaténation de chemin jouera le role de
composition, les unités seront les chemins constants, et I'inverse sera la
classe d’homotopie du chemin parcouru dans le sens opposé.

On remarque ainsi que les groupes d’isotropie (ensemble de fleches
de source et but le méme point) de ce groupoide de Lie sont les groupes
d’homotopie de la feuille concernée :

Mon(M,F); = m (L, x).

1.1.2.11. Groupoide de l’action d’un groupe de Lie sur un groupoide
de Lie. Soit I" un groupe de Lie qui agit sur un groupoide de Lie
G —= M par automorphisme.

On peut alors définir un groupoide de Lie associé a cette action :

GxF—Zt;M

tels que r.(g,7) =r(g) et su(g,7) = 77" (s(9)).
On a également, pour v, € ' et g, h € G, (g,7)(h,d) = (gy(h), ).

1.1.2.12. Pullback de groupoide de Lie. Soit G == M un groupoide
de Lie, et f : X —> M une submersion C*. Alors, si on pose *f*(G) =
{(z,7,9) e X xGx X [ f(x) =r(7) et f(y) = s(7)}, le diagramme

G =X

est un groupoide de Lie, ou s(x,v,y) = y et r(x,v,y) = x. La regle
de composition est la suivante : (z,7,y).(y, 0, z) = (x,70, z). Les unités
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sont les éléments €(x) = (z,eq(f(x)),x), et U'inverse d'un élément est
(z,7,9)7 = (y,77 7).

(C’est une maniere tres pratique de générer des groupoides de Lie. La
proposition suivante en fait méme une construction primordiale dans
I’étude des groupoides de Lie.

1.1.3. Equivalences de Morita. Il est maintenant assez clas-
sique de considérer une catégorie privilégié pour I’étude des groupoides
de Lie. En effet, introduite par Hilsum et Skandalis, elle est utile car
bon nombre de propriétés sur les groupoides de Lie sont préservées
dans cette catégorie. Il s’agit en fait de la catégorie dont les fleches
sont les morphismes généralisés entre deux groupoides de Lie, et les iso-
morphismes sont les équivalences de Morita, notion qui est préservée
par les groupes de K-théorie entre autre. On va l'introduire ici afin
qu’elle supplante la catégorie dont les fleches sont les morphismes de
groupoides de Lie, trop rigide pour notre étude. Pour plus de détails
sur cette notion, voir [MMO3].

DEFINITION 1.1.7. Soit G == M et H —= N deux groupoides
de Lie. On dit qu’un morphisme de groupoide de Lie ¢ : G —> H est
une équivalence faible sl satisfait les deux conditions suivantes :

(i) Uapplication :
ropri: Hx M — N
N

est une submersion surjective et
(i) le carré

G#H

(SvT)l l(sw)

MxMZ2% NN

est cartésien dans la catégorie des variétés (i.e. c’est un pro-
duit fibré de variétés).

REMARQUE. Ces deux propriétés sont des versions modifiées des
propriétés d’étre essentiellement surjectif et pleinement fidéle pour un
foncteur entre catégories.

DEFINITION 1.1.8. On dit de deuz groupoides de Lie G et H qu’ils
sont Morita équivalents, et on note G ~ H, s’il existe un groupoide de
Lie P et deux équivalences faibles ¢ : P — G et ¢y : P — H.

1l s’agit d’une relation d’équivalence entre groupoides de Lie.

EXEMPLE 1.1.1. (i) Soit M une variété différentielle et M x
M le groupoide de paire associé. Si on note 1 le groupoide de
Lie ayant un seul objet et une seule fleche, alors

Mx M~ 1.
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(ii) Soit G —= M wun groupoide de Lie, et f : L — M une
submersion surjective de variétés. Alors
“*(G) ~ G.
REMARQUE. On peut donner une autre définition d’équivalence de
Morita entre deux groupoides de Lie, voir [DL09] ou [MRWS8T7].
On dit que G—=M et H—= N sont Morita équivalents s’il
existe un groupoide de Lie P—= M| |N tel que

— PM_G, PN =H et
— pour tout v € P, il existe n e P¥ |JPiy tel que s(y) = r(n).

On peut voir P comme un bi-module qui agit sur G et H, et représenter
cela dans le diagramme suivant :

G P H
M N.
Pour plus de détails sur les propositions qui suivent, le lecteur est

invité a se référer au chapitre 5 de [MMO3].

ProPOSITION 1.1.1. Soit I' un groupe de Lie agissant de maniere
libre et propre sur un groupoide de Lie G —= M .
On peut alors définir le groupoide de Lie quotient :

G/ —=—= M/T
et G x I est Morita équivalent a G/T.

DEFINITION 1.1.9. Soit G =3 M un groupoide de Lie. On dit
que G est libre (respectivement, propre) si son action sur sa base est
libre (respectivement, propre). En d’autre termes, si le morphisme de
variété :

(r,s) : G — MxM
v o— (r(v),s(7))
est injectif (respectivement, propre).

PROPOSITION 1.1.2. Soit G un groupoide de Lie,
Alors G est est libre si et seulement si ses groupes d’isotropie sont
triviau.

DEMONSTRATION. La démonstration est immédiate. O

PRrROPOSITION 1.1.3. Soient G by H deuz groupoides de Lie Morita-

équivalents.
Alors G est propre si et seulement si H est propre.

La proposition suivante est une caractérisation d'un groupoide de
Lie propre. C’est la proposition 2.10 de [Tu04].
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PROPOSITION 1.1.4. Soit G =3 M wun groupoide de Lie. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est propre;
(i1) (r,s) est fermée et Vo € M, G% est quasi-compact.
1.1.3.1. Espace d’orbite d’un groupoide de Lie. La proposition qui
suit est primordiale pour la théorie de 'indice car elle permet de passer
de la K-théorie de la C*-algebre d’un groupoide de Lie a la K-théorie
topologique d'un espace. Elle provient des propositions 2.11, 2.12 et
2.29 de [Tu04].

ProproOSITION 1.1.5. Si G —= M est un groupoide de Lie libre
et propre, alors le quotient par son action sur sa base est une variété

lisse, et le groupoide de Lie associé a cette variété est appelé espace
d’orbites. On le note M /G ou Orbg(M). De plus,

G~ MJG.

EXEMPLE 1.1.2. Nous donnons ici une liste d’exemples simples, et
des exemples importants pour la suite.

(i) Soit M une variété. Considérons le groupoide de paire M x M
sur cette variété.

Les applications source et but sont les projections de [’es-
pace produit M x M, ce qui rend l'application (r,s) bien en-
tendu libre et propre.

Calculons l’espace d’orbite de ce groupoide :

r~y <= 3J(a,b)e M x M tel que s(a,b) =y et r(a,b) ==z
«— d(a,b)e M x M tel queb=y eta=x
et cette condition est toujours vérifiée. Donc tous les éléments
de M x M sont dans la méme orbite. Ainsi, Orbsxary(M) =
{x}, ot x est un élément quelconque de M. On retrouve alors
que le groupoide de paire est Morita équivalent a un point.

(i1) Soit M une variété. Considérons le groupoide associé a cette

variété. C’est a dire : M %@ M . Il est clair que ce groupoide
est libre et propre.

Maintenant, on remarque, de par la composition de ce
groupoide, que l’orbite d’un point est réduite a un point. Ainst,
OTbM(M) =M.

(iii) Soit G un groupe de Lie compact. Considérons le groupoide
de Lie associé, soit G =3 {e} .

L’application (r, s) est l'application constante a (e, e). Elle
est propre mais elle n’est pas libre. On ne peut donc pas
conclure.
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(iv) Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété M. Considérons
le groupoide de l'action G x M.

L’application suivante :
(r,s) : Gx M — MxM
(9,x) — (g.x,7)
est libre et propre si et seulement si l’action du groupe de Lie
G est libre et propre. Supposons donc que c’est le cas.
Alors, vérifions les orbites :
r~y <= 3I(g,u)e Gx M tel que s(g,u) =y et r(g,u) =z
«— 3d(g,u)eGx M tel que gu=y etu==x
<~ dge tel que g.x = y.
Ainsi, deux éléments x ety sont dans la méme orbite dans
le groupoide de transformation si et seulement s’ils sont dans

la méme orbite de l’action du groupe G. On a donc l’isomor-
phisme suivant :

OTb(G[xM)<M) — M/G
x —
ot M /G est Uespace quotient de M par l'action du groupe de
Lie G.
Cela s’avere extrémement pratique. Ce groupoide de Lie
est donc morita équivalent a son espace d’orbite :

OTb(G[xM)(M) = M/GﬁM/G .

(v) Soit ¢ : M — B une submersion de variétés différentielles.
On considere le sous-groupoide M x 4 M du groupoide de paire.
L’application (r,s) est la restriction du couple de projections
du groupoide de paire a motre présent groupoide, donc elle
reste libre et propre avec la topologie induite.

Calculons donc l'orbite d’un point :

r~y <= 3(a,b)e M x4 M tel que s(a,b) =y et r(a,b) =z
«— d(a,b)e M x4 M tel queb=1y eta=x
= o(x) = o(y).

On en déduit l’isomorphisme de variétés :

OTbMX¢M(M) —> B
T — o)

On remarque que le sous-groupoide M x, M est Morita
équivalent a B alors que M x M est Morita équivalent a un
point. L’ inclusion n’est clairement pas préservée par I’ équivalence
de Morita.
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(vi) Plongeons une variété M dans un RY avec le plongement
j: M — RY pour un entier N. Soit M xs M —= M le
groupoide de Lie associé a la fibration ¢, et h: M x4 M —
RY le morphisme de groupoides de Lie tel que h(z,y) = j(y)—
j(z). On construit alors le groupoide de Lie (M x4 M) xp,
RY au dessus de M x RN comme dans la section 1.1.2. Ce
groupoide est libre et propre, donc il est isomorphe a son es-
pace d’orbites.

Calculons maintenant 'orbite d’un point dans ce produit
semi-direct :
(2, X) ~ (y,Y) <= J(a,b,A)) e (M x4 M) x, RN tel que
sp(a,b, A) = (y,Y) et rp(a,b, A) = (x, X)

— J(a,b,A)) e (M x4 M) x, RN tel que
(va +](b) ( ) = <y7y) et (avA) = (f,X)

= or) =¢(y) et X —j(z) =Y —j(y).

On en déduit le morphisme surjectif suivant,

p : MxR¥Y — BxRV
(z,X) — (¢(z), X —j(z))
qui par construction passera au quotient pour former un iso-
morphisme p.
Le morphisme de B x RN vers Orbagx ity my (M X RY)
défini par (p)~Y(a,u) = (z,u + j(x)) pour nimporte quel x €
“Y({a}) est son inverse.

On donne une représentation de l’espace d’orbite du groupoide
étudié, que l'on va utiliser plus tard :

Orbx mympry (M x RY) ~ B x RY.

1.2. Algébroides de Lie

Les algébroides de Lie ont été introduits par J. Pradines afin de
compléter le travail de C. Ehresmann et P. Libermann sur les groupoides
différentiables. Cette notion généralise a la fois la structure de fibré vec-
toriel, celle de fibré tangent et celle d’algebre de Lie (voir les exemples
associés). On peut comprendre ce fibré vectoriel comme une approxi-
mation infinitésimale de la géométrie des groupoides de Lie.

1.2.1. Définitions.

DEFINITION 1.2.1. Un algébroide de Lie (A, p,[, ]) au dessus d’une
variété lisse M est la donnée des objets suivants :
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— un fibré vectoriel lisse A,

— une structure d’algébre de Lie [, | sur l’ensemble I'(A) des
sections différentiables de A,

— un morphisme de fibré vectoriels p : A — T M, appelé "ancre”
de A wvers le fibré tangent de M, qui induit un morphisme
d’algébre de Lie p : T'(A) — I'(T'M) des sections de A wvers
l’algebre de Lie des champs de vecteurs de M.

Enfin, le crochet de Lie et l'ancre vérifient la relation de compati-
bilité de Leibniz suivante :

[a> fﬁ] =f [O‘aﬁ] + (p(a)f)ﬁ

1.2.2. Exemples. Voici quelques exemples basiques d’algébroides
de Lie, largement définis et utilisés dans la littérature :

1.2.2.1. Algébroide tangent. Soit M une variété différentielle. On
peut alors dire que (T'M,Id,[,]) est un algébroide de Lie, ou Id :
TM — TM est le morphisme identité d’algebre de Lie et [, ] est le
crochet des champs de vecteurs de la variété M.

1.2.2.2. Algébroide de Lie associé a une algebre de Lie. Soit g une

algebre de Lie, de crochet [, | o+ Alors <g, o[, ] g> est un algébroide de

Lie.

Ici, g — {0} est le fibré vectoriel trivial au dessus d'un point,
p: g — {0} est 'application constante, et [, ]g est fourni par 'identi-
fication de I'espace vectoriel g a ’ensemble des sections au dessus d'un
point du fibré vectoriel g.

1.2.2.3. Algébroide de Lie de l’action d’une algébre de Lie sur une
variété. Soit p une action d'une algebre de Lie g sur une variété M,
c’est & dire un morphisme p : g — X(M) d’algebres de Lie. On définit
donc 'algébroide de transformation, notée g x M, comme étant le fibré
vectoriel trivial g x M, d’ancre :

gx M — TM
(X,z) — p(X)x
et de crochet de Lie :

lov, B](2) = [a(z), B(x)]g + pla(z))a(B) — p(B(z))s(c).

Cette construction peut paraitre artificielle mais nous verrons qu’elle
est naturelle car on la retrouve en calculant 1'algébroide de Lie du
groupoide d'une action de groupe de Lie G x M, ou G est un groupe
de Lie d’algebre de Lie g.

1.2.2.4. Fibré en algébres de Lie. Si (A, p,[, ]) est un algébroide
de Lie, tel que p = 0 est I'application constante a 0 (fibre & fibre),

Alors, d’apres la propriété de Leibniz, on a

[, fB8] = [ e, ]
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et il vient que [«, 8] ne dépend que des valeurs ponctuelles de « et f.
C’est ce qu'on appelle un fibré en algebres de Lie.

1.2.3. L’algébroide de Lie d’un groupoide de Lie. Soit G

un groupoide de Lie G —= M de source s et de but . On note
€: M — GW son immersion unité.

Dans cette section, nous calculons l'algébroide naturellement in-
duite de la structure de groupoide de Lie. Pour cela, il faut calculer
un fibré vectoriel issu du groupoide, donner une structure d’algebre de
Lie a ’ensemble de ses sections, et définir un morphisme ancre du fibré
vers le fibré tangent de M.

1.2.3.1. Fibré vectoriel associé au groupoide de Lie. On peut considérer
I’action du groupoide G sur son ensemble de fleches G; qui, contraire-
ment au cas des groupes de Lie, n’est pas définie partout.

Soit v € GM tel que s(y) = z et 7(y) = v.

On définit alors le difféomorphisme multiplication a gauche L. :
r~H(x) — 77 H(y) tel que L,(g) = vg. Cette action de G sur G induit
donc naturellement une action de G sur le fibré vectoriel T"G =
ker(dr) définie par : pour tout & € kerdsr, et tout v € GW tel que
s(y) = r(0) :

v.£ = dsL, (&) € ker(dysr)

On définit donc A, le fibré vectoriel de 'algébroide de Lie de G,
comme la restriction de ker(dr) aux unités M ; autrement dit : A :=
e*(ker(dr)).

1.2.3.2. Structure d’algébre de Lie sur I'(A).

DEFINITION 1.2.2. Soit X € X(GW) un champ de vecteur de G\V.
On dit que X est invariant a gauche si :
— X est r-vertical, c’est a dire X € X5(GM) := I'(ker(dr)),
— Pour tout (v,0) € G® composables, on a X(v6) = v.X(0) =
dL.,(X)(9).

On notera ’ensemble de ces champs de vecteurs X7 (GW).

LEMME. Soit o une section de A.
1l existe une unique extension de o en un champ de vecteur inva-
riant a gauche X, de G.

DEMONSTRATION. On pose
Xa(y) = de(s(’y))LV'a(s(f}/))'

Pour chaque élément v de G, on transporte le vecteur a(s(y))
basé en s(7y), le long de la s-fibre de G associée, jusqu’en . Ce procédé
en fait un champ de vecteur invariant a gauche, comme on le prouve
ici.
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On vérifie que c’est bien un champ de vecteur :

Soit v € G, montrons que X, () € ker(d,r).

Comme a est un champ de vecteurs, a(s(7y)) € ker(desy)r). En
remarquant que ve(s(7y)) = 7, le résultat suivant clos ce point :

Te(s('y))L'y : ker(de(s(y))r) — ker(dvr)
Il reste a vérifier que c’est un champ de vecteur invariant a gauche.
Soit (7,6) € G®, on a :

Xa(¥0) = dsy0)Lys.a(s(79))
ds(s) Ls-c(s(6))
ds(s)(Ly © Ls).(s(9))
ds Ly (ds(s) Ls-a(5(9)))
dsLy(Xa(9))
7-Xa(0).

O

On a ainsi une identification entre ’ensemble des sections de A et
les champs de vecteurs invariants a gauche de G.

LA4) — X3,(GY)
a — X,
Cela permet de voir, pour un algébroide de Lie intégrable (qui pro-
vient d'un groupoide de Lie), les sections comme un ensemble de ”vrai”
champs de vecteurs.

PropPOSITION 1.2.1. Si G est un groupoide de Lie. Le crochet de
Lie de deux champs de vecteurs de G invariants a gauche est un champ
de vecteur invariant a gauche.

DEMONSTRATION. Soit X,Y e X7 (GWY). Premiérement, on re-
marque que [X,Y] e X%(GM). Plus précisément, pour § € GO de
source p et de but ¢, X(J) et Y(J) sont tangents a la sous-variété
r~(q) =: G9, et donc [X,Y](d) aussi.

Grace a cette remarque, on peut écrire :
[X,Y](0) = [X,Y]qa(9).

Ce résultat nous permet donc de se restreindre au crochet de Lie
sur la sous-variété G, qui possede la propriété permettant de prouver
le point (*) du calcul qui prouve I'invariance a gauche du crochet.

Soit v e GM tel que (v,6) € G@, on calcule :

VX YN0) = dLy (IX, Y1) = [dLy(X), Ly (Y)](70) = [X, Y](79),

ou [, ] est le crochet de Lie des champs de vecteurs de G1.
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On peut alors sans probleme définir le crochet de deux sections «
et 5 de A comme étant la section de A correspondante au champ de
vecteur invariant a droite X, g 1= [Xa, X5].

1.2.3.3. Calcul de l’ancre. Nous allons montrer que la différentielle
ds: T'(A) — X(M) de la source s est un morphisme d’algebres de Lie.

Soit X,Y deux champs de vecteurs invariants a gauche de G, de
flots respectifs ¢, et 1.
On peut donc écrire :

X() a Pu(y) et Y(v):%tzo

d ju=0
Montrons d’abord les deux lemmes suivants :

Ye(7)

LEMME. Pour (v,d) e G®,

Gu(76) = 7-9u(9)
et
Ui(70) = 7.4:(9)

DEMONSTRATION. Soit v € G, définissons ’application suivante :

G s ) — )
U — 7.u(y"'n)
Remarquons que vy~ 'n décrit r~*(s(v)) quand n décrit r—(r(y)).
Par conséquent, si 'on prouve que ¢! est le flot de X de la méme
maniere que ¢, ’est, on aura prouvé le point pour ¢,. Le cas de 1, est

analogue.
D’abord :
oo(n) = v.¢o(v"'n)
= '
=N

Ensuite, on calcule donc 'évaluation en u = 0 de la dérivée de ¢!, :

denumo®u() = ALy 0u(y'n)
= dL,(X(v"'n))
= X(n).

Ceci clos la démonstration.
O

LEMME. Le résultat technique suivant est également nécessaire :

SO¢UZSO¢HOS
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DEMONSTRATION. Ce lemme repose sur le calcul suivant :
s00u(8) = soapu(ds(d))
= soLsopu(s(9)) O

= 50 ¢,(s(9)).
Nous pouvons maintenant défendre la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2.2. 57 o, B sont deux sections de A, alors :

ds([ov, B]) = [ds(a), ds(B)]

DEMONSTRATION. Soit X le champ de vecteur invariant & gauche
de G associé a a et Y le champ de vecteur invariant a gauche de G
associé a f3.

En remarquant que
(sodu)o(sodw) = soduodu
= 80 ¢u+u’ 5
on peut avancer que le flot du champ de vecteur ds(X) de M est

x — so¢,(x) et que, de méme, le flot du champ de vecteur ds(Y') de
M est x — soy(x).

Par définition du crochet de Lie classique de champs de vecteurs
sur une variété, on a :

d d
(XY ](w) = @\u:o%t:od)‘“ ° Vi du(@)

Ce qui nous amene au résultat :

L YIE) = & d 506 obiopu)
= %‘u:O%hﬁ:O(s © (b—u) © (3 © ¢t) © (S © d)u(x))
[dxs(X (2)), des(Y (2))]

O

On peut donc conclure :

THEOREME 1.2.1. Soit G un groupoide de Lie de source s de but r
et d'unités e. Alors (¢*(T"G),ds,[ , ]) est un algébroide de Lie.

REMARQUE. Pour définir cette algébroide de Lie induite, on a donné
des roles a s et r. Ces roles peuvent étre inversés mais dans ce cas, le
crochet de Lie sera induit de celui des champs de vecteurs invariants a
droite au lieu de celui des champs de vecteurs invariants a gauche.

EXEMPLE 1.2.1. Soit 7 : E — B un fibré vectoriel au dessus de
la variété différentielle B. Comme vu plus haut, E a une structure de
groupoide de Lie induite, ou les applications source et but sont w, [’es-
pace des fleches est E, ’espace des unités est B, et la composition est
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l'addition dans une fibre.

Calculons son algébroide de Lie.

Tout d’abord, remarquons que le fibré tangent TE de E a pour
fibres : T,E ~ Ty B @ Er ), pour ve E.

La différentielle du but m en v e E s’écrit alors :

d,m T.FE — Tﬂ'(v)B

(U17U2) > U

Ainsi, on peut donner le noyau de cette différentielle d,m, ou v =
(x,0), x € B est une unité :

ker(d,m) = {0} x E, ~ E,

1l vient alors naturellement que [’algébroide de Lie du groupoide de
Lie, induite du fibré vectoriel 1 : E — B, est A(E) = E, qui n’est
autre que le fibré vectoriel lui-méme.

EXEMPLE 1.2.2. Considérons le groupoide de Lie G == {e} as-

socié au groupe de Lie G.
St on calcule la différentielle du but, on obtient :

dr : TG — T{e}
(9, X) — (e,0)

En restreignant son noyau a l'unité du groupoide, e, on obtient que
A(G) = T.G = g, au dessus de {e}. L’ancre vient immediatement du
fait que T{e} = {e} x {0}. C’est donc l'application triviale.

Quant au crochet de Lie, il vient directement de [’observation que
les champs de vecteurs invariants a gauche du groupoide associé a G
sont exactement les champs de vecteurs invariants a gauche du groupe
de Lie en question, et donc, par définition, l’algebre de Lie. On définit
alors le crochet de Lie comme étant exactement celui de l’algebre de
Lie.

EXEMPLE 1.2.3. Considérons le groupoide identité M —= M .
En remarquant que la submersion but r est l'identité de M, on
obtient, en la différentiant, dr = d(idy;) = idry. Ainsi, ker(dr) =
M % {0}. On pose donc A := M x {0}. De méme, la différentielle de la
source est 'identité sur T M donc on obtient :
p  Mx{0} — TM
(,0)  — (2,0)
Le crochet de Lie ne peux alors qu’étre trivial.
EXEMPLE 1.2.4. Considérons le groupoide de paire M x M —= M .
Nous nous proposons de calculer l’algébroide de Lie qui lui est associé.

Les applications sources et but étant des projections, il est trés
simple de calculer leur différentielle. Pour le but, on obtient :
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dr = TMxM) — TM
((z,9), (X,Y)) — (2, X)

On remarque, en identifiant T(M x M) avec TM x TM, que dr est
la premiére projection de TM x TM sur TM. De meéme, ds est la
deuxieme projection de TM x T M sur T'M.
On a alors, en restreignant ker(dr) aux unités, qui sont les éléments
diagonaux du produit, que A := {((x,x),(0,Y)) [xe M et Y € T, M}.
L’ancre est alors la deuxieme projection comme dit précédemment,
ce qui donne :

p o A — TM
((]},:L‘),(O,Y)) — (JI,Y).

Pour calculer le crochet de Lie, intéressons nous maintenant aux
champs de vecteurs de T(M x M) invariants a gauche. Soit X un tel
champ de vecteur. D’abord, il faut qu’il soit r-vertical. C’est a dire que
X est une section du fibré vectoriel ker(dr) = {((x,y),(0,Y)) |x,y €
M etY e T,M}.

Ensuite, il vérifie, par définition, X (x,2) = dy.) Ly (X(y, 2)).
Pour comprendre cette égalité, calculons la différentielle de [’application
multiplication a gauche L. On a :

Ly + {ypxM — {z}xM
(y,2) +— (2,2

On la différencie, en remarquant qu’une composante est l'identité,
et l'autre est constante :

ALy = Ty} x M) — T({z} x M)
((y9,2),(0,2)) — ((2,2),(0,2))

Ainsi, on peut comprendre [’égalité précédente :

X(x, Z) = d(y,z)L(m,y) (X<y7 Z)) = X(y7 Z)v

car X est r-vertical.

On conclut que les champs de vecteurs du groupoide de paire, inva-
riants a gauche, sont les champs de vecteurs qui ne dépendent que de
la deuzxiéme variable, c’est a dire, des champs de vecteurs de M. On
définit donc le crochet de Lie sur les sections de A comme celui induit
par identification ainsi établie.

On conclut donc que si l'on fait les identifications A ~ T'M, p =
tdryg, et le crochet de Lie sur les champs de vecteurs invariants a
gauche revient au crochet de Lie sur les champs de vecteurs quelconques
de TM (la version de T M correspondant a la deuziéme projection bien
sur), on retrouve [’algébroide tangent de M.
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1.2.4. Le foncteur ”algébroide de Lie” A. On peut prouver
que le processus qui a un groupoide de Lie associe un algébroide de Lie
est fonctoriel de la catégorie des groupoides de Lie dont les fleches sont
les morphismes de groupoides de Lie vers la catégorie des algébroides
de Lie. On note ce foncteur Lie, ou encore, s’il n’y a pas d’ambiguité,
A.

Soit H =53 N et G =53 M deux groupoides de Lie et
f G — H un morphisme de G vers H. Alors, on définit :

A(f) == e A(G) — A(H)

par fi(z, X) = (f(x),d,f(X)). Pour plus de détails, le lecteur peut se
référer a [Mac05].

1.2.5. Constructions.
1.2.5.1. Produit direct d’algébroides de Lie. Pour plus de détails sur
cette section, voir [MacO05].

Nous voulons ici définir, a partir de deux algébroides de Lie
E — M et F — N, un algébroide de Lie A au dessus de M x N,
tel que le crochet de deux sections de E provienne directement de son
crochet, de méme pour le crochet de deux sections de F', et enfin le
crochet d'une section de E avec une section de F' vaut zéro. Nous
clarifions tous cela par la suite.

Afin de définir la construction de produit direct d’algébroide de
Lie, nous aurons besoin de quelques résultats préalables. Tout d’abord,
notons le lemme suivant :

LEMME. Soit F' — N wun algébroide de Lie, et M wune variété
différentielle.

On pose A := pri(F) le pullback du fibré vectoriel sous-jacent a F,
ou pro : M x N — N est la projection sur la deuxieme variable du
produit de variété. On a alors le diagramme commutatif :

A—— F

|

Mx N——N

On munit le fibré vectoriel A — M x N d’une structure d’algébroide
de Lie.

Pour cela, on identifie au préalable les sections de A avec l’ensemble
des fonctions C*(M)®I'(N, F). On peut alors définir le crochet, pour
f®a,g®pBeC?(M)RQT(N,F), par :

[f®a,g®p] = fg®|a,Blr
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ot [, |r est le crochet de Lie sur les sections de F'. L’ancre, sera alors
définie par

,0(:13, Y, Y) = ((l‘, 0)7 pF(y7 Y))

ou pr est l'ancre de F. Si l'on s’intéresse plutot a l'ancre du coté des
sections, on aura la formule : p(f x a) = f x pr(a).

PROPOSITION 1.2.3. Soient deux algébroides de Lie
E— M et F— N.
Alors le fibré vectoriel

EXF :=pri{(E)®pry(F) — M x N

isomorphe (en tant que fibré vectoriel) au produit EX F, a une structure
naturelle d’algébroide de Lie

EXF— M x N

telle que les sections de E et de F' commutent dans [’ensemble des
sections I'(M x N, EX F). C’est le produit direct d’algébroide de Lie
de E et de F [Mac05].

1.2.5.2. Pullback d’algébroides de Lie. Etant muni d'un algébroide
de Lie, on pourrait étre tenté de faire le pullback par une submersion
de la structure de fibré vectoriel sous-jacent. Cette approche n’est pas
la meilleure. On voudrait plutot se calquer sur les constructions des
groupoides de Lie, pour ne pas trop s’éloigner de la théorie désirée. On
va donc construire un pullback d’algébroide qui donnera 1’algébroide
de Lie du pullback de groupoides de Lie.

DEFINITION 1.2.3. Soit A — N un algébroide de Lie d’ancre p.
Soit f: M —> N une submersion.

Alors, on définit * f*(A) := A xpny TM comme le produit fibré du
carré cartésien dans la catégorie des fibrés vectoriels :

*f¥(A) —— TM
|l
A—L TN

ot toutes les fleches sont des morphismes de fibrés vectoriels. Cela
revient a écrire :

“fH(A) = (6, X) € A TM tel que p(§) = df (X)}.

C’est bien un fibré vectoriel au dessus de M, et 'ancre sera la
projection sur T'M.

Afin de retrouver la notion de pullback de fibré vectoriel, on peut
traiter le cas suivant.
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LEMME. Soit A — N wun algébroide de Lie, et P une variété
différentielle. On pose f = pry : N x P — N la premiére projec-
tion, et on obtient l'isomorphisme d’algébroides de Lie :

*f*(A) ~ AR TP.

On peut remarquer par ailleurs que ce produit direct est isomorphe,
en tant que fibré vectoriel, a f*(A) ® (N x T'P).

Il s’agit maintenant de justifier 'intérét de cette définition, en prou-
vant que le foncteur Lie commute avec le pullback. En d’autres termes,

PROPOSITION 1.2.4. Si G =3 N est un groupoide de Lie, et si
f: M — N est une submersion, on a :

ACSHG)) =T (A(G)).

DEMONSTRATION. On commence par démontrer qu’au niveau des
fibré vectoriels, tout se passe bien.

Nous allons donc restreindre le noyau du but § de *f*(G) a ses
unités. Au préalable, donnons une présentation de son fibré tangent :

T*fH(G) = {((2,7,9); (X, T,Y) ot dyr(T) = di f(X) et dys(T) = dy f(Y)}-
Rappelons que la source et le but du pullback sont données respec-
tivement par a(x,v,y) = y et S(x,7v,y) = x, et que les unités sont
e(z) = (z,u(x), ) ou u est elleeméme I'immersion unité de G.
Il vient ainsi directement :
A(*f*(G)) = € (ker(dp))
= {((z,u(z),2); (X,I,Y)) | du(x)r<r) =0et du(x)s(r) =d.f(Y)}
= {((z,¢),(2,Y)) € A(G) x TM ou p(,§) = df (z,Y)}
[ (AG)).
ou p est 'ancre de 'algébroide de G.
L’ancre du pullback sera vite vérifiée, car c’est la différentielle de la
projection «. Ainsi, 'ancre # n’est autre que la projection :

#  A(Cf(G) — TM
(#,£,Y) — (2,Y).
Occupons nous maintenant du crochet de Lie. Pour faire cela, nous
pouvons trouver les champs de vecteurs de * f*(() invariants & gauche.
Cela revient a trouver les sections 6 de son fibré tangent qui vérifient :

0(x,7,y) € ker(dB), V(z,v,y) € *f*(G)
0((x,v,y)(y,9,2)) = dy.6,2) Lz (0(y,0,2)).

Soit donc # un champ de vecteur invariant a gauche de *f*(G).
Remarquons que 1'on peut lui associer un champ de vecteur de G de
maniere naturelle, par la projection *f*(G) — G.
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Commencons par écrire la différentielle du difféomorphisme de mul-
tiplication a gauche par un élément (x,~,y) du groupoide, en rappelant
que cette application s’écrit L, ) (y, 6, 2) = (x,70, z). Sa différentielle
vient naturellement :

dys.) Ly (Y, A, Z) = (0,dsL(A), 7).

On observe donc qu’elle peut étre décomposée en deux parties, celle
associée au groupoide G, traité dans le cas général 1.2.3.2, et celle
associée au groupoide de paire M x M, traité dans 'exemple 1.2.4. 1l
vient donc directement que les champs de vecteur invariants a gauche
de *f*(G) sont les champs de vecteurs [-verticaux qui ne dépendent
pas de la premiere variable et dont le champs de vecteur de G sous-
jacent est invariant a gauche. Autrement dit, on peut décomposer les
sections de 'algébroide de Lie comme suit : § = (a,b) ot a € I'(A(G))
et be X(M).

On peut alors définir le crochet de deux sections § = (a,b) et ' =
(a’',b") de 'algébroide de Lie A(*f*(G)) par :

[97 9/] = ([CL, a/]v [b7 b/])
O

1.3. C*-algebres réduites et maximales de groupoides de Lie

Dans cette section, nous rappelons la construction de la C*-algebre
associée a un groupoide de lie. Pour faire cela, nous donnons explicitons
une famille de mesures sur les r-fibres du groupoide, nous l'utilisons
pour définir I'algebre de convolution associée a ce dernier, pour enfin
la munir d'une topologie qui donnera naissance a notre C*-algebre.

1.3.1. Algebre de convolution. La convolution est largement
développée dans le cas des fonctions de R™ car la mesure de Lebesgue
est loutil puissant qui permet d’intégrer sur cet espace. Quand on
s'intéresse a une variété quelconque, il faut gérer I'intégration sur cette
derniere, en utilisant un systeme de mesures compatibles avec les cartes
locales, et pour ce qui est des groupoides de Lie, il faut que ce systeme
soit en plus compatible avec la structure de ce dernier.

Pour construire ces mesures, nous allons introduire la notion de
densité, détaillée dans [CCG104].

1.3.1.1. Intégration sur un espace vectoriel.

DEFINITION 1.3.1. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension n,
et a un réel.

Une a-densité est une fonction p : A"(V) — K telle que p(A\T) =
INep(T), YA€ K et YT € A*(V).

On désignera par |Q* (V) Uespace vectoriel des a-densités sur V.



36

Il est de dimension 1 car, comme A™(V') est de dimension 1, chaque
a-densité p est entierement déterminée par sa valeur en un point non
nul de cet espace vectoriel.

PROPOSITION 1.3.1. Les morphismes d’espaces vectoriels suivants
sont des isomorphismes canoniques :

— Q)@ QP (V) — [Q**(V)
— [Q*(V)@[Q* (W) — [Q*(V e W)
DEFINITION 1.3.2. Soit A = {[vy,...,v,], v1,...,v, €V}

o [’017 P ,Un] = {Zz tivi s Zz tz = 1}

On pose A = o(A) la tribu engendrée par A. On définit alors la
mesure invariante par translation u issue de la 1-densité p comme étant
la mesure engendrée par :

(v, . cyvn]) = plvr A - A wy)

Si{ey, ..., en} est une base de V, on définit l’intégration par rapport
a p d’une application linéaire f : V — K comme

deu — Jf(zi: zie)pler A - A ey)da

ot x = (r1,...,2,) € R", et dz est la mesure de Lebesgue de R™.
C’est donc une intégration qui dépend de la base choisie.

1.3.1.2. Intégration sur un fibré vectoriel. On va maintenant étendre
la définition de a-densité a un fibré vectoriel, puis définir une mesure
associée afin d’intégrer des fonctions sur un fibré vectoriel.

DEFINITION 1.3.3. Soit m: E —> M un fibré vectoriel. On appelle
a-densité du fibré E toute section du fibré vectoriel |Q|*(E) — M o
les fibres sont les espaces vectoriels |Q|*(E,) des a-densités sur la fibre
E,. du fibré vectoriel E.

Comme la mesure sur un espace vectoriel dépend de la base choisie,
et que l'on veut que notre mesure sur le fibré vectoriel soit lisse, on
introduit la notion de repere local.

DEFINITION 1.3.4. Un repére local du fibré E est un couple (U, e)
ot U est un ouvert de M et e = (eq,...,e,) est un p-uplet de sections
du fibré E tel que pour tout élément x de U, (e1(x),...,e,(x)) est une
base de l’espace vectoriel E,.

C’est donc une famille lisse de bases des fibres de F, au sens ot e
est une section lisse du fibré vectoriel E®P — M.

PROPOSITION 1.3.2. Soit u € C*(M,|Q|*(F)) une section lisse du
fibré vectoriel | (E). On dira que p est une 1-densité de E.
A un repéere local, on peut associer la fonction :
e + U — C
r o pl)(e(x) A Ae(z))
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qui va nous permettre d’intégrer sur le fibré vectoriel, de la maniére
suivante.

Pour f e C*(E,K),

ffd/i = L_I(U) f (ZZ: Uﬂz‘@)) pre(x)dv.

1.3.1.3. Intégration sur un groupoide de Lie.

DEFINITION 1.3.5. Soit V,W deux espaces vectoriels de méme di-
mension, et f 'V — W une application linéaire.
On associe a cette application, une fonction f& : |Q*(W) —

|Q*(V) définie par :

(f20) (Wi A= Avn) = p(f(vr) Ao A flva)).

Soit G == M un groupoide de Lie, d’algébroide de Lie A.
On considere le fibré vectoriel |Q|*(A) — M associé a l'algébroide
de Lie A, et le fibré vectoriel ker Tr ¢ TG — GO,

Soit Tys L1 : TosGT) — TG0, la différentielle de la multipli-
cation & gauche par y~!. On lui associe, comme précédemment, 1’ap-
plication

(Ty5Ly1)? : QU TGO) — [Q*(T55G7)).

DEFINITION 1.3.6. On peut définir une action & gauche de G sur
|Q|*(ker T'r) par Uapplication suivante :

G x C*(GW |Q%ker Tr)) — CZ(GW,|Q|*(ker T'r))
(v.p) — 7P
avee (7.p)(6) = (Th5L,-1)?(p(9)), 6 € G*0).
Elle est bien définie car p(d) € ker(Tyr) = TsG™0) = TG0,

On considere maintenant le fibré vectoriel : 7 : 7*(|Q|Y2(4)) —
GW | pullback par I'application but du fibré des demi-densités de A.

Sachant que :

O1P(A) = {(0) 7€ G, vel0 (A}
= {(7,v) | ye GW, v e |QY*(T,,)G"™)}

on peut expliciter les fibres : 77 (y) = |Q|Y 2(TT(V)G’“(“’)),

De la méme maniere, on se muni du fibré vectoriel 7 : s*(|Q|V/2(A)) —

G, de fibre 77 (7) = [2V2(Ty) G°0)).
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Grace a ces deux fibrés, on peut définir le fibré suivant, noté &,
qui va nous servir par la suite a avoir des mesures pour intégrer des
fonctions de notre groupoide :

m: € =r*(|Q*(A) ® s*(|12]V2(4)) — G,
La fibre de £ au dessus de v e G est
T () = | (L) G ® Q2 (L) G°1).

Nous avons maintenant tous les outils pour définir un produit de
convolution

DEFINITION 1.3.7. Intéressons-nous a l'espace CX(G,E) des sec-
tions lisses a support compact du fibré vectoriel E.

Munissons cet espace d’un produit de convolution défini, pour f, g €
C(GW, &) par :

o)) = | (@@ EE@idg)

—_———

ainsi que d’une involution f*(v) = f(y~1),
ot

(D) QPAGET BIQMATE) — QTG ® QHT.6)
a(z) ®bly) — bly) ®a(z),
(id ® ) est définie sur |QY*(T,5G™®) @ |QY2(Tys G*®) par
(id®6)(a®b) = (a®d.b) € |UY*(T,5G") @ |Q|/*(T:G7).
et (§®id) est définie sur |QY?(Ty,)G*) @ |QY2(Ty() G*Y) par
(0 ®id)(a®b) = (0.a®Db) € |Q|1/2(T6G7“(5)) ® |Q|1/2<TS(5)GS(5))'

On vérifie donc que l'intégrande est un élément de

Ty ) @1 (TG) @ 9] Ty ).
On lintégre donc comme une 1-densité de la variété G™® pour
obtenir un élément de |QV* (T, G™D) ® |Q|Y*(Ty(,)G*M).

Pour la suite, nous aurons besoin du résultat suivant, qui permet de
mettre en relation les densités de ’algébroide avec celles du groupoide
associé invariantes a gauche.

PROPOSITION 1.3.3. L’application A — Ap; est une bijection entre
les sections invariantes a gauche de |Q*(kerTr) et les sections de
|Q*(A). Cette bijection préserve la propriété d’étre lisse.

DEMONSTRATION. Elle est bien définie car |Q|*(A) < |Q|*(ker(T'r)).

On définit I'inverse de cette application par

Q*(A) — [Q]*(ker(Tr))
p — P
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olt p(7) = 7.p(s(7))-
OJ
1.3.1.4. Complétion de l’algébre de convolution d’un groupoide de
Lie. Nous allons maintenant définir la C*-algebre du groupoide de
Lie. Nous munirons d’abord I'+-algebre C*(GWM, ) d'une C*-norme.
Considérons ses #-représentations sur un espace de Hilbert H.

Soit R I’ensemble des #-représentations 7 : C*(GM,E) — B(H)
pour lesquelles f —< &, m(f)n > est une mesure de Radon sur
CX(GW, &) quels que soient &, e H. On définit alors la C*-norme sur
CP(GW &) par :

[ fllmaz = sup||7(f)I];

TER
La complétion de C*(GY, &) avec cette norme est la C*-algebre
C*(G).
Par ailleurs, pour chaque = € M, on définit une représentation
involutive m, de C*(G™", &) sur 'espace de hilbert L?(G®) des demi-
densités sur la variété G* par :

(m(DEN0) = | d® ) fenn @ ids(ri )

pour v € G*, £ € L*(G7).
Alors on définit une autre norme

1l = sup [[m= ()]
zeM

La complétion avec cette norme donne naissance a la C*-algebre réduite
C*(@G). Dans notre contexte, ces deux C*-algebres seront égales car

nous traitons exclusivement de groupoides moyennables [Ren80],
[ADROO].

REMARQUE. Soit G == M wun groupoide de Lie. On considére U
un ouwvert de M, de complémentaire F'. On rappelle que U est un ouvert
saturé de G si GY est un groupoide de Lie. On notera Gy := GY. Ainsi,
F est aussi saturé, et Gp := Gh. On a alors la suite ezacte suivante :

0 — C*(Gy) —— C*(G) - C*(Gjp) — 0
ou 1 est le prolongement par 0 en dehors de U et r est la restriction
a F. Pour plus de détails, voir [HS8T].






Chapitre 2

Groupoides de déformation et théoremes de
I’indice

2.1. Déformation au cone normal

Pour un couple (M,L) constitué d'une variété M et d’une sous-
variété L, la déformation au cone normal est une construction de géométrie
différentielle consistant a ”déformer” de maniere lisse la variété M en
le fibré normal a 'inclusion L < M. Le terme déformation est employé
de maniere imagé. Il est convenu d’imaginer une infinité de copies de la
variété M, indexé par R*; on y "colle” en 0 I'objet en quoi on déforme :
ici, le fibré normal. Tout le probleme est de comprendre en quoi l'objet
exotique ainsi construit possede une structure différentielle.

Cela revient a donner une structure de variété a ’ensemble

DNC(M,L) = N} x {0} | M x R*

ot NM est le fibré normal a l'inclusion L < M. Autrement dit, c’est
le fibré qui fait de la suite suivante une suite exacte courte de fibrés
vectoriels :

0—TL—TM — N} — 0.

La structure de variété dont on va munir cet ensemble repose sur le
théoreme de voisinage tubulaire appliqué a la sous-variété L. En effet,
on peut définir un isomorphisme # d’un voisinage de la section nulle de
NM vers un voisinage de L dans M, qui envoie la section nulle L x {0}
sur L.

Ce sujet est largement détaillé dans [CRO7|. Dans un premier
temps, nous allons traiter le cas de sous-variétés de R™, cela nous per-
mettra d’enchainer avec le cas général, et nous conclurons en vérifiant
la fonctorialité de la construction. Cette derniere nous permettra d’ap-

pliquer le procédé de déformation au cone normal aux groupoides de
Lie.

2.1.1. Définition.
Le cas ou X = . Soit le couple (M, ) ou M est une variété.
Alors on a NM = ¢ et il vient naturellement :

DNC(M, ) = M x R*.
41
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Le cas d’un ouvert. Soit le couple (M,U) ou M est une variété et
U est un ouvert de M. Alors, on a NM ~ U et il vient

DNC(M,U) =U x {0} |[M xR*=U x Ru M x R*

vu comme un ouvert de M x R*. En fait, il n’y a pas de déformation,
ce qui peut se comprendre quand on essaie d’imaginer le voisinage
tubulaire. Le fibré normal étant de dimension 0, on garde la topologie
du produit M x R.

2.1.1.1. Le cas du couple (R",RP). Commengons donc par traiter
le cas de l'inclusion R? ~ R? x {0} < RP x R? ~ R". Dans la suite, on
identifie I'espace vectoriel RP x R avec R™ pour alléger les notations.
On veut définir une variété dont la structure différentielle pourrait étre
interprétée comme une déformation de R™ en son cone normal N, =
R? x R? ou p + g = n. 1l vient alors :

DNC(R™ RP) = RP x R? x {0} x R" x R* ~ R" x R.

On pose le morphisme :

¥ : DNC(R",R’) — R"xR
(z,y,1t) — (x,4,1)sit#0
(x,y,0)sit =0

Cette application est bijective, et elle permettra alors de donner a
DNC(R"™, RP) une structure de variété différentielle de dimension n+ 1
avec une seule carte.

2.1.1.2. Cas d’un couple d’ouverts de R™. Traitons ensuite le cas
ouV c U, avec V un ouvert de RP, U un ouvert de R", et p + q¢ = n,
tels que V- =U n (RP x {0}).

On a alors le sous-ensemble de DNC'(R™, RP) suivant :

DNC(U,V) = N/ x {0}|_|U x R*.
On remarque que
H(DNC(U,V)) = ¥ = {(2,5,t) e R x R x R | (z,ty) € U}

est un ouvert de R” x R, ce qui nous amene a dire que DNC(U, V)
est un ouvert de la variété DNC(R™, RP). C’est donc lui-méme une
variété lisse.

Les applications

Y : DNC(U,V) — QF

vont jouer le role de cartes locales dans le cas général.
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2.1.1.3. Cas général. Considérons le couple de variétés (M, L) ou
M est une variété de dimension n et L est une sous-variété de M de
dimension p.

Commencons par définir les cartes locales que I'on va considérer; a
savoir, les cartes locales compatibles avec la structure de sous-variété

de L :

DEFINITION 2.1.1. On appelle "carte adaptée a L” une carte locale
(U, @) de M, telle que
— ¢:U =5 U c R est un homéomorphisme,
— SionposeV:=UNL etV :=¢(V), alors V =Un (RP x{0}).
Ayant un atlas (Uy, ¢o),, du couple (L, M) (constitué de cartes lo-

cales adaptées & L), on se propose de prouver que (DNC Uy, Va); Xa)
est un atlas de DNC(M, L), apres avoir défini les applications x,.

o

Soit (U, ¢) une carte locale de M adaptée a L.
Par définition, si x € V, ¢(z) = (¢1(x),0) € V < RP x {0}, ou

bV — V.
est un homéomorphisme.
Avant de définir qg, une étape préalable est nécessaire. Comme L
est une sous-variété C* de M, 'inclusion est une immersion. On a la
suite exacte courte :

0—TL—TM— NY —0

qui peut étre supposée scindée sans perdre 'aspect général qui nous
intéresse (par exemple le choix d’une structure de Riemann). On peut
donc écrire pour x € L, T,M ~ T,L x (NM),, qui nous permet de
définir ’application suivante :

dy¢: (N') — R
Il s’agit du passage au quotient de la différentielle de ¢ en z :

d,¢ T, U — TU < TRP x TR,
bien définie grace a l'inclusion : d,¢(TV) < TV < T(R? x {0}).
La composante normale d¥¢ est alors un difféomorphisme vers R? et
c’est d’ailleurs une bonne maniere de donner une structure de variété
compatible avec l'inclusion L € M au cone normal.

On peut enfin définir Papplication ¢ : DNC(U, V) — DNC(U,V)

d’une maniére naturelle :

(¢1(3§), div (6)7 0) et
¢(zx),t) pour t # 0

S
8 8
AN
(RS
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De cette maniere, on a construit une bijection <;~5 sur DNC(U,V),
ce qui nous permet de munir DNC(U,V) d’une structure de variété
induite, via les applications :

DNCU,V) % DNCU,V) > QU.

Dans la suite, on notera y = 1) o (5

Soit (Ua, ¢a),, un atlas de M.

On va maintenant montrer que (DNC Uy, Va), Xa),, €st un atlas de
I'ensemble DNC'(M, L).

On remarque tout d’abord que les DNC'(U,,V,,) forment une par-
tition de cet ensemble. Il reste maintenant a montrer que si (Us, o) €t
(Us, pp) sont deux cartes locales de M d’intersection non-nulle, alors
X5 © Xa' est un difféomorphisme C* de QU vers Q‘(ig :

Commencons par démontrer un lemme qui nous donnera le résultat.

LEMME. Soit U un ouvert de RPxR? et F': U —> R une application
lisse qui s’annule sur U n (RP x {0}).

Alors, Uapplication induite sur la déformation au cone normal
F: O — R, définie par

~ o Z(2,0)6 sit=0
Fla.&t) = { ?F(x t&) sinon.

)
avec %Ig(x 0) = <3§ (x,0),..., ag E(2,0)) si (&, ..., &) est un systéme

de coordonnées locales de RY est lisse.

DEMONSTRATION. Le développement de Taylor de F' en 0 nous
donne la formule :

F(x,&) = F(x,0) + aa—]g(x,()).f + h(z,£).£

ou h: U —> R est une application lisse qui vérifie hA(z,0) = 0.

On a alors
F(z,t or 0 h(x,t
TP = S 0,06 + ha. 1€
qui démontre que hm 1F (x,t&) = (:E 0). O

En appliquant ce lemme coordonnées par coordonnées, on peut
prouver aisément la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.1. Soit U, U’ deuzx ouverts de RP x R?. Prenons
une application F : U — U’ vérifiant Fy(z,0) = 0, en écrivant F =
(Fy, F). )

Alors Uapplication F : QY — QU. définie par
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2 | (Fi(2,0), 2£2(2,0).£,0) sit=0
ke { (F1(x,t£),%£F2(x,t§),t) sinon.

est de classe C®.

Il est maintenant temps de dire que Papplication xz o x,' définie
par :

- _ [ (95005 (), d7 (05 0 65)(€),0) sit=0
Xp © Xal(ﬂi,f,t) = { (%gﬁ o gb;l(l‘,tf),t)ﬁ -

est une application lisse, les applications entrant en jeu étant toutes
lisses, et le recollement en t = 0 étant traité par la proposition précédente.

DEFINITION 2.1.2. Soit (M, L) un couple de variétés tel que L est
une sous-variété de M. La déformation au cone normal associé a ce
couple est la variété obtenue en munissant l’ensemble DNC(M, L) de
la structure lisse introduite ci-dessus.

EXEMPLE 2.1.1 (Cas d’'un point). Soit M une variété et v € M.
On étudie le couple (M, {x}). Le fibré normal associé est N = T, M
et la déformation au cone normal devient :

DNC(M, {z}) = T,M x {0}| |M x R*.

EXEMPLE 2.1.2. Soit M wune variété différentielle. On étudie le
couple (M, M). Le fibré normal associé a l'identité M — M est trivial
et il vient

DNC(M,M) =M x {0}| |M xR*~ M xR
en tant que variété produit.

2.1.2. Fonctorialité.

DEFINITION 2.1.3. On note 65° la catégorie dont les objets sont les
couples de variétés (M, L) ot L est une sous-variété de M et dont les
fléches entre deuz objets (M, L) et (N, P) sont les applications lisses
f: M — N telle que f(L) < P.

On veut dans cette section définir un foncteur DN C' de la catégorie
€y° vers la catégorie des variétés lisses.

Cas des ouverts de R™. Soit (U, V') un couple tel que U est un ouvert
de R" = RP x RY, et que V := U n (R? x {0}), et (U’, V') un couple tel
que U’ est un ouvert de R = R” x R?, et que V' := U’ n (R”' x {0}).

On se donne une application lisse F' : U — U’ telle que F/(V) < V'.
Cette application vérifie les hypothese de la proposition 2.1.1. On peut
alors construire une application lisse F : QY — Qgi définie par

(Fi(,0), %2 (,0).6,0) sit=0

F(z,&,t) = { (Fy(z,t8), 1 Fo(x, t€),t) sinon.
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DEFINITION 2.1.4. Définissons l’application
DNC(F): DNC(U,V) — DNC(U', V")

par .

@ZL’ . si1t =
DNC(F)(;C,g,t):{ (F(x,0), G ( ,(;) £,0) sit=0

(Fl(xaf)jlgj(l“, 1) sinon.
PROPOSITION 2.1.2. L’application
DNC(F): DNC(U,V) — DNC(U', V")
est de classe C*.

DEMONSTRATION. On rappelle que, par définition, montrer que
DNC(F) est de classe C* revient a montrer que I’application

au % pyow, vy 2 bnew, vy s o

est une application lisse. Ici, 1 et 1)’ sont les cartes locales définies dans
la section 2.1.1.1. 3

Or, justement, ¢’ c DNC(F)ot~! = F, et cette dernicre est lisse.

O

Cas général. Soit maintenant (M, L) et (N, P) deux objets de €5°,
ainsi que F': (M, L) — (N, P) une fleche entre ces objets (c’est a dire
que F(L) c P).

DEFINITION 2.1.5. On définit l’application
DNC(F): DNC(M, L) — DNC(N, P) par :

DNC(F)(m,t) = (F(m),t) sit=0
DNC(z,€,0) = (F(z), DYF(£),0) sinon,

ot DYF : (NM)y — (NP )r@) est Uapplication induite de la
différentielle D, F de F sur le fibré normal au dessus de x.

ProproSITION 2.1.3. L’application
DNC(F): DNC(M,L) — DNC(N, P)
est lisse.

DEMONSTRATION. En dehors de 0, on remarque que Papplication
est lisse.

Soit (z,&,0) € DNC(M, L). On considere une carte locale DNC(U, V)
en (z,&,0) et une carte locale DNC(U', V') en (F(x),dY F(£),0). On se
retrouve dans le cadre du début de la section 2.1.2, ce qui nous donne
le résultat. U
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On a bien construit ici un foncteur DNC' de la catégorie 65° vers
la catégorie des variétés €. Donnons maintenant une propriété du
foncteur, qui permet a 'image DNC(F') d’une fleche d’hériter des pro-
priétés de celle-ci. Il s’agit de la proposition 3.2.5 de [CRO7].

PROPOSITION 2.1.4. Soient (M, L) et (N, P) deux objets de €5°, et
F:(M,L)— (N, P) une fleche de €5°. On peut alors construire

DNC(F): DNC(M,L) — DNC(N,P)
et on a les propriétés suivantes :

— DNC(F) est une immersion si et seulement si F' : M — N
et dyF : NM — NT sont des immersions.

— DNC(F) est une submersion si et seulement si F': M — N
et dyF : NM — NY sont des submersions.

— SiG: (N,P) — (B,Q) est une autre fléche de €5°, on a :
DNC(G o F) = DNC(G) o DNC/(F).
PROPOSITION 2.1.5. Soit (M, L) un objet de €5°. La fonctorialité

de la déformation au cone normal nous donne [’existence d’un mor-
phisme d’évaluation lisse

p: DNC(M,L) — R.

DEMONSTRATION. La fonctorialité de la déformation au cone nor-
mal appliqué a la fleche inclusion de €5° :

(M, L) — (M, M)

donne 'application lisse :

DNC(M,L) — M xR

et la projection sur la deuxieme variable nous donne I'application lisse
D- O

Dans la suite, on sera amené a "restreindre” cette déformation au
cone normal & des sous-variétés (possiblement a bord). Par restreindre
a la sous-variété I de R, on entend :

DNC(M, L) == p~*(I).

On obtient directement une structure de variété sur la restriction
DNC(M,L); car p est une submersion. Si I est une variété a bord,
alors il en est de méme pour DNC(M, L)|;. Dans la suite, on va entre-
autre restreindre la déformation a 'intervalle [0, 1] pour pouvoir obtenir
des théoremes de l'indice.
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EXEMPLE 2.1.3. Soit ' ——— M un fibré vectoriel lisse et F' —— L
un sous-fibré vectoriel lisse. Alors, par fonctorialité, on obtient une
fleche :

DNC(E,F)——= DNC(M,L) .
DNC(m)

Cette application se restreint au fibré normal NE = TpE/TF en
l"application
d¥n: Nf — NM
Comme E est un fibré vectoriel, on peut identifier les fibres de son
espace tangent : pour x € K, on a : T, F ~ Tr)M x E, et dm devient
la projection sur la premiere variable. De méme, si x € L, T, F ~
TryL x F,. On peut alors réécrire lapplication ci-dessus comme le

fibré vectoriel Ty M/TL x E/F 2 TLMJTL , et ici aussi, dN7 est
la projection sur la premiere variable.

2.1.3. Groupoide adiabatique. Etant donné un groupoide de
Lie G —= M , il s’agit de faire la déformation au cone normal de G
par rapport a l'image u(M) des unités M par 'immersion u : M — G.
Par la suite, on identifiera, comme il est coutume de faire, ’espace
des unités u(M) avec l'espace des objets M. Cette construction est
naturelle comme nous allons le voir dans cette section.

DEFINITION 2.1.6. Soit G —= M wun groupoide de Lie. On définit
le groupoide adiabatique associé, noté G, comme étant le groupoide de
Lie dont l’ensemble des fliéches est DNC(G, M), déformation au cone
normal de G par rapport a M, ’ensemble des unités est M x R, et la
structure de groupoide est la suivante :

— Dapplication source s* est définie par

sz, £,0) = (x,0)
s%(y,t) = (s(7),t) pourt # 0

— Uapplication but r* est définie par

rod(z,£,0) = (x,0)
rod(y,t) = (r(7y),t) pourt #0

— la composition m®® est définie par

m®((x,€,0), (z,11,0)) = (x,€ + p,0)
m®((v,t),(6,t)) = (m(v,6),t) pourt # 0 et r(0) = s(v)

On note alors G := DNC(G, M) = A(G) u G x R*.

REMARQUE. De cette structure de groupoide, on peut déduire les
applications suivantes :
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— Uapplication unité u® :
u(z,0) = (x,0,0)
u(z,t) = (u(x),t) pourt #0

— Dapplication inverse i*¢ :

iad('l.a 67 O) = (l’, _ga O)
iy, t) = (i(7),t) pourt # 0.

PROPOSITION 2.1.6. On muni naturellement [’espace des fléches
G d’une structure de variété différentielle induite de la déformation
au cone normal. Avec cette structure de variété, le groupoide adiaba-
tique est un groupoide de Lie.

DEFINITION 2.1.7 (Action de R*). Soit un groupoide de Lie G —= M .
Alors, on peut définir une action naturelle de R* sur le groupoide adia-
batique associé.

R*[XGtom N Gtan
Avt) o — (1, )
(A 2,8,0) — (2,§/A,0)

2.1.4. Groupoide normal. Soient G —= L un groupoide de

Lie au dessus de la variété L et H —= M un groupoide de Lie au
dessus de la variété M, d’algébroides de Lie respectives AG et AH.

On considere une immersion de groupoides de Lie ¢ : G — H
telle que ¢(G) soit une sous-variété localement fermée de H. On ob-

tient une application injective induite au niveau des algébroides de Lie
¢4 AG — AH.

On se propose de définir le groupoide normal associé a I'immersion
¢, puis de lui donner une structure lisse compatible.

DEFINITION 2.1.8. On wa définir ce groupoide de Lie comme la
déformation au cone normal associée a l'tmmersion ¢ : G — H. On
obtient alors,

DNC(H,G) = TH/TG x {0}| |H x R*
un groupoide de Lie au dessus de DNC(M, L).

La structure de variété est alors donnée par la section 2.1. On rap-
pelle ici la construction.

On note N :=TH/TG le fibré normal a ¢. Soit Q2 un voisinage de
G dans N, et U, un voisinage de ¢(G) dans H. On peut introduire une
application exponentielle 0 : Q0 — U induite d’une structure rieman-
nienne sur G. Localement, on peut écrire : 0(,&) = (7v,y) ot y est la
composante transverse a ¢(G) dans son voisinage U.
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Soit  Aq :={(7,&,t)/EeN ,teR , t£ € Q} un ouwvert de N x R
et Bq =7 (7(Q)) U (U x R*) un ouwvert de DNC(H,G).

On définit ©, une bijection entre ces deux ensembles comme suit :

) (1,6,0) sit=0
00,61 = {(e(%tg),t) sit # 0.

On a ainsi construit des cartes locales (€2, 0) [HS87].

2.2. Théoreme de l’indice pour une variété compacte

2.2.1. K-théorie. Nous recommandons le lecteur avide de savoirs
sur la K-théorie de se référer entre autres a [Ati88|[Kar78]. Pour
une étude plus ciblée sur le contexte qui nous intéresse ici, a savoir, la
K-théorie des C*-algebres et la théorie de 'indice, voir [Kha09].

Les propositions suivantes sont des propriétés tres utiles pour la
suite, notamment pour les théoremes de l'indice du chapitre 3, voir
[WO93] et [Bla98]. Elles permettent de dire que le groupe K, de K-
théorie algébrique d'un groupoide de Lie libre et propre est le méme
que le groupe KV de K-théorie topologique de son espace d’orbite.

PROPOSITION 2.2.1. §i G X H sont deus groupoides de Lie Morita
équivalents, alors

Ko(C*(G)) ~ Ko(C*(H)).

PROPOSITION 2.2.2. Soit M une variété différentiable,
Alors, on a l'isomorphisme en K -théorie :

Ko(C*(M)) = K°(M)
ou M est vu a la fois comme le groupoide identité et comme une variété.

2.2.2. Théoréme de I’indice. Dans le cas du groupoide des paires
d’une variété lisse [Con79], et d’une variété a bord [CRLM14], des
théoremes de 'indice utilisant des groupoides de déformation ont été
développés. Dans ces deux cas, il s’agit dans un premier temps de définir
un morphisme d’indice pour le groupoide étudié GG, ¢’est a dire un mor-
phisme en K-théorie :

K*(A*G) — K.(G)

qui coincide avec l'indice des opérateurs pseudo-différentiels. Ensuite,
on définit un autre morphisme de K-théorie, dit topologique, qui quant
a lui proviendra d’éléments purement topologiques. Une formule coho-
mologique a d’ailleurs été introduite dans les deux références ci-dessus
pour calculer cet indice. Le théoreme de l'indice consiste alors a prou-
ver que ces deux indices sont les mémes.
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Pour faire cela, il y a un schéma commun aux deux cas, ainsi qu’au
cas des familles développé dans le chapitre 3. Il s’agit de définir un
groupoide de déformation (le groupoide tangent d’A. Connes) qui per-
met d’introduire le morphisme d’indice analytique comme la composée

evg

K*(A*G) «— K.(C*(Gan)) m— K. (C*(G)) .

evy

Ensuite, on applique les isomorphismes de Connes-Thom [Con79]
introduit ci-apres, et enfin on utilise les isomorphismes des groupes de
K-théorie algébriques vers les groupes de K-théorie topologiques des
espaces d’orbites respectifs.

Commencons donc par définir les isomorphismes de Connes-Thom.

2.2.2.1. Isomorphisme de Connes-Thom.

PROPOSITION 2.2.3. Soit G == M wun groupoide de Lie et h :

G — RN un morphisme de groupoides de Lie de G vers le groupoide
du groupe additif R .

Considérons le groupoide associé G x;, RN, définit dans la section
1.1.2. On note :

Gh =G X p RN.
En K-théorie, si N est pair, on a l'isomorphisme naturel de Connes-

Thom :

CTy, : Ko(C*(G)) — Ko(C*(G xj, RY))

tel que,
(i) si h =0, alors G x;, RN = G xRN et CTy est l'isomorphisme
de Bott.
(ii) si G est un espace, alors CT), coincide avec lisomorphisme
de Thom.

Comme proposé dans [CRLM14] par Carrillo-Lescure-Monthubert,
on va donner une construction explicite de I'isomorphisme de Thom afin
de pouvoir I'utiliser.

Définissons d’abord un morphisme du groupoide produit G x [0, 1]
vers le groupoide R¥ :

H : Gx|[0,1] — RY
(v,t)  — th(v)
qui donne une homotopie entre le morphisme nul et le morphisme h.

On construit le groupoide de Lie Gy := (G x [0,1]) xzg RY au
dessus de M x [0, 1] comme le produit semi-direct du groupoide produit
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G x [0,1] par RY. En rappelant la forme de 'application source
su(y,t,X) = (s(y),t, X + th(~)), on peut avancer que
(GH)\t:O =G x RN et (GH)|t:1 = Gh.

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme suivant, correspondant
au lemme 2.8 de [CRLM14].

LEMME. Il y a un isomorphisme entre la restriction de Gy a |0, 1]
et le groupoide produit G, x]0,1]. Cela ameéne donc a la contractilité

de C*<<GH)|]O71]) ~ C*<Gh><]0, 1])

DEMONSTRATION. On définit le morphisme de groupoides de Lie
suivant :

GhX]O, 1] GH)‘

|

M x RNx]0,1] —— M x]0,1] x RY

défini par 0(~, X, t) = (v,t,tX) au niveau des fleches, et 0(x, X, t) =
(x,t,tX) au niveau des objets. Le fait qu’il soit un morphisme de

groupoides de Lie ainsi que la construction de son inverse est immédiat.
O

Vient alors un résultat tres classique dans la théorie de I'indice.

LEMME. Le morphisme induit de la restriction eq a M x {0} x RY
en K-théorie est un isomorphisme,
e :

Ko(C*(Gr)) 2L Ko (C*(G x RYY).

DEMONSTRATION. L’ensemble M x {0} x RY est un fermé saturé
de M x [0, 1] x RY par rapport & G, donc on a la suite exacte courte
suivante :

0 —— C*(Gpx]0,1]) — C*(Gy) ——= C*(G x RN) —— 0

oll ey est la complétion du morphisme de restriction & M x {0} x RY
sur I’ensemble des fonctions lisses a support compact de Gp.

Alinsi, on obtient la suite exacte longue en K-théorie associée a cette
suite exacte courte :

Ko(C*(Gyx10,1])) —— Ko(C*(Gr)) —= Ko(C*(G x RYY)

T |
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Or, comme C* (G}, x]0, 1]) est contractile, on obtient I'isomorphisme

Ko(C*(Gr)) 2L Ko(CH (G x RY))

O
Ainsi, on obtient un morphisme de déformation Dy, en faisant la
composition

Du:  Ko(C*G x RM) 5 Ko (0(Gu)) 221 Ko(CH(G)) -

DEFINITION 2.2.1. On peut alors définir le morphisme de Connes-
Thom CTy, associé au morphisme de groupoides de Lie h comme étant
la composition des morphismes suivants :

CTy,

Ko(C*(@)) Ko(C*(Gh))

m /

Ko(C*(G x RY)

Par construction, il est naturel, et il généralise 'isomorphisme de
Bott, dans le sens ou si h = 0, C'Ty = Bott.

COROLLAIRE 2.2.1. Considérons le groupoide adiabatique DNC(G, M)
au dessus de M x R associé a G, et nommons G'" sa restriction au
fermé saturé M x [0,1]. Cette construction étant naturelle, nous pou-
vons aussi appliquer le foncteur DNC' au morphisme h, pour obtenir
un morphisme de groupoides de Lie de G'™ vers DNC(RM,{0}) =
RY x [0, 1] puis projeter sur la premiére variable. On obtient alors un
morphisme

Wt Gl — RY.

qui se restreint en deux morphismes remarquables

AG
[\

€eo

Gtan hr RN
ell /
G

On lui associe, comme plus haut, le produit semi-direct G*" x 7 RV .

Remarquons que l'on peut évaluer ici aussi les éléments de C*(G"™)
en 0 ou en 1, afin d’obtenir les morphismes ”évaluation”™ suivants :

C*(AG) +=— C*(Gl*) Z— C*(@)
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De méme, on évalue les éléments de C*(G'™ x,r RY) :
C*(AG xpy RY) <2 C*(G1 ), RY) 2 C*(G x5, RY)

Enfin, la naturalité du morphisme de Connes-Thom nous donne la
commutativité du diagramme suivant :

Ko(C*(AQ)) & Ko(C*(Gtam)) L Ko(C*(Q))

glCT;LO :lCThT :J/CT;L

Ko(C*(AG xp, RY)) W Ko(C*(G'™ xp,p RY)) F Ko(C*(G xp RY)).

2.2.2.2. Théoréme de l’indice. Afin de construire l'indice topolo-
gique associé a la géométrie de G, il serait bien de pouvoir envoyer nos
groupes de K-théorie des C'*-algebres sur des groupes de K-théorie to-
pologique. Il y a un isomorphisme de groupe tres pratique pour faire
ce lien :

Ko(Co(H)) ~ K°(H)

ou H est un espace (groupoide identité, voir 1.1.2.2) | et Cyo(H) est
I’algebre des fonctions sur H qui s’annulent & 'infini, muni de la mul-
tiplication ponctuelle en guise de convolution.

Premierement, comme AG est un fibré vectoriel, on peut appliquer
I’isomorphisme de Fourier

F : (C*(AG),*) — (Co(A*G),.)

qui envoie la C*-algebre de ’algébroide de Lie vue comme groupoide de
Lie AG, sur I’algebre des fonctions continues sur son dual qui s’annulent
a l'infini. 11 envoie également la convolution du premier ensemble sur
la multiplication ponctuelle du deuxieme.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme en K-théorie :

Ko(CH(AG)) = Ko(Co(A*G)) = KO(A*G).

Ensuite, on peut également utiliser la proposition 2.2.1, en mon-
trant que les groupoides de produit semi-directs de la ligne du bas du
diagramme précédent sont Morita-équivalents a des groupoides identité
(aussi appelés "espaces”). Pour ce faire, il suffirait que ces groupoides
en question soient libres et propres et on pourrait appliquer la pro-
position 1.1.5 pour dire qu’ils sont Morita-équivalents a leur espace
d’orbite. On aurait alors, si G —= M est libre et propre,

Ko(C*(G)) — Ko(Co(Orbe(M))) — K°(Orb(M)).

2.2.2.3. Théoreme de l'indice pour une variété compacte lisse. Voici
donc une idée des constructions de Connes [Con79] pour énoncer le
théoreme de l'indice en utilisant le groupoide des paires d’une variété
compacte lisse.
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Ici, le groupoide de Lie étudié est donc le groupoide des paires
M x M. On rappelle que son algébroide de Lie est le fibré tangent
TM muni du crochet de Lie usuel sur ’ensemble de ses sections. On
rappelle également que le groupoide tangent du groupoide des paires
est le suivant :

Gran = TM x {0} | M x Mx]0,1]
qui est muni des évaluations en 0 et en 1 (entre autres), notées respec-

tivement eg et e;.

DEFINITION 2.2.2. L’indice analytique de M est le morphisme en
K-théorie suivant :

Ind, : K°(T*M) — Z
défini comme étant la composée des applications :

— ["inverse du morphisme induit en K-théorie de ['isomorphisme
de Fourier des C*-algébres :

F1 KN T*M) — Ko(C*(TM)).
— linverse du morphisme induit en K-théorie de e :
[eo] ™' 2 Ko(C*(TM)) — Ko(C*(Gran)).
C’est un isomorphisme pour des raisons de contractilité.
— le morphisme induit en K-théorie de e; :
Ko(C*(Gan)) — Ko(C*(M x M)).
— le morphisme induit du fait que le groupoide des paires est
Morita équivalent a un point
Ko(C*(M x M)) — K°({point}) ~ Z.
Afin de définir le morphisme d’indice topologique, nous devons
maintenant suivre plusieurs étapes. Plongeons d’abord M dans un es-

pace RV, pour N pair. On note j : M — R" ce plongement.
On définit alors un morphisme de groupoides de Lie

h : MxM — RN
(z,y) = jl@)—jy).

Ce morphisme en induit un autre

ho := A(h) : TM — RY
défini par ho(z,V) = d,j(V) via application du foncteur A qui
associe a un groupoide de Lie son algébroide de Lie (voir la section
1.2.4). De méme, il induit un morphisme :

h" = pri o DNC(h) : Gigp —> RN
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via application du foncteur DNC' qui est défini dans la section 2.1.7.

On obtient donc les isomorphismes de Connes-Thom suivants :

Ko(C*(TM)) — Ko(C*(Gtan)) S EN Ko(C*(M x M))

ZJ(CT}LO :J/CThT :J/CT;L

Ko(C*(TM xp, RN)) T Ko(C*(Gtan Xpyp RY)) ﬁ Ko(C*¥(M x M xj, RY)).
(=16 €1

Introduisons la proposition suivante, afin de donner une autre ligne
d’isomorphisme a ce diagramme.

PROPOSITION 2.2.4. Le groupoide de Lie (M x M) x;, RN est libre
et propre.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que ses groupes d’isotro-
pie sont triviaux.
En effet, pour (z, X) e M x RY, son groupe d’isotropie est :

(M x M) x RV = {(2,2, X)}

Le groupoide est ainsi libre.

Montrons maintenant que c’est un groupoide de Lie propre. Par
définition, on montre que 'application lisse

(5,7) : (M x M) x RY — (M x RY) x (M x RY)

est propre.

Une base des compacts de I'espace d’arrivé est constitué des pro-
duits de compacts K x B, x K’ x By, ou K et K’ sont des compacts de
M et B, est une notation pour la boule fermée centrée en 0 de rayon
a > 0. On va donc prouver le résultat pour un élément de cette base
de compacts.

Soit F'= K x B, x K’ x By un compact de 'espace d’arrivée.

Alors

(s,7)7HF) = Al@,y. X) | (2, X +(x) —jy) € K x B,
et (y,X)e K' x By}
Ainsi , on a
(s,7) Y (F)c{(z,y,X) |ze K, ye K et |X| <d}c KxK'xBy.
Donc (s,7)"}(F) étant un fermé (par continuité de (s,r)) dans un

compact, il est compact, ce qui prouve que le groupoide de Lie est
propre. O

PROPOSITION 2.2.5. Le groupoide de Lie TM x RN est libre et
propre.
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DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que ses groupes d’isotro-
pie sont triviaux.
En effet, pour (z, X) e M x RY, son groupe d’isotropie est :

(TM x RV = {(2,V, X) | X +dyj(V) = X}.

Or, comme j : M — RY est une immersion (c’est méme un plon-
gement), on peut réécrire les groupes d’isotropies :
X
(TM < RN)) = {(2,0, X)}.
Le groupoide est donc libre.

Montrons maintenant que c’est un groupoide de Lie propre. Par

définition, on montre que 'application lisse
(5,7) : TM x RN — (M x R™) x (M x RY)

est propre. Pour ce faire, on choisit une métrique sur T'M telle que d,j
soit une isométrie pour tout x € M.

De méme que dans la proposition précédente, une base des compacts
de 'espace d’arrivé est constitué des produits de compacts
K x B, x K' x By, ou K et K’ sont des compacts de M et B, est une
notation pour la boule fermée centrée en 0 de rayon a > 0. On va donc
prouver le résultat pour un élément de cette base de compacts.

Soit F'= K x B, x K’ x By un compact de 'espace d’arrivée.
Alors

(8,7)"HF) = {(=,V,X) | (£, X + daj(V)) € K x Bg et (z,X) € K' x By}

Ainsi , on a
(5, ) Y F)c {(z,V,X) |z e K, e K, | X +dej(V)| <aet|X|<d},

d’ou
(5,7 H(F)c K x K' x Bypa.
Donc (s,7) ' (F) étant un fermé (par continuité de (s,r)) dans un

compact, il est compact, ce qui prouve que le groupoide de Lie est
propre. 0

Ainsi, nous pouvons dire que les groupoide de Lie (M x M) x RY
et TM x RY sont Morita équivalents a leur espace d’orbite, de méme
pour Gian X RY par fonctorialité.

PROPOSITION 2.2.6. Nous avons les identifications des espaces d’or-
bites suivantes :
— L’espace d’orbite Orby; vwry (M x RY) est RV,

— L’espace d’orbite Orbrypy (M x RY) est le fibré normal
TRYN/TM associé a l'immersion j.
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— Par fonctorialité, ’espace d’orbite Orbg,,, «rv (M x [0,1] x
RY) est la déformation au cone normal DNC(RY | M) induite
de l'immersion j.

DEFINITION 2.2.3. On définit ainsi un morphisme d’indice topolo-

gique
Ind, : KY(T*M) — 7Z

comme la composée des morphismes en K-théorie suivants :
— le morphisme de Thom
Thom : K°(T*M) — K°(TR"™ /T M)
associé aux fibrés
T*M — M «— TRY /TM
— le morphisme composé
KY(TRY/TM) +— K°(DNC(RY, M)) — K°(RY)
qui coincide avec le push-forward j! de j,
— et linverse du morphisme de Bott du groupoide réduit a un
point :
Bott™ : K°(RY) — K°({point}) ~ Z.
Maintenant que I’'on a défini tous les éléments requis, on peut énoncer
le théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer :
THEOREME 2.2.1. L’indice analytique et lindice topologique de M
sont égauz. C’est a dire :
Ind, = Ind,.

DEMONSTRATION. En effet, cette section prouve que le diagramme
suivant est commutatif, et ce dernier clos la démonstration.

F € e
Ka(T*M) 21— Ku(TM) 42— Ky (Gran) ——— Kx(M x M)'— 7
~ | CTy, ~| CTh, CTy,
eQ €1
Kx (Ho) ¢ Koy (Hy) —— s Ky (H))
Thom Bott—1
~ | M ~ [ M ~ (M

K*(TRN /TM) <o K*(DNC(RN, M)) —— K*(RN)

o Hy = Gian xRY et H; pour i = 0, 1 sont ses évaluations en 0 et en
1. Elliot-Natsume-Nest montrent dans [ENN88] que I'isomorphisme de
Connes-Thom comme proposé ici coincide avec celui définit par Connes,
généralisant l'isomorphisme de Thom dans [Con79]. O



Chapitre 3

Blups de Debord-Skandalis

Le blow up, ou Blup, que 'on doit a C. Debord et G. Skanda-
lis dans [DS17], est une construction tres récente qui est le quotient
d’une action de R* sur une déformation au cone normal. Elle peut étre
appliquée aux groupoides de Lie afin d’obtenir un groupoide tres parti-
culier qui, on le verra dans cette section, va synthétiser une géométrie
donnée. De plus, en s’appuyant sur la déformation au cone normal, on
montrera que cette construction est fonctorielle.

3.1. Définition

PROPOSITION 3.1.1 (Action de R* sur la déformation au cone nor-
mal). Soit (M, L) un couple de variétés C*. L’application définie par
R*x DNC(M,L) — DNC(M,L)
(A, (v, 1)) — (Y, A1) pour t # 0
est une action différentielle.

DEMONSTRATION. En dehors de ¢t = 0, action est trés connue. 11
s’agit de I'action par multiplication a gauche sur R*. Intéressons nous
au cas proche de t = 0.

Soit # € L et U un voisinage de x dans M. On pose V := U n L.
On peut donc construire 'ouvert DNC(U,V) de DNC(M, L) qui va
former une carte locale muni de 'homéomorphisme

0 : — DNCU,V)
(z,&,t) — (0(z,18),1),
ou on rappelle que 6 : Q@ — U est un difféomorphisme entre un voi-
sinage €2 de la section nulle du cone normal NM et un voisinage U de
L dans M qui est I'identité sur la section nulle. On rappelle également
que

Q= {(z,&,t) e NY | O(x,t€) e U},

Tout ceci étant dit, on peut écrire le diagramme trivialement com-
mutatif suivant, qui va clore la démonstration :

R* x DNC(U,V) —— DNC(U,V)

axo| |

R* x O — QU

59
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ou la ligne du haut correspond a l’action définie dans la proposition
tandis que la ligne du bas correspond a l'action de R* sur N¥ par

Az, 6t) = (2, N71E N). O
PROPOSITION 3.1.2. L’action de R* sur [’ouvert
DNC(M, L) := DNC(M, L)\(L x R)
de la déformation au cone normal DNC(M, L) est libre et propre.

DEFINITION 3.1.1. Soit (M, L) un couple de variétés lisses. On
définit le Blup de Debord-Skandalis de L dans M par la variété quo-
tient : .

Blup(M,L) = DNC(M, L)/R*.

REMARQUE. En fait, on peut réécrire ce quotient comme la réunion
disjointe de la variété M\L et de l’espace total du fibré vectoriel P(NM)
de lespace projectif du fibré normal du couple (M, L).

En effet, DNC(M, L) = (T,M/TL)\(Lx{0)}| | M\LxR* et si l'on
étudie les espaces d’orbites de l'action de R*, on obtient le résultat :

Blup(M, L) = BP(N}")| | M\L.

ExXEMPLE 3.1.1.
Soit N un entier. On va considérer le couple (RN, RY=1). D’apreés la
remarque qui précede, le blow up associé a ce couple est la réunion dis-
jointe entre l’espace projectif P(Nﬂﬂgvv,l) et ouvert RNMRN"L. Or, Ies-
pace projectif est isomorphe ¢ RN™! car les fibres sont triviales. Plon-
geons le donc dans RN par le plongement x — (x,0) et considérons
Uapplication :

7 . DNCRY,RN\(RV!xR) — RN1xR
(,0) sit=0
(z,9,1) { (z,yt) sinon.

Tout d’abord, on remarque que w est lisse en tant que composée de
la carte globale v définie dans la section 2.1.1.1 avec la fonction passage
au quotient de RN~ x R* x R par laction \.(z,y,t) = (z,\"1y, \t),
c’est a dire 'application :

RV xR*xR — RV
(x,y,t) —  (x,yt).

On remarque ensuite que T est surjective comme composée d’appli-
cations surjectives et on vérifie qu’elle passe au quotient :
m(z,y,t) = w(z, ATy, M) = (z,yt) et m(z,A71y,0) = w(z,y,0) =
(x,0).

On obtient ainsi :

Blup(RY, RV ~ RY,
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EXEMPLE 3.1.2. On considére un couple (M, L) ou L est une hyper-
surface (sous-variété de codimension 1) de M munie d’une fonction de
définition p : M — R. Il existe un voisinage U de L et une rétraction
lisse m: U — L tels que l'on a le difféomorphisme

U — LxR
. — (7(z),p(z)).
Cela nous donne la décomposition de [’espace tangent en un point
relU:
Ty M ~ T L x Ty»)R.

Ainsi, pour v € L, T,M ~T,L x ToR ~T,L xR et le fibré normal
T M/TL s’identifie au fibré trivial L x R.

Enfin,
Blup(M,L) =P(TyM/TL) u (M\L) ~ L (M\L) ~

3.2. Fonctorialité

DEFINITION 3.2.1. Soit f : (M,L) — (N, P) une fléche de €5°.
Par fonctorialité de la déformation au cone normal, on peut définir
une application lisse DNC(f): DNC(M,L) — DNC(N, P).

On pose Up = DNC(M, L)\DNC(f)"*(P xR). Comme l’action de
R* commute avec f, on obtient par passage au quotient :

Blup(f) : Blups(M, L) — Blup(N, P)
ot Blups(M, L) = Us/R*, définie par les formules :

Blup(f)(x) = f(x) siw € (M\L)
Blup(f)(, [€]) = (f(x), [dY f()])  sinon.

REMARQUE. On vérifie que L x R ¢ DNC(f)™ (P x R), ce qui
permet d’écrire sans encombres DNC(f) : Us — DNC(N, P)\(PxR)
avant de passer au quotient.

ProrosiTION 3.2.1. Soit g : (M,L) — (N,P) et f: (N,P) —
(B, Q) deuz fleches de €5°.

Alors Im(Blup(g)) < Blupy et on a Blup(f o g) = Blup(f) o
Blup(g).

Blup(fog)

Blupy, (M, L) Blup(B, Q)

%%

Blup¢(N, P)
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DEMONSTRATION. Tout d’abord, montrons que la composée de
Blup(f) et Blup(g) est bien définie. Par fonctorialité de la déformation
au cone normal, on a la composition DNC(f o g) de morphisme de
groupoides de Lie :

DNC(g DNC(f
pne, L) XY pve, Py X Yo e s, o)
Les inclusions suivantes, provenant de la définition de morphisme de
couple de variétés, nous permettent de passer chacune des applications
séparément au quotient (apres restriction) :

PxRc DNC(f)™HQ x R)
LxRc DNC(g9) *(p x R).

De méme, L x R €« DNC(g)""(DNC(f) " (Q x R)) = DNC(f o
g) 71 (Q x R) de manicre immédiate.

D’ot, avec la notation U, = DNC(M, L)\DNC(g)"'(P x R) et
U=DNC(B,Q)\(Q x R), on a les restrictions :

DNC(g) .. DNC(f)
Ufog —> Up—=U

On peut maintenant quotienter par ’action de R* qui est libre et
propre sur U,Us et Uyo4, pour donner le morphisme :

Blup(f o g) : Blupgoy(M, L) — Blups(N, P) — Blup(B, Q).
On peut vérifier la formule du Blup "en 07 :

Blup(f o g)(z,[€]) = (fog(a),[d}(fo )(5)])

(f(g(2)), [d} ( Ya()])
Blup(f )9( ) [ 9()])
= Blup(f) o Blup(g).

3.3. Blup de groupoides de Lie de Debord-Skandalis

On va utiliser ici la fonctorialité du Blup de Debord-Skandalis pour
les variétés afin de construire un groupoide de Lie en tant que Blow up
de groupoides de Lie.

Soit G #& M un groupoide de Lie, et F' —= L un sous-groupoide

de Lie fermé de G.
On sait que I'on peut alors construire le groupoide normal associé :

DNC(G, F)2Y'DNC(M, L) .
DNC(r)
Considérons le sous-groupoide ouvert

DNC(G, F) := DNC(G, F)\ (DNC(S)*(L x R)| JDNC(r) (L x ]R))
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de DNC(G, F'), obtenu par restriction a l'ouvert saturé
DNC(M,L)\(L  R).

PROPOSITION 3.3.1. L’action de R* sur m(G, F) est libre et
propre.

Ainsi, l'ouvert Blup, s(G, F') := W(G, F)/p* de Blup(G, F) est
également une variété. La fonctorialité de la construction nous donne
alors toute la structure de groupoide de Lie, comme stipulé ci-apres.

PROPOSITION 3.3.2. Blup, (G, F') est un groupoide de Lie au des-
sus de Blup(M, L), de source Blup(s), de but Blup(r), de composition
Blup(m), d’unité Blup(u) et d’inverse Blup(i).

La fonctorialité de cette construction provient de celle de la déformation
au cone normal de groupoides de Lie.

La proposition suivante, permet de voir ’algébroide de Lie du Blup
de groupoides de Lie comme un Blup. Pour plus de détails, voir [DS17].

PROPOSITION 3.3.3. Les foncteurs A et Blup commutent dans le
sens suivant. Soit (G, F) un couple de groupoides de Lie comme dans
la partie précédente. Alors, on a :

A(Blup, (G, F)) = Blup(A(G), A(F))

REMARQUE. Cette proposition est tres utile. En effet, elle peut s’in-
terpréter de la fagon suivante.

Soit (M, L) un couple de variétés tel que L soit une sous-variété de
M, et l’on se muni d’un algébroide de Lie A — M au dessus de M,
et d’un algébroide B — L au dessus de L tels que B < Ajp.

Awvec ces données, on sait que [’ensemble

9 = {s section de A telle que sy soit une section de B}

est un module projectif de type fini, donc il correspond aux sections
d’un algébroide de Lie (aux sections d’un fibré vectoriel par Serre-
Swan qui hérite des structures d’algébroide de Lie de A et B). Cet
algébroide de Lie sera un bon moyen de modéliser la géométrie donnée
par A et B mais il ne suffit pas car il ne donne que des informa-
tions infinitésimales. Il serait également bien de pouvoir l'intégrer en un
groupoide de Lie. C’est ici que la proposition entre en jeu. En fait, un
algébroide dont ’ensemble des sections est 9 peut étre Blup(A, B) —
Blup(M, L), et la proposition dit qu’il peut étre intégré en un groupoide
de Lie Blup, (G, F) si A et B sont euz-méme intégrables en G et F
respectivement.

EXEMPLE 3.3.1 (Groupoide du b-calcul). Considérons une variété
M munie d’une sous-variété L de codimension 1. On suppose qu’il
existe une fonction de définition p : M — R de L. C’est a dire que
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p est une submersion en 0 et on a p~*(0) = L et p~'(R*) = M. On
rappelle que dans ce cadre, Blup(M, L) ~ M.

Considérons maintenant linclusion de groupoides de Lie :
LxLc M x M.

On en construit le Blup de groupoides de Lie :

Blup, (M x M,L x L) —= M

que [’on va voir plus en détails.
Par construction, on décompose cet espace en la réunion disjointe

entre ’espace quotient (NKXLM)/N et la variété M x M, ou

NMXM-. . N MxM (st_l(L x {0}) udVr Y (L x {0})) .
et ~ représente l'action naturelle de R* sur la déformation au cone

normal.
Plus spécifiquement, comme NiWXXLM ~ (Lx L) xR? apres trivialisa-

tion du fibré normal de l'inclusion L < M, on obtient une description
détaillée de ce groupoide de Lie :

Blupyo(M x M,L x L) ~ L x L x R*| | M x M.

C’est le groupoide du b-calcul. Les sections de son algébroide de Lie
sont les champs de vecteurs de T'M tangents a T'L sur L.

EXEMPLE 3.3.2. Soit M une variété, et L une sous-variété munie
d’une fibration ¢ : L — B.
Une inclusion de groupoides de Lie est intéressante a considérer :

LxL—MxM
|l
L—— M

Elle va définir le groupoide de Lie suivant :
Blup, (M x M,L x L) —= M
¢

qui a pour section d’algébroide les champs de vecteurs de T'M qui,
restreints a L sont des sections de TyL.

EXEMPLE 3.3.3. Soit L une sous-variété de M, on considére ['in-
clusion de groupoides de Lie
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L—MxM

I

L—— M.

Le groupoide que [’on en tire
Blup, s(M x M,L) —= M

aura pour section d’algébroide les champs de vecteurs de T'M nuls sur
L.

PROPOSITION 3.3.4. Soit G un groupoide de Lie immergé dans un
autre groupoide de Lie H.
Alors les groupoides de Lie

DNC(H,G) x R* == DNC(H®, GO\ (GO x R)

et
Blup, ,(H,G) == Blup(H®,G©)

sont Morita équivalents.

DEMONSTRATION. On applique la proposition 1.1.1 pour l'action
canonique de R* sur la déformation au cone normal qui, restreinte au
sous-groupoide de Lie saturé DNC(H, G) est libre et propre. O

EXEMPLE 3.3.4. Soit H —= M wun groupoide de Lie et G —= L
un sous-groupoide de Lie de H. Alors, d’aprées la section 2.1.8, la
déformation au cone normal associée au couple (H,G) s’écrit :

DNC(H,G) = N§ x {0}|_|H x R*,

ou N& est le fibré normal associé a immersion G —— H . On peut
alors écrire le groupoide de Lie Blup, s(H,G) comme la réunion dis-
jointe de l’espace projectif P(NY) et du sous-groupoide de Lie ouvert
HY. On a noté ici U := M\L.

Blup, ,(H,G) = P(NZ)| |H].

3.4. Blups, b-groupoides et morphismes vers RY

Dans cette section et dans le reste de cette these on va supposer N
pair. .

Dans cette section, on va considérer une variété lisse M et une
sous-variété L de codimension 1 définie par une fonction de définition *

1. Clest a dire L = p~1({0}) et dup(V) # 0 for all z € L and V € T, M vecteur
non nul.
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(distance au bord) p : M — R. Nous allons noter M := p~'(R*).

Nous allons ensuite considérer la situation suivante. Soit Gy =3 M
un groupoide de Lie avec un sous groupoide de Lie G; =3 L. Nous
supposons qu’il existe un morphisme de groupoides de Lie

hQIGQHRNXRN

avec RY x RY le groupoide des paires compatible avec p dans le sens
ou la restriction de hy & G|y est un morphisme a valeurs dans

RV x R, x R¥=1 x R, et dont la restriction & G; donne un (sous-)
morphisme hy : G; — RY¥~1 x R¥~!. Nous résumons cette situation
dans le diagramme suivant

(1) Gy —2 L RN x RY

[

h
Gy —— RN71 x RN

ou les fleches verticales représentent les inclusions de groupoides (on
supposera toujours dans cette these, sauf indication du contraire que
RN est identifié & RV=! x {0} dans RY).

La fonctorialité du Blup nous donne de maniere immeédiate un mor-
phisme de groupoides de Lie

(2) Blup, (G2, Gy) Blup(hz) Blupm(RN x RV RN~ « RN’l)

Maintenant, on va considérer la restriction de ce morphisme a des
groupoides définis de la maniere suivante :

DEFINITION 3.4.1. Le b-groupoide associé a un couple (G, Gy)
comme ci-dessus est par définition la restriction a M de la composante
s-connexe de Blup, ;(G2,G1). On le note par

(3) Fb(Gg,Gl) = Blup?s(Gg,Gl)]M = M

ot Blupy, ,(Go, G1) est le groupoide composante s-conneze de

Blup, (G2, Gy).
Nous allons considérer ensuite le morphisme de groupoides de Lie
(4) Fb(G27 Gl) i) RN?

ot RV est vu comme groupe additif et donné par la composé de
['(hs) := Blup(hs)|r,(Gs,¢) suivi du morphisme de groupoide de Lie

(5) T,(RY x RY RV x RN-1) v, RV,

défini en (3.4) dans [CRLM14] et donné explicitement par les formules
suivantes :



67

Pour (z,y) € RM\RM~! x RM\RN L

x
hn(z,y) = (xy_1 — ?JN—lalOg(_N))
Yn

ota = (an_1,ay) € RN xRy, et pour (a,b, @) € RN ! x RV7L x R* |
hN<a7 bv O‘) = (a - b7 log(a))

Nous pouvons donc considérer le groupoide produit semi-direct

(6) [y (Go, Gy) x5, RN 3 M x RY.

Nous allons nous intéresser dans la suite a certains cas de couples
(G2, G1) comme ci-dessus pour lesquels on ait des morphismes vers
(RY x RN RN=1 x RV tels que le groupoide produit semi-direct (6)
soit libre et propre. Le résultat suivant est dans cette direction. Il nous
permettra dans le chapitre 4 de calculer topologiquement les groupes
de K-théorie associés a ces Blups et encore plus de calculer topologique-
ment des morphismes d’indice. Mais avant cela, un peu de terminologie
s'impose.

On rappelle ce que I'on entend par morphisme injectif de groupoides
de Lie :

DEFINITION 3.4.2. Un morphisme de groupoides de Lie
h : G — H est injectif si h(y) = x avec x une unité de H implique
que 7y est une unité de G.

REMARQUE. Un morphisme de groupoides de Lie injectif n’est pas
forcément injectif en tant que morphisme d’ensemble. Ce sont deux
notions différentes.

DEFINITION 3.4.3. Considérons une donnée comme ci-dessous

(7) Gy —2 L RN x RV

I

Gy —s RN-1 5 RN
Nous notons par (Gy, G1, ha, hy) cette donnée. Nous allons dire que le
quadruplé est b-principal si le morphisme

8) Ty(Ga, G1) %) Ty(RY x RN, RV~ x RV-1)

est un morphisme fermé et injectif en tant que morphisme de groupoides

de Lie.

PROPOSITION 3.4.1. Supposons que nous avons un quadruplé
(G, Gy, ha, hy) b-principal comme ci-dessus. Alors le groupoide produit
semi-direct
Fb(GQ, G1> Xn RN
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est un groupoide de Lie libre et propre.

DEMONSTRATION. Par hypothese le morphisme h, défini comme la
composée

Ty(Ga, G1) 22 (RN x RN, RN-1 x RN-1) 2%, RN

est un morphisme injectif en tant que morphisme de groupoides de Lie
et donc le groupoide 'y (G, Gy) xj, RY est libre.

Il reste donc a montrer, d’apres le critere de Tu 1.1.4, que 'appli-
cation

Ty(Ga, G1) xn RY T2 (M x RV x (M x RY)
est fermé sachant que 'application analogue pour le groupoide
[p(RY x RY RV x RV xRN Test (d’apres le lemme 3.3 dans
[CRLM14] le groupoide

[y(RY x RY, RV RV iy,  RY

est libre et propre) et que I'(hs) est un morphisme fermé et injectif en
tant que morphisme de groupoides de Lie.
On peut résumer cela dans la situation générale suivante. Soit

GLHLI

une composée de morphismes de groupoides de Lie avec # morphisme
fermé et injectif en tant que morphisme de groupoides de Lie, et tel que
le groupoide produit semi-direct H x4 I est libre et propre. Montrons
que I'application

Gwn I (Go xp I) % (G x5, 1)
est fermée, ou h = ¢ o 6. Pour le faire, considérons le morphisme de
groupoides
G Xp I —6> H X I

donnée par 5(7, L) = (0(7),1) et 90(13, t) = ((Bo(x),¢)) pour (v,t) €
G xp I et (z,1) € Gy xy, I. Nous avons le diagramme commutatif
suivant de fonctions continues

(r,s)
(9) GD(h[—>(GQXIO[)X(G0X[O[)

[ é() Xé()

HK¢[—)>(HO X[O[)X(HO XIO[)

TS

avec la fonction verticale de gauche et la fonction horizontale du bas
fermées, ainsi que la fonction verticale de droite injective. Un calcul
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élémentaire montre que la fonction horizontale du haut est fermée.
Ceci conclut la démonstration. O

L’Intéréet d’avoir des groupoides libres et propres dans cette these
sera de pouvoir calculer des indices via des groupes de K-théorie topolo-
gique des espaces topologiques (méme des variétés dans notre contexte).
On peut donner déja un exemple de résultat dans cette direction :

COROLLAIRE 3.4.1. Soit (G, G1) un couple formé d’un groupoide
de Lie Gy et d’un sous-groupoide de Lie G1 comme ci-dessus. Supposons
qu’il existe un couple de morphismes (hy, hy) dans (RY x RN RN=1 x
RY=Y) tel que (G, Gy, ho, hy) est b-principal, alors 'espace d’orbites
Orb(Ty(Ga, G1) x5 RY) est une variété C* a bord et on a un isomor-
phisme (I'isomorphisme de Connes-Thom) :

K, (C*(Ty(Ga, G1))) ~ Kify (Orb(Ty(Ga, Gh) wp RY)).

Dans la suite nous allons calculer aussi des morphismes d’indice, il
va donc falloir calculer aussi des groupes de K-théorie des groupoides
produit semi-directs associés aux groupoides tangents et/ou de
déformation.

En fait, si G est un groupoide de Lie muni d’un morphisme de
groupoides de Lie h : G — RY, alors, par fonctorialité, on a un mor-
phisme de groupoides de Lie A” : G**" — R donné par la composition
du morphisme tangent h'®" suivi de la projection RY x [0,1] — RY
(une fois (RY)%" identifié & RY x [0, 1]). Dans le cadre des b-groupoides
ci-dessus, on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.4.2. Pour un quadruplé (Gs, Gy, ho, hy) b-principal
comme ci-dessus, on a que le groupoide

(10) [y (G, G1)™ xpr RY
est libre et propre.
DEMONSTRATION. La proposition précédente donne que
[y (Ga, G1) Xy, RN

est libre et propre.

Maintenant, un calcul direct (analogue a celui du lemme 3.4 dans
[CRLM14]) donne que (AGsy, AGy, A(h2), A(hy)) est b-principal et
donc

Ty (AGs, AGY) X1, (ama) RY,
ou encore (d’apres la proposition 3.3.3)

A(Fb(GQ, Gl)) 'XA(h) RN

est libre et propre. Nous pouvons maintenant appliquer directement la
proposition A.5 de [CRLM14]. O



70

Plus généralement, on va s’intéresser dans le chapitre suivant aux
couples (G, Gy) comme ci-dessus tels qu’on puisse trouver un mor-
phisme

(11) [y(Ga, Gy) > RN
tel que le groupoide produit semi-direct
(12) [y (Ga, G1)"" x,r RY soit libre et propre.

Par ce qui précede, les quadruplés b-principaux fournissent des exemples
de cette situation. Donnons a présent des exemples explicites des couples
satisfaisant (12).

EXEMPLE 3.4.1. [’Manifolds with boundary”] Soit (M, L, p)
comme dans le début de cette section. Soit

io . M—>RN_1

un plongement fermé avec N pair, et soit j : M — RY donné par
J = (0, p). On définit le morphisme entre groupoides des paires

hey : MxM — RN xRN
(,y)  — (@),iW))
1l se restreint a L x L de maniére naturelle en un morphisme hy vers
RN-1 x RN,
Un calcul direct permet de montrer que (]\2/ x M,L x L, hs, hy) est
b-principal.

EXEMPLE 3.4.2. [”Smooth families of Manifolds with boun-
dary”] Soit M une variété C* de bord C* L définie par une fonction
de définition p : M — R,. En considérant le double M de M le long
du bord L, on peut se placer dans la situation des sections précédentes.

Soit ¢ - M —> B une submersion de variétés différentielles telle
que L hérite de la fibration définie par ¢, c’est a dire que ¢ : L — B
est une submersion surjective.

Soit j : M — RN comme dans Uexemple précédent, alors la
restriction de hy de 'exemple précédent (et de hy) au sous-groupoide
M x4 M de M x M (au sous-groupoide L x4 L de L x L) donne un
quadruplé b-principal (M X ¢ M, L X L, ha, hy).

EXEMPLE 3.4.3. [’Closed subgroupoids”]| En fait, le fait que
lexemple 3.4.2 donne bien un quadruplé b-principal s’obtient a partir
de l’exemple 3.4.1. En effet, ceci entre dans le cadre plus général sui-
vant.

Soit (Ga,G1) comme ci-dessus et

(13) Ty(Gs, Gy) 2 RY
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un morphisme tel que le groupoide produit semi-direct
(14) Ly(Ga, G1)' " <y RY

soit libre et propre.
Soit (G, GY) un couple de sous-groupoides de (Go,G1) tel que le
morphisme induit par les inclusions

(15) [y (Gy, GY) — Ty(Ga, Gh)

soit un morphisme fermé et injectif en tant que morphisme de grou-
poides de Lie. Alors, d’aprés la preuve de la proposition 3.4.1, on ob-
tient que

(16) Ly(Gy, GY)"" e RY
est libre et propre.

Nous finissons ce chapitre par un résultat/remarque qui est valable
dans un contexte un peu plus général et qui nous sera tres utile dans
le chapitre suivant une fois appliqué a la situation précédente.

PROPOSITION 3.4.2. Soit H un sous-groupoide de Lie de G**", alors

le morphisme fy = h%, « H — RY induit une structure de sous-

groupoide de Lie sur H x RN de G'" x RN. Si ,de plus, G'o" D< RN est
fH hT
un groupoide de Lie libre et propre et que H est un sous gmupozde de
Lie saturé, alors H x RN est aussi libre et propre et on peut dire que
he
Uespace d’orbites Orb(H x RY) est une sous-variété de Orb(G'* x RY).
rE hT
DEMONSTRATION. La restriction de (r,s) a H reste une applica-
tion fermée avec la topologie induite car H est un sous groupoide de
Lie saturé, et les groupes d’isotropie de H x R” sont des sous-groupes
h

de Lie de ceux de G'" x RYN. H hérite par conséquent du caractere
hT
libre et propre du groupoide dans lequel il est inclus.

O

COROLLAIRE 3.4.3. Dans le méme contexte que la proposition
précédente, si l'on considere lisomorphisme de Connes-Thom en K-
théorie :

CTyr : Ko(C*(G"")) — Ko(C*(G"™" X R"Y)),

alors 'isomorphisme de Connes-Thom
CThg,  Ko(C™ (1)) — Ko(C™(H  BY))

entre dans le diagramme commutatif suivant :
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Ko(C*(H)) «—————— Ko(C*(G""))

CTle: CTfJ/:

Ko(C*(H fb; RM)) +—— Ko(C*(Gten D; RY))

ot les fleches horizontales sont les morphismes induits en K-théorie
par les restrictions.



Chapitre 4

Théorie de I'indice pour une classe de variétés
singulieres

4.1. Indice analytique et indice de Fredholm pour une
immersion de groupoides de Lie

Soit

G1—>G2

Il

L——M

une immersion de groupoides de Lie comme dans la section 3.4.

On va définir dans cette section un morphisme d’indice analytique
et un morphisme d’indice de Fredholm.

On rappelle que 1'on note AT',(Go, G1) 'algébroide de Lie de
Fb(GQ, Gl), et

[y(Ga, G1)'*" = ATy(Ga, G1) x {0}] | Tw(Ga, G1)x]0,1]
son groupoide tangent au dessus de M x [0, 1].

Les restrictions a M x {0} et M x {1} induisent des morphismes de
C*-algebres

C*(Ly(Ga, Gr)' ") —— C*(AL(G2, Gh))
et
C*(Ty(Gp, G1)'") —— C*(Ty(G2, Gh))
sur lesquels on va appliquer le foncteur Kj.

DEFINITION 4.1.1. On définit le morphisme d’indice analytique du
groupoide de Lie I'y(Gy, G1) comme le morphisme de groupes de K-
théorie :

Ind, : Ko (C*(Aly(G2, Gh))) — Ko (C*(I'y(G2, Gh))))
73



74

obtenu par les compositions

Ko (C*(AT}(Ga, Gh))) «=— Ko (C*(T(Ga, Gy)'™))

:
Ko (C*(T'y(G2,Gh))) -
ol ey et eg sont les morphismes induits en K-théorie des morphismes

de C*-algebre définis plus haut. On les note de la méme maniére par
abus de notation.

On rappelle que dans cette section que L est de codimension 1. On
identifie la variété Blup(M, L) avec M en vertu de 'exemple 3.1.2.

LEMME. Posons Mz := (M x [0,1]))\(L x {1}). Alors Mz est un
ouvert saturé de M x [0, 1] pour le groupoide (Ty(Ga, G1))"™".

DEMONSTRATION. En effet, (I})(G, G1)""), = I['y(Ga, G1) et

Iy(Ga, Gh)iL = Ngf O

On note I'y(Go, G1) 7 la restriction de T'y(Ga, G1)™" a 'ouvert saturé
M.

On va maintenant décomposer Mz en la réunion de 'ouvert M x]0, 1]
et de son complémentaire fermé que 1’on notera Mj,. Autrement dit :

Mr = Mx]0,1] U M,.
LEMME. L’espace My = Mz\(Mx]0,1]) est un fermé saturé de
Mg.

DEMONSTRATION. L& aussi c’est immédiat par construction du
Blup. 0

On définit maintenant ’algébroide non-commutative associé a notre
situation.

DEFINITION 4.1.2. Considérons

(To(Ga, G1)™™") = I'y(G2, G1) - x]0,1]

o o X
|Mx]0,1] M

la restriction de I'y(Ge, G1)F a Uouvert saturé M x]0,1].

Son groupoide complémentaire dans T'y(Ga, G1)F est appelé [algébroide
non-commutative et est noté A,y (G, Gy).
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REMARQUE. La aussi, les restrictions auzx sous-ensembles saturés

]\o4><]0, 1] et M, induisent des morphismes de C*-algébres
C*(Fb(G2, Gl)}') e’ C*<Ancrb<G27 G1))

et

C*(Fb(GQ, Gl)]:) e—o> C*(Fb(GQ, Gl)]\o/[)
sur lesquels on applique le foncteur Ko. Le morphisme ey induit un
1somorphisme en K -théorie.

On obtient alors la possibilité de définir I'indice relatif a ces restric-
tions.

DEFINITION 4.1.3. Etant donné une immersion de groupoides de
Lie G —> G4, introduisons le morphisme d’indice de Fredholm comme
le morphisme en K-théorie :

Ind? : Ko (C*(AnTo(Ga, G1))) — Ko(C*(Th(G2, G1) <))

o
M
obtenue par la composition Ind’ = e, o egl.

4.2. Calcul topologique pour l’indice de Fredholm et I’indice
analytique pour un quadruplé b-principal

Afin de faire le calcul qui va suivre, on va raffiner les hypotheses sur
notre immersion ¢ : Gy — G5. On suppose dans cette section qu’il
existe un morphisme de groupoides de Lie

(17) Ty(Gs, Gy) L RV,
tel que le groupoide produit semi-direct associé
(18) [y(Gy, G x,r RY = M x RY.

soit libre et propre. Par exemple, d’apres les résultats du chapitre
précédent, les quadruplés (Ga, G1, ha, hy) b-principaux fournissent des
exemples de cette situation.

Dans l'idée de la section 2.3 de [CRLM14], on rappelle qu'on a un
isomorphisme de Connes Thom

Ko (C*(Ty(Ga, G1))) T Ko(C*(Ty(Ga, Gr) A R"Y))

associé au morphisme (17). Nous avons de maniére analogue les iso-
morphismes de Connes-Thom associés aux morphismes

(19) Ty(Ga, Gy)lom 25 RN,
et
(20) AT,(Ga, Gy) 2% R,
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La proposition suivante résulte de maniere immédiate du corollaire
3.4.3 .

PROPOSITION 4.2.1. Avec les motations ci-dessus, on a un dia-
gramme commutatif de morphismes de K-théorie de C*-algébres :

€0 €1
Ko(ATy(G2,G1)) ¢ Ko(Tp(G2,G1)") ———> Ko(I',(G2,G1))

CTh, J{~ CT,r l~ CTy, J/N

Ko (AT} (G2,G1) % RY), (ﬁ Ko(Dy(G2,G1)"" x , 7 RY) 8—_1> Ko(Dp(G2,G1)x ,RY).

On va considérer aussi les groupoides associés au morphisme

(21) Ty(Ga, Gi) 7 2> R,

induit sur le groupoide de Fredholm. On peut énoncer aussi une pro-
position comme ci-dessus pour ces groupoides.

PROPOSITION 4.2.2. Awvec les nmotations ci-dessus, on a un dia-
gramme commutatif de morphismes de K -théorie de C*-algébres :

€s €o
Ko(Anclp(G2,G1)) <« Ko(Tw(G2.G)Fr) —— Ko(Fb(GmGl)\]&)

~ ~ CT, ~
CT}L(‘;J/— CTh].-l_ ?Ll_

Ko(AncTp(G2,G1) X ppRY), $——— Ko(Ty(G2,G1) 7 xn 2 RY) ——— Ko(I'y(G2,G1)| o X oBY)

Dans le cas de notre hypothese de cette section, les groupoides
produit semi-direct apparaissant dans les lignes d’en bas des deux dia-
grammes précédents sont tous libres et propres grace aux résultats du
chapitre précédent (proposition 3.4.1, corollaire 3.4.2 et proposition
3.4.2).

On rappelle que ces groupoides de Lie étant libres et propres, il
sont Morita équivalents a leur espace d’orbite, ce qui implique que leur
K-théorie est isomorphe a celle de leur espace d’orbite. Donnons un
ensemble de notations pour les espaces d’orbites de ceux-ci.

On pose :
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By o= (M x [0,1)/(Ty(Ga, G 5 BY)
By = M/(Arb(GzaGl);;RN))
By = M/(Th(Gs,Gy) x RY)
BY = (M)/(Gr, G5 i BY)
By = (Ma)/(Anc(Fb(szGl))]zRN)
BY = M/(Ty(Ga.Gh), x RY).

i

On peut donner a présent une définition de l'indice topologique
associé a un quadruplé b-principal comme ci-dessus :

DEFINITION 4.2.1. L’indice topologique associé au groupoide de Lie
[y (Ge, G1) est le morphisme en K-théorie topologique
Indt . Kz?op(A*Fb<G27 Gl)) — K()(Fb<G2,G1)),
obtenu par la composition des morphismes suivants :
— lisomorphisme
K?op(‘A*Fb(G?u Gl)) - KO(O*<AFI?(G27 Gl)))

obtenu par composition de ['isomorphisme induit par la trans-
formée de Fourier et lisomorphisme de la proposition 2.2.2,

— [isomorphisme de Thom
Ko(ATy(G2, G1)) — K°(By)

obtenu par composition entre l'isomorphisme de Connes-Thom
CThg N

K(](C*(AF(,(GQ, G1)>> — K()(C*(AF(,(GQ, G1> }E( RN))

et lisomorphisme en K-théorie donné par [’équivalence de

Morita entre le groupoide de Lie ATy(Go,G1) x RY et son
ho

espace d’orbite BY,

— le morphisme K°(BY) — K°(B}) induit par la composition :

et e
K"(By) = K°(By) = K°(B))
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— et lisomorphisme K°(B}) — K%T4(Ga,G1)), obtenu en
composant ['inverse de [’isomorphisme en K-théorie donné
par ’équivalence de Morita entre le groupoide de Lie
['y(Ga, GY) D;RN et son espace d’orbite B} et l'inverse de l’iso-

morphisme de Connes-Thom CT), :
Ko(C*(T'(Ga, G1))) — Ko(C*(L'e(G2, G1) ff RY)).

Dans ce contexte, nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 4.2.1. Pour un quadruplé b-principal (G, Gy, ha, hy),
Uindice analytique et l'indice topologique de T'y(Ga, G1) coincident, i.e.
Ind, = Ind;.

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif suivant :

€ e
Ko(C¥ (ATy(G2,G1))) $————— Ko(C¥ (I}y(G2,G1)"™)) ————— Ko(C* (I (G2,G1))

CThy l~ oT, 1 l~ cm, l ~
e ex
KO(C*(AFb(G%Gl)"X RN)) &—— Ko(C* (I (G2,G1)t™ KTRN)) E— KO(C*(Fb(Gz,Gl)fRN))
10 = Bh g
Ml: Ml: MJ{“‘

0
Ktoop(B}Oy,) Ktoop(Bh) Ktoop(B}lz)

ou les lignes horizontales correspondent aux morphismes de restriction.

O

De la méme maniere, on donne une définition de l'indice de Fred-
holm topologique :

DEFINITION 4.2.2. L’indice de Fredholm topologique associé au
groupoide de Lie T'y(Gg, G1) est le morphisme en K-théorie topologique

Indf . Ko(C*(AnCFb(GQ, Gl))) — K()(C*Gg)),
obtenu par la composition des morphismes suivants :
— lisomorphisme en K-théorie
KoC*(AncLo(Ga, G1)) — K, (By)

obtenu par composition entre l'isomorphisme de Connes-Thom
CTha N

Ko(C*(ADy(Ga, Gh))) — Ko(CF(Ane(l's(G2, G1)) x R™Y))

et 1isomorphisme en K-théorie donné par l’équivalence de
Morita entre le groupoide de Lie A.(Iy(Ga, G1)) x RY et son
ha

espace d’orbite By,
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— le morphisme K, (Bf)) — K, (By") donné par la composi-
tion :
Ko (Br) = Ky, (BY) = Kip, (By')

— et le morphisme K°(BM) — Ko(C*(Ty(Gy, G1)|1\O4))’ obtenu
en composant ['inverse de l’isomorphisme en K -théorie donné

par ’équivalence de Morita entre le groupoide de Lie

[y (Ge, G1)|1\°4 . RY et son espace d’orbite BM et inverse de

h
lisomorphisme de Connes-Thom OTZ :

Ko(C*(Ty(Ga, G1) ) — Ko(C*(Te(Ga, Gh)| o = RY)).
h

Dans ce contexte, nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 4.2.2. Pour un quadruplé b-principal (G, Gy, ha, hy),
Uindice de Fredholm et l'indice de Fredholm topologique de T'y(G2, G1)
coincident, i.e. Ind, = Ind? .

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif suivant :

Ko(C¥ (AneT(62,G1))) 4 Ko(O* (T3 (G2,G1)7)) ————— Ko(C*(Ty(G2.G1)l ;)

CThy | ~ CThy |~ CTgl:

N o F N o N
Ko(C* (Ancly(G2,G1) X BY)) ——— Ko(C*([y(G2,G1)7 w BY)) ——— Ko(c*(rb<c2,cl)|&xR )
Lo - F o

M|~ M|~ Mlﬁ

0 1 o
0 0 M
~ Ktop Ktop(Bh )

KO

top(B}(z)

(BY)

ou les lignes horizontales correspondent aux morphismes de restriction.

O

4.3. Le cas d’une famille de variétés a bords

On s’intéresse ici a un cas qui généralise a la fois le cas des familles et
le cas d’une variété a bord en s’inspirant des méthodes de [CRLM14].
C’est un exemple particulier de la situation décrite précédemment et
sur lequel on va approfondir les calculs.

Soit M une variété de bord L défini par une fonction de définition
p: M — R,. En considérant le double M de M le long du bord L, on
peut se placer dans la situation des sections précédentes.

Soit ¢ : M — B une submersion de variétés différentielles telle
que L hérite de la fibration définie par ¢, c’est a dire que ¢, : L — B
est une submersion surjective.
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Nous allons considérer le groupoide Blup

Blup, (M x M,L x L) = M.
¢ ¢

Celui-ci est isomorphe au groupoide de Lie G¢(M , p) introduit dans
le 3e paragraphe de [?] par B. Monthubert qui est défini comme le sous-
groupoide du produit de groupoides de Lie : M x M x R :

(3T, ) = {<x,y,A> N xR | pl) = Ap<y>}

Il sera utilisé en lieu et place du ”"Blup” dans le calcul des or-
bites du groupoide semi-direct faisant I'objet de la proposition qui
suit. Son statut de sous-groupoide de Lie du groupoide M x M x R va
considérablement alléger les calculs.

La composante s-connexe de ce groupoide de Lie peut se restreindre
au fermé saturé M < M pour donner un groupoide de Lie au dessus
de la variété a bord, noté dans cet exemple :

(M) = Blup, (0 x I, L L)y = (M x M)| (L x4 L) x R

X
@
d’algébroide de Lie :
"TyM = ("T M) = T;M | | ToL x R.
4.3.1. L’indice analytique pour le cas des familles. Dans
cette section on veut appliquer le théoreme 4.2.1 dans le cas des fa-
milles avec le quadruplé

(M X M, L X Lyha, )

décrit dans 'exemple 3.4.2. D’apres les résultats de la section précédente
le groupoide produit semi-direct associé

(22) (M) ; RY

est libre et propre et, en particulier, il est Morita equivalent a son
espace d’orbites. On va calculer cet espace d’orbites pour donner un
calcul K-théoretique de I'indice analytique.

PROPOSITION 4.3.1. L’espace d’orbite du groupoide de Lie
(M) x RN
h

est le suivant :

Orb(TY(M) x RY) ~ B x RNt x R,
h
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DEMONSTRATION. Pour calculer I'espace d’orbite du groupoide de
Lie ' (M) x , R, on peut calculer Pespace d’orbite de G?(M, p) x , RY
puis restreindre a M.

Soient (z, X, X)), (y,Y,Yy) € M x RN=! x R. Ces deux éléments
sont dans la méme orbite s'il existe (a, b, \, W, Wp) dans
G?(M, p) x (RV=1 x R) tel que
S(CL, ba )‘7 VV) WO) = (ya Yva YE])
r(a, b, \, W, Wy) = (z, X, Xo).
Autrement dit, tel que
(b’ W+ jo(b) - j()(a)a WO + /\) = <y7 Y7 )/0)
((l, VV, W()) = (.T, )(7 Xo)
Ainsi, (z, X, Xo) ~ (y,Y, Yp) si et seulement si

— o(z) = o(y)
— X —Jo(z) =Y = jo(y)
— et AN e R tel que Yy — Xy = A

On peut donc poser le morphisme suivant :

B+ MxRV"IxR — BxRNI xR,
(2, X, Xo) > (¢(2), X —Jo(x), Xo)-

On s’est permis de réduire a R, car les conditions pour que deux
éléments soient dans la méme classe d’équivalence le permettent.

Il vient que 3 est surjectif, car pour (a,U,Uy) € B x R¥=t x R,
ona B(a,U + jo(a'),Up) = (a,U,Up), ot @ est un antécédent de a par
¢ dont l'existence est garantie par sa surjectivité. Le calcul de 'orbite
d’un point nous dit que 'on peut faire passer cette application au quo-
tient pour obtenir une bijection. L’application est lisse.

On peut donc donner une présentation de l'espace d’orbite de ce
groupoide de Lie :

Orb (G¢(M,p) KRN> ~BxRVT' xR

Orb (rg’f(M) X ]RN> ~BxR¥1xR,.
O
Nous avons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.3.1. Dans la situation précédente le groupe de K-
théorie Ko(C*(T'(M))) est nul et, en particulier, lindice analytique
pour le groupoide Ff(M) est le morphisme nul, Ind, = 0.
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DEMONSTRATION. On a K*(B x R¥N™1 x R,) = 0, ce qui donne
trivialement le résultat. O

REMARQUE. En particulier [indice topologique est aussi nul dans
cet exemple et le théoréeme 4.2.1 est trivial. Ceci ne veut pas dire que ce
résultat trivial n’a pas de conséquences intéressantes, en effet, comme
décrit dans [ACR17], ce résultat permet de montrer (dans le cas M
compacte) que tous les opérateurs longitudinauz elliptiques associé a
ce groupoide sont perturbables dans un opérateur de Fredholm dans
le sens ou (au moins a homotopie stable pres) on peut le perturber
par un opérateur réqularisant pour avoir un opérateur de Fredholm.
Ceci donne une autre preuve du résultat montré d’abord par Melrose et
Piazza (IMP97]) pour les opérateurs de Dirac et par Melrose et Rochon
(IMRO4] ) pour les opérateurs pseudodifférentiels. Dans [ACR17], on
montre que la preuve ci-dessus s’étend au cas des feuilletages, cette
fois-ci grace a un calcul de l’indice topologique.

4.3.2. L’indice de Fredholm pour le cas des familles. Comme
il a déja été exposé, il est possible de définir un morphisme d’indice
analytique avec la donnée d’'un champ continu de groupoides de Lie,
dit groupoide de déformation. Le cas de I'indice analytique correspond
au cas du groupoide tangent. L’indice analytique ne coincide pas en
général avec 'indice de Fredholm; dans le cas des familles, un grou-
poide est introduit pour pouvoir définir le morphisme de l'indice de
Fredholm : on parle de 'espace tangent non-commutatif pour le cas
des familles a bord, largement inspiré du travail de Carrillo-Lescure-
Monthubert [CRLM14] pour le cas d’une variété a bord. Il correspond
a l'algébroide non commutative du cas général exposé dans la section
4.1.

 Proposons nous maintenant de calculer 'orbite des points de
M x [0,1] dans le groupoide de Lie (I'f (M))*" x RN. Ce calcul nous
hT

permettra de donner les calculs des espaces d’orbites pour les sous-
groupoides saturés qui apparaitront dans les indices de Fredholm.

Remarquons d’abord que (I'{(M))*" est un champ continu (lisse)
de groupoides de Lie. Comme h’ n’agit que fibre & fibre vis & vis de la
composante de champs (c’est a dire la composante [0, 1]), le groupoide
(TP (M))ten s RY est lui-méme un champ continu (lisse) de groupoides

de Lie. Cela nous permet de définir une fibration lisse en groupoides de
Lie

p (Ty(M)) " w RN — [0, 1].

hT
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On a évidemment p~1(0) = *T,M x;,, R et
p~(10,1]) > T3(M)) 5, RV x]0, 1].

Une autre particularité des champs continus de groupoides de Lie
est la suivante : I'espace d’orbite forme également un champ continu
de groupoides de Lie. On définit donc la fibration lisse de variétés :

7 Orb((DP(M))tan x RY) — [0, 1],

et il vient que Orb(p~(t)) ~ 7—'(¢) pour tout t € [0, 1]. Il ne reste
donc plus qu’a calculer les orbites des fibres de p.

Calculons ici Porbite des différents points de notre base M x [0, 1] x
RY.

— Soit X = (2,0, X, Xo) € M x {0} x RV,
Alors cet élément est dans la méme orbite qu'un autre
élément
Y = (y,0,Y,Y;) du méme espace, si et seulement s’il existe

o

(a,V, A, Ag) € T,M x RY dont la source est X et le but est

ho
V.
Cela revient donc a avoir les conditions nécessaires et suf-
fisantes :
d.p(V
X"‘y@x:an_Y:dij(V)>XO_YE): p(())
plx

— Soit X = (2,0, X, Xo) € L x {0} x RY.
Alors cet élément est dans la méme orbite qu'un autre
élément
Y = (y,0,Y,Y;) du méme espace, si et seulement s’il existe
(a,V e, A, Ag) € (T, L x R) x RY dont la source est X et le
but est V. ’

Cela revient donc a avoir les conditions nécessaires et suf-
fisantes :

X~Y ==y, X-Y=dj(V), Xo—Yy=e

— Soit X = (z,t, X, Xy) € M x]0,1] x RV,
Alors cet élément est dans la méme orbite qu'un autre
élément
Y = (y,t,Y,Yy) du méme espace, si et seulement s’il existe

(a,b, A, Ag) € (]\04 X ]\04) ; RY dont la source est X et le but
¢
est V.
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Cela revient donc a avoir les conditions nécessaires et suf-
fisantes :

X~Y = o) =¢(y), X —jolx) =Y —jo(y) , Xo—In(p(z)) = Yo — In(p(y)).

— Soit X = (z,t, X, Xy) € Lx]0,1] x RV,
Alors cet élément est dans la méme orbite qu'un autre
élément
Y = (y,t,Y,Yy) du méme espace, si et seulement s’il existe
(a,b,&, A, Ag) € (L(;< L x R) D]j RY dont la source est X et le
L

but est V.

Cela revient donc a avoir les conditions nécessaires et suf-
fisantes :

X~Y = ¢r(z) =¢L(y), X —jo(z) =Y —jo(y) , Xo—Yo=¢.

Ces quatre points nous permettent de définir une relation
d’équivalence : deux points de la base M x [0, 1] x RY sont équivalents
¢ils sont sur la méme orbite dans le groupoide (IY(M))“" x RN. On

hT

se propose donc de donner un isomorphisme sur 1’ensemble des orbites
de ce groupoide
Orb((T¢(M))'*m x RY) = (M x [0,1] x RY)/ ~
hT
et une variété qui rendra plus clair la structure lisse. Nous pourrons en-
suite restreindre la base afin d’obtenir les espaces d’orbites des groupoides
désirés.

REMARQUE. La variété qui va représenter notre espace d’orbite sera
une déformation au cone normal. En fait, ce résultat est préuvisible si
l’on garde en téte l’aspect fonctoriel de celui-ci, car en effet le groupoide
dont on calcule l'espace d’orbite est lui-méme une déformation au cone
normal. Afin de définir rigoureusement cet espace, on a besoin d’iden-

tifier ['tmmersion utilisée pour construire le fibré normal. C’est l’objet
du lemme qui suit.

LEMME. L’application (¢,7) définie par
M — BxRYN
z > (9(x),j(2))

est une immersion.

Nous nous proposons donc de définir I'application 3 : M x [0, 1] x
RY — DNC(B x RY, M) ot1 la déformation au cone normal est faite
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par rapport a 'immersion (¢, j).

Au préalable, restons un bref moment sur cette déformation au cone
normal. De maniere purement ensembliste, elle s’écrit

DNC(B x RY, M) = T(B x R™) /(4 j),(T3r)© B x RVx]0,1].

Il est important de simplifier la fibre en 0 pour des raisons pratiques.
En fait, nous restreindrons tout ce travail en 0 (le groupoide étudié,
I'application h”, la déformation au cone normal), et pour le moment,
la fibre en 0 de cette déformation ne présente pas de maniere claire
un rapport avec les classes d’orbites pour ¢t = 0 calculées plus haut.
Occupons-nous donc du lemme suivant.

LEMME. A isomorphisme prées, on peut réécrire la déformation au
cone normal associée a l'immersion (¢, ) comme suit :

DNC(B x RN, M) = TR /1,57 & B x RYx]0, 1].

DEMONSTRATION. En utilisant le fait que (¢, j) est une immersion,
et donc que (¢, j)«(TM) ~ T'M, et I'identification de I'espace tangent
d’un produit avec le produit des espaces tangents, on obtient :

T(BxRY)/(¢, ). (TM) = TB x TRY fr\r.

On peut de plus écrire, en invoquant que ¢ est une submersion,
TM ~ ¢.(TM)®TyM ~ TB @ T,M. Les isomorphismes entrant en
jeu ne sont pas canoniques mais le choix d’un en particulier n’est pas
important pour I’étude que ’on mene.

En utilisant un résultat classique sur les fibrés vectoriels, on obtient
donc

DNC(B x RN, M) = TRY /1,57 & B x RYx]0, 1].
O

On peut maintenant réécrire I’application 7 et constater ce que ’on
avait prévu :

7:DNC(B xRN, M) — [0, 1]
avec 7 1(0) = TMRN/T¢M et 771(]0,1]) ~ B x RV x]0, 1].
Ayant maintenant une meilleure présentation de la variété a laquelle

'espace d’orbite devrait étre isomorphe, on peut définir application
sur la variété M x RY x [0,1] comme suit :



86

B(x, X, Xo,t) = (6(2), X — jo(x), Xo — In(p(x)),t) size M ett#0
Bz, X, Xo,t) = (6(z), X — jo(z), Xo, t) sizxel ett#0
Bz, X, Xo,0) = (z, X, Xo) sizel ett=0
Bz, X, Xo,0) = (z, X, Xop(x)) sizeM ett=0.

PROPOSITION 4.3.2. Le morphisme
B:M xRN x[0,1] — DNC(B x RN, M)

est surjectif et passe au quotient pour donner un isomorphisme B entre
la variété lisse DNC(B x RN, M) et I'espace d’orbite de

T5OD) « RY.
hT
REMARQUE. Ezxplicitons la définition de cette application.

Pourt # 0, il n’y a pas d’ambiguité, mais pourt = 0, il est peut-étre
nécessaire d’expliquer la signification des classes d’équivalences entrant
en jeu.

Pour (x, X, Xo) € M x RN, on peut définir un élément

(, X, Xo) € TRY en identifiant les fibres de ce fibré vectoriel avec
lespace vectoriel RN . On rappelle qu’en vertu du lemme , on a identifié
(¢,7)«(TM) avec TM, ce qui fait que l’on peut voir ce dernier comme
un sous-fibré vectoriel de TRYN . Ainsi, on peut dire que (X, Xy) est un
élément de T,RYN, otz € M ; la classe d’équivalence de cet élément est
alors bien définie dans le fibré quotient TMRN/T¢]\7[.

DEMONSTRATION. L’application /3 est un morphisme de variété car
elle respecte la structure de variété de la déformation au cone normal.

Elle passe au quotient et elle est injective car elle a été construite
spécialement pour que l'image de deux représentants de la méme or-
bite, c’est & dire deux éléments de M x RY x [0, 1] équivalents, aient la
méme image. Elle est surjective et donc I'application quotient § lest
également. En effet, si (a, 4, Ag) € B x RY, la surjectivité de ¢ donne
un élément x € M tel que ¢(x) = a.

— Siz e L, il vient : f(z, A+ jo(x),A) = (a, A, Ap),
— Size M, il vient Bz, A + jo(z), Ao + In(p(z))) = (a, A, Ay).
O

Maintenant que l'on a la structure de variété de l’espace d’or-
bite du groupoide Ff(M )lan x RN on va pouvoir le restreindre aux
hT

groupoides de Lie qui nous intéressent. Ce sont des sous-groupoides
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de Lie constitués d’orbites car ils sont issus de restrictions a des sous-
ensembles saturés de la base. Par conséquent, toute la machinerie va
suivre et il nous suffit de restreindre 'isomorphisme § aux espaces d’or-
bites de ces groupoides pour obtenir un nouvel isomorphisme sur leur
image.

Appliquons maintenant la proposition 3.4.2 pour trouver efficace-
ment les espaces d’orbites des groupoides de Lie concernés dans cette
section. On pose Ny = TMRN/T¢M le fibré normal de (¢, j).

(i) Considérons le groupoide de Lie (I'Y(M))5 constitué des or-
bites des points de Pouvert Mz dans (IY(M))“". En appli-
quant la proposition, on obtient un morphisme

hr: (T (M))r — RY
qui va induire un sous-groupoide de Lie ouvert

(Ty (M) 7 X RY

et un isomorphisme provenant de la restriction de /3 :

Orb ((r;f(M))tfm x RN> . DNC(B x RY, M)
J _
ort (T35 1 BY) ——— B

ott Br := Ny x {0} u Bx R x]0,1{uB x RV"! x R* x {1}
est 'ouvert complémentaire du fermé B x RV~ x {0} x {1}
de B x RY x [0, 1].
(ii) Considérons maintenant le groupoide de Lie T M constitué
des orbites des points du fermé saturé M, := Mz\(M x]0,1])

dans (Ff(M ))7. En appliquant la proposition, on obtient un
morphisme :

ho - (TY(M))s — RY
qui va induire un sous-groupoide de Lie fermé T, x RY et
ha
la restriction de 5 & celui-ci devient :

Orb(TﬁC£< RY) —== Ny x {0} U B x RN=1x]0,1[=: N,.
0
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(iii) Enfin, le groupoide complémentaire de T’ J(f,CM dans (I’f(M ))F
est le groupoide de Lie M x M x]0, 1] constitué des orbites de
¢

I'ouvert saturé M x]0, 1]. Apres avoir restreint a 1, on obtient
le groupoide des paires et la proposition nous donne :

Orb((M x M) x RN) —=— B x RV"! x R* ~ B x RY.
o
Apres ce travail préalable, on obtient le diagramme commutatif
suivant

[ea] [e1]

Ko(CH(T{e M x RY)) = Ko(C*((T} (M)r x RY)) Ko(C*(M x M x RNY)
El T H
MJ~ Mr M lz
KO(N>) Lcc] KO(B) [e1] KB x RN).

et un calcul plus explicite de 'indice topologique de Fredholm.

On rappelle que pour des raisons de contractibilité vue dans la
section 2.2.2.1, l'application en K-théorie [es] est un isomorphisme.
De méme, grace au diagramme commutatif issu des équivalences de
Morita, elle induit un isomorphisme noté également [es] sur les espaces
d’orbites.

THEOREME 4.3.1. L’indice analytique de Fredholm et l’indice topo-
logique de Fredholm du groupoide FZ’(M) coincident.

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif suivant, issu de
tout le travail qui précede,

o

M) — K0, (B)

Ko(C*(T o M)) < Ko(C* (TP (M) £)) — Ko(C*(M

X
]
~ | OTh, ~ | CTy,, CT;i

Thom Ko(C*(Hp)) & Ko(C*(Hx)) L KO(C*(I%))
M

Bott™1!

KO(Ny) # K°(BF) % K%(B x RM)

ot Hy = T M xRN Hy = (TP(M))z x RN et H = M x M xRV,
h('} hT ¢ o

h

La premiere ligne correspond a la définition de l'indice analytique

de Fredholm, alors que la composition de la fleche Bott™!, de la ligne
horizontale, et de la fleche T hom correspond a l'indice topologique de
Fredholm. 0
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4.3.3. Une formule cohomologique pour le b-indice d’APS
des familles. Comme souvent dans le cas des variétés a bord, 'indice
le plus intéressant a calculer est celui qui donne les indices de Fred-
holm. Dans notre exemple, nous avons défini le morphisme d’indice
de Fredholm d’Atiyah-Patodi-Singer du cas d’une famille de variétés a
bord

PInd” : Ko(C*(TS.M)) — Ko(C*(M x M))
¢

et une question naturelle serait : comment peut-on le calculer ?

Dans [MP12], Moriyoshi et Piazza donnent une nouvelle approche
de la théorie de l'indice supérieure sur des structures géométriques a
bord basée sur l'utilisation de la cohomologie cyclique et sa dualité
avec la K-théorie. Pour le cas de certaines fibrations, ils prouvent une
formule du type Godbillon-Vey pour les opérateurs longitudinaux.

I serait certainement intéressant de tirer, des versions relatives des
indices faits dans cette section, des formules d’indices des dualités rela-
tives, comme 1’ont fait Moriyoshi et Piazza. C’est une idée d’étude pour
I’avenir. Dans cette section, nous nous posons une question différente
bien que complémentaire. Dans quels cas le morphisme d’indice ci-
dessus peut-il étre calculé de maniere topologique? Nous allons ici
mettre en relation nos calculs avec la formule d’indice pour des fa-
milles d’operateurs de Dirac par Melrose et Piazza dans [MP97] et
obtenir une nouvelle expression pour le terme de bord "Eta”.

Le théoreme 4.3.1 et le diagramme commutatif présent dans sa
preuve nous donne une information importante. On peut calculer le
b-indice de Fredholm (modulo isomorphismes de Connes-Thom et
équivalences de Morita) par le calcul de I'indice de la variété de
déformation
mathcal Br :

[ea]

KONy) << ko5, L2 go(B x RY),

Comme ce sont des morphismes de K-théorie topologique donnés
par des inclusions, un calcul explicite devrait étre possible.

En fait, le théoreme de Stokes classique s’applique exactement de
la méme maniére que dans la proposition 3.12 de [CRLM14| pour
prouver
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PROPOSITION 4.3.3. Le diagramme suivant est commutatif :

indB]_.

KO(N,) <L goB,) L) k0B « RY)

~

ou les intégrations sont faites suivant les fibres des projections cano-
niques pp : B x RY — B et ¢n : Ny — B.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoreme 4.3.1
et de la proposition que 'on vient d’énoncer.

COROLLAIRE 4.3.2 (Formule Cohomologique). Pour un opérateur
longitudinal pleinement elliptique D dans b\IJ*(FZ)(M)), on a l’égalité
suivante dans HS}(B) :

Ch(*Indg (D)) = , CH(T([o%c(D)))).
N
ot [0%4(D)] € Ko(C*(*TS.M)) est le symbole non commutatif et T -
Ko(C*(*TS.M)) — K°(N;) est l'isomorphisme de Connes-Thom suivi
de 'isomorphisme induit par l’équivalence de Morita.

En particulier, en choisissant une forme différentielle wp dans N,
représentant Ch(T ([0%(D)])), on obtient la formule :

C’h(blndf(D))zf wp + J wp,
oy ONy,

ol ¢y, est la restriction de ¢y au fibré normal Ny (RN, M) et ¢y, la
restriction de ¢y au complémentaire N\ (Ng(RY, M) o)

La premicre intégrale comprend la restriction de wp a Ny(RY, M)
qui est relié au symbole principal ordinaire de D. Plus précisément,
le symbole principal 0,,(D) de D fournit une classe de K-theory de
C*(A*(T'(M))) ou, en d’autres termes, du fibré b-cotangent Ty M.
Par fonctorialité du caractere de Chern et des morphismes de Connes-
Thom, on a :

[(wp)|n,] = CR(CT ([or(D)]).

La seconde intégrale peut alors étre vue comme un terme de correc-
tion, qui est relié a 'invariant eta apparaissant dans la formule d’APS
des familles (dans le cas d’'une famille d’opérateurs de Dirac) et qui
dépend a son tour du choix du représentant wp € Ch(CT([op])).

Pour étre plus précis & propos de cela, soit ) € Dif f(;(M, E)
une famille d’opérateurs de Dirac généralisés. Soit [)p un opérateur
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pleinement b-elliptique vérifiant [o(D)] = [0(Dp)] dans K°("T;M).
Cet opérateur pleinement elliptique existe toujours par le corollaire 4.7
de [ACR17]|. Ensuite, en appliquant la derniere formule cohomologique
et en considérant les remarques précédentes et les notations, on obtient
par les théoremes 1 et 2 de [MP97] une nouvelle expression pour la
forme eta

Np, = —2 J Wp,-
ONy

Maintenant, le coté droit de la formule ci-dessus prend son sens en
général. Une future étude serait possible sur des calculs explicites et
des applications sur ces termes de correction de bord.
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