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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à développer des méthodes robustes et
efficaces dans l’estimation non paramétrique de la fonction de régression. Le modèle
considéré ici est le modèle censuré aléatoirement à droite qui est le plus utilisé dans
différents domaines pratiques.

Dans un premier temps, nous proposons un nouvel estimateur de la fonction de
régression en utilisant la méthode linéaire locale. Nous étudions sa convergence uni-
forme presque sûre avec vitesse. Enfin, nous comparons ses performances avec celles de
l’estimateur de la régression à noyau classique à l’aide de simulations.

Dans un second temps, nous considérons l’estimateur de la fonction de régression
par erreur relative (RER en anglais), basé sur la minimisation de l’erreur quadratique
relative moyenne. Ainsi, nous établissons la convergence uniforme presque sûre (sur
un compact) avec vitesse de l’estimateur défini pour des observations indépendantes
et identiquement distribuées. En outre, nous prouvons sa normalité asymptotique en
explicitant le terme de variance. Enfin, nous conduisons une étude de simulations pour
confirmer nos résultats théoriques et nous appliquons notre estimateur sur des données
réelles.

Par la suite, nous étudions la convergence uniforme presque sûre (sur un compact)
avec vitesse de l’estimateur RER pour des observations soumises à une structure de
dépendance du type α-mélange. Une étude de simulation montre le bon comportement
de l’estimateur étudié. Des prévisions sur données générées sont réalisées pour illustrer
la robustesse de notre estimateur.

Enfin, nous établissons la normalité asymptotique de l’estimateur RER pour des
observations α-mélangeantes où nous construisons des intervalles de confiance afin de
réaliser une étude de simulations qui valide nos résultats.

Pour conclure, le fil conducteur de cette modeste contribution, hormis l’analyse
des données censurées est la proposition de deux méthodes de prévision alternative
à la régression classique. La première approche corrige les effets de bord crée par les
estimateurs à noyaux classiques et réduit le biais. Tandis que la seconde est plus robuste
et moins affectée par la présence de valeurs aberrantes dans l’échantillon.

Mots clés : Convergence uniforme presque sûre ; Données α-mélangeante ; Don-
nées incomplétes ; Fonction de régression ; Erreur relative ; Normalité asymptotique ;
Méthode linéaire locale.
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Abstract

In this thesis, we are interested in developing robust and efficient methods in the
nonparametric estimation of the regression function. The model considered here is the
right-hand randomly censored model which is the most used in different practical fields.

First, we propose a new estimator of the regression function by the local linear
method. We study its almost uniform convergence with rate. We improve the order
of the bias term. Finally, we compare its performance with that of the classical kernel
regression estimator using simulations.

In the second step, we consider the regression function estimator, based on the
minimization of the mean relative square error (called : relative regression estimator).
We establish the uniform almost sure consistency with rate of the estimator defined
for independent and identically distributed observations. We prove its asymptotic nor-
mality and give the explicit expression of the variance term. We conduct a simulation
study to confirm our theoretical results. Finally, we have applied our estimator on real
data.

Then, we study the almost sure uniform convergence (on a compact set) with rate
of the relative regression estimator for observations that are subject to a dependency
structure of α-mixing type. A simulation study shows the good behaviour of the studied
estimator. Predictions on generated data are carried out to illustrate the robustness of
our estimator.

Finally, we establish the asymptotic normality of the relative regression function
estimator for α-mixing data. We construct the confidence intervals and perform a simu-
lation study to validate our theoretical results.

In addition to the analysis of the censored data, the common thread of this modest
contribution is the proposal of two alternative prediction methods to classical regres-
sion. The first approach corrects the border effects created by classical kernel estimators
and reduces the bias term. While the second is more robust and less affected by the
presence of outliers in the sample.

Key words : Alpha mixing data, Asymptotic normality, Incomplete data, Local
linear fit, Regression function, Relative error, Uniform almost sure convergence.
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Chapitre1
Introduction générale

Les fonctions de régression non paramétrique ont été largement utilisées ces der-
nières décennies, pas seulement en statistiques, mais dans différents domaines tels
que la médecine, le traitement de signal, l’économie et la biologie . . . La fonction de
régression est une fonction générale qui caractérise la relation entre deux variables. Par
exemple, nous voulons savoir si la réduction de la vitesse permet de diminuer le nombre
d’accidents sur la route ; est-ce que l’augmentation des heures d’études permettent
d’améliorer la moyenne de l’étudiant, etc. Cette dernière représente l’une des premières
quantités qu’un praticien peut étudier lorsqu’il s’intéresse à expliquer une variable
à travers une autre. On peut voir ce problème de la manière suivante : Nous avons
deux variables aléatoires (v.a.) réelles T (variable d’intérêt / réponse) et X (variable
explicative / co-variable) liées par la relation suivante :

T =m(X) + ε (1.1)

et on cherche à étudier le lien entre ces deux variables. Ce lien est modélisé par la
fonction m(·), dite fonction de régression et ε est une v.a. représentant les erreurs
d’observations. Nous supposons que la co-variable X admet une densité marginale
notée f (·) et que le couple de v.a. (X,T ) admet une densité jointe dans R2 notée f (·, ·).
Afin d’estimer la fonctionm(·), deux principales approches sont possibles : paramétrique
et non-paramétrique. Tout d’abord, l’approche paramétrique stipule l’appartenance
de la loi de probabilité réelle des observations à une classe particulière de lois, qui
dépendent d’un nombre fini de paramètre à estimer. L’avantage de cette méthode est la
facilité d’estimation des paramètres, par contre l’inconvénient majeur de cette approche
est l’inadéquation qu’il peut y avoir entre le modèle choisi et le phénomène réel qu’on
étudie.

Exemple 1 (L’âge et l’obésité chez l’homme. ) Les données proviennent d’une étude por-
tant sur une nouvelle méthode de mesure de la composition corporelle, et donnent le pourcen-
tage de graisse corporelle (en % de graisse), l’âge et le sexe de 18 adultes âges de 23 à 61 ans
(voir Mazess et al. (1984)). On cherche à établir la relation entre l’âge et le pourcentage de
graisse.

L’approche non paramétrique quand a elle, permet d’estimer une fonction sans aucune
restriction paramétrique sur cette dernière. Cette approche statistique globale cherche
à limiter le nombre d’hypothèses sur la forme / type / nature de la fonction à estimer. Il
s’agit donc dès lors d’un problème d’estimation fonctionnelle. Donc, en ayant moins
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Figure 1.1 – Âge en fonction du % de graisse pour 18 adultes.

d’apriori sur les observations on génère un modèle plus générale qui est de ce fait plus
robuste. l’inconvénient d’une telle approche est sa nécessité d’un nombre important
d’observations et l’appartenance de la fonction à estimer à un espace de dimension
infinie. Généralement les estimateurs non paramétriques sont moins efficaces que
les estimateurs paramétriques lorsque le modèle paramétrique choisi correspond aux
données.

Cependant, comme il est souvent difficile d’avoir une idée sur la loi de T , nous avons
privilégié dans cette thèse l’approche non paramétrique pour les estimateurs proposés.
Ce thème de recherche fait preuve ces dernières années de grand développement au
niveau théorique et pratiques. La modélisation par la régression a fait l’objet d’une
littérature abondante, nous renvoyons ici aux revues bibliographiques de Collomb
(1981), Prakasa Rao (1983), Bosq and Lecoutre (1987) et Hardle (1990). Dans le contexte
non paramétrique, les résultats sur la régression sont très récents comparés à ceux du
cas paramétrique.

Étudier le lien entre deux variables a généralement pour but de prédire l’une étant
donné l’autre. Il existe plusieurs manières d’aborder ce problème de prévision et l’une
des plus utilisées est la régression basée sur l’espérance conditionnelle. Le critère utilisé
dans ce cas ci pour estimer la fonction de régression est le critère des moindres carrées
donné par :

E

[
(T −m(X))2 |X

]
. (1.2)

De ce fait, la fonction de régression m(x) définie par E[T |X] réalise pour tout x fixé la
meilleure approximation de T sachant X = x, au sens des moindres carrées. La méthode
des moindres carrés est largement utilisée dû à sa simplicité. Cependant, cette dernière
atteint ses limites et perd de son efficacité lorsque les données traitées contiennent des
valeurs aberrantes. Ainsi, la validité des résultats devient compromise, et la méthode
des moindres carrés devient infructueuse et peut être biaisée. Pour des raisons de
robustesse, deux approches alternatives ont été proposées dans cette thèse. D’une part,
la prédiction au moyen de l’erreur quadratique relative moyenne. Il s’avère que cette
dernière est résistante à la présence de valeurs aberrantes dans les données. D’autre part,
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CHAPITRE 1. Introduction générale 3

l’estimation de la fonction de régression par la méthode linéaire locale qui a l’avantage
d’être résistante aux effets de bord et réduit le terme du biais.

En pratique les données contiennent souvent des erreurs de mesures. Imaginons par
exemple qu’un appareil de mesure a un dysfonctionnement passager ou une erreur de
retranscription des données. Les données collectées contiennent alors ce qu’on appelle
des données aberrantes. Une observation est dite aberrante si elle est distante de manière
"anormale" des autres observations effectuées sur un phénomène. Ce type de données est
généralement observé dans les études de type suivis médicales, les données financières
(indices boursiers) mais aussi les études sociologique. La figure 1.2 retranscrit un
exemple (que nous avons généré) de données contenant des valeurs aberrantes issues
d’un modèle linéaire où 9 valeurs aberrantes ont été crées volontairement pour illustrer
ce type de données. Comment avons nous crée ces données aberrantes ! Tout simplement
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Figure 1.2 – Ti = 2Xi + 3 pour 1 ≤ i ≤ 100 avec 9 valeurs aberrantes.

en choisissant aléatoirement un certain nombre de temps de survie T auxquels on a
attribué un poids différent (d’une valeur à une autre) pour se rapprocher le plus
possible de la réalité. En observant la figure 1.2, il semble alors essentiel de trouver des
techniques de modélisation robuste capable d’étudier la relation entre ces variables.

Une méthode pour détecter ce type de données est la détection graphique soit
par une boite à moustaches (Box plot), Histogramme où bien un nuage de points. Une
valeur aberrante peut mal conduire les analyses statistiques si elle n’est pas correctement
traitée. La recherche sur les traitements de valeurs aberrantes est portée exclusivement
sur des méthodes d’estimation résistantes aux valeurs aberrantes.

C’est pour toutes ces raisons que nous nous sommes penchés sur l’estimation non
paramétrique de la fonction de régression lorsque les données contiennent des valeurs
aberrantes. Comme illustré dans cet exemple, le caractère aberrant de certaines données
peut révéler leur appartenance à une population différente du reste des valeurs de
la série. Les estimateurs capables de composer avec les données aberrantes sont dits
robustes tandis que la moyenne conditionnelle n’en est pas un.

La présence de données aberrantes peut amener à des résultats non pertinents, d’où
l’apparition des méthodes d’estimation robuste qui permettent de résoudre ce genre
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4 CHAPITRE 1. Introduction générale

de problèmes. Le but de ce travail est d’étudier l’estimation robuste de la fonction de
régression. Dans la littérature, les méthodes de régression robuste sont les approches
les plus utilisées lorsqu’on est en présence de données aberrantes. Par exemple, la
régression avec M-estimation, la régression quantile, la médiane et le mode sont des
méthodes robuste à ce type de données. La régression robuste s’interprète le plus
souvent comme la résistance de l’estimateur aux perturbations dans les données. Cette
dernière permet de surmonter les limites des méthodes traditionnelles. C’est pour cette
raison que nous nous sommes intéressés à cette fonction de perte quadratique qui s’écrit
pour tout T strictement positif par :

E

(T −m(X)
T

)2 ∣∣∣∣X . (1.3)

Cette dernière est appelée erreur quadratique relative moyenne. Les pionniers qui ont
considéré cette fonction de perte furent Narula and Wellington (1977). Néanmoins,
l’article qui a été l’inspiration (de la problématique) de cette thèse est celui de Park and
Stefanski (1998) qui ont considéré (1.3) comme fonction de perte en substitution de
(1.2). Le calcul de la solution de (1.3) est détaillé en chapitre 3 et le résultat est donné
par :

m(X) =
E

[
T −1|X

]
E [T −2|X]

, (1.4)

en admettant que les deux premiers moments inverse conditionnels de T sachant X
existent et soient finis. Ils ont aussi noté que :

E

[
T −1|X

]
E [T −2|X]

≤ E [T |X]

presque sûrement. En raison de la robustesse de l’estimation via l’erreur relative aux
valeurs aberrantes, cette dernière est plus adéquate que la méthode basée sur l’EQM
classique. Si nous prenons l’exemple de la prévision de la consommation d’électricité
d’un foyer, les données peuvent être faibles durant une période (exemple l’hiver) et
fortes pour une autre période (pour plus de détails, voir Hirose and Masuda (2018)).
Ainsi, la variable d’intérêt peut alors contenir des valeurs aberrantes.

Park and Stefanski (1998) ont considéré une approche paramétrique pour estimer la
fonction de régression m(·) qui se concentre sur l’estimation des paramètres moyenne et
variance de l’inverse de la variable d’intérêt T (voir Carroll and Ruppert (1988)). Dans
ce cadre d’estimation linéaire, nous renvoyons le lecteur à Lin and Chen (2013) et Chen
et al. (2010). Narula and Wellington (1977) ont étudié une méthode d’estimation pour
la minimisation de la somme des erreurs relatives absolues. Farum (1990) a quant à lui
développé une méthode qui permet de réduire l’erreur relative absolue. Khoshgoftaar
et al. (1992) ont étudié les propriétés asymptotiques de l’estimateur minimisant la
somme des erreurs quadratiques relatives.

Dans notre étude, nous nous sommes concentrés sur les approches non paramé-
triques. Dans ce cadre, nous rappelons que Jones et al. (2008) ont étudié l’estimateur
de la fonction de régression relative par la méthode linéaire locale. Ces derniers ont
établi des résultats asymptotiques pour les termes du biais et de la variance. Hu (2019)
a examiné le modèle de régression multiplicative à coefficient variable, qui est très utile
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1.1. Données incomplètes 5

pour les modèles à variable d’intérêt positive. Le critère d’erreur relative du produit est
étendu au modèle de régression multiplicatif à coefficients variables par des techniques
de lissage à noyau. Dans cet article, l’auteur a établi la convergence et la normalité
asymptotique de l’estimateur proposé. Dans le cadre fonctionnel, Demongeot et al.
(2016) ont établi la convergence uniforme presque sûre avec vitesse et la normalité
asymptotique de l’estimateur à noyau de la fonction de régression relative. Parallè-
lement, Chahad et al. (2017) considèrent la méthode linéaire locale pour estimer la
fonction de régression relative et établissent la convergence uniforme presque complète.

La présence de données aberrantes dans l’estimation de la fonction de régression
n’est pas l’unique difficulté rencontrée en statistique. Une autre complication souvent
rencontré dans le domaine de l’analyse de survie est l’existence de données incomplètes.
L’objet de cette thèse est d’estimer la fonction de régression pour des données de survie.
L’analyse des données de survie a pour première particularité de ne considérer que les
v.a. positives. Une conséquence de cette particularité est que la loi normale ne sera plus
ici la référence en matière de distribution. Toute autre loi à support dans R+ lui sera
préférée (par exemple la loi exponentielle). Une seconde particularité de cette analyse
est l’incomplétude des données, qui équivaut à une perte d’information.

1.1 Données incomplètes

Ces dernières années, le nombre d’études réalisées en vue de fournir des estimations
sur divers sujets dans différents domaine a augmenté considérablement. Que peut on
dire de la fiabilité des estimations fondées sur des données incomplètes ? Une question
fréquemment soulevée est celle de savoir si, en ignorant les données incomplètes, les
estimations basées sur l’information fournie par le phénomène étudié sont ils fiables ?
La plupart des statisticiens praticiens ou des analystes des données reconnaissent
que l’incomplétude des données a une incidence sur les estimations. C’est pour cette
raison que nous nous intéressons dans cette thèse à l’estimation des durées de vie.
Qu’entendons nous par durée de vie? Une durée de vie est une variable aléatoire
positive qui représente le temps qui s’écoule jusqu’à la survenue d’un événement. En
Médecine, elle désigne le temps de rémission / rechute d’un patient. En industrie, elle
identifie le temps entre deux pannes successifs alors qu’en finance elle renvoie au temps
d’inflation d’un indice boursier. Bien que cette notion est pluridisciplinaire, on revient
à étudier le temps écouler pour passer d’un état à un autre.

La spécificité des données de survie est de comporter des observations incomplètes.
Cette incomplétude est essentiellement due à deux phénomènes : la censure et la
troncature. La troncature à gauche modélise les cadres d’études expérimentales pour
des durées de vie qui doivent dépasser un certain seuil pour être observées. En effet,
la variable d’intérêt T doit être supérieur à une certaine variable de troncature Y
pour pouvoir être observée (c-à-d il n’y a des observations que si T ≥ Y ). Un exemple
de ce type de données est l’étude de la durée de vie après la retraite de sujets qui
entrent dans l’enquête à la suite d’un tirage au sort dans une caisse de retraite. Un
sujet n’est donc observé que si sa durée de vie après la retraite excède le délai entre
sa prise de retraite et l’instant de l’enquête. La durée de vie après la retraite est donc
tronquée à gauche par ce délai. Pour ce type de données Ould Saïd and Lemdani (2006)
obtiennent un résultat de convergence uniforme presque sûre ainsi que de normalité
asymptotique pour l’estimateur de la fonction de régression classique solution du
problème de minimisation (1.2). Les auteurs ont utilisé la technique des classes de
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6 CHAPITRE 1. Introduction générale

Vapnik-Cervonenkis (les VC classes, voir Annexe) afin d’estimer le terme dominant
(variance). En utilisant l’approche linéaire locale, Wang et al. (2015) ont construit
l’estimateur de la fonction de régression quantile pour des données qui présente une
certaine forme de dépendance (appelée α-mélange que nous verrons un peu plus
loin). Les auteurs ont établi la normalité asymptotique de l’estimateur proposé. Dans un
contexte de données associées, Guessoum and Hamrani (2017) ont étudié la convergence
uniforme presque sûre de l’estimateur à noyau de la fonction de régression. Dans un
cadre fonctionnel, Altendi et al. (2018) ont proposé un estimateur de la fonction de
régression relative défini par la formule (1.4) en utilisant la méthode à noyau et ont
étudié sa convergence uniforme presque sur̂e et sa normalité asymptotique.

Nous nous intéressons dans cette thèse à un autre type de données incomplètes qui
est celui des données censurées. De ce fait, nous allons commencer par présenter le
modèle de censure.

1.2 Le phénomène de censure

Une donnée est dite censurée, si on n’en connaît pas la valeur exacte, mais seulement
une estimation inférieure ou supérieure, c-à-d une information grossière du type T ≤M
ou T ≥m. Une telle information est très pauvre, plus pauvre que de dire que T ∈ [m,M],
puisque une seule des deux bornes est connue. Afin d’illustrer cette notion de censure,
nous allons présenter deux situations pratiques :
• Prenons par exemple le cas de données de radioactivité dans l’air. on a mesuré

l’activité de certains radionucléides, mais lorsque cette activité est inférieure au
seuil réglementaire, on ne publie pas la valeur réelle, mais seulement l’informa-
tion "inférieure au seuil". Cette situation se rencontre aussi dans bon nombre de
mesures liées à l’environnement (niveau de pollution, etc.). La véritable valeur de
la mesure est généralement perdue, plus exactement, elle n’est conservée, parce
que les responsables n’en voient pas l’intérêt.
• Un second exemple dans un tout autre registre " dans le milieu médical". Il est

fréquent de voir un médicament essayé sur des malades/bien-portants, mais,
pour une raison ou une autre, certaines personnes quittent l’étude avant la
fin de l’expérience et sont perdues de vue : imaginons que les habitants d’une
petite ville soient suivies pour un traitement contre l’obésité. Si un des habitant
quitte la ville avant la fin de l’observation, les données le concernant ne sont
pas complètes. Si l’observation porte sur la survie d’un patient, on pourra dire
seulement dans ces conditions que sa durée de vie à été supérieure ou égale à
ce qui a été observé. Nous pouvons penser à se prémunir contre l’absence de ce
patient en lui demandant par avance, où qu’il aille de bien vouloir donner de ces
nouvelles. Or les conditions de vie, d’alimentation, etc. risquent d’être différent
et ce patient ne sera donc plus représentatif de ce que l’on cherche à étudier.

Parmi les censures, nous distinguons deux types :

Censure droite : de la forme T ≥ C ;

Censure gauche : de la forme T ≤ C.

Nous ne ferons pas de différence théorique entre inégalité stricte et inégalité au sens
large car dans la pratique, il suffit de déplacer légèrement la borne pour passer de
l’un à l’autre. En revanche, pour passer d’une variable censurée à droite à une variable
censurée à gauche, ou inversement, on pourrait penser à remplacer T par −T . Mais
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1.2. Le phénomène de censure 7

comme nous travaillons avec des durées de vie, les valeurs mesurées T sont entièrement
positives et avec ce changement les données deviennent entièrement négatives, ce qui
n’a pas de sens pour une durée de vie. Il existe un autre type de censure appelé censure
par intervalle. L’observation dans ce cas ci devient périodique pendant toute la durée
de l’étude. Prenons l’exemple d’examen des animaux dans les élevages périodiques avec
un passage tout les six mois, la seule information disponible ici est que l’examen se
produit entre deux passages ti et ti+1.

Lorsqu’une information est censurée, la valeur exacte est irrémédiablement perdue.
Il est clair qu’aucune méthode mathématique, si sophistiquée soit-elle, ne peut rem-
placer des données manquantes. On peut néanmoins, par un travail approprié et en
faisant certaines hypothèses, reconstituer une loi de probabilité pour le phénomène
étudié, qui prend en compte les données censurées ce qui a été fait dans cette thèse.
Dans la sous-section ci-dessous, nous présentons trois types de censure à droite.

1.2.1 Types de censure

Type I. (censure fixe) Ce modèle décrit la situation où un test qui se termine à une
certaine période, et nous savons que les individus restants n’ont pas échoué à ce
moment. Par exemple, nous démarrons l’étude avec 100 ampoules électriques, et
terminons l’expérience après un certain temps. Dans ce cas, le temps de censure
est souvent fixé, et le nombre d’individus ayant échoué est une variable aléatoire.
Soit un échantillon de durées de survie (T1, · · · ,Tn). La variable de censure C ici
est fixe, les observations deviennent alors (Y1,δ1), · · · , (Yn,δn) avec :

Yi = min(Ti ,C) et δi = 1{Ti≤C}

pour i = 1, · · · ,n.

Type II. Pour ce modèle, l’expérience se poursuit jusqu’à ce qu’un nombre fixe
d’individus r ait échoué. Nous reprenons l’exemple des ampoules, où dans ce
cas nous arrêtons l’expérience une fois exactement 50 ampoules électriques ont
échoué. Ici, le nombre d’individus ayant échoué est fixe, et le temps est une v.a.
Soit un échantillon de durées de survie (T1, · · · ,Tn) et r > 0 fixé. On dit qu’il
y a censure de type II pour cet échantillon si au lieu d’observer directement
(T1, · · · ,Tn) on observe (Y1,δ1), · · · , (Yn,δn) avec :

Yi = min(Ti ,T(r)) et δi = 1{Ti≤T(r)}

pour i = 1, · · · ,n avec T(r) la rieme statistique d’ordre de l’échantillon (T1, · · · ,Tn).
Ce type de censure est analogue au type I avec C = T(r).

Type III. (censure aléatoire) Ce type de censure généralise la censure de type I
au cas où C est une v.a. Soient un échantillon de durées de survie (T1, · · · ,Tn) et
un second échantillon indépendant composé de variables positives (C1, · · · ,Cn).
On dit qu’il y a censure de type III pour cet échantillon si au lieu d’observer
directement (T1, · · · ,Tn) on observe les couples (Y1,δ1), · · · , (Yn,δn) avec :

Yi = min(Ti ,Ci) et δi = 1{Ti≤Ci }

pour i = 1, · · · ,n.
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Lorsque la censure à droite et la troncature à gauche se réunissent dans un même
échantillon, nous parlons alors de modèle LTRC (Tronqué à gauche et Censuré à droite).

1.2.2 Le modèle LTRC

Nous notons : Y le temps de survie, T la variable de troncature et C la variable
de censure. Dans le cas de données censurées à droite et tronquées à gauche, nous
observons le triplet (Z,T ,δ) si Z ≥ T , avec Z = min(Y ,C) et δ = 1{Y≤C}. Dans le cas où
Z < T il n’y a pas d’observation. Dans ce cadre, très récemment Benseradj and Guessoum
(2020) ont établi la convergence uniforme presque sûre sur un compact avec vitesse de
l’estimateur de la régression robuste.

1.2.3 Le modèle mixte

Lorsque la censure à droite et la censure à gauche apparaissent dans un même échan-
tillon simultanément, nous parlons de modèle mixte. Pour cela notons par, T le temps
de survie, R la variable de censure droite et L la variable de censure gauche. Ce modèle
est noté modèle I dans Patilea and Rolin (2006). Nous observons un échantillon du
couple (Z,A) où la variable observée est Z = max(Y ,L) avec Y = min(T ,C) et l’indicateur
de censure est :

A =


0, si L < T ≤ R,
1, si L < R < T ,
2, si Y ≤ L.

Pour ce type de données Kebabi and Messaci (2012) proposent un estimateur à
noyau de la fonction de régression en se basant sur des données synthétiques, ils ob-
tiennent sa convergence uniforme presque complète avec vitesse ainsi que sa normalité
asymptotique. Parallèlement, Volgushev and Dette (2013) établissent la convergence
faible d’un estimateur à noyau de la fonction de régression quantile. Plus récemment,
Khardani (2019) a établi un résultat de convergence uniforme presque sûre avec vitesse
ainsi que la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau de la fonction de régression
lorsque la fonction de perte est l’erreur quadratique relative moyenne.

Nous nous intéressons dans cette thèse au modèle le plus courant en pratique, la
censure aléatoire à droite.

1.2.4 La censure aléatoire à droite

Nous notons T le délai jusqu’à l’événement d’intérêt alors T est une variable aléa-
toire positive. Pour simplifier les notations de base, nous supposerons que la variable
d’intérêt T est la durée de survie et donc on peut considérer que l’événement observé
est le décès. Dans les deux exemples, nous n’observons à chaque fois que le minimum
entre la variable d’intérêt et une autre variable, dite de censure. D’un point de vue
mathématique, nous avons :

Définition 1.2.1 Étant donné une v.a. positive T , on dit qu’il y a censure aléatoire à droite,
s’il existe une autre v.a. C telle que, au lieu d’observer T on observe (Y ,δ) avec Y = min(T ,C)
et

δ =
{

1 si T ≤ C,
0 sinon.
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1.2. Le phénomène de censure 9

δ est appelé indicateur de censure et permet de connaître la nature de la donnée observée Y
(c-à-d si c’est une vraie durée T où si c’est une censure C).

Un problème alors se pose : si l’on connaît la loi des observations, pourrait-on connaître
la loi de T et de C ? La réponse n’est pas évidente. Le fait que les données soient
incomplètes entraîne une perte d’informations. Pour remédier à ce problème, nous
supposerons dans la suite de cette thèse que les v.a. d’intérêt et censure sont indé-
pendantes. Notons que pour toute fonction de répartition Q, nous désignerons par
τQ = sup{x, Q(x) < 1} la borne supérieure du support de Q.

Proposition 1.2.1 Si les v.a. T et C sont indépendantes entre elles et de fonctions de réparti-
tion (f.d.r.) F et G respectives et si τF ≤ τG, alors la loi de T est identifiable à partir du couple
(Y ,δ).

Dans la sous section qui va suivre nous nous intéressons à la construction de l’estimateur
de Kaplan and Meier (1958), pour faciliter la compréhension, nous donnons à la fin un
petit exemple.

1.2.5 Estimateur de Kaplan-Meier

En l’absence de censure, la fonction de répartition F s’estiment de manière très
simple en utilisant la fonction de répartition empirique usuelle. Par exemple F(t) =
P(T ≤ t) est estimé par :

F̂emp(t) :=
1
n

∑
1≤i≤n

1{Ti≤t}.

Malheureusement dans le cas ou les données sont censurées, il est impossible d’utiliser
la fonction empirique puisqu’elle fait intervenir des quantités non observées, car tous
les Yi censurés ne sont pas observés. On estime alors généralement F en utilisant
l’estimateur Kaplan and Meier (1958). Ce dernier est l’outil de bas en statistique pour
estimer de manière non paramétrique la distribution d’une v.a. T censurée à droite.

L’estimateur de Kaplan-Meier (K-M) est le modèle de durée le plus utilisé en pratique.
Il intervient dans toutes les applications qui requièrent la modélisation de durées.
Notons par : F(t) := P(T > t), G(t) := P(C > t) et H(t) := P(Y > t) = F(t)G(t). L’idée de ce
modèle est la suivante : survivre après un temps t c’est être en vie juste avant t et ne
pas mourir au temps t, c-à-d si t2 < t1 < t, en utilisant les probabilités composées, nous
avons :

F(t) = P(T > t1,T > t)
= P(T > t|T > t1)×P(T > t1)
= P(T > t|T > t1)×P(T > t1|T > t2)×P(T > t2),

et ainsi de suite. En considérant pour i = 1, · · · ,n seulement les dates où l’événement
d’intérêt se produit (décès ou censure), nous estimons des quantités du type :

pi := P(T > Y(i)|T > Y(i−1)),

où pi est la probabilité de survivre dans l’intervalle ]Y(i−1),Y(i)] sachant que l’on était
vivant en Y(i−1). Considérons les notations suivantes : ri le nombre d’individus à risque
de subir l’événement juste avant le temps Y(i) et di le nombre de décès en Y(i). Nous
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10 CHAPITRE 1. Introduction générale

notons par qi = 1− pi la probabilité de mourir pendant l’intervalle ]Y(i−1),Y(i)] sachant
que l’on était vivant en début de cet intervalle. Alors qi peut être estimée par :

q̂i =
di
ri
.

Comme les temps d’événements sont supposés distincts (c-à-d qu’il n’y ait pas d’ex-
aequo), on a : di = 0 en cas de censure en Y(i), i.e. quand δi = 0 et di = 1 en cas de décès
en Y(i), i.e. quand δi = 1. Il est clair que ri = n− i + 1, on obtient alors :

p̂i =

 1− 1
n− i + 1

si δi = 1,

1 si δi = 0.

D’où, nous parvenons enfin à l’estimateur de K-M de la fonction de survie de notre
durée d’intérêt T donné par :

Ŝ(t) := Fn(t)


∏
Y(i)≤t

(
1− 1

n− i + 1

)δ(i)

si t < Y(n),

0 si t ≥ Y(n).

En remarquant que la situation de censure de T par C est symétrique à la censure de
C par T , on peut définir l’estimateur de K-M de la fonction de survie de la variable de
censure G(·) en remplaçant δ(i) par 1− δ(i) ce qui donne :

Gn(t) :=


∏
Y(i)≤t

(
1− 1

n− i + 1

)1−δ(i)

si t < Y(n),

0 si t ≥ Y(n).

où Y(1), · · · ,Y(n) sont les valeurs ordonnées des Yi et δ(i) est l’indicatrice de non censure
concomitantes aux Y(i).

Remarque 1.2.1 L’estimateur de K-M peut s’écrire sous la forme suivante :

Gn(t) :=


∏

1≤i≤n

(
1−

1− δ(i)

n− i + 1

)1{Y(i)≤t}
si t < Y(n),

0 si t ≥ Y(n).

(1.5)

Pour plus de clarté, notons que tout au long de cette thèse c’est cette dernière forme de
l’estimateur K-M que nous allons utilisée dans la construction de nos estimateurs.

Cet estimateur est également appelé produit limite car il s’obtient comme une limite de
produits. C’est une fonction en escalier décroissante, constante par morceaux avec des
sauts qui se produisent en des observations non censurées. Il n’atteint 0 que si la plus
grande des observations Y(n) correspond à une observation non censurée. Les propriétés
de cet estimateur ont été très étudiée dans la littérature, voir par exemple Stute and
Wang (1993). D’autres contributions importantes concernant la compréhension de
l’estimateur K-M ont été apportées par Stute (1995).
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1.2. Le phénomène de censure 11

Remarque 1.2.2 Lorsqu’il n’y a pas de censure, l’estimateur de K-M se réduit à la fonction
de survie empirique.

Afin de mieux comprendre les données censurées aléatoirement à droite, nous avons
préféré illustrer le traitement de ce genre de données considérées comme incomplètes
par un exemple de données réelles (voir : https://plos.figshare.com/articles/
Survival_analysis_of_heart_failure_patients_A_case_study/5227684/1).

1.2.6 Exemple (Insuffisance cardiaque)

Nous avons analysé un ensemble de données contenant les dossiers médicaux de
299 patients souffrant d’insuffisance cardiaque, recueillis à l’Institut de cardiologie de
Faisalabad et à l’hôpital Allied de Faisalabad (Penjab, Pakistan), entre avril et décembre
2015 souffrant de dysfonctionnement systolique ventriculaire gauche, appartenant aux
classes III et IV de la New York Heart Association (NYHA). Les patients étaient composés
de 105 femmes et 194 hommes, et leur âge se situe entre 40 et 95 ans.

Les dossiers médicaux contiennent un certain nombres d’informations sur chaque
patient notamment : l’âge, la fraction d’éjection, la créatinine sérique, le sodium sérique,
l’anémie, les plaquettes, la créatinine phosphokinase, la pression artérielle, le sexe, le
diabète et le tabagisme comme des facteurs potentiels de mortalité. Pour notre part, ce
qui nous a intéressé était l’analyse de la survie (temps de survie) des ces patients par
rapport à l’âge. Un nuage de point représentant les données où on dissocie les données
censurées des non-censurées est donné par la Figure 1.3 (a).

Le graphique de Kaplan Meier (voir les Figures 1.3 (b) et (c)) a été utilisé pour
étudier le modèle général de survie qui a montré une forte intensité de la mortalité
dans les premiers jours, puis une augmentation progressive jusqu’à la fin de l’étude.
Les propriétés de l’estimateur de K-M ont été largement étudiées dans la littérature
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Figure 1.3 – (a) Scatter-plot du temps de survie en fonction de l’âge des patients atteints
d’insuffisance cardiaque. (b) Fonctions de survie pour les patients atteints d’insuffisance
cardiaque. (c) Fonctions de survie pour les hommes et femmes atteint d’insuffisance
cardiaque.

(nous renvoyons le lecteur à Andersen et al. (1993)). Soit Fn la f.d.r. empirique basée
sur T1,T2, · · · ,Tn. Nous donnons dans la suite quelques propriétés de convergence :
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12 CHAPITRE 1. Introduction générale

Théorème 1.2.1 Étant donnée une variable d’intérêt T de f.d.r. F et une censure C de f.d.r.
G indépendantes, alors :

sup
0≤t≤τF

|Fn(t)−F(t)| −→
n→∞

0 p.s.

En notant par F (respectivement G) la fonction de répartition de la variable d’intérêt T
(respectivement de la variable de censure C), nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Théorème 1.2.2 (Földes and Rejtö (1981)) On suppose que F et G sont continues, et si le
réel T est tel que G(T ) < 1, alors

P

(
sup

−∞<t≤T ?

∣∣∣Fn(t)−F(t)
∣∣∣ = O

(
loglogn

n

))
= 1.

où T ? = min(T ,TF).

Dans ce contexte de censure et dans le cadre d’observations i.i.d., Dabrowska (1987)
a estimé la fonction de survie conditionnelle en présence de censure à droite. Un
résultat de convergence a été établit pour l’estimateur à noyau et l’estimateur des
plus proches voisins pour la fonction de hasard cumulative, la fonction de survie et le
quantile basés sur l’estimateur de Beran (1981). Quelques années plus tard, Dabrowska
(1989) a établi un résultat de convergence uniforme de l’estimateur de Kaplan and
Meier (1958) conditionnel à noyau. Stute (1993) a établi la normalité asymptotique
de l’estimateur de K-M. Lopez et al. (2013) quand à eux ont étudié les propriétés
asymptotiques de l’estimateur de la fonction de répartition jointe pour une co-variable
d-dimensionnelle. Lemdani and Ould Saïd (2017) ont défini l’estimateur à noyau de
la fonction de régression robuste et ont établit sa convergence uniforme presque sure
ainsi que sa normalité asymptotique.

1.3 Dépendance

De nombreux résultats de statistique ont été établi en considérant des échantillons
indépendants. Cependant, il est parfois intéressant de considérer et d’étudier des échan-
tillons dépendants afin de pouvoir répondre à des situations pratiques où les données
ne sont pas i.i.d. Prenons l’exemple où nous nous intéressons à la contamination par un
virus qui se transmet d’une personne à une autre. Effectivement, un individu côtoyant
des personnes atteintes par un virus donné, aura plus de chance d’être contaminé que
s’il résidait dans une zone relativement épargnée par ce virus. Alors, les données ne sont
pas indépendantes. En effet, les données de deux individus géographiquement proches
sont dépendantes. Ce type de données est modélisé par des données mélangeantes.
Il existe plusieurs types de modélisation de la dépendance au sein d’un échantillon.
Nous nous intéresserons dans cette thèse aux phénomènes de dépendance faible. Il
existe diverses modélisations de la dépendance faible à l’aide, des notions de variables
α-mélangeantes (voir Rosenblatt (1956b)), β-mélangeantes (voir Volkonskii and Ro-
zanov (1959)) ou φ-mélangeantes (voir Ibragimov (1962)) et bien d’autres. Pour un
point de vue globale sur les différents types de mélange nous renvoyons à Doukhan
(1994) et Bradley (2005, 2007). Parmi toutes ces formes de mélanges, l’α-mélange est le
plus faible et donc le moins restrictif. Toute suite de v.a. β, φ. . . mélangeantes implique
forcement qu’elle est α-mélangeante.
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1.3. Dépendance 13

Nous rappelons maintenant la définition d’une suite de v.a. α-mélangeante intro-
duite par Rosenblatt (1956b).

Définition 1.3.1 Soit (Xi)i≥0 une suite de variables aléatoires réelles. On note F k1 la tribu
engendrée par les Xi , 1 ≤ i ≤ k et F ∞n+k la tribu engendrée par les Xi , n+k ≤ i <∞ . On définit
les coefficients d’α-mélange associés à la suite (Xi)i≥0 par :

α(n) = sup
k

sup
A∈F k1 ,B∈F

∞
n+k

∣∣∣∣P(A∩B)−P(A)P(B)
∣∣∣∣

On dit que cette suite est α-mélangeante si le coefficient de mélange vérifie α(n)→∞ lorsque
n→∞.

On peut définir deux types de mélanges forts :
• Les coefficients d’α-mélange sont dits arithmétiques d’ordre a > 0 s’il existe une

constante C ∈R?+ telle que α(n) ≤ Cn−a.
• Les coefficients d’α-mélange sont dits géométriques s’il existe une constante
C ∈R?+ et 0 ≤ ρ < 1 tels que α(n) ≤ Cρn.

Les processus AR et ARMA sont des exemples de processus géométriquement mélan-
geants.

Remarque 1.3.1 Le coefficient de mélange α est tel que 0 ≤ α ≤ 1
4 .

Ce coefficient est plus faible que d’autres coefficients de mélange β, φ, . . . (voir
Doukhan et al. (1994)), mais comme la notion de variables α-mélangeantes est la
plus générale, les résultats impliqueront une classe plus importante de processus. Nous
trouvons dans la littérature un grand nombre de travaux consacrés à l’étude de variables
α-mélangeantes réelles, nous renvoyons aux travaux Doukhan et al. (1994), Bosq (1998)
et Rio (2000).

Ces dernières années, en raison de nombreuses applications dans différents domaines
tel que le domaine médical, social où économique, une très grande importance est portée
au cas où le temps de survie peut présenter une certaine forme de dépendance. Par
exemple, dans le cadre des essais cliniques, il arrive fréquemment que des patients du
même hôpital ont des durées de survies corrélés en raison de variables non mesurées
comme la qualité des équipements de l’hôpital. Pour plus de détails concernant la
dépendance dans les données, nous renvoyons le lecteur à Lipsitz and Ibrahim (2000).
Dans le cadre de données censurées, Lecoutre and Ould Saïd (1995) ont établi la
convergence uniforme presque complète de l’estimateur de K-M conditionnel. Cai (2001)
a développé une méthode d’estimation de la fonction de régression par la méthode
locale linéaire. L’auteur a établi la convergence ainsi que la normalité asymptotique de
l’estimateur étudié en considérant les deux cas : observations i.i.d. et α-mélangeantes.
El Ghouch and Van Keilegom (2008) ont considéré quand à eux le problème d’estimation
de la fonction E [φ(T )|X] pour toute fonction φ connue. Leurs approche consiste à
définir une nouvelle variable T ? qui n’est pas sujet à la censure et qui satisfait cette
égalité E [φ(T )|X] = E

[
T ? |X

]
pour ensuite l’estimer par la méthode linéaire locale.

Ces derniers ont établi la convergence uniforme de l’estimateur sous des conditions
de mélange. Les mêmes auteurs (El Ghouch and Van Keilegom (2009)) proposent un
estimateur de la fonction de régression quantile. Guessoum and Ould Saïd (2010) ont
étudié la convergence uniforme presque sûre de l’estimateur à noyau de la fonction
de régression défini dans Guessoum and Ould Saïd (2008) pour une co-variable d-
dimensionnelle dans le cadre de données α-mélangeantes censurées à droite.
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14 CHAPITRE 1. Introduction générale

1.4 Contexte et résultats préliminaires

Le but de cette partie n’est bien entendu pas de dresser un panorama complet de tous
les résultats obtenus dans l’estimation non paramétrique de la fonction de régression.
Nous souhaitons plutôt présenter deux modélisations par deux approches différentes
(estimation à noyau et locale linéaire) proposées dans la littérature et des résultats de
convergence qui leur sont rattachées.

1.5 Régression non paramétrique à noyau

Soit X1, · · · ,Xn des v.a. i.i.d. de densité f par rapport à la mesure de Lebesgue sur R

et de fonction de répartition (f.d.r.) F(x) =
∫ x

−∞
f (t)dt. Un estimateur intuitif de la f.d.r.

F est l’estimateur empirique donné par :

Fn(x) =
1
n

∑
1≤i≤n

1{Xi≤x},

où 1A est la fonction indicatrice de l’événement A. D’après la loi forte des grands
nombres (L.F.D.N.), nous avons :

Fn(x) −→ F(x) p.s. quand n→∞.

Donc Fn est un estimateur consistant de F. Comment peut-on estimer la fonction de
densité f ? Un premier résultat à été proposé par Rosenblatt (1956a) pour un hn > 0
donné par :

f̂P R(x) ≈ Fn(x+ hn)−Fn(x − hn)
2hn

.

Ce dernier est appelé un estimateur de Rosenblatt. Nous pouvons aussi l’écrire sous
cette forme :

f̂P R(x) =
1

2nhn

∑
1≤i≤n

1{x−h≤Xi≤x+h} =
1
nhn

∑
1≤i≤n

K0

(
x −Xi
hn

)
.

où K0(u) = 1
21{−1≤u≤1}. Quelques années plus tard Parzen (1962) a suggéré une générali-

sation de cet estimateur :

f̂P R(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

K

(
x −Xi
hn

)
,

où K est une densité, telle que
∫
K(u)du = 1. Ce dernier ce dénomme l’estimateur à

noyau de Parzen- Rosenblatt (P-R). La fonction K est appelée noyau (en anglais "Kernel")
et le paramètre hn est appelé fenêtre (en anglais "bandwidth") de l’estimateur. Nous
donnons quelques exemples de noyaux classiques :
Supposons maintenant que la loi du couple (X,T ) admet une densité f (x, t) par rapport

Version intermédiaire en date du 15 janvier 2021



1.5. Régression non paramétrique à noyau 15

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Noyau Gaussien

Noyau Rectangulaire

Noyau Epanechnikov

Figure 1.4 – Exemples de noyaux classiques.

à la mesure de Lebesgue sur R2 telle que f (x) =
∫
f (x, t)dt > 0. Alors

m(x) = E [T |X = x] =

∫
tf (x, t)dt∫
f (x, t)dt

=

∫
tf (x, t)dt

f (x)
. (1.6)

L’estimateur de Parzen (1962) et Rosenblatt (1956a) (P-R) admet une version multidi-
mensionnelle. Considérons un n-échantillon (Xi ,Ti) de couples de variables aléatoires
indépendants et de même loi que le couple (X,T ), nous définissons, en dimension 2,
l’estimateur à noyau de f (x, t) par :

f̂P R(x, t) =
1

nh2
n

∑
1≤i≤n

K

(
x −Xi
hn

)
K

(
t − Ti
hn

)
(1.7)

où K est un noyau intégrable sur R tel que
∫
K(t)dt = 1 et hn > 0 est une suite de fenêtres.

En remplaçant les densités marginale f (x) et jointe f (x, t) par les estimateurs de P-R
f̂P R(x) et f̂P R(x, t) respectivement dans (1.6), nous obtenons :

m̂NW (x) =

∫
tf̂P R(x, t)dt

f̂P R(x)
.

Preuve. D’après (1.7), nous savons que :∫
tf̂P R(x, t)dt =

1

nh2
n

∑
1≤i≤n

K

(
x −Xi
hn

)
×
∫
tK

(
t − Ti
hn

)
dt. (1.8)
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16 CHAPITRE 1. Introduction générale

Par un changement de variable et le fait que le noyau est symétrique et que c’est une
densité de probabilité

(∫
K(t)dt = 1

)
, nous avons :

1
hn

∫
tK

(
t − Ti
hn

)
dt =

∫
t − Ti
hn

K

(
t − Ti
hn

)
dt +

∫
Ti
hn
K

(
t − Ti
hn

)
dt

= −hn
∫
uK (u)du + Ti

∫
K (u)du

= Ti . (1.9)

Donc, à partir d’un noyau K et d’une fenêtre hn > 0, nous pouvons construire des
estimateurs à noyau pour la régression non paramétrique analogue à celui construit
pour estimer la densité (Rosenblatt (1956a)). En remplaçant (1.9) dans la formule (1.8),
nous obtenons l’estimateur de la fonction de régression m(·) défini par :

m̂NW (x) =

∑
1≤i≤n

TiK

(
x −Xi
hn

)
∑

1≤i≤n
K

(
x −Xi
hn

) ×1
∑

1≤i≤n
K

(
x −Xi
hn

)
, 0


. (1.10)

Nous pouvons aussi représenter l’estimateur de N-W comme une somme pondérée des
Ti :

m̂NW (x) =
∑

1≤i≤n
Tiw

NW
i (x) (1.11)

avec des poids

wNWi (x) =


K

(
x −Xi
hn

)
∑

1≤i≤n
K

(
x −Xi
hn

) si
∑

1≤i≤n
K

(
x −Xi
hn

)
, 0,

0 sinon.

Notons que, en restreignant notre étude aux noyaux positifs (c-à-d K ≥ 0), la fonction
indicatrice présentée dans (1.10) disparaît. Ainsi, l’estimateur de N-W est bien linéaire
au sens de la définition (1.11) avec pour tout x, la fonction de poids wNWi (x) satisfont à
la relation : ∑

1≤i≤n
wNWi (x) = 1.

Pour une discussion plus générale sur la fonction de poids dans le cadre de la régression
non paramétrique, nous citerons l’article pionnier Stone (1977). Le noyau K détermine
la forme du voisinage autour du point x et la fenêtre contrôle la taille de ce voisinage, c-
à-d le nombre de d’observations prises pour effectuer la moyenne locale. Intuitivement,
la fenêtre hn a un rôle crucial dans la consistance de l’estimateur N-W (le choix de la
fenêtre sera discuté dans la section 1.8).
Si la fenêtre hn satisfait les conditions suivantes :

hn −→ 0 et nhn −→∞ lorsque n→∞,
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1.6. Régression non paramétrique locale linéaire 17

la variance de l’estimateur de N-W tend vers 0. Cette dernière est une condition néces-
saire et suffisante pour obtenir la consistance de l’estimateur de N-W.

Exemple 2 Pour illustrer l’impact du choix de la fenêtre dans l’estimation non paramétrique,
nous étudions un exemple. Supposons que le noyau K est une densité gaussienne, que la
fenêtre optimale est de l’ordre de C(logn/n)1/5 pour une constante C convenablement choisie.
Nous allons varier la constante C pour changer la valeur de la fenêtre. La figure 1.5, montre
le résultat.
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Figure 1.5 – 2Xi + 1 avec 1 ≤ i ≤ 100 pour différentes valeurs de hn allant de la plus
petite à la plus grande (de gauche à droite).

1.6 Régression non paramétrique locale linéaire

Dans cette partie, nous étudions la méthode de régression non paramétrique basée
sur l’approche locale linéaire pondérée. Cette méthode présente des avantages par
rapport aux autres méthodes à noyaux classiques que l’on verra par la suite. Si le noyau
K est positif ou nul, l’estimateur de N-W vérifie

m̂NW (·) = argmin
α

∑
1≤i≤n

(Ti −α)2K

(
x −Xi
hn

)
.

Ainsi, l’idée maîtresse de l’approche locale linéaire (LL) est une approximation des
moindres carrés localement constante des valeurs Ti . Cette démarche est intuitive
sachant que la fonction de régression m(·) est elle même solution du problème des
moindres carrés. Le but de cette section est de présenter les estimateurs localement
linéaires ainsi que leurs propriétés fondamentales.

1.6.1 Construction et définition des estimateurs localement linéaire

Le principe de l’estimation localement linéaire consiste en l’ajustement local d’un
polynôme de degré 1 :

m(·) ≈ α + β(· − x) (1.12)

aux données {(Xi ,Ti), 1 ≤ i ≤ n} par la méthode des moindres carrés où α et β sont des
paramètres à estimé. De ce fait, nous supposons l’existence de la dérivée seconde de
la fonction de régression m(·) au point x. Cette hypothèse est essentielle pour valider
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18 CHAPITRE 1. Introduction générale

théoriquement la construction de l’estimateur LL. Nous pouvons alors approximer la
fonction de régression m(x) par la fonction linéaire (1.12). Par un développement de
Taylor au voisinage du point x,

m(X) ≈m(x) +m′(x)(X − x) (1.13)

pour tout X au voisinage de x. Nous pouvons à présent ajuster notre fonction linéaire
aux données {(Xi ,Ti), 1 ≤ i ≤ n} par la méthode des moindres carrés pondérées par un
noyau K . Il faudra alors minimiser par rapport à (α,β) la fonction de perte suivante :

argmin
α,β

∑
1≤i≤n

(Ti −α − β(Xi − x))2K

(
x −Xi
hn

)
. (1.14)

Comme pour l’estimateur de N-W, les paramètres K et hn désigne le noyau et la fenêtre.
Notons que, lorsque β = 0 nous retrouvons l’estimateur de N-W. L’estimateur solution
du problème de minimisation (1.14) est appelé estimateur localement linéaire et est défini
par :

m̂LL(x) =

∑
1≤i,j≤n

Tiw
LL
i,j (x)∑

1≤i,j≤n
wLLi,j (x)

où

wLLi,j (x) = (Xi − x)
(
(Xi − x)− (Xj − x)

)
K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
.

Une autre forme de l’estimateur LL est possible et est donnée par :

m̂LL(x) =
r̂0(x)̂s2(x)− r̂1(x)̂s1(x)

ŝ0(x)̂s2(x)− ŝ21(x)

où

r̂`(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
, pour ` = 0,1,

ŝ`(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
, pour ` = 0,1,2.

Nous établirons par la suite que l’estimateur LL est supérieur à l’estimateur à noyau
de N-W au sens qu’il atténue les effets de bord. De plus, d’après Fan (1992), l’estima-
teur LL a un meilleur biais que l’estimateur de N-W et une meilleure variance que
l’estimateur de Gasser and Muller (1979). Nous renvoyons le lecteur au livre de Fan
and Gijbels (1996) pour plus de détails sur les propriétés de l’estimateur LL en plus
de quelques applications sur des données réelles. L’ajustement local linéaire est une
méthode attrayante tant du point de vue théorique que pratique.
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1.7. Régression pour un modèle de censure 19

1.7 Régression pour un modèle de censure

De manière analogue aux données complètes, la fonction de régression m(·), donnée
par la relation (1.1) est estimée par :

m̂CR(x) =

∑
1≤i≤n

δiYi
Gn(Yi)

K

(
x −Xi
hn

)
∑

1≤i≤n
K

(
x −Xi
hn

) . (1.15)

Un résultat de convergence uniforme presque sûre avec vitesse de m̂CR(·) a été établit
par :

Théorème 1.7.1 (Guessoum and Ould Saïd (2008)) Sous des hypothèses classiques sur
la fenêtre hn, le noyau K et la fonction m(·), on a :

sup
x∈C
|m̂CR(x)−m(x)| = Op.s.


√

logn

nhdn

+ O(h2
n) quand n→∞.

La normalité asymptotique de l’estimateur m̂CR(·) est donnée par :

Théorème 1.7.2 (Guessoum and Ould Saïd (2008)) Sous des hypothèses sur le noyau K ,
la fenêtre hn et d’autres hypothèses de régularité de fonction, on a :√

nhn (m̂CR(x)−m(x))
L−→N

(
0,σ2(x)

)
.

où

σ2(x) =
r2(x)f 2(x)− r2

1 (x)f (x)
f 4(x)

∫
R

K2(t)dt

avec
L−→ désigne la convergence en loi. La fonction r`(x) =

∫
t`

G
`
(t)
f (x, t)dt pour ` = 1,2 et

f (·) est la densité de la co-variable X.

Indication sur la preuve du théorème. La preuve est basée sur l’inégalité exponen-
tielle de Bernstein. Les auteurs ont utilisés une idée de couvrir l’ensemble compact par
un nombre finis d’intervalle pour obtenir l’uniformité.

Le même estimateur dans le cadre dépendant (alpha mélangeant) et pour une co-
variable d-dimensionnel a été étudié par Guessoum and Ould Saïd (2010, 2012). Deux
résultats ont été établi, la convergence uniforme presque sûre sur un compact avec
vitesse et la normalité asymptotique de l’estimateur étudié. Les deux résultats sont
établis dans ce qui suit :

Théorème 1.7.3 (Guessoum and Ould Saïd (2010)) Sous des hypothèses sur le noyau K ,
la fenêtre hn, des hypothèses de régularité de fonction et d’autres sur le coefficient de mélange,
on a :

sup
x∈C
|m̂CR(x)−m(x)| = Op.s.


√

logn

nhdn
+
√
h
d(ν−2)
n logn

+ O(hn) quand n→∞.
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20 CHAPITRE 1. Introduction générale

Théorème 1.7.4 (Guessoum and Ould Saïd (2012)) Sous des hypothèses sur le noyau K ,
la fenêtre hn, des hypothèses de régularité de fonction et d’autres sur le coefficient de mélange,
nous avons : √

nhdn (m̂CR(x)−m(x))
L−→N

(
0,σ2(x)

)
.

où

σ2(x) =
r2(x)f (x)− r2

1 (x)
f 3(x)

∫
R
d
K2(t)dt

où la fonction r`(·) pour ` = 1,2 a été défini dans le théorème 1.7.2.

1.8 Choix de la fenêtre

Dans cette section, nous supposons le noyau K fixé, et nous nous intéressons qu’au
choix de la fenêtre hn qui est crucial. Nous avons observé que l’efficacité des estima-
teurs à noyaux et LL est liée au paramètre de lissage hn. Il faut choisir la fenêtre afin
d’équilibrer un terme stochastique (la variance) et un terme déterministe (le biais).
Dans le cadre non paramétrique, notons que la vitesse de convergence dans l’estimation
de la densité est de l’ordre de c1n

−1/5 qui est plus faible que la vitesse des modèles
paramétrique, qui est c2n

−1/2 où c1 et c2 sont des constantes qui dépendent de quelques
paramètres.

Nous nous intéressons dans notre étude au cadre non paramétrique. Dans ce dernier,
du point de vue pratique, un paramètre trop petit fait apparaître des détails insignifiants
dans la courbe estimée et au contraire une grande valeur de la fenêtre hn, la majorité
des détails sont effacés ou ne vont pas être considérer. Donc, il est clair que le choix du
paramètre hn est central dans l’estimation non paramétrique. Rappelons que dans la
littérature, il y a principalement trois méthodes d’estimation : "rule of thumb", "plug-in"
et "cross-validation". Chaque méthode possède des qualités et des inconvénients. Nous
soulignons que la méthode la plus populaire (plus utilisée) est la méthode de validation
croisée, son idée principale est de minimiser le critère suivant :

CVCR =
1

n− 1

∑
1≤i≤n

(
Yi − m̂−iCR(Xi)

)2
, (1.16)

où m̂−iCR(·) est l’estimateur de la fonction de régression classique m(·) par la méthode
à noyau obtenu en supprimant le i ème triplet d’observations (Xi ,Yi ,δi). Même si ce
critère a le défaut d’être très variable et peut donner des sous estimations de hn, il reste
la méthode la plus utilisée. Dans toutes nos études numériques, nous avons fait le choix
d’utiliser la méthode de la validation croisée.

1.8.1 Implémentation informatique

Tous les algorithmes et les graphiques ont été réalisés sur le logiciel Matlab. En
ce qui concerne le chapitre 3, même si le résultat est d-dimensionnel, pour faciliter
les simulations, nous nous somme placés dans le cas unidimensionnel (X ∈ R) dans
les deux cas : i.i.d. et α-mélangeant. Dans le cas de dépendance, nous avons choisi
des co-variables issues d’un processus auto-régressif d’ordre 1 et de paramètre ρ. De
plus, différents modèles sont pris en compte dans nos simulations : modèle linéaire,

Version intermédiaire en date du 15 janvier 2021
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parabolique, sinusoïdal et exponentiel. Pour chacun des cas, pour montrer la qualité
pratique de nos estimateurs, nous avons observé l’effet de la taille d’échantillon, le taux
de censure, l’effet des valeurs aberrantes, l’effet de la dépendance (forte et faible) ainsi
que la contamination de l’aléa.

1.9 Contribution de la thèse

Cette thèse traite de l’estimation non-paramétrique de la fonction de régression
pour des données incomplètes. Le manuscrit est structuré en quatre chapitres en plus
de l’introduction et la conclusion.

Le chapitre introductif rappellera les principaux concepts ainsi que les propriétés
les plus importantes qui nous permettent de mieux décrire les problèmes traités en
situant au fur et à mesure les travaux antérieurs. Ensuite, nous présenterons brièvement
les nouveaux résultats obtenus dans cette thèse.

Dans le second chapitre, nous considérons l’estimateur de la fonction de régression
par la méthode linéaire locale en présence de censure aléatoire à droite. Nous établissons
la convergence uniforme presque sûre de l’estimateur étudié. Nous concluons avec des
résultats de simulation et une comparaison avec l’estimateur à noyau.

Le troisième chapitre concerne l’étude de la fonction de régression par la méthode à
noyau lorsque la fonction de perte est l’erreur quadratique relative moyenne pour des
données censurées aléatoirement à droite. Un estimateur de la fonction de régression
relative pour des observations i.i.d. est proposé. La convergence uniforme presque sûre
(sur un compact) avec vitesse ainsi que la normalité asymptotique sont établis. Une
large étude numérique sur des données générées et un exemple sur un jeu de données
réelles sont données.

Le quatrième chapitre est une extension du chapitre précédent au cas où les observa-
tions sont issues d’un processus α-mélangeant. La convergence uniforme presque sûre
sur un compact avec vitesse a été établi. Des simulation sont faites pour renforcer notre
résultat théorique.

Dans le dernier chapitre, nous établissons la normalité asymptotique de l’estimateur
de la fonction de régression relative pour des données dépendantes. Les intervalles de
confiances sont construite et une étude numérique est établie.

Les différentes partie de cette thèse sont reliées par une problématique commune
qui est l’estimation non paramétrique de la fonction de régression. Deux approches
sont proposées, la première est basée sur l’estimateur des moindres carrés tandis que la
seconde repose sur l’estimateur des erreurs quadratiques relatives moyennes. Les deux
approches sont comparées sur une étude sur données simulées. Chaque estimateur a
été construit dans le but de trouver une méthode robuste et efficace aux traitement d’un
jeu de données contenant de valeurs aberrantes et/ou censurées. L’objectif principal de
cette contribution est de réduire la sensibilité de la fonction de régression aux valeurs
aberrantes et à la censure.

1.9.1 Brève présentation des estimateurs étudiés dans cette thèse :

Soit {(Xi ,Yi ,δi), i = 1, · · · ,n} n-réalisation i.i.d. de même loi que le triplet (X,Y ,δ). Le
premier estimateur que nous avons construit est l’estimateur de la fonction de régression
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22 CHAPITRE 1. Introduction générale

par la méthode linéaire locale, solution du problème de minimisation suivant :

argmin
α,β

∑
1≤i≤n

(
T̂i −α − β(Xi − x)

)2
K

(
Xi − x
hn

)
(1.17)

où les données observées T̂i appelés données synthétiques sont explicités comme suit :

T̂i =
δiYi
Gn(Yi)

, pour 1 ≤ i ≤ n

ici δi représente l’indicateur de non censure et Gn(·) est l’estimateur de Kaplan and
Meier (1958) (K-M) défini dans (1.5). La solution au problème de minimisation (1.17)
est donnée par :

m̂LLR(x) =

∑
1≤i,j≤n

T̂jwi,j(x)∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)

avec

wi,j(x) =
(
(Xi − x)− (Xj − x)

)
(Xi − x)K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
.

Le second estimateur que nous avons étudié est l’estimateur de fonction de régression
lorsque la fonction de perte est l’erreur quadratique relative moyenne. Cet estimateur
est solution de :

argmin
α

∑
1≤i≤n

(
T̂i −α
T̂i

)2

Kd

(
Xi − x
hn

)
(1.18)

où cette fois-ci les données observées T̂ −`i pour ` = 1,2 sont données par :

T̂ −`i =
δiY

−`
i

Gn(Yi)
, pour 1 ≤ i ≤ n.

δi et Gn(·) sont respectivement l’indicateur de non censure et l’estimateur de K-M de la
fonction de survie de la variable de censure C donné par la formule (1.5). L’estimateur
de m(·) est alors solution du problème de minimisation (1.18) donné par :

m̂RER(x) =:
m̂1(x)
m̂2(x)

avec

m̂`(x) =
1

nhdnf̂ (x)

∑
1≤i≤n

T̂ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
pour ` = 1,2 et f̂ (·) est l’estimateur à noyau de la densité marginale f (·) défini par
Parzen (1962) et Rosenblatt (1956a) séparément.
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1.9.2 Brève présentation des résultats de convergence obtenus dans
cette thèse :

Nous présentons maintenant les principaux résultats obtenus durant cette thèse.
Deux résultats ont été établis pour deux estimateurs différents m̂RER(x) et m̂LLR(x) pour
tout x appartenant à un ensemble compact C.

Méthode locale linéaire

Résultats : Convergence cas i.i.d.

Théorème 1.9.1 Sous des conditions standard sur le noyau, la fenêtre et des conditions de
régularités de fonction, on a

sup
x∈C
|m̂LLR(x)−m(x)| = Op.s.

max


√

logn

nh2
n

+ hνn


 lorsque n→∞.

Pour ν > 0 et C est un ensemble compacte sur R et la notation p.s. désigne presque sûrement.

Corollaire 1.9.1 En allégeant les conditions de régularités cités dans le théorème précédent,
on obtient un résultat de convergence sans vitesse donné ci-dessous :

lim
n→∞

sup
x∈C
|m̂LLR(x)−m(x)| = 0.

Méthode à noyau

Résultats : Cas α-mélangeant (d-dimensionnel)

On suppose que le triplet (X,Y ,δ) vérifie la condition de mélange dans la défini-
tion 1.3.1. Soit C un compact inclut dans C0 =

{
x ∈Rd / f (x) > 0

}
où f (·) est la densité

marginale de la co-variable X.

Théorème 1.9.2 Sous des hypothèses sur le coefficient de mélange et des conditions standard
sur le noyau et la fenêtre, ainsi que d’autres hypothèses de régularité et techniques, nous
avons :

sup
x∈C
|m̂RER(x)−m(x)| = O(hn) + Op.s.


√

logn

nhdn
+
√
h
d(ν−2)
n logn

 , lorsque n→∞.

De plus, définissons C? =
{
∀x ∈ C, rλ(x) , 0 et µ`(x) , 0

}
pour ` = 1,2 et λ = 2,3,4 où

rλ(x) =
∫

t−λ

G(t)
f (x, t)dt et µ`(x) =

∫
t−`f (x, t)dt.

Notons que f (·, ·) est la densité jointe du couple (X,T ).

Théorème 1.9.3 Sous les hypothèses sur le coefficient de mélange et des conditions standard
sur le noyau et la fenêtre, ainsi que d’autres hypothèses de régularité et techniques, pour n
suffisamment grand, nous avons :√

nhdn (m̂RER(x)−m(x))
L−−→N

(
0,σ2(x)

)
, pour x ∈ C?
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où

σ2(x) =
r2(x)µ2

2(x)− 2µ1(x)µ2(x)r3(x) +µ2
1(x)r4(x)

µ4
2(x)

∫
R
d
K2
d (s)ds (1.19)

avec
L−→ qui désigne la convergence en loi.

Établir la normalité asymptotique de l’estimateur défini, nous permet de construire nos
intervalles de confiances. Pour cela, nous devons estimer l’expression de la variance
asymptotique (1.19). Ceci est possible en estimant les quantités qui la compose. Par
conséquent, nous avons :

σ̂2(x) =
r̂2(x)µ̂2

2(x)− 2µ̂1(x)µ̂2(x)̂r3(x) + µ̂2
1(x)̂r4(x)

µ̂4
2(x)

∫
R
d
K2
d (s)ds. (1.20)

En remplaçant (1.20) dans le théorème 1.9.3, nous avons :

Corollaire 1.9.2 Sous les hypothèses du théorème 1.9.3, nous avons :√
nhdn (m̂RER(x)−m(x))

L−−→N
(
0, σ̂2(x)

)
.

Un intervalle de confiance au niveau 1− β avec 0 < β < 1 est donné parm̂RER(x)− t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn

; m̂RER(x) + t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn


où t1− β2

est le quantile de la loi normale standardN (0,1).

Les démonstrations de ces résultats et le détail des conditions imposées seront donnés
aux chapitre 2–5.
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Chapitre2
Estimation non paramétrique locale
linéaire de la fonction de régression pour
des données censurées

1 Dans ce chapitre, nous établissons un résultat de convergence uniforme presque
sûre pour un estimateur de la fonction de régression en utilisant la méthode linéaire
locale. Le but ici est de construire un estimateur résistant aux effets de bord pour des
données censurées aléatoirement à droite. Des simulations ont été faites pour conso-
lider notre résultat théorique et une comparaison avec l’estimateur à noyau classique
confirme la supériorité de la nouvelle approche.

2.1 Modèle

Nous considérons le modèle de régression non paramétrique (1.1) dans lequel le
couple aléatoire (X,T ) est tel que T correspond à une durée de survie (ou v.a.) qui peut
être censurée à droite par une autre v.a. C indépendante de T . Notre but est d’estimer
l’espérance conditionnelle de T sachant X dans une optique non paramétrique. Dans le
cadre non censuré, une grande variété d’estimateurs non paramétriques de la fonction
de régression ont été proposés dans la littérature en commençant par Nadaraya (1964),
Watson (1964), Gasser and Muller (1979) (G-M) et Fan (1992).

L’idée de base de l’estimation locale linéaire (LL) est d’utiliser la moyenne locale
des données proche de x pour construire un estimateur de la fonction de régression
en x. En effet, on estime que les observations en Xi proche de x doivent contenir les
informations sur la valeur de la fonction de régression en x. Plus formellement, la
fonction de régression non paramétrique satisfait :

m(x) = argmin
α

E

[
(T −α)2|X = x

]
.

Soit le n-échantillon (X1,T1), · · · , (Xn,Tn) ayant la même loi que le couple (X,T ). La

1. En collaboration avec le Pr. E. OULD SAÏD et le Pr. R. M. REMITA. En révision mineure dans le
journal Communication in Statistics : Theory and Methods.
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fonction de régression m(x) peut être estimée par :

m̂(x) = argmin
α

∑
1≤i≤n

(Ti −α)2K

(
Xi − x
hn

)
(2.1)

où hn est appelée fenêtre qui est une suite de nombres réelles qui tendent vers 0 à l’infini
et K est appelé noyau qui est une densité de probabilité. La solution du problème de
minimisation (2.1) conduit à l’estimateur à noyau de N-W donné par :

m̂(x) =

∑
1≤i≤n

TiK

(
Xi − x
hn

)
∑

1≤i≤n
K

(
Xi − x
hn

) .
Bien que cet estimateur est connu pour avoir de bonnes caractéristiques tels que la

simplicité, la flexibilité et la consistance, son biais asymptotique dépend de la dérivée
de la fonction de densité marginale. De plus, il est soumit à des effets de bord. Pour
plus de détails concernant les inconvénients de l’estimateur à noyau de N-W et pour
une comparaison entre les estimateurs N-W, G-M et LL nous renvoyons le lecteur à
l’article de Fan (1992), Fan and Gijbels (1996) et Fan and Yao (2003). Pour surmonter
ces inconvénients, Fan (1992) a proposé une nouvelle approche basée sur l’ajustement
linéaire locale qui généralise la régression classique à noyau.

Nous supposons maintenant que la fonction de régressionm(·) est dérivable et que sa
dérivée est finie (c-à-dm′(x) <∞). En se basant sur l’idée quem(X) ≈m(x)+m′(x)(X−x) ≡
α + β(X − x) dans un voisinage du point x, l’estimateur de la fonction de régression par
la méthode linéaire locale est solution du problème de minimisation suivant :

argmin
α,β

∑
1≤i≤n

(Ti −α − β(Xi − x))2K

(
Xi − x
hn

)
. (2.2)

Par un simple calcul algébrique, on a :

m̂(x) =

∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)Tj∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)

où

wi,j(x) = (Xi − x)
(
(Xi − x)− (Xj − x)

)
K

(Xi − x
h

)
K

(
Xj − x
h

)
. (2.3)

Ainsi m̂(·) est l’estimateur LL de la fonction de régression lorsque les données sont
complètement observées. Cet estimateur possède de nombreuses propriétés statistiques
intéressantes (nous renvoyons le lecteur à Fan (1992)).

Dans le contexte des données censurées à droite, parmi les travaux dédiés à l’ap-
proche locale linéaire nous citons les travaux de Fan and Gijbels (1994) qui ont établi la
convergence en probabilité de l’estimateur de la fonction de régression. Cai (2003) qui a
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proposé un estimateur de la fonction de régression. Nous soulignons que ce dernier n’a
pas pénalisé les observations par la fonction de survie de la variable de censure. Dans
le même contexte, Kim and Truong (1998) ont utilisé la méthode locale linéaire pour
définir un estimateur de la fonction de hasard conditionnelle.
Ayant en tête le schéma de censure aléatoire à droite, nous n’observons plus la variable
T mais le couple (Y ,δ) (voir la sous-section 1.2.4). Sous ce modèle, nous considérons
une adaptation spécifique de notre variable observée donnée par :

T̃i =
δiYi
G(Yi)

, pour 1 ≤ i ≤ n.

où G(·) désigne la fonction de survie de la variable de censure C. Ce quotient est appelé
"données synthétiques" et permet de prendre en compte l’effet de la censure dans la
construction de l’estimateur. Les données synthétiques ont été introduit par Carbonez
et al. (1995) et utilisées par Köhler et al. (2002), Guessoum and Ould Saïd (2008), Kebabi
and Messaci (2012), . . . et bien des auteurs. Dans ce qui suit, nous supposerons que :

(Xi ,Ti)i et (Ci)i sont indépendants (2.4)

pour i = 1, · · · ,n. En utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle et sous la
condition d’indépendance , nous avons pour tout x fixé :

E

[
T̃1|X1 = x

]
= E

[
δ1Y1

G(Y1)

∣∣∣∣X1 = x
]

= E

[
E

[
1{T1≤C1}T1

G(T1)

∣∣∣∣T1

] ∣∣∣∣X1 = x
]

= E

[
T1

G(T1)
E

[
1{T1≤C1}|T1

] ∣∣∣∣X1 = x
]

= E[T1|X1 = x].

Nous étendons le problème de minimisation (2.2) au cas censuré en substituant T par
T̃ . Le problème d’estimation de la fonction m(·) devient alors :

argmin
α,β

∑
1≤i≤n

(
T̃i −α − β(Xi − x)

)2
K

(
Xi − x
hn

)
. (2.5)

Un calcul élémentaire donne ce qu’on appelle un "pseudo estimateur" défini par :

m̃LLR(x) =

∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)T̃j∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)
=:
µ̃1(x)
µ̂0(x)

(2.6)

où wi,j(x) est définie dans (2.3). Ce dernier est un estimateur incalculable du fait que la
fonction de survieG(·) est inconnue. De la nécessité d’obtenir un estimateur quantifiable,
nous remplaçons la fonction de survie par l’estimateur de Kaplan and Meier (1958)
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28 CHAPITRE 2. Estimation locale linéaire de la fonction de régression

défini dans (1.5), on a :

T̂i =
δiYi
Gn(Yi)

, pour 1 ≤ i ≤ n, (2.7)

En substituant (2.7) dans (2.6), on obtient :

m̂LLR(x) =

∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)T̂j∑
1≤i,j≤n

wi,j(x)
=:
m̂1(x)
m̂0(x)

,
(0
0

=: 0
)
. (2.8)

m̂(·) est appelé estimateur de la fonction de régression linéaire locale (LLR pour "local
linear regression").

Remarque 2.1.1 En considérant β nul dans (2.5), l’estimateur résultant est celui de la
fonction de régression classique (CR pour "classical regression") défini par (1.15) dans
Guessoum and Ould Saïd (2008).

2.2 Hypothèses et principaux résultats

Soit C0 = {x ∈R/f (x) > 0} et C un sous ensemble compact de C0. Nous supposons
que pour toute fonction de répartition (f.d.r.) Q, on a τQ = sup{x,Q(x) < 1} l’extrémité
supérieure du support de Q. De plus, nous assumons qu’il existe un τ > 0 tel que τ < τH
et 0 < G(τH ) < G(τ).
Pour éviter toute confusion, nous désignons par C toute constante positive. De plus,
comme T est une durée de vie, nous supposons qu’elle est bornée.
Les hypothèses nécessaire à la démonstration de notre résultat sont regroupées et listées
juste en dessous.

A1. La fenêtre hn satisfait lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

nh2
n

logn
= +∞ et lim

n→∞

nh6
n

logn
= 0.

A2. Le noyau K(·) est une fonction bornée, positive et symétrique.
A3. La fonction de densité f (·) est continûment différentiable.
A4. La fonction s0(·) est continûment différentiable.
A5. Il existe C > 0 et ν > 0 tel que :

∀(x,y) ∈ C2 |m(x)−m(y)| ≤ C|x − y|ν .

Quelques remarques sur les hypothèses. L’hypothèse A1 concerne la fenêtre et est
standard en estimation non paramétrique. L’hypothèse A2 porte sur le noyau et est
nécessaire pour la convergence des termes du biais et de la variance. La majorité des
noyaux vérifient cette hypothèse par exemple le noyau d’epanechnicov et gaussien. Les
hypothèses A3, A4 et A5 sont des conditions techniques de régularité pour les fonctions
f (·), s0(·) et m(·) respectivement.

Le théorème suivant donne la convergence uniforme presque sûre de m̂LLR(·) sous le
compact C avec vitesse.
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Théorème 2.2.1 Sous les hypothèses A1–A5, nous avons :

sup
x∈C
|m̂LLR(x)−m(x)| = O(hνn) + Op.s.


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.

Remarque 2.2.1 Un résultat de convergence forte (sans vitesse) pourrait être obtenu en
allégeant les hypothèses. Les hypothèses A3 et A4 doivent être remplacées par les conditions
respectives suivantes :

A3 ′. La fonction de densité f (·) est continue au point x.
A4 ′. La fonction s0(·) est continue au point x.

Théorème 2.2.2 Sous les mêmes hypothèses que le celle du Théorème 2.2.1 et en remplaçant
les hypothèses A3 et A4 par leurs versions analogues A3 ′ et A4 ′, nous avons :

lim
n7→+∞

sup
x∈C
|m̂LLR(x)−m(x)| = 0 p.s.

La preuve de ce résultat peut être adaptée de celle du Théorème 2.2.1 qui est donnée dans la
section 2.4.

La preuve du théorème 2.2.1 est basée sur la décomposition suivante :

m̂LLR(x)−m(x) =: B1(x) +
1

m̂0(x)
{−B1(x)B2(x) +B3(x) +B4(x)−m(x)B2(x)}

avec

B1(x) :=
E[m̃1(x)]
E[m̂0(x)]

−m(x), B2(x) := m̂0(x)−E[m̂0(x)],

B3(x) := m̂1(x)− m̃1(x) et B4(x) := m̃1(x)−E[m̃1(x)].

En utilisant l’inégalité triangulaire, nous obtenons :

sup
x∈C
|m̂LLR(x)−m(x)| ≤ inf

x∈C
|B1(x)|+ 1

inf
x∈C
|m̂0(x)|

{
sup
x∈C
|B1(x)B2(x)|

+sup
x∈C
|B3(x)|+ sup

x∈C
|B4(x)|+ sup

x∈C
|m(x)B2(x)|

}
.

La preuve sera ainsi obtenue par les propositions suivantes :

Proposition 2.2.1 Sous les hypothèses A1 et A5, nous avons :

sup
x∈C
|B1(x)| = O (hνn) quand n→∞.

Proposition 2.2.2 Sous les hypothèses A1–A3, nous avons :

sup
x∈C
|B2(x)| = Op.s.


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.
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Corollaire 2.2.1 Sous les hypothèses de la proposition 2.2.2, il existe un nombre réel Γ
strictement positif tel que :

∞∑
n=1

P

(
inf
x∈C
m̂0(x) ≤ Γ

)
<∞.

Proposition 2.2.3 Sous les hypothèses A1–A4, nous avons :

sup
x∈C
|B3(x)| = Op.s.


√

loglogn
n

 quand n→∞.

Proposition 2.2.4 Sous les hypothèses A1–A4, nous avons :

sup
x∈C
|B4(x)| = Op.s.


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.

Remarque 2.2.2 Nous rappelons que le choix du noyau K n’affecte pas la qualité de l’esti-
mation contrairement à celui de la fenêtre hn. En effet, l’efficacité de l’estimateur est liée au
paramètre de lissage. Nous avons choisi d’utiliser la méthode de validation croisée, où l’idée
principale consiste à minimiser, par rapport à hn, le critère suivant :

CVLLR =
1

n− 1

∑
1≤i≤n

(
Yi − m̂−iLLR(Xi)

)2
(2.9)

où m̂−iLLR(·) est l’estimateur LLR donné par (2.8) construit avec les (n− 1) triplets aléatoires
{(X1,Y1,δ1), · · · , (Xi−1,Yi−1,δi−1), (Xi+1,Yi+1,δi+1) · · · , (Xn,Yn,δn)}.

2.3 Étude numérique

Des simulations sur des données générées sont menées pour évaluer les perfor-
mances de l’estimateur m̂LLR(·) donné par (2.8) et comparer son efficacité et sa robus-
tesse par rapport à l’estimateur de la fonction de régression à noyau classique défini
dans (1.15). Dans toutes les courbes présentées, nous prenons un noyau gaussien K . En
ce qui concerne la fenêtre, cette dernière est sélectionnée par la méthode de validation
croisée (voir remarque 2.2.2). On génère n points selon le modèle suivant : Ti = Xi+0.2εi
ou Xi{N (0,1) et εi{N (0,1). Le temps de censure est généré suivant une loi normale
Ci { N (c,1) où c est une constante qui ajuste le pourcentage de censure (C.P.). On
calcule les données synthétiques selon la formule (2.7) où l’estimateur de K-M est défini
en (1.5).

De figure 1 à la figure 3, nous pouvons constaté que l’estimateur LLR est plus
efficace lorsque la taille d’échantillon n augmente. De plus, la qualité d’estimation
est légèrement affectée par le C.P. mais reste assez résistante et proche de la courbe
théorique. En ce qui concerne la comparaison en figure 2.3, nous pouvons voir que les
deux estimateurs CR et LLR se comporte de la même manière lorsque la taux de censure
est faible. Une remarque importante et qui constitue l’un des avantages majeurs de cette
méthode est la résistance de notre estimateur aux effets de bords lorsque l’estimateur
est contraint à un fort taux de censure (nous pouvons visualiser cette propriété à travers
la figure 2.3). Contrairement à cela, l’estimateur CR est sensible à l’effet de la censure,
qui est visible sur les bords.
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Figure 2.1 – m̂LLR(·) avec C.P.≈ 30% pour n = 100,300 et 500 respectivement.
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Figure 2.2 – m̂LLR(·) avec n = 300 pour C.P. ≈ 8,25 et 60% respectivement.
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Figure 2.3 – m̂LLR(·), m̂CR(·) avec n = 300 pour C.P. ≈ 10,35 et 65% respectivement.

Dans le tableau 2.1, nous prenons différentes valeurs de C.P. et nous reportons
l’erreur quadratique moyenne (EQM) des estimateurs LLR et CR. Nous pouvons voir
que l’estimateur LLR fonctionne mieux lorsque la taille de l’échantillon augmente et
qu’il n’est que légèrement affecté par le pourcentage de données observées.
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Tableau 2.1 – Tableau comparatif des EQM.

C.P. n CR LLR
100 0.0158 0.0011

10 300 0.0024 0.0003
500 2.48 ×10−4 2.32 ×10−6

100 0.0836 0.0025
30 300 0.0473 0.0020

500 0.0108 8.10 ×10−4

100 0.0611 0.1181
50 300 0.2321 0.0228

500 0.0258 0.0064

2.4 Preuves et résultats auxiliaires

Avant d’entamer les preuves de propositions 2.2.1–2.2.4, nous avons besoin de défi-
nir les quantités suivantes :

ŝ`(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

T̂i(Xi − x)`K
(Xi − x

h

)
, pour ` = 0,1,

s̃`(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

T̃i(Xi − x)`K
(Xi − x

h

)
, pour ` = 0,1,

et
r̂`(x) =

1
nhn

∑
1≤i≤n

(Xi − x)`K
(Xi − x

h

)
, pour ` = 0,1,2.

Preuve de la proposition 2.2.3. Nous considérons la décomposition suivante :

|m̂1(x)− m̃1(x)| = |̂s0(x)̂r2(x)− ŝ1(x)̂r1(x)− s̃0(x)̂r2(x) + s̃1(x)̂r1(x)|
≤ |̂r2(x)−E[̂r2(x)]| × |̂s0(x)− s̃0(x)|+ |E[̂r2(x)] (̂s0(x)− s̃0(x))|
+ |̂r1(x)−E[̂r1(x)]| × |̂s1(x)− s̃1(x)|+ |E[̂r1(x)] (̂s1(x)− s̃1(x))| . (2.10)

Nous énonçons et prouvons ensuite le lemme 2.4.1–Lemme 2.4.3 qui sont requis à la
preuve de la proposition 2.2.3.

Lemme 2.4.1 Sous les hypothèses A1, A2 et A3 pour ` = 0,1,2 nous avons :

sup
x∈C
|̂r`(x)−E[̂r`(x)]| = Op.s.


√

logn

nh2−2`
n

 quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.1. Nous considérons une suite i.i.d. (X1,Y1,δ1), . . . , (Xn,Yn,δn) et
nous définissons :

Φn =
{
θx : R→R

+/θx(u) =
(u − x)`

nhn
K

(
x −u
hn

)
, x ∈ C

}
.

D’après la condition (b) du lemme 3 de Giné and Guillou (1999), Φn est une Vapnik-
Cervonenkis (V-C) classe de fonctions mesurables uniformément bornée pour ` = 0,2.
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Sous la condition (c) du même lemme pour ` = 1, posons u − x = (u − x+ hn)− hn alors

Φn est aussi une V-C classe d’enveloppe Θ =
h`−1
n

n
‖K‖∞. De plus, nous gardons cette

écriture pour harmoniser les notations. Sous les hypothèses A2 et A3 nous obtenons :

sup
x∈C

θx(X1) ≤ h
`−1
n

n
‖K‖∞‖f ‖∞ =

h`−1
n

n
ξ1 =:Un.

De la même manière, nous avons :

sup
x∈C

V ar [θx(X1)] ≤ sup
x∈C

E

[
θ2
x (X1)

]
≤

h2`
n ‖K‖22‖f ‖∞
n2h2

n
=
h2`−2
n

n2 ξ2 =: σ2
n

avec σn ≤Un pour n assez grand.
Maintenant, nous pouvons appliquer l’inégalité de Talagrand (voir proposition 5.4.2). IL

existe trois constantes positives C1, C2 et C3 tel que pour t ≥ C1

√
logn
nh2−2`

n
, nous obtenons :

P

 sup
θx∈Φn

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤n (θx(Xi)−E[θx(X1)])

∣∣∣∣∣∣∣ > C1

√
logn

nh2−2`
n


≤ C2 exp

−
C1

√
logn
nh2−2`

n

C2
h`−1
n
n ξ1

log

1 +
C1

√
logn
nh2−2`

n

h`−1
n
n ξ1

C2

(√
nh

`−1
n
n

√
ξ2 + h`−1

n
n ξ1

√
logC3

ξ1√
ξ2

)2


 ,

En utilisant l’approximation log(1+x) ≈ x( pour x→ 0), la partie de droite de la dernière
équation devient de l’ordre de

C2 exp

−
C1

√
logn
nh2−2`

n

C2
h`−1
n
n ξ1

×
C1

√
logn
nh2−2`

n

h`−1
n
n ξ1

C2

(√
nh

`−1
n
n

√
ξ2

)2

 = C2n
−

C2
1

C2
2ξ2 ,

qui pour des choix appropriés de C1, C2 et ξ2 et sous l’hypothèse A1 nous obtenons un
terme général d’une série convergente de l’ordre de O(n−3/2). Ensuite, par le lemme de
Borel-Cantelli nous obtenons le résultat.

Lemme 2.4.2 Sous les hypothèses A1, A2 et A4 pour ` = 0,1, nous avons :

sup
x∈C
|̂s`(x)− s̃`(x)| = Op.s.


√

loglogn
n

 quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.2. Pour ` = 0,1, nous avons

sup
x∈C
|̂s`(x)− s̃`(x)| = sup

x∈C

∣∣∣∣∣∣∣ 1
nhn

∑
1≤i≤n

T̂i(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
− 1
nhn

∑
1≤i≤n

T̃i(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)∣∣∣∣∣∣∣
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≤ sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣∣ 1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)(
1

Ḡn(Ti)
− 1
Ḡ(Ti)

)∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

G
2
(τ)

sup
t≤τ

∣∣∣Gn(t)−G(t)
∣∣∣× sup

x∈C

∣∣∣∣∣∣∣ 1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)∣∣∣∣∣∣∣
=: sup

t≤τ
L1(t)× sup

x∈C
|L2(x)| .

Pour L1, en utilisant le lemme 4.2. in Deheuvels and Einmahl (2000), nous obtenons :

sup
t≤τ
L1(t) = Op.s.


√

loglogn
n

 quand n −→∞.. (2.11)

Pour L2, nous utilisons la décomposition suivante :

L2(x) =
1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xj − x
hn

)
−E

 1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
+ E

 1
nhn

∑
1≤i≤n

Ti(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
=: L2,1(x) +L2,2(x). (2.12)

D’une part pour L2,1(x), sous les hypothèses du Lemme 2.4.1 et pour des données
complètes (c-à-d en prenant C = +∞), nous obtenons le résultat suivant :

sup
x∈C

∣∣∣L2,1(x)
∣∣∣ = Op.s.


√

logn

nh2
n

 quand n −→∞. (2.13)

D’autre part, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle suivis d’un change-
ment de variable pour ` = 0,1, nous avons :

L2,2(x) = h−1
n E

[
(X1 − x)`K

(
X1 − x
hn

)
E [T1|X1]

]
=

∫
(u − x)`K

(
u − x
hn

)
m(u)f (u)dv

= h`n

∫
t`K(t)s0(x+ th)dt.

En utilisant un développement de Taylor d’ordre 1 et sous les hypothèses A1, A2 et A4
pour ` = 0,1, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣L2,2(x)
∣∣∣ ≤ h`n sup

x∈C
|s0(x)|

∫
|t|`K(t)dt + h`+1

n sup
x∈C
|s′0(x)|

∫
|t|`+1K(t)dt

= O(h`). (2.14)

Finalement, en combinant les résultats (2.11)–(2.14) nous établissons la preuve du
Lemme 2.4.2.
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Lemme 2.4.3 Sous les hypothèses A1, A2 et A3 pour ` = 0,1,2, nous avons :

sup
x∈C
|E[̂r`(x)]| = O

(
h`

)
, quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.3. En utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, un
changement de variable et pour finir un développement de Taylor d’ordre 1, pour
` = 0,1,2, nous aurons :

E[̂r`(x)] = E

 1
nhn

∑
1≤i≤n

(Xi − x)`K
(Xi − x

h

)
=

1
hn

E

[
(X1 − x)`K

(
X1 − x
hn

)]
=

1
hn

∫
(u − x)`K

(
u − x
hn

)
f (u)du

= h`n

∫
v`K(v)f (x+ hv)dt

= h`nf (x)
∫
v`K(v)dv + h`+1

n

∫
v`+1K(v)f ′(ξ)dv.

En passant au sup sur le compact C et sous les hypothèses A1, A2 et A3 nous retrouvons
le résultat du lemme 2.4.3.
La combinaison des Lemmes 2.4.1 à 2.4.3 selon la décomposition (2.10) nous donne le
résultat de la proposition 2.2.3.

Preuve de la proposition 2.2.4. Par un raisonnement similaire à celui de la preuve de
la proposition 2.2.3, nous remarquons :

B4(x) = {̃s0(x)̂r2(x)−E [̃s0(x)̂r2(x)]} − {̃s1(x)̂r1(x)−E [̃s1(x)̂r1(x)]}
=: B4,1(x)−B4,2(x).

D’une part, nous avons :

B4,1(x) = (̃s0(x)−E [̃s0(x)]) (̂r2(x)−E [̂r2(x)]) + (̂r2(x)−E [̂r2(x)])E [̃s0(x)]
+ (̃s0(x)−E [̃s0(x)])E [̂r2(x)] +E [̃s0(x)]E [̂r2(x)]−E [̃s0(x)̂r2(x)] . (2.15)

D’autre part, nous avons :

B4,2(x) = (̃s1(x)−E [̃s1(x)]) (̂r1(x)−E [̂r1(x)]) + (̂r1(x)−E [̂r1(x)])E [̃s1(x)]
+ (̃s1(x)−E [̃s1(x)])E [̂r1(x)] +E [̃s1(x)]E [̂r1(x)]−E [̃s1(x)̂r1(x)] . (2.16)

Cela revient à étudier chaque terme des décompositions (2.15) et (2.16). Pour cela, nous
considérons les lemmes suivants :

Lemme 2.4.4 Sous les hypothèses A1, A2 et A3, pour ` = 0,1, nous avons :

sup
x∈C
|̃s`(x)−E [̃s`(x)]| = Op.s.


√

logn

nh2−2`
n

 quand n→∞.
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Preuve du Lemme 2.4.4. Nous considérons une suite i.i.d. (X1,Y1,δ1), . . . , (Xn,Yn,δn) et
nous définissons :

Ξn =
{
ψx : R×R?+ × {0,1} →R

+/ψx(u,y,δ) =
δy

nhnG(y)
(u − x)`K

(
x −u
hn

)
, x ∈ C

}
.

D’après la condition (b) du lemme 3 de Giné and Guillou (1999), Ξn est une Vapnik-
Cervonenkis (V-C) classe de fonctions mesurables uniformément bornée pour ` = 0,2.
Sous la condition (c) du même lemme pour ` = 1, posons u − x = (u − x+ hn)− hn alors

Ξn est aussi une V-C classe d’enveloppe Ψ =
h`−1
n

nG(τ)
‖K‖∞. De plus, sous les hypothèses

A2 nous obtenons :

sup
x∈C

θx(X1,Y1,δ1) ≤ h`−1
n

nG(τ)
‖K‖∞ =

h`−1
n

n
ξ3 =:Un.

De la même manière, sous les hypothèses A2 et A3 nous avons :

sup
x∈C

V ar [θx(X1,Y1,δ1)] ≤ sup
x∈C

E

[
θ2
x (X1,Y1,δ1)

]
≤ h2`

n

n2h2
nG(τ)

‖K‖22‖s0‖∞ =
h2`−2
n

n2 ξ4 =: σ2
n

avec σn ≤Un pour n assez grand.
Maintenant, nous pouvons appliquer l’inégalité de Talagrand (voir proposition 5.4.2). IL

existe trois constantes positives C1, C2 et C3 tel que pour t ≥ C1

√
logn
nh2−2`

n
, nous obtenons :

P

 sup
ψx∈Ξn

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤n (θx(Xi ,Yi ,δi)−E[θx(X1,Y1,δ1)])

∣∣∣∣∣∣∣ > C1

√
logn

nh2−2`
n


≤ C2 exp

−
C1

√
logn
nh2−2`

n

C2
h`−1
n
n ξ3

log

1 +
C1

√
logn
nh2−2`

n

h`−1
n
n ξ3

C2

(√
nh

`−1
n
n

√
ξ4 + h`−1

n ξ3

√
logC3

ξ3√
ξ4

)2


 ,

En utilisant l’approximation log(1+x) ≈ x ( pour x→ 0), la partie de droite de la dernière
équation devient de l’ordre de

C2 exp

−
C1

√
logn
nh2−2`

n

C2
h`−1
n
n ξ3

×
C1

√
logn
nh2−2`

n

h`−1
n
n ξ3

C2

(√
nh

`−1
n
n

√
ξ4

)2

 = C2n
−

C2
1

C2
2ξ4 ,

qui pour des choix appropriés de C1, C2 et ξ4 et sous la dernière partie de l’hypothèse
A1, nous obtenons un terme général d’une série convergente de l’ordre de O(n−3/2).
Ensuite, par le lemme de Borel Cantelli nous obtenons le résultat.
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Lemme 2.4.5 Sous les hypothèses A1, A2 et A4, pour ` = 0,1, nous avons :

sup
x∈C
|E[̃s`(x)]| = O

(
h`n

)
quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.5. Pour ` = 0,1, en utilisant la propriété de l’espérance condi-
tionnelle, un changement de variable et un développement Taylor, nous avons :

E [̃s`(x)] = E

 1
nhn

∑
1≤i≤n

T̃i(Xi − x)`K
(
Xi − x
hn

)
=

1
hn

E

[
T̃1(X1 − x)`K

(
X1 − x
hn

)]
=

1
hn

E

[
(X1 − x)`K

(
X1 − x
hn

)
E

[
T̃1|X1

]]
=

1
hn

∫
(u − x)`K

(
u − x
hn

)
m(u)f (u)du

=
∫

(hnv)`K(v)s0(x+ hnv)dv

= h`ns0(x)
∫
v`K(v)dv + h`+1

n

∫
v`+1K(v)s′0(ξ)dv.

En passant au sup sur le compact C et sous les hypothèses A1, A2 et A4 nous obtenons
le résultat.
Désormais, il nous reste qu’à étudié le terme de covariance. A cette fin, nous considérons
le lemme suivant :

Lemme 2.4.6 Sous les hypothèses A1, A2 et A4, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̃s0(x), r̂2(x))| = o


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.6. Par définition de la covariance, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̃s0(x), r̂2(x))| ≤ sup

x∈C
|E [̃s0(x)̂r2(x)]|+ sup

x∈C
|E [̃s0(x)]|sup

x∈C
|E [̂r2(x)]|

=: sup
x∈C
|I1(x)|+ sup

x∈C
|I2(x)|sup

x∈C
|I3(x)| .

D’une part,

I1(x) = E

 1
(nhn)2

∑
1≤i,j≤n

T̃i(Xj − x)2K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
=

1
(nhn)2

E
 ∑

1≤i≤n
T̃i(Xi − x)2K2

(
Xi − x
hn

)+E


∑

1≤i,j≤n
i,j

T̃i(Xj − x)2K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
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=
1

(nhn)2

{
nE

[
T̃1(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+n(n− 1)E

[
T̃1(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]}
=

1

nh2
n
E

[
T̃1(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+

(n− 1)

nh2
n

E

[
T̃1(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]
=: I1,1(x) + I1,2(x).

Pour I1,1(·), en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous avons :

I1,1(x) =
1

nh2
n
E

[
(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)
E

[
T̃1|X1

]]
=

1

nh2
n
E

[
(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)
m(X1)

]
=

1

nh2
n

∫
(u − x)2K2

(
u − x
hn

)
m(u)f (u)du

=
1

nh2
n

∫
(u − x)2K2

(
u − x
hn

)
s0(u)du

Par un changement de variable et un développement de Taylor, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣I1,1(x)
∣∣∣ =

1

nh2
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ (thn)2K2 (t)s0(x+ thn)hdt
∣∣∣∣∣

=
hn
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ t2K2 (t)s0(x+ thn)dt
∣∣∣∣∣

=
hn
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ t2K2 (t)
{
s0(x) + thns

′(ξ)
}
dt

∣∣∣∣∣
≤ hn

n
sup
x∈C
|s0(x)|

∫
t2K2 (t)dt +

h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣s′0(x)
∣∣∣∫ |t|3K2 (t)dt.

Sous les hypothèses A2 et A4, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣I1,1(x)
∣∣∣ = O

(
hn
n

)
, quand n→∞. (2.17)

Pour I1,2(x), en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous avons :

I1,2(x) =
(n− 1)

nh2
n

E

[
(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)
E

[
T̃1|X1,X2

]]
=

(n− 1)

nh2
n

E

[
(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)
m(X1)

]
=

(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(v − x)2K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
m(u)f (u)f (v)dudv

=
(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(v − x)2K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
s0(u)f (v)dudv
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Par un changement de variable et un développement de Taylor, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣I1,2(x)
∣∣∣ =

(n− 1)

nh2
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
(shn)2K (t)K (s)s0(x+ thn)h2

ndt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s2K (t)K (s)s0(x+ thn)dt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s2K (t)K (s)

{
s0(x) + thns

′(ξ)
}
dtds

∣∣∣∣∣
≤ (n− 1)h2

n

n
sup
x∈C
|s0(x)|

(∫
s2K (s)ds

)(∫
K(t)dt

)
+

(n− 1)h3
n

n
sup
x∈C

∣∣∣s′0(x)
∣∣∣ (∫ |t|K (t)dt

)(∫
s2K(s)ds

)
.

Sous les hypothèses A2 et A4, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣I1,2(x)
∣∣∣ = O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.18)

En combinant (2.17) et (2.18), nous avons :

sup
x∈C
|I1(x)| = O

(
hn
n

)
+ O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.19)

D’autre part, du résultat du lemme 2.4.5 nous avons :

sup
x∈C
|I2(x)| = O(1) , quand n→∞. (2.20)

Et du résultat du lemme 2.4.3, nous avons :

sup
x∈C
|I3(x)| = O

(
h2
n

)
, quand n→∞. (2.21)

En associant les résultats (2.19), (2.20) et (2.21), nous obtenons O(h2
n). Par la dernière

partie de l’hypothèse A1, ce dernier est négligeable devant o
(√

logn
nh2

n

)
. D’où nous obte-

nons le résultat du lemme 2.4.6.

Lemme 2.4.7 Sous les hypothèses A1, A2 et A4, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̃s1(x), r̂1(x))| = o


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.7. Par définition de la covariance, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̃s1(x), r̂1(x))| ≤ sup

x∈C
|E [̃s1(x)̂r1(x)]|+ sup

x∈C
|E [̃s1(x)]|sup

x∈C
|E [̂r1(x)]|

=: sup
x∈C
|J1(x)|+ sup

x∈C
|J2(x)|sup

x∈C
|J3(x)| .
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D’une part, pour J1(x) nous avons :

J1(x) = E

 1
(nhn)2

∑
1≤i,j≤n

T̃i(Xj − x)(Xj − x)K
(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
=

1
(nhn)2

E
 ∑

1≤i≤n
T̃i(Xi − x)2K2

(
Xi − x
hn

)
+ E


∑

1≤i,j≤n
i,j

T̃i(Xj − x)(Xj − x)K
(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)


=
1

(nhn)2

{
nE

[
T̃1(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+ n(n− 1)E

[
T̃1(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]}
=

1

nh2
n
E

[
T̃1(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+

(n− 1)

nh2
n

E

[
T̃1(X1 − x)(X2 − x)K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]
=: J1,1(x) +J1,2(x).

Pour J1,1(·), du résultat (2.17), nous avons :

sup
x∈C

∣∣∣J1,1(x)
∣∣∣ = sup

x∈C

∣∣∣I1,1(x)
∣∣∣ = O

(
hn
n

)
, quand n→∞. (2.22)

Pour J1,2(x), en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous avons :

J1,2(x) =
1

nh2
n
E

[
(X1 − x)(X2 − x)K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)
E

[
T̃1|X1,X2

]]
=

(n− 1)

nh2
n

E

[
(X1 − x)(X2 − x)K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)
m(X1)

]
=

(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(u − x)(v − x)K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
m(u)f (u)dudv

=
(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(u − x)(v − x)K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
s0(u)dudv.
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Par un changement de variable et un développement de Taylor, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣J1,2(x)
∣∣∣ =

(n− 1)

nh2
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
h2
ns tK (t)K (s)s0(x+ th)h2

ndt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s tK (t)K (s)s0(x+ thn)dt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s tK (t)K (s)

{
s0(x) + thns

′(ξ)
}
dt ds

∣∣∣∣∣
≤ (n− 1)h2

n

n
sup
x∈C
|s0(x)|

∫
|s|K (s)ds

∫
|t|K(t)dt

+
(n− 1)h3

n

n
sup
x∈C

∣∣∣s′0(x)
∣∣∣∫ t2K (t)dt

∫
sK(s)ds.

Sous les hypothèses A2 et A4, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣J1,1(x)
∣∣∣ = O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.23)

En combinant (2.22) et (2.23), nous avons :

sup
x∈C
|J1(x)| = O

(
hn
n

)
+ O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.24)

D’autre part, du résultat du lemme 2.4.5 nous avons :

sup
x∈C
|J2(x)| = O(1) , quand n→∞. (2.25)

Et du résultat du lemme 2.4.3, nous avons :

sup
x∈C
|J3(x)| = O

(
h2
n

)
, quand n→∞. (2.26)

En associant les résultats (2.24), (2.25) et (2.26), nous obtenons O(h2
n). Par la dernière

partie de l’hypothèse A1, ce dernier est négligeable devant o
(√

logn
nh2

n

)
. D’où nous obte-

nons le résultat du lemme 2.4.7.
Enfin les résultats des Lemmes 2.4.1 et 2.4.3–2.4.7 selon les décompositions (2.15) et
(2.16) conclues le résultat de la proposition 2.2.4.
Preuve de la proposition 2.2.2. Soit la décomposition suivante :

B2(x) = r̂0(x)̂r2(x)− r̂2
1 (x)−E[̂r0(x)̂r2(x)− r̂2

1 (x)]

= {̂r0(x)̂r2(x)−E[̂r0(x)̂r2(x)]} −
{̂
r2
1 (x)−E[̂r2

1 (x)]
}

=: B2,1(x)−B2,2(x).

D’une part, nous avons :

B2,1(x) = (̂r0(x)−E[̂r0(x)])(̂r2(x)−E[̂r2(x)]) +E[̂r0(x)](̂r2(x)−E[̂r2(x)])
+ E[̂r2(x)](̂r0(x)−E[̂r0(x)]) +E[̂r2(x)]E[̂r0(x)]−E[̂r0(x)̂r2(x)]. (2.27)
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D’autre part, pour étudier B2,2(x) il suffit d’étudier Var (̂r`(x)). Pour les termes qui n’ont
pas encore été étudié, nous considérons les lemmes suivants :

Lemme 2.4.8 Sous les hypothèses A1–A3 pour ` = 0,1,2, nous avons :

sup
x∈C
|Var (̂r`(x))| = Op.s.

(
h2`−1
n

n

)
quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.8. En utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, un
changement de variable et pour finir un développement de Taylor pour ` = 0,1,2, nous
obtenons :

E[̂r2
` (x)] = E

 1
(nhn)2

∑
i≤i≤n

(Xi − x)2`K2
(
Xi − x
hn

)
=

1

nh2
n
E

[
(X1 − x)2`K2

(
X1 − x
hn

)]
=

1

nh2
n

∫
(u − x)2`K2

(
u − x
hn

)
f (u)du

=
1
nhn

∫
(shn)2`K2(s)f (x+ hns)ds

=
1
nhn

{
h2`
n f (x)

∫
s2`K2(s)ds+ h2`+1

n

∫
s2`+1K2(s)f ′(ξ)ds

}
.

En passant au sup sur le compact C et sous les hypothèses A1, A2 et A3 on obtient le

résultat. De plus, le résultat est négligeable devant o


√

logn

nh2
n

.

Lemme 2.4.9 Sous les hypothèses A1–A3, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̂r0(x), r̂2(x))| = o


√

logn

nh2
n

 quand n→∞.

Preuve du Lemme 2.4.9. Par définition de la covariance, nous avons :

sup
x∈C
|Cov(̃r0(x), r̂2(x))| = sup

x∈C
|E [̃r0(x)̂r2(x)]|+ sup

x∈C
|E [̃r0(x)]|sup

x∈C
|E [̂r2(x)]|

=: sup
x∈C
|K1(x)|+ sup

x∈C
|K2(x)|sup

x∈C
|K3(x)| .
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D’une part,

K1(x) = E

 1
(nhn)2

∑
1≤i,j≤n

(Xj − x)2K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)
=

1
(nhn)2

E
 ∑

1≤i≤n
(Xi − x)2K2

(
Xi − x
hn

)
+ E


∑

1≤i,j≤n
i,j

(Xj − x)2K

(
Xi − x
hn

)
K

(
Xj − x
hn

)


=
1

(nhn)2

{
nE

[
(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+ n(n− 1)E

[
(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]}
=

1

nh2
n
E

[
(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
+

(n− 1)

nh2
n

E

[
(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]
=: K1,1(x) +K1,2(x).

Pour K1,1(·), en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous avons :

K1,1(x) =
1

nh2
n
E

[
(X1 − x)2K2

(
X1 − x
hn

)]
=

1

nh2
n

∫
(u − x)2K2

(
u − x
hn

)
f (u)du

Par un changement de variable et un développement de Taylor, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣K1,1(x)
∣∣∣ =

1

nh2
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ (thn)2K2 (t)f (x+ thn)hdt
∣∣∣∣∣

=
hn
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ t2K2 (t)f (x+ thn)dt
∣∣∣∣∣

=
hn
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ t2K2 (t)
{
f (x) + thnf

′(ξ)
}
dt

∣∣∣∣∣
≤ hn

n
sup
x∈C
|f0(x)|

∫
t2K2 (t)dt +

h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣f ′0(x)
∣∣∣∫ |t|3K2 (t)dt.

Sous les hypothèses A2 et A3, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣K1,1(x)
∣∣∣ = O

(
hn
n

)
, quand n→∞. (2.28)

Pour K1,2(x), nous avons : en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous
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avons :

K1,2(x) =
(n− 1)

nh2
n

E

[
(X1 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]
=

(n− 1)

nh2
n

E

[
(X2 − x)2K

(
X1 − x
hn

)
K

(
X2 − x
hn

)]
=

(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(v − x)2K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
f (u)f (v)dudv

=
(n− 1)

nh2
n

∫ ∫
(v − x)2K

(
u − x
hn

)
K

(
v − x
hn

)
f (u)f (v)dudv.

Par un changement de variable et un développement de Taylor, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣K1,2(x)
∣∣∣ =

(n− 1)

nh2
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
(shn)2K (t)K (s)f (x+ thn)f (x+ shn)h2

ndt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s2K (t)K (s)f (x+ thn)f (x+ shn)dt ds

∣∣∣∣∣
=

(n− 1)h2
n

n
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ ∫
s2K (t)K (s) (f (x) + thnf

′(ξ1)) (f (x) + shnf
′(ξ2))dt ds

∣∣∣∣∣
Sous les hypothèses A2 et A3, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣K1,2(x)
∣∣∣ = O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.29)

En combinant (2.28) et (2.29), nous avons :

sup
x∈C
|K1(x)| = O

(
hn
n

)
+ O

(
(n− 1)h2

n

n

)
, quand n→∞. (2.30)

D’autre part, du résultat du lemme 2.4.3 nous avons :

sup
x∈C
|K2(x)| = O(1) , quand n→∞. (2.31)

Et du résultat du lemme 2.4.3, nous avons :

sup
x∈C
|K3(x)| = O

(
h2
n

)
, quand n→∞. (2.32)

En associant les résultats (2.30), (2.31) et (2.32), nous obtenons le résultat du lemme
2.4.9.

Enfin, les résultats du Lemme 2.4.1, Lemme 2.4.3, Lemme 2.4.8 et Lemme 2.4.9 selon la
décomposition (2.27) nous établissons la preuve de la proposition 2.2.2.

Preuve du corollaire 1. Il existe un Γ strictement positif tel que pour tout x ∈ C, E[m̂0(x)] ≥

Γ . Ainsi inf
x∈C
m̂0(x) ≤ Γ

2
ce qui implique qu’il existe un x ∈ C tel que |E[m̂0(x)]− m̂0(x)| ≥ Γ

2
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ce qui donne

sup
x∈C

∣∣∣∣E[m̂0(x)]− m̂0(x)
∣∣∣∣ ≥ Γ

2
.

D’ou, le résultat de la proposition 2.2.2 permet d’écrire pour Γ
2 = Γ ′ :∑

n

P

(
inf
x∈C
m̂0(x) ≤ Γ ′

)
≤

∑
n

P

(
sup
x∈C

∣∣∣∣E[m̂0(x)]− m̂0(x)
∣∣∣∣ ≤ Γ ′

)
<∞.

Preuve de la proposition 2.2.1. Nous considérons :

|B1(x)| =
∣∣∣∣∣E [m̃1(x)]−m(x)E [m̂0(x)]

E [m̂0(x)]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣h
−2
n

{
E[w1,2(x)T̂2]−m(x)E

[
w1,2(x)

]}
h−2
n E

[
w1,2(x)

]
∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣E
[
w1,2(x)

{
E[T̃2|X2]−m(x)

}]
E[w1,2(x)]

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣E[
w1,2(x) (m(X2)−m(x))

]
E

[
w1,2(x)

] ∣∣∣∣∣
= |m(X2)−m(x)| .

Ainsi, sous les hypothèses A1 et A5, nous obtenons

sup
x∈C
|B1(x)| ≤ C|X2 − x|ν ≤ Chνn.

En conclusion, en additionnant tous les résultats des propositions 2.2.1–2.2.4 selon la
décomposition principale, nous obtenons la preuve du théorème 2.2.1.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’estimateur de la fonction de régression par
la méthode linéaire locale pour des données censurées aléatoirement à droite. Nous
avons montré sa convergence uniforme presque sûre et sa supériorité théorique et
numérique par rapport à l’estimateur de la fonction de régression classique à noyau.
À l’aide d’une étude de simulation nous avons montré que le LLR est plus efficace
que le CR. D’une part, il réduit les effets de bords et d’autres part il reste résistant
quand le taux de censure augmente substantiellement. Nous soulignons que la méthode
proposée par Cai (2003) où il utilise deux poids (deux noyaux) le premier noyau est un
noyau standard et le second est l’estimateur de Kaplan and Meier (1958). L’estimateur
résultant est intéressant toutefois l’auteur n’a pas utilisé de poids au dénominateur avec
la loi de survie de la variable de censure. Rappelons que El Ghouch and Van Keilegom
(2008) ont estimé la fonction de régression par la méthode linéaire locale en utilisant
l’estimateur de Beran (1981). Leurs conditions doivent avoir un résultat sur la loi
conditionnelle sur la variable aléatoire censurée que, dans notre cas, nous n’utilisons
pas. En outre, leur résultat uniforme n’est donné qu’en probabilité. Nous soulignons
qu’à notre connaissance, le type de notre résultat n’a jamais été obtenu.
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Chapitre3
Estimation non paramétrique de la
fonction de régression relative pour un
modèle de censure

1 Dans ce chapitre, la problématique abordée est l’estimation non paramétrique de
la fonction de régression. Nous considérons un modèle de censure aléatoire à droite et
nous construisons un estimateur à noyau de l’erreur relative quadratique moyenne pour
la fonction de régression. Nous étudions sa convergence uniforme presque sûre sur un
compact avec vitesse ainsi que sa normalité asymptotique. L’expression de la variance
asymptotique est explicitement donnée. Une large étude numérique est conduite pour
appuyer nos résultats théoriques et montrer les avantages de la nouvelle approche
comparé aux autres méthodes. Finalement, nous appliquons la nouvelle approche à un
exemple de données réelles.

3.1 Introduction

La fonction de régression classique m(·) = E[T |X = ·] est connue pour être le mini-
mum de l’erreur quadratique moyenne EQM(·) := E[(T −m(X))2

∣∣∣X = ·], sauf que cette
dernière est très sensible aux valeurs aberrantes. Pour surmonter cet inconvénient,
plusieurs méthode ont été utilisée, nous mentionnons la méthode des M-estimateurs
(voir Huber (1981), Collomb and Härdle (1986), Boente and Fraiman (1990)) et la mé-
thode polynomiale locale (nous renvoyons le lecteur à Fan and Gijbels (1996)). Dans ce
chapitre, nous considérons une autre approche qui permet de construire un estimateur
efficace même si les données sont affectés par la présence de forte valeurs aberrantes.
Notre fonction de régression est solution de l’erreur quadratique relative moyenne
suivante :

E

(T −m(X)
T

)2 ∣∣∣X . (3.1)

Cette dernière est une mesure de performance plus significative que l’EQM usuelle en
présence de valeurs aberrantes. Park and Stefanski (1998) ont montré que la solution

1. En collaboration avec E. OULD SAÏD et R. M. REMITA. Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis
pour publication. ArXiv :1901.09555
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du problème (3.1) est :

m(X) =
E

[
T −1|X

]
E

[
T −2|X

] =:
m1(X)
m2(X)

. (3.2)

Pour prouver ce résultat , d’une part, nous avons que :

E

[
T −m(X)
T 2

∣∣∣∣X]
= E

[{
T −1 −m(X)T −2

} ∣∣∣X]
= E

[
T −1

∣∣∣X]
−m(X)E

[
T −2

∣∣∣X]
= m1(X)−m(X)m2(X)
= m1(X)−m1(X)
= 0 p.s. (3.3)

D’autre part, nous posons r(X) n’importe quel estimateur de T sachant X. Nous mon-
trons grâce de la linéarité de l’espérance conditionnelle :

E

(T − r(X)
T

)2 ∣∣∣∣X = E

(T −m(X) +m(X)− r(X)
T

)2 ∣∣∣∣X
= E

(T −m(X)
T

+
m(X)− r(X)

T

)2 ∣∣∣∣X
= E

(T −m(X)
T

)2

+ 2
(
T −m(X)

T

)(
m(X)− r(X)

T

)
+
(
m(X)− r(X)

T

)2 ∣∣∣∣X
= E

(T −m(X)
T

)2 ∣∣∣∣X+E

(m(X)− r(X)
T

)2 ∣∣∣∣X
+ 2E

[(
T −m(X)

T

)(
m(X)− r(X)

T

) ∣∣∣∣X]
=: T1 + T2 + T3.

Pour T3, de (3.3), nous obtenons :

T3 = 2E
[(
T −m(X)

T

)(
m(X)− r(X)

T

) ∣∣∣∣X]
= 2(m(X)− r(X))E

[(
T −m(X)
T 2

) ∣∣∣∣X]
= 0 (3.4)

Pour T1, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous avons :

T1 = E

(T −m(X)
T

)2 ∣∣∣∣X
= E

[(
T 2 − 2Tm(X) +m2(X)

T 2

) ∣∣∣∣X]
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= E

[
1− 2m(X)T −1 +m2(X)T −2

∣∣∣∣X]
= 1− 2m(X)E

[
T −1

∣∣∣∣X]
+m2(X)E

[
T −2

∣∣∣∣X]
= 1− 2m(X)m1(X) +m2(X)m2(X)

= 1− 2
m2

1(X)
m2(X)

+
m2

1(X)
m2(X)

= 1−
m2

1(X)
m2(X)

. (3.5)

Pour T2, nous avons :

T2 = (m(X)− r(X))E
[
T −2

∣∣∣∣X]
= (m(X)− r(X))m2(X). (3.6)

En combinant (3.3), (3.5) et (3.6), nous obtenons :

E

(T − r(X)
T

)2 ∣∣∣∣X =
{

1−
m2

1(X)
m2(X)

}
+ {m(X)− r(X)}m2(X) (3.7)

Le premier terme de (3.7) ne dépend pas de r(X) et le second terme est minimum
lorsque r(x) =m(x) presque sûrement, alors m(X) est la solution qui réalise le minimum
de (3.7) comme nous l’avons supposé dès le départ. L’équation (3.7) montre aussi que
m(x) s’écrit aussi sous deux formes :

m(X) = 1−
m2

1(X)
m2(X)

=
m2(X)−m2

1(X)
m2(X)

=
Var(T −1|X)
m2(X)

ou

m(X) =
m1(X)
m2(X)

=
m1(X)

Var (T −1|X) +m2
1(X)

.

Park and Stefanski (1998) ont aussi montré que cette solution satisfait (pour toute
fonction décroissante t−2) que

E

[
T −1|X

]
E

[
T −2|X

] ≤ E

[
T
∣∣∣X]

(3.8)

p.s. à condition que les deux premiers moments inverses conditionnels existent et soient
finis. En raison de sa robustesse face aux valeurs aberrantes, l’erreur relative est plus
adéquate que la méthode basée sur l’EQM classique. Si nous prenons l’exemple de la
prévision de la consommation d’électricité d’un foyer, les données peuvent être faibles
pendant une période (exemple l’hiver) et fortes pour une autre période (pour plus de
détails, voir Hirose and Masuda (2018)). Ainsi, la variable d’intérêt peut alors contenir
des valeurs aberrantes.

Park and Stefanski (1998) ont considéré une approche paramétrique pour estimer la
fonction de régression m(·) qui se concentre sur l’estimation des fonctions moyenne et
variance de l’inverse de la variable d’intérêt T (voir Carroll and Ruppert (1988)). Dans
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ce cadre d’estimation linéaire, nous renvoyons le lecteur à Lin and Chen (2013) et Chen
et al. (2010). Narula and Wellington (1977) ont étudié une méthode d’estimation pour la
minimisation de la somme des erreurs relatives absolues. Farum (1990) a développé une
méthode qui permet de réduire l’erreur relative absolue. Khoshgoftaar et al. (1992) ont
étudié les propriétés asymptotiques de l’estimateur minimisant la somme des erreurs
quadratiques relatives.

Dans notre étude, nous nous sommes concentrés sur les approches non paramé-
triques. Dans ce cadre, nous rappelons que Jones et al. (2008) ont étudié l’estimateur de
la fonction de régression relative par la méthode linéaire locale. Ces derniers ont établi
des résultats asymptotiques pour les termes du biais et variance. Hu (2019) a examiné
le modèle de régression multiplicative à coefficient variable, qui est très utile pour les
modèles à variable d’intérêt positive. Le critère d’erreur relative du produit est étendu
au modèle de régression multiplicative à coefficients variables par des techniques de
lissage du noyau. Dans cet article, l’auteur a établi la convergence et la normalité
asymptotique de l’estimateur proposé. Dans le cadre fonctionnel, nous mentionnons les
travaux de Demongeot et al. (2016) et Altendi et al. (2018) qui ont établit la convergence
uniforme presque sûre avec vitesse et la normalité asymptotique de l’estimateur à
noyau de la fonction de régression relative pour des données complètes et tronquées
respectivement.

Dans de nombreux problèmes pratiques, les données étudiées ne sont pas toujours
complètement disponibles pour le praticien. Par exemple, dans les études de suivi
médical, il arrive souvent, pour diverses raisons, que la durée d’intérêt ne puisse être
observée. Cela peut être dû à la perte de vue des patients au début ou à la fin de la
période d’étude. Ces valeurs sont censurées. Bien qu’inconnues, ces valeurs doivent être
prises en compte (par le biais des dates de censure) pour obtenir une estimation correcte
et des prévisions précises. Pour ces données pratiques, les procédures statistiques
conventionnelles ne sont plus valables et des techniques plus élaborées sont utilisées
pour modéliser ces données.

L’un des cas classiques de données incomplètes est le modèle de censure à droite.
Un exemple standard dans le traitement des données censurées à droite est celui des
données sur la leucémie aiguë (voir Freireich et al. (1963)). Dans cette étude, la durée
de rémission (en semaines) des patients atteints de leucémie aiguë traités soit par
placebo soit par 6-mercaptopurine (6-MP) a été observée (pour plus de détails sur ce
jeu de données, vous pouvez consulter Klein and Moeschberger (2004)). Les patients
ont été suivis jusqu’au retour de leur leucémie (rechute) ou jusqu’à la fin de l’étude.
Les données sont censurées et nécessitent un traitement spécial. La suppression des
données censurées entraîne une perte d’informations. Si les observations censurées sont
supprimées, les durées de rémission les plus longues ne sont pas prises en compte et
l’effet du traitement par 6-MP est sous-estimé. Ainsi, pour éviter un tel inconvénient, il
est plus pratique de prendre en compte les informations partielles dues au mécanisme
de la censure.
La littérature sur les données censurées est très vaste et sans prétendre à l’exhaustivité,
nous citons les travaux de Cox (1972), Beran (1981), Koul et al. (1981),Dabrowska (1987,
1989), Stute (1993), Stute (1995), Lecoutre and Ould Saïd (1995), Stute (1996), Carbonez
et al. (1995), Köhler et al. (2002), Delecroix et al. (2008), Guessoum and Ould Saïd
(2008), Lopez (2011), Guessoum and Ould Saïd (2010, 2012), Lopez et al. (2013) et
Lemdani and Ould Saïd (2017). Dans ce cadre de données censurées, nous allons définir
une transformation des données dites "données synthétiques" dont la modélisation
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permet de prendre en compte l’effet de censure. Pour cela, nous considérons le couple
observable (Y ,δ) et nous définissons :

T̃ −` =
δY −`

G(Y )
, ` = 1,2 (3.9)

où G := 1 −G désigne la fonction de survie de la variable de censure. Les données
synthétiques est une idée de Carbonez et al. (1995) pour étudier les estimateurs a
partitions qui a été reprise par Köhler et al. (2002) et bien d’autres autres. Citons par
exemple, Guessoum and Ould Saïd (2008, 2010, 2012), Lemdani and Ould Saïd (2017).
Tout au long de ce chapitre, nous allons supposer que :

(T ,X) et C sont indépendants. (3.10)

Cette condition est plausible lorsque la censure est indépendante des caractéristiques
du patient dans l’étude. Ainsi, de l’équation (3.9) et la condition (3.10), nous avons :

E

[
T̃ −` |X

]
= E

[
δY −`

G(Y )
|X

]
= E

[
E

[
δY −`

G(Y )
|T ,X

]
|X

]
= E

[
T −`

G(T )
E

[
1{T≤C}|T

]
|X

]
= E[T −` |X] =:m`(X) pour ` = 1,2. (3.11)

Cette égalité signifie qu’estimer la quantité E

[
T̃ −` |X

]
revient à estimer notre fonction

objectif m(·) =m1(·)/m2(·).

3.2 Définition de l’estimateur

Nous considérons le modèle générale de régression (1.1), avec (T1,T2, · · · ,Tn) un n échan-
tillon i.i.d. de n variables aléatoires réelles issue d’une variable T et (X1,X2, · · · ,Xn)d un
n échantillon de co-variables X de dimension d. L’étude que nous réalisons ci-dessous
est d’estimer :

m(x) =

∫
t−1f (t|x)dt∫
t−2f (t|x)dt

=
m1(x)
m2(x)

=:
µ1(x)
µ2(x)

(3.12)

où µ`(·) =m`(·)f (·) pour ` = 1,2. Ainsi, l’estimateur analogue direct au célèbre estimateur
de la fonction de régression de Nadaraya (1964) et Watson (1964) de (3.12) est donné
par :

m̂RER(x) =

∑
1≤i≤n

T −1
i Kd

(
x −Xi
hn

)
∑

1≤i≤n
T −2
i Kd

(
x −Xi
hn

) ,
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où la fenêtre hn est une suite de nombres réelles positives qui tends vers 0 lorsque
n→ +∞ et le noyau K(·) est une densité de probabilité définie dans Rd . Ce dernier à été
définit par Jones et al. (2008) pour une co-variable unidimensionnelle.

Dans le contexte censuré, nous utilisant la transformation (3.9) et nous définissons
m̃(·) comme un pseudo estimateur de m(·). Ce dernier est donné pour tout x par :

m̃RER(x) =:
m̃1(x)
m̃2(x)

où

m̃`(x) =
µ̃`(x)

f̂ (x)
=

∑
1≤i≤n

T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
∑

1≤i≤n
Kd

(
x −Xi
hn

) .

Un estimateur calculable de mRER(·) est donné par :

m̂RER(x) =:
m̂1(x)
m̂2(x)

(3.13)

où

m̂`(x) =
µ̂`(x)

f̂ (x)
=

∑
1≤i≤n

T̂ −`i Kd

(x −Xi
h

)
∑

1≤i≤n
Kd

(x −Xi
h

) (3.14)

pour ` = 1, 2 et f̂ (·) est l’estimateur à noyau de la densité marginale f (·) définie par
Parzen (1962) et Rosenblatt (1956a).

Remarque 3.2.1 L’hypothèse d’indépendance (3.10) entre (Ci)i et (Ti ,Xi)i peut sembler forte
et nous pouvons penser à la remplacer par une hypothèse d’indépendance conditionnelle clas-
sique entre (Ci)i et (Ti)i étant donné (Xi)i (voir par exemple Beran (1981), Dabrowska (1987,
1989)). Toutefois, sous cette hypothèse, nous proposons d’écrire les données synthétiques
(notre nouvelle variable d’intérêt censurée estimée) comme ceci :

T̂ −`i
δiY

−`
i

Gn(Yi
∣∣∣Xi) pour 1 ≤ i ≤ n (3.15)

pour ` = 1,2, avec Gn(Yi
∣∣∣Xi) est l’estimateur de Beran (1981) de la fonction de survie condi-

tionnelle de la variable de censure C sachant X basé sur l’estimateur de K-M conditionnel.
Alors, nous pouvons construire un estimateur analogue à celui proposé dans l’équation (3.13)
en utilisant (3.15). Pour autant que nous sachions, la convergence uniforme de cet estimateur
n’a pas été démontré comme dans le cas inconditionnel (voir Deheuvels and Einmahl (2000)).
Nous pensons que cette question doit être abordée si nous voulons obtenir des vitesses de
convergence.

Remarque 3.2.2 El Ghouch and Van Keilegom (2008) ont considérés une nouvelle approche
d’estimation par la méthode linéaire locale de la fonction de régression m(·). L’idée consiste à
transformer le triplet observé (X,Y ,δ) par un nouveau vecteur (X,T ?) qui lui n’est pas sujet
à la censure comme le sont les données au départ.
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L’objet principal de cette section est d’étudier l’estimateur à noyau de la fonction de
régression relative m̂RER(·) donné par la formule (3.13), dans le cas d’observations i.i.d.
Nous prouvons la convergence presque sûre et la normalité asymptotique de notre
estimateur dans la sections 3.5 et nous établissons une étude numérique sur données
générées et réelles dans la section 3.4.

3.3 Hypothèses et principaux résultats

Soit C un ensemble compact de R
d . Pour établir nos résultats, nous avons besoin de

définir ces deux fonctions :

µ`(x) =
∫
t−`f (x, t)dt, pour ` = 1,2 (3.16)

et

rλ(x) =
∫

t−λ

G(t)
f (x, t)dt, pour λ = 2,3,4. (3.17)

où f (·, ·) est la densité jointe du couple (X,T ). En outre, pour toute f.d.r. H nous défi-
nissons par τH = sup{x,H(x) > 0} l’extrémité supérieur du support. Nous supposons
que τ < τH <∞ et H(τ) > H(τH ) > 0. De plus, nous utiliserons les hypothèses suivantes,
rassemblées pour faciliter les références.

H1. La fenêtre hn satisfait : lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

nhdn = +∞ et lim
n→∞

logn

nhdn
= 0.

H2. hdn loglogn = o(1).
H3. lim

n→∞
nhd+4

n = 0.

K1. Le noyau K(·) est une fonction de densité bornée et à support compact.

K2.
∫
‖t‖Kd(t)dt <∞ pour ‖t‖ =

∑
1≤i≤d

|ti |

K3.
∫
‖t‖K2

d (t)dt <∞ et
∫
K2
d (t)dt <∞.

D1. La fonction µ`(·), pour ` = 1,2, est deux fois continûment différentiable.
D2. La fonction rλ(·), pour λ = 2,3,4, est continûment différentiable.
D3. Il existe un Γ > 0 tel que µ2(x) > Γ pour tout x ∈ C.
M1. Pour toute constante positive C, nous supposons que la variable d’intérêt est

bornée tel que :
T −` ≤ C, pour ` = 1,2.

Commentaires

1. Les hypothèses H1–H3 concerne le paramètre de lissage hn et sont standards
en estimation non paramétrique de la fonction de régression pour des données
complètes et incomplètes (voir proposition 1.1 et 1.2 dans Tsybakov (2009)).

2. Les hypothèses K1–K3 concerne le noyau K(·). De plus, les hypothèses K2 et K3
interviennent dans les terme du biais et variance.

3. Les hypothèses D1 et D2 sont des hypothèses de régularité des fonction {µ`(·), ` =
1,2} et {rλ(·), λ = 2,3,4}. De plus, D1 intervient dans l’étude du terme du biais et
D2 intervient dans le terme de variance.
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4. L’hypothèse D3 est une hypothèse technique nécessaire à l’obtention de nos
résultats.

5. L’hypothèse M1 déclame la bornitude de l’inverse de la variable d’intérêt T .
Cette dernière nous est utile pour la démonstration du terme de variance à l’aide
des V-C classes. On note que cette hypothèse de bornitude est récurrente en
régression non paramétrique et n’est en aucun cas gênante puisqu’on travaille
avec des durées de vie.

Après avoir donné les hypothèses nous sommes en mesure de présenter nos principaux
résultats. Le premier résultat concerne la convergence uniforme presque sûre avec
vitesse. Les preuves sont établit dans la section 3.5.

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses H1, K1–K3, D1–D3 et M1, nous avons :

sup
x∈C
|m̂RER(x)−m(x)| = Op.s.

max


√

logn

nhdn
,hn


 quand n −→∞.

Remarque 3.3.1 Dans le cas unidimensionnel (c-à-d pour d = 1), si nous choisissons hn =

O

(( logn
n

) 1
5

)
alors le théorème 3.3.1 devient :

sup
x∈C
|m̂RER(x)−m(x)| = O

( logn
n

) 2
5
 .

Le second théorème traite de la normalité asymptotique de l’estimateur m̂RER(·). Notons
que :

Σ(x) =
(
r2(x) r3(x)
r3(x) r4(x)

)
est la matrice de variance covariance où la fonction rλ(·) pour λ = 2,3,4 est donnée
par la formule (3.17). Maintenant, nous somme en position de donner notre résultat

de normalité asymptotique. Soit C? =
{
x ∈ C tel que µ`(x) , 0, ` = 1, 2 et rλ(x) , 0, λ =

2,3,4
}
.

Théorème 3.3.2 Sous les hypothèses H1–H3, K1–K3, D1–D3 et M1, pour x ∈ C? , nous
avons : √

nhdn (m̂RER(x)−m(x))
L−−→N

(
0,σ2(x)

)
quand n −→∞

où

σ2(x) = κ
r2(x)µ2

2(x)− 2r3(x)µ1(x)µ2(x) + r4(x)µ2
1(x)

µ4
2(x)

(3.18)

pour κ =
∫
K2
d (t)dt et

L−−→ désigne la convergence en loi.

3.3.1 Intervalles de confiances

Dans l’estimation non paramétrique, la variance asymptotique dépend de certaines
fonction inconnues. Dans notre cas, pour déterminer les intervalles de confiance, nous
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devons estimer la quantité inconnue rλ(·) qui apparaît dans l’expression de la variance
asymptotique. Définissons un estimateur consistant de rλ(·) pour λ = 2,3,4 par :

r̂λ(x) =
1

nhdn

∑
1≤i≤n

δiY
−λ
i

G
2
n(Yi)

Kd

(
x −Xi
hn

)
. (3.19)

Nous remplaçons (5.2) dans (5.1) pour obtenir un estimateur calculable :

σ̂2(x) = κ
r̂2(x)µ̂2

2(x)− 2µ̂1(x)µ̂2(x)̂r3(x) + µ̂2
1(x)̂r4(x)

µ̂4
2(x)

. (3.20)

Finalement, le théorème 3.3.2 devient :

Corollaire 3.3.1 Sous les hypothèses du théorème 3.3.2, nous avons :√
nhdn
σ̂ (x)

(m̂RER(x)−m(x))
L−−→N (0,1).

Les intervalles de confiance de niveau 1− β avec 0 < β < 1 sont données par :m̂RER(x)− t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn

;m̂RER(x) + t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn


où t1− β2

désigne le quantile de la loi normale standard.

Remarque 3.3.2 Le choix de la fenêtre a un impact capital sur le comportement de l’es-
timateur. Grace à sa simplicité et à sa consistance, la méthode de validation croisée a été
largement utilisé dans la littérature. Nous adaptons cette dernière au problème étudié dans ce
chapitre. L’idée principale est de minimiser l’erreur de prédiction, où dans notre cas, l’erreur
quadratique relative moyenne donnée par :

CVRER =
1

n− 1

∑
1≤i≤n

Y −2
i

(
Yi − m̂−iRER(Xi)

)2
(3.21)

où m̂−iRER(·) est l’estimateur de la fonction de régression relative obtenu dans (3.13) en suppri-
mant la ime observation (Xi ,Yi ,δi).

3.4 Étude numérique

Dans cette section, nous mettons en œuvre notre méthodologie pour évaluer la
précision de l’estimateur pour les données d’échantillons finis. Les objectifs de cette
étude sont les suivants :

— Montrer l’efficacité de la méthode proposée en présence de valeurs aberrantes
pour différents taux de censure et tailles d’échantillon.

— Comparer la performance de l’estimateur développé à d’autres modèles de ré-
gression tels que le CR et le LLR.

— Illustration de l’efficacité du RER pour des données réelles (mélanome malin).
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3.4.1 Convergence

Algorithme

Entrées Générer n i.i.d. v.a. {εi{N (0.1),Xi{N (3,1) et Ci{N (3 + a,1),pour i =
1, . . . ,n, } et a est une constante qui permet de varier le pourcentage de censure.

Étape 1. Calculer Ti = 2Xi + 1 + 0.2εi .

Étape 2. Déterminer Yi = Ti ∧Ci et δi = 1{Ti≤Ci } ce qui donne l’ensemble observé
{(Xi ,Yi ,δi),1 ≤ i ≤ n}.

Étape 3. L’estimateur de K-M de G(·) est calculé de (1.5).

Étape 4. Le noyau K est une densité normale standard.

Étape 5. La fonction théorique est :

m(x) = 2x+ 1. (3.22)

Étape 6. La fenêtre est sélectionnée sur l’intervalle hn ∈ [0.01,2].

Étape 7. Calculer l’estimateur RER de (3.13) pour différentes valeurs de hn et
dans l’ensemble compact C = [1,4].

Étape 8. Le choix de la fenêtre optimale est obtenue en utilisant le critère de la
validation croisée (voir la remarque (3.3.2)).

Sorties Compiler l’estimateur RER de (1.8) pour la fenêtre optimale.

1.a Effet de la taille d’échantillon : La figure 3.1 nous permet de vérifier les
performances de l’estimateur RER pour un taux de censure fixe. Nous pouvons voir que
la qualité d’ajustement à la droite théorique s’améliore lorsque n augmente.
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Figure 3.1 – m̂RER(·) pour C.P.≈ 50% et n = 100,300 et 500 respectivement.

1.b Effet du taux de censure : Figure 3.2 est le fruit d’une simulation de l’estima-
teur RER pour une taille d’échantillon fixe et une variation du taux de censure. Nous
pouvons constater que la qualité d’ajustement se dégrade légèrement quand le taux de
censure augmente ce qui est tout à fait normal parce qu’on observe de moins en moins
de vraie valeurs (variable d’intérêt).
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Figure 3.2 – m̂RER(·) pour n = 300 et C.P.≈ 11,48,74% respectivement.

1.c. Fonctions non-linéaires : Pour montrer que l’estimateur RER s’adapte aux
fonctions non linéaires, nous avons choisis trois modèles :

• Parabolique : T = X2 + 1 + 0.2ε,
• Sinusoïdale : T = sin(X2 )2 + 1 + 0.2ε,
• Exponentielle : T = exp(X2 ) + 0.2ε.

Les courbes sont illustrées dans la figure 3.3 Nous pouvons observé que l’estimateur
suit bien la courbe théorique.
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Figure 3.3 – m̂RER(·) pour n = 300 et C.P.≈ 42,44 and 33% pour les foncions Exponen-
tielle, Parabolique et Sinusoïdale respectivement.

1.d EQM en fonction des valeurs aberrantes : Nous comparons les performances
de notre estimateur par le moyen du calcul des courbes d’erreurs quadratiques moyennes
définie par :

EQM(xi) =
1
B

B∑
j=1

(
m̂RER,j(xi)−m(xi)

)2
, (3.23)

pour un B = 200, C.P. fixés et plusieurs valeurs de facteur multiplicateur (M.F.) et
n. Nous reportons les résultats dans la figure 3.4 Nous pouvons voir à travers les
courbes de l’erreur quadratique moyenne ponctuelle de notre estimateur, que l’E.Q.M.
est plus petite lorsque le M.F. est faible et qu’elle diminue encore plus lorsque le
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n augmente. Nous pouvons conclure que notre estimateur résiste même lorsque le
coefficient multiplicateur est très élevé.
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Figure 3.4 – EQM(·) avec n = 100,300 et 500 (de gauche à droite) et C.P.≈ 10% pour M.F.
= 10,50 et 100 respectivement.

1.e Effet de la contamination de l’erreur aléatoire ε : Nous prenons le même
algorithme qu’avant en changeant l’étape 1 qui devient :

Étape 1′. Calculer Ti = 2Xi + 1 + εi , où εi { (1 − α)W1 + αW2, W1 { N (0,1) et
W2{N (0,λ). Nous prenons un niveau α ∈ (0, 0.1) et λ est souvent pris λ = 3.
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Figure 3.5 – m̂RER(·) pour n = 300, C.P.≈ 50% et α = 0.01,0.05 et 0.1 respectivement.

Nous observons dans la figure 3.5 que plus le niveau alpha est élevé, moins il y a
d’approximation, ce qui est prévisible.

2. Comparaison de l’EQM pour une erreur aléatoire contaminée ε : Dans cette se-
conde partie, nous étudions le comportement de trois estimateur (RER, CR et LLR)
en comparant leurs EQM Nous prenons le même modèle comme en partie i et nous
étudions les cas suivants : Le niveau α = 0,01, 0,05 et 0,1 et la magnitude λ = 1,5 et 3.
Nous pouvons voir clairement dans le tableau 3.1 et 3.2, que l’estimateur RER est
meilleur dans pratiquement tout les cas. Le seul cas où l’estimateur RER est moins bon
que l’estimateur LLR est le cas où n = 300, avec α = 0.01 ou 0.05 pour λ = 3.

3. Étude de comparaison : Afin de mettre en évidence l’efficacité de l’estimation des
erreurs relatives qui est l’idée principale de cette partie, nous établissons une étude
comparative entre CR et RER.
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n α RER CR LLR

0.01 0.7842 1.2388 1.1314
100 0.05 0.2809 1.9404 1.4796

0.1 0.4646 1.2919 1.3820

0.01 0.4883 1.1906 0.8857
300 0.05 0.2594 2.2350 1.5706

0.1 0.3641 0.4566 1.4198

0.01 0.3663 0.6420 0.5632
500 0.05 0.3631 1.3042 1.2343

0.1 0.3212 0.3569 0.8328

Tableau 3.1 – EQM en fonction de α avec C.P. ≈ 30% et λ = 1.5.

n α RER CR LLR

0.01 0.3925 1.2175 1.4218
100 0.05 0.3984 1.3758 1.8018

0.1 0.3926 1.6613 0.7891

0.01 0.4188 0.8304 0.1393
300 0.05 0.3762 0.6885 0.3299

0.1 0.1892 0.9223 0.6857

0.01 0.3784 1.5956 1.6327
500 0.05 0.3113 1.1179 0.8262

0.1 0.3082 0.7595 0.3735

Tableau 3.2 – EQM en fonction de α avec C.P. ≈ 30% et λ = 3.

3.a CR versus RER : Dans cette partie, nous avons comparé notre estimateur à
l’estimateur CR (défini par Guessoum and Ould Saïd (2008)) pour différents taux de
censure. Il est clair de la figure 3.6 que la courbe RER est collée à la courbe théorique
contrairement à la courbe CR qui s’éloigne de plus en plus quand le taux de censure
C.P. augmente.

3.b Effet des valeurs aberrantes : Pour renforcer notre théorie qui repose sur l’effi-
cacité du RER en présence de valeurs aberrantes, nous réalisons une étude comparative
dans laquelle deux estimateurs à noyau sont également simulés pour des données censu-
rées à droite de façon aléatoire. Le premier est l’estimateur CR (voir la formule (1.15)) et
le second est l’estimateur LLR défini dans (2.8). Pour créer cet effet de valeurs aberrantes,
chaque valeur de rang 20 de l’échantillon est multipliée par un facteur (M.F.) que nous
augmentons progressivement. Ensuite, à partir de figure 3.7, nous pouvons observer
très clairement que la courbe RER est très proche de la courbe théorique, contrairement
à la courbe CR et LLR. Ainsi, notre estimateur est plus efficace en présence de valeurs
aberrantes, ce qui est l’objectif principal de cet article.
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Figure 3.6 – m̂RER(·) et m̂CR(·) pour n = 100 et C.P.≈ 10,35,80% respectivement.
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Figure 3.7 – m̂RER(·), m̂CR(·), et m̂LLR(·) avec n = 300 et C.P.≈ 50% pour M.F. = 10,25 et
50 respectivement.

3.c Effet de la censure : Pour prouver la solidité de notre approche, nous changeons
de rôle. Nous fixons la taille de l’échantillon, la M.F. et faisons varier le C.P. Nous
pouvons observer à partir de figure 3.8 que l’estimateur RER est résistant en présence
de censure, contrairement aux deux autres (CR et LLR) qui s’écartent considérablement
de la courbe théorique.
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Figure 3.8 – m̂RER(·), m̂CR(·) e m̂LLR(·) avec n = 300 et M.F.= 25 pour C.P.≈ 8,45,70%
respectivement.
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4. Tableau des EAM : Pour finaliser cette partie, nous comparons la moyenne des
erreurs absolues pour les méthodes RER (EAM1), CR (EAM2) et LLR (EAM3) sont
représentées par :

EAM1 =
1
n

∑
1≤i≤n

|m̂RER(xi)−m(xi)| ,

EAM2 =
1
n

∑
1≤i≤n

|m̂CR(xi)−m(xi)| ,

et
EAM3 =

1
n

∑
1≤i≤n

|m̂LLR(xi)−m(xi)| ,

pour différentes n, C.P. et M.F. et pour le même modèle linéaire donné par (3.22). Nous
observons du tableau 3.3 que EAM1 est significativement petites que EAM2 et EAM3 en
présence de valeurs aberrantes. Ceci prouve que l’estimation de la fonction de régression
via l’erreur relative est robuste dans le cas de valeurs aberrantes.

n M.F. EAM1 EAM2 EAM3

10 0.1217 2.0864 3.1224
100 25 0.1237 8.4469 9.9929

50 0.1275 11.0175 11.2813
10 0.0413 2.6293 2.2035

300 25 0.0468 8.2153 11.1731
50 0.0575 12.3789 12.0252
10 0.0381 2.8884 2.2822

500 25 0.0409 5.7154 6.1769
50 0.0418 8.8666 8.1872

Tableau 3.3 – EAM en fonction des valeurs aberrantes pour C.P. ≈ 33%.

3.4.2 Normalité asymptotique

Dans cette sous section, nous illustrons la normalité asymptotique. Pour ce faire, nous
comparons la forme de l’estimateur à noyau de la densité d’une suite générer selon
notre modèle avec la densité de la loi normale standard (centrée et réduite).

Algorithme

Pour j = 1 :m faire
Étape 1. Générer n i.i.d. v.a. {εi{N (0,1),Xi{ exp(1.5) et Ci{ exp(3 +a),pour i =

1, . . . ,n, } et a est une constante qui permet d’adapter le C.P.
Étape 2. La variable d’intérêt est calculer selon le modèle linéaire suivant : Ti =

2Xi + 1 + 0.2εi .
Étape 3. Nous fixons x = 0 et nous calculons {µ̂`(x), ` = 1,2} de (3.16) et {̂rλ(x), λ =

2,3,4} de (3.17).

Étape 4. La fenêtre optimale de l’estimateur à noyau de la densité est hm = Cm−
1
5

(voir e.g. Silverman (1986)). Une densité gaussienne standard est prise comme
noyau K .
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Étape 5. Calculer la variance asymptotique :

σ̂2(0) = κ
r̂2(0)µ̂2

2(0)− 2r̂3(0)µ̂1(0)µ̂2(0) + r̂4(0)µ̂2
1(0)

µ̂4
2(0)

,

Étape 6. Calculer la suite Aj =

 nhnσ̂2
j (0)

1/2

(m̂RER,j(0) − 1), j = 1, . . . ,m pour lequel

nous construisons un estimateur de la densité du type N-W et nous le comparons
à la courbe de la loi normale standard.

Nous pouvons voir de la figure 3.9 la bonne qualité de l’estimateur étudié.
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Figure 3.9 – C.P.≈ 66%, m = 200 pour n = 100,300 et 500, respectivement.

3.4.3 Intervalles de confiances

Nous avons construit les courbes de confiance (à 95%) pour différentes valeurs de n.
Nous avons illustré sur le même graphe les deux courbes correspondant à la fonction
théorique m(·) et l’estimateur m̂RER(·) pour un x ∈ [1,4]. Le paramètre de lissage optimal
hopt nous utilisons la méthode le validation croisée (voir la remarque 3.3.2).

La qualité des intervalles de confiance s’améliore avec l’augmentation de la taille de
l’échantillon, comme le montre la figure 3.10.
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Figure 3.10 – m̂RER(·) avec C.P.≈ 30% pour n = 50,150, et 250 respectivement.
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3.4.4 Application sur des données réelles

Dans cette partie, nous analysons un ensembles de données réelles pour illustrer
l’efficacité de l’estimateur de régression des erreurs relatives (RER) en présence des
données de censure. De plus, nous le comparons aux l’estimateurs CR étudié Guessoum
and Ould Saïd (2008) et LLR définit dans le chapitre 2.
Les données consistent en des mesures effectuées sur des patients atteints de mélanome
malin (cancer de la peau). Chaque patient a subi une opération radicale au département
de chirurgie plastique de l’hôpital universitaire d’Odense, au Danemark. C’est-à-dire
que la tumeur a été complètement retirée avec la peau à une distance d’environ 2.5 cm
autour d’elle. Tous les patients ont été suivis jusqu’à la fin de l’année 1977.
Les données couvrent 205 temps de survie (en jours) des patients depuis l’opération
"mélanome malin", voir Andersen et al. (1993). L’ensemble de données fournit des
informations sur :
• Le sexe (homme/femme), l’âge (en années).
• Statut (1 indique qu’ils sont morts d’un mélanome, 2 indique qu’ils étaient

encore en vie, 3 indique qu’ils sont morts de causes non liées à leur mélanome
(pour nous 2=3=censuré)).
• Âge en années au moment de l’opération (notez que bien que les patients entrent

dans l’étude à des moments différents du calendrier, tous les patients entrent
au moment 0 dans l’échelle de temps (temps depuis l’opération) utilisée comme
variable de réponse) de chaque patient.
• L’épaisseur de la tumeur (en mm) et si elle était ulcéreuse ou non (1 présente et

0 absente).
La variable temporelle considérée comme la plus importante est le temps écoulé de-

puis l’opération. Nous considérons le lien entre le temps de survie (la variable d’intérêt)
et l’épaisseur de la tumeur (la variable explicative ou co-variable). Pour comparer la per-
formance de prévision, 190 données ont été sélectionnés au hasard comme échantillon
d’apprentissage, désignées par (Xi ,Yi ,δi), i = 1, . . . ,190, et les points de données restants
ont été traités comme échantillon de test, désignées par (Xi ,Yi ,δi), i = 191, . . . ,205.
Comme nous ne pouvons pas prédire des données qui sont censurées, nous éliminons
les données censurées des valeurs prédites. Alors, au lieu de prédire 15 valeurs, nous ne
faisons la prévision que de 6 valeurs sur les 15 qui ne sont pas censurées. Nous avons
pris un noyau gaussien standard K et la largeur de fenêtre hn est choisie par la méthode
de validation croisée (voir la remarque 3.3.2).

Afin d’obtenir plus de précision sur notre estimateur, nous évaluons les erreurs
quadratiques moyennes (EQM), avec

EQM :=
1
6

6∑
i=1

(Yi − Ŷi)2

où Yi (resp. Ŷi ) est la variable réelle (resp. estimée) du i-ème patient. Nos prévisions
sont telles que les valeurs réelles et les valeurs prédites sont si proches qu’il nous est
difficile de les différencier.

En conclusion, la méthode RER semble améliorer la qualité de la prévision par
rapport aux méthodes CR et LLR. Nous soulignons que le taux de censure des données
réelles est de l’ordre de 72,2% et le fait que les prédictions de notre estimateur corres-
pondent à 99% des données de l’échantillon contrairement aux deux autres estimateurs
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Figure 3.11 – (a) Données sur le mélanome malin. o : données censurées et � : données
non censurées. (b) Losange : vraies valeurs et croix : prédiction du RER.
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Figure 3.12 – (c) et (d) Losange : vraies valeurs, croix : prévision du RER, rond :
prévision du CR et triangle : prévision du LLR.

qui correspondent de manière globale à 30%.

3.5 Preuves et résultats auxiliaires

Rappelons que nous disposons d’un n-triplets aléatoires i.i.d. (X1,Y1,δ1), · · · , (Xn,Yn,δn)
à valeurs dans R

d ×R?+ × {0,1}. Dans ce qui va suivre, nous allons donner une suite
de lemmes nécessaires à la preuve du théorème 3.3.1. Le premier lemme aborde le
terme "dominant" celui de variance, pour lequel on a opté pour un traitement avec la
méthodes des V-C classes (voir la sous-section 5.4.2 du chapitre 1).
La preuve du théorème est basée sur la décomposition suivante :

m̂RER(x)−m(x) =
1

µ̂2(x)

{[(
µ̂1(x)− µ̃1(x)

)
+ (µ̃1(x)−E[µ̃1(x)]) + (E[µ̃1(x)]−µ1(x))

]
+m(x)

[
(µ̃2(x)− µ̂2(x)) + (E[µ̃2(x)]− µ̃2(x)) + (µ2(x)−E[µ̃2(x)])

]}
.
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En utilisant l’inégalité triangulaire, nous avons :

sup
x∈C
|m̂RER(x)−m(x)|

≤ 1
inf
x∈C
|µ̂2(x)|

{
sup
x∈C

[
|µ̂1(x)− µ̃1(x)|+ |µ̃1(x)−E[µ̃1(x)]|+ |E[µ̃1(x)]−µ1(x)|

]
+ sup
x∈C
|m(x)|

[
|µ̃2(x)− µ̂2(x)|+ |E[µ̃2(x)]− µ̃2(x)|+ |µ2(x)−E[µ̃2(x)]|

]}
. (3.24)

Lemme 3.5.1 Sous les hypothèses H1, K1, K3 et D2, pour ` = 1,2, nous avons :

sup
x∈C

∣∣∣µ̃`(x)−E[µ̃`(x)]
∣∣∣ =Op.s.


√

logn

nhdn

 quand n −→∞.

Preuve du lemme 3.5.1. Nous considérons la suite i.i.d. (X1,Y1,δ1), . . . , (Xn,Yn,δn) et
définissons :

Φn =
{
θx : Rd ×R?+ × {0,1} →R

+/θx(u,y,δ) =
δy−`

nhdnG(y)
Kd

(
x −u
hn

)
, x ∈ C

}
.

Du lemme (3b) dans Giné and Guillou (1999), Φn est une Vapnik-Cervonenkis (V-C)
classe de fonctions mesurables positives. Cette dernière est uniformément bornée par

l’enveloppe Θ =
C‖K‖∞
nhdn G(τ)

. De plus, sous l’hypothèse K1, nous avons :

sup
x∈C

θx(X1,Y1,δ1) ≤ C‖K‖∞
nhdn G(τ)

=:Un.

Par ailleurs, en utilisant le propriété de l’espérance conditionnelle, un changement de
variable et sous les hypothèses K3 et D2, pour γ = 2`, avec ` = 1,2 nous avons :

sup
x∈C

Var [θx(X1,Y1,δ1)] ≤ sup
x∈C

E

[
θ2
x (X1,Y1,δ1)

]
=

1

n2h2d
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣E
[
K2
d

(
x −X1

hn

)
E

[
T̃ −2`

1 |X1

]]∣∣∣∣∣∣
=

1

n2h2d
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣
∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−λ

G(t)
f (t|u)dtf (u)du

∣∣∣∣∣∣
=

1

n2h2d
n

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣
∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−λ

G(t)
f (u,t)dtdu

∣∣∣∣∣∣
=

1

n2hdn
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∫ K2
d (t)rλ(x − thn)dt

∣∣∣∣∣
≤ ‖K‖2∞‖rλ‖∞

n2hdn
=: σ2

n

avec σn ≤Un pour n assez grand. Ainsi, nous pouvons appliqué l’inégalité de Talagrand
(voir la sous-section 5.4.2 du chapitre 2). Il existe trois constantes positives C1, C2 et C3
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avec t ≥ C1

√
logn
nhdn

. Nous avons :

P

 sup
θx∈Φn

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(θx (Xi ,Yi ,δi)−E [θx (X1,Y1,δ1)])

∣∣∣∣∣∣∣ > C1

√
logn

nhdn



≤ C2 exp

−
C1

√
logn
nhdn

C2
C‖K‖∞
nhdnG(τ)

log

1 +
C1

√
logn
nhdn
× C‖K‖∞
nhdnG(τ)

C2

(
√
n
‖K‖∞
√
‖rλ‖∞

nhd/2n
+ C‖K‖∞
nhdnG(τ)

√
logC3

‖µ`‖∞√
‖rλ‖∞

)2



 ,
en utilisant log(1 + x) ≈ x( pour x → 0), la partie de droite de la dernière inégalité
devient :

C2 exp

−
C1

√
logn
nhdn

C2
C‖K‖∞
nhdnG(τ)

×
C1

√
logn
nhdn
× C‖K‖∞
nhdnG(τ)

C2

(
√
n
‖K‖∞
√
‖rλ‖∞

nhd/2n

)2

 = C2n
−
(C1
C2

)2 1
‖K‖2∞‖rλ‖∞ ,

où par un choix approprié des constantes C1 et C2, le majorant est de l’ordre de n−3/2. Ce
dernier est le terme général d’une série convergente qui par le lemme de Borel-Cantelli
conclut la preuve.

Lemme 3.5.2 Sous les hypothèses H1, D1, D2, K1–K3, pour ` = 1, 2, nous avons :

sup
x∈C
|µ̂`(x)− µ̃`(x)| =Op.s.


√

loglogn
n

 quand n −→∞. (3.25)

Preuve du Lemme 3.5.2. Pour ` = 1, 2, nous avons :

µ̂`(x)− µ̃`(x) =
1

nhdn

∑
1≤i≤n

{
T̂ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
− T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)}

=
1

nhdn

∑
1≤i≤n

 T −`i
Gn(Ti)

1{Ti≤Ci }Kd

(
x −Xi
hn

)
−
T −`i
G(Ti)

1{Ti≤Ci }Kd

(
x −Xi
hn

)
=

1

nhdn

∑
1≤i≤n

T −`i Kd

(
x −Xi
hn

)(
1

Gn(Ti)
− 1

G(Ti)

)
=

1

nhdn

∑
1≤i≤n

T −`i Kd

(
x −Xi
hn

)(
G(Ti)−Gn(Ti)

Gn(Ti)G(Ti)

)
.

Alors

sup
x∈C

∣∣∣µ̂`(x)− µ̃`(x)
∣∣∣ ≤ 1

Gn(τ)G(τ)
sup
t≤τ

∣∣∣Gn(t)−G(t)
∣∣∣× sup

x∈C

∣∣∣∣∣∣∣ 1

nhdn

∑
1≤i≤n

T −`i Kd

(
x −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣∣
=:

1

G
2
(τ)

sup
t≤τ
|L1(t)| × sup

x∈C
|L2(x)| . (3.26)
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D’une part, pour L1 d’après le résultat de Deheuvels and Einmahl (2000), nous avons :

sup
t≤τ
|L1(t)| =Op.s.


√

loglogn
n

 quand n −→∞. (3.27)

Pour L2, nous avons :

L2(x) =

 1

nhdn

∑
1≤i≤n

T −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
− 1

hdn
E

[
T −`1 Kd

(
x −X1

hn

)]+
1

hdn
E

[
T −`1 Kd

(
x −X1

hn

)]
=: L2,1(x) +L2,2(x)

Pour L2,2, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle et un changement de
variable, nous avons :

L2,2(x) =
1

hdn
E

[
Kd

(
x −X1

hn

)
E

[
T −`1 |X1

]]
=

1

hdn
E

[
Kd

(
x −X1

hn

)
m`(X1)

]
=

1

hdn

∫
Kd

(
x −u
hn

)
m`(u)f (u)du

=
1

hdn

∫
Kd

(
x −u
hn

)
µ`(u)du

=
1

hdn

∫
Kd (t)µ`(x − hnt)hdndt

=
∫
Kd (t)µ`(x − hnt)dt.

À ce stade, nous allons introduire le développement de Taylor à l’ordre 2 de la fonction
µ`(·) pour ` = 1,2 qui nous sera utile dans nos calculs par :

µ`(x − hnt) = µ`(x)− hn
∑

1≤i≤d
ti
∂µ`(ξ)
∂xi

. (3.28)

D’où, en utilisant le développement de Taylor (3.28) à l’ordre 1 et sous les hypothèse
K1, K2 et D1, nous avons :

sup
x∈C

∣∣∣L2,2(x)
∣∣∣ = sup

x∈C

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kd (t)

µ`(x)− hn
∑

1≤i≤d
ti
∂µ`(ξ)
∂xi

dt
∣∣∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈C

∣∣∣µ`(x)
∣∣∣+ hn

∑
1≤i≤d

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∂µ`(ξ)
∂xi

∣∣∣∣∣∫ |ti |Kd (t)dt

= o(1). (3.29)
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Pour L2,1, un preuve analogue au lemme 3.5.1 pour C = +∞, donne :

sup
x∈C

∣∣∣L2,1(x)
∣∣∣ =Op.s.


√

logn

nhdn

 quand n −→∞. (3.30)

En combinant (3.27)–(3.30) nous obtenons notre résultat.

Lemme 3.5.3 Sous les hypothèses H1, K1, K2 et D1, pour ` = 1,2, nous avons :

sup
x∈C

∣∣∣E[µ̃`(x)]−µ`(x)
∣∣∣ =O (hn) quand n −→∞.

Preuve du lemme 3.5.3. En utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, nous
avons dans un premier temps :

E [µ̃`(x)] = h−dn E

[
T̃ −`1 Kd

(
x −X1

hn

)]
= h−dn E

[
Kd

(
x −X1

hn

)
E

[
T̃ −`1 |X1

]]
= h−dn

∫
Kd

(
x −u
hn

)
m`(u)f (u)du

= h−dn

∫
Kd

(
x −X1

hn

)
µ`(u)du.

Dans un second temps, par un changement de variable et le développement de Taylor
(3.28), nous obtenons :

E [µ̃`(x)]−µ`(x) = h−dn

∫
Kd

(
x −u
hn

)
µ`(u)du −µ`(x)

=
∫
Kd(t)[µ`(x − hnt)−µ`(x)]dt

=
∫
Kd(t)

−hn ∑
1≤i≤d

ti
∂µ`(ξ)
∂xi

dt.
Pour finir, sous les hypothèses D1, K1, K2, nous obtenons :

sup
x∈C

∣∣∣E [µ̃`(x)]−µ`(x)
∣∣∣ = sup

x∈C

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kd(t)

−hn ∑
1≤i≤d

ti
∂µ`(ξ)
∂xi


∣∣∣∣∣∣∣

≤ hn
∑

1≤i≤d
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∂µ`(ξ)
∂xi

∣∣∣∣∣∫ |ti |Kd(t)dt

= O(hn) .

Ce qui conclut la preuve du lemme 3.5.3.
Finalement, les résultats du lemme 3.5.1 au lemme 3.5.3 permettent de conclure la
preuve du théorème 3.3.1.
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Preuve du théorème 3.3.2. Notre but est de montrer :√
nhdn(m̂RER(x)−m(x))

L−−→N (0,σ2(x)) quand n −→∞.

Notons que, pour ` = 1,2,√
nhdn(µ̂`(x)−µ`(x)) =

√
nhdn (µ̂`(x)− µ̃`(x)) +

√
nhdn (µ̃`(x)−E[µ̃`(x)])

+
√
nhd (E[µ̃`(x)]−µ`(x))

=: Λ`(x) + Γ`(x) +Ξ`(x). (3.31)

D’une part, nous considérons les termes Λ` et Ξ` que nous montrons négligeable.

Lemme 3.5.4 Sous H2 et H3 , par le lemme 3.5.2 et lemme 3.5.3 les deux quantités Λ`(x) et
Ξ`(x) sont o(1) lorsque n→∞.

Preuve du lemme 3.5.4. Du lemme 3.5.2 et sous l’hypothèse H2, nous obtenons :

Λ`(x) =
√
nhdn (µ̂`(x)− µ̃`(x)) =Op.s.

(√
hdn loglogn

)
= op.s.(1). (3.32)

De la même manière, du lemme 3.5.3 et sous l’hypothèse H3, nous obtenons :

Ξ`(x) =
√
nhdn (E[µ̃`(x)]−µ`(x)) =Op.s.

(√
nhd+4

n

)
= op.s.(1). (3.33)

Nous considérons maintenant le terme dominant Γ`(x) pour ` ∈ {1,2} et prouvons :

Lemme 3.5.5 Sous les hypothèses H1, K1, D1 et D2, nous avons :

(Γ1(x),Γ2(x))t
L−−→N (0,κΣ(x)) quand n→∞.

Preuve du lemme 3.5.5. Nous commençons par calculer la variance asymptotique. Par
définition de la variance, pour ` = 1,2, nous avons :

Var (Γ`(x)) = nhdn
{
E

[
µ̃2
` (x)

]
−E2 [µ̃`(x)]

}
= h−dn E

δ1Y
−2`
1

G
2
(Y1)

K2
d

(
x −X1

hn

)− h−dn E
2
[
T̃ −`1 Kd

(
x −X1

hn

)]
= V1 −V2.

D’une part, pour V2 en procèdent comme dans le lemme 3.5.3 et sous les hypothèses
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H1, K1, K2 et D1, nous avons :√
V2 = h−d/2n E

[
Kd

(
x −X1

hn

)
E

[
T̃ −`1 |X1

]]
= h−d/2n

∫
Kd

(
x −u
hn

)
µ`(u)du

= hd/2n

∫
Kd(t)µ`(x − hnt)dt

= hd/2n

∫
Kd(t)

µ`(x)− hn
∑

1≤i≤d
ti
∂µ`(ξ)
∂xi

dt
= hd/2n µ`(x)

∫
Kd(t)dt − hd/2+1

n

∫ ∑
1≤i≤d

ti
∂µ`(ξ)
∂xi

Kd(t)dt

= O
(
hd/2n

)
. (3.34)

D’autre part, pour V1, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, pour
γ = 2` = 2,4, alors par un changement de variable et un développement de Taylor et
sous les hypothèses K3 et D2, nous avons :

V1 = h−dn E

K2
d

(
x −X1

hn

)
E

 T −2`
1

G(T1)
|X1


= h−dn

∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−2`

G(t)
f (t|u)dtf (u)du

= h−dn

∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−λ

G(t)
f (u,t)dtdu

= h−dn

∫
K2
d

(
x −u
hn

)
rλ(u)du

= h−dn

∫
K2
d (t)rλ(x − ht)hdn dt

= rλ(x)
∫
K2
d (t)dt + o(hn)

= rλ(x)κ+ o(hn). (3.35)

En combinant (3.34) et (3.35) nous obtenons pour ` = 1,2 et λ = 2,4 :

V (Γ`(x)) −→ rλ(x)κ quand n→∞.

D’autre part, sous les hypothèses D2 et K3, nous obtenons facilement :

Cov (Γ1(x),Γ2(x)) = E[Γ1(x)Γ2(x)]−E[Γ1(x)]E[Γ2(x)]

= h−d
E

 δ1Y
−3
1

G
2
(Y1)

K2
d

(
x −X1

hn

)−E[
T̃ −1

1 Kd

(
x −X1

hn

)]
E

[
T̃ −2

1 Kd

(
x −X1

hn

)]
= r3(x)κ+ o(1).

Ensuite, nous allons montrons que toute combinaison linéaire est asymptotiquement
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gaussienne. Pour tout nombres réels (c1, c2)t nous posons :

∆(x) =
2∑
`=1

c`Γ`(x) =:
n∑
i=1

(
c1∆

1
i (x) + c2∆

2
i (x)

)
(3.36)

où pour ` = 1,2

∆`i (x) := (nhdn)−1/2
{
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
−E

[
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)]}
.

Maintenant, pour montrer que (3.36) est asymptotiquement normale nous vérifions la
condition de Berry-Essèen (Chow and Teicher (1997), p. 322). Pour cela, nous devons
prouver :

ρ3
n :=

n∑
i=1

E

[∣∣∣∆`i (x)
∣∣∣3] −→ 0 (3.37)

avec

E

[∣∣∣∆`i (x)
∣∣∣3] =

(hdn
n

)3/2
E


∣∣∣∣∣∣ T̃ −`ihdn Kd

(
x −Xi
hn

)
−E

 T̃ −`ihdn Kd
(
x −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣
3 .

En appliquant l’inégalité Cr (voir Loève (1963), p. 155), nous obtenons :

E

[∣∣∣∆`i (x)
∣∣∣3] ≤ 4

(hdn
n

)3/2
E

 δi |Yi |−3`

h3d
n G

3
(Yi)

K3
d

(
x −Xi
hn

)+

∣∣∣∣∣∣E
 T̃ −`ihdn Kd

(
x −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣
3

≤ 4
(
hdn
n

)3/2

{M1 +M2} .

et commeM1 etM2 sont bornées sous l’hypothèse K1 ce qui nous donne ρ3
n =O

(h3d
n

n

)1/2
 =

o(1). Maintenant, sous l’hypothèse H1 la propriété (3.37) est satisfaite ce qui prouve
que la normalité asymptotique de Γ`(x). Alors, de (3.32) et (3.33) nous pouvons conclure
la preuve du lemme 3.5.5.

Maintenant pour compléter la preuve du théorème 3.3.2, nous considérons θ de R×R∗+
vers R définie par θ(x,y) = x/y. Nous déduisons du théorème de Mann-Wald (voir Rao
(1965), p. 321) que √

nhdn(m̂RER(x)−m(x))
L−−→N

(
0,κ∇θTΣ(x)∇θ

)
où le gradient ∇θT =

(
∂θ
∂x
,
∂θ
∂y

)
est évalué au point (µ1(x),µ2(x)). Un calcul algébrique

simple donne alors le terme de variance suivante :

σ2(x) = κ
r2(x)µ2

2(x)− 2r3(x)µ1(x)µ2(x) + r4(x)µ2
1(x)

µ4
2(x)

,

complète la preuve du théorème 3.3.2.
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Chapitre4
Convergence uniforme de l’estimateur de
la fonction de régression relative pour
des données censurées dépendantes

1 Dans ce chapitre, nous considérons un vecteur (X,T ) où X est une co-variable
d-dimensionnelle et T est une variable d’intérêt sujet à une censure aléatoire à droite.
Le vecteur (X,T ) satisfait la propriété d’α-mélange aussi appelée mélange fort. Le but
de ce chapitre est d’étudier le comportement de l’estimateur à noyau de la fonction de
régression relative pour des des observations mélangeantes. Notons que cette étude
est très utiles dans la prévision des série temporelle. Nous avons établi la convergence
uniforme presque sûre sur un compact avec vitesse de l’estimateur étudié dans le
chapitre 3 où nous avons mis en évidence le terme de covariance. Des simulations
montrent que l’estimateur proposé est performant pour une taille d’échantillon fini et
dans différents cas. Une prévision sur données générées a été réalisée pour montrer la
qualité du modèle.

4.1 Introduction

De nombreux résultats de statistique ont été établi en considérant des échantillons
indépendants. Cependant, il est parfois intéressant de considérer et d’étudier des
échantillons dépendants afin de pouvoir répondre à des situations où les données ne
sont pas indépendantes. C’est par exemple le cas lorsqu’on s’intéresse à l’étude des
séries temporelles. Il existe plusieurs types de modélisation de la dépendance au sein
d’un échantillon. Nous nous intéressons dans ce chapitre au phénomène de dépendance
fort ou α-mélange introduit par Rosenblatt (1956a). Pour plus de détails concernant
les différentes formes de dépendance, nous référons à Doukhan (1994). Il apparaît
notamment que la notion de variable α mélangeantes est la plus générale, d’où notre
choix.

Plusieurs processus satisfont la propriété d’α-mélange. Nous citerons les processus
ARMA qui sont fortement mélangeant c-à-d qu’il existe ρ ∈ (0,1) et un a > 0 tel que, pour
tout n ≥ 1, α(n) ≤ aρn (voir par exemple, Jones (1978)). les modèles EXPAR (voir Ozaki

1. En collaboration avec le Pr. E. OULD SAÏD et le Pr. R. M. REMITA. Ce chapitre a fait l’objet d’un
article soumis pour publication.
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72 CHAPITRE 4. Convergence uniforme : cas α-mélangeant

(1979), les modèles ARCH simples (voir Engle (1982), leur extension GARCH (voir
Bollerslev (1986)) et les modèles bilinéaires markoviens sont des modèles fortement
mélangeant sous certaines conditions générales d’ergodicité.
Soit (Xi)1≤i≤n une suite de vecteurs aléatoires de la même loi que X ∈ R

d où nous
désignons par X1, . . . ,Xd les composantes de X. Nous supposons que les suites {Ti , i ≥ 1}
et {Ci , i ≥ 1} sont α-mélangeantes avec des coefficients α1(n) et α2(n), respectivement.
Dans son lemme 2, Cai (2001) a montré que {Yi , i ≥ 1} est alors fortement mélangeant
avec un coefficient :

α(n) = 4 max(α1(n),α2(n))

ou la preuve est principalement basé sur le résultat de Dhompongsa (1984). Désormais,
nous supposons que {(Yi ,δi ,Xi) , i = 1, ...,n} est fortement mélangeant avec un coefficient
α(n) tel que α(n) =O(n−ν) pour un ν > 3.

Dans un contexte de censure aléatoire à droite (voir le modèle sous-section 1.2.4
dans le chapitre 2), certains auteurs abordent l’estimation la fonction de régression pour
des données dépendantes. Nous pouvons citer Cai (1998) qui a étudié les propriétés
asymptotiques de l’estimateur de Kaplan-Meier pour des données dépendantes censu-
rées et Cai (2001) qui a abordé l’estimation de la f.d.r pour des séries temporelles. Les
auteurs El Ghouch and Van Keilegom (2008, 2009) ont estimé les fonctions de régres-
sion classique et régression quantile respectivement en appliquant la méthode linéaire
locale tandis que dans Guessoum and Ould Saïd (2010, 2012) ont établi la convergence
uniforme presque sûre sur un compact avec vitesse (où ils ont mit en évidence le terme
de covariance) et la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau de la fonction de ré-
gression pour des données α-mélangeante. Récemment, Khardani and Slaoui (2019) ont
établi la convergence uniforme ainsi que la normalité asymptotique de l’estimateur de
la fonction de régression relative dans le cas i.i.d. Toutefois, aucun point de vue pratique
n’a été avancé pour démontrer la faisabilité et la qualité de l’estimateur en présence
de valeurs aberrantes. Dans ce chapitre, nous établissons un résultat de convergence
uniforme presque sûre avec vitesse sur un ensemble compact dans le cas de données
fortement mélangeantes. Comme la dépendance est mesurée par la covariance, nous
avons mis en évidence le terme de covariance dans la vitesse de convergence de notre
estimateur. Nous montrons par une étude de simulation, que l’estimateur est robuste
en présence de valeurs aberrantes et est significativement meilleur que l’estimateur de
la fonction de régression à noyau classique solution du problème de minimisation de
l’erreur quadratique moyenne.

4.2 Hypothèses et résultat principal

Afin de présenter notre résultat de convergence uniforme presque sûre pour des
données censurées α-mélangeantes, nous considérons les notations et hypothèses H1,
K1–K3, D1–D3 et M1 énoncées dans le chapitres 3 et nous introduisons les hypothèses
suivantes :

H4. La fenêtre hn satisfait ∃ψ > 0, ∃c > 0, tel que cn
γ(3−ν)

γ(ν+1)+2γ+1 +ψd ≤ hdn, pour tout ν >
3 et γ > 0.

H5. lim
n→∞

h
d(ν−2)
n logn = 0.

K4. ∀ (t1, t2) ∈ C2, |Kd(t1)−Kd(t2)| ≤ ‖t1 − t2‖γ , pour γ > 0,
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D4. La densité jointe fi,j(·, ·) de (Xi ,Xj) existe et satisfait :

sup
R
d×Rd
|fi,j(·, ·)− fi(·)fj(·)| ≤ C <∞, for any i, j ≥ 1.

Commentaires :
1. Les hypothèses H4 et H5 concernent la fenêtre. La première est une hypothèse

technique nécessaire pour obtenir notre résultat et la seconde est la vitesse de
convergence du terme de covariance.

2. L’hypothèse K4 est technique et désigne que la fonction noyau est holderienne.
3. L’hypothèse D4 est une hypothèse technique qui intervient dans le calcul du

terme de covariance.

Théorème 4.2.1 Sous les hypothèses H1, H4, H5, K1–K4, D1–D4 et M1, nous avons :

sup
x∈C
|m̂RER(x)−m(x)| = O(hn) + Op.s.


√

logn

nhdn
+
√
h
d(ν−2)
n logn

 , quand n −→∞.

4.3 Étude numérique

L’objectif de cette partie est d’examiner la performance de notre estimateur m̂RER(x)
en considérant certains cas particuliers de taille fixe. Nous varions le taux de dépendance
et le pourcentage de censure (C.P.). Nous comparons l’efficacité de l’approche RER à
celle de l’approche CR définie dans Guessoum and Ould Saïd (2010).

Algorithme

Require: 0 < ρ < 1, X0{N (0,1) et ε{N (0,1).

Etape 1. Nous considérons un processus auto-régressif bi-dimensionnel AR(1) généré
par Xi = 3 + ρXi−1 +

√
1− ρ2εi ,

Ti = Xi+1, i = 1, . . . ,n.

Etape 2. Étant donné X1 = x, nous avons T1 = 3 + ρx +
√

1− ρ2ε2. Il est clair que la
distribution conditionnelle de T1 sachant x est une v.a. gaussienne de loi N (3 +
ρx,1 − ρ2). En ce qui concerne la variable de censure, nous avons généré Ci =
Xi+1 +λ où λ est un paramètre qui permet d’adapter le pourcentage de censure
(C.P.).

Etape 3. Pour chaque individus i nous calculons la variable observée Yi = Ti ∧Ci et
son indicateur de censure δi = 1{Ti≤Ci } correspondant. Ainsi, l’échantillon observé
est {(Xi ,Yi ,δi),1 ≤ i ≤ n}.

Etape 3′. On multiplie chaque valeur de Y (notre variable observée) au rang {20×
ii où 1 ≤ ii ≤ n

20 } par un facteur multiplicateur (M.F.) qu’on fait varier pour créer
des valeurs aberrantes dans l’échantillon de taille n.

Etape 4. L’estimateur de K-M de G(·) est calculé par son expression (1.5).
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Etape 5. Nous avons choisi d’utiliser un noyau gaussien, pour le choix de la fenêtre
optimale, on utilise la méthode de validation croisée (voir la remarque 1.8) de
[0.01,2] avec un pas de 0.01.

Output : Calculer l’estimateur RER donné par (3.14) pour un intervalle x ∈ [1,4] et la
fenêtre optimale hopt.

Cas linéaire :

Dans cette sous section, nous observons les performances de l’estimateur RER pour
une faible et forte dépendance quand la fonction théorique est du type linéaire.

1. Faible dépendance

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3.1
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3.3
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Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3.05

3.1

3.15

3.2

3.25

3.3

3.35

3.4

Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Figure 4.1 – ρ = 0.1 et C.P. ≈ 35% pour n = 100,300 et 500 respectivement.

1.a Effet de la taille d’échantillon : Il est facile à voir de la figure 4.1 que la qualité
d’ajustement est meilleur quand la taille d’échantillon n augmente pour un taux de
censure C.P. et un taux de dépendance ρ fixe.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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3.1

3.15
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3.35

3.4
Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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3.15

3.2

3.25

3.3

3.35
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Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3.1

3.15

3.2

3.25

3.3

3.35

3.4

Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Figure 4.2 – n = 300 et ρ = 0.1 pour C.P. ≈ 7,40 et 67% respectivement.

1.b. Effet du taux de censure : On peut dire que quand le pourcentage de censure
augmente, il entraîne une plus grande variation de l’estimateur résultant, mais reste
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généralement proche de la courbe théorique même pour un C.P. élevé (la figure 4.2
affiche les résultats). Ainsi, la qualité de l’ajustement est affectée par la censure qui est
prévisible.

1.c. Effet des valeurs aberrantes : Pour montrer la robustesse de notre approche,
nous avons générer la variable observée selon l’étape 3′. De la figure 4.3, nous pouvons
constater que notre estimateur est très proche de la courbe théorique sachant que l’on
observe que 65% des vraies valeurs. Donc, nous pouvons conclure que notre estimateur
est résistant aux valeurs aberrantes.
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Dashed line = Estimated curve
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Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve
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3.45
Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Figure 4.3 – n = 300, ρ = 0.1 et C.P. ≈ 35% pour M.F.= 50,100 et 150 respectivement.

2. Forte dépendance

2.a. Effet de la taille d’échantillon : Dans le cas où les données sont fortement
dépendantes (ρ = 0.9) et pour un taux de censure fixé, nous pouvons observer au travers
la figure 4.4 que l’ajustement de l’estimateur RER à la droite théorique s’améliore quand
la taille d’échantillon augmente.
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Figure 4.4 – ρ = 0.9 et C.P.≈ 15% pour n = 100,300 et 500 respectivement.

2.b. Effet du C.P. : Nous pouvons voir que la qualité d’ajustement est meilleure
pour une taille d’échantillon grande et un faible taux de censure (voir figure 4.5).
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Figure 4.5 – n = 300 et ρ = 0.9 pour C.P.≈ 3,15 et 56% respectivement.

1.c. Effet des valeurs aberrantes : Il est clair de la figure 4.6 que notre estimateur
résiste en présence de valeurs aberrantes même si le M.F. est très grand.
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Figure 4.6 – n = 300, ρ = 0.9 et C.P.≈ 20% pour M.F.= 50,100, et 150 respectivement.

4.3.1 Cas non-linéaire

Nous considérons maintenant trois fonctions non-linéaires :

Ti = 1 + cos
(π

2
Xi

)
, Modèle cosinus,

Ti = exp(Xi), Modèle exponentiel,

Ti =
2
3
X2
i +Xi + 3, Modèle quadratique.

La figure 4.7 montre que la qualité d’ajustement est aussi bonne que le cas linéaire. La
qualité d’estimation est meilleure quand la taille d’échantillon augmente.

4.3.2 Étude comparative

Pour montrer l’efficacité de l’estimateur RER, nous établissons une étude compara-
tive dans laquelle nous considérons l’estimateur de la régression classique de Guessoum
and Ould Saïd (2010) défini dans (1.15) pour une faible et forte dépendance.
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(a) Exponentielle

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

(b) Cosinus
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(c) Quadratique

Figure 4.7 – n = 300, ρ = 0.5 et C.P.≈ 15%.

1. faible dépendance

1.a. Effet du C.P. : Nous fixons la taille d’échantillon et nous varions le taux de
censure. Nous pouvons constater clairement de la figure 4.8 que l’estimateur RER est
proche de la courbe théorique contrairement à celui du CR qui est distant de la courbe
quand le C.P. augmente.
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Figure 4.8 – ρ = 0.1 et n = 300 pour C.P.≈ 10,33 et 54% respectivement.

1.b. Effet des valeurs aberrantes : Nous fixons la taille d’échantillon, le pourcen-
tage de censure et nous varions le M.F. Il ressort de la figure 4.9 que l’estimateur RER se
superpose à la courbe réelle, contrairement à l’estimateur CR qui est significativement
affecté par la M.F. lorsque la dépendance est faible.

2. Forte dépendance

2.a Effet du C.P. : Nous fixons ρ, n et nous faisons varier le C.P. pour examiner
l’effet de la censure sur les estimateurs RER et CR lorsque la dépendance est forte. Nous
pouvons observer sur la figure 4.10 que l’estimateur du RER reste proche de la courbe
théorique par rapport à l’estimateur du CR qui est le but de notre étude.
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Figure 4.9 – ρ = 0.1 et n = 300 pour C.P.≈ 5% et M.F.= 50,100 et 150 respectivement.
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Figure 4.10 – ρ = 0.9 et n = 300 pour C.P.≈ 7,32 et 65% respectivement.

2.b. Effet des valeurs aberrantes : Nous fixons ρ, n, C.P. et nous faisons varier le
M.F. (voir : étape 3′) pour évaluer l’effet des valeurs aberrantes sur les deux estimateurs
(CR et RER) lorsque la dépendance est élevée. Comme prévu, notre estimateur reste
résistant aux valeurs aberrantes sous une forte dépendance, contrairement à celui de
CR qui est plus éloigné lorsque la M.F. devient importante.
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Figure 4.11 – ρ = 0.9 et n = 300 pour C.P.≈ 5% et M.F.= 50,100 et 150 respectivement.

3. Tableau comparatif des écarts quadratiques moyens : Les performances numé-
riques des différents modèles considérés, le tableau 4.1 indique l’erreur quadratique
moyenne (EQM) correspondante aux estimateurs CR et RER. On voit clairement que
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l’EQM du RER diminue fortement par rapport à celle du CR à mesure que la taille
augmente.

Tableau 4.1 – Tableau comparatif des EQM pour un C.P. ≈ 12%.

n ρ M.F. CR RER
50 3.7481 ×102 0.0265

0.1 100 1.7085 ×103 0.0390
150 8.5971 ×103 0.0434
50 3.5218 ×102 0.0394

100 0.5 100 9.1558 ×102 0.0077
150 6.1379 ×103 0.0025
50 3.0441 ×102 0.5410

0.9 100 1.4437 ×103 0.0307
150 8.5500 ×103 0.8906
50 2.1442 ×102 0.0564

0.1 100 7.9874 ×102 0.0366
150 3.9463 ×103 0.0451
50 98.7668 0.0109

300 0.5 100 5.4635 ×102 0.0148
150 1.1780 ×103 0.0065
50 1.1642 ×102 0.0328

0.9 100 6.4634 ×102 0.6603
150 1.8572 ×103 0.1870
50 42.2378 0.1219

0.1 100 5.0131 ×102 0.3718
150 1.7212 ×103 0.0378
50 6.2931 0.0021

500 0.5 100 4.2397 ×102 0.0017
150 7.8780 ×102 0.0060
50 89.3259 0.0293

0.9 100 5.0478 ×102 0.3342
150 1.0438 ×103 0.0202

4.3.3 Prévision expérimentale

Dans cette partie, nous évaluons la performance des prédicteurs RER et CR pour
le même jeu de données générées. Pour cela, nous considérons un échantillon de taille
N = 300 du processus AR(1) (voir : Étape 1). Dans la figure 4.12 (a), nous montrons un
nuage de points où nous distinguons les données non censurées (o) et censurées (+).
Le taux de censure global est d’environ 35%. Pour notre étude, nous avons divisé au
hasard notre échantillon de N en deux sous-ensembles. L’échantillon d’apprentissage,
de taille n = 250, sera notre échantillon statistique c’est-à-dire (Xi ,Yi ,δi) avec i = 1, · · · ,n
pour lequel les estimateurs sont calculés. Ensuite, pour chaque nouvelle co-variable
Xi , i = n+ 1, · · · ,N , nous calculons les valeurs prédites, par estimateur RER, correspon-
dant à Ŷi , i = n+ 1, · · · ,N considéré comme l’échantillon test. Notez que, nous éliminons
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les données censurées du point prédit (c’est-à-dire que pour tout n+ 1 ≤ i ≤ N , si la
variable observée Yi = Ci , nous retirons l’observation Yi des valeurs prédites. Il est
inapproprié de prédire une valeur censurée, ce qui est évident). Dans la figure 4.12 (b)
nous traçons les valeurs prévues par rapport aux valeurs réelles.
Pour le dernier cas et pour chaque estimateur, nous utilisons la largeur de bande opti-
male hn pour m̂RER(·) et m̂CR(·) en minimisant le critère de validation croisée (voir : la
remarque 1.8). Par conséquent, par souci de concision, nous nous limitons à montrer les
résultats pour ρ = 0,3 et C.P.≈ 35%.
En conclusion, la méthode RER semble améliorer la qualité des prévisions par rapport
à la méthode CR. En outre, un fait intéressant peut être observé dans la figure 4.12 (c)
qui est la plus grande différence entre les prédictions obtenues par les deux méthodes.
Comme prévu, la performance de l’échantillon fini se détériore lorsque la dépendance
augmente. Globalement, de meilleurs résultats sont obtenus lorsque la dépendance et le
niveau de censure sont faibles. Enfin, nous pouvons conclure que l’estimateur du RER
est plus efficace et plus précis.
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Figure 4.12 – n = 300, ρ = 0.3 et C.P.≈ 30%. (a) Nuage de points des données censurées
et non censurées. (b) Performance de l’estimateur RER en prévision. (c) Comparaison
entre le RER et CR en prévision.

4.4 Preuves et résultats auxiliaires

Preuve du théorème 4.2.1. La démonstration est essentiellement basée sur les mêmes
arguments analytiques utilisés dans la section 3.5 sous la même décomposition (3.24)
du chapitre 4, on peut dire que la propriété de l’indépendance des observations n’a
aucune influence sur les termes : du biais (E [µ̂`(·)]−µ`(·)) et de l’erreur (µ̂`(·)− µ̃`(·))
pour un ` = 1,2. Autrement dit, la vitesse de convergence des deux termes sera la même
dans le cas de mélange. Cependant, le terme de variance ou de dispersion est basé sur
le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 Sous les hypothèses H1, H4, H5, K1–K4 et D1, pour ` = 1,2, nous avons :

sup
x∈C
|µ̃`(x)−E[µ̃`(x)]| =Op.s.


√

logn

nhdn
+
√
h
d(ν−2)
n logn

 , quand n −→∞.
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Preuve du Lemme 4.4.1. C est un ensemble compact, alors il admet une couverture S
par un nombre fini sn de boules Bk(x∗k , a

d
n) de centre x∗k = (x∗1,k , . . . ,x

∗
d,k),1 ≤ k ≤ sn. Ainsi,

pour tout x ∈ C il existe k tel que ‖x−x∗k‖ ≤ a
d
n où an vérifie adγn = h

d(γ+ 1
2 )

n n−
1
2 avec γ est la

constante de la condition de Lipshitz définie dans l’hypothèse K5. Puisque C est borné
alors il existe une constante M > 0 tel que sn ≤Ma−dn .
Soit pour tout x ∈ C et ` = 1,2, l’ensemble donné :

A`,i(x) = (nhdn)−1
(
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
−E

[
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)])
,

alors ∑
1≤i≤n

A`,i(x) = µ̃`(x)−E[µ̃`(x)],

qui se décompose comme suit :∑
1≤i≤n

A`,i(x) =
{(
µ̃`(x)− µ̃`(x∗k)

)
−
(
E [µ̃`(x)]−E

[
µ̃`(x

∗
k)
])}

+
(
µ̃`(x

∗
k)−E

[
µ̃`(x

∗
k)
])

=:
∑

1≤i≤n
Ã`,i(x) +

∑
1≤i≤n

A`,i(x∗k),

d’où

sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nA`,i(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤sn

sup
x∈Bk

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nÃ`,i(x)

∣∣∣∣∣∣∣+ max
1≤k≤sn

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nA`,i(x∗k)
∣∣∣∣∣∣∣

=: B1 +B2.

D’une part, nous nous occupons du premier terme B1. Pour cela, nous avons :∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nÃ`,i(x)

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣[µ̃`(x)− µ̃`(x∗k)

]
−E

[
µ̃`(x)− µ̃`(x∗k)

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣ 1

nhdn

∑
1≤i≤n

T̃ −`i

(
Kd

(
x −Xi
hn

)
−Kd

(
x∗k −Xi
hn

))
+

1

hdn
E

[
T̃ −`1

(
Kd

(
x −X1

hn

)
−Kd

(
x∗k −X1

hn

))]∣∣∣∣∣∣
≤ 1

nhdn

n∑
i=1

|Ti |−`

G(Ti)

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −Xi
hn

)
−Kd

(
x∗k −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣
+

1

hdn
E

[
|T1|−`

G(T1)

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −X1

hn

)
−Kd

(
x∗k −X1

hn

)∣∣∣∣∣∣
]

=: D1,`(x) +D2,`(x).
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Des hypothèses M1 et K4, nous avons :

sup
x∈Bk
D1,`(x) ≤ C

Ḡ(τ)
1

hdn
sup
x∈C

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −Xi
hn

)
−Kd

(
x∗k −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣
≤ C

hdnG(τ)

‖x − x∗k‖
h
γ
n

γ

≤ C
a
dγ
n

h
d+γ
n

.

De la même manière, sous les hypothèses M1 et K4, nous avons :

sup
x∈Bk
D2,`(x) ≤ C a

dγ
n

h
d+γ
n

,

alors

sup
x∈Bk

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nÃ`,i(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = sup
x∈Bk
D1,`(x) + sup

x∈Bk
D2,`(x) ≤ 2Cadγn

h
d+γ
n

≤ Ch
d(γ+ 1

2 )
n n−

1
2

h
d+γ
n

=
C√
nhdn

h
γ(d−1)
n ,

ce qui nous conduit à :

B1 = max
1≤k≤sn

sup
x∈Bk

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ã`,i(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = O

 1√
nhdn

 (4.1)

D’autre part, nous procédons au calcul du second terme B2. Soit

Ui =Ui,k = nhdnA`,i(x∗k) = T̃ −`i Kd

(
x∗k −Xi
hn

)
−E

[
T̃ −`i Kd

(
x∗k −Xi
hn

)]
.

Pour appliquer le Lemme 5.4.1, nous devons dans un premier temps calculer la quan-
tité :

S2
n =

∑
i

∑
j

∣∣∣Cov(Ui ,Uj)
∣∣∣ =

∑
i,j

∣∣∣Cov(Ui ,Uj)
∣∣∣+nVar(U1)

=: V +nVar(U1). (4.2)

D’un coté, nous considérons :

Var(U1) = V ar

[
T̂ −`i Kd

(
x∗k −X1

hn

)]
= E

δ1Y
−2`
1

Ḡ2(Y1)
K2
d

(
x∗k −X1

hn

)−E2
[
T̂ −`1 Kd

(
x∗k −X1

hn

)]
=: R1 −R2.
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Pour R1, en utilisant le propriété de l’espérance conditionnelle et un changement de
variable, nous obtenons :

R1 = E

δ1Y
−2`
1

Ḡ2(Y1)
K2
d

(
x∗k −X1

hn

)
= E

K2
d

(
x∗k −X1

hn

)
E

δ1Y
−2`
1

Ḡ2(Y1)
|X1


= E

K2
d

(
x∗k −X1

hn

)
E

 T −2`
1

G
2
(T1)

E

[
1{T1≤C1}|T1

]
|X1




= E

K2
d

(
x∗k −X1

hn

)
E

 T −2`
1

G(T1)
|X1


=

∫
K2
d

(
x∗k −u
hn

)∫
t−2`

G(t)
f (t|u)dtf (u)du

=
∫
K2
d

(
x∗k −u
hn

)∫
t−λ

G(t)
f (x,u)dtdu

= hdn

∫
K2
d (t)rλ(x∗k − hnt)dt,

par un développement de Taylor de la fonction rλ(·) autour de x∗k et sous les hypothèses
K2, K3 et D2, nous obtenons :

R1 = O
(
hdn

)
. (4.3)

Pour R2, nous avons : √
R2 = E

[
Kd

(
x∗k −X1

hn

)
E

[
T̃ −`1 |X1

]]
=

∫
Kd

(
x∗k −u
hn

)
m`(u)f (u)du

=
∫
Kd

(
x∗k −u
hn

)
µ`(u)du

= hdn

∫
Kd(t)µ`(x

∗
k − hnt)dt,

par un développement de Taylor cette fois ci pour la fonction µ`(·) autour de x∗k et sous
les hypothèses D1 et K2, nous avons :

R2 = O
(
h2d
n

)
. (4.4)

Alors de (4.3) et (4.4), nous obtenons :

nVar(U1) = n(R1 −R2) = O
(
nh2d

n

)
+ O

(
nhdn

)
= O

(
nhdn

)
. (4.5)
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D’une part,

|Cov(Ui ,Uj)| = |E[UiUj]−E[Ui]E[Uj]|

=

∣∣∣∣∣∣E
[
T̃ −`i T̃ −`j Kd

(
x∗k −Xi
hn

)
Kd

(
x∗k −Xj
hn

)]
− E

[
T̃ −`i Kd

(
x∗k −Xi
hn

)]
E

[
T̃ −`j Kd

(
x∗k −Xj
hn

)]∣∣∣∣∣∣
≤ h2d

n

∫ ∫
Kd(t)Kd(s)|fi,j(x∗k − hnt,x

∗
k − hns)

− fi(x
∗
k − hnt)fj(x

∗
k − hns)|dtds,

qui sous l’hypothèse D4 conduit à

|Cov(Ui ,Uj)| = O
(
h2d
n

)
, (4.6)

uniformément sur i et j.
Maintenant, pour évaluer le comportement asymptotique de V selon la décomposition
de Masry (1986), nous définissons les deux ensembles :

E1 = {(i, j) tel que 0 < |i − j | ≤ βn}

et
E2 = {(i, j) tel que βn < |i − j | ≤ n}

où βn→∞ quand n→∞ a une vitesse lente de l’ordre de βn = o(n). Soit les sommes de
covariances V1 et V2 sous les ensembles E1 et E2 respectivement.

V =
∑
E1

|Cov(Ui ,Uj |+
∑
E2

|Cov(Ui ,Uj | =: V1 +V2.

Nous obtenons alors de (4.6)

V1 =
∑
E1

|Cov(Ui ,Uj | =
∑

0<|i−j |≤βn

h2d
n = O

(
nh2d

n βn
)
.

Pour V2, nous utilisons l’inégalité modifiée de Davydov (1970) pour des processus
mélangeants (voir aussi le livre Rio (2000) p. 87, formule 6.19b). Ce qui nous mène,
pour tout i , j, à

|Cov(Ui ,Uj)| ≤ Cα(|i − j |),

nous obtenons alors
V2 ≤ C

∑ ∑
βn<|i−j |≤n

α(|i − j |)

= Cn2α(βn).

Nous posons βn = [h−dn ] (où [·] désigne la partie entière ) ce qui nous permet d’obtenir
un terme de covariance non négligeable devant le terme de variance d’ordre :

V = V1 +V2 = O
(
nhdn

)
+ O

(
n2hdνn

)
. (4.7)
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Finalement, de (4.2), (4.5) et (4.7) nous obtenons

S2
n = V +nV ar(U1) = O

(
nhdn

)
+ O

(
nhdνn

)
.

Maintenant, nous somme prêt à appliquer l’inégalité du Lemme 5.4.1, où pour ε > 0
nous avons :

P


∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nA`,i(x∗k)

∣∣∣∣∣∣∣ > ε
 = P


∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nUi

∣∣∣∣∣∣∣ > nhdnε


≤ C

(
1 +

nhdnε
2

r

)− r2
+nCr−1

(
r

nhdnε

)v+1

=: C(E1 + E2).

En prenant ε = ε0

(√
logn
nhdn

+
√
h
d(ν−2)
n logn

)
avec ε0 > 0, nous avons pour la première

partie :

E1 =
(
1 +

ε2
0 logn
r

)− r2
. (4.8)

En choisissant r = (logn)1+b avec b > 0, (4.8) devient

E1 =
(
1 + ε2

0(logn)−b
)− (logn)1+b

2

En passant au logarithme et en utilisant un développement de Taylor log(1 + x)

logE1 ' logn−
ε2
0
2

d’où nous déduisons

E1 = n−
ε2
0
2 . (4.9)

Pour un même choix de ε et r, nous avons :

E2 ' n(logn)v(1+b)ε
−(v+1)
0 (nhdn logn)−

v+1
2 .

En prenant une fois de plus l’inégalité de Fuk-Nagaev et en utilisant P(∪iAi) =
∑
iP(Ai),

nous pouvons écrire :

P

 max
1≤k≤Sn

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤nA`,i(x∗k)
∣∣∣∣∣∣∣ > εn

 ≤ Ma−dn C

(
n−

Cε2
0

2 +n(logn)v(1+b)ε
−(v+1)
0 (nhdn logn)−

v+1
2

)
≤ Mh

−d(1+ 1
2γ )

n n
1

2γC

(
n−

cε2
0

2 +n(logn)v(1+b)ε
−(v+1)
0 (nhdn logn)−

v+1
2

)
≤ MCn

1
2γ −

Cε2
0

2 h
−d(1+ 1

2γ )
n

+ MCε
−(v+1)
0 n1+ 1

2γ h
−d(1+ 1

2γ )
n (logn)v(1+b)(nhdn logn)−

v+1
2

=: MC(Z1 + ε−(v+1)
0 Z2). (4.10)
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Sous l’hypothèse H4, nous avons :

Z2 ≤ Cn1+ 1
2γ −

ν+1
2 h
−d(1+ 1

2γ + ν+1
2 )

n (logn)ν(1+b)− ν+1
2

≤ Cn1+ 1
2γ −

ν+1
2 n
− (3−ν)

2 −ψd
[
γ(ν+1)+2γ+1

2γ

]
(logn)ν(1+b)− ν+1

2

≤ Cn−1+ 1−ψd[γ(ν+3)+1]
2γ (logn)ν(1+b)− ν+1

2 .

Alors, par un choix approprié de ψ, Z2 est un terme général d’une série convergente.
De la mème manière, nous pouvons choisir ε0 tel que Z1 est un terme général d’une
série convergente. Finalement, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli à (4.10) nous
obtenons le résultat.

Remarque 4.4.1 Le paramètre ψ de l’hypothèse H4 peut être choisi tel que :

ψ >
1

γ(ν + 3) + 1
.

Cette condition assure la convergence des séries du lemme 4.4.1.
Finalement, en considérant les résultats du lemme 3.5.2 et du lemme 3.5.3 selon l’in-
égalité (3.24) nous concluons la preuve du théorème.

4.4.1 Remarques

Dans ce chapitre, un estimateur solution d’un problème de minimisation de l’erreur
quadratique relative moyenne pour une co-variable multidimensionnelle à été proposé,
lorsque les données sont dépendantes et sont sujet à une censure aléatoire à droite. Nous
comparons l’estimateur RER à celui de la CR, nous avons constaté quelques remarques.
Comme nous l’avons soupçonné, le comportement asymptotique de l’estimateur RER
est meilleur pour une faible dépendance ( une petite valeur de ρ ) et un pourcentage
faible de censure. Nous avons aussi montré que la qualité d’estimation est influencée
par plusieurs paramètres (C.P., ρ, M.F., n).

Nous pouvons aussi dire que le comportement de l’estimateur RER reste résistant
dans tout nos résultats en comparaison avec l’estimateur CR qui est significativement
affecté par la présence de valeurs aberrantes, le taux de censure mais aussi la taille
d’échantillon. Une autre remarque intéressante reliée à l’aspect dépendance est le fait
que pour un petit ρ l’estimateur reste résistant.
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Chapitre5
Normalité asymptotique de l’estimateur
de la fonction de régression relative pour
des données censurées dépendantes

1 Dans ce chapitre, pour un modèle de censure aléatoire à droite, nous étudions la
normalité asymptotique de l’estimateur à noyau de la fonction de régression relative
(dont la convergence a été étudiée dans le chapitre 4) lorsque les données présentent
une forme de dépendance forte appelée α-mélange. La variance asymptotique est
explicitement donnée. Des simulations sont réalisées pour consolider notre résultat
théorique et illustrent la bonne qualité de la méthode étudiée. Une application aux
intervalles de confiance est donnée.

5.1 Introduction

La propriété asymptotique abordée dans ce chapitre est la normalité asymptotique,
il s’agit d’un sujet très important en statistique. En effet, la normalité asymptotique nous
permet de construire les intervalles de confiance et de faire les tests. Nous rappelons
le cadre de travail dans lequel nous sommes : Soit T ∈ R+ une v.a. réelle d’intérêt et
X1, · · · ,Xd sa co-variable associée à valeurs dans Rd . On introduit de même les variables
aléatoire de censure C1, · · · ,Cn de même loi que C ∈R+. Notre étude porte sur le modèle
de censure aléatoire à droite, nos observations sont donc :

Yi = Ti ∧Ci 1 ≤ i ≤ n,
δi = 1{Ti≤Ci } 1 ≤ i ≤ n,
Xi ∈Rd 1 ≤ i ≤ n.

L’importance d’étudier ce type de données est mis en valeur par l’application de ces
derniers aux données réelles (pour des exemples réels sur les données censurées, nous
renvoyons le lecteur aux livres de Andersen et al. (1993) et Klein and Moeschberger
(2004)).

Dans plusieurs situations pratiques, les données observées ne sont pas toujours in-

1. En collaboration avec le Pr. E. OULD SAÏD. Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis pour
publication.
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88 CHAPITRE 5. Normalité asymptotique : cas α-mélangeant

dépendantes. Nous nous intéressons dans ce chapitre à une forme de dépendance forte
appelée α-mélange ( nous renvoyons à la définition 1.3.1). Dans ce qui va suivre, nous
allons supposer que (Ti)i≥1 et (Ci)i≥1 sont deux suites indépendantes de v.a. fortement
mélangeantes avec des coefficients de mélanges α1(n) et α2(n) respectivement. Un résul-
tat de Cai (1998) montre que les observations (Yi)i≥1 sont fortement mélangeants avec
un coefficient de mélange α(n) = 4max(α1(n),α2(n)). Par conséquent, nous supposons
que (Yi ,δi ,Xi)i≥1 est α-mélangeant avec un coefficient de mélange égal à α.

Dans le contexte de données dépendantes, il existe une large littérature sur l’esti-
mation non paramétrique. Nous citons, El Ghouch and Van Keilegom (2008) qui ont
considéré l’estimation de la fonction de régression pour des données α-mélangeantes
censurées à droite basé sur une transformation de données. Une année plus tard,
El Ghouch and Van Keilegom (2009) établissent un nouveau résultat cette fois ci sur
le fonction de régression quantile dans le même contexte. Guessoum and Ould Saïd
(2010, 2012) qui ont montré respectivement la convergence uniforme presque sûre sur
un compact avec vitesse et la normalité asymptotique de l’estimateur de la fonction de
régression. Pour plus de références concernant l’estimation non paramétrique pour des
données dépendantes, nous renvoyons au livre de Fan and Yao (2003).

Le but principal de ce chapitre est d’établir la normalité asymptotique de l’estimateur
de la fonction de régression relative définit par (3.13) dans le chapitre 4 sous des
conditions de α-mélange. Cette étude étend le résultat de Khardani (2019) au cadre
dépendant et constitue une continuité du chapitre 4 dans lequel nous avons établi la
convergence uniforme presque sûre de l’estimateur de la fonction (3.12).

5.2 Hypothèses et résultat principal

Afin d’établir la normalité asymptotique de l’estimateur m̂RER(·), nous gardons les
même hypothèses et notations que celles du chapitre 4 auxquelles nous rajoutons les
hypothèses suivantes :

D5. La fonction µ`(·, ·), pour ` = 1,2 existe et satisfait pour tout (u,v) ∈R2d

sup
i,j

sup
u,v

∣∣∣µi,j,`(u,v)−µi,`(u)µj,`(v)
∣∣∣ ≤ C <∞.

D6. f (·) est continûment différentiable.

M2. h−
d
a1

∑
s>vn

α
1
a1 (s) ≤∞ pour 0 < a1 < 1 et d > 1.

B1. Il existe deux suites d’entiers pn et qn tendant vers∞ en même temps que n tel
que :

pn
qn
→∞,

k(pn + qn)
n

→ 1,
pn√
nhdn
→ 0 and kα(qn)→ 0.

De plus, pour k := kn =
[

n
pn+qn

]
(où [·] désigne la fonction partie entière), nous

avons :
kq−νn −→ 0.

Commentaires :
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5.2. Hypothèses et résultat principal 89

1. D5 est une hypothèse technique nécessaire dans le calcul du terme de covariance.
Dans le cas où nous majorant le terme de covariance , nous pouvons remplacer
D5 par l’hypothèse D4.

2. L’hypothèse D6 est une condition de régularité sur la fonction de densité f (·).
3. Les hypothèses M2 et B1 sont des hypothèses techniques. La première hypothèse

concerne le coefficient de mélange et la seconde hypothèse est nécessaire pour
utiliser la technique de Doob (1953).

Ce théorème traite de la normalité asymptotique de l’estimateur m̂RER(·). Notons que :

Σ(x) =
(
r2(x) r3(x)
r3(x) r4(x)

)
est la matrice de variance covariance où les fonctions rλ(·) sont données par (3.17). Soit

C? =
{
x ∈ C tel que µ`(x) , 0, ` = 1, 2 et rλ(x) , 0, λ = 2,3,4

}
.Nous établissons le résultat

suivant :

Théorème 5.2.1 Sous les hypothèses H1–H3, K1–K4, D1–D3, D5, D6, M2 et B1, pour
x ∈ C? , nous avons :√

nhdn (m̂RER(x)−m(x))
L−−→N

(
0,σ2(x)

)
, quand n −→∞

où

σ2(x) = κ
r2(x)µ2

2(x)− 2r3(x)µ1(x)µ2(x) + r4(x)µ2
1(x)

µ4
2(x)

(5.1)

pour κ =
∫
K2
d (t)dt et

L−−→ désigne la convergence en loi.

5.2.1 Intervalles de confiance

Dans l’estimation non paramétrique, la variance asymptotique dépend de certaines
fonction inconnues. Dans notre cas, pour déterminer les intervalles de confiance, nous
devons estimer la quantité inconnue rλ(·) qui apparaît dans l’expression de la variance
asymptotique. Définissons un estimateur consistant de rλ(·) pour λ = 2,3,4 par :

r̂λ(x) =
1

nhdn

∑
1≤i≤n

δiY
−λ
i

G
2
n(Yi)

Kd

(
x −Xi
hn

)
. (5.2)

Nous remplaçons (5.2) dans (5.1) pour obtenir un estimateur calculable :

σ̂2(x) = κ
r̂2(x)µ̂2

2(x)− 2µ̂1(x)µ̂2(x)̂r3(x) + µ̂2
1(x)̂r4(x)

µ̂4
2(x)

. (5.3)

Corollaire 5.2.1 Sous les hypothèses du théorème 5.2.1, nous avons :√
nhdn
σ̂ (x)

(m̂RER(x)−m(x))
L−−→N (0,1).
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90 CHAPITRE 5. Normalité asymptotique : cas α-mélangeant

Les intervalles de confiance de niveau 0 < β < 1 sont données par :m̂RER(x)− t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn

;m̂RER(x) + t1− β2
σ̂ (x)√
nhdn


où t1− β2

désigne le quantile de la loi normale standard.

Remarque 5.2.1 Notons que ce résultat est analogue à celui obtenu dans le cas i.i.d. De plus,
le choix de la fenêtre optimale est obtenu en essayons d’équilibrer les termes du biais et de la

variance, ce qui donne hopt = O
(

logn
n

) 1
d+2

. Pour d = 1, nous trouvons le résultat (très connu)

hopt = O
(

logn
n

) 1
3

. Ceci est due à nos hypothèses sur le noyau K . Si nous supposons que notre

noyau est symétrique, nous obtenons le résultat suivant hopt = O
(

logn
n

) 2
d+4

et alors pour

d = 1, nous aurons hopt = O
(

logn
n

) 2
5

.

5.3 Étude numérique

Le but de cette partie est d’examiner le comportement asymptotique de m̂RER(·). Une
illustration des données générées de la normalité asymptotique de notre estimateur de
la RER est réalisée. Nous comparons ensuite la forme de leur densité estimée avec celui
de densité normale standard. À cette fin, nous considérons le processus de mélange fort
unidimensionnel (d = 1) généré par :{

Xi = ρXi−1 +
√

1− ρ2εi
Ti = 1

2Xi+1 + 2 i = 1, · · · ,n.

où 0 ≤ ρ ≤ 1 et εi est une suite de bruit blanc et X0 { N (0,1). Ce dernier est un
un processus auto-régressif d’ordre 1 AR(1), étant donné Xi = x nous obtenons Ti =
1
2ρx+ 2 +

√
1− ρ2εi pour tout i. D’où,

m(x) = E[Ti |Xi = x] =
ρ

2
x+ 2

pour tout x ∈ [1,4]. Nous générons Ci = Xi+1 +λ selon un processus AR(1) où le para-
mètre λ représente une constante qui nous permet d’adapter le pourcentage de censure.
Les simulations sont effectuées pour différentes tailles d’échantillons n = 100, n = 200
et n = 400 et les résultat sont obtenues pour B = 200 répétitions. Nous calculons la
quantité suivante : √

nhn
σ̂2(x)

(
m̂RER,j(0)− 2

)
, pour 1 ≤ j ≤ B.
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où σ̂2
n (x) est déterminée à partir de la formule (5.3). Pour les poids qui apparaissent

dans notre estimateur m̂RER(x), nous utilisons la loi normale standard (i.e. de densité(
K(u) = exp(−u2/2)/

√
2π

)
). Dans cette étude, cinq valeurs du paramètre ρ font objet

ρ = 0.3,0.6 et 0.9 où ρ{ 1 est une forte dépendance. Pour chaque figure, nous utilisons
une valeur de hn différente que nous sélectionnons sur une grille de 200 valeurs équi-
distantes sur l’intervalle [0.01,2]. Nous prenons la valeur qui minimise le critère de la
validation croisée (voir la sous-section 1.8). En ce qui concerne la fenêtre optimale dans
l’estimation de la densité (voir Silverman (1986)), nous avons choisi h? = CB−0.2 où la
constante C est choisi de manière appropriée.

De la Figure 5.1 nous pouvons constater que la qualité d’estimation s’améliore
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Figure 5.1 – C.P. ≈ 55% et ρ = 0.3 pour n = 50,200 et 400 respectivement.
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Figure 5.2 – n = 200 et C.P. ≈ 55% pour ρ = 0.9, 0.6 et 0.3 respectivement.

lorsque n augmente. L’estimateur et la courbe de la loi normale standard sont tellement
proches qu’il est difficile de les distinguer. Nous pouvons voir aussi que lorsque le taux
de dépendance devient élevé (ρ = 0.9) l’estimateur m̂RER(·) reste résistant.
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Figure 5.3 – n = 200 et ρ = 0.6 pour C.P. ≈ 28,58 et 80% respectivement.
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Figure 5.4 – ρ = 0.3 et C.P. ≈ 25% pour n = 50,200 et 400 respectivement.
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Figure 5.5 – ρ = 0.3 avec C.P. ≈ 85% pour n = 50,200 et 400 respectivement.

5.4 Preuves et résultats auxiliaires

Preuve du théorème 5.2.1. Nous rappelons que l’objectif ici est de prouver :√
nhdn (m̂RER(x)−m(x))

L−→N
(
0,σ2(x)

)
quand n→∞.

Sous la décomposition (3.31) nous avons trois termes Γ`(x), Λ`(x) et Ξ`(x). Du lemme
3.5.4 les deux termes derniers termes sont négligeables sous les hypothèses H2 et H3 et
valent op.s.(1). Nous allons démontrer que le terme Γ`(x) est asymptotiquement normal.
Nous commençons par évaluer la variance asymptotique à travers le lemme suivant :
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Figure 5.6 – ρ = 0.9 avec C.P. ≈ 25% pour n = 50,200 et 400 respectivement.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4
Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Dot line = Confidence bounds

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8
Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Dot line = Confidence bounds

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Solid line = Theoretical curve

Dashed line = Estimated curve

Dot line = Confidence bounds

Figure 5.7 – ρ = 0.9 avec C.P. ≈ 85% pour n = 50,200 et 400 respectivement.

Lemme 5.4.1 Sous les hypothèses K1, K2, D1, D2, D5 et M2 pour ` = 1,2 et λ = 2`, nous
avons :

Var (Γ`(x)) −→ σλ(x) := rλ(x)κ.

Preuve du lemme 5.4.1. Soit pour 1 ≤ i ≤ n

Ui,`(x) := T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)
−E

[
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)]
, for ` = 1,2.

Nous avons :
µ̃`(x)−E [µ̃`(x)] =

1

nhdn

∑
1≤i≤n

Ui,`(x).

Pour ` = 1,2

Var (Γ`(x)) = nhdnVar

 1

nhdn

∑
1≤i≤n

Ui,`(x)


=

1

nhdn
Var

 ∑
1≤i≤n

Ui,`(x)


=

1

hdn
E

[
U2

1,`(x)
]
+

1

nhdn

∑
1≤i,j≤n

i,j

E

[
Ui,`(x)Uj,`(x)

]
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=: A1 +A2.

Nous avons :

A1 =
1

hdn
E

[
U2

1,`(x)
]

=
1

hdn
E

(T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)
−E

[
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)])2
=

1

hdn
E

(T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

))2

− 2
(
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

))
E

[
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)]
+
(
E

[
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)])2
=

1

hdn

E
δ1Y

−2`

G
2
(Y1)

K2
(
x −X1

hn

)− 2E2
[
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)]
+E

2
[
T̃ −`1 K

(
x −X1

hn

)]
=

1

hdn

E
δ1Y

−2`

G
2
(Y1)

K2
d

(
x −X1

hn

)−E2
[
T̃ −`1 Kd

(
x −X1

hn

)]
=:

1

hdn

{
A1,1 −A1,2

}
.

D’une part, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, un changement de
Taylor et un développement de Taylor pour la fonction rλ(·) pour λ = 2,4, nous obtenons
sous les hypothèse K1, K2 et D2 :

A1,1 = hdn

∫
K2
d (t)rλ(x − hnt)dt

= hdnrλ(x)κ,

D’autre part, de manière analogue et sous les hypothèses D1, K1 et K2, nous avons :

A1,2 ≤O
(
h2d
n

)
.

Ensuite, nous combinons les résultats obtenue ci-dessous par :

A1 ≤ h−dn
{
A1,1 −A1,2

}
≤ h−dn

{
hdnrλ(x)κ − h2d

n

}
= rλ(x)κ. (5.4)

Ensuite, en utilisant le propriété de l’espérance conditionnelle, un changement de
variable, nous avons :

|E[Ui,`Uj,`]| =

∣∣∣∣∣∣E
[
T̃ −`i T̃ −`j Kd

(
x −Xi
hn

)
Kd

(
x −Xj
hn

)]
−E

[
T̃ −`i Kd

(
x −Xi
hn

)]
E

[
T̃ −`j Kd

(
x −Xj
hn

)]∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫ ∫

Kd

(
x −u
hn

)
Kd

(
x − v
hn

)
µi,j,`(u,v)dudv

−
∫
Kd

(
x −u
hn

)
µi,`(u)du

∫
Kd

(
x − v
hn

)
µj,`(v)dv

∣∣∣∣∣∣
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≤
∫ ∫

Kd

(
x −u
hn

)
Kd

(
x − v
hn

) ∣∣∣µi,j,`(u,v)−µi,`(u)µj,`(v)
∣∣∣dudv

≤ h2d
n

∫ ∫
Kd(t)Kd(s)

∣∣∣µi,j,`(x − hnt,x − hns)−µi,`(x − hnt)µj,`(x − hns)∣∣∣dtds
où sous l’hypothèse D5, nous obtenons :∣∣∣∣E [

Ui,`(x)Uj,`(x)
]∣∣∣∣ ≤ Ch2d

n . (5.5)

Nous traitons maintenant le terme A2 et pour cela nous considérons une suite d’entiers
vn→∞ lorsque n→∞, de sorte que :

A2 =
1

nhdn


∑

1≤|i−j |≤vn

E

[
Ui,`(x)Uj,`(x)

]
+

∑
vn<|i−j |≤n

E

[
Ui,`(x)Uj,`(x)

] .
D’une part, de (5.5) nous avons :∑

1≤|i−j |≤vn

∣∣∣∣E [
Ui,`(x)Uj,`(x)

]∣∣∣∣ ≤ Ch2d
n nvn.

En choisissant pour un b > 1, vn = [(h−dn )1/b], nous avons :

1

nhdn

∑
1≤|i−j |≤vn

∣∣∣∣E [
Ui,`(x)Uj,`(x)

]∣∣∣∣ ≤ Ch(b−1)d/b
n −→ 0. (5.6)

D’autre part, nous utilisons une inégalité des moments Rio (2000) (voir la proposition
5.4.3). Soit a1, a2 et a3 prenant leurs valeurs dans R? plus grands ou égales à 1 tel que :
1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

= 1 et b < a1 <
ν
2 . Nous avons :

1

nhdn

∑
vn<|i−j |≤n

∣∣∣∣E [
Ui,`(x)Uj,`(x)

]∣∣∣∣ ≤ (nhdn)−1
∑

vn<|i−j |≤n
C α

1
a1 (|i − j |)

×
(
E

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣a2) 1
a2

(
E

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −Xj
hn

)∣∣∣∣∣∣a3) 1
a3

.

Nous avons :

E

∣∣∣∣∣∣Kd
(
x −Xi
hn

)∣∣∣∣∣∣a2

≤ Chdn

Alors, sous l’hypothèse M2 et pour b < a < ν
2 nous avons :

1

nhdn

∑
vn<|i−j |≤n

E

[
Ui,`(x)Uj,`(x)

]
≤ C

nhdn

∑
vn<|i−j |≤n

α
1
a1 (|i − j |)(hdn)

1
a2 (hdn)

1
a3

≤ C

nhdn

∑
vn<|i−j |≤n

α
1
a1 (|i − j |)h

d
a1

(a1−1)
n

Version intermédiaire en date du 15 janvier 2021



96 CHAPITRE 5. Normalité asymptotique : cas α-mélangeant

≤ C

nh
d
a1
n

∑
vn<|i−j |≤n

α
1
a1 (|i − j |)

≤ C

nh
d
a1
n

∑
vn<|i−j |≤n

|i − j |
vn

α
1
a1 (|i − j |)

≤ C

nh
d
a1
n

+
∑
s>vn

s

h
− db
n

α
1
a1 (s)

≤ C

nh
d
(

1
a1
− 1
b

)
n

∑
s>vn

sα
1
a1 (s) −→ 0. (5.7)

Finalement, en combinant (5.4), (5.6) et (5.7) nous obtenons le résultat du Lemme 5.4.1.

Lemme 5.4.2 Sous les hypothèses K1–K3 et D1–D3, nous avons :

Cov (Γ1(x),Γ2(x)) −→ σ3(x) := r3(x)κ.

Preuve du lemme 5.4.2. Par définition, nous avons :

Cov (Γ1(x),Γ2(x)) = nhdn {E[Γ1(x)Γ2(x)]−E[Γ1(x)]E[Γ2(x)]}
=: nhdn {S3 −S1S2} .

D’une part, nous avons :

S3 = E[µ̃1(x)µ̃2(x)]−E[µ̃1(x)]E[µ̃2(x)]
=: S3,1 −S3,2.

Pour S3,1, nous avons :

S3,1 =
1

(nhdn)2

∑
1≤i,j≤n

E

[
T̃ −1
i T̃ −2

j Kd

(
x −Xi
hn

)
Kd

(
x −Xj
hn

)]

=
1

(nhdn)2


∑

1≤i≤n
E

 δiY −3
i

G
2
(Yi)

K2
d

(
x −Xi
hn

)+
∑

1≤i,j≤n
i,j

E

[
T̃ −1
i T̃ −2

j Kd

(
x −Xi
hn

)
Kd

(
x −Xj
hn

)]
=

1

(nhdn)2


∑

1≤i,j≤n
S3,1,1 +

∑
1≤i,j≤n

i,j

S3,1,2


Pour S3,1,1, en utilisant la propriété de l’espérance conditionnelle, un changement de
variable et un développement de Taylor. Sous les hypothèses K3 et D2, nous avons :

S3,1,1 = E

 δ1Y
−3
1

G
2
(Y1)

K2
d

(
x −X1

hn

)
= E

[
K2
d

(
x −X1

hn

)
E

[
T −3

1

G(T1)

∣∣∣X1

]]
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=
∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−3

G(t)
f (t|u)dtf (u)du

=
∫
K2
d

(
x −u
hn

)∫
t−3

G(t)
f (u,t)dtdu

=
∫
K2
d

(
x −u
hn

)
r3(u)du

= hdn

∫
K2
d (t)r3(x − hnt)dt

≤ hdnr3(x)
∫
R
d
K2
d (t)dt =: hdnr3(x)κ.

De (5.5), nous avons
∣∣∣E[Ui,`(x)Uj,`(x)]

∣∣∣ ≤ Ch2d
n alors

S3,1 ≤ (nhdn)−2
{
nhdnr3(x)κ+O

(
(nhdn)2

)}
= (nhdn)−1r3(x)κ+ o(1)

nous concluons la preuve du lemme 5.4.2.
Pour prouver la normalité asymptotique de Γ`(x) pour ` = 1,2 et pour toute combinaison
linéaire. Nous utilisons la technique de Doob (1953). Pour un couple de nombre réel
(c1, c2), définissons :

Γn(x) :=
√
nhdn

2∑
`=1

c`Γ`(x) = c1Γ1(x) + c2Γ2(x). (5.8)

Lemme 5.4.3 Sous les hypothèses K1, D2 et M2 nous avons :

Γn(x)
D−→N (0,σ2

4 (x))

où σ2(x) = κctΣxc pour c = (c1, c2)t et

Σx =
(
r2(x) r3(x)
r3(x) r4(x)

)
.

Preuve du lemme 5.4.3. Nous avons de (5.8) que :

Var(Γn(x)) = Var (c1Γ1(x) + c2Γ2(x))
= c2

1Var (Γ1(x)) + c2
2Var (Γ2(x)) + 2c1c2Cov (Γ1(x),Γ2(x)) .

Les deux termes de variances ont été traité dans le lemme 5.4.1, quand au terme de
covariance il a été traité dans le lemme 5.4.2. Maintenant, soit Wi(x) := c1Ui,1(x) +
c2Ui,2(x), alors

Γn(x) =
1
√
n

∑
1≤i≤n

Wi(x)√
hdn

=:
W̃n(x)
√
n
. (5.9)
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Notre but ici est de montrer :

W̃n(x)
√
n

L−→N (0,σ2
4 (x)).

En utilisant la technique de Doob (1953) p. 228–232, nous divisons l’ensemble en un
nombre k larges bloques p et un nombre k petits bloques q. Soit :

w1,j =
(j−1)(pn+qn)+pn∑
i=(j−1)(pn+qn)+1

Wi(x)√
hdn

,

w2,j =
j(pn+qn)∑

i=(j−1)(pn+qn)+pn+1

Wi(x)√
hdn

,

w3,k =
n∑

i=k(pn+qn)+1

Wi(x)√
hdn

et

W1,n =
k∑
j=1

w1,j , W2,n =
k∑
j=1

w2,j and W3,n =
k∑
j=1

w3,j

où Wn(x) =W1,n +W2,n +W3,n.

1
√
n
W1,n

L−→N (0,σ2
4 (x)), (5.10)

et
1
n
E

[
W 2

2,n

]
+

1
n
E

[
W 2

3,n

]
−→ 0. (5.11)

Nous commençons par prouver dans un premier temps :

E

[
W 2

2,n

]
= E


 k∑
j=1

w2,j


2

=
k∑
j=1

Var
(
w2,j

)
+ 2

∑
1≤j,l≤k

Cov(w2,j ,w2,`). (5.12)

D’une part, nous avons :

Var
(
w2,j

)
= Var


j(pn+qn)∑

i=(j−1)(pn+qn)+pn+1

Wi(x)√
hdn


= qnVar

(
W1(x)

hdn

)
+

∑
0≤|i−j |≤qn

Cov
(
Wi(x)

hdn
,
Wl(x)

hdn

)

≤ qnVar

W1(x)√
hdn

+ o(qn). (5.13)
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Alors,
k∑
j=1

Var
(
w2,j

)
= kqVar

W1(x)√
hdn

+ o(kqn). (5.14)

D’autre part, nous avons :

Var

W1(x)√
hdn

 = c2
1σ

2
1 (x) + c2

2σ
2
2 (x) + 2c1c2σ3(x) + o(1). (5.15)

De B1 nous avons que kqn =
nqn

(pn + qn)
= o(n) alors

k∑
j=1

Var
(
w2,j

)
= o(n). (5.16)

Maintenant, par stationnarité de l’hypothèse M2, we have

2
k∑

j,`=1

Cov
(
w2,j ,w2,`

)
≤ C

kqn
hdn

k−1∑
l=1

qn∑
m=1

h
d
(
1− 1

a1

)
α

1
a1 (l(pn + qn) +m)

≤ C
kqn

h
d
a

∑
j≥pn+qn+1

α
1
a1 (j) = o(n.) (5.17)

Alors, de (5.12), (5.16) et (5.17), nous déduisons que :

1
n
E

[
W 2

2,n

]
−→
n→∞

0. (5.18)

À présent, nous traitons W3,n dans le même esprit de W2,n, nous avons :

1
n
E

[
W 2

3,n

]
=

1
n

(n− k(pn + qn))Var

W1(x)√
hdn


+

∑ ∑
0≤|i−j |≤n−k(pn+qn)

Cov

Wi(x)√
hdn

,
Wj(x)√
hdn




≤
(
1−

k(pn + qn)
n

)
Var

W1(x)√
hdn

+ o(1).

Sous B1 nous savons que k(pn+qn)
n → 1, alors nous obtenons :

1
n
E

[
W 2

3,n

]
−→0. (5.19)

Alors, (5.18) et (5.19) termine la preuve de (5.11).
Maintenant concernant (5.10), soient ψ(s) et ψ(j) les fonctions caractéristiques de
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1√
n
W1,n et w1,j respectivement. Nous montrons que :

lim

∣∣∣∣∣∣∣∣ψ(x)−
k∏
j=1

ψj(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

ce qui prouve que les v.a. w1,j sont asymptotiquement indépendant, et nous prouvons
que

k∏
j=1

ψj(s)
D−→N (0,σ2

4 (x))

Pour la première partie, en utilisant l’inégalité de Volkonskii and Rozanov (1959) (voir
la proposition 5.4.4), nous avons :∣∣∣∣∣∣∣∣ψ(s)−

k∏
j=1

ψj(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = E

[
e
it
W1,n√
n

]
−

k∏
j=1

E

[
eitw1,j

]
≤ 16kα(qn + 1) ≤ C kα(qn)−→0.

Pour la seconde partie, nous avons :

1
n

k∑
j=1

E

[
w2

1,j

]
−→σ2

4 (x) (5.20)

et pour tout ε > 0

1
n

k∑
j=1

E

[
w2

1,j1{w1,j>ε
√
nσ4,n(x)}

]
−→0. (5.21)

De plus,

Var
(
w1,j

)
=

pnVar

W1(x)√
hdn

+
∑ ∑

0<|i−`|≤pn

Cov

Wi(x)√
hdn

,
W`(x)√
hdn




≤ pnVar

W1(x)√
hdn

+ o(pn).

alors
1
n

k∑
j=1

E

[
w2

1,j

]
=
kpn
n

Var

W1(x)√
hdn

+ o
(
kpn
n

)
.

De (5.15) et sachant que pnk
n → 1 (5.20) est démontrée.

Maintenant, pour établir (5.21) nous avons que Wi(x)√
hdn
≤ C√

hdn
. Alors, sous l’hypothèse B1,

nous obtenons :
1√
hdn
|w1,j | ≤

Cpn√
nhdn
→ 0.

D’où, l’ensemble {|w1,j | > ε
√
nσ4,n(x)} est vide pour n assez grand et termine la preuve

Version intermédiaire en date du 15 janvier 2021



5.4. Preuves et résultats auxiliaires 101

de (5.21).

Corollaire 5.4.1 Sous les hypothèses K3 et D2, pour ` = 1,2, nous avons :

Γ`(x)
L−→N (0,σ2

` (x)).

Preuve du corollaire 5.4.1. Si ` = 1 et nous fixons c1 = 1 et c2 = 0 (Si ` = 2 et nous fixons
c1 = 0 et c2 = 1 respectivement) dans (5.8), en utilisant les résultats du lemme 5.4.1 et
Lemme 5.4.3 nous terminons la preuve.

Corollaire 5.4.2 Sous les hypothèses K1 et D2, nous avons :

(Γ1(x),Γ2(x))
L−→N (0,Σ(x)κ)

où Σ(x) est défini dans le lemme 5.4.3.

Preuve du corollaire 5.4.2. En utilisant le résultat du lemme 5.4.3 et le corollaire 5.4.1
nous obtenons le résultat.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude des modèles non paramé-
triques dans un but d’estimer la fonction de régression. Les résultats que nous énonçons
sont liés aux propriétés asymptotiques des estimateurs à noyau et local linéaire pour un
modèle de censure.

Notre intérêt est dans un premier temps, l’estimation par la méthode linéaire locale
de la fonction de régression. Nous supposons que l’échantillon que nous étudions est
constitué de variables i.i.d. et que la variable d’intérêt est censurée aléatoirement à
droite. Nous établissons la convergence uniforme presque sûre avec vitesse de notre
estimateur. Une étude de simulation montre les performances de la méthode étudiée.

Nous considérons dans un second temps le problème d’estimation de la fonction
de régression par la méthode à noyaux pour un échantillon constitué de variable i.i.d.
La fonction à minimiser ici est l’erreur quadratique relative moyenne qui est robuste
aux valeurs aberrantes. Nous proposons un estimateur à noyau pour la fonction de
régression lorsque la variable d’intérêt est sujet à une censure aléatoire à droite. Nous
établissons la convergence uniforme presque sûre sur un compact de notre estimateur
avec vitesse et sa normalité asymptotique et nous donnons l’expression explicite des
termes asymptotiquement dominants du biais et de la variance. Une conséquence directe
de ce dernier résultat est la construction d’intervalles de confiance asymptotiques
ponctuels dont nous étudions les propriétés aux travers des simulations. Une large
étude numérique sur données générées à été entrepris dans le but de renforcer notre
résultat théorique. Nous appliquons la nouvelle approche sur un exemple de données
réelles liées à un cancer de la peau.

Nous supposons par la suite que l’échantillon que nous étudions est constitué de
variables α-mélangeantes et que le modèle de régression est solution du problème de
minimisation de l’erreur quadratique relative moyenne. Nous établissons un résultat
de convergence uniforme presque sûre avec vitesse de l’estimateur sous des condi-
tions générales. Une étude de simulation est conduite afin de tester le comportement
de cet estimateur pour un échantillon de taille finie, différents taux de censures et
dépendances.

Enfin, nous étendons le résultat de convergence et prouvons la normalité asymp-
totique de l’estimateur de la fonction de régression sous des conditions de forte dé-
pendance. Nous établissons la normalité asymptotique et nous donnons l’expression
explicite de sa variance asymptotique. Nous conduisons une étude de simulation pour
confirmer notre résultat théorique.
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Extensions et perspectives

Il reste beaucoup de questions sans réponses :

• Dans le chapitre 2, nous n’avons obtenu qu’un résultat de convergence. Il se-
rait alors intéressant d’étudier la normalité asymptotiques de l’estimateur de la
fonction de régression par la méthode linéaire locale. On pourra aussi penser
à étudier ce dernier dans le cadre dépendant (pour des données α-mélangeantes).

• Un autre axe de recherche auquel je m’intéresse tout particulièrement et dans
lequel je souhaiterais m’investir à l’avenir, est l’étude des données manquantes
(MAR : missing at random) dans le cadre de données censurées pour l’estimation
de la fonction de régression dans un contexte non-paramétrique.

• Des travaux en collaboration avec le Pr. E. Ould Saïd et le Pr. M. Lemdani ont déjà
été fait dans le cadre de l’estimation locale linéaire de la fonction de régression
pour des données tronquées à gauche. On pourra penser à étendre l’étude aux
données dépendantes. De plus, pourquoi pas étudier la normalité asymptotique
de l’estimateur étudié.

• Une autre piste consiste à étendre nos travaux au cas d’une co-variable censurée.

• Il serait aussi intéressant d’étudier le comportement de l’estimation de la fonction
de régression pour des données censurées lorsque la dépendance entre le temps
de censure C et le temps de survie T est décrite par une copule.
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Annexe

Théorème central limite

Théorème 5.4.1 (Loève (1963)) Soit (Xn)n∈Z une suite de v.a. i.i.d. centrée. Notons par sn
l’écart type de la somme partielle Sn. Si

1

s
2+γ
n

n∑
k=1

E

[
|Xk |2+γ

]
−→0,

alors pour n assez grand
Sn
sn

L−→N (0,1).

Théorème 5.4.2 (Doukhan (1994)) Soit (Xn)n∈Z une suite stationnaire et fortement mé-
langeante de variables aléatoires réelles centrées, de suite de coefficients de mélange (αn)n ≥ 0.
Notons la fonction quantile de la variable X définie par Qx(u) = inf{t : P(|X | > t) ≤ u},

Sn =
n∑
i=1

Xi la somme partielle et α−1 la fonction définie par α−1(u) =
∑
i∈N

1u<αi . Si

∫ 1

0
α−1(u)Q2

X0
(u)du ≤ +∞

alors la série
∑
n∈Z

E [X0Xn] converge vers σ2 ≥ 0 et n−1Var(Sn) converge aussi vers σ2. De

plus, si σ2 > 0, alors
Sn√
n

L−→N (0,σ2).

Inégalités exponentielles

La première inégalité est celle de Fuk-Nagaev. Cette dernière est une extension de
l’inégalité de Bernstein au cadre de variables fortement mélangeantes.

Proposition 5.4.1 (A.11 ii, p.237. dans Ferraty and Vieu (2006)) Soit {Ui , i ≥ 1} une
suite de v.a. réelles avec un coefficient de mélange α(n) = O(n−v), v > 1 tel que ∀n ∈ N,
∀i ∈N, 1 ≤ i ≤ n |Ui | < +∞. Alors, pour tout ε > 0 et pour chaque r > 1

P


∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣∣∣∣ > ε
 ≤ C (

1 +
ε2

rS2
n

)−r/2
+
nC
r

(2r
ε

)v+1
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où S2
n =

∑
i,j

|Cov(Ui ,Uj)|.

Classes de Vapnik-Cervonenkis (V-C classes)

On se donne un espace métrique (E,d) et un ε > 0. Le nombre de ε-recouvrement de
l’espace métrique (E,d) notéN (E,d,ε) est défini comme le nombre minimal de boules
ouvertes d de centres dans E et de rayon ε, requis pour couvrir l’ensemble E.
Une classe de fonctions mesurablesM est une V-C classe de fonctions par rapport à
l’enveloppe M s’il existe une fonction mesurable M presque partout finie avec |θ| ≤M
pour toute fonction θ ∈M, et des nombres réels C1 et C2 tels que :

N (M,‖·‖2, ε‖M‖2) ≤
(C1

ε

)C2

,

pour tout ε ∈ (0,1) et toute mesure de probabilité P pour laquelle :∫
M2dP <∞.

Pour approfondir cette notion de V-C classe, vous pouvez consulter le livre de Pollard
(1984).

Lemme 5.4.4 (Giné and Guillou (1999)) —
(a). SiM est finie alorsM est une V-C classe par rapport à l’enveloppe max{|θ| / θ ∈M}.
(b). SiM = {θx, x ∈ E} où E est une partie de R et 0 ≤ hx(s) ≤ hy(s) pour tout x,y ∈ E,

x < y et s ∈ S, alorsM est une V-C classe par rapport à M = sup{|θ| / θ ∈M}.
(c). SiM1 etM2 sont deux V-C classe par rapport à M1 et M2 respectivement, alors
{θ1 +θ2 / θ1 ∈M1, θ2 ∈M2} et {θ1 −θ2 / θ1 ∈M1, θ2 ∈M2} sont des V-C classes

par rapport à
√
M2

1 +M2
2 .

Pour la preuve de ce lemme, veuillez consulter l’article de Giné and Guillou (1999).
L’inégalité qui va suivre est celle de Talagrand.

Proposition 5.4.2 (Giné and Guillou (2002))) Si {θi , i = 1, · · · ,n} sont n v.a.r. i.i.d. et si
M est une V-C classe mesurable et uniformément bornée de fonctions telles que sup

f ∈F
‖f ‖∞ ≤Un

et sup
f ∈F

Var(f (θi)) ≤ σ2
n où σn et Un sont des nombres réels vérifiant 0 ≤ σn ≤ Un, alors il

existe des constantes C1 et C2 ne dépendant que des caractéristiques A et v de la V-C classe
telle que :

P

sup
f ∈F

∣∣∣∣∣∣∣ ∑1≤i≤n (f (θi)−E [f (θ1)])

∣∣∣∣∣∣∣ > t


≤ C1 exp

−
1
C2

t
Un

log

1 +
tUn

C1

(√
nσn +Un

√
log

(
AUnσn

))2




pour tout t ≥ C3

√
log

(
AUnσn

)
.
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106 Annexe

La deux dernières inégalités sont l’inégalité de covariance de Davydov et l’inégalité de
Volkonskii et Rozanov respectivement.

Proposition 5.4.3 (Ferraty and Vieu (2006), proposition A10, p236) Soit (Xn)n∈Z une
suite de variables aléatoires α-mélangeante stationnaire. Pour k ∈Z, considérons les variables
réelles X (resp. X ′) qui sont F k−∞ mesurable (resp. F ∞n+k).
Si pour p,q, r > 1 satisfaisant 1

p + 1
q + 1

r = 1 nous avons E(X )p <∞ et E(X ′)p <∞, alors il
existe 0 < C <∞ tel que

Cov(X ,X ′) ≤ C (E(X )p)1/p (E(X )q)1/q (α(n))1/r ,

où la tribu F ba = σ {Xi , a ≤ i ≤ b}.

Proposition 5.4.4 (Volkonskii and Rozanov (1959), Lemme 1.1) SoientX1, · · · ,Xm des
variables aléatoires α mélangeantes mesurable par rapport aux σ -algèbres F j1i1 , · · · ,F

jm
im

respec-
tivement, avec 1 ≤ i1 < j1 < · · · < im < jm ≤ n, il+1 − jl ≥ w ≥ 1 et |Xj | ≤ 1 pour l, j = 1, · · · ,m
alors ∣∣∣∣∣∣∣∣

E m∏
j=1

Xj

− m∏
j=1

E

[
Xj

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 16(m− 1)α(w).
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