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Résumé

Nous étudions la complétion de ’ensemble des métriques d’Ein-
stein a volume normalisé en dimension 4. Leurs dégénérescences
ont été observées dans les années 70 et comprises au sens de
Gromov-Hausdorff dans les années 80. Nous montrons que toute
métrique d’Einstein proche au sens de Gromov-Hausdorff d'une
métrique singuliere est le résultat d'un processus de recollement-
perturbation que 1'on développe. Cette nouvelle description nous
permet d’étendre une obstruction observée par Biquard au cadre
général autorisant la formation d’arbres de singularités en un
nombre arbitraire de points et en supposant une simple proxi-
mité de Gromov-Hausdorff. Elle rend aussi possible de nouvelles
constructions de métriques d’Einstein et ’étude de 'espace de

modules des métriques d’Einstein au voisinage de son bord.

Abstract

We study the completion of the set of unit-volume Einstein 4-
manifolds. Their degenerations were observed in the 70’s and un-
derstood in the 80’s in a Gromov-Hausdorff sense. We prove that
any smooth Einstein 4-manifold close to a singular one in a mere
Gromov-Hausdorff sense is the result of a gluing-perturbation pro-
cedure that we develop. This new description lets us extend Bi-
quard’s obstruction to a general setting, allowing multiple singu-
larities and trees of singularities and only assuming a Gromov-
Hausdorff convergence. This enables the construction of new Ein-
stein metrics and also sheds light on the structure of the moduli

space of Einstein 4-manifolds near its boundary.
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Résumé de la These

1 Motivations et résultats antérieurs

Une question centrale en géométrie riemannienne est la suivante : étant don-
née une variété différentielle M, existe-t-il une métrique g optimale sur M ? Ou
autrement dit, peut-on trouver une géométrie qui reflete au mieux la topologie ?
Apres avoir fixé une notion d’“optimalité”, répondre a cette question suppose a la
fois de bien comprendre ces métriques optimales et d’étre capable de les trouver
ou de les construire.

Une métrique peut par exemple étre dite optimale si elle est particulierement
homogene ou bien la moins courbée possible, ce qui peut étre mesuré par une cer-
taine fonctionnelle de courbure. Une premiere fonctionnelle naturelle pour cela est
celle d’Hilbert-Einstein qui est la moyenne spatiale des moyennes directionnelles

des courbures sectionnelles :

— 1
=— dvol
Rig) Vol(M, g) /M Ry dvoly,

avec R, la courbure scalaire et dvol, la mesure de volume riemannien. Les points
critiques de cette fonctionnelle a volume fixé sont les métriques d’Einstein, c¢’est-

a-dire les métriques a courbure de Ricci constante qui satisfont
Ric(g) = Ag

pour un certain réel A. Cette notion est issue de la physique dans le cadre lorent-
zien, mais c’est aussi une propriété naturelle a étudier en géométrie riemannienne.
Une telle condition d’homogénéité de la courbure peut étre considérée comme
optimale tout en étant moins rigide que la condition de courbure constante cor-
respondant seulement aux géométries sphérique, plate et hyperbolique trop rares
en haute dimension, mais plus forte que la condition souple de courbure scalaire

constante trop abondante en haute dimension.
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En dimension 4, une raison supplémentaire de considérer les métriques d’Ein-
stein comme optimales est la suivante : une quantité naturelle et invariante par
changement d’échelle pour mesurer a quel point une métrique est courbée est la
norme L? du tenseur de courbure de Riemann, noté Rm. La formule de Chern-

Gauss-Bonnet implique que pour toute métrique g sur une variété M, on ait,

/M | R, [2du, = 872x(M) + /M | Ric? [2du,, (0.1)
| S ——

>0

ol Ricg = Ric, —%g est la partie sans trace de la courbure de Ricci et ou x (M)
est la caractéristique d’Euler qui ne dépend pas de g. On en déduit donc que les
métriques satisfaisant Ric’ = 0 sont les seules & minimiser [, | Rm, [*dv, quand
elles existent. Ce sont exactement les métriques d’Einstein par la contraction de
la seconde égalité de Bianchi, et pour ces métriques, la quantité [,, | Rm, |*dv, =

872\ (M) est de plus purement topologique.

En dimension 2, ou les courbures scalaires, de Ricci et sectionnelles sont propor-
tionnelles, les métriques optimales sont classifiées : le théoreme d’uniformisation
implique qu’il existe toujours une métrique a courbure constante (donc d’Ein-
stein) de volume 1 sur une surface donnée et la valeur de sa constante d’Einstein

détermine completement la topologie.

En dimension 3, la preuve de la conjecture de la géométrisation de Thurston par
Perelman décompose les 3-variétés en des parties équipées de métriques optimales,
géométrisées. Les métriques d’Einstein et le flot de Ricci, le flot parabolique qui leur
est associé, jouent un role fondamental dans ces deux descriptions et on suppose
que ce sera encore le cas en dimension 4. Notons que cela ne semble cependant

pas raisonnable a partir de la dimension 5.

A partir de la dimension 4, la situation devient bien plus compliquée, en partie
parce que la condition d’Einstein n’implique plus que les métriques aient une
courbure riemannienne constante. La situation peut méme dégénérer, dans le sens
ou des suites de métriques d’Einstein lisses peuvent converger vers des espaces
singuliers. Comme dit précédemment, un espoir est tout de méme de comprendre
la géométrie en dimension 4 a ’aide du flot de Ricci. Une premiere étape est alors

d’étudier les flots “triviaux” donnés par les métriques d’Einstein en dimension 4.
Notons aussi que certaines variétés de dimension 3 et 4 ne peuvent pas avoir
de métriques d’Einstein pour des raisons topologiques (I’équation (0.1) implique

par exemple qu'il n’en existe pas si x(M?*) < 0), mais qu’aucun résultat de ce
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type n’existe en dimension supérieure. A partir de la dimension 5, la condition
d’Einstein devient étonnamment souple et donne lieu a des ensembles de solutions
arbitrairement compliqués. L’intuition serait qu’il existe en réalité bien trop de
métriques d’Einstein en haute dimension.

Dans I’étude des variétés d’Einstein, des suites de variétés apparaissent souvent
tres naturellement, par exemple dans I’étude d’espaces de modules, dans des suites
de contre-exemples ou plus généralement quand on veut approcher un comporte-
ment limite. Il convient donc d’étre capable d’obtenir des limites de sous-suites,
c’est-a-dire avoir une propriété de compacité.

Dans les deux premiers chapitres de cette these, nous présentons les propriétés
des métriques d’Einstein en dimension générale puis en dimension 4, qui serviront
de base au reste de la these. Nous montrons ces résultats en nous appuyant sur

des preuves ou énoncés partiels disséminés dans la littérature des années 70 et 80.

Espace de modules des métriques d’Einstein

Dans le premier chapitre, nous synthétisons les résultats existants sur la struc-
ture de 'espace de modules des métriques d’Einstein en toute dimension.

La condition d’Einstein étant invariante par changement d’échelle et par 'ac-
tion des difféomorphismes par tiré en arriere. Nous définissons donc [’espace de
module des métriques d’Einstein sur une variété compacte M comme le quotient
de I'ensemble des métriques d’Einstein de volume 1 par D(M), le groupe des dif-

féomorphismes de M :
E(M) = {(M, 9) | 3A € R, Ric(g) = Ag, Vol(M, g) = 1}/D(M)'

Cet espace est assez simple jusqu’en dimension 3, extrémement compliqué a partir
de la dimension 5 et la question de sa complexité reste ouverte en dimension 4.
Classiquement, I’étude d’un espace de modules nécessite de comprendre sa com-
pactification si possible avec une structure utile.

La distance fondamentale pour compactifier de tels ensembles est la distance
entre espaces métriques, appelée distance de Gromov-Hausdorff et que I’on notera
dap. Cette faible notion de distance a d’excellentes propriétés de compacité, par

exemple pour les variétés riemanniennes a courbure de Ricci minorée.

Théoréme 0.1 ([Gro81)). Soit (M, g;)ien une suite de variétés (resp. de variétés

pointées) de dimension n satisfaisant : pour tout i € N,

1. la courbure de Ricci de g; est uniformément minorée,
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2. le diamétre de (M;, g;) est uniformément majoré.

Alors, il existe une sous-suite qui converge vers un espace méltrique (resp. espace

métrique pointé) (X,d) au sens de Gromov-Hausdorff.

Une question cruciale en géométrie que souléve cet énoncé est : quelle est la
structure de I'espace (X, d) obtenu comme limite d’une suite de (M;, g;);en ayant
des propriétés données ? Et que peut-on dire de la convergence ?

Par un théoreme classique attribué Cheeger et prouvé dans le premier chapitre
de cette these, 'ensemble des métriques d’Einstein a volumes uniformément mino-
rés, courbures sectionnelles et diametres uniformément bornés est compact pour
la distance de Gromov-Hausdorff. Plus précisément, (X, d), la dgg-limite d’une

suite de telles métriques est une variété d’Einstein et la convergence est lisse.

Compactification de ’espace de modules des

métriques d’Einstein en dimension 4

Dans le deuxieme chapitre de cette these, nous étudions la compactification
de l'espace de modules des métriques d’Einstein en dimension 4 et prouvons de
maniere concise la plupart des résultats obtenus jusqu’au début des années 90 dont
nous nous servirons ensuite.

Sans bornes sur la courbure, nous avons toujours un résultat de précompacité
dans le cas des variétés d’Einstein de dimension 4. Le théoréme suivant décrit
les dégénérescences au sens de la faible distance de Gromov-Hausdorff. 11 donne
en particulier la structure des espaces singuliers qui peuvent apparaitre comme

limites, les orbifolds d’Einstein (voir la définition 2.2).

Théoréme 0.2 ([And89, BKN89, CT06]). Soit M* une variété différentielle com-
pacte de dimension 4. Alors, nous avons la décomposition suivante pour la com-
pactification (E(M),y, don) de (E(M),dau) :

E(M),; = BE(M)U3,E(M) U dE(M) (0.2)

ot O,E(M) est composé d’espaces compacts singuliers appelés orbifolds d’Einstein

de volume 1, et ot O, E(M) est composé d’espaces métriques noncompacts.

Les espaces noncompacts de O, E(M) viennent de deux comportements qui
apparaissent aussi en dimension 2 : la formation de cusps et 1’effondrement vers

un espace de dimension inférieure. Lorsque le volume est fixé a 1, cela implique
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que le diametre tend vers l'infini, et donc que la distance dgy a une métrique
donnée tend vers l'infini.

Les orbifolds de 9, (M) sont des espaces métriques qui sont des variétés rie-
manniennes hors d’'un nombre fini de points ou ils ont des singularités modelées

sur des cones plats R*/T" pour I' C SO(4) agissant librement sur la sphere S3.

Exemple 0.3. Le quotient de S* C R® par l'identification (z1, 2, x3, 74, 75) ~
(—x1, —x9, —x3, —x4,T5) est un orbifold, souvent appelé “ballon de rugby” (ou

“de football américain”) avec deux singularités R*/{&Id}.

Le théoreme de [And89, BKN89] décrit de plus les bulles, qui modelent la for-
mation des singularités et qui sont des variétés Ricci-plates et asymptotiquement
localement euclidienne (ALE), c’est-a-dire asymptotiques & des cones plats R*/T" &
I'infini. Ces bulles sont mal comprises a part quand elles sont kahlériennes, auquel

cas elles ont été classifiées. Une conjecture cruciale est la suivante.

Conjecture 0.4 ([BKN89]). Tout orbifold Ricci-plat ALE est k&hlérien et donc

un quotient cyclique d’instanton gravitationnel d’apres [Kro89a, Suv11].

Ce théoreme laisse des questions en suspens, et en particulier celle de savoir s’il

est possible d’effectuer le procédé inverse de la dégénérescence, la désingularisation.

Question 0.5 ([And10, 7.1.], traduit). “Une question ouverte depuis bien long-
temps est celle de savoir si les métriques orbifolds d’Einstein peuvent étre désin-
gularisées au sens de Gromov-Hausdorff. L’idée serait ici d’inverser le processus

de formation des singularités orbifolds par des variétés Ricci-plates ALE.”

Notons aussi que le théoreme 0.2 ne donne absolument pas de structure a la

compactification.

Question 0.6. Peut-on décrire le voisinage de 9,E(M*) dans (E(M*),y,dcn)
plus précisément qu’au faible sens de Gromov-Hausdorff 7 Peut-on en déduire une

structure locale utile ?

Au voisinage de toute métrique lisse, E(M) a une structure d’ensemble ana-
lytique et y est donc une union finie de sous-variétés analytiques. Une structure
semianalytique pour le voisinage de 9,E(M*) dans (E(M*),,, dgy) impliquerait

une réponse positive a la question suivante :

Question 0.7 ([And10] et [Bes87, 12.10]). L’ensemble (E(M?), dgy) n’a-t-il lo-

calement qu’un nombre fini de composantes connexes ?
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La réponse est positive jusqu’en dimension 3 et négative a partir de la dimen-
sion 5, car E(S* x S$?) a un nombre infini de composantes connexes par [WZ90].

Toutes ces questions reviennent a chercher de nouveaux raffinements a la com-
pactification de I’ensemble des variétés d’Einstein en dimension 4 du théoreme 0.2.

C’est précisément 1'objectif de cette these.

Désingularisation par recollement-perturbation

Une technique naturelle pour désingulariser des orbifolds est une méthode de
recollement-perturbation : on recolle naivement a ’orbifold des espaces Ricci-plats
ALE pour obtenir une solution approchée de I’équation d’Einstein (I’objectif étant
d’inverser la formation des singularités du théoréme 0.2). Nous appellerons (M, gP)
le résultat de cette désingularisation, ou t est ’ensemble des échelles de recolle-
ment. On peut alors parfois perturber ’espace obtenu apres le recollement en une
vraie variété d’Einstein proche de l'orbifold. L’existence de telles perturbations
d’Einstein sans présence de structure kdhlérienne, et donc une réponse partielle
a la question 0.5 d’Anderson a été formulée pour la premiere fois par Biquard
[Biq13] dans le cadre asymptotiquement hyperbolique.

Etonnamment, sa méthode particulicre de perturbation en une métrique d’Ein-
stein n’est possible que si une obstruction est satisfaite. En notant R la courbure
de Riemann vue comme un endomorphisme symétrique sur les 2-formes, la condi-
tion nécessaire et suffisante a l'existence d’une désingularisation par sa technique
s’écrit det R = 0 en chaque point singulier de I'orbifold. Ce résultat d’obstruction

a plusieurs hypotheses limitantes :
1. Porbifold limite doit étre rigide (ne pas avoir de déformations infinitésimales
d’Einstein), avoir une courbure scalaire négative et un seul point singulier,
2. les termes de la suite doivent étre proches d’'une métrique g” pour une
certaine norme C'* & poids introduite dans [Biq13],
3. la bulle apparaissant doit étre la métrique d’Eguchi-Hanson.

Ces hypotheses éloignent donc le résultat du cadre de la question 0.5. Une question

naturelle a laquelle on se propose de répondre est alors la suivante :

Question 0.8 ([Biql3]). Supposons que la conjecture 0.4 soit vraie, la condition
det R = 0 est-elle nécessairement satisfaite aux points singuliers des orbifolds

dog-limites de variétés d’Einstein de dimension 47

Cette condition de courbure n’est pas toujours vérifiée, elle n’est en particulier

pas satisfaite pour le quotient de S* de I'exemple 0.3 ou les orbifolds hyperboliques.
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2 Contributions de la these

Dans cette these, nous raffinons dans un premier temps la convergence de
[And89, BKN&9] pour passer d’une proximité faible au sens de Gromov-Hausdorff
a une proximité forte forte dans des espaces de Holder a poids. Nous montrons
que toute métrique d’Einstein suffisamment proche d’un orbifold d’Einstein au
sens de Gromov-Hausdorff est obtenue par perturbation d’une métrique g” dans
ces espaces a poids particuliers. Cela éclaire la structure de WG ;7 au voisinage
de 9,E(M). Nous prouvons ensuite une réciproque partielle : toute métrique g”
peut étre perturbée en une métrique d’Einstein modulo certaines obstructions.
Ces obstructions s’annulent si et seulement si une désingularisation d’Einstein est
possible au faible sens de Gromov-Hausdorff. Nous identifions alors ces premieres
obstructions, qui sont maintenant des obstructions a des désingularisations géné-
rales, et en déduisons une réponse positive a la question 0.8 ainsi que plusieurs

raffinements.

De Gromov-Hausdorff a C*° a poids

Le troisieme chapitre de cette thése présente les résultats de [Ozul9a] ou la
convergence de [And89, BKN89] est raffinée.

Le résultat principal de [Ozul9a] est que pour toute métrique d’Einstein g qui
est dgg-proche d’une métrique orbifold g,, il existe une désingularisation naive g
proche de g au sens d'une norme de Holder a poids que 1’on notera C’éi (gP). Une
borne sur cette norme a poids implique une décroissance dans les anneaux ou se

font les recollements entre bulles et singularités.

Théoréme 0.9 ([Ozul9a]). Soient Dy,vg > 0, I € N, alors, pour tout € > 0, il

existe 6 = (e, Do, vg,1) > 0 tel que si (M, g) est une variété d’Einstein satisfaisant

dGH<<M7 g)? (Mmgo)) < 67

alors, il existe une désingularisation naive g° de (M,,g,) et un difféomorphisme
o: M — M tels que l’on ait

"9 = 97 ll et gp) < &

Nous nous approchons donc du cadre de la question 0.5 d’Anderson en décri-

vant concretement ce a quoi toute dégénérescence ou désingularisation au sens de
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Gromov-Hausdorff ressemble en un sens lisse.

La difficulté principale de la preuve d'un tel énoncé est la construction de
coordonnées dans lesquelles comparer les métriques en un sens C'*™ a poids. Cela
nécessite tout d’abord une analyse précise des anneaux qui relient les différents
orbifolds et espaces ALE, puis la construction de coordonnées optimales dans
ces zones. Ces coordonnées s’appuient sur un feuilletage des anneaux par des
hypersurfaces a courbure moyenne constante.

Notons que ces espaces a poids C’éi sont nécessairement différents de ceux de
[Biq13] car ils sont adaptés au cadre général des dégénérescences d’Einstein :

— lorbifold n’étant pas nécessairement rigide, la convergence vers 1’orbifold

limite peut étre arbitrairement lente,

— les singularités peuvent apparaitre a des vitesses différentes, et

— des arbres de singularités peuvent se former.

Désingularisation de métriques d’Einstein

Le quatrieme chapitre de cette these présente la premiere partie de [Ozul9b).
Nous y prouvons le théoreme de perturbation des métriques de désingularisation
naive g2 en des métriques d’Einstein modulo obstructions.

Nous étudions la réciproque du théoreme 0.9 et montrons que toute métrique
de désingularisation naive gP peut étre C’lﬁ’i-perturbée en une métrique qui est
d’Einstein modulo des obstructions. Ces obstructions sont des éléments du co-
noyau approché de la linéarisation de 'opérateur d’Einstein. Nous qualifierons ces

métriques d’Finstein modulo obstructions.

Théoréme 0.10 ([Ozul9b)). Soit gP une désingularisation naive d’un orbifold
d’Einstein (M,, g,) avec des échelles de recollement suffisamment petites.

Alors, il existe un petit voisinage Céf de gP dans lequel il existe une unique
métrique §; qui est d’Finstein modulo obstructions tout en satisfaisant des condi-
tions de jauge par rapport a gP.

Ce théoreme combiné au théoreme 0.9 nous assure que ’on produit ainsi toutes

les métriques d'un voisinage de 9, E(M) dans (E(M), den).
Corollaire 0.11 ([Ozul9b]). Soit (M,,g,) un orbifold d’Einstein. Il existe § > 0

tel que si (M, g) est une métrique d’Einstein satisfaisant

dGH((M7 g)? (Mo;go)) < 5a

alors, (M, g) est isométrique a une des métriques §; du théoréme 0.10.
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La preuve du théoreme 0.10 revient a effectuer une réduction de Lyapunov-
Schmidt approchée pour I'opérateur d’Einstein en jauge en assurant des controles
uniformes lorsque les échelles de recollement ¢ tendent vers 0. Les normes Cl’i sont
ici cruciales car elles découplent I’analyse sur chaque orbifold compact ou ALE.
Cela permet de traiter le cas général de plusieurs singularités, d’arbres de singu-
larités se formant a des vitesses arbitraires et d’orbifolds avec des déformations
infinitésimales d’Einstein. La décroissance sur les anneaux de basse courbure est

similaire a une borne 55(7’5 + P ) pour /5 > 0 sur un anneau de rayons 0 < & < 1
1

¢

et €7 ou r est la distance au centre. Cela fait de ces anneaux des “zones tam-
pons” entre l'analyse classique sur les 2-tenseurs bornés en r—? sur les ALE, et
ceux bornés en 7 sur les orbifolds, et assure donc bonnes propriétés Fredholm aux
opérateurs utilisés.

Notons de plus que les métriques g; sont d’Einstein exactement lorsque les obs-
tructions du théoreme 0.10 s’annulent. Pour mieux comprendre ces obstructions,

nous aurons besoin d’informations sur les bulles se formant.

Obstruction a la désingularisation de métriques
d’Einstein

Le cinquieme et dernier chapitre est consacré a l'identification des obstructions
a la perturbation des métriques g” en des métriques d’Einstein, les résultats cor-
respondent a la fin de [Ozul9b]. Grace aux résultats de convergence de [Ozul9a]
et du troisiéme chapitre, nous obtenons les premiers résultats d’obstructions a la
désingularisation d’orbifolds d’Einstein au sens de Gromov-Hausdorff.

D’apres le corollaire 0.11, ces obstructions sont exactement celles du théoreme
0.10. Nous pouvons les approcher en construisant de meilleures approximations,

notées g7, des métriques d’Einstein modulo obstruction §; du théoréme 0.10.

Obstructions pour les bulles connues

Les premieres obstructions étant explicites, on peut les tester pour les orbifolds
Ricci-plats ALE connus : les instantons gravitationnels et leurs quotients.

Notre premier résultat est une réponse positive a la question 0.8. Nous répon-
dons a cette question et a sa généralisation au cas conjecturalement général de
formation d’arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE kéhlériens.

Théoréme 0.12 ([Ozul9b], réponse partielle & la question 0.5). Soit (M;,g;);

une suite de variétés d’Finstein convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers
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un orbifold d’Einstein (M,, g,) en formant des arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE

kahlériens.

Alors, pour tout point singulier p de (M,, g,), on a
det Ry, (p) = 0.

L’obstruction est donc toujours satisfaite si la conjecture 0.4 est vraie. La
preuve nécessite premierement d’étendre I'obstruction det Ry, (p) = 0 pour la mé-
trique d’Eguchi-Hanson a tous les instantons gravitationnels et leurs quotients.
Une seconde étape est de montrer que I’obstruction est satisfaite en tous les points
singuliers, ce qui nécessite de considérer et de controler des désingularisations par-
tielles ou I'on ne désingularise que certains points. La derniere difficulté est celle
des arbres de singularités. Nous tirons profit du fait que les arbres d’orbifolds
Ricci-plats ALE kéhlériens peuvent étre recollés puis perturbés en une seule mé-
trique Ricci-plate kahlérienne. Les propriétés de découplage des normes Clﬁfﬁ sont
encore une fois cruciales a chacune de ces étapes.

Le théoreme 0.12 est essentiellement un résultat optimal dans le cas d’une
singularité R*/{£Id} dans le sens ou c’est la seule obstruction locale & la désin-
gularisation. En effet en combinant nos résultats a ceux de [Biql3, Biql6], nous
voyons qu’il est possible de désingulariser un orbifold asymptotiquement hyper-
bolique non dégénéré ayant des singularités modelées sur R*/{£Id} a l'aide de
métriques d’Eguchi-Hanson si et seulement si la condition det R = 0 est satis-
faite. Dans le cas compact, des obstructions globales (attendues) s’ajoutent au

probleme de désingularisation.

Remarque 0.13. Le théoréme 0.9 ne nécessite aucune supposition sur les bulles qui
ne doivent pas nécessairement étre kahlériennes. Cette restriction dans le théoreme
0.12 est due au fait que 'on ne connaisse pas d’autres variétés Ricci-plates ALE.
Une question naturelle qui revient a mieux comprendre les variétés Ricci-plates

ALE est la suivante :

Question 0.14 ([Ozul9b]). Tout orbifold dgp-limite d'une suite de variétés d’Ein-

stein en dimension 4 satisfait-il det R = 0 a chacune de ses singularités ?

La réponse est par exemple positive si les bulles ont des déformations inté-
grables et une vitesse de convergence d’ordre eractement 4 vers leur cone plat
asymptotique, grace a un article récent de Biquard-Hein [BH19] et aux techniques

mises en oeuvre dans la fin de cette these.
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Obstruction sous des hypotheses topologiques

Plutét que d’attaquer cette question 0.14 qui semble hors de portée tout comme
la conjecture 0.4, il est pour I'instant possible d’assurer sous certaines hypotheses
topologiques que les variétés Ricci-plates ALE apparaissant sont kédhlériennes, et
donc qu’il y a une obstruction a désingulariser les orbifolds. Les résultats qui

suivent sont essentiellement des applications des théoremes de [Nak90].

Inégalité de Hitchin-Thorpe et désingularisation d’Einstein

L’inégalité de Hitchin-Thorpe donne une obstruction topologique a I’existence

de métriques d’Einstein sur une variété différentielle M :
2x(M) = 3|m(M)],

ou x est la caractéristique d’Euler, et 7 la signature. Ces invariants topologiques
ont des définitions adaptées aux orbifolds que ’on notera x et 7, et tout orbifold

M, admettant une métrique d’Einstein satisfait
2X(M,) = 3|7(M,)|.

Nous remarquons alors que toute désingularisation d’Einstein dégrade cette inéga-

lité, et le cas d’égalité est caractérisé.

Théoréme 0.15 ([Ozul9b]). Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein avec l'orienta-
tion donnant 7(M,) > 0, et supposons que (M, g;) soit une suite de métriques
d’Finstein convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers (M,, g,).

On a alors 'inégalité suivante,
2x(M) = 3|7 (M)] = 2xX(M,) — 37(Mo,).

De plus, on a égalité, si et seulement si M est une désingularisation de M, par
recollement d’arbres d’orbifolds kdhlériens Ricci-plats ALE dans la méme orienta-
tion (c’est-a-dire avec des échelles de recollement dans SO(4)).

Dans ce cas d’égalité on a a tous les points singuliers la condition
det R;; =0,

ou R* est la partie autoduale de R. On a donc aussi detR,, = 0 auzx points

singuliers.



16 Chapitre 0. Remerciements

Cas des dégénérescences de variétés spin

Une autre maniere d’assurer que les bulles apparaissant sont bien des instantons
gravitationnels est d’imposer a la suite de variétés dégénérant de satisfaire une

condition topologique assez répandue, celle d’étre spin.

Corollaire 0.16 ([Ozul9b]). Soit M une variété spin de dimension 4 et (M,, g,) €
O, E(M). Alors (M,,g,) est spin, et d tous ses points singuliers dont le groupe

appartient ¢ SU(2), nous avons

det R;; =0.

Premiers exemples d’obstruction a la désingularisation
d’orbifolds d’Einstein sans supposer que les bulles

apparaissant sont kiahlériennes

Nous pouvons ensuite utiliser notre théoreme 0.9, qui ne repose pas sur le fait
que les bulles apparaissant soient des instantons gravitationnels, pour montrer des
résultats plus généraux d’obstructions. Ceux-ci reposent sur une observation de
Biquard-Hein [BH19] a propos du volume renormalisé a I'infini des variétés Ricci-
plates ALE. Nous avons pour 'instant besoin de supposer que les déformations
infinitésimales d’Einstein des bulles apparaissant sont intégrables, c’est-a-dire les

premiers jets de vraies déformations d’Einstein.

Théoréme 0.17 ([Ozul9b)). Les orbifolds sphériques et hyperboliques ne peuvent
pas étre désingularisés a l'aide de variétés Ricci-plates ALE dont toutes les défor-

mations infinitésimales sont intégrables.

L’hypothese d’intégrabilité des déformations infinitésimales semble seulement
technique. Nous conjecturons que les orbifolds sphériques et hyperboliques ne
peuvent pas étre limites de variétés d’Einstein.

Cela montre qu’il y a une différence importante entre les conditions de pince-
ment sur la courbure de Ricci et la condition d’Einstein si ’'on autorise la formation
de singularités. En effet, si les singularités d’un orbifold sphérique ou hyperbolique
(M,, g,) sont modelées sur des R?*/T" pour I' C SU(2), alors il existe une suite de
variétés (M, g;) avec une courbure de Ricci minorée par 3 et arbitrairement pincée
autour de 3 en norme LP pour tout 1 < p < 400, et telle que (M, g;) converge
vers (M,, g,) au sens de Gromov-Hausdorff. Il n’existe pourtant pas de suite de

variétés d’Einstein convergeant vers (M,, g,).
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3 Perspectives de recherche

Les résultats de cette these permettent d’envisager de répondre a des questions

qui paraissaient jusqu’ici inaccessibles, comme la question 0.7.

Structure de 1’espace des modules complété

La nouvelle description du voisinage de 9,E(M) dans (E(M ).y, den) du théo-
reme (0.5 fournit enfin un cadre prometteur pour étudier la structure de la com-
pactification WGH. En particulier, nous donnons a la fin du chapitre 4 une
définition de préespace de modules au voisinage d'une métrique de 9, E(M). Cest
une étape nécessaire pour considérer la question suivante qui permettrait de ré-

pondre a la question 0.7.

Question 0.18. L’ensemble E(M),, admet-il une structure semianalytique au
voisinage de 0,E(M)?

En effet, le préespace de modules des métriques d’Einstein est un sous-ensemble
des métriques d’Einstein modulo obstructions g, et sont exactement celles qui
annulent 'opérateur d’Einstein qui est analytique. Le probleme devient celui de

la structure de ’ensemble des métriques g;.

Des obstructions d’ordres supérieurs

Une autre direction intéressante est celle de la recherche de nouvelles obstruc-
tions. L’objectif est de comprendre si les orbifolds qui peuvent étre désingularisés
par des métriques d’Einstein ont nécessairement une structure particuliere. Une

question serait par exemple la suivante :

Question 0.19. Un orbifold d’Einstein compact limite de métriques d’Einstein

lisses est-il nécessairement kahlérien ?

Notons que le résultat est manifestement faux dans le cadre asymptotiquement
hyperboliques (qui est tres différent) d’apres I'exemple explicite de la métrique
d’AdS-Taub-Bolt étudié dans 'annexe B.

Une compréhension plus fine des obstructions pourrait aussi permettre de com-
prendre dans combien de directions il est possible de désingulariser un orbifold
d’Einstein donné. Cela serait utile pour attaquer la conjecture suivante qui forma-
lise I'intuition que 9, (M) n’est pas un bord de E(M) mais correspond plutdt a des
morceaux manquants a l'intérieur de E(M). C’est le cas pour les dégénérescences
de surfaces K3, voir [And92].
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Conjecture 0.20 ([And10]). Le sous-ensemble 9,E(M?) est de codimension 2

dans E(M*) .-

Prouver cette conjecture reviendrait a montrer que s’il existe une direction de
désingularisation d’un orbifold d’Einstein, alors il en existe au moins un espace de
dimension 2.

Notons que cette conjecture est fausse dans le cadre, encore une fois tres diffé-

rent, des métriques asymptotiquement hyperboliques d’apres [Biq13].

Métriques Ricci-plates compactes

Un probleme classique de géométrie Riemannienne est de comprendre les mé-
triques Ricci-plates. Depuis la preuve de la conjecture de Calabi par Yau, la ques-
tion est de savoir si les métriques Ricci-plates compactes sont a holonomie réduite.

Dans [Pag81, GP79], une construction de métriques hyperkahlériennes est pro-
posée sur des surfaces K3 par désingularisation de T*/Z, & I'aide de métriques
d’Eguchi-Hanson recollées dans la méme orientation. Le meilleur candidat a 1’exis-
tence d’une métrique Ricci-plate a holonomie générique est donné par la question

suivante :

Question 0.21 ([Pag78]). Peut-on perturber les désingularisations de T*/Z, par
des métriques d’Eguchi-Hanson recollées dans des orientations différentes en des
métriques Ricci-plates ? Cela donnerait une métrique Ricci-plate a holonomie gé-

nérique.

Inspirés par [Biq13], Brendle et Kapouleas ont tenté une telle désingularisation
dans [BK17] et ont identifié une obstruction a une configuration tres particuliére.
Il serait important de considérer des désingularisations générales qui resteraient

dans le cadre du théoreme 0.10.

Désingularisations de métriques de Kahler-Einstein

Une autre application potentielle des résultats de cette these est celle des dé-
générescences de métriques de Kahler-Einstein. Les résultats de désingularisation
de [Spol4] et [BR15] nécessitent des hypotheses techniques venant essentiellement
de T'utilisation de normes comme celle de [Biql3]. Il serait alors utile d’éliminer
ces hypotheses techniques a 1’aide des normes C’;f introduites dans cette these.
Cela permettrait peut-étre d’atteindre le cadre des dégénérescences kahlériennes

générales.
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Notations
Rm le tenseur de courbure (3,1).
Sec une courbure sectionnelle.
Ric la courbure de Ricci vue comme 2-tenseur.
R la courbure scalaire.
R l’endomorphisme symétrique de courbure sur les 2-
formes.
B(x,p) la boule de centre x de rayon p, on omettra le centre
quand c’est le point distingué de la variété considérée.
A(p1,p2) = B(p2)\B(p1) 'anneau centré en le point distingué de
la variété considérée (pour R*/T, ce point est 0).
A* le 2-tenseur de seconde forme fondamentale d’une hy-
persurface X.
H* la courbure moyenne dune hypersurface .
L la dérivée de Lie.
0 lopérateur de divergence.
0* T'adjoint formel de la divergence.
B lopérateur de Bianchi.
R laction de la courbure sur les 2-tenseurs symétriques.
Vol le volume total d'un ensemble.
dv la forme de volume.
OF e fibré des k-formes sur une variété différentielle.

la caractéristique d’Euler.



Chapitre 1

Espace de modules des métriques

d’Einstein sur une variété

Dans ce chapitre, nous présentons succinctement les propriétés classiques de
I’ensemble des métriques d’Einstein sur une variété différentielle donnée. Nous
exhibons premierement les invariances de 1’équation d’Einstein qui motivent la
définition de I'espace de modules des métriques d’Einstein. Nous présentons dans
un second temps la théorie des déformations des métriques d’Einstein qui abou-
tira au fait que I'espace de modules des métriques d’Einstein a une structure de
(quotient de) variété analytique. Nous étudions enfin le voisinage d’une métrique
d’Einstein lisse au sens de Gromov-Hausdorff c’est-a-dire au sens des espaces mé-
triques. Nous observons que des métriques d’Einstein suffisamment proches en ce
sens faible sont difféomorphes et en réalité proches au sens lisse. Cela nous per-
met tout d’abord de montrer que ’espace de modules des métriques d’Einstein
en dimension 2 ou 3 est complet pour la distance de Gromov-Hausdorff. Nous
montrons enfin qu’'une variété a courbures sectionnelles pincées autour de 1 est

quantitativement proche d’un quotient de la spheére unité.

Contributions. Nous présentons de maniére concise les méthodes et résultats
de I’étude des métriques d’Einstein lisses disséminés dans de nombreux articles

des années 60 a 80.

1 Equation d’Einstein

Une métrique d’Einstein est une métrique a courbure de Ricci constant. Plus

précisément, on dira que g est d’Finstein s’il existe une constante A, appelée
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constante d’Finstein, telle que I'on ait
Ric(g) = Ag. (1.1)

Cette équation est issue de la physique (dans le cadre lorentzien) car elle caractérise

les points critiques de I'action d’Hilbert-Einstein a volume fixé,

Rig) == [ Rig)du, (1.2)

C’est une fonctionnelle naturelle qui mesure la moyenne spatiale de la courbure

scalaire qui est elle-méme la moyenne directionnelle de la courbure Riemannienne.

Une autre motivation, plus géométrique pour I'étude de cette équation est
la condition d’homogénéité sur la courbure. Imposer aux courbures sectionnelles
d’étre constantes n’autorise que trois géométries locales et impose des conditions
topologiques bien trop restrictives pour étre répandues a part en dimension 2 —
¢’est une condition trop rigide. Imposer a la courbure scalaire d’étre constante est
toujours possible mais donne des espaces de solutions de dimension infinie a part en
dimension 2 — c¢’est une condition trop souple. La condition d’Einstein correspond
a autant d’équations que de degrés de liberté sur la métrique (la courbure de Ricci
et la métrique sont des 2-tenseurs symétriques en tout point) et heuristiquement

ses solutions ne devraient étre ni trop souples, ni trop rigides.

Nous verrons dans le chapitre suivant (ch.2) suivant qu’en dimension 4, une
raison supplémentaire de considérer ces métriques est qu’elles minimisent I’énergie

donnée par la norme L? de la courbure Riemannienne (lorsqu’elles existent).

1.1 Invariances de I’équation d’Einstein

L’équation d’Einstein est invariante par changement d’échelle car pour toute
métrique g et toute constante positive s2, on a pour le 2-tenseur de courbure de
Ricci

Ric(s%g) = Ric(g). (1.3)

Ainsi, si g satisfait Ric(g) = Ag, alors nous avons

, A
Ric(s"g) = Ag = 5 (s°9).

De méme, elle est invariante par 'action des difféomorphismes par tiré en
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arriere. Pour tout difféomorphisme ¢ : M — M, nous avons

Ric(p"g) = ¢* Ric(g), (1.4)

et donc si Ric(g) = Ag est d’Einstein, alors pour tout difféomorphisme ¢ : M —
M, Ric(p*g) = A(p*g). Cela implique que dés qu'une métrique d’Einstein existe
sur une variété, alors il y a un espace de dimension infinie de telles métriques. En

particulier, I’équation d’Einstein n’est, en I’état, pas elliptique.

1.2 L’équation d’Einstein en coordonnées harmoniques

Pour fixer une jauge locale, c’est-a-dire pour trouver des coordonnées locales
naturelles et ainsi fixer ’action des difféomorphismes, un choix classique est celui

des coordonnées harmoniques.

Définition 1.1 (Coordonnées harmoniques et rayon harmonique). Soit (M, g) une
variété riemannienne de dimension n et 0 < o < 1 et soit p € M. On définit son
rayon harmonique en p, noté r,(p) comme étant le supremum des r > 0 tels qu’il

existe un difféfomorphisme local ¢ : B(0,7) C R" — M avec
L ¢(0) = p,

2. Agrgz® = 0, ot Ay, est Popérateur de Laplace-Beltrami et ou z* est la

k-ieme coordonnée sur R,
< 107°. Cette valeur est évidemment arbitraire mais

3. et = Zil@a) ..
on souhaite qu’elle soit petite devant 1.

Les coordonnées données par un tel ¢ seront qualifiées d’harmoniques.

Remarque 1.2. Le choix de la régularité C1< est justifié par le fait que des bornes
ponctuelles sur la courbure impliquent ’existence et le controle de telles coordon-
nées, ce sera détaillé dans la section 4 de ce chapitre. On ne peut par exemple
pas espérer de controles C2. La constante 1075 du troisiéme point est arbitraire et

toute constante petite par rapport a 1 donne une définition satisfaisante.

Il est toujours possible de construire de telles coordonnées au voisinage dun
point d'une variété lisse. En effet, il suffit de considérer des coordonnées géodé-
siques (ou presque linéaires, voir [Jos84]) et de résoudre le probleme de Dirichlet
donné par leur valeur au bord d’une boule suffisamment petite.

La subtilité vient de la taille des voisinages sur lesquels de telles coordonnées
existent. Les controles de la métrique en coordonnées géodésiques (ou presque

linéaires) impliquent la proposition suivante.
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Proposition 1.3 ([BKN89, Fact (2.9)]). Soit x un point de M, et supposons que
(M, g) ait un rayon d’injectivité inj, = ig > 0, des courbures sectionnelles bornées
par K > 0 sur By(x,1). Alors, le rayon harmonique en tout point est minoré par

une fonction de iy et K.

L’une des motivations principales pour l'introduction de ces coordonnées est
qu’elles donnent une régularité optimale aux métriques [DK81]. Une autre est la

forme que prend la courbure de Ricci dans ces coordonnées.

Lemme 1.4. En coordonnées harmoniques, la courbure de Ricci prend la forme

suivante )
Ric(g)i; = —§A9ij + Q4(09)ij, (1.5)

ot Q4(0g) est une forme quadratique en la premiére dérivée de g dans ces coor-
données. L’expression est explicitée dans [BKNS9, Fact (2.9), 1)] et l'on voit que

1

Qg4 dépend polynomialement des coefficients de g et g~ mais pas de ses dérivées.

Il devient alors clair par régularité elliptique que les métriques d’Einstein sont

analytiques dans ces coordonnées.

Corollaire 1.5. Une métrique d’Einstein est analytique en coordonnées harmo-

niques.

Démonstration. Par définition des coordonnées harmoniques, la métrique g est de

classe CH et Q,(0g) est donc de classe C*. Comme nous avons

Agij = 2Qg(ag)ij - 2Agz’j7 (1-6)

si la constante d’Einstein de g est A d’apres (1.5), Ag;; est de classe C*. Ainsi,
par estimations elliptiques, g;; est de classe C** & l'intérieur de la boule ou les
coordonnées sont définies. D’aprés (1.6), Ag;; est alors de classe CH®, puis g;; est

de classe C%°... Pour enfin obtenir une métrique de classe C*, puis analytique. [J

Remarque 1.6. La régularité de la métrique dépend grandement du systeme de
coordonnées dans lequel elle est regardée. En effet, par exemple, si 'on tire en
arriere la métrique Euclidienne par un difféomorphisme peu régulier, alors la mé-

trique obtenue n’est plus nécessairement lisse.

1.3 L’équation d’Einstein en jauge de Bianchi

Il existe d’autres choix de jauge pour lesquelles 1'équation d’Einstein a un
comportement elliptique satisfaisant. Un premier choix tenant compte de I'identité

de Bianchi est la jauge dite de Bianchi.
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Définition 1.7 (Opérateur et jauge de Bianchi). Nous définissons 'opérateur de

Bianchi comme appliqué a un 2-tenseur h comme étant B,(h) := d, (h — trgh g),

ou d, est la divergence.

Ce choix est naturel pour rendre 1’équation d’Einstein elliptique d’apres le

lemme suivant qui précise les linéarisations des courbures scalaires et de Ricci.

Lemme 1.8. La linéarisation de la courbure de Ricci en une métrique g dans la

direction h vaut
1 .
dy Ric(h) = (V*Vh —26*6h — V*trh — 2R(h) + Ricoh + h o Ric ),
ot pour une base orthonormée (e;); et deux champs de vecteurs X etY, on définit

R(h)(X,Y) := Y h(Rm(e;, X)Y. e),

et ou l'on identifie formes bilinéaires symétriques et endomorphismes a l'aide de
la métrique pour définir la composition o. La linéarisation de la courbure scalaire

est

d, R(h) = —A(trh) + 66h — (Ric, h),

ot tous les opérateurs sont pris pour la métrique g.
En particulier, lorsque gy est d’Einstein, avec Ric(go) = Ago et h est en jauge
de Bianchi et satisfait [, trg,hdv,, = 0, la linéarisation en gy de l'opérateur g —

Ric(g) — @g appliqué a h tel que By h =0, est
1, o
Pyoh = Evgovgoh — Ry h
qui est elliptique.

Nous pouvons de plus résumer les deux équations, d’Einstein et de jauge de

Bianchi, en une seule équation elliptique.

Lemme 1.9. Soit (M, go) une variété d’Einstein compacte telle que Ric(go) = Ago
avec A < 0 et soit g une autre métrique suffisamment proche en norme C?. Nous

avons

Ric(g) = Rflg)g, et

(1.7)
Bgog =0
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st et seulement si nous avons

2y, (9) = Ric(g) — Ly 1 57B,9 =0, (1.8)

g

ou oy 1 X — %,ng est l'adjoint formel de la divergence d,.

Démonstration. Il est clair que la premiere annulation implique la seconde. Réci-

proquement, supposons que

. R(g) .
Rlc(Q) - Tg + 5ngog = 07
En appliquant I'opérateur de Bianchi B, pour lequel, par l'identité de Bianchi,

nous avons B, Ric(g) = 0, nous obtenons
Byo,B4,9 = 0.

Or, nous avons B,d} = £(V;V, — Ric(g)) (voir par exemple I'exercice 2.10.32 de

[Biq07]), et par intégration par parties, nous obtenons
0=2 [ (B,0;Bug. Bug)dv, = [ 18(Byug)Pdv, = [ (Ric(9)(Byu9). Bg)dv,.

Si ¢ est suffisamment proche de gy en norme C?, alors la plus grande valeur
propre de — Ric(g) est plus petite que la moitié de la plus grande valeur propre
de — Ric(go) sur (M, go). On en déduit donc que By,g = 0. O

Remarque 1.10. Dans le cas ou la variété a un volume infini, R est mal défini et
on le remplace par nA. Cela fixe cependant la constante d’Einstein et empéche
de voir des déformations de métriques Ricci-plates en des métriques a courbure

non-nulle.

Remarque 1.11. Dans certaines situations non compactes, il existe des déforma-
tions d’Einstein non Ricci-plates de métriques Ricci-plates. Par exemple, la fa-
mille de métriques n — g, = n%gTB(l +n?) pour 0 < n < 1, ot les (grp(s))s
sont les métriques d’AdS-Taub-Bolt étudiées dans 'annexe B. En effet, nous avons
Ric(g,) = —3n?, la courbe de métriques est lisse et part de g, = gpy la métrique
d’Eguchi-Hanson définie dans (2.5) du chapitre 2. Nous verrons a la fin de ce
premier chapitre que lorsqu’une variété Ricci-plate a un volume fini, il existe un
voisinage au faible sens de Gromov-Hausdorff dans lequel toutes les métriques

d’Einstein sont Ricci-plates.
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Un avantage de cette condition de jauge par rapport aux coordonnées harmo-
niques est le fait qu’elle peut étre définie globalement pour des variétés proches
de métriques d’Einstein a courbure de Ricci négative.

L’outil principal qui nous servira a de nombreuses reprises au cours de cette
these est la version quantitative suivante du théoréme des fonctions inverses entre

espaces de Banach.

Lemme 1.12. Soit ® : E — F, une application lisse entre espaces de Banach, et
soit @ := & — ®(0) — do®. Supposons qu’il existe ¢ >0, ro > 0 et ¢ > 0 tels que :

1. pour tout x et y dans B(0,19), on a le contrdle suivant sur la partie non

linéaire de 'opérateur :
1Q(x) — QU < a(llz[l + lly[Dllz — yll (1.9)

2. la linéarisation dy® est un isomorphisme, et plus précisément, on a :

[(do®) 7 < e (1.10)

Sir < min <7"0,43]C> et [|@(0)]] < 5, alors, I'équation ®(x) = 0 admet une

unique solution dans B(0,r).

Démonstration. La preuve est une application du théoreme de point fixe de Ba-
nach. Remarquons pour cela qu’'un zéro de ® est caractérisé par une équation de
point fixe. Notons (do®)~! I'inverse de la linéarisation en 0 qui est un opérateur de
norme plus petite que ¢ > 0 par (1.10). Nous avons alors ®(z) = 0 si et seulement

= U(a) = v — (d®) " (@(x)) = (do®) " (do®(x) — D (),

ou V¥ est donc un opérateur de F dans F.

Par le théoréme de point fixe de Banach, il suffit alors de montrer que ’appli-
cation est strictement contractante dans un certain voisinage de 0. Par le controle
(1.9) et le controle (1.10), pour tous x et 2’ dans la boule de rayon r pour la norme

de E, nous avons

19(z) = ¥(2) | = (do®) " (Q(2) — Q(x))l|
< lQ(z) — Q)| r

~X
< 2reqlle — 2| g
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.
2c?

donc appliquer nos itérations de point fixe et aboutir a la solution a la limite. [

qui est donc contractante pour r < ﬁ et r < 1o, et si [|®(0)||r < 2=, nous pouvons

Nous pouvons appliquer cela a 'opérateur g — B(expg?)*go g, ou exp¥ : x €
M +— exp® (X (x)) est un difféomorphisme. Sa linéarisation est BLxg = 2Bd*g
(dans toutes ces formules, nous identifions 1-formes et champs de vecteurs a 1'aide
de la métrique). D’apres la formule générale Bé* = 1(V*V — Ric), cette linéarisa-
tion est inversible si la courbure de Ricci est négative, voir la preuve (plus délicate)

de la proposition 4.55 pour les détails.

Proposition 1.13. Soit gy une métrique a courbure de Ricci strictement négative.
Alors, pour tout 0 < a < 1 il existe € > 0 tel que si une métrique g satisfait
g — gollc2e(ge) < €. Alors, il eviste un difféomorphisme ® : M — M proche de

Uidentité en norme C3< tel que

By, (¢*g) =0

1.4 L’équation d’Einstein en jauge divergence

Un autre choix de jauge qui comme la jauge de Bianchi pourra étre assuré

globalement est la jauge divergence.

Définition 1.14 (Jauge divergence). Nous dirons qu’'une métrique ¢’ est en jauge
divergence par rapport a une métrique g si l'on a é,¢9' = 0, ot J, est 'opérateur

de divergence.

Il est encore une fois possible de résumer le fait de satisfaire la condition d’Ein-
stein tout en étant en jauge divergence a 'aide d’une seule équation, et ce sera
développé dans la section 2 suivante.

L’avantage de cette jauge divergence par rapport a la jauge de Bianchi est
qu'il est toujours possible de mettre des métriques C*“-proches I'une de l'autre
en jauge divergence & l'aide d'un difféomorphisme C**%% sans condition sur le

signe de la courbure de Ricci, comme nous allons le voir dans le lemme suivant.

Lemme 1.15. Pour toute métrique go sur une variété M, et tout [ € N, il existe

0 > 0 tel que : si une métrique g satisfait

||g - gO||CZ+1va < 57
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alors il existe un champ de vecteurs X € C’éjQ’O‘(TM) tel que, si l'on définit le

difféomorphisme @x = exp, X, qui a x associe expf® X (z), on ait,
dgo (X 9) = 0.

On peut de plus choisir X tel que pour une constante C' = C(go,l, ) > 0 on
ait
[ X |22 < Clldgogllcra-

Démonstration. Mettre une métrique g en jauge divergence par rapport a gq signi-
fie trouver une difféomorphisme ¢ : M — M tel que 6,4 (¢*g) = 0. Mais I'action

par difféomorphisme
P =9y
n’est pas lisse de C'2* dans C'*1, Cependant, comme on a ¢.d,,¢0*g = 0,409,

et qu’il n’y a pas de probleme de régularité avec le poussé en avant car gg est de

classe C"*°, on résoudra donc plutét :

5go*gog = 07

qui impliquera bien que d4(¢*g) = 0. Pour ce faire, on s’intéresse a l'opérateur
lisse suivant :
X = ‘Ij(Xa g) = 6(engo X)*go(g)

ou W va de CL**(TM) X Beisia(g)(g0,0) dans CLH(T*M). La linéarisation de
cet opérateur au point (0, gg) suivant la premiere coordonnée est :

81‘1}(0’90)()() - (5 5* X

go~go“ ™

Il y a maintenant deux cas, soit cet opérateur est inversible, soit il ne 'est pas
(comme dans le cas de la sphere).

Si l'opérateur §6* est inversible (par exemple si Ric < 0), il suffit d’appliquer
le lemme 1.12 dont les hypotheses sont satisfaites.

Si ce n’est pas le cas, alors 'opérateur §0* n’est en fait pas surjectif car ¥ doit
satisfaire la contrainte

U(X,g) € Im(éso*go) = ker(0; )J_cp*go

®xgo

Mais on sait que ker(5;_, ) = ¢* ker(d; ). Cela implique que si ¢ est assez proche

de l'identité et si g est assez proche de g, alors d,,,,9 = 0 si et seulement si

¥P+90
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Wi[]r(il(ago)‘gw*gog =0 ou W?&(dgo) est la projection orthogonale sur Im(6%) par rapport

a go. En effet, nous avons

Im(d,,4,) = ker(6%_ )*=#=9

¥*390 ®xgo

et tous les noyaux ont donc la méme dimension. On peut alors appliquer le théo-
reme des fonctions implicites comme dans le cas inversible a ngrf]( 549) © U restreint
a Im(d,,), ou nggl(ago) est la projection sur Im(dy,). On en déduit 'existence d'un
champ de vecteurs mettant les métriques en jauge divergence I'une par rapport a

l'autre. La solution est de plus unique a un élément de Isom(gg)-pres. O

La condition de jauge divergence définit une tranche de métriques par le théo-

reme de la tranche d’Ebin suivant.

Lemme 1.16 (Théoreme de la tranche d’Ebin, [Ebi70]). Soit gy une métrique sur
une variété compacte M, et soient k € N, 0 < o < 1. Notons D¥*1%(M) le groupe
des difféomorphismes de M dans M de classe C*TH et M**(M) I’ensemble des
métriques de classe C*°.

Alors, il existe € > 0 pour lequel I'ensemble S, := Ber.a(go, €) Nker(dy,) est une
tranche de l'action par D**1(M), c’est-d-dire que :

— si p € Isom(M, go), alors ¢(S.) C Se,

— sip € DMLe(M) et o(S:) N S- # 0, alors ¢ € Isom(M, g), et

— soit une section o : DFL(M)/Isom(M,g) — D*1(M), alors, F :

DFLe(M) /Isom(M, g) x S. — MP(M) défini par F(p,g) = o(p)*g est

un homéomorphisme d’un voisinage de (1d, go).

2 Espace de modules des métriques d’Einstein

Etant donnée une variété différentielle compacte M de dimension n, on définit
M(M), 'ensemble des métriques riemanniennes de classe C* sur M qui est un
sous-ensemble des 2-tenseurs symétriques sur M, S?(M). Parmi celles-ci, nous
serons particulierement intéressés par I’ensemble des métriques d’Einstein sur M
que l'on notera E(M) C M(M).

La condition d’Einstein étant stable par changement d’échelle et par 'action du
groupe des difféomorphismes de classe C*° (qui est de dimension infinie) d’apres la

section précédente. Définissons alors I’espace de modules des métriques d’Einstein
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sur M comme le quotient de £(M) par ces deux actions,
E(M) := {g| 3A €R, Ric(g) = Ag, Vol(M,g) = 1}/D(M),

ou D(M) est le groupe des difféomorphismes de M agissant par tiré en arriere sur
les métriques.

Décrivons maintenant la structure locale de E(M) au voisinage d’une métrique
d’Einstein lisse sur M, que 1'on notera go. Nous étudions un espace quotient (par
changement d’échelle et par diffomorphismes), et il convient de considérer des
représentants de classes d’équivalence, c¢’est-a-dire des métriques dans une tranche

au voisinage de go qui satisfait Ric(gg) = Ago pour A € R.

Définition 1.17 (Pré-espace de modules). Soit M une variété différentielle et
go € E(M). Le pré-espace de modules au voisinage de la métrique go, noté E (M),

est ’ensemble des métriques g,

1. qui sont d’Einstein avec la méme constante,
Ric(g) = Ag,

ce qui fixe I’échelle pour A # 0,

2. qui ont le méme volume que g,
VO]'(M7 g) = VOI(Ma 90)7

ce qui fixe I’échelle,

3. qui sont en jauge divergence par rapport a go,
5gog = 07

ce qui fixe 'action des difféomorphismes a isométrie pres.

La troisieme propriété donne effectivement une tranche de métriques et fixe
I’action des difféomorphismes de M a isométries-pres par le théoreme de la tranche
d’Ebin, lemme 1.16.

Remarque 1.18. Les deux premieres conditions sont cohérentes (et redondantes)
dans le cas o A # 0 si 'on reste dans une méme composante connexe de 1'es-
pace de modules. En effet, les métriques d’Einstein sont des points critiques de la

fonctionnelle d’Einstein-Hilbert,

| Rig)dv, =n Vol(M, g)A,
M
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qui est donc constante sur chaque composante connexe de ’espace de modules.
Il n’est cependant pour le moment pas clair qu’il n’y ait pas d’accumulations
d’éléments composantes connexes différentes de métriques au voisinage d’'une mé-
trique donnée. Nous verrons a posteriori, dans la proposition 1.50 que dans le cas

compact, au voisinage d’'une métrique lisse, la constante d’Einstein est en réalité

A.

Pour cette raison, nous relacherons la premieére contrainte en E(g) = 0 ou

E(g) := Ric(g) — @g—l— "“2R(g)g. Cet opérateur est adapté¢ a la jauge divergence
car il satisfait 6,F(g) = 0 pour toute métrique g, et il ne fixe pas a priori la

constante d’Einstein de la métrique.

Remarque 1.19. Nous faisons un choix différent
— de [Koi83] et [Bes87], ou 'opérateur considéré est Ric(g) — @g. Bien qu’il
soit adapté a la jauge de Bianchi et qu’il ne fixe pas la constante d’Einstein
a priori, il n’est pas adapté a la jauge divergence, et
R(g) , | (n=2)A

— de [And10], ot 'opérateur Ric(g) — =% g+ "5~ g est considéré. Il est bien

adapté a la jauge divergence, mais fixe a priori la constante d’Einstein.

Remarque 1.20. Pour effectivement étudier des tranches de 'espace de modules
E(M), nous devrions encore quotienter par 'action du groupe d’isométries de go
(qui est de dimension finie). Pour ne pas nous préoccuper des singularités orbi-
folds de 'espace de modules E(M) dues & l'action du groupe d’isométrie, nous

restreindront aux questions de structure sur le pré-espace de modules E, (M).

Pour s’assurer de ne pas manquer de métrique d’Einstein de constante d’Ein-
stein différente et pour coller a la définition de ’espace de modules des métriques

d’Einstein, nous préférons fixer le volume égal a 1.
Lemme 1.21. Soit (M", go) une variété d’Einstein compacte et de volume 1, et
définissons

. ) R n—2_— .
®,,(g) == E(g) + 576,09 = Ric(g) — ;9>g + " ER(9)g + 009

Alors, il existe § > 0 (celui de la proposition 1.15) tel que
@, '({0}) N Bera(d) N {g, Vol(M, g) = 1}

soit exactement [’ensemble des métriques d’Finstein de volume 1 et en jauge di-

vergence par rapport d go dans Beoia(9).
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Démonstration. En appliquant d, a ®,,, on obtient

35200 (9) = 8, (E(9) ) + 0, (339)
=0+ 0,0;(009)

par I'identité de Bianchi. Ainsi, si ®,4,(g) = 0, en particulier, §,6; (5gog> =0, or en
intégrant par parties d,0,04,9 = 0 contre dg,g, on en déduit qu’en fait o, (690 g) =0
car 0,0, est inversible sur I'image de ¢, d’apres la preuve du lemme 1.15. En

réécrivant ®,,(g) avec cette nouvelle information, on obtient

et donc une métrique d’Einstein. O

Lemme 1.22. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit h un 2-tenseur sur

M. Alors, la variation infinitésimale du volume de (M, g) dans la direction h est :

d, Vol(M)(h) = ; /M tr,hdv,. (1.11)

Comme nous travaillerons toujours a volume constant ici, nous ne nous in-
téresserons qu’aux déformations infinitésimales préservant le volume, c’est-a-dire
satisfaisant [, tryhdv, = 0 avec les notations du lemme ci-dessus.

Les métriques proches en jauge divergence et de méme volume que gy au voi-
sinage de go sont donc exactement ®_'({0}). Il se trouve que pour une métrique
d’Einstein g, la linéarisation de @4, en gy appliquée a un 2-tenseur h satisfaisant
Jar trgohdug, = 0 est

1/, :
9 (vgovgoh — 2Ry, (h) — V;Otrgoh — (8900g01) g0 + (Agytrge 1) go + A(trg, h)90>

qui est un opérateur autoadjoint et elliptique (et donc Fredholm). Il a donc en
particulier un noyau de dimension finie. On appelle son noyau l’ensemble des

déformations infinitésimales d’Einstein de gq.

Remarque 1.23. Koiso caractérise de plus ces déformations d’essentielles car elles
sont transverses aux déformations triviales de changement d’échelle et d’action

par le groupe des difféomorphismes.

Lemme 1.24. L’ensemble des déformations infinitésimales de gy est ’ensemble
des 2-tenseurs symétriques h sur M tels que dg®4(h) = 0 et [y, trghdv, =0

(ce qui fize infinitésimalement le volume). C’est équivalent a avoir
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— trgoh =0
— 0g0h =10

— Py(h) = 1V2 Vo h — Ry (h) = 0.

Démonstration. La linéarisation de l'opérateur @, en gy d’Einstein et dans la

direction de h satisfaisant [, tr, hdvg, = 0 est
1 o
(s o)1) = 5 (v*w —9R(h) — V2trh — (86h)go + (Atrh)ge + A(trh)go),

ol toutes les opérations sont faites par rapport a go.

Intéressons-nous a son noyau et linéarisons g + 94(®g,(g)) = d40;04,9 en
go dans la direction h du noyau de dg,®g,, cela donne 0 = (dgoi'go (h)) =
(64005, )9g0 1 car @4, (go) = 0. Par inversibilité de 4,6, sur 'image de d4, on obtient

dgoh.
L’équation (dg, ®,,)(h) = 0 se simplifie donc en

V*Vh — 2R(h) — V2trh + (Atrh)g + A(trh)g = 0.

Si A < 0, en prenant la trace de cette expression, comme Ric(gy) = Ago, on
obtient
Agtrgoh + Atrg,h = 0. (1.12)

Il est alors clair par intégration par parties contre h sur notre variété compacte
sans bord que si la moyenne de la trace de h est nulle, alors tr, (h) = 0.

Si A > 0, quitte a effectuer un changement d’échelle, on peut supposer que
A =n—1. La premiere valeur propre de —A, \; satisfait alors \; > n avec égalité
sur la sphere seulement. En effet, si Af + Ay f = 0, alors Adf + \df = 0. Par la

formule de Bochner, on a alors
(V*V — \y)df + Ric(df) =0,
et donc, en prenant le produit scalaire avec df,
IVdf(I* = NlldfI* < —(n — D)ldf ||
Maintenant, comme Af = tr(Vdf), on a I'inégalité
Vsl = AP = 22 s

On obtient donc bien A\; > n, et (1.12) implique que trh = 0.
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3 Structure de ’espace de modules autour

d’une métrique lisse

Le pré-espace de modules des métriques d’Einstein au voisinage de gg, définition

1.17, E, (M) a une structure analytique au voisinage de go.

3.1 Applications analytiques entre espaces de Banach

Rappelons des définitions et théorémes de base sur les applications analytiques
entre espaces de Banach et les sous-ensembles analytiques qui nous serons utiles.
Soient ay, : V¥ — W, k € N des formes k-linéaires symétriques continues sur
V' & valeur dans W. La série entiére notée x € V > Y, apz® € W d’un espace de
Banach V' a valeur dans un espace de Banach W est définie comme la somme des
ag(x,...,x). On dira quelle converge si la somme réelle Y-, ||ax(z, ..., z)||w converge.

On en dérive la définition d'une application analytique

Définition 1.25 (Application analytique). Soient V et W des espaces de Banach,
et U un ouvert de V. Une application f : V — W est dite analytique si pour tout

point x € U, f est égale a une série entiere convergente au voisinage de x.

Cette définition est adaptée au cadre de ’analyse, et en particulier, le théoreme

des fonctions implicites est valable pour cette régularité.

Lemme 1.26 ([Whi65, Implicit Function Theorem, p. 1081)). Soient X, Y et Z
des espaces de Banach, et A un ouvert de X x Y. Supposons qu’une application
analytique f : A — Z satisfasse pour (zo,yo) € A,

L. f(x07y0) =0,
2. dizoyo) f(0,.) : Y = Z est un homéomorphisme.
Alors,

1. il existe N(xg), un voisinage ouvert de xo dans X et une unique application
continue g : N(zg) = Y telle que g(xo) = 3o, (x,9(x)) € A pour z € N(x),
et

f(z,9(z)) =0,

2. g est analytique,
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3. dyg = _(d(x,g(x))f(07 -))_1 o (d(m,g(:r))f('7 0)>~

Plus tard dans cette these, on se basera sur des métriques seulement approxi-
mativement d’Einstein et qui ne seront pas analytiques. Il sera crucial de noter
que les opérations entre tenseurs n’ayant qu’une régularité H® locale pour s assez
grand en fonction de la dimension ou ayant une régularité C*® pour k plus grand
que le nombre de dérivations sont en fait analytiques. Cela s’obtient en étendant
la preuve de [Koi83, Lemma 13.7] au cas (plus simple) des espaces de Holder.
L’outil principal est la théorie développée dans [Pal68] et la propriété cruciale est
que pour ces régularités, I’ensemble de fonctions forme une algebre muni de la

multiplication ponctuelle.

Lemme 1.27. Soient E et F' des fibrés vectoriels sur une variété M de dimension

n € N, et E€ et FC leurs complexifications. Soit f une section de E, et soit

v :U CFE — F, ouU est un voisinage de l'image de f, une application C*

préservant les fibres. Supposons que ¥ admette une extension ¢ : U¢ C B¢ — F©

préservant les fibres telle que la restriction de ¥° & chaque fibre soit holomorphe.
Alors, Uapplication V : H¥(E) — H*(F') définie par

U(u) =1ou

définie sur un voisinage de l'image de f est analytique pour s > {%J + 1.
De méme, Uapplication U : C**(E) — C*(F) définie par V(u) = ou définie

sur un voisinage de l'image de [ est analytique pour k + a > 0.

Nous n’aurons en particulier pas besoin d’utiliser la régularité analytique des
fonctions ou des métriques auxquelles on aura affaire, mais seulement une régula-

rité partielle.

Corollaire 1.28 ([Koi83, Lemma 13.9]). La composition, la différenciation et
les contractions sont des opérations analytiques entre espaces H® locaux pour s
suffisamment grand en fonction de la dimension et de ['opération. C’est aussi le
cas entre espaces C*® pour tout k,a tels que k + o plus grand que le nombre de

dérivations.

3.2 Structure d’ensemble analytique de I’espace de
modules
Nous allons montrer qu’au voisinage d'une métrique lisse gg, le pré-espace de

modules E, (M) a une structure de sous-ensemble analytique d'une sous-variété

analytique de dimension finie de M(M).
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Définition 1.29 (Sous-ensemble analytique). Soit X une variété analytique. Nous
dirons que Z C X est un sous-ensemble analytique de X s’il existe d € N et une

application analytique F : X — R? telle que
7 = F {0}

Remarque 1.30. D’apres le profond théoreme de structure de Lojasiewicz (voir

[F.0j65]), un sous-ensemble analytique est une union de sous-variétés analytiques.

3.2.1 Structure analytique du pré-espace de modules classique

La preuve classique de la structure de sous-ensemble analytique du pré-espace

de modules due a Koiso consiste & s’intéresser a ’ensemble des zéros de ®, .
go

Proposition 1.31 ([Koi83, Theorem 3.1]). Soit gy une métrique d’Einstein sur
une variété M. Alors, il existe U un voisinage ouvert de gy dans M(M) muni de la
distance C**(go) tel que l'espace ®,'({0})NU ait une structure de sous-ensemble
analytique d’une sous-variété analytique Wy, de M(M) de dimension finie. De
plus Uespace tangent a W, T, W, est l'ensemble ker dy P4, des déformations

infinitésimales de gg.

Démonstration. Soit M™ une variété différentielle et g une métrique d’Einstein sur
M de volume 1. Démarrons cette preuve en définissant la variété W, sur laquelle
on s’appuiera. Pour 0 < o < 1 et k € N, Papplication ®,, : C*2o — Ok et
analytiques grace au corollaire 1.27.

On définit 7, : C** — Im(d,®P, ) une projection sur Im(d,,®,) (dont
b, : CF2o

un supplémentaire est de dimension finie). Et posons Fy, = 7y,

Im(dy, ®,,). C’est une submersion par construction, et I'ensemble
WQO = Fggl({0}>7

est alors une variété analytique de dimension finie dont 1’espace tangent a gq est
ker dg,®,, par le théoreme des fonctions implicites qui assure de plus que son
espace tangent est I’ensemble des déformations infinitésimales de gq.

Maintenant, ®,, est une fonction analytique sur la variété analytique Wy, et

1 oy .
®_*({0}) en est donc une sous-variété analytique. O

Remarque 1.32. On voit donc qu’a priori, 'ensemble ®_'({0}) est de dimension
inférieure a W,,. La raison en est que toutes les déformations infinitésimales ne

sont pas intégrables, c’est-a-dire qu’étant donnée h une déformation infinitésimale
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de go, il n’existe pas nécessairement de courbe t € [~1,1] — g, € ®_'({0}) de
métriques telles que 0,g;4—o = h. Lorsque pour une déformation infinitésimale A,

une telle courbe existe, on qualifiera h d’intégrable

Remarque 1.33. L’intégrabilité d’une déformation infinitésimale h est équivalente
a son intégrabilité formelle, c’est-a-dire a I'existence d'une série go +th+ 359 %hl
satisfaisant formellement 1'équation d’Einstein, voir [Koi83, Theorem 3.2] dont la

preuve est une application de [Art68].

Corollaire 1.34. Soit go une métrique d’Finstein sur une variété M. Si toutes les
déformations infinitésimales de go sont intégrables, alors le pré-espace de modules
Eg (M) a une structure de sous-variété analytique dans un voisinage de go et son

espace tangent est [’ensemble des déformations infinitésimales de go.

3.2.2 Un nouveau pré-espace de modules adaptable au voisinage

d’une métrique non-lisse

Nous proposons une construction de pré-espace de modules qui se générali-
sera au voisinage des métriques singulieres, voir la derniere section du chapitre 4.
L’objectif est de définir une section de 'espace de modules des métriques d’Ein-
stein (& isométries pres) sans avoir & mettre nos métriques en jauge par rapport
a go, ce qui ne sera pas possible dans le cas singulier ou la métrique gg ne sera
pas lisse ou pas définie sur la méme variété. Définissons, pour une métrique g,
g 1= Id — 03(040%) 104, ol (840;) " est Vinverse de 9,0} : ker(dy)"s — ker(d,)*
une projection sur le noyau de d,. Nous allons définir une autre section du pré-
espace de modules au voisinage d’une métrique gy compact ou ALE. En notant
O(go) le noyau L* de P,, sur I'ensemble des 2-tenseurs a trace et divergence
nulles, et en en choisissant <0i){1<i<d} une base orthonormée, nous définissons pour

v = (vy,...,v4) € R? la métrique

d
9v = go + Z%’Oi
i=1
qui est une premiere approximation d’une potentielle déformation d’Einstein de
go dans la direction v. L’ensemble des g, pour v € R? est 'espace tangent en gy &
I’ensemble des métriques que I'on qualifiera d’Einstein modulo obstructions par la

suite.

Une nouvelle mise en jauge.
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Lemme 1.35. Soit (M", gy) une variété d’Einstein compacte. Alors, pour tout
ke NetO< a<1ilexiste e > 0 tel que pour toute métrique g satisfaisant
lg — gollcre < € et Vol(g) = Vol(go), il existe un unique v € O(go) pour lequel il

existe un difféomorphisme ¢ : M — M et une constante ¢ > 0 tels que l'on ait

6971 ((p*g) = 07

et
© g — go Ly, 5, 0(g0).

De plus, le difféomorphisme ¢ est proche de lidentité en norme C*1%, et v est

proche de 0.

Démonstration. D’apres le théoreme de la tranche d’Ebin, lemme 1.16 et sa preuve,
lemme 1.15, pour toute métrique ¢ et tout v € R? suffisamment petit, il existe un

unique champ de vecteurs X (g,v) L,, ker 0, tel que l'on ait

5gv eXpi;((g,v) g= 0.

Nous cherchons alors naturellement v tel qu’on ait en plus eXPY(g0) 9 — Yo Lg,
74, 0(g0). Or, comme dg, (exp’y(, ,) 9 —gv) = 0, c’est équivalent & avoir exp’y(, .,y g —
gv Ly, O(go) car pour tout o € O(gp), 75,0 —0 L, kerd,, .

Considérons alors I'application

F (97 U) = W%(g0)<eXP§<(g,v) g— gv>7

ou WQO”( g0) €St la projection orthogonale pour g, sur O(gy). Nous considérerons F'
sur un voisinage de (go, 0) dans (C’k’o‘ N{g'| Vol(¢') = Vol(gg)}> x R4, pour k € N
a valeur dans O(gg). On peut lui appliquer le théoréeme des fonctions implicites,
lemme 1.26. En effet, F'(go,0) = 0 et d(g,,0)F(0,v) = v est bien un isomorphisme
et les espaces (C’W N{g'| Vol(¢') = Vol(go)}) x R% et O(gy) sont bien de Banach.
Ainsi, il existe une application analytique (unique en tant qu’application continue)

V telle que pour toute métrique g dans un voisinage de gg, on ait
F(g.V(g)) =0.
[

On en déduit en particulier, pour toute métrique g d’Einstein dans un C*°-

voisinage de g telle que Vol(g) = Vol(go), il existe un unique élément de R?, V(g),



40 Chapitre 1. Espace de modules des métriques d’Einstein

tel que

1. 5QV(g)<eXp§€(gvV(g)) g) =0, et
2. eXp;((g,V(g)) 9= 9vie) Loy 71—!JV(g)O<90)’
et donc en particulier, nous avons <I>gv(9><exp§((gvv(g)) g) = 0. Réciproquement, si

g, satisfait ® (ﬁv) = 0, alors Ric(§g,) = Ag, et dy,5, = 0.

9v(9)

Un nouveau pré-espace de modules au voisinage de go. Nous définissons
alors Ej (M) comme I'ensemble des métriques g dans un voisinage Cte de g

satisfaisant, il existe v € R tel que :
L. Ric(g) = Ag, Vol(g) = Vol(go),
2. 9= 9o Ly, 1, 0(90),
3. 05,9 =0.

Pour chaque v, nous allons voir qu’il existe au plus une solution a l'aide d’une
réduction de Lyapunov-Schmidt dans la proposition suivante. Les v pour lesquels
il existe g, satisfaisant g, — g, L,, 75, O(g0) et @y, (gv) = 0 parametrent alors
E; (M) et nous donnent bien une tranche de E(M) au voisinage de go a isométrie
pres.

Proposition 1.36. Soit M"™ une variété différentielle, et soit go € E(M), et d la
dimension du noyau L* de dg,®,, parmi les 2-tenseurs d trace nulle, noté O(g),
et choisissons (0;); une base orthonormée de O(gp).

Alors, il existe € > 0 tel que pour tout v € R? tel que |v| < ¢, il existe une

unique métrique g, telle que si l'on note g, := go + Y_; V;0;,

®y,(90) = E(Go) + 05,09, 90 € 74,0(90),

et satisfaisant les conditions de jauge suivantes :
1. |lgo = Gollcre < 2,
2. Gv — Gv L12(g,) T4, 0(g0)-
De plus, I’ensemble des déformations d’Einstein modulo obstructions,

A

Wy, = {g,, |veR? |v| < 5}
est une sous-variété analytique de go-+C™?, et I'ensemble des métriques d’Einstein,

E;, (M) = {4, € Wy, | ®4,(3) = 0}
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est un sous-ensemble analytique de la variété analytique Wgo.

Démonstration. Soient (M™, go) une variété d’Einstein, (0;)1<i<ay une base ortho-
normée de O(go), v = (v, ...,v4) € RY, et 3, v;0; € O(go). Dans la preuve qui suit,

tous les produits scalaires sont ceux de la métrique g, := gg + >_; v;0;.

Soit £ € N, le lemme se montre par théoreme des fonctions inverses pour les
applications analytiques appliqué a 'application analytique ¥ : R x C*+2a

CFe x Ck29 qui a une métrique g associe
U(v,g) = (”iZUO(gwi‘I’gv(g) » M, 0o (9 — 9v>>'

La linéarisation de 'opérateur en g, est inversible pour v suffisamment petit.
En effet, en gy, la linéarisation d(g g,V (0,.) est (71'(9)0(90) 1dgy @y, , TR go)) qui est
inversible par définition de O(gg) qui est le noyau et le conoyau de la linéarisation
de ®, .

Les termes quadratiques sont classiquement contrdolés a partir de la forme sché-
matique des variations de la courbure de Ricci, en notant abusivement * diverses

contractions de tenseurs :
Ric(g+ h) = Ric(g) + (g +h) "'« Rm(g) + (g +h) 2% V2h + (g+h) > * Vh* Vh.

Il existe donc C' > 0 ne dépendant que de go tel que |[¥(v, g,)||cra(g) < Clvf?
par le controle des termes non-linéaires. On déduit du théoreme des fonctions
implicites pour les applications analytiques, lemme 1.26 que pour v suffisamment
petit, il existe une unique solution g, de ¥(v, j,) = 0 telle que pour C’ > 0 ne

dépendant que de gg, on ait
G0 — gUHCkJFQvO‘(gO) < C'\U!2.

L’application v — g, est analytique et injective pour v dans un voisinage U de zéro.
L’ensemble W,, := {§,,v € U} a donc une structure de sous-variété analytique de

C**2e pour U suffisamment petit.

Sur Wgo, l'application g, — FE(§,) est analytique et s’annule exactement sur

les métriques d’Einstein. O
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4 Voisinage d’une métrique lisse au sens de

Gromov-Hausdorff

Durant toute la suite de cette theése, nous étudierons souvent des suites de
métriques satisfaisant diverses propriétés de courbure (bien souvent d’Einstein).
Il nous sera donc souvent utile d’étudier leur comportement limite. Pour cela, il
nous faudra utiliser une topologie ayant de bonnes propriétés de compacité. Une

telle topologie sera donnée par la distance de Gromov-Hausdorft.

4.1 Distance de Gromov-Hausdorff et compacité

Rappelons tout d’abord les définitions et propriétés de base de la distance de

Gromov-Hausdorft.

Définition 1.37 (Distance de Hausdorff, d*). Soit (Z,d) un espace métrique et
solent X et Y des sous-ensembles de Z. On définit la distance de Hausdorfl entre

X et Y comme :

d¥(X,Y) := max (sup d(xz,Y)sup , d(y, X),).
zeX yey
Définition 1.38 (Distance de Gromov-Hausdorff, dgp). Soient (X, dx) et (Y, dy)
deux espaces métriques compacts. On définit la distance de Gromov-Hausdorff,
dem, entre (X, dx) et (Y, dy) par

don((X,dx) , (Y, dy)) = inf 7 (X, Y)

ou l'infimum est pris sur les espaces métriques (Z,d) et les plongements isomé-
triques de (X, dx) et (Y,dy) dans (Z,d).

Remarque 1.39. 11 y a plusieurs définitions différentes de cette distance qui in-
duisent la méme topologie sur I’ensemble des espaces métriques. La définition que
I’on a choisie est celle introduite par Gromov et a I’avantage de justifier le nom de

cette topologie.

Il est aussi possible de définir la convergence d’espaces non compacts qui revient

a une convergence sur les compacts.

Définition 1.40 (Distance de Gromov-Hausdorff pointée). Soient (X, dx,z) et
(Y,dy,y) deux espaces métriques pointés. On définit la distance de Gromov-

Hausdorff pointée, encore notée dgy, entre (X, dx,x) et (Y, dy,y) par 'infimum
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des € > 0 tels que l'on ait
don ((X,dx, ), (Y,dy,y)) = inf {¢ , dop(Bay(z,67") , Bay(y,c7")) <¢}

Cette notion de distance est entre autres motivée par le crucial théoreme de
compacité de Gromov, théoreme 0.1 énoncé en introduction, mais elle a des appli-

cations dans de nombreux autres domaines.

Remarque 1.41. La borne sur la courbure de Ricci n’est présente dans les hypo-
these que parce qu’elle assure que ’espace obtenu est doublant, c’est-a-dire que le
volume de ses boules ne peut pas croitre a une vitesse plus qu’exponentielle en
leur diametre.

Remarque 1.42. Cette notion de convergence a donc d’excellentes propriétés de
convergence dans le cadre qui nous intéresse mais est extrémement faible. En
particulier, elle ne dit rien sur les propriétés topologiques d’espaces proches les
uns des autres. Par exemple, tout espace métrique compact est limite d’espaces
métriques discrets, et il n’y a aucun espoir de contréler la dimension ou le nombre

de composantes connexes sans hypothese supplémentaire.

L’enjeu est alors souvent de tout d’abord étudier les propriétés particulieres
des métriques de la suite afin de déterminer si les limites possibles ont une certaine
régularité. Il convient ensuite d’étudier si la convergence a lieu dans un sens plus
fort qui préserverait par exemple des propriétés topologiques, géométriques ou

analytiques.

4.2 Compacité de Cheeger-Gromov

Un premier exemple d’ensemble de métriques auquel la compacité de Gromov
s’applique est I’ensemble des métriques a courbures sectionnelles bornées. La ré-
férence [HHI7] et les articles mentionnés dedans donnent un bon panorama des
premiers résultats de cette théorie.

Au controle des métriques en coordonnées harmoniques du corollaire 1.5, nous

pouvons ajouter le théoreme profond de Cheeger-Gromov-Taylor.

Théoréme 1.43 ([CGT82, Theorem 4.7]). Soit (M, g) une variété riemannienne
dont les courbures sectionnelles sont bornées par K, le volume minoré par v et le
diameétre majoré par D.

Alors, il existe une borne inférieure i = i(K,v, D) > 0 sur le rayon d’injectivité

de (M,g).
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Esquisse de preuve. Considérons un point = € M, puis tirons en arriere la mé-
trique autour de x grace a des coordonnées géodésiques jusqu’au rayon de conju-
gaison, conj, qui est minoré a l'aide des courbures sectionnelles. Nous obtenons
ainsi une métrique lisse sur une boule de rayon conj,.

Le rayon d’injectivité, inj, majore la longueur des géodésiques qui se referment

sur elles-mémes. Cela permet de minorer le nombre de préimages disjointes de la

conjy

boule B(x,inj,) dans la carte géodésique de rayon conj, par un nombre N > o

Nous avons donc une inégalité
N Vol(B(0,inj,)) < Vol(B(0, conj,)). (1.13)

Par I'inégalité de Bishop-Gromov sur la boule Vol(B(0, conj,)) ou la courbure de

Ricci est minorée, on obtient un controle du type

CONjs Vol(B(0, conjy,)) < C(K,U,D)Conjx.

< < — — 1.14
NJy Vol(B(0,inj,)) ingjr ( )

On en déduit donc que pour n > 2 (le cas n = 1 est beaucoup plus simple), on a
inj, > C'(K,v, D)7 conj,. (1.15)
O

En combinant les énoncés de la proposition 1.5 et du théoreme 1.43, nous

obtenons le théoreme de compacité de Cheeger-Gromov.

Corollaire 1.44 (Compacité de Cheeger-Gromov). Soit (M;, g;); une suite de

variétés riemanniennes satisfaisant
1. leurs courbures sectionnelles sont uniformément bornées
2. leurs volumes sont uniformément minorés
3. leurs diametres sont uniformément majorés

Alors, il existe une sous-suite telle que toutes les variétés soient difféomorphes.
FElles convergent de plus, a difféomorphisme-prés de maniére C** vers une va-
riété riemannienne (My, goo) dont la métrique est de classe CH® en coordonnées

harmoniques.

Esquisse de preuve. La partie la plus difficile de cette preuve, que nous ne déve-
lopperons pas ici, est la construction d’'un difféomorphisme entre deux variétés

proches au sens de Gromov-Hausdorff. Une bonne référence est [GW88].
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L’idée est d’effectuer un recouvrement de Vitali de I'une des deux variétés
par des boules harmoniques puis d’en déduire un recouvrement similaire sur la
seconde variété a ’aide de la proximité de Gromov-Hausdorff. Cela nous donne des
difféomorphismes locaux qu’il faut ensuite “recoller” en un difféomorphisme global.
La technique classique est de considérer des barycentres des points différentes
cartes qui se superposent.

Le controle des métriques en coordonnées géodésiques (ou presque linéaires)
puis harmoniques, permet alors de contréler la distance entre les métriques et de

prouver une convergence en norme C'® voir encore une fois [GW88]. O

4.3 Reégularité des métriques d’Einstein

4.3.1 e-régularité des métriques a courbure de Ricci bornée

Présentons tout d’abord un résultat de [And89], voir aussi [CC96] et [CN15,
section 2.2]. Il affirme qu’une métrique a courbure de Ricci bornée qui est locale-
ment proche au sens de Gromov-Hausdorff d'une boule Euclidienne, a en réalité

une courbure bornée.

Proposition 1.45 (e-régularité, [And89]). Pour tout n € N, il existe ¢ > 0 tel
que pour toute variété riemannienne (M, g), s’il existe un point p € M, tel que
l'on ait

1. |Ricy | < € sur By(p,2), et

2. den((By(p.2), 9), (By.(0.2),9.)) <&,

alors, on a
|Rmy | <1, sur By(p,1). (1.16)

Si la métrique est d’Einstein, les dérivées de la métriques sont aussi uniformément
controlées.

Remarque 1.46. La deuxieme hypothése de la proposition 1.45 est équivalente
(& une constante différente-pres) a avoir un volume proche de celui de la boule
Euclidienne d’apres [Col97, Theorem 0.8].

Remarque 1.47. Ce résultat est faux en supposant uniquement une borne inférieure
sur la courbure de Ricci. Il suffit de lisser un cone sur une sphere de rayon plus
petit que 1 mais arbitrairement proche de 1 a ’aide d’une métrique a courbure

positive pour obtenir des contre-exemples.
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Remarque 1.48. Un résultat encore plus difficile d’e-régularité de [CN15] donne la

méme conclusion en remplaccant la deuxieme hypothese par

dan ((By(p,2),9), (Brn-sxc(2)(0,2), 9.)) <&,

pour C'(Z) un coéne quelconque. Nous retrouvons le lemme 1.45 avec C(Z) =

C(S2).

4.3.2 De Gromov-Hausdorff & C*

Nous en déduisons par régularité elliptique que pour toute métrique d’Einstein,
les métriques d’Einstein suffisamment proches au sens de Gromov-Hausdorff sont

en fait proches dans le sens lisse du début du chapitre.

Corollaire 1.49. Soit (M, go) une variété d’Einstein compacte a constante d’Ein-
stein bornée par n — 1. Alors, pour tout 6 > 0, il existe n > 0 tel que si (N, g) est

une variété riemannienne a courbure de Ricci bornée par 10(n — 1) telle que

dGH((M7 g0), (V, 9)) <,

alors, M = N et il existe un difféomorphisme ¢ : M — M tel que

lg — gollere < 0.

Si (N, g) est d’Einstein, on peut de plus obtenir des controles pour les dérivées

d’ordre supérieur.

Démonstration. Soit (M, go) une variété d’Einstein, et soit K tel que | Rmy, | < K,
0 < vy < Vol(M, go) et Dy > diam(M, go). D’apres la proposition 1.3 combinée a
1.43, pour tout £ > 0, il existe rg = 1o(g, K, v9) > 0 tel que pour tout point p de
M, on ait

€
der (Bgy(p,2r0), By, (2r0)) < 570 (1.17)
Supposons, quitte a prendre ry plus petit, que 106(n -1) < 2 Soit maintenant
7o
(N, g) a courbure de Ricci bornée par 10%(n—1) satisfaisant dg H( (M, o), ) <
sro. Alors, grace a (1.17) sur chaque boule de rayon 2 de (N, g), on a

Ao ((By(p.2r0).9). (B,.(0,2r0). 0.)) < 5o
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On en déduit en choisissant ¢ la constante du lemme 1.45 que 1'on a

| =

|Rmy | <

N

r

sur toute la variété (N, g). Par la convergence du volume de [Col97], on déduit
alors du théoreme 1.44 de compacité de Cheeger-Gromov, par un argument par

contradiction, que pour tout ¢ > 0, il existe n pour lequel si 'on a

dGH((M, %), (N, g)) <,

pour 0 < n < $rp suffisamment petit, alors

lg — gollere < 0.

]

En utilisant alors la structure analytique de I'espace de modules des métriques
d’Einstein au voisinage d’une métrique lisse prouvée dans la section précédente,
nous en déduisons que la constante d’Einstein est la méme pour toutes les mé-
triques suffisamment dg gz —proches et de méme volume qu'une métrique d’Einstein

lisse donnée.

Corollaire 1.50. Soit (M, go) une variété d’Einstein compacte a constante d’Ein-
stein A telle que |A| < n — 1. Alors il existe n > 0 tel que pour toute va-
riété d’Einstein (N,g) d courbure de Ricci bornée par 10%(n — 1) satisfaisant

Vol(N, g) = Vol(M, go) et

dGH((M> 90); (N, 9)) <,
on ait Ric(g) = Ag.

Démonstration. Soit (M, go) une variété d’Einstein et soit n > 0 suffisamment
petit pour que le d(n) du corollaire 1.49 soit suffisamment petit pour que les
métriques (N, g) de I’énoncé appartiennent au voisinage U de la proposition 1.31
(la régularité elliptique de I’équation d’Einstein permet de passer de C* & C*).

L’ensemble des métriques a distance dgy au plus n de (M, go) et satisfaisant
les hypotheses de I’énoncé a ainsi une structure de sous-ensemble analytique. C’est
donc localement une union de sous-variétés analytiques et donc localement connexe
(quitte a choisir un voisinage plus petit), avec de plus des courbes analytiques

1

reliant les métriques a go. Comme la différentielle de g — R, = VollNg) Iy Ry dyy
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en une métrique d’Einstein est nulle pour les déformations a volume constant, nous
en déduisons que R est constante. Comme elle est proportionnelle & la constante
d’Einstein divisée par le volume qui est supposé constant, la constante d’Einstein

est constante. O

Remarque 1.51. En dimension 4 on peut se défaire de I’hypothése sur la borne de
la courbure de Ricci de g dans les deux énoncés précédents en la remplaccant par

une condition topologique a l'aide de la formule (2.2).

5 Applications

Présentons maintenant deux applications des résultats précédents. Le premier
est la preuve de la complétude de 'espace de modules des métriques d’Einstein
en dimension 2 et 3, ce qui motivera la complétion de 'espace de modules en
dimension 4 présentée dans le chapitre suivant (ch. 2) puis dans le reste de la these.
Le deuxieme est la rigidité des métriques a courbures sectionnelles constantes

égales a 1 dans un sens fort et quantitatif qui nous servira dans le chapitre 3.

5.1 Complétude de ’espace de modules en dimension 2

et 3 pour la distance de Gromov-Hausdorff

En dimension 2, il n'y a qu'une notion de courbure, celle de Gauss qui vaut
a une constante pres la courbure de Ricci et la courbure scalaire. En effet, les
courbures sectionnelles sont définies comme les courbures de Gauss de plans géo-
désiques, or il n’y en a qu’un ici, les différentes moyennes de cette unique courbure
sont donc proportionnelles.

En dimension 3, la courbure de Ricci controle aussi le tenseur de courbure de

Riemann car nous avons la formule suivante,
1
Riji = 9iRji — ga Rk — g R + gl — 3 R(gigj1 — 9u9;k) (1.18)

qui peut par exemple étre retrouvée dans [Hamg&2, Theorem 8.1], ou les R;;i; sont
les courbures sectionnelles et les R;; les composantes de la courbure de Ricci en
coordonnées.

Lorsque 'on considere des suites de métriques d’Einstein en dimension 2 et 3
a courbure de Ricci bornée, alors, leur courbure Riemannienne est bornée et 1’on

se retrouve dans le cadre du corollaire 1.44.
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Théoréme 1.52. Soit (M, g;); une suite de variétés d’Einstein de dimension
2 ou 3 de volume 1, de courbure de Ricci uniformément bornée et de diamétre
uniformément borné.

Alors, il existe une sous-suite convergeant vers une variété lisse d’Einstein et

de plus, la convergence a lieu au sens C*°.

Remarque 1.53. Bien que ces espaces de modules soient complets au sens de
Gromov-Hausdorff, ils ne sont pas compacts. En effet, lorsque I'on autorise leur
diametre a tendre vers 'infini, deux types de dégénérescences sont envisageables :

I'effondrement et la formation de cusps hyperboliques.

, T “

(a) Effondrement.

®

=

(b) Formation de cusp.

FIGURE 1.1 — Dégénérescences de métriques d’Einstein en dimension 2.

Nous verrons qu’en dimension 4 des singularités coniques peuvent se former a
distance de Gromov-Hausdorff finie. Avec la formation de cusps et ’effondrement,
ce sont les seuls types de dégénérescences qui apparaissent en dimension 4, voir
[And92] pour une preuve dans le cadre L? et [CT06] pour une preuve pour la

distance de Gromov-Hausdorff.

5.2 Proximité C** d’ordre optimal avec une métrique

ronde

Montrons dans cette partie que I’on peut obtenir un controle d’ordre optimal
entre une métrique a courbures sectionnelles presque égales a 1 et une métrique
ronde lorsque le volume est minoré. Une conséquence du théoréeme de compacité

de Cheeger-Gromov, théoreme 1.44 est le lemme suivant.
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Lemme 1.54. Pour toutn, 0 < a <1, >0 et vy > 0, il existe ¢ > 0 tel que si
(M"™, g) satisfait

1. 1 —e < Sec(g) < 1+e¢,
2. et Vol(M) > vy,

alors il existe I' un sous-groupe fini de SO(n+ 1) (dont le cardinal est magjoré par

une fonction de vy ), et un difféomorphisme ® : S"/T' — M tel que :

S o <6,

H(ID*g -9 Cla

\ n /. . \ . Ve \
ou g° T est une métrique d courbures sectionnelles constantes égales a 1 sur S™/
r.

Nous allons en fait montrer le résultat suivant qui est un raffinement du lemme
1.54.

Proposition 1.55. Soit (M, go) une variété a courbures sectionnelles constantes
égales a 1, et k € N. Alors, il existe § > 0 et C > 0, tel que si une métrique g sur
M satisfait :

lg = gollorra <6,

alors, il existe un difféeomorphisme ® : M — M, pour lequel

19*g — goll 1.0 < C|| Ricg) — (n = 1)g|

Cck’

Remarque 1.56. 11 suffit en fait que la métrique d’Einstein gy n’admette pas de
déformations infinitésimales pour avoir un résultat similaire. C’est par exemple

aussi le cas si la métrique est a courbures sectionnelles négatives.
Corollaire 1.57. Pour toutn, 0 < o < 1 et vg > 0, il existe eg > 0 et C' > 0 tels
que pour tout 0 < e < g, si (M™,g) satisfait :

1. 1 —e < Sec(g) < 1+e¢,

2. et Vol(M, g) > vy,

alors il existe ' un sous-groupe fini de SO(n+ 1) (dont le cardinal est majoré par
une fonction de vy ), et un difféomorphisme ® : S"/T" — M tel que

|®*g — gol|cr.e < Ce.

Remarque 1.58. Ce qui est important pour nous ici, c’est que le € de I'estimation
finale soit bien celui de l'inégalité 1 — e < Sec(g) < 1 +e.
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Proposition 1.59. Si une métrique gy a des courbures sectionnelles constantes
égales a 1, alors la linéarisation de @y, : g — FE(g) +6;04,9 au voisinage de go est

inversible sur les 2-tenseurs h satisfaisant [y, trg hdvg,.

Démonstration. D’apres le lemme 1.24, I'équation dg P, h = 0 se réduit a
V*Vh —2R(h) = 0.
Si les courbures sectionnelles de gy sont toutes égales a 1, alors,
Ry, (h) = trgy(h)go — h,
et donc, comme try,h = 0, on obtient
V*Vh+2h =0,
qui implique que h = 0 par intégration par parties contre h. O]

Maintenant, lorsque nous avons un opérateur inversible entre espaces de Ba-

nach, nous avons en fait un contrdle uniforme sur son inverse.

Lemme 1.60. Pour tout opérateur linéaire Fredholm et injectif P entre des espaces
de Banach X etY, il existe C = C(P) > 0, et g9 = eo(P) > 0 tels que : pour tout

opérateur P’ satisfaisant pour tout u € X,
I(P" = Pully < eollullx,

on ait :
Julx < CIPully.

Ce lemme est une conséquence du théoreme de l'inverse de Banach appliqué
a l'opérateur Fredholm P en restreignant l'espace d’arrivée Y a I'image de P qui
est fermée par hypothese.

On déduit alors du théoreme des fonctions inverses 1.12 et des contrdles du

lemme 1.60 le résultat suivant.

Corollaire 1.61. Si une métrique go a des courbures sectionnelles constantes
égales a 1, alors pour toutl € N, il existe d > 0, et C' > 0 tels que, si une métrique

g satisfait ||g — go|lwi+2s < 0 et a le méme volume que gy, alors,

19 = gollwr+zp < C[| Py, (9) I
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Maintenant que 1'on a montré que la linéarisation de notre opérateur était
inversible, on peut conclure en utilisant le théoreme des fonctions inverses pour
estimer a quelle distance il se trouve du seul zéro de l'opérateur d’Einstein en

jauge divergence, la métrique gg que I'on a fixée.

Proposition 1.62. Soit (M, go) une variété a courbures sectionnelles constantes
égales a 1, et k € N. Alors, il existe 6 > 0 et C > 0, tel que si une métrique g sur
M satisfait :

19— gollewtra <6

alors, il existe un difféeomorphisme ® : M — M, si k > 1,

19*g = gollcrsre < C|| Ric(g) — (n = 1)g|

Ck—l,a7

ou bien, st k =0,

19*g — gollcre < C|| Ric(g) — (n—1)g]

co’

Démonstration. Soit (M, gy) une variété a courbures sectionnelles égales a 1, et
soit 0 > 0 la constante du lemme 1.15, et de celui du corollaire 1.61. Alors, d’apres

le lemme 1.15, il existe un difféomorphisme ® : M — M tel que
0g0® g = 0.

On a donc, [|[®,(P*g)|lcr < H Ric(g) — (n — l)g‘ o €t par le corollaire 1.61,

on en déduit qu’il existe C' > 0, indépendante de ¢ telle que

llg — gollcrira < Cé,

car sur la sphere, pour p suffisamment grand, W**2P se plonge continfiment dans

CF*+he et CF se plonge continfiment dans WP, n



Chapitre 2

Complétion au sens de
Gromov-Hausdorff de ’espace de
modules des métriques d’Einstein

en dimension 4

Dans ce chapitre et dans la suite de cette theése, nous nous focalisons sur la di-
mension 4. Contrairement aux dimensions inférieures, I’espace de modules des mé-
triques d’Einstein n’est plus complet lorsqu’il est muni de la distance de Gromov-
Hausdorff. Nous rappelons tout d’abord quelques particularités de la dimension
4 qui motivent cette étude. Nous présentons ensuite la complétion de 'espace de
modules des métriques d’Einstein de dimension 4. Nous verrons que le seul type
de dégénérescence possible fait apparaitre des espaces singuliers qui se forment

apres la contraction des bulles du probléme.

Contributions. Nous présentons des preuves concises et peut-étre plus mo-
dernes de résultats montrés au cours des années 70 et 80, ce qui permet de fixer

les notations et d’avoir des résultats de base clairs pour la suite de la these.

1 Meétriques d’Einstein en dimension 4

Comme évoqué en introduction, la dimension 4 présente des caractéristiques
spécifiques en géométrie et en topologie. Nous en présentons quelques unes dans

cette section.

53
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1.1 Quelques particularités des métriques d’Einstein

lisses en dimension 4

Certaines de ces propriétés de la dimension 4 que nous exhibons ci-dessous
permettent de justifier le c6té “optimal” des métriques d’Einstein pour cette di-

mension.

1.1.1 Variétés topologiques et différentiables en dimension 4

La topologie en dimension 4 est un vaste sujet dans lequel beaucoup de résultats
sont frappants et inattendus, voir par exemple [Sco05]. Ce domaine se trouve a
Iintersection de la topologie de “haute” et de “basse” dimension et semble hériter

de leurs difficultés respectives.

Tout au long de cette these, nous utiliserons le terme de variété pour désigner
une variété différentielle. De méme le terme topologie, désignera une structure dif-
férentiable fixée (dont la régularité n’a pas d’importance par un théoréme classique
de Whitney). Nous ne nous poserons donc jamais la question du choix d'une struc-
ture différentiable sur une variété topologique qui apparait a partir de la dimension
4.

Pour illustrer la difficulté de cette question, mentionnons d’une part que le
nombre de structures différentiables sur la spheére (topologique) S* n’est toujours
pas connu, et d’autre part qu’il existe une infinité non dénombrable de structures

différentiables sur R* topologique d’apres la théorie de Donaldson.

1.1.2 Courbure et 2-formes en dimension 4

En dimension 4, I’étoile de Hodge restreinte aux 2-formes, * : Q2 — Q2 satisfait
x? = Id et ses valeurs propres sont donc 1. On note alors Q% les espaces propres
associés qui sont tous les deux de dimension 3, €2, est l’ensemble des 2-formes

autoduales alors que €)_ est 'ensemble des formes anti-autoduales, et 'on a
2 2 2
0" =07 Q.

Cette somme directe est orthogonale pour le produit scalaire donné par la forme
bilinéaire w — w A w qui satisfait de plus wi A wy = F|w|?dvol si wy € QL.

Grace a cette somme directe, I’endomorphisme symétrique sur les 2-formes,



1. Métriques d’Einstein en dimension 4 5}

noté R donné par la courbure Riemannienne se décompose par blocs,

Rt Ric’
Ric" R~

ot les Ric® forment la partie sans trace de la courbure de Ricci, et ou R* :=

+ R
W=+ 3,

parties autoduale et anti-autoduale du tenseur de Weyl, .

avec R la courbure scalaire, et ot les tenseurs sans trace W+ sont les

Nous dirons qu'une métrique d’Einstein est autoduale si 'on a W~ = 0 et

anti-autoduale si W+ = 0.

1.1.3 Norme L? de la courbure

En dimension 4, une quantité naturelle pour mesurer a quel point une métrique
est courbée est la norme L? du tenseur de courbure de Riemann, noté Rm. Celle-ci
est invariante par changement d’échelle pour cette dimension.

La formule de Chern-Gauss-Bonnet implique que pour toute métrique g sur

une variété M de dimension 4, nous avons
/M | R, [2dv, = 872y (M) + /M | Ric? [2du,, (2.1)

ol Ricg = Ric, —%g, est la partie sans trace de la courbure de Ricci et x (M) la
caratéristique d’Euler qui ne dépend pas de g.

On en déduit donc que les métriques satisfaisant Ric® = 0 sont les seules
& minimiser [, | Rm, |*dv, lorsqu’elles existent, et que pour une telle métrique,
[y | Rmy [*dv, = 872y (M) est de plus purement topologique. La condition Ricg =
0 est en fait équivalente a la condition d’Einstein par la contraction de la seconde
égalité de Bianchi qui donne ¢, (Ricg —@g) = 0. En effet, comme Ricg =0
implique Ric, = %g, nous avons donc nécessairement dR, = 0 puis Ric, est
constante.

Cette norme L? sera vue comme une énergie controlée de maniére purement

topologique et sera a la base de la plupart de nos arguments analytiques.

1.1.4 Inégalité d’Hitchin-Thorpe
Pour une variété d’Einstein de dimension 4, comme vu dans la partie précé-

dente, la formule de Chern-Gauss-Bonnet implique la formule,

1 1 R?
M :7/ Rm [2d :7/ ( Vet W2)d 9.9
=5 [ mmpa= L (e, e2)
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qui nous assure déja que pour qu’'une métrique d’Einstein existe sur une variété
M nous avons nécessairement x (M) > 0 avec égalité pour les métriques plates

uniquement. La formule de signature de Hirzebruch est

1
1272

(M) / (W] = W [?) do. (2.3)
M
De plus, comme [, [W*|?dv > 0 et [,; R*dv > 0, grdce a (2.2) et (2.3), on obtient

I'inégalité de Hitchin-Thorpe suivante pour les variétés d’Einstein,
2x(M) = 3|r(M)].

avec égalité si et seulement si M est un quotient du tore plat ou d’une variété
hyperkahlérienne.
On en déduit qu’il existe des variétés en dimension 4 sur lesquelles il n’existe

pas de métrique d’Einstein.

Exemple 2.1 (Variétés de dimension 4 sans métriques d’Einstein). Simplement
avec la condition y(M) > 0, nous pouvons trouver des variétés de dimension
4 n’admettant pas de métriques d’Einstein. Par exemple les fibrés en cercle sur
M3 # T3 ou bien, les produits de surfaces S? x 3, pour v > 2 ou X, est la surface

de genre v n’admettent pas de métriques d’Einstein.

1.2 Variétés Ricci-plates ALE et singularités orbifolds

En dimension 4, les métriques d’Einstein n’ont plus nécessairement une cour-
bure bornée et peuvent développer des singularités. Nous verrons dans la partie
suivante que ces singularités sont les plus simples et lisses envisageables et que 1'on
peut comprendre leur formation au sens de Gromov-Hausdorff. Présentons donc

des exemples de telles dégénérescences.

1.2.1 Définitions

Donnons pour commencer les définitions d’orbifold et d’espace asymptotique-
ment localement euclidien (ALE) qui seront respectivement les espaces singuliers

et les modeles de singularités des dégénérescences que 1'on étudiera.

Définition 2.2 (Orbifold (a singularités isolées)). Nous dirons qu'un espace mé-
trique (M,,g,) est un orbifold (a singularités isolées) s’il existe g > 0 et un
nombre fini de points (py)r de M, que 'on qualifiera de singuliers tels que 1'on ait

les propriétés suivantes :
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1. Pespace (M\{pk}, go) est une variété riemannienne,

2. pour chaque point singulier p;, de M,, il existe un voisinage de px, Uy C M,,
un sous-groupe fini I'y C SO(4) agissant librement sur la sphere, et un
difféomorphisme ®; : B.(0,59) C RY/Ty — U, C M, pour lequel ®}g, est

lisse lorsqu’elle est tirée en arriere sur R*, et donc en particulier
l |VZ( * o )| <C 2
Te k9o — ge)lc2(ge) S LiTe-

Définition 2.3 (Variété ou orbifold asymptotiquement localement euclidienne
(ALE)). On dira qu'une variété ou un orbifold (N, g) est asymptotiquement lo-
calement euclidien (ALE) s’il existe 7 > 0 et un compact K C N, un rayon
R > 0, T un sous-groupe fini de SO(n) dont I'action est libre sur S"~! et un dif-
féomorphisme ¥, : (R"/T)\B.(0, R) — N\K tels que, si 'on note g, la métrique

euclidienne projetée sur R"/T", on ait, pour tout k € N,

=0(p7),

ge

P VEWLg — ge)

sur (R” / F)\Be(O, R), ot p = d.(.,0). Au voisinage des singularités orbifolds, nous

avons des difféfomorphismes locaux ¥, introduits dans la définition 2.2.

Les exemples les plus simples sont non-compacts et modélisent a la fois les

singularités des orbifolds et les infinis des ALE.

Exemple 2.4 (Les cones plats R*/T"). Soit I' C SO(4) agissant librement sur la
sphere S? c’est-a-dire n’ayant que {0} ou R* entier (si I' = {Id}) comme ensemble
de points fixes sur R%. L’espace quotient R*/T" est alors localement euclidien.

C’est de plus un cone sur la variété d’Einstein S*/T". Le cas particulier de
I' = Z, = {+Id} correspond a S*/Z, = RP3.

Donnons quelques exemples d’orbifolds compacts.

Exemple 2.5 (L’orbifold plat T4/Z,). Considérons maintenant le tore T* = R*/
Z*. I’action multiplicative de Zy = {£1} sur R* descend sur T*, et on note T*/Z,
I'orbifold quotient obtenu.

Il a seize singularités modelées sur R*/Z, & tous les points (1, €9, €3,24) avec
les €; € {0,1}.

Exemple 2.6 (L’orbifold sphérique S*/Z,). La sphére S* peut étre vue comme
S* C R%. On notera S*/Z, la variété obtenue comme quotient de S* par I'identifi-

cation antipodale pour les 4 premiéres coordonnées de R®.
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Exemple 2.7 (L’orbifold hyperbolique H*/Z,). L’orbifold H*/Z, est obtenu par

identification antipodale en carte géodésique globale sur le disque de Poincaré H*.

FIGURE 2.1 — Exemples d’orbifolds.

Remarque 2.8. Voir 'exemple des métriques AdS-Taub-Bolt en annexe B pour un

orbifold non compact (asymptotiquement hyperbolique).

1.2.2 Exemples de dégénérescences de variétés d’Einstein en

dimension 4

Montrons tout d’abord a l'aide d’exemples que contrairement aux métriques
d’Einstein en dimension 2 et 3, I'ensemble des métriques d’Einstein en dimension
4 a volume et a diameétre uniformément contrdlés n’est pas compact. Il y a donc un
nouveau phénomene : les dégénérescences orbifolds. Nous verrons dans la suite que
c’est exactement qui empéche I'espace de modules des métriques d’Einstein d’étre

complet en dimension 4 lorsqu’il est muni de la distance de Gromov-Hausdorff.

La variété Ricci-plate ALE d’Eguchi-Hanson. En dimension 4, une nou-
veauté par rapport aux dimensions inférieures est le fait qu’il existe des métriques
Ricci-plates autre que l'espace euclidien avec une croissance euclidienne des vo-

lumes.
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La métrique d’Eguchi-Hanson est une métrique sur 7*S? qui est Ricci-plate

et asymptotique au cone plat R*/Z,. Notons (z,y, z,t) des coordonnées dans une

base orthonormale de R?, et définissons p := /a2 + 42 + 22 + 2, et une base de

1-formes invariantes sur la sphére S®, (ay, ao, a3) par,

1
oy = — (rdy — ydx + zdt — tdz)
p
1
ag = —(rdz — zdr — ydt + tdy)
p
1
a3 = E(mdt — tdx + ydz — zdy). (2.4)

A laide de ces 1-formes, la métrique ronde sur la sphére S? s’écrit a? + a3 + a3,
et la métrique Euclidienne s’écrit donc dp? + p?gss = dp® + p?(af + a3 + a3).
Hors de la section nulle de 7*S? représentée par p = 0, la métrique gpy sécrit
(avec l'identification T*S*\S? ~ (R*/Z,)\{0}) :
1

14 pt

9eH = (dp® + p*ai) + 1+ p*(e; + a3). (2:5)
N\ 2 2\ 2

En p = 0, la métrique est asymptotique a d(‘;) + 4(%) a? + (a3 + al) et se

prolonge bien de maniére lisse & l'origine grace a une sphére ronde S? (avec la

métrique a3 + a3) totalement géodésique, parce que 2a; est de longueur 27 sur

RY/Z,. A Tinfini, la métrique est asymptotique & la métrique plate dp? + (o +

a2 + a?). Cette métrique satisfait Ric(gpy) = 0 et Ry (gpg) = 0.

9en t Gpp R* / +

FI1GURE 2.2 — Formation de singularité orbifold.

Par invariance par rééchelonnement, pour ¢ > 0, les métriques tggy restent

Ricci-plates et asymptotiques & R*/Z,. De plus, par définition du cone asympto-
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tique, nous avons
(T*Sz, thH) —>t_>0 R4/ZQ.
dgH

On observe donc la formation d’une singularité R*/Z, a la limite alors que la

courbure de Ricci et le volume de la boule de rayon 1 restent bornés.

Remarque 2.9. 11 existe d’autres exemples explicites de métriques Ricci-plates (et
méme hyperkéhlériennes) U(2)-invariants asymptotiques a R/Z; pour k > 2,
[GHTS].

Remarque 2.10. Nous avons aussi décrit dans 'annexe B un exemple explicite de
dégénérescence dans le cadre asymptotiquement hyperbolique avec la famille de

métriques AdS-Taub-Bolt qui développent une singularité R*/Z,.

Métriques hyperkiahlériennes sur la surface K3. Dans le cas compact, les
dégénérescences connues n’ont pas d’expression explicite. Cependant, il est possible
d’approcher ce phénomene et d’en avoir une bonne représentation géométrique
asymptotique par recollement-perturbation. L’exemple le plus connu est sur la
surface K3 ou une suite de métriques Ricci-plates (hyperkahlériennes) converge
vers l'orbifold T*/Z,.

Lemme 2.11. [] existe une suite de métriques hyperkdhlériennes convergeant vers
Uorbifold T*/Z; et telles que tous les éclatements a 1’échelle de la courbure aux 16
points singuliers convergent vers la métrique d’Equchi-Hanson au sens de Gromov-

Hausdorff pointé.

Remarque 2.12. 11 existe de la méme maniere des exemples de dégénérescences
de variétés de Kahler-Einstein avec des constantes d’Einstein constantes égales
a +1 dégénérant vers des orbifolds de Kahler-Einstein, voir I'article d’exposition

[Nak94] et ses références.

1.2.3 Sous-groupes finis de SO(4) agissant librement sur S*

Remarquons que I'ensemble des singularités qui peuvent se former s’injecte
dans Pensemble des sous-groupes finis de SO(4) qui agissent librement sur S°.
Décrivons cs sous-groupes.

L’algébre C? s’identifie & celle des quaternions H grace 'isomorphisme suivant
(a+ib,c+id) € C* = a+ib+ (c+id)j =a+ib+ jec+ kd € H,

avec les relations i2 = j? = k? = ijk = —1.
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Si l'on note * la multiplication des quaternions, on peut alors définir ’applica-
tion ¢ : S* x S — SO(4) définie pour ¢ € H par

¢(a,b)(c) = axcx*b,

qui est en fait un revétement a deux feuillets.

Cette identification est pratique pour identifier les sous-groupes de SO(4). Par
exemple, la multiplication & droite par un élément de S* (ou plus précisément la
restriction de ¢ a 1 x S?) est équivalente a laction de SU(2), et SU(2) ~ S3. De
méme, la restriction de ¢ & S! x S3 est un revétement a deux feuillets de U(2). On

appellera U(2) := ¢(S? x S!) qui sera vu comme U(2) avec I'orientation opposée.

Théoréme 2.13 ([Sco83, Theorem 4.10]). Si I" est un sous-groupe fini de SO(4)
agissant librement sur S3, alors T' est conjugué a un sous-groupe fini de U(2) ou

un sous-groupe fini de U(2).

Cela signifie qu'il suffit de considérer les sous-groupes finis de U(2) et les chan-
gements d’orientation pour atteindre tous les sous-groupes finis de SO(4).

Ces sous-groupes sont classifiés dans le théoreme 4.11 de [Sco83] comme les
projections des Z;, x G ou G est un sous-groupe fini de S* ~ SU(2), voir [LV16,

Table 1] pour une liste des groupes possibles.

1.2.4 Exemples connus d’orbifolds Ricci-plats ALE

Présentons brievement les exemples connus d’orbifolds Ricci-plats ALE qui
sont tous kahlériens. Il est souvent conjecturé que ce sont les seuls espaces Ricci-
plats ALE.

Orbifolds ALE hyperkahlériens. Les seuls exemples connus d’orbifolds Ricci-
plats ALE sont kahlériens. Tous ces exemples sont classifiés, et on a une paramé-
trisation satisfaisante de ’espace des modules de ces métriques Ricci-plates ALE.

Donnons tout d’abord certaines propriétés des exemples hyperkéhlériens.

Théoréme 2.14 (Métriques Ricci-plates ALE hyperkahlériennes, [Kro89a, Kro89b)).
Soit T' un sous-groupe fini de SU(2). Alors, il existe kr € N* et Dy une union de
sous-espaces vectoriels de R3*T de codimension au moins 3 contenant 0, tels que
Uespace de modules des variétés hyperkdihlériennes asymptotiques a R*/T" soit pa-

ramétré sur R3 par des métriques (X, 9¢)cerakr telles que ¢ — ge soit analytique.

Remarque 2.15. Pour tout ¢ € R\ Dr, X est difféomorphe a la résolution mi-
nimale de C?/T.
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Remarque 2.16. Lorsque ¢ € R3*T s’approche de Dr avec les notations du théo-
reme 2.14, les métriques convergent au sens de Gromov-Hausdorff pointé vers des
orbifolds Ricci-plats ALE.

Orbifolds Ricci-plats ALE kidhlériens. Les autres exemples kdhlériens sont

classifiés dans [Suv11]. Ils sont tous asymptotiques a des groupes cycliques de type

L(1,dnm —-1)cU(2),

dn?

c’est-a-dire le groupe cyclique d’ordre dn? engendré par :

127
€ dn? 0
2w (dnm—1)
0 (& dn?2 ’

oud > 1,n = 2 et n et msont premiers entre eux. Ce groupe admet un sous-groupe

cyclique =-(1,—1) C SU(2) d’ordre dn engendré par

12
e'an 0
—i2
0 e |’

et on note Ag,—1 la singularité R*/--(1, —1).

D’apres [Suvll], les variétés kahlériennes Ricci-plates ALE dont le groupe a
Pinfini n’est pas dans SU(2) sont asymptotiques a R*/ -5 (1, dnm — 1) et sont des
quotients d’instantons gravitationnels de Gibbons-Hawking [GH78] asymptotiques
a R‘Vﬁ(l, —1) par I'action d’un groupe d’isométries Z,,. D’apres la fin de la partie
6.2 de [BR15], cela ne laisse que 3d—1 degrés de liberté, et on peut donc paramétrer
ces métriques sur R34\ D 4

dn2
codimension 3 a éviter pour avoir des espaces lisses.

(1dnm—1) avec encore une fois un sous-ensemble de

Remarque 2.17. Nous voyons donc qu’avec les variétés Ricci-plates ALE kahlé-
riennes (avec une de leurs orientations), nous n’atteignons pas tous les sous-
groupes de SO(4) agissant sur S®, mais seulement ceux contenus dans SU(2)
et les groupes #(1, dnm — 1) C U(2). Il n’est pas clair que les autres groupes

puissent modeler les infinis d’espaces Ricci-plats ALE non plats.

Pour I" = #(1,dnm — 1), nous noterons dr := 3d — 1, et pour I' C SU(2),

nous noterons dr := 3kr, ou kr est la constante du théoreme 2.14.
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1.3 Questions sur les métriques d’Einstein en dimension 4

Terminons cette section en listant quelques questions et conjectures sur les
variétés d’Einstein, en particulier en dimension 4. Nous verrons ainsi que des

questions basiques sont toujours ouvertes.

L’ensemble des métriques d’Einstein sur une 4-variété fixée. I’ensemble
des solutions de I’équation d’Einstein sur une variété donnée est loin d’étre com-

pris, méme sur les variétés les plus simples.

Question 2.18. Existe-t-il une métrique d’Einstein autre que la métrique ronde

sur S*?

La réponse est négative en dimension 2 et 3 alors qu’elle est positive pour des
dimensions supérieures, et ce méme avec la structure différentiable habituelle de
la sphere [Boh9§].

Question 2.19. Y a-t-il un nombre fini de constantes d’Einstein possibles (&

volume fixé) sur une variété différentielle donnée en dimension 47
Un résultat plus fort serait le suivant.

Question 2.20. Y a-t-il un nombre fini de composantes connexes pour I’ensemble

des métriques d’Einstein en dimension 4 7

Notons que c’est une question subtile pour laquelle la dimension 4 est la di-
mension critique entre deux comportements bien distincts. En effet, la réponse a
cette question est positive jusqu’en dimension 3 et fausse a partir de la dimension
5 car E(S? x S?) a un nombre infini de composantes connexes d’apres [WZ90].
Comme signalé dans [And10], la question est en réalité celle de la structure de

I’ensemble de I'espace des modules des métriques d’Einstein au voisinage de son
bord.

Les dégénérescences de 4-variétés d’Einstein.

Question 2.21. Existe-t-il des variétés ou orbifolds Ricci-plats (mais non plats)
ALE asymptotiques a tous les cones R*/T" pour I' C SO(4) fini, agissant librement

sur la sphere et classifiés dans le théoreme 2.137

Une réponse positive a la question suivante donnerait une réponse négative a

la question 2.21 d’apres la remarque 2.17.
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Question 2.22 ([BKN89, 3), page 315]). Les variétés Ricci-plates ALE sont-elles

nécessairement kahlériennes ?

Remarque 2.23. Dans [BKN89], Bando, Kasue et Nakajima présentent cette ques-
tion comme une conjecture. Cependant la justification semble étre la conjecture

analogue dans le cadre Yang-Mills qui a été contredite [SSU89] la méme année.

Question 2.24. Existe-t-il des métriques Ricci-plates compactes a holonomie gé-

nérique ?

Un angle d’attaque pour obtenir une réponse négative serait de construire une
dégénérescence orbifold qui ne serait pas hyperkédhlérien en désingularisant un
orbifold Ricci-plat.

Question 2.25. Existe-t-il des exemples de dégénérescences orbifolds pour des

métriques non-kéhlériennes ?

Comme indiqué en introduction, la notion d’Einstein est entre autres motivée
par le fait qu’elle corresponde a autant d’équations qu’il n’y a de degrés de liberté.
L’intuition (confirmée dans le cadre asymptotiquement hyperbolique) est alors que
I'espace de modules des métriques d’Einstein devrait génériquement étre discret.

On s’attend au contraire a ce que les dégénérescences viennent de courbes de

métriques et qu’elles soient alors associées a des comportements tres particuliers.

Remarque 2.26. 11 existe aussi beaucoup d’orbifolds kdhlériens qui ne peuvent pas
étre désingularisés par des métriques de Kéhler-Einstein lisses. Il existe en effet
des orbifolds sur des surfaces de Del Pezzo avec des seconds nombres de Betti
arbitrairement grands alors qu'une métrique lisse sur une telle surface a un second

nombre de Betti majoré par 9, voir 'exposition [And10].

Pour répondre a toutes ces questions, il est crucial de comprendre la complétion
de 'espace de modules des métriques d’Einstein en dimension 4. C’est précisément
I’objectif de cette these.

2 Arbre de singularités

L’objectif de cette section est de présenter les idées principales du théoreéme
classique d’Anderson et Bando-Kasue-Nakajima ci-dessous. D’apres ce théoreme,
la complétion au sens de Gromov-Hausdorff de ’espace de modules des métriques
d’Einstein en dimension 4 consiste a ajouter des espaces singuliers particuliers, les
orbifolds d’Einstein. Ils décrivent de plus les limites possibles au sens de Gromov-

Hausdorff (pointé) d’éclatements.
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Théoréme 2.27 ([And89, BKN8I]). Soit (M}, g;)ien une suite de variétés d’Ein-
stein de dimension 4 et de méme constante d’Finstein satisfaisant : pour tout
1 €N,

1. le diamétre de (M}, g;) est uniformément majoré,
2. le volume de (M}, g;) est uniformément minoré,

3. Uénergie & := [y IRm(g;) |2, dvg, est uniformément majorée (c’est le cas si
M} = M*).
Alors, il existe une sous-suite (M} g;) convergeant vers un orbifold d’Einstein
(M2, g.), l’espace singulier.
De plus, a chaque singularité se forme un arbre de singularités, c’est-a-dire
que les éclatements non triviaux convergent vers des orbifolds ALE qui se recollent
avec une structure d’arbre. Ils sont reliés par des anneaux intermédiaire de basse

énergie.

Plutot que de nous intéresser aux éclatements a 1’échelle de la courbure comme
cela a été fait historiquement, nous allons montrer qu’il est possible de directement

identifier une structure d’arbre de singularités.

2.1 Controéles uniformes et s-régularité

Présentons pour commencer deux résultats qui nous permettent de traduire nos
hypotheses géométriques en des controles analytiques uniformes. Tout d’abord,
nous avons un controle uniforme de la constante de Sobolev d’une zone D qui est
définie comme 'infimum des constantes S telles que 1'on ait : pour toute fonction

v de classe C' & support compact, en notant v la moyenne de v sur D, on ait

(/D v —U|f"z>n;2 < S/D Vo2,

Lemme 2.28 ([Cro80, Theorem 13]). Soit (M, g) une variété riemannienne de
dimension n telle que :

— le diametre est majoré par Dy > 0,

— le volume est minoré par vy > 0,

— la courbure de Ricci est constante et minorée par —3.

La constante de Sobolev S est majorée de la maniére suivante : il existe une
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constante C' > 0 ne dépendant que de la dimension telle que,

Do - n—1 %
0 smh(s)ds)

S<C <f

Vo

Des itérations de Nash-Moser combinées a des formules de la section suivante
permettent alors de montrer que les régions avec une petite “énergie”, c’est-a-dire

une petite norme L? de leur courbure, sont bien controlées.

Lemme 2.29 ([Gao90, Theorems 4.8, 4.9 et 4.11]). Soit (M, g) une variété d’Ein-
stein de dimension 4 telle que :

— le diametre est majoré par Dy > 0,

— le volume est minoré par vy > 0,

— la courbure de Ricci est constante et minorée par —3.

Alors, il existe € > 0 tel que pour tout p > 0 satisfaisant

Rm, |?dv, < &2
/B(%ZP) | g |g g )

on ait sur B(z,p)

1
| Ry |g < 2

2.2 Concentration de I’énergie a différentes échelles

Etudions maintenant plus précisément les dégénérescences de métriques d’Ein-
stein en dimension 4. Nous verrons qu’a part en un nombre fini de points, la
convergence est lisse vers un espace lisse. Nous verrons qu’aux points que 1’on
qualifiera de singuliers, la courbure peut aussi diverger a des vitesses différentes

et qu’il se forme des arbres de singularités.

Proposition 2.30. Soit (M, g;); une suite de variétés d’Finstein satisfaisant :

1. Vol(g;) =1,

2. diam(g;) < Do pour Dy > 0 fizé.

Alors, il existe une sous-suite convergeant vers un espace métrique (Xoo, dso)
avec un nombre fini de points singuliers, (pg)x. C’est-a-dire que (Xoo\{Pr}, dso) est
une variété d’Einstein (incompléte) de dimension 4. Au cours de la dégénérescence
se forment des arbres de singularités en chaque point singulier. Plus précisément,

il existe des suites d’éclatements convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers

des espaces non-compacts et lisses hors d’un nombre fini de points singuliers.
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Démonstration. Soit (M, g;); une suite de métriques d’Einstein satisfaisant les

hypotheses 1 et 2 de I’énoncé.

Alors, d’apres le théoreme de compacité de Gromov, théoreme 0.1, il existe
une sous-suite convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers un espace métrique
limite (M, ds). Montrons que c’est un espace lisse a part a un nombre fini de

points ou des arbres de singularités de forment.

Définissons donc pour commencer ’ensemble des points singuliers :

S = {P € M, Vpi = p,¥r > 0,lim inf [ Rengi)g dvy, > 5}’

Bgi (pivr)
ol ¢ > 0 est la constante du lemme 2.29, et ou les p; sont des points ou la
courbure diverge et convergeant grace a la convergence de Gromov-Hausdorff vers
p. Ce sont donc les points ot ’on ne pourra a aucune échelle obtenir des bornes

sur la courbure et une convergence lisse grace au lemme 2.29.

Il n’y a qu’un nombre fini de tels points car a chacun d’entre eux est associée
une énergie strictement supérieure a . Il y en a donc un nombre inférieur a w
par (2.2). Hors de ces points, (M, ds) est une variété d’Einstein de métrique lisse
notée g, d’aprés le lemme 2.29, et la norme L? de sa courbure est uniformément

bornée par convergence lisse sur les compacts.

Définissons alors r., tel que pour tout p € S,
€
Rm(gs0)|? dv,. < =,
/Bp(roo)\p ’ ( )|goo I 2

Comme la convergence est lisse sur les compacts de M, \S, il existe pour tout i,
r; tel que
Rm(g;) |2 dv, =e.
/A(n',roo) | (gl)|gz 7

Nous pouvons alors considérer une sous-suite de la suite (M, r; 2g;, p;); convergeant
vers un espace métrique non compact. Par le méme argument qu’au dessus, la
limite est lisse hors d’un nombre fini de points et la norme L? de sa courbure est

bornée. L’espace est de plus non plat par définition de r;.

En conclusion, nous obtenons une limite singuliére (M, d,) lisse partout sauf
& un nombre fini de points. A chacun de ces points, en éclatant & la bonne échelle,
nous trouvons un premier espace non trivial qui peut lui aussi toujours avoir
des singularités. On peut alors éclater a ces points singuliers jusqu’a avoir une
limite lisse, Ricci-plate et noncompacte. En effet chaque éclatement non lisse a

une énergie plus grande que € > 0. O]
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Remarque 2.31. Le résultat est le méme avec des topologies M; variables tant que
leur caractéristique d’Euler est bornée car cela controle I'énergie L2. On se rameéne

en fait a une topologie fixée en considérant une sous-suite.

Remarque 2.32. Ce genre de formation d’arbres de singularités est typique des
probleme variationnels en dimension critique, c¢’est-a-dire lorsque 'énergie étudiée
est invariante par changement d’échelle comme c’est le cas ici avec la norme L? de

la courbure.

Remarque 2.33. Il manque plusieurs aspects important d’un bon résultat de conver-
gence en arbre de singularités. Nous n’avons par exemple pour l'instant pas montré
qu’il n’y avait pas d’énergie perdue dans les anneaux de basse courbure que 1'on
a identifiés. Nous n’avons pas non plus déterminé de lien entre la topologie M
et celles des différentes limites, ni obtenu de structure pour ces mémes limites.
Pour obtenir ces résultat, les articles [And89] et [BKN89] (et méme [Ban90] qui
s’appuie sur ces résultats) se focalisent sur la structure de M, et des limites d’écla-
tements, mais nous verrons que tout découle en fait de ’analyse dans les anneaux

intermédiaires et nous nous restreindrons donc a cette étude.

3 Controle de la courbure des anneaux de

basse énergie

La norme du tenseur de courbure pour une métrique d’Einstein satisfait des
équations différentielles particulieres qui impliquent en fait que dans toute zone
annulaire de basse énergie, la courbure se concentre aux bords de I'anneau.

La démonstration de ce fait est I'objet de cette section qui est largement inspi-
rée des techniques mises en ceuvre dans [BKN89] puis [Ban90]. La difficulté ajoutée
dans notre cas est que l'on s’intéresse a des anneaux finis dont les rapports entre
les rayons intérieur et extérieur varient (et divergent lorsque des singularités se
forment). Dans [BKN89], I'analyse est faite dans les cas limites ou le rayon exté-

rieur est infini ou bien dans le cas ou le rayon intérieur est nul.

Proposition 2.34. Soit (M, g) une variété d’Einstein de dimension 4 telle que :
— le diametre est majoré par Dy > 0,
— le volume est minoré par vy > 0,
— la courbure de Ricci est constante et minorée par —3.
1l existe des constantes e1 > 0, C > 0, 51 > 0 et B > 0 dépendant uniquement

de Dy et vy telles que si l'on a un anneau de basse courbure de rayons p; > 0 et
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p2 >0, avec py > 8py :

|Rm [* < &7,
A(Pl,PQ)

alors pour tout 2p; < p < %2, on a :

(5) + (2) )

p°|Rm| < C

sur anneau A(p,2p).

La preuve de cette proposition se trouve dans la section 3.3 de ce chapitre.

Ce qui signifie qu’au milieu de 'anneau, il y a un bien meilleur controle qu’ini-
tialement prévu par les théoremes d’e-régularité classiques comme le lemme 2.29
qui donneraient seulement p?| Rm | < C|| Rm || 12(4(py,p0))-

Analytiquement, cela permettra de faire de 'analyse dans des espaces a poids

ou les opérateurs qui nous intéressent sont Fredholm.

Remarque 2.35. L’énoncé et sa preuve sont tres proches de la proposition 3 de
1

2

[Ban90]. La différence est la présence du facteur ( Jagor pp) | R |2)

3.1 Inégalités différentielles sur la courbure

Les estimations sur la courbure qui nous permettent de construire des coordon-
nées sur la zone de transition (ou autrement dit un difféomorphisme entre cette
zone et un anneau d’'un cone plat) viennent toutes d’une formule de Weitzenbock

et de ce qu’elle implique sur le tenseur de courbure d’une variété d’Einstein.

Proposition 2.36. Pour tout n € N, il existe C' > 0 telle que pour toute variété

d’Einstein de dimension n :
A|Rm| > —C|Rm|?.

Démonstration. Notons d : T'(QF @ Q?) — (P! @ Q?) la différentielle extérieure
quelque soit p € N, et § son adjoint formel.
En considérant le laplacien dd + dd, on a la formule de Weitzenbock [BL81,

Theorem 3.2] suivante :
(d6 4+ 0d) Rm = V*V Rm +Q(Rm),

ou (@ est une forme quadratique ne dépendant que de la dimension.
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Cette formule implique 1’égalité suivante :
A|Rm |* ;= —=V*V|Rm |* = =2 ((dd + 6d) Rm, Rm)+2|V Rm |*~2 (Q(Rm), Rm) .

Dans le cas d'une variété d’Einstein, la courbure est harmonique pour le la-
placien — (dd + dd). En effet, la seconde identité de Bianchi assure d’une part
que

dRm =0,

et d’autre part que pour trois champs de vecteurs X,Y et 7
SRm(X,Y,Z) = d¥ Ric(Y, Z, X),

ott pour h un 2 tenseur on définit dVh(X,Y, Z) := Vxh(Y,Z) — Vyh(X, Z). Pour

une variété d’Einstein, comme Ric est constante, nous avons
(d6 + dd) Rm = 0.
On peut ainsi écrire :
A|Rm|? > —2(Q(Rm), Rm),
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit qu’il existe C’ > 0, telle que :
A|Rm |* > —C’|Rm |*.
Maintenant, comme pour toute fonction g : R —+ R, et « € Ron a

A(g") = a(a — 1)g**|Vg]* + ag* Ay, (2.6)

on en déduit, pour g = |[Rm > et a = %, que :

1
2

1 1 C’
AlRm| = | Rm |~ V| Rm 2| + S| R [PA R 2 > =2 R 2

Une autre inégalité différentielle est satisfaite par la norme de la courbure.

Proposition 2.37. Pour tout n € N, il existe v, > 0 et C' > 0 telles que pour

toute variété d’Einstein de dimension n :

A|Rm ' > —C|Rm [* 7.
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Remarque 2.38. De plus, en dimension 4, on peut choisir v, = % (ce qu’on ne

prouvera pas ici, voir [BKN&9]).

Démonstration. La preuve consiste a reprendre ’égalité :
AlRm|? = 2|VRm|* — (Q(Rm), Rm), (2.7)

et d’étre plus précis au niveau du controle du terme 2|V Rm |? avec Pestimation

suivante connue sous le nom d’inégalité de Kato améliorée :

Lemme 2.39 ([BKN89, lemme 4.9], [CGHO00, Théoréme 5.1]). Pour tout n € N,

il existe v, > 0 tel que l'on ait pour toute métrique d’Einstein de dimension n :
(14 7)|(Rm, VRm)|* < | Rm |*|V Rm |?,

ot (Rm, VRm)(X) = (Rm, VRm(X)).

Le terme 2|V Rm |? de (2.7), peut donc étre contrdlé par :

V Rm,Rm)|
2> 1 » |( ) = (1 » 2'
[VRm " > (1+7) R P (147 V[ R |
On en déduit donc
A|Rm|* > 2(1 +7)|V|Rm|]* — C'| Rm |. (2.8)

En utilisant la formule (2.6) avec g = |Rm[* et @ = 5=, on a :

1 * 1— * -y
A|Rm|1_“’*:—( +7{4< 7)|Rm|2( 5 2)|V|Rm|2|2

|Rm 207D A| Rm [2.

11—
2

+

En utilisant U'inégalité (2.8), on obtient :

(1+ 7)1 =)
1

2 Rm 2055 (21 + 7,)| V| Rm |2 — ¢'| Rm ).

A| Rm |1—v* > —

|Rm [2(7572) | V| R 22
1 _
2

+

Comme |V|Rm[2|* = 4|Rm |2 |V|Rm|[?, les deux premiers termes se com-

pensent et il reste exactement :

C'(1 — 1)

AlRm [ > — 5

| Rm >~ 7.
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]

De ces inégalités, on va pouvoir déduire des controles sur |Rm| venant de
’étude de l'inéquation différentielle Au > —fu en prenant v = |Rm|*™7 ou

|[Rm| et f =C|Rm].

3.2 Etude des solutions de I’équation Au > — fu

On présente ici des lemmes techniques sur les solutions de ’équation
Au > — fu.

L’analyse de [BKN89] est adaptée d’une part a R*"\B(0,1) et d’autre part a
B(0,1)\{0} et leurs espaces a poids respectifs.

Ici, nous utilisons plutét I'analyse de [Ban90] ou 1'étude est adaptée aux an-
neaux. Nous obtenons des controles dans des espaces a poids qui en un sens ne
dépendent pas du rapport des rayons intérieurs et extérieurs et qui sont donc pra-
tiques lorsque ces rapports varient (et divergent dans notre cas). Lorsque le rayon
intérieur tend vers 0 a rayon extérieur constant égal a 1, on retrouve les espaces
a poids habituels sur B(0,1)\{0} et quand le rayon extérieur tend vers 'infini a

rayon intérieur constant égal a 1, on retrouve les espaces classiques sur R™\ B(0, 1).

Convexité des intégrales de u dans les zones de petite énergie. Pour
cela on commence par contréler des quantités intégrales sur u (qui représentera

soit | Rm |, soit | Rm|'™7*), essentiellement par injections de Sobolev.

Lemme 2.40 ([Ban90, Lemma 1,2]). Soientn € N S >0,V >0, 1 < py < p.
AlO?”S, il existe 80(87‘/71707171) > 07 0(87 V7p0> > O; 51(57‘/,]90)752(57 V7p0) > 0
tels pour tous 0 < p; < %pg que si (M, g) est une variété riemannienne pointée de

dimension n telle que que sur un anneau de rayons py et pa, A(p1, p2), on ait :
1. la constante de Sobolev sur l’anneau majorée par S.
2. vol(A(p1,p)) < V" pour tous p1 < p < po.

Soit f € L7 etu € LP, avec 1 < py < p < p1 une solution de :

Au > — fu.

Alors, si

Oz

/ fige
A(p17p2)
on a, pour tout p tel que py < p < 8p < po -

)
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1. la fonction u est en fait aussi dans L#-3P

n—2

</ un”zp> <o uP.
A(2p,4p) A(p.8p)

2. st on a de plus p > 2, l’'énergie d’un anneau est controlée par sa distance aux

deuz bords de l'anneau :

1l existe 1 > 0 et B > 0 tels que :

B1 B2
fou <0 ()1
A(2p,4p) P P2 A(p1,p2)

Remarque 2.41. Les hypotheses techniques 1 et 2 de ce lemme seront satisfaites

par les variétés que 1'on considérera car elles sont a courbure de Ricci bornée et

non effondrées grace a 1'inégalité de Bishop-Gromov et au lemme 2.28.

Convexité en norme L. Nous avons donc un controle de quantités intégrales
sur u. Des itérations de Moser, vont nous permettre d’en déduire un contrdle en

norme L°°.

Lemme 2.42 ([Ban90, Lemma 3]). Sous les hypothéses du lemme 2.40, si l'on
suppose de plus f € L pour ¢ > 5 etu € LP, p > 1, et qu’il exviste A > 0 tel que

pour tout p € [p1, ] on ail,

[ <o
A(p,8p)

alors, il existe C' = C(A, S, V,p,q) > 0 telle que,

sup u? < Cp™" ub.
A(2p,4p) A(p,8p)

3.3 Conséquences pour la courbure des anneaux de basse
énergie

Remarquons alors que les anneaux de basse énergie reliant deux échelles de for-
mation de singularité satisfont effectivement les hypotheses techniques des lemmes
2.40 et 2.42 précédents. Rappelons nos hypotheses :

— le diametre est majoré par Dy > 0,

— le volume est minoré par vy > 0,

— la courbure de Ricci est constante et minorée par —(n — 1).
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La constante de Sobolev est elle aussi controlée par le diametre, le volume et
la courbure de Ricci d’apres le lemme 2.28 et 'hypothese 1 du lemme 2.42 est
donc satisfaite. Les dégénérescences que 1'on considére sont a volume minoré et
diametre majoré ce qui combiné a la borne inférieure sur la courbure de Ricci
implique que les volumes des anneaux sont majorés par le théoreme de Bishop-

Gromov. L’hypothese 2 du lemme 2.42 est donc satisfaite.

Preuve de la proposition 2.3/. Soit une zone annulaire satisfaisant les hypotheses

de I’énoncé. Elle satisfait donc les hypotheses techniques des lemmes 2.40 et 2.42.

D’apres les propositions 2.36 et 2.37, u; := | Rm| et up := | Rm |*™7* satisfont

Auy = —fuy, et Aug > — fuy,

1
avec f:= C|Rm| = Cu; = Cuy,". Nous allons leur appliquer les lemmes précé-

dents afin d’obtenir le contrdle souhaité.
Soit e1 > 0 telle que : e; < C~/2¢; ol g est la constante introduite dans le

lemme 2.40. On a alors bien [ Alp1,p2) f? < &2, et en appliquant le point 1 du lemme

2.40 a uq, on obtient, avec p = 2 :

1

3
4 -2 2
U < Cp uy.
</A(2p,4p) 1) A(p,8p) !

Maintenant, comme f = —C'uy, on a :

2
/ Js O2p—4</ fQ) < Ap~ (XA
A(2p,4p) A(p,8p)

2
avec A = (C? (fA(phpQ) f2) < C?¢2. En d’autres termes, f satisfait en fait les

hypotheses du lemme 2.42 avec ¢ = 4 > § = 2. En considérant uy et p’ := (1_27*) >
—5 = 2, il existe donc une constante C’ (du lemme 2.42) telle qu’on ait :
sup w8 < C'p’”/ uy,
A(2p,4p) A(p,8p)
c’est-a-dire :
sup |Rm|? < C"p_4/ | Rm |. (2.9)
A(2p,4p) A(p,8p)
Or, par le point 2 du lemme 2.40, avec le méme p' := —2—~ > 2 il existe 3; > 0 et

(1—x%)
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B > 0 tels que l'on ait :

p 261 p 202
/ |[Rm|* < C <1> + () ] / | Rm |%. (2.10)
A(p,8p) 1Y P2 A(p1,p2)

Les inégalités (2.9) et (2.10) combinées donnent le controle énoncé :

p 21 p 232
sup (R <0t ((2) o (2) 7| [
A(2p,4p) P P2 A(p1,p2)

]

Remarque 2.43. On peut obtenir des résultats tout a fait analogues en dimension
n en supposant des contrdles bien moins naturels sur la norme Lz de la courbure

de Riemann.

4 Orbifolds et espaces ALE

Montrons maintenant nos espaces limites sont en réalité des orbifolds et orbi-
folds ALE. Nous obtiendrons ainsi une bonne description de la dégénérescence a
toutes les échelles.

4.1 Structure des singularités

Nous avons donc des controles ponctuels satisfaisants sur la courbure dans les

anneaux reliant les différentes échelles de singularités.

Corollaire 2.44. Soit g, une des limites de l’arbre de singularités identifié dans

la proposition 2.30. Il existe B > 0 tel qu’on ait

1. au voisinage des points singuliers de goo, la courbure est un O(r=27), ot r

est la distance au point singulier et

2. a linfini, si goo est noncompact, la courbure est un O(r=279), o r est la

distance a un point quelconque fixé.

Apres la construction de coordonnées, ce controle de la courbure implique que
les différentes limites obtenues dans la proposition 2.30 sont des orbifolds et que

leurs infinis sont ALE.

Proposition 2.45. Soit § > 0 la constante du corollaire 2./4 précédent. Au voi-

sinage de chaque point singulier il existe des constantes Cy > 0 pour k € N et un
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difféomorphisme local ¢ d’un voisinage de 0 dans (R*/T, g.) vers un voisinage du

point singulier de (M, goo) tel que lon ait

5 < Cpr? (2.11)

¥ VE(0* goo — )

De méme, il existe un difféomorphisme 1 entre un voisinage de linfini de (R*/
[, go) vers un voisinage de l'infini d’un limite d’éclatements de la proposition 2.30,

tel que l'on ait
’rf|vk(¢*goo - ge)‘ge < Ckre_6~ (212)

Idées de preuve. Nous ne donnons qu’une idée de preuve ici car le chapitre 3 sui-
vant apportera une preuve plus générale. Nous avons donc un controle de la cour-
bure d’apres le corollaire 2.44 et nous souhaitons montrer que dans de bonnes
coordonnée, cela traduit un controle de la métrique.

L’idée est assez naturellement d’utiliser des coordonnées géodésiques qui sont
bien controlées par la courbure ambiante par ’équation de Riccati. En considérant
donc une carte géodésique au voisinage d'un point singulier, on obtient le controle
énonceé.

Pour le controle a l'infini, un argument un peu plus subtil est nécessaire. La
premiere étape est de trouver une hypersurface ¥y a seconde forme fondamentale
presque constante, ce qui est assuré par un résultat difficile de [Kas88].

Enfin, I'idée est de considérer les géodésiques partant orthogonalement vers
Iextérieur de I'hypersurface Xy. L’équation de Riccati assure alors d'une part
que les géodésiques ne s’intersectent pas, mais cela assure de plus que la seconde
forme fondamentale des lignes de niveaux de la distance a Yy, une fois rééche-
lonnée converge vers l'identité lorsque la distance tend vers l'infini. Le controle
de la courbure ambiante implique alors que ces sphéres rééchelonnées convergent
vers une variété a courbures sectionnelles positives constantes par les formules de
Gauss. D’aprés le lemme 1.54, c’est donc un quotient de la sphére ronde S* par
un groupe fini I' C SO(4) agissant librement dessus. En particulier, comme il n'y
a pas de point conjugué, hors du compact a l'intérieur de 'hypersurface >, la
variété est difféomorphe & (R*\B.(0,1)) /T.

En intégrant I’équation de Riccati le long des géodésiques depuis I'infini jusqu’a
Yo, on obtient alors un contrdle de la métrique restreinte aux hypersurfaces et
de leur seconde forme fondamentale. On en déduit un controle de la métrique

ambiante qui est proche de la métrique plate avec une décroissante a U'infini. [

On déduit aussi du controle sur la courbure des anneaux de la proposition 2.34

que 1’énergie, c’est-a-dire le carré de la norme L? de la courbure, de la suite de
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variétés dégénérant correspond exactement a la somme des énergies de 1’orbifold

limite et des différents orbifolds Ricci-plats ALE qui apparaissent.

Corollaire 2.46 (Conservation de ’énergie). Sous les hypothéses du théoréme
2.84, Uénergie de (M}, g;) est égale da la somme de l’énergie de l'orbifold (M2, g
et de celles de toutes les variétés Ricci-plates ALE apparaissant dans les arbres de

singularités se formant aux points singuliers de (M2, gso).

Nous en déduirons aussi a ’aide des constructions de coordonnées du chapitre

3 les théoremes de structures suivants pour nos arbres de singularités.

Théoréme 2.47 ([Ban90, Theorem 1, Proposition 2|). Soit (M}, g;)ien une suite
de variétés d’Finstein de dimension 4 et de méme constante d’Finstein satisfai-

sant :

1. le diamétre de (M}, g;) est uniformément majoré,
2. le volume de (M}, g;) est uniformément minoré,

3. Uénergie [y;4 |Rm(g;)|*dv(g;) est uniformément majorée (cette hypothése est

en fait impliquée par les deuz précédentes d’aprés [CN15]).

Alors, il existe une sous-suite (M} g;) convergeant vers un orbifold d’Einstein
(M2, 9s0) au sens de Gromov-Hausdorff.

Pour chaque point singulier ps, dont la singularité est modelée sur R*/T pour
[ un sous-groupe de SO(4), il existe une suite de points (p;)ien de M} de haute
courbure |Rm(g;)|(p;) — 00, et une suite de réels T; — 0 appelés premieres échelles
de singularité tels que : (Mf, %,pi) converge au sens de Gromov-Hausdorff vers
(N, gy,p) un orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R*/T. De plus, pour tout
e >0, il existe § > 0 ne dépendant que de € >0, (N, gy, p) et (M2, gs) tel qu’en
notant A;(§) 'anneau de rayons @ et & centré en p;, on ait pour i suffisamment

gmnd N
Rm i 2d i) < 2.

Remarque 2.48. Plus généralement, il se forme un arbre de singularités en chaque
point singulier comme décrit dans la proposition 2.30. En effet, en considérant
ensuite la suite de métriques pointées (M;‘, %, pi), on obtient de nouvelles “pre-
mieres” échelles de singularités. On peut alors itérer jusqu’a obtenir tout 'arbre
de singularités. Pour > 0 assez petit et ¢ assez grand, chaque boule B, (p;,d) a
la topologie d'un recollement d’un nombre fini, & € N, d’orbifolds Ricci-plats ALE
{(Nj, gv;,5)} pour j € {1,...,k} avec un nombre fini de singularités. L'infini de
chaque orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R?/T est recollé au point singulier
d’un autre orbifold modelé sur R*/T" le long d'une sphere S3/T.
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4.2 Coordonnées d’ordre optimal

Finalement, nous pouvons en réalité montrer que la courbure décroit a des

ordres particuliers aux points singuliers et a 'infini.

Lemme 2.49 (Fonctions harmoniques sur R*/T). Soit f une fonction harmonique
bornée sur un anneau A.(ri,r2) de RY/T centré en zéro de rayons 0 < ry < ry <
+o0o. Alors, c’est une somme dénombrable de fonctions harmoniques homogénes
de degrés k et —2 — k pour k € N. De plus, pour I' # {Id}, nous avons k # 1.

Démonstration. Soit f une fonction harmonique bornée sur un anneau A.(rq,72).
C’est donc la solution du probleme de Dirichlet donné par fis, () sur Se(r1), la
sphere de rayon 71 et fig, () sur Se(rz2). Notons que si r, = +00, nous considérons
sa limite a I'infini comme étant une condition de Dirichlet.

Cherchons a construire une autre solution du probleme de Dirichlet comme
dans I’énoncé du lemme. Le principe du maximum nous assurera qu’elle est égale
a f. Développons fis.() et fis.() en harmoniques sphériques. C’est-a-dire qu’il
existe des fonctions propres du laplacien sur S?/T" associées a la valeur propre
—k(k + 2) pour k € N, Fi(r1) et Fy(rq), telles que I'on ait :

ity = D2 Filr), (2.13)
k

et
fisetr2) = D Filra). (2.14)
k

Notons alors que les Tka et les re_Q_ka sont harmoniques ou r. est la distance
euclidienne a 0.

Si ry = 0, alors nous avons f =Y, %F k(r2) par le principe du maximum et si
ro = +00, alors nous avons f = lim, 1 f+ > :g—:Fk(rl).

Dans le cas intermédiaire ou la fonction est bornée sur un anneau fini, la

solution est un peu moins directe. Nous cherchons un développement

k o+ —2—k 11—
ZTeFk +re Fk
k>0

dont les valeurs aux bords sont

SR+ MR =3 F(r)

k=0 k>0
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et
ST EF 4R =Y Fi(r),

k>0 k>0

c’est-a-dire que 1’'on pose

~ 1
+ — —2—k _—2—k
b= rhry 2R — ok 2F (TQ Fi(ry) = m F’“(TQ))’
et .
. L )
B = riry? T — 7"2“7”12’“( raFi(r) 411 F’“(TQ))‘

Le principe du maximum nous assure donc encore une fois que f = >4 rfﬁ’ o+
D

Le fait que k = 1 n’apparaisse pas lorsque I" # {Id} vient simplement du fait
qu’une fonction linéaire (un r.F}) invariante par I' est nécessairement nulle et que

la valeur propre —3 n’apparait alors pas sur S*/T. O

Lemme 2.50. Sur R*/T pour T' # {Id}, il n'y a pas de 2-tenseur homogéne
harmonique dont les coefficients soient d’ordre —2 ou —3 en jauge de Bianchi, il

n’y en a en particulier pas en jauge divergence et a trace nulle.

Démonstration. Ce résultat est prouvé dans [CT94, p. 537-538]. Un 2-tenseur ho-
mogene harmonique h & coefficients d’ordre —2 ou —3 sur R*/T" se tire en arriere
sur R* comme des matrices dont les coefficients sont des fonctions harmoniques
homogenes. Comme vu dans la preuve précédente, si I' # {Id}, alors la valeur
propre —3 n’apparait pas et il n’y a pas de 2-tenseur harmonique en r=3.

Un élément du noyau de V:V, homogene a coefficients d’ordre —2 s’écrit %

pour Hy un 2-tenseur constant sur R%. Un tel 2-tenseur n’est & divergence nulle

que s’il s’annule car nous avons

?

56<H0) _ 2]—]0(8%, )

2 3
Te Te

et, si z € R* un vecteur propre de Hy de valeur propre A\, comme 0, (r) = \%I’ et

T

nous avons alors 56(%’)1(|i—‘) = —2% = _2%' 0

Proposition 2.51. Au voisinage de chaque point singulier il existe des constantes
Ci > 0 pour k € N et un difféomorphisme local ¢ d’un voisinage de 0 dans (R*/

I, g.) vers un voisinage du point singulier de (Mu, goo) tel que lon ait

g < Cpr? (2.15)

¥ VE(0* goo — e)
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Et de plus, la métrique p*gs est lisse (et méme analytique) lorsqu’elle est tirée en
arriére sur R,

De méme, il existe un difféeomorphisme ¢ entre d’un voisinage de l’infini de
(RY/T, g.) vers un voisinage de l'infini d’un limite d’éclatements de la proposition
2.30, tel que l’on ait

r’e€|vk(w*goo - ge) Je < Ckre_4~ (216)

Démonstration. Considérons les coordonnées obtenues dans la proposition 2.45. 11
est alors possible de construire des coordonnées dans lesquelles la métrique est en
jauge de Bianchi par rapport a la métrique Euclidienne. En effet, cela revient a

résoudre le probleme de Dirichlet suivant :

B(enge X)*geg - O’

avec la condition de bord
X =0sur B.(0,¢)

pour un certain € > 0.

L’équation satisfaite par ¢*g qui est d’Einstein par rapport a g. se réécrit alors

ViVe(9'g = ge) = AMp*g) + Qe(¥™9), (2.17)

ou (). est quadratique en p*g et ses deux premieres dérivées. Par hypothése, nous

5. = O(r?), puis (2.17) implique

avons ¢|Ve(¢"g = ge)
VeiVelp'g = g.) = O(1) + O(r*") (2.18)

puis comme il n’y a pas d’élément du noyau de V:V, décroissant plus lentement

min(23,2)
e

que 72 en zéro, nous avons r:|Vi(¢*g — ge)|s = O(r ). En itérant cet argu-

ment, nous obtenons finalement que

relVe(@ g = ge)lg. = O(r2).
Pour montrer que la métrique est lisse une fois tirée en arriere sur R*, on utilise le
théoréme de singularité effaccable [BKN89, Theorem 5.1] dont la preuve est essen-
tiellement contenue dans [Gao90] et qui est basée sur un argument par itérations
de Moser plus simple que celui de la partie précédente.

La preuve dans le cas noncompact est similaire et s’appuie sur le fait que les

éléments du noyau en T% ou T% et en jauge de Bianchi sont nuls d’apres le lemme
2.50. O
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Remarque 2.52. On ne peut pour l'instant rien dire a propos de la métrique sur
un anneau fini de basse énergie. En effet, le contrdle de la métrique passe par la
construction de coordonnées qui s’appuient sur 'asymptotique de la métrique a
I'infini ou au point singulier, ce qui n’est pas encore établi sur un anneau fini. Nous
verrons comment une nouvelle construction de coordonnées optimales permet de

s’en sortir et permettrait aussi de retrouver le lemme précédent.
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Chapitre 2. Complétion de GH en dimension 4




Chapitre 3

De Gromov-Hausdorff a C°° a

poids au voisinage d’une métrique

singuliere

Dans ce chapitre, dont les résultats sont essentiellement tirés de [Ozul9al,
nous montrons que toute métrique d’Einstein suffisamment proche d’un orbifold
d’Einstein au sens de Gromov-Hausdorff est en fait proche de la désingularisation
de Dorbifold par le recollement a priori naif de variétés Ricci-plates ALE aux
points singuliers de 'orbifold. Cette proximité est mesurée par une norme C'*° a
poids (voir le théoréme 3.42) qui est plus forte que la norme C* et qui est cruciale
pour les chapitres 4 et 5 suivants. La difficulté principale de la preuve consiste a
analyser les anneaux de basse courbure qui relient les bulles et les espaces singuliers
et a y construire des coordonnées optimales. Le résultat principal est le théoreme

3.42 énoncé a la fin du chapitre.

Contributions. Nous raffinons la convergence des métriques d’Einstein vers
leurs limites singulieres en dimension 4. Nous prouvons qu'une telle dégénéres-
cence est controlée dans des espaces de Holder a poids. Cette convergence est

cruciale car c¢’est dans ces espaces que 'analyse de la suite de la these se placera.

83
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1 Arbres des singularités et désingularisations
naives

Donnons pour commencer des définitions et expliquons pourquoi notre preuve
se résume a étudier les anneaux de basse courbure analysés dans le chapitre 2

précédent.

1.1 Désingularisation naive d’orbifold

Par [Ban90] et les résultats du chapitre 2, lorsqu’une suite de métriques d’Ein-
stein dgp-converge vers un orbifold d’Einstein, un arbre de singularités se forme
a chaque point singulier. Un tel arbre de singularités donne en réalité aussi une

configuration de désingularisation de 1’orbifold par des orbifolds ALE.

Définition 3.1 (Configuration de désingularisation). Soit (M, g,) un orbifold
d’Einstein et S, 'ensemble de ses points singuliers, et (N, gy,); une famille d’es-
paces ALE Ricci-plats asymptotiques a R*/T"; & I'infini et (S},); 'ensemble de ses

points singuliers. Définissons aussi une application de recollement
DD GSOUUSbk,
k

ol la singularité en p; est aussi R*/T;. Nous appellerons

D = ((Moa Yo So)a (Nj7 Gb;, Sbj )j7p)
une configuration de désingularisation pour (M,, g,).

Exemple 3.2. Les arbres de singularités du chapitre précédent (ch. 2) apparais-
sant dans les dégénérescences de variétés d’Einstein sont des configurations de
désingularisation. La question 0.5 s’intéresse donc a sa réciproque : quand est-ce
qu’une configuration de désingularisation D est I’arbre de singularités apparaissant

lors d’une dégénérescence de métriques d’Einstein ?

Définissons les métriques qui imiteront la dégénérescence de métriques d’Ein-
stein décrite dans le chapitre 2. Nous qualifierons ces désingularisations de naives
dans un premier temps et le but de ce chapitre sera de montrer que ce sont fina-
lement de bonnes approximations de la dégénérescence.

Définissons tout d’abord le recollement naif d’un espace ALE a une singularité

d’un orbifold. Reprenons pour cela la constante €y > 0 des définitions 2.2 et 2.3.
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Soit 0 < 2e < g9, 0 < t < &, (M,,g,) un orbifold, et ® : B.(0,59) C R/
[' — U une carte locale autour d'un point singulier p € M, satisfaisant ®*g, =
ge + O(r?). Soit aussi (N, g,) un orbifold ALE asymptotique a R*/T, et ¥, : (R*/
o)\ Be(0,55') — N\K une carte d'un voisinage de l'infini ott 'on a U* g, =
ge+O(r:*), voir le lemme 2.51. Considérons finalement y : R — RT, une fonction
de coupure C* supportée dans [0, 2] et égale a 1 sur [0, 1], et définissons pour tout
s> 0, ¢s: 2 €RYT = sz € RYT, ce qui induit en particulier I'identification

suivante
0 i(Ac(eg" g0t ™)) = Acleg 'Vt 2).

Nous définissons alors l'orbifold M,#N comme N recollé a M, a 'aide du
difféomorphisme ®oy oW : W(A, (g5, g0t /?)) = (Ac(eg 'V, €0)) identifiant
leurs anneaux ®(A.(gy 'V, o)) et W(A(ept, eot™/2)).

Définition 3.3 (Recollement naif d’espace ALE & un orbifold). On définit une
désingularisation naive de (M,,g,) en p par (N, gp) a I'échelle ¢, que 'on notera

(Mo#Na go#p,tgb) ou l'on deéfinit go#p,tgb = o Sur MO\U7 go#p,tgb = lgy sur K C
N, et en tirant en arriére sur 'anneau plat la métrique interpole entre les métriques

ALE et orbifold

Gotpigs = X(1 /o) @7 g, + t(l - X(t_l/47“e))90t1/2,*\pzogb

sur A(t, g0) = Ao(eg V1, 20).

(N, tgb Moy, 90)
M gt = N#Mm tgb#go

FIGURE 3.1 — Recollement naif.

Plus généralement, il est possible de désingulariser des orbifolds itérativement
a 'aide d’arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE.

Soient 0 < 2¢ < &9, (M,, go) un orbifold d’Einstein orbifold et (Nj,g,); un
arbre d’orbifolds Ricci-plats ALE tels que M = M,#;N, soit donnée par une
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configuration de désingularisation D, et soit t = (¢;); avec 0 < t; < €* les échelles

relatives de recollement.

Définition 3.4 (Désingularisation naive d’un orbifold). La métrique de désingu-
larisation naive gP est alors le résultat de la construction itérative suivante.
Démarrer avec une bulle la plus profonde (Nj, gy, ), c’est-a-dire avec j pour
lequel S; = 0. Si p; € Ny (la méme chose marche avec p; € M,), alors remplacer
(N, Goy» S5) par (Nk#Nj, Go,#p; ¢, 96, Sk \{p;}), supprimer (Nj, gy,,0) dans D et
restreindre p par [ — p; sur [ # j dans D. Considérer ensuite une autre bulle la
plus profonde, et appliquer le procédé précédent jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de

point singulier.

Pour t = (t;);, si N; est recollé a p; € Nj,, et N;, est recollé a p;, € Nj,, ...,
Njkq
de la bulle j. Avec cette notation, sur chaque N;(2¢), la métrique est T}g,.

est recollé a N,

e, qui est recollé a M,, on définit T := ¢;t;,t;,...t;, I'échelle

Remarque 3.5. Notre construction dépend d’un choix de jauge : la maniere de faire
correspondre les infinis des bulles et les voisinages de points singuliers de 'orbifold
grace & ¢; peut étre composée avec n'importe quelle isométrie de R*/T;. 11 y a
donc deux jauges de recollement, I’échelle ti, et ¢p € Isom(R*/T}). Ces jauges

reviennent simplement a recoller des métriques Ricci-plates ALE différentes.
Définition 3.6. On définit des coupures xz: et x Nt qui valent 1 respectivement
1 _1
sur les parties isométriques & M := M,\ By, (px, 2t}) et Nj := N; N By, (pj, te )
1 _1
a support dans M\ By, (pk, t}) et N := N; N By, (pj, 2t ).

1.2 Coordonnées sur une désingularisation naive

La métrique ci-dessus permet d’identifier dans M des régions ou la métrique

est proche de celle de 'orbifold, de ’ALE ou d’un anneau plat reliant les deux.

Définition 3.7 (Zones modeles sur un arbre de singularités : M,(e), N;(e) et

Ag(t,€)). Avec les notation des définitions 2.2 et 2.3, for 0 < € < £, on notera
M) = MO\<Uk (IDk(Be(O,e))> c M,

— V(&) = N\ Un Be(Bl0,9) U (RYT\BL(0,571) ) © N,
— Aj(te) = A(e71\JTj /T, 2,/T;) C RYT.

Nous voyons que ces ensembles se plongent naturellement dans notre variété M
grace a notre construction de désingularisation naive, et on utilisera la méme

notation sur M.
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Remarque 3.8. M,(¢) N(e) et A;(t,e) sont les ensembles compacts des orbifolds
privés de leurs points singuliers qui apparaissent dans le théoreme 2.47. Ils sont

de plus exhaustifs lorsque ¢ tend vers zéro.

Nous avons donc un recouvrement de M = M,#;N; adapté a une dégénéres-

cence a échelles relatives (¢;); :
M =J (Ni(e) U Ay(t,2)) U My (). (3.1)
j

L’objectif de ce chapitre sera d’identifier chacune de ces régions avec une région

d’une métrique d’Einstein proche d’un orbifold au sens de Gromov-Hausdorff.

1.3 Coordonnées sur une variété d’Einstein

Le résultat principal de notre premiere partie est que toute métrique d’Einstein
dégénérant (c’est-a-dire s’approchant d’un orbifold d’Einstein au sens de Gromov-
Hausdorff) n’est pas seulement décrite par un arbre de singularités au sens de
Gromov-Hausdorff, mais a une métrique e-proche de celle d'une désingularisation

naive dans un sens C* & poids, voir le théoréme 3.42.

Définition 3.9 (Variété e-décrite par un arbre de singularités). Pour ¢ > 0, et
[ € N, nous dirons qu'une variété riemannienne (M, g) est e-décrite en norme C'
par une désingularisation naive de (M,, g,), (M, gP), §’il existe un difféomorphisme
@ : M — M tel que sil’on note ®(M,(e)) =: M,(e) C M, ®(N;(e)) =: Nj(e) C M
et Ai(t,e) la composante connexe de de M\M,(32¢) U U; NV;(32¢) ayant une

intersection non-vide avec W, (Nk(a)\Be(O, 8_1)> on ait :

1. sur M,(e),
* o * D
19%9 = gollcuggy = @79 — 9 ch(gn> <e
2. sur la zone Nj(¢),
@*g * D
e I G e

Clgw;)

3. et sur Ag(t,¢),
Rm, |?dv, < £2.
L | B g

Proposition 3.10. Sous les hypothéses du théoréeme 2.47, étant donnée une suite
(M;, g;); de métriques d’Einstein convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers

un orbifold d’Finstein (M,,g,), il existe une désingularisation naive (Mi,gg) et
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une sous-suite telle que pour tout ¢ > 0 et | € N, pour i suffisamment grand, la

variété (M;, g;) est e-décrite par (M;, gP) en norme C'.

Démonstration. Soit (M;, g;); = (M,, go) une suite de variétés satisfaisant les
hypotheses du théoreme 2.47. Quitte a prendre une sous-suite, pour tout point
singulier de M,, il existe une suite d’échelles T; > 0 et de points p; de M, de
haute courbure |Rm(g;)|(p;) — oo pour lesquels (MZ-, £, pi) converge de maniere
lisse sur les compacts d'un orbifold Ricci-plat ALE (N, gy, p;) privé de ses points
singuliers. La convergence est de plus lisse a distance uniformément minorée des
points singulier d’apres les résultats du chapitre 2 car les métriques d’Einstein
proches au sens de Gromov-Hausdorff y ont une borne inférieure sur leur rayon
harmonique.

Soit € > 0 et [ € N, en considérant un compact N;(e), il existe i; € N tel que

pour tout i > i;, il existe un difféomorphisme sur son image ®; : N;(¢) — M, avec
@i

7, — b o < ¢ et de méme, il existe un rang i, a partir duquel les métriques

sont C'-proches sur M, (). Comme la norme L? de la courbure riemannienne est
uniformément bornée d’apres [CN15], il n’y a qu'un nombre fini de telles échelles
dans chaque arbre de singularités, nous pouvons considérer le maximum les rangs
i et i, pour obtenir le résultat énoncé.

Le controle de la norme L? de la courbure dans les anneaux intermédiaires est

prouvée dans le théoréme 2.47 du chapitre 2. O

Aj(t.e)  Ax(te) Ai(t,e)

Qﬁ&-‘»" (M, g)

F1GURE 3.2 — Correspondance entre les zones modeles.



2. Des premieres coordonnées dans les anneaux intermédiaires 89

Remarque 3.11. L'existence de bonnes coordonnées sur les zones M,(e) et N;(e)
est donc déja présente dans les théoremes de [And89, BKN89] raffinés dans [Ban90)]

qui ont été présentés dans le chapitre 2.

L’objectif premier de ce chapitre est de construire des bonnes coordonnées sur

les zones Ay (t,¢).

2 Des premieres coordonnées dans les anneaux

intermédiaires

La difficulté principale ici pour la construction de coordonnées (et supplémen-
taire par rapport a [BKN89]) est que 'on ne dispose pas d'un comportement
asymptotique (a U'infini ou a un point singulier) sur lequel nous pouvons baser
notre construction. Nous allons commencer par construire des premiers systemes
de coordonnées locales par e-régularité. Cela nous aidera ensuite a obtenir un

systeme de coordonnées optimales.

2.1 Construction des premiéres coordonnées

L’objectif de cette section est de prouver la proposition suivante.

Proposition 3.12. Pour tous 6 > 0, Dy > 0, vg > 0, E > 0 et |l € N, il existe
g9 > 0 tel que si une variété d’Finstein satisfait :

— le diameétre est majoré par Dy > 0,

— le volume est minoré par vy > 0,

— la courbure de Ricci est minorée par —3,

— il existe un anneau A(py, p2) avec 4py < py satisfaisant :

[ RmP<e
A(plno?)

et tel que [, |Rm|* < E (c’est toujours satisfait pour une certaine
constante E(vy, Dy) d’aprés [CN15]),

— le rapport des volumes des boules associées est presque euclidien

Vol(B(p2)) Pg

Vol(B(gap1))  (g2p1)*

< &o.

Alors, pour tout p € {Zpl, ipg} il eziste un domaine A(p, Qp) proche de l'anneau
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A(p, Qp) au sens sutvant,
A((1+0)p, (2= 8)p) € A(p,2p) € A((1 = )p, 2+ 6)p),
tel qu’il existe ' sous-groupe fini de SO(4) et un difféomorphisme
®,: Ac(1,2) CRYT — A(p,2p) € M,
pour lesquels on ait :

<o.
CH(Ae(1,2))

p?2

I

Notre situation est non-effondrée a toutes les échelles par une application de

I'inégalité de Bishop-Gromov.

Lemme 3.13. Soit (M, g) une variété riemannienne de diamétre inférieur a Dy >
0 et de volume supérieur a vg > 0 et ayant une courbure de Ricci minorée par

—(n — 1)k < 0. Alors, pour tout 0 < r < Dgy, nous avons,

Vol, (B, (1))
Volg(By(r)) 2 Vol, (B, .(Dy))

Vo

ol g_, est la métrique de [’espace simplement connexe a courbures sectionnelles
constantes égales 4 —k. En particulier, il existe C = C(k, Do, vo) > 0 telle que
l'on ait

Vol (By(r)) = Cr*. (3.2)

Le rayon d’injectivité est bien controlé sur les zones correspondant a 1’orbifold
et les orbifolds ALE grace a la proximité avec des métriques modeles du corollaire
2.47. 1l est de plus contrdlé dans les zones intermédiaires coniques d’apres le lemme

suivant.

Lemme 3.14. Sous les hypotheses de la proposition 3.12, il existe une constante
ro > 0 ne dépendant que de Dy, vy, telle qu’en tout point de l’anneau A(Qpl, %pg)

a distance p du centre, le rayon d’injectivité et le rayon harmonique soient minorés

par rop.

Démonstration. Considérons un point x a distance p € [2p;, %pg] du centre de
'anneau et la boule B(x,£). Le volume de B(z,%) est minoré grace a l'inégalité
de Bishop-Gromov par C)p* pour une constante C; ne dépendant que de v, et
Dy, voir le lemme 3.13. Pour contrdler la courbure, on peut utiliser le théoreme

d’e-régularité de [Gao90], lemme 2.29, voir aussi [And89] et [BKN89]. Ainsi, pour
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p € [4p1, ipg], quitte & réduire la constante 5 de I’énoncé, alors la norme L? de
la courbure sur la boule B(z, £) est plus petite que la constante £ du lemme 2.29.
La courbure a distance p est donc plus petite que p% par le lemme 2.29.

Par le théoreme 1.43, les controles sur la courbure et le volume a ’échelle p
impliquent qu’il existe une constante r; > 0 dépendant du volume de la boule
de rayon p et d'une borne sur la courbure a cette échelle telle qu’en tout point
a distance p, le rayon d’injectivité soit minoré par r;p. Comme la courbure est
bornée, il existe 0 < ry < r; dépendant de r; et de la borne sur la courbure telle
le rayon harmonique soit minoré par rg.

[]

L’outil essentiel pour prouver 'existence des premieres coordonnées de la pro-

position 3.12 sera le théoreme de presque rigidité des cones de Cheeger et Colding.

Lemme 3.15 ([CC96, Theorem 4.85]). Pour tout 6 > 0, il existe k > 0 tel que
pour tout r > 0, si (M™, g) satisfait, Ric(g) > —(n—1)kr—2 et qu’il existe un point

p € M auquel,
Vol(B(p, 1)) _ Vol(B(p, 2r)) _
V_ 2 (KT) V_ -2 (27) ’

0l V_—2(8) est le volume de la boule de rayon s dans l’espace simplement connexe
a courbures sectionnelles constantes égales a —kr~2, alors, il existe un cone mé-
trique (C(X),dc(x),0) tel que diam(X) < 7 et,

dGH((B(p, r),p), (BC(X)(O,T),O)> < or.

Nous allons avoir besoin d’un raffinement de ce résultat dans notre cas. Pour
obtenir une preuve ne se basant pas sur les techniques de [And89, BKN&9] et en
particulier uniquement basée sur 1’étude des anneaux de basse courbure comme
dans le second chapitre, nous n’utilisons pas le fait que les limites soient des ALE
et orbifolds.

Lemme 3.16 (Presque cdne volumique dans une variété d’Einstein de dimension
4). Pour tous § > 0,1 € N, vg > 0, et E > 0, il existe k > 0 tel que pour tout
r >0, si (M*,g) satisfait Ric(g) = Ag avec, |A| < 3kr™2 et qu’il existe un point
p € M pour lequel,
Vol(B(p,r)) = vor?,
Vol(B(p, kr))  Vol(B(2r))
U_pr2(KT)  U_—2(2r) ’
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et
/ |Rm |*dv < E,
B(p,2r)

alors, il existe un sous-groupe fini ' C SO(4) (dont le cardinal est majoré par une
fonction de vy), et un difféomorphisme ® : A.(6,(1 — 0)) — A(dr, (1 — &)r), o,

A(267, (1 — 26)r) C A(6r, (1 — 8)r) C A(i&, (1 - ;6>r>, (3.3)

tel que sur l'anneau A.(or, (1 — 0)r), on ait :

d*g

r2

<0 (3.4)
Cl(ge)

— Je

Remarque 3.17. Les hypotheses sur la courbure et sur le volume ne sont présentes
que pour majorer le cardinal du groupe I' pour avoir compacité. On évite ainsi les
suites de variétés d’Einstein proches de cones R*/T; ou le cardinal de T; diverge.
Dans une telle situation, la suite convergerait vers le cone RT. Ces hypotheses sur

le volume et la courbure sont de plus redondantes ici, par la derniere section de
[CN15].

Démonstration. Par changement d’échelle on se ramene a r = 1. Prouvons ce
résultat par contradiction en supposant qu’il existe d > 0, E > 0 et vy > 0, et une
suite de contre-exemples (M7, g;, p;); satisfaisant :

— Vol(B;(pi, 1)) > vg > 0,

— JBi(ps2) | Ry [Pdv; < E,

— ilexiste k; — 0 et Ay, |A;] < 3k; pour lesquels Ric(g;) = A;g; et YABiPir))

Vs, (K1)
VOl(Bi(pi,Q)) .
Vs, ) < R,

mais pour laquelle, quel que soit I' sous-groupe fini de SO(4), il n’existe pas de
difféomorphisme @ : A.(8, (1 — 8)) — A(J, (1 — 8)) ot A(6, (1 — §)) satisfait (3.3),
et tel qu’on ait le contrdle (3.4).

Dapres le théoreme 0.1, comme Vol(B;(p;, 1)) > vy > 0 et Ric(g;) = —3, une
sous-suite des boules de rayon 1 pointées converge au sens de Gromov-Hausdorff
vers un espace métrique que 'on notera (Y, dy, p).

Par le lemme 3.15, quitte a reprendre une sous-suite, pour tout ¢, on peut
supposer que x; est suffisamment petit pour que 'on ait

dGH((Bi(pa 1),]91), (BC(Xi)(Oa 1)7())) < 1,

pour un certain céone métrique (C(X;),de(x,),0) tel que diamX; < 7. Par in-
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égalité triangulaire, la suite (BC(XZ.)Z.(O, 1),0) converge aussi vers (Y,dy,p) au

sens de Gromov-Hausdorff. Maintenant, comme les C'(X;) munis des distances

dc(xi)((r, ), (8,y)> = \/7“2 + 82 — 2rscos(dx,(z,y)) dgg-convergent, on en dé-
duit en fixant r > 0 et s > 0 que les (X}, dx,) dgy-convergent vers (X, dx), et
donc que la limite est un céne métrique, (Y, dy,p) = (C(X), dc(x), 0).

Par la proposition 2.30, nous savons que la limite (Y, dy, p) privée d’'un nombre
fini de points singuliers est une métrique d’Einstein lisse et que la convergence est
lisse sur les compacts. La limite de (B;(p;, 1), ¢;, p;) au sens de Gromov-Hausdorff
est donc a la fois la boule de rayon 1 d’un cone métrique et une variété d’Einstein

de dimension 4 hors d’un nombre fini de points singulier.

Un cone n’ayant qu'un nombre fini de points singuliers est un cone sur une
variété lisse. De plus un cone d’Einstein est nécessairement Ricci-plat car la cour-
bure de Ricci d'un cone s’annule dans la direction radiale. La limite est donc un
cone sur une variété d’Einstein lisse de dimension 3 et de constante d’Einstein 2.
C’est donc un quotient de S* par un sous-groupe I' C SO(4) car en dimension
3, les métriques d’Einstein sont a courbures sectionnelles constantes par (1.18). Il
existe donc un difféomorphisme @ : A.(6, (1 — 6)) — A(dr, (1 — 0)r) satisfaisant
(3.3) et (3.4), ce qui est absurde. O

On peut donc maintenant utiliser ces résultats pour construire des premieres

coordonnées dans les zones intermédiaires.

Preuve de la proposition 3.12. Soient § > 0, Dy > 0, v > 0, E > 0, A € [-3,3]

et [ € N, et une variété de dimension 4, (M, g) satisfaisant :

— le diametre est majoré par Dy > 0,
— le volume est minoré par vy > 0,

— il existe p € M, et py > 0, tels qu'on ait : [p(, .y [Rm > < E.

D,02)
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Remarquons que ces hypotheéses impliquent une borne sur Ap3
E> | Rm |*dv
B(p2)

> 6/ | Ric [*dv
B(p2)

> 24A% Vol(B(p2))

01£L|/\| (Bgfw (pQ))

Vi
> 24v,A?
Yo Vol

> C(Dy,vo)A\?p5, (3.5)

. 1/2
puis Ap3 < W =: C'(E, Dy, vp).

Soit [ € N, et notons 0 < kg < i la constante du lemme précédent associée a
nos constantes 9, [ et E. Cherchons €5 > 0 suffisamment petit pour satisfaire les

hypotheses du lemme 3.16 avec la constante xy > 0.

Pour tous 0 < 4p; < po pour lesquels on a :

[ RmP<e
A(Pl,PQ)

Vol(B(ps) s

Vol(B(egp1))  (e2p1)*

nous avons en fait, par I'inégalité de Bishop-Gromov, pour C”(E, Dq, vy) > 0,

et

< €2,

Vol(B(p2))  ps
Vol(B(p1)) pi

et pour tout p et kg > 0 pour lesquels p; < kop < 2p < po,

< C”(E7 D07’U0)82, (36)

Vol(B(20)  (2p)’

Vol(B(kop))  (Kop)*

< C//(E, Do,’Uo)gg. (37)

Nous pouvons donc supposer en choisissant 9 assez petit que Vol(A(pq, p2)) =
c(E, Dy, vg)py pour 4p; < py pour ¢(E, Dg,v9) > 0. Cherchons donc a obtenir

une meilleure borne sur A pour étre sous les hypotheses du lemme 3.16. Comme
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Ric = Ag, on a

g3 > / | Rm |*dv
A(p1,p2)

> 6/ | Ric |*dv
A(pl ,P2)

24 M2 Vol(A(p1, p2))
2

>
> 24¢(E, Dy, vo)A?p3

et nous avons donc |A| < e5(24¢(E, Dy, v0))"?py 2. Ainsi, pour e, assez petit,
nous sommes donc sous les hypotheses du lemme 3.16 pour tout p en choisissant

€9 pour lequel on ait
ko = £ max((24c(E, Dy, vo)) V2,1, C"(E, Dy, vy)),

car nous controlons la croissance du volume entre kop et 2p a laide de (3.7). La

conclusion de la proposition 3.12 est donc satisfaite pour tout p; < p < %pQ avec
(5(/10) > 0. O

2.2 Utilité de ces premieres coordonnées

Le difféomorphisme de la proposition 3.12 nous permet de tirer notre géométrie
en arriere sur des anneaux plats ou la métrique d’Einstein g est C'*°-proche de la
métrique plate g..

Nous allons utiliser cette proximité pour construire et contréler des hypersur-
faces proches d’étre a seconde forme fondamentale constante pour la métrique
d’Einstein. Les lemmes suivants concernent les métriques proches de la métrique
plate sur Ae(%,él), et impliqueront directement les résultats sur A(ip, 4p) pour

p > 0 par changement d’échelle.

Note 3.18. Ici et dans la suite, on prend la convention de considérer des normales
sortantes. Pour une hypersurface X de normale sortante N*, on définit la seconde
forme fondamentale par A*(X,Y) := (X, Vy N®), qui nous assure que les sphéres

dans ’espace euclidien sont a seconde forme fondamentale positive.

Lemme 3.19. Pour tout | € N, il existe C' > 0 et g > 0 tels que si une métrique
g sur Ae<i,4) satisfait,

19 = gellct+1(a, 1.4y < o,
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on ait, pour tout s € B, 4], en notant Sg la sphére de rayon s de R"/T", Ss a une

seconde forme fondamentale pour g, Afs qui satisfait,

ASS gSS
g9
’ S B 82 CZ(%) < CHg_geHclH(Ae(iA))?
et de plus, on a,
gss Sn_l/l"
4 _ < B |
52 9 Cl(gsn1T) x OHg geHClH(Ae(iA))

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la seconde forme fondamentale fait in-
tervenir une dérivée de la métrique qui est controlée par hypothese. Comme pour
Je, les hypersurfaces Ss ont une seconde forme fondamentale constante égale a

gs" £ qons L
—, on en déduit le résultat. O

Etant donnée une hypersurface orientable et lisse ¥, on définit son rayon d’in-
jectivité normale, injj(Z) comme le supremum des r» > 0 tels que 'application
F9: % x [—r,r] = M définie par F9(z,s) := v9(s), ou 74 est la géodésique pour g
telle que 79(0) = x, et v'9(0) est la normale sortante a ¥, soit un difféomorphisme

sur son image.

Lemme 3.20. Pour toutl € N et € > 0, il existe C > 0 et 6 > 0 tel que si une
métrique g satisfait :

19 = gellcrv2 (a2 4y <6,

et si une hypersurface ¥ C Ae(%, 2) satisfait HAQEEHCM < 10, alors, on ait les deux
propriétés suivantes concernant les perturbations normales d’hypersurfaces :
— les rayons d’injectivité normale de X pour g et g, injgl(Z), et inj;e(E)
satisfont
inj ()
inj ()

—1’<5.

— les deuz applications exponentielles normales sont proches ['une de [’autre
sur % X [— (1 —e)inj, (%), (1 - 6)inj;e(2)} s il existe un champ de vecteurs
X sur R* /T, || X||cir1(4.) < €, pour lequel on a,

F9o (F9)™ =y,

ou px : p — expy (X (p)).

Démonstration. Les courbes F9(z,.) = 79(.) etF9%(x,.) = +9(.) sont respective-
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ment les solutions des équations des géodésiques pour g et g.,

VY =0,
7$(0) =T, (38)
7,(0) = N,.

ou NJ et NY¢ sont les normales sortantes a ¥ pour les deux métriques. Par hy-
pothese, les métriques g et g. sont C*+2-proches. Cela implique que les N, sont
C'*2_proches, et que V9 et V9% sont C'*'-proches.

Par continuité par rapport aux conditions initiales et aux parametres des so-
lutions d’équations différentielles d’ordre 2, on en déduit qu’étant donnée une
hypersurface ¥ fixée, pour tout € > 0, il existe d > 0 tel que si la différence entre
les deux métriques est plus petite que & en norme C'*2, alors la différence entre
les géodésiques normales est petite en norme C! dans le sens suivant : il existe un

champ de vecteurs X défini le long de chaque 79 tel que

V(s) = x (1 (5)) = expyae o) (X (42°(5))).

Par continuité par rapport aux conditions initiales et aux parametres, vu comme

comme champ de vecteurs sur R"/I", nous avons || X ||c1+1(y,) < €. L’égalité v3(s) =
wx (79 (s)) se réécrit :
F9 = px o F%,

O

On en déduit en particulier que si une hypersurface Y’ est une petite pertur-
bation normale de ¥ pour la métrique g, alors c’est aussi une petite perturbation

normale de ¥ pour la métrique g., et inversement.
Corollaire 3.21. Pour tout ¢g > 0 et | € N, il existe C' > 0 et g > 0, tels que
pour toute métrique g satisfaisant,

19 = gellctv2(a, 1 .4) < o,

et pour toute hypersurface ¥ C AGG,Q) telle que ”A?ﬂ“cl-ﬂ < 10, on ait :
pour toute fonction w : ¥ — R telle que |[w||c: < €o, et en notant X(w) =
{F(z,w(z)), = € X},

1. il existe w' : ¥ — R telle que ||w'||c: < 2eq telle que

Yo (w) = Ey(w,)y
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2. il existe w" : 3 — R telle que ||w"||cr < 2eq telle que
Yg(w) = X, (w”).

Démonstration. D’apres le lemme 3.20 précédent, on a F9 = px o F9% pour X
arbitrairement petit en norme C**! en fonction de dy. En ajoutant I'hypotheése que
| A} [|c1+1 < 10, on s’assure du fait que qu'il existe &y tel que sur ¥ x [—2g0, 2¢¢],
les métriques (F%)*g. et g, := (ge )|z +ds® soient arbitrairement proches en norme
C'. Cela implique que

(F9) " opx o F¥| = ¢k,

ott X¢ est le tiré en arriere de X par F%, et p%.(p) := expd:(X(p)). On a donc

| X || cr1(g.) < €0. Par la proximité des métriques (F9)*ge et g,, ke = (932, 90§(£>’
b

ou || Xglcrig=y + [ XRll crasz) < 20

Maintenant, pour tout (z,s) € ¥ X [—2g, 2¢¢], nous avons

FI(x, F’geo[Fge ongoF«q"i (x,s),

— F% o (¢, ) (@, 9)
= Foe (% (2), Pa(s)

b3

En particulier, pour tout w : ¥ — [—2¢, 2¢¢], nous avons
F9(z,w(x)) = (5 (@), v (935 (),

-1
o w' = 90?(;’ owo ((p)z(g) . Par les controles de X% et X% que I'on peut supposer

arbitrairement petits quitte a prendre &g plus petit, on en déduit le résultat. [

3 Controle des hypersurfaces a courbure
moyenne constante dans les zones de basse

courbure

Expliquons pourquoi les hypersurfaces a courbure moyenne constante sont in-
téressantes et bien controlées dans notre situation. On controle a la fois la maniere
dont elles sont plongées dans M et leur géométrie intrinseque a l'aide de la cour-

bure ambiante.



3. Controle des hypersurfaces CMC 99

Note 3.22. Tout au long de cette partie, nous noterons les hypersurfaces a cour-

bure moyenne constante avec un tilde pour insister sur leur particularité.

Définition 3.23 (Espaces de Hoélder). Les normes C*® seront toujours prises a
I’échelle du rayon d’injectivité. C’est-a-dire que 'on définit la norme C*< d’une

fonction f de la maniere suivante :

Ifllore = I fllco + .. + Vg fllco + [Vgfla,

ou

[h]oa = sup
{(z,y)|d(z,y)<inj}

Le but de cette section est la proposition suivante.
Proposition 3.24. Pourtoutk € N et0 < a < 1, il existee >0 et C = C(k,a) >
0 pour lesquels, si ¥ est une hypersurface d’une variété (M", g) satisfaisant :

1. sa courbure moyenne est constante égale a n — 1,

2. il existe T un sous-groupe fini de SO(n), et un difféomorphisme ® : S"~1/

L — % tels qu'on ait :

H(I)*gi‘ . gsnfl/rl

<
Cle(Sn—1/T) S €
3. la courbure ambiante est basse : sur 3,

\57

| Rm(g)|

Ck(g)

alors :
— la seconde forme fondamentale est presque constante a l’échelle de la cour-

bure dans un sens fort,

|47 -]

< ¢ rnto)

Choe C*(9)’

— il existe un difféomorphisme ¥ : S"71 /T — S tel que,

H‘I’*gi B gsn_l/r‘ C*(g)

< ¢ rnto)

Ckw‘»l,a(Snfl/F)

Précisons les notations que nous emploierons dans cette partie :
— V¥ : la connexion de Levi-Civita de I’hypersurface,

— V : la connexion de Levi-Civita de 1’espace ambiant,



100 Chapitre 3. De Gromov-Hausdorff & C* a poids

— N®: la normale sortante & I’hypersurface,

— AE(X ,Y) : la seconde forme fondamentale de 'hypersurface qui sera vue
soit comme un 2-tenseur de I'espace tangent & 3,

— H?® : la courbure moyenne de I'hypersurface,

— pour B un 2-tenseur symétrique sur ¥, on définit :
d"B)(X,Y) = VEB(Y,.) — VEB(X,.).

— on notera V" Padjoint formel de d¥" .

Equations satisfaites par la seconde forme fondamentale d’une hyper-

surface en terme de la courbure ambiante.

Lemme 3.25. On a les formules suivantes pour la seconde forme fondamentale

d’une hypersurface > quelconque : pour tous champs de vecteurs X,Y, Z sur 3,
d¥" A%(X,Y, Z) = g( Rm(X,Y)N¥, Z),

et
0¥" A¥(X) = Ric (N®, X) — dH(X).

Démonstration. La premiere égalité est connue sous le nom de formule de Codazzi-
Mainardi, voir [Pet98, Chapter 4, Theorem 4].

Montrons la seconde égalité. Rappelons notre convention de considérer la nor-
male sortante N* pour définir la seconde forme fondamentale par A*(X,Y) :=
(X, Vy N¥). Considérons (e;); une base orthonormée sur l’espace tangent a 1’hy-
persurface, et X un champ de vecteurs. Fixons un point de 'hypersurface ¥ auquel
nous supposerons, sans perte de généralité (car nous manipulons des tenseurs) que

les dérivées des champs de vecteurs e; s’annulent. Nous avons

(VAT (X) = - 3 V(e X))

= — Z <€i7 VEVXNE>

i=1

= — nil <€i7 VeiVXNE> s

i=1

car la différence entre les connexions est orthogonale a I’hypersurface.
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On a d’autre part H> = ?;11 <ei, VeiNE> et donc :

dH>(X) = d(g (e. VeiNZ>>(X)

=3 (€1, VxVe,N¥).

=1

3

~

Etant donné que (ey, ..., e,_1, N=) forme une base orthonormée, et comme pour

toute extension N du champ de vecteurs N* & I’espace ambiant, la quantité
(N, VyVxN = VxVyN = Viyx)

s’annule par symétries de la courbure riemannienne, on a :
n—1
> <€i, VxVe,N” — veiVXNZ> = Ric(X, N¥),

i=1

on a donc le résultat énoncé. O

Controle de la seconde forme fondamentale par estimations elliptiques.
On en déduit donc les égalités suivantes dans notre cas a courbure moyenne

constante, pour A* la seconde forme fondamentale vue comme un 2-tenseur,

V" A%(X,Y, Z) = g(Rm(X,Y)N%, Z),

et
0¥ A¥(X) = Ric (N¥, X).
En notant Ag la partie sans trace de A= pour gi, on a méme
AV AY(X,Y. Z) = g(Rm(X,Y)N%, Z),
et

6% A3(X) = Ric (N*, X).

Les seconds membres étant bien contrdlés par la courbure ambiante, on espére
. R 5 , > > L
avoir un controle de A3 en remarquant que U'opérateur d¥ + 6V est elliptique et

inversible. C’est I'objet des lemmes suivants.

Lemme 3.26. L’opérateur AR A agissant sur les 2-tenseurs symétriques sur

S est elliptique. De plus, pour toute métrique g sur S" suffisamment proche en
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1 gn—1

n—1
L dY +6V° est injectif sur l’ensemble

des tenseurs ayant une trace nulle pour g.

norme C° de la métrique ronde g°"

Démonstration. Le symbole de cet opérateur appliqué a & € T*3 est la somme du
produit extérieur par £ et du produit intérieur par le champ de vecteurs associé a &
par la métrique. Le noyau du premier est I’ensemble des formes proportionnelles a &
et pour le second celles qui sont orthogonales. Le noyau du symbole de I'opérateur

d¥" + 6V est donc nul et I'opérateur est elliptique.

D’apres [Bes87, 12.69], le laplacien associé : AT = VYT 1 dVIY ala

forme suivante pour h un 2-tenseur symétrique,

A

“AZh = (VE)*VER — R™h + hoRic”,

ot R(h) est I'action de la courbure sur les 2-tenseurs symétriques : pour (e;); une

base orthonormée,

R()(X,Y) = 3 h( Rin(er, Y)Y, ),

en coordonnées, cela s’écrit R(h);; := Rmyy; Ry g"™ ™. Sur la sphére unité de

n— o S
dimension n—1, ou l'on a Rmfklj - Gij 9k — Gugkj, et donc R~ (h);; = tr(h)g;; —

n—1
hij, et aco Ric®" = (n — 2)a. Ainsi, on obtient :

AT = (VST VS T h 4 (n — 1)h — tr(R)Id. (3.9)

Soit hy un 2-tenseur C'1* symétrique & trace nulle pour ¢3" ' dans le noyau de

l'opérateur. La trace de hg est nulle, et donc d’apres (3.9), nous avons
(VS ) V" Tho + (n— 1)hg = 0.

En prenant le produit scalaire L? avec hg, on obtient
IV hollZ2 + (0= 1) hollZ2 = 0, (3.10)

n—1 n—1
et enfin hg = 0. L'opérateur d¥°  +6V°  est donc injectif sur les tenseurs sans

n—1
trace pour gS

Considérons maintenant une métrique g proche de ¢5" ' : il existe ¢ > 0 que
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I’on choisira suffisamment petit a posteriori tel que,

Snfl

lg—g loo < e.

vs"T

, sn—1 1 .. .
On veut montrer que Uopérateur d¥~  +6 est aussi inversible sur les tenseurs

a trace nulle pour g. Soit donc h un 2-tenseur de trace nulle pour g. Par proximité

des métriques, pour ¢ assez petit, il existe C' = C(n) telle que :
1trS" hlgn-1 < Celhlgn-1. (3.11)
On a toujours
—AS T h = (VY VS T 4 (n— DA — 5" (h)1d,
et donc, grace a (3.11), si (dvsn_l + 5vsn_1)h =0, alors
02 [V h|* + (n — 1 = Ce)|[hl?,

et donc h = 0 si € est assez petit pour avoir n — 1 > Ce. On en déduit que
n—1

n—1
dV® 4+ 6Y°  est injectif sur les tenseurs de trace nulle pour g. O

Corollaire 3.27. Il existe ¢ > 0 tel que si ¥ est une hypersurface d’une variété
(M™, g) pour laquelle il existe T' un sous-groupe fini de SO(n), et un difféomor-
phisme ® : S" 1T — Y tel que Uon ait

H@*gi‘ - ‘gsnil/erl-‘rl,p(Sn_l/F) <e

Alors, pour tout 1 < p < +oo et l € N, il existe C > 0 tel que pour tout

2-tenseur symétrique u sur Y de trace nulle pour gi, on ait,
vE vE
st < €[5y, + 47 0],,)

Démonstration. Nous avons le contrdle suivant sur la différence avec 'opérateur
sur la sphere : pour tout p > 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

2-tenseur de classe WP 4 on ait :
S S n—1 n—1
07 (@ 4 67— (7 4% Yu < Cefullyn
whp

La conclusion vient alors des estimations elliptiques pour les opérateurs Fred-

holm injectifs du lemme 1.60 énoncé dans le premier chapitre. O]



104 Chapitre 3. De Gromov-Hausdorff & C* a poids

Démonstration de la proposition 3.24. Soit 0 < a < 1, et p > ~. Alors, wte
s’injecte contintiment dans C®, c’est-a-dire qu’il existe C; = Ci(p,a,n) > 0 tel

que pour tout 2-tenseur u, on ait :
[ullca < Chllullwr.

Définissons les opérateurs, P := gV + A et P o= @ ((Wi + dvi>
qui agissent entre les espaces de Banach W1? et LP. D’aprés le lemme 3.26, P
est injectif sur les 2-tenseurs sans trace. Grace a ’expression du lemme 3.25 de
I'opérateur 5" + av” appliqué a Ag et en considérant tous les opérateurs par

rapport a g on a par le corollaire 3.27 :

48], <€ (|07 43, + |7 43,,)

Wip

= O (|| Bt )N, || Bie¥ )] ,)

Comme I'hypersurface a un volume majoré (proche de celui de S*~!/T), il existe

de plus Cy = Cy(p,n) > 0 telle que 'on ait :
| Ric(N®) > < Col| Rm(., )Nl

et
| Rm(., . )N*|z» < Cyl Rm(.,.)N*| co.

Par injection de W'» dans C®, on en déduit que
| A ||ce < 2C,C5C|| Rmy(., .)N>| co,

qui est le résultat énoncé pour k£ = 0.

Expliquons maintenant comment obtenir des estimations d’ordre supérieur par
récurrence. Supposons donc que pour [ € N, on ait les contrdles suivants sur

hypersurface X : il existe C' > 0 telle que,

1. H Rm(g)‘

(g S

2. ||A% - ¥

< CH Rm(g)]

Ol Cl(g)’

3. il existe un difféomorphisme ¥ : S~ /T" — Y tel qu'on ait

H‘I’*gi . gsn—l/r‘

<] rmio)

Cl+1,e(sn=1/1 Cl(g)
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En notant Rm® la courbure riemannienne de 3, Péquation de Gauss pour la cour-
bure s’écrit :

gRm>(X,Y)Z, W) = g(Rm(X,Y)Z, W)
+ AB(X, 2)AS(Y, W) — AZ(Y, Z2) A% (X, W).

Les controles 1 et 2 impliquent donc qu’il existe C' = C'(a, [, n) > 0 telle que 1'on
ait
| Ric(g™) — (n — 1)g”|

et grace a la proposition 1.62 du chapitre 1.

<l rnto)

Ol Cl+1(g)’

Proposition 3.28 (Proposition 1.62). Soit (M, go) une variété a courbures sec-
tionnelles constantes égales a 1, et k € N. Alors, il existe 6 > 0 et C' > 0, tels que

si une métrique g sur M satisfait :
g — gollgr+ra <6
alors, il existe un difféeomorphisme ® : M — M, pour lequel on a si k > 1,

19*g = gollcrsre < C|| Ric(g) — (n = 1)g|

Ck—l,a7

ou bien, st k =0,

19*g — gollere < C| Ric(g) — (n— 1)g]

co’

On en déduit donc dans notre cas qu'il existe un difféomorphisme Wy : S*~1/
[ — 3 tel qu'on ait

Jizg® - 6=

< 0rmo)]

Cl+2,a(Sn71/l“ CZ+1(Q)

Ce dernier contrdle combiné aux contrdles en norme C'*! sur la courbure im-
plique par régularité elliptique (comme dans la preuve avec k = 0) qu’il existe une
constante C' = C'(I + 1, a,n) > 0 pour laquelle on ait

o 7. <

Rmn(g)|

Cl+1,a ClH+1(g)’
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4 Perturbation d’hypersurfaces a seconde

forme fondamentale presque constante

Durant toute la construction on se rameénera toujours au cas ou la courbure
moyenne de 'hypersurface a une valeur moyenne égale a n — 1 par changement
d’échelle. Montrons comment il est possible de perturber une hypersurface a se-
conde forme fondamentale presque constante dans une zone a basse courbure en

une hypersurface a courbure moyenne constante.

Proposition 3.29. Pour tout 0 < ry < % et So >0, il eriste C >0 et 0 <e <P
tels que pour toute hypersurface ¥ difféomorphe a S"™'/T, pour T' # {Id} de

volume minoré par Sy, d’une variété (M, g) satisfaisant :

1. le rayon d’injectivité normale de Y et le rayon d’injectivité des points de X
dans M sont minorés par 3rq,

2 HAZ N ngoa S8

<,

()
Alors, il existe une unique fonction w satisfaisant ||w||cze < Ce et telle que

3. sur Uanneaw {x,d}! (x,%) < 3ro}, on a H Rm(g)’

lon ait
H®W =pn —1,

ou l'on a noté X(w) = {y(w(z)),xr € X}, ou 7, est la géodésique telle que
7:(0) =z, et v.(0) est la normale unitaire sortante a ¥. On a de plus le controle

sutvant,
[wllc2e < C|H = (n = 1)

ce’

Remarque 3.30. Rappelons que l'on a défini les normes de Holder a 1’échelle du
rayon d’injectivité, voir la définition 3.23. Dans nos applications, les controles
sur le rayon d’injectivité seront des conséquences du lemme 3.14, et les différents

controles de la courbure, de la partie précédente.

En général, la construction de spheres a courbure moyenne constante est déli-
cate (voir par exemple [Ye96, PX09]) car elle passe par la construction d’un inverse
a droite pour I'opérateur Agn-1 + (n — 1) (ou Agn—1 est 'opérateur de Laplace-
Beltrami avec des valeurs propres négatives) qui n’est pas inversible. Cependant,
dans notre cas, nos hypersurfaces ne sont pas difféomorphes & S*~!, mais a S*~!/
[ pour I" # {Id}. La différence que cela induit est que —(n — 1) n’est plus une
valeur propre du laplacien. En effet, les fonctions propres associées a la valeur

propre —(n — 1) sont les restrictions de fonctions linéaires sur R™ a la sphere.
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Cette différence rend la construction beaucoup plus simple dans notre cas (voir
aussi [CEV17] pour la méme remarque dans le cas des variétés asymptotiquement

coniques).

Remarque 3.31. Géométriquement, cela vient du fait qu’étant donnée S"~' C R”,
les simples translations de la spheres sont des perturbations a courbure moyenne
constante. Dans le cas de S"~!/T" C R"/T, ce n’est plus le cas, le centre est fixé

car il est distingué comme point fixe de 'action du groupe I.

Coordonnées géodésiques normales. Construisons pour commencer des co-
ordonnées au voisinage d’une hypersurface satisfaisant les hypotheses de la pro-

position 3.29.

Lemme 3.32. Soit ¥ une hypersurface satisfaisant les hypothéses de la proposition
3.29.

Alors, il existe un difféomorphisme ® : A.(1—2r¢, 142r9) — {x,d(z,X) < 2ro}
tel qu’on ait pour C' > 0,

2% = gellcro(g.) < Ce,

ou € > 0 est la constante de la proposition 3.29.

Démonstration. Considérons le difféomorphisme F, : ¥ x [—2rg,2r¢] obtenu a
partir des géodésiques normales sortant de X..

Nous utilisons alors nos contréles sur la seconde forme fondamentale et la
courbure ambiante et intégrons 1’équation de Riccati satisfaite par les champs de
Jacobi donnés par les changements de points sur ’hypersurface 3. Nous obtenons
ainsi comme dans le lemme A.4 (voir aussi le lemme 3.37) le contrdle suivant pour

C = C(n,v9) > 0, en notant s le parametre des géodésiques s’annulant sur X :
I1F, g9 — (ds* + 5*g™)||cr.e < Ce. (3.12)

D’apres les hypothéses de la proposition 3.29, quitte a choisir € arbitrairement
petit, la seconde forme fondamentale est arbitrairement proche d’étre constante et
la courbure ambiante arbitrairement petite. En particulier, d’apres I’équation de
Gauss, le lemme 1.54 et la proposition 1.62, cela implique qu'il existe I' C SO(4)
tel que quitte a reparamétrer ¥, pour une certaine constante C' = C'(n,vy) > 0,
on ait

g% = g% /Mllore < Ce.

En combinant cela avec le contrdle (3.12), nous obtenons le contréle énoncé. [
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Perturbations normales de ’hypersurface. Considérons des perturbations
normales de I'hypersurface de la forme ¥ (w) := {7, (w(z)),z € ¥} pour une fonc-
tion w sur Y. La courbure moyenne de ces hypersurfaces admet le développement

suivant démontré dans ’annexe A.

Lemme 3.33 (Proposition A.1). Pour tout 0 < rg < % et toute hypersurface lisse
Y C M dont les rayons d’injectivité et d’injectivité normale sont supérieurs a 3rg,
il existe ¢ > 0 tel que pour toute fonction w : ¥ — R telle que ||w||c2« < €, la

courbure moyenne de 3(w) est donnée par :

H(X(w)) = HX) — Jgpw + Qs m(w),

o1l
JE,M = Az} + |AE|2 + RiCM<N, N)

est l'opérateur de Jacobi associé a Uhypersurface et ot Qs a est telle que, pour
une constante C > 0 dépendant de la norme C* de la courbure et de la norme C*

de la seconde forme fondamentale et de ry, on ait :

1@t (w) = Qs (@)cw < Cllw = w' e (1wl + 0/ leze):

La proposition 3.29 est alors une conséquence du lemme suivant appliqué a .

Lemme 3.34. Pour tout ro > 0, il existe € > 0 tel que si une métrique g sur
UVanneau A.(1 — 19,1+ 19) C R"/T pour I' C SO(n) avec I" # {Id} satisfait
7 Hg - geHCLCx < g,

— pour la sphére unité centrée en zéro notée S C R"/T", on ait
145 = gislle= <&,
— pour la courbure sur A.(1 —ro,1+19), on ait

[Rmg [jcs < e,

alors, il existe 1 = e1(rg,e,n,a) > 0 telle qu’il y ait une unique solution w

satisfaisant |w| gz < &1 d 'équation
‘HQ(S(w>) =n- ]-7

ou H, est la courbure moyenne pour la métrique g et ot S(w) = {v,(w(x)),z € S}

pour v, la géodésique partant en x normalement de S.
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On a de plus le controle :
[w]lcze < C[Hg(S) = (n = 1)| g -

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme des fonctions inverses, lemme
1.12. On y munit toujours S des normes de Holder par rapport a la restriction de
ge & S.

En considérant 'opérateur ® : C**(S) — C%*(S) défini par

O we C*(S) > Hy(S(w)) — (n— 1) € C*(S),

on est bien sous les hypotheses du lemme 1.12, avec ®(0) = H,y(S) — (n — 1),
doq) == JS,ga

Note 3.35. Dans cette preuve, on précisera la métrique plutot que la variété dans

pour l'opérateur de Jacobi et les termes non-linéaires de la courbure moyenne.

1. L’opérateur Jg 4 est inversible et a un inverse borné en fonction du € > 0 de
I'énoncé : —(n—1) n’est pas une valeur propre du laplacien car I' # {Id}, donc
Js,4. est inversible et a un inverse borné. De plus, par proximité des métriques
et par le controle de la seconde forme fondamentale et de la courbure de Ricci,
il existe C7 > 0 telle que,

HJS,ge - JS,QH < Cie,

pour la norme d’opérateur de C?%(S) dans C*(S).

En effet, la différence en norme C1® entre les métriques est plus petite que
g, la norme C* de la courbure est plus petite que ¢ et la différence entre les
secondes formes fondamentales en norme C“ est plus petite que €. L’inverse

de Jg 4 peut donc étre uniformément borné.

2. Les termes non-linéaires sont controlés de maniere quadratique avec une

constante C' > 0 dépendant de rg, a et € :
1@s,9(w) = Qsg(w)llce < Cllw — w'l|c2a([wleze + [w'llcze).
3. Comme la seconde forme fondamentale est presque constante, on a :
[Hg(S) = (n = 1)lca <&

Il existe donc une unique solution w a 'équation ®(w) = 0 telle que ||w|/cza <
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£1 := min (20101, 20 ¢, ) Cette solution satisfait en fait, pour ¢’ > 0,

[wllcze < C[Hy(S) = (n = 1)|oe.

Preuve de la proposition 3.29. D’apres le lemme 3.32, sous les hypotheses de la
proposition 3.29, alors, il existe un difféomorphisme ® : A.(1 — 2rg,1 4 2r¢) —
{z,d(x,%) < 2r¢} tel qu'on ait pour C' > 0,

Hq)*g - ge”Cl’a(ge) g 057

— pour la sphére unité centrée en zéro notée S C R"/T", on ait
||Ag*g - (q)*g)w”CO‘ <e,

— pour la courbure sur A.(1 — ro, 1 + 79), on ait

[ Rma-y [los < e,

ou € > 0 est la constante des hypotheses de la proposition 3.29, pour lequel la
métrique ®*¢g satisfait les hypotheses du lemme 3.34 avec S = ®*Y la sphere unité
de R"/I". En appliquant le lemme 3.34, nous obtenons 1’énoncé de la proposition
3.29. ]

Pour ¥ satisfaisant les hypothéses de la proposition 3.29 définissons alors 3 :=
Y (w), on w est 'unique solution donnée par le théoréme des fonctions inverses.

C’est une perturbation de X en une hypersurface a courbure moyenne constante.

5 Feuilletage des anneaux de basse courbure
par des hypersurfaces a courbure moyenne

constante

Nous allons donc maintenant construire une famille d’hypersurfaces a courbure

moyenne constante feuilletant nos anneaux de basse courbure.
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5.1 Feuilletage local

Construisons tout d’abord un feuilletage local au voisinage d’une hypersurface
a courbure moyenne constante donnée.
Proposition 3.36 (Feuilletage local). Pour tout 0 < rg < é, il existe C' > 0 et
0 <e < B tels que si une hypersurface > difféomorphe ¢ S*~1/T, T # {Id} et de
volume minoré par Sy > 0, d’une variété (M, g) satisfait :

— le rayon d’injectivité normale de >y et le rayon d’injectivité des points de

Sy dans M sont minorés par 3ro,
— H¥ =n—1, et |A% — g% [ce < e,
— sur Uanneau {z,d) (z,X) < 3ro}, on a [|[Rm|[|cs <e.

1

oo 1+ 27’0}, il existe une famille d’hypersurfaces ¥, d

Alors, pour s € [

. v n—1 . g7 1 1
courbure moyenne constante égale a *~ qui feuillete une sous-partie A<1+2r0’ 1+

27“0) de l'anneau qui satisfait :

M i M
{a:, d, (z,¥) < 7“0} C A<1+27"07 1 +2r0> C {a:, d, (z,%) < 37"0}.

La construction que ’on propose consiste a perturber normalement les lignes
de niveaux de la fonction distance & I'hypersurface 3 en des hypersurfaces & cour-

bure moyenne constante grace a la proposition 3.29.

Définissons les hypersurfaces equidistantes ¥, := {v,(s — 1),z € £1} ol 7,
est la géodésique sortante partant normalement en x de I’hypersurface 3. Ces
hypersurfaces feuilletent ’anneau défini par {z, dé” (x,%) < 3ro} par définition de
Iinjectivité normale, et ce sont elles que 'on va perturber en des hypersurfaces
a courbure moyenne constante. Leur géométrie est bien controlée par la courbure

ambiante et 'hypersurface 3.

1
6’

hypersurface ¥y difféomorphe a S"1/T', T # {Id} et d volume minoré par Sy > 0,

Lemme 3.37. Pour tout 0 <ro < g, il eviste C' >0 et 0 <e < & lels que si une

d’une variété (M, g) satisfait :
— le rayon d’injectivité normale de > et le rayon d’injectivité des points de
Sy dans M sont minorés par 3ro,
— H¥ =n—1, et |A% — g5 g < ¢,

— sur Uanneau {z,d) (z,X) < 3ro}, on a [|[Rm|[|cs <e,
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alors,
A g% o . 2
H s &2 C(f) <O(HA — ¢ |ge + |5 — 1||| Rm [|co + |5 — 1] \IRm\|o4)
< C(+1d)e. (3.13)
et
H* n-—1 . , 2
H s 2 HCQ(QZ) < C(|s— ||| Ric ||co + |s — 1 HRmHC4) < C’<7’0+r0)5,

(3.14)

Démonstration. Ces estimations reposent sur les contrdles de ’équation de Riccati
satisfaite par la seconde forme fondamentale. Etant donnée une hypersurface ¥4
de rayon d’injectivité inférieur a 3rg > 0, on définit un champ de vecteurs N sur la
zone {z, dé” (z,%) < 3ro} grace aux normales unitaires sortantes des hypersurfaces
equidistantes ;.

En notant, pour X un champ de vecteurs sur M, S(X) := VxN, pour lequel
g(S(X),Y)=A(X,Y),ona

(VaS)(X) = —(S*(X) + Rm(X, N)N). (3.15)

En supposant [|S|s;, — Id||ce < € pour € > 0 assez petit, on peut suivre S le long
des géodésiques normales, et en intégrant 1’équation de Riccati précédente, il existe

C > 0 telle que pour |s — 1| < ry < é, on ait

HSES i

< [Ss, — Id|ge + Cls = 1||| Rm ||co + Cs — 1)?|| Rm || ca.

Cao

S 52

En notant r;(s) les valeurs propres de la seconde forme fondamentale de X, et
(e;(s)) une base orthonormée de vecteurs propres associée, si I'on projette (3.15)

sur e;(s), on obtient :
Ki(s) = — (/{i(s)Q + g(Rm(NS, ei(s))ei(s), N5>) :

En sommant cela sur i, on trouve H'(s) = —(|A|2(s) + RiC(Ns,NS)). Avec pour

condition initiale H(1) = n — 1, on obtient le second contrdle énoncé. O

Démonstration de la proposition 3.36. Grace aux controles (3.13), et (3.14), on
peut utiliser le lemme 3.34 pour perturber normalement chaque hypersurface >

en une hypersurface a courbure moyenne constante égale a ”T_l notée ;. On
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en déduit Pexistence d’une famille d’hypersurfaces (3,) 14+250) & courbure

1
SE[1+2r0’
n—1

— pour chaque s. Chacune de ces hypersurfaces est

moyenne constante égale a
définie & partir d’une unique fonction w, de ¥, dans R définie par la proposition

3.29,

S = N(s(1+w,)) = {Va(s(1 4+ ws(x))),z € X1},
et on a le controle
|lws|c2e < Cle]s — 1| +els — 1]?).

Montrons maintenant que la famille d’hypersurfaces feuillete bien I’anneau.

Nous allons plus précisément montrer qu’étant donnés s et s’ € [; +12r0, 1 + 2r¢),

suffisamment proches et tels que s < s', Xy s’écrit comme perturbation normale de

3, avec une fonction wj’ : 2, — R strictement positive. Le fait qu’elles s’écrivent
comme perturbation normale 'une de 'autre est une conséquence directe du fait
que ce sont des petites perturbations (en norme C*®) des hypersurfaces equidis-
tantes a Y.

Par le lemme 3.34, pour s et s suffisamment proches, la fonction w? satisfait
|w?||c2.0 < 2|8 — s| et est solution de 1'équation

s n—1 n—1 s
_JES,M(ws ) = - S + QiS,M(ws )7 (316)

ouil existe C' = C(e,n, a,19) > 0 indépendante de s telle que pour toutes fonctions
w, et W', on ait Qs () — Qg pr (W)lle < Cllw — e (ftoflcae + [0/]|cze).

On a donc \|Q337M(w§')|]0a < 4C|s" — s]? pour |s' — s| suffisamment petit. De
plus, comme sX; est proche de $"1 /T, Js,, pr est un opérateur elliptique inversible
car & un difféomorphisme-pres, il est proche de AS" /T 4+ — 1 qui est inversible.

D’apres (3.16), nous avons

puis par estimations elliptiques et inversibilité de 'opérateur, il existe donc C' =
C(a,n) > 0 telle que

Tl = (5= )| <O =9 (s =),

Co

[w = (s' = $)[lc2e < C((s' = 8)* + (5" = 3)).

En tout, on a donc w? = (s' —s) + (’)((3’ —s5)2+¢e(s' — s)), et en particulier, pour
s' — s et ¢ suffisamment petit (en fonction de n et a), w? > 0.

1
N 142rg

Y¢ sont deux-a-deux disjointes et feuilletent 'anneau. En effet, on vient de voir

On en déduit donc que pour tous s,s" € | , 14 2r], les hypersurfaces ¥, et
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que si s < §' et |s — | est assez petit, 'hypersurface S, est strictement incluse
d’un c6té de 3,. En se rappelant que pour tout s, ¥, = 3 (s(1+w;)), cela signifie
que pour tout z, I'application s — (s(1 + wg(x))) est strictement croissante, et

donc que 'on a bien un feuilletage de la zone. O]

Remarque 3.38. 1l n’était pas directement possible d’assurer que deux hypersur-
faces X, et Yy ne se rencontraient pas pour s,s € [ﬁ, 1 + 2rg), en effet le
controle ||wg||c2e < Clels — 1| + €]s — 1]?) n’est pas suffisamment bon pour em-
pécher que l'on ait w,(x) = wy(2’) lorsque s — 1 est beaucoup plus grand que

s—s.

5.2 Feuilletage global

Revenons maintenant au cadre qui nous intéresse. Considérons une variété
d’Einstein proche d’un orbifold d’Einstein au sens de Gromov-Hausdorff. D’apres
le théoreme 2.47, cette variété est en fait e-décrite par un arbre de bulles ALE
désingularisant 1’orbifold, et on a donc des coordonnées satisfaisantes sur les parties
M, () et Ni(e) difféomorphes & des compacts de 1'orbifold et des bulles privés de
leurs points singuliers.

Nous sommes ici intéressés par les anneaux intermédiaires Ay (t,¢) de basse
énergie reliant ces parties. Ces anneaux sont inclus dans un anneau A(py, p2) centré
en un point p pour p; = %E_ITE et po == 85Tj% tel que 'anneau A(ipbélpg) ait

une basse courbure. Rappelons ce que I'on sait sur un tel anneau :

1. la courbure est controlée par le théoreme 2.34 : pour tout [ € N, il existe
C > 0 telle qu’a distance p € [%1, 2p2} de p,

(5) ()]

2. par la proposition 3.12, il existe d(e) tel que d(¢) — 0 lorsque € — 0 et pour

p2+l’VZ Rm‘ <n(p) :==Ce

tout 2p; < p < ipg, il existe un domaine fl(p, Qp) satisfaisant

A((1+0)p, (2= 0)p) € A(p,20) € A((1=)p, (2+)p),
' sous-groupe fini de SO(4) et un difféomorphisme

,: Ac(1,2) CRYT = A(p,2p) C M,
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pour lesquels on ait,

@*
‘ 209 _ ’ <.
P’ C2(4.(1,2))
3. par le lemme 3.19, il existe donc une hypersurface ¥, dont la seconde forme
Zp
fondamentale satisfait ‘ A7 = < 0.
p1 pillcr )

1
4. par les lemmes 3.14 et 3.20 il existe o > 0 tel que le rayon d’injectivité en

tout point x est minoré par 3rod(z, p), et le rayon d’injectivité normale & une
hypersurface proche d’une sphére de rayon s au sens du lemme 3.19 soient
minorés par 3rgs.

La difficulté principale de la construction de coordonnées sur un tel anneau
est le fait que le rayon intérieur, p;, est négligeable par rapport au rayon ou nos
controles sont optimaux (p := (p5* p?ﬂm qui minimise 7n). Les hypersurfaces
a courbure moyenne constante sont donc un bon outil dans ce contexte car elles
peuvent étre construites dans toute la zone, et car la proposition 3.24 permet de

les controler.

Proposition 3.39. [ existe g > 0, et C' > 0 tels que pour tout 0 < € < &g,
si (M, g) est une variété d’Einstein e-décrite par un arbre de singularités, et soit
Ay(t,€) un anneau intermédiaire inclus dans un anneau A(4py, 1p2) satisfaisant
fA(prz) | Rm |2dv < &2. Alors, il existe un feuilletage d’une zone fl(2p1, %,02) bornée

par deux hypersurfaces a courbures moyennes constantes respectivement égales a
n—1 n—1
et
2p1 1po

, contenant Ay(t,e) et satisfaisant

A((Z + Ce)p1, (; — Cs)pz) C A(2p1, ;pz) C A((2 — Ce)pr, @ + Cs)m),

par des hypersurfaces a courbures moyennes constantes notées ¥4 si leur courbure

moyenne est égale a ”T_l

Démonstration. En considérant ®,,, le difféomorphisme de la proposition 3.12 a
I'échelle 2p;, on définit une hypersurface ¥y, 1= @5, .S C M, o S est la sphere
unité centrée en zéro de R*/T". D’apres les lemmes 3.19 et 3.20, et le corollaire 3.21,
nous avons une hypersurface a seconde forme fondamentale presque constante dans
un anneau proche d’un anneau plat de R*/T" et nous sommes sous les hypothéses

du lemme 3.34. Nous pouvons alors la perturber en une hypersurface igpl de
n—1
2p1 _
D’apres la proposition 3.36, il existe un feuilletage par des hypersurfaces > a

courbure moyenne constante égale a

courbure moyenne constante égale a "T_l pour 2p; < s < (142ry)2p;. De plus pour
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tout s, il existe une constante C' = C'(n, ) > 0 telle qu’en rappelant la notation

=)+ (2))

on ait les controles suivant a prior: sur les

n(s) = Ce

— le rayon d’injectivité normale de 3, et le rayon d’injectivité des points de
3, dans M sont minorés par 3sro d’apres les lemmes 3.14 et 3.20,
— HB = e |42 e < (),

— sur Vanneau {x,d}!(z,X) < 3sr¢}, on a || Rm|[|ca(g) <

Cn(s)

52

Nous pouvons donc une nouvelle fois utiliser la proposition 3.36 a partir de I'hy-
persurface Xa(112y,),, pour obtenir un feuilletage par des hypersurfaces a courbure
moyenne constante égale a ”T_l jusqua s = 2(1 + 2r9)%p;. Encore une fois, les
contrdles a priori de la proposition 3.24 de 'ordre de C'n(s) nous permettent d’ité-
rer ce procédé et de construire des hypersurfaces a courbure moyenne constante
jusqua s = 2(1 + 2r9)"p; pour tout k tel que 2(1 4 2rg)¥p; < $ps ce qui est le
résultat énoncé. O]

6 Construction de coordonnées et controle de

la métrique

Pour construire un difféomorphisme de la zone, nous allons nous appuyer sur
une hypersurface ot nos controles sont optimaux et suivre les lignes de gradient
de la coordonnée s pour construire naturellement un difféomorphisme entre les

hypersurfaces a courbure moyenne constante.

6.1 Coordonnées basées sur le feuilletage

Dans le feuilletage construit dans la proposition 3.39, il y a une hypersurface a
courbure moyenne constante qui est mieux controlée que les autres a son échelle,
c’est ip ol 7(p) = min, <,<p, N(p), qui satisfait les propriétés suivantes par les

propositions 2.34 et 3.24 :

1. il existe un difféomorphisme ¢ : S"1/T" — flﬁ tel que : pour tout k£ € N et
0 <a<l,ilexiste C = C(k,a,n,1m9) > 0 pour laquelle,

O _
H e — g% < Cn(p),

Ck,a(gS”/F)
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2. pour tout k € Net 0 < a < 1, il existe C' = C(k,a,n) > 0 telle que

p P

H Ai‘ﬁ giﬁ

Ck,a(&) < 077(5)

2

3. pour tout k € N, il existe C' = C(k,n) > 0 telle que sur 'anneau [%ﬁ, 2p| on
ait,
7V Rm| < Cn(p).

Nous définissons alors un difféomorphisme @ : [py, pa] x S* /T — A(py, p2) de

la maniere suivante : en p,
®(p, x) = p(x),

ou ¢ est le difféomorphisme du point 1 précédent, et pour tout s € [p1, pal,
5 1
0sP(s, ) = us(x) N S((@(s,x)) = —grad( — ),
s

ol u, est telle que ®(s,S"1/T') = %,. C’est un difféomorphisme sur son image
car deux courbes suivant le flot donné par le champ de vecteurs —grad(%), qui ne

s’annule pas, ne peuvent pas se rencontrer si elles ne sont pas confondues.

6.2 Expression de la métrique

Dans de telles coordonnées, la métrique a la forme suivante,
D*g(s, 1) = us(x)?ds® + s*hy(x),
ol h, est une métrique sur S~ /T

Prenons les notations suivantes pour la suite ou 1’on tirera toujours la situation

en arriere sur R" /T :
— p,(x) = ®(s,z), ce qui implique que s*h, = gpj;giS.

— A(s) = g3 A,

— N(s) = giN>

— [i(s) = d(5,)®(0, ¢;), ot les ¢;(x) forment une base orthonormée de 7,S" !/
I

VS = w:vis7

— A% = @:AES, ot A¥s est l'opérateur de Laplace-Beltrami (a valeur propres
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négatives) associé a g,
— grad® le gradient pour s%h,,

— K(s)] = g(Rmg(N(s), fi())f3(s), N(9))),
On a les variations suivantes des quantités géométriques montrées en annexe dans

le corollaire A.7, mais aussi prouvées dans le théoreme 3.2 de [HP99].
Lemme 3.40 (Corollaire A.7, [HP99, Theorem 3.2]). Etant donnée une variation
0s®(s, ) = usN=s, on a les variations suivantes des quantités géométriques :

1. 85(32h5) = 2uzA(s),

2. O;N(s) = grad®us,

3. 0.A(s)ij = —ViViu, + ( Sy Als)iA(s)k + K(s)7),

BN

. 0:H(s) = —(AS + ‘A(s)’2 + Ric (N(s), N(s)))us.

6.3 Controle de la métrique

Controlons maintenant la métrique dans ces coordonnées. L’objectif est la pro-
position suivante.
Proposition 3.41. Avec les notations précédentes en particulier le difféomor-
phisme ® : [2p1, $pa] x SPH/T — A(2p1, 3p2), et si l'on note g, := ds* + s2gS"
on a de plus les controles suivants sur ®*g = u,(x)?ds* +s*hs(x) : pour tout | € N,
il existe C(l,n, vy, Do) > 0 telle que pour tout s € [2p1, ipg}, on a sur l'anneau
s, 2],

lu = et < Cnls),

et
n—1
1h = %" Ml < Cnls),

et donc, pour tout s € [2p1, ipg], sur l’anneau de rayons s et 2s,

||<I)*g - ge”(ﬂ(ge) < 077(3)'

Démonstration. Notons pour commencer que le point 4 du lemme 3.40 implique

que u, satisfait I’équation suivante sur S /T’ pour tout s

n—1

- = (As +|aes) +Ric(s)(N(s),N(s))>us. (3.17)

S

En effet, en suivant la perturbation normale par u N DA —grad(%), la variation

premiere de la courbure moyenne est exactemen —"s—zl. On en déduit en particulier
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que l'on a pour tout s,

n—1

(AS+\A<5)\2+R1(: (N(s), N(s)))(us—l) - [A(s)[ ~ Ric(s) (N (s), N ()

(3.18)

52

D’aprés la proposition 3.24, tant que ||h,—g%" "/ F||Cl,a(gsn71 /ry est suffisamment

petit, il existe C' = C'(a,n) > 0 telle que pour tout s,

— h,

< Cn(s). (3.19)
Ce(hs)

H A(s)

S

Comme SQ‘RiC(S)<N(S),N(S)>‘ = s?|A] < n(s), cela implique que le second
membre de (3.18) satisfait : il existe C'= C'(a,n) > 0 telle que pour tout s,

< COn(s).

Ce(gS" /)

Hn —1- SZ‘A(S)‘2 — 5 Ric(s)(N(s), N(s))

De méme, pour le membre de gauche, pour toute fonction v : S*™1/T' — R

s <AS + ‘A(s)‘2 + Ric(s)(N(s), N(s)))v— (Asnl/r +n— 1>v

Ca(gsn—l/r)

< On(d)|vll ga.egsn—rry-

Comme AS" /T4 —1, est un opérateur elliptique inversible,on obtient le controle

suivant par le lemme 1.60 : il existe C' = C'(n, ) > 0 telle que pour tout s

ltts — Ll gangen-tsry < C(s). (3.20)

Montrons maintenant que pour tout s € [2p1, 5pa], [|hs — gsnfl/rHcLa(gsn_l/p)
reste petit. Nous allons en fait montrer qu’il existe C” = C”(n,a) > 0 telle que

|hs — gsnfl/FHCl,a(gan/r) < C'n(s). La premiére égalité du lemme 3.40 se réécrit

o) =2 ),

or, par le controle (3.20), et la proposition 3.24, il existe C' = C(n,a) > 0 telle

u% — hy < Cn(s). En se rappelant que

Cl,a(gsnfl/r)

=cel(2)"+ (7))

que 'on ait
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on en déduit que pour p < sy < %,02, on a

S"*l/F’

2
heo =9 craggsn-imy SC <77(p) + /p 877(8)655>

2C"e (s
:On(ﬁ)+< ,826/, sﬁz_lds)
P2 7P
B2 !
p 2C , 5, 5,
—Cels + (Sa s - ™)
P2 P2
<C"n(so)

et de méme, pour 2p; < 5o < p,

h

. Sn—l/r‘

1
50 Cl,a(gsnfl/l") g C 77(‘90)‘

Pour obtenir des controles des autres dérivées de u et h,, on utilise les autres
égalités du lemme 3.40 : d’apres 1’égalité 2, et le contrdle (3.20), il existe C' =

C'(n,a) tel qu'on ait pour tout s
[0sN (s)[|cra(n,) < Cni(s) (3.21)

d’apres d’égalité 3 et les controles (3.20), (3.19) et (3.21), et comme les dérivées

l-iemes de la courbures sont bornées par s~27'5(s), il existe C' = C(n, a) > 0 telle

(%)

qu’on ait pour tout s :

< COn(s). (3.22)
Co (hs)

En dérivant I’égalité 4 par rapport a s, et en utilisant les inégalités ||0shs||cra <
Cn(s), et (3.22), il existe C'= C(n,a) > 0 telle qu’on ait pour tout s :

< Cn(s).

Ca(Snfl/l")

H (AS’“/F - 1)(9Sus

On en déduit que pour tout s, ||Osts|c2a(n,) < Cn(s).

En itérant, on obtient des contrdles de toutes les dérivées dans les directions

tangentielles et normales. O
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6.4 Proximité de la métrique d’Einstein et de la

désingularisation naive en norme C* A poids

Maintenant, pour obtenir un difféfomorphisme global sur toute la variété M,
nous recollons les difféomorphismes locaux entre les domaines M,(e), N;(e) et
Aj(t,€) et les domaines M,(e), N;(e) et Ag(t,e), par exemple a 'aide des tech-
niques de centre de masse présentées entre autre dans [GW88]. Nous obtenons le

résultat suivant.

Théoréme 3.42. Soit Dy, vy > 0 et soit (ME, g¢); une suite de variétés d’Einstein
telle que :

— les volumes sont minorés par vy > 0,

— les diametres sont majorés par Dy,

— les courbures de Ricci sont bornées |Ric| < 3.

Alors, il existe une sous-suite a topologie M fixe proche d’une désingularisation
naive (M, ggiﬁti) d’un orbifold (M,, g,) par des arbres de singularités (Nj, gy;, p;)
au sens suivant : pour tout | € N et i assez grand il existe, C(l, vy, Dy) > 0,
B1(vo, Do) > 0 et Pa(vo, Do) > 0, &; > 0 g; — 0, et un difféomorphisme ®; : M —
M satisfaisant

1. sur M,(g;), on a

ct (90)

2. aux différentes échelles T, ; (associées a t;), sur Nj(e;) on a

< CE,L'.

P+ g¢
(23N
C(ge;)

T;,

3. dans les zones annulaires intermédiaires, Ag(e;) incluses dans l'anneau de
1 1
ik 31 ik 3 ik ik
rayons py" = fT3e; ", p5° = 8T%e;, pour tout py™ < p < Lpy”, sur les
anneaux de rayons p et 2p en notant ®, = ®op,, ot @, est ’lhomothétie de

rapport p sur le cone R /Ty, muni de la métrique plate notée g.,

ik By B2
<ca|() + () |
Cl(Ac(1,2)) P Py

Remarque 3.43. La valeur optimale pour (31, 82) est en fait (4,2) avec une preuve

* £
F
2

similaire a la proposition 2.51, mais nous n’en aurons pas besoin pour la suite.
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Chapitre 4

Désingularisations de métriques
d’Einstein par

recollement-perturbation

Dans ce chapitre, dont les résultats sont essentiellement tirés du début de
[Ozu19b], nous nous attaquons a la réciproque des résultats du chapitre précédent
(ch.3). Nous étudions lexistence et 'unicité des métriques d’Einstein dans des
voisinages C'* a poids de nos recollements naif. Nous montrons qu’il est toujours
possible de trouver une unique métrique d’Einstein modulo obstructions dans un

tel voisinage.

Contributions. Nous développons une analyse dans des espaces a poids adaptés
au cadre général des dégénérescences de métriques d’Einstein réelles. Cette analyse
est aussi nouvelle dans le cadre kahlérien. Nous en déduisons une réciproque au
résultat du chapitre précédent (ch. 3) : toute désingularisation naive g” d’orbifold
peut étre perturbée en une métrique d’Einstein modulo certaines obstructions.
En combinant cela aux résultats du chapitre précédent (ch. 3), nous produisons
donc toutes les métriques d’Einstein dgp-proches de métriques singulieres par
recollement-perturbation. Cela éclaire la structure de I'espace de modules E(M)
au dgp-voisinage de son bord 9,E(M). De plus, les obstructions que 'on obtient
s’annulent si et seulement s’il est possible de dgy-désingulariser un orbifold par

des métriques d’Einstein lisses.

123
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1 Espaces fonctionnels

Définissons pour commencer les différents espaces fonctionnels dans lesquels

I’analyse du reste de cette these se place.

Note 4.1. Dans les résultats de ce chapitre, lorsqu’aucune hypothése n’est spécifiée
sur un orbifold d’Einstein (M,,g,), il peut étre indifféremment supposé compact
ou ALFE.

1.1 Une réécriture du contréle entre les métriques

Pour T' un sous-groupe fini de SO(4) agissant librement sur S, notons (R*/
I, g.) le quotient de Iespace plat par I, et r, := d,(., 0). Soient (M,, g,) un orbifold
d’Einstein, et (M, g”) une désingularisation naive de (M,, g,) par un arbre d’or-
bifolds Ricci-plats ALE (Nj, gy,;) recollés a des échelles T > 0. Il existe g9 > 0 tel
que l'on ait les propriétés suivantes. Pour chaque point singulier p; de M, de sin-
gularité R*/T';, d’apres la proposition 2.51, il existe un voisinage de py, U, C M,
et un difféomorphisme ®;, : B.(0,e9) C R*/I'y, — Uy C M, o la métrique est

controlée.

Définition 4.2 (Fonction r, sur un orbifold). On définit r, une fonction lisse sur
M, satisfaisant r, := ®}r, sur chaque Uy, et telle que sur M,\Uy, on ait g < r, < 1

(les différents choix possibles seront équivalents pour nos applications).

De méme, toujours d’apres la proposition 2.51, sur chaque orbifold Ricci-plat
ALE Nj, il existe Uy, des voisinages des points singuliers py, et U, un voisinage de
I'infini et des difféomorphismes Uy : B.(0,29) C R*/T'), — Uy C N; et Uy, : (R?/

L)\ Be(0,65") — Uy C N; grace auxquels la métrique est bien controlée.

Définition 4.3 (Fonction r,, sur un orbifold ALE). On définit r,, une fonction

lisse sur N, satisfaisant r,. := Wir, sur chaque Uy, et rp. := U* r, sur Uy, et
J b; kle ks b; ole 00

1

telle que g9 < 73, < g5 sur le reste de N; (les différents choix possibles seront

équivalents pour nos applications).

Dans le chapitre 3 précédent, pour 0 < € < g¢ nous avons utilisé un recouvre-

ment M = M,(e) UU; N;(e) U Uy Ai(t, ). Rappelons que si (Nj, gs,) est recollé
T.
T
recollé & (M,, g,). La variété M est aussi découpée en M = M UU; N}, ot

a (Nk, gp, ), on note alors 'échelle relative t; := et t; = T; si (Nj, gp,,p;) est

MZ; = MO\(U (I)k(Be(Ov t%))))
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ou t; > 0 I'échelle de recollement de N, au point singulier p, € M,, et ou
NI = (N\Wo (RY/To)\Be(0, 2t 1 )\ (U\Ifk 0,t/)).

Sur M;% C M}, on a g” = g, et sur chaque N;% C NJ, on a g = Tjg,,.
On définit aussi tmax := max; t;. Par définition des recollements, sur I'intersection
N;NM] on a alors /Tjry,, = 1,, et sur I'intersection NjNNy, on a /Tjry, = /Tyry, .

Définition 4.4 (La fonction rp sur une désingularisation naive). Sur une désin-

gularisation naive (M, g?), on définit une fonction rp de la maniére suivante :
— t
1. rp =1, sur M},
— t
2. rp = /Tjry, sur chaque Nj.

La fonction rp est lisse sur M.
Cette fonction nous permet de réécrire le théoreme.

Corollaire 4.5. Soit Dy,vg > 0, I € N et soit (Mf,gt); une suite de variétés
d’Finstein telle que :

— les volumes sont minorés par vy > 0,

— les diametres sont majorés par Dy,

— les courbures de Ricci sont bornées |Ric| < 3
Alors, il existe 8 = [(vo, Do) > 0, une sous-suite (M, g¢); da topologie M five, un
difféomorphisme o; : M — M et des désingularisations naives (M, gP) d’un orbi-
fold d’Einstein (M,, go) par des orbifolds Ricci-plats ALE (N, gy, p;) aur échelles
t; telles que M = M% U U; N; et pour tout [ € N et i € N assez grand :

1. sur Mt

o’

on ait

1
<5
(4

29 (6 — go)

t; 2 PSR
2. sur N;*, avec T; ; léchelle de N; associée a t;,

o\ —B+ N\ B+ 2
max ( TD,z ) : < TD,z > ‘VZ< g; j)
Tz‘,j Tz’,j TiJ

Remarque 4.6. Sur un anneau intermédiaire Ay(¢,€) ou Nj se recolle a Nj, les

rayons extérieur et intérieur sont (a une constante pres) p' = /T et p = /1, =
\/TjV/ T}, et on retrouve bien un controle avec un poids

~o((2)(3)]

max

(2) " ()
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équivalent au dernier controle du théoreme 3.42.

1.2 Espaces de Holder a poids sur les orbifolds et ALE

Définissons tout d’abord des espaces a poids sur des variétés asymptotiques a
des cones ou ayant des singularités coniques.
Pour les orbifolds, on considere une norme qui est bornée pour les tenseurs qui

décroissent aux points singuliers.

Définition 4.7 (Norme a poids sur un orbifold). Soit S € R, k € N, 0 < aw < 1 et

(M,, g,) un orbifold. Définissons alors pour tout tenseur s sur M,,

k
||3||c§’“(go) = Sﬂgp 7"0_6<Z7”Z|v203|g0 + T’SM[V;S]C“(QO))‘
o =0

Remarque 4.8. Le rayon d’injectivité en un point x € M, est équivalent a r,.

Pour les variétés ALE, on considere une norme qui est bornée pour les tenseurs

qui décroissent a l'infini.

Définition 4.9 (Norme a poids sur une variété ALE). Soit § € R, k € N, 0 <

a < 1et (N,gp) une variété ALE. Définissons pour tout tenseur s sur N,

k

Isll ey = D rf(Zré\V;bs\gb 4 r§+a[v§bs]0a(gb)).
=0

Remarque 4.10. Le rayon d’injectivité en un point z € N est équivalent a ry, .

Définition 4.11 (Norme a poids sur les orbifolds ALE). On définit aussi natu-
rellement une norme a poids pour f € R, k € Net 0 < o < 1 sur un orbifold ALE

(N, gp) par le maximum des deux normes précédentes.
B B :
— - i i k k
50ty 1= s { maas(rf, 7 ) (01T sl + 5 (P sl ) |
=0
qui est bornée sur les tenseurs décroissant a I'infini et aux points singuliers.
Sur des espaces non compacts, les opérateurs elliptiques asymptotiques a des

laplaciens ont de bonnes propriétés Fredholm dans ces espaces a poids. Ce n’est

pas le cas des espaces de Holder ou Sobolev classiques, voir [LM85] par exemple.
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1.3 Espaces fonctionnels sur les arbres de singularités

Supposons que (M, gP) soit une désingularisation naive de (M,,g,) par un
arbre de singularités (IV;, gbj). Pour .« < 83, pour €9 > 0 la constante du début
de la partie 1.1 ne dépendant que de g, et des gp;, on définit la norme a poids
globale de la maniere suivante.

Choisissons une partition de 'unité :
J

ot xae & support dans M et valant 1 sur M,% et Xnt & support dans Nj et
valant 1 sur Nj16t, sont des fonctions de coupure telles que pour tout k£ € N, il
existe Cj > 0 telle que |V’;Dx(:c)\gp < 7«13?7;)’@

Définition 4.12 (Norme a poids adaptée aux arbres de singularités). Soit 5 € R et
k€N, 0 < a < 1. On définit pour s € TM®+ @ T*M®- un tenseur (I,,1_) € N?,

avec [ := [, — [_ le poids conforme associé a la section.

1
HS”CS’U‘(QD) = HXMéSHc’g*“(go) - %:Tf HXN;?SHO’g’a(gbj)'

1
Remarque 4.13. La présence de T}? vient du fait que sur N, J'?, la métrique g” est
proche de Tjgy,. En effet, pour s un tenseur (I4,/-) de poids conforme I, —1I_,

nous avons

1
‘S|Tjgbj = Tj2 ’5’gbj'

[flleggry <1 f<g

/3 r

T

FIGURE 4.1 — Norme a poids pour une singularité.

Cette norme a 'avantage d’étre adaptée aux cas de plusieurs singularités et

d’arbres de singularités.
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T

FI1GURE 4.2 — Norme a poids sur un arbre de singularités.

Grace a cette norme, on peut par exemple décrire les métriques d’Einstein

proches d’orbifolds au sens de Gromov-Hausdorff.

Corollaire 4.14. Soient Dg,vy > 0, 1 € N, et § = B(vg, Dy) > 0 obtenu dans le
corollaire J.5. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe § = §(g, Do, vg,l) > 0 tel que si
(M, g%) est une variété d’Einstein satisfaisant

le volume est minoré par vy > 0,

le diametre est majoré par Dy,

la courbure de Ricci est bornée | Ric| < 3.

et telle que pour un orbifold d’Einstein (M,, g,),

dGH((Mv 95)7 (Mm go)) < 67

alors, il existe une désingularisation naive (M, gP) de (M,,g,) par un arbre de

singularités et un difféomorphisme @ : M — M tels que

Démonstration. Soit [ € N. Raisonnons par I'absurde et considérons une suite

o gt — gDHcé(gD) <e.

de contre-exemples, c’est-a-dire une suite de variétés d’Einstein (M;, g;); telles
que Vol(g;) = vy > 0, diam(g;) < Dy et |Ric(gi)|s, < 3 convergeant au sens
de Gromov-Hausdorff vers un orbifold d’Einstein (M, g,), mais telles qu’il existe
e > 0 pour lequel pour tout i € N et toute désingularisation naive (M;, g”) de
(M,, g,), et tout difféomorphisme ®; : M; — M;, on ait ||Pfg; — giDH%(gD) > €.
D’apres le corollaire 4.5, il existe alors une sous-suite (M, ¢;); a topologie fixée,
et une suite (M, g) contredisant cela pour i assez grand par définition de la norme
a poids. O
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La norme a poids est équivalente a la somme de celles des espaces modeles M,
N; sur les tenseurs respectivement a support dans M! et N jt Sur les anneaux de
basse courbure Ay (t,€g) tirés en arriere sur des anneaux plats A.(p1, p2) C R*/T,
elle est équivalente a une norme particuliere qui permet de controler indépendam-
ment des rayons les sommes de tenseurs qui décroissent au centre de 'anneau et

de tenseurs qui décroissent a l'infini.

Définition 4.15 (Norme a poids adaptée a un anneau). Soient 0 < p; < po,
B €R k€N 0< a<1etun tenseur s sur (A.(p1,p2),9.) et la fonction

B B
= d.(0,.). On définit n(r.) := max ((fl) , (’”e) ), et la norme,

P2

k
||S||C§’Q(Ag(p1,p2)) = Sup [77_1(7“6>(ZT2|V;€8|96 + Tf—‘ra[vlgfes]ca(ge))] :
=0

Ae(p1,02)

Dans la suite, nous utiliserons souvent des espaces f Cﬂ’a pour une fonction f
définie et lisse hors des points singuliers. Ils seront toujours munis de la norme

suivante
S

fliche

Remarquons que par définition de rp, il existe une constante C' = C(m, k, «) >

||8chg,a =

0 dépendant des fonctions de coupure telle que

1
|| | mc’w ||XM’55Hrmc’“ () +ZT |XNt5|| kaa(gb < CHSHTgCg,a(gD).
(4.1)

Finissons par lister quelques propriétés de ces normes a poids.

Proposition 4.16. Soient f < (', et k+a < kK +d, et mym’ € Z. Pour
toutes les normes a poids précédentes notées génériquement rmC’g’o‘, nous avons
les propriétés suivantes : pour des tenseurs s et s’

— lsllyngpe < lsllmerrar

ISt € sl
— i % est une composition, un produit ou une contraction de tenseurs, il existe

C =C(xk,a,m,m B,5") >0 telle que

55 8 lomsmis, < Clslmesls o

En particulier, pour un 2-tenseur h € Cé’a(gD) et un champ de vecteurs X €

TDCg’a(gD), on a pour Py = %V;Vg - Rg,
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— Pyph € 7”5205‘(913),

— S,oh €15 05 (gP),

— & X € C3(g),

— 6,065 X €15 Cy (gP).

1.4 Estimations de Schauder a poids

Des estimations de Schauder sont valables dans ces normes a poids pour 'opé-
rateur P := %V*V —R.

Proposition 4.17. Pour tous > 0 et 0 < a < 1, il existe C' > 0 et € > 0 tels
que si h est un 2-tenseur symétrique sur (M, g”), et g une métrique sur M telle
que

Hg - gDHCgva(gD) < g,

alors,
Ihllczeoy < (Il Pabllpzagqmy + Illcyem)):

Démonstration. Soit g une métrique sur M telle qu’on ait ||g — gD||C§,a(gD) < g,
pour € > 0 que 'on choisira suffisamment petit au cours de la preuve.

Sur les compacts M,(ep) de 'orbifold et N;(go) des ALE privés de leurs points
singuliers, on a une estimation elliptique sur les opérateurs Py, et Pgbj . il existe
C1 > 0 telle que pour tous 2-tenseurs h, a support dans M,(so) et h; & support

dans N;(g), on ait

hollcze ) < CL(I1Pg, hollca s, + 1hollcog,) )

et
hsllczee,) < CL(ll P, hilloata,) + 1slloog,))-

Par hypothese, il existe C' > 0 ne dépendant que de g, et gy, tel que [[g —
: < Ce sur Nj(gp). On en déduit

Gollc2o(g,) < Ce sur My(go) et HT% — O, Crala,
que pour ¢ suffissamment petit, les opérateurs P, et P%, qui sont proches des
J
opérateurs P, et P, ,satisfont pour tous h, a support dans M,(gy) et h; & support
J
dans N;(eo),

hollcze ) < 2C1 (1 Pyhollcea,) + lhollcog,) )

et
thHCQ’a(gbj) S QCl(HPTijthCa(gb') * thHCO(gbj))'
J
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Sur chaque anneau presque plat Ay(t, o), sur anneau A, := {p < rp < 2p},
il existe un difféomorphisme ¢, : A.(1,2) = A, tel que

< Cn(p)e.
Cl,a

% -]

Ainsi par ellipticité, pour e suffisamment petit, il existe Cy > 0, telle que pour

tout 2-tenseur h a support compact dans A.(1,2) on ait,

Ihlloze(aca,z) < 2C2(”h”C°(AE<1’2>> * HP?&"h‘ Ca(Ae<1,2>)>'

En revenant a (M, g), cela implique que pour ¢ suffisamment petit, on ait

co( Ap, )) ’

La norme d'un 2-tenseur s se comporte de la maniere suivante par changement

1llc2.e(a,, 5) < 4Cs <||h||00(,4p 9+ Hpg h‘

d’échelle, pour t > 0 :

|s|g = tlsly,

et 'opérateur P se comporte de la maniere suivante par changement d’échelle,
pour t > 0 : Py = tF,. En multipliant les deux cotés de 1'égalité par r5%, on
obtient

lc2eay.g) < AC (1hllcoca, gy + T Polilloe(ang ) -

Etant donnés les controles sur les dérivées de rp, on en déduit le résultat énoncé
par définition des normes a poids en multipliant les deux cotés de I'inégalité par

le poids de la norme. O

Des estimations analogues sont aussi valables pour I'opérateur elliptique 66*

avec une preuve analogue.

Proposition 4.18. Pour tous > 0 et 0 < a < 1 il existe C' > 0 et € > 0 tels

que si X est un champ de vecteurs sur (M, gP), et g une métrique sur M telle que

lo = 9P llgaepmy < &,

alors,
161, pesoy < C (18605 X 5110y + 1 X lrpongem) ).
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1.5 Normes de découplage

Nous montrons maintenant que pour espérer de bons controles pour les opéra-
teurs P et 00* dans les zones annulaires de notre variété, nous devons considérer
séparément l'influence des 2-tenseurs constants pour P et des champs de vecteurs

linéaires du noyau de 6.0 pour §6*.

Estimations sur les anneaux A.(c,c7') de (R* g.). FEtudions tout d’abord

la situation sur des anneaux plats.

Proposition 4.19. Soient0 < 3 <1,0<a <1, et P, =1V:V. R, = 1V:V,.
1l existe C, > 0, et €. > 0 tels que pour tout 2-tenseur h sur un anneau de rayons
0<e<e. et %, il existe un 2-tenseur constant Hy et un 2-tenseur H, défini sur

Uanneau A.(e,e7Y) satisfaisant

ViV.H, =0,

||H*HCf’a(Ae(Qi,(l/Q)E_l C Hh HOHC2 [eY £e™ 1)) (42)
(remarquer la norme C’f’a pour le membre de gauche) et,
1h = Ho = Hell g2, 0e,1/21e-1)) S Cell Poohllz20ace.m1))- (4.3)
Cela implique en particulier le controle suivant, pour tout x € A.(1/2,2),

|l — Ho(2)lg. + |Vh(@)lg + [V*h(@)]g + [V*h]cag) (@)
< Ce(( ) QCC“ Ac(ee1) _'_ 2€Hh HOHCQO‘ aa—l)))
(4.4)

Démonstration. Remarquons pour commencer que (4.4) est une conséquence de
(4.2) et (4.3). En effet, h — Hy = (h — Hy — H,) + H.,, et on a donc, en notant

Isllczaqzz = sup |s(@)lg + |Vs(@)lg + [Vs(@)lg + [Vs]ce(q) (),

|k — Hollcza/22) < [|h— Ho — Hyl|c2a1/2,2) + | Hel| o201 /2,2)
< (26)5”]1 — HO - H*||C2'a Ae 68_1 + 28||H*||02,a Ae(€ 5_1))

QCQ Ae(EE 1 +28Hh HOHCQQ 88_1))>

< Ce((22)°)|P,
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par définition des normes a poids et en supposant, pour C, > 0, les inégalités (4.3)
et (4.2).

D’apres le lemme 2.49, sur R*\{0}, les 2-tenseurs harmoniques sont sommes de
2-tenseurs harmoniques homogenes dont les coefficients sont proportionnels a r7
pour j € Z\{—1}. Ces 2-tenseurs harmoniques s’écrivent plus précisément r*H
ou ;2 *Hy pour k € N, ot Hj, est un 2-tenseur radial dont les coefficients, une
fois restreints a la sphere unité sont des fonctions propres du laplacien de valeurs
propres —k(k + 2). En particulier, on remarque que tout 2-tenseur harmonique
non constant s’écrit comme un 2-tenseur constant plus un tenseur explosant au

moins en 7,2 en 0 ou en r, & Uinfini.
Pour tout 2-tenseur h sur A.(e,e"), définissons H la solution du probléme de
Dirichlet suivant, en notant S.(r) := {r. =},

V:V.H =0,
H = hsur S.(e) U S,(e71).

Plus précisément, H = Y ;-o(ere)*Hf + (e7'r)"*"H, on, si I'on décompose

en harmoniques sphériques hys, o) = > Hi(€) et hys -1y = S Hi(e™'), on a le

systeme
Hy(e™Y) = Hf +
{Hk(a) =+ Hy,
et donc,
i = 1_24_~_4k(Hk(51> _ E4+2k11[,g(€)), w5
A= 1_;4,6(}1,{(5) — ),

Posons H, := H — ]:IJ . Comme V:VQI:I* = 0, par régularité elliptique entre
espaces de Sobolev et injection de Sobolev sur 'anneau A.(p/2,4p) C A.(e,e7 ),

il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle qu’on ait,
. C .
[Helleocacozon < ZZIH-2ac o290, (4.6)

donc pour contréler la norme C?%(A.(e,e1)) de H,, il nous suffit donc de contrdler
la norme L? de H, sur les différents anneaux A.(p,2p) C A.(e,e7"). Les égalités
(4.5) et le fait que les décompositions en harmoniques sphériques soient orthogo-

nales nous donnent alors ’estimation suivante pour ¢ suffisamment petit et une
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certaine constante C' > 0,

H]:‘I*H%Z(Ae(f?,?p)) < 2/ Z ‘(Teg)k-kl (Hk-l—l(g_l) — 54+2(k+1)Hk+1(8))
Ae(p,2p) k>0

+ (ree™) 2 (Hile) — e Hi(e7)))
<0/ V2 (1(h = H )50 + €8|(h — A )5 |
NG (10 = B .o+ €¥1(h = H s )

t (ree ™) (| (h = HY)jsoo)[* + 1(h = HY )js.en?)

— 2 r
< CPp'e? (,01 +p 1) 1h— H(S’—Hég(Ae(e,e*l)) (4.7)

2

Cflr |(h - ﬁJ)‘Se(E) Jge < Hh - HJ”C%(A@(E,E*:U) et |<h - ‘HS_>|S¢3(571)|95 < ||h -
HJHC%(A@(E’S—I)) par définition de la norme. En combinant (4.6) et (4.7), on obtient

1 looa.eemry < Cllh = Hi lloga. e (4.8)

Fixons zy € S.(1) et modifions notre 2-tenseur H pour obtenir un 2-tenseur
H tel que h — H s’annule en z; et sur S.(g) tout en étant constant sur S.(e71).

Le seul choix possible a 'aide de 2-tenseurs harmoniques est

2

~ Co ~ £ Co
wee (i) 4 (1 )
<O 1 —¢&2 * +1—52r§

ot ¢ = (h—H)(z). Nous allons tout d’abord prouver le contréle (4.2) de 1’énoncé.
Notons Hy := }NI(T — - la partie constante de H, et H, := H,+ L ‘iigle)g sa

1—e2 1—e2 (e

partie variable.

D’aprés (4.7), la partie H, = -, (ere)*Hi + (7 'r.) """ H, est bien controlée
en norme L? par les parties de moyenne nulle de h — Hy sur S, () et S.(g) (qui sont

les mémes que h — Hy). Il nous reste alors a controler le terme en r; %, c’est-a-dire

1 (1-e*)Hy +co
1—g? e=2r2 '

D’aprés (4.5), |Hy | est controlé par la différence entre la valeur moyenne de h— Hy
sur la sphere S,(€) et celle sur la sphere S,(e7) (qui est la méme que h — Hy).
Nous avons donc |Hy | < 3||h — HoHcg pour ¢ suffisamment petit. Pour controler
|co| en fonction de Hfz - HOHCg, il suffit de noter que la valeur moyenne de h — Hy
sur S,(e7!) vaut e*Hy + co, et que l'on a donc |col,, < (1 + 3e)||h — HOHCg car
Ay lg. < 3|lh — Hollcs-

Nous en déduisons donc finalement I’existence d'une constante C' > 0 telle que
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nous ayons, en passant de controles L? & des controles C° & I'aide de (4.6) appliqué
a H,,
[Hllcy < Cllh = Hollcg,

et donc l'inégalité (4.2) énoncée.
Prouvons 'estimation (4.3), et raisonnons par l’absurde en supposant qu’il

existe une suite de réels strictement positifs £; — 0, et une suite de 2-tenseurs h;

sur des anneaux A.(g;,¢; ") satisfaisant, ||h; — HZ-HCg(Ae(&E,l)) =1, et

[Pehill,2c00au ety <

S|

Soit alors z; une suite de points de Ac(g;, ;") ol la norme C§(A.(g;,6;"))
de h; := h; — H; est atteinte. On peut en extraire une sous-suite ayant I'un des

comportements suivants :

—_

. re(T;) = 400, et gre(x;) — 0,
- re(x) = 400, et gire(x;) — ¢ >0,

(z;) = 0 et g5 re(a;) — +oo,

2

3. re(w;) )

4. re(x;) = 0 et g, ro(z;) = ¢ > 0,
5. re(z;) = ¢ > 0.

Dans tous les cas, nous pouvons effectuer un changement d’échelle pour fixer

re(x;) = 1 en posant pour tout z,

h; (re(xl)x)
51‘5 (re(z)P +7e (xi)_ﬁ)

hi(x) =

Y

qui satisfait donc
(V:Vehg (x) = re(xi)2<VZVJLi)(Te(a:i)x).

Comme nous avions par hypothese les controles

hi(z) < & (re(2)” + () 7),
et .
(VEVehil(@) < Sre(@) e (re(2)” + re(w) ™),

xo
Te (xz)

notre nouveau 2-tenseur h/ s’annule en et sur Se(g;re(x;)!), et est constant
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sur le bord Se(g; 're(x;)7"). 1l satisfait de plus pour tout

et

((Te(fi)re(iﬂ))ﬁ + (7"6(.172')7“6(1’))*5)

re(x;)? + re(z;)=?

il () <

2 ((re()re())” + (re(zi)re(2)) ")

re(x;)P 4 re(x;)=?

1
|Viveh§!($) < 27’5(37)

Dans les différents cas, quitte a extraire une sous-suite, on obtient alors une

des situations limites suivantes,

1.

sur (R*/I')\{0}, une solution h., de P.hl, = 1V:iV hl, =0, et supr—"h. =
1. Or, il n’existe pas de telle solution car les 2-tenseurs harmoniques dé-
croissent au moins en O(r) en 0 §'ils s’y annulent et doivent donc aussi
croitre a cette vitesse a l'infini. C’est absurde.

sur (Be(1/c)/T)\{0}, une solution h’_ de P.h’ = 0, et supr—"h’ =1, et
telle que (h.)|s.(1/e) soit constant. L'unique solution du probleme de Di-
richlet avec annulation en zéro et une condition constante sur S.(1/c) est
h!. =0, ce qui est absurde.

sur (R*/T)\{0}, une solution h’_  de P.h. = 0, et supr’h,, = 1. Or, il
n’existe pas de telle solution car les 2-tenseurs harmoniques tendant vers 0 a
I'infini décroissent au moins en O(r~2) a I'infini, et explosent donc au moins

a cette vitesse en 0. Finalement, h’_ = 0, ce qui est absurde.

. sur (R*/T)\B.(1/¢), une solution h’_ de P.h, = 0, et supr’h’ = 1 et

(hLo)s.(1/e) = 0. Sur (R*/T)\B.(1/c), Punique solution du probléme de Di-

richlet sur avec décroissance a l'infini et annulation sur S.(1/c) étant nulle,

nous avons h., = 0, ce qui est absurde.

sur (R*/T)\{0}, une solution h’_ de P.h. = 0, et sup(r® + rP)n’ =1

satisfaisant h;(%) = 0. Les conditions P,h/_ = 0, et sup(r® + r=#)n’_ =1
0

: : / / I ! :
impliquent que i/, est constant, comme A s’annule en %2, hl_ = 0, ce qui

est absurde.

Nous en déduisons donc qu'’il existe ¢, > 0 et C, > 0 tels que pour tout 0 < € < &,

et tout 2-tenseur h sur Panneau A.(e,e7 '), on ait

[h — HOHCE’O‘(AE(S,‘S*l)) < Ce||P9h||r§2C§(Ae(e,e‘l))'

N X R 2
Le passage d'un controle en norme C’g a un contréle en norme Cﬁ’a est une

conséquence des estimations elliptiques qui sont valables sur les anneaux plats

d’apres la fin de la preuve de la proposition 4.17. O]
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Avec une preuve tout a fait analogue en utilisant la décomposition harmonique
des 1-formes sur un cone de [CT94, (2.16)-(2.19)] (voir aussi la section 2.1 de ce
chapitre pour le cas particulier des cones plats), nous avons le méme résultat pour
les champs de vecteurs, mais cette fois-ci, nous ne voulons pas tuer les constantes,

mais le noyau linéaire de §6* sur R*/I". Sur R*, I'opérateur elliptique

1 1
00" = V'V — —d*d = dd" + -d"d,
2 2
a son noyau restreint aux champs de vecteurs linéaires du noyau de .07 parmi les
champs de vecteurs en O(r*=? + r'*%) pour 0 < 8 < 1, voir le lemme 4.30 pour
une preuve de ce résultat et la section 2.1 de ce chapitre pour une description du

noyau.

Proposition 4.20. Soit 0 < 8 < 1. Il existe C. > 0, et ¢, > 0 tels que si un

champ de vecteurs X satisfait || X||, c2ea, ey < 1 sur un anneau de rayons
(= B € 9

0<e<e. et %, alors, il existe un champ de vecteurs linéaire du noyau de .07,

Yo, et un élément Y, du noyau de .6} satisfaisant

Y.

reCP (o)) S Cell X = 3/0||r502’a(148(5,6*1))’
(remarquer la norme reCf’a pour le membre de gauche) et
[ X =Y — KkHrecg»a(Ae(a,rl)) S 06HégedgeX|‘rglc’g’a(Ae(e,e*1))'
Cela implique en particulier le contréle suivant, pour tout v € A.(1/2,2),

(X = Y0)(@)lg. + V(X = Yo)(@)lg + [VH(X = Yo)(2)lg. + [VH(X = Y0)]co (g (2)

< Ce((26)ﬂ||695;||r§10é’a(Ae(S,E_1)) + 2|

X — %Hrecg’awe(s,s—l)))‘
(4.9)

Les noyaux approchés sur les anneaux : 2-tenseurs constants et champs
de vecteurs linéaires du noyau de 6.6*. Soit (M, g”) une désingularisation
naive d’orbifold d’Einstein e-décrite par un arbre de singularités pour € > 0. Pour
chaque anneau Ay(t, €) de la définition 3.7 entre de N, et N; ou Ny, et M,, il existe

un difféomorphisme

By Ace™/Tiv/t, ey T)) C Ry — Ag(t.e) € M,
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tel qu’il existe C' > 0 pour lequel, pour tout 0 < 5 < 1,

< Ce* b, (4.10)

q)l:gD - ge‘
H O (Aule 1y Tiviney/T)

A cause des 2-tenseurs constants que lon peut approcher sur (M, gP) par
coupure sur les anneaux A (t,€), nous ne pouvons pas obtenir d’estimations
indépendantes des échelles de recollement sur (M, gP) du type HhHC;,a(gD) <
C HPgDhHTBQCg( 4p)- De tels controles sont nécessaires pour appliquer un théoreme
des fonctions inverses. En effet, nous avons les estimations suivantes d’apres la

proposition 4.28 montrée dans la suite.

Note 4.21. La plupart du temps, dans le reste de cette thése, nous oublierons abu-
stvement les difféomorphismes @ au voisinage des points orbifolds afin d’alléger

les notations. Par exemple, le 2-tenseur X a, ()P (H) sera noté x a, e H sur M.

Proposition 4.22. Sur une désingularisation naive (M, g?), pour tout 0 < 3 < 1,

il existe C' > 0 tel que pour Hjy un 2-tenseur constant, on ait a la fois

”PgD (XAk(t,E)Hk)HTBQCE‘(gD) < O‘Hk’gea

et
1 _8
||X'Ak(t75)HkHCg(gD) = itm§x|Hk

ge-

Les champs de vecteurs linéaires du noyau de 6.0 empéchent eux aussi les

estimations indépendantes de ¢t pour I'opérateur §6* d’apres la proposition 4.28.

Proposition 4.23. Sur une désingularisation naive (M, g?), pour tout 0 < 3 < 1,
il existe C' > 0 tel que pour Xy un champ de vecteur linéaire du noyau de 4.0}, on
ait a la fois

H(SgDézD (X.Ak(t,s)Xk)”rglcé’“(gD) < CHXkHreCOO(ge)a

et
1 _

8
HX.Ak(t,E)Xk‘”Cg(gD) = itméxHXk

Tecg(ge)'

Norme a poids modulo les noyaux approchés des anneaux. Les pro-
positions 4.19 et 4.20 montrent en fait que 'on peut contrdler 'inverse de nos
opérateurs une fois que 1'on résout nos équations modulo les 2-tenseurs constants
et les champs de vecteurs linéaires du noyau de 8.6} sur R%. Les propositions 4.22
et 4.23 montrent que 'on ne peut pas espérer mieux, et qu’il convient de trai-

ter séparément ces 2-tenseurs et ces champs de vecteurs. Nous introduisons donc
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de nouvelles normes dans ce but. Elles sont similaires aux normes introduites,

essentiellement pour la méme raison, dans [Bam12].

Définition 4.24 (Norme ||.| ko sur les 2-tenseurs). Soit h un 2-tenseur sur
B,*

(M, g"), (M,, g,) ou (N, g). On définit sa norme Cg:‘ par

ge»

IPllee = inf Whullcpe + 2. 1H

ot I'infimum est pris sur les (h., Hy) satisfaisant b = h, + Y5 x4, (1,0)Hr (ou h =
hy + >k XB.(e)Hi sur M, ou N;), pour Hy, des 2-tenseurs constants a trace nulle
sur R*/T,.

Définition 4.25 (Norme ||.[|, o+« sur les champs de vecteurs). Soit X un champ
B,*

de vecteurs sur sur (M, gP), (M,, g,) ou (N, g). On définit sa norme erf, our

est la fonction rp, r, ou r, correspondante par
X1, cte := Jnf ([ Xl cre + Zk: 1 Xkl cgqe):

ot I'infimum est pris sur les (X,, Xj) satisfaisant X = X, 4+ >2p x4,¢0) Xk (0u
X = X, + X5 XB.(e) Xk sur M, ou Nj).

Remarque 4.26. Par définition des normes a poids, sur un orbifold compact ou
ALE, les décompositions h = h, + >p XB.(e)Hr et X = X, + 3 XB.(e) Xk sont
uniques et déterminées respectivement par les limites de h et de % lorsque r — 0

(ou r =71, our =ry), sinon la norme diverge.

Remarque 4.27. Par définition, on a
Ilgre < A-llgres et l-lhore < -llgte,

et les espaces (Cg’f, |-l gre) et (rose, |1l ko) sont clairement de Banach.
: Bx : B«

1.5.1 Estimations dans ces normes

Montrons qu’il est possible de controler en normes rmC’g’a les images par les

opérateurs P et §6* d’éléments de rka:f.

Proposition 4.28. Soient 0 < 8 < 1, (M., gs), un des espaces (M,, g,), (Nj, g, )

ou (M, gP), g une métrique, h un 2-tenseur symétrique et X un champ de vecteurs
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sur Mo. On a alors les controles suivants :

[Poh

re 2C5(g CHthQa(g )
||5905* XH —lcla CHXHT CSa g )7

Hpg(h) - Pg.( )||r,‘20§‘(g.) = CHg o g‘”Céj‘j(g.)

h”CQ,a

5w (90)’
et
H(Sg5;(X) - (59.5* ( )H 710151 g. CHg g.HCQ a(g.

X reC5 % (ge)"

Démonstration. Montrons le résultat pour g? la preuve pour les autres espaces
est tres similaire. Pour les deux premieres inégalités, considérons h un 2-tenseur
et X un champ de vecteurs sur M, et des décompositions h = h, + 375 X4, (t.e) Hr
et X = X, + 37k XA, (t,e)Xk- La proposition 4.16 implique que l'on a les controles

suivants pour h, et X,,
IPyohell szemy < Cllbellote oy (111)

et
1840050 Xull, 1010 oy < CIXull ot gy (4.12)

Sur R*/T", nous avons P.Hj, = 0 et 6.7 X = 0, et pour tout [ € N,
Vx| g0 < Crrp. (4.13)
Donc, grace au contrdle (4.10) de la différence entre ®;g” et g., nous avons
12,0 (st Hllos o2 < C1Hilge (4.14)

et
1990050 (x i t.0) Xi ), 1 ov gy < ClIXkllrec(00): (4.15)

en tirant en arriere la situation a ’aide du difféomorphisme

(e TjVE,e\/T;) € RYTy, — Alt,e) € M

En sommant les controles (4.11) et (4.14) d’une part, et les controles (4.12) et
(4.15) d’autre part, nous obtenons les deux premieres inégalités avec les normes

2,a
ce.

Intéressons nous maintenant aux deux dernieres inégalités qui sont plus dé-
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licates. Le contrdle que l'on vise est local, écrivons donc l'expression des deux
opérateurs en coordonnées dans une base locale (e;);. Pour un 2-tenseur h, et un
champs de vecteurs X, en notant h;; = h(e;, e;) et R;;i, les courbures sectionnelles,

on a

1 *
Py(h)s; = Q(vgvgh)“ — 9" 4" Rigi1hpg, (4.16)

et, pour w = g(X,.)
(0,0;X)i = —39 Vi(Viw; + Vjwi), (4.17)

ou V; est la dérivée covariante pour g dans la direction e;. On voit alors directement

grace aux estimations de la proposition 4.16 que 1’on a les controles en norme CE’O‘ :
1P5(h) = Pyp (M), 5205 < Cllg = 97 llczgoy Il g2 gy,
et

18,5 = 6,003 (X) 16 oy < Cllg = 9l oo X ooy

Afin d’obtenir un contréle en norme C’;f, aprés avoir noté que la norme C3*
est majorée par la norme C’;:‘f, la remarque cruciale est alors que dans (4.16), tous
les termes font au moins intervenir une dérivée de h ou de g — ¢g”. On a donc le
controle plus précis sur h un 2-tenseur a support dans Ag(t, &),

1P,(h) - Ppoi)| <C(llg = 8 llgg ooy IVl 20

r5 Cg(gP)
+ ||V(g - 4g )H *1010¢ HVhH 7101a D)

1939 = ) gz g

(remarquer les normes Cg™*(g”) qui sont majorées par la norme C;f)

Il reste a controler les dérivées des troncatures de 2-tenseurs constants pour
montrer que les termes || VA| rp2es(gp) ©f | V20| rp2os (gP) Sont controlés par ||h||c§:;x(gp)
et de méme pour g — g°. Con81derons donc y Ak(tﬁg)H r ou Hy est constant sur R*/
I';. Comme H), est constant sur R*, on a V.Hj, = 0, puis, comme les fonctions de

coupures sont bornées en norme C3(g”) par (4.13), pour i € {1,2}, on a

||Vi(XAk(t,e)Hk) ||r5ic;—i’a(gD) < C|Hk |ge7

ce qui suffit pour conclure pour les 2-tenseurs.



142 Chapitre 4. Désingularisation de métriques d’Einstein

Pour les champs de vecteurs, nous avons la réécriture suivante, pour X un

champ de vecteurs a support dans Ag(t, o)

16,07 (X) = 0,0070(X)

rptehe( (H EXQ)HTE(J;“(

- HagD (Lx(9” —9))

gP)

i)

Soit X} dans le noyau linéaire de 4.0, alors le 2-tenseur Lx, g. est constant et
pour Hj un 2-tenseur symétrique constant nous avons 4, (Lx, Hy) = 0 sur R
Nous en déduisons alors I'inégalité annoncée pour les champs de vecteurs apres un

argument similaire a celui pour 'opérateur P. O
1.5.2 Estimations elliptiques

Des estimations elliptiques sont toujours valables dans ces normes.

Proposition 4.29. Soit 0 < f < 1, g une métrique, h un 2-tenseur symétrique
et X un champ de vecteurs sur M, (respectivement N;, ou M ). Alors, il eziste
e = (9o, g, 97, 8) > 0 et C > 0 tels que si l'on a ||g — g'HC;’a(g.) < &4, 0U o

est l'une des normes g,, gy, ou g, alors,

||h||c§:j(g.) < O(HPthr:?Cg(g.) + ||h||Cg,*(g.));

et

1X sty < C(1885 X -raeto ) + 1X Iracy )

Démonstration. Soit ge une des métriques g,, gy, ou g”, et pour tout k, Hj un
2-tenseur constant a trace nulle sur R*/T";, et X, un champ de vecteurs linéaire
du noyau de 66* sur R*/T;. Soient de plus h, un 2-tenseur de C’g’a(g.) et X,
un champ de vecteurs de T.Cg’a(g.), et définissons h = h, + > g XA, Hi et
X = Xo+ 2k XAy (t,) Xk

On a alors les contrdles suivants :

||P-(X.Ak(t,E)Hk’>Hr:ZCg(g.) < O|Hk

ge>

et

lcla . C”Xk

10, 5;. (XAk(t,E)Xk> TeCQ(ge)

Ainsi, pour h,, on a

r.2C’°‘ +CZ|Hk

ge?

Pyl oy < IPoh
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et 'estimation annoncée pour g = g, est alors une conséquence des estimations

elliptiques dans les espaces a poids du lemme 4.17 qui donnent

Ihallczaey < C(I1Psh

re’03(ge) T ||h*||cg(g.)),

et permettent de conclure que

18l cze gy < O (I1Pshll 2060y + 1Blles_o))-

Le méme argument marche pour 'opérateur 66* sur les champs de vecteurs a 'aide
des estimations elliptiques du lemme 4.18.
La proposition 4.28 permet enfin de passer de la métrique g, & une métrique g

telle que ||g — g.HC;,i(g.) < &, O

2 Jauge divergence réduite

Lorsque l'orbifold d’Einstein que I'on approche est a courbure scalaire néga-
tive, on peut toujours mettre nos métriques en jauge de Bianchi a l'aide d'un
petit difféomorphisme (voir [Biql3, Lemme 8.2] adapté a nos normes). Lorsque
la courbure de Ricci de notre variété d’Einstein n’est pas négative, ce n’est plus
nécessairement vrai, mais la mise en jauge divergence, elle, est toujours possible.
C’est 'objet de cette sous-section dont le résultat principal est la proposition 4.39
qui généralisera le théoreme 1.16 au cas des métriques au voisinage d'une métrique
singuliere. Le principe est le méme que dans la section 3.2.2 du premier chapitre,
et les analogues des métriques g, sont les différentes métriques de désingularisation
naive g que l'on interpréte comme des déformations de I'orbifold (M, g,).

Pour cette mise en jauge, nous proposons une approche par théoreme du point

fixe de Banach qui nécessite I’étude de ’équation linéarisée :
00" X = —dh,

ou X est un champ de vecteurs, et A un 2-tenseur.

Dans notre cadre de dégénérescence et d’espaces a poids particuliers on sou-
haite obtenir des estimations indépendantes des échelles de recollement des dif-
férents espaces. Une difficulté est que l'orbifold limite pourrait avoir avoir des
champs de Killing qui ne se prolongent pas aux bulles se formant. L’opérateur §0*

prendrait alors des valeurs arbitrairement petites sur ces champs de vecteurs, et
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on ne pourrait pas espérer obtenir de contrdles. La mise en jauge pourrait donc

completement perturber nos métriques dans les normes ||.|| 2.a.
B,*

2.1 Noyau de la linéarisation

Intéressons nous a l'opérateur §6* sur un cone plat (R*/T', g.) puis sur un
orbifold (M,, g,) et sur des orbifolds Ricci-plats ALE (Nj, gy, ).

Sur un céne plat. Etudions tout d’abord Popérateur 66* sur les 1-formes d’un
cone plat. Sur le cone plat (R*/T, g.) = (R" xS3/T", dr*+r?gs), comme utilisé¢ dans
[CT94, Section 2], toute 1-forme sur R*/T" se décompose en somme de 1-formes

d’'un des deux types suivants préservés par 0™ :

L p(r)y, ou dg¢p = 0, et didstp = b,

2. 77 H(r)pdr + u(r)rdse, et didsp = v,
ot u,p,l :R" - R, ¢:S*/T — R et ol ¢ est une 1-forme sur S3/T.

D’apres [AV12], grace au calcul des valeurs propres de I'opérateur de Laplace-
Beltrami et du laplacien de Hodge sur les 1-formes de la sphere de [Fol89, Theorem
C], les solutions de .0 w = 0 s’écrivent alors comme des sommes de 1-formes des

types suivants
at + . . . *
L. r% ¢ avec a; := £(1+j), j € N,
2. 'r’b;'tdsgo + bjirb;c_lnpdr, ou 2rbfi+2dgg0 + bf?"b?rl(pdr, avec bji =—-1+(1+y),
J€N.

Comme nous sommes intéressés par la résolution d’une équation du type
00" X = —dh,

ou X est un champ de vecteurs, et h un 2-tenseur appartenant a Céf, nous
chercherons naturellement X dans rDC'g’f:. Les poids critiques de 6.0; sont les
valeurs 7 € R telles qu'il existe une 1-forme homogene en ) annulant 4.0}. Nous
sommes donc intéressés par les poids critiques autour du poids 1 des champs de

vecteurs linéaires du noyau de 0.0;.

Lemme 4.30. Sur (R*/T)\{0} pour T # {Id}, 1 est le seul poids critique entre
-3 et 2.

Démonstration. D’apres la discussion précédant le lemme, les poids critiques sont
a priori de la forme a; —1 = —1+ (1+ ) pour j € N*, by — 1 = -2+ (1 + j)

avec 7 € N, ou bjc +1==+(1+7) avec j € N. Remarquons pour commencer que
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ajc —1 € (—=3,2) pour j € N* implique que a;-t — 1 =1, pour les tenseurs de la
forme 7% 1), il n’y a donc pas de poids critique de ce type autre que 1 entre —3 et
2.

Pour les poids bf —1, il y a a priori aussi le poids 0 et le poids —1 dans (—3,2),
et pour b]i —1,ily a —1 et —2. Ces valeurs ne peuvent cependant pas apparaitre
sur un cone plat R*/T" pour I # {Id}. En effet, les valeurs by —1 = 0 et b*+1 = —2
n’apparaissent que si —3 est valeur propre de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur
la section du cone, or ce n’est pas possible sur S*/T" car il n’existe pas de fonction
linéaire I-invariante sur R*. Pour écarter les valeurs bji —1l=—1et bji +1=-1
(qui est la valeur critique pour effectuer certaines intégrations par parties dans la

suite), il faut utiliser la forme des solutions. Dans le premier cas, b;c = 0 donne
+ +
i dgp + b;crbj “lodr = dgp,

pour Agp = 0, et donc ¢ constante, puis dge = 0. Dans le second cas I'égalité

bf = —2, et donc b] = 0, donne
2% g + bf?“bjiﬂsod?“ = dgsy,

pour Agp = 0, et donc ¢ constante, puis dgp = 0. O

Les champs de vecteurs posant probleme dans les zones annulaires sont alors les
champs de vecteurs duaux des 1-formes solutions a croissance linéaires (de poids

critique 1) de 6.6 w = 0. Elles sont sommes de 1-formes des 3 types suivants :
1. 7%, ol ¢ est le dual d’un champ de vecteurs de Killing sur S3,
2. rdr, (associés a la valeur propre v = 0),

3. 2rpdr + r?dsp, (associés A la valeur propre v = 8).

Sur un orbifold ou un espace ALE. Comme il n’y a pas de poids critique

autre que 1 dans (—3,2), nous avons le résultat suivant sur un orbifold ALE.

Proposition 4.31. Soit (N, gy) un orbifold Ricci-plat ALE. Pour 0 < < 1,
l’opérateur

* 3,a —1 1,
09,0, 1 TC3% — 1y Oy

est bijectif.
Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein compact. Pour 0 < < 1, l'opérateur

* . 3,a —1 1«
0900y, : ToCls — 1, Cj
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est Fredholm et son noyau et son conoyau sont restreints a K, l’ensemble des

champs de vecteurs de Killing de (M,, g,).

Démonstration. Pour les singularités orbifolds, nous allons dans un premier temps
autoriser nos tenseurs a étre en 7' 7% pour 0 < B < 1 aux singularités, plutot que
d’étre dans des espaces ng:f pour utiliser la théorie des opérateurs elliptiques
dans des espaces de Holder a poids (voir [PR78, Chapter 2]). Considérons tout
d’abord un orbifold d’'Einstein (M,, g,) et 'opérateur d,,6; roCi’g — rglCi’g.
Son noyau est composé des champs de vecteurs de Killing de g, que 1'on notera

K, car si pour X € roCi’g on a d,0; X = 0, en intégrant par parties contre X,

9o~ go
on obtient
0= /MO<5g05;0X, X)do,

o * 2 : *

= /Mo ‘5goX‘godUo + }}L% (ro=r} 5goX<n7 X)

— /MO|5;0X|§Ode,
oun = \g;op car le terme de bord qui est de la forme lim, ,o(O(r=8+1=5+3))
s’annule. De méme, son conoyau est é¢gal au noyau de dy,0, sur 7"0_36%’0‘ qui est

aussi réduit a K, car il n’y a pas de poids critique entre —3 et 1.

Sur un orbifold ALE (N, g,), supposons qu'un champ de vecteurs X € r; 8 CS’ o«
satisfasse dg,0; X = 0. Comme il n’y a pas de poids critique entre —3 et 1, nous
avons en fait X = O(r,) quand r, — 0 aux points singuliers de (N, g,), et X =

O(ry?) a 'infini. Considérons alors I'intégration par parties suivante

0= /N (83,07 X, X )y
_ /N 6% X2 dv, — lim 52 X (n, X) + lim 5: X (n, X)

P70 Hry=r} r=0J{r=p)
= /16, X12,du,

En effet, le terme de bord s’annule car c’est la somme de la limite pour r, — oo d'un
O(|1X || VX|yr2) = O(r;*) et de la limite quand 7, — 0 d'un O(| X |, |VX|y,73) =
O(ry).

Nous en déduisons donc que o, X = 0, puis comme g, est Ricci-plate, (51, +
%dtrb)ész = V;Vp X = 0, ce qui implique que VX = 0 par intégration par
parties contre X, et finalement, que X est parallele sur N. Comme X tend vers 0
a l'infini, nous avons X = 0. L’opérateur §,,0;, ry PO — 1y POy est donce
injectif.
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Le conoyau de l'opérateur autoadjoint d,,d;, T;_BCS’O‘ — Tb_l_ﬂC'é’a est égal

au noyau de 4,05, sur 1y, 38 C’é * qui est aussi réduit a {0} car il n’y a pas de poids
critiques entre —3+ 8 et 1 — 3. L'opérateur 8,,0% :rp "Co® — 1, P03 est donc

9o~ gp
bijectif.

Passons finalement aux opérateurs

- 1
0g,00, i 1O — 1, Oy
et

* . 3, —1 1«
5%5% . TbC % — Tb C,B .

3, 3, . .
Comme les espaces rbC’ﬂf et rOC’Bf ne sont respectivement que la somme directe
3 3 . . . ,
de rbCﬁ’a et TOCﬂ’a avec un espace de dimension fini composé des troncatures de
champs de vecteurs de linéaires, I'image reste bien fermée et de codimension finie.
Nous pouvons étre plus précis en remarquant que

00,0, (1eCHY) = 84,05 (roC5) Myt CY°.

9o~ go

En effet, nous avons d,,0; (TOCSZS) C 04,0, (rOC’E’E‘) ﬂr;ng’a car rOCEZ‘: C TOC’E’E‘
et grace a la proposition 4.28, et réciproquement, si pour X € roCi’g nous avons
09,05, X €1, IC’é’a, alors, comme le seul poids critique entre 1 — 3 et 1 4+ 3 est 1
et correspond au noyau linéaire de .07, nous avons X &€ 7’00333. De méme, nous

concluons que

9 gy 9b~ gp

00,05, (reCH2) = 04,05 (s CH) Ny O,

et finalement, d,,6; : 7’0(]3:? — r;lCé’o‘ est Fredholm avec K, comme noyau et

conoyau, et dg, 0y rng:‘: — rb_ng’a est bijectif. O

2.2 Controle de ’inverse de la linéarisation

Lemme 4.32. Soit 0 < <1 et 0 < a < 1, alors, il existe C, > 0 et e, > 0

dépendant de g, tels que si ||g — 90||C§:Z‘(Mo) < e, alors Uopérateur
* 1 3,a — 1,
046, : Ky NrC5 (go) — 1, 105 (9o)
est injectif et on a plus précisément pour tout champ de vecteurs X € K sur M,

1X 1,032 5, < Colldgdg X101 ,)-
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Il existe aussi C; > 0 et e; > 0 dépendant de gy, tels que si ||g—gs, Hcgf(Nj) <gj
alors l'opérateur
* 3,0{ — 1704
046, 10, C55 (gb,) — rbleﬁ (9,)

soit injectif et tel que l'on ait pour tout champ de vecteurs X sur Nj,
||X||7‘bjcng(gbj) < Cj||595;X||rb‘jlc;*“(gb].)'

Démonstration. Remarquons pour commencer que si X € rngif(go), alors 1'or-
thogonalité a K, est bien définie et définit un fermé de 7“00213(90). Il suffit alors
d’observer que pour une autre métrique g sur M, et pour tout X € rng’a(go), on

a le controle

H(‘Sgod;o - 695;)XHT;10;“(90) < Cllg - go”cgﬁ(Mo)HXHrOCgf(gO)

par la proposition 4.28, et le méme argument donne un controle similaire pour les
métriques gp,. Nous pouvons alors utiliser le lemme 1.60 pour controler les inverses

des deux opérateurs et conclure. O

Ces controles se répercutent sur les arbres de singularités avec des parametres
de recollement suffisamment petits. Nous approchons pour cela le noyau K, sur
notre désingularisation naive (M, g”) de la maniére suivante. Pour tout X, € K,,

d’apres la remarque 4.26, sur un orbifold, il existe une unique décomposition

Xo = Xow + D XBolpr.co) Xosks
k

Ol S Xty = X(€0"70), telle que X, 30 = Kol e + 5 Ko

(toutes les autres décompositions donnant une norme infinie). On définit alors K,

reC’g

comme l'espace vectoriel des champs de vecteurs sur M de la forme
Xo,t = XMolﬁtXO,* + Z X.Ak(t,Eo)XO,k7
k

pour X, € K,, ou xne: est la fonction de troncature de la définition 3.6. Nous

avons alors X, ; = X, sur M}%.

V4 3 /7 . . 3 —_— ].
Remarque 4.33. Par régularité elliptique sur M, les normes L?, rpC :‘ et rDlCﬁ’a
sont équivalentes sur 'espace K,. Comme la norme Cj des fonctions de coupure
est bornée, on en déduit que pour € et t,.. assez petits, les normes L2, TDC’3’f et

-1 1704 z . %
rp C5" sont équivalentes sur K,.
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Définition 4.34 (Jauge divergence réduite). Nous définissons 'opérateur de di-
vergence réduite, Sg 1= TgL10g, OU Ty est la projection orthogonale L?(gP) sur
K(f On dira qu’une métrique g; est en jauge divergence réduite par rapport a une

métrique go si nggl = 0.

Remarquons tout d’abord que l'opérateur 5gD est en fait tres proche de d,p

pour un arbre suffisamment dégénéré.

Lemme 4.35. Sur M, les opérateurs 5gD et 0,0 sont proches, et plus précisément,

il existe C' > 0 tel que pour tout 2-tenseur h € C’;ﬁ“(gD), on ait,

< Cliasl|Bl 2o ) (4.18)

Loy (gP)

(8,0 — 5gD)hHTB

Démonstration. D’apres la remarque 4.33, pour montrer le résultat, il suffit de
montrer que la projection L? sur K, de d,oh est petite. Nous procédons naturel-

lement par intégration par parties. Soit XO,t e K, pour X, € K,. Nous avons,

‘/ Dh ot d?}D

_ 16t t * _
or, on a d,0 = dg, sur M, C M, et donc, comme o, X, = 0,

’/ (h, 8%0(K ) go vy

520 (Xoi) = 5 ((XMW — DXo.) + 620 ( Z(XAk(tyeo) - XBo(pk750)>X0,k>
k

(5 = dt )(zxAktm +): (4.19)

Nous allons controler chacun de ces termes. Sur M}%, x e X, . est égal & X,, , sauf

1 1
sur les anneaux de rayons 2t et 4¢;, et de la méme maniere X 4, (t.c0) — XBo(pr,c0)
est & support dans g5 'vt, < rp < 2e5 V1, les fonctions de coupure satisfont
pour tout &, 1/fx < r < &, et pour tout [ € N*, il existe C; > 0 tel que si I'on note

1, la fonction indicatrice d’un ensemble A,

l l
r |v XMg4|go < Cll{T<TD<2T}7

pour les champs de vecteurs, nous avons

(1Y%l + [T Xk ) < CilXol e, 70
k 9o ’
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et enfin pour les métriques, nous avons

<C1l_ oy (rh+6rpY),

{7‘D<t]?}

Té)’vl (gD - go) o

On déduit alors de la proposition 4.16 que 'on a les contrdles suivants sur les
termes de (4.19),

|6;D((XM3& - 1)Xo,*)|go < C“XOHrOC%(go)? (4'20)

et que sur Panneau de rayons e, 'V, < rp < 255 V1,

Og, ( >~ (Xartten) — XBo<pk,50>)Xo,k)

k

< Cl{salx/fk<rp<2551\/fk} ||XO||roCé(go)7 (421)
et

<0l tir 1 Xoll

{aglx/ik<rD<t 1

(4.22)

Tocl go

‘ (5;,) - 5ZD> <Z X.Ak(t,so)Xo,k:)
k

11
Enfin, comme nous avons pour C' > 0 indépendant de ¢, Volg, (A (t,j,2t,j)) <
<

1 1 2 3
Ctmax,, Volg, (Ae(ao Vi, 2¢, \/E)) < Cti, et ‘f{so‘l\/ﬁ<rD<t,§l¥}tkrD rhdvg,

Ct2 log ty, nous pouvons intégrer les controles (4.20), (4.21) et (4.22) des différents

~X

termes de (4.19), pour obtenir

‘ /M <59D h, th)gD dUgD

< CtmaxHhHC’g(gD)||XO||7’OC'8(QO)'

On en déduit finalement qu’en notant Yoﬂf = 7K, 040 h, nous avons 5gph = mrL0goh =
d;ph — Y, avec
HYOyt Hrglcé’a(gD) < Ctmax HhHCé)(gD)

par l'équivalence des normes de la remarque 4.33. O]

Remarque 4.36. Nous avons aussi le controle en norme rDC’lB’fF(gD ) pour tout [ par

I’équivalence des normes de la remarque 4.33.

Lemme 4.37. Soient0 < 8 < 1,0 < a < 1 et (M, g? = gP) une désingularisation
naive d’orbifold d’Finstein compact ou ALE par un arbre de singularités. Alors, il
existe Tp > 0 et ep > 0 et Cp > 0, ne dépendant que de B et des métriques g, et
G, » tels que pour tnax < Tp, et toute métrique g satisfaisant Hg—gDHC;f(gD) <ep,
l'opérateur

595; K- ﬂrDC’ng(gD) —Kinrp C “(g")
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soit inversible et que l'on ait pour tout champ de vecteurs X L K, sur M,
||X||TDCE:S(9D) < ODHégézX”rBlCé’a(gD)’

Démonstration. Soit 0 < € < 5}3/(275) < g9 pour €p > 0 et € que l'on choisira

suffissamment petits au cours de la preuve, et supposons que tp.x < €* de maniére
a avoir sur chaque anneau A(t, ) entre N, et N; ou Nj et M, (auquel cas, on

fixera T, = 1), lexistence d'un difféomorphisme

Dy Ae(s_l\/?j\/ﬁ,s\/i) C RY/Ty — Ai(t,e) C M,
tel que pour tout 0 < § < 1, il existe C' > 0,

< Ce?P < Cep. (4.23)

O3 (Ac(e TV e\ /Ty))

Jusqu’a la fin de la preuve, nous prendrons les notations

H(I)ZQD — Ge

Ay = ATV e T et Ay = Ao,

Nous cherchons donc 7p > 0 suffisamment petit pour que si t,.c < 7p, il existe
Cp > 0, ne dépendant que des constantes €, > 0, C, > 0, ¢;, C; > 0, e, et C, du
lemme 4.32 et de la proposition 4.20, telle qu’on ait pour tout X L K,

Xy ca0my < Colliypdn X s oy
D’apres l'estimation (4.18), pour ty,.y suffisamment petit, il suffit d’avoir
Xy ca0m) < Colligpdn X s o

Et par les estimations elliptiques du lemme 4.29, il suffit de montrer qu’il existe

une constante C', telle que
||X||TDCg’*(gD) < CE)quD(S‘ZDXHTBIC/l},CM(gD).

Les difféomorphismes ®;, : A, — A, permettent de ramener la situation sur
R* et le rapport des rayons extérieur et intérieur des anneaux Aj est 5215,:1/ ? qui
est arbitrairement grand pour t,.. arbitrairement petit. D’apres la proposition
4.20 et grace aux contrdles de la proposition 4.28, il existe ., > 0 tel que si I'on

a || ®rg” — gell 2% (Ap) < ep < g, alors, il existe des champs de vecteurs linéaires
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X} du noyau de 4.0 tels que les champs de vecteurs x 4, X dans les anneaux Ay,

satisfassent
1 1 B
* 244 —Bya *
|5 X — Xk||rng’°‘(A(Tj1/2t,1C/4)) < CeT7ty (5 t Hdgeége re 'Cy % (Ag)
+ 26 || PR X — X, reC’g’a(Ak)>
11 B8
244 ( —B42 *
<20 (1 (o0 ) s
1
27X = XX a e ) (429
sur A( / t1/4 : ((1/2) \/>t1/4 4./T t1/4 Considérons alors la décomposition

X=X+ xaXi (4.25)
k

pour le reste de la preuve. L’objectif est maintenant de montrer qu’il existe une

constante C'p > 0 telle que

1l 3. o +ZHXk 80 < Cplldyp oo X |, 1cto o).

Pour ce faire, nous allons nous ramener aux espaces M, ou N; ou de tels controles

ont été montrés dans le lemme 4.32.

Sur M6 la métrique g” est proche de la métrique g,. Plus précisément,

gP — g, est a support dans M6\ M o sur chaque anneau Ay, 2tk/4 <rp<

Qti/ 4, et pour tout [ € N, il existe C; > 0 tel que dans ces zones, on ait

1 1
tg |VZ<QD - 90)|go < Oltl?‘ (4‘26)

Comme Mt ¢ Mt c M!/16 il existe une fonction de coupure y agt/16 & Support
dans M/ telle que Xppe = 1sur M et telle que pour tout I € N, il existe C; > 0
pour lequel dans chaque Ay,

i
tl?:|leM(§/16|gD < Cl. (427)

On définit alors un champ de vecteurs X, sur M, par

Xo = XMt/lﬁX* + Z XBo(pk,a)Xku
’ kK,
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ou K, est I’ensemble des k tels que 'anneau Ay ait une intersection non vide avec
t
M.

Par construction, on a donc le controle suivant en notant X, , := x Mt/lGX*,
o

X0l 030 = 1 Xoxllrocgian = 1(XD iz llrpogom)- (4.28)

car on a X, = X, sur ML
t
Sur My°, nous avons,

0yp0sp X = 04,05 Xo+ 0,05 (X = X,) + (840050 — 04,0, ) X.

9o~ go 9o~ go 9o"g

Comme les fonctions de coupures sont bornées en norme Cy®(g”) et C3*(g,) par
(4.27), et leurs dérivées & support dans M6\ M!, nous avons la borne inférieure
suivante grace a (4.24) et a (4.26) pour C' > 0 dépendant de la fonction de coupure,

[(3850) 0

> 105,05, Xoll e

rplOLe(gP (90)

—CH

IMt/lﬁ\Mf rpC3 (gP)

keK,
> ||6,,0° XO||T;1%,Q

9o~ go

(90)

- 2006( (5,000 X)

A llrptete g

Y (X - X (1.2 Xk) Aot g >)
keK,

—C0y Y 1 1X 0, e (4.29)

keK,

car la coupure n’est effectuée que sur X,, donc I'erreur entre X et X, sur M1 est

) * 1/4 1/4 . .y
de P'ordre de | @5 (X — X4, (te Xk,) sur A ((1/2)4/T5t, ", 44/T5t,") qui est estimé
dans (4.24), et 'erreur entre g© et g, est estimée dans (4.26). Maintenant, comme

lorsque t.x — 0, nous avons

”WKOXOHTOCg’j(gD)
ol e

(90)

car X 1 K,, et en particulier, pour ¢ assez petit, nous avons

HX HTOC3Q go HWKOX |‘rOC3a(go) + HT‘-KJ‘X Hr CBa( 2H7TKLJ{XOHTOCZ’§(QO)'

O
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Par le lemme 4.32 appliqué a mx 1 X, qui satisfait d,,0; (k1 X,) = d,,0; X,, nous

avons donc pour t,,., suffisamment petit,

||XO||7‘OCZ:(:(QO) < 20 ||5 5* XOHTO—lCé,a(gO). (4.30)

9o~ go

Et donc, grace a (4.28) et (4.29), pour ty.x suffisamment petit, et en notant C” :=
1 1-8
CCOy +20,CCeP1 et Y(tmax) = Sk tiax + tmax, NOUS avons

||(X*)|M£||TDCg(gD) + Z ||Xk||r508(ge) - C’W@max)HXHrch’*(gD)
keK,

< Xolly, 0350y = €Y (tmax) 1X [y (2)

<Coll85,85, Xoll et g0y = C () [ X s 00)
<2C,(1+ CC,)||6,06: DXH Y. (4.31)

Ot l'on a successivement utilisé (4.28), (4.30) et (4.29).

En effet, sur un orbifold (M,, g,), les champs de vecteurs de la décomposition
Xo = Xox + 2ker, XBolpr.e) Xk atteignant infimum de la définition de la norme
H'”rngﬁ sont déterminés par la limite de r,'X, a chacun des points singuliers
d’apres la remarque 4.26. Ici, I'infimum est donc bien atteint avec les X de la
décomposition (4.25).

On considere ensuite le champ de vecteurs X := X =3, c . x4, Xj qui satisfait

pour une certaine constante C' > 0,
18,2030 X1l 211 oy < C (1890850 Xt gy + Ve IX iy m)) (4:32)

grace au controle (4.31) de e, [ Xkllr.co(g0)-
Etant donné j € K,, Porbifold Ricci-plat ALE (Nj, gv,) est recollé a M, et on
peut prolonger le champ de vecteurs X, = X, + "¢, x4, X1 a N; par

X —XNt/lﬁX + Z XB (p1,e )Xl
leK;

ou Kj est 'ensemble des k # j tels que Ay ait une intersection non vide avec N jt

Remarque 4.38. Ce que I'on gagne en considérant X; plutdt que X, est le fait qu’il
n’y ait pas de champ de vecteurs linéaire du noyau de 6.9 a prolonger a l'infini

de Nj. Le champ de vecteurs X; appartient donc bien a ry, C’gﬁ’f(gbj).

La métrique gT—é est proche de la métrique gy, sur V. ;/ et la différence %~ — gy,
J
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1 1
est a support dans N;/m\ijt, ou l'on a $,/Tjtl < rp = \[Tir, < 2,/Tjt}
_1 _1
aux points singuliers et %,/Tjtj t < rp = /Ty, < 2/Tjt; * a linfini, et plus
précisément, il existe pour tout [ € N, C; > 0 tel qu’on ait

1
< CitZ, (4.33)

9b;

I gD
t];l Vl< - gbj>
T

S (5 )
1

En notant X, := XNt/16X*, nous avons
J

et
_1 1
4 < C’lt;. (4.34)

9b,

15l e = 1Kl ) > 1Ko lmeon) (435)
et grace a (4.24) et aux inégalités (4.33) et (4.34), en écrivant
00850 X1 = 84, 85, X+ 05,05, (X1 = X;) + (40050 — 8,85, ) X1,

nous avons

% *
H (69D59DX1) E/18 > Hdgbj 5gbj X Hr,fjlcé’a(gbj)

rp'Cy % (gP)

= 20C. (11(8,080X4) et

1-8
£ 3 TN 4oz

kEKj

— CCQt]? ||X1||7‘chi‘ - CCQt]E “XlHTDCg’?’ (436)

ol nous noterons que par définition || X; ||7,ch,’3 < ||X*||TDCg,a + Y ker, 1 Xkllr.co0)-

Gréace au lemme 4.32, qui nous donne
HX H’"JCBQ gb COHégbj(s* X; H 1Cla j)a

et grace au controdle (4.32), nous avons alors pour une constante C' > 0 ne dépen-

dant que des constantes annoncées, le controle

IX) e llrnegeey + 22 1Xkllrecgioe) = CYV(tma) 1 X ey o2)

keK;

< CH59D5;DXHT; (4.37)

1a(gD)7
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similaire a (4.31).

En itérant aux autres orbifolds Ricci-plats ALE, nous obtenons des controles
analogues a (4.37) sur tous les N; qui, avec (4.31) sur M, donnent le contrdle sur
M entier. Il existe donc finalement C' > 0 dépendant des constantes précédentes,

et donc seulement de 3, de g, et des gy, telle qu’on ait

X llrpeagey + Dl Xk
k

CH(S p8* DXH

rec8te) ~ OV tmax) [ Xllrpey  (7)
_101 a )

et donc le résultat énoncé pour g = g? car M = M} U U, N; pour tpa, suffisam-
ment petit.

Pour passer & une autre métrique g proche de ¢?, il suffit d’utiliser la propo-
sition 4.28 pour s’assurer que pour ||g — g7 || 2o 0y arbitrairement petit, 595;‘ est
By*
arbitrairement proche de (5gD(5;D pour la norme d’opérateur sur rDC?’:(:(gD ).
Enfin, notons que (4,
Son injectivité implique donc sa surjectivité sur la variété compacte (M, gP). O

p)* =0;pTg L, et donc que 59135;‘D est autoadjoint sur K.

Nous pouvons alors mettre nos métriques en jauge les unes par rapport aux
autres grace a un théoreme de point fixe.

Proposition 4.39. Soient 0 < 3 < 1 et (M,gP) = (M,gg’t) une désingulari-
sation naive d’un orbifold d’Einstein compact ou ALE, (M,,gq,). Alors, il existe
€p,Tp, Cp > 0 qui ne dépendent que de 3 et des métriques g, et gy, telles que pour
tmax < Tp et pour toute métrique g satisfaisant ||g — 9D||C§‘§(9D) < ep, il existe un

unique champ de vecteurs X L K, sur M pour lequel,

g0 (expy g) = 0,

ol expy est le difféomorphisme expy : x € M — exp? (X (x)).
Nous avons de plus, || X]||. B (g < Cplbyn(g — gD)||r510[137a(gD)7 et donce, il

existe n : RT — RT avec limgn = 0 telle qu’on ait
i D
||6XPX9_9||021‘:(9D) < 77(”9_9 ||C;:3(9D))'

Démonstration. Soit g une métrique sur M, satisfaisant ||g — g7 || cze < € pour
e > 0 que l'on choisira suffisamment petit au cours de la preuve, et définissons

I'opérateur F : Tch,* (gP) — Tchﬂ (¢P) qui associe & un champ de vecteurs X
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la 1-forme

Fg(X) = S(GngD X)*ng'

L’objectif est alors de trouver X tel que Fy(X) = 0, ce qui impliquera bien que
5gp(expgp X)*g = 0 car pour tout difféomorphisme ¢, nous avons ¢, (6,0p*g) =
0,409 (en appliquant ¢, a g? qui est C°°, nous ne perdons pas de régularité).
L’application g + F, est linéaire, et la linéarisation de F,p autour de zéro est
SgD 5;]3 qui est inversible entre les orthogonaux de K, d’apres le lemme 4.37.

Il reste alors a contrdler les termes non-linéaires dans nos normes, ce qui est
une conséquence du comportement de nos normes par rapport aux opérations
habituelles, voir la proposition 4.16. Nous pouvons donc mettre nos métriques en
jauge par rapport a g” a l'aide du théoréme de point fixe quantitatif énoncé dans
le lemme 1.12.

Enfin, remarquons que pour un champ de vecteurs linéaire X du noyau de 6.9,
le 2-tenseur 67 X}, est constant. Cela nous permet de définir, pour toute métrique
g sur M, une application continue 1, : r DC?’Zf — C’;f qui a un champ de vecteurs
X associe le 2-tenseur

Uy(X) := expk g,

Cette application est continue car pour tout difféomorphisme ¢ : M — M, nous

avons

(0" 9) (@) = g(@(x))s; g;i g];;

dans des coordonnées locales et donc, pour tout champ de vecteurs X, € TDCE’O‘,
le 2-tenseur exp’, g — g est bien arbitrairement petit en norme 02:‘:. Pour la partie
constante il suffit de remarquer que pour un champ de vecteurs linéaires X, le
2-tenseur exp’;, g est constant et | exp¥, gelg. < C||Xg||;.co, et plus généralement,

que pour Hj constant exp’, Hj, est aussi constant avec un controle similaire. [

2.3 Meétriques d’Einstein en jauge divergence réduite

L’intérét de notre mise en jauge divergence réduite est de nous permettre d’uti-
liser 'opérateur suivant dont la linéarisation est elliptique contrairement a FE.

Définissons

x5 , R(g R(g ‘7
®,0(9) := E(g) + 6,0,09 = Ric(g) — (2)9 - El)g + 03040 .
On remarque que si E(g) =0, et 5gpg =0, alors ®,p(g) = 0. Réciproquement, si
®,p(g) =0, alors E(g) =0, et Sgpg = 0. En effet, F(g) est a divergence nulle par
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I'identité de Bianchi, et on a donc Sgtﬁgp (9) = (Sgég)ggpg, or pour g proche de g”,
(596;) est inversible sur I'image de SgD par le lemme 4.37, et donc Sgpg = 0. Le
noyau de ®,p décrit donc exactement les métriques d’Einstein en jauge divergence

réduite au voisinage de g” = g7,

Corollaire 4.40. Soient Do,vg > 0, [l € N, et B = B(vo, Do) > 0 obtenu dans le
corollaire 4.5. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe § = §(g, Do, vg,l) > 0 tel que si
(M, g%) est une variété d’Einstein satisfaisant

— le volume est minoré par vy > 0,

— le diametre est majoré par Dy,

— la courbure de Ricci est bornée | Ric| < 3.

et telle que pour un orbifold d’Einstein (M,, g,),

dGH((Mv 96)7 (Mmgo)) < 67

alors, il existe une désingularisation naive (M, gP) de (M,,g,) par un arbre de

singularités, et un difféomorphisme 1 : M — M tels que

Hw*gs _ gD‘

<e
ch . (gP) ’

et
5gD (dj*gé‘) = 0.

En particulier, on a

®,0(1*g°) = 0.

3 Résolution de I’équation d’Einstein modulo

obstructions

Nous montrons maintenant qu’il est toujours possible de produire des mé-
triques d’Einstein modulo certaines obstructions (le conoyau de la linéarisation
de Popérateur d’Einstein) dans nos espaces a poids. Le résultat principal est le
théoréme 4.51 qui nous permet de perturber tout recollement naif ¢g” en une mé-
trique d’Einstein et nous assure en particulier d’apres les résultats du chapitre 3
précédent que toute métrique d’Einstein proche d’un orbifold d’Einstein au sens
de Gromov-Hausdorff est une petite perturbation dans nos normes a poids d’une

désingularisation naive g”.
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Nous avons vu dans le corollaire 4.40 qu’a un difféomorphisme-pres, toute
métrique d’Einstein g proche de (M,, g,) au sens de Gromov-Hausdorff est une

solution de ®,n(g) := E(g) + ;0,09 = 0.

Afin d’étudier cette équation, nous étudions tout d’abord naturellement sa
linéarisation sur les déformations préservant infinitésimalement le volume, c’est-
a~dire que les 2-tenseurs h satisfaisant f[,, tryhdv, = 0. Grace au lemme 1.8, cela

donne la formule suivante pour la dérivée en g7,

1 o
Pyo(h) = dyo®,o(h) =3 (v;Dngh ~9R,0(h)

g
— 207p0,0h + 287p0,0h — (8,08,0h)g"
+ (Athl"gDh)gD — VthrgDh
+ RngD oh+ ho RngD — RgD h+ <RngD, h>ngD

N ;R(g)h Bl 2\/(11(9) /M < Ric(g”) - R(gD) ’ h>ngng>,
(4.38)

en dimension 4. Si g? était une métrique d’Einstein et h est un 2-tenseur sans

trace et a divergence nulle, 'opérateur PgD se réduirait a
. 1 * 5
PgD = ingng — R,gD,

qui est bien plus simple & étudier. Comme g? est presque d’Einstein, nous étudie-
o o . o
rons principalement I'opérateur P;p et nous nous y ramenerons par approximation

quand nous chercherons des informations particulieres sur Pp.

3.1 Noyau et conoyau de la linéarisation sur les espaces

modéeles

Poids critiques pour P, = 1V:V, sur (R*/I',g.) et contraintes de jauge.
Comme décrit dans la preuve de la proposition 4.19, les éléments du noyau de
P, sur R*/T sont des sommes de 2-tenseurs homogenes dont les coefficients dans
une base orthonormée de R* sont homogénes d’ordre k ou —2 — k pour k£ € N.
Cependant, certains de ces tenseurs ne pourront pas apparaitre dans nos dévelop-
pements car ils ne sont pas en jauge divergence ou a trace nulle d’apres le lemme

2.50. Il n’y a donc pas de poids critique autre que 0 entre —4 et 2.
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Noyau de l’opérateur P. Décrivons maintenant le noyau L? de P sur nos

espaces, cela nous servira aussi dans les parties suivantes.

Lemme 4.41 (Noyau L? et décroissant & I'infini de 'opérateur d’Einstein). Soit
(N, gy) un orbifold Ricci-plat ALE, et définissons P, := V;V, — R, et O(g), le
noyau L? de P,. Alors, pour tout 0 < 3 < 1, le noyau de P, sur C’é’f coincide avec
O(gs)-

Les éléments O(gy) décroissent au moins en 1, * a linfini, et pour tout oy €

O(gp), on a le développement suivant dans des coordonnées a l'infini,
= 0"+ 0(r,”),

avec O* un 2-tenseur harmonique homogéne décroissant en r,*.

Soit aussi (M,,g,) un orbifold d’Einstein compact. Le noyau L* de P,, noté
O(g,), coincide aussi avec le noyau de P, sur C’;f pour tout 0 < B < 1.

Démonstration. Prouvons le résultat pour un orbifold ALE, (N, ¢,). Remarquons
que pour la métrique euclidienne g., I'opérateur P, satisfait une estimations el-
liptique sur les anneaux compacts : il existe C' > 0 tel que pour tout 2-tenseur

symétrique lisse h, on ait

[Allw22(a.,2)) < (HhHL2(A (1/2.4)) T | Peh r2(a 1/24)))

Maintenant sur (N, g), pour p assez grand, % sur 'anneau de rayons ((1/2)p, 4p)
est proche de g, sur 'anneau de rayons (1/2,4), cela implique donc que comme
Pg% est proche de P, := %V:Ve, et I'on a donc

p

1llwegagoae, my < 2C (10l 2cacaoppan. ) + 1P blzzcaga oipan, 2 )
puis par régularité elliptique entre espaces de Sobolev
Illwazacoa,zy < 2C (1l 2caampan. 2 + | P bllwascaga s, 2))-
et comme W*42(A((1/2)p, 4p), %) s’injecte continfiment dans C", nous avons
[l (2) < Cllbllwacagozn, my < 2% (Il 2acapag, 2P hllweecaoypan, o)

pour z sur I'image de la sphere de rayon 3p/2. Or, la norme L? de 2-tenseur est
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invariante par changement d’échelle en dimension 4, et donc,
1 207
il (2) = 51l (2) < 7(llh||L2<<A<<1/2>p,4p>,gb> + 1Pay hllwaagag opan, 2 )
(4.39)
Dans le cas de o € O(g;), comme P,o = 0, et 0 € L?, et donc [[o]| z2¢a(1/2)p4p).00) —
0 quand p — +00, on déduit de (4.39) que 20 — 0. Un tel 2-tenseur h est en fait

nécessairement a divergence et trace nulle. En effet, nous avons

b 9gb?

1 *
5nggb - §ngvg (5

et 1
try, Py, = iv;b Vg, t1g,-

Ainsi, si Pj,h =0et h = O(r;°) pour un § > 0, alors dg,h =0, et try, h = 0 par
le principe du maximum. On en déduit du lemme 2.50 que h décroit au moins en
p‘4 et que son terme principal est un 2-tenseur harmonique.

De la méme maniére au voisinage d’une singularité d’un orbifold (M,, g,) ou
d’un orbifold Ricci-plat ALE (N, g;), comme il n’y a pas de 2-tenseur harmonique
a croissance linéaire du fait de I'action du groupe non-trivial, on obtient qu'un
élément du noyau L? a un développement

o = Oo + OQ + O(T?),

ot Oy et O, sont des 2-tenseurs homogenes harmoniques en 7Y et r? respectivement.
O

Estimations sur les inverses. Comme nous ’avons déja montré pour l'opéra-
teur 66" dans le lemme 4.32, les opérateurs P, et P,, sont injectifs sur 'orthogonal
J

de leurs noyaux respectifs.

Lemme 4.42. Soient (N, gy) un orbifold Ricci-plat ALE et (M,, g,) un orbifold
d’Finstein, et 0 < 3 < 1.

Alors, les opérateurs
. il 2, -2 o
By O(gp)™ NCF(gs) — 13, "CF (gn),

et
Py : O(QO)L N 0223(90) - 7’0720[?(90)

sont injectifs et il existe C, > 0 et C, > 0, tels que l'on ait pour tous 2-tenseurs
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hy L O(gp) sur N et h, L O(g,) sur M,,
Cb_lnpbhbnr;QCg(gb)||hb||02:$(gb) < Ob”thbHr;?cg(gb)a (4.40)

et
-1
G, ||Poh0||r;20g(go) < ||h0||C§:(:(go) < OO||Poh0||r;2Cg(go)' (4.41)

De plus, leurs conoyauz respectifs sont O(gy) et O(g,)-

Démonstration. Les opérateurs elliptiques et bornées entre espaces a poids
2, -
Po : C_g(go) - To ? fﬁ(go)a

et
Py i1y POy (gn) = 1y 2 CE ()

sont Fredholm pour 0 < 8 < 1 car on évite ainsi les poids critiques possibles
proches de zéro : —2 et 1. Etudions leurs noyaux et conoyaux.

Intéressons nous tout d’abord au cas d’un orbifold d’Einstein (M,, g,) et re-
marquons que C*§(g,) C L2(g,), et O(go) C C55(g,) C C*5(g,) donc le noyau de
P,: C’E’g(go) — 1,2C%3(g,) est réduit & O(g,). Comme P, est auto adjoint et que
I’on est strictement entre deux poids critiques, son conoyau est le noyau de P, sur
75205 (90) C L*(go) qui est lui aussi réduit a O(g,).

De méme, le conoyau de B, : 1, 2Ca(gy) — 1, > PC%(gs) est le noyau de P,
sur , 2P C9(gy) qui est réduit a O(gs).

Pour en déduire les noyaux des opérateurs
Py : C52(g0) — 1,2C5(90),

et
b, : Céf(gb) — 1, 2C§(g),

il suffit alors de remarquer que comme le seul poids critique pour P entre —f et
B est 0, le noyau de P, : C’%’g(go) — TO_ZC’EB(gO) appartient a C?
P, 1, PC2%(gy) — 1, 7P Co(gy) A CZZ‘:(gb). Pour les conoyaux, comme dans la fin

Yo%
ok

(go) et celui de
de la preuve de la proposition 4.31, on utilise le fait que

Py(C52(90)) = Po(C%5(90)) N 75 C5 (90),

et
Py(CE2(aw)) = Po(ry Co(an,)) N7y C (0)-
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]

Approximation des noyaux et conoyaux sur une désingularisation naive.
Nous souhaitons résoudre I'équation E(g) = 0 pour une métrique g proche de g?
modulo le noyau et le conoyau de la linéarisation de l'opérateur d’Einstein. Nous
utiliserons plutét des noyaux et conoyaux approchés composés des déformations
infinitésimales d’Einstein de chaque espace modele tronquées sur 'arbre de singu-
larités.

Soit 0, € O(g,) et et 0; € O(gy,), et 0, = Oox + Xk XB,(pye)O0k €6 0 =
0« + 2k XB;(pr,e)0j,k leurs décompositions respectives en un 2-tenseur de Cg’a et
des 2-tenseurs constants approchés au voisinages des points singuliers. On définit

alors sur M les 2-tenseurs suivants

60,t = X M6t 0o« + Z XA (t,£)O0,k>
k

et
0jt = XN16t0j s + 2 XAy (t)05ik-
ks
Remarque 4.43. Nous avons 0, = 0, sur M,%, et 6,; = o; sur N,

Définition 4.44 (Espace des obstructions tronquées). Soit (M,g” = g2,) une
désingularisation naive d’un orbifold d’Einstein (M,, g,).

Sur M, nous noterons

O(g") = {60,15 + Zéj,m 0, € O(g,), 05 € O<gbj>}’
J

I'espace des obstructions tronquées.

Remarque 4.45. Pour 0 < 8 < 2, par régularité elliptique pour les éléments de

O(g,) et des O(gs,) et le contrdle Cjj des fonctions de coupure, on a

et

0o+ Tj0,,
7

~
~

] SRS I (lloollco: losllcoga,))-

E(g) = 0 proche de (M,, g,) au sens de Gromov-Hausdorff, il existe une désingu-

~
~

oo,t+¥oj,t . oo,t+;oﬂ s ~ sup (106 ]l 22(g,). 11051 22(s,. ) )

Nous avons vu dans le corollaire 4.40 que pour toute métrique g satisfaisant
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larisation naive ¢g” et un difféomorphisme ¢ : M — M tel qu’on ait
@ 0(p'g) = E(p'g) + 5;*959134,0*9 =0.

Nous montrons que 1’'on peut perturber g” + v orthogonalement a C)(gD ) pour des
parametres t et v € O(g”) suffisamment petits en une métrique §, = Jp.to qui
aura les mémes parametres de jauge (qui appartient & un méme supplémentaire

du noyau) mais sera solution de :

Controéle de I'inverse de la linéarisation. Nous pouvons tout d’abord mon-
trer que la linéarisation est inversible et que 1’on peut contréler son inverse indé-
pendamment des échelles de recollement a I’aide du lemme 4.42.

Montrons tout d’abord que l'opérateur mg,py1 Fyp est tres proche de Pyp pour

un arbre suffisamment dégénéré.

Lemme 4.46. [l existe C' > 0 tel que pour tout 2-tenseur h € C’;f(g[)), on ait
1
H(WO(QD)LPQD N PgD)hHrBZCg(gD) S Ct’%aXHhHC;’,f(gD)'

Remarque 4.47. Ici, la constante C' ne dépend que des constantes C, et C, du

lemme 4.42.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de I'estimation (4.18). D’apres
I’équivalence des normes de la remarque 4.45, il suffit de controler la norme L?(g?)
de la projection sur O(g").

Sur M,, pour o, € O(g,), on a P, (0,) = 0. On peut alors intégrer par parties

en utilisant le fait que Pjp est auto-adjoint

[ (Baoh 6,000,

_ ‘ /M<h, Po(80.)) 00y

Y
dé D __ 16t
et on peut décomposer, comme g~ = g, sur M,

PgD (6o,t) = Pgooo + Pgo((XMgﬁt - 1)00,*)

+ P, ° ( Z(XAk(t,Eo) - XBo(pk,eo))Oo,k)>

k

+ (Pgo - PgD) (Z X.Ak(t,so)oo,k:) (442)
k
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pour obtenir, grace aux controles des xas; et a la remarque 4.45 pour 7 > 0 les

estimations suivantes (comparer avec la preuve de (4.18))

’Pgo((XM(}Gt - ]‘)007*)|go g CHOOHLQ(QO 1 tk‘ ? (443)

{2t4 <rp<dt}}

to, (4.44)

(Z X A (tieo) — XBo(pk,so))Oo,k)N < Clloo||r2¢g,)1
k

1 1
{eg 'tp <rp<2ey't2}
et

< C|0o]|£2(4,)1 {ﬂt crpeat} }tirjgﬁ, (4.45)
0

‘ (Pgo B PgD) (zk;: XAk(taé‘o)Oo,k)

1 1
Comme nous avons pour C' > 0 indépendante de ¢ Vol,, ({Qt,;‘ <rP < 4t,§}) <
Cty, Vol,, ({50 tk <rp < 2 ltk }) Ceyt?, et f 1 t2rprddv,, <

t <rD<2t }

Ctmax, on en déduit en intégrant les controles (4.43), (4 44) (4. 45) des différents
termes de (4.42) que 'on a

1
’ [ (Puoh,80)godvgo| < Ct Il goyllo0ll 26 (4.46)

De méme, pour les bulles N;, on a pour o; € O(gs,) par invariance conforme de la
norme L? des 2-tenseurs en dimension 4 et comme P% = tF, pour toute métrique
g et tout t > 0,

h -
/M<PgDh,X0j>ngng :/M <7},PQT§Oj> de%

e

h
= —, P _6~> dv,,
/M<Tj 9v; O3 ” 9,

le controle aux points singuliers est le méme et a I'infini nous avons
Po, (Oj,t> = Py, 05+ Py, ((XNJ.W —1)0;.),

et donc, comme o; = O(rl,_j4), nous avons

3
~ —6 ~ 2
‘PgD(Oj’t)’gbj < CHOj||L2(gbj)1{%tj_1/4<rbj<tj—1/4}7“bj =~ CHOJHLQ(gbj)l{% /4<Tbj<tj—1/4}t]2,

1 1

1
et donc comme le volume de 'anneau de rayons 1T 2t % et T7t 3y est comparable
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a T]?tj—l et ’XN;etT%’g < ||h||C§,a(9D) ponctuellement, nous avons
b, ¥
J

1
< Ctial |l ¢z o) 10l 2200, ) (4.47)

’ /M<P9Dh, 8;4) vy
et finalement,

H(”G@D)LPgD - Pf)hHT ) S Ctéa"HhHCézi%gD)'

—2
D Cg(gD

Remarque 4.48. Ici, les constantes ne dépendent que des constantes C, et Cp, du

lemme 4.42 et C,, . de la proposition 4.19.

Lemme 4.49. Soient 0 < 8 < 1,k € N, 0 < o < 1 et (M, g") une désingu-
larisation naive d’un orbifold d’Einstein compact ou ALE par un arbre de singu-
larités. Alors, il existe Tp > 0, ep > 0 et Cp > 0 ne dépendant que de [, et
des métriques g, et gy, tels que pour tmax < Tp et pour toute métrique g telle que

||g - gDHC;s?(gD) < €p, l’opémteur
oy Py O(g”) N CEE(g”) = O(g”) Nrp’Cs(g"),

ou T (gpyL est la projection orthogonale pour g sur O(gD)L, soit inversible et tel

que l’on ait pour tout 2-tenseur h L O(gD) sur M,
||hHC§”3(gD) < CD||7T0(gD)lP9h||rB2Cg(gD)'

Remarque 4.50. Ici, les constantes de 1’énoncé ne dépendent que des constantes
C, et Cy, du lemme 4.42 et C, €. de la proposition 4.19.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme 4.37. L’idée est encore
une fois de prolonger les 2-tenseurs sur les espaces modeles et d’en déduire le
controle sur l'arbre de singularités entier.

Soit 0 < e < 63(275 ) < go pour £p > 0 que 'on choisira suffisamment petit au
cours de la preuve. Supposons que ty.x < €t de maniére & avoir sur chaque anneau

A = Ai(t,e) entre Nj, et N;, existence d’un difféomorphisme

By Ac(e™Tiv/te e/ T;) CRYTp = Ay € M,
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tel que tout 0 < 8 < 1, il existe C' > 0,

< Ce* P < Cep.

O3 (Ae(e™\/Tivire/T7)

Jusqu’a la fin de la preuve, nous prendrons la notation

Ay = Ae(e_l\/?j\/ﬁ, 5@)

HQ);;QD — Ge

Soit A un 2-tenseur symétrique sur M. Grace a la proposition 4.19 et a sa
généralisation a des métriques proches de g, grace a la proposition 4.28, pour €p

et tmax suffisamment petits, on peut choisir des 2-tenseurs Hj constants a traces

nulles sur R*/T, tels qu’on ait sur A(\/Jjjt,lc/zl) = Ae((1/2)\/?jt,1€/4,4\/it,l€/4)

B
H@Zh — Hk”CS’“(A(TjI/Qt}CM)) < C, (5_51512L Pgﬂ)kh

re 205 (Ar)

1
+4e || orh — Hk||cg,a(Ak)>

(Pyoh) "

A= X ) aege) ) (449)

8
< 20, (z—:_ﬁt,j

r52CS(gP)

Considérons alors la décomposition
k

pour le reste de la preuve.

Nous définissons alors un 2-tenseur h, prolongeant h a M, de la maniere sui-

vante :

hy = XMt/l(Sh* + Z XBo(pk,a)Hlm
° keK,

ou K, est I'ensemble des k tels que A, N M. # (). En notant h,, := XMt/lﬁh*, nous

avons

1Bo,ellcze g,y = ol = 1)z lleg gy

car la norme de h, sur M! est atteinte hors de la zone endommagée par le recol-

lement.

Comme la métrique g” est proche en fonction de ty., de la métrique g, sur
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M/'6 par (4.26), on a de plus le controle suivant grace a (4.48),

||<P9Dh)|M£/16||r52C'g(gD) 2 ||Pgoh0||r;2cg(go)

_ OCe Z H(PgDh)\Ak H”BQCE(QD)
k
- P)/(tmaX)HhHC[i:f(gD); (4.49)

ol Y(tmax) — 0 quand tp,.x — 0 (comparer avec (4.29) pour les champs de vec-
70 (go) ol 2.0

teurs). Comme h L O(gP), nous avons Bx — 0 lorsque tymax — 0, nous

Tl o
avons en particulier ||ho||cg,o< < 2||7To(go)LhO||C§’,a pour tp.. assez petit. Par le

lemme 4.42, comme Fyh, = Po(mg(4,)1 M), cela ifnplique le controle

||h0||C;:‘i(go) g QCOHPOhOHT’;QCg(gD)'

L’estimation (4.49) et le lemme 4.46 impliquent alors que pour ¢, suffisamment

petit, il existe C' > 0 tel qu’on ait

1P g lleggry + > |Hy

= ge C’Y(tmaX)HhHC;:‘:(gD) S CHWO(gD)lPgDhHrgzcg(gD)'

(4.50)
En effet, sur un orbifold (M,, g,), les 2-tenseurs constants de la décomposition

définissant la norme ||.|| 2.« sont déterminés par la remarque 4.26.
B

On considere ensuite le 2-tenseur hy == h — 3"y i, Hj qui satisfait pour C' > 0

dépendant des constantes précédentes,

H7TO(gD)LPgDh1Hr;fcg(gD) < CHWO(gD)iPgDh”r;,?cg(gD) + C”Y(tmax)Hth;;j(gD)
(4.51)
grace au contrdle (4.50) de Y pex. |Hilg. -

Etant donné j € K,, I'orbifold Ricci-plat ALE (Nj, gv;) est recollé a M, et on
peut prolonger le 2-tenseur hy = hy + > "¢k, x4, H; & N; par

hj = XN?/lﬁh* + Z XBj(pl,s)Hh
/ IEK;
ou K est I'ensemble des k ¢ K, tels que Ay, ait une intersection non vide avec le
voisinage de N ]t Ce que l'on gagne en considérant h; plutot que h, est le fait qu’il

n'y ait pas de 2-tenseur constant a prolonger a 'infini de N;.
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En notant h;, = XNt/wh*, on a
j
hsllezey > Msllsin, > Nh )t llcaon) (4.52)

et par (4.48) et comme " est tres proche de gy, sur NN, 16 en fonction de tmax, ON

T
a de plus le controle suivant grace a (4.48) :

_zca H h]'”rb_]?CE‘(gbj)

— CC N (Pyph)acllis2oom)
k

(o)

- V(tmax)HhHCg:f(gDy (453)

ol Y(tmax) — 0 quand t,.x — 0. Nous obtenons alors un controle sur (h.)yt
sur les Hy, k € K; grace au lemme 4.32 en utilisant encore le fait que h L O( )

qui implique que pour t,., assez petit, nous avons
1Rslly,c2e 0,y < 2501 Py, Rill 205 (g, -

On obtient donc grace aux estimations (4.53), (4.48) et au lemme 4.46, 'estimation

I(ha)inellog + > [Hi

3 il = Ot gy < Cllmogey: Fool gicggor
J

(4.54)

En itérant aux autres orbifolds Ricci-plats ALE, nous obtenons des controles

similaires & (4.54) sur tous les N; et avec le controle (4.50) nous avons finalement
(1 = Cr(tmax) ) lhll e yoy < Climoggmyr Porhll,=2cg(gn),

et donc le résultat énoncé pour g = g” pour tmax suffisamment petit.

Pour passer & une autre métrique g proche de ¢”, il suffit d’utiliser la propo-
sition 4.28 pour s’assurer que pour ||g — g” Hcg,a(gp) arbitrairement petit, P, est

arbitrairement proche de Pjp pour la norme d’opérateur sur C’;ff(gD ).

L’opérateur P étant auto adjoint sur une variété compacte, son injectivité

implique sa surjectivité. O
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3.2 Résolution de ’équation d’Einstein modulo

obstructions

Montrons maintenant que 1’on peut toujours résoudre une équation d’Einstein
modulo obstructions. Rappelons qu’étre d’Einstein et en jauge divergence réduite

par rapport a une désingularisation naive g” est équivalent & annuler I'opérateur

®.p g E(g)+6,0409.

Théoréme 4.51. Soient (M,, g,) un orbifold d’Finstein compact ou ALE de di-
mension 4 tel que Ric(g,) = Ago, pour A € R, et soit (Nj,qgp,); un arbre de
singularités permettant de désingulariser (M,, g,) avec une configuration de dés-
ingularisation D, et 0 < 3 < 1.

Alors, il existe T > 0, € > 0 ne dépendant que des métriques g, et gy, tels que
pour toute désingularisation naive g° = ggt, satisfaisant typax < T, €t = (pr)x €
Isom(R*/T} )k, et pour tout v € O(gP) satisfaisant ||U||cg7*(gD) < ¢, il existe une

unique solution §, = Jy+. de l'équation

satisfaisant les conditions suivantes :
- D
L|go = 97l gz < 22,

2. Gy, — (g” 4+ v) est orthogonal a O(gP) pour le produit L? de gP.

Remarque 4.52. Ici, les constantes ne dépendent que des constantes C, et Cp, du

lemme 4.42 et C,, €. de la proposition 4.19.

Démonstration. Soit (M, gl,) = (M, g”) une désingularisation naive d’un orbifold
(M,, go) par un arbre de singularités (Nj, gy, ).
Définissons l'opérateur W : gP + ((N)(gD)L N szf) — O(gP)*: Nrp*Cs(g”),

U(g) := To oy gn(9) = Togo): (E(g) + 5;0,0(9)),

ol Tg(,oyr est la projection orthogonale sur O(gP)* pour le produit L?(g”). La
conclusion de I’énoncé pour v = 0 se réécrit alors : il existe une unique solution g
a I’équation ¥(g) = 0.

Cherchons a appliquer le théoréme des fonctions inverses 1.12 a W. Calculons

donc tout d’abord sa différentielle en g”. La linéarisation de I'opérateur ¥ en g”
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est donc pour tout 2-tenseur symétrique h,

ol Pgn est explicité dans (4.38). Montrons que cette linéarisation en g” est in-
versible et d’inverse borné. Nous cherchons a nous ramener a l'opérateur P =
%V*Vh — R(h) pour lequel l'inversibilité a été prouvée dans le lemme 4.49.

Tout d’abord, par I'estimation (4.18), nous avons
1
||6 Dh/ (5 DhH C3a CtﬁlaXHhHCZ:i(gD)

et nous en déduisons que le terme —2675,h + 25;5goh — (6,00,0h)g" de (4.38) est

controlé de la maniere suivante

| = 266,h + 2030,0h — (59D59Dh)gD||TBQCg o2y < Cliax||hllzoggoy.  (4.55)

Remarquons de plus que la courbure de Ricci de g” est presque constante dans

le sens suivant

I Ric(g”) = AgP||, 2 < Clarko (4.56)
g g o Cﬁa X max .

car Ric(gP) — AgP = 0 pour rp > 2t1/4 et sur le reste de la variété, | Ric(g”) —
AgP| < C. Ainsi, pour ty,, arbitrairement petit, d,pV est proche (comme opéra-
teur de Cﬁ’* dans rp, Cﬁ) a une puissance de tmax-pres de opérateur mg,py. PgD,

ou, pour un 2-tenseur h, nous notons
~ 1/, .
Bpo(h) =5 (ng V,oh — 28,0 (h)

_ V;Dtrgnh + (A ptr Dh)g + R4 (tl" Dh) )

ou l'on a négligé les termes de divergence par (4.55), et simplifié les termes impli-

quant la courbure par (4.56) dans I'expression (4.38).

Pour tout 2-tenseur v, nous avons la décomposition en un 2-tenseur conforme
tr pv D tr pv D . D
— g
et un 2-tenseur sans trace v = 197 + (v — —9 ) qui est g”-orthogonale.

Maintenant, nous avons

0 (w()(gD)LﬁgD (h)) — tr,0 P, (h) — tryo (WO(gD)PgD (h)) .
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Comme pour un élément 6 de O(g?), nous avons

I(tr,08)” 1,205

. —0 (4.57)
[l 2cs

lorsque t,.c — 0, 'opérateur trgD<7T()(gD) L ﬁgD) est arbitrairement proche de 'opé-
rateur tr,o ]5913 (comme opérateurs de Céf dans 7“5203) qui est a son tour arbi-
trairement proche de A p + A pour t,,. arbitrairement petit car notre métrique

est presque d’Einstein d’apres (4.56) et a la preuve du lemme 1.24.

Pour la partie sans trace en rappelant que pour tout 2-tenseur h, h = g,y h+

To(gr)h, nous avons la décomposition suivante :

D D
A A g ; - g
Rty Py (1) = trgn (o). By (1) £ = ooy (o () = tryo (Byo (1) £
— Ty LT (P (h)) £
O(g?) g \F 9P 4
N gD
+ (trgD (wo(gD)PgD(h>))4. (4.58)

En utilisant une nouvelle fois (4.56) et le fait que la trace des éléments de O(g”) est
petite, nous voyons que la partie sans trace de mg ). ﬁ’gp (h) est arbitrairement
proche de la projection sur O(g”) de la partie sans trace de pgD(h), c’est-a-dire
de

TooyL (P (h) = (Vistrgoh — Agptrgnhgj>).

Décomposons alors h et 'opérateur meg, gD)pgD (h) de cette maniere en une partie

conforme et une partie sans trace. Nous obtenons un opérateur par blocs :

AgD—l—A 0

D + A b
TO(gP)L (AthTgDhgT — VZDtTgDh) TO(gD)LPgD g

WO(gD)LpgD — |:
ou Ayp : 02:‘: — 7‘,5205‘1 est un opérateur arbitrairement petit lorsque .. est

arbitrairement petit. Il nous reste alors a montrer que

AgD + A 0
TH(gD)L (AthTgDh% — V;DtrgDh) 7T(~)(gD)J—PgD

de Cgif dans 7’526’5‘ est un opérateur inversible avec un inverse uniformément
borné indépendamment de ¢ pour t,,., suffisamment petit. Il suffit de le montrer

pour les deux blocs diagonaux séparément. L’opérateur A p + A est inversible
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avec un inverse indépendant de t d’apres la preuve du lemme 1.24 et 'estimation
(4.56), et c’est aussi le cas pour 'opérateur To (o)L Pyr d’apres le lemme 4.49.
On conclut & l'aide du lemme 1.60 que la linéarisation de ¥ en g” est inversible

et a un inverse borné car elle est arbitrairement proche d’un opérateur inversible.

Remarque 4.53. L’opérateur ng n’est, lui, pas auto-adjoint car la métrique g”
n’est pas d’Einstein. Tous les termes sont auto-adjoints un a un sauf —Vgtrgh,
—(0404R)g, et (Ricy, h),g, on remarque que l'adjoint de h +— Vgtrgh est h
(0404h)g, mais le terme h — (Ric,, h),g dont I'adjoint est h — (tr,h) Ric, empéche
ng d’étre auto-adjoint.

Pour appliquer le théoreme des fonctions inverses, lemme 1.12 a 'opérateur ¥,
il reste a controler les termes non-linéaires. Or, comme les variations de la courbure

de Ricci s’écrivent schématiquement, pour une variation h d’'une métrique g,
Ric(g+ h) = Ric(g) + (g +h) "'« Rm(g) + (g+h) > * V?h+ (9+h) >« Vh* Vh,

ou * désigne diverses opérations multilinéaires et par la proposition 4.16, les termes
non-linéaires Qo (h) := V(g” + h) — U(¢g”) — d,0 ¥(h) satisfont le controle
1Quo () =Qyo () e
< O((Illogiom) + 10 lgiom) I1h = Bl ooy | Rin (o)l 5200
11 = K llegimy (192l 5208 00) + 9271, 20500
+(Illcg g2y + 17 g o) IV (= B 20 o)
2090 = 1)l g (IVRlL i egoy + VO sicpe0))

<3C(IIhll gz oy + [ llczaggo) )l = Bl gz goy-
D’apres le théoreme des fonctions inverses, lemme 1.12, comme on a le contréle
5 2-8
4
||\I/(g )“TBQCE‘(QD) < Otmax,

il existe donc une unique solution § pour t,., suffisamment petit, a I’équation

2-8
U(g) = 0 qui satisfait de plus ||g” — g|’c’;:‘:(gD) < ||\11(gD)||TBQCg(gD) < Ctlmisx.
Maintenant, nous n’avons résolu 1’équation qu’au voisinage de ¢” et sur 1'ortho-
gonal de O(¢g"”). En s’intéressant pour v € O(g?) a 'opérateur ¥, (g) := ¥(g+v),
le contréle des termes non-linéaires est exactement le méme pour cet opérateur,

et pour v arbitrairement petit, d;po, ¥, est arbitrairement proche de d,p ¥ qui est
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inversible. On en déduit qu'il existe € > 0 tel que pour tout ||U||Cg(gD) < g, il existe

une unique solution g, de ¥, (g,) = 0, et la conclusion de I’énoncé.

Remarque 4.54. En ajoutant v, on détériore I'estimation sur ¥, (¢ + v) qui n’est

plus controlé que par :
D 2 =2
190(” + 020590y < CI011E20 g0, + taikx)-

Nous verrons dans le chapitre 5 suivant que sans hypothese sur I'intégrabilité des

déformations infinitésimales, on ne peut pas espérer mieux.

]

Corollaire 4.55. Avec les notations du théoreme /.51, lapplication v — §, est

analytique.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme des fonctions implicites pour

les applications analytiques. Définissons 1’application

(v,h) = W(go + v+ h)

de O(g7) x (O(g”)* N C57) = O(gP)* Nrp*C5(gP) ot l'om note
U(g) := Ty yn(9) = Togny: (E(g) + 5;0,0(9)),

comme dans la preuve du théoreme 4.51 et ou gy est la solution donnée par le
théoreme 4.51 pour v = 0.

L’application (v, h) = W(go + v + h) est analytique car E et g + d; le sont, et

car o 0 et To(gpy2 sont linéaires. Nous savons que [|go — g” || < C’tﬁ, et que d,p W
est inversible d’apres la preuve du théoreme 4.51. Nous en déduisons que dg, ¥ est
aussi inversible.

Le théoreme des fonctions implicites, lemme 1.26, nous assure alors, par ['uni-
cité de la solution g, du théoreme 4.51 pour v petit, que l'application v +»>

Gv — (9P +v) est analytique, puis que v — §, est analytique. O]

Remarque 4.56. Grace a la proposition 4.39, il est possible d’écrire le résultat
sous une autre forme en imposant directement a g d’étre en jauge divergence
réduite par rapport & g”. 1l faut alors modifier O(g”) par 7,0(g"), out m,h =
h — o, (Sgdg)qégh est une projection sur le noyau de Sg, voir la preuve de [Biql3,
Proposition 9.1] et en particulier I'opérateur défini dans [Biq13, (66)] pour plus de

détails. Le résultat se réécrit de la maniere suivante. Avec les mémes suppositions,
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nous avons aussi une unique solution g, = g,+, de I'équation
E(g,) € m;,0(g")
gU guv g )

satisfaisant les conditions suivantes :
L |Gy — gDH(;g:t: < 2g,
2. dgn gy = 0,
3. Gy — (g” 4 v) est orthogonal & O(g”) pour le produit L? de g”.

Ces deux définitions de métriques d’Einstein modulo obstructions sont différentes,

mais donnent les mémes métriques lorsqu’elles sont d’Einstein.

Grace au corollaire 4.40, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.57. Soient Dg,vg > 0, 1l € N, et 5 = B(vg, Dg) > 0 obtenu dans le
corollaire 4.5. Alors, pour tout € > 0, il existe 6 = (g, Dy, vo,1) > 0 tel que si
(M, g%) est une variété d’Einstein satisfaisant

— le volume est minoré par vy > 0,

— le diametre est majoré par Dy,

— la courbure de Ricci est bornée |Ric| < 3.

et telle que pour un orbifold d’Einstein (M,, g,),
dan (M, ), (M,, 9,)) <9,

alors, il existe une désingularisation naive (M, gP +v) de (M,,g,) par un arbre
de singularités, et un difféomorphisme ¢ : M — M tels que

ng = Ju;
ou §, est la perturbation de gP 4 v construite dans le théoréme 4.51.

L’ensemble des métriques Ricci-plates sur la surface K3 désingularisant 1’orbi-
fold T/Z; est un exemple d’application de ce théoréme. C’est un cas particulier
ou F(g) n’est pas seulement orthogonal aux déformations infinitésimales de 1’or-
bifold et des variétés Ricci-plates ALE, mais s’annule pour tous parametres de

recollement.

Exemple 4.58 (Désingularisation d’Einstein de T*/Z,). Une construction pro-
posée par Gibbons-Pope [GP79] et Page [Pag78] et obtenue rigoureusement par
Topiwala [Top87a, Top87b] pour la premiére fois permet de désingulariser I’orbi-

fold T*/Z, de I'exemple 2.5 qui a 16 points singuliers modelés sur R*/Z,. L’idée est
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de recoller a chacun des points singuliers des copies de la variété d’Eguchi-Hanson
(voir (2.5) pour sa définition) qui sont Ricci-plates et asymptotiques & R*/Z, dans
la méme orientation (pour pouvoir utiliser des techniques de géométrie kéhlé-
rienne), c’est-a-dire que les parametres de recollements sont dans SO(4). 11 est

ensuite possible de perturber la métrique obtenue en une métrique Ricci-plate.

Il y a de nombreuses ambiguités dans la construction qui peuvent étre vues de

deux maniéres différentes :

1. il y a un espace de dimension 3 de déformations intégrables de la métrique

d’Eguchi-Hanson (qui sont toutes homothétiques).

2. lorsque l'on recolle la i-eéme métrique d’Eguchi-Hanson, il y a un parametre

d’échelle t; > 0 et un parametre de rotation p; € SO(4) a choisir.

Ces deux sources d’ambiguités sont en fait équivalentes dans cet exemple car les
rotations et changements d’échelle des recollements peuvent étre vus comme des
variations de la métrique d’Eguchi-Hanson. Cette métrique étant U (2)-invariante,
les rotations correspondent a SO(4)/U(2) et donc & deux dimensions de défor-
mations et le changement d’échelle correspond a la troisieme déformation de la
métrique. A ces ambiguités de recollements, il faut ajouter les déformations plates
A trace et divergence nulles de T*/Z, qui forment un espace de dimension 9 (com-

posé des 2-tenseurs symétriques constants a trace nulle).

En tout, il y a donc 57 = 9 4 16 x 3 directions de déformation indépendantes

qui correspondent aux noyaux des opérateurs d’Einstein des espaces modeles.

FI1GURE 4.3 — Approximation de métrique hyperkéhlérienne.
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4 Préespace de modules directionnel au
voisinage d’une métrique singuliere

Soit M une variété différentiable de dimension 4 et considérons (M,,g,) €
0,E(M) C E(M),,\E(M) une métrique orbifold du bord de son espaces de

modules des métriques d’Einstein. D’apres le théoreme 3.42, toutes les métriques

d’Einstein proches dans au sens de Gromov-Hausdorff de (M,, g,) sont en réalité
proches d’une désingularisation naive (M, g”) de (M,, g,) au sens C’lgf pour une
configuration de désingularisation D.

On définit alors par analogie avec la définition 1.17 le préespace de modules

directionnel au voisinage d’une métrique singuliere.

Définition 4.59 (Préespace de modules des métriques d’Einstein au voisinage
d’une métrique singuliere). Nous définissons Eg (M), le préespace de modules des
métriques d’Einstein sur M au voisinage de (M, g,) et dans la direction D, comme
I’ensemble des métriques d’Einstein g sur M pour lesquelles il existe t tel que 'on
ait ||g — gf)Hngfj(g,P) < e pour € > 0 la constante du théoreme 4.51 et v € O(gP)

pour lequel on ait :
1. E(g) =0, Vol(g) = Vol(go),
2. g— (gtD +v) Lo O(gP),
3. b,09 =0.

Remarque 4.60. Ce préespace est directionnel dans le sens ou il ne couvre pas
toutes les désingularisations de Gromov-Hausdorff de (M,,g,), mais seulement
celles faisant apparaitre l'arbre de singularités donné par D. En effet, cela corres-
pondrait a toutes les configurations d’arbres de singularités aboutissant a (M,, g,)
qui ne sont pas toutes C’é*—proches les unes des autres. Etant donnée une suite
quelconque de métriques d’Einstein lisses (g;); sur M convergeant vers (M,, g,),
alors, quitte a prendre une sous-suite, toutes les métriques g; sont dans un unique

préespace de modules directionnel E7 (M).

Remarque 4.61. En général, il n’est pas clair que ’on puisse recoller ensemble ces
préespaces de modules directionnels pour obtenir un vrai voisinage de 0,E(M).
Dans le cas kéhlérien, ces différentes directions recouvrent 'espace des parametre
des désingularisations kihlériennes de R*/T', ¢’est-a-dire un espace R\ Dr, ot Dr
est une union finie de sous-espaces vectoriels, et les différents arbres de singularités
correspondent a des voisinages particuliers de I’ensemble Dr qui parametrent les

métriques orbifolds.
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Proposition 4.62. Le pré-espace de modules directionnel Eg)(M) est [’ensemble
des zéros de E sur l'ensemble des métriques §;, au voisinage des gP du théoréme
4.51.

Comme F est analytique, il suffirait de comprendre la structure de I’ensemble
des g;, ou des obstructions associé¢es pour déterminer la structure locale de I’espace
de modules au voisinage de sa frontiere. Notons qu’en adaptant le corollaire 4.55,
cet ensemble a une structure analytique la ou ¢t > 0 et 1’'on retrouve la structure
analytique au voisinage d’une métrique lisse de la proposition 1.31 avec notre
paramétrisation particuliere. La question se résume donc, comme on aurait pu s’y

attendre, a comprendre ce qu’il se passe autour de t = 0.



Chapitre 5

Obstructions a la

désingularisation de certains
orbifolds d’Einstein

Dans ce chapitre, dont les résultats sont essentiellement tirés de [Ozul9b],
nous étudions les obstructions a la résolution de 1’équation d’Einstein du chapitre
précédent (ch. 4). Nous montrons que ces obstructions ne s’annulent pas dans
certaines situations et en déduisons que certaines métriques d’Einstein singuliéres
ne peuvent jamais étre désingularisées, méme au sens le plus faible de Gromov-

Hausdorff. Cela répond a la question 0.5 posée dans les années 80.

Contributions. Nous étudions les obstructions a la dggy-désingularisation d’or-
bifolds par des métriques d’Einstein lisses du chapitre précédent (ch. 4). Nous
étendons donc le résultat d’obstruction de [Biql3, Biql6, Biql7] valable pour la
désingularisation par une métrique d’Eguchi-Hanson et sous des hypotheses res-
trictives dans plusieurs directions : nous autorisons

— une simple dgy-proximité avec I'orbifold,

— lorbifold a avoir des déformations infinitésimales d’Einstein (pas nécessai-

rement intégrables),

— plusieurs singularités,

— des bulles quelconques a déformations infinitésimales d’Einstein intégrables.
Dans le cas conjecturalement général des formations d’arbres d’orbifolds Ricci-
plats ALE en un nombre arbitraire de points, nous retrouvons 'obstruction de
[Biq13], det R = 0, a tous les points singuliers. Nous en déduisons que sous des

hypotheses topologiques répandues sur la variété M, comme la condition spin,

179



180 Chapitre 5. Obstructions a la désingularisation

I’obstruction det R = 0 doit étre satisfaite aux points singuliers des métriques de
0, E(M).

Nous exhibons enfin la premiere obstruction générale a la désingularisation
d’orbifolds sphériques et hyperboliques sans supposition sur les bulles apparais-

sant.

1 Controle des obstructions

Montrons tout d’abord un lemme technique qui controle les distances entre

métriques et les obstructions.

Proposition 5.1. Soit 0 < o < 1, et (M, g"” = g2,) une désingularisation naive.
Il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que si la métrique (M,§ = §pr0) obtenue par le
théoréme 4.51 (noter qu’ici v = 0) est une métrique d’Finstein satisfaisant :

1. Hg - gD’|C§:i‘(gD) < 2e,

2. bypg =0,

3. G — gP est orthogonal ¢ O(gP) pour le produit L* de gP.
et si une métrique g, satisfait :

1. ||lg* _gDHc;:?(gD) < 2,

2. g — gP est orthogonal a O(gP) pour le produit L? de g°,

alors, en notant ¥(g?) = To(g0)r By (g), on a

. A A
19— 9" lczegm) < IV 2oy (5.1)
et si l’on note o? := WO(QD)¢9D<QA)7 on a
o sy < (12205005 + G220,
1
3 A
b tho) 190" s 0 (5.2

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l'inégalité (5.1) est une consé-
quence directe de la preuve du théoreme 4.51. En effet, le théoreme des fonctions
inverses utilisé permet en fait de controler la distance d’une métrique g* a I'unique

solution § de ¥(§) = 0 en fonction de la valeur de ¥(g*). On a plus précisément

lg = dll ez ooy < CIT(gD 5205 (6m)-
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En combinant cela avec le controle similaire ||g” — QHc;:g(gD) < ||\IJ(gD>||TB2Cg(gD)7

nous avons alors pour tout 2-tenseur i sur M, en notant Pya := dja®p

(B — Byo )

<|(Por = Pa)n

* H (pﬁ - PgD)hHrBQCO‘(gD)

TBZC&(QD) 8

5 r5 Cg(gP)

< C(lg" = dllze oy + 19 = 97l czeigoy) 1l gz o)

<C(1(a) N s205(00) + 1220500 Ill e go):

Gréce a I'inégalité (4.46), au controle sur h™ := §— g L O(g”) et en remarquant
que TBQCg(gD) C L*(gP), on a

18ocllzz + |[(Poh?,6,.)

(Pyah?,60,)

(Pya — Py ) 1

/
e L2
/

1
160,122 + Ctiax|0o | 2|27 2.0

(PgA ~ PgD)hAHT

<C
<
<C

C,’y(gA7 gD7 tmax)HOoHL? ||hA||C[23:

ott C,C" > 0 ne dépendent que de 3, et ot (g, g7, tmax) := (||\I/(gA)||TB2C§(gD) +

1
||\Il(gD)||TB2 C5(9P) + tﬁnax). Et de méme sur les N;, on a les mémes controles aux
points singuliers et a I'infini on utilise I'inégalité (4.47), pour o; € O(gy,), on a

donc

(Byoh 050} | < CCNG™ 0Pt 0320 W ooy (5:3)

Soit 0 la projection orthogonale sur O(g”) de ® o (g). Comme ®,0(9) =0,

et dga®yp = PgA, nous avons
—0? = ®,0(§) — 0 = U(g?) + Pah® + Qua(h?), (5.4)

ol les termes non-linéaires Q a(h*) = ®,0(§) — ®,0(g*) — d,a® 0 (h*) satisfont

2
5 CH(gP)’

1Qua (™)l s2eoany < ClIE* Eg . < O[T (g™ (5.5)

et on a donc par définition des normes a poids, pour o € f)(gD ),

2
5 ChgP)’

‘<0, Q9A<hA)>L2(gD)’ < Clo]|z2

W (g
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et donc, comme U(g#) Lo o? par définition de ¥, on a par (5.4),

N0 o) = (@00(3) —0* 0%) |

= (Pyah™ + Qqa(h™), 0")

)
gD

Finalement, grace a (5.3) et (5.5) nous avons donc

lo™ 1240y < ¥(97, 97 tma) 1L (g™ 525 g0y 07 [ 22(g0)-
0

Remarque 5.2. L'inégalité (5.1) signifie que si 'on arrive a construire une métrique
g? qui annule presque lopérateur W, alors g” est en fait une bonne approxima-
tion de §. Cela nous permettra de décrire de maniere arbitrairement précise les
métriques d’Einstein qui dégénerent.

L’inégalité (5.2) est un résultat d’obstruction. En effet, si I'on peut construire
une métrique d’approximation g, pour laquelle ®,p (g™) est petit, mais sans que
o4 = To g0y P g0 (g) ne le soit, alors cela signifie qu’il ne peut pas y avoir de
variété d’Einstein proche au sens de Gromov-Hausdorff de 'orbifold (M,, g,) dans

les mémes jauges.

2 Obstruction en un des points singuliers

Afin d’exhiber de premieres obstructions a la désingularisation d’orbifolds, nous
allons construire une meilleure approximation de la dégénérescence des variétés
d’Einstein qui nous assure que l'on approche une métrique d’Einstein modulo
obstructions par (5.1), et on en déduira des obstructions sur l'orbifold limite par
(5.2). Dans cette section, nous nous restreignons a montrer qu’une obstruction est
satisfaite a un point singulier si 'on suppose qu’il n’y a pas d’arbre de singula-
rités. L’analyse nécessaire pour 'obtenir a tous les points est développée dans la
section suivante, et les arbres de singularités kahlériennes sont considérés dans la
quatrieme section de ce chapitre.

Pour cela nous faisons apparaitre les termes quadratiques du développement
de la métrique orbifold & un point singulier a l'infini de la bulle que 1'on recolle
dans la proposition 5.3. L’erreur faite dans le recollement est alors plus faible et
la métrique obtenue plus proche d’étre Einstein dans les normes qui nous inté-

ressent d’apres le corollaire 5.9. Cela permet de déduire un résultat d’obstruction
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a la désingularisation de Gromov-Hausdorff d’orbifolds d’Einstein par des variétés
Ricci-plates ALE dont les déformations infinitésimales sont intégrables dans les
corollaires 5.12 et 5.32.

2.1 Perturbation des bulles par les termes quadratiques

de la métrique orbifold

Traitons pour commencer le cas ou ’on désingularise un orbifold d’Einstein par
des variétés Ricci-plates ALE que 'on ne perturbe qu’orthogonalement au noyau
approché O(gD ), ce qui revient a appliquer le théoréme 4.51 pour v = 0. C’est
le cadre habituel des théorémes de perturbation et de l'obstruction de [Biql3]
car les orbifolds considérés dans [Biql3] n’ont pas de déformations infinitésimales
d’Einstein.

Au voisinage d’'un point singulier orbifold, il existe des coordonnées ou
Jo = ge + Hy + O(Tg),

et
0cHy =0,

ou H, est un 2-tenseur symétrique dont les coefficients sont des polynémes homo-
genes de degré 2.

On souhaite donc ajouter a I'orbifold ALE des termes asymptotiques au tenseur
d’ordre principal a la singularité, Hs, tout en annulant la linéarisation de 'opé-
rateur d’Einstein pour minimiser ’erreur. Il se trouve que ce n’est pas toujours
possible, et que I’'on ne peut que résoudre ’équation modulo obstructions. Notons
O*(gy,) Dorthogonal des éléments de O(gy,) qui décroissent en o(r;*) a linfini.
On notera O%(g,) I'espace de ces tenseurs homogenes harmoniques sur R*/T". Ces
tenseurs sont harmoniques homogenes sur R*/T" et décroissent en 7, *.

Une conséquence du lemme 4.42 est que 'on peut toujours résoudre 1’équation
de prolongement de Ho sur la bulle modulo obstructions explicites. Considérons o
une base orthonormée de O%(gy,), et O} leur terme dominant harmonique homo-

géne décroissant en 7.

Proposition 5.3. Soit (N, g,) un orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R*/T" et

Hy un 2-tenseur homogéne quadratique sur R*/T et X € R tels qu’on ait :

PGHQ +)\ge =0.
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Alors, il existe un 2-tenseur hay, et des réels \; tels que (he, \;) soit une solution
de
Byha + Agy = Z Ao,

|h2 - XH2|9b - O(Tb_2)7

ot x est une fonction de coupure a support dans un voisinage de l'infini de (N, gp)

ot les coordonnées ALE sont définies et ou
)\i = - /SS/F (3<H2, ();1>g‘3 + O;l (VetreHg, GTE))dvss/p.

L’ensemble des solutions est en fait (ho + O(gy), \;).

Démonstration. Nous avons Py(xHs) + gy € r;QCg(gb) pour 0 < 3 < 1 car dans
un voisinage de 'infini, g, — g. = O(r; ).

Le lemme 4.42 est valable avec I'opérateur P, plutdt que l'opérateur P, gréce
au théoreme 4.51 dans le cas ou (M,, g,) = (N, g») est un orbifold Ricci-plat ALE..
Il existe donc ' € C’é’a(gb) tel que Py(xHy + h') + Mgy = 3 \jo; avec

1
A= /S . (3(H2, 01y, + 501 (Ve H, 0,) v (5.6)
ol Of est le terme d’ordre —4 du développement de o; a l'infini. En effet, par

intégration par parties, en utilisant le fait que tr,0; = (gp,0;), = 0 et §,0; = 0,

nous obtenons,

_ 1. )
(Po(xHz),05)2 = 3 lim /rb<p<vbvb(XH2) — Vitny (xHz), 05)4,dvg,
1.
=g ((XH2, V005)g, = (Va(xH2), 05),,

+ 0;(Vytryx Ha, 0y,) ) dS,

= o (3(Ha, O, + ;Of(vetreﬂg,are))dvsg/r,

Les valeurs de \; de (5.6) assurent donc bien que l'on ait
Py(xHz) + Agy — Y Aio; Lg, O(g).

]

Remarque 5.4. Le fait que I'on ne puisse pas résoudre P,(hy) = Ag, est la raison

profonde pour laquelle certains orbifolds ne peuvent pas étre désingularisés par
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des variétés d’Einstein. La quantité [ss /F<H2, O}) 4. dvss - peut étre vue comme un

produit scalaire du polynéme homogene harmonique quadratique 2, HQ(i), tel que

(2)
4 _ Hy
P = T avec HQ.

Remarque 5.5. Dans le cas ot Hy n’est pas en jauge de Bianchi et ne satisfait donc

que d, Ric(Hz) = Ag., en adaptant [Biq13, Proposition 3.1] on peut aussi résoudre
dg, Ric(ha) = Agy + 32; Mo}, avec

/\i e _/SS/F <3<H2, O?>ge + O?(BeHg,are))dUSB/r.

L’intérét est que 'on peut alors mettre les termes quadratiques de la métrique
d’Einstein dans des jauges plus pratiques que la jauge de Bianchi suivant les si-

tuations.

2.2 Controle de 'opérateur d’Einstein modulo

obstructions

On remarque alors que g, + ths est bien une métrique sur une boule de rayon
de D'ordre t~2. En particulier, pour t suffisamment petit, c’est une métrique sur
la boule de rayon t‘i, et on peut recoller cette métrique (plutot que de recoller
naivement la métrique ALE) a la métrique orbifold exactement comme dans la
définition 3.3 des désingularisations naives.

La métrique obtenue sera appelée approzimation d’Einstein modulo obstruc-
tions, et on la notera g4 = gs’;"t. Elle dépend elle aussi de choix de jauge au niveau
des recollements et des parametres d’échelle.

Le principal avantage de cette construction, et la raison pour laquelle elle est

appelée approximation est le meilleur contréle suivant.

Proposition 5.6 (Adaptation de [Biql3, Lemme 5.2]). Soit (N, gy, p) un orbifold
Ricci-plat ALE, et Hy le terme quadratique d’une métrique orbifold d’Einstein g,
asymptotique au méme cone que (N, gy, D), et soient hy un 2-tenseur sur N et \;
les réels obtenus par la proposition 5.3 ou la remarque 5.5 a partir de Hs.

En notant g} := gy, + thy sur By, (p, t_%) pour t > 0 suffisamment petit, on a le
controle suivant de l'opérateur d’Einstein, pour p € N, pour tout k € N, il existe
Cy > 0 telle que :

(147)>*" < Ot (141"

9b " 9b

. R(gp)
k b
ngg(RlC(gZ) -

gt +tAgh+ L & g(t,%—tZ)\iof)

9b
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Remarque 5.7. Les différents choix de hy dans la proposition 5.3 ne changent que
la constante devant t?(1 + r,)? dans 'estimation.

Remarque 5.8. Pour 1, >> 1, t2(1 4+ r,)* vaut approximativement (v/tr,)* = ri.

C’est cohérent avec 'erreur venant des termes quadratiques de la courbure de

Ricei sur l'orbifold.

Ces contrdles se répercutent sur les métriques d’approximation g*.

Corollaire 5.9. Soit (M, gP) une désingularisation naive d’un orbifold d’Einstein
(Mo, go) par des variétés Ricci-plates ALE (Nj, gv;) aux échellest; > 0, et soit (0%);
une base orthonormée de O*(gs, ).

Soit g4 = g?}t une métrique d’approximation d’Finstein modulo obstructions
et B > 0. Alors, on a le contréle suivant pour ty., > 0 suffisamment petit, pour

tout k € N il existe Cy > 0 telle qu’on ait :

A 3-8
H/]T()(HD)J'@QD(Q )HTBQCE(QD) < thm%,)q (57)
et,
. 3
Hwo(gD)@gD (") — Dt > N6, o < Cotihax. (5.8)
J 7

Et la métrique g* satisfait les conditions suivantes,
A_ D
1. ||g -9 ||C§:‘;‘(QD) g 25)

2. g — gP est orthogonal a O(gP) pour le produit L? de gP,

Démonstration. Traitons le cas du recollement d’une variété (N, g,) a I'échelle
t > 0, le cas général s’obtient en itérant les désingularisations car les controles

nécessaires sont locaux. Sur M!% nous avons par hypothese
Ric(g,) = Ago, (5.9)

et sur ijt, d’apres la proposition 5.6, nous avons

. R(g}) .
Rlc(gz) - gi + t/\g}f + 5;75%95 +t Z )\iof} = O(trf). (5.10)
Maintenant, au point p, le développement de g, en coordonnées géodésiques est

9o = ge + Hy + O(17), (5.11)

et t(gp+thsy) ale développement suivant pour 1 < ry < =1 d’apres la proposition
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5.3
t(gy + thy) = g + Hy + O(tr; 2 + tr; %), (5.12)

avec les controles adaptés pour les dérivées jusqu’a l'ordre 2. Nous contrdlons
donc le recollement sur l'anneau de rayons rp = ti et rp = 241 qui est en
O (Virp) 2 + t(Virp) ™ +13) = O(t1), puis par définition des normes & poids
nous avons

3-5

|®,0(g%) — > Aibill,2cze o) < O (5.13)

La seconde inégalité s’obtient en intégrant l'inégalité de la proposition 5.6

contre les 0;, pour tout o € O(g), nous avons alors

’<¢9D(9A) - tz)‘iai76> .
7 g

~ 3
< C||O||L2(9D)t2. (514)

]

Remarque 5.10. Le contrdle (5.7) est faible et ne “voit” en particulier pas le terme

2t N 6;# qui est de l'ordre de t,,x en norme TBQC’B“(QD ). Le second controle

3
“voit” le conoyau pour les j tels que thax < ;.

Remarque 5.11. Avec la désingularisation naive d’un orbifold Ricci-plat, nous avons

seulement le contrdle suivant :

B

1
| Ric(g”) — AgD||TB2C§(gD) < Gt

1
1.8
et donc seulement H\If(gD)HTBng(gD) < Chthad

2.3 Une premiere obstruction

Nous pouvons maintenant utiliser a proposition 5.1 appliquée a la métrique g4
ci-dessus. Avec les controles du corollaire 5.9. Nous obtenons le résultat d’obstruc-

tion suivant.

Corollaire 5.12. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein ayant une seule singularité
et (N, gy) une variété Ricci-plate ALE.

Alors, si l’on note Hy les termes quadratiques du développement de g, en coor-
données géodésiques, et (O?)j une base de O%(gy), l'espace des termes homogénes

enry* asymptotiques des O(gy), il est impossible de perturber g” en une métrique
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d’Finstein en jauge divergence réduite orthogonalement a O(gD) st

L, (8(12,0) + 0}(B.H,0,,))dvss # 0.

2.4 Une question d’intégrabilité

Nous avons donc montré que l'on pouvait construire de meilleures approxi-
mations d’Einstein a 'aide d’'une métrique Ricci-plate ALE fixée. Cependant, le
théoreme 3.42 ne dit rien sur la vitesse d’apparition (la constante ¢; du théoréme
3.42) de cette variété Ricci-plate ALE. Comme dans le théoreme 4.51, pour en
tenir compte, nous devons fixer une jauge de projection v € O(gD ) sur le noyau
de la linéarisation de la courbure de Ricci sur la variété Ricci-plate ALE.

Pour ne pas endommager les contréles de la proposition 5.6, il ne suffit pas
d’ajouter une déformation du noyau et nous allons devoir supposer que les dé-
formations que l'on considere sont intégrables pour se ramener au cas v = 0,
adapter la proposition 5.1 a notre nouveau cadre, et utiliser les estimations de la

proposition 5.6.

Remarque 5.13. L’estimation [Biq13, (61)] est incorrecte mais le résultat principal
de [Biql3] reste vrai comme nous le verrons dans la suite de cette partie car la
métrique d’Eguchi-Hanson n’a que des déformations intégrables. Cela signifie tout

de méme qu’il ne suffit pas d’ajouter des éléments du noyau approché.

Définition 5.14 (Variété Ricci-plate ALE a déformations intégrables). On dira
qu'une métrique Ricci-plate ALE g, n’a que des déformations intégrables si pour
tout v € O(gp) suffisamment petit, il existe une métrique Ricci-plate ALE g,
satisfaisant g,, — (9o +v) L O(gs) et ||Gop — Bllr2(q,) < 2[|v]|L2, et telle que
0,960 = 0.

Remarque 5.15. Toutes les déformations infinitésimales L? d’orbifolds Ricci-plats
ALE sont automatiquement a divergence nulle et a trace nulle. En effet, pour un
tel orbifold (M, g,) Ricci-plat, on a d,4, Py, = %V;bvgﬁgb, et try, P, = %ngvgbtrgb.
Ainsi, si P,,h =0et h = O(r;®) pour un § > 0, alors 6§, h = 0, et tr,,h = 0 par le
principe du maximum.

Remarque 5.16. D’apres [Koi83, Corollary 3.5] si pour tout v € O(gp), il existe

(9t)te[-1,1) une courbe de métriques Ricci-plates ALE dans les mémes coordonnées

que g, telle que 8tgt|t:0 = v, alors g, est a déformations intégrables.

Remarque 5.17. Tous les exemples connus d’espaces Ricci-plats ALE n’ont que des

déformations intégrables car ce sont des quotients d’espaces hyperkéahlériens.
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2.4.1 Espaces de Holder a poids et développements asymptotiques
des métriques Ricci-plates ALE

Introduisons encore de nouveaux espaces a poids qui nous permettront de
controler les termes asymptotiques de nos métriques ALE. Le contrdle de ces
termes asymptotiques sera crucial pour obtenir des résultats d’obstructions dans

la suite du chapitre.

Définition 5.18 (Norme C’;f* sur un orbifold ALE). Soit (N, g,) un orbifold
ALE, soit h un 2-tenseur sur N, et supposons que h = H* + O(T,)_A‘_B) pour 3 > 0.
Pour y, une fonction de coupure a support dans un voisinage de l'infini ou g, a

, i 2
des coordonnées ALE, on définit sa norme C’B’f* par

IBllze, = supri| Hly, + (1 + 1) (h = xH)

2, "
OBl
Cette définition est motivée par le lemme suivant.

Lemme 5.19. Soit (N, gy) un orbifold ALE. Alors, il existe C' > 0 telle que 'on
ait, pour tout h € 0223, h 1L O(gp),

[hllcze. < CHOL+ 1) Byl 2cs (5.15)

Démonstration. D’apres la théorie des opérateurs elliptiques entre espaces de Hol-
der & poids, lopérateur P,, : (1 + rb)*‘lCz’g — (1 + 1) "*r;, ?C*4 est Fredholm de
noyau O(gp) et conoyau O(gp) car il n’y a pas de poids critique autre que 0 entre 2
et —4. Cela implique que P,, : (1—1—7"1))_403’2‘ﬁO(gb)L — (1475) 7, 2C%4N0(gy) "
est inversible avec un inverse borné.

De plus, nous avons Pg_bl <(1 + rb)_4rb_205) = 6’233* car —4 est le premier poids
critique négatif de P en jauge divergence, et le résultat énoncé vient alors du fait

que l'inverse est borné. O

En particulier, 'analyse du théoréme 4.51 s’étend au cas ou (M,, g,) est un or-
bifold Ricci-plat ALE et ou la norme C'sz: (go) est remplacée par la norme 0223*(90).
En effet, tous les contréles sont locaux au voisinage des points singuliers ou venant
des estimations sur l'inverse de 'opérateur sur le reste de la variété exactement
comme ceux de (5.15). Nous en déduisons le controle suivant sur les termes asymp-
totiques des ALE.

Corollaire 5.20. Soit (N, gy) un orbifold Ricci-plat ALE et notons (N8, gP) une
désingularisation naive de (N, g) par un arbre d’orbifolds Ricci-plats ALE recollés

suivant une configuration B avec des échelles relatives t.



190 Chapitre 5. Obstructions a la désingularisation

Soit G, Uunique métrique (d’aprés le théoréme 4.51) satisfaisant, pour € > 0

suffisamment petit :

1 lg? —§t,v||c§:§j(gt3) < 2,

2. (98 4 v) — G est L*(gP)-orthogonal a O(gP), et

3. Wo(gf)l(bgf(gtw) = 0.
Alors, pour tout 0 < f < 1, nous avons gr, = ge + H* + O(r5*™") pour H?
homogéne en r;%. Il existe aussi & > 0 tel que pour toute métrique g sur NP
satisfaisant g — (g2 +v) L O(gP), et ||(1 +TB)47TO(g§)LiI)gtB (Q)Hrg%g(g,{g) < € nous
ayons le développement g = g. + H* + O(rp* ") pour H* homogéne en r;* et

rplH = 1yl e < CI(L+ 1) T e Bys (9], 5203 (sP)-

2.4.2 Une nouvelle désingularisation naive

Dans le cas ou (M,, g,) est une variété Ricci-plate ALE, et qu’il n’y a donc
pas de désingularisation a considérer, le théoreme 4.51 se réécrit de la maniere

suivante.

Corollaire 5.21. Soit (N, g,) une variété Ricci-plate ALE. Alors, il existe € > 0
tel que pour tout v € O(gy), HUHCZ’“(gb) < ¢, il existe une unique métrique gy,
satisfaisant : Y

1. ®,,(gb0) € O(g),

2. Mlgo = Goollcze g, < 26,

3. (gp +v) — Gpw est orthogonal a O(gy) pour le produit L* de gy.
1l existe de plus C' > 0 ne dépendant que de gy tel qu’on ait

[(gp +v) — gb,UHC’;:‘:(gb) < CH“H%;:?:*(%)?
ce qui implique le controle suivant
Go = 90+ 0+ O(0l20 i (1+70) ). (5.16)

Démonstration. La premiere partie de I’énoncé est une conséquence directe du
théoréme 4.51. pour la seconde partie, on a ||(1+Tb)47ro(gb)ﬂI>gb (9 +v)lleg(g)gn <
c IIUIICza
4.41) et car par deﬁmtlon To(g) L dg, Py, (v) = 0. Ainsi, d’apres le corollaire 5.20,

car ||v||02a ~ ||v||c2 o (v décroit comme 7, * & linfini d’aprés le lemme

nous avons (5.16). O
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Sur un orbifold d’Einstein non désingularisé, le théoreme 4.51 (voir aussi le

théoreme 5.40 dans la suite) se réécrit de la maniére suivante.

Proposition 5.22. Soit (M,,g,) une variété Ricci-plate ALE. Alors, il existe
e > 0 tel que pour tout v € O(g,), [[v]|2e,,) < &, il existe une unique métrique
5, (90

Jo Satisfaisant :
el R(go,w) = — % _
1. Rlc(go,v) — %go,v + )\go,v + 5570,1)59090,1) =0, € 0(90)7

2. ”90 - gO’U”C;f(gb) < 25,

3. (go + V) — o est orthogonal a O(g,) pour le produit L* de g,.

1l existe de plus C' > 0 ne dépendant que de g, tel qu’on ait
(g0 +v) — Qo,ch;zj(go) < CHUHQCEf(gb)’

Etant donnés v € O(g”) et t = (;);, nous définissons alors g2 comme le
recollement naif (définition 3.3) de go,., avec les t;gy, ., pour v, € O(g,) et v; €
O(gs,) satisfaisant

g, — (9" +v) L O(g").
Remarquons alors que si les orbifolds Ricci-plats ALE (Nj, gy;) n’ont que des
déformations intégrables, g est bien un recollement de variétés Ricci-plates ALE
exactement comme celui de la définition 3.3, mais cette fois a la métrique g, ,, (qui
n’est pas nécessairement d’Einstein). On obtient alors comme dans la proposition
5.1 un résultat d’obstruction, mais seulement contre les coupures des déformations
des gy, v;-

Définissons, pour v € O(g”) I'ensemble Op(gP) C O(gP) des troncatures
(comme dans la définition 4.44) des éléments des O(gy, ,) seuls. Nous avons alors

les propriétés suivantes pour g2.
D _ =D
Lollg™ = 3 ez o) < 26,

2. les métriques sont en jauge par rapport a g” + v,

9, — (9" +v) L O(g"),
3. Notre opérateur ¥ = ¢ 0y ® est controlé indépendamment de v,

2-8
||\Il(§vD)HrB2CE‘(gD) < Otm?lxu (517)
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4. pour tout h € C’2f et of € C)B@UD),
5 1
(Pph.of)| < Ct3 |kl zellof 2o (5.18)

Remarque 5.23. La derniére estimation (5.18) se montre exactement comme le

lemme 4.46.

En utilisant le contrdle (5.18) pour remplacer (5.3) dans la preuve de la pro-
position 5.1, nous pouvons remplacer gtD + v par g,{?v proposition 5.1 et obtenir un

contrdle valable pour v # 0 aussi.

Proposition 5.24. Soit 0 < o < 1, et (M, gP) une désingularisation naive de
(M, go) par des variétés Ricci-plates ALE, (Nj,gy,);. Soit alors v € O(gP) et
00t Gy = GJpun Lunique métriqgue d’Einstein modulo obstructions proche de g”

satisfaisant :
- D
1. ||gv —4g ||C§v’i‘(gD) < 2,
2. Gy — (gP +v) est orthogonal a O(g”) pour le produit L? de g”,

obtenue par le théoréme 4.51. Supposons que G, soit d’Einstein.

Soit g4 une métrique satisfaisant :
L |lg; _gDHC;:i‘(gD) < 2g,
2. g4 — (g +v) est orthogonal ¢ O(gP) pour le produit L? de g”,

alors, en notant ¥(g?) = To(g0)r By (g2). on a

N A A
130 = 9 e oy < ] 2oy (5.19)
et si l’on note of = WOB@?)‘I)QD(QJ?), on a
||OUB||L2(gD) < <||‘I'(954)||7=D20§(9D) ‘l‘ ||\I/(g1j;j)||r520§(gD)
1
+ ) 1), 20500 (5.20)

2.4.3 Une meilleure approximation de métrique d’Einstein modulo
obstructions

Soit v, € O(g,) et Hy les termes quadratiques du développement de Jo,v, dans
des coordonnées locales ou elle est en jauge divergence par rapport a g. autour
d’un point singulier p olt nous avons donc G,.,, = g + Ho + O(r?), et ol I'on sait
que @, (Go,) = 0, = O, + O(r2) avec tr, O, = 0 et 6, O, = 0.
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En développant en g., grace aux formules du début de la preuve du théoréme

R(Fo,v0)

4.51 pour P,, = dg,®,,, nous avons pour A = —%

0= (I)go(gomo) — 0, = Age + pe<H2) -0, + (9(7“3)
1 _ _ _
— A\ge + 5(v:vem — Vtr Hy + (ActroH)g.) — O, + O(r2) (5.21)

Proposition 5.25. Soit (N, g,) un orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R*/T
et Hy un 2-tenseur homogéne quadratique & divergence nulle sur RYT, N €R et

O, un 2-tenseur constant sur R*/T tels qu’on ait :
P.Hy + Age = O,.

Alors, il existe un 2-tenseur ho, et des réels \; tels que (ﬁz,j\i) soit une solution

de
Pyha + Agy = X0, + Y Ao,
|hy — xHalg, = O(r, ),

ot x est une fonction de coupure a support dans un voisinage de l'infini de (N, gp)

ot les coordonnées ALE sont définies et ot

A= — /53/F (3<H2, O?>ge + O;"(Vetreﬁg, are>>d'053/p + /NX<OO’ oi)gbdvb.

L’ensemble des solutions est en fait (hy + O(gy), \;).

Démonstration. Nous avons Py(xHs) + Agy — XO, € 7‘1)_203(91)) pour 0 < 8 < 1

car dans un voisinage de l'infini, g, — g. = O(r; *).

Le lemme 4.42 est valable avec I'opérateur P, plutdt que l'opérateur P, gréce
au théoreme 4.51 dans le cas ou (M,, g,) = (IV, g») est un orbifold Ricci-plat ALE.
1l existe donc b/ € Cé’a(gb) tel que Pb(XPIQ + B’) + Agp = YO, + 32, \;jo; avec

_ 1 _
A = —/SB/F (3(H2,Of>ge+§Of(VetreH2,8r6)>dvss/p+/N X(0y,0i)g,dvy, (5.22)

ot O} est le terme d’ordre —4 du développement de o; & l'infini. En effet, par

intégration par parties, en utilisant le fait que tryo; = (gs,0,),, = 0 et §o0; = 0,
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nous obtenons,

1
(Py(xHT2), 0) 2 = 3 lim / (ViVyxHs — VitryyHy, 0;),dv,,
1
5 pll}Holo ry—p (<XH27 vn0j>gb - <VH(XH2>7Oj>gb
+ 0;(Vytryx Ha, dy,) ) dS,

= = [, (U0, + 50!(V.tr.1a0,.) Javss .

Maintenant, l'intégrale [y x{O,,0:)4,dv, converge bien que (O,,0;), = O(r;*)
car dans des coordonnées ALE, rto; = p;dridz? + O(ry'), ot les ¢ 1 S* — R
sont des fonctions propres non constantes et ont donc des moyennes nulles. Ainsi,
Jiry=p1(00,0i)4,dS, = O(r,?) et l'intégrale converge bien.

Les valeurs de ); de (5.22) assurent donc bien que 'on ait
Pb(XHQ) + )\gb — XOO — Z 5\1'02' Lgb O(gb)

]

Maintenant, si 'on a une métrique d’Einstein (sans obstruction) nous retrou-
vons l'obstruction indépendante de la jauge de la remarque 5.5 (voir la fin de la

preuve de [Biql3, Proposition 3.1]).

Corollaire 5.26. Soit Hy un 2-tenseur quadratique satisfaisant d. Ric(Hy) = Age,
et soit V un champ de vecteur dont les coefficients sont homogénes et en 3 et
satisfont 0,05V = —0.Ho, et définissons Hy := Hy + 0xV qui satisfait 5. Hy = 0.
Alors, nous avons

ol

_ 1 _
/\i = = /SB/F (3<H27O?>ge + 2Of(vetreHQ,&.E)>dv53/p,

et
A= — /83/F (3(Ha, 01, + O}(B.Hy,9,,) ) dvss

Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein et v € O(g”). Nous définissons alors g2
comme le recollement naif (définition 3.3) de g,,, avec les t; (gb v K ) pour
v, € O(g,) et v; € O(gy,) et h} asymptotique & Hj et tel que P, h2 + A\gp

x0,, ou ]:15 sont les termes quadratiques du développement de go,vo dans des

v

coordonnées locales ou elle est en jauge divergence par rapport a g. autour de
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chaque point singulier p; satisfaisant g — (¢” +v) L O(g"), et XNthL% 1 O(g").

Nous avons les controles suivants.

Corollaire 5.27. Soient 0 < 3 < 1, (M, gP) une désingularisation naive d’un
orbifold d’Einstein (M,, go) par des variétés Ricci-plates ALE (Nj, gy;) dont les

); une base

déformations infinitésimales L* sont intégrables. Notons de plus (o 0]

orthonormée de O(gy,).

Alors, il existe des réels 5\5 pour lesquels on a le controle suivant : pour tyax > 0

suffisamment petit, pour tout k € N il existe Cy > 0, tel que

3-8

Hwé(gD)@QD @A)H < Ohtdx, (5.23)

r5 Ck(gP)

et pour tout ig et jo, on ait en notant 6;'. la coupure de 03'» sur M (voir définition
4-44), .
-3t ORI ~;g> < Cots. (5.24)
L2(gP)

Tout en satisfaisant,

1. HgA - gDHc;:f(gD) < 28;

2. g% — gP est L*(gP)-orthogonal a O(g").
Démonstration. Traitons encore une fois le recollement en un point singulier p et
a I'échelle t > 0 d'une bulle (N, g,) car I'estimation est locale. Nous noterons H,
les termes quadratiques du développement de g,,, au point p en jauge divergence
par rapport & g., et hy le 2-tenseur obtenu par la proposition 5.25 satisfaisant
XN;h% L O(g").

Sur M!% nous avons par hypothése

Py, (Gow,) = 00 € O(9o), (5.25)

et sur V' nous avons
D, (t(gs + thy)) = XOo + 1 > Xi0; + O(rD). (5.26)

Maintenant, au point p, le développement de g, ,, dans des coordonnées locales ou

elle est en jauge divergence par rapport a g. est

Jow, = ge + Ha + O(r), (5.27)
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le développement de o, en p est

0, = O, + O(1).

N

De méme, t(gy + ths) a le développement suivant pour t=1 < ry <t
t(gy + th) = g + Hy + O(t*ry 2 + tr;*), (5.28)

avec les controles adaptés pour les dérivées jusqu’a l'ordre 2. Nous avons finalement

sur 'anneau de rayons rp = ti et rp = Qti,
@0 (") =0, — ) Nib; = O(t%)- (5.29)

D’apres (5.25), (5.26) et (5.29) appliqués a toutes les singularités, nous avons
I'estimation (5.23). Enfin, grace a (5.26) appliqué a toutes les singularités, nous
avons (5.24). O

Lemme 5.28. Soient X (v) les réels du corollaire 5.27 précédent pour le recolle-

ment de métriques (Nj, gy, ;) plutot que (N, gy,). Nous avons le contréle suivant,

N (@) = X(0)] < C(IIlleger) + | Hallegen ) 10l cgge)- (5.30)
Démonstration. Nous cherchons & controler les variations de

>\i = — /53/F (3<HQ, Ogl)ge + O?(Vetl"eﬁg, 8Te>>dv53/p + /NX<OO, 0i>gbdvb

en fonction de v = v, + 0.
Pour Hy(0) et Hy(v,), les termes quadratiques des développements de g, et
Jo,v,, NOUS AvVONS
|Ha(0) — Ha(v)logien < Cllvallon,) (5.31)

et,
100lg. < Clivollengey) (5.32)

d’apres le théoreme 5.40 qui est énoncé dans la suite, mais qui est une conséquence
directe du théoreme 4.51 ne reposant que sur le fait que ’analyse sur un orbifold
peut se faire sans poids a leurs points singuliers en considérant des revétements
locaux a ses points singuliers.

D’apres le corollaire 5.21 précédent, pour v; € O(gs,) suffisamment petit, nous

avons
gbj,vj = gbj + Uj + O(HUJ“Z’;*‘:(gb )(1 + Tbj)_4)‘ (533)

J
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Cela implique que les termes d’ordre —4 des déformations infinitésimales de gy, .,
sont proches de ceux des déformations infinitésimales de g;; et que leurs différences
sont de 'ordre de O<”"’J’”C§f(gbj))-

On en déduit donc que

X (@) = N (0)] < C(IIllegr) + 1 Hallegn ) 0]l cogn)-

]

Remarque 5.29. En supposant que O(g,) = 0, on peut en réalité étre un peu plus
précis dans I'expression de la différence );(v) — A;(0) en revenant & leur obtention
par intégration par parties, sur (N, g,) dans la proposition 5.25. Nous obtenons
alors \;(v) — \;(0) = <Q§z)(v, hy) — )\v,oi> + O(||v]|Z0), ot QY sont les termes
[-linéaires du développement de ®,, en gy.

Remarque 5.30. La différence entre \;(v) et \;(0) devient alors assez explicite
dans le cas ou g, est hyperkahlérien. Dans la proposition 4 de [Biql7], le terme
Qg) (v, hg) — Av est calculé dans le cas de la métrique d’Eguchi-Hanson en sup-
posant que A;(0) = 0. Dans le cas le moins dégénéré (ou la partie autoduale de
la courbure en p, Ry (H,) est de rang 2 et A # 0), la différence \;(v) — \;(0) =
(v,0;) (oi(R+(H2)) - Ao,-) ne s’annule jamais pour v # 0.

Remarque 5.31. Dans le cas ou il existe des déformations infinitésimales non in-
tégrables de gy, on ne peut plus espérer voir d’obstructions par les méthodes pré-
cédentes. En effet, la métrique se développe en gy, = g, + v + w + O(|v[?), ot w

satisfait :
QP (v,0) + By, (w) = T0(4,)Q2) (v,v) € O(gy),

et on a potentiellement mo(y,) Q% (v,v) = O(|v]?) si v n'est pas une déformation
intégrable. D’autre part, en considérant la métrique g{w = %gf, on a le dévelop-

pement suivant de ®,, sur N
D, (91.0) = Ry, (Go0) + tPy(h2) + tQ_f]Q,,) (v, ha) + O(t?).

Avant l'ordre #? il y a donc trois premiéres sources d’obstructions :
1. la projection de @, (go.n) = O(|v|*) sur O(gs),
2. la projection de tPy(hy) = O(t) sur O(gy), et
3. la projection de tQ{ (v, hy) = O(t|v]) sur O(gs).

Il n’y a alors que si Ric(gy,) = 0, ou si |v] < t que 'on peut espérer voir les

obstructions d’ordre ¢ qui sont celles qui nous intéressent.
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Corollaire 5.32. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein, et (M;, g;); une suite de va-
riétés d’Finstein convergeant vers (M,, g,) au sens de Gromov-Hausdorff et telle
que les éclatements non triviaur au point singulier apparaissant le plus lentement
(c’est-a-dire qui a la courbure la plus basse) converge vers (N, gq,), une variété
(c’est-a-dire sans formation d’arbre de singularités) Ricci-plate ALE dont les dé-
formations infinitésimales sont intégrables.

Alors, si l’'on note Hy les termes quadratiques du développement de g, en co-

ordonnées géodésiques, et (OF); une base de 0*(gy), on a :
/S (3(H, 0}) + O}(B.Hy,0,,))dvs: = 0.

Démonstration. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein, et supposons qu’il existe
une suite de métriques d’Einstein (M;, g;); convergeant vers (M,, g,) au sens de
Gromov-Hausdorff. D’apres le corollaire 4.40, il existe une sous-suite toujours no-
tée (M;, g:); telle que pour ¢ assez grand, il existe une désingularisation naive
(M, gP), et v; € O(gP) avec v; — 0 et un difféomorphisme ¢; : M — M tel que
©iGi = Gt; v, OU Gy, v, €st la perturbation du théoreme 4.51. Fixons alors ky pour
lequel tz,; = tmax,i- Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que kg est
constant car il n’y a qu'un nombre fini de singularités. Supposons que 'orbifold
Ricci-plat ALE apparaissant a la singularité py, soit lisse, et qu’il n’y ait donc pas
d’arbre de singularités.

D’apres le corollaire 5.27, il existe une approximation Q{L_‘M satisfaisant

||7TO(gD)J-(pg£ (gé,vz) ||TB?ZCE‘ (gg v Ctmﬁtx i
et
‘ OiB - Z tkyi Z )\f (Ui)agc,i,ti 12 Ctn21ax i

k J
oll &y ; est une base orthonormée d’éléments de Op(g, ) et ou 'on a repris la

notation of = TonEp, )P D(gt“vz) et
L ||gé7’01 B gt?”C;’f(gtDZ) < 2,
2. g/, — (g + ;) est orthogonal & O(gf) pour le produit L? de g/
Utilisons la proposition 5.24. Avec les contrdles (5.17) et (5.23), I'estimation

(5.20) pour 0 < 8 < 3 se rééerit

<k 45 % 3— 5 - 5-28
tk,ip\j (Ul)‘ =X C<tmax i+ tmax,l) max,i Ctmaxz < tmax,i- (534)
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Maintenant, nous savons que v; — 0, et d’apres le lemme 5.28, cela implique
que les /_\"f (v;) tendent vers les /_\?(O). Les Xf“(O) n’étant que des constantes dépen-
dant uniquement de la géométrie de (M,, g,) et de celle de (Ny, gy, ), elles doivent
nécessairement s’annuler pour que U'inégalité (5.34) soit satisfaite lorsque ¢; tend
vers zéro. En revenant a l’expression des 5\50 (0) nous obtenons I'obstruction que
I’on peut écrire en coordonnées géodésiques grace au corollaire 5.26. On obtient

ainsi I’égalité énoncée. O

Remarque 5.33. La preuve donne un résultat plus fort : si toutes les échelles d’ap-

paritions des singularités sont comparables (c’est-a-dire, s’il existe 0 < § < 1 tel

que pour tout k, k', on ait tk, C <t < tk,, 7) et quil n’y a que des variétés a dé-
formations intégrables dans ’arbre de singularités, alors ’obstruction est valable
a toutes les singularités de 'orbifold. Nous verrons dans la section suivante que
I'on peut montrer généralement que 'obstruction est satisfaite a tous les points

singuliers.

3 Obstructions a des désingularisations

partielles et totales

Notre théoreme d’existence et d’unicité de la désingularisation d’un orbifold
d’Einstein par une métrique d’Einstein modulo obstructions est en fait aussi va-
lable pour les désingularisations partielles d’un orbifold. Cela nous permet de
découpler plus précisément les influences des différentes bulles. Nous en déduisons
principalement dans le corollaire 5.43 que la premiere obstruction exhibée dans le

corollaire 5.32 est valable a tous les points singuliers.

3.1 Désingularisations naives partielles et espaces a poids

Dans la définition 3.3, nous avions défini les désingularisations naives d’un
orbifold d’Einstein (M,, g,) par le recollement d’arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE
(Nj, g, )- Ici, nous définissons de la méme manicre des désingularisations partielles
en n'imposant pas a la désingularisation d’avoir la topologie d'une variété, mais
seulement d’un orbifold “moins singulier” que M,.

On choisit donc S, un sous-ensemble des singularités de M, et pour chaque
J, Sj un sous-ensemble des singularités de N;, et les recollements des ALE ne se
feront qu’en ces points singuliers et exactement comme dans la définition 3.3. La

différence est que 'on obtient ainsi un orbifold singulier aux singularités de M,\S,
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et aux singularités de N;\S;. En notant S = (S,, (S;);) et M = M,#;N, ou la
combinatoire des recollements est donnée par une configuration de désingulari-
sation D (en les points de S seulement), on définit les désingularisations naives
exactement comme dans la définition 3.3. Nous allons aussi adapter les définitions
des fonctions r,, r, et rp en reprenant donc les notations de la section 1.1 du

chapitre précédent.

Définition 5.34 (Fonction r,g, sur un orbifold). On définit r, g, une fonction
lisse sur M, satisfaisant 7, g, := ®jr. sur chaque voisinage Uy, de p; € S,, et telle
que sur le reste de M,, on ait g9 < 1,5, < 1 (les différents choix possibles seront

équivalents pour nos applications).

Définition 5.35 (Fonction 7, g, sur un orbifold ALE). On définit 7y, 5, une fonc-
tion lisse sur N, satisfaisant Ty,,5;, = Wire sur chaque voisinage Uy de py € S;,
et ry, 5, 1= Vire sur Uy, et telle que g9 < 13,5, < 561 sur le reste de N; (les

différents choix possibles seront équivalents pour nos applications).

Définition 5.36 (Fonction rp g sur une désingularisation naive). Sur une désin-
gularisation naive (M, g”), on définit une fonction rp g de la maniére suivante :
t
1. rpg=r4g, sur M,
— i t
2. rps = /Tjry, s; sur chaque N;.

La fonction rp g est lisse sur M.

Espaces de Holder a poids sur les orbifolds et ALE. Pour les orbifolds,
on considérera une norme qui sera bornée pour les tenseurs qui décroissent aux

points de S,.

Définition 5.37 (Norme a poids sur un orbifold). Soit € R,k € N, 0 < o < 1

et (M,, go, S,) un orbifold. Définissons alors pour tout tenseur s sur M,,

HSHCZ’a(gO7SO) = Sj\‘;}pros (ZTOS ’Vz Sgo +7’k+a[V’§0$]ca(go)>-
Définition 5.38 (Norme a poids sur les orbifolds ALE). Soit § € R, k € N et

0 < a < 1 sur un orbifold ALE (N, g,,S), on définit pour tout tenseur s sur N la

norme suivante

||S||C§’a(gb75) = S%P{max rbS’rbS (Zrbsw S, +7"k+a[vk slca gb))}

qui est bornée sur les tenseurs décroissant a l'infini et aux points de S.
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Espaces fonctionnels sur les désingularisations partielles. Supposons que
(M, gP,S) soit une désingularisation naive partielle de (M,, g,,S,) par un arbre
d’orbifolds Ricci-plats ALE (Nj, gy, S;). Pour tnay suffisamment petit, on définit

la norme suivante.

Définition 5.39 (Norme a poids adaptée aux arbres de singularités). Soit 5 € R et
k€N, 0 < a < 1. On définit pour s € TM®+ @ T*M®- un tenseur (I,,1_) € N?,

avec [ := [, — [_ le poids conforme associé a la section.
1
Isll et o,g) = Ixargslionag, s, + 2T} IDxneslles g, 5,-
j

Toute 'analyse précédente de cette section concernant des orbifolds avec les
poids issus de r, et des ry; est valable avec les r, 5, et 7, en utilisant des revéte-
ments locaux finis aux points singuliers n’appartenant pas a S,, ou aux 5;. Nous
noterons les différentes constantes en précisant les points de S,, S; ou S ou les

recollements ont lieu.

3.2 Reésolution de ’équation d’Einstein modulo

obstructions pour les désingularisations partielles

Les singularités orbifolds ne modifiant pas I’analyse en considérant des revéte-
ments locaux au niveau des points laissés singuliers, la preuve du théoreme 4.51

est en fait valable pour les désingularisations partielles d’orbifolds d’Einstein.

Théoréme 5.40. Soient 0 < < 1, (M,, 9o, S,) un orbifold d’Einstein com-
pact ou ALE tel que Ric(g,) = Ag,, pour A € R, et soit D une configuration de
désingularisation partielle par des orbifolds Ricci-plats ALE (Nj, gv,, S;);-

Alors, il existe T > 0 et € > 0 ne dépendant que de [ et des constantes C, g, ,
€0,5,, Cjs; et €js; dulemme §.42, et C. > 0 et e, > 0 du lemme 4.19 tels que pour
toute désingularisation naive g§ = gb,.q, satisfaisant tmax < 7, et © = (i) €
ITsom(R*/Ty )k, et pour tout v € O(gP) satisfaisant ||/U||ng*(gD) < g, il existe une

unique solution Gy.s = Jp 0.5 de l'équation
N (D
q)gg (gv;S) € O(gS )7

satisfaisant les conditions suivantes :
- D
L |Guss = 95 [l o2 < 2¢,

2. gus — (g5 +v) est orthogonal a O(gE) pour le produit L? de g~ .
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De plus, il existe C' > 0 indépendant de t et v telle qu’on ait

2-8
1

195 = (95 + )llozae) < C(I01220 ) + tmiess)-

3.3 Désingularisations totales et approximations

d’Einstein modulo obstructions

Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein et soit p, un de ses points singuliers, dont
la singularité est R*/I". Définissons alors S, le complémentaire de {p} parmi les
points singuliers de M,, soit (Msg,, g5 ) une désingularisation partielle de (Mo, g,)
ne laissant que le point p singulier et soit (Mg, , §s,) une perturbation de (Msg,, g& +
vgs,) satisfaisant

@0 (3s,) =6 € O(g3)-

La métrique gg, a le développement suivant dans des coordonnées locales ou elle

est en jauge divergence par rapport a g.
95, = ge + Ha + O(r?) (5.35)

ott P.H, + Age = O,, avec O, la limite de 6(%) ¢ O(g?g) en zéro qui satisfait

10,/, < Cllvs, [lco(g,) d’apres la proposition 5.22, et o A = %.

Soit de plus (N, gy) un orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R*/T, x une
fonction de coupure a support dans un voisinage de I'infini ou g, a des coordonnées
ALE, et (0;); une base orthonormée de O(g,). D’apres la proposition 5.25, il existe

alors hy un 2-tenseur sur N asymptotique a H, et des réels 5\1 tels qu’on ait
Byhy + Agy = XO, + Z Aio;
avec
~ N 1 N ~
_ 4 Y A
Si=— B Of)y, 4 50N (Vetrel, 0, vy + /. X000 v
Définissons alors (M, §:,) la métrique obtenue par recollement naif (définition 3.3)

de (N, g, + thy) & (Ms,, §s,) & Véchelle t > 0, et gP celle du recollement naif de

(N, gs) & (Ms,, g5, ,,,) & Déchelle t. Nous avons le controle suivant.

Proposition 5.41. Pour ty. = max(tmax,s,,t) > 0 suffisamment petit, pour tout
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k € N il existe des réels ;\i, Cy > 0 pour lesquels, on a

HW()(gD)l(I)gD (gﬁt)

<Ot (5.36)

r52Ck(gP)

et pour tout iy, en notant (6;) la projection de la base orthonormée o; sur O(g")

<c1>gD(g;t) _ tzﬁiéi,6i0>m( )< Cot?, (5.37)
) g

tout en satisfaisant,

119 —g ch < 2,

pt)

2. 95 — (g” +v) est orthogonal O(g”) pour le produit L? de g".
Remarque 5.42. Ce que I'on gagne donc en passant par des désingularisations
partielles est le controle en ¢ plutot que ¢, comme dans le corollaire 5.27.

Démonstration. Sur ML nous avons par hypotheése
o M

®,,(js,) = 6 = 0, + O(r2) € O(g8), (5.38)
et sur N'* nous avons

By, (t(gy + the)) = xO, + 1> Aio; + O(r})). (5.39)

Maintenant, comme au point p, le développement de gg, dans des coordonnées

locales ou elle est en jauge divergence par rapport a g. est

Gs, = ge + Hy + O(r3), (5.40)

1

4\7nb<t

Bl

et que (g, + thg) a le développement suivant pour ¢~
t(gy + the) = ge + Hy + O(t3ry 2 + tr; %), (5.41)

avec les controles adaptés pour les dérivées jusqu'a l'ordre 2, nous avons sur l'an-

neau de rayons rp = ti et rp = 215%,
®,0(32,) — 60 —tZ)\oz: O(t1), (5.42)

ou 62(,‘72") = XMO\B(p’t1/4)6>(kSO) + XA, ()05 (p), ott A(e) est Panneau g5 'Vt < rp <

o entre N et M,. D’apres (5.38), (5.39) et (5.42), nous avons l'estimation (5.36).
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Ensuite, nous avons grace a (5.41), (5.39) et (5.42), le contrdle

<<§9D (G0 — 13 Aoy, 6i0,t> < Cot? (5.43)

L? (ng,t)

En recollant des gy ,, pour v; € O(gD ) plutdt que gy, a gs, g, » ON atteint toutes
les jauges g7, — (¢” +v) L O(g") pour v € O(g”) sans détériorer les estimations.
D’apres le lemme 5.28, la différence entre :\,(O) associé a g et S\Z(v) associé a gy,

est controlée
Ai(w) = 2(0)] < C(Ivllogigry + | Hallegn ) 10l ogiom)- (5.44)

De plus, grace au théoreme 5.40, en notant H, les termes quadratiques de g,
dans des coordonnées ou elle est en jauge divergence par rapport a g., nous avons

les controles

— A~ 2-8
|z = Hallogie,) < C(tmhas, + lvsillcze). (5.45)
et
~ 2-8
100l < C(timtas, + 0s,llcze). (5.46)

Finalement, en utilisant ces controles et (5.44) et l'expression des obstructions
i, nous obtenons que A;(v) — A; lorsque (fmax.s,: Vs, v) — (0,0,0). Ainsi, avec
la méme preuve que pour le corollaire 5.32 en fixant le point p a priori et en

considérant f}:t,v plutot que §fv, nous obtenons le résultat d’obstruction suivant.

Corollaire 5.43. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein, et (M;, g;); une suite de va-
riétés d’Einstein convergeant vers (M,, g,) au sens de Gromov-Hausdorff et telle
que les éclatements non triviaux convergent vers des variétés Ricci-plates ALE
(c’est-a-dire sans formation d’arbre de singularités) dont les déformations infini-

tésimales sont intégrables.

Alors, pour tout point singulier p € M,, si l’on note Hy les termes quadratiques
du développement de g, en coordonnées géodésiques en p, et (O;-l)j une base de
0*(gs), on a :

/S (3(H2, 0}) + OX(B.Hy,0,,))dvs: = 0.
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4 Obstruction a la formation d’arbre
d’orbifolds kihlériens Ricci-plats

Rendons notre résultat plus concret en interprétant les obstructions qui appa-
raissent lorsqu’une suite de métriques d’Einstein dgy-converge vers un orbifold en
faisant apparaitre des arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE kéhlériens. Il est parfois
conjecturé (dans [BKN89] par exemple) que c’est le cas général. Nous allons voir
que la condition sur la courbure det R = 0 aux points singuliers de 'orbifold déja
identifiée dans [Biq13, Biql6] dans le cas de la métrique d’Eguchi-Hanson sous des
hypotheses restrictives est en fait générale. Le résultat principal de cette section

est le corollaire 5.77.

4.1 Recollement de la métrique d’Eguchi-Hanson et

obstructions

Nous montrons que quel que soit I'orbifold Ricci-plat ALE kéhlérien que I'on
considere, il y a une obstruction commune a la désingularisation. C’est celle qui ap-
parait au point singulier de 'orbifold dans le cas du recollement d’Eguchi-Hanson
décrite dans [Biql3] :

det R = 0,

au point singulier, ot R* est la partie auto-duale de la courbure définie au début
du chapitre 2. Génériqguement, il y a en réalité des obstructions supplémentaires
correspondant a 'annulation totale de la partie auto-duale de la courbure au point
singulier :

R™=0.

Remarque 5.44. En recollant les bulles avec 'orientation opposée, c¢’est-a-dire avec
un parametre de recollement dans O(4)\SO(4) l'obstruction commune se réécrit
det R™ = 0 et donc en général, comme 1’équation d’Einstein implique que la
courbure est diagonale par blocs dans la somme directe des 2-formes autoduales
et anti-autoduales, 'obstruction s’écrit

detR = 0.

Remarque 5.45. Les orbifolds des exemples 2.6 et 2.7 ne satisfont pas cette obstruc-
tion et il n’est donc pas possible de les désingulariser de cette maniere. L’orbifold
limite de la famille de métriques d’AdS-Taub-Bolt de 'annexe B ou I'orbifold plat
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T4/Z, de I'exemple 2.5 satisfont cette condition.

Comme nous 'avons vu dans la section précédente, les premieres obstructions a
la désingularisation d’un orbifold (M,, g,) par une variété Ricci-plate ALE (N, g3)
viennent des déformations infinitésimales décroissant en r;, * & Iinfini.

Comme décrit parmi les exemples du chapitre 2, a l'infini la métrique d’Eguchi-
Hanson a le développement suivant :

1
9EH = Je — ﬁ(drﬁ +rlaf —rlaj —rlaj) + O(r®).

Ce comportement asymptotique se généralise a ’espace de modules des métriques
Ricci-plates ALE sur T*S? (qui ne sont que des rotations et rééchelonnements de
ger). D’apres le théoreme 2.14, I'espace de modules des métriques Ricci-plates
ALE au voisinage de la variété d’Eguchi-Hanson (T*S?, ggy) est de dimension
3 et est composé de métriques notées (g¢)c pour ¢ = (¢1,¢2,¢) € R*\{0}. De
plus, il existe un difféomorphisme ® d'un voisinage de l'infini de R*\Z, dans un
voisinage de l'infini de T*S? tel que I'on ait Prgc = ge+he+ O(r;®), ou pour tout
¢ € R%\{0},

2 2.2 2.2 2 2
dr? + ToQS — oy — Ty

he=—= ¢}

gkl

— GG

4
Te

rzozl.ocg + redre.as

1
TE
2
ria.a3 — Tedre.oro

4
e

- Cl C3

r

2
To09.0i3 — Tedre.Qy

- C2C3 Tél

ou la somme est prise sur les (j, k,[) telsque [ =k+1=j+2 mod 3.

Remarque 5.46. Toutes les métriques ainsi obtenues pour des différents ¢ # 0 sont
en fait homothétiques les unes aux autres, et pour la valeur (interdite) ( = 0, on

a (Xo,90) = R'/Z,, ot la sphere S? est écrasée en un point.

Remarque 5.47. Pour tout ¢, le terme h¢ est harmonique homogene, a divergence
et trace nulle par rapport a la métrique euclidienne.

Corollaire 5.48. On a en fait geg = ga,0,0), €t on retrouve

2 2 2 2 92 2 92
dr? +ria] —riog —rio;

h1,00) = — i
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En faisant varier ¢ au voisinage de (1,0,0), on obtient au premier ordre des dé-
formations infinitésimales de gry.

Elles sont engendrées par les déformations dans les trois directions (1, (5 et (3,
notées o1, 0y et 03 qui ont les développements o; = OF + O(r;®)

2,,2.2_ .2 2 92 2
drétreal—riag—rea;

1. Of :==2

4 Y
Te

2
4 . riai.agtredre.as
2- 02 = ¢ 7"2 )

3. Og — rgal.ae,—;edre.ag )
rﬁ
Remarque 5.49. Les déformations infinitésimales 01, 05 et 03 ont une interpré-
tation géométrique : o; est infinitésimalement un changement d’échelle a l'infini
et 0y et 03 viennent de rotations de 'infini suivant les vecteurs de Killing de S?

respectivement duaux de ag et ay (voir la sous-section 6.1 de ce chapitre).

Remarque 5.50. Comme les métriques de ’espace de modules autour de grpy lui
sont homothétiques, leurs déformations infinitésimales sont simplement O}, O3 et

Oj tirées en arriere par un difféomorphisme.

Reformulation des obstructions. D’apres les corollaires 5.32 et 5.43, pour
qu'un orbifold d’Einstein puisse étre désingularisé au sens de Gromov-Hausdorff
par la métrique d’Eguchi-Hanson, il faut que ses termes quadratiques (en coor-

données géodésiques par exemple), H,, satisfassent les conditions
A= — / (3(Ha, 01, + ONB.(H2),0,,))dvss = 0
s

pour ¢ = 1,2,3. D’apres [Biql3], ces conditions peuvent se réécrire comme une
condition sur la courbure R(H;), qu’engendrent ces termes d’ordre 2. Plus pré-
cisément, on définit R(Hy) : A’R* — A?R* comme l'opérateur de courbure au
point 0 commun aux métriques ayant un développement g. + Hy + O(r3) en 0. En

dimension 4, on a donc toujours la décomposition de la courbure :

R(Hg) =

R*(Hy) Ric’(H,)
Ric’(H,) R~ (H,) |’

De plus, Iapplication Hy — R(Hz) est linéaire.
Si 'on se place dans une jauge radiale, c’est-a-dire si Hs(9,,,.) = 0, on a une
décomposition

Hy = Z H;;3: 85,
ij
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ol 3; = r.2q;. Dans la base naturelle de ), composée de w; := dz* Adz?+dx® Adx?,
wy 1= dat Adxd — dx? A dat et wy = dat A dx* 4+ da® A dx?, on a I'égalité :

R+(H2) = tre(H)Ig —6H

ou H est la matrice des H;;.

Remarque 5.51. De la méme maniere on obtient la décomposition de R™(Hj) a
partir de la décomposition de H, dans une base A*(; ou A est un élément de

O(4)\SO(4).
Pour les déformations o; on obtient les égalités suivantes pour les trois obs-
tructions :
1
M= /5 (3(H2, 01y, + OX(B.Hy.8,,) ) dvss = (R (Hy) (wn), wi).
Corollaire 5.52 ([Biql3, Theorem 4.1]). Les obstructions

/33 (3<H27Oi>ge + O?(B6H278T5)>dvs3 —0

pour i = 1,2,3 contre Hy un 2-tenseur quadratique tel que d, Ric Hy = Ag, sont

équivalentes a la condition :
R (H>)(w) =0,

pour w une 2-forme dépendant de la jauge de recollement. En particulier, on a

toujours

det R+(H2) =0.

Manifestement, ces conditions ne dépendent pas particulierement de la mé-
trique d’Eguchi-Hanson, mais des termes O} d’ordre —4 des déformations infini-

tésimales de la bulle recollée.

4.2 Autres variétés Ricci-plates ALE kahlériennes et

obstructions

Nous avons succinctement décrit les autres variétés Ricci-plates ALE connues
dans la section 1.2.4 du chapitre 2. Nous allons maintenant étre plus précis et en

particulier étudier leurs déformations infinitésimales.
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Déformations des instantons gravitationnels et obstructions. Etudions
maintenant ces déformations pour les orbifolds Ricci-plats ALE connus. Nous en
déduirons que 'obstruction est générale. Dans ces prochaines pages, nous repre-

nons les notations de la section 1.2.4 du chapitre 2.

Lemme 5.53 ([Auvl18, Theorem 2.1]). Soit I' un sous-groupe fini de SU(2), et
soient kr € N* et Dr C R3* du théoréme 2.14. Alors, pour chaque ¢ = ({1, o, (3) €
(RF)3\ D, il existe un difféomorphisme ®. entre des voisinages des infinis de R*/
[ et de X¢ tel que ®fge = ge + h¢ + O(r;%), ou,

2,22 2.2 2 2
dry +riaj —ria; — o

he ==Y 1G1?

gkl

— (G, G2)

4
Te

2
riQy.Qg — Tedre.ois

4
Te

2
riay.a3 + redre.an

— {C1,G3)

4
Te

2
TZ0.0i3 — TedTe.0ty

— (G2, G3)

4 )
Te

ot la premiére somme est prise sur les (j,k,l) tels que l=k+1=j+2 mod 3.

Remarque 5.54. La formule ci-dessus est aussi valable pour les métriques orbifolds

avec ( € Dr par la proposition 3.14 de [Kro89a).

On en déduit que le recollement de tout orbifold hyperkéahlérien ALE qui n’est
pas plat est obstrué par les obstructions données par les déformations infinitési-

males par variation des (;.

Corollaire 5.55. Soient I' un sous-groupe fini de SU(2), et ¢ € R¥*r\Dr. Alors
il existe un difféomorphisme ® entre des voisinages des infinis de R*/T et de X,
tel que les 2-tenseurs harmoniques homogénes Of, O3 et O3 soient des termes en
ro* de déformations infinitésimales de ®*g;.

En particulier, les conditions [ss (3<H2, O, + O} (B Ha, 8T8))d5 =0 pour un
2-tenseur quadratique Hs tel que d, Ric Hy = Ag,. impliquent que

det Ry (Hs) = 0.

Démonstration. Soient I' un sous-groupe fini de SU(2), et ¢ # 0. Il existe donc
I € {1,...kp} tel que la l-itme coordonnée de ((1,¢2,¢3) € (RF)3) (¢t ¢, )

soit non-nulle. Comme pour la métrique d’Eguchi-Hanson ot toutes les métriques
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sont homothétiques a celle avec ¢ = (1,0,0), grace a l'action de SO(4) et d'une
homothétie, on obtient une métrique gz avec (¢, @) = (1,0,0).

Les variations infinitésimales associées aux variations de (!, ¢}, ) seulement
sont alors asymptotiques & OF, O3 et O3, et Pobstruction det Ry (Hy) = 0 est une

conséquence du corollaire 5.52. O

Remarque 5.56. Le cas de la métrique d’Eguchi-Hanson (ou des ¢! paralléles), est
en fait le cas le moins obstrué. La condition d’obstruction est R, = 0 pour des (

génériques lorsque kr > 1.

Les derniers exemples connus de variétés Ricci-plates ALE sont seulement kéah-
lériens, et sont en fait des quotients de variétés hyperkédhlériennes par des groupes

cycliques. On en déduit le méme résultat d’obstruction.

Corollaire 5.57. Soit I' un groupe = (1,dnm — 1) C U(2) pourd > 1, n > 2 et
n et m premiers entre eux, et pour ¢ € R\ Dr, gc une métrique Ricci-plate ALE
kihlérienne asymptotique a R*/T. Alors pour Hy un 2-tenseur homogéne sur R*/T

satisfaisant d, Ric Hy = Ag., les conditions
/ (3(Hz, Of)y, + OX(B.Hs,0,,))dvss = 0,
S3

pour O} les termes d’ordre —4 des déformations infinitésimales L* de g¢ impliquent
que
det R+(H2) = 0.

Démonstration. Soit (1, dnm—1) C U(2) un sous-groupe fini de U(2), et (N, g,)
un orbifold Ricci-plate ALE asymptotique a R*/T" non plate. D’aprés [Suvll],
(N, ) le revétement universel de (N, g,) est un orbifold hyperkéhlérien asymp-
totique a I' = L(1,—-1) € -L;(1,dnm — 1). Soit H,, un 2-tenseur homogene sur
R*/T, il se releve aussi sur R*/I" en H.

Revenons a la source de I'obstruction qui est la proposition 5.3, et plus précisé-
ment l'existence d’'un 2-tenseur hy asymptotique a Hj tel que dg, Ric(hy) = Agy. Si
un tel 2-tenseur existe sur (N, g5), on peut le relever en un 2-tenseur hy sur (N, g,)
asymptotique a H, et satisfaisant dg, Ric(i@) = Ag, ce qui implique, de nouveau
d’apreés la proposition 5.3 et au corollaire 5.55, la condition det R (Hs) = 0 puis
det R, (H,) = 0. O

Remarque 5.58. Les preuves ci-dessus n’utilisent pas le coté kahlérien des mé-
triques étudiées. Elles s’appliquent en particulier a toute métrique Ricci-plate ALE
dont les termes d’ordre —4 ne s’annulent pas et permet de déduire des obstruc-

tions pour d’autres métriques Ricci-plates ALE (s'il en existe) a partir du calcul
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des termes d’ordre —4 de [BH19, Proposition 2.5]. 1l n’est cependant pour 'ins-
tant pas clair que les termes d’ordre —4 d’une métrique Ricci-plate ALE non-plate

soient non-nuls.

4.3 Arbres de singularités et obstructions

Nous allons maintenant traiter le cas d’arbres d’orbifolds Ricci-plats ALE kéh-

lériens.

4.3.1 Controle uniforme des métriques hyperkihlériennes ALE

Soit Iy € SU(2) et (; € Dr, fixé tel que l'orbifold ALE (X¢,, g, ) du théoréme
2.14 ait une singularité R*/T" pour I' C SU(2). Notons alors g, , pour v € O(gc,)
pour v que l'on choisira assez petit la déformation Ricci-plate (et méme hyper-
kihlérienne) de g, donnée par le corollaire 5.21. L’objectif de cette sous-section
est de montrer que pour ¢ € R*r avec |(| = 1, il existe une échelle 7 > 0 telle que
pour tout ¢ < 7, le recollement naif de g; a g¢,,, a I’échelle ¢, noté gft?g peut étre
perturbé en une métrique Ricci-plate modulo obstructions que ’on notera g, ;.

Le recollement naif gfm est Ricci-plat partout sauf sur I’'anneau ou le recolle-

ment a lieu. On obtient donc un controdle

2-p

||¢)gf‘tyc(ngit,()Hrngg(gf’t’C) <Ot

ou C' > 0 ne dépend que de (; et v car les coordonnées ALE de g, sont uniformé-

ment controlées par || = 1 dans les coordonnées de [Kro89a, Corollaire 3.14].
En reprenant la preuve par théoreme des fonctions inverse du théoreme 4.51,

pour perturber gfm en une métrique Ricci-plate modulo obstructions, pour mon-

trer 'existence de g, ¢, il nous suffirait de montrer que
OB L 2,/ B (B VL ~.,.—2 B
WO(ggt’c)ngft’C : O(gv,t,g) nc ,i(gv,t,() — O(gv,t,C) N p Cg(-%;,t,()

est uniformément borné avec un inverse uniformément borné pour || = 1 et ¢
suffisamment petit et de controler les termes non-linéaires de ® 5 g En se fixant
V1,

(1 et v, il suffirait alors de montrer par le lemme 4.49 que
Py : O(ge) NCHge) = Olge)™ NrCh(ge)

est inversible avec un inverse borné et de contrdler les termes non-linéaires. Ce

n’est cependant pas le cas lorsque ¢ — Dr, c’est-a-dire lorsque g dégénere. Il
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convient alors dans ces situations de remplacer les normes par rapport a gc par
des normes par rapport a une désingularisation naive gCB proche de g, pour garder

une échelle de recollement uniforme.

Proposition 5.59. Pour tout I' C SU(2), et tout e > 0, il existe C = C(I',e) > 1
telle que pour tout ¢ € R3*™ avec || = 1, il existe une métrique de désingularisation
naive (partielle si ¢ € Dr et totale si ( ¢ Dr, voir définitions 3.3) gCB d’un orbifold
gc, avec ¢, € Dr et |(,| = 1 asymptotique ¢ R*/T par des orbifolds hyperkihlériens
ge, pour |G| =1 et ¢; € R pour |T;| < |T|, pour laquelle en notant

R(g7) = sup Pl sup oot zecpor)
T owenczeem IPehlliioseny  neczery  Illezogs)

on ait
1. ”ch _gC|’C;:i(9?) < ﬁf)’

3. il existe des coordonnées ALE d’ordre 4 pour gf hors d’une boule de rayon

C.

Remarque 5.60. Les normes de cet énoncé prises par rapport a gCB sont des normes
a poids d’arbre de singularités et décroissent donc dans les anneaux de basse
courbure ce qui permet d’avoir des contréles uniformes lorsque des zones de haute

courbure apparaissent.

Remarque 5.61. Ce qui est crucial dans cet énoncé est que la constante C soit
indépendante de la métrique g¢ et en particulier que I'on puisse approcher les mé-
triques singulieres correspondant a ¢ € Dr tout en gardant des controles uniformes.
La constante € sert essentiellement a déterminer a partir de quelle proximité on
préférera remplacer une métrique lisse g par un arbre de singularités dans nos ap-
plications. En effet, la désingularisation naive triviale composée de gf = g¢ seule

est toujours un candidat satisfaisant la premiere et la derniére propriété.

Démonstration. Soit € > 0. Montrons ce résultat par récurrence sur l'ordre k& du
groupe a l'infini. C’est tout d’abord vrai pour le groupe d’ordre Z, d’ordre 2 car
les différentes métriques obtenues pour || = 1 sont isométriques a la métrique
d’Eguchi-Hanson et le controle espéré est satisfait pour la désingularisation naive

triviale composée de la métrique elle-méme.
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Supposons donc que la propriété soit satisfaite pour tous les groupes d’ordre
inférieur a £k — 1 > 2 et montrons qu’elle tient toujours pour un groupe I' d’ordre
k.

Raisonnons alors encore une fois par récurrence sur 1’énergie de nos orbifolds
hyperkihlériens ALE, ¢’est-a-dire sur le carré de la norme L? de la courbure Rie-
mannienne qui est une quantité topologique proportionnelle a la dimension de la
cohomologie (orbifold) L? en degré 2 pour ces instantons gravitationnels. D’apres
les résultats du chapitre 2, il y a une perte de norme L? de la courbure dans les
bulles qui se forment et donc si l'on fixe le groupe a l'infini, plus cette énergie est

petite, plus I'orbifold est singulier.

Considérons pour linitialisation, le cas des orbifolds g, ¢ € R¥*r, |(] = 1
avec la plus petite énergie possible. Supposons par I'absurde qu’il existe une suite
de métriques orbifolds g, |(;| = 1 avec I'énergie minimale et telles que pour
toute désingularisation naive (voir définition 3.3) g? d’un orbifold hyperkéhlérien

asymptotique a R*/T, on ait

. B £
L soit, |9, = 9|2 gm) = igmy»
2. soit, R(g") > 1,

3. soit, il n’existe pas de coordonnées ALE d’ordre 4 hors de toute boule de

rayon 1,

et supposons quitte a prendre une sous-suite que ces métriques aient la méme
topologie.

Remarque 5.62. Le fait que la topologie soit la méme est en réalité déja assuré
par notre hypothése de minimalité. De plus les espaces que 'on obtient sous cette

hypothése sont les instantons gravitationnels de rang 1 introduits dans [Biq16].

Dans les coordonnées données par [Kro89a, Proposition 3.14] ou la dépen-
dance entre les métriques est analytique, toutes les métriques g, admettent des
coordonnées ALE d’ordre 4 avec un controle uniforme en norme 7’&403(%2.) dans
un voisinage uniforme de l'infini, ot 7¢, est la fonction de la définition 4.9. On en
déduit qu’il ne peut y avoir de concentration L? de la courbure que dans un com-
pact de diametre uniformément majoré et de volume uniformément minoré par
l'inégalité de Bishop-Gromov (ou [Kro89a, Lemma 3.3]). Par minimalité de 1'éner-
gie, il ne peut pas y avoir de formation d’arbre de singularités car sinon ’orbifold
ALE asymptotique a I' aurait une énergie plus petite. Il existe donc une métrique
gc.. telle que les g, convergent de maniere lisse (en considérant des revétements

locaux aux singularités orbifolds) vers g¢_, et donc ||g¢, — gc.. Hcg,a(gg y = 0 quand
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i — 00 Ol nous avons ||.||C§:$(g<m) ~ |[(1+ 7¢.)? |lc2e gy ici car on utilise des
revétements locaux aux singularités éventuelles de g¢_. De plus, il existe des coor-
données d’ordre 4 hors d’une boule ayant un rayon uniformément controlé d’apres
le corollaire 5.20 ce qui contredit donc la troisieme propriété pour ¢ assez grand.
La désingularisation naive triviale g% = g, contredit les deux autres hypotheses
de départ. En effet, pour la premiere hypothese, la convergence est lisse et a donc
lieu dans 'espace C;f(ggoo) ou le poids n’est qu’a l'infini. D’autre part, comme
P

e, est elliptique, il existe C' > 0 telle que pour tout o 1 O(gc, ), on ait

HhHC;’,‘:(ng) < C||Pg<ooh|’rgoicg(9<oc)’

ce qui contredit la seconde hypothese.

Considérons maintenant un niveau d’énergie F > 0 supérieur et supposons que
la propriété soit satisfaite par tous les instantons gravitationnels asymptotiques a
R*/T et dont le carré de la norme L? de la courbure est strictement inférieure a
E'. Raisonnons encore une fois par I’absurde et supposons que 1’on ait une suite de

3kp

contre-exemples ¢; € R*r || = 1 satisfaisant || Rmg, |75 o) = £ avec pour toute

désingularisation naive g® d’un orbifold hyperkihlérien asymptotique a R*/T,

— soit, [lge; = 9% llc2egm) = mgmy

— soit, R(g?) > 1,

— soit, il n’existe pas de coordonnées ALE d’ordre 4 hors d’une boule de rayon

i

Comme dans I’argument pour le niveau d’énergie minimal, si aucune singularité ne
se formait et que ’on avait une convergence lisse (et C’;f( gc..)) vers un orbifold g
avec une borne R(gc, ). Nous avons donc la formation d’un arbre de singularités.
Plus précisément, quitte a prendre une sous-suite, il existe une suite de désingula-
risations naives gg d’un orbifold hyperkihlérien asymptotique a R*/T", composées
d’un orbifold ALE g, avec |(,| = 0 asymptotique & R*/T" et d’orbifolds ALE g,
avec |(j| =1, ¢ € R¥*T avec IT;| < |I'| =k (on peut toujours le supposer car g
est isométrique a tgc) a des échelles ¢; ;, pour laquelle on ait ||g;, — gchgf — 0
quand ¢ — oo. De plus, toutes les métriques g¢, et g¢, sont hyperkdhlériennes
d’apres [Ban90]. Le carré de la norme L? de la courbure de g, est strictement in-
férieur a £ car on perd de I'énergie dans les singularités, et les g¢; ont des groupes
a I'infini d’ordre inférieur a £ — 1 d’apres I'inégalité de Bishop-Gromov. Quitte a
remplacer par les désingularisations naives de notre hypothese de récurrence pour
obtenir une nouvelle désingularisation naive chi , nous controlons les inverses des

opérateurs P des différents orbifolds ALE sur I'orthogonal de leur noyau (ou noyau
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approché) de maniére uniforme en fonction des constantes précédentes. D’apres le
lemme 4.42, nous obtenons un controle uniforme sur I'inverse de 'opérateur P sur
notre désingularisation naive. Cela contredit les hypotheses de départ et démontre

I’énoncé. O

Le lemme suivant nous permettra entre autres de contrdler le noyau de I'opé-

rateur P, a partir du noyau approché O(gCB ).

Lemme 5.63. Soient P et P’ deux opérateurs entre des espaces de Banach X et

Y pour lesquels il existe C' > 0 > ¢ > 0 et un sous-espace de dimension finie

) 1000
K' C X et S un supplémentaire de K' dans X tels que l'on ait :

1. pour tout v € X,
I(P = P)zlly <ellzllx,

2. pour tout x € 5,
z]lx < O Pzlly,

3. pour tout x € K',
I1Pzlly <ellz|x,
4. et dim(ker P) = dim(K").

Alors, pour tout élément k de ker P, il existe un élément k' de K’ tel qu’on ait

20 1w
1—Ce X

Ik —Kllx < (5.47)

Démonstration. Soit k € ker P, et considérons sa décomposition k = k' + s’ dans

la somme directe X = K’ @ S’. Par la premieére hypothese, nous avons

I1P'klly < ellklx, (5.48)
par la seconde, nous avons

18" lx < CIP's|ly (5.49)
et par la troisiéme, nous avons

I1P'K' [y < ellK]x. (5.50)

En utilisant (5.48), (5.49) et (5.50) ensemble, nous obtenons

1"llx

C

elkllx = I1P'slly = [1P'K|ly = —el[#lx, (5.51)
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puis comme k = k' + &,
Is'llx < Ce(llkllx + 1K ]lx) < 2Cell¥|x + Cells'||x,

et finalement

20 1w
1—Ce X

1k = Kllx = lIs'llx <

]

Remarque 5.64. Avec les trois premieres hypotheéses du lemme 5.63, nous avons
toujours l'inégalité
dimker P < dimK’,

et tout élément de ker P est proche d'un élément de K’ (sa projection sur K’

parallelement a S’) au sens de (5.47).

On déduit du lemme 5.63 et des estimations 1 et 2 de la proposition 5.59 que
pour tout I' C SU(2) et pour tout € > 0 assez petit en fonction de I' seulement,
pour tout ¢ € R3Tr et pour la métrique g? obtenue par la proposition 5.59 avec ¢,

on a le contrdle suivant avec C'= C(I',e) > 0 : pour tout h L O(g,),
1
6”}1‘”0;:3(9?) < ||ngh||r§203(gf) < C“h“cgf(gg)- (5.52)

On en déduit que 'on peut définir des perturbations Ricci-plates modulo obs-

tructions de nos désingularisations naives.

Corollaire 5.65. Soit (X¢,,gc,) un orbifold Ricci-plat ALE pour ¢ € Dr, fixé
ayant une singularité R*/T pour T C SU(2). Alors, il existe ¢ > 0 et 7 > 0 tels
que pour tous 0 <t < 7, ¢ € R¥*r auvec |(| =1 et v € O(g,) avec ||v||022f:(g<1) <7,
si l’on note gffc le recollement naif de la métrique (X¢, g?), de la proposition 5.59
pour la constante €, a la singularité R*/T de g¢, ., (défini avant cet énoncé), et si
l'on note gfft,c le recollement naif de (X¢,gc) a Uéchelle t, il existe une unique
métrique §, 1 satisfaisant

- gft,{ — Gutc L O(gft,g);

- |]gft7<—§v,t,c||C§;$(9UB,£<) < 27 (remarquer la norme de désingularisation naive

goac)s et
— (pgﬁt’g(gv,t,C) € O(g.0)-
De plus, la métrique §,+c dépend de maniere lisse de v, t et (.

Démonstration. Comme vu dans la discussion au début de cette section, pour le
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recollement naif g5, ¢» ous avons un controle

2-8

1®y5, (9.1 liz20gqmm,) < CET

ou C' > 0 ne dépend que de (; et v. Maintenant, a 1’aide du contréle (5.52) pour
remplacer les contréles du lemme 4.42, nous pouvons reprendre la preuve du lemme

4.49 pour montrer que pour 7 assez petit en fonction de I' et (; seuls, I'opérateur

P 1 O(gl, )m N Ci(gll) — O(glh, ) nrg*Cs(gll),

T
Iu,t,¢

O(g2, .
est uniformément borné (indépendemment de ¢ et de t et v assez petits) inversible
avec un inverse uniformément borné, ou 'on remarquera encore une fois que les
normes sont définies par rapport a la désingularisation naive gffg. La preuve du
théoreme 4.51 nous permet alors de montrer par théoreme des fonctions inverses
qu’il existe une unique solution §,, aux équations de I’énoncé.

Comme dans le corollaire 4.55, la dépendance lisse de la métrique est une
conséquence du théoreme des fonctions implicites pour les fonctions lisses appliqué
a l'application

. ~ B
v (Uu t7 () h) = FO(gf’tYC)L(ﬁgft‘( (gv,t,C + h)

pour i L O(g5, ).

Remarque 5.66. En définissant différemment nos désingularisations naives, nous
pourrions en réalité obtenir une dépendance analytique mais ce ne sera pas néces-
saire pour la suite. Par exemple nous aurions pu recoller les métriques g, a une

échelle 7 petite et fixée plutdt que la métrique g. a une échelle ¢

]

4.3.2 Recollement d’instantons gravitationnels

Remarquons tout d’abord que toutes les jauges de recollement d’instantons
gravitationnels données par les isométries du cone R*/T" sont équivalentes & recoller

un instanton gravitationnel avec la jauge du lemme 5.53 mais avec un parametre

¢ différent.

Lemme 5.67. Soit (M,, g,) un orbifold (compact ou ALE) ayant une singularité
RY/T en p avec T C SU(2), et soit ¢ € R3** quvec les notations du théoréme 2.1.
Soit de plus 1 une isométrie du cone R* /T préservant 'orientation.

Alors, il existe ¢ € R tel que le recollement naif de (X¢,gc) en p avec

les coordonnées ALE données par [Kro89a, Proposition 3.14] composé avec i au
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moment d’identifier le cone a linfini et de la singularité (voir la remarque 3.5)
soit isométrique au recollement naif de (X¢r, gc) a (Mo, go) en p sans composer

avec une isométrie du cone.

Démonstration. Reprenons les notations de la section 1.2.3 du chapitre 1 pour les
sous-groupes de SO(4). Le résultat est clair pour le cas ou I' = Zy et o ¢p € SO(4)
car la métrique d’Eguchi-Hanson est U(2)-invariante et I'action de v sur la mé-
trique revient a une action de SO(4)/U(2) ~ SU(2)/U(1) ~ SO(3)/U(1) sur

le parametre ¢ € R® du théoréme 2.14. Pour un autre groupe I' C SU(2), avoir

¥ € Isom(R*/T") implique que ¢ soit un élément du normalisateur de I dans SO(4)
qui implique donc ¥ € p(S* x Nr), ot Nr est le normalisateur de I' dans SU(2)
(voir [McCO02] pour un calcul de ces normalisateurs) et ou ¢ : S? x S* — SO(4)

est le revetement a deux feuillets défini dans la section 1.2.3 du chapitre 1.

Etudions maintenant Paction du normalisateur de T, ©(S* x Nr), sur une
métrique de [Kro89a] dans les coordonnées de [Kro89a, Proposition 3.14]. Revenons

pour cela a la construction de ces espaces. Elle part de
P :=C?*® End(R),

ot C? est vue comme la représentation standard de SU(2) et oul R est la représen-
tation réguliere de SU(2). Notons P 'ensemble des éléments de P invariants par
I', F, 'ensemble des éléments commutant avec I' vu comme un sous-ensemble des
transformations unitaires de R, et notons enfin 7' le sous-groupe des complexes
de norme 1 qui agit trivialement. Les instantons gravitationnels asymptotiques a
C2/T sont alors définis comme les quotients hyperkihlériens de P' par F/T.

Par définition, le normalisateur ¢(S® x Nr) agit sur P' et commute & 1'action
de F'. Il agit donc sur I'ensemble des solutions des équations de ’application de
moment g : PT' — (f/t)* @ R? ot f et t sont les algebres de Lie de F et T respecti-
vement. Plus précisément, en notant Iy, k € {1,2, 3} les trois structures complexes
de P! données par lidentification de C? et de I'ensemble des quaternions, pour

tout & € f/t, les trois coordonnées de p satisfont les équations

grad(pg-&) = Ir(Ve),

olt V¢ est le champ de vecteurs sur P! engendré par l'action de & (voir aussi
I'exemple 4.5.2 de la theése de Kronheimer). La partie SU(2) a laquelle I' et Ny
appartiennent commute aux trois structures complexes car elle est identifiée a la

multiplication & droite par un quaternion de norme 1 (voir la section 1.2.3). On en
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déduit que Nt agit par isométrie sur la métrique hyperkahlérienne p=1(¢)/(F/T)
pour tout ¢ € (f/t)* ® R®. La partie SU(2) du normalisateur, qui est identifiée
a la multiplication a gauche par un quaternion de norme 1, agit par rotation

sur les trois structures complexes. Plus précisément, un élément n_ € SU(2) en-
voie () /(F/T) sur ' (Ad(n_)¢)/(F/T) ou Ad(n_) est laction standard de
SU(2)/+ ~ SO(3) sur le facteur R? de (f/t)* ® R3.

Pour conclure, il reste a assurer que cette action du normalisateur est bien
I’action standard sur le cone asymptotique R*/T" dans les coordonnées de [Kro89a,
Proposition 3.14]. Pour cela, on utilise l'identification R*/T" ~ p~1(0)/(F/T) de
[Kro89a, Corollary 3.2] qui permet tout d’abord d’assurer que le normalisateur
agit de maniére standard sur R?/T" (et par isométries) par Pargument d’au dessus.
La correspondance des infinis de u=*(¢)/(F/T) et de p='(0)/(F/T) pour les co-
ordonnées de [Kro89a, Proposition 3.14] donnée par [Kro89a, (3.13)] nous assure
que 'action du normalisateur est bien I'action standard sur le cone asymptotique
R1/T.

Ainsi, le recollement naif de la métrique (X, gc) =~ p1(¢)/(F/T) pour ¢ €
R3*r ~ (§/t)* ® R® composée avec I'isométrie 1 = ¢(1_, 1), ) est isométrique au
recollement naif de (X, g¢r) avec (' = Ad(y-)C. O

Remarquons ensuite que tout orbifold hyperkdhlérien ALE peut étre désingu-

larisé en une variété hyperkahlérienne ALE.

Lemme 5.68 ([Ban90]). Soit (X¢,,g¢,) un orbifold ALE hyperkdhlérien avec une
singularité R*/T. Alors, pour tout t > 0, il existe ¢} € R¥*"\Dr et v, € O(ge,)
satisfaisant lim;_,o v, = 0 et lim;_,g Xgé = X¢ € R3*r\ Dy, tels que la désingula-
risation d’Einstein modulo obstructions (Xcl#XCO,gvht,qs)) du corollaire 5.65 soit

hyperkahlérienne et donc un instanton gravitationnel de Kronheimer.

Démonstration. Le résultat de [Ban90, Theorem 4] nous assure que pour t assez

petit, il existe (y pour lequel il existe une métrique hyperkahlérienne g; satisfaisant

llg: — gOBit,CO||(1+TB)7ﬁC§’a(g(]it’<0) < (1),

ou lim;,oy(t) = 0. Nous pouvons alors appliquer notre construction de coor-
données du chapitre 3 a (X, #X¢,,0:) afin d’obtenir un difféomorphisme ¢ :
X #Xe, — X, #X¢, grace auquel nous avons le meilleur controle

" g — g(j)B,t,Q)Hcgzj( ) < Cy(t).

B
gO,t,Co
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Nous pouvons ensuite mettre cette métrique ¢*g; en jauge divergence réduite par
rapport a 9(])3:@(0 a l'aide d'un petit difféomorphisme ¢ : X #X, — X, #X¢,
d’apres la proposition 4.39. L’unicité du théoreme 4.51 et le fait que les déforma-
tions infinitésimales de (X¢,, g¢,) s'integrent en des courbes t — (X¢, @), 9co(r)) PAr
la classification de [Kro89a, Kro89b] nous assure alors qu’il existe v, € CN)(g(]ft’CO)
et ¢} tels que 'on ait

¢* (Sp*gt) = gvt,t,gé )

avec gy, 1 ¢t une des métriques construites dans le théoreme 4.51. [

Remarque 5.69. Notons que [HV20, Theorem 6.2] permet de recoller et perturber
des instantons gravitationnels lisses dans toutes les directions lisses.

Proposition 5.70. Il existe T > 0 tel que pour tous (v,t,() € (BCE‘“(gg ,(0,7) N
% 1

O(ggl)) x (0,7) x (S3*r=\Dr), la métrique g, de la proposition 5.65 soit iso-

métrique d une métrique hyperkahlérienne de [Kro89a].

Démonstration. Pour montrer ce résultat, nous remarquons tout d’abord que I’en-

semble
(Boze (g (0:7) N Ogc)) x (0,7) x (8% =\ D)

By*
est connexe car Dr est une union finie de sous-espaces de codimension au moins

2 dans S*r~1. 1l nous suffit alors de montrer que ’ensemble

E={@t()e (Bczif(gcl)(o, 7)N0(ge,)) x (0,7) x (S¥r7\Dr), Ric(gusc) = 0}

qui est non-vide d’apres le lemme 5.68 est ouvert et fermé car une métrique Ricci-
plate ayant la topologie X  #X. est nécessairement hyperkahlérienne d’apres
[Nako0]. Elle est donc isométrique & ge( ) pour &(v,t, ) € R*r1\Dr,.

La fermeture de F est une conséquence directe de la continuité (et méme la

dépendance lisse) de

(v,t,¢) € (Bc;g(ggl)(oﬁ) NO(gc,)) x (0,7) x (S**~\Dr) = Ric(d1c)

prouvée dans le corollaire 5.65.

Pour l'ouverture, supposons que pour (v, t, () fixé, nous ayons Ric(g,.¢) = 0.
La métrique g, est donc une des métriques hyperkéhlériennes de [Kro89al. Il
existe un espace de la méme dimension que (N)(gfft’c) de déformations hyperkahlé-
riennes au voisinage de ge(,;,¢) et donc de méme pour les déformations Ricci-plates

de gy 1. En effet, comme les métriques ge, , et g¢, et gev,r,c) sont hyperkahlériennes,
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leurs déformations infinitésimales hyperkédhlériennes sont de dimension trois fois
celle de leur cohomologie L? en degré 2, et la dimension de cette cohomologie est
additive pour les recollements naifs que I'on effectue.

P = ngt’c, K'=0(g}, ;) et S =

O(gftvc)l, les déformations infinitésimales Ricci-plates de g, ;¢ sont arbitrairement

D’apres le lemme 5.63 appliqué a P = Py, .,
proches d’éléments de O(gfft’c). On en déduit que les petites déformations Ricci-

plates de g, qui restent dans B, pour € > 0 la constante du théoreme
5,

j(git,cgs)
4.51 sont isométriques a des métriques g,y ou les de (v/,t, (') atteignent un
voisinage entier de (v, t,() dans (BCfgf(gcl)(O’ )N O(ggl)) x (0,7) x (S¥r=1\ Dr).
L’ensemble est donc ouvert. [

4.3.3 Obstructions a la formation d’arbres d’orbifolds ALE kahlériens

Utilisons les notations de la preuve de la proposition 5.55, et paramétrons ’en-
semble des variétés Ricci-plates ALE asymptotiques & R*/T" par (X, g¢) cerstr\ py

dans I'énoncé qui suit.

Lemme 5.71. Soit (X¢,,9c,), pour o € Dr un orbifold Ricci-plat kidhlérien
asymptotique a R*/T. Alors, pour tout ( € Rt suffisamment proche de (o, il
existe (Ng, g, )x un arbre d’orbifolds Ricci-plats ALE kdihlériens désingularisant
RYD, t = (t)r > 0 avec t; = 1 et (N1, gn,) = (X¢o,9¢0) tels que (Xe,gc) soit
isométrique a (N, gos) la perturbation (itérée) de la proposition 5.70 de (N, gL}, ).,
la désingularisation naive obtenue en recollant les (Ni, gy, ) aux échelles relatives
te.

1l existe € > 0 tel que pour ¢ suffisamment proche de (g, il existe un difféomor-
phisme ®; entre des voisinages des infinis de (X¢, gc) et de R*/T et 01(¢), 02(C)
et 03(C), des éléments de O(gc) satisfaisant pour tout i € {1,2,3},

ZOZ(C) = O;l + O(T4B+B)7
ot les OF = O(rz") sont les 2-tenseurs du corollaire 5.48, et avec [0i(O)lz2(g0) = €

Démonstration. D’apres le corollaire 5.20, (X¢, g¢) = (IV, gpt) est une petite per-
turbation Ricci-plate et kihlérienne d’'une désingularisation naive (N,gP?) pour
¢ suffisamment petit en fonction de (. De plus, les termes en r;* de (X, g¢)
convergent vers ceux de (X¢,, g¢,) lorsque ¢ — (o d’apres le corollaire 5.20.

Par hypothese, il existe [ € {1,...,kr} tel que ¢} # 0, et donc, pour ¢ suffi-
samment proche de (y, nous avons ¢! # 0 par continuité. Exactement comme dans

la preuve de la proposition 5.55, cela implique qu’il existe un difféomorphisme ®,
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entre des voisinages des infinis de (X¢, g;) et de R*/T" et des déformations infini-
tésimales de g¢, 01(C), 02(C) et 03(C) telles qu’il existe C' > 0 indépendant de ¢
pour lequel on a pour tout i € {1,2, 3},

‘@Col — o} <orgt?

d’apres le corollaire 5.20. En particulier, comme O} # 0, il existe ¢ > 0 dépendant

de C et 3, mais indépendant de ¢ tel que I'on ait [|0;(¢)|r2(g,) = €. H

Lemme 5.72. Soit g2 un recollement naif d’orbifolds Ricci-plats ALE kdihlériens
et gy: Sa perturbation Ricci-plate ALE kdhlérienne obtenue dans la proposition
5.70.

Alors pour tout 2-tenseur w € r§2Cg(gtB), il existe un unique 2-tenseur u €
O(97) s N O3 (gF). tel que

Pgb‘tu = Wo(gbﬂf)LU}. (553)

Nous avons de plus le controle suivant pour C = C(gP) > 0,

H“”Cg’ff(gtB) < HWO(gb,t)Lergzcg(gtB)'

Remarque 5.73. Ce qui est crucial dans ce lemme est le fait que la solution ne
soit pas seulement contrélée en norme Cé:f(gw) qui ne “voit” pas les différentes
échelles de 'arbre de singularités, mais en norme Cé::’f(gtB ) d’arbre de singularités

qui les distingue et qui se comporte donc bien quand ¢ — 0.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.40, nous avons le controle
B B 28
1.4 — 9, HC;’,f(gtB) < Ctmax, (5.54)

qui, combiné a la preuve du théoreme 4.51 implique que pour t,,,, suffisamment
petit, lopérateur P, , est injectif sur O(g2)* N C5%(gP).

De plus, pour 0 < < 1, son conoyau sur r;QCg(gtB ) est égal a son noyau
sur 75°C%4(g7) qui est O(gy, t) En effet, pour toute métrique Ricci-plate ALE
Gvt, le noyau et le conoyau de Py, C S(Gor) = 1y 2C’§‘(§b7t) sont égaux a O(gp)
car en prenant la divergence de legahte Pgbt(h) = 0 pour h € C’;jg(f]b,t), on
obtient dg,,d;, ,(dg,,h) = 0, et finalement dg, ,h = 0 d’aprés la proposition 4.32. En

prenant la trace de I'équation restante, on trouve V; Vg, (trg, ,h) = 0, et comme

h décroit a l'infini, trg, ,h = 0. Finalement P, ,(h) = 0, et on conclut que le noyau
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de Pgb,t : C’éf — Ty QC’E‘ est O(gp¢), et de la méme maniere que son conoyau est
aussi O(ge.)- O

Corollaire 5.74. Soit (N, g.) la perturbation Ricci-plate ALE kdhlérienne de la
proposition 5.70 d’un recollement d’orbifolds Ricci-plats ALE, (N, g = gP). Sup-
posons que (Ny, gy, ) soit asymptotique a R*/T, considérons H, un 2-tenseur ho-
mogéne quadratique sur R /T tel que P,Hy+ \g. = O, pour un 2-tenseur constant
O, et A eR.

Alors, il existe hy un 2-tenseur sur N et x, une fonction de coupure & support
dans un voisinage de l'infini indépendant des ti, ot (N, gp:) a des coordonnées
ALE, tel qu’on ait

_éb,jh + Agp: — X0, = Z \io; € O(gp,)-
1l existe C' > 0 indépendant des t;. tels qu’on ait
H;@ - XHQHCE’:(gB) < C||H2||r£co(ge)'

Démonstration. Considérons Hy un 2-tenseur quadratique sur R*/T tel que P, Hy+
Ag. = O,, et soit x une fonction de coupure sur N; a support dans un voisinage
de l'infini ot (N1, gs,) a des coordonnées ALE on notera aussi y sur N la coupure
prolongée par 0 sur les orbifolds ALE inférieurs. Comme dans un voisinage de
l'infini, g,, est une petite (indépendamment de ¢ suffisamment petit) perturbation
de ¢” en norme C’Q:‘:*(gB ), quitte a choisir un plus petit voisinage de Iinfini, on
peut supposer que ce systeme de coordonnées est aussi ALE pour gp,;.

Nous avons alors
155, (xHz) + Agos — XOol, 20 (g8) < C||Hall,2co-

En effet, dans un voisinage de l'infini ot y = 1, comme g; — g. = O(rz*), on a

P,

gbﬂt(va_{Q) + Agps = O, + O(rg?), et sur le reste de la variété, on a le controle
attendu par définition de la norme r5*C§(g”). D’apres le lemme 5.72, il existe un
unique 2-tenseur i’ € C2%(g%) N O(gP)*, tel qu'on ait

Py, ,(XHa + ') 4+ Aoy — XOo € O(Gsy).

De plus, d’apres la proposition 5.25, 'élément de O(gs) est explicite. Plus préci-
sément, considérons (0;); une base orthonormée de O(gy;), et supposons grace au

difféeomorphisme ®; du lemme 5.71 que les trois premiers éléments sont asympto-
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tiques a ci<I>t7*Of pour ¢; > % Nous avons la valeur explicite suivante de

Pgb,z (XHQ + h/) + /\gb,t - XOO - Z ;\ioia

olu, nous avons pour ¢ = 1,2, 3
Y\ — [y 4 4 ] .
o= /S i (3(H2, 01, + O (Vetr Hy,,,) ) dvser + /N (04,047, vy,

]

Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein et p un de ses points singuliers de singu-
larité R1/T', S, I'ensemble des singularités de M,\{p}, et soit (Ng, gy, )r un arbre
d’orbifolds Ricci-plats ALE kéhlériens recollés dans la méme orientation et dés-
ingularisant R*/T. Soit de plus 35,05, Une désingularisation naive modulo obs-
tructions de (M,, go, S,) dont les termes quadratiques du développement en jauge
divergence au point p sont ]:12, t;1 > 0 et gy un recollement Ricci-plat kahlérien
des (N, gy, )k & des échelles relatives t = (t;)r > 0 donné par la proposition 5.70,
et un 2-tenseur iLQ sur N et les réels S\Z obtenus par le lemme 5.74.

Définissons la métrique d’approximation g7 comme le recollement naif (défini-
tion 3.3) de gg, s, €t de t; (Qb,t + tlfzg) ou Xizg 1 O(gp+). Nous avons le controle

suivant qui se montre comme ceux des corollaires 5.9 et 5.27.

Corollaire 5.75. Soit g2 une métrique d’approzimation d’Einstein modulo obs-
tructions comme ci-dessus et § > 0. Alors, nous avons le controle suivant pour

tmax > 0 suffisamment petit : pour tout k € N il existe Cy > 0,

3-8
[7or): @40 (3) <Gt (5.55)

‘TBQCg(gD
et pour tout o € O(gp), en notant 6 sa coupure sur M de la définition /.44,

A~ 3
<@QD(gg‘> 4 ZAZ{””6>L2( ,, < Collolt (5.56)

g

tout en satisfaisant,
~A _ D
113y —g ||C§:f(gD) S 2,
2. g — (g +v) est orthogonal ¢ O(gP) pour le produit L? de g".
Remarque 5.76. Ce qui est crucial ici est qu’en considérant les espaces a poids

C’éf(gf ) adaptés a I'arbre de singularités se formant, nous obtenons un controle

par une puissance de t; seulement.
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On en déduit alors, comme dans les corollaires 5.32 et 5.43 que 'obstruction
est satisfaite a la limite a tous les points singuliers de (M,, g,) sous '’hypothese

que les orbifolds ALE apparaissant sont kahlériens.

Théoréme 5.77. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein, et supposons qu’il existe

(M;, g;); une suite de variétés d’Finstein telle que
GH
(Mia gl) — (Moa go)-

Alors, (M,, g,) satisfait det R(g,) = 0 d tous ses points singuliers ou les arbres
de singularités se formant au sens de Gromov-Hausdorff d’apres le théoréme 2.47
sont composés d’orbifolds Ricci-plats ALE kdhlériens recollés dans la méme orien-

tation.

Remarque 5.78. Le résultat est optimal pour la singularité R*/Z, dans le sens ot
c¢’est la seule obstruction locale a la désingularisation. En effet, en combinant 1’exis-
tence de désingularisations montrée dans [Biq13] avec notre résultat d’obstruction,
dans le cas de métriques d’Einstein non-dégénérées et asymptotiquement hyperbo-
liques et ayant une singularité R*/Z,, on voit qu’il existe une désingularisation au
sens de Gromov-Hausdorff (et avec une vitesse de convergence donnée a l'infini)
grace la métrique d’Eguchi-Hanson si et seulement si la condition det R(g,) = 0

est satisfaite.

Remarque 5.79. Nous ne pouvons pour l'instant pas déduire de résultat d’obstruc-
tion si des arbres de singularités non kéhlériens apparaissent. La raison est qu’il
n’y a pas de raison que les arbres d’orbifolds ALE Ricci-plats se recollent en une
métrique Ricci-plate ALE. Les obstructions a ce recollement Ricci-plat pourraient
alors compenser celles venant des termes de courbure de 1’orbifold si les bulles les

plus profondes apparaissent a des échelles relatives plus lentes.

5 Obstructions sous des hypotheses
topologiques
Donnons maintenant des conditions topologiques qui assurent que les bulles

qui apparaissent sont kahlériennes. Cela nous permet de montrer des résultats

d’obstructions sous ces conditions dans le théoréme 5.84, et le corollaire 5.86.
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5.1 Inégalité de Hitchin-Thorpe et désingularisations
d’orbifolds d’Einstein

Dans cette partie, nous montrons que désingulariser un orbifold d’Einstein par
des métriques d’Einstein détériore nécessairement l'inégalité de Hitchin-Thorpe
satisfaite par 'orbifold, voir le théoreme 5.84. Le cas ou l'inégalité est préservée
est le cas précis ou tous les orbifolds Ricci-plats ALE des arbres de singularités
sont kahlériens et que tous les recollements se font dans la méme orientation, et il
y a alors obstruction.

Dans le cas des orbifolds et des variétés ALE, pour étre cohérent avec la formule
de Chern-Gauss-Bonnet (2.2) et la formule de Hirzebruch (2.3) pour les variétés
d’Einstein compactes de dimension 4, il faut modifier la définition topologique
de la caractéristique d’Euler et de la signature a ’aide d'un terme de bord. Il se
trouve que les quantités intégrales (2.2) et (2.3) définies dans le chapitre 2 sont
des invariants topologiques lorsque 1’on considere des orbifolds et espaces ALE si
I'on fixe des comportements ALE a l'infini et orbifolds aux singularités. Nous les
noterons y et 7 pour les distinguer de la caractéristique d’Euler et de la signature
habituels.

Pour les variétés Ricci-plates ALE, Nakajima a obtenu une inégalité tout a fait

analogue a celle d’Hitchin-Thorpe.

Théoréme 5.80 ([Nak90, Theorem 4.2]). Soit (N, g,) une variété Ricci-plate ALE
de dimension 4. Alors, on a l'inégalité suivante entre la caractéristique d’Euler et
la signature des orbifolds ALFE,

2X(N) = 3|7 (N,
avec égalité si et seulement si (N, gy) est un orbifold Ricci-plat ALE kdhlérien.

Remarque 5.81. En particulier, les seules variétés Ricci-plates ALE difféomorphes

a des résolutions minimales de singularités ou leurs quotients sont kahlériennes.

Les invariants 7 et x sont additifs par recollement de variétés ALE a un orbifold

(avec la méme orientation pour 7). Si M = M,#;N;, on a alors

et
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Cela implique directement :

20(M) = 3r(0)| = 2(R(M) + TRV ) = 37(M,) + AHN))

J J

=

\)

(M) = 37(M,)| + 3 (2X(N)) = 3I7(N;)1)
2 QX(MO) - 3‘%(Mo)|

Comme tous les termes sont positifs, on voit qu’il y a égalité si et seulement si
pour tout j on a 2x(N;) — 3|7(N;)| = 0 et qu’en plus tous les recollements sont
faits dans une méme orientation pour laquelle 7(M,) et tous les 7(N;) sont du

méme signe.

Exemple 5.82. Si (M,, g,) est un orbifold hyperkéhlérien, alors les seules désin-
gularisations au sens de Gromov-Hausdorff préservant l'inégalité sont hyperkahlé-
riens et correspondent au recollement de bulles hyperkédhlériennes dans la méme

orientation.

Exemple 5.83. La sphére S* peut étre vue comme S* € R® = R x R*. On
notera S*/T" la variété obtenue comme quotient de S* par l'action de ' pour les
4 premieres coordonnées de R®. L’orbifold obtenu a des courbures sectionnelles
constantes égales a 1, et deux points singuliers aux poles avec des singularités
modelées sur R*/T".

Pour I' C SU(2), une désingularisation d’Einstein de S*/T" préservant I'inéga-
lité de Hitchin-Thorpe est nécessairement difféomorphe & M = S*/T#X1#Xr
pour Xt une résolution minimale de la singularité S?/T". Par exemple, c’est le cas

pour pour Xz, = T*S?, S/Z,#T*S*#T*S? = S? x S2.

En étudiant le cas d’égalité dans les inégalités précédentes, on obtient une

situation assez restreinte.

Théoréme 5.84. Soit (M,, g,) un orbifold d’Einstein avec ’'orientation donnant
7(M,) = 0, et supposons que (M, g;); soit une suite de métriques d’Einstein conver-
geant au sens de Gromov-Hausdorff vers (M,, go,).

On a alors l'inégalité suivante,
2x(M) = 3|7(M)| = 2x(Mo) — 37(Mo,).

De plus, on a égalité, si et seulement st M est une désingularisation de M, par
recollement d’arbres d’orbifolds kdhlériens Ricci-plates ALE dans la méme orien-

tation (c’est-a-dire avec des paramétres de recollement dans SO(4)), et dans ce
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cas d’égalité on a la condition
det R+ (go) =0

a tous les points singuliers.

Remarque 5.85. La condition d’égalité limite les groupes des singularités pouvant

apparaitre.

Une application directe de ce théoreme est par exemple le résultat suivant.

Corollaire 5.86. Soit I' C SU(2), (M;,g;); une suite de métriques d’Einstein
convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers l'orbifold sphérique S*/T. Alors,

pour v assez grand, nous avons

2x(M;) = 3| (M;)| > 2%(M,) — 3|7 (M,)].

5.2 Variétés spin

Une autre maniere d’assurer que les bulles apparaissant sont bien des instantons
gravitationnels est d’imposer a la suite de variétés dégénérant d’étre spin. Notre

résultat est essentiellement une application du théoreme suivant de Nakajima.

Théoréme 5.87 ([Nak90, Corollary 3.3]). Soit (N, gy) une variété spin et Ricci-
plate ALE asymptotique a R* /T pour T un sous-groupe fini de SU(2), alors, (N, g)

est un instanton gravitationnel.

Nous en déduisons un résultat d’obstruction pour les désingularisations d’or-
bifolds par des métriques d’Einstein spin. La preuve du théoreme 1.1 de [KL16]
dont l'outil principal est le théoreme 5.87 implique que l'orbifold limite et les
bulles apparaissant sont spin et recollées dans la méme orientation. Si les bulles
sont asymptotiques a des quotients de R* par des sous-groupes de SU(2), on utilise

le théoreme 5.87 pour obtenir le corollaire suivant.

Théoréme 5.88. Soit (M;, g;); une suite de variétés spin d’Einstein de dimension
4 convergeant vers un orbifold d’Finstein (M,, g,). Alors, (M,, g,) est spin et a ses

points singuliers ayant un groupe inclus dans SU(2), on a
det R = 0.

Remarque 5.89. Il n’y avait pas de restriction sur le groupe des singularités dans le
cadre de [KL16]. Cela vient du fait que dans la preuve de [KL16], des hypotheses
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(topologiques encore une fois) sont faites sur le noyau de I'opérateur de Dirac de
la suite dégénérant ce qui assure chez [KL16] que l'orbifold limite n’a que des

singularités données par des sous-groupes de SU(2).

5.3 Bornes sur la courbure de Ricci et condition
d’Einstein

Notre résultat montre qu’il y a une différence fondamentale entre la condition
d’Einstein et des conditions de pincement sur la courbure de Ricci lorsque 1’on
autorise la formation de singularités. On déduit des corollaires 5.84 et 5.86 qu’il
existe une obstruction a la désingularisation d’orbifolds d’Einstein par des mé-
triques d’Einstein lisses qui n’est pas présente sous I’hypothese que la courbure de

Ricci est arbitrairement pincée.

Eguchi-Hanson

#

O

S*/Z,

B

#

‘ Eguchi-Hanson

FIGURE 5.1 — Exemple de situation obstruée.

Corollaire 5.90. Soit T' un sous-groupe fini de SU(2), et M = S*/T#Xr#Xr
(recollement auz deux singularités orbifolds), oi Xr est la résolution minimale de

la singularité C*/T. Alors, pour tout 1 < p < +o0,

1. il existe une suite de métriques (M, g;); telles que l'on ait
— [ Ric(gi) = 39illzo(g) < 3

17

— Ric(g;) = 3¢g; (ou bien Ric(g;) < 3g:), et
— (M,Qf) T (34/F7gs4/r),
mass,
2. il neriste pas de suite de métriques d’Einstein (M, g¢) telle que
— Ric(gf) = 3¢f, et
— (Magig> o (54/F7954/r>-
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Démonstration. La seconde partie est une conséquence du corollaire d’obstruction

5.32 car la courbure de la sphere ne satisfait jamais la condition det R = 0.

Pour la premiére partie, on remarque que notre métrique d’approximation g;*
définie dans le corollaire 5.9 satisfait || Ric(g/') — Ag?|| Lo(gy = O(1) mais est
seulement non-nulle sur des domaines de volume de 'ordre de ¢, et qu’en choisis-

sant des t; suffisamment petit, on a donc le controle en norme LP pour p < +oc.

Pour obtenir une désingularisation avec une courbure de Ricci minorée (ou
majorée de la méme manieére) par celle de 1'orbifold, il faut étre un peu plus fin.
Notons tout d’abord qu’en calculant les obstructions a la désingularisation de S*/
Z, par des métriques d’Eguchi-Hanson avec une échelle maximale t,,,, suffisam-
ment petite, nous avons

| Ric(g;) = 3g:* 40 < 1+ 6(tmax) (5.57)

g

ol 0(tmax) — 0 quand tyay — 0.

Considérons pour € > 0 et b > 1, une fonction de coupure x;., supportée

0, be] et égale a 1 on [0, £] dont la k-iéme dérivée est un (9(@5*). Une maniere
de construire une telle fonction est la suivante, soit u : R — R™ une fonction de
coupure C™ égale a 1 sur [—o0, 0], et s’annulant sur [1, +00]. Soient € > 0 et b > 1

et posons

oalsl2)y 558

o R? (
Xbe - T € = U lOg b

Elle satisfait bien les propriétés attendues.

Définissons alors la métrique
e = dr? 4 sin (14 xp. ) g

Supposons que € — 0, b — 400 et be — 0, la métrique orbifold devient alors

arbitrairement proche de S*/T" au sens de Gromov-Hausdorff. De plus, les cour-

C
logb

C' > 0 uniforme. Recollons alors naivement t(ggy + 2ths), ou hs est asymptotique

bures sectionnelles de g,. sont minorées par 1 — — 1 pour une constante

a —%rg gs3/r aux points singuliers avec fyax < 2, afin que la zone de recollement
se trouve dans 0 < r < & ou la métrique g, . est égale & dr? +sin?(2r)gss /T comme

pour la sphere de rayon % dont les courbures sectionnelles sont constantes égales
A
a 4. Pour r < ¢, les contrdles sont les mémes que sur %, et la métrique satisfait

donc Ric > 3 par (5.57) car 4(3 —(1- 5(tmax))) > 3. Comme la métrique satisfait
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Ric > 3— logc(’b) pour les r plus grands, on peut simplement réechelonner légerement
(en fonction de & LEEN 0) pour s’assurer d’avoir Ric > 3 partout. ]

La question reste cependant ouverte pour le cas des pincements de la courbure

de Ricei en norme L.

uestion 5.91. Existe-t-il une suite de variétés (S? x S2, ¢;) satisfaisant 3 — 1 <
9 5

Ric(g;) <3+ 1 convergeant au sens de Gromov-Hausdorff vers S*/Z, ?

6 Une obstructions a la désingularisation

d’orbifolds sphériques et hyperboliques

Nous exhibons finalement une obstruction a la désingularisation d’orbifolds
sphériques et hyperboliques par des variétés Ricci-plates ALE générales (pas néces-
sairement kahlériennes) dans le théoreme 5.98. Nous en déduirons qu'il n’existe pas
de désingularisation d’orbifolds sphériques ou hyperboliques au sens de Gromov-
Hausdorff a ’aide de variétés Ricci-plates ALE dont les déformations infinitési-

males sont intégrables dans le corollaire 5.100.

6.1 Production de déformations infinitésimales par
prolongement de champs de Killing conformes a
I’infini

Nous proposons une construction de déformations infinitésimales par prolon-
gements harmoniques des isométries du cone asymptotique d’un espace Ricci-plat
ALE quelconque (et en particulier pas nécessairement kahlérien). Cela éclaire de

plus le sens des déformations infinitésimales de ggp.

Changement d’échelle.

Proposition 5.92. Soit (N, g;) un orbifold Ricci-plat ALE asymptotique a R*/T,
et un difféomorphisme ® entre voisinages de l'infini de N et R*/T.

Alors, il existe un unique champ de vecteurs X sur (N,gp) tel que ®*X =
2re0y, +o(r.), VVX =0 et X = Vu, ot u est l'unique solution de —V*Vu =8,
telle que u =17 + o(1).

De plus, (Lxgy)° = Lxgp—4gp, la partie sans trace de Lx gy est une déformation

infinitésimale de g, a divergence et trace nulle.
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Démonstration. L’existence et 1'unicité de la fonction u est obtenue dans la preuve
du théoreme 2 de [BH19]. Le 2-tenseur (Lv,gp)° est bien une déformation infini-
tésimale L? de g, car I'équation Ric = 0 est invariante par changement d’échelle
et action du groupe des difféomorphismes, mais aussi que la divergence et la trace

de (Lvugs)® = 2Hess,,u — 4g, s’annulent car —V*Vu = 8. O

Exemple 5.93. La déformation o; := O} + O(r; ®) de la métrique d’Eguchi-

Hanson est proportionnelle a cette déformation.

Rotation de l’infini. FEn jouant sur les symétries des termes d’ordre —4 de
lorbifold. Il y a en général un espace de dimension dim(SO(4)) = 6 de déforma-
tions ainsi construites, mais certaines peuvent s’annuler en fonction des symétries
de PALE. Par exemple, la métrique d’Eguchi-Hanson est invariante par U(2) qui
est de dimension 4, et SO(4)/U(2) est de dimension 2.

Proposition 5.94 ([BH19, Section 4]). Soit (N, g,) un orbifold Ricci-plat ALE
asymptotique a R*/T', et un difféomorphisme ® entre voisinages de l'infini de N
et R*/T.

Alors, pour tout Xy € s0(4), il existe un unique champ de vecteurs harmonique

sur (N, gp) tel que
"X = X+ ofre).

De plus, pour un tel champ de vecteurs X, Lxgy est une déformation infinité-
simale de g, a divergence et trace nulle. Elle s’annule si et seulement si X est un

champ de Killing de g.

Exemple 5.95. Les déformations o; = Of + O(r; %) pour i = 2 oui = 3 de la
métrique d’Eguchi-Hanson sont proportionnelles a ces déformations par rotation
de D'infini pour X valant le champ de Killing de S? respectivement dual de o3 et

de as.

Remarque 5.96. Ces déformations sont intégrables car elles viennent simplement
de changement de coordonnées et d’échelle de la variété globale. Ainsi, une variété
rigide, c’est-a-dire dont toutes les déformations sont de ce type, n’aura que des
déformations intégrables et entrera dans le cadre du corollaire 5.100 de la fin de
cette partie. La métrique d’Eguchi-Hanson en est un exemple et heuristiquement

la plupart des métriques d’Einstein devrait 1’étre.
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6.2 Orbifolds Ricci plats ALE et volume maximal

Résumons ici des résultats obtenus par Biquard-Hein dans [BH19]. Nous les uti-
liserons pour montrer que la déformation infinitésimale que I’on vient de construire
dans la proposition 5.92 est non-nulle et peut donc étre utilisée pour exhiber des

obstructions a certaines désingularisations.

Théoréme 5.97 ([BH19, Theorem A, Theorem B]). Soit (N, g,) un orbifold Ricci-
plat ALE asymptotique d un cone plat R*/T, soit U un difféomorphisme entre les
infinis de (N, gy) et de son cone asymptotique R*/T, et soit u est l'unique solution
de =V*Vu =8, u=1? + o(1). Alors, il existe un compact K C M tel que M\ K
soit feuilleté par des hypersurfaces X, a courbure moyenne constante %.
De plus, si l'on note 2, lintérieur de ¥,, la limite suivante existe :
V= lim [ Vol (,) — Vol,, (B(0, p)/T)], (5.59)
et on a en fait V < 0, avec égalité si et seulement si (N, g,) = (RY/T, g.).

On a de plus le développement plus précis
2 b -3
u=r,+—5+0(r,"),
Ty

avec

§
44— > ().
Yoo,/ 7"

On a l’expression suivante pour le développement de (Evgbugb)o = (2Hess,,u—4gs)

b —

8b B
(£9,,u0)* (D, 0r,) = — + O(1”) (5.60)
b

6.3 Obstruction a la désingularisation d’orbifolds

sphériques et hyperboliques

Nous allons maintenant tirer profit du fait que la déformation o; = (2Hessy, u—

4¢g) ne s’annule jamais pour une métriques non plate.

Théoréme 5.98. Soit (N, g,) un orbifold Ricci-plat ALE et Hy les termes qua-
dratiques d’une métrique sphérique ou hyperbolique en coordonnées géodésiques, et
O les termes d’ordre —4 de la déformation o1 = (2Hessg,u — 4g,).

Alors, on a

/53 (3<H2’ O%)ge + Ozll(BeH% @E))dv 7é 0.
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Remarque 5.99. 1l est donc impossible de désingulariser de maniere classique (or-
thogonalement au noyau) ces orbifolds d’apres le corollaire 5.12.
4

T

Démonstration. Pour une métrique hyperbolique, on a Hy = = (« % + 042 +a2) en

ERS
coordonnées géodésiques, et pour une métrique sphérique, Hy =
Remarquons alors que, comme g, = dr? 4+ r2(a? + a3 + a3), o 0 = tr, Of =
04(D,,,0,,) + (r2(a? + 03 + a2), 0}) et done

<T2<a1 + Of2 + a3) O4> _trgeOil - 011(6767 8Te)
- Oil(are7 87'5)'

Pour 'autre partie de 1'obstruction, on a B, ( a2+ a3+ a3)) = 67.0,,. En effet,
Te (al + Oé2 + QS) = Tege - ngrm
2 2 1 2
Be(rege) = de(rege) + thre<7"ege)
= —27¢9c(0y,) + 4redr.

= 2r.dr,,

et

1
Be(r2dr?) = 6.(rZdr?) + §dtre(7’?zd7€)

=9, ( > xixjda:idxj> + r.dr.
ij

— Zx]dxj -2 ijdxj + reodre

i#J
= —4r.dr,.
Et donc finalement, en r, = 1,
O1(Bc(r(a} + a3 + 03)),0y.) = 60{(0,, 0,,) = —192 Yy
) e 10B(0,1)/T

[]

Corollaire 5.100. Soit (M,, g,) un orbifold sphérique ou hyperbolique. Alors, il

n’existe pas de suite de variétés d’Einstein (M;, g;); telle que

(Mi> gi) % (Moa go)a

et telle que les éclatements non-triviauzr de (Mi, ‘?J%) pour t; — 0, t; > 0 et
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pi € M; convergent vers des variétés Ricci-plates ALE (c’est-a-dire sans qu’arbre

se forme) dont les déformations infinitésimales sont intégrables.

Démonstration. D’apres le corollaire 5.32, si les termes quadratiques du dévelop-

pement de g, sont H,, 'obstruction induite par la déformation o; est
/S (3(H, Oty + OL(B.Hy.0,,))dv = 0,

qui n’est jamais satisfaite d’apres le théoréme 5.98. O

En d’autres termes, ces orbifolds ne peuvent pas étre désingularisés au sens
de Gromov-Hausdorff a I'aide de variétés Ricci-plates ALE dont les déformations
infinitésimales sont intégrables. Nous ne pouvons donc par exemple pas désingula-
riser S*/Z, par recollement de variétés Ricci-plates ALE dont les déformations sont
intégrables. De méme, en généralisant nos résultats au cadre asymptotiquement
hyperbolique et non-dégénéré par les méthodes de [Biq13], il n’est pas possible de
désingulariser H*/Z,, le disque de Poincaré H* quotienté par la relation d’équiva-
lence exp,, (v) = exp,,(—v) pour zo € H* fixé par des bulles intégrables — ¢’était
une conjecture d’Anderson.

L’obstruction a la désingularisation d’orbifolds sphériques ou hyperboliques est
identifiée généralement dans le théoreme, mais nous avons pour l'instant besoin
d’une hypothese d’intégrabilité pour conclure a une obstruction générale au sens

de Gromov-Hausdorff.

Conjecture 5.101. Les orbifolds (singuliers) sphériques et hyperboliques de di-
mension 4 ne peuvent pas étre limites de variétés d’Einstein au sens de Gromov-
Hausdorft.
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Annexe A

Perturbation d’hypersurfaces

Soit ¥ une hypersurface orientable d'une variété (M, g), et supposons qu’il

existe € > 0 tel que lapplication F': [—¢,e] x ¥ — M définie par

F(S,SL‘) = 7x(5)7

soit un difféomorphisme sur son image, ou 7, partant de x € ¥ est la géodésique
dont la vitesse initiale est N normale & X.

Considérons alors une application w : ¥ — [—¢, | ayant une norme C**(X)
suffisamment petite, et définissons Y (w) comme étant I'hypersurface image de
I'application G : ¥ — ¥ (w) C M définie par

Nous allons contrdler la géométrie de X (w), ce qui sera important dans le chapitre
3.

1 Perturbations normales quelconques

L’objectif de cette annexe est la preuve de 'estimation suivante de la cour-
bure moyenne de H(X(w)), mais au cours de la preuve, nous obtiendrons d’autres

formules utiles.

Proposition A.1. La courbure moyenne de X(w) dans une zone ot le rayon

d’injectivité est minoré par ro > 0 est donnée par
H(S(w)) = H(Z) = Jepw + Q5 yy(w),

239
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ou

Jsar i= As + | A2 + Ric™ (N, N)

est l'opérateur de Jacobi associé a l’hypersurface et ou Q%M satisfait : pour tout
leN, 0<a<l,ilexiste C=C(a,l,n,||Rm|cise, || Al i1, 70)

198 4r(w) = Q% s (W) ot < Cllw = otz (Jwll sz + [ ||crsze).

Note A.2. Tout au long de la preuve, pour tout k € N, on notera QSM les
opérateurs d’ordre k, c’est-a-dire satisfaisant un controle du type : pour tout I, il
existe C' > 0 telle que

k—1
19% 4 (w) = Q% s (W) ot < Cllw = 0 orsz (wllcrsze + [|w'llereze)

Controéle de la métrique ambiante. Dans les coordonnées induites par F, la

métrique a une expression de la forme suivante,
F*g =ds® + (1 + 5)%gs,

ou g5 est une métrique sur X. Notons que gy est la métrique induite par g sur X.
Notons de plus 3, := F(s,X) 'hypersurface equidistante.

Remarque A.3. Nous allons surtout utiliser cette écriture de la métrique dans des
situations qui correspondent approximativement a ¥ ~ S"~! plongée dans ’espace
M =~ R"™ de la méme maniere que la sphere unité dans ’espace euclidien. Dans
I'espace euclidien, on a ds? + (1 + s)2gsn_l, et c’est pour cette raison que l'on a

introduit le facteur (1 + s)? devant g.
Nous avons le contrdle suivant sur la métrique g;.
_1
Lemme A.4. Soit |s| < inf <|| Rm ||oc?, (supy |A|)_1,5), et (e1,...,en—1) une base

orthonormée pour go, on a l’estimation suivante de la métrique g, de ¥ dans la

base (e;);
k

ot les A;j sont les composantes de la seconde forme fondamentale de ¥ dans

(€1, en-1), et 0t K} := g(Rm(e;, N)N,¢;), ot N est la normale sortante d 3.

Remarque A.5. Dans le cas de la sphére S~ ! plongée dans 1'espace euclidien R,

pour laquelle on a A;; = 6,5, Kij =0 et Rm = 0. On a donc exactement g; = gp.
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Démonstration. Soit x € ¥ et X € T,X. Définissons X(s) € Tp(y,s)2s pour tout
s € [—e,e] le champ de Jacobi le long de v, = F(z,.) tel que X(0) = X et
0;X(0) = A, (X) ou A, est la seconde forme fondamentale ¥ vue comme une
1-forme & valeurs vectorielles. On a pour tout s € [—¢,¢], et pour tout (0, X) €
Tisw)([—€,e] x 2) -

dF2,6(0,X) = X(s).

En effet, si I'on considére une courbe ¢ : [—1,1] — X, sur Xy, alors, elle correspond

a une courbe ¢ de X : pour tout t € [—1, 1],

On peut donc lui associer la famille de géodésiques (e )¢ partant de c(t) et dont
la vitesse initiale est N*(c(t)). Le champ de Jacobi correspondant & la variation
autour de ¢ = 0 (en particulier la variation ,(0)) a donc pour condition initiale
c(0) et pour premiere variation la seconde forme fondamentale de ¥ appliquée a

d(0) qui est la variation de la vitesse initiale, la normale.

Cela va nous permettre d’exprimer g, en fonction de gqg. En effet, si I’'on consi-
dere X et Y dans T, % et X(s) et Y(s) les vecteurs de T’ associés, on a

JF(z,s) (X(8)7 Y(S)) = JF(x,s) (dF(x,s)Xa dF(w,s)Y)
= F*g(:c,s) (Xa Y)
= (1+5)%g,(X,Y).

Il nous suffit donc de controler les champs de Jacobi du type s — X(s) pour un

vecteur X donné pour controler la métrique g, pour tout s.

Soient € 3, X € T,X et le champ de Jacobi associé¢ X(s) € Tp(gs2s.
Considérons une base orthonormée (e, ..., e,_1) de T, transportée parallelement
le long de 7, en s — (ef,...,e;_;), qui est une base orthonormée de T 25 (a

ne pas confondre avec les champs de Jacobi e;(s) partant de e;).

Notons alors X*(s) := g(X(s), €5) les composantes de X (s) dans cette base. Si

P'on note Kj(s) := g(Rm(e3,7'(s))7'(s), ef), 'équation de Jacobi s’écrit pour tout

i,

(X)"(s) + ZXj(S)K;(s) =0.
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On a donc pour tout i,

Xi(s) = X' + sA(X / / ZXJ VK () dudv. (A.2)

Notons que l'on peut contrdler le dernier terme de la maniere suivante : posons
Qu.m(s) = Jo Jo X5 X7 (w) K} (u)dudv — —Z X7K7(0). Nous avons,

Qs m(s //ZXJ K’ dudv——ZXJKJ
I/O /0 (ZX’(M)K}(U)—XﬂKg(O))dudv
= [ [ (S X7 [Ki(w ~ KL O)] + [X () = X] Kl (w))dud.

Pour le premier terme, sur X, [K;(u) — KZ(O)} est contrdlé en norme CH* par
| Rm || 1o dans la direction ¥. Pour w et w’ des fonction C*2< de ¥, contrdlons

le terme,
w(z) v ' 4 4
v [ S X K w) — KL)] dude.
w'(x 0 5

On cherche & controler sa norme C*+®. Contrélons sa norme C* pour plus de clarté,

les autres controles s’obtiennent de la méme maniere,
w(.) v o '
ak(/w/(.) /0 %:Xj [Kj(u) - Kf(O)] dudv>
w(.) o ' . ‘
— i w7
w'(.) ] ' '
—l—akw’(,)/o S XY [KJZ(U) _ KZ](O)} du
J
= o) [ X0 [Ki(w) - K7(0)] du
J
w'(.) JO F J i
w'(.) ) ' '
+akw/(,)/ ZXJ (Ki(u) — K7(0)] du

+ (Opw'(.) — Op'(. / ZXJ K (u K'(O)} du,
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et donc, en dérivant k 4 1 fois, nous avons

w(.) v . . .
/’ !/ S°X9 [Ki(u) — K7(0)] dudy
w’(.) JO ;
< Jw = w'ller(lwllco + [w'llco)[| X ler+ ([[wllor + [[w'][ox) [V R [|grss

+ [[w'lernllw — w'llexl| Xler | (lwller + [|w'llex) V Rm | ox

Ck+1

+ [[w — w'lern [lwllexl| Xllor [wllcx |V Rm [l cx

<3 (IXlern |V Rin[|grs) lw = 'l oren ([Jwllerer + [ on )

Tant que |u| < inf ((| Rm |)_% , (supy, |A|)_1) (ce qui ne sera pas restrictif dans

nos applications), on a des controles uniformes des X7(u) grace a I'équation de

s X
X7

donc contrdler la différence [X7(u) — X7] en terme de la courbure ambiante et des

Jacobi qu’ils satisfont, et grace a I’équation de Riccati satisfaite par

. On peut

valeurs propres de la seconde forme fondamentale de X : pour tout [ € N, il existe
C =C(l,n) >0, telle que

HXj(u) - Xj‘

oo SO ([ulllAllgres + [ull Rm f|oxen )

Pour le second terme, on cherche & controler ’application suivante en norme C*® :
w(x) o . . .
T / / > [Xj(u) — XJ] K (u)dudv.
w'(xz) JO §
Comme pour le premier terme, on obtient une borne de la norme C*+1,
/ / / 2
3<||A||ok+1+(Hchk+1+||w lex+ ) || Ran ||Ck+1) = grer ([wllere + [l [l o)

On en déduit donc que pour || X/||cx < 1, Quar : CF2e — OFe satisfait le

controle

Qs mr(w) — Qs m(W)|[ora <3<|| Rm [|ci2 + ||AHck+1>

x (1wl grrza + [wllrrea ) [[w = w | grezo.

) 3
C’est donc un Qf, ).

Si l'on considere (e;); une base orthonormée de T, et les champs de jacobi

associés e;(s), en notant ef(s) = g(e;(s),e;), et en notant A;; les composantes de
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la seconde forme fondamentale de ¥ dans la base (e;);, on a

eF(s) = Zk—l—sAzk—/ / Z u)dudv

par (A.2). Ainsi, pour tous i, j, et pour s < inf ((supImF | Rm ])_% , (supy; |A|)_1)7

(1+5)*(g5)i5 = gleils), ej(s))
= ijef(S)e’“(S)
= 5ij + s Z(A’Lkdjk + 5’LkAjk)

k
1

SQ(ZAikAjk — 5
+ Q%,M(S)
(14 5)2(g0)i; = 65 + 25 Ay, + 52 (ZAMAM K9 (0 ))+Q (9.

S (5K (O)dn + 0udn (D))

k.l

]

Géométrie des surfaces perturbées normalement. Nous controlons donc
bien les hypersurfaces equidistantes a 3, passons maintenant aux perturbations
normales plus compliquées. Soit w : ¥ — [—&,+¢] une application ayant une
norme suffisamment petite dans C*%(X), et définissons H(X(w)) comme étant

I'hypersurface image de 'application G : ¥ — Y (w) C M définie par :

Premiére forme fondamentale de ¥ (w). La famille (e;(w(x));, définie
a partir de champs de Jacobi partant d’'une base orthonormée de T, est une
base de I'espace tangent a l'’hypersurface equidistante X, ). Utilisons la pour
décrire l'espace tangent a X(w) en F(w(z),x). Notons @w les variations pre-
mieres de w suivant les e; qui forment une base orthonormée de TY. Comme
AF (@) ) (€i,0) = ei(w()) et dF @) (0,1) = N¥w@ le vecteur normal & 3y

I’ hypersurface equidistante a >, nous avons

dGy(e;) = dF(w(z)2) (e, Ow(x))
= e;(w(x)) + dw(z) N> v@.
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Notons alors pour tout i, fi(z) = e;(w(z)) + dsw(x)N*»@ les vecteurs dune
base de Tp(zw(z)2(w). Tous nos calculs seront effectués dans cette base. Comme
on prendra la trace du résultat final (pour obtenir la courbure moyenne), on ne

cherchera pas a en faire une base orthonormée.

On en déduit I'expression suivante pour la métrique induite sur I’hypersurface

Y(w) dans la base (f;);. Comme g(e;(w(x)), N*»@) = 0, nous avons

;" = g(ei(w(x)) + () N"@, e;(w(x)) + dw(z) N¥w)
= (Gu(x))ij + Ow(z)0jw(x). (A.3)
= (Gu(@))ij + Q¥ (w)
= 0y + 2w () (Ayy — 6;5) + Q% pr(w).

ou l'on rappelle que g, est la métrique de I'hypersurface équidistante ).

Normale a X(w). Afin de calculer la seconde forme fondamentale de ¥(w),

nous devons tout d’abord calculer sa normale. Cherchons la sous la forme suivante,

NEw) . N>w@ + 37 breg(w(x))
O INFee 3y bex(w ()]

pour des fonctions by, de X. Elle doit étre orthogonale a toute la base (f;);, c’est-

(A.4)

a-dire que pour tous k et j, on doit avoir
g(NPe0 4 3 buex(w(@). fi()) =0,
k
or, fi(z) = e;(w(z)) + Ojw(z) N*w@) | puis

g(N o + 3 ber(w(z)), fj<:v>> =2 be(Guia) s + Ojw(@).

La normale N>®) est donc I'unique vecteur de la forme (A.4) ou les by, sont les

solutions de

Xk:bk(gwu))kj = —djw(x). (A.5)

Notons que comme (Gu(z))rj = m%j + Q% y(w) = 0x; + Qf, pr(w). On en
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déduit donc que b, = pw(x) + Q% 5, (w),puis

2
‘NZWW + 3 beer(w(z))| =
k

=1+ g(Orw(x), Opw(x))
=1+ Q% y(w(z)). (A.6)

Seconde forme fondamentale de Y (w). La seconde forme fondamentale
de ¥(w) dans la base f; s’écrit

A = g(V N f).

¥

Développons cette expression grace a (A.4) et en utilisant le fait que g(N Bu) 4

Sk brew(w(@)), f;) =0,

A" = g(V N )
NZw@ 4+ 3, beep(w(x))
g( Ji <|Nzw<z) + > bkek(w(x))|> f])
V5, (NZv@ 4 30 brep(w(z)) s )
)

Maintenant, par (A.6), |[N>=@ + 3, brex(w(z))| est proche de 1 & un terme
quadratique pres ce qui est I'ordre de précision que 'on vise. Calculons donc les
composantes A;; = |NZve) 4+, brey (w(x ))|A2(w) Z»Ej(w) + Q% p(w(z)) qui sont

plus simples,

—g( |N>w@ + 37 ey (w(x

Aij = g(V 5 (N®0 + 3 brex(w(2))), ;)
= (Vi N"@, £;) + (V5. (3 brex(w(x)), £;) (A7)

Développons maintenant chacun des deux termes de (A.7). Pour le premier terme,

comme N>w() est la vitesse d'une géodésique, nous avons,

9(V5(N0), ;) = g(vei(w(x))wlw(x)zv%mN e, f;)

9(Veru(an N7 fj)+aw 9(V i N0, £;)
(v (w(a) N 7@ fj)
9(Vewie N% ej(w(®))) (A-8)
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C’est donc la seconde forme fondamentale de I’hypersurface équidistante ¥, ).
Or, on controle les valeurs propres de la seconde forme fondamentale grace a
I'équation de Riccati qu’elles satisfont. Si (g;(s)); est une base de vecteurs propres
pour la seconde forme fondamentale de ¥ en 7,(s), les valeurs propres associées
k; satisfont I’équation de Riccati

wi(s) = —w2(s) — Ki(),

(2 7

oli, K} = g( Rm(N*,i(s))ei(s), N*).

1
On en déduit donc, que pour w petit devant ||A]|7} et || Rm ||, les valeurs

propres ;(w(x)) de la seconde forme fondamentale de ¥,y sont controlées par
ri(w(w)) = k:(0) — w(x) (£7(0) + K;(0)) + Q% p(w(x)). (A.9)

Pour le second terme de (A.7), on a :

gWMgmmmwmazw(A;mmwmjﬂ
— > beg(Vylen(w(@)), ;)

k
= 05w+ > (M) o, (A.10)
l

ot les (I™™))L. sont les symboles de Christoffel de g™ dans la base (f;);. C'est
en fait I’expression en coordonnées de Hess s w.

Comparons maintenant Hess swyw a Hessgsw. Cela revient a comparer les
symboles de Christoffel des métriques. Nous savons, par (A.3) que la métrique de
Y(w) en z est celle de ¥y, au terme J;w(x)0;w(x), qui est quadratique en w,
prés. On en déduit done que ™) = [Fwe) 4 QéM(w). Maintenant, on a aussi
un controle entre la métrique associée a 3(w(z)) et celle de X grace a (A.1). On
en déduit que les symboles de Christoffel sont proches a un Qs ;,(w)-pres, mais

cette erreur multipliée par dw donc :

g(Vfi<§k:bkek(w(x))>, fj> = Hessymw + Q% 5, (w). (A.11)

Courbure moyenne de X(w). Il nous reste maintenant a prendre la trace
de la seconde forme fondamentale calculée dans la partie précédente a 'aide de la
métrique ¢>®). Notons qu’il suffit de prendre celle de A & notre niveau de précision
car [N>w@ + 37, breg(w(z))| = 1+ QF 5, (w). Pour le premier terme (A.8), cela
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revient & sommer les valeurs propres estimées par (A.9), et pour le second terme,
cela revient a prendre la trace de la Hessienne.

Pour la trace du premier terme (A.8), les métriques g=)

et gu(s) sont proches
a un terme quadratique en w pres, et on peut donc prendre la trace avec g, ,) en
n’induisant qu’une erreur quadratique en w. On obtient donc approximativement

la somme des valeurs propres estimées dans (A.9) :
H(S) — w(x)(|A%* + Ric(N®, N¥)) + Q% (w),

ol H(X) := ¥, ki(0) est la courbure moyenne de ¥ et ot [A*|2 = 3, k2(0) est la

somme des carrés des valeurs propres de la seconde forme fondamentale de .
Pour le second terme, I'erreur que 1'on fait en prenant la trace avec ¢* pour

faire apparaitre son laplacien est d’ordre 1. Comme le terme s’applique déja a w,

cela signifie que l'erreur totale sera d’ordre 2 en w,
—A%w + Q;M(w).
Au total, on obtient,
H(Y(w)) = H(¥) = Jepw + Q5 (w), (A.12)

olt Jg s := A% + |A%|2 + Ric(N*, N*) est U'opérateur de Jacobi de I'hypersurface
Y. plongée dans M.

2 Perturbations infinitésimales

Grace aux estimations générales précédentes, on déduit des formules de per-
turbations normales infinitésimales. Elles sont résumées dans le corollaire suivant.
Etant donnée une immersion lisse ¢y : N"~' — M", on considére une variation
du type suivant,

D55 = ug NP (A.13)

pour une certaine fonction u, : N — R lisse.

Remarque A.6. Les formules suivantes sont montrées directement dans le théoréme
3.2 de [HP99], ou l'orientation est opposée a la notre, mais ou les variations sont

du type Osps = —usN ¢s(N)On retombe donc sur les mémes formules.

Corollaire A.7. Etant donnée une déformation comme (A.13), on a les variations

suivantes des quantités géométriques :
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1. Osptg = 2u AP (V)
2. 9,NesWN) = grad%(mus,
3. 0, ALW = v MIve My 4 (AAL + K7,

4. OH# M) = — <A‘PS(N) + |42 4 Ric (N, Nsos(N)))us.
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Annexe B

Dégénérescence orbifold des
métriques AdS-Taub-Bolt

Présentons le seul exemple explicite connu de dégénérescence orbifold autre que
ceux donnés par les instantons gravitationnels d’Eguchi-Hanson et de Gibbons-
Hawking.

Les métriques AdS-Taub-Bolt, définies dans [PP87], sont une famille de mé-
triques U(2)-invariantes, d’Einstein et asymptotiquement hyperboliques sur 7*S?.
Elles dégénérent vers un orbifold d’Einstein avec une singularité R* /Z,. Par manque
de référence suffisamment précise sur ’apparition de la métrique d’Eguchi-Hanson,
nous décrivons en détails cette dégénérescence. Cela permet d’exhiber sur un

exemple concret les coordonnées et les différentes constructions de cette these.

1 Limite d’éclatements

La famille de métriques d’AdS-Taub-Bolt dépend d’un parametre s > 1 et
définit une métrique lisse sur (s, +00) x S?/Z, ~ T?S?\S? définie dans [HHP99]

par (avec un simple changement de variables ¢ = E/27),

ra(e) = (M 4 A (P i rad), (B

Ol nOous avons

3B, —4
5

Fy(u) : = Bau* + (4 — 6E,)u® + [ — E,8° + (6B, — 4)s + ]u + (4 — 3E,)

— Bau(u® — 5% + (4 — 6E,)(u? — su) + (3E, — 4) (“ - 1).

S

251
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et By := ﬁ. La métrique se complete en une métrique lisse sur 7*S? en ajoutant
une spheére S? totalement géodésique de métrique (s? —1)(a3 + a3) a u = s. Cette

sphere se contracte donc sur un point lorsque s — 1.

Rappelons que pour € > 0, la métrique d’Eguchi-Hanson peut aussi étre définie
sur (e, +00) x S3/Z, par

N r2 o4 2

geu(e) = (1 — r4> dr? + 4<1 — M)a% + Z(a% + a3). (B.2)

La métrique se compléte encore une fois sur 7%S? a 'aide d’une spheére totalement

géodésique de métrique %(a% +a2) ar = e qui se contracte en un point lorsque
e — 0.

Nous allons montrer que c’est bien la “bulle” de notre dégénérescence, et que

I'espace singulier est l'orbifold U(2)-invariant et autodual dont la métrique est

gre(1) qui a pour expression

u+1 du2+(u—1(u2—l—2u+3) 2+(u+1)(u—1)

) 2 2
(u—1)(u® +2u+ 3) O o (2 tag).

(B.3)
Trouvons des coordonnées dans lesquelles la métrique grp(s) pour s proche de 1,
est proche de (s* — 1)g9gm, grijz, €t grp(1l) sur différentes parties de la variété.
La métrique converge clairement vers grg(1) pour r > 1 lorsque s — 1 donc nous
sommes principalement intéressés par le cas ou r est proche de s qui est lui-méme

proche de 1.

Afin de faire correspondre les parties des métriques proportionnelles & a3 + a2,

lorsque s est proche de 1 nous considérons le changement de variable s = 1 + n?

pour n > 0 petit et u?> = n?r?2 + 1 qui donne du? = 112’;12(17’2. La métrique se
réécrit :
Ei 2 4yt G2 (r?)
1402 — n ( 2 7,2 n 22 2, 292/ 9 2)
gTB( _’_7] ) 4 (1 +7}2T2)Gn2(7"2)n T+ 774T4 nray + nr (O‘/Q + O[?)) )

(B.4)

ott G,2(r?) == Fi1,p (V14 1?r?).
Soyons plus précis sur le comportement de an(r2) quand 1 — 0 pour r borné

(restant donc dans une région ou la métrique devrait ressembler a la métrique

d’Eguchi-Hanson). Nous avons

4

Bloo=_*
324 )

_2_m 2
=3 6—1—(9(77).
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alors qu’apres la compensation (absolument pas évidente) des termes en O(1) et

en O(n?), nous avons

G2 (r*) =n" (r4 - 4) + O(n?). (B.5)
En insérant ce controle dans (B.4), nous obtenons l'estimée

3 2 AN, ] 4N 5 o 145 2 2
27729TB(1+77):<1_7,4> dr "‘(1_74)7“ ai + 7r°(a; + a3) + O(n),

4 4
(B.6)

Nous voyons ainsi la métrique gpg(v/2) apparaitre au premier ordre comme at-
tendu dans les théoremes de [And89, BKN89].

Remarque B.1. L’erreur en n? vers la métrique d’Eguchi-Hanson sur N(g) = {r <
g1} est celle estimée dans [Biql3, Ozul9b].

Remarque B.2. Dans la convergence vers l'orbifold sur M,(e) = {r > n~'e}, nous
n’obtenons qu’une convergence en 1? alors que pour une dégénérescence compacte,
erreur serait en n* (I'erreur commise en étendant le terme en 7~* de la métrique
ALE). La raison est que I'infini conforme de la métrique doit étre modifié pour

que la dégénérescence ait lieu comme décrit dans la derniére section de [Biql3].

Remarque B.3. Cette forme explicite de la métrique et son développement asymp-
totique quand n — 0 converge effectivement vers une métrique plate dans ’anneau
de basse courbure et vers une métrique hyperbolique a l'infini. L’anneau de basse
courbure A(e) est la région ou 3—125*1 < r < 32n~ e et la métrique a un développe-
ment convergeant en puissances de 1? et r? dans cette région, I'erreur est méme en
n?r? 4+ r=* comme prévu par le théoréme 3.42. L’expression entiére est en réalité

analytique en r? et en n? dans nos coordonnées.

2 L’ordre de précision suivant

Nous pouvons de plus calculer le terme suivant du développement de 32? gre(1+
7°) = ger(V2) + 1°hs + O(n*), avec

4 6 4 2
h:r(—Sr — 3t 4 127 —|—20>d2_r6—|—37“4—127“2—4 > (B.7)
> 6ri — 4 ' 247 o '




254 Chapitre B. Dégénérescence des métriques AdS-Taub-Bolt

qui est solution de I’équation dgEH(\/?) Ric(hy) = —3ger(V/2). Le 2-tenseur hy est
de plus asymptotique lorsque » — +00 au 2-tenseur quadratique
5 r?

H, = —6T2d7”2 — ﬂﬂa%,
qui est bien le terme quadratique de la métrique grp(l) en r = 0 et satisfait
donc d,, Ric(Hy) = —3¢.. En effet, en appliquant une fois de plus le changement
de variable ?* = u? — 1 a l'expression (B.3), et aprés avoir estimé E; = % et
F(VT+72) =1 == 4 O(r*), nous trouvons
r? r? N 24O 5 T

d —(a3+0a3), (B8
r4—%+0(r8)1+7‘2 m 472 041—1-4(042—1—043), (B.8)

gre(1) =

qui a le développement

1 5 §
gre(1) = dr* + 17“2(04% + a2 +ad) —r? (60l7“2 + ;40@) +O(r*) (B.9)

= gr4/z, T Hy + O(T_s). (B.lO)

On vérifie de plus que la courbure a la singularité R*/Z, satisfait Ric’ = 0 car la

métrique est d’Einstein et que dans les bases habituelles de €24, nous avons

car la courbure est autoduale, et finalement

0

0
R = 0

N[O

Y

o O O

3
0 =3

a un noyau de dimension 1 et donc det R*™ = 0. On retrouve bien que la mé-
trique d’Eguchi-Hanson apparait dans la direction du noyau de dimension 1 de
I’endomorphisme de courbure de grp(1) a son point singulier comme attendu par
[Biq13].

Remarque B.4. L’espace limite grp(1l) est autodual (c’est-a-dire qu'il satisfait
W~ = 0), mais ce n’est pas le cas des métriques grp(s) pour s > 1. Une ma-
niere de s’en convaincre pour s — 1 < 1 est de remarquer que sur la partie proche

de 73(8;1)2 geH, la courbure est proche de celle de 3(s—1)* gem qui est anti-autoduale,

)
2
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et que sur la partie proche de grp(1), la courbure est presque autoduale.

Les variations de I'infini conforme sont aussi uniquement des changements de
la partie en o de la métrique pour un choix naturel de représentant de la métrique

conforme.
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RESUME

Nous étudions la complétion de I'ensemble des métriques d'Einstein a volume normalisé
en dimension 4. Leurs dégénérescences ont été observées dans les années 70 et
comprises au sens de Gromov-Hausdorff dans les années 80. Nous montrons que toute
métrique d'Einstein proche au sens de Gromov-Hausdorff d'une métrique singuliére est le
résultat d'un processus de recollement-perturbation que I'on développe. Cette nouvelle
description nous permet d'étendre une obstruction observée par Biquard au cadre
général autorisant la formation d'arbres de singularités en un nombre arbitraire de points
et en supposant une simple proximité de Gromov-Hausdorff. Elle rend aussi possible de

MOTS CLES

Variétés d'Einstein, Compacité, Dimension 4, Espace de modules

ABSTRACT

We study the completion of the set of unit-volume Einstein 4-manifolds. Their
degenerations were observed in the 70's and understood in the 80's in a Gromov-
Hausdorff sense. We prove that any smooth Einstein 4-manifold close to a singular one in
a mere Gromov-Hausdorff sense is the result of a gluing-perturbation procedure that we
develop. This new description lets us extend Biquard's obstruction to a general setting,
allowing multiple singularities and trees of singularities and only assuming a Gromov-
Hausdorff convergence. This enables the construction of new Einstein metrics and also
sheds light on the structure of the moduli space of Einstein 4-manifolds near its boundary.
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