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Introduction

Contexte scientifique

Microbiote intestinal et interactions hôte-microbiote

La physiologie et la santé de l’homme dépendent des activités des cellules humaines,
mais aussi de celles de communautés de micro-organismes qui lui sont associées, appelées
microbiotes, et de leurs interactions constantes et mutuelles. Ainsi, les fonctions du tube
digestif que sont la digestion ou la protection contre des pathogènes sont assurées de façon
indissociable par les cellules humaines et par le microbiote intestinal. Certains pathogènes
(salmonelles, Escherichia coli enterrohémorragique, Shigella) doivent perturber la sym-
biose entre l’hôte et le microbiote pour pouvoir coloniser l’hôte, entrainant des infections
graves. L’état du microbiote intestinal peut même altérer l’état psychique de l’hôte. C’est
dans la partie distale de l’intestin (le côlon) que ce microbiote, principalement composé de
bactéries chez l’homme, est le plus important. Du côté de l’hôte, la muqueuse intestinale
est composée notamment de cellules immunitaires et épithéliales.

Un épithélium est un fin tissu constitué de cellules étroitement juxtaposées qui couvrent
la surface externe ou les cavités internes de nombreux organes (par exemple, l’épiderme
de la peau ou l’épithélium respiratoire qui tapisse les voies aériennes). L’épithélium in-
testinal est la première couche de cellules qui séparent le microbiote et le reste du corps.
Chez les Mammifères, sa surface est structurée en un nombre extrêmement élevé d’in-
vaginations appelées cryptes (cryptes coliques lorsqu’il s’agit du colon). La population
de cellules épithéliales est spatialement structurée dans les cryptes et englobe différentes
sous-populations. La compréhension des interactions hôte-microbiote, liées tout à la fois
à la composition et la diversité en termes d’espèces de micro-organismes (de l’ordre du
millier chez l’homme), l’activité métabolique du microbiote et à la physiologie de l’hôte,
est un enjeu important en santé humaine et animale. Par exemple, les maladies inflamma-
toires de l’intestin sont associées à un état de déséquilibre du microbiote appelée dysbiose
qui n’ont pas encore de traitements efficaces.

La composition du microbiote est le résultat d’un processus complexe de sélection
par l’hôte. Par la concentration de nutriments dans le tube digestif, la vitesse du transit
intestinal, l’anaérobie ou l’action du système immunitaire, l’hôte régule la croissance du
microbiote et définit une niche écologique que seules certaines espèces de micro-organismes
pourront occuper. Ce processus de sélection est par exemple à l’oeuvre lors de l’établis-
sement d’un microbiote adulte dans les premières années de la vie humaine.

L’étude des interactions hôte-microbiotes repose sur différents modèles biologiques :
des animaux dont on manipule la flore intestinale (animaux conventionnels, axéniques ou
gnotobiotiques, de diverses espèces), et plus récemment des modèles in vitro (organoïdes
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8 INTRODUCTION

intestinaux). La description du microbiote passe par l’acquisition de données omiques ;
l’état de la muqueuse intestinale peut être analysée par microscopie ou via des données
omiques (voir des données single cell) ; et un grand nombre de variables peuvent en-
core être mesurées à l’échelle de l’hôte (concentration sanguine d’une hormone, données
comportementales). Ces études produisent donc des données très variées, pour plusieurs
échelles spatiales (de la cellule, de la crypte, du côlon) et temporelles.

Organisation de la crypte colique

La crypte intestinale est l’unité la plus simple du dialogue hôte-microbiote. C’est
le siège de mécanismes cruciaux pour la physiologie de l’hôte comme l’absorption de
nutriments, la détection de bactéries pathogènes et certains mécanismes de la réponse
immunitaire innée. Indépendamment du microbiote, la crypte intestinale est également
très étudiée en tant que tissu épithélial, qui sont des systèmes de choix dans l’étude des
tissus biologiques.

L’épithélium de la crypte colique est constitué de plusieurs types cellulaires : cellules
souches, progénitrices, cellules en gobelet et entérocytes pour les principaux. Les cellules
épithéliales migrent de la base vers le sommet de la crypte où elles sont extrudées. Les
cellules souches et progénitrices situées à la base de la crypte se divisent constamment
et alimentent ce flux de cellules. L’épithélium du colon humain se renouvelle ainsi en
une dizaine de jours. Durant leur migration, les cellules épithéliales se différencient pour
assurer les fonctions d’absorption (entérocytes) et de protection (cellules en gobelet) de
l’hôte. La régulation de l’identité cellulaire est donc essentielle pour le fonctionnement
de la crypte. Cette régulation repose sur des interactions locales entre cellules voisines
(inhibition latérale de la voie Notch) et des signaux dont l’intensité varie à l’échelle de la
crypte (concentration en Wnt ou en dioxygène).

Interactions hôte-microbiote dans la crypte colique

L’activité des cellules épithéliales est essentielle dans la constitution de la niche éco-
logique du microbiote. Par exemple, la consommation du dioxygène par le métabolisme
des cellules épithéliales permet de maintenir l’anaérobie dans la lumière du côlon et donc
empêche la croissance de certains micro-organismes. Les cellules épithéliales produisent
des peptides antimicrobiens qui ciblent spécifiquement certaines espèces et servent de
sentinelles de la réponse immunitaire pour garder le microbiote sous contrôle. Enfin, la
couche de mucus sécrétée par les cellules en gobelet agit à la fois comme barrière phy-
sique en empêchant le contact entre les bactéries pathogènes et l’épithélium, et comme
niche écologique en favorisant la croissance de certaines espèces bactériennes capables de
consommer le mucus. A l’inverse, l’activité du microbiote modifie l’expression génétique
et le métabolisme des cellules épithéliales, ce qui se répercute dans les proportions des
différents types de cellules épithéliales et la morphologie des cryptes. L’action du buty-
rate est un exemple de couplage fort entre l’épithélium et le microbiote. Le butyrate est
produit par des micro-organismes anaérobes et métabolisé par les cellules épithéliales en
consommant du dioxygène, ce qui favorise la croissance des micro-organismes anaérobes et
clôt la boucle de rétroaction. L’étude du dialogue hôte-microbiote a véritablement explosé
durant la dernière décennie et des mécanismes d’interaction entre cellules épithéliales et
microbiote restent encore à découvrir.
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Modélisation de la crypte intestinale et des interactions hôte-microbiote

Plusieurs modèles de crypte intestinale ont déjà été formulés. Les modèles les plus
réalistes (et les plus récents) sont des modèles individus-centrés des cellules épithéliales de
la crypte de l’intestin grêle ou d’organoïdes intestinaux. Ces modèles sont construits pour
réaliser des simulations numériques et ne possèdent pas de cadre mathématique rigoureux,
ce qui en limite l’utilisation. Il existe également des modèles continues dans lesquels
la représentation des phénomènes biologiques est simpliste. La dérivation d’un modèle
macroscopique a partir d’un modèle individu-centré a été réalisée dans quelques études
mais pas de manière rigoureuse et à partir de modèles individu-centrés très simples. De
plus, ces modèles de crypte sont appliqués à la cancérologie et ne modélisent pas l’action
du microbiote. Par ailleurs, il existe des modèles macroscopiques décrivant la dynamique
du microbiote dans la lumière intestinale, mais l’action de l’épithélium intestinal y est
très sommairement représentée.

Environnement scientifique

Cette thèse à l’interface des mathématiques et de la biologie s’est déroulée sur le
site INRAE de Jouy en Josas, en collaboration entre le laboratoire de mathématiques
appliquées MaIAGE et l’équipe Probihôte de l’institut MICALIS. L’équipe ProbiHôte
est spécialiste de l’étude des interactions entre l’hôte et le microbiote intestinal et la
laboratoire MaIAGE regroupe de nombreux modélisateurs et possède une expérience
dans la modélisation du microbiote.

Problématique de la thèse et principales réalisations

La compréhension des interactions hôte-microbiote nécessite de confronter des obser-
vations variées, portant sur plusieurs compartiments (l’épithélium intestinal, le système
immunitaire, le microbiote) qui sont chacun d’une grande complexité. Ces observations
sont en outre difficiles et coûteuses à acquérir, lorsqu’il s’agit par exemple de manipu-
ler la flore intestinale d’animaux. Or les dimensions de la crypte (quelques centaines de
cellules) et les nombreuses connaissances accumulées sur son fonctionnement incitent à
entreprendre une modélisation détaillée de son fonctionnement. L’utilisation de modèles
devrait permettre de mettre rigoureusement en relation des observations de nature di-
verse, de tester qualitativement certaines hypothèses de travail, et même d’en proposer
de nouvelles. L’utilisation pour les modèles d’un formalisme rigoureux permet de plus
de contrôler les erreurs de modélisation, d’approximation, et d’envisager l’inférence de
paramètres. Or un tel modèle des interactions entre l’hôte et le microbiote à l’échelle de
la crypte intestinale n’existe pas. Cette thèse consiste donc à 1) proposer une première
approche de modélisation pour mieux représenter et comprendre les processus de dia-
logue, d’équilibre ou de déséquilibre entre les cellules épithéliales et le microbiote dans
les cryptes intestinales du côlon, 2) formaliser un cadre rigoureux de modélisation pour
pouvoir mettre en oeuvre des méthodes mathématiques d’analyse asymptotique et de
simplification de modèle, afin de dériver des modèles limites sous l’effet d’un petit para-
mètre.
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Durant cette thèse, nous avons construit un modèle individu-centré des cellules épithé-
liales interagissant avec des métabolites qui diffusent, sous la forme d’un processus mar-
kovien déterministe par morceaux (PDMP). La convergence du modèle individu-centré
stochastique vers un modèle déterministe sous l’hypothèse d’une grande population est
démontrée. Un second modèle limite est dérivé formellement lorsqu’en plus la taille des
cellules épithéliales tend vers 0. La recherche de de ces modèles alternatifs est motivée
par la possibilité de réaliser des simulations beaucoup plus rapides, afin d’éclairer le fonc-
tionnement du modèle individu-centré ou de le coupler à un modèle du côlon. Ces trois
modèles sont implémentés, la convergence des modèles est illustrée numériquement, et les
simulations du modèle individu-centré sont confrontées aux connaissances biologiques.

Construction d’un modèle individu-centré de cellules épithéliales en inter-
action avec des métabolites issues de l’activité du microbiote

On modélise la population de cellules comme un processus à valeur de mesure ponc-
tuelle sur l’espace des positions dans la crypte et des types cellulaires. Les cellules migrent
dans la crypte du fait des interactions mécaniques locales. Les évènements de division,
différenciation et mort cellulaire sont modélisés par des évènements aléatoires de sauts.
La forme des taux de sauts repose sur les hypothèses biologiques de régulation de ces
phénomènes. L’action du microbiote est modélisée par la présence d’espèces chimiques
(métabolites produits par les micro-organismes) diffusant dans la crypte et qui influencent
l’activité des cellules. Les cellules sont capables de dégrader ces métabolites. Les condi-
tions de bords des équations de réaction-diffusion des métabolites reflètent les concen-
trations dans la lumière du tube digestif ou dans le milieu intérieur et modélisent donc
respectivement l’action du microbiote et de l’hôte. L’écriture du modèle se veut générale
et il pourrait être adapté à d’autres contextes biologiques.

Obtention de modèles limites et illustration numérique de la convergence

On prouve la convergence en loi du modèle individu-centré renormalisé vers un modèle
déterministe de densité de cellules de type self-aggregation lorsque l’on fait tendre la
taille de la population vers l’infini et que les termes d’interactions entre cellules sont
renormalisés par le même paramètre. On fait tendre dans un second temps la taille des
cellules vers 0 dans le modèle de self-aggregation et on montre formellement l’obtention
d’un second modèle pour l’évolution de la densité de cellules, du type de l’équation des
milieux poreux.

Implémentation numérique

Ces trois modèles sont implémentés numériquement, en faisant appel à des méthodes
numériques adaptées à chaque modèle : le PDMP est résolu en mettant en oeuvre une
méthode de Gillespie, le modèle de self-aggregation est résolu comme une équation de
transport non linéaire, avec un schéma différence fini décentré-amont. Le modèle des mi-
lieux poreux est résolu comme une équation de diffusion non linéaire, en reportant la
non linéarité sur la dérivée temporelle. Les deux convergences sont illustrées numérique-
ment. Diverses expériences numériques sont réalisées avec le modèle individu-centré pour
appréhender son comportement et le confronter à la réalité biologique.
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Plan de la thèse

Le chapitre 1 est une revue bibliographique du fonctionnement de l’épithélium de la
crypte intestinale et de ses interactions avec le microbiote. Le chapitre 2 fait l’état de l’art
des modèles de crypte intestinale et des modèles d’interaction hôte-microbiote. Le chapitre
3 présente notre modèle de crypte intestinale en interaction avec des espèces chimiques,
ainsi que les deux modèles limites étudiés pendant la thèse. Le chapitre 4 formule le
modèle du chapitre précédent dans le cadre des PDMPs, et présente l’obtention des deux
modèles limites : rigoureusement pour le modèle de self-aggregation, et formellement
pour le modèle des milieux poreux. Enfin, dans le chapitre 5, on réalise une exploration
numérique du modèle individu-centré et on illustre la convergence vers les modèles limites.





Chapitre 1

Contexte biologique : dynamique des cryptes intestinales et
interactions avec le microbiote

Nous allons présenter le contexte biologique de ce travail de modélisation sur les inter-
actions hôte-microbiote dans le côlon. Dans la partie 1, nous introduirons les protagonistes
et quelques termes de vocabulaire, dans la partie 2, nous présenterons le fonctionnement
de la crypte intestinale, puis nous verrons partie 4 le rôle du microbiote dans le fonctionne-
ment des cryptes et, réciproquement, comment les cryptes influencent le microbiote dans
la partie 3. La recherche sur les interactions hôte-microbiote est un domaine florissant, la
littérature sur le sujet est pléthorique et nous ne visons pas ici à l’exhaustivité. Nous nous
sommes concentrés sur les interactions qui peuvent se décrire, côté hôte, à l’échelle de
la crypte intestinale sans recourir à une simplification excessive. Par exemple nous avons
volontairement ignoré le système immunitaire de l’hôte qui joue pourtant un rôle crucial
dans ces interactions. Tous les phénomènes présentés ici ne seront pas nécessairement
repris dans le modèle mais cela pourrait être l’objectif de travaux ultérieurs.

1. Introduction

Le côlon est le lieu principal des interactions hôte-microbiote dans le corps humain.
Ces interactions sont liées aux différents types cellulaires des tissus intestinaux, et sont
principalement localisées dans une structure propre à l’intestin : la crypte intestinale.
Différents modèles expérimentaux permettent l’étude de ces interactions.

Structure et fonction du côlon. Le côlon est la partie terminale de l’appareil di-
gestif chez les mammifères. La plupart des données expérimentales chez les mammifères
viennent de la souris, du rat et de l’homme et, dans cette synthèse, nous ne nous restrei-
gnons pas à l’un ou l’autre de ces organismes. Chez l’homme, le côlon mesure environ
1, 5 m de long, et 4 cm de diamètre. Dans la lumière du côlon transite le chyme alimentaire
formé du mélange des restes de nourriture partiellement digérés, d’eau et de sécrétions de
l’appareil digestif. Dans le chyme prospère également de nombreux micro-organismes (ar-
chées, bactéries, champignons et virus) dont l’ensemble constitue le microbiote intestinal
du côlon, que nous désignerons simplement par microbiote, ou flore intestinale. Le côlon
est la portion du système digestif qui abrite le plus grand nombre de micro-organismes,
avec des densités de bactéries atteignant 1011 bactéries par gramme de contenu dans la
partie distale (terminale) du côlon. Lorsque le chyme atteint le côlon, l’essentiel des nu-
triments et de l’eau a déjà été absorbé. Le côlon ne sécrète pas d’enzymes digestives, son
rôle est d’absorber l’eau restante et des produits issus de l’activité du microbiote. En effet,
le microbiote dégrade pour sa propre croissance les nutriments restants dans le chyme,
et certains des produits de cette dégradation sont absorbés par l’hôte, ce qui constitue
l’un des rôles bénéfiques de la présence du microbiote pour l’hôte. Par exemple des vi-
tamines sont produites en quantité non-négligeable par le microbiote. Dans cette thèse,
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nous nous intéresserons en particulier aux acides gras à chaîne courte (ou SCFAs pour
Short Chain Fatty Acids) : acétate, lactate, propionate et butyrate. Ces acides gras sont
majoritairement issus de la fermentation par les micro-organismes de fibres alimentaires
que l’hôte ne peut autrement pas digérer. Ils sont récupérés par l’hôte et constituent un
apport calorique important.

Organisation en couches de la paroi intestinale. La paroi du tube digestif est
formée de plusieurs couches de tissus, notamment de tissu conjonctif qui assure l’intégrité
de la structure, abrite les vaisseaux sanguins et lymphatiques, et de tissu musculaire
(muscles lisses) qui assure le transit intestinal. La couche la plus interne de la paroi est
la muqueuse intestinale. On distingue encore trois couches dans la muqueuse intestinale.
De la plus externe à la plus interne, on trouve la lamina propria, la membrane basale
et enfin l’épithélium. L’épithélium intestinal est une monocouche de cellules qui tapisse
continûment l’intérieur du tube digestif. Les cellules épithéliales reposent sur la membrane
basale qui est une fine couche dense de fibres de la matrice extracellulaire (collagène,
intégrines, etc). Enfin, la lamina propria (ou stroma) est une couche de tissu conjonctif
peu dense formée de fibres de la matrice extracellulaire ayant un rôle mécanique, de
vaisseaux sanguins et lymphatiques et d’une variété de cellules, notamment immunitaires.

La crypte intestinale : unité de base des interactions hôte-microbiote. L’épi-
thélium intestinal et la membrane basale du côlon sont repliés sur eux-mêmes de manière
périodique et très dense. Le plus petit motif dans ce repliement est la crypte intestinale.
Une crypte intestinale est un repliement de l’épithélium et de la membrane basale ayant
approximativement la forme d’un tube à essai ouvert sur la lumière intestinale ; le vide
au centre de ce tube à essai est appelé lumière de la crypte. Le sommet des cryptes est
évasé et l’épithélium et la membrane basale de chaque crypte se joignent au sommet
des cryptes. Il y a donc bien une couche continue de cellules épithéliales associées à la
membrane basale séparant le milieu extérieur du milieu intérieur de l’hôte. L’ensemble
des cryptes est pris dans la lamina propria. Dans le côlon d’une souris adulte, on compte
autour de 250 cryptes/mm2 de paroi intestinale [84], et la profondeur d’une crypte est
d’environ 200 µm de profondeur [88]. On trouve également des cryptes intestinales à la
structure proche dans la muqueuse de l’intestin grêle, qui est la portion de tube digestif
située en amont du côlon. Les cryptes de l’intestin grêle sont mieux connues que celles
du côlon, et de nombreux mécanismes sont d’abord découverts dans l’intestin grêle puis
retrouvés dans le côlon. Dans cette synthèse, nous traiterons donc parfois des cryptes de
l’intestin grêle. Dans l’intestin grêle, la muqueuse intestinale présente de plus des pro-
trusions appelées villosité. Ce sont des sortes de cryptes inversées, qui s’étendent dans
la lumière intestinale. Chaque villosité est entourée en moyenne par 8 cryptes, et a une
hauteur de 600 µm (200 µm) dans l’intestin grêle proximal (distal) d’une souris adulte
[92]. Les figures 1 et 2 présentent des images d’épithélium obtenues par microscopie. La
figure 4 p.26 donne une représentation schématique de l’organisation de la crypte.

Des modèles animaux pour l’étude des interactions hôte-microbiote. Pour
l’étude des interactions hôte-microbiote, de nombreuses expériences reposent sur la ma-
nipulation de la flore intestinale de l’hôte. On parle alors d’un animal :

• conventionnel si sa flore intestinale n’est pas modifiée depuis la naissance ;
• axénique si sa flore intestinale a été totalement supprimée depuis la naissance ;
• gnotobiotique si sa flore intestinale est contrôlée et connue dans son entièreté. Il
s’agit en général d’animaux nés axéniques et que l’on a ensuite colonisé avec des
micro-organismes sélectionnés.
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Figure 1. Coupe transversale de côlon murin. Image de Claire Cher-
buy (ProbiHôte INRAE).

• Specific-Pathogen-Free (SPF) si sa flore est dépourvue de certains pathogènes
particuliers.

L’obtention d’animaux dont les flores intestinales sont ainsi modifiées nécessite un pro-
tocole expérimental complexe et des infrastructures scientifiques importantes.

L’organoïde : modèle in vitro de la crypte intestinale. Enfin, un autre modèle
expérimental dont nous parlerons sont les organoïdes. Il s’agit d’une technique de culture
cellulaire en trois dimensions mise au point en 2008 pour des cellules du cortex cérébral,
puis en 2009 pour des cellules de l’épithélium intestinal [75]. On recueille des cellules
souches pluripotentes de l’organe que l’on souhaite étudier et on les met en culture dans
un substrat mimant la matrice extra-cellulaire (en général du Matrigel). Dans les bonnes
conditions, ces cellules souches prolifèrent, se différencient, et vont former une structure
d’au plus quelques millimètres qui s’apparente à une miniature de l’organe d’origine. La
figure 3 montre la structure d’un organoïde intestinal. Dans l’organoïde, différents types
cellulaires de l’organe d’origine sont présents, avec une organisation spatiale correcte et
certaines fonctions d’origine peuvent être reproduites (filtration, contraction, etc). Les
organoïdes sont un système plus proche du in vivo que les méthodes de culture cellulaire
traditionnelle, dans lesquelles on observe en général moins de types cellulaires différents
et une organisation spatiale plus simple. De plus, l’observation de la formation des orga-
noïdes à partir de quelques cellules souches est riche d’enseignement pour la biologie du
développement.

Ainsi, la crypte intestinale peut-être considérée comme l’unité de base des interac-
tions hôte-microbiote : elle est le lieu du renouvellement des cellules épithéliale et de
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Figure 2. Epithélium murin de l’intestin grêle. Image de Claire
Cherbuy (ProbiHôte INRAE).

leur régulation, notamment par des métabolites bactériens. Des modèles expérimentaux
permettent d’étudier finement le devenir des cellules intestinales in vitro (les organoïdes),
alors que des modèles animaux permettent de vérifier l’impact du microbiote à l’échelle
de l’hôte tout entier.

2. Fonctionnement de l’épithélium intestinal à l’échelle
de la crypte

La crypte intestinale est un lieu riche en types cellulaires et en mécanismes de régula-
tion. Une connaissance des grands principes de la dynamique des cryptes intestinales et
des acteurs en présence est nécessaire pour sélectionner les mécanismes principaux devant
être inclus dans le modèle. Le devenir des cellules des cryptes intestinales est intensive-
ment étudié, notamment pour des applications en cancérologie : il s’agira pour nous de
ne conserver que les mécanismes principaux de régulation, ainsi que ceux impliquant le
microbiote intestinal. Le métabolisme des cellules épithéliales n’est pas discuté ici mais
dans la partie 4.1.

2.1. Organisation de la crypte

Nous allons d’abord présenter les principaux types cellulaires de l’épithélium de la
crypte, leur localisation, leur migration le long de la crypte, ainsi que leurs interactions
(différenciation et régulation).
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(a) Un organoïde intestinal de 3 semaines.

(b) Croissance d’un organoïde à
partir d’une crypte isolée.

Figure 3. (A,d) : les cellules souches Lgr5+ (vert) sont situées à l’extré-
mité de bourgeon rappelant les cryptes. D’autres types cellulaires spéci-
fiques sont présents mais ne sont pas marqués : cellules de Paneth à l’ex-
trémité des bourgeons, et cellules à mucus en contact avec le lumen. En
rouge : noyaux cellulaires. Barre blanche : 50 µm. (A,e) : représentation
schématique d’un organoïde d’intestin grêle. La structure est similaire pour
les organoïdes coliques. (B) : un petit groupe de cellules épithéliales, conte-
nant des cellules Lgr5+ est isolé et mis en culture. Les flèches désignent les
cellules de Paneth. Reproduits avec permission de [111]
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Biogéographie de la crypte. L’épithélium de la crypte intestinale est organisé
en différentes zones comme le montre la fig.4 p.26. Les cryptes ont, à l’homéostasie,
une profondeur de 200 µm (100) dans le côlon distal (proximal) murin [88]. Au total,
une crypte du côlon distal murin contient de l’ordre de 700 cellules épithéliales [116].
L’organisation des cryptes de l’intestin grêle est similaire, avec une profondeur de 150 µm
[17]. A la base de la crypte, c’est-à-dire dans la partie la plus éloignée de la lumière
intestinale et du microbiote, se trouve la niche des cellules souches. Ces cellules souches
se divisent et les cellules produites migrent vers le sommet de la crypte. Au cours de cette
migration, les cellules se différencient et, une fois arrivées au sommet de la crypte, elles se
détachent de l’épithélium et disparaissent dans la lumière du tube digestif. Dans l’intestin
grêle, la migration s’achève au sommet des villosités où les cellules desquament également.
Ce phénomène est rapide puisque l’épithélium se renouvelle ainsi, chez la souris, en 3 à 5
jours dans l’intestin grêle [8] et une semaine dans le côlon.

Niche des cellules souches. Plus précisément, la niche des cellules souches est occu-
pée par des cellules souches Lgr5+ et des cellules Deep Crypt Secretory (DCS, ou cellules
Reg4+) qui soutiennent l’activité des cellules souches. Dans l’intestin grêle, il n’y a pas
de cellules Reg4+ mais des cellules aux caractéristiques proches appelées cellules de Pa-
neth [108]. Les cellules Lgr5+ donnent naissance à l’ensemble des cellules de l’épithélium
intestinal selon le processus de différenciation présenté fig. 4.

Zone des cellules progénitrices. En migrant hors de la niche des cellules souches,
les cellules entrent dans la zone de prolifération. A ce stade, les cellules ont entamés
leur différenciation et sont devenus des cellules progénitrices (ou Transit Amplifying, TA,
ou précurseures) spécifiées en différents types : progénitrice absorptive qui donneront les
entérocytes, progénitrice sécrétoire qui donneront les cellules à mucus, ou progénitrice
des cellules Reg4+ [8]. Les cellules progénitrices se divisent, plus rapidement que les
cellules souches, ce qui permet le renouvellement de l’épithélium. Au fur et à mesure
de leur migration vers le sommet de la crypte, les cellules progénitrices acquièrent les
caractéristiques terminales des entérocytes ou des cellules à mucus (appelées également
cellules caliciformes ou cellules en gobelet). La différenciation des cellules précurseures
est un phénomène progressif et il semble exister des stades intermédiaires entre précur-
seures et cellules différenciées. On considère qu’au-delà du tiers inférieur de la crypte, les
cellules progénitrices ont entamé leur différenciation. Les progénitrices des cellules Reg4+

migrent elles en sens inverse, vers la niche des cellules souches, par des mécanismes encore
mal compris. Des types cellulaires plus rares comme les cellules entéroendocrines, qui sé-
crètent des hormones, ou les cellules tuft, ayant un rôle immunitaire, peuplent également
l’épithélium mais nous ne nous ne les mentionnerons pas davantage. Des études récentes
[8, 118] ont montré, dans l’intestin grêle, que la différenciation est parfois réversible.
Dans ces expériences, les cellules souches Lgr5+ sont éliminées spécifiquement et on as-
siste alors à une dédifférenciation des progéniteurs du bas de la crypte qui retournent
à un état de cellules Lgr5+ ce qui permet la survie de la crypte. Il s’agit d’un exemple
intéressant où l’identité cellulaire n’est pas déterminée de manière intrinsèque à la cellule
mais semble dépendre de variables environnementales. Ces expériences de destruction
d’un type cellulaire spécifique (voir aussi [70, 127, 17]) illustrent de plus la résilience de
la crypte. Il reste de nombreuses interrogations concernant la différenciation des cellules
et certains types cellulaires de l’épithélium sont toujours mal caractérisés. L’arrivée du
séquençage de cellule unique (single cell) pourrait apporter des avancées importantes sur
ces questions [55, 127].
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Entérocytes et cellules à mucus. Les entérocytes sont impliqués dans la nutrition.
Ils absorbent les nutriments présents dans la lumière intestinale, notamment les acides
gras produits par le microbiote. Ils modifient également le gradient osmotique de part
et d’autre de l’épithélium en sécrétant ou absorbant des ions. De l’eau est ainsi sécrétée
dans le tube digestif au niveau de l’intestin grêle pour faciliter le transit intestinal, qui
est ensuite réabsorbée au niveau du côlon. Les cellules à mucus produisent et sécrètent le
mucus. L’épithélium intestinale est en effet recouvert d’une couche de mucus. Le mucus
est un réseau de polymères hydratés, dont le diamètre des mailles augmentent en s’éloi-
gnant de l’épithélium. Il permet la lubrification du chyme pour faciliter le transit. Il agit
également comme un filet qui empêche les micro-organismes, potentiellement pathogènes,
d’entrer en contact physique avec l’épithélium. La partie la plus interne de la couche de
mucus du côlon, où le diamètre des mailles empêche la pénétration des bactéries, a une
épaisseur de 50 µm (200 µm) chez la souris (l’humain) [12]. Enfin, la couche de mucus
abrite dans sa partie externe des bactéries qui se sont spécialisées dans sa dégradation.
Dans l’intestin grêle, le mucus recouvre également l’épithélium mais la taille des pores est
plus importante que dans le côlon et permet théoriquement la pénétration de bactéries
[12].

En résumé, les cellules souches, localisées dans une niche située à la base de la crypte, se
différencient en cellule progénitrices qui prolifèrent et migrent vers la lumière intestinale.
Parallèlement, les cellules progénitrices vont acquérir leur type final : soit des entérocytes,
spécialisées dans l’absorption de nutriments, soit des cellules à mucus qui entretiendront
la couche de mucus intestinal.

2.2. La niche des cellules souches

Les cellules souches sont à la base du cycle de renouvellement des cryptes intesti-
nales. Elles sont maintenues dans un environnement très spécifiques, la niche des cellules
souches.

Structure de la niche des cellules souches. La niche des cellules souches désigne
le micro-environnement où se trouve les cellules souches, et qui est nécessaire à leur
maintient. C’est un environnement finement régulé, délimité spatialement, caractérisé
par les concentrations de molécules issues notamment de l’activité des cellules Reg4+ (ou
de Paneth) et des cellules stromales voisines. Chez la souris, on compte en moyenne dans
le côlon distal 20 cellules Lgr5+ et 10 Reg4+ [108] ; dans le grêle, 14 cellules Lgr5+ et
10 cellules de Paneth [114]. Les cellules souches se divisent quotidiennement de manière
symétrique [8], c’est-à-dire que les deux cellules filles produites sont identiques et que ce
sont des évènements postérieurs qui détermineront les choix de différenciation de chaque
cellule. Le nombre de cellules souches restant à peu près constant, certaines des cellules
produites sont poussées hors de la niche et se différencient alors. L’évolution des lignées
cellulaires semble principalement stochastique, on parle de compétition neutre entre les
cellules souches (voir sec.2.5.3 chap.3).

Régulation des cellules souches dans l’intestin grêle. Le fonctionnement de la
niche des cellules souches dans l’intestin grêle, mieux connu que dans le côlon, repose
en grande partie sur les cellules de Paneth [109]. Les cellules souches et de Paneth sont
disposées en damier à la base de la crypte, ce qui pourrait être un moyen de maximiser
la surface d’échange entre ces deux types cellulaires [109]. Les cellules de Paneth ont une
durée de vie nettement plus longue que les autres cellules épithéliales, de l’ordre de 40
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jours. Elles sécrètent de nombreux facteurs de transcription qui influencent l’expression
génétique dans les cellules souches, comme l’epidermal growth factor (EGF) et TGF-α,
les ligands de Notch Dll1 et Dll4 ou Wnt3 (voir sec.2.3). Les cellules de Paneth coopèrent
également avec les cellules souches sur le plan métabolique (voir 4.1). De plus, elles ont
des caractéristiques mécaniques différentes des cellules souches (plus grandes, plus rigides
et elles adhèrent davantage à la membrane basale) ce qui semblent jouer un rôle dans
la formation et le maintien de la crypte (voir sec.2.5.1 chap.2). Des observations sur
des lignées de souris où les cellules de Paneth sont absentes des cryptes ont dévoilées
un fonctionnement normale des cellules Lgr5+ chez ces animaux [70]. Dans ce cas, il
semblerait que la sécrétion des facteurs de transcription est assurée par certaines cellules
stromales, des cellules tuft et entéroendocrines [127]. Les cellules de Paneth sont en
revanche indispensables à la croissance des organoïdes in vitro.

Régulation des cellules souches dans le côlon. Dans les cryptes coliques, les
cellules Reg4+ sont présentes à la base de la crypte et forment également un damier avec
les cellules souches Lgr5+ [108]. Ces cellules expriment en grande quantité les ligands
de Notch Dll1 et Dll4, ainsi qu’EGF mais elles n’expriment pas de Wnt à la différence
des Paneth. Contrairement à la situation dans l’intestin grêle, la destruction des DSC
entraîne la disparition des cellules Lgr5+ par apoptose et différenciation, et la perte de
leur localisation [108].

En résumé, les cellules souches sont maintenues à la base de la crypte, et sont prin-
cipalement régulées par les ligands Notch et les protéines Wnt, exprimés par des cellules
annexes impliquées dans la régulation des cellules souches : les cellules Reg4+ et les cellules
stromales dans le côlon.

2.3. Morphogènes et différenciation cellulaire

La figure 4 présente les voies de différenciation classique des cellules épithéliales. La
voie de différenciation suivie par une cellule ne semble pas être fixée à sa naissance mais
dépendre des concentrations locales en facteurs de transcription qu’elle rencontre, de
son environnement direct. Ainsi, dans l’intestin grêle de la souris, les cellules souches et
les progéniteurs sécrétoires ou absorptifs ont des transcriptomes clairement différenciés
mais l’état de leur chromatine est quasiment identique si l’on regarde l’acétylation ou
la méthylation des histones [71] : une modification rapide du transcriptome est encore
possible. Cela permet notamment des conversions entre voie sécrétoire et absorptive et un
meilleur équilibre des différentes types cellulaires. Concrètement, les cellules de la crypte
intestinale peuvent change de type en fonction de leur environnement, notamment en
fonction des concentrations des deux principaux facteurs de transcription dans la crypte :
Notch et Wnt.

2.3.1. Notch

Inhibition latérale. L’aspect de la régulation par Notch qui nous intéresse ici est
le phénomène d’inhibition latérale [107, 11]. Notch est une protéine membranaire, ses
ligands sont notamment Dll1 et Dll4. Lorsqu’elle interagit en trans avec un de ses ligands
(c’est-à-dire avec un ligand porté par la membrane d’une autre cellule), Notch active
dans sa propre cellule l’expression des gènes sous son contrôle. De plus, elle inhibe dans
sa propre cellule l’expression de ses ligands : c’est le mécanisme clef de l’inhibition latérale.
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Ainsi une cellule dont la voie Notch est activée en trans exprimera peu de ligands Notch.
La voie Notch des cellules voisines n’est alors pas activée, ce qui augmente l’expression des
ligands de Notch dans ces cellules. Une cellule dans laquelle l’expression des gènes activés
par la voie Notch est forte et l’expression des ligands de Notch est faible est dite "forte
en Notch". Une cellule qui exprime peu les gènes activés par la voie Notch et beaucoup
les ligands de Notch est dite "faible en Notch". Il y aurait donc une amplification des
fluctuations initiales dans l’expression de Notch et de ses ligands qui conduit à un motif
en damier de cellules faibles en Notch et fortes en Notch.

Cellules impliquées dans l’inhibition latérale. Dans la crypte, cette interaction
a lieu entre cellules de Paneth ou cellules DCS (faibles en Notch) [108] et les cellules
souches (fortes en Notch). L’activation des gènes sous le contrôle de la voie Notch em-
pêche la différenciation des cellules souches et permet donc leur maintient. L’inhibition
latérale régule également le partage entre les progéniteurs sécrétoires (Notch faibles) et
absorptifs (Notch forts) [107, 123]. Les progéniteurs absorptifs continuent à se diviser ce
qui expliquent qu’ils soient présents en plus grand nombre dans l’épithélium.

2.3.2. Wnt

Caractérisation des protéines Wnt. Les protéines Wnt interviennent classique-
ment dans la constitution de la niche des cellules souches chez les Mammifères. Ce sont
des protéines sécrétées (19 formes chez la souris [45]) qui agissent sur les cellules à courte
distance et sont indispensables à la prolifération cellulaire à la base de la crypte intesti-
nale. On distingue comme mode d’action les voies canonique et non-canonique. La voie
canonique passe par une augmentation de l’activité nucléaire de la β-caténine et c’est elle
qui est activée à l’homéostasie dans les cellules Lgr5+ [26]. La voie non-canonique peut
également être activée dans le côlon, par exemple pour régénérer l’épithélium suite à une
blessure [84].

Cellules productrices de Wnt dans l’intestin grêle. Les chercheurs ont pu iden-
tifier les cellules de la crypte sécrétrices de Wnt. Dans l’épithelium de l’intestin grêle de
la souris, l’analyse de l’expression d’ARNs [45] montre un enrichissement de la crypte
en Wnt3 ainsi qu’en Wnt6 et 9b dans une moindre mesure. De ces derniers, seul Wnt3,
exprimé par les cellules de Paneth, semble intervenir dans le maintien de la crypte. Ce-
pendant, en bloquant l’expression de Wnt3, le phénotype de l’intestin est inchangé. De
plus, l’expression de Wnt3 est indispensable au maintient des cellules Lgr5+ dans les
organoïdes. Ceci suggère une autre source de Wnt dans la crypte et un rôle pour les
cellules du mésenchyme. Elles expriment Wnt2b, 4 et 5a et, in vitro, seul Wnt2b permet
la formation d’organoïdes lorsque l’on bloque l’expression de Wnt3 par les cellules de
Paneth. Plus précisément, ce sont les cellules du mésenchyme Gli1+ qui produisent ce
Wnt supplémentaire dans l’intestin grêle de la souris (elles sont également présentes dans
le côlon, voir ci-dessous) [34]. Ces cellules semblent être sensibles au niveau de Wnt, car
lorsque l’on bloque la sécrétion de Wnt par les cellules de Paneth, le nombre de cellules
Gli1+ augmente via l’action de Hedgehog [34].

Cellules productrices de Wnt dans le côlon. Dans le côlon, Wnt n’est pas sécrété
par les cellules de l’épithélium, et il est notamment nécessaire de l’ajouter au milieu de
culture pour la formation d’organoïdes [26]. In vivo, les cellules du mésenchyme Gli1+

situées à la base des cryptes ont été identifiées comme la source du Wnt chez la souris [34].
En effet, en bloquant la sécrétion deWnt par ces cellules dans le côlon, il y a disparition des
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cellules souches, des cellules prolifératives et enfin de la structure même de cryptes [34].
Une expérience de séquençage d’ARNs single cell [34] montre que certaines des cellules
Gli1+ expriment Wnt2, Wnt2b, Wnt4 et Rspo3. L’expression de Wnt3 n’est en revanche
pas détectée [45] au niveau épithelial comme mésenchymal. Enfin, suite à un traitement
au Dextran Sulfate de Sodium (DSS), on constate une augmentation du nombre de cellule
Gli1+ et de la concentration en Rspo3 dans l’épithélium du côlon [34] afin sans doute de
stimuler la régénération de l’épithélium par la prolifération cellulaire.

Gradient de Wnt le long de la crypte. La mise en place du gradient de Wnt3 dans
les cryptes sur des organoïdes d’intestin grêle est analysée par [44]. Le Wnt3 secrété par
les cellules de Paneth ne diffuse pas dans le milieu mais est transféré (par un mécanisme
non élucidé) aux cellules adjacentes à la cellule de Paneth, proportionnellement à la
surface de contact. Le Wnt3 à la membrane d’une cellule souche est ensuite transmis aux
cellules filles lors de la division et sa concentration diminue progressivement par dilution
à la surface des cellules lors des divisions successives (il est aussi en partie dégradé). Les
auteurs estiment un pseudo-temps de demi-vie de 24 h pour le Wnt3 membranaire.

Hétérogénité de Wnt le long du côlon. Il existe des différences spatiales dans
l’expression du Wnt dans le côlon de la souris [88]. Des données de RT-PCR indiquent
que les gènes cibles de la voie canonique Wnt/β-caténine Axin2 et Ccdn1 ainsi que
Wnt5a et Wnt 11 (non canoniques) sont davantage exprimés du côté proximal, ce qui
semble indiquer une activité plus importante de Wnt dans la partie proximale, à la fois
canonique et non canonique. Cependant, Wnt8b (canonique) est lui plus exprimé du côté
proximal. Ceci est à comparer à des différences dans le fonctionnement et la structure
des cryptes : la vitesse de migration des cellules le long de la crypte est plus importante
dans la partie proximale mais les cryptes sont plus profondes dans la partie distale.
De manière intéressante, les mesures sur des souris axéniques semblent reproduire les
gradients d’expression observés (pourWnt5a, Wnt11 et Axin2 ) en présence du microbiote
mais avec des niveaux d’expression moindres. De plus, les cryptes sont moins profondes
chez les animaux axéniques pour une position identique dans le côlon.

En conclusion, les principaux régulateurs de la différentiation dans les cryptes in-
testinales, Notch et Wnt, suivent des mécanismes différents. Notch est impliqué dans
de l’inhibition latérale : des cellules forte en Notch (par exemple les cellules souches) in-
hibent les cellules voisines Notch-faibles (par exemple les cellules Reg4+), ce qui maintient
la distribution spatiale de ces différents types de cellule dans la crypte. A l’inverse, un
gradient de concentration de Wnt est observé le long de la crypte, assurant un différentiel
de régulation de la base au sommet.

2.4. Adhésion et reconnaissance intercellulaire

Un autre type de protéines membranaires est impliqué dans la spatialisation des cel-
lules de la crypte intestinale, les protéines Ephs.

Caractérisation des protéines Ephs. Les protéines Ephs et leurs ligands ephrins
sont des protéines membranaires activées lorsqu’elles se lient l’une à l’autre en étant porté
par la membrane de cellules différentes. On appelle signalisation forward la réponse in-
duite par l’activation d’Eph et signalisation reverse celle induite par l’activation d’ephrin.
Ces interactions ont un impact notamment sur l’adhésion ou la migration cellulaire et
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sont impliquées dans la formation de frontière entre tissus, le guidage des axones ou la
cicatrisation [117]. Dans la crypte, les contacts entre Eph et ephrin sont répulsifs.

Impact des protéines Ephs sur la structure spatiale des cryptes. Dans l’in-
testin grêle de la souris a été mis en évidence l’importance des protéines EphB2, EphB3
et de leurs ligands ephrin-B1 et ephrin-B2 pour la spatialisation de l’axe crypte-villosité
[9]. La β-caténine nucléaire, activée par la voie canonique de Wnt, augmente l’expression
d’EphB2 et EphB3 et diminue celle d’ephrin-B1 dans des cellules cancéreuses colorectales
[126]. La protéine EphB3 est exprimée dans tout le compartiment des cellules souches
(cellules de Paneth comprises) tandis qu’EphB2 est exprimé exclusivement par les cellules
souches. En aval, dans le compartiment de prolifération, l’expression d’EphB2 diminue
graduellement en s’approchant de la jonction crypte-villosité tandis qu’ephrin-B1 et -
B2 suivent une tendance inverse. Notamment, le KO d’EphB3 induit un positionnement
aléatoire des cellules de Paneth et le KO d’EphB2 altère le positionnement des cellules
différenciées. La structuration spatiale de la crypte de l’intestin grêle semble donc repo-
ser sur un tri actif des cellules en plus du mouvement passif lié à la desquamation des
cellules au sommet des villosités. Il faut cependant noter qu’un double KO EphB2 et
EphB3 n’empêche pas une maturation normale de l’épithélium (le gradient de β-caténine
notamment n’est pas perturbé) : ces molécules stabilisent mais ne semble pas définir
l’organisation de la crypte. Comme souvent en biologie, il semble exister une redondance
dans les mécanismes de régulation, qui permettrait de résister aux perturbations.

2.5. Mécanique cellulaire et effet barrière de l’épithélium

Effet barrière de l’épithélium. La forme des cellules et leur empilement sont cru-
ciaux dans le fonctionnement d’un épithélium [129]. Dans les poumons, l’épithélium est
une monocouche de cellules très fines (squamous epithelium) permettant ainsi une dif-
fusion optimale des gaz ; dans la peau, les cellules sont également aplaties mais forment
plusieurs couches qui résistent à l’abrasion ; dans la vessie, l’épithélium est multicouche et
la forme des cellules n’est pas régulière, permettant une extension du tissue. Dans l’épi-
thélium intestinal, les cellules forment une monocouche de cellules jointives liées entre
elles par des jonction serrées. Les cellules épithéliales ont une forme de prisme ou de scu-
toïde dans les régions courbées [49]. L’épithélium intestinal est en même temps une zone
d’absorption de l’eau et des nutriments, et une barrière infranchissable entre milieu inté-
rieur et extérieur pour les bactéries pathogènes mais aussi pour certaines molécules (grâce
aux jonctions serrés). La division et l’extrusion des cellules de l’épithélium nécessite alors
d’être finement régulée pour maintenir cet effet de barrière.

La division : moteur de la migration cellulaire ? Lors d’une mitose, le noyau
migre de sa position basale durant l’interphase à une position apicale. La cellule se
condense dans sa partie apicale, s’arrondit et n’est plus accrochée à la membrane basale
que par un basal process protéique. L’orientation du fuseau mitotique est majoritairement
parallèle à la surface apicale dans le compartiment transit amplifying et majoritairement
perpendiculaire à la base de la crypte [101]. A la base de la crypte, une fois la cytokinesis
achevée, les cellules filles se fraient un chemin jusqu’à la membrane basale et reprennent
une forme allongée. La question de l’origine du mouvement des cellules dans la crypte
est discutée par les biologistes, entre phénomène passif dû à la pression mitotique et/ou
migration active des cellules. D’après une étude récente [72], il semblerait qu’au sein de



24 1. CONTEXTE BIOLOGIQUE

la crypte, la migration est due à la pression mitotique tandis que sur les villosités de
l’intestin grêle, les cellules migrent activement.

L’extrusion : mécanisme majoritaire de mort cellulaire. Au sommet de la
crypte, un anneau multicellulaire d’actine se forme autour d’une cellule. Cette anneau
migre vers la partie basale de la cellule et la contraction élimine la cellule, en même temps
que les cellules voisines projettent des lamellipodes sous la cellule expulsée et reforment
ainsi des jonctions serrées [73, 94]. La perte de contact avec la membrane basale engendre
une réponse cellulaire qui aboutit à la mort de la cellule extrudée, c’est le phénomène
d’anoikis. Ce mécanisme est conservé du poisson-zèbre aux Mammifères et apparait in
vivo dans les zones de l’épithelium où les densités cellulaires sont les plus élevées (sommet
vs milieu de la crypte par exemple) et/ou les zones plus courbées [40]. Les mécanismes du
choix de la cellule à extruder ne sont pas encore compris. A l’homéostasie, 80 % des cellules
extrudées dans le côlon humain ne sont pas apoptotiques et sont encore viable lorsque mise
en culture rapidement (avant une mort par anoikis) [40]. L’extrusion puis l’anoikis est
donc la cause de mort majoritaire des cellules de l’épithélium à l’homéostasie. Les cellules
apoptotiques déclenchent cependant également ce mécanisme d’extrusion en signalant
aux cellules voisines, via la synthèse de sphingosine-1-phosphate [94]. L’extrusion des
cellules, si elles intervient en trop grande quantité, peut conduire à une rupture de la
barrière épithéliale qui est exploité par certains pathogènes comme Listeria. A l’inverse,
l’extrusion de cellules infectées par des bactéries peut également être un mécanisme de
défense de l’hôte et des bactéries telles que Citrobacter, Shigella ou Salmonella renforcent
l’adhérence à la membrane basale des cellules qu’elles infectent [94]

Piezo1 : un canal calcique sensible aux contraintes mécaniques. Dans le cas
de l’extrusion de cellules viables, le rôle crucial du canal calcique activé par l’étirement
Piezo1 en amont de la sphingosine-1-phosphate a été mis en évidence dans la nageoire en
développement du poisson-zèbre et in vitro sur une monocouche de cellules de rein canines
[40]. Ce canal serait capable de détecter des contraintes mécaniques au sein des mem-
branes et laisse passer les ions Ca2+ vers le milieu intracellulaire lorsqu’il est activé. De
façon surprenante, ce même canal déclenche la prolifération cellulaire en réponse à l’éti-
rement et via le même second messager : le calcium (toujours chez le poisson-zèbre et in
vitro sur les cellules de rein canines) [53]. La différence de signification entre ces influx de
Ca2+ pourraient s’expliquer par la différence de localisation de Piezo1 selon la contrainte :
nucléaire et à la membrane plasmique dans un épithélium peu dense et formant de grand
agrégats cytoplasmiques dans un épithélium dense. Dans le côlon humain également, les
plus faibles densités coïncident avec les zones de prolifération cellulaire (base vs milieu de
la crypte) [53] mais un rôle pour Piezo1 n’a pas encore été mis en évidence. Enfin, dans
l’intestin de la drosophile (midgut), l’activation de Piezo et l’augmentation transitoire du
calcium intracellulaire induit une prolifération des cellules souches et une augmentation
de la proportion de cellules entéroendocrines, notamment en inhibant la voie Notch [58].
Cette activation peut être déclenchée artificiellement par un régime alimentaire qui induit
une dilatation de l’intestin.

Ainsi, la capture des mécanismes de division et d’extrusion par le modèle sera cruciale
pour reproduire correctement les régulations entretenant l’homéostasie des cryptes, et
restituer la migration cellulaire et la barrière intestinale.
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2.6. Dynamique de la crypte intestinale : synthèse

L’organisation spatiale de la crypte colique résulte de mécanismes complexes. Les
cellules souche, situées dans la niche des cellules souches en bas de crypte, se divisent
et se différencient en cellules progénitrices. Ces cellules prolifèrent, se différencient et
migrent (voir figure 4). Les ligands Notch et Wnt sont impliqués dans la régulation de
la différenciation et de la répartition spatiale des cellules de la crypte. Notch agit par
inhibition latérale de proche en proche, alors qu’un gradient de concentration de Wnt
est maintenu dans la crypte. Un mécanisme supplémentaire de spatialisation implique les
protéines Ephs. La division est le moteur de la migration cellulaire alors que l’extrusion
permet la régulation de la structure de la crypte. Les modèles ultérieurs devront donc se
centrer sur ces mécanismes pour espérer correctement restituer les dynamiques cellulaires
à l’oeuvre dans les cryptes intestinales.

3. Impact de l’épithélium sur le microbiote

Les cellules de l’épithélium entretiennent dans la lumière intestinale un environnement
hypoxique : l’absence d’O2 tend ainsi à sélectionner des micro-organismes spécialisés dans
l’anaérobiose, qu’ils soient anaérobes stricts (des microbes incapables de vivre en présence
d’oxygène) ou anaérobes facultatifs (des microbes capables d’alterner entre un métabo-
lisme aérobie et anaérobie). Certaines bactéries anaérobes facultatives sont pathogènes :
capables de survivre en milieu anaérobie, elles obtiennent par contre un avantage compé-
titif en présence d’oxygène ce qui permet leur prolifération. Pour instaurer une barrière
physique entre le microbiote et les cellules épithéliales, les cellules à mucus sécrète une
couche de mucus isolant les cellules de l’hôte des micro-organismes, mais autorisant la
diffusion des métabolites bactériens absorbés par l’hôte.

3.1. Respirations bactériennes et pathogénicité : "keeping the microbiota
on a leash".

Cercle vertueux de l’anaérobie. De nombreux pathogènes du microbiote sont des
anaérobes facultatifs et modifient les concentrations de dioxygène pour infecter l’hôte.
Chez la souris, le pathogène C. rodentium se fixe à la membrane apicale des colonocytes,
déclenche une hyperplasie de la crypte via l’action de T3SS (type 3 secretion system)
ce qui augmente la proportion de colonocytes immatures (transit amplifying) dans l’épi-
thélium [81]. Ces derniers consommant moins de dioxygène que les colonocytes matures,
l’hypoxie épithéliale disparait ce qui permet une croissance de C. rodentium par la respi-
ration aérobie. Le cas d’un traitement par la streptomycine chez la souris est également
intéressant [20]. Il modifie la structure du microbiote ce qui diminue les concentrations
luminales de butyrate et des autres SCFAs. D’une part, les colonocytes basculent leur
métabolisme de l’oxydation du butyrate vers la conversion de glucose en lactate [68].
D’autre part, l’absence de butyrate entraine une inhibition de PPAR-γ et du nombre de
cellules Tregs (sensibles à d’autres SCFAs) qui ont une action anti-inflammatoire. La dis-
ponibilité du nitrate et du dioxygène augmentent alors. L’hôte mammifère contrôle ainsi
son microbiote par le maintien de l’anaérobie et donc la dominance dans la flore intes-
tinale des anaérobes obligatoires [19]. La rupture de ce cercle vertueux (par l’action des
antibiotiques, une réaction immunitaire ou un mécanisme de réparation de l’épithélium
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Figure 4. Structure et fonctionnement de l’épithélium intestinal.
Haut : grêle, bas : côlon. A gauche : structure de l’épithélium intestinal isolé
de la lamina propria et du tissu conjonctif qui l’entoure normalement. Au
milieu, bas : schéma de la crypte colique. La niche des cellules souches Lgr5+

(vert) est située à la base de crypte. Au-dessus se trouve la zone des cellules
progénitrices (bleu). Au sommet de la crypte, les cellules sont différenciées.
La zone rose qui n’est pas détaillée correspond à la lamina propria. Ce
schéma n’est plus tout à fait d’actualité : il faut rajouter à la base de la
crypte la présence des cellules Reg4+ découvertes récemment, qui occupent
la même position que les cellules de Paneth dans le schéma de l’intestin
grêle au-dessus. A droite, bas : voie de différenciation standard des cellules
épithéliales coliques. Les cellules souches Lgr5+ se différencient d’abord
en cellule progénitrices. Les cellules progénitrices forment une population
hétérogènes de cellules à différents stades de différenciation. On distingue
notamment les progénitrices absorptives qui engendrent les entérocytes et
les progénitrices sécrétoires qui engendrent entre autres les cellules à mucus
(Goblet cells). Il faut ajouter à ce schéma les cellules Reg4+, à la même
position que les cellules de Paneth dans le schéma du dessus. Reproduit
avec permission de [8].
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comme l’hyperplasie) entre l’hôte et les anaérobes entraînent l’augmentation de la dis-
ponibilité des accepteurs d’électrons qui confère un avantage aux pathogènes anaérobes
facultatifs.

Microaérobie aux abords de la paroi intestinale. Aux abords de la paroi in-
testinale, une concentration faible en dioxygène persiste (microaérobie) qui est exploitée
par certaines bactéries. Certaines niches bactériennes dans l’intestin sont ainsi alterna-
tivement microaérobie et anaérobie et cela concerne en particulier les pathogènes. Une
variation cyclique de la concentration en dioxygène s’observe normalement chez l’homme
du fait de la cyclicité de la digestion. Lors de la digestion, la présence de nutriments dans
le tube digestif déclenche une augmentation de l’activité métabolique de l’épithélium et
donc, malgré une augmentation de l’irrigation de la paroi intestinale (c’est l’hyperémie
absorptive, 75% des capillaires sanguins dans l’intestin ne sont pas perfusés autrement),
une diminution de la concentration en oxygène [42]. La concentration locale en nutriments
ou la formation de biofilms sont également susceptibles d’impacter la consommation et la
diffusion de l’oxygène dans la lumière intestinale. Les gènes nécessaires à la respiration de
l’oxygène à faible pression partielle, à la respiration du nitrate pour des concentrations
variées et à celle du fumarate contribuent à la valeur sélective d’E. coli in vivo chez la
souris [65]. De plus, les observations semblent indiquer que chacun de ces processus ne
correspond pas à une niche différente occupée par différentes populations d’E. coli mais
bien à une seule niche pour laquelle une plasticité métabolique est favorable.

3.2. Régulation des flux intestinaux

En plus du maintien de l’anaérobiose, les cellules de la crypte sont impliquées dans
la régulation des flux entre milieu intérieur et lumière intestinale. L’absorption ou la
sécrétion d’eau par les entérocytes joue un rôle dans la relation hôte-microbiote. Ainsi,
il a été montré in vitro que la translocation d’E. coli et l’internalisation de Salmonella
typhimurium sont divisées par 2-3 en activant artificiellement la sécrétion d’ions Cl−. Ces
ions augmente le flux d’eau par osmolarité, suggérant un mécanisme de "chasse d’eau" au
niveau de la muqueuse [69]. Un flux d’eau vers la lumière intestinale trop important est à
l’origine des diarrhées du choléra, un flux trop faible est impliqué dans la mucoviscidose.

3.3. Production et dégradation de la couche de mucus

La présence de mucus est indispensable à la santé de l’hôte comme l’indique le dé-
veloppement spontané de colite chez des souris déficientes en MUC2 [12]. La couche de
mucus, composée principalement de mucines sécrétées par les cellules à mucus, protège
les cryptes du côlon du microbiote.

Composition du mucus intestinal. Le mucus intestinal est composé d’environ 50
protéines différentes mais le composant majoritaire est la glycoprotéine MUC2 (ou mu-
cine). Les polymères de MUC2 sont densément repliés dans le milieu contrôlé des vésicules
de sécrétion, de pH faible et riche en ions calcium. Une fois libérée dans la lumière, les
mucines augmentent de volume par un facteur > 1000 en réponse à l’augmentation du
pH et la baisse de concentration des ions Ca2+ [12]. Une mutation de CFTR, la pro-
téine responsable du transport des ions bicarbonates HCO−3 du cytoplasme des cellules
épithéliales vers la lumière, est responsable de la cystic fibrosis chez l’homme. Ces ions
agissent en chélatant le calcium ce qui permet l’expansion normale des mucines [54]. En
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leur absence dans l’intestin grêle, les propriétés rhéologiques du mucus sont gravement
altérées : il est 2.6 fois plus riche en glycoprotéine MUC2, impénétrable par des particules
de 2 µm et il s’accumule dans les cryptes et entre les villosités.

Sécrétion continue et explosive du mucus. On distingue deux types de sécrétion
du mucus, l’une est continue et l’autre est explosive (on parle de compound exocytosis).
Dans le premier cas (sécrétion basale ou constitutive), la régulation est un phénomène
complexe déterminé par divers mécanismes de l’immunité innée comme l’endocytose, l’au-
tophagie, l’activité des inflammasomes ou la génération d’espèces réactives de l’oxygène
(ROS) [12]. La synthèse et la sécrétion basale du mucus est plus rapide que le taux de
renouvellement des cellules et chaque cellule doit donc renouveler ses vésicules de mucus
plusieurs fois [63]. Les cellules à mucus de la crypte semblent davantage stocker le mucus
que celles exposées à la lumière intestinale (ce qui leur confère une forme caractéristique).
La vitesse de synthèse et de sécrétion semble 2 à 3 fois plus rapide dans les cellules à
mucus exposées à la lumière intestinale [63]. Au final, le temps de renouvellement de la
couche interne de mucus est étonnamment rapide puisqu’il a été évalué à 1 h dans le côlon
distal de la souris [63]. La compound exocytosis consiste en une fusion de l’ensemble des
vésicules contenant des mucines et une sécrétion de cette vésicule disproportionnée. Cette
réaction est notamment observée en cas d’ischémie c’est-à-dire une baisse de l’oxygéna-
tion de la muqueuse intestinale qui peut arriver lors de situation pathologique (un arrêt
cardiaque, une hémorragie) ou non (un simple exercice physique).

Sécrétion explosive pour restaurer la couche de mucus en cas d’ischémie.
L’ischémie, c’est à dire l’arrêt de la perfusion des cellules par la circulation sanguine
et donc de l’oxygénation des tissus, déclenche une série de mécanismes très intéressants
dans l’épithélium. L’absence de dioxygène dans la paroi intestinale induit une contrac-
tion rapide des fibres musculaires du mésenchyme, l’apparition d’espaces (les espaces de
Gruenhagen) sous l’épithélium du sommet des cryptes ou des villosités dès 15 minutes,
et le détachement des cellules épithéliales qui ont perdu le contact avec la membrane
basale (et qui seront probablement les plus endommagées par l’ischémie) [52]. Si l’is-
chémie cesse rapidement, ce phénomène n’altère pas l’effet de barrière car la partie de
l’épithélium n’étant plus en contact avec le mésenchyme se contracte à la manière d’une
fermeture Éclair (accumulation de pMLC - phosphorylated myosin light chain - côté basal)
et rétablit le contact avec le mésenchyme tandis qu’une partie de l’épithélium est expul-
sée dans la lumière intestinale. Il s’agit donc d’un mécanisme de prévention qui éviterait
l’accumulation de cellules mourantes dans l’épithélium. L’ischémie provoque également
la destruction de la couche de mucus imperméable dans le côlon du rat et de l’homme
[51] dès 60 min (30 min dans le grêle) possiblement par une carence en ATP des cel-
lules épithéliales qui entraînerait une augmentation du pH luminal (et de la perméabilité
paracellulaire) [24]. Dés lors, il y a une augmentation significative des contacts entre
bactéries et cellules épithéliales au sommet des cryptes et de la pénétration des bactéries
dans les cryptes. Ceci déclenche une sécrétion massive de mucus par les cellules à mucus
qui semble avoir un effet chasse d’eau sur les bactéries à proximité et une restauration de
la couche de mucus (à condition que cela coïncide avec une reperfusion) [51].

La dégradation du mucus comme niche écologique. Les polysaccharides qui
ornent les protéines MUC2 sont utilisés par certaines bactéries pour leur métabolisme
[35]. La structure de ces chaînes de sucres est extrêmement variable. Leur dégradation
nécessite un arsenal enzymatique très spécifique que possède par exemple Bacteroides
thetaiotaomicron.
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3.4. Impact de l’épithélium sur le microbiote : synthèse

En conclusion, l’hôte maintient un environnement hypoxique dans la lumière intes-
tinale, ce qui sélectionne des bactéries anaérobies. Certaines bactéries pathogènes dé-
régulent cette hypoxie : elles perturbent les mécanismes de régulation, entrainant une
micro-aérobie près de l’épithélium dont elles profitent pour proliférer et infecter l’hôte. Le
maintien de l’anaérobiose permet ainsi de maintenir le "microbiote en laisse", la rupture
de l’anaérobiose entrainant une dysbiose du microbiote. La régulation des flux intestinaux
(notamment l’absorption d’eau) par les entérocytes permet de maintenir des niches favo-
rables, ou au contraire d’activer des mécanismes d’urgence de type "chasse d’eau" pour
améliorer l’évacuation de pathogènes lors d’infection. Pour se protéger du microbiote, la
couche de mucus est essentielle dans le maintien de la barrière intestinale : les cellules
de la crypte produisent les mucines qui assurent la bonne fluidification du mucus, ce
qui protège l’épithélium des bactéries du microbiote en maintenant une couche isolante
entre les cellules de l’hôte et la lumière intestinale, et en restaurant cette couche dans des
situations pathologiques.

4. Impact du microbiote sur le fonctionnement de
l’épithelium

La production de butyrate par le microbiote est une voie majeure d’interaction mé-
tabolique entre le microbiote et les cellules de la crypte. Mais d’autres mécanismes bac-
tériens impactent également le fonctionnement de la crypte intestinale et permettent sa
régulation. Un microbiote spécifique des cryptes a pu être identifié, principalement im-
pliqué dans ces mécanismes de régulation.

4.1. Métabolisme du butyrate bactérien dans les cellules épithéliales.

Les cellules de la crypte utilisent en grande partie comme source d’énergie les acides
gras à chaine courte (SCFAs) produits par le microbiote intestinal, notamment le butyrate
qui est majoritaire. Ce métabolisme consomme une bonne part de l’oxygène transporté
par la circulation sanguine jusqu’aux tissus intestinaux, ce qui est primordial pour le
maintien de l’anaérobiose dans la lumière intestinale. Des hétérogénéités métaboliques
sont observées dans le métabolisme des différents types cellulaires de la crypte.

Métabolisme du butyrate et des SCFAs. Ce sont l’oxydation des acides gras et
les concentrations de dioxygène qui nous intéressent (et plus généralement d’accepteurs
d’électrons). L’O2 est présent en concentration décroissante de la base de la crypte à la lu-
mière intestinale. En temps normal, les cellules épithéliales dans les parties supérieures de
la crypte métabolisent le butyrate produit par le microbiote en CO2 via la β-oxydation.
Cette réaction consomme une grande quantité d’oxygène et contribue au maintien de
l’anaérobie dans la lumière intestinale [19, 20]. Les cellules épithéliales situées à la base
de la crypte ne métabolisent pas le butyrate et bien qu’exposés à des concentrations su-
périeures en oxygène reposent davantage sur la glycolyse anaérobie du glucose en lactate
(effet Warburg) [80]. Cependant, ce choix entre glycolyse et phosphorylation oxydative
(OXPHOS) ne semble pas absolu et je pense que les cellules ont davantage un comporte-
ment hybride [66].
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Paradoxe du butyrate pour les cellules cancéreuses. Cette utilisation diffé-
rente du butyrate entre cellules souches et cellules différenciées expliquerait le paradoxe
du butyrate [16] observé dans les cancers du côlon : tandis qu’une faible concentration
de butyrate stimule la croissance des colonocytes normaux en fournissant une source
d’énergie, elle inhibe la croissance des cellules cancéreuses. Comme les cellules souches
cancéreuse utilisent en général la glycolyse pour leur production d’ATP, la métabolisation
du butyrate induit la production d’acétyl-coA par la β-oxydation qui s’accumule car les
gènes de la respiration ne sont pas exprimés dans les cellules cancéreuses. L’acétyl-coA
est alors exporté hors de la mitochondrie, puis induit une hyperacétylation des histones
et le bloquage du cycle cellulaire.

Coopération métabolique dans l’intestin grêle. Dans l’intestin grêle où les
concentrations en butyrate sont beaucoup plus faibles que dans le côlon, un phénomène
intéressant de coopération entre cellules de Paneth et cellules souches a été découvert
[104, 105]. In vivo, une analyse métabolomique indique que les cellules souches utilisent
davantage la respiration mitochondriale que les cellules de Paneth. En utilisant des or-
ganoïdes, les auteurs montrent que la respiration mitochondriale est indispensable au
bourgeonnement des cryptes via la génération d’espèces réactives de l’oxygène (ROS) qui
active la MAP kinase p38. De plus, en analysant le taux de formation d’organoïdes, la
glycolyse dans les cellules de Paneth apparait comme indispensable pour le fonctionne-
ment des cellules souches. En fait, les cellules de Paneth exploitent par la glycolyse le
glucose et rejettent du lactate qui est absorbé par les cellules souches et métabolisé par
la respiration mitochondriale, qui à son tour active p38 et la différenciation.

La disponibilité du butyrate et des autres acides gras à chaine courte est donc primor-
diale pour un fonctionnement physiologique des cellules intestinales du côlon. Comme le
butyrate est intégralement produit par le microbiote intestinal comme produit final du
métabolisme des fibres alimentaires dans le côlon, ce métabolite est un facteur clé d’in-
teraction entre les cellules de la crypte (l’hôte) et le microbiote.

4.2. Impact du butyrate dans la régulation de l’anaérobiose et la prolifé-
ration cellulaire.

En plus d’être la principale source d’énergie pour les cellules de l’hôte, le butyrate est
également directement impliqué dans la régulation de l’hypoxie de la lumière intestinale.
Il agit sur PPAR-γ, un des principaux régulateurs du métabolisme aérobie des cellules de
l’hôte. De plus, le butyrate impacte la prolifération des cellules épithéliales.

Effet des SCFAs bactériens sur HIF. La consommation de butyrate par les cel-
lules épithéliales induit un état d’hypoxie physiologique suffisant pour stabiliser le facteur
de transcription Hypoxia Inducible Factor (HIF) [68]. HIF coordonne à son tour de mul-
tiples phénomènes dans la muqueuse intestinale. Par exemple, le butyrate diminue la
perméabilité d’une monocouche de colonocytes cancéreux via l’activation de HIF. Le
propionate semble avoir le même effet sur HIF mais pas l’acétate, alors que ce dernier di-
minue nettement plus les pressions partielles d’O2 que le propionate [68], ce qui pourrait
suggérer un mécanisme d’action des SCFAs sur HIF ne passant pas par la diminution des
concentrations d’O2.

Activation de PPAR-γ par le butyrate. PPAR-γ (peroxisome proliferator-activated
receptors γ) est un récepteur nucléaire qui est exprimé lors de la différenciation des cellules
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épithéliales du côlon et qui régule de nombreux processus cellulaires [80]. Il intervient no-
tamment dans la programmation métabolique des cellules épithéliales. Le rôle de PPAR-γ
dans la disponibilité des accepteurs d’électrons a été étudié chez la souris [20]. Les ac-
cepteurs d’électrons présents dans la lumière intestinale peuvent être utilisés par certains
pathogènes pour leur croissance par respiration. PPAR-γ est activé par le butyrate (mais
pas par les autres SCFAs) et il inhibe alors la production par l’hôte de nitrate (accepteur
d’électron) [65]. De plus, il participe à l’activation de la β-oxydation du butyrate dans les
colonocytes, ce qui permet de maintenir l’hypoxie. Son inhibition est nécessaire lorsqu’elle
est associée à une inflammation (traitement par du DSS ou inhibition des cellules Tregs
par exemple) pour augmenter la disponibilité du dioxygène. Enfin, PPAR-γ activerait
également l’expression des protéines des jonctions serrées ce qui expliquerait l’apparition
du leaky gut dans un modèle de colite chez le rat [80].

Action du butyrate sur les cellules souches. Il est souvent avancé que la struc-
ture de la crypte pourrait permettre l’éloignement des cellules souches du microbiote et
leur protection. De manière frappante, un organisme dénué de cryptes comme le poisson-
zèbre possède une flore intestinale très différente des Mammifères et notamment pas de
producteurs de butyrate [66]. In vitro, le butyrate a été identifié [66] parmis 92 métabo-
lites et pathogen-associated molecular patterns (PAMPs) comme celui ayant le plus fort
effet d’inhibition sur la prolifération des cellules souches et des progéniteurs du côlon
de la souris à des concentrations physiologiques, cet effet allant même jusqu’à l’induc-
tion de l’apoptose. Etonnament, c’est le seul SCFAs à avoir un tel effet inhibiteur. In
vivo, l’inhibition de l’acyl-coA déshydrogénase (enzyme clef de la β-oxydation) exprimée
par les colonocytes différenciés et qui permet la dégradation du butyrate, entraîne une
diminution de la prolifération cellulaire. De même, l’administration de butyrate suite à
une exposition des cellules souches à la lumière intestinale (traitement au DSS) dimi-
nue la prolifération cellulaire [66]. Cet effet du butyrate semble passer par l’inhibition
d’histones désacétylases et l’augmentation de l’activité de Foxo3, un régulateur négatif du
cyle cellulaire. L’inhibition par le butyrate de la prolifération des cellules souches pourrait
permettre une meilleure reconstitution de l’épithélium suite à une agression. En effet, les
cellules souches exposées à des produits mutagènes présents dans la lumière intestinale
sont alors inactivées et ce sont les cryptes saines adjacentes qui prolifèrent. De plus, le
butyrate stimule la différenciation des cellules coliques. Cela passe notamment par l’ac-
tivation de la protéine Hsp25, qui est effectivement exprimée dans le tiers supérieur de
la crypte. Les myofibroblastes péricryptiques (un type de cellule stromale), présents eux
essentiellement dans le tiers inférieur de la crypte, semblent contrebalancer l’action du
butyrate dans cette zone [125]. Dans le côlon de la souris, les myofibroblastes sécrètent
Wnt5a qui active la translocation de la β-caténine vers le noyau et inhibe l’action de
Hsp25, ce qui maintient la prolifération cellulaire.

Nous voyons donc une interaction forte entre hôte et microbiote se dessiner, médiée
par le butyrate : l’hypoxie de l’intestin oriente le métabolisme bactérien vers la fermenta-
tion anaérobie des fibres, ce qui permet la production de butyrate bactérien. Le butyrate
est alors capté par l’hôte, puis métabolisé par les cellules intestinales en utilisant l’oxy-
gène sanguin. Ceci régule l’hypoxie dans la lumière intestinale, favorisant l’apport en
butyrate bactérien. De plus, le butyrate est directement impliqué dans la régulation de
la prolifération et de la différenciation des cellules intestinales.
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4.3. Rôle du microbiote dans l’homéostasie de l’épithélium.

En plus de l’absorption d’acide gras d’origine bactérienne par les cellules épithéliales,
impactant leur métabolisme, d’autres interactions influencent la régulation de l’épithélium
et son homéostasie. Cela peut-être observé de manière macroscopique, en comparant des
animaux axénique (sans microbiote) et normaux (avec microbiote) ou microscopique,
par des co-culture de cellules humaines et bactériennes. Des différences fonctionnelles
fines peuvent être détectées par de la transcriptomique (étude de l’expression des gènes),
ou des marqueurs physiologiques plus macroscopiques peuvent détecter des variations
phénotypiques globales.

Les cryptes des animaux axéniques n’activent pas les mêmes gènes. L’im-
pact du microbiote sur les cellules épithéliales a été étudié au niveau transcriptomique.
Notamment, l’expression génétique a été comparée entre des souris conventionnelles et
axéniques [115]. Cette étude différencie la base et le sommet des cryptes (ou villosi-
tés) dans le côlon et dans l’intestin grêle. Environ 10% du transcriptome est impacté
par la présence de bactéries en comparaison à la situation axénique. Ces changements
ne semblent pas liés à une modification des proportions des différents types cellulaires
de l’épithélium qui restent stables. Surtout, cette réponse est spécifique à la localisation
dans l’intestin car 86 % des gènes qui répondent ne le font que pour une localisation
unique (cela traduit également simplement les différences d’expression génétique entre les
différents types cellulaires dans la crypte). De même, 50 % des facteurs de transcription
impliqués seraient également spécifiques à une localisation. Cette reprogrammation de
l’expression génétique semble se faire essentiellement via des méthylations et acétylations
d’histones. 50 % des catégories de Gene Ontology (GO) dont l’expression est altérée sont
liées à l’immunité.

La présence de microbiote induit des changements morphologiques dans
les cryptes. D’autres travaux s’intéressent à ce phénomène sans recourir exclusivement
à la transcriptomique. La réaction de la muqueuse intestinale à l’implantation d’un mi-
crobiote mature ou immature chez des rats axéniques a été étudiée dans [122]. Le contact
avec le microbiote, mature ou immature, induit une prolifération de cellules indifféren-
ciées (Ki67+) qui augmente la profondeur des cryptes dès le second jour. Cette activation
ne semble pas passer par la β-catenine. Au septième jour suivant l’inoculation, il y a
une augmentation de l’expression des protéines d’arrêt du cycle cellulaire qui induisent
la différenciation des cellules ce qui compense la prolifération et permet d’atteindre un
nouvel état stable. Le microbiote passe de son côté par une phase transitoire d’abondance
des anaérobes facultatifs suivie d’une mise en place progressive de l’anaérobie qui fait la
place aux anaérobes obligatoires. Cette succession apparait également dans la matura-
tion normale du microbiote chez les Mammifères. L’inoculation du microbiote mature
induit l’augmentation de l’expression de transporteurs membranaires d’acides monocar-
boxyliques, du sodium et des aquaporines. La description de cette interaction s’est affinée
par des expériences de colonisation avec des espèces bactériennes connues et en nombre
réduit. La réponse de l’épithélium du rat suite à l’inoculation de cinq bactéries primo-
colonizing en diverses combinaisons dépend de l’espèce bactérienne [121]. Notamment,
E. coli induit des changements de l’épithélium semblables à ce qu’on observe dans le cas
d’une colonisation avec un microbiote complexe, mais qui sont d’une intensité moindre
ou simplement éphémères.
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Des genres bactériens interagissent plus fortement avec les cellules de
l’hôte. La spécificité de l’interaction hôte-microbiote repose également sur des inter-
actions spécifiques avec certaines espèces bactériennes. Une étude récente a mise en
coculture durant quelques heures des colonocytes humain avec un microbiote sain et
analyse au niveau transcriptomique la réponse des colonocytes ainsi que la variation de
la composition du microbiote durant l’expérience [102]. En utilisant des microbiotes en
provenance d’individus sains différents, on observe une grande variabilité dans la réponse
des colonocytes. L’analyse en catégories de GO montre notamment un enrichissement
pour les fonctions d’adhésion cellulaire. Les auteurs analysent ces variations en termes
d’interactions spécifiques gènes-bactéries, et montrent par exemple que les genres Ru-
minococcus, Coprococcus et Streptococcus sont associés à une modification de l’adhésion
inter-cellulaire. La spécificité de l’interaction se fait même à l’échelle de l’espèce puisqu’en
modifiant la proportion de Collinsella aerofaciens dans des microbiotes sains, les auteurs
sont capables de faire varier l’expression de plusieurs dizaines (voire centaines) de gènes.
De plus, on remarque que l’expression génétique des colonocytes évolue rapidement au
cours des 4 heures après la mise en contact avec le microbiote.

Ainsi, l’impact du microbiote sur le fonctionnement de la crypte dépasse les seules
interactions métaboliques liées aux acides gras : la présence du microbiote active de ma-
nière complexe des gènes impliqués notamment dans l’immunité ou dans du métabolisme
secondaire (cholestérol, transport d’acides aminés). Cette différence d’expression est hé-
térogène le long de l’intestin mais également le long de la crypte. De plus, la présence du
microbiote induit des changements rapides de la structure de la crypte. Enfin, toutes les
bactéries ne semblent pas avoir le même effet sur l’épithélium, ce qui a amené au concept
de microbiote spécifique de la crypte.

4.4. Le Crypt Specific Core Microbiota (CSCM).

Il a été observé de manière récurrente la présence de populations bactériennes iden-
tiques dans les cryptes du côlon, amenant au concept de microbiote spécifique de la
crypte.

Mécanisme de reconnaissance des bactéries par les cellules de la crypte. La
reconnaissance du microbiote par l’hôte et leurs interactions reposent sur les protéines
pattern recognition receptors, par exemple les TLRs membranaires et les Nods cytosoliques
[91]. TLR4 est principalement exprimé à la base des cryptes, notamment par les cellules
Lgr5+, et est activé par la présence de lipopolysacharide (LPS) bactérien [91], l’un des
composants essentiels de la membrane externe des bactéries Gram−. Du LPS libre pouvant
diffusé est produit lors de la mort des bactéries par la lyse de la membrane. Selon les
expériences, TLR4 a été impliqué dans la mort cellulaire programmée ou dans le maintien
de la prolifération, ce qui suggère une action dépendant du ratio TLR4 sur LPS [91]. Nod2
est majoritairement exprimé par les cellules souches de la crypte du grêle et est activé par
un autre composant de la paroi bactérienne : le muramyl-dipeptide [90]. Cette molécule
est un constituant du peptidoglycane de la paroi bactérienne et donc est surtout présente
chez les bactéries Gram+. De même, elle est libérée dans le milieu à la mort des bactéries.

Composition du CSCM. Les bactéries semblent absentes de l’intérieur des cryptes
de l’intestin grêle et du colon distal mais sont en revanche présentes dans la majorité
des cryptes du colon proximal et du caecum chez la souris [96]. Les différences entre les
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communautés bactériennes luminales et de la crypte suggèrent l’existence d’un micro-
biote spécifique de la crypte (CSCM) : les Firmicutes représentent 95% des séquences
d’ADN luminale et les Proteobactéries 47% de celle de la crypte [96]. Ce CSCM est
essentiellement composé de bactéries strictement aérobiques et non-fermentaires [96].

Actions antagonistes du CSCM sur le fonctionnement de la crypte. Des
actions opposées du CSCM sur le fonctionnement de la crypte ont été montrées. D’une
part, il a été montré dans l’intestin grêle de la souris [90] que le muramyldipeptide (qui
n’est pas spécifique aux membres du CSCM) a une action cytoprotectrice sur les cel-
lules Lgr5+ via Nod2 (qu’elles expriment). Suite à une exposition à un agent intercalant
(doxorubicine), la présence de MDP et Nod2 réduit l’apoptose et augmente la part de
cellules mitotiques. Sans perturbation expérimentale, les souris WT présentent un taux
de prolifération légérement supérieur aux Nod2KO. Cette meilleure résistance s’observe
également pour un autre type de stress comme la manipulation lors de la formation d’or-
ganoïdes. Cet effet du MDP semble notamment indépendant d’interaction avec les cellules
de Paneth ou de l’effet du Wnt3a (effet additif). D’autre part, l’inoculation de souches
du CSCM chez des souris axéniques diminue la prolifération cellulaire et augmente le
taux de mort cellulaire. En revanche, la monocolonisation par B. fragilis, une souche que
l’on ne trouve normalement pas dans les cryptes sauf dans le cas d’une monocolonisa-
tion, ne change pas la situation par rapport à l’axénie. L’agoniste bactérien dominant
est le lipopolysaccharide, composant majoritaire de la paroi bactérienne, dont le niveau
d’acétylation semble moduler l’effet. La réponse de l’hôte nécessite l’action de TLR4 qui
intervient sans doute dans la détection du LPS [87]. Bien que TRL4 soit peu exprimé
dans les cellules différenciées, son effacement inhibe l’induction de la mort cellulaire par
nécroptose. Sur des organoïdes de colonocytes, les auteurs montrent notamment que le
LPS induit une augmentation de la mort cellulaire par nécroptose, une diminution des
cellules prolifératives Ki67+ et des cellules souches Lgr5+ associée à une augmentation de
la proportion de cellules différenciées et notamment des cellules à mucus. De manière in-
téressante, pour certaines bactéries, le nombre de cellules apoptotiques in vivo revient au
niveau précédent l’inoculation (axénie) après 30 jours ce qui suggère une réponse efficace
de l’hôte et une perturbation transitoire.

En résumé, un microbiote spécifique des cryptes a été identifié, plus riche en Protéo-
bactéries que le microbiote de la lumière, composé de bactéries aérobies. Ce CSCM a des
actions antagonistes sur l’épithélium : une action protectrice sur les cellules souches via
le muramyldipeptide, mais une diminution de la prolifération et une augmentation de la
mort cellulaire, notamment sur les cellules différenciées, via l’action du LPS. Selon les
types cellulaires affectés, ces deux mécanismes semblant antagonistes pourraient en fait
contribuer conjointement au renouvellement rapide de l’épithélium.

4.5. Impact du microbiote sur le fonctionnement de l’épithélium : synthèse

Le microbiote du côlon dégrade les fibres intestinales, résidu digestif, et produit des
acides gras (dont le butyrate) qui sont utilisées par les cellules épithéliales comme source
principale d’énergie. Le butyrate est très impliqué dans la régulation de l’anaérobiose
et de la prolifération cellulaire, ce qui représente une action directe du microbiote sur
l’hôte. Cette action ne se limite pas à ces échanges métaboliques : la présence du mi-
crobiote active également des gènes associés à l’immunité et au métabolisme secondaire
(cholestérol par exemple), ou modifie la morphologie de l’épithélium (augmentation de la
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taille des cryptes). Un microbiote spécifique (CSCM) a été identifié, notamment composé
de bactéries aérobies non-fermentatives, directement impliqué dans la régulation de la
prolifération et de la mort cellulaire des cellules de la crypte.

5. Choix de modélisation

L’étude de l’épithélium intestinal permet de mieux comprendre les interactions hôte-
microbiote et le fonctionnement des tissus à l’échelle des cellules. Nous présentons ici une
vision synthétique du contenu de ce chapitre, qui correspond aux postulats biologiques
sur lesquels nous basons notre modèle. Le modèle développé dans le cadre de la thèse est
présenté au chapitre 3.

La crypte intestinale présente une structure spatiale en trois zones que nous cherchons
à reproduire dans notre modèle : la niche des cellules souches à la base de la crypte, puis
la zone des cellules progénitrices et enfin la zone des cellules différenciées. L’épithélium
intestinal repose sur un tissu conjonctif qui participe à son fonctionnement, notamment
lors de la régénération des cryptes suite à une lésion. Nous ne le représentons pas expli-
citement mais nous modélisons le gradient de Wnt qu’il produit.

Les voies de différenciation cellulaire dans la crypte sont très étudiées. Cela a permis
d’identifier les nombreux types cellulaires épithéliaux, la coopération entre cellules de
Paneth et cellules souches, ou encore l’existence de "dédifférenciation". De nombreuses
interrogations persistent sur les facteurs moléculaires qui déterminent la voie de différen-
ciation suivie par une cellule, l’existence de stades intermédiaires dans la différenciation
des cellules progénitrices ou l’origine des cellules Reg4+. Nous en tirons le schéma simple
suivant pour la différenciation, similaire à celui des autres modèles de crypte (voir sec.2.3.2
chap.3) : les cellules souches se divisent et se différencient en cellules progénitrices. Nous
ne faisons pas de distinction entre les différents types de cellules progénitrices. Les cel-
lules progénitrices se divisent et se différencient en entérocytes ou en cellules à mucus.
Les cellules DCSs sont modélisées comme des cellules inertes car on ne comprend pas en-
core suffisamment la voie de différenciation qu’elles empruntent et les mécanismes de leur
migration. Nous ignorons également pour l’instant les possibilités de dédifférenciation car
il semble s’agir de phénomènes rares se produisant dans des situations pathologiques. La
régulation de l’identité cellulaire dans la crypte repose en particulier sur le gradient à
l’échelle de la crypte de Wnt et l’inhibition latérale locale induite par Notch. Les concen-
trations décroissantes de Wnt semblent entraîner la différenciation progressive des cellules
(sauf pour les cellules DCSs) tandis que l’inhibition latérale permet le maintien des cel-
lules souches et régule le partage entre cellules sécrétoires et absorptives. Nous modélisons
l’action de Wnt, mais pas celle de Notch car nous ne distinguons pas différents types de
cellules progénitrices.

Le maintien de l’équilibre dynamique de l’épithélium repose sur la régulation fine
de la prolifération dans la partie inférieure de la crypte et de l’extrusion dans la partie
supérieure. Le rôle du canal calcique Piezo1, sensible aux contraintes mécaniques, a été
mis en évidence dans la régulation de ces deux processus, mais pas à notre connaissance
dans l’épithélium intestinal des mammifères. Nous considérons que ces deux phénomènes
sont en partie régulés par la densité cellulaire locale. Cette hypothèse est également faite
dans tous les modèles de crypte (voir partie 2.3.1 chapitre 3). Le maintien de l’organisation
de la crypte repose également sur des mécanismes d’adhésion et de répulsion cellulaire,
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par exemple les interactions répulsives entre les protéines membranaires Eph et ephrin.
Nous ne les prenons pas en compte pour l’instant car le modèle que nous formulons sera à
une dimension d’espace ce qui contraint beaucoup le mouvement des cellules. Dans notre
modèle, l’effet de "tapis roulant" devra donc être obtenu par le seul effet de la pression
mitotique. Cela correspond aux connaissances les plus récentes qui identifient la pression
mitotique comme le principal moteur de la migration cellulaire dans la crypte. L’action
d’Eph-ephrin (ou de Notch) pourrait cependant être simplement ajoutées à notre modèle
qui comprend déjà des termes d’interactions entre cellules voisines.

Parmi les nombreuses interactions hôte-microbiote, nous avons mis en évidence les
rôles cruciaux du butyrate, produit par les fermentations bactériennes, et du dioxy-
gène, provenant de l’hôte. Le butyrate est métabolisé par les cellules différenciées qui
consomment alors du dioxygène, ce qui permet le maintient de l’anaérobie dans la lu-
mière intestinale et le contrôle de certains pathogènes. Nous modélisons les concentrations
dans la lumière de la crypte de ces deux éléments, et leur consommation par les cellules
différenciées. L’ajout d’autres espèces chimiques comme le LPS ou le muramyldipeptide
serait envisageable. Le butyrate est une source d’énergie pour les cellules épithéliales
mais il modifie aussi d’autres aspects de la mécanique cellulaire par l’activation de HIF,
de PPAR-γ ou encore une modification de l’acétylation des histones. Au final, une forte
concentration de butyrate inhibe la prolifération des cellules souches et des progénitrices,
et favorise la différenciation de ces cellules. Notre modèle s’arrête à l’échelle de la cellule
et ne représente pas les dynamiques intracellulaires des voies de signalisation. Mais ces
régulations sont prises en compte dans les taux de division et de différenciation que nous
modélisons. Nous utilisons un modèle simple où le butyrate inhibe la prolifération des
cellules souches, et favorise la différenciation des cellules progénitrices.

La couche de mucus sécrétée par les cellules à mucus couvre l’épithélium. La sécrétion
constante de mucus est un mécanisme d’immunité innée car le mucus empêche les bacté-
ries d’accéder aux cellules épithéliales. La vitesse de sécrétion est régulée et, si nécessaire,
une sécrétion massive peut avoir lieu pour restaurer rapidement la couche de mucus et
repousser les micro-organismes. Certaines bactéries se sont également spécialisées dans
la dégradation du mucus. Notre modèle est centré sur le devenir des cellules épithéliales
et la modélisation de la dynamique du mucus dépasse le cadre de cette thèse : le mucus
n’est pas considérée dans le modèle. Mais cette entreprise nous semble intéressante (voir
la discussion dans la Conclusion de la thèse).



Chapitre 2

Etat de l’art des modèles de cryptes intestinales et des
interactions hôte-microbiote

La crypte colique (ou l’ensemble crypte et villosité dans l’intestin grêle) se prête bien
à la modélisation. C’est un tissu modèle pour l’étude des cellules souches chez les mam-
mifères, il est donc bien caractérisé, et un certain nombre de données quantitatives sont
disponibles dans la littérature. La crypte possède une compartimentation spatiale re-
lativement simple, qui correspond également à une structuration par types cellulaires.
Le nombre de cellules, de l’ordre de 700, est à la fois suffisamment faible et suffisam-
ment élevé pour se prêter à des formalismes de modélisations variés, allant de modèles
individu-centrés à des modèles à l’échelle de la population. La migration cellulaire, le
bourgeonnement, la fusion ou la fission des cryptes peuvent être analysés par des mo-
dèles de mécanique, où se posent aussi la question de l’interaction des cellules avec la
matrice extra-cellulaire. Récemment, l’apparition des organoïdes intestinaux [110] qui
reproduisent de nombreux phénomènes de la crypte intestinale in vitro, ont permis une
meilleure compréhension du fonctionnement des cryptes, ont fait l’objet de travaux de
modélisation, et constituent un sujet prometteur pour les interactions entre modélisation
et expérimentation.

Nous présentons ici quelques-uns des modèles les plus récents sur le fonctionnement
de la crypte intestinale. Dans la partie 1 p.37, nous présentons brièvement la zoologie
des modèles de population de cellules en général. La partie 2 p.39 porte sur les modèles
individus-centrés de crypte et donne pour chacun des phénomènes clefs du fonctionnement
d’une crypte, une présentation détaillée de leur traduction in silico. Nous présentons
également des résultats marquants de simulation issus de ces modèles. La partie 3 p.54
fait la même chose pour les modèles de densité de cellules à l’échelle de la crypte.

Jusqu’à présent, l’une des motivations principales pour la construction de ces modèles
a été l’étude du cancer colorectal, caractérisé entre autres par une prolifération non-
contrôlée de l’épithélium intestinal. A ma connaissance, aucun des modèles existants n’a
tenté de coupler le fonctionnement de l’épithélium intestinal au microbiote, ce qui est
l’objectif de cette thèse.

1. Zoologie des modèles

Un grand nombre de modèles ont été proposés pour l’étude de la crypte intestinale,
rassemblés notamment dans une revue synthétique [47]. Nous nous concentrerons sur les
modèles récents.

On parle de modèles individu-centrés (ou IBMs pour Individual Based Models, ou
modèles cellule-centrés) lorsque chaque cellule de la crypte est modélisée explicitement.
Supposons qu’une cellule est caractérisée par le vecteur X = (x1(t), x2(t), · · · , xd(t)) ∈ Rd

37
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où les d variables peuvent correspondre à la position, au type cellulaire, à la taille de la
cellule ou au niveau d’expression d’un gène dans cette cellule au temps t. Pour un modèle
individu-centré d’une population deN cellules, l’état du modèle à t correspond à la donnée
de N vecteurs X1(t), · · · , XN(t) où Xi(t) ∈ Rd est le vecteur décrivant la cellule i. Parmi
les modèles individu-centrés, il existe encore de nombreux types de modèles (automates
cellulaires, sphères chevauchantes, cellular Potts model,... voir [93]). Entre autres, il faut
distinguer les modèles sur grille et les modèles off-lattice (hors grille) qui différent dans la
façon de traiter la position spatiale des cellules. Dans le premier cas, l’espace est discrétisé
et les positions possibles pour les individus correspondent aux cases de la grille (comme
sur un damier). Le déplacement des cellules se fait alors par saut entre ces positions,
donc l’agencement spatial des cellules est prescrit et les distances entre cellules sont fixes.
Dans le second, l’espace est continu et donc les positions des cellules aussi. Comme les
interactions physiques sont cruciales dans les modèles de crypte (particulièrement pour
la cancérologie) et qu’elles dépendent de la configuration spatiale des cellules, la plupart
des modèles récents (notamment tous ceux que présenté ici) sont off-lattice.

Le formalisme des modèles individu-centrés est relativement peu contraignant. De
plus, l’échelle du modèle qui est celle d’une population de cellules, d’un fragment de
tissu, correspond à l’échelle de nombreuses observations expérimentales. Ces modèles se
prêtent donc bien à l’intégration de connaissances biologiques. En revanche, ils sont coû-
teux en calculs et le manque de formalisme introduit une incertitude sur la reproductibilité
des résultats qui peuvent dépendre de la méthode utilisée pour coder le modèle, ce qui
complique également les comparaisons entre modèles 1. Quelques travaux ont fait l’effort
de comparer ces différents IBMs de population de cellules ([38] et surtout [93]) dans
des scénarios typiques : adhésion/répulsion, inhibition latérale, etc. Pour ces scénarios
simples, les modèles ont des comportements qualitativement similaires. Les différences
viennent notamment des conditions de bords qui peuvent avoir des effets inattendus dans
certains modèles. Les temps de calcul sont également très différents (plus le modèle est
complexe, plus il est long à simuler). Pour des scénarios plus compliqués, il me semble
qu’il sera toujours possible d’adapter le type de modèle choisi pour aboutir aux résultats
de simulations voulus. Mais ces modifications se font plus ou moins naturellement selon
le type. Par exemple, dans les modèles sur grille, la prise en compte de la densité locale de
cellules n’est pas évidente. Les modifications ad hoc nécessaires pour prendre en compte
de nouveaux phénomènes réduisent le pouvoir explicatif du modèle. Enfin, les IBMs se
prêtent difficilement à l’analyse mathématique donc leur compréhension passe par l’ex-
ploration numérique : on réalise un grand nombre de simulations impliquant un grand
nombre d’individus, ce qui impose l’utilisation de descripteurs résumés pour l’analyse
(valeurs moyennes, variances, etc). Pour éviter ces calculs massifs, on peut chercher à
directement modéliser l’évolution de ces descripteurs ce qui nous amène à l’autre grande
famille de modèles : les modèles de densité de population.

Dans les modèles de densité de population, on suit l’évolution d’une fonction n(x1, x2,
· · · , xd, t) ∈ R+ qui représente la quantité de cellules au point (x1, x2, · · · , xd) à l’instant
t, les variables xi caractérisant l’état des cellules (position, taille, etc). La quantité de cel-
lules n’est pas un nombre entier comme dans le cas des modèles individu-centrés mais un
réel. On voit donc que chaque cellule n’est pas modélisée explicitement : on perd la trace

1. Pour la modélisation des cryptes, la plateforme Chaste (https://www.cs.ox.ac.uk/chaste/
index.html) est régulièrement utilisée [37, 39, 1, 93]. Chaste est un ensemble d’implémentations open-
source C++ de modèles de cellules individus-centrés, dont des modèles d’épithélium intestinal, l’idée
étant de proposer un cadre unifié de modélisation, résolution numérique et représentation des résultats.

https://www.cs.ox.ac.uk/chaste/index.html
https://www.cs.ox.ac.uk/chaste/index.html
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des individus. Les modèles de densité sont aussi qualifiés de modèles macroscopiques car
la densité peut être interprétée comme une proportion volumique de cellules ou comme
un nombre relatif de cellules de la même manière que l’on peut exprimer une quantité
de matière en nombre absolu de molécules (nombre entier) ou en mole (réel). Par op-
position, les modèles individu-centrés correspondent à l’échelle microscopique (que nous
appellerons aussi l’échelle cellulaire dans le cas de la crypte) et qui est souvent l’échelle
d’observation des expérimentateurs. L’avantage des modèles de densité est qu’il repose
sur un formalisme mathématique simple et rigoureux ce qui enlève toute ambiguïté dans
leur description, ils sont moins gourmands en temps de calcul que les IBMs et il existe de
très nombreux outils mathématiques pour les étudier, parfois sans recourir à des simula-
tions. Mais ces modèles sont très minoritaires parmi les modèles de crypte. En effet, la
question principale qui a animé la communauté est le comportement des cellules souches
en lien avec l’apparition du cancer colorectal. Or le nombre de cellules composant la niche
des cellules souches est faible et la position précise de chaque cellule y est importante, no-
tamment pour comprendre la compétition entre cellules (voir 2.5 p.49). Dans ce contexte,
les modèles de densités ne sont pas nécessairement les mieux adaptés car ils modélisent
le système à grande échelle. L’accroissement des connaissances sur le fonctionnement de
la crypte à l’échelle microscopique a donc sans doute contribué à l’essort des IBMs qui
sont l’essentiel des modèles de crypte publiés récemment.

Certains travaux associent un modèle individu-centré pour les cellules et des mo-
dèles de densité pour les concentrations de molécules qui interagissent avec les cellules
(dans [93], les niveaux d’activation intracellulaire de Notch et Delta ou la concentration
extracellulaire d’un morphogène). On peut également essayer de faire le lien entre un
modèle microscopique et un modèle macroscopique par un changement d’échelle, c’est-à-
dire de définir à l’aide d’outils mathématiques un modèle macroscopique qui modélise le
comportement de nombreuses particules microscopiques se comportant selon le modèle
microscopique donné [86]. C’est un problème qui intéresse de nombreux mathématiciens,
physiciens et biologistes, et c’est l’un des aspects de ma thèse.

2. Les modèles cellule-centrés

Comme mentionné dans la partie précédente, les modèles cellule-centrés permettent
d’intégrer assez finement les phénomènes importants de la dynamique des cryptes. Dans
cette partie, je présenterai comment est pris en compte dans ces modèles la géométrie
des cellules (2.1 p.39), la structure des cryptes (2.2 p.40), le déroulement et la régula-
tion du destin cellulaire (2.3 p.41) et les interactions mécaniques (2.4 p.44). Enfin, nous
présenterons des résultats de simulation marquants obtenus par ces modèles (2.5 p.49).

2.1. Forme des cellules et contacts entre cellules

Pour capter les interactions entre cellules adjacentes, il faut définir les contacts entre
cellules ce qui nécessite de leur attribuer une forme. Il faut distinguer la forme des cellules
au repos (ou forme de consigne) c’est-à-dire la forme d’une cellule isolée et la forme
réalisée. La forme au repos est paramétrée par une constante a (le diamètre d’une cellule
sphérique ou la distance d’équilibre entre deux cellules). La forme réelle dépend de a et
des interactions physiques avec l’environnement, notamment les contacts entre cellules
et les forces qui en découlent. Deux types de modèles sont majoritairement utilisés dont
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une illustration est donnée fig.1 p.41. Lorsque le modèle est en 2D, il s’agit souvent de
diagrammes de Voronoï : les cellules ont une forme polygonale. En 3D, ce sont plutôt des
sphères chevauchantes (overlapping spheres). Les diagrammes de Voronoï se sont révélés
fructueux pour représenter l’organisation d’un épithélium monocouche dense (packed)
projeté en 2D [106]. Les cellules sont repérées par la position de leurs centres xi(t)
et la forme de chaque cellule est déterminée par le diagramme de Voronoï construit
autour des points xi(t). Les contacts entre cellules correspondent à la triangulation de
Delaunay duale. Le pavage obtenu ressemble de manière frappante au pavage hexagonal
d’un épithélium jointif observé in vivo. Cependant, il est difficile d’avoir un contrôle sur
la forme des cellules (sur l’évolution du volume d’une cellule par exemple) et des formes
pathologiques peuvent apparaître. Les diagrammes de Voronoï compliquent également
l’écriture mathématiques des modèles et augmentent les temps de calcul, nous ne les
utiliserons pas. Avec les sphères chevauchantes, chaque cellule est modélisée par une
sphère, repérée par la position de son centre xi(t) et son rayon Ri(t). Les cellules sont en
contact lorsque la distance entre leurs centres est égale à a ou 1, 5a selon les modèles.

2.2. Forme de la crypte

La forme de la crypte ressemble à un tube à essai évasé. Cette forme contraint l’agence-
ment des cellules, notamment dans la niche des cellules souches, et donc le fonctionnement
de la crypte, par exemple les dynamiques clonales (voir partie 2.5.3). L’organisation selon
l’axe z (axe entre la base de la crypte et la lumière intestinale) est elle fortement liée
aux interactions avec le microbiote. Le modélisateur doit donc se poser la question de la
description géométrique de la crypte.

On peut choisir une géométrie déformable ou non selon les objectifs. Une façon simple
de modéliser une crypte fixe est de considérer un cylindre circulaire droit de hauteur zmax,
zmax étant la profondeur d’une crypte. On simule cette géométrie en déchirant le cylindre :
on obtient un pavé de R2 avec des conditions de bords périodiques sur les bords de droite
et de gauche ((A) fig.1 p.41). Pour mieux modéliser la forme du fond de la crypte, on peut
coller une demi-sphère à la base du cylindre pour obtenir un tube à essai ((B) fig.1). On
peut encore aller plus loin car la base de la crypte n’est en fait pas sphérique mais plus
aplatie et les parois de la crypte ne sont pas verticales. A partir de l’analyse d’images de
microscopie, le modèle de [17] définit le rayon r de la crypte selon la hauteur z (la crypte
est supposée à symétrie radiale) par
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et, dans [39], r(z) est un polynôme de degré 5. La frontière du domaine qui correspond
au fond de la crypte est infranchissable pour les cellules. La frontière qui correspond au
sommet de la crypte est infranchissable dans le cas du côlon mais pas dans le cas de
l’intestin grêle, où elle correspond à la jonction crypte-villosité. Les cellules peuvent être
contraintes de se déplacer dans l’épithélium, le long de la membrane basale, ou on peut
modéliser l’adhésion des cellules à la membrane basale (voir 2.4.3). Les cellules peuvent
alors s’en éloigner ou s’en rapprocher.

Les travaux qui analysent la morphogénèse de la crypte (in vivo ou dans des orga-
noïdes) n’assignent pas une forme fixe à la membrane basale, mais en font un compar-
timent déformable qui interagit mécaniquement avec les cellules [37, 18] (voir parties
2.4.3 et 2.5.1). Dans ce cas, la forme qu’adopte l’épithelium permet de valider ou non le
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modèle. Les seuls modèles à notre connaissance où apparaissent explicitement les cellules
stromales (ou le Matrigel dans le cas des organoïdes) ne sont pas en 3D mais en 2D. Ils
considèrent une coupe longitudinale de crypte [37] ((C) fig.1) ou une coupe d’organoïde
[1].

Figure 1. Différents modèles de cryptes individu-centrés. (A) :
diagramme de Voronoï dans un cylindre, (B) : sphères chevauchantes dans
un tube à essai, (C) : diagramme de Voronoï dans une coupe longitudinale
de crypte. En jaune : cellules souches, rouge : cellules différenciés, vert :
cellules stromales. Reproduit avec permission de [38].

2.3. Modélisation du destin cellulaire

On désigne par destin cellulaire la suite de cycles cellulaires qu’une cellule opère au
cours de son existence, et le processus de différenciation qui l’accompagne. Plus précisé-
ment, un cycle cellulaire correspond à la division et à la croissance cellulaire ayant lieu
entre chaque division, et la différenciation correspond à la transformation d’une cellule
indifférenciée (souche ou progénitrice) en cellule différenciée (entérocyte par exemple).
La régulation de ces phénomènes est en réalité extrêmement complexe et repose sur les
interactions entre cellules voisines et sur des variables environnementales régulées par
l’hôte ou le microbiote.

2.3.1. Cycle cellulaire

Les cellules souches et progénitrices se divisent pour assurer le renouvellement de
l’épithélium. Dans les modèles étudiés, la durée de chaque cycle cellulaire entre deux
divisions est souvent une variable aléatoire. Elle peut-être tirée dans une loi uniforme
[37, 38] ou dans une loi Gamma (pour modéliser une succession d’étapes indépendantes de
même loi exponentielle qui pourraient correspondre à différentes phases du cyle cellulaire)
[17, 18, 119, 120]. La loi de la durée du cycle cellulaire (et donc les taux de prolifération)
est en général la même pour toutes les cellules sauf dans [39] où la durée du cycle décroit
linéairement avec la concentration en Wnt (voir sec.2.3.3). Cela correspond au fait que
les progénitrices se divisent plus rapidement que les cellules souches et cette hypothèse
semble améliorer les résultats de simulations. Pour modéliser la croissance cellulaire, les
modèles supposent en général que la taille de consigne des cellules filles crées est inférieure
à celle d’une cellule mature. Au cours du cycle cellulaire, cette taille de consigne croit
linéairement jusqu’à ce qu’elle atteigne la taille standard à la fin du cycle.
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De manière intéressante, tous les modèles utilisent un mécanisme d’inhibition de la
prolifération par la densité cellulaire (inhibition de contact), car autrement le système
atteint un état stationnaire saturé où une division donne immédiatement lieu à l’expulsion
d’une cellule proche. Lorsque la taille réelle d’une cellule est en-dessous d’un seuil, on
suspend la croissance de la taille de consigne [17, 39]. Or, tant que la taille de consigne
de la cellule n’a pas atteint la taille d’une cellule mature, on considère que le cycle
cellulaire est en pause et la cellule ne peut pas se diviser.

Dans un épithélium qui se renouvelle normalement, la mort des cellules se fait par
anoikis : la cellule meurt lorsqu’elle perd contact avec la matrice extracellulaire. Une
cellule poussée par ses voisines hors de l’épithélium et n’étant plus en contact avec la
membrane basale est donc considérée comme morte. Pour les modèles de crypte de l’in-
testin grêle [17, 119], les cellules peuvent sortir du domaine au niveau de la frontière qui
correspond à la jonction crypte-villosité. Elles sont alors retirées de la simulation ce qui
correspond à une condition de pression nulle sur cette frontière.

2.3.2. Différenciation

L’épithélium intestinal est composé de différents types cellulaires aux fonctions com-
plémentaires. Quelles sont les voies de différenciation suivies à partir des cellules souches
et comment se régulent les populations de chaque type de cellule sont des questions essen-
tielles dans la compréhension des cryptes. La plupart des modèles tentent donc de rendre
compte de ces phénomènes.

Le modèle de différenciation cellulaire le plus simple considère deux états cellulaires :
indifférenciée et différenciée [76, 1]. On définit une probabilité p constante pour qu’une
cellule indifférenciée, lorsqu’elle se divise, produise une cellule-fille différenciée (division
asymétrique) . Si on considère des types cellulaires aux propriétés physiques différentes,
la proportion finale de cellules différenciées dans la population dépend de p mais ne lui est
pas forcément égale [1]. Ce schéma simple est utilisé pour modéliser les stades précoces
de développement d’un organoïde pour lequel le milieu environnant chaque cellule est
homogène.

Une modélisation plus complexe est le modèle de pedigree [39]. Lors de sa naissance,
on attribue à la cellule un nombre de divisions (symétriques ou non) qu’elle effectuera
avant de se différencier en un type cellulaire donné, c’est-à-dire que l’on fixe le destin de
la cellule.

Il est également possible de prendre en compte l’action de facteurs de transcription
(voir sec. 2.3.3). Le type cellulaire dépend alors des niveaux d’activation des voies de
signalisation associées à chacun de ces facteurs. Le modèle le plus riche [17] considère
5 types cellulaires : cellules souches, progéniteurs sécrétoires et progéniteurs absorptifs,
entérocytes, cellules de Paneth et cellules en gobelet. Dans ce modèle, l’identité cellulaire
est déterminée par les niveaux d’activation des voies Notch et Wnt tels que présentés
fig.2. La distinction entre les différents niveaux d’activation correspond à des seuils et la
cellule change d’identité dès que l’activation de l’une de ses voies de signalisation franchit
l’un de ces seuils. Le phénomène de différenciation n’est donc ici pas aléatoire, il est le
reflet des niveaux d’activation des voies de signalisation. De plus, les auteurs de [17]
font l’hypothèse importante que la différenciation est réversible c’est-à-dire qu’une cellule
peut faire une transition entre n’importe quels états tant qu’elle n’est pas différenciée
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Figure 2. Modèle d’identité cellulaire de [17]. La différenciation
entre deux types est réversible lorsqu’ils sont séparés par . Les types
cellulaires en italique sont les stades de différenciation terminale (irréver-
sible). Les constantes n1 et n2 représentent le seuil d’activation séparant
cellules Notch-faibles et Notch-fortes (cf. partie 2.3.3)

terminalement : un progéniteur absorptif peut se "dédifférencier" en cellule souche par
exemple. Cela permet au système de retourner à l’équilibre lorsque l’on détruit certains
types cellulaires [17]. Ce modèle de différenciation cellulaire réversible est corroboré par
des expérimentations récentes (voir 2.1 chapitre 1).

On l’a dit, le modèle de [17] suppose que les cellules sont susceptibles de changer
d’identité instantanément et quelle que soit l’avancée dans le cycle cellulaire, du moment
qu’un seuil est franchi dans l’activation de Notch ou Wnt. Or en réalité, la sensibilité des
cellules aux signaux de la niche varie selon le stade du cycle cellulaire et est maximale
lors de la phase G1 (juste après la mitose) [31]. D’où un autre modèle de différenciation
proposé par [39]. L’identité d’une cellule est déterminée à sa naissance et se maintient
jusqu’à la fin du cycle cellulaire courant. C’est alors que se produit la différenciation. Cette
hypothèse améliore en effet les performances du modèle par rapport à la différenciation
instantanée [39].

En plus des propriétés liées au destin cellulaire, le rôle de différences dans les propriétés
mécaniques des types cellulaires a également beaucoup attiré l’attention des modélisateurs
(voir 2.5). D’autres différences de comportement, liées à l’immunité ou au métabolisme
par exemple, n’ont jamais été modélisées à notre connaissance.

2.3.3. Régulateurs du destin cellulaire

Dans le cadre de la crypte, les travaux de modélisation ont, à notre connaissance,
portés sur deux voies de régulation : Notch et Wnt.
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La concentration de Wnt est représentée par une variable qui dépend uniquement de
la hauteur z dans la crypte, et notamment qui est constante en temps. Dans les travaux
[37, 38, 39], il s’agit simplement d’un gradient linéaire décroissant. Dans le modèle [17],
elle est déterminée par la courbure locale de la membrane basale, qui ne dépend elle-même
que de z et est aussi décroissante. L’activation de la voie de signalisation Wnt dans les
cellules à l’altitude z est alors égale à la concentration en Wnt à cette altitude.

On fait dépendre l’activation de la voie Notch sur le type des cellules voisines selon
le principe de l’inhibition latérale [17, 119, 120] (voir sec. 2.3 chap.1). Les cellules de la
voie sécrétoire (progéniteurs sécrétoires, cellule de Paneth et en gobelet) ont un niveau
d’activation de la voie Notch bas et présentent des ligands Notch. Un contact avec une
cellule de la voie sécrétoire active donc la voie Notch. Le niveau d’activation total de la
voie Notch dans la cellule i est alors

cN,i(t) =
∑
j

δi,j(t)clN,j

où δi,j(t) vaut 1 lorsque les cellules i et j sont en contact, 0 sinon, et clN,j est la concentra-
tion en ligands Notch de la cellule j qui est une constante dépendant du type cellulaire de
j (> 0 pour les cellules de la voie sécrétoire, = 0 sinon). Dans ce cas, un seuil d’activation
séparant cellules Notch-faibles et Notch-fortes (n1 et n2 dans la fig.2) correspond à un
nombre de contacts à établir avec des cellules présentatrices de ligands (Notch-faibles).

Dans le cas des modèles d’organoïdes qui portent non pas sur des cryptes matures
mais sur des cryptes en croissance [18, 120], l’activation de Wnt dépend également du
type des cellules voisines. En effet, ces modèles représentent des organoïdes de l’intestin
grêle où les cellules de Paneth sont sécrétrices de Wnt (contrairement aux DCSs du côlon).
In vivo, les cellules stromales sont également source de Wnt mais in vitro, si le Wnt n’est
pas ajouté au milieu de culture, c’est uniquement le nombre de contact avec des cellules
de Paneth qui détermine l’activation de Wnt.

En résumé de cette partie, on modélise en général la durée et le nombre de cycles
cellulaires via des variables aléatoires qui prennent en compte l’impact de la densité locale
de cellules. La différenciation est également aléatoire pour les cas simples mais les modèles
plus complexes tentent de prendre en compte la régulation exercée par l’environnement
de la cellule (position dans la crypte ou état des cellules voisines). Dans ces cas, la
différenciation se fait de manière déterministe.

2.4. Modélisation du comportement mécanique des cellules et de la mem-
brane basale

Le fonctionnement de la crypte intestinale repose sur plusieurs mécanismes biophy-
siques intéressants. Notamment l’invagination de l’épithélium qui en premier lieu permet
la formation des cryptes, ou la migration des cellules vers la lumière intestinale sur la-
quelle nous reviendrons sec. 2.5. Deux compartiments aux propriétés physiques différentes
sont impliquées : les cellules épithéliales et la matrice extracellulaire (MEC), plus spéci-
fiquement la membrane basale. L’une des spécificités de la crypte est l’interaction entre
ces deux compartiments. Ce couplage a également été étudié par des modèles continus
en densité de cellules (voir sec. 3).
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2.4.1. Le régime non-inertiel

A l’échelle de la crypte, pour modéliser les interactions entre cellules ou entre cellules
et matrice extra-cellulaire (MEC), on utilise les lois de Newton en régime non-inertiel :

��
��ma(t)︸ ︷︷ ︸

terme inertiel

= −ηv(t) +
∑

F (x(t))

avec x(t) la position de l’objet (le centre de la cellule par exemple), v(t) sa vitesse, a(t)
son accélération et

∑
F (x(t)) la somme des forces extérieures. L’hypothèse du régime

non-inertiel revient à négliger les phases d’accélération, la force de frottements (−ηv(t))
étant importante, elle prend très vite le pas sur le termes inertiel dans le bilan des forces.
Cette hypothèse se justifie par le raisonnement suivant, dans ce cas appliqué à la nage
des microorganismes [100] :

"For the animals that we’re going to be talking about, [...], it’s [le nombre de Reynolds]
about 10−4 or 10−5.[...] In water where the kinematic viscosity is 10−2 cm/sec these things
move around with a typical speed of 30 µm/sec. If I have to push the animal to move
it, and suddenly I stop pushing, how far will it coast before it slows down ? The answer
is about 0.01 nm. And it takes it about 0.6 µsec to slow down. I think this makes it
clear what low Reynolds number means. Inertia plays no role whatsoever.[...] what you
are doing at the moment is entirely determined by the forces that are exerted on you at
that moment, and by nothing in the past."

La seconde loi de Newton est alors remplacée par l’équilibre instantanée des forces :

(1) η
dx(t)

dt
=
∑

F (x(t)).

On obtient donc une équation du premier ordre pour x(t).

2.4.2. Interactions entre cellules

Les cellules épithéliales peuvent adhérer les unes aux autres, ce qui permet la formation
d’un épithélium jointif nécessaire à l’effet barrière ; ou se repousser, ce qui permet de
réguler la densité et participe à la migration. Cela peut être mimé simplement en liant
les cellules par des ressorts [37]. Soient xi,j(t) la distance entre le centre des cellules i
et j, x̂i,j(t) le vecteur unitaire allant de xi(t) vers xj(t), µ une constante de raideur et a
la taille d’une cellule isolée. Si les deux cellules sont en contact, la force exercée par la
cellule j sur la cellule i est

(2) Fi,j(t) = µ(xi,j(t)− a)x̂i,j(t).

Une force plus complexe est utilisée dans [39] :

(3) Fi,j(t) =

µa ln
(
xi,j(t)

a

)
x̂i,j(t) si xi,j(t) ≤ a,

µ(xi,j(t)− a) exp
(
−αxi,j(t)−a

a

)
x̂i,j(t) si a ≤ xi,j(t) ≤ 1, 5a.

Dans ces deux cas, les interactions sont attractives lorsque les cellules sont en contact
mais à une distance supérieure à a et répulsive autrement. Cependant, la première force
est linéaire en xi,j(t) et donc deux cellules peuvent théoriquement être très proche l’une
de l’autre, voir à la même position. Dans le second cas, la force explose lorsque xi,j(t)→ 0
ce qui permet de limiter la compression des cellules.
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Une approche nettement plus compliquée modélise les cellules comme des sphères
élastiques [48, 17, 18, 120]. Dans ce cas, chaque cellule est représentée par sa position
xi(t) dans l’espace tridimensionnel, son rayon Ri(t) et il y a contact entre deux cellules
lorsque xi,j(t) ≤ Ri(t) + Rj(t). La physique des contacts entre cellules est modélisée par
trois forces :

• les cellules adhèrent les unes aux autres. L’énergie associée à l’adhésion des cel-
lules i et j WA

i,j est proportionnelle à la surface de contact entre les deux cellules
(surface du disque d’intersection entre deux sphères) :

(4) WA
i,j = εSi,j avec Si,j = π

(
R2
i −

(
R2
i −R2

j + x2
i,j

2xi,j

)2
)
,

ε correspond à l’énergie d’adhésion par unité de contact entre cellules et Si,j est
la surface de contact entre les cellules.

• Un contact entraîne un aplatissement des cellules au niveau de la zone de contact.
L’énergie associée à cette déformation WD

i,j est calculée selon le modèle de Hertz
pour un solide élastique homogène et isotrope (ce modèle fait l’hypothèse que
les déformations considérées sont petites par rapport à la taille de l’objet) :

WD
i,j =

2(Ri +Rj − xi,j)5/2

5D

√
RiRj/(Ri +Rj)(5)

avec D =
3

2

(
1− ν2

E

)
,

E le module de Young et ν le coefficient de Poisson de la cellule.

• Le volume des cellules changent suite aux contacts. En plus des changements
de forme, le modèle considère les changements de volume en les associant à une
énergie de compression ou de dilatation uniforme WK

i .

WK
i = − K

2V T
i

(V T
i − V A

i )2 avec V A
i = Vi(Ri)−

∑
j

∆V C
i,j(6)

et ∆V C
i,j =

π

3

(
Ri −

R2
i −R2

j + x2
i,j

2xi,j

)2(
2Ri +

R2
i −R2

j + x2
i,j

2xi,j

)

K est le module d’élasticité isostatique, V T
i est le volume cible que la cellule

aurait si elle était isolée (sphère de diamètre a) et V A
i est le volume réel de la

cellule qui dépend de son rayon moins les chevauchements ∆V C
i,j avec les cellules

voisines j. On rappelle que la formule pour calculer le volume d’une sphère
tronquée de rayon R de hauteur h est π

3
h2(3R− h).

Les forces sont obtenues en dérivant les potentielsW , par rapport à xi(t) ou Ri(t) pour
déterminer l’évolution de l’un ou de l’autre. La force d’adhésion est initialement attractive
et devient répulsive lorsque les cellules sont trop proches, les forces de résistance à la
déformation et de résistance à la compression sont répulsives. De plus, la force d’adhésion
∂WA

i,j

∂xi,j
explose lorsque xi,j → 0.
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De plus, les travaux [48, 17, 18, 120] apportent une modification à (1) pour prendre
en compte les frottements entre cellules :

ηBM
dxi
dt

+
∑
j

frottements entre cellules︷ ︸︸ ︷
ηCS

i,j

(
dxi
dt
− dxj

dt

)
=
∑
j

∂(WA
i,j +WD

i,j +WK
i )

∂xi,j
x̂j,i(7)

ηV O
dRi

dt
+
∑
j

ηCS
i,j

(
dRi

dt
+
dRj

dt

)
︸ ︷︷ ︸
frottements entre cellules

=
∂WK

i

∂Ri

+
∑
j

∂(WA
i,j +WD

i,j)

∂Ri

(8)

Les paramètres η. correspondent à des coefficients de friction (avec la membrane basale,
entre cellules ou comme résistance à une variation du volume cellulaire) et induisent donc
une résistance à la déformation très naturelle même si elle n’est pas forcément caractérisé
par des mécanismes.

2.4.3. Rhéologie de la membrane basale et interactions avec les cellules

Le rôle de la matrice extracellulaire et plus particulièrement de la membrane basale
dans les modèles est de maintenir l’épithélium dans une forme de crypte (approximati-
vement un tube à essai évasé). Elle a également un rôle régulateur puisque lorsqu’une
cellule perd contact avec la membrane basale, elle meurt par anoikis (voir 2.3.1 p.41) et
est retirée de la simulation.

Dans [17], la forme de la crypte est estimée à partir d’observations microscopiques
par une surface bidimensionnelle (voir 2.2). La membrane basale est modélisée comme
un réseau triangulaire fixe dessiné sur cette surface où la dimension maximale des mailles
est petite devant la taille des cellules, si bien que le réseau possède 30 000 nœuds. Les
arrêtes du réseau représentent alors les fibres de polymères composant la membrane ba-
sale. Lorsque la distance entre le centre de la cellule i et le noeud j xi,j est plus petite
que Ri, l’interaction suit le potentiel :

(9) WBM
i,j =

ε

Nknot
i

(
α ln

(
xi,j
Ri

)
− xi,j
Ri

)
avec ε l’énergie maximale d’interaction, α une constante ad hoc et Nknot

i le nombre de
noeuds qui interagissent avec la cellule i (ce terme permet donc de garder la force exercée
par la membrane basale à peu près constante). La force qui en dérive est fortement
répulsive pour les petites distances et devient attractive lorsque la distance augmente.
Cette force permet de faire adhérer les cellules à la membrane basale et de maintenir la
géométrie d’une crypte intestinale.

D’autres modèles ne considèrent pas que la géométrie des cryptes est fixée, et mo-
délisent la MEC comme un compartiment dynamique. Dans [37], les cellules stromales
exercent une force de courbure sur les cellules épithéliales uniquement. Plus précisément,
lorsqu’elles sont en contact (voir fig.3 p.48), la cellule stromale j exercent sur la cellule
épithéliale i la force de rappel

(10) FBM
i,j (t) = β(κi,j(t)− κ)x̂j,i(t)

où β est un paramètre d’intensité, κ la courbure de consigne de la membrane basale et
κi,j(t) une approximation discrète de la courbure de la membrane basale au niveau de la
cellule.
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Figure 3. Déformation de l’épithélium au cours du temps sous
l’action de la membrane basale [37]. En bleu : les cellules stromales,
en jaune : les cellules épithéliales. Reproduit avec permission de [37].

Une modélisation dynamique de la membrane basale est également introduite par
[18] pour étudier la formation de cryptes dans un organoïde (voir 2.5.1 p.49). Les auteurs
repartent du modèle de [17] où la membrane basale était indéformable. Ils considèrent
que les arrêtes du réseau triangulaire représentant la membrane basale sont des polymères
capables d’étirement et de flexion. Chaque polymère i est composé d’un nombre ni de
segments. Les points de la membrane basale dont on suit l’évolution sont les extrémités
des segments de polymères. On associe à chaque segment k l’énergie élastique

(11) W el
k =

Kel

2
(lk − lk,0)2

où lk,0 est la longueur intrinsèque du segment. Aux paires de segments k et l voisins d’un
même polymère, on associe l’énergie de flexion

(12) W b
k,l = Kb(1− cos(γk,l))

où γk,l est l’angle formé par les segments k et l. Enfin, une énergie de courbure est associé
aux paires de mailles adjacentes n et m :

(13) W c
n,m = Kc(1− cos(αn,m − α0))

où αn,m est l’angle formé par les normales aux deux mailles, α0 est la consigne qui vaut 0
sauf pour les mailles en contact avec des cellules de Paneth (voir 2.5.1). De plus, chaque
point de la membrane basale interagit avec les cellules voisines selon l’énergie (9). La
membrane basale évolue ensuite en minimisant la somme de ces énergies (équation (7)).
Lorsqu’une maille du réseau dépasse une taille critique, elle est divisée en quatre nouvelles
mailles et on considère que les segments formant les quatre mailles filles ainsi que la maille
mère sont au repos (les longueurs intrinsèques li,0 sont fixées à li(t)). Lorsqu’une maille
du réseau passe sous une valeur critique, elle est détruite et les segments impliqués fixés
au repos. Ainsi, la membrane basale est susceptible de croître ou de rétrécir. Le choix
des paramètres est délicat car si la constante élastique Kel dans (11) est trop faible par
rapport à la constante de courbure Kc dans (13), le réseau va avoir tendance à croître
spontanément dans les zones où il est courbe pour diminuer son énergie de courbure. A



2. LES MODÈLES CELLULE-CENTRÉS 49

l’inverse, si Kel est trop élevée les cellules ne peuvent pas étirer la matrice et la croissance
de l’organoïde est bloquée.

On a vu dans cette partie que des modèles physiques très différents sont utilisés. Ces
modèles associent des forces identifiées rigoureusement dans des cadres plus généraux et
des forces ad hoc, dans un but de simplification ou parce que les mécanismes sous-jacents
ne sont pas encore suffisamment connus. L’introduction dans ces modèles de propriétés
mécaniques dépendant du type cellulaire leur donne un intérêt supplémentaire, ce que
nous allons voir maintenant.

2.5. Quelques expériences in silico

Nous présentons maintenant le comportement de ces modèles. En particulier, nous
allons voir qu’ils ont été utilisés pour étudier les mécanismes biophysiques permettant
la formation des cryptes, l’impact d’une dérégulation des voies de signalisation Notch et
Wnt, et le mode de compétition des cellules souches.

2.5.1. Cryptogénèse

La formation de la crypte à partir d’un épithélium plat, d’un organoïde sphérique
homogène ou par division d’une crypte mère est intriguante : comment apparaît une
structure dans un tissu initialement homogène et sans influences extérieures (les physi-
ciens parlent de rupture de symétrie et d’auto-organisation [112]) ? De plus, dans le cas
des cancers colorectaux, la fission des cryptes mutantes est intensifiée ce qui participe
à la formation d’une tumeur. La cryptognèse a été modélisée dans le contexte de l’hôte
[37, 76] ou in vitro sur des organoïdes [76, 18, 120].

Un modèle simple de la situation in vivo est présenté dans [37] en 2D sur un domaine
qui correspond à une coupe transversale de l’ensemble épithelium et du stroma sous-
jacent. Une rangée de cellules épitheliales repose sur les cellules stromales. Seules les
cellules épithéliales sont susceptibles de se diviser, et toutes les cellules interagissent entre
elles par des ressorts hookéens ((2) p.45). Une force de courbure du type (10) est appliquée
à un épithélium initialement plat. La courbure κ est non-nulle sur la portion centrale de
l’épithélium et nulle sur les bords. Cet épithélium est alors capable de comprimer et
déplacer les cellules stromales sous-jacentes et l’état d’équilibre dynamique final a une
forme de crypte comme le montre la fig.3 p.48. Le stroma sur lequel repose l’épithélium
est cependant hypertrophié par rapport à des situations biologiques. Lorsque la division
cellulaire est localisée à la base de la crypte, régulée par l’inhibition de contact, et que
l’on ajoute un phénomène d’apoptose aléatoire au sommet de la crypte, les cellules se
mettent à migrer de la base vers le sommet de la crypte. Le fonctionnement de ce "tapis
roulant" est donc obtenu sans recourir à une force de migration active.

Des expériences sur les organoïdes ont mis en évidence le rôle des cellules de Paneth
qui semblent agir comme un germe initiant la formation de la crypte [112]. Il a été
déterminé expérimentalement que les cellules de Paneth sont plus rigides et adhèrent
davantage à la matrice extracellulaire [76] et elles impactent clairement la morphologie
de la crypte comme le montre la fig.4. Pour modéliser le phénomène de bourgeonnement
d’une crypte dans un organoïde, on attribue ainsi aux cellules de Paneth des propriétés
physiques différentes de celles des autres cellules épithéliales.
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Figure 4. Impact des cellules de Paneth sur la morphologie d’un
organoïde. ENR : milieu de culture standard, ENR-CV : milieu qui aug-
mente le nombre de cellules souches Lgr5+, ENR-CD : milieu qui augmente
le nombre de cellules de Paneth. Reproduit avec permission de [76].

Par exemple, le modèle d’interactions physiques [37] décrit au paragraphe précédent
est également utilisé pour étudier le bourgeonnement dans une coupe transversale d’or-
ganoïde [76, 1]. Le domaine est initialement formé d’une couronne circulaire de cellules
épithéliales indifférenciées entourées de cellules stromales (qui correspondent alors au
Matrigel ; voir figure 5). On considère qu’il y a fission lorsque la circularité de la couche
épithéliale tombe sous un seuil. A chaque division, une cellule indifférenciée peut se di-
viser de manière asymétrique pour donner naissance à une cellule de Paneth avec une
probabilité p. Les cellules de Paneth sont rendues plus rigides que les cellules souches
en augmentant la rigidité µ du ressort reliant deux cellules en contact, si l’une [1] (ou
les deux [76]) des cellules est de Paneth. Lorsque la couronne de cellules épithéliales est
uniquement composée de cellules souches, la croissance se fait en maintenant une forme
circulaire pour un choix raisonnable de paramètres. Des bourgeons apparaissent lorsque
l’on introduit les cellules de Paneth plus rigide et la probabilité de fission augmente avec
leur proportion ou leur rigidité. Les auteurs de [1] examinent également l’effet d’une plus
grande adhésion des cellules de Paneth en augmentant le coefficient de friction général η
dans l’équation du bilan des forces (1). Cela augmente également le taux de fission mais
dans une moindre mesure que la rigidité. On voit dans la fig. 5 qu’une crypte semble
démarrer lorsqu’une zone riche en cellules de Paneth se brise au niveau d’une cellule
indifférenciée. Ce mécanisme ne semble cependant pas correspondre à ce qui se passe
dans les organoïdes où c’est une cellule de Paneth qui vient rompre l’homogénéité mais
s’apparente davantage à ce qui est observé lors d’une fission de crypte.
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Figure 5. Cryptogénèse dans un organoïde. En jaune : cellules
Lgr5+, en bleu clair : cellules de Paneth, en rouge : Matrigel. Reproduit
avec permission de [76].

Tandis que le modèle précédent suppose que les cellules souches et de Paneth sont
affectées de la même manière par la force de courbure, un modèle plus complexe et plus
performant de développement met en avant une interaction entre courbure et cellules
de Paneth [18, 120]. Cependant, l’hypothèse que la différenciation en cellule de Paneth
nécessite une courbure du substrat reposait sur le fait qu’il n’était pas possible d’établir
une culture d’épithélium intestinal avec un renouvellement des cellules sur un substrat
plat. Depuis la parution de ces articles, ce type de culture semble avoir été réalisé en
augmentant la rigidité du Matrigel qui sert de support aux cellules [2], ce qui ouvre la
voie pour de nouveaux travaux de modélisation.

Dans les travaux [18, 120], les cellules interagissent selon le modèle complexe des
sphères élastiques (4-6) p.46, adhérent à la membrane basale via la force (4), et la mem-
brane basale est elle-même susceptible de se déformer, de croître ou rétrécir selon le
modèle de rhéologie (11-13) p.48. La condition initiale est une cellule souche entourée
par la membrane basale. Dans le cas où il n’y a que des cellules souches identiques, une
prolifération cellulaire importante associée à une faible énergie de courbure de la mem-
brane basale (Kc dans (13)) conduisent à un organoïde bosselé. Si on bloque alors la
prolifération, l’organoïde se relaxe vers une forme sphérique. Pour introduire les cellules
de Paneth, les auteurs modélisent la différenciation par un mécanisme d’inhibition laté-
rale lié à Notch similaire à [17] (voir 2.3.2). De plus, les cellules de Paneth sont supposées
adhérer davantage à la membrane basale (on augmente l’énergie maximale d’interaction
ε dans (9)), ne peuvent naître que dans des régions de fortes courbures et, en retour,
augmente la courbure au repos de la MEC (α0 > 0 dans (13) pour les segments de
MEC en contact avec une cellule de Paneth, = 0 ailleurs) tout en réduisant l’intensité
de la force élastique (Kel dans (11)). Comme il s’agit d’organoïdes de l’intestin grêle, la
différenciation des cellules souches en entérocytes a lieu lorsque le nombre de contacts
avec des cellules de Paneth n’est pas suffisant (voir 2.3.2). Dans ce cas, on observe une
régionalisation similaire à ce qui est observé expérimentalement : des domaines courbés
riches en cellules de Paneth et cellules souches, et des domaines plus plats occupés par
les entérocytes. La croissance de l’organoïde se fait au niveau de ces pseudo-cryptes,
notamment car les cellules de Paneth réduisent la force élastique de la MEC, donc la
compression et l’inhibition de contact. Ce modèle est étendu dans [120] pour prendre en
compte tous les principaux types cellulaires de la crypte, et simuler l’effet de l’activation
de Wnt sur le mode de croissance de l’organoïde. L’activation de Wnt correspond ici à
l’ajout de R-spondin dans le milieu de culture. R-spondin est un activateur de la voie
Wnt : sa présence augmente l’effet du Wnt sécrété par les Paneth. Lorsque Wnt est activé,
la proportion d’entérocytes et de cellules en gobelet est réduite, et celle des cellules de
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Paneth augmente. Pour reproduire ce phénotype, les auteurs introduisent une modifica-
tion qui peut sembler ad hoc : ils augmentent le nombre n1 de contacts avec des cellules
Notch-fortes séparant les états "souche" et "Paneth" (voir fig.2 p.43). Plus n1 est élevé,
plus les cellules souches se différencieront en cellules de Paneth. Les auteurs arrivent ainsi
à reproduire différents phénotypes d’organoïdes, ramifiés ou arrondis, qui correspondent
qualitativement aux observations. Les vitesses de croissances montrent également un bon
accord avec les données. Une seconde expérience simule l’ajout de Wnt dans le milieu
de culture. Dans ce cas, l’activation par Wnt a lieu dans tout l’organoïde, alors qu’avec
l’ajout de R-spondin l’activation est restreinte aux zones riches en cellules de Paneth.
La présence de Wnt dans le milieu de culture conduit à la formation d’un organoïde ar-
rondi et hypertrophié (cystique), avec peu de cellules différenciées. Les auteurs cherchent
à reproduire ce phénotype en modifiant des paramètres biophysiques du modèle : ils di-
minuent la rigidité de la matrice (Kel dans (11)) pour réduire l’inhibition de contact, et
augmente l’énergie maximale de courbure (Kc dans 13) pour favoriser une forme sphé-
rique. Ils obtiennent en effet un organoïde arrondi qui ressemble au phénotype cystique
observé in vitro.

2.5.2. Fonctionnement de la crypte

Abordons maintenant les résultats concernant le fonctionnement d’une crypte ma-
ture, dans les cas d’une régulation normale ou perturbée. Le modèle le plus complet du
fonctionnement d’une crypte intestinale est celui de [17]. C’est un modèle à géométrie
fixe en 3D, où les cellules interagissent selon le modèle des sphères élastiques ((4-6) p.46)
et adhérent à la membrane basale (qui est fixe) via la force (4). L’identité cellulaire dé-
pend des niveaux d’activation de Notch et Wnt qui sont déterminés respectivement par le
type des cellules voisines et par un gradient de concentration, décroissant avec la hauteur
dans la crypte (voir 2.3.2). A l’homéostasie, le modèle reproduit de manière quantitative
le nombres de cellules selon les types cellulaires, le taux de renouvellement de l’épithé-
lium et le taux de mort par anoikis. On retrouve de manière relativement satisfaisante la
répartition spatiale des différents types cellulaires.

De plus, dans l’esprit de ce que nous avons vu pour la cryptogénèse précédemment,
il est aisé de simuler des perturbations dans les voies Notch et Wnt en changeant les
valeurs des seuils qui séparent les types cellulaires (voir fig2 p.43). Le résultat est en
effet une modification des proportions des différents types cellulaires. Enfin, un attribut
intéressant de ce modèle est le retour à l’équilibre dans des délais réalistes suite à la
suppression de l’un des types cellulaires. Cela est lié d’une part à l’hypothèse que la
différenciation cellulaire est réversible tant qu’un stade de différenciation terminal n’est
pas atteint, et d’autre part au fonctionnement par inhibition latérale de la voie Notch.
Par exemple, si l’on supprime les cellules souches (fortes en Notch), les progénitrices des
cellules de Paneth (faibles en Notch) vont se différencier en cellules souches et vice-versa.
Le même mécanisme a lieu entre progéniteurs sécrétoires et absorptifs.

Un autre exemple de modélisation d’une crypte malade est l’article [39] qui porte sur
la dérégulation de la mitose dans des cryptes irradiées. Il s’agit d’un modèle très simple
avec uniquement des cellules souches ou différenciées qui diffèrent par leur position dans
la crypte (influence du gradient linéaire de Wnt). Les cellules souches peuvent se diviser
et sont soumises à l’inhibition de contact. Le but est de reproduire quantitativement
les distributions spatiales des divisions observées expérimentalement en temps normal,
suite à une irradiation ou 2 mois après cette irradiation. En faisant varier les valeurs des
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seuils d’activation de l’inhibition de contact (plus faible dans les cryptes irradiées) et la
hauteur à laquelle les cellules se différencient (plus haute dans les cryptes irradiées car
Wnt est sur-activé), le modèle arrive à reproduire correctement les données. En supposant
ces mutations héréditaires, les auteurs évaluent également la probabilité qu’une cellule
mutante conquière la crypte. Cet exemple met en valeur le fait que, malgré la complexité
apparente des phénomènes biologiques, une modélisation simple peut parfois mettre en
évidence les facteurs clefs d’un phénomène.

Le renouvellement rapide de l’épithélium par un mouvement de "tapis roulant" des
cellules est un autre phénomène remarquable de la crypte. Cette migration peut se déré-
gler, notamment dans certains cancers colorectaux suite à la mutation du gène Apc. Savoir
si la migration collective des cellules provient uniquement de la pression mitotique, c’est à
dire sur la prolifération cellulaire, ou si elle repose également sur un phénomène actif est
longtemps demeurée une question ouverte. L’un des arguments pour la migration active
est que le blocage temporaire de la mitose n’induit pas l’arrêt de la migration. De nou-
veau, avec un modèle très simple à deux types de cellules (prolifératives et différenciées)
qui se distinguent par leur hauteur dans la crypte (passage d’un seuil de Wnt, voir 2.3.3)
et des interactions mécaniques entre cellules de type masse-ressort ((2)), les simulations
de [38] montrent que la migration peut se poursuivre temporairement en l’absence de
prolifération sans recourir à une migration active. Cela est dû à l’augmentation de vo-
lume des cellules comprimées et à la pression négative au sommet de la crypte induite
par l’apoptose de certaines cellules : en l’absence de division, une migration résiduelle a
lieu car le système se détend. Les sorties du modèle sont confrontées quantitativement à
des données expérimentales et montrent un accord relatif sur la distribution des tailles
de cellules (en lien avec la compression), la vitesse de migration à l’homéostasie et lors
du bloquage de la mitose. Nous avons vu dans 2.5.1 p.49 que [37] reproduit également
la migration collective des cellules juste du fait de la pression mitotique à la base de
la crypte et la mort cellulaire au sommet. D’après une étude récente [72] mêlant expé-
rimentation et modélisation sur la migration le long des villosités de l’intestin grêle, il
semblerait qu’au sein de la crypte, la migration est bien due à la pression mitotique (voir
partie 3) tandis que sur les villosités, les cellules migrent activement.

2.5.3. Dynamique des cellules souches

Au cours du renouvellement normal des tissus, il est crucial que le nombre de cellules
souches reste à peu près constant. Ainsi, la moitié des cellules produites par la divi-
sion de cellules souches doit rester souche, tandis que l’autre doit se différencier. Cette
partition peut être imposée dès la division (division asymétrique) ou a posteriori (divi-
sion symétrique). Lors de la division asymétrique d’une cellule souche, l’une des cellules
filles reste souche (renouvellement de la cellule mère) et l’autre entame un processus de
différenciation. Un cas bien caractérisé correspond à la division asymétrique d’un pro-
géniteur neuronal chez la Drosophile, qui produit un nouveau progéniteur et une cellule
qui deviendra neurone ou cellule gliale [27]. Chez les Mammifères, ce genre de division
est observé lors de la formation des cellules sanguines (hématopoïèse) [27]. Lors d’une
division symétrique, les deux cellules filles sont souches comme la cellule mère et ce sont
des évènements postérieurs indépendants qui détermineront si elles s’engagent dans une
voie de différenciation, le destin individuel de chaque cellule fille n’étant pas déterminé
lors de la division. Dans ce cas, des mécanismes de contrôle à l’échelle de la population
de cellules souches doivent s’exercer pour maintenir un nombre de cellules constant.
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Le type de division qu’effectue les cellules souches de la crypte a été élucidé en partie
grâce à l’utilisation de modèles mathématiques. Pour tester la possibilité que réside, à la
base de la crypte, une population de cellules souches identiques, se divisant de manière
symétrique, la prolifération des cellules souches est modélisée par un processus stochas-
tique de modèle de votes (voter model) [78]. Les cellules souches sont positionnées sur un
réseau de Zd, chaque cellule possède initialement son marquage (son "avis" ; expérimen-
talement, il s’agit de l’expression d’une protéine fluorescente donnée) et adopte ensuite
aléatoirement le marquage d’une des cellules voisines. Ce changement correspond au rem-
placement d’une des cellule souche par une cellule fille issue de la division d’une de ses
voisines (c’est ici que l’on fait l’hypothèse d’une division symétrique), la cellule remplacée
est alors physiquement expulsée de la niche des cellules souches. Petit à petit, le nombre
de marquages présents dans la population diminue, tandis que la taille des populations
clonales (ensemble de cellules possédant le même marquage) augmente. L’instant où la
crypte devient monoclônale est le temps de consensus.

Des observations anciennes [50] attestent de l’évolution des cryptes vers la monoclo-
nalité. Divers scénarios étaient envisagés pour l’expliquer, notamment l’existence d’une
unique cellule souche immortelle donnant naissance à toutes les autres cellules (y compris
les autres cellules souches) c’est-à-dire l’existence d’une hiérarchie cachée dans la popu-
lation de cellules souches ; ou des erreurs dans des divisions normalement asymétriques.
Cette question délicate est tranchée en 2010 dans deux publications [114, 82]. Dans ces
études, les cellules souches sont initialement marquées individuellement et la taille des
clones est suivie au cours du temps par microscopie, ce qui constitue une nouveauté expé-
rimentale déterminante. Les résultats théoriques sur la distribution des tailles de clones
survivant au cours du temps ainsi que des simulations du temps de consensus dans le cadre
d’un modèle de vote sont en adéquation avec ces nouvelles données. Associé à d’autres
observations expérimentales, cela confirme que finalement le modèle d’une compétition
neutre (neutral drift) entre des cellules souches identiques se divisant symétriquement est
le plus probable.

Par la suite, les expériences de [103] ont nuancées cette vision d’une compétition
neutre. Les auteurs ont été capables de marquer une cellule souche de la crypte, d’évaluer
avec précision sa position dans la crypte et de suivre l’évolution de la taille de la population
clonale qu’elle engendre. Les clones issus d’une cellule souche qui est au centre de la niche
(à la base de la crypte) ont plus de chances de se maintenir que les clones issus de cellule
souche situées au bord de la niche (légèrement plus haut dans la crypte). Une légère
modification du modèle de vote pour prendre en compte la géométrie de la crypte permet
de reproduire quantitativement ces nouvelles données [103].

Aujourd’hui, c’est l’impact des mutations sur la compétition entre cellules souches qui
est exploré, par exemple dans [119], afin de mieux comprendre la fixation des mutations
et l’apparition de cancers. La probabilité de fixation d’une mutation correspond en fait à
la probabilité qu’une cellule souche porteuse de cette mutation conquiert la crypte.

3. Les modèles de densité de population

Les modèles de densité de population de la crypte intestinale sont moins nombreux
que les modèles individu-centrés, plus encore dans les modèles publiés récemment. En
effet, dans le cadre d’applications en cancérologie, on souhaite reproduire l’organisation
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précise de la niche des cellules souches qui est constituée d’un faible nombre de cellules et
dans ce cas, les modèles continus sont moins adaptées que les modèles individu-centrés.

Commençons par les modèles à compartiment présentés dans [64]. Dans ce cas, l’es-
pace n’est pas représenté explicitement mais peut-être pris en compte dans le choix des
compartiments. On a donc trois compartiments : les cellules souches en nombre ns, cel-
lules progénitrices en nombre np et cellules différenciées en nombre nd. Les cellules souches
(progénitrices) sont susceptibles de mourir au taux α1 (β1), de se diviser et se différen-
cier en cellules progénitrices au taux α2 (en cellules différenciée au taux β2) et se diviser
de manière symétrique au taux α3(β3). Les cellules différenciées meurent au taux γ. Le
premier modèle comprend une variable d’âge qui correspond à la progression des cellules
dans le cycle cellulaire. ni(t, a) représente la quantité de cellules i au point a du cycle
cellulaire à l’instant t. La durée du cycle cellulaire ti est fixée pour chaque type cellulaire
i. L’évolution de la population de cellules i correspond à l’EDP suivante, structurée en
âge

(14) ∂tni(a, t) + ∂ani(a, t) = 0 pour 0 < a < ti.

Les conditions de bords sont déterminées par les taux de renouvellement, différenciation
et mort. Par exemple, pour les cellules souches et progénitrices

ns(0, t) = 2α3ns(ts, t),(15)
np(0, t) = 2β3np(tp, t) + 2α2ns(ts, t).(16)

On peut obtenir la formule exacte des densités ni(t, a) pour certaines densités initiales
ni(a, 0). Les auteurs se placent ensuite sur une échelle de temps grande devant la durée
des cycles cellulaires, ce qui permet de faire disparaître la structure en âge. On obtient
alors le modèle d’EDOs suivant :

dNs

dt
(t) = (α3 − α1 − α2)Ns(t),(17)

dNp

dt
(t) = (β3 − β1 − β2)Ns(t) + α2Ns(t),(18)

dNd

dt
(t) = −γNd(t) + β2Np(t).(19)

où les valeurs numériques pour αi, βi et γ sont différentes de celles du modèle précédent.
On sait ensuite résoudre ce système. Dans ces deux modèles, hormis pour un nombre
fini de valeurs de paramètres, la taille des populations Ni(t) croit ou décroit exponen-
tiellement ce qui ne correspond pas à une crypte à l’homéostasie. On parle d’instabilité
structurelle. Comme correction, les auteurs testent différents rétrocontrôle via les taux
α2 de différenciation (notamment des taux logistiques). L’introduction d’un rétrocontrôle
est similaire au rôle de l’anoikis pour limiter la prolifération cellulaire dans les modèles
individu-centrés (voir 2.3.1). On obtient alors des états d’équilibres stables qui peuvent
être modulés par le choix des paramètres.

Un autre travail est celui de [86]. Ce modèle traite la crypte comme un segment
[0, zmax] unidimensionnel en faisant l’hypothèse que l’organisation de la crypte est axi-
symétrique. Le modèle microscopique est une simplification du modèle individu-centré
[128]. Les cellules interagissent uniquement par des ressorts linéaires (2), et on consi-
dère deux types de cellules. Les cellules souches prolifèrent tant que leur position dans
la crypte est sous un seuil zd et deviennent différenciées au-delà, stoppant leur prolifé-
ration. La durée du cycle cellulaire est ts. En faisant tendre la taille des cellules vers 0
et en faisant exploser la taille de la population, les auteurs obtiennent formellement le
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modèle continu macroscopique suivant pour la densité de cellules ρ(z, t) (dans sa version
adimentionnalisé) :

(20) ∂tρ = ∂z

(
1

ρ2
∂zρ

)
+ 1{z≤zd}(z)βρ

avec
β =

z2
maxη ln 2

a2tsk
,

k la rigidité du ressort, η le coefficient de friction des cellules (1) et a la taille des cel-
lules dans le modèle microscopique. Le flux de cellules lié aux interactions mécanique
est capturé par le terme de diffusion non-linéaire 1

ρ2∂zρ et la prolifération correspond au
terme 1{z≤zd}(z)βρ. L’absence de flux de cellules à la base de a crypte correspond à une
condition de Neumann

(21) ∂zρ = 0 en z = 0.

Au sommet de la crypte où les cellules sont expulsées dans la crypte intestinale, on
souhaite modéliser l’absence de pression. Cela correspond à la condition de Dirichlet

(22) ρ(1, t) = 1.

Les auteurs par des simulations montrent que ce modèle macroscopique reproduit le
comportement moyen du modèle microscopique. Ils s’intéressent ensuite comme dans [64]
à l’existence d’un état stationnaire non nul (homéostasie) et démontrent qu’une condition
nécessaire sur les paramètres est

(23) β >
1

zd(2− zd)
.

De plus, l’équation (20) ne comportant que deux paramètres, il est facile d’explorer nu-
mériquement le modèle et de trouver les valeurs en accord avec les observations.

L’avantage des modèles continus comme [64, 86] est la possibilité d’avoir une dé-
marche théorique. On peut ainsi obtenir (rarement) la forme de la solution exacte, ou
des bornes sur des paramètres pour lesquelles existe des solutions particulières. De plus,
ils sont plus rapides à simuler que les modèles microscopiques sous-jacents et sont donc
plus simples à explorer numériquement. Cependant, dans l’état actuel, cette simplicité
est trop importante pour améliorer notre compréhension du fonctionnement de la crypte.

Une autre catégorie de modèles continus de l’épithélium intestinal est développée par
des physiciens et repose sur des outils avancés de la mécanique des milieux continus et de
la matière active, par exemple [57, 56]. Ces théories sont assez éloignées de ce que nous
utilisons dans cette thèse et je ne les ai donc pas étudiés en détails. Les résultats obtenus
sont cependant remarquables, d’où leur mention ici. La cryptogénèse a par exemple été
étudiée sous cet angle [57] et, comme pour les modèles individu-centrés (voir 2.5.1), est
expliquée par des différences de propriétés mécaniques entre l’épithélium et les différentes
couches du stroma, et la pression issue de la prolifération des cellules. Ce modèle est
ensuite repris dans un article remarquable pour confirmer les liens observés expérimen-
talement entre les phases successives de maturation du mésenchyme et l’apparition des
villosités chez le poulet [113]. Dans [56], les auteurs s’intéressent à l’apparition de motifs
spatiaux particuliers dans un épithélium constitué de deux types cellulaires : des cellules
souches qui se divisent et des cellules différenciées qui migrent activement. Il peut s’agir
de l’apparition de motifs périodiques de la densité cellulaire, ou une séparation entre les
deux populations de cellules (par exemple, la séparation entre cellules souches et diffé-
renciées dans la crypte intestinale). Ce modèle a récemment été appliqué à la question du
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mode de migration des cellules le long des villosités de l’intestin grêle [72]. D’après ces
modèles, dans le cas d’une migration passive simplement liée à la pression mitotique, la
densité cellulaire devrait décroître en s’éloignant de la zone de prolifération à la base de
la villosité ; tandis qu’avec la présence d’une force de migration active, la densité devrait
augmenter au sommet de la villosité. Les mesures expérimentales indiquent qu’il y a bien
une force de migration active dans la partie supérieure de la villosité.

4. Conclusion

La modélisation des cryptes intestinales, essentiellement par des modèles individu-
centrés, est bien développée. On arrive aujourd’hui à reproduire de manière satisfaisante
l’organisation d’une crypte à l’équilibre et certains dérèglements de sa régulation. La mo-
délisation de la cryptogénèse, qui nécessite de prendre en compte les interactions avec
le stroma et de ne pas fixer la géométrie de la crypte, produit également des résultats
intéressants. Certains travaux ont passé le stade de simulations qualitatives et cherche
à reproduire les données expérimentales de manière quantitative. En particulier sur les
questions de la compétition des cellules souches (voir 2.5.3) et des mécanismes de migra-
tion dans la crypte (voir 2.5.2), la modélisation associée aux expérimentations a permis
de départager différents scénarios biologiques et de résoudre ces questions. Pour mettre
en évidence la compétition neutre entre cellules souches, ce sont même des résultats théo-
riques sur les modèles qui ont été utilisés, et pas seulement l’analyse de simulations. Sur
les autres questions, les modèles de cryptes n’ont pas encore été utilisés de manière pré-
dictive mais servent néanmoins à rassembler les connaissances et à les valider. La relative
maturité des modèles de crypte permet donc d’envisager désormais un couplage avec le
microbiote, ce qui à notre connaissance n’a pas encore été réalisé.





Chapitre 3

Modélisation à plusieurs échelles de la crypte intestinale

Dans ce chapitre, nous rassemblons les différents modèles étudiés durant cette thèse,
qui visent à reproduire les interactions entre cellules épithéliales d’une crypte du côlon
et l’activité du microbiote. Dans la partie 1, un premier modèle, cellule-centré, modé-
lise le devenir de cellules individuelles, en couplant un processus de saut modélisant des
évènements stochastiques (division, extrusion, différenciation) avec des modèles détermi-
nistes modélisant les interactions mécaniques entre cellules et les régulations dépendant
de signaux biologiques produit par l’hôte (Wnt) ou par le microbiote (butyrate). Deux
autres modèles sont ensuite introduits partie 2 p.68 : ce sont des modèles de population
déterministes de type EDP. Le premier modèle est un modèle de type self-aggregation,
alors que le second est un modèle de type milieux poreux. Nous verrons dans le chapitre
4 que le modèle de self-aggregation est un modèle limite du modèle stochastique, alors
que le modèle de milieux poreux est un modèle limite du modèle de self-aggregation.

1. Modèle cellule-centré

Nous présentons maintenant un modèle maintenant un modèle cellule-centré. Nous
exposons ses différentes composantes : les hypothèses sur la géométrie des cryptes et
les objets modélisés, qui vont définir l’espace d’état de notre modèle (partie 1.1), les
interactions mécaniques entre cellules (partie 1.2), le destin cellulaire modélisé par des
évènements aléatoires (partie 1.3) et l’évolution des concentrations de métabolites (partie
1.4).

1.1. Espace d’état du modèle : géométrie, cellules et concentrations

Les modèles cellule-centrés existants représentent la géométrie d’une crypte dans un
domaine de deux ou trois dimensions (voir 2.2 chapitre 2). Cependant ces modèles ont
été développés dans le cadre d’étude de pathologies telles que le cancer. Ils s’intéressent
particulièrement au fonctionnement fin de la niche des cellules souches qui nécessite une
géométrie détaillée. Or ce n’est pas notre cas, puisque nous nous intéressons aux inter-
actions entre les cellules épithéliales d’une crypte du côlon et l’activité du microbiote.
Comme il a été montré au chapitre 1, ces interactions sont fortement structurées par
des gradients de concentrations le long de l’axe vertical de chaque crypte. Nous faisons
donc l’hypothèse simplificatrice que la crypte peut être réduite à cet axe. Notons que
dans le cadre du passage d’un modèle individu-centré à un modèle continu, la crypte
est également représentée comme un segment dans [86]. La crypte est donc représentée
par un segment [0, zmax] où z = 0 correspond à la base de la crypte où se trouvent les
cellules souches et z = zmax est la hauteur maximale possible de la crypte. Chaque cellule
est caractérisée par la position de son centre sur [0, zmax] et son type l ∈ T , où T est
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l’ensemble fini des types cellulaires. Plusieurs cellules peuvent alors se trouver à la même
position z. Les différents types cellulaires de T pris en compte dans le modèle sont :

• les cellules souches (notée sc),

• les cellules sécrétrices de la crypte profonde (Deep Crypt Secretory cells, dcs),

• les cellules progénitrices (pc),

• les cellules en gobelet (gc),

• les entérocytes (ent).

Une cellule k à la position zk et de type lk est représentée par une mesure de Dirac

δxk(dx), où xk = (zk, lk)

et la population des n cellules au temps t, notée νt, est une mesure ponctuelle finie
correspondant à la somme de ces Diracs :

(24) νt =
n∑
k=1

δxk(t)(dx).

Le couplage avec le microbiote passe par l’action de molécules diffusant dans la crypte et
qui sont les produit de l’activité microbienne (on ne modélise pas explicitement les mi-
croorganismes). Nous prenons en compte la concentration de butyrate cb(z, t), un acide
gras à chaîne courte produit par un microbiote sain et qui joue un rôle crucial dans le
fonctionnement de l’épithélium. Nous modélisons également la concentration de dioxy-
gène provenant de l’hôte co(z, t). A chaque instant t, les concentrations de métabolites
sont des fonctions assez régulières de z, nous notons H l’espace fonctionnel auquel elles
appartiennent, il sera déterminé dans le chapitre 4 pour garantir le caractère bien posé
du modèle.

L’état de notre modèles est donc à t ≥ 0 fixé

(25) (νt, co(., t), cb(., t))

où νt est une mesure ponctuelle sur X = [0, zmax]×T et co(., t), cb(., t) sont dans l’espace
H.

1.2. Interactions mécaniques entre cellules

Les cellules se déplacent sur l’axe z sous l’effet d’interactions mécaniques entre cellules.
Comme dans la plupart des modèles existants, les cellules se repoussent lorsqu’elles sont
trop proches. Toutefois, nous devons prendre en compte la réduction de la géométrie
de la crypte au seul axe vertical. Dans la réalité, deux cellules situées à des altitudes
très proches ou égales vont exercer l’une sur l’autre des forces qui sont principalement
tangentes à la paroi de la crypte, perpendiculairement à l’axe z. En revanche, les cellules
situées au-dessus ou au-dessous les unes des autres exercent une force principalement
orientée selon l’axe z. Pour tenir compte de ce phénomène, dans le modèle la force qui
s’exerce entre deux cellules (qui correspond nécessairement à la projection sur cet axe de
la force réelle) devient nulle lorsque ces cellules sont situées à des altitudes très proches
(voir figure 1 p.61).



1. MODÈLE CELLULE-CENTRÉ 61

−a −0.5 a 0 0.5 a a

0

différence d’altitude entre les cellules

D
,F̃

Figure 1. Noyau Da évaluant la densité et force de répulsion F̃ .
Pour F̃ , on a supposé k = 1 et b = 0.1.

En conséquence, l’expression de la force exercée par la cellule j sur la cellule i est la
suivante :

(26) F̃ (zi − zj) =

k exp

(
4b− b

|zi−zj |
a

(
1− |z

i−zj |
a

)
)

zi−zj
|zi−zj | si |zi − zj| ≤ a,

= 0 sinon.

où k est une constante positive qui module l’intensité de la force et a est le diamètre de
consigne d’une cellule (le diamètre d’une cellule isolée). Cette force est représentée fig.1.
En particulier, F̃ (0.5a) = k et F̃ (0) = 0.

Les cellules ne doivent pas pouvoir traverser la frontière aux limites du domaine
(z = 0, zmax). A la base de la crypte, la membrane basale se courbe comme le fond
d’un tube à essai, les forces exercées entre cellules deviennent donc perpendiculaires à
l’axe z et les cellules se déplacent horizontalement. En haut de la crypte, la situation est
moins claire, car il n’y a quasiment pas d’information disponible dans la littérature sur la
configuration du sommet des cryptes dans le côlon. Ici, nous considérons zmax comme une
hauteur maximale au delà de laquelle il n’est pas réaliste que la crypte s’étende, et nous
supposons que si la crypte atteignait cette hauteur, la paroi s’évaserait vers l’extérieur,
avec le même effet de courbure qu’à la base. Ceci nous conduit à définir la fonction φ
pour prendre en compte ces effets de courbure :

(27) φ(z) =


(
z
r0

)2

si 0 ≤ z ≤ r0,

1 si r0 ≤ z ≤ zmax − r0,(
zmax−z
r0

)2

si zmax − r0 ≤ z ≤ zmax,

où r0 est le rayon de courbure à la base et au sommet de la crypte. Elle peut-être vue
comme l’influence sur les efforts exercés par les autres cellules de la force de réaction de
la membrane basale, qui annule leur composante normale à la paroi. On multiplie donc
les forces qui agissent sur la cellule i par cette fonction évaluées en zi, si bien que la force
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totale agissant sur la cellule i dans une population de n cellules est

φ(zi)
n∑
j=1

F̃ (zi − zj).

Sous l’effet de ces interactions, les cellules vont se déplacer continûment sur l’axe z, à
l’exception des cellules DCSs que l’on considère fixes (mais elles exercent bien une force
sur leurs voisines). On fait l’hypothèse standard que le système évolue dans un régime
non-inertiel. Alors, pour 1 ≤ i ≤ n,

(28)
dzi
dt

(t) =

{
φ(zi(t))

∑n
j=1 F (zi(t)− zj(t)) si li 6= dcs,

0 sinon,

où on a posé F (·) :=
1

ηbm
F̃ (·) et ηbm est un coefficient de friction avec la membrane basale

strictement positif. On vérifie bien que si une cellule se situe au sommet où à la base de
la crypte, elle ne bougera pas car φ(z) = 0 pour z = 0, zmax.

1.3. Destin cellulaire

1.3.1. Modélisation stochastique des évènements cellulaires : un cadre unifié de pro-
cessus de sauts

Les cellules peuvent se diviser, se différencier et mourir. Pour une cellule donnée, la
combinaison de cette succession d’événements constitue le destin cellulaire (cellular fate).

Dans la plupart des modèles de cryptes individu-centrés publiés, le traitement de ces
événements est fait de façon différente selon qu’il s’agisse d’une différenciation, d’une
division ou d’une mort (voir partie 2.3 chapitre 2). Pour les divisions, chaque cellule nou-
vellement créée se voit affecter un âge initialisé à zéro et une durée de cycle. Lorsque
son âge atteint la durée de cycle, la cellule a terminé son cycle cellulaire et elle se di-
vise. L’âge auquel la cellule se divise peut être déterministe, mais c’est en général une
variable aléatoire, tirée dans une loi uniforme ou dans une loi gamma au début de chaque
cycle cellulaire. Par ailleurs, la différenciation et la mort par extrusion de l’épithélium
(anoikis) sont en général traités comme des phénomènes déterministes. La différencia-
tion se produit lorsque l’état de la cellule franchit une frontière, par exemple entre les
domaine "cellule souche" et "progénitrice". L’absence de variabilité dans les phénomènes
de différenciation semble pourtant peu réaliste. L’anoikis résulte des forces d’interactions
mécaniques déterministes et se produit dès que la cellule perd contact avec la membrane
basale. Par ce choix de modélisation, l’extrusion se produit en particulier dans les zones à
forte courbure, notamment la base de la crypte, et induit l’extrusion de cellules souches,
ce qui n’est pas observé in vivo. De plus, l’idée que les forces mécaniques à l’origine du
mouvement des cellules soient aussi à l’origine de l’extrusion ne semble pas reposer sur
des connaissances biologiques à notre connaissance.

Nous proposons dans ce travail de thèse de modéliser de façon unifiée ces évènements
par des processus de saut. A notre connaissance, ces outils n’ont jamais été utilisés dans
le cadre des modèles de crypte, alors qu’ils sont très largement utilisés en écologie et en
évolution [85], et ont également été utilisés dans des modèles cellule-centrés de tissus
[98]. Nous allons présenter succinctement leur principe sur un exemple très simple.
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Considérons une cellule, dont nous voulons modéliser la durée du cycle cellulaire (le
temps qui sépare deux événements de division). Notons Tdiv cette durée, on dit qu’une
cellule se divise au taux q si Tdiv suit une loi exponentielle Exp(q), c’est-à-dire, pour
t ≥ 0,

P (Tdiv ≤ t) = 1− exp(−qt) et E [Tdiv] =
1

λ
.

Plus le taux λ est élevé, plus la durée du cycle cellulaire sera probablement courte. Donc,
bien qu’on ne modélise pas l’âge des cellules, on contrôle les probabilités de durée du cycle
cellulaire par la valeur du taux de saut. Par rapport au tirage de Tdiv dans une loi uniforme
U [Tmin, Tmax], Tdiv n’est pas bornée. Ceci peut conduire à des cycles cellulaires d’une durée
irréaliste, beaucoup trop courts ou trop longs. Cependant, ces cas pathologiques ont une
probabilité faible de se réaliser. On peut également faire dépendre le taux de saut de
variables cellulaires ou environnementales. Si on suppose que la probabilité de division
dépend de la localisation z(t) de la cellule qui évolue dans le temps, alors

P (Tdiv ≤ t) = 1− exp

− t∫
0

q(s, z(s)) ds

 t ≥ 0.

Supposons que cette cellule puisse également se différencier au taux r et notons Tdiff la
variable aléatoire égale au temps de différenciation. La cellule a donc deux comportements
possibles : se diviser ou se différencier. En supposant que ces événements sont indépen-
dants, le comportement qui va se réaliser est celui dont "l’horloge" sonne la première :
la cellule se divise à l’instant Tdiv si Tdiv < Tdiff , et elle se différencie à l’instant Tdiff
si Tdiff ≤ Tdiv. Soit T l’instant du prochain événement (ou saut), T = inf(Tdiv, Tdiff ).
Alors, grâce à l’hypothèse d’indépendance,

T ↪→ Exp(q + r) et P (Tdiv = T ) =
q

q + r
.

Nous allons utiliser ce formalisme pour décrire tous les événements du destin cellu-
laire. Le choix de la modélisation par des processus de sauts est motivé par leurs bonnes
propriétés mathématiques (absence de mémoire c’est-à-dire caractère markovien) mais
surtout parce qu’il est facile d’intégrer des connaissances biologiques dans la construction
des taux de saut.

1.3.2. Modélisation des sauts : amplitude et taux

Les différents types de sauts sont la division d’une cellule, la différenciation ou l’ex-
trusion. On les indexe par k ∈ J où J est l’ensemble fini des types de sauts. Soit (νt)t≥0

la mesure ponctuelle qui représente la population de cellules. Quand au temps T , un saut
de type k a lieu pour la cellule i située en xi = (zi, li), on modifie la population par un
terme µk(xi) qui est une mesure ponctuelle finie de X :

νT = νT− + µk(x
i).

L’étape déterminante du travail de modélisation est alors la construction des taux de
sauts, pour prendre en compte la régulation des différents évènements par l’état de la
cellule et de son environnement. A notre connaissance, les modèles IBMs de crypte les
plus complexes modélisent la régulation du destin cellulaire par les voies de signalisation
Notch et Wnt (voir sec. 2.3.3 chap. 2). Ici, nous avons choisi de ne pas modéliser la voie
Notch. Il a été montré qu’il existe des interactions entre Notch et l’activité du microbiote
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Figure 2. Fonctions de Hill q(x) = q∞ xm

xm+Km pour différentes valeurs de
K et m, q∞ = 1.

mais les mécanismes ne nous semblent pas encore suffisamment connus pour guider une
modélisation basée sur des connaissances biologiques. De plus, dans les modèles de crypte
de l’intestin grêle, la prise en compte de Notch permet de modéliser finement l’interaction
entre les cellules souches et les cellules de Paneth. Mais l’équivalent dans le côlon des
cellules de Paneths, qui sont les cellules DCSs, sont beaucoup moins bien connues et nous
avons choisi de les modéliser de manière minimale (voir p.67) en l’absence d’information,
ce qui motive l’absence de la voie Notch. Cependant, l’ajout de Notch dans une version
ultérieure de modèle ne soulèverait pas de difficulté méthodologique supplémentaire par
rapport au modèle actuel.

En ce qui concerne Wnt, nous avons fait le même choix que les modèles de crypte exis-
tants de notre connaissance, en ne modélisant pas explicitement sa concentration. Nous
considérons qu’il existe un profil stationnaire connu de concentration en Wnt, linéaire-
ment décroissant entre la base et le sommet de la crypte. On utilise donc la position des
cellules comme équivalent de la concentration. En revanche, le modèle prend en compte la
régulation par des métabolites diffusant dans la crypte, issus de l’activité du microbiote
(voir 1.4 p.67), ce qui est nouveau dans le cadre des modèles de crypte. Enfin, les taux
de sauts pourront également dépendre de l’encombrement autour d’une cellule donnée.

Nous utilisons des fonctions de Hill pour décrire les taux de saut

q(x) = q∞
xm

Km + xm
∈ [0, q∞]

avec m un entier, K et q∞ des réels positifs, et x une variable cellulaire dont dépend
le taux de saut. Ces fonctions permettent de représenter des transitions rapides entre
deux états (voir fig.2 p.64), ce qui est par exemple observé en espace dans la crypte lors
de la transition entre le compartiment des cellules souches à la base de la crypte et le
compartiment des cellules progénitrices. La dérivée q′(x) atteint son maximum en x = K,
et donc K sera utilisée comme valeur délimitant les états activés/inhibés. De plus, ces
fonctions modélisent classiquement la vitesse d’une réaction catalysée par une enzyme,
on fait ici l’hypothèse que cette dynamique passe à l’échelle de la cellule.



1. MODÈLE CELLULE-CENTRÉ 65

La division
Lors de la division à l’instant T de la cellule i de la population νT− , située à la position
ziT− et de type liT− , une cellule fille du même type que la cellule mère est créée à la distance
λ(ziT−). Le saut correspondant pour la mesure ponctuelle des cellules épithéliales est donc :

µk(x
i
T−) = δ(zi

T−
+λ(zi

T−
),li
T−

)

où pour z ∈ [0, zm],

(29) λ(z) =


a/2 si z ≤ zmax/2− a,
a/2− a z−(zmax/2−a)

2a
si zmax/2− a < z < zmax/2 + a,

−a/2 si zmax/2 + a ≤ z,

où a est le diamètre d’une cellule. Le choix de cette fonction permet, entre autres, de
s’assurer que la position des cellules filles est bien dans [0, zmax].

Les taux de division dépendent des types cellulaires.
Les cellules souches se divisent de façon symétrique. Comme toutes les cellules qui proli-
fèrent dans le modèle, la division des cellules souches est inhibée par des valeurs élevées
de la densité locale de cellules (inhibition de contact). On introduit la fonction suivante
(représentée sur la fig. 1 p.61)

(30) Da(z) =

exp

(
1− 1

1−( za)
2

)
si 0 ≤ |z| ≤ a,

0 sinon.

En particulier, Da(0) = 1. On mesure la densité locale en z dans une population νt en
convoluant les positions des cellules avec D, et en corrigeant l’effet des bords pour ne pas
sous-évaluer la densité. Soit la correction

(31) d(z) =

∫ a
−aDa(u) du∫ min(a,zmax−z)

max(−a,−z) Da(u) du
.

Alors, la densité locale vaut

d(z)× νt ∗Da(z) = d(z)×
n∑
i=1

Da(z − zi).

On note qu’elle ne dépend pas du type cellulaire l. De plus, la division est inhibée par le
butyrate et activée par le Wnt. On considère que la cellule est sensible à la concentration
de butyrate cb(z, t) dans un rayon de a/2 autour de son centre. Soit

(32) ψa(z) :=
Da/2(z)∫ a

2

−a
2
Da/2(u)du

.

Alors le taux de division des cellules souches est

(33) qsc(z, l, νt ∗Da(z), cb(t) ∗ ψa(z)) =
q∞sc

Kn
sc,0

zn +Kn
sc,0︸ ︷︷ ︸

activation par Wnt

×
Km
sc,1

(cb(t) ∗ ψa(z))m +Km
sc,1︸ ︷︷ ︸

inhibition par butyrate

× Kmci
ci

(d(z)νt ∗Da(z))mci +Kmci
ci︸ ︷︷ ︸

inhibition de contact

si l = sc,

= 0 sinon,

où n, m, mci sont des entiers, Ksc,0, Ksc,1 et Kci sont des constantes strictement positives
et q∞sc est le taux maximal de division.
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Les cellules progénitrices se divisent de façon symétrique. On considère que ce phénomène
est régulé par Wnt et que le taux de division décroit lorsque les cellules progénitrices
s’élèvent dans la crypte. De plus, elles sont sujettes à l’inhibition de contact comme les
cellules souches. L’expression du taux de division des progénitrices est donc

(34) qpc(z, l, νt ∗Da(z)) = q∞pc
Km
pc,0

zm +Km
pc,0

× Kmci
ci

(d(z)νt ∗Da(z))mci +Kmci
ci

si l = pc,

et 0 sinon. On impose Kpc,0 > Ksc,0 car la zone où les cellules progénitrices cessent de se
diviser est située plus haut dans la crypte que pour les cellules souches.

La différenciation
Lorsque la cellule i de la population νT− à la position ziT− et de type liT− se différencie
en une cellule du type l1, la cellule i disparaît et est remplacée par une autre cellule du
nouveau type l1 située au même endroit. L’amplitude de saut correspondante est donc

µk(x
i
T−) = δ(zi

T−
,l1) − δ(zi

T−
,li
T−

).

Les cellules souches peuvent se différencier en cellules progénitrices lorsqu’elles s’éloignent
de la base de la crypte, à cause de la baisse de la concentration en Wnt. Leur taux de
différenciation est

(35) qsc,pc(z, l) = q∞sc,pc
zm

zm +Km
sc,0

si l = sc,

et 0 sinon. On utilise la même constante Ksc,0 que pour le taux de division symétrique
qsc car on considère que l’activation de la différenciation des cellules souches est couplée
à l’inhibition de la division.
Les cellules progénitrices peuvent également se différencier, pour donner soit des cellules
en gobelet, soit des entérocytes. Là encore nous considérons que ce phénomène est activé
lorque la concentration en Wnt baisse, c’est à dire lorsqu’on monte dans la crypte, et nous
utilisons la même valeur de seuilKpc,0 que pour le taux de saut de division des progéniteurs
qpc. Nous faisons de plus l’hypothèse que le butyrate promeut la différenciation. Le taux
de différenciation vers les cellules en gobelet s’écrit donc

(36) qpc,gc(z, l, cb(t) ∗ ψa(z)) = q∞pc,gc
zm

zm +Km
pc,0

× (cb(t) ∗ ψa(z))m

(cb(t) ∗ ψa(z))m +Km
pc,gc,0

si l = pc,

et 0 sinon. Le taux de différenciation en entérocyte est

(37) qpc,ent(z, l, cb(t)∗ψa(z)) = q∞pc,ent
zm

zm +Km
pc,0

× (cb(t) ∗ ψa(z))m

(cb(t) ∗ ψa(z))m +Km
pc,ent,0

si l = pc,

et 0 sinon. Ainsi, les différentiations en cellules en gobelet ou en entérocytes sont contrôlées
par les mêmes facteurs, et elles diffèrent seulement par l’ intensité : q∞pc,gc 6= q∞pc,ent.

L’extrusion
Au cours de l’extrusion de la cellule i de la population νT− à la position xiT− , la cellule
disparaît de la population. L’amplitude de saut correspondante est donc

µk(x
i
T−) = −δxi

T−
.

Le modèle que nous proposons étant réduit à une dimension, on ne peut pas comme dans
d’autres modèles définir une distance à la membrane basale qui serait un des moteurs du
phénomène d’extrusion. Au lieu de cela, nous proposons de modéliser l’extrusion comme
un phénomène aléatoire dont le taux dépend du type cellulaire (pour éviter l’extrusion de
cellules indifférenciées) et est activé par la densité locale de cellules (comme approximation
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de la compression des cellules). Seuls les cellules terminalement différenciées (entérocytes
et cellules en gobelet) peuvent être extrudées de l’épithélium, et mourir. On suppose
qu’elles ont la même sensibilité à l’extrusion. Le taux correspondant est donc

(38) qex(z, l, νt ∗Da(z)) = q∞ex
(d(z)νt ∗Da(z))mci

(d(z)νt ∗Da(z))mci +Kmci
ci

si l = gc, ent,

et 0 sinon.

Les cellules inertes
Les cellules DCSs ont été peu étudiées, elles ne sont donc pas modélisées en détails :
elles sont représentées par des cellules immobiles, immortelles et qui ne se divisent pas.
Elles exercent cependant les mêmes forces mécaniques sur leurs voisines que les cellules
actives. Elles sont présentent dans le modèle pour occuper de la place à la base de la
crypte et ainsi conserver un nombre physiologique de cellules souches.

1.4. Évolution des concentrations de dioxygène et de butyrate

On modélise la dynamique de ces molécules par une équation de réaction-diffusion sur
[−a/2, zmax + a/2]. On a choisi de se placer en une dimension car la lumière de la crypte
est un cylindre très fin et l’on suppose donc que les variations radiales de concentration
sont négligeables aux échelles de temps que nous considérons. Le dioxygène et le butyrate
sont consommés par les cellules en gobelet et les entérocytes par la voie métabolique de
la β-oxydation. On résume cette voie par la réaction macroscopique suivante

(39) 1 butyrate + 4 O2 −→ énergie et coproduits.

Puis, les concentrations évoluent selon

(40) ∂tcb − σ∂zzcb = −γ∞β
cbc

4
o

cbc4
o +K5

β

× (ν
(gc,ent)
t ∗ ψa(z))

et

(41) ∂tco − σ∂zzco = −4γ∞β
cbc

4
o

cbc4
o +K5

β

× (ν
(gc,ent)
t ∗ ψa(z))

où γ∞β est la vitesse de réaction maximale de la β-oxydation, Kβ est la constante de
Michaelis de la réaction, ν(gc,ent)

t est la population des types gc et ent de la population
de cellules totale, et ν(gc,ent)

t ∗ψa(z) avec ψa définie en (32) est une mesure de la quantité
d’entérocytes et de cellules en gobelets à une distance inférieure à a

2
de la position z.

Le couplage avec le microbiote et l’hôte se fait via les conditions de bords. Pour le
dioxygène, on choisit :

co(z, t) = cbaso (t) en z = −a/2,(42)

co(z, t) = clumo (t) en z = zmax + a/2.(43)

où cbaso (t) et clumo (t) sont respectivement les concentrations de dioxygène à la base de
la crypte déterminée par l’état de l’hôte, et à la jonction avec la lumière intestinale
déterminée par l’activité du microbiote.

Pour le butyrate, on fixe une condition de Neumann homogène à la base de la crypte
car on considère que le butyrate ne peut pas franchir l’épithélium en diffusant et une
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condition de Dirichlet non-homogène au sommet, guidée par clumb (t) qui dépend de l’ac-
tivité du microbiote.

−σ∂zcb = 0 en z = −a/2,(44)

cb(z, t) = clumb (t) en z = zmax + a/2.(45)

2. Modèles de densité de population à l’échelle de la
crypte

Nous introduisons maintenant deux modèles de densité de population. A l’inverse du
modèle précédent qui était décrit sous forme de PDMP, c’est à dire sous la forme d’un
processus de saut couplé à des EDP, ces modèles continus déterministes décrivent direc-
tement l’évolution de la population. Dans le chapitre 4, nous montrerons rigoureusement
que le premier modèle est un modèle limite en grande population du modèle précédent,
et formellement que le second est un modèle limite du premier.

2.1. Modèle limite en grande population

Un premier modèle déterministe est obtenu comme limite en grande population du
précédent, sous la forme d’un système couplé entre des EDP à valeur mesure pour les
populations des différents types cellulaires et les équations de réaction diffusion pour les
substrats. Il s’agit d’une équation de self-aggregation avec des termes sources. En notant
ξ la limite de la population totale dans l’espace des fonctions càdlag D([0, T ] ,MF+(X )),
avecMF+(X ) l’espace des mesures positives finies sur X , elle vérifie la relation suivante

(46) 〈ξt, ft〉 = 〈ξ0, f0〉+

∫ t

0

〈ξs, φ(ξs ∗ F )∂zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

∫ t

0

∑
l∈T

∫
Z
〈µk(z, l), fs〉qk(z, l, ξs ∗Dk(z), cb(s) ∗ ψa(z))ξs(dz, l)ds

pour tout f = (f (1), · · · , f (|T |)) ∈ (C1(R+ × [0, zmax],R))|T |, et où

〈ξt, ft〉 =
∑
l∈T

∫ zmax

0

f (l)(t, z)ξ
(l)
t (dz)

avec ξ(l)
t la mesure ξt restreinte aux cellules de type l.

Si on suppose que, ∀l ∈ T l’espace des types cellulaires, les mesures ξ(l)
t (dz) sur Z

admettent une densité notée ρl(z, t) alors (46) est une formulation faible de :

(47) ∀l ∈ T , ∂tρl(z, t) + ∂z

(
φ(z)(ρ(t) ∗ F )(z)ρl(z, t)

)
=
∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, l, cb(t))

avec pour les cellules souches (l = sc) :∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, sc, cb(t)) =

qsc(z − λ(z), sc, ρ(t) ∗Da(z − λ(z))), cb(t) ∗ ψa(z − λ(z)))× ρsc(z − λ(z), t)

− qsc,pc(z, sc)× ρsc(z, t),
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pour les cellules progénitrices (l = pc) :∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, pc, cb(t)) =qsc,pc(z, sc)× ρsc(z, t)

+ qpc(z − λ(z), pc, ρ(t) ∗Da(z − λ(z)))× ρpc(z − λ(z), t)

− qpc,gc(z, l, cb(t) ∗ ψa(z))× ρpc(z, t)
− qpc,ent(z, l, cb(t) ∗ ψa(z))× ρpc(z, t),

pour les cellule en gobelets (l = gc) :∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, gc, cb(t)) =qpc,gc(z, gc, cb(t) ∗ ψa(z))× ρpc(z, t)

− qex(z, gc, ρ(t) ∗Da(z))× ρgc(z, t),

et pour les entérocytes (l = ent) :∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, ent, cb(t)) =qpc,ent(z, ent, cb(t) ∗ ψa(z))× ρpc(z, t)

− qex(z, ent, ρ(t) ∗Da(z))× ρent(z, t).

Les différentes fonctions q· sont définies dans la partie précédente.

Pour les concentrations, on obtient des valeurs limites dans C([0, T ] , H ×H) qui sont
des solutions faibles de

∂tcb − σ∂zzcb = −3γ∞β
c4
bco

c4
bco +K5

β

× (ρgc,ent ∗ ψa)

et

∂tco − σ∂zzco = −γ∞β
c4
bco

c4
bco +K5

β

× (ρgc,ent ∗ ψa)

avec des conditions de bord inchangées par rapport au modèle précédent.

2.2. Modèle limite de l’équation de self-aggregation quand le support d’in-
teraction tend vers 0.

Lorsque le support d’interaction est d’ordre a
n
, et lorsque la force d’interaction est

d’ordre n, la suite de solutions (ρnl , c
n) de l’équation de self-aggregation, sous hypothèse

additionnelle de régularité des solutions et du noyau d’interaction, tend faiblement vers
la solution de l’équation ∀l ∈ T , pour tout f ∈ C1(R+ × [0, zmax],R),

(48) 〈ρl(t, ·), ft〉 = 〈ρl(0, .), f0〉+

∫ t

0

〈ρl(s, .),−φ(·)W̄∂zρ(s, .)∂zfs(·) + ∂tfs(·)〉ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉qk(z, l, D̄kρ(s, z), c(s, z))ρl(s, z)dzds
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où ρ =
∑

l∈T ρl est la densité de cellules totale, W̄ := 1
a

∫ a
−a

∫ z
−a F (y

a
)dydz et D̄k =∫ a

−aDk(
y
a
)dy, et, pour m ∈ {b, o},

(49) ∂tcm − σm∂zzcm =
∑
l∈T

γml(c)ρl

avec

(50)
∑
l∈T

γml(c)ρl =

 −γ∞β
cbc

4
o

cbc4o+K
5
β
× ρ(gc,ent) si m = b,

−4γ∞β
cbc

4
o

cbc4o+K
5
β
× ρ(gc,ent) si m = o.

Les conditions aux bord restent inchangées.

Une version forte de l’équation (48) s’écrit

(51) ∀l ∈ T , ∂tρl(z, t)−∇ ·
(
φW̄∂zρ(t)ρl

)
=
∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, l, cb(t))

C’est une équation de type milieux poreux comportant un terme de diffusion croisée non
linéaire.

Dans cette équation, les termes sources s’écrivent pour les cellules souches (l = sc) :

(52)

∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, sc, cb(t)) =qsc(z, sc, D̄aρ(z, t), cb(z, t))× ρsc(z, t)

− qsc,pc(z, sc)× ρsc(z, t),

avec D̄a =
∫ a
−aDa(y)dy. Pour les cellules progénitrices (l = pc) :

(53)

∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, pc, cb(t)) =qsc,pc(z, sc)× ρsc(z, t)

+ qpc(z, pc, D̄aρ(z, t))× ρpc(z, t)
− qpc,gc(z, pc, cb(z, t))× ρpc(z, t)
− qpc,ent(z, pc, cb(z, t))× ρpc(z, t),

pour les cellules en gobelets (l = gc) :

(54)

∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, gc, cb(t)) =qpc,gc(z, gc, cb(z, t))× ρpc(z, t)

− qex(z, gc, D̄aρ(z, t)), cb(z, t))× ρgc(z, t),
et pour les entérocytes (l = ent) :

(55)

∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, ent, cb(t)) =qpc,ent(z, ent, cb(z, t))× ρpc(z, t)

− qex(z, ent, D̄aρ(z, t), cb(z, t))× ρent(z, t).



Chapitre 4

Cadre théorique et convergences des modèles de crypte

Dans ce chapitre, nous reformulons le modèle de crypte de la partie précédente dans
un cadre abstrait plus général, et nous nous assurons de son caractère bien posé en
tant que processus markovien déterministe par morceaux, aussi appelé PDMP (piecewise
deterministic Markov process). Nous commençons par définir les notations utiles dans la
partie 1.1, puis nous formulons la partie déterministe du modèle dans la partie 1.2 p.73 et
la partie stochastique dans la partie 1.3 p.81, de façon à mettre en évidence le caractère
bien posé dans la partie 1.4. Le cadre mathématique ainsi défini nous permettra ensuite de
réaliser une approximation déterministe du modèle sous l’hypothèse de grande population,
présentée dans la partie 2, et une deuxième approximation, cette fois-ci formelle, sous une
hypothèse additionnelle de petite taille de cellule dans 3. Cette partie s’inspire des travaux
précédents de [21] et [124], tout en les adaptant pour prendre en compte des interactions
physiques entre cellules et le couplage de la population de cellules avec un modèle de
réaction-diffusion décrit par des EDPs.

1. Un modèle de PDMP général pour des cellules et
des métabolites en interaction.

Comme au chapitre 3, on souhaite modéliser une population de cellules en interactions,
couplée à un nombre fini de métabolites qui évoluent selon une équation de réaction-
diffusion. Ces cellules obéissent d’une part à une dynamique déterministe qui correspond
aux interactions mécaniques, et d’autre part à une dynamique aléatoire qui modélise les
étapes du destin cellulaire. De plus, les cellules sont influencées par l’action de métabolites
diffusant dans la crypte, qu’elles sont elles-mêmes capables de produire ou dégrader. On a
donc un couplage fort entre les cellules et les métabolites. On considère que chaque cellule
est caractérisée par la position de son centre dans l’espace et par son type cellulaire. On
généralise le modèle en considérant un ensemble fini quelconque de types cellulaires T ,
et un ensemble Z des positions compact dans Rd, où d ≤ 3. Une cellule k à la position
zk et de type lk est donc représentée par un Dirac en

xk = (zk, lk), δxk(dx);

une population de cellules est alors une somme de Dirac, c’est à dire une mesure ponc-
tuelle, comme au chapitre précédent.

1.1. Notations et définitions préalables : topologie, fonctions et mesures
sur X .

Topologie et métrique sur Z et X . On munit Z ⊂ Rd de la topologie de la norme,
notée Top(Z). On munit X = Z ×T de la topologie produit Top(X ) := Top(Z)⊗P(T )

71
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où P(T ) est l’ensemble des parties de T . On définit dX qui métrise cette topologie par

(56)

dX : X × X → R+

((z1, l1), (z2, l2)) 7→

{
|z1 − z2| si l1 = l2,

β sinon,

avec β > diam(Z) et | · | la norme euclidienne sur Z. On note B(X ) la tribu borélienne sur
(X ,Top(X )). Les topologies sur Z et T étant à base dénombrable, B(X ) = B(Top(Z))⊗
P(T ).

Fonctions définies sur X . Soit f une fonction de X . On note, ∀l ∈ T , fl : z 7→ f(z, l)
la restriction de f à Z × {l}. Une fonction f sur X est :

• mesurable (resp. continue) ssi, pour tout l ∈ T , fl est mesurable (continue) par
rapport à la tribu borélienne (la topologie Top(Z)) sur Z.

• On dit que
f ∈ Ck,•(X ,R)

ssi, pour tout l ∈ T , fl est k fois dérivable sur Z, de dérivée k-ième continue sur
Z et on note ∇zf(x) ∈ Rd le gradient par rapport à la variable d’espace z.

• Pour une fonction f(t, z, l) de R+ ×X dans R, on dit que

f ∈ Ck1,k2,•(R+ ×X ,R)

lorsque, pour tout l ∈ T , fl(t, z) est continue de classe k1 par rapport à t et
continue de classe k2 par rapport à z sur R+ ×Z.

Pour f : X → R, on note

||f ||∞ = sup
x∈X
|f(x)| et ||f ||Lip = sup

(x,y)∈X ,x 6=y

{
|f(x)− f(y)|
dX (x, y)

}
.

On a la propriété élémentaire suivante :

Propriété 1.1. f : X → R est lipschitzienne sur X ssi, ∀l ∈ T , la fonction fl est
lipschitzienne sur Z. De plus,

||f ||Lip ≤ max

(
max
l∈T
||fl||Lip(Z),

2||f ||∞
β

)
où ||fl||Lip(Z) la constante de Lipschitz de fl sur Z et β est définie en (56).

Pour une fonction f lipschitzienne sur X , on note

(57) ||f ||∨ = max(||f ||∞, ||f ||Lip)
et on définit l’espace des fonctions lipschitziennes bornées par 1, de constante de lispchitz
inférieure à 1 par

Lip1,1(X ,R) = {f : X → R : ||f ||∨ ≤ 1}.

Espaces de mesures sur X , convolution. On noteMF (X ) (MF+(X )) l’ensemble
des mesures finies (positives) sur (X ,B(X)). On note égalementMP (X ) le sous-ensemble
des mesures ponctuelles positives finies :

MP (X ) =

{
n∑
i=1

δxi ;n ∈ N, xi = (zi, li) ∈ Z × T

}
,
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où
0∑
i=1

δxi(x) est la mesure nulle par convention.

Soit ν une mesure deMF (X ), alors pour l ∈ T on définit la mesure νl ∈MF (Z) par

(58) νl(Z) = ν(Z × {l})
où Z est un borélien quelconque de Z. On a alors

(59) ν(dz, dl) =
∑
k∈T

δk(dl)ν
k(dz)

En effet, un élément X de B(X ) s’écrit

X = ∪i∈IZi × {i}
avec I ⊂ T fini et Zi un borélien de Z.

Pour une fonction mesurable f : X → R et une mesure ν ∈MF (X ), on note

(60) 〈ν, f〉 :=

∫
X

f(x)ν(dx) =
∑
l∈T

∫
Z

f(z, l)ν(dz, l).

Lorsque ν ∈MP (X ), c’est-à-dire ν =
n∑
i=1

δxi avec n ∈ N,

〈ν, f〉 =
n∑
i=1

f(xi) =
n∑
i=1

fli(z
i).

En particulier,
〈ν, 1〉 = n.

Pour une fonction mesurable D : Rd × T × T → R et ν ∈ MF (X ), on définit pour
x = (z, l) ∈ X ,

(61) ν ∗D(x) :=
∑
j∈T

∫
Z

D(z − y, l, j)ν(dy, j).

Lorsque ν ∈MP (X ),

ν ∗D(x) =

〈ν,1〉∑
i=1

D(z − zi, l, li).

1.2. Définition et propriétés des flots déterministes : déplacement des cel-
lules et réaction-diffusion du métabolite

1.2.1. Déplacement des cellules

La position des cellules évolue continûment en temps sous l’action de forces d’interac-
tions mécaniques avec les cellules voisines. Pour simplifier notre travail, nous supposons
que ces interactions dépendent uniquement de la distance entre les cellules. De plus, on
suppose que le type cellulaire n’est pas modifié par ces interactions.

Les interactions entre cellules vont être décrites grâce à deux fonctions

F : Rd → Rd et v : Z × Rd → Rd
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qui vérifient les hypothèses suivantes

Hypothèse 1.2. On suppose que
1.2.a F est localement lipschitzienne sur Rd, v est lipschitzienne sur Z × Rd,
1.2.b F (0) = 0,
1.2.c v(z, ·) = 0 ∀z ∈ ∂Z. .

En l’absence de toute autre contrainte, comme par exemple des effets liés à la forme
de membrane basale de la crypte, la cellule j à la position zj exerce une force théorique
F (zi−zj) sur la cellule i à la position zi. Grace à l’hypothèse F (0) = 0, la force théorique
totale exercée sur la cellule i est alors

(62)
n∑

j=1,j 6=i

F (zi − zj) =
n∑
j=1

F (zi − zj) = ν ∗ F (zi).

Nous supposons que la force totale réelle exercée sur une cellule dépend de cette force
théorique ainsi que de sa propre position, pour prendre en compte par exemple des effets
de courbure de la membrane basale aux bords ou des phénomènes de migration active
indépendants des interactions. Ceci est modélisé par la fonction v, en faisant l’hypothèse
que le mouvement des cellules est régi en régime non inertiel par

(63) ∀ 1 ≤ i ≤ n, dtz
i
t = v

(
zit, νt ∗ F (zit)

)
Remarque. On pourrait prendre en compte les types cellulaires dans les interactions

physiques en supposant que la cellule j à la position zj et de type lj exerce une force
F (zi− zj, li, lj) sur la cellule i à la position zi et de type li avec F : Rd×T ×T → Rd. Si
F (0, ·, ·) = 0, la force totale exercée sur la cellule i est également ν ∗F (xi), avec le produit
de convolution défini en (61). L’ensemble des résultats obtenus par la suite restent alors
valides, en étendant les hypothèses faites sur le comportement de F (z) à F (z, l1, l2) pour
tout (l1, l2) ∈ T 2.

Le résultat suivant est alors vérifié.

Propriété 1.3. Sous l’hypothèse 1.2, les trajectoires des cellules définies par le sys-
tème d’équations couplées (63) admettent une unique solution globale définie sur R+ pour
toute donnée initiale dans Zn.

Démonstration. Grâce à l’hypothèse 1.2.c, les trajectoires de (63) ne peuvent pas
quitter Zn, donc Zn est stable par le flot associé à (63). Par 1.2.a, F est localement
lipschitzienne sur Rd donc lipschitzienne sur Z̄ = {y − z : z, y ∈ Z} et v est également
lipschitzienne. Donc, par le théorème de Cauchy-Lipschitz et les résultats classiques de
prolongement, les trajectoires de (63) existent sur R+. �

1.2.2. Quelques résultats sur les équations de réaction diffusion

On rappelle ici quelques résultats sur les équations de réaction diffusion qui seront
utilisés dans la partie suivante. Soit U un ouvert régulier de classe C∞ de Rd borné. Nous
supposons que le bord de U , noté ∂U , est la réunion de deux composantes connexes
disjointes, notées Γ1 et Γ2

∂U = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅
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Sous ces hypothèses, considérons les opérateurs non bornés −σ∆ avec conditions au bord
de Dirichlet (noté AD) ou de Neuman (noté AN) ou mixtes (Dirichlet sur Γ1 et Neumann
sur Γ2, noté AM). Chacun de ces trois opérateurs génère un semi-groupe fortement continu
de contractions sur L2(U), que nous noterons respectivement SD, SN et SM (voir [95],[3]).
Ce semi-groupe est analytique et positif. Nous introduisons les trois problèmes elliptiques
non homogènes définis sur U par{

−λDv + ∆v = 0

v|∂U = f
(D) {

−λNv + ∆v = 0

∂nv|∂U = f
(N)

et enfin {
−λMv + ∆v = 0

v|Γ1 = f1, ∂nv|Γ2 = f2

(M)

où λD, λN et λM sont des nombres réels quelconques qui n’appartiennent pas au spectre
de AD, AN et AM respectivement. On peut choisir λD = λM = 0, mais λN > 0.

Pour tout α ≥ 0, le problème (D) admet une unique solution dans H2α(U) lorsque
f ∈ H2α− 1

2 (∂U), que nous noterons v = Di(f). L’opérateur Di est un opérateur borné
de H2α− 1

2 (∂U) dans H2α(U). De même, le problème (N) admet une unique solution dans
H2α(U) lorsque f ∈ H2α− 3

2 (∂U), que nous noterons v = N(f). L’opérateur N est un
opérateur borné de H2α− 3

2 (∂U) dans H2α(U). Enfin, le problème (M) admet une unique
solution dans H2α(U) lorsque f1 ∈ H2α− 1

2 (Γ1) et f2 ∈ H2α− 3
2 (Γ2), que nous noterons

v = M(f). L’opérateur M est un opérateur borné de H2α− 1
2 (Γ1) × H2α− 3

2 (Γ2) dans
H2α(U). Ces résultats classiques se trouvent par exemple dans [79] ou [3].

En suivant les notations introduites dans [77], nous définissons les espaces fonctionnels
suivants, pour tout α ≥ 0 et pour l’espace L2(U) (= H0(U)),

W
2α,dαe
L2(U) =

{
f ∈ L2([0, T ], H2α(U));∀j ∈ {1, · · · , dαe} ∂

jf

∂tj
∈ L2([0, T ], H2α−2j(U))

}(64)

où dαe est la partie entière supérieure de α. En particulier, W 0,0
L2(U) = L2([0, T ] × U).

W
2α,dαe
L2(U) est un espace de Hilbert muni de la norme‖f‖2

L2([0,T ],H2α(U)) +

dαe∑
j=1

‖ ∂
j

∂tj
f‖2

L2([0,T ],H2α−2j(U))

 1
2

.(65)

On définit de la même façon les espaces W 2α,dαe
L2(∂U), et les espaces correspondants pour Γ1

et Γ2.
D’après [79], théorème 3.1 p. 19, nous savons que :

— si f ∈ W
3
2
,1

L2(∂U), alors f ∈ L
2([0, T ], H

3
2 (∂U)) et ∂f

∂t
∈ L2([0, T ], H−

1
2 (∂U)), donc

f ∈ C([0, T ], H
1
2 (∂U)) avec injection continue.

— De même, si u ∈ W 2,1
L2(U) alors u ∈ C([0, T ], H1(U)) avec injection continue.
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Avec ces définitions et propriétés, les propositions suivantes sont vérifiées et en particulier
les relations de compatibilité (66,69) sont correctement définies

Propriété 1.4. Si c0 ∈ H1(U), f ∈ W
3
2
,1

L2(∂U), et u ∈ W
0,0
L2(U),

et si la relation de compatibilité

(66) c0|∂U = f(., 0)

est vérifiée, alors

cD(., t) = SD(t)c0 + σ(λDI −∆)(

∫ t

0

SD(t− s)Di(f)(., s)ds) +

∫ t

0

SD(t− s)u(., s)ds

est l’unique solution faible dans W 2,1
L2(U) du problème d’évolution suivant

∂tc− σ∆c = u,

c|[0,T ]×∂U = f,(67)
c(., 0) = c0

Cette solution appartient àW 2,1
L2(U)∩C([0, T ], H1(U)). De plus, à cause de (66), l’opérateur

(c0, f, u) 7→ cD est continu de (H1(U)×W
3
2
,1

L2(∂U) ×W
0,0
L2(U)) à valeurs dans W 2,1

L2(U).

Démonstration. Il s’agit d’une application immédiate du théorème 6.1 de [77] avec
α = 3/4 et k = 0, et des résultats de régularité mentionnés ci-dessus. �

De même,

Propriété 1.5. Si c0 ∈ H1(U), f ∈ W
1
2
,1

L2(∂U), et u ∈ W
0,0
L2(U), alors

cN(., t) = SN(t)c0 + σ(λNI −∆)(

∫ t

0

SN(t− s)N(f)(., s)ds) +

∫ t

0

SN(t− s)u(., s)ds

est l’unique solution faible dans W 2,1
L2(U) du problème d’évolution suivant

∂tc− σ∆c = u,

∂νc|[0,T ]×∂U = f,(68)
c(., 0) = c0

Cette solution appartient à W 2,1
L2(U)∩C([0, T ], H1(U)). De plus, l’opérateur (c0, f, u) 7→ cN

est continu de (H1(U)×W
1
2
,1

L2(∂U) ×W
0,0
L2(U)) à valeurs dans W 2,1

L2(U).
Le résultat est également valable si on remplace les conditions de Neuman par des condi-
tions de Robin.

Démonstration. Il s’agit à nouveau d’une conséquence directe du théorème 6.1 de
[77] dans le cas α = 1/4 et k = 0, pour lequel il n’y a pas de condition de compatibilité,
et des résultats de régularité mentionnés ci-dessus. �

et enfin

Propriété 1.6. Si c0 ∈ H1(U), f1 ∈ W
3
2
,1

L2(Γ1), f2 ∈ W
1
2
,1

L2(Γ2), et u ∈ W
0,0
L2(U),

et si la relation de compatibilité

c0|Γ1 = f1(., 0)(69)
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est vérifiée, alors

cM(., t) = SM(t)c0 + σ(λMI −∆)(

∫ t

0

SM(t− s)M(f)(., s)ds) +

∫ t

0

SM(t− s)u(., s)ds

est l’unique solution faible dans W 2,1
L2(U) du problème d’évolution suivant

∂tc− σ∆c = u,

c|[0,T ]×Γ1 = f1,(70)
∂νc|[0,T ]×Γ2 = f2,

c(., 0) = c0

Cette solution appartient àW 2,1
L2(U)∩C([0, T ], H1(U)). De plus, à cause de (69), l’opérateur

(c0, f1, f2, u) 7→ cM est continu de (H1(U)×W
3
2
,1

L2(Γ1) ×W
1
2
,1

L2(Γ2) ×W
0,0
L2(U)) à valeurs dans

W 2,1
L2(U).

1.2.3. Réaction diffusion des métabolites

On construit à partir de Z le domaine ouvert

Za = ∪z∈ZB(z,
1

2
a) ⊂ Rd

où B(z, 1
2
a) est la boule ouverte de Rd de centre z et de rayon 1

2
a, a étant le diamètre

d’une cellule. On suppose que Za est un ouvert régulier de classe C∞ de Rd (par hypothèse,
c’est un ensemble borné de Rd) et que le bord de Za, noté ∂Za, est la réunion de deux
composantes connexes disjointes, Γ1 et Γ2 telles que

∂Za = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅

Ces deux composantes représentent par exemple les extrémités d’un segment en dimension
1 ou les bords d’une couronne sphérique en dimension 3, ce qui correspond à la géométrie
d’un organoïde. On note c le vecteur des concentrations des Nm métabolites.

Chaque type de cellule l ∈ T est capable de consommer ou produire le métabolite
m, 1 ≤ m ≤ Nm, à la vitesse γml(c). Une cellule i à la position zi ne peut catalyser de
réaction que là où elle est physiquement présente, donc on pondère la vitesse de réaction
γml(c(z)) en z par un terme ψa(z − zi) où

Hypothèse 1.7. ψa est une fonction positive à symétrie radiale, lipschitzienne sur
R à support dans la boule euclidienne BRd(0,

1
2
a) et dont l’intégrale vaut 1.

De plus, aux frontières du domaine Za, les concentrations des métabolites sont influen-
cées par le milieu extérieur par le biais de quantités notées fm, dépendantes du temps
et de l’espace. L’évolution des concentrations c sur Za est alors modélisée par le système
d’équations de réaction diffusion couplées suivant

∀1 ≤ m ≤ Nm, ∂tcm − σ∆cm =
∑
l∈T

γml(c) ν
l
t ∗ ψa(z),(71)

cm(·, 0) = c0m,

complété par des conditions aux bords où intervient fm qui peuvent être, selon le mé-
tabolite m, des conditions de Dirichlet (D), de Neuman (N) ou mixtes (M) (c’est à dire
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Dirichlet sur Γ1 et Neumann sur Γ2). Pour un ouvert U et α ≥ 0, on rappelle la notation

W
2α,dαe
L2(U) =

{
f ∈ L2([0, T ], H2α(U));∀j ∈ {1, · · · , dαe} ∂

jf

∂tj
∈ L2([0, T ], H2α−2j(U))

}
où dαe est la partie entière supérieure de α.

Hypothèse 1.8. On suppose que

1.8.a ∀m, ∀l ∈ T , γml est bornée et uniformément lipschitzienne de RNm
+ dans R,

1.8.b ∀m, la condition initiale c0m ∈ H1(Za),
1.8.c ∀m, si les conditions au bord qui régissent m sont

— des conditions de Dirichlet, alors

fm ∈ W
3
2
,1

L2(∂Za) et c0m|∂Za = fm(., 0),

— des conditions de Neuman, alors

fm ∈ W
1
2
,1

L2(∂Za),

— des conditions mixtes, alors

f1m ∈ W
3
2
,1

L2(Γ1), f2m ∈ W
1
2
,1

L2(Γ2)

et
c0m|Γ1 = f1m(., 0).

On note Sm le semi-groupe engendré par l’opérateur −σ∆ sur Za avec conditions de
bord relatives au métabolite m, Dm l’opérateur Di, N ou M correspondant et λm la
valeur λD, λN ou λM correspondante (voir partie 1.2.2 p.74). Pour ν ∈MF+(X ), on note
||ν||TV = ν(X ) la norme en variation totale de ν (voir partie A.2 p.115). La proposition
suivante est vérifiée

Propriété 1.9. Sous l’hypothèse 1.8, pour toute ν mesurable sur [0, T ], à valeurs
dans MF+(X ) muni de la topologie de la convergence étroite et de la tribu associée, et
telle que supt∈[0,T ] ||νt||TV < +∞, le problème d’évolution non linéaire (71) admet une

unique solution c dans
(
W 2,1
L2(Za)

)Nm
∩ C([0, T ], H1(Za)Nm), qui vérifie pour tout m :

cm(., t) = Sm(t)c0m + (λmI −∆)(

∫ t

0

Sm(t− s)Dm(fm)(., s)ds)(72)

+

∫ t

0

Sm(t− s)
∑
l∈T

γml(c(s)) ν
l
s ∗ ψa(·)ds

Démonstration. Soit la fonction de [0, T ]× L2(Za)Nm définie par

F (t, c) = (
∑
l∈T

γ1l(c) ν
l
t ∗ ψa(·), · · · ,

∑
l∈T

γNml(c) ν
l
t ∗ ψa(·)) ∈ L∞([0, T ], L2(Za)Nm).

Elle est lipschitzienne en c sur L2(Za)Nm , uniformément en t sur [0, T ]. En effet, les γml
sont lipschitziennes par l’hyp. 1.8.a, on peut donc définir

(73) ||γ||Lip = sup
m,l
||γml||Lip <∞.
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Pour c1, c2 dans L2(Za)Nm , on a

sup
t∈[0,T ]

‖F (t, c1)− F (t, c2)‖L2(Za)Nm ≤
Nm∑
m=1

∑
l∈T

sup
t∈[0,T ]

||νlt||TV ‖γml(c1)− γml(c2)‖L2(Za)

≤ sup
t∈[0,T ]

||νt||TV ×Nm|T |K‖c1 − c2‖L2(Za)

avec ||νt||TV la norme de la variation totale définie équation (137) en annexe. Grâce à
un argument classique de point fixe sur le système d’équations (72) et le semi-groupe
de L2(Za)Nm défini par S = diag(S1, . . . , SNm) (voir par exemple [29],[3]), on en déduit
l’existence d’une solution faible c̃ dans C([0, T ], L2(Za)Nm).

On a alors

u(z, t) =
∑
l∈T

γml(c̃(z, t))ν
l
t ∗ ψa(z) ∈ L∞([0, T ], L2(Za)) ⊂ W 0,0

L2(Za).

En effet, les γml sont lipschitziennes et bornées sur RNm
+ par l’hypothèse 1.8.a, donc

γml(c̃(z, t)) ∈ C([0, T ], L2(Za)) car c̃ ∈ C([0, T ], L2(Za)Nm) d’après l’étape précédente. De
plus, νlt ∗ ψa(z) ∈ L∞([0, T ], L2(Za)) car ψa est bornée et supt∈[0,T ] ||νt||TV < ∞, ce qui
prouve l’assertion.

On obtient ensuite le résultat de régularité désiré en observant que les cm sont les
solutions de problèmes de la forme (67), (68) ou (70) avec c0m ∈ H1(Za), fm qui vérifie
les conditions de régularité et de compatibilité énoncées dans les propositions 1.4 ou 1.6
p.76 et u ∈ W 0,0

L2(Za). Donc, d’après ces propriétés, cm ∈ W 2,1
L2(Za) ∩ C([0, T ], H1(Za)), ce

qui est le résultat recherché. �

Le lemme technique suivant nous sera utile par la suite.

Lemme 1.10. Soient deux fonctions ν1, ν2 mesurables sur [0, T ], à valeurs dansMF+(X )
muni de la topologie de la convergence étroite et de la tribu associée, et telles que

sup
t∈[0,T ]

||ν1
t ||TV ≤ B < +∞ et sup

t∈[0,T ]

||ν2
t ||TV ≤ B < +∞,

c1 et c2 les solutions de (71) associées avec c0 et f qui vérifient les hypothèses de régularité
1.8. Alors ∀t ∈ [0, T ],

(74) ||c1(·, t)− c2(·, t)||L2 ≤ Nme
Ctγ∞

∫ t

0

∑
l∈T

||ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)||L2 ds,

où C = Nm||ψa||∞||γ||LipB et γ∞ est une constante positive. D’où on déduit que

(75) ||c1(·, t)− c2(·, t)||L2 ≤ Nmγ
∞||ψa||∨|Za|1/2|T |eCt

∫ t

0

dF (ν1
s , ν

2
s ) ds,

où dF est la métrique de Kantorovich-Rubinstein définie surMF+(X ) par

dF (ν, ξ) = sup
f∈Lip1,1(X ,R)

〈ν − ξ, f〉.
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Démonstration. Par la formule (72),

||c1
m(·, t)− c2

m(·, t)||L2 = ||
∫ t

0

Sm(t− s)
∑
l∈T

[
γml(c

1(·, s))ν1l
s ∗ ψa(·)

− γml(c2(·, s))ν2l
s ∗ ψa(·)

]
ds||L2

= ||
∫ t

0

Sm(t− s)
∑
l∈T

[
γml(c

1(·, s))
(
ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)
)

−
(
γml(c

2(·, s))− γml(c1(·, s))
)
ν2l
s ∗ ψa(·)

]
ds||L2

≤
∫ t

0

∑
l∈T

[
||γml(c1(·, s))

(
ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)
)
||L2

+ ||
(
γml(c

2(·, s))− γml(c1(·, s))
)
ν2l
s ∗ ψa(·)||L2

]
ds

car Sm est un semi-groupe de contraction (voir 1.2.2). De plus, il existe une constante γ∞
telle que ∀m, l, |γml(·)| ≤ γ∞ <∞. D’où

||c1
m(·, t)− c2

m(·, t)||L2 ≤γ∞
∫ t

0

∑
l∈T

||ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)||L2 ds

+||ψa||∞||γ||Lip sup
[0,T ]

||ν2
s ||TV

∫ t

0

||c1(·, s)− c2(·, s)||L2 ds

On pose C = Nm||ψa||∞||γ||LipB, on déduit de l’inéquation précédente que

||c1(·, t)− c2(·, t)||L2 ≤Nmγ
∞
∫ t

0

∑
l∈T

||ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)||L2 ds

+C

∫ t

0

||c1(·, s)− c2(·, s)||L2 ds

Alors par le lemme de Gronwall, ∀t ∈ [0, T ],

(76) ||c1(·, t)− c2(·, t)||L2 ≤ Nme
Ctγ∞

∫ t

0

∑
l∈T

||ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)||L2 ds,

ce qui est le premier résultat recherché. On en déduit le deuxième en observant que pour
tout 0 ≤ s ≤ t,

||ν1l
s ∗ ψa(·)− ν2l

s ∗ ψa(·)||L2 ≤ ||ψa||∨|Za|1/2dF (ν1
s , ν

2
s )

avec |Za| la mesure de Lebesgue de Za. �

1.2.4. Définition du flot déterministe

Grâce aux propriétés 1.3 et 1.9, on peut définir le flot déterministe associé au système
(63-71) pour tout t réel :

At : H1(Za)Nm ×MP (X ) −→ H1(Za)Nm ×MP (X )

(c, ν) −→ At(c, ν)
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où

At(c, ν) =

A0
t (c, ν),

〈ν,1〉∑
i=1

δ(Ait(c,ν),li)


pour ν =

〈ν,1〉∑
i=1

δxi , (Ait(c, ν))0≤i≤〈ν,1〉 étant les solutions couplées des équations (63-71) au

temps t avec les conditions initiales (c, ν). Plus précisément, pour 1 ≤ i ≤ n, Ait(c, ν) est
la position de la cellule i au temps t solution de :dtAit(c, ν) = v

(
Ait(c, ν),

(
n∑
i=1

δAit(c,ν)

)
∗ F (Ait(c, ν))

)
,

Ai0(c, ν) = zi.

A0
t (c, ν) est le vecteur des concentrations solutions de (71) au temps t avec νt =

〈ν,1〉∑
i=1

δ(Ait(c,ν),li)

et la condition initiale c. Pour simplifier les expressions, on définit

Ãt(c, ν) =
n∑
i=1

δAit(c,ν).

Propriété 1.11. Pour tout f ∈ C1(R×Z,R), s, t ∈ R et 1 ≤ i ≤ n,

ft(A
i
t(c, ν))− fs(Ais(c, ν))(77)

=

t∫
s

v(Aiu(c, ν), Ãu(c, ν) ∗ F (Aiu(c, ν))∇zfu(A
i
u(c, ν)) + ∂ufu(A

i
u(ν)) du

et donc

(78) 〈Ãt(c, ν), ft〉 − 〈Ãs(c, ν), fs〉 =

t∫
s

〈Ãu(c, ν), v(·, Ãu(c, ν) ∗ F (·))∇zfu(·)

+ ∂ufu(·)〉 du.

Démonstration. C’est une application directe du théorème fondamental d’intégra-
tion. �

Par commodité et lorsque davantage de précisions n’est pas nécessaire, on simplifie la
notation

〈Ãu(c, ν), v(·, Ãu(c, ν) ∗ F (·))∇zfu(·) + ∂tfu(·)〉
en

〈Ãu(c, ν), v(·, Ãu(c, ν) ∗ F )∇zfu + ∂tfu〉.

1.3. Description et propriétés de la partie stochastique : le destin cellulaire

Les cellules peuvent se diviser, se différencier et mourir. On modélise ces phénomènes
par des évènements de sauts, indexés par k ∈ J où J est l’ensemble fini des types de
sauts. Soit (νt)t≥0 la mesure ponctuelle qui représente la population de cellules. Quand
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au temps T il se produit un saut de type k pour la cellule i située en xi = (zi, li), on
modifie la population par une mesure ponctuelle µk(xi) :

νT = νT− + µk(x
i).

Plus précisément :
• Pour la division au temps T de la cellule i de νT− localisée à la position ziT−
et de type liT− , on introduit une nouvelle cellule fille de même type à la distance
λ(ziT−) de la cellule mère :

µk(x
i
T−) = δ(zi

T−
+λ(zi

T−
),li
T−

)

où, pour z ∈ [0, zm],

(79) λ(z) =


a/2 si z ≤ zmax/2− a,
a/2− a z−(zmax/2−a)

2a
si zmax/2− a < z < zmax/2 + a,

−a/2 si zmax/2 + a ≤ z.

• Pour la différenciation de la cellule i de νT− localisée à la position ziT− et de
type liT− en une cellule de type l1, la cellule est éliminée et remplacée par une
nouvelle cellule de type l1 située à la même position :

µk(x
i
T−) = δ(zi

T−
,l1) − δ(zi

T−
,li
T−

).

• Pour l’extrusion de la cellule i de νT− localisée à la position xiT− , la cellule est
supprimée de la population :

µk(x
i
T−) = −δxi

T−
.

Il est important de noter qu’un saut fait varier la taille de la population d’au plus 1,
c’est-à-dire que, pour tout T ,

|〈νT , 1〉 − 〈νT− , 1〉| ≤ 1.

Pour un individu à la position x ∈ X dans une population ν ∈ MP (X ), le taux de
saut associé à chaque type de saut k ∈ J est

(80) q∞k × qk(x, ν ∗Dk(z), c ∗ ψa(z))

avec
Dk : Rd → R, qk : X × R× R+ → R+

et ψa la fonction représentant une cellule définie sec. 1.2.3. q∞k <∞ est une constante qui
correspond au taux maximal de saut. On modélise donc une population de cellules où le
taux de saut dépend de l’état de la cellule (position et type), de la configuration spatiale
de la population (via le noyau d’interaction Dk) et de la concentration des métabolites à
la position de la cellule.

Remarque. Comme pour la force d’interaction entre cellules, on pourrait supposer
que les noyaux d’interactionsDk associés à chaque type de saut k dépendent également des
types cellulaires en définissant Dk sur Rd×T ×T → R. L’ensemble des résultats obtenus
par la suite restent alors valides, en étendant les hypothèses faites sur le comportement
de Dk(z) à Dk(z, l1, l2) pour tout (l1, l2) ∈ T 2.

On fait les hypothèses de régularité suivantes :

Hypothèse 1.12. On suppose que pour tout k ∈ J ,
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— les qk sont continues, globalement lipschitziennes en leur deuxième et troisième
arguments, et qk(·) ≤ 1.

— les Dk sont mesurables et bornées.

L’ensemble des éléments du modèle que nous avons décrits jusqu’ici nous permettent
d’obtenir :

— un espace d’état G = H1(Za)Nm ×MP (X ) qui est bien un espace polonais car
H1(Za)Nm etMP (X ) le sont, muni de la tribu produit des boréliens deH1(Za)Nm
et des boréliens deMP (X ) (voir propriété A.5 dans l’annexe A.2), notée G.

— un flot déterministe A (voir sec. 1.2.4) continu en ses paramètres qui satisfait les
hypothèses de l’annexe A.1,

— une intensité totale de saut qui ne dépend que de l’état du processus q : G→ G,
définie par

q(c, ν) =
∑
k∈J

〈ν,1〉∑
i=1

q∞k qk(xi, ν ∗Dk(zi), c ∗ ψa(z)).

C’est la somme des intensités de saut de chaque individu i pour chaque type de
saut k. Elle est continue en ses arguments et vérifie |q((c, ν)| ≤ |J |maxk(q

∞
k )〈ν, 1〉,

donc pour tout t > 0, pour tout (c, ν) ∈ G et tout h > 0,∫ t+h

t

q(As−t(c, ν))ds ≤ |J |max
k

(q∞k )

∫ t+h

t

〈Ãs−t(ν), 1〉ds

= |J |max
k

(q∞k )h〈ν, 1〉

< +∞
car la taille de la population de cellule ne varie pas en l’absence d’événements
stochastiques. Donc q est localement intégrable à droite le long des trajectoires.

— un noyau de Markov r qui ne dépend que de l’état du processus tel que pour
tout (c, ν) ∈ G, r(c, ν) est une loi de probabilité ponctuelle sur G définie par

r(c, ν) =
∑
k∈J

〈ν,1〉∑
i=1

q∞k qk(xi, ν ∗Dk(zi), c ∗ ψa(z))

q(c, ν)
δ(c,ν+µk(xi))

et qui vérifie les hypothèses de l’annexe A.1.
Nous avons donc bien défini les ingrédients qui constituent un PDMP tel qu’exposé dans
A.1, il nous faut donc maintenant établir sa stabilité. C’est l’objet de la partie suivante.

1.4. Caractère stable du modèle comme PDMP

En l’absence de sauts, le flot déterministe est défini sur R+ (voir sec. 1.2.4). Pour
nous assurer que le PDMP est bien défini au sens du Thm. A.1, il faut montrer que le
processus est stable, c’est-à-dire que sur tout intervalle de temps fini, un nombre presque
sûrement fini de saut se produit. Dans ce cas, le processus admet p.s. des trajectoires
sur R+. Pour obtenir les propriétés désirées, nous allons utiliser une représentation dite
trajectorielle du processus.

On définit un ordre sur X ce qui permet d’établir une bijection entre l’ensemble
des mesures ponctuelles finies sur X et l’ensemble des suites finies croissantes à valeur
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dans X . Cela permet de numéroter les individus dans la population νt et de sélectionner
l’individu i sans ambiguïté (voir [7]). Ceci nous permet d’introduire les mesures de Poisson
aléatoires indépendantes associées à chaque type de saut k ∈ J , Nk(dθ, i, dt), définies sur
[0, 1]× N∗ × R+ d’intensité

(81) nk(dθ, di, dt) = q∞k dθdt
∑
k∈N∗

δk(i)

On note (ct, νt) l’état du processus au temps t, à valeurs dans H1(Za)Nm × MP (X ).
Par abus de notation le réordonnement des individus sera implicite dans l’écriture νt =
〈νt,1〉∑
i=1

δxit . On note (c0, ν0) ∈ H1(Za)Nm ×MP (X ) la condition initiale.

Le processus modélisant une population de cellules en interactions avec des méta-
bolites diffusant décrit aux parties précédentes est solution de l’équation différentielle
stochastique suivante

(82) (ct, νt) = At(c0, ν0)

+
∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

[
At−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)))− At−s(cs, νs−)

]
1{s≤t}(s)1{i≤〈νs− ,1〉}(i)1{θ≤qk(xi

s−
,νs−∗Dk(xi

s−
),cs∗ψa(zi

s−
))}(θ)Nk(dθ, di, ds).

La fig.1 p.85 donne l’intuition derrière cette équation, il faut remarquer que, si Tn et Tn−1

sont des temps de saut successifs, pour t > Tn,

At−Tn−1(cTn−1 , νTn−1) = At−Tn(cTn , νT−n ).

Remarque. Pour faciliter la lecture et lorsque davantage de précisions est superflu,
nous simplifions la notation

1{θ≤qk(xi
s−
,νs−∗Dk(xi

s−
),cs∗ψa(zi

s−
))}(θ)

en

1{θ≤qk(·)}(θ).

Pour tout n ∈ N, on définit le temps d’arrêt τn = inf{t ≥ 0, 〈νt, 1〉 = n}. Soit n ∈ N,
on note

(83) Tn(t) = t ∧ τn := min(t, τn).

Le processus arrêté à n est (cTn(t), νTn(t))t≥0.
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t0 T1 T2

(ct, νt)

At(c0, ν0) = At−T1(cT1 , νT−1 )

At−T1(cT1 , νT−1 + µk(T
−
1 )) = At−T2(cT2 , νT−2 )

At−T2(cT2 , νT−2 + µk(T
−
2 ))

Figure 1. Représentation schématique de la trajectoire du pro-
cessus. Pour représenter la trajectoire totale, on trace d’abord At(c0, ν0).
Après le premier saut à t = T1, on soustrait la trajectoire At(c0, ν0) pour
t ≥ T1, i.e. At−T1(cT1 , νT−1 ), que l’on remplace par At−T1(cT1 , νT−1 +µk(T

−
1 )).

Ce processus est itéré à chaque saut.

Lemme 1.13. Soit f ∈ C1,1,•(R+ × X ,R), g ∈ H1(Za)Nm , ψ ∈ C1(R2), t ∈ R. Nous
notons 〈c, g〉 le produit scalaire dans L2. Alors

(84) ψ(〈cTn(t), g〉, 〈νTn(t), fTn(t)〉) = ψ(〈c0, g〉, 〈ν0, f0〉)

+

t∫
0

∂1ψ(〈cs, g〉, 〈νs, fs〉)〈∂scs, g〉1{s≤Tn(t)}(s) ds

+

t∫
0

∂2ψ(〈cs, g〉, 〈νs, fs〉)〈νs, v(·, νs ∗ F )∇zfs + ∂sfs〉1{s≤Tn(t)}(s) ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

[
ψ(〈cs, g〉, 〈νs− + µk(x

i
s−), fs〉)− ψ(〈cs, g〉, 〈νs− , fs〉)

]
× 1{s≤Tn(t)}1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)}Nk(dθ, di, ds).

Démonstration. Par (82),

〈νTn(t), fTn(t)〉 = 〈ÃTn(t)(c0, ν0), fTn(t)〉

+
∑
k∈J

Tn(t)∫
0

∫
N∗

1∫
0

[
〈ÃTn(t)−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)), fTn(t)〉 − 〈ÃTn(t)−s(cs, νs−), fTn(t)〉

]
× 1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)}Nk(dθ, di, ds)

L’intégrale stochastique ci-dessus est bien définie par le thm. A.3 car la taille de la po-
pulation est inférieure ou égale à n (l’évolution déterministe ne modifie pas la taille de la
population) et f est bornée car continue sur X compact.
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Puis, en appliquant la propriété 1.11, on peut réécrire le premier terme du membre
de droite comme

〈ÃTn(t)(c0, ν0), fTn(t)〉 = 〈ν0, f0〉+

Tn(t)∫
0

〈Ãu(c0, ν0), v(·, Ãu(c0, ν0) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉du,

et le second terme comme

∑
k∈J

Tn(t)∫
0

∫
N∗

1∫
0

(
〈νs− + µk(x

i
s−), fs〉 − 〈νs− , fs〉

)
× 1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)}Nk(dθ, di, ds)

+
∑
k∈J

Tn(t)∫
0

∫
N∗

1∫
0

Tn(t)∫
s

[
〈Ãu−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)), v(·, Ãu−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉

− 〈Ãu−s(cs, νs−), v(·, Ãu−s(cs, νs−) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉
]

× 1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)} duNk(dθ, di, ds).

f , ∂tf et ∇zf sont bornées sur [0, Tn(t)]×X compact, on applique le théorème de Fubini
et la formule (82) au dernier terme intégral pour obtenir :

Tn(t)∫
0

∑
k∈J

u∫
0

∫
N∗

1∫
0

[
〈Ãu−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)), v(·, Ãu−s(cs, νs− + µk(x

i
s−)) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉

− 〈Ãu−s(cs, νs−), v(·, Ãu−s(cs, νs−) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉
]

× 1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)} Nk(dθ, di, ds)du

=

Tn(t)∫
0

〈νu, v(·, νu ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉 − 〈Ãu(c0, ν0), v(·, Ãu(c0, ν0) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉 du.

On a donc obtenu :

〈νTn(t), fTn(t)〉 = 〈ν0, f0〉+

Tn(t)∫
0

〈Ãu(c0, ν0), v(·, Ãu(c0, ν0) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉du

+

Tn(t)∫
0

〈νu, v(·, νu ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉 −
Tn(t)∫
0

〈Ãu(c0, ν0), v(·, Ãu(c0, ν0) ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉 du

+
∑
k∈J

Tn(t)∫
0

∫
N∗

1∫
0

(
〈νs− + µk(x

i
s−), fs〉 − 〈νs− , fs〉

)
1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)} Nk(dθ, di, ds)

= 〈ν0, f0〉+

t∫
0

〈νu, v(·, νu ∗ F )∇zfu + ∂ufu〉1{u≤Tn(t)} du
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+
∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

〈µk(xis−), fs〉1{s≤Tn(t)}1{i≤〈νs− ,1〉}1{θ≤qk(·)} Nk(dθ, di, ds).

Puis,

〈cTn(t), g〉 = 〈c0, g〉+

t∫
0

〈∂scs, g〉1{s≤Tn(t)} ds.

Par la prop. 1.9, cTn(t) et sa dérivée partielle en temps sont bien définies puisque νTn(t) ∈
D([0, Tn(t)],MF+(X )), donc cette intégrale est bien définie.

On applique alors la formule d’Itô multidimensionnelle avec termes de saut, et on
obtient l’expression voulue de ψ(〈cTn(t), g〉, 〈νTn(t), fTn(t)〉). �

Nous montrons maintenant que le modèle définit un PDMP stable. Nous commençons
par le lemme suivant qui assure la non-explosion de la population en temps fini, et donc
son existence pour tout temps t positif.

Lemme 1.14. Soit t ≥ 0. S’il existe p ≥ 1 entier tel que E [〈ν0, 1〉p] <∞ alors

(85) E
[
sup
s≤t
〈νs, 1〉p

]
≤ C(p, t)

où C(p, t) <∞ est une constante qui ne dépend que de p et t.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, soit τn le temps d’arrêt défini en (83). Notons
que l’évolution déterministe ne modifie pas la taille de la population et que les évènements
aléatoires ne la font varier qu’au plus de 1. La formule (84) appliquée à 〈νt∧τn , 1〉p donne

〈νt∧τn , 1〉p =〈ν0, 1〉p

+
∑
k∈J

t∧τn∫
0

∫
N∗

1∫
0

(
〈νs− + µk(x

i
s−), 1〉p − 〈νs− , 1〉p

)
1{i≤〈νs− ,1〉}(i)

1{θ≤qk(·)}(θ) Nk(dθ, di, ds)(86)

≤ 〈ν0, 1〉p+
∑
k∈J

t∧τn∫
0

∫
N∗

1∫
0

[(〈νs− , 1〉+ 1)p − 〈νs− , 1〉p]1{i≤〈νs− ,1〉}(i)

1{θ≤qk(·)}(θ) Nk(dθ, di, ds).(87)

La dernière intégrale est croissante avec le temps car l’intégrande est positif donc on peut
passer au sup

s≤t∧τn
dans le membre de gauche. De plus, pour tout x positif, (1 + x)p − xp ≤

C(p)(1 + xp−1) avec C(p) =
p−1∑
k=1

(
p

k

)
. Donc,

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p ≤ 〈ν0, 1〉p+
∑
k∈J

t∧τn∫
0

∫
N∗

1∫
0

C(p)
(
〈νs− , 1〉p−1 + 1

)
1{i≤〈νs− ,1〉}(i)

1{θ≤qk(·)}(θ)Nk(dθ, di, ds).(88)
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L’intégrande est continu à gauche et adapté donc prévisible. Alors, en passant à l’es-
pérance et par la propriété fondamentale A.3 donnée en annexe, on obtient :

E
[

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p
]
≤ E [〈ν0, 1〉p]

+
∑
k∈J

E

 t∧τn∫
0

∫
N∗

1∫
0

C(p)
(
〈νs− , 1〉p−1 + 1

)
1{i≤〈νs− ,1〉}(i)1{θ≤qk}(θ)q

∞
k dθ

(∑
k≥1

δk(di)

)
ds


≤ E [〈ν0, 1〉p] +

∑
k∈J

E

 t∧τn∫
0

〈νs− ,1〉∑
i=1

C(p)
(
〈νs− , 1〉p−1 + 1

)
q∞k qk(·) ds


≤ E [〈ν0, 1〉p] +

∑
k∈J

E

 t∫
0

q∞k C(p) (〈νs∧τn , 1〉p + 〈νs∧τn , 1〉) ds

 .
Par le théorème de Fubini et l’inégalité n+ np ≤ 2np pour tout p ≥ 1,

E
[

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p
]
≤ E [〈ν0, 1〉p] + 2C(p)

(∑
k∈J

q∞k

) t∫
0

E
[

sup
u≤s∧τn

〈νu, 1〉p
]
ds.

Le lemme de Gronwall nous permet de trouver une borne qui ne dépend pas de n :

(89) E
[

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p
]
≤ E [〈ν0, 1〉p] exp

(
2C(p)

(∑
k∈J

q∞k

)
t

)
= C(p, t).

On en déduit que τn →∞ p.s. En effet, supposons qu’il existe T tel que P(sup
n∈N

τn < T ) >

ε > 0. Alors, par l’inégalité de Markov,

E
[

sup
s≤T∧τn

〈νs, 1〉p
]
≥ εnp ∀n ∈ N

ce qui contredit (89). Donc lim
n→∞

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p = sup
s≤t
〈νs, 1〉p p.s. Par le lemme de Fatou,

on obtient finalement

E
[
sup
s≤t
〈νs, 1〉p

]
= E

[
lim inf
n→∞

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p
]
≤ lim inf

n→∞
E
[

sup
s≤t∧τn

〈νs, 1〉p
]
< C(p, t).

�

Le caractère stable est une conséquence de ce lemme.

Corollaire 1.15. S’il existe p ≥ 1 entier tel que E [〈ν0, 1〉p] <∞, alors :

(1) on peut remplacer Tn(t) par t dans la formule (84),

(2) le processus est stable.

Démonstration. Pour le point (1), on vérifie que les intégrales stochastiques inter-
venant dans la démonstration du lemme 1.13 sont bien L1 et sont donc bien définies par
le thm. A.3. C’est effectivement le cas grâce à l’hypothèse sur ν0 et le lemme 1.14.
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(2) : Soit (Jn)n la suite des temps de saut du processus. E
[
sup
s≤t
〈νs, 1〉

]
<∞ pour tout

t ≥ 0 implique que tout temps de saut Jn →
n→∞

∞ p.s. En effet, supposons qu’il existe
T < +∞ et un ensemble ΩT de probabilité non nulle tel que, ∀ ω ∈ ΩT , sup

n∈N
Tn(ω) < T .

τn → ∞ p.s., donc il existe N ∈ N et un ensemble ΩT,N ⊂ ΩT de probabilité non nulle
tel que, ∀ ω ∈ ΩT,N , T < τN(ω). Soit C(N) un majorant du taux de saut du processus
sur XN = {ν ∈MP (X ), 〈ν, 1〉 ≤ N} ⊂ X , qui existe car les taux de saut individuels sont
bornés par l’hypothèse 1.12. Alors, pour tout ω ∈ ΩT,N , les temps de saut du processus
(Jn(ω))n∈N peuvent être construits comme une sous-suite des temps de saut (J ′n(ω))n∈N
d’un processus de Poisson de taux de saut C(N). Mais la séquence (J ′n(ω))n∈N diverge
p.s. ce qui contredit le fait que, pour tout ω ∈ ΩT , sup

n∈N
Jn(ω) < T . �

2. Limite déterministe du processus normalisé sous
l’hypothèse de grande population

On considère une séquence (cNt , ν
N
t )N∈N∗ de processus stochastiques à valeurs dans

H1(Za)Nm ×MP (X ) similaires au processus décrit dans la partie 1 précédente, de para-
mètres FN , qNk , DN

k , γNml. Par similaire, on entend que (c1
t , ν

1
t ) est le processus microsco-

pique νt étudié dans la partie 1. On définit le processus normalisé ν̄Nt par

ν̄Nt =
1

N
νNt .

Ici, N correspond à l’ordre de grandeur de la population 〈νNt , 1〉 que l’on va faire augmen-
ter avec N , la renormalisation permet alors de conserver une taille de population finie.
Lorsque la taille de la population augmente, pour chaque cellule le nombre de voisines
augmente proportionnellement et donc la somme des forces F et des interactions via les
noyaux Dk augmente également. Le mouvement des cellules qui dépend de la somme des
forces et les taux de sauts qui dépendent des interactions peuvent alors exploser lorsque
N →∞. On divise donc également F etDk par N . Dans le cas des forces mécaniques, cela
revient à diminuer l’intensité de la répulsion et donc à rendre les cellules plus “molles”,
d’une certaine façon. Enfin, on suppose que la vitesse γNml de consommation/production du
métabolite m catalysée par une cellule de type l diminue également proportionnellement
à N .

Hypothèse 2.1. On suppose que :

FN =
F

N
, DN

k =
Dk

N
, γNml =

γml
N
.

Le reste des paramètres n’est pas modifié. De plus, on suppose que

ν̄N0 =
1

N
νN0

L−→ ξ0 ∈MF+(X )

avec ξ0 éventuellement aléatoire.

Le but de cette partie est de montrer que (cNt , ν̄
N
t )N∈N∗ converge vers un processus déter-

ministe lorsque N tend vers l’infini.
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Soit N ∈ N∗ et (cN0 , ν
N
0 ) ∈ H1(Za)Nm ×MP (X ), le processus (cNt , ν̄

N
t ) est solution de

∀1 ≤ m ≤ Nm, ∂tc
N
m − σ∆cm =

∑
l∈T

γNml(c
N) νNlt ∗ ψa(z) =

∑
l∈T

γml(c
N) ν̄Nlt ∗ ψa(z),

(90)

cNm(·, 0) = c0m,

et

(91) ν̄Nt =
1

N
νNt =

1

N

〈νN0 ,1〉∑
i=1

δANit (cN0 ,v
N
0 )

+
1

N

∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

〈νNs−+µk(xNi
s−

),1〉∑
i=1

δANit−s(cNs ,νNs−+µk(xNi
s−

)) −
〈νN
s−
,1〉∑

i=1

δANit−s(cNs ,νNs− )


1{i≤〈νN

s−
,1〉}(i)1{θ≤qk(xNi

s−
,νN
s−
∗DNk (xNi

s−
),cNs ∗ψa(zNi

s−
))}(θ) Nk(dθ, di, ds).

avec (ANit (c, ν))1≤i≤〈ν,1〉 les solutions couplées de

dtA
Ni
t (c, ν) = v

(
ANit (c, ν), ÃNt (c, ν) ∗ FN(ANit (c, ν)

)
.

Pour tout n ∈ N, on définit le temps d’arrêt τNn = inf{t ≥ 0, 〈νNt , 1〉 = n}. Soit n ∈ N,
on note
(92) TNn (t) = t ∧ τNn .
Le processus arrêté à n est (cNTNn (t), ν

N
TNn (t))t≥0.

Lemme 2.2. Pour tout f ∈ C1,1,•(R+ ×X ,R), g ∈ H1(Za)Nm , ψ ∈ C1(R2), t ∈ R,

(93) ψ(〈cNTNn (t), g〉, 〈ν̄
N
TNn (t), fTNn (t)〉) = ψ(〈cN0 , g〉, 〈ν̄N0 , f0〉)

+

t∫
0

∂1ψ(〈cNs , g〉, 〈ν̄Ns , fs〉)〈∂scNs , g〉1{s≤TNn (t)} ds

+

t∫
0

∂2ψ(〈cNs , g〉, 〈ν̄Ns , fs〉)〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zfs + ∂sfs〉1{s≤TNn (t)} ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

[
ψ(〈cNs , g〉, 〈ν̄Ns− +

µk
N

(xis−), fs〉)− ψ(〈cNs , g〉, 〈ν̄Ns− , fs〉)
]

× 1{s≤TNn (t)}(s)1{i≤〈νs− ,1〉}(i)1{θ≤qk(xNi
s−
,ν̄N
s−
∗Dk(xNi

s−
),cNs ∗ψa(zNi

s−
))}(θ)Nk(dθ, di, ds).

Démonstration. On applique la formule du lemme 1.13 p.84 avec 〈ν̄Nt , ft〉 = 〈νNt , 1
N
ft〉.

De plus, sous l’hypothèse 2.1, ∀x ∈ X ,

νNs ∗ FN(x) = νNs ∗
F (x)

N
= ν̄Ns ∗ F (x)

et
νNs− ∗DN

k (x) = ν̄Ns− ∗Dk(x).

Donc
〈νNs , v(·, νNs ∗ FN)∇z

fs
N

+ ∂s
fs
N
〉 = 〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zfs + ∂sfs〉
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et dans les indicatrices des termes intégraux :

1
{
i ≤ 〈νNs− , 1〉

}
× 1

{
θ ≤ qk(x

Ni
s− , ν

N
s− ∗DN

k (xNis−), cNs ∗ ψa(zNis− ))
}

=1
{
i ≤ 〈νNs− , 1〉

}
× 1

{
θ ≤ qk(x

Ni
s− , ν̄

N
s− ∗Dk(x

Ni
s−), cNs ∗ ψa(zNis− ))

}
.

�

2.1. Propriétés du processus normalisé

On démontre dans cette partie le contrôle de la taille de la population dont découle
la stabilité du processus, et une propriété de martingale qui nous sera utile dans la
démonstration de la convergnece vers une limite déterministe.

Lemme 2.3. Soient t ≥ 0 et p un entier non nul. Si sup
N∈N∗

E
[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
< +∞, alors

(94) sup
N∈N∗

E
[
sup
s≤t
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤ C(p, t) < +∞

où C(p, t) est une constante qui ne dépend que de p et de t.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du lemme 1.14 p.87 qui peut-être
consultée pour plus de détails. Soient p, N ∈ N∗, t ≥ 0 et τNn = inf

{
t ≥ 0, 〈νNt , 1〉 = n

}
.

Par la formule du lemme 2.2, on obtient :

sup
s≤t∧τNn

〈ν̄Ns , 1〉p ≤ 〈ν̄N0 , 1〉p +
∑
k∈J

t∧τNn∫
0

∫
N∗

C(p)

N
(〈ν̄Ns− , 1〉p−1 + 1)

1{i≤〈νN
s−
,1〉}(i)1{θ≤qk(·)}(θ) Nk(dθ, di, ds)

en appliquant à 〈ν̄Ns− , 1〉 les inégalités : pour x positif, (x + 1
N

)p − xp = 1
Np ((1 + Nx)p −

(Nx)p) ≤ C(p)
N

(xp−1 + 1) où C(p) =
p−1∑
j=1

(
p

j

)
. On passe ensuite à l’espérance :

E

[
sup

s≤t∧τNn
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤ E

[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
+
∑
k∈J

E

 t∧τNn∫
0

〈νN
s−
,1〉∑

k=1

q∞k
C(p)

N
(〈ν̄Ns− , 1〉p−1 + 1) ds


≤ E

[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
+

(∑
k∈J

2q∞k C(p)

) t∫
0

E

[
sup

u≤s∧τNn
〈ν̄Nu , 1〉p

]
ds.

Par le lemme de Gronwall, on trouve une borne supérieure qui ne dépend pas de n :

E

[
sup

s≤t∧τNn
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤ E

[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
exp

(
2C(p)

(∑
k∈J

)
t

)
= CN

p,t.

On en déduit que la suite des temps d’arrêts (τNn )n∈N∗ tend vers l’infini p.s., puis que

E
[
sup
s≤t
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤ CN

p,t. Enfin, si sup
N∈N∗

E
[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
< +∞, alors

sup
N∈N∗

E
[
sup
s≤t
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤ sup

N∈N∗
E
[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
exp

(
2C(p)

(∑
k∈J

)
t

)
≤ C(p, t).
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�

Afin d’établir la propriété de martingale, nous introduisons pour chaque type de saut
k ∈ J la mesure aléatoire de Poisson compensée :

(95) Ñk(dθ, di, ds) = Nk(dθ, di, ds)− nk(dθ, di, ds).

Propriété 2.4. On suppose que E
[
〈ν̄N0 , 1〉2

]
<∞. Pour tout f ∈ C1,1,•(R+ × X ,R)

et t ≥ 0,

〈ν̄Nt , ft〉 = 〈ν̄N0 , f0〉+

t∫
0

〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zfs + ∂sfs〉ds(96)

+
∑
k∈J

q∞k

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉qk(x, ν̄Ns ∗Dk(x), cNs ∗ ψa(z)) ν̄Ns (dx)ds

+ Zf,N
t

où Zf,N
t est une martingale de carré intégrable qui vaut

(97) Zf,N
t =

∑
k∈J

t∫
0

∫
N∗

1∫
0

〈µk(xNis−),
1

N
fs〉1{i≤〈νN

s−
,1〉}(i)1{θ≤qk(·)}(θ)Ñk(dθ, di, ds),

et dont la variation quadratique est

(98) 〈Zf,N〉t =
1

N

∑
k∈J

q∞k

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉2qk(x, ν̄Ns− ∗Dk(x))ν̄Ns (dx)ds.

Démonstration. La formule (96) découle de (93) (où on a remplacé TNn (t) par t,
voir 1 du corol. 1.15) grâce au jeu d’écriture qui suit. Pour k ∈ J ,∫ t

0

∫
N∗

∫ 1

0

[
〈ν̄s− +

µk
N

(xis−), fs〉 − 〈ν̄s− , fs〉
]
1{i≤〈νs− ,1〉}(i)1{θ≤qk(·)}(θ)nk(dθ, di, ds)

=

∫ t

0

∫
N∗

∫ 1

0

〈µk
N

(xis−), fs〉1{i≤〈νs− ,1〉}(i)1{θ≤qk(·)}(θ) q
∞
k dθ

∑
k∈N∗

δk(di)ds

= q∞k

∫ t

0

〈νs− ,1〉∑
i=1

〈µk
N

(xis−), fs〉qk(xNis− , ν̄Ns− ∗Dk(x
Ni
s−), cNs ∗ ψa(zNis− )) ds

= q∞k

∫ t

0

∫
X
〈µk(x), fs〉qk(x, ν̄Ns ∗Dk(x), cNs ∗ ψa(z)) ν̄Ns (dx)ds.

Les intégrandes de (97) sont prévisibles (continus à gauche adaptés). qk(·) est bornée,
f est bornée sur [0, t] × X compact. De plus, par l’hypothèse sur ν̄N0 et le lem. 2.3,
E
[
sups≤t〈ν̄s, 1〉2

]
est bornée. Donc Zf,N

t vérifie bien les hypothèses du thm. A.3 que l’on
applique pour obtenir le résultat voulu. �
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2.2. Convergence vers une limite déterministe

Soit T positif. Nous montrons maintenant la convergence du processus normalisé vers
un processus déterministe dans l’espace

C([0, T ] , H1(Za)Nm)×D([0, T ] ,MF+(X )).

On munit D([0, T ] ,MF+(X )) de la métrique de Skorohod, et la topologie de la conver-
gence étroite surMF+(X ) (voir A.2 p.115). Cette topologie est métrisée par la distance
de Prokhorov (voir A.2 p.115). Cependant, X étant compact, les topologies vague, faible
et étroite coïncident en fait surMF+(X ).

Nous supposons que les hypothèses 1.2, 1.7, 1.8 et 1.12 sont vérifiées, ainsi que 2.1.
Nous faisons les hypothèses additionnelles suivantes :

Hypothèse 2.5. Il existe p ≥ 2 entier tel que sup
N∈N∗

E
[
〈ν̄N0 , 1〉p

]
< +∞.

Hypothèse 2.6.
2.6.a) v ∈ C1(Z × Rd,Rd). Notons qu’une conséquence de 1.2 est l’existence d’une

constante C(v) telle que

|v(z, y1)− v(z, y2)| ≤ C(v)|y1 − y2|.
2.6.b) F ∈ C1(Rd,Rd),
2.6.c) Dk ∈ C1(Rd,R+) (donc en particulier elle est localement lipschitzienne),
2.6.d) ∀k ∈ J , ∀l ∈ T , (z, y, c) 7→ qk((z, l), y, c) est lipschitzienne. On note Kk,l la

constante de lispchitz et C(qk) = maxl∈T Kk,l.
2.6.e) la fonction λ définie par (79) p.82 est localement lispchitzienne de Z dans Rd.
Théorème 2.7. Sous l’ensemble des hypothèses ci-dessus, le processus (cNt , ν̄

N
t )t≥0

converge en distribution sur C([0, T ] , H1(Za)Nm) × D([0, T ] ,MF+(X )) vers la solution
de

(99) 〈ξt, ft〉 = 〈ξ0, f0〉+

∫ t

0

〈ξs, v(·, ξs ∗ F )∇zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉q∞k qk((z, l), ξs ∗Dk(z), cs ∗ ψa(z))ξs(dz, l)ds

pour tout f ∈ C1,1,0(R+ ×X ,R), et

∀1 ≤ m ≤ Nm, ∂tcm − σ∆cm =
∑
l∈T

γml(c) ξ
l
t ∗ ψa(z),(100)

cm(z, t) = fm(z, t) pour z ∈ ∂Za,
cm(·, 0) = c0m,

Démonstration. La preuve est en trois étapes.
1) unicité de la solution de (99-100) en supposant (ξt)t solution de (99) positive,
2) tension de la suite des distributions de (ν̄N)N sur D([0, T ] ,MF+(X )),
3) convergence de la suite vers la solution positive de (99).

Etant donné la structure du problème, on montre la convergence dans la suite des mesures
(ν̄N)N , et on en déduit dans l’étape 3.4 la convergence de la suite des (cN)N vers la solution
de (100).



94 4. CADRE THÉORIQUE ET CONVERGENCES DES MODÈLES DE CRYPTE

2.2.1. Etape 1 : unicité

On procède en deux temps :

1.1) en temps fini, les solutions positives de (99) sont de masses finies,

1.2) unicité de la solution de (99-100) en ayant supposé la solution de (99) positive.

Etape 1.1
Soit (c0, ξ0) ∈ H1(Za)Nm ×MF+(X ) une condition initiale déterministe. Supposons qu’il
existe une solution de (99) (ct, ξt)t≥0 ∈ C([0, T ] , H1(Za)Nm)×D([0, T ] ,MF+(X )). Mon-
trons que la masse de ξt est bornée en temps fini par une constante qui dépend uniquement
de ξ0 et t. D’après (99), pour t ≤ T ,

(101)

〈ξt, 1〉 = 〈ξ0, 1〉+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), 1〉q∞k qk((z, l), ξs ∗Dk(z), cs ∗ ψa(z))ξs(dz, l)ds

≤ 〈ξ0, 1〉+
∑
k∈J

q∞k

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

ξs(dz, l)ds = 〈ξ0, 1〉+
∑
k∈J

q∞k

t∫
0

〈ξs, 1〉ds.

Par le lemme de Gronwall, on voit que

〈ξt, 1〉 ≤ 〈ξ0, 1〉 exp(t
∑
k∈J

q∞k ) < +∞.

On note

(102) C(t, ξ0) = sup
s≤t
〈ξs, 1〉.

Etape 1.2
Soient (c1

t , ξ
1
t ) et (c2

t , ξ
2
t ) deux solutions de (99-100) positives sur [0, T ] comme à l’étape

précédente. On définit la distance de Kantorovitch-Rubinstein dF surMF+(X ) par (voir
A.2 p.115)

dF (ν, ξ) = sup
f∈Lip1,1(X ,R)

〈ν − ξ, f〉.

Pour tout temps t ∈ [0, T ], on va appliquer le lemme de Gronwall à ||c1
t−c2

t ||L2 +dF (ξ1
t , ξ

2
t )

et montrer que ces deux solutions sont égales.

Soit t ∈ [0, T ]. D’après l’étape 1.1, on a

C(t, ξ1 + ξ2) = sup
s≤t
〈ξ1
s + ξ2

s , 1〉 <∞.

ξ1
t , ξ

2
t sont des mesures finies (et positives par hypothèse) donc, par le lemme 1.10 p.79,

on a d’abord qu’il existe une constante C telle que

(103) ||c1
t − c2

t ||L2 ≤ C

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds.

Il faut ensuite traiter le terme dF (ξ1
t , ξ

2
t ) en utilisant la formule (99). Comme dans [124],

on annule dans l’équation (99) le terme intégral correspondant à l’évolution entre les sauts
du modèle microscopique. Cela nécessite le lemme suivant.
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Lemme 2.8. Sous l’hypothèse 2.6, soit (ξs)s≥0 une solution de (99) sur [0, T ], soit
0 ≤ t ≤ T et ut(z) ∈ C1(Z,R). Alors, l’équation de transport sur [0, T ]

(104)

{
∂su(s, z) + v(·, ξs ∗ F )∇zu(s, z) = 0,

u(t, z) = ut(z),

admet une unique solution C1([0, T ]×Z,R) constante le long des caractéristiques Z(s; t, z) :

(105) u(s, z) = ut(Z(t; s, z)),

où les caractéristiques Z(s; t, z) sont solutions de

(106)

{
dsZ(s; t, z) = v(Z(s; t, z), ξs ∗ F (Z(s; t, z))),

Z(t; t, z) = z pour z ∈ Z.

Démonstration. Voir l’appendice A.3 p.119. �

Soit u ∈ Lip1,1 ∩ C1,•(X ,R). D’après le lemme 2.8, il existe une unique function

u1 : [0, T ]×X → R
(s, z, l) 7→ u1

s(z, l)

telle que u1 est solution de (104), avec ξs = ξ1
s et la condition u1

t (x) = u(x), c’est-à-dire

∂su
1
s(z, l) + v(z, ξ1

s ∗ F (z))∇zu
1
s(z, l) = 0 et u1

t (x) = u(x).

On sait que u1
s(z, l) = u(Z1(s; t, z), l) où Z1(·) sont les caractéristiques associées à (104)

lorsque (ξs)s = (ξ1
s )s. De la même manière, soit u2

s(z, l) = u(Z2(s; t, z), l), avec (ξs)s =
(ξ2
s )s dans (104).

De plus, toujours par le lemme 2.8, pour i = 1, 2,

ui·(·, l) ∈ C1([0, T ]×Z,R).



96 4. CADRE THÉORIQUE ET CONVERGENCES DES MODÈLES DE CRYPTE

On peut alors appliquer la formule (99), avec ξ1
0 = ξ2

0 = ξ0. Pour f lipschitzienne sur X ,
alors || f

||f ||∨ ||∞ ≤ 1 et || f
||f ||∨ ||Lip ≤ 1. Alors,

|〈ξ1
t − ξ2

t , u〉| = |〈ξ0, u
1
0 − u2

0〉

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u1
s〉qk((z, l), ξ1

s ∗Dk(z), c1
s ∗ ψa(z))ξ1

s (dz, l)ds

−
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u2
s〉qk((z, l), ξ2

s ∗Dk(z), c2
s ∗ ψa(z))ξ2

s (dz, l)ds

= | 〈ξ0, u
1
0 − u2

0〉︸ ︷︷ ︸
(A)

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u1
s − u2

s〉qk((z, l), ξ1
s ∗Dk(z), c1

s ∗ ψa(z))ξ1
s (dz, l)ds︸ ︷︷ ︸

(B)

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u2
s〉(qk(z, l), ξ1

s ∗Dk(z), c1s ∗ ψa(z))− qk((z, l), ξ2
s ∗D(z), c1s ∗ ψa(z)))ξ1

s(dz, l)ds

︸ ︷︷ ︸
(C)

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u2
s〉(qk((z, l), ξ2

s ∗Dk(z), c1s ∗ ψa(z))− qk((z, l), ξ2
s ∗D(z), c2s ∗ ψa(z)))ξ1

s(dz, l)ds

︸ ︷︷ ︸
(D)

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), u2
s〉qk((z, l), ξ2

s ∗Dk(z), c2
s ∗ ψa(z))(ξ1

s − ξ2
s )(dz, l)ds︸ ︷︷ ︸

(E)

|.

On peut déjà borner le terme (C). Rappelons que 〈µk(z, l), u2
s〉 est la somme d’au plus deux

évaluations ponctuelles de u2
s. Donc ||〈µk(z, l), u2

s〉||∞ ≤ 2. On a supposé qk lipschitzienne
par rapport à sa troisième variable donc il existe une constante C(qk) telle que

(C) ≤ 2

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

C(qk)|ξ1
s ∗Dk(z)− ξ2

s ∗Dk(z)|ξ1
s (dz, l)ds

≤ 2C(qk)C(t, ξ1 + ξ2)||Dk|Z̄ ||∨

t∫
0

dF (ξ1
s , ξ

2
s )ds,

où, pour passer à la dernière inégalité, on a utilisé le fait que Dk est localement lipschitz
en z par hypothèse donc lipschitzienne sur le compact Z̄ = {z−y : (z, y) ∈ Z2}. On pose
C(C) := 2C(qk)C(t, ξ1 + ξ2)||Dk|Z̄ ||∨, alors

(C) ≤ C(C)

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s )ds.
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On borne également le terme (D) en utilisant le caractère lipschitz de qk en sa troisième
variable :

(D) ≤ 2
∑
k∈J

C(qk)

∫ t

0

∑
l∈T

∫
Z

|(c1
s − c2

s) ∗ ψa(z)| ξ1
s (dz, l)ds

≤ 2
∑
k∈J

C(qk)||ψa||L2

∫ t

0

∑
l∈T

∫
Z

||c1
s − c2

s||L2(Za)Nm ξ1
s (dz, l)ds

≤ 2
∑
k∈J

C(qk)||ψa||L2C(t, ξ1)

∫ t

0

||c1
s − c2

s||L2(Za)Nm ds

≤ C(D)

∫ t

0

||c1
s − c2

s||L2(Za)Nm ds

en posant C(D) := 2
∑

k∈J C(qk)||ψa||L2(Rd)C(t, ξ1).

On passe ensuite au terme (E). Soit fs : (z, l) 7→ 〈µk(z, l), u2
s〉qk(z, l, ξ2

s ∗ Dk(z), c2
s ∗

ψa(z)) définie sur X . Montrons que

C(E) := sup
s≤t
||fs||∨ <∞.

D’une part, qk et u2 étant bornée, on a bien sups≤t ||fs||∞ <∞.
De plus, ∀l ∈ T , z 7→ qk(z, l, ξ

2
s ∗Dk(z), c2

s ∗ ψa(z)) est bien lipschitzienne uniformément
sur s ≤ t. En effet, ξ2

s ∗Dk(z) l’est (voir raisonnement pour le terme (C)). On montre éga-
lement que c2

s∗ψa(z) l’est en utilisant que : sups≤t ||c2
s||L2(Za)Nm <∞ d’après le lemme 1.9,

ψa(z) est lispchitzienne par hypothèse, et l’inégalité de Cauchy-Schwartz. Enfin, ∀l ∈ T ,
qk(·, l, ·) est lipschitzienne par hypothèse donc z 7→ qk((z, l), ξ

2
s ∗ Dk(z), c2

s ∗ ψa(z)) lip-
schitzienne uniformément sur s ≤ t par la prop. 1.1.
De plus, par le lemme A.17 p.124, z 7→ u2

s(z, l) = u2(Z(s; t, z), l) est Lipschitz uniformé-
ment en temps donc u2

s l’est aussi sur X . Dès lors, lorsque k correspond à une différencia-
tion ou une extrusion, 〈µk(z, l), u2

s〉 l’est également. Si k correspond à une division, c’est
toujours le cas car λ(z) est aussi lipschitzienne par hypothèse. Enfin, le produit de deux
fonctions lipschitziennes bornées est lipschitzien. D’où

(E) ≤ C(E)

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds.

Pour appliquer le lemme de Gronwall, il faut encore traiter les termes (A) et (B).
Pour cela, on va chercher à borner |u1

s(z)− u2
s(z)| en fonction de dF (ξ1

s , ξ
2
s ). Or,

|u1
s(z)− u2

s(z)| = |u(Z1(t; s, z))− u(Z2(t; s, z))|
≤ ||u||∨|Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)| ≤ |Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)|

car u ∈ Lip1,1(X ,R). On borne |Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)| selon dF (ξ1
s , ξ

2
s ). C’est l’objet de

la propriété suivante.

Propriété 2.9. Soit z ∈ Z et 0 ≤ s ≤ t,

(107) |Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)| ≤ A(t)

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

avec A(t) une constante qui dépend de t.
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Démonstration. La démonstration est faite dans l’annexe A.4 p.124. �

Par la (2.9), on peut borner le terme (A)

(A) =
∑
l∈T

∫
Z
u(Z1(t; 0, z), l)− u(Z2(t; 0, z), l) ξ0(dz, l)

≤
∑
l∈T

∫
Z
|Z1(t; 0, z)− Z2(t; 0, z)| ξ0(dz, l)

≤ ||ξ0||TV |J |A(t)

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds

≤ C(A)

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds

en posant C(A) := ||ξ0||TV |J |A(t). Grâce à la Propriété 2.9, on traite également le terme
(B) :

(B) ≤
∑
k∈J

2q∞k C(t, ξ1 + ξ2)A(t)

t∫
0

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )drds

≤
∑
k∈J

2q∞k C(t, ξ1 + ξ2)A(t)t

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds

≤ C(B)

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds

en posant C(B) :=
∑
k∈J

2q∞k C(t, ξ1 + ξ2)A(t)t.

On a donc montré qu’il existe une constante C telle que, ∀u ∈ Lip1,1(X ,R)∩C1,•(X ,R),

|〈ξ1
t − ξ2

t , u〉| ≤ C

∫ t

0

||c1
s − c2

s||L2(Z) + dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds.

Cette majoration est uniforme en u donc on peut passer au supu∈Lip1,1∩C1,•(X ,R) dans le
terme de gauche. X étant compact, par une application du théorème de Stone-Weierstrass,
les fonctions C1,•(X ,R) sont denses dans les fonctions C(X ,R) pour la norme uniforme.
D’où

sup
u∈Lip1,1∩C1,•

|〈ξ1
t − ξ2

t , u〉| = sup
u∈Lip1,1∩C

|〈ξ1
t − ξ2

t , u〉| = dF (ξ1
t , ξ

2
t ).

D’où

(108) dF (ξ1
t , ξ

2
t ) ≤ C

∫ t

0

dF (ξ1
s , ξ

2
s ) + ||c1

s − c2
s||L2(Z) ds.

En association avec la majoration obtenue en (103) p.94, on trouve finalement qu’il existe
une constante C telle que

(109) ||c1
t − c2

t ||L2 + dF (ξ1
t , ξ

2
t ) ≤ C

∫ t

0

||c1
s − c2

s||L2(Z) + dF (ξ1
s , ξ

2
s ) ds.

Alors par le lemme de Gronwall,

||c1
t − c2

t ||L2 + dF (ξ1
t , ξ

2
t ) = 0

ce qui prouve l’unicité.
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2.2.2. Etape 2 : tension de (ν̄N)N≥0

On prouve maintenant la tension de la suite des lois de (ν̄N)N∈N∗ vues comme des
mesures de probabilités sur D([0, T ] ,MF+(X )). Par un théorème de Roelly (Thm. 2.1
de [28]), cela est équivalent à la tension des lois de (〈ν̄N , f〉)N∈N∗ sur D([0, T ] ,R), pour
tout f prise dans une partie dense de C(X ,R) muni de la topologie de la convergence
uniforme. On choisit ici f ∈ C1,•(X ,R). Finalement, une condition suffisante pour la
propriété précédente est donné par le critère d’Aldous-Rebolledo (Cor. 2.3.3 [62]) :

2.1) pour tout t positif, la suite (〈ν̄Nt , f〉)N∈N∗ est tendue sur R.
2.2) Soit la décomposition de semi-martingale définie à la Propriété 2.4 p.92

〈ν̄Nt , f〉 = 〈ν̄N0 , f〉+ Af,Nt + Zf,N
t

où Af,Nt est un processus à variation finie et Zf,N
t est une martingale. Pour

t ≥ 0, ε > 0, η > 0, il existe δ > 0 et N0 ∈ N∗ tels que pour toute suite de temps
d’arrêt (τN)N∈N∗ (τN étant un FN -temps d’arrêt) avec τN ≤ t,

sup
N≥N0

sup
θ∈[0,δ]

P(|Af,NτN+θ − A
f,N
τN
| ≥ η) ≤ ε,(110)

sup
N≥N0

sup
θ∈[0,δ]

P(|〈Zf,N〉τN+θ − 〈Zf,N〉τN | ≥ η) ≤ ε.(111)

Démonstration. 2.1) Soit f ∈ C1,•(X ,R) et t ≥ 0. Sous l’hypothèse 2.5, par le

lemme 2.3 p.91, il existe p ≥ 2 entier et une constante C(p, t) tels que sup
N∈N∗

E
[
sup
s≤t
〈ν̄Ns , 1〉p

]
≤

C(p, t). Alors pour tout entier q ≤ p,

(112) sup
N∈N∗

E
[
sup
s≤t
〈ν̄Ns , 1〉q

]
≤ C(p, t) + 1.

Par l’inégalité de Markov,

P(〈ν̄Nt , f〉 ≥ K) ≤ 1

K
||f ||∞E

[
〈ν̄Nt , 1〉

]
≤ 1

K
||f ||∞(C(p, t) + 1).

Cette majoration est uniforme en N , donc la suite (〈ν̄Nt , f〉)N∈N∗ est tendue.

2.2) Soit t, η, ε, δ ≥ 0, et θ ≤ δ, τN < t. Par la propriété 2.4,

E
[
|Af,NτN+θ − A

f,N
τN
|
]
≤ E

| τN+θ∫
τN

〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zf〉ds|


+
∑
k∈J

E

| τN+θ∫
τN

∫
X

qk(x, ν̄
N
s ∗Dk(x), cNs ∗ ψa(z))〈µk(x), f〉 ν̄Ns (dx)ds|


Or, par l’hypothèse 2.6,

|〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zf〉| ≤ ||∇zf ||∞〈ν̄Ns , C(v)|ν̄Ns ∗ F (·)|〉.
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D’où

|〈ν̄Ns , v(·, ν̄Ns ∗ F )∇zf〉| ≤||∇zf ||∞〈ν̄Ns , C(v)|ν̄Ns ∗ F (·)|〉
≤||∇zf ||∞C(v)||F|Z̄ ||∞〈ν̄Ns , 1〉2

car, ∀ z ∈ Z, |ν̄Ns ∗ F (z)| ≤ ||F|Z̄ ||∞〈ν̄Ns , 1〉. D’où

E
[
|Af,NτN+θ − A

f,N
τN
|
]
≤ ||∇zf ||∞C(v)||F|Z̄ ||∞E

 τN+θ∫
τN

〈ν̄Ns , 1〉2ds


+
∑
k∈J

2q∞k ||f ||∞E

 τN+θ∫
τN

〈ν̄Ns , 1〉ds

 .
Or

τN+θ∫
τN

〈ν̄Ns , 1〉2ds ≤ δ sups≤t〈ν̄Ns , 1〉2. Donc en appliquant le lemme 2.3 sous l’hypothèse

2.5, on obtient

E
[
|Af,NτN+θ − A

f,N
τN
|
]
≤ δ × ||∇zf ||∞C(v)||F|Z̄ ||∞(C(p, t+ δ) + 1)

+ δ ×
∑
k∈J

2q∞k ||f ||∞(C(p, t+ δ) + 1).

Comme δ peut être rendu arbitrairement petit et que la majoration est uniforme en N
et θ, on obtient (110) via l’inégalité de Markov. Par le même type de raisonnement, on
obtient que

E
[
|〈ZN〉τN+θ − 〈ZN〉τN |

]
≤ δ

N
× Ct+θ,1

|T |∑
k=1

2q∞k ||f ||∞

et, comme précédemment, on en déduit (111). �

2.2.3. Etape 3 : identification de la limite

Par le théorème de Prokhorov, la tension de la suite des lois de (ν̄N)N∈N∗ surD([0, T ] ,MF+(X ))
implique que l’on peut en extraire une sous-suite qui converge en loi. Notons ν̃ une telle
valeur d’adhérence et (ν̄N(n))n une sous-suite qui converge vers ν̃. Montrons alors que ν̃ est
solution de (99). Soit t ∈ [0, T ], f ∈ C1,1,•([0, T ]×X ,R) et, pour ν ∈ D([0, T ],MF+(X )),
on définit

Ψt(ν) =〈νt, ft〉 − 〈ν0, f0〉 −
∫ t

0

〈νs, v(·, νs ∗ F (·))∇zfs + ∂sfs〉ds(113)

−
∑
k∈J

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉qk(x, νs ∗Dk(x), cs ∗ ψa(z))νs(dx)ds,

avec c la solution de (100) associée à ν. Si, pour tout t et f , Ψt(ν) = 0 ps, alors ν est
solution de (99). On procède en trois étapes :

3.1) la limite est continue ps : ν̃ ∈ C([0, T ],MF+(X )) ps,
3.2) Ψt est continue en ν lorsque ν ∈ C([0, T ],MF+(X )),
3.3) la limite ν̃ est solution,
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3.4) la suite des concentrations (cN)N converge également vers la solution de (100)
dans C([0, T ] , H1(Za)Nm).

Etape 3.1

Lemme 2.10. ν̃ ∈ C([0, T ],MF+(X )) ps.

Démonstration. Par définition, ν̃ est continue à droite, il faut juste prouver la
continuité à gauche. On va utiliser la distance de la variation totale sur MF+(X ) (voir
partie A.2 p.115) définie par

dTV (µ, ν) = sup {〈µ− ν, f〉; f ∈ C(X ), ||f ||∞ ≤ 1} .

Soit f ∈ C1,•(X ,R), ||f ||∞ ≤ 1. Pour tout n, les sauts de ν̄N(n) se produisent un à la fois
p.s. donc

sup
0≤t≤T

|〈ν̄N(n)
t , f〉 − 〈ν̄N(n)

t− , f〉| ≤ 2
||f ||∞
N(n)

≤ 2

N(n)
ps.

La majoration est uniforme en f donc on peut passer au sup :

sup
0≤t≤T

sup
f∈C1,•(X ,R),
||f ||∞≤1

|〈ν̄N(n)
t , f〉 − 〈ν̄N(n)

t− , f〉| = sup
0≤t≤T

dTV (ν̄
N(n)
t , ν̄

N(n)

t− ) ≤ 2

N(n)
ps

où, pour passer au sup sur les fonctions de C1,•(X ,R) à dTV , on utilise le fait que C1,•(X ,R)
est dense dans C(X ,R) pour la norme uniforme. La distance de la variation totale domine
la distance de Prokhorov surMF+(X ) (Propriété A.9 p.118). D’où, par le théorème 10.2
p.148 de [43],

sup
0≤t≤T

dPR(ν̃t, ν̃t−) = lim
n→∞

sup
0≤t≤T

dPR(ν̄
N(n)
t , ν̄

N(n)

t− ) = 0 ps

et ν̃t est continue en temps ps. �

Etape 3.2

On démontre d’abord une propriété technique.

Propriété 2.11. Soient ν ∈ MF+(X ) et (νn)n∈N une suite de MF+(X ) telle que
dPR(ν, νn)→

n
0. Soit G : Rd → R Lipschitz bornée. Alors

sup
z∈Z
|(ν − νn) ∗G(z)| →

n
0.

Démonstration. On rappelle que si dPR(νn, ν) →
n

0 alors ||νn||TV →
n
||ν||TV , où

||ν||TV = ν(X ) lorsque ν ∈ MF+(X ). En effet, si dPR(ν, νn) ≤ ε, par la définition (134),
|ν(X )− νn(X )| ≤ ε.

Traitons le cas où ν est la mesure nulle. Alors, ∀z ∈ Z,

|(ν − νn) ∗G(z)| ≤ |ν ∗G(z)|+ |νn ∗G(z)| = ||G||∞||νn||TV
−→
n→∞

0.
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On suppose désormais que ||ν||TV > 0. De plus, comme ||νn||TV → ||ν||TV , on peut
supposer que ||νn||TV > 0 ∀n ∈ N. On souhaite appliquer la propriété A.4 p.115 qui porte
sur des mesures de probabilité. Montrons d’abord que si

(114) dPR(ν, νn)→
n

0 alors dPR

(
ν

||ν||TV
,

νn

||νn||TV

)
→
n

0.

En effet,

dPR

(
νn

||νn||TV
,

ν

||ν||TV

)
≤ 1

||ν||TV
dPR

(
||ν||TV
||νn||TV

νn, ν

)
≤ 1

||ν||TV
dPR

(
||ν||TV
||νnt ||TV

νn, νn
)

+
1

||ν||TV
dPR(νn, ν)

≤ 1

||ν||TV
×
∣∣∣∣ ||ν||TV||νn||TV

− 1

∣∣∣∣× ||νn||TV +
1

||ν||TV
dPR(νn, ν)

≤
∣∣∣∣ ||νn||TV||ν||TV

− 1

∣∣∣∣+
1

||ν||TV
dPR(νn, νt)

où on est passé à la troisième inégalité par la proposition A.11. Et comme dPR(ν, νn)→ 0,
||νn||TV
||ν||TV

→ 1. D’où la relation (114).

Soit ε tel que 0 < ε < diam(Z). D’après ce qui précède il existe Nε tel que, si n ≥ Nε,

dPR

(
ν

||ν||TV
,

νn

||νn||TV

)
≤ ε et |1− ||ν

n||TV
||ν||TV

| ≤ ε.

Soit n ≥ Nε. Soient G+(z) et G−(z) deux fonctions positives telles que G(z) = G+(z)−
G−(z).

|(νn − ν) ∗G(z)| ≤ |(νn − ν) ∗G+(z)|+ |(νn − ν) ∗G−(z)|.

|(ν − νn) ∗G+(z)| = ||ν||TV ×
∣∣∣∣( ν

||ν||TV
− ||ν

n||TV
||ν||TV

× νn

||νn||TV

)
∗G+(z)

∣∣∣∣
≤ ||ν||TV ×

∣∣∣∣( ν

||ν||TV
− νn

||νn||TV

)
∗G+(z)

∣∣∣∣+ ||ν||TV ×
∣∣∣∣(1− ||νn||TV||ν||TV

)× νn

||νn||TV
∗G+(z)

∣∣∣∣
≤ ||ν||TV ×

∣∣∣∣( ν

||ν||TV
− νn

||νn||TV

)
∗G+(z)

∣∣∣∣+ ||ν||TV ε||G+||∞

On note ν̂n := νn

||νn||TV
et ν̂ := ν

||ν||TV
, qui sont des mesures de probabilités sur X .

D’après la propriété A.4 p.115, ∀δ tel que ε < δ < diam(Z), il existe une mesure de
probabilité sur X × X γ ∈ Π(ν̂n, ν̂) et un ensemble E ⊃ {(x, y) ∈ X 2 : d(x, y) ≥ δ} tels
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que γ(E) ≤ δ. Dès lors

(ν̂n − ν̂) ∗G+(z) =
∑
l∈T

∫
Z
G+(z − y) (ν̂n − ν̂)(dy, dl)

=
∑
l∈T

∫
Z
G+(z − y) ν̂n(dy, dl)−

∑
k∈T

∫
Z
G+(z − u) ν̂(du, dk)

=
∑
l∈T

∫
Z

∑
k∈T

∫
Z
G+(z − y)−G+(z − u) γ(dy, dl, du, dk)

≤ 2δ||G+||∞ +

∫
X\E
||G+||Lipδ γ(dy, dl, du, dk)

≤ δ(2||G+||∞ + ||G+||Lip).

L’hypothèse δ < diam(Z) permet d’assurer que pour tout x1 = (z1, l1), x2 = (z2, l2) ∈
X 2, si l1 6= l2, alors (x1, x2) ∈ E. On peut alors utiliser le caractère Lispchitz en espace de
G+ pour majorer l’intégrale sur le domaine X \ E. Cette majoration étant vérifiée pour
tout δ > ε, on obtient

(115) (ν̂n − ν̂) ∗G+(z) ≤ ε(2||G+||∞ + ||G+||Lip).
On obtient le même type de majoration pour le terme |(νn − ν) ∗G−(z)|. D’où, ∀z ∈ Z,

|(νn − ν) ∗G(z)| ≤ 2ε||ν||TV (3||G||∞ + ||G||Lip).
D’où la propriété car ε→ 0. �

Le résultat que l’on souhaite établir est le suivant.

Lemme 2.12. Soit ν ∈ C([0, T ],MF+(X )), posons C(T, ν) = max[0,T ]〈νt, 1〉, alors
pour toute suite (νn)n∈N d’éléments de D([0, T ],MF+(X )) telle que limn→∞ ν

n = ν on a

lim
n→∞

Ψt(ν
n) = Ψt(ν).

Démonstration. Sous l’hypothèse limn→∞ ν
n = ν, comme ν ∈ C([0, T ],MF+(X )),

on sait (Prop. A.7) que la convergence est uniforme en temps, donc pour tout ε > 0, il
existe Nε ∈ N tel que pour tout n ≥ Nε

(116) sup
t∈[0,T ]

dPR(νnt , νt) ≤ ε

On en déduit comme conséquence de la définition de dPR et en utilisant le fait que les
supports des νnt et νt sont contenus dans X que

(117) sup
t∈[0,T ]

〈νnt , 1〉 ≤ sup
t∈[0,T ]

〈νt, 1〉+ ε ≤ C(T, ν) + ε

En conséquence, on peut se restreindre sans impacter le résultat à des suites telles que
pour tout n ∈ N,
(118) max

t∈[0,T ]
〈νnt , 1〉 ≤ 2C(T, ν),

ce que nous faisons dans la suite.

Pour tout t ≤ T , la projection à t πt : ν 7→ νt est continue de D([0, T ] ,MF+(X ))
muni de la distance de Skorokhod dans MF+(X ) muni de la distance de Prokhorov,
en tout point de C([0, T ] ,MF+(X )) (thm. 12.5 p.134 de [10] ; en fait, on peut montrer
que la convergence dans l’espace de Skorohod vers une fonction continue implique la
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convergence uniforme). De plus, la distance de Prokhorov métrise la topologie étroite sur
MF+(X ), c’est-à-dire que pour toute fonction continue bornée f ∈ Cb(X ,R), l’application
ν 7→ 〈ν, f〉 est continue surMF+(X ). Donc, ν 7→ 〈πt(ν), f〉 est continue en tout point de
C([0, T ] ,MF+(X )).

Nous pouvons maintenant montrer la continuité en ν de Ψt. Pour cela, nous formons

Ψt(ν
n)−Ψt(ν) = 〈νnt − νt, ft〉 − 〈νn0 − ν0, f0〉 −

∫ t

0

〈νns − νs, ∂sfs〉ds︸ ︷︷ ︸
(An)

−
(∫ t

0

〈νns , v(·, νns ∗ F (·))∇zfs〉ds−
∫ t

0

〈νs, v(·, νs ∗ F (·))∇zfs〉ds
)

︸ ︷︷ ︸
(Bn)

−
∑
k∈J

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉qk(x, νns ∗Dk(x), cns ∗ ψa(z))νns (dx)ds−
∫
X

〈µk(x), fs〉qk(x, νs ∗Dk(x), cs ∗ ψa(z))νs(dx)

 ds

︸ ︷︷ ︸
(Cn)

D’après les propriétés rappelées ci-dessus et la régularité de f , nous avons limn→+∞An =
0. D’autre part, nous avons Bn = B1

n +B2
n avec

B1
n =

∫ t

0

〈νns − νs, v(·, νs ∗ F (·))∇zfs〉ds

et

B2
n =

∫ t

0

〈νns , (v(·, νns ∗ F (·))− v(·, νs ∗ F (·)))∇zfs〉ds

Or x = (z, l) → Vs(x) = v(x, νs ∗ F (z))∇zfs(x) est continue bornée par construction,
donc l’intégrande converge ponctuellement vers 0, et pour tout s ∈ [0, T ],

|〈νns − νs, Vs〉| ≤ 〈νns , Vs〉+ 〈νs, Vs〉
≤ 3C(T, ν) max

x∈X ,|y|≤2C(T,ν)‖F‖∞
|v(x, y)|

Le théorème de convergence dominée sur [0, T ] permet donc de conclure que B1
n −→
n→+∞

0.

D’autre part,

B2
n ≤

∫ t

0

〈νns , ||v||Lip|(νns ∗ F (·)− νs ∗ F (·))∇zfs|〉ds.

Par le caractère Lipschitz de F , on peut appliquer la propriété 2.11 : ∀t ∈ [0, T ],

sup
z∈Z
|(νnt − νt) ∗ F (z)| →

n→∞
0.

Donc, ∀s ∈ [0, t], l’intégrande tend vers 0. Par le théorème de convergence dominée,
B2
n −→
n→+∞

0.

Soit Cn = C1
n + C2

n avec

C1
n =

∑
k∈J

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉qk(x, νns ∗Dk(x), cns ∗ ψa(z)) (νns (dx)− νs(dx))ds
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et

C2
n =

∑
k∈J

t∫
0

∫
X

〈µk(x), fs〉 (qk(x, νs ∗Dk(x), cs ∗ ψa(z))− qk(x, νns ∗Dk(x), cns ∗ ψa(z))) νs(dx)ds

Le terme C1
n →

n
0 car les qk sont bornées. Pour traiter le terme C2

n, on commence par
établir la majoration suivante, pour tout t ∈ [0, T ] et tout z ∈ Za,

|(cnt − ct) ∗ ψa(z)| ≤ ‖ψa‖L2‖cnt − ct‖L2

≤ ‖ψa‖L2

√
Nme

Ctγ∞
∫ t

0

∑
l∈T

||(νnls − νls) ∗ ψa||L2 ds

≤ K

∫ t

0

∑
l∈T

||(νnls − νls) ∗ ψa||L2 ds

où on a utilisé le lemme 1.10 et où C =
√
Nm||ψa||∞||γ||LipB et K = ‖ψa‖L2

√
Nme

CTγ∞.
Par application de la propriété 2.11 et du théorème de convergence dominée,

sup
z∈Z
|(cnt − ct) ∗ ψa(z)| →

n→∞
0.

Ensuite, en utilisant le caractère Lipschitz de qk, la propriété 2.11 pour le terme avec Dk

et le théorème de convergence dominée, on obtient C2
n →

n
0.

On a donc bien montré la continuité de Ψt en ν. �

Etape 3.3

Maintenant, montrons que ν̃ est solution de (99) c’est-à-dire

Ψt(ν̃) = 0 p.s. ⇔ E [|Ψt(ν̃)|] = 0.

Démonstration. Premièrement, notons que

Ψt(ν̄
N) = Zf,N

t

où Zf,N
t est la martingale définie à la Propriété 2.4. Puis

E
[
Ψt(ν̄

N(n))2
]

= E
[
〈Zf,N(n)〉t

]
≤ 1

N(n)
||f ||2∞t(C(p, t) + 1)

∑
k∈J

q∞k −→
n→∞

0(119)

donc (Ψt(ν̄
N(n)))n converge dans L2, et donc dans L1, vers 0 c’est-à-dire

lim
N→∞

E
[
|Ψt(ν̄

N)|
]

= 0.

Deuxièmement, par le continuous mapping theorem, comme ν̄N(n) → ν̃ en loi et Ψt est
continue à ν̃, |Ψt(ν̄

N(n))| → |Ψt(ν̃)| en loi. De plus, par le lemme 2.3 et sous les hypothèses
2.5, 2.6, la suite (Ψt(ν̄

N(n)))n est uniformément intégrable, on peut donc prendre la limite
sous l’espérance et on obtient :

0 = lim
n→∞

E
[
|Ψt(ν̄

N(n))|
]

= E [|Ψt(ν̃|] .

On a donc prouvé que les valeurs d’adhérences de (ν̄N)N∈N∗ sont des solutions, po-
sitives par hypothèse, de (99). De plus, on a montré dans l’étape 1 p.94 que pour une
condition initiale ξ0 ∈ MF+(X ) fixée, la solution positive est unique. Par l’hypothèse
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2.6, ν̄N0
L→ ξ0 donc converge vers l’unique solution de (99) issue de ξ0 (éventuellement

aléatoire).

�

Etape 3.4

Enfin, on montre que la suite (cN)N∈N∗ converge vers c̃ la solution de (100) dans
C([0, T ] , H1(Za)Nm). Soit l’application

(120)
Φ : D([0, T ],MF+(X ))→

(
W 2,1
L2(Za)

)Nm
∩ C([0, T ], H1(Za)Nm)

ν 7→ Φ(ν) = c,

qui à ν associe la solution de l’équation de réaction-diffusion (71). Entre autres, ∀N ∈ N∗,
cN = Φ(ν̄N) et c̃ = Φ(ξ) avec (c̃, ξ) les solutions couplées de (99-100). Si Φ est continue,
alors par le continuous mapping theorem, la convergence en loi de (ν̄N)N vers ξ implique
la convergence en loi de (cN)N∈N∗ vers c̃. On montre donc

Propriété 2.13. Φ est continue de D([0, T ],MF+(X )) dans C([0, T ], H1(Za)Nm).

Démonstration. Soit une suite (νN)N qui converge converge vers ξ quelconque dans
D([0, T ],MF+(X )). On note cN et c̃ ∈ C([0, T ], H1(Za)Nm) les solutions de l’équation de
réaction diffusion (71) associées, à c0 et f fixées. Soit

FN = (
∑
l∈T

γ1l(c
N) νNl ∗ ψa(·), · · · ,

∑
l∈T

γNml(c
N) νNl ∗ ψa(·)) ∈

(
W 0,0
L2(Za)

)Nm
et

F = (
∑
l∈T

γ1l(c̃) ξ
l ∗ ψa(·), · · · ,

∑
l∈T

γNml(c̃) ξ
l ∗ ψa(·)) ∈

(
W 0,0
L2(Za)

)Nm
.

L’injection continue de C([0, T ], H1(Za)Nm) dans (W 2,1
L2(Za))

Nm et les propriétés de régula-
rité 1.4, 1.5 et 1.6 appliquées avec u = FN − F permettent d’obtenir

sup
t∈[0,T ]

‖cN(t)− c̃(t)‖H1(Za)Nm ≤ β1‖cN − c̃‖(W 2,1

L2(Za)
)Nm

et

‖cN − c̃‖(W 2,1

L2(Za)
)Nm ≤ β2‖FN − F‖(W 0,0

L2(Za)
)Nm .

Puis, par des majorations similaires à celles utilisées dans les propriétés 1.9 et 1.10,

‖FN − F‖(W 0,0

L2(Za)
)Nm ≤

Nm∑
m=1

(∫ T

0

‖
∑
l∈T

(
γml(c

N(t)) νNlt ∗ ψa − γml(c̃(t)) ξl ∗ ψa
)
‖2
L2(Za)dt

)1/2

≤ Nm

[
γ∞
∑
l∈T

∫ T

0

‖(νlNt − ξlt) ∗ ψa‖L2(Za)dt

+ ||ψa||∞||γ||LipC(T, ξ)

∫ T

0

‖cN(t)− c̃(t)‖(L2(Za))Nm

]
.
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avec, pour tout ν ∈ D([0, T ],MF+(X )), C(T, ν) = sup[0,T ] ||νt||TV <∞. Or, par le lemme
1.10,

‖cN(t)− c̃(t)‖(L2(Za))Nm ≤ Nme
Ctγ∞

∑
l∈T

∫ t

0

‖(νlNs − ξls) ∗ ψa‖L2(Za) ds

avec C une constante qui dépend de C(T, ξ) et C(T, νN). On rappelle que TV converge.
On a donc montré qu’il existe une constante C telle que

(121) sup
t∈[0,T ]

‖cN(t)− c̃(t)‖H1(Za)Nm ≤ C
∑
l∈T

∫ T

0

‖(νlNt − ξlt) ∗ ψa‖L2(Za) dt.

Par la propriété A.8, pour presque tout t ∈ [0, T ], dPR(νNt , ξt)→
n

0. D’où, pour presque

tout t, dPR(νlNt , ξlt)→
n

0. Et par la propriété 2.11, pour presque tout t,

sup
z∈Za
|(νNt − ξt) ∗ ψla(z)| →

n
0⇒ ‖(νlNt − ξlt) ∗ ψa‖L2(Za) →

n
0.

Enfin, par le théorème de convergence dominée, on conclut que le membre de droite de
(121) tend vers 0 lorsque N →∞. �

�

2.3. Conclusion

Le modèle présenté dans le chapitre 3 satisfait toutes les hypothèses de régularité pour
que le résultats de convergence 2.7 s’applique, nous obtenons donc la convergence de ce
modèle renormalisé vers une limite déterministe.

3. Modèle limite en petite taille de cellules

Nous allons maintenant dériver formellement un modèle limite alternatif à partir
du modèle limite de self-aggregation obtenu ci-dessus, si l’on suppose que la taille des
cellules, et donc le support du noyau d’interaction, tend vers 0. Dans cette partie, nous
supposons que la dimension d’espace est égale à 1 et nous considérons l’expression de la
force d’interaction entre cellules du modèle présenté au chapitre 3, c’est à dire

v(z, ξ ∗ F ) = φ(z) ξ ∗ F (z).

Nous allons supposer que, ∀l ∈ T , les mesures ξ(l)
t (dz) sur Z admettent une densité

notée ρl(z, t) appartenant à un certain espace fonctionnel H de fonctions régulières. On
note ρl(t) la fonction z 7→ ρl(z, t). Nous allons de plus faire l’hypothèse que le noyau
d’interaction F dérive d’un potentiel W . Ainsi, F = ∂zW . L’équation limite devient donc

(122) 〈ρl(t), ft〉 = 〈ρl(0), f0〉+

∫ t

0

〈ρl(s), φ(ρ(s) ∗ ∂zW )∇zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉q∞k qk(z, l, ρ(s) ∗Dk(z), cs ∗ ψa(z))ρl(z, s)dzds
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avec ρ =
∑

l∈T ρl. Et pour les concentrations, ∀1 ≤ m ≤ Nm,

(123) ∂tcm − σm∂zzcm =
∑
l∈T

γml(c)× (ρl(t) ∗ ψa(z))

avec des conditions de bord inchangées par rapport au modèle précédent.

Nous introduisons des noyaux d’interactions normalisés en espace. On définit F̄ , W̄
et D̄k, définis sur (0, 1) tels que, ∀z ∈ (−a, a),

F (z) := F̄ (
z

a
), W (z) := W̄ (

z

a
), Dk(z) := D̄k(

z

a
),

et ψa(z) = ψ1( z
a
) (voir hypothèse 1.7). Par la suite, pour alléger les notations, les .̄ seront

abandonnées.

3.0.1. Adimensionnement

Nous notons

t̃ =
t

T
, z̃ =

z

Z
,

où T et Z sont des grandeurs caractéristiques de temps de renouvellement et de taille de
crypte.

Nous notons aussi les grandeurs caractéristiques R, P et Q les grandeurs caractéris-
tiques de courbure, de densité de population et de fonction source, ainsi que les fonctions
ρ̃, φ̃, h̃k telles que

Rρ̃l(t̃, z̃) = ρl(t, z), P φ̃(z̃) = φ(z), Qq̃k = q∞k qk

Nous adimensionnons également les intensités des noyaux d’interaction en introduisant
F ,W , D et B les grandeurs caractéristiques de force, de potentiel, de régulation densité-
dépendante et de densité de cellules de la fonction source, ainsi que les fonctions F̃ , W̃ ,
D̃k et ψ̃1 telles que

F F̃ (z̃) = F (z̃), WW̃ (z̃) = W (z̃), DD̃k(z̃) = Dk(z̃), Bψ̃1(z̃) = ψ1(z̃)

Nous notons que dans ces expressions, contrairement à précédemment, seule l’intensité
est redimensionnée, puisque les noyaux d’interaction ont été précédemment normalisés
spatialement.

De même, on introduit C, S et M des grandeurs caractéristiques de concentration en
métabolites, de diffusion et de réaction, et

Cc̃(t̃, z̃) = c(t, z), Sσ̃m = σm, Mγ̃ml(c̃) = γml(c)
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Un changement de variable dans le terme convolutif de (122) montre que

ρ(t) ∗ ∂zW (z) =

∫ a

−a
∂yW (

y

a
)ρ(t, z − y)dy

=

∫ 1

−1

a2∂ỹWW̃ (ỹ)ρ̃(t, z̃ − aỹ)dỹ = −
∫ 1

−1

a2WW̃ (ỹ)∂ỹρ̃(t, z̃ − aỹ)dỹ

= −
∫ 1

−1

aFW̃ (ỹ)∂ỹρ̃(t, z̃ − aỹ)dỹ := −aFW̃ ∗̄∂z̃ρ̃

où on a utilisé le fait que comme F = ∂zW , nous avons F F̃ = aW∂ỹW̃ et F = aW .

De même, dans la définition du second membre de l’équation (122), le terme de régu-
lation densité-dépendante s’écrit :

(124) ρ(t) ∗Dk =

∫ a

−a
ρ(z − y)Dk(

y

a
)dy = aD

∫ 1

−1

ρ̃(z − aỹ)D̃k(ỹ)dỹ := aDD̃k∗̄ρ̃.

Le terme de réaction dans (123) s’écrit :

(125) ρl(t) ∗ ψ1 =

∫ a/2

−a/2
ρl(z − y)ψ1(

y

a
)dy = aB

∫ 1/2

−1/2

ρ̃l(z − aỹ)ψ̃1(ỹ)dỹ := aBψ̃1∗̄ρ̃l.

Le terme de régulation par la concentration dans les taux de sauts s’écrit ct ∗ ψ1 =
aBψ̃1∗̄c̃t.

La version adimensionnée des équations (122) et (123) s’écrit donc, en abandonnant
les tildes pour alléger les notations :

(126) 〈ρl(t), ft〉 = 〈ρl(0, .), f0〉+

∫ t

0

〈ρl(s),
−aPTRF

Z
φ(z)∂zρ(s)∗̄W∂zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

QT
t∫

0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉qk(z, l, aDρ(s)∗̄Dk(z), aBcs∗̄ψ1(z))ρl(z, s)dzds

et

(127) ∂tcm −
S

Z2T
σm∂zzcm =

aMTB

C

∑
l∈T

γml(c)× (ρl(t)∗̄ψ1(z)).

3.0.2. Hypothèses et passage à la limite

Nous allons maintenant nous intéresser au cas où le rayon des cellules, c’est à dire
des noyaux d’interaction, tend vers 0. Nous allons introduire un facteur de changement
d’échelle n et nous allons construire une suite de rayon de cellules

an =
a

n

Nous faisons maintenant l’hypothèse que la densité de population, le rayon de cour-
bure, le temps, la taille de la crypte et les termes de réaction sont tous du même ordre
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de grandeur, et donc
PTR

Z
= 1 QT = 1

Pour que le terme de transport de l’équation (126) et le noyau d’interaction dans
la définition de qk ne dégénèrent pas, nous reparamétrons les noyaux d’interactions en
introduisant les suites Fn et Dn telles que

anFn = aF , anDn = aD et anBn = aB

c’est à dire que la force d’interaction Fn = nF , la régulation densité-dépendante Dn = nD
des termes de sources et Bn = nB sont d’ordre 1/an quand an devient petit.

De la même manière, dans l’équation (127), nous supposons que C est d’ordre 1 et
que

S

Z2T
= 1

MT

C
= 1.

Comme ρl est une fonction régulière, sa dérivée reste bornée sur (0, 1), et d’après le
théorème de convergence dominée, nous avons

anFnW ∗̄∂zρ = aF
∫ 1

−1

W (y)∂yρ(t, z − any)dy −→
n→+∞

aF∂zρ
∫ 1

−1

W (y)dy

Et de la même manière,

anDnD∗̄ρ −→
n→+∞

aDρ
∫ 1

−1

D(y)dy et anBnρl(t)∗̄ψ1(z) −→
an→0

aBρl

∫ 1/2

−1/2

ψ1(y)dy.

Enfin, dans la définition de qk, nous avons également λ(z) −→
an→0

0 et

qk(z − λ(z), l, ρ∗̄Dk, ψ1∗̄cs)ρl(z − λ(z))

−→
an→0

qk

(
z, l, aDρ

∫ 1

−1

Dk(y)dy, aBcs

∫ 1/2

−1/2

ψ1(y)dy

)
ρl(z).

Ainsi, lorsque n tend vers +∞, nous nous attendons à ce que la suite de solutions
(ρl

n, cn) du système d’équations (126,127) indicé par an converge faiblement vers (ρ̂l, ĉ)
solution de

(128) 〈ρ̂l(t), ft〉 = 〈ρ̂l(0), f0〉+

∫ t

0

〈ρ̂l(s),
−aPTRF

Z
φ(z)Ŵ∂zρ̂l(s)∂zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

QT
t∫

0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉qk(z, l, aDD̂kρ̂, aBcs)ρ̂l(s, z)dzds

où ρ̂ =
∑

l∈T ρl, Ŵ :=
∫ 1

−1
W (y)dy et D̂k :=

∫ 1

−1
Dk(y)dy. On a de plus utilisé le fait que∫ 1/2

−1/2
ψ1(z) = 1. Et ∀1 ≤ m ≤ Nm,

(129) ∂tĉm −
S

Z2T
σm∂zz ĉm =

aBMT

C

∑
l∈T

γml(ĉ)ρ̂l.
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Ces équations s’écrivent, dans les dimensions d’origine,

(130) 〈ρ̂l(t), ft〉 = 〈ρ̂l(0), f0〉+

∫ t

0

〈ρ̂l(s),−φ(z)W̄∂zρ̂(s, .)∂zfs + ∂tfs〉ds

+
∑
k∈J

t∫
0

∑
l∈T

∫
Z

〈µk(z, l), fs〉qk(z, l, D̄kρ̂, ĉs)ρ̂l(s, z)dzds

où W̄ := 1
a

∫ a
−a

∫ z
−a F (y

a
)dydz et D̄k =

∫ a
−aDk(

y
a
)dy. Et, ∀m,

(131) ∂tĉm − σm∂zz ĉm =
∑
l∈T

γml(ĉm)ρ̂l.

Remarque. La convergence des équations de transport non linéaires, dont le champ
de vitesse est défini par un noyau de convolution comme en (126), vers une équation de
type milieux poreux comme en (128), a été montré dans [23] lorsqu’il n’y a pas de terme
source. De même, dans un contexte de particules (ici nos cellules) en interaction dont les
déplacements sont soumis à des bruits diffusifs, et en l’absence d’événements de sauts,
il a été montré dans [46] que la limite déterministe en grande population et en petites
tailles du modèle individu centré est l’équation des milieux poreux avec diffusion. Enfin,
la démarche d’obtention de modèle que nous avons suivie dans ce travail, en obtenant
d’abord une équation de self-aggregation en faisant tendre la taille de la population vers
l’infini, à taille d’individus fixés, puis une équation de type milieux poreux en faisant
tendre la taille des individus vers 0 et les noyaux d’interaction vers des Diracs, est très
proche de ce qui a été proposé dans [83], mais pour un modèle très différent. A notre
connaissance, pour notre modèle, la convergence de (122) vers (130) est un problème
ouvert.

Remarque. Une version forte de l’équation (130) s’écrit

(132) ∀l ∈ T , ∂tρ̂l(z, t)−∇ ·
(
φ(z)W̄∂zρ̂(t)ρ̂l

)
=
∑
k∈J

h̄k[ρ̂(t)](z, l, c(t, z))

avec

h̄k[ρ̂(t)](z, l, c(t, z)) :=

{
±q∞k qk(z, l, D̄kρ̂(z, t), c(t, z))ρ̂l(z, t) si k n’est pas une division,
q∞k qk(z, l, D̄kρ̂(z, t), c(t, z))ρl(z, t) sinon.

C’est donc une équation du type de l’équation des milieux poreux.

Par la suite, nous allons montrer dans la partie 2 du chapitre 5 la convergence numé-
rique des solutions de l’équation (122) vers l’équation (132).
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A. Annexes

A.1. Résultats fondamentaux sur les PDMP et les mesures aléatoires

De façon informelle, les PDMP, aussi appelés systèmes hybrides, sont des systèmes
dynamiques déterministes dont l’évolution est modifiée à des instants aléatoires par des
phénomènes qui peuvent être eux même aléatoires, comme par exemple des sauts de l’état
du système dynamique ou des changements de son comportement dynamique. D’abord
introduits dans un cadre formel rigoureux par [33] pour des processus à valeur dans Rn,
ils ont été largement étudiées (voir [5] pour une revue récente) et en particulier étendus
à des processus à valeur dans des espaces très généraux ([60], [15]). La définition d’un
PDMP nécessite un espace d’état sur lequel on définit un flot déterministe qui décrit
l’évolution du modèle entre les sauts, une intensité de saut qui donne la probabilité de
sauter à chaque instant et dans chaque état, et enfin un noyau de transition qui donne la
probabilité de sauter vers un autre point de l’espace d’état.

En suivant les idées et notations de [60], nous introduisons les définitions et hypothèses
suivantes :

— B0 est la tribu des boréliens de R+,

— G est un espace polonais (métrique complet séparable), muni de sa tribu des
boréliens G,

— D = {(s, t, y) ∈ R+ × R+ ×G / s ≤ t},
— le flot déterministe Φ : D → G est mesurable, tel que t 7→ Φ(t; s, y) est continue

sur [s,+∞[ pour tout s ≥ 0 et y ∈ G, et de plus, en notant Φst(y) = Φ(t; s, y),

∀(s, t, u, y) ∈ (R+)3 ×G / s ≤ t ≤ u, Φsu(y) = Φtu(Φst(y))(133)
Φtt(y) = y

— l’intensité de saut q : R+×G→ R+ est B0⊗G-mesurable. On note qt(x) = q(t, x)
et on suppose que q est localement intégrable à droite le long des trajectoires, c’est
à dire que pour tout t ≥ 0 et x ∈ G, il existe h > 0 tel que

∫ t+h
t

qs(Φts(x)) ds <
+∞,

— le noyau de transition r : R+ ×G× G → [0, 1] est tel que

— à t fixé, rt : G× G → [0, 1] défini par rt(x,C) = r(t, x, C) vérifie

∀C ∈ G, x 7→ rt(x,C) est G-mesurable,
∀x ∈ G, C 7→ rt(x,C) est une probabilité sur (G,G).

De plus, pour tout C ∈ G, (t, x) 7→ rt(x,C) est B0 × G-mesurable.

— ∀(t, x) ∈ R+ ×G, rt(x, {x}) = 0.

Sous ces hypothèses, on peut définir pour tout x0 ∈ G les familles de noyaux de transition
(P

(n)
zn|x0

)n∈N et (π
(n)
zn,t|x0

)n∈N qui déterminent respectivement la loi des temps de sauts et la
loi de la valeur des sauts. Soit

P
(0)
|x0

(]t,+∞]) = exp

(
−
∫ t

0

qs(Φ0s(x0))ds

)
, t ≥ 0

π
(0)
t|x0

(C) = rt(Φ0t(x0), C), t ≥ 0, C ∈ G
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et pour n ∈ N∗, t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ t, x1, . . . , xn ∈ Gn et zn = (t1, . . . , tn;x1, . . . , xn),

P
(n)
zn|x0

(]t,+∞]) = exp

(
−
∫ t

tn

qs(Φtns(xn))ds

)
, t ≥ tn

π
(n)
zn,t|x0

(C) = rt(Φtnt(xn), C), t ≥ tn, C ∈ G.

On définit R̄+ = R+∪{+∞} et Ḡ = G∪{∇} où∇ est un élément muet qui correspond
à un état jamais atteignable, et l’espace des suites

K̄G = {((tn); (xn))n≥1 ∈ R̄N
+ × ḠN : ∀n ≥ 1,

(tn+1 ≥ tn)

et ((tn < +∞)⇒ (tn < tn+1))

et ((tn < +∞)⇔ (xn ∈ G))}

que l’on munit de la tribu engendrée par les projections sur les coordonnées, notée K̄G.
On définit de la même façon l’espace

KG = {((tn), (xn))n≥1 ∈ RN
+ ×GN : ∀n ≥ 1, tn+1 > tn}

que l’on munit de la tribu engendrée par les projections sur les coordonnées, notée KG.

D’après [60], théorème 3.2.1, en complétant la définition des noyaux par

P
(0)
|x0

({+∞}) = 1, π
(0)
t|x0

({∇}) = 1 si t = +∞,

P
(n)
zn|x0

({+∞}) = 1 si tn = +∞, π
(n)
zn,t|x0

({∇}) = 1 si t = +∞,

on peut construire un processus ponctuel marqué Y = (Tn, Xn)n>1 dont les trajec-
toires sont dans (K̄G, K̄G) tel que la distribution de T1 est P (0)

|x0
, celle de X1 sachant

T1 = t est π(0)
t|x0

, et pour n ≥ 1, la distribution de Tn+1 conditionnellement à Zn =

(T1, . . . , Tn;X1, . . . , Xn) = zn est P (n)
zn|x0

et celle de Xn+1 conditionellement à Zn = zn et
Tn+1 = t est π(n)

zn,t|x0
. Alors le théorème suivant, adapté des théorèmes 3.2.1 et 7.3.1 de

[60] est vérifié.

Théorème A.1. Soit Y = (Tn, Xn)n∈N avec T0 ≡ 0 et X0 ≡ x0 le processus ponc-
tuel marqué dont la distribution conditionnellement à x0 est déterminée par les familles
(P

(n)
zn|x0

)n∈N et (π
(n)
zn,t|x0

)n∈N, qui représentent les instants de sauts et les états atteints
à chaque saut. Si Y est stable, c’est à dire que dans un temps fini il ne se produit
qu’un nombre fini de sauts, alors Y est bien défini comme processus à trajectoires dans
(KG,KG), et le processus Xt défini par X0 ≡ x0 et

Xt = Φ(T<t>, t, X<t>)

où < t >=
∑

k≥1 1[0,t](Tk) est un PDMP dont les probabilités de transition ne dépendent
pas de x0.

Le processus Y est la chaîne de Markov incluse du PDMP Xt.

Enfin, nous rappelons la définition d’une mesure aléatoire de Poisson, introduite par
exemple dans [61]. Celle ci sera utile par la suite pour définir une représentation alterna-
tive d’un PDMP à valeurs dans l’espace des mesures ponctuelles finies sur un compact C
de Rd, appelée représentation trajectorielle.
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Définition A.2. Soit (E; E) un espace mesurable muni d’une mesure σ-finie positive
µ. Une mesure de Poisson homogène N d’intensité µ(dh)dt sur (R+ ×E) est une mesure
aléatoire sur (R+ × E;B0 ⊗ E) définie sur un espace de probabilité (Ω;F ;P) qui vérifie
les propriétés suivantes :

(1) N est une mesure de comptage, c’est à dire ∀Â ∈ B0 ⊗ E , ∀ω ∈ Ω, N(ω, Â) ∈
N ∪ {+∞},

(2) ∀ω ∈ Ω, N(ω, {0} × E) = 0,

(3) ∀Â ∈ B0 ⊗ E , E(N(Â)) = ν(Â), où ν(dt; dh) = µ(dh)dt.

(4) Si Â et B̂ sont deux éléments disjoint de B0⊗E et si E(Â) < +∞ et E(B̂) < +∞,
alors les variables aléatoires N(Â) et N(B̂) sont indépendantes.

Une représentation de N peut être obtenue lorsque E est de mesure finie sous la forme

N(ω) =
∞∑
1

δ(Tn(ω),Xn(ω)

où les Tn sont les instants de sauts d’un processus de Poisson homogène d’intensité µ(E)
et les Xn sont des variables aléatoires indépendantes à valeur dans E distribuées selon
µ/µ(E). Elle est donc la mesure aléatoire associée au processus ponctuel marqué (Tn, Xn)
(voir [60]). Cette expression permet de définir l’intégrale stochastique contre des mesures
de Poisson aléatoires. L’intégrale se généralise au cas de mesures σ−finies (voir [61] ou
II.3 de [59]), et on a le résultat fondamental suivant.

Théorème A.3. Soit T ≥ 0. Considérons un processus prévisible G(s, h) sur R+×E
et supposons que

E
(∫ T

0

∫
E

|G(s, h)|µ(dh)ds

)
< +∞.

(1) Pour toute suite d’ensembles de mesure finie (Ep)p∈N telle que E = ∪pEp, la

limite dans L1 de la suite de variables aléatoires lim
p→∞

(∫ T

0

∫
Ep

G(s, h)N(dh, ds)

)
existe et est unique. Elle définit l’intégrale de G sur E,

∫ T
0

∫
E
G(s, h)µ(dh)ds, et

on a

E
(∫ T

0

∫
E

G(s, h)N(ds, dh)

)
= E

(∫ T

0

∫
E

G(s, h)µ(dh)ds

)
.

(2) Pour t ≤ T , le processus Mt =
∫ t

0

∫
E
G(s, h)N(ds, dh)−

∫ t
0

∫
E
G(s, h)µ(dh)ds est

une martingale.

(3) Si de plus

E
[∫ T

0

∫
E

G(s, h)2µ(dh)ds

]
< +∞

alors (Mt)t≤T est une martingale de carré intégrable, de variation quadratique

〈M〉t =

∫ t

0

∫
E

G(s, h)2µ(dh)ds.
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A.2. Métriques sur MF+(X )

On rappelle que (X , d), avec d définie en (56) p.72 est un espace métrique complet et
séparable (espace polonais). Pour F un fermé de X et ε ≥ 0, soit Fε = {x ∈ X : d(x, F ) < ε}.
On définit la distance de Prokhorov dPR surMF+(X ) par (Appendix A2.5 dans [30])

(134) dPR(µ, ν) = inf {ε ≥ 0 : pour tout F ⊂ X fermé , µ(F ) ≤ ν(Fε) + ε

et ν(F ) ≤ µ(Fε) + ε} .
La première propriété importante de la distance de Prokhorov est qu’elle métrise la to-
pologie de la convergence étroite surMF+(X ) (Corollary A2.5.II dans [30]) et c’est pour
cette raison qu’on l’utilise. L’autre est que, si (X , d) est polonais, l’espace (MF+(X ), dPR)
l’est aussi (Proposition A.2.5.III de [30]).

On utilisera également les propriétés suivantes.

Propriété A.4 (Théorème 1.2 p.96 [43]). Soient µ et ν deux mesures de probabilités
sur X . Soient Π(µ, ν) l’ensemble des mesures de probabilités sur X ×X de marginales µ
et ν. Alors

(135) dPR(µ, ν) = inf
γ∈Π(µ,ν)

inf
{
ε > 0 : γ{(x, y) ∈ X 2 : d(x, y) ≥ ε} ≤ ε

}
.

Propriété A.5. L’espace des mesures ponctuelles finies

MP (X ) =

{
n∑
i=1

δxi ;n ∈ N, xi ∈ X

}
muni de la distance de Prokhorov dPR est un espace polonais.

Démonstration. On prouve d’abord queMP (X ) est fermé dans (MF+(X ), dPR).
Soit une suite (µn)n∈N deMP (X ) qui tend vers µ dans (MF+(X ), dPR), on va montrer
que µ ∈MP (X ). Soit

q := 〈µ, 1〉, alors q ∈ N.
En effet, pour ν, ξ ∈ MP (X ), si |〈ν, 1〉 − 〈µ, 1〉| = α > 0, alors dPR(ξ, ν) ≥ α (remplacer
F par X dans (134)). Or, pour tout n ∈ N, 〈µn, 1〉 ∈ N et dPR(µn, µ) → 0. De plus, il
existe N tel que ∀n ≥ N ,

〈µn, 1〉 = q.

Si q = 0, µ ∈MP (X ). Traitons ensuite le cas q ∈ N∗.

On a montré que, ∀n ≥ N , il existe (xn,1, · · · , xn,q) ∈ X q tel que µn =
∑q

i=1 δxn,i . De
plus, il existe (N(n))n∈N une suite strictement croissante avec N(0) = 0 et, pour n ≥ 1
telle que ∀k, l ≥ N(n),

dPR(µk, µl) ≤
1

2n
.

Soit n ∈ N∗. Par la propriété A.6, il existe une suite de bijections (σnk )k telle que ∀i ∈ [1, q],
∀k ≥ N(n),

d(xN(n),i, xk,σn
k−N(n)

(i)) ≤ 1/2n.

De plus, ∀k ∈ N, on pose σ0
k = Id.

On va maintenant construire q suites de Cauchy de X . Soit la suite de bijections
(sk)k∈N définit par

sk = σnk−N(n) si N(n) ≤ k < N(n+ 1).
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De plus, pour 1 ≤ i ≤ q, soit la suite (jin)n∈N définit par

ji0 = i et jin+1 = sN(n+1)−1(jin).

Alors, pour 1 ≤ i ≤ q, la suite (X i
k)k∈N définit par

X i
k = xk,sk(jin) si N(n) ≤ k < N(n+ 1)

est une suite de Cauchy dans X , donc convergente.

En effet, si k ∈ [N(n), N(n+ 1)[, ∀l ≥ k,

d(X i
k, X

i
l ) ≤ d(X i

k, X
i
N(n+1)) +

∞∑
r=n+1

d(X i
N(r), X

i
N(r+1))

≤ 1

2n
+

∞∑
r=n+1

1

2r
=

1

2n−1
.

On pose
X = (X1, · · · , Xq) := (lim

k
X1
k , · · · , lim

k
Xq
k)

et on va montrer que

(136) µ =

q∑
i=1

δXi .

En effet, pour k ≥ N(n), d(xk,sk(i), X
i) ≤ 1

2n−1 pour 1 ≤ i ≤ n. Par la propriété A.6,
dPR(µk,

∑q
i=1 δXi) ≤ 1

2n−1 . Donc (136) est vérifiée.

On en déduit queMP (X ) est un sous-espace fermé dans (MF+(X ), dPR). C’est donc
un espace polonais. �

Propriété A.6. Soient n ∈ N∗, µ et ν des éléments deMP (X ) tels que µ =
∑n

i=1 δxi
et ν =

∑n
i=1 δyi. Soit ε < 1.

dPR(µ, ν) ≤ ε

⇔ ∃ σ bijective /d(xi, yσ(i)) ≤ ε, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. On note Sν = ∪ni=1{xi} le support de ν et Sµ le support de µ.

⇒ : On va construire par récurrence sur [1, n] une telle bijection σ. Pour i = 1, on
choisit j ∈ [1, n] tel que d(x1, yj) ≤ ε et on pose σ(1) := j. Un tel choix est toujours
possible. Le cas contraire implique en effet que d(x1, Sν) = ε + h > ε. Soit h′ tel que
ε+ h′ < min(1, ε+ h). Alors

µ({x1}) ≥ 1 > ε+ h′ = ν({x1})ε+h
′
+ ε+ h′

et donc dPR > ε + h′ ce qui contredit nos hypothèses. Puis supposons que l’on dispose
de (σ(1), · · · , σ(p)), montrons que l’on peut choisir σ(p+1) ∈ [1, n]\{σ(1), · · · , σ(p)} et tel
que d(xp+1, yσ(p+1) ≤ ε. Si un tel élément n’existe pas, alors d(xp+1, Sν\{yσ(1), · · · , yσ(p)}) =
ε+ h > ε. En reprenant les notations du cas i = 1, alors

µ({x1, · · · , xp+1}) ≥ p+ 1 > p+ ε+ h′ = ν({x1, · · · , xp+1}ε+h
′
) + ε+ h′

et donc dPR > ε+ h′ ce qui contredit nos hypothèses.
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⇐ : Dans ce cas, pour tout F fermé et α > ε, µ(F ) = |F ∩Sµ| et ν(Fα) ≥ (F ∩Sµ)α =
|F ∩ Sµ| d’où

µ(F ) ≤ ν(Fα) + α.

On peut inverser les rôles de µ et ν, alors dPR(µ, ν) ≤ ε. �

Une fois que l’on a défini une métrique surMF+(X ), on peut définir la métrique de
Skrokhod sur D([0, T ] , (MF+(X ), dPR)) (voir [10]). L’espace D([0, T ] , (MF+(X ), dPR))
muni de la distance de Skorokhod hérite de la structure d’espace polonais de (MF+(X ), dPR),
qui est la structure que l’on recherche pour étudier la convergence faible de variables aléa-
toires.

Propriété A.7. Soient une suite (νn)n∈N qui converge vers ν dans D[0, T ],MF+(X ).
Supposons de plus ν ∈ C([0, T ],MF+(X )). Alors (νn)n converge vers ν uniformément en
temps c’est-à-dire

sup
0≤t≤T

dPR(νnt , νt)→
n

0.

Démonstration. Par la définition de la distance de Skorohod (Prop. 5.3 p.119 [43]),
νn → ν ssi

(1) il existe une famille de fonctions (λn)n strictement croissantes de [0, T ] dans
[0, T ], avec λn(0) = 0 et λn(T ) = T , et telles que

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|t− λn(t)| = 0.

(2) Et
lim
n→∞

sup
0≤t≤T

dPR(νnt , νλn(t) = 0.

Dès lors :

sup
0≤t≤T

dPR(νnt , νt) ≤ sup
0≤t≤T

dPR(νnt , νλn(t)) + sup
0≤t≤T

dPR(νλn(t), νt).

Or, lorsque n→∞, le premier termes du membre de droite tend vers 0 par définition de
la convergence dans l’espace de Skorohod, et le second termes tend vers 0 également par
uniforme continuité en temps de ν sur [0, T ]. �

Propriété A.8. Soient une suite (νn)n∈N qui converge vers ν dans D[0, T ],MF+(X ).
Alors (νnt )n converge vers νt pour presque tout t ∈ [0, T ], c’est-à-dire

dPR(νnt , νt)→
n

0 t− presque partout.

Démonstration. ν possède au plus un ensemble dénombrable de discontinuité en
temps, noté A (lemme 5.1 de [43]). Alors, par la définition de la distance de Skorohod
(voir propriété A.7), ∀t0 ∈ [0, T ] \ A,

dPR(νnt0 , νt0) ≤ dPR(νnt0 , νλn(t0)) + dPR(νλn(t0), νt0)→
n

0.

En effet, le premier termes du membre de droite tend vers zéro par la définition de la
convergence en distance de Skorohod, et le second car νt est continue en t0. �
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On définit également sur l’espaceMF (X ) la norme en variation totale :

(137)
||µ||TV = µ+(X ) + µ−(X )

= sup
f mesurable,||f ||∞≤1

{∫
X
f dµ

}
où le couple µ+, µ− est la décomposition de Hahn-Jordan de µ. Cette norme induit une
distance surMF+(X ). On utilisera les propriétés suivantes :

Propriété A.9. La distance en variation totale domine la distance de Prokhorov sur
MF+(X ).

Démonstration. Pour toute µ ∈MF (X ), on admet que (cela se démontre simple-
ment avec la décomposition de Hahn-Jordan de µ)

(138) ||µ||TV ≤ 2 sup
B∈B(X )

{|µ(B)|} ≤ 2||µ||TV .

Soient F un fermé de X , µ et ν ∈MF+(X ),

µ(F ) = µ(F )− ν(F ) + ν(F ) ≤ sup
B∈B(X )

{|µ(B)− ν(B)|}+ ν(F )

≤ 1

2
||µ− ν||TV + ν(F

1
2
||µ−ν||TV )

où on a utilisé pour la dernière inégalité (138) et le fait que ν est une mesure positive.
Par symétrie, on peut inverser les rôles et µ et ν et on obtient que

dPR(µ, ν) ≤ 1

2
||µ− ν||TV .

�

Propriété A.10. Soit ν ∈MF (X ),

(139) ||ν||TV = sup {〈ν, f〉; f ∈ C(X ), ||f ||∞ ≤ 1} .

Démonstration. Par définition de || · ||TV ,

sup {〈ν, f〉; f ∈ C(X ), ||f ||∞ ≤ 1} ≤ ||ν||TV ,

montrons l’égalité. Soient ε > 0 et fε mesurable, ||f ||∞ ≤ 1 telle que

〈ν, fε〉 ≥ ||ν||TV − ε.

La mesure ν est finie donc L∞(X , |ν|) ⊂ L1(X , |ν|) avec |ν| = ν+ + ν−. Or les fonctions
continues sont denses dans L1(X , |ν|) donc il existe une suite (fε,n)n de fonctions continues
qui tend vers fε dans L1(X , |ν|). Comme ||fε||∞ ≤ 1, on peut de plus choisir la suite telle
que ||fε,n||∞ ≤ 1. Soit N telle que 〈|ν|, |fε − fε,N〉| ≤ ε. Alors

|〈ν, fε − fε,N〉| ≤ 〈|ν|, |fε − fε,N |〉 ≤ ε.

D’où
〈ν, fε,N〉 = 〈ν, fε,N − fε〉+ 〈ν, fε〉 ≥ ||ν||TV − 2ε.

�

Propriété A.11. Soient α ∈ R+, ν ∈MF+(X ),

dPR(αν, ν) ≤ |α− 1| × ||ν||TV .
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Démonstration. Supposons 0 ≤ α ≤ 1. Soit ε ≥ 0, F un fermé de X . Alors
αν(F ) ≤ ν(F ε) + ε ⇒ ε ≥ 0

car ν est une mesure positive. Puis
ν(F ) ≤ αν(F ε) + ε

⇔ ν(F )− αν(F ε) ≤ ε.

Or, ∀ε ≥ 0, ν(F )− αν(F ε) ≤ ν(F )− αν(F ) ≤ (1− α)||ν||TV . Donc, d’après la définition
(134),

dPR(αν, ν) ≤ (1− α)||ν||TV .

Supposons α ≥ 1. Alors dPR(αν, ν) = dPR(µ, 1
α
µ) avec µ := αν. En utilisant ce qui

précède, on obtient que
dPR(αν, ν) ≤ (α− 1)||ν||TV .

On peut alors conclure. �

On utilisera également la distance de Kantorovtich-Rubinstein définie sur MF+(X )
par
(140) dF (ν, ξ) = sup

f∈Lip1,1(X ,R)

〈ν − ξ, f〉.

A.3. Démonstration du lemme 2.8 p.95

A.3.1. Un résultat général sur les équations de transport

On expose ici un résultat général sur l’existence de solution forte à une équation de
transport non-conservative dont le lemme 2.8 est une application directe. Davantage de
détails peuvent être obtenus dans [97]. Soit l’équation

(141)

{
∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇zu(t, x) = 0, t ∈ R, x ∈ Rd,

u(0, x) = f(x).

Hypothèse A.12. On suppose que

v ∈ C1(R× Rd,Rd).

De plus, on suppose que v vérifie les conditions de Cauchy-Lipschitz. C’est-à-dire que
pour tout T > 0, R > 0, il existe deux constantes C1(T,R), C2(T ) telles que :

- ||v(t, x) − v(t, y)|| ≤ C1(T,R) ||x − y|| pour |t| ≤ T et ||x||, ||y|| ≤ R. On note
que cette condition est automatiquement vérifiée si v ∈ C1.

- ||v(t, x)|| ≤ C2(T )(||x||+ 1) pour |t| ≤ T , x ∈ Rd.

Lorsque v vérifie les conditions de Cauchy-Lipschitz, on peut définir par le théorème
de Cauchy-Lipschitz global les caractéristiques (ou flot) associées à l’équation (141)

t ∈ R 7→ X(t; s, x) ∈ Rd, pour tout s ∈ R, x ∈ Rd.

Il s’agit des positions au temps t des points transportés par le champs de vecteurs v en
partant de la position x à s. C’est-à-dire, pour s ∈ R, x ∈ Rd,

(142)

{
dtX(t; s, x) = v(t,X(t; s, x)) pour tout t ∈ R,
X(s; s, x) = x.
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De plus, en supposant v ∈ C1(R×Rd,Rd),X(t; s, ·) : x 7→ X(t; s, x) est un C1-difféomorphisme
sur Rd, d’inverse X(s; t, ·). C’est le théorème de différentiabilité du flot. On peut alors
donner une formule de représentation de la solution de (141).

Théorème A.13 (Solution forte de l’équation de transport). Soit f ∈ C1(Rd,R).
Sous l’hypothèse A.12, l’équation (141) admet une unique solution u(t, x) ∈ C1(R×Rd,R)
donnée par

(143) u(t, x) = f(X(0; t, x)).

Démonstration. Comme X(0; t, ·) ◦X(t; 0, ·)(x) = x,

u(t, x) = f(X(0; t, x))⇔ u(t,X(t; 0, x)) = f(x),

la solution est constante le long des caractéristiques. Puis, ∀y ∈ Rd :

dtu(t,X(t; 0, y)) = 0

= ∂tu(t,X(t; 0, y)) + dtX(t; 0, y) · ∇xu(t,X(t; 0, y))

= ∂tu(t,X(t; 0, y)) + v(t,X(t; 0, y)) · ∇xu(t,X(t; 0, y))

= ∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇xu(t, x)

avec x = X(t; 0, y), donc être solution de (141) est équivalent à être constant le long des
charactéristique avec la condition initiale u(0, x) = f(x). De plus, u(t, x) est C1(R×Rd,R)
comme

∇zu(t, x) = DxX(0; t, x) · ∇zf(X(0; t, x))

qui est continue sous A.12 et pour f ∈ C1, et

∂tu(t, x) = −v(t, x) · ∇xu(t, x)

qui est également continue. �

A.3.2. Démonstration du lemme

Comme mentionné précédemment, le lemme 2.8 est une application du théorème A.13
qui nécessite de vérifier les hypothèses A.12. C’est ce que l’on va démontrer dans cette
partie. On commence par une propriété utile.

Propriété A.14. Soit f ∈ C([0, T ]×X ,R). Soit (ξt)t une solution de (99). Alors la
fonction t 7→ 〈ξt, ft〉 est continue sur [0, T ].

Démonstration. Soit f ∈ C([0, T ] × X ,R), avec f(t, x) = ft(x). Soit t ∈ [0, T ] et
(sn)n une suite qui tend vers t. Montrons que

〈ξsn , fsn〉 →
sn→t
〈ξt, ft〉.

En effet,

|〈ξsn , fsn〉 − 〈ξt, ft〉| = |〈ξsn , fsn − ft〉 − 〈ξt − ξsn , ft〉|
≤ 〈ξsn , |fsn − ft|〉+ |〈ξt − ξsn , ft〉|
≤ C(T, ξ0)||fsn − ft||∞(A)
+ |〈ξt − ξsn , ft〉|(B)

où C(T, ξ0) = sup
t≤T
〈ξt, 1〉 <∞ d’après 2.2.1.
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Soit ε > 0. Majorons le terme (A). X étant compact, fs(x) →
s→t

ft(x) uniformément

sur X , donc il existe ñ tel que, pour tout n ≥ ñ, ||fsn − ft||∞ <
ε

3C(T, ξ0)
. Donc pour

tout n ≥ ñ, (A) < ε
3
.

Majorons le terme (B). Soit (fm)m une suite de fonctions de C1,1,0([0, T ]× X ,R) qui
tend vers f pour la norme uniforme sur [0, T ]×X . Alors

|〈ξsn − ξt, ft〉| = |〈ξsn − ξt, ft − ft,m〉+ 〈ξsn − ξt, ft,m〉|
≤ 〈ξsn , |ft − ft,m|〉+ 〈ξt, |ft − ft,m|〉+ |〈ξsn − ξt, ft,m〉|
≤ 2C(T, ξ0)||ft − ft,m||∞ + |〈ξsn − ξt, ft,m〉|

Il existe m∗ tel que ||ft − ft,m∗||∞ <
ε

6C(T, ξ0)
. De plus, il existe n∗ tel que pour tout

n ≥ n∗, |〈ξsn−ξt, ft,m∗〉| < ε/3. En effet, à t fixé, ft,m∗ ∈ C1,•(X ,R) donc on peut appliquer
la formule (99) entre sn et t, qui permet de borner cette quantité par une grandeur de la
forme K|sn − t|, où K est une constante positive. Donc pour tout n ≥ n∗,

(B) < 2C(T, ξ0)× ε

6C(T, ξ0)
+
ε

3
<

2

3
ε.

Dès lors, pour tout n ≥ max(ñ, n∗), |〈ξsn , fsn〉 − 〈ξt, ft〉| < ε ce qui clôt la démonstra-
tion. �

On en déduit que :

Corollaire A.15. Lorsqu’on munitMF+(X ) de la topologie étroite, (ξt)t la solution
de (99) appartient à C([0, T ],MF+(X )).

Démonstration. En effet, on a muni MF+(X ) de la topologie étroite c’est-à-dire
la topologie "associée" aux applications continues sur X . Or, on a vu dans la propriété
A.14 que pour toute fonction f ∈ C(X ,R), t 7→ 〈ξt, f〉 est continue. �

On rappelle ci-dessous les hypothèses 2.6 de la p.93 que l’on a faite pour obtenir du
modèle microscopique.

Hypothèse 2.6.
A.15.a) v ∈ C1(Z × Rd,Rd). Notons qu’une conséquence de 1.2 est l’existence d’une

constante C(v) telle que

|v(z, y1)− v(z, y2)| ≤ C(v)|y1 − y2|.

A.15.b) F ∈ C1(Rd,Rd),
A.15.c) Dk ∈ C1(Rd,R+) (donc en particulier elle est localement lipschitzienne),
A.15.d) ∀k ∈ J , ∀l ∈ T , (z, y, c) 7→ qk((z, l), y, c) est lipschitzienne. On note Kk,l la

constante de lispchitz et C(qk) = maxl∈T Kk,l.
A.15.e) la fonction λ définie par (79) p.82 est localement lispchitzienne de Z dans Rd.

Pour pouvoir appliquer le thm. A.13, le point délicat est alors d’établir que

Propriété A.16. Sous l’hypothèse 2.6,

(z, t) 7→ v(z, ξt ∗ F (z)) ∈ C1([0, T ]×Z,Rd).
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Démonstration. Comme v est C1 par hypothèse sur Z × Rd, il s’agit de montrer
que (z, t) 7→ ξt ∗ F (z) appartient à C1([0, T ]×Z,Rd).

Commençons par la continuité de ξt ∗ F (z) sur [0, T ]×Z. Pour z fixé, la fonction

t 7→ ξt ∗ F (z)

est continue par application du corollaire A.15. En effet, ξt ∗ F (z) = 〈ξt, F (z − ·)〉 et
F (z − ·) est continue par hypothèse. Si on montre que

z 7→ ξt ∗ F (z)

est continue, uniformément pour t ∈ [0, T ], on aura le résultat souhaité. Or, à t fixé,

ξt ∗ F (z)− ξt ∗ F (y) =
∑
l∈T

∫
Z

(F (z − x)− F (y − x)) ξt(dx, l).

F étant continue, elle est uniformément continue sur le compact Z̄ = {z − y : (z, y) ∈ Z × Z}
donc, pour tout ε > 0, il existe δ tel que, si |z − y| ≤ δ, |F (z) − F (y)| ≤ ε. Pour un tel
choix de couple (z, y),

|
∑
l∈T

∫
Z

(F (z − x)− F (y − x)) ξt(dx, l)|

≤ ε C(T, ξ0)|J |

où C(T, ξ0) = sup
t≤T
〈ξt, 1〉 < ∞ d’après 2.2.1 p.94. Donc z 7→ ξt ∗ F (z) est continue,

uniformément pour t ∈ [0, T ], d’où la continuité de

(t, z) 7→ ξt ∗ F (z).

Maintenant, montrons que

∇z (ξt ∗ F (z)) = ∇z

∑
l∈T

∫
Z

F (z − x)ξt(dx, l)


est continue sur Z × [0, T ]. z 7→ F (z − x) est dérivable sur Z pour tout x et de dérivée
bornée car F est C1 sur Z compact . Par le théorème de dérivation sous le signe intégrale,

∇z (ξt ∗ F (z)) = ξt ∗ ∇zF (z).

Avec les mêmes arguments que pour la continuité de ξt ∗ F (z) et en utilisant le fait que
F est C1 par hypothèse, on montre que (t, z) 7→ ξt ∗ ∇zF (z) est continue sur [0, T ]×Z.

Enfin, montrons que ∂t (ξt ∗ F (z)) est continue sur Z × [0, T ]. F étant continument
dérivable sur Z, on applique la formule (99) à ξt ∗ F (z) = 〈ξt, F (z − ·)〉 et on dérive par
rapport au temps chaque membre de l’égalité. Dès lors,

(144) ∂t〈ξt, F (z − ·)〉 = −〈ξt, v(·, ξt ∗ F )∇zF (z − ·)〉

+
∑
k∈J

∑
l∈T

∫
Z
〈µk(y, l), F (z − ·)〉qk(y, l, ξt ∗Dk(y, l), ct ∗ ψa(y))ξt(dy, l).

Montrons d’abord la continuité en temps à z fixé. v appartient à C1(Z × Rd,Rd) par
hypothèse et on a montré que (t, z) 7→ ξt ∗F (z) est continue sur [0, T ]×Z. De plus, pour
tout z ∈ Z, y 7→ ∇zF (z − y) est continue sur Z par hypothèse. Donc par la propriété
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A.14, le premier terme du membre de droite est continu en temps. Pour le second terme,
on va montrer que, ∀k ∈ J et ∀z ∈ Z,
(145) (t, y) 7→ 〈µk(y, l), F (z − ·)〉qk(y, l, ξt ∗Dk(y, l), ct ∗ ψa(y))

est continue sur [0, T ] × Z et appliquer de nouveau la propriété A.14. Dans les cas où
le type de saut k ∈ J correspond à une différenciation, y 7→ 〈µk(y, l), F (z − ·)〉 =
F (z − y) − F (z − y) = 0 (voir sec. 1.3) est continue pour tout l ∈ T . Dans le cas où le
type de saut k correspond à une division, y 7→ 〈µk(y, l), F (z−·)〉 = F (z− (y+λ(y)) (voir
sec. 1.3) est continue par l’hyp. 2.6.e) pour tout l ∈ T . Par ailleurs, pour tout k ∈ J , qk
est continue par l’hyp. 2.6. Il faut encore montrer que, ∀l ∈ T , (t, y) 7→ ξt ∗Dk(y, l) ; ce
qui est le cas car Dk est continue sur X par l’hyp. 2.6, on peut alors appliquer la prop.
A.14.Enfin, (t, y) 7→ ct ∗ ψa(y) est également continue par la propriété 1.9 et par l’effet
régularisant de la convolution par ψa qui est C1. On peut donc appliquer la prop. A.14
à la fonction définie en (145), et dès lors, le second membre du terme de droite de (144)
est bien continu en temps à z fixé.

Montrons maintenant la continuité en espace uniformément pour 0 ≤ t ≤ T de
z 7→ ∂t (ξt ∗ F (z)). Montrons que

∂t (ξt ∗ F (z))− ∂t (ξt ∗ F (y)) −→
s→t

0.

On utilise la formule (144). Toutes les fonctions qui interviennent dans cette formule sont
continues en espace, donc elles admettent un majorant sur X compact. De plus, on sait
que (ξt)t≤T est de masse finie. Donc, par la formule (144), il existe une constante AT telle
que, pour tout t ≤ T ,

|∂t (ξt ∗ F (z))− ∂t (ξt ∗ F (y)) |
≤ AT sup

x∈Z
{|∇zF (z − x)−∇zF (y − x)|+ |F (z − x)− F (y − x)|}

≤ AT ε

dès que |x− y| ≤ δ par l’uniforme continuité de ∇zF et F . Ceci prouve la continuité de
z 7→ ∂t (v(z, ξt ∗ F (z))) uniformément pour t ≤ T .

On a finalement établi que (z, t) 7→ ξt ∗ F (z) ∈ C1([0, T ] × Z,Rd) et donc (z, t) 7→
v(z, ξt ∗ F (z)) également.

�

On peut alors démontrer le lemme 2.8 p.95 dont on rappelle ci-dessous l’énoncé.

Lemme 2.8. Sous l’hypothèse 2.6, soit (ξs)s≥0 une solution de (99) sur [0, T ], soit
0 ≤ t ≤ T et ut(z) ∈ C1(Z,R). Alors, l’équation de transport sur [0, T ]

(104)

{
∂su(s, z) + v(·, ξs ∗ F )∇zu(s, z) = 0,

u(t, z) = ut(z),

admet une unique solution C1([0, T ]×Z,R) constante le long des caractéristiques Z(s; t, z) :

(105) u(s, z) = ut(Z(t; s, z)),

où les caractéristiques Z(s; t, z) sont solutions de

(106)

{
dsZ(s; t, z) = v(Z(s; t, z), ξs ∗ F (Z(s; t, z))),

Z(t; t, z) = z pour z ∈ Z.
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Démonstration. On applique le théoreme A.13 qui nécessite les hypothèses A.12
p.119, à savoir :

i) (s, z) 7→ v(z, ξs ∗ F (z)) est C1([0, T ]×Z,Rd),

et il existe deux constantes C1(T,R) et C2(T ) telles que :

ii) |v(z, ξt ∗F (z))−v(y, ξt ∗F (y))| ≤ C1(T,R))|z−y| pour 0 ≤ t ≤ T et |z−y| ≤ R,

iii) |v(z, ξt ∗ F (z))| ≤ C2(T )(1 + |z|) pour 0 ≤ t ≤ T , z ∈ Z.
Or i) est vérifié sous les hypothèses 2.6 p.93, c’est l’objet de la propriété A.16 précé-

dente. Les hypothèses ii) et iii) sont alors également vérifiées car (z, t) 7→ v(z, ξt ∗ F (z))
est lipschitzienne comme Z est compact.

Dans ce cas, on peut définir les caractéristiqes Z(t, z) qui sont solutions de

(146)

{
Ż(t; 0, z) = v(Z(t; 0, z), ξt ∗ F (Z(t; 0, z))),

Z(0; 0, z) = z ∈ Z.

Elles sont définies sur 0 ≤ t ≤ T et de plus, z 7→ Z(t, z) est un C1-difféomorphisme sur
Z. �

A.4. Lemmes techniques

Lemme A.17. Soient Z(·) les caractéristiques associées à (104). Alors, pour tout
(s, t) ∈ [0, T ]2 tel que s ≤ t, il existe une constante C(T ) telle que Z(t; s, ·) est C(T )-
lipschitzienne sur Z.

Démonstration. Pour tout (z, z′) ∈ Z2,

|Z(t; s, z)− Z(t; s, z′)| ≤ |z − z′|

+

t∫
s

|v(Z(r; s, z), ξr ∗ F (Z(r; s, z))− v(Z(r; s, z′), ξr ∗ F (Z(r; s, z′))| dr.

Or, on a supposé v ∈ C1 donc elle est lipschitzienne sur le compactK0 = Z×BRd(0, C(t, ξ1+
ξ2)||F|Z̄ ||∞] avec BRd(z, r] la boule de Rd fermée de centre z et de rayon r et Z̄ = {z− y :

(z, y) ∈ Z2}. De même, F ∈ C1 donc elle est lipschitzienne sur Z̄. D’où

|Z(t; s, z)− Z(t; s, z′)| ≤ |z − z′|

+ ||v|K0 ||Lip

t∫
s

|Z(r; s, z)− Z(r; s, z′)|+ |ξr ∗ (F (Z(r; s, z))− F (Z(r; s, z′))) | dr

≤|z − z′|+ ||v|K0||Lip

t∫
s

|Z(r; s, z)− Z(r; s, z′)| dr

+ ||v|K0 ||Lip||F|Z̄ ||LipC(ξ, t)

t∫
s

|Z(r; s, z)− Z(r; s, z′)| dr.
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Par le lemme de Gronwall, on obtient que

|Z(t; s, z)− Z(t; s, z′)| ≤ |z − z′| exp((t− s)||v|K0 ||Lip(1 + ||F|Z̄ ||LipC(ξ, t)))

≤ |z − z′| exp(T ||v|K0||Lip(1 + ||F|Z̄ ||LipC(ξ, tT )))

= |z − z′|C(T ).

�

Propriété 2.9. Soit z ∈ Z et 0 ≤ s ≤ t,

(107) |Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)| ≤ A(t)

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

avec A(t) une constante qui dépend de t.

Démonstration. Soit q tel que s ≤ q ≤ t. On a supposé v ∈ C1 donc elle est
lipschitzienne sur le compact K0 = Z ×BRd(0, C(t, ξ1 + ξ2)||F|Z̄ ||∞]. D’où

|Z1(q; s, z)− Z2(q; s, z)| = |z +

q∫
s

v(Z1(r; s, z), ξ1
r ∗ F (Z1(r; s, z)) dr

− z −
q∫
s

v(Z2(r; s, z), ξ2
r ∗ F (Z2(r; s, z)) dr|

≤ ||v|K0 ||Lip

q∫
s

|Z1(r; s, z)− Z2(r; s, z)|+ |ξ1
r ∗ F (Z1(r; s, z)− ξ2

r ∗ F (Z2(r; s, z)| dr

≤ ||v|K0 ||Lip

q∫
s

|Z1(r; s, z)− Z2(r; s, z)| dr

+ ||v|K0||Lip

q∫
s

|ξ1
r ∗ F (Z1(r; s, z)− ξ1

r ∗ F (Z2(r; s, z)| dr

(A)

+ ||v|K0 ||Lip

q∫
s

|ξ1
r ∗ F (Z2(r; s, z)− ξ2

r ∗ F (Z2(r; s, z)| dr

(B)

On a également supposé F ∈ C1 donc elle est lipschitzienne sur le compact Z̄ = {z − y :
(z, y) ∈ Z2}. Dès lors, on peut borner le terme (A) par

(A) ≤ ||v|K0||LipC(t, ξ1)||F|Z̄ ||Lip

q∫
s

|Z1(r; s, z)− Z2(r; s, z)|dr
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Enfin, on borne (B) par

(B) = ||v|K0||Lip

q∫
s

∑
l∈T

∫
Z

|F (Z2(r; s, z)− y)
(
ξ1
r − ξ2

r

)
(dy, l)|dr

≤ ||v|K0 ||Lip||F|Z̄ ||∨

q∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr.

On a donc

|Z1(q; s, z)− Z2(q; s, z)| ≤ ||v|K0||Lip(1 + C(t, ξ1)||F|Z̄ ||Lip)
q∫
s

|Z1(r; s, z)− Z2(r; s, z)|dr

+ ||v|K0||Lip||F|Z̄ ||∨

q∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

≤||v|K0||Lip(1 + C(t, ξ1)||F|Z̄ ||Lip)
q∫
s

|Z1(r; s, z)− Z2(r; s, z)|dr

+ ||v|K0||Lip||F|Z̄ ||∨

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

On applique alors le lemme de Gronwall. Pour tout q, s ≤ q ≤ t,

|Z1(q; s, z)− Z2(q; s, z)| ≤||v|K0||Lip||F|Z̄ ||∨

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

× e(q−s)||v|K0
||Lip(1+C(t,ξ1)||F|Z̄ ||Lip).

Pour q = t, on voit que pour tout s ≤ t,

|Z1(t; s, z)− Z2(t; s, z)| ≤ ||v|K0||Lip||F|Z̄ ||∨

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

× e(t−s)||v|K0
||Lip(1+C(t,ξ1)||F|Z̄ ||Lip)

≤ A(t)

t∫
s

dF (ξ1
r , ξ

2
r )dr

où A(t) = ||v|K0||Lip||F|Z̄ ||∨et||v|K0
||Lip(1+C(t,ξ1)||F|Z̄ ||Lip).

�



Chapitre 5

Simulations

Dans ce chapitre, nous allons mener l’exploration numérique des modèles introduits
durant cette thèse. Tout d’abord, nous étudierons en profondeur le modèle individu-centré
dans la partie 1, notamment en étudiant l’impact de paramètres clés sur la restitution
qualitative de caractéristiques physiologiques attendues. Ensuite, nous illustrerons numé-
riquement dans la partie 2 la convergence du modèle individu-centré vers le modèle de
self-aggregation (47), c’est à dire vers sa limite en grande population, puis du modèle de
self-aggregation vers l’équation des milieux poreux (51), c’est à dire vers sa limite quand
le noyau d’interaction tend vers 0. Enfin, nous décrirons les schémas numériques utilisés
pour la résolution des trois modèles de la thèse introduits au chapitre 3, i.e. le modèle
PDMP individu-centré, le modèle de self-aggregation (47) et le modèle des milieux poreux
(51).

1. Exploration numérique du modèle individu-centré

Nous débutons par l’exploration numérique du modèle cellule-centré décrit au chapitre
3. Ce modèle possède de nombreux paramètres dont l’impact sur les sorties du modèle est
peu prévisible. Afin de mieux appréhender le comportement du modèle, nous avons réalisé
des simulations de complexité croissante, afin d’isoler certains paramètres d’une part, et
de se centrer sur certaines caractéristiques physiologiques d’intérêt. Dans un premier
temps, nous allons nous intéresser au comportement du modèle mécanique, puis dans
un second temps nous rajouterons au modèle mécanique une partie stochastique pour
un seul type cellulaire (division et extrusion). Ensuite, nous complexifierons le modèle
de population par l’ajout d’un second type cellulaire. Puis nous étudierons le modèle
complet de population, mais sans couplage avec les métabolites de la crypte (butyrate
et O2). Enfin, nous effectuerons des simulations avec le modèle complet, métabolites y
compris.

1.1. Comportement du modèle d’interactions mécaniques

On s’intéresse d’abord au modèle mécanique d’interactions répulsives entre cellules
décrit dans la partie 1.2 du chapitre 3, en l’absence d’évènements aléatoires de sauts.
La figure 1 montre les trajectoires de 700 cellules dont la position initiale est tirée dans
une loi uniforme sur [0, zmax]. Notons que toutes les cellules ont les mêmes propriétés
mécaniques. Comme nous n’incluons pas de saut aléatoire, nous pouvons considérer que
toutes les cellules sont du même type. On voit que les cellules se rassemblent en groupes.
La position des cellules à la base et au sommet de la crypte varie moins vite dû à la fonction
φ(z) qui modélise la courbure de la membrane basale (ici, le rayon de courbure à la base
et au sommet de la crypte est r0 = 12 µm). Le paramètre de frottement des cellules avec
la membrane basale ηbm sera dorénavant toujours supposé égal à 1. L’intensité maximale
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de la force de répulsion définie en (26) au chapitre 3 est alors égale au paramètre de
rigidité k (N/µm). k détermine la vitesse de déplacement des cellules comme on le voit
en comparant les figures 1a et 1b. En effet, quand k = 1N/µm, les cellules atteignent leur
position stationnaire beaucoup plus rapidement que quand k = 0.2N/µm.

(a) k = 0.2 N/µm (b) k = 1 N/µm

Figure 1. Effet de la rigidité des ressorts sur le mouvement des
cellules. rb = 12 µm

Puis, on fait varier le paramètre b, calibrant la raideur du noyau d’interaction entrant
dans la définition de la force. Lorsque b diminue, le noyau d’interaction converge vers
une fonction constante par morceaux sur ]−a, 0[ et sur ]0, a[. En particulier, le noyau
d’interaction devient plus raide autour de 0 pour les petites valeurs de b, augmentant les
interactions entre cellules très proches. La fig. 2 montre le résultat des simulations en ayant
tiré la position des 700 cellules dans une loi U(0, zmax). On voit que lorsque la valeur de b
diminue, la vitesse de convergence diminue aussi car l’intensité des interactions répulsives
entre cellules très proches augmente, ralentissant le moment où elles se superposent.
De plus, l’espacement entre les groupes de cellules obtenu dans l’état final est modifié.
Lorsque b = 0.5, 0.1 ou 0.01, on forme respectivement 27, 23 et 21 groupes de cellules
dans l’état final en partant de la même condition initiale.

(a) b = 0.01 (b) b = 0.5

Figure 2. Effet du paramètre b sur l’organisation spatiale.
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On voit dans la figure 3 que, pour les valeurs testées, le nombre de cellules N dans
la population ne semble pas influencer outre mesure l’organisation spatiale finale, no-
tamment le nombre de groupes de cellules formés. Les valeurs de taille de population
testées couvrent la gamme des valeurs attendues in vivo, où la population est de l’ordre
de 700 [116]. Cette observation est faite pour une condition initiale où les cellules sont
régulièrement espacées sur [0, zmax] (fig. 3a) et pour une condition initiale où la position
de chaque cellule est tirée dans une loi U(0, zmax) (fig. 3b).

(a) CI régulière, k = 1 N/µm (b) CI aléatoire, k = 1 N/µm

Figure 3. Effet du nombre total de cellules sur l’organisation spatiale.

En revanche, la taille de consigne des cellules a, et donc la taille du support d’inter-
action entre cellules, influence fortement l’organisation spatiale (fig. 4) : plus la taille des
cellules est élevée, moins il y a de groupes de cellules dans l’état final et plus ils sont
espacés. On utilisera par la suite un diamètre de cellules a = 10 µm qui correspond aux
valeurs utilisés dans d’autres modèles de crypte [17, 38].

(a) a = 10 µm (b) a = 30 µm

Figure 4. Effet du diamètre de consigne sur l’organisation spatiale.

Le modèle mécanique d’interaction entre cellules que nous utilisons est raide ce qui
nécessite l’utilisation de pas de temps courts. Et la valeur des pas de temps doit être
réduite si l’intensité de la force augmente. Pour k = 10 N/µm, le pas de temps maxi-
mal (cf partie 3.1 pour la définition du pas de temps pour le modèle d’interaction) est
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∆tmax = 0.001 h = 3.6 sec ; pour k = 1 N/µm, ∆tmax = 0.005 h = 18 sec. Or, les
durées des simulations que l’on souhaite réaliser sont de l’ordre de la semaine ou du mois
(168 − 720 h), sa résolution est donc coûteuse numériquement. Les valeurs standards
pour l’intensité de la force utilisée dans les modèles de crypte sont de 15 à 30N/µm (voir
A.1.7). Dans la suite de cette exploration numérique, qui vise à comprendre l’impact des
différents paramètres sur le comportement du modèle, nous utiliserons des valeurs plus
faibles pour k afin de pouvoir réaliser des simulations en un temps raisonnable.

1.2. Ajout de la division et de l’extrusion

On considère toujours un seul type de cellules, mais nous ajoutons désormais des évè-
nements stochastiques : la division (symétrique) et la mort par extrusion de l’épithélium.
On suppose que les taux de sauts ne dépendent que de la densité locale de la population
évaluée par l’expression d(z) × νt ∗ Da(z) où Da(z) est un noyau d’interaction et d(z)
est une fonction qui corrige les effets de bords (voir 1.3.2 chap. 3). La densité inhibe la
division (c’est l’inhibition de contact) et renforce l’extrusion. Les taux de saut pour la
division et l’extrusion s’écrivent respectivement :

qdiv(z, νt) = q∞div
Kmdiv
div

Kmdiv
div + (d(z)× νt ∗Da(z))mdiv

,(147)

qex(z, νt) = q∞ex
(d(z)× νt ∗Da(z))mex

Kmex
ex + (d(z)× νt ∗Da(z))mex

.(148)

L’état d’équilibre du système devrait être atteint lorsque qdiv(z, νt) est proche de qex(z, νt).
Supposons que mdiv = mex := mci. Alors, si q∞div = q∞ex et Kdiv = βKex, alors

qdiv(z, νt) = qex(z, νt) ⇔ d(z)× νt ∗Da(z) = Kex

√
β.

Si q∞div = αq∞ex et Kdiv = Kex, alors

qdiv(z, νt) = qex(z, νt) ⇔ d(z)× νt ∗Da(z) = Kex
n
√
α.

Enfin, si q∞div = q∞ex et Kdiv = Kex := Kci,

qdiv(z, νt) = qex(z, νt) ⇔ d(z)× νt ∗Da(z) = Kci.

Dans les simulations que nous allons présenter dans cette partie, on fait l’hypothèse
que

mdiv = mex := mci, q∞div = q∞ex := q∞ci
et Kdiv = Kex := Kci,

Ici, l’indice ci fait référence à contact inhibition, terme générique pour désigner le méca-
nisme de régulation de la division et l’extrusion. On a donc :

qdiv(z, νt) = q∞ci
Kmci

Kmci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci
,(149)

qex(z, νt) = q∞ci (1− qdiv(z, νt)) = q∞ci
(d(z)× νt ∗Da(z))mci

Kmci
ci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci

.(150)

Toute chose égale par ailleurs, le nombre total de cellules dans la crypte devrait donc
être déterminé par la valeur de Kci. C’est bien ce qu’on observe dans la fig. 5a : pour des
tailles de population initiale différentes, le système converge vers une taille de population
déterminée par la valeur de K. On calcule de plus, pour chaque trajectoire, la taille de
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population moyenne observée pour t ≥ 100 h. Avec Kci = 36, il y a en moyenne 704
cellules dans la crypte ce qui correspond au nombre de cellules in vivo [116].

On cherche ensuite à comprendre le rôle de l’exposant mci. Notre idée est que mci

module l’amplitude des fluctuations autour du nombre de cellules moyen : plus mci est
élevé, moins il y a de fluctuations. En effet, lorsque m tend vers l’infini, les fonctions

de Hill du type f(x) =
xm

Km + xm
convergent pp. vers les indicatrices 1{[K,+∞[}(x). Dès

lors, le comportement du système devient binaire : lorsque d(z) × νt ∗ Da(z) > K, les
évènements aléatoires sont des extrusion et, lorsque d(z) × νt ∗ Da(z) < K, ce sont des
divisions. C’est ce qu’on observe dans le tableau 5b. Pour chaque trajectoire du processus,
on évalue la moyenne de la taille de la population pour des temps t ≥ 100 h, noté N . La
valeur moyenne du nombre de cellules ne semble pas dépendre de mci mais l’écart-type
à cette moyenne diminue lorsque mci augmente. L’effet est cependant modéré, et semble
se stabiliser pour mci ≥ 5.

(a) Variations deKci. Moyennes pour
10 trajectoires par valeur.

mci N̄ σ(N)

2 702 16.0
3 703 13.8
4 700 13.7
5 704 12.3
6 702 12.4
7 702 12.5

(b) Variations de
mci. N̄ : moyenne
des valeurs de N
(N étant déjà une
moyenne tempo-
relle, voir texte).
σ(N) : écart-type.
15 trajectoires par
valeur, t ≥ 100 h.

Figure 5. Effet des paramètres de l’intensité de saut sur le
nombre de cellules total dans la crypte.

Puis, on introduit une dépendance des taux de sauts en l’altitude des cellules dans la
crypte. On peut par exemple considérer que la division dépend de la concentration locale
en Wnt qui décroit en s’éloignant de la base de la crypte. Au contraire, le taux d’extrusion
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augmente lorsque l’on approche du sommet de la crypte. C’est-à-dire que l’on utilise :

qdiv(z, νt) = q∞ci
Kmci
ci

Kmci
ci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci

× Km
div

Km
div + zm

,(151)

qex(z, νt) = q∞ci
(d(z)× νt ∗Da(z))mci

Kmci
ci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci

× zm

Km
ex + zm

,(152)

où Kdiv et Kex sont des constantes (en µm) qui marquent respectivement la limite supé-
rieure de la zone de prolifération et la limite inférieure de la zone d’extrusion. On utilise
Kdiv = 0.3 × zmax = 60µm et Kex = 0.7 × zmax = 140µm. On observe alors (voir fig.
6a) la mise en place d’un "tapis roulant" caractéristique de l’épithélium de la crypte
intestinale : les cellules naissent à la base de la crypte, migrent vers le sommet du fait
de la pression mitotique, et extrudées (fig. 6b). En fait, on voit qu’il y a deux types de
déplacement durant la vie d’une cellule. Le premier, rapide, a lieu à la naissance d’une
cellule et lui fait rejoindre un groupe de cellules déjà formé. Le second correspond au
"tapis roulant" : les groupes de cellules migrent lentement vers le sommet de la crypte.
Le modèle a un comportement presque périodique : un nouveau groupe de cellules est
initié à intervalle régulier. Les cellules qui forment ce nouveau groupe, noté A, sont ini-
tialement peu nombreuses, donc soumises à une faible inhibition de contact et peuvent se
diviser. Les cellules issues de ces divisions intègrent le groupe A, ainsi que les cellules is-
sues des divisions des groupes voisins, jusqu’à ce que le nombre de cellules dans le groupe
A soit comparable à ceux des groupes voisins. A ce moment, pour une cellule naissant à
proximité du groupe A, la force de répulsion exercée par le groupe A est proche de celle
exercée par le groupe de cellules voisin. La somme des forces exercées sur une nouvelle
cellule est alors proche de 0, donc cette cellule ne bouge pas et permet la formation d’une
nouvelle couche, etc. L’apparition d’une nouvelle couche pousse les couches supérieures
vers le sommet de la crypte. Ce phénomène ne semble pas transitoire puisque la vitesse
ascensionnelle est conservée tout le long de la simulation (T = 2000 h, fig. 6a), y compris
lorsque la population totale est stabilisée (aux alentours de t ≥ 750 h).

(a) Trajectoire des cellules (b) Répartition spatiale des
évènements aléatoires. div : di-
vision, ex : extrusion.

Figure 6. Effet de la spatialisation des taux de sauts.Kdiv = 60 µm,
Kex = 140 µm.

L’intensité des interactions mécaniques entre cellules influence la vitesse de migration
des cellules. On réalise différentes simulations en faisant varier l’intensité maximale de la
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force k. On voit fig. 7a que la migration des cellules est plus rapide pour k = 5 N/µm
que pour k = 0.2 N/µm. Pour quantifier cette différence, on mesure ensuite la vitesse
moyenne des cellules dans la zone entre 50 µm et 175 µm pour s’affranchir des effets de
bords. Soit zi(t) la position de la cellule i pour t compris entre le temps de naissance
(éventuellement égal à 0) et le temps de mort (éventuellement égal à tfinal) de la cellule
i. On note ti0 = inf{t : zi(t) ∈ [50, 175]} et ti1 = sup{t : zi(t) ∈ [50, 175]} puis

T i = ti1 − ti0 et Zi = z(ti0)− z(ti1).

La vitesse moyenne pour une simulation est égale à

(153)
∑
i

Zi/(
∑
i

T i)

où i parcourt l’ensemble des cellules ayant existé dans cette simulation. De plus, pour
vérifier que des variations éventuelles de vitesse moyenne ne soient pas dues à des phéno-
mènes transitoires en début de simulation, nous calculons également la vitesse moyenne
pour t ≥ 600 h. Cette vitesse augmente avec la valeur de k (fig. 7b), que la vitesse soit
calculée sur l’ensemble de la simulation ou pour t ≥ 600 h. De plus, le nombre total
de divisions ayant eu lieu au cours de chaque simulation augmente également avec la
valeur de k (fig. 7c) alors que la taille de la population diminue (fig. 7d). Cela suggère un
épithélium plus actif.

Puis on fait varier la sensibilité à la densité de cellules locales dans les taux d’extru-
sions. C’est-à-dire que l’on utilise les taux de saut

qdiv(z, νt) = q∞
Kci,div

mci

Kci,div
mci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci

× Km
div

Km
div + zm

,(154)

qex(z, νt) = q∞
(d(z)× νt ∗Da(z))mci

Kci,ex
mci + (d(z)× νt ∗Da(z))mci

× zm

Km
ex + zm

.(155)

Par rapport aux expériences précédentes, on ne suppose donc plus que Kci,ex = Kci,div.
On fixe Kci,div = 36 et on fait varier Kci,ex. Si Kci,ex augmente, le taux d’extrusion sera
moins élevé pour les mêmes valeurs de densité de cellules. On observe que la vitesse de
migration (fig.8a) et la prolifération des cellules diminue lorsque Kci,ex augmente (fig.8a
et fig.8b). Comme attendu, la taille de la population augmente avec Kci,ex (fig.8c).

Lorsque l’on augmente la répulsion entre les cellules, ou la sensibilité de l’extrusion
à la densité de cellules, la vitesse de migration des cellules augmente également. Cela
s’accompagne d’une augmentation du nombre de divisions et d’une diminution de la taille
de la population, ce qui suggère un épithélium plus actif. Si l’on cherche à comprendre
ce qui détermine la vitesse de migration des cellules, davantage de simulations seraient
nécessaires pour distinguer les effets du nombre total de cellules de ceux des paramètres
mécaniques. Les vitesses de migration obtenue dans ces simulations ne correspondent pas
à la réalité biologique (3 − 6µm/h, voir A.1.4). L’une des raisons envisagées est que la
force de répulsion est extrêmement plate au voisinage de 0, ce qui favorise l’agrégation
des cellules. Afin d’augmenter la répulsion entre cellules, on pourrait utiliser une force de
répulsion dont la dérivée en zéro n’est pas nulle.

1.3. Ajout d’un second type cellulaire

Nous allons maintenant simuler un cas simple de différenciation spatiale, c’est à dire de
séparation spatiale de cellules de types différent. Nous considérons que la crypte contient
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(a) Trajectoire des cellules (b) Vitesse (153) des cellules
dans la zone 50 à 175 µm. • :
vitesse moyenne sur l’ensemble
de la simulation. ? : données
pour t ≥ 600 h. Moyenne de 6
simulations par valeur. Écarts-
types ≤ 5%.

(c) Nombre total de divisions.
t ≥ 600 h. Moyenne de 6 simu-
lations par valeur.

(d) Taille de la population

Figure 7. Effet de différentes valeurs de l’intensité de la force k.
Kdiv = 60 µm, Kex = 140 µm.

deux types de cellules, que nous appelons souches et progénitrices. Les deux types de
cellules se divisent de façon symétrique et sont extrudées avec des taux de sauts donnés
par (149) qui ne dépendent que de la densité locale, et qui sont les mêmes pour les deux
types cellulaires. De plus, les cellules souches se différencient en cellules progénitrices
selon un taux qui augmente avec la hauteur dans la crypte, et réciproquement les cellules
progénitrices se dédifférencient lorsqu’elles sont trop bas dans la crypte. Plus précisément :

(156) qsc,pc(z) = q∞sc,pc
zm

Km
sc,pc + zm

, qpc,sc(z) = q∞sc,pc(1−
zm

Km
sc,pc + zm

).
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(a) Vitesse (153) des cellules
dans la zone entre 50 µm et
175 µm. t ≥ 600 h. Moyenne
de 10 simulations par valeur.

(b) Nombre total de divisions.
t ≥ 600 h, 10 simulations par valeur.

(c) Taille de la population

Figure 8. Effet de différentes valeurs de Kci,ex. Kdiv = 60 µm, Kex =
140 µm.

On part d’une condition initiale où la position de chaque cellule est tirée dans une loi
U(0, zmax), indépendamment du type cellulaire. Les deux types cellulaires sont donc mé-
langés. La fig. 9 montre que, comme attendu, une organisation stable se met en place
avec des cellules souches à la base de la crypte et des cellules progénitrices dans la partie
supérieure.

On fait ensuite varier la valeur de l’exposant m de (156). La figure 10 présente les
densités de chaque type cellulaire au temps final t = 600h, partant d’une condition initiale
où les types cellulaires sont mélangés. Lorsque m augmente, la transition spatiale entre
cellules souches et progénitrices est plus abrupte.

Dans cette situation, le choix des paramètres du taux de différenciation (156) nous
permet de contrôler la position (Ksc,pc) et la rapidité (m) de la transition entre zone des
cellules souches et des progénitrices. Le paramètre q∞sc,pc pourrait déterminer la vitesse de
convergence vers cette organisation spatiale.
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Figure 9. Mise en place d’une différenciation spatiale. Ksc,pc =
66 µm, sc : cellule souche, pc : cellule progénitrice. Exemple d’une trajec-
toire.

Figure 10. Effet de l’exposant m sur l’organisation spatiale.
Ksc,pc = 66 µm, t = 600 h, sc : souche, pc : progénitrice. Valeurs moyennes
calculées pour 20 trajectoires.

1.4. Modèle de crypte sans métabolite

On introduit maintenant l’ensemble des types cellulaires que l’on souhaite modéliser.
Les taux de sauts prennent en compte l’effet de la densité de la population et de la position
des cellules. Les résultats présentés dans cette partie sont issue d’une même simulation.

Comme nous voulons tester la capacité du modèle à conserver un état homéostatique,
nous définissons comme état initial une crypte dans un état physiologique proche des
observations expérimentales. La position de 700 cellules est tirée dans une loi U(0, zmax).
Les cellules sont ensuite ordonnées par altitude croissante dans la crypte. Parmi les 42
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Figure 11. Evolution temporelle du nombre de cellules de chaque
type. sc : cellule souche, pc : progénitrice, ent : entérocyte, gc : cellule en
gobelet, dcs : DCS. Exemple d’une trajectoire.

premières, on tire 16 cellules souches et 26 cellules DCS (niche des cellules souches) ; les
189 cellules suivantes sont des progénitrices (zone des cellules progénitrices) ; et parmi
les cellules restantes : 173 cellules en gobelet et 296 entérocytes (zone des cellules dif-
férenciées). Les proportions de chaque type cellulaire sont de 2.2, 3.7, 27, 24.7, 42.2%
pour respectivement les cellules souches, DCS, progénitrices, en gobelet et entérocytes,
et correspondent aux valeurs trouvées dans la littérature pour une crypte à l’homéostasie
(voir A.1.2).

La figure 11 nous donne l’exemple de l’évolution temporelle de la composition de la
crypte pour une réalisation du processus. On semble atteindre un état stationnaire où le
nombre total de cellules est légèrement plus faible qu’attendu (∼ 650 au lieu de 700). La
population de cellules souches semble stable et correspond à ce qui est observé in vivo.
La population des cellules progénitrices est en revanche trop importante (∼ +25% par
rapport à la condition initiale). Les populations d’entérocytes et de cellules en gobelet
sont elles plus faibles (respectivement ∼ −25% et ∼ −50%) qu’in vivo. On rappelle que
les cellules DCS sont supposées immobiles, immortelles et sans activité biologique d’où
leur état constant en tout temps.

Pour la même réalisation du processus, la figure 12 présente la répartition spatiale
des différents types cellulaires à l’initialisation et au temps final (t = 400 h). On retrouve
l’évolution des tailles de population évoquées précédemment. En revanche, la structure
spatiale de la crypte est bien conservée et l’on distingue clairement les trois zones at-
tendues : niche des cellules souches, zone des cellules progénitrices et zone des cellules
différenciées. Enfin, la figure 13 présente les trajectoires de quelques cellules. Ces cellules
sont initialement à la base de la crypte dans un état indifférencié (souche ou progénitrice)
où elles réalisent des divisions. Au cours de leur migration vers le sommet de la crypte,
ces cellules se différencient. Certaines cellules sont alors extrudées. Ces extrusions ont
cependant lieu trop bas dans la crypte (à partir de 60µm).
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Figure 12. Répartition spatiale des différents cellulaires. Gauche :
t = 0 h, droite : t = 400 h, largeur des classes : 10 µm. Exemple d’une
simulation.

On note que la présence des cellules DCS semble éviter l’accumulation des cellules
souches à la base la crypte (tel qu’observé fig. 9) et entraîner la migration des cellules de
la base (contrairement à ce qui est observé fig. 6a pour les temps inférieurs à 400 h).

On peut maintenant avancer des explications à certains écarts entre cette simulation
et la réalité. La trop grande quantité de cellules progénitrices est potentiellement liée à
une vitesse de migration qui est trop faible. Les cellules progénitrices stationnent trop
longtemps dans la zone de prolifération avant de se différencier et elles effectuent alors un
trop grand nombre de divisions. Cela pourrait être corrigé en augmentant la sensibilité à
l’inhibition de contact dans le taux de division des progénitrices, ou en augmentant leur
taux de différenciation. Une stratégie plus complexe, mais qui entre dans le cadre de notre
modèle, est également envisageable pour avoir un meilleur contrôle du nombre de division.
On pourrait ajouter comme variable d’état cellulaire un compteur associé au nombre de
divisions effectuées par la cellule, et faire dépendre la probabilité de différenciation de cette
variable. Le nombre trop faible de cellules différenciées est sans doute lié au fait que ces
cellules sont extrudées trop bas dans la crypte. Dans notre modèle, le taux d’extrusion ne
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Figure 13. Exemple de 5 trajectoires de cellules. : position des
cellules ; les disques marquent les sauts de la cellule, la couleur de la moitié
gauche désigne l’identité de la cellule lors du saut, la couleur de la moitié
droite désigne le "type de saut" : disque unicolore = division symétrique,
disque bicolore = différenciation ou extrusion ; la couleur des carrés cor-
respond au type cellulaire à la naissance. NB : les trajectoires spatiales
de deux cellules (ou plus) peuvent être superposées. Exemples issus d’une
simulation.

dépend que de la densité locale de cellule. On pourrait alors introduire une dépendance en
espace dans le taux d’extrusion ou réduire la sensibilité à l’inhibition de contact. Toutefois,
l’ensemble des caractéristiques physiologiques est correctement restitué : en particulier les
répartitions spatiales (niche des cellules souches, zone de prolifération, zone des cellules
différenciées), le phénomène de migration, le phénomène de différentiation progressive
ou l’extrusion, tout en maintenant des populations de chaque type relativement stables.
Ce qui est en particulier remarquable est que cette stabilité est obtenue en autorisant
uniquement l’extrusion des cellules différenciées : les autres cellules ne sont régulées que
par la différentiation.

1.5. Modèle complet

Nous présentons ici brièvement des simulations du modèle complet de crypte décrit
au chapitre 3. Un travail de calibration du modèle reste à faire, notamment sur les équa-
tions de réaction-diffusion et de ce fait les données de concentration des métabolites sont
données en unités arbitraires. Par rapport à la partie précédente, nous modélisons la pré-
sence de deux espèces chimiques diffusant dans la lumière de la crypte : le dioxygène et
le butyrate. Les cellules à mucus et les entérocytes dégradent le butyrate et le dioxygène
pour leur métabolisme selon la réaction : 1 butyrate + 4 O2 → énergie (l’énergie produite
n’étant pas modélisée : la réaction modélisée dégrade du butyrate et de l’oxygène mais ne
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produit rien). Le butyrate agit de plus sur l’activité des cellules indifférenciées : il inhibe
la prolifération des cellules souches et stimule la différenciation des cellules progénitrices
en cellules à mucus et en entérocytes. Nous comparons deux situations. L’une en l’ab-
sence de butyrate : la concentration initiale de butyrate est nulle et il n’y a pas de flux
de butyrate aux bords du domaine. Dans l’autre, on impose une condition de Dirichlet
cbut(t, zmax) = 20 ua au sommet de la crypte. A la base de la crypte, on impose une
condition de Neumann homogène. Dans les deux cas, on impose pour le dioxygène à la
base de la crypte cO2(t, 0) = 20 ua et au sommet cO2(t, zmax) = 0 ua. La condition initiale
pour la population de cellules est construite de la même manière que dans la partie pré-
cédente. La concentration initiale de butyrate est nulle dans la situation sans butyrate,
et est un gradient linéaire entre 0 et zmax dans la situation avec butyrate. Dans les deux
cas, la concentration de dioxygène est un gradient linéaire décroissant entre 0 et zmax.
On simule sur une durée de 100 h qui est une durée pour laquelle on observe une réponse
de l’épithélium lorsqu’il est mis en contact avec des micro-organismes producteurs de
butyrate.

(a) (b)

Figure 14. Evolution des concentrations de butyrate (gauche) et
d’O2 (droite) dans la crypte. Exemple d’une simulation.

La figure 14 montre l’évolution des concentrations de butyrate et de dioxygène, dans
la situation où la concentration en butyrate n’est pas nulle. On voit que le gradient
de butyrate est conservé au cours de la simulation ce qui traduit sa consommation par
les cellules différenciées (ce terme de réaction contrebalançant le terme de diffusion qui
tend à homogénéiser les concentrations). La concentration de dioxygène atteint également
rapidement un état stationnaire avec un profil de concentration inverse. Qualitativement,
les profils des concentrations correspondent à la situation in vivo.

Dans la figure 15, on voit qu’en présence de butyrate, les niveaux de population
de cellules progénitrices (pc, courbes rouges) se stabilisent rapidement, alors que cette
population atteint des valeurs deux fois plus importante lorsque le butyrate est déplété.
De même, alors que les populations de cellules différenciées (entérocytes, ent, courbes
vertes, et cellules gobelets, gc, courbes violettes) diminuent continuellement en l’absence
de butyrate, l’apport de ce métabolite bactérien stabilise les populations autour de leurs
valeurs initiales (distributions observées in vivo) : la part des cellules différenciées dans
la population totale est ainsi plus importante en présence de butyrate. Ceci indique,
en accord avec nos hypothèses de modélisation, que la régulation par le butyrate de la
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(a) (b)

Figure 15. Evolution des tailles de population en absence
(gauche) ou présence (droite) de butyrate dans la crypte. Exemple
d’une simulation.

différenciation des cellules progénitrices en entérocytes et cellule à gobelet est importante
pour stimuler l’activité de l’épithélium et maintenir la distribution des populations.

La figure 16 montre la répartition spatiale des différents types cellulaires au temps
final pour les mêmes simulations que la figure 15. On retrouve les différences de taille
de population évoquées précédemment. De plus, on constate une répartition spatiale des
types cellulaires différente dans le modèle complet avec butyrate. La niche des cellules
souches est très légèrement impactée par la présence de butyrate : bien que le modèle
inclut une répression de la prolifération des cellules souches par le butyrate, la consom-
mation du butyrate par les cellules situées plus haut dans la crypte permet de conserver
des niveaux de butyrate très bas autour de z = 0 où les cellules souches sont localisées
(cf 14), rendant inopérant la régulation. Par contre, la régulation de la différenciation par
le butyrate impacte fortement la répartition des cellules progénitrices, des entérocytes
et des cellules à gobelet : les cellules progénitrices sont moins nombreuses et localisées
plus bas dans la crypte en présence de butyrate, alors que les cellules différenciées sont
prépondérantes autour de z = 60µm (contre z = 90µm en présence de butyrate). La ré-
partition obtenue en présence du butyrate bactérien correspond à ce qui est attendu dans
une crypte à l’homéostasie. Bien que ces simulations ne soient pas encore réalistes d’un
point de vue quantitatif, on arrive à reproduire qualitativement l’organisation spatiale de
la crypte pour le scénario testé.

Dans ce modèle, le taux de différenciation des cellules progénitrices est régulé par
l’espace et par la concentration en butyrate (équations (36-37) p.66), le taux étant un
produit de deux fonctions de Hill, chacune en l’une de ces variables. Cela correspond à
une situation où l’espace et le butyrate agissent sur la même voie de régulation. Il serait
peut-être plus pertinent d’utiliser la somme de ces deux fonctions de Hill pour modéliser
des phénomènes de régulation indépendants.
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Figure 16. Répartition spatiale des différents types cellulaires en
présence ou absence de butyrate. t = 100 h. Exemple d’une simulation.

2. Convergence vers les modèles limites

Dans cette partie, nous allons illustrer numériquement la convergence faible
— d’une suite de solution du modèle individu-centré vers le modèle de self-aggregation

(47) lorsque la population totale tend vers l’infini. Il s’agit donc d’illustrer nu-
mériquement le théorème 2.7.

— du modèle de self-aggregation vers l’équation des milieux poreux (51) lorsque la
taille du support du noyau d’interaction tend vers 0 et que le noyau est assez
régulier. Il s’agit donc d’illustrer numériquement la dérivation formelle présentée
dans la partie 3.

Dans un premier temps, nous allons préciser le cadre de l’illustration numérique, inté-
grant deux populations cellulaire, avec des processus de régulation incluant prolifération,
extrusion et différenciation dans la partie 2.1. Ensuite, nous présenterons les résultats
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numériques illustrant la validité de l’approximation déterministe du PDMP en grande
population dans la partie 2.2, puis de l’approximation de l’équation de self-aggregation
lorsque le support d’interaction diminue dans la partie 2.3. Dans cette partie, on ne
modélise pas la présence de métabolites diffusant dans la crypte.

2.1. Définition de l’exploration numérique

Commençons par fixer l’expérimentation numérique. Nous choisissons deux popu-
lations de cellules (les cellules souches sc et progénitrices pc). Le noyau d’interaction
mécanique est donné par

F (z) :=

{
nksign(z) exp

(
− 1

( 1
2

)2−(nz
a
− 1

2
)2

)
si |z| ≤ a

n
,

0 sinon.

où k et a sont respectivement l’intensité de la force et le support d’interaction nominaux
lorsque le paramètre d’échelle n vaut 1.

La fonction de courbure φ(z) limite les termes de transport en bordure de crypte et
s’écrit

φ(z) :=


( z
r0

)2 si z ≤ Zmax,

( zmax−z
r0

)2 si z ≥ Zmax − r0,

1 sinon

où r0 et zmax sont respectivement le rayon de courbure et la hauteur de crypte.

Les deux types cellulaires se divisent symétriquement et meurent par extrusion. Ces
processus sont régulés par la fonction de Hill dépendant de la densité locale en cellules
définie par

R :=
D5

K5 +D5
avec D :=

{
nDk(n·) ∗

∑
l∈T ρl pour l’équation de transport (157)

D̄k
∑

l∈T ρl pour l’équation limite (132)

où K est un paramètre de sensibilité cellule-dépendant et Dk est un noyau défini par
Dk(z) := e

1− 1
1−( za )2 et D̄k =

∫ a
−aDk(z)dz. La densité locale inhibera la division cellulaire,

mais favorisera l’extrusion.

De plus, les cellules souches peuvent se différencier avec un taux de différenciation
dépendant de la position z dans la crypte.

Nous prenons donc en compte dans cette illustration trois dynamiques de population :
1) la division cellulaire (’div’), 2) l’extrusion (’ex’) et la différenciation (’dif’). Pour k ∈
{’div’,’ex’,’dif’}, les termes sources sont de la forme :

hk[ρ](l) := q∞k,l×qk(z−λk(z),R)ρl où λk(z) =


0 si k 6= ’div’ ou pour l’équation limite
−a si z < Zmax

2
− a

+a si z > Zmax
2

+ a

−2a+ z − Zmax
2

sinon
sinon
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On a,

qk(z − λk(z),R) :=


(1−R) si k = ’div’
R si k = ’ex’

z5

K5
’dif’+z

5 si k = ’dif’

Nous soulignons que ces fonctions sources seront utilisées pour les modèles détermi-
nistes uniquement. Pour la simulation des PDMP, les taux de saut de la partie stochas-
tique seront calculés avec les même paramètres et la formule qk,l := q∞k,l× qk(z−λk(z),R)
pour le type de saut k et le type de cellule l.

Paramètre valeur
a 9
k 0.1
r0 12

Zmax 200
K 35

q∞’div’,’sc’ 0.04
q∞’div’,’pc’ 0.04
q∞’ex’,’sc’ 0.04
q∞’ex’,’pc’ 0.04
q∞’diff’,’sc’ 0.04
K’dif’ 66

Table 1. Tableau de valeurs des paramètres

Dans l’étude de la convergence du PDMP vers l’équation de self-aggregation, la condi-
tion initiale du PDMP est construite en tirant la position de N ∗ 350 individus de
chaque type dans une loi uniforme sur (0, zmax). La condition initiale de l’équation de
self-aggregation est uniformément constante égale à 1.25. Pour la convergence de l’équa-
tion de self-aggregation vers l’équation des milieux poreux, les densités initiales pour
l ∈ {’sc’,’pc’} sont prises uniformément constantes égales à 10. Nous résolvons l’équation
sur l’intervalle de temps (0, T ) avec T = 500 heures pour les modèles déterministes, et
T = 250 pour la convergence du modèle stochastique.

Le paramètre d’échelle est de la forme n = 2i pour i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 pour la
convergence du modèle de self-aggregation, et N ∈ {1, 10, 20} pour le paramètre d’échelle
du PDMP.

2.2. Convergence du modèle individu-centré vers le modèle de self-aggregation
en grande population

Nous illustrons ici numériquement le Théorème 2.7 démontré dans le chapitre 4. Plus
concrètement, le Théorème 2.7 montrait qu’en grande population, c’est à dire quand le
paramètre de renormalisation N tend vers l’infini, le processus renormalisé ν̄Nt = 1

N
νNt

converge en distribution vers la solution faible de l’équation de self-aggregation

(157) ∂tρl(z, t)−∇ ·
(
φ(z)∂zWn ∗ ρ(t)ρl

)
=
∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, l)
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pour tout l ∈ T , avec Wn = n
a
W(n

a
.) et W un noyau positif régulier à support compact

et

hk[ρ(t)](z, l) :=

{
±q∞k qk(z, l, ρl ∗Dk)ρl, si k n’est pas une division
q∞k qk(z − λ(z), l, ρl ∗Dk)ρl(z − λ(z)), sinon

Nous simulons plusieurs réalisations du PDMP, et nous testons les résultats contre
des fonctions z → 1{(0,z)} et z → K(z, ·) := exp

(
− 1

1−( z−·
a

)2

)
, que nous comparons à la

solution de l’équation de self-aggregation testées contre les mêmes fonctions.

Remarque. Nous soulignons une liberté de présentation que nous prenons ici : en
toute rigueur, les fonctions z → 1{(0,z)} ne peuvent pas servir de fonction test puisqu’elles
ne sont pas régulières. Toutefois, ces fonctions permettent de calculer le cumulé des solu-
tions des différents problèmes qui est un descripteur résumé donnant des informations sur
la distribution spatiale des différentes populations. De plus, numériquement, les indica-
trices z → 1{(0,z)} peuvent être vues comme la discrétisation d’une fonction ϕ(z) régulière
telle que ϕ(z) = 1 sur (0, z − ε), ϕ(z) = 0 sur (0, z + ε) et ε � ∆z où ∆z est le pas de
discrétisation spatiale des solutions.

Dans la figure 17 où les différentes solutions sont testées contre des indicatrices z →
1{(0,z)}, nous pouvons constater (ligne du haut) que les différentes réalisations du PDMP,
à paramètre de noramlisation N fixé, se distribuent autour de la courbe du modèle limite
déterministe. De plus, la variance de ces réalisations diminue lorsqueN augmente. Lorsque
N = 20, la concordance entre la fonction cumulée des différentes réalisations du PDMP
et de la solution de l’équation de self-aggregation est très bonne. Dans la figure 18 où les
différentes solutions sont testées contre un noyau de convolution, ces observations sont
retrouvées : une distribution des réalisation autour de la solution de self-aggregation, avec
une variabilité moindre quand N augmente. Non constatons cependant des différences
spatiales dans les vitesses de convergence, ainsi qu’un décrochage entre le modèle limite
et les modèles individu-centrés en milieu de crypte pour les cellules progénitrices (figure
18, haut, colonne de droite).

Dans les figures 17 et 18, nous traçons également l’espérance empirique des différentes
réalisations (à N donné) testé respectivement contre des indicatrices et des noyaux de
convolution. En d’autre termes, nous traçons les fonctions

z 7→ 1

Nrep

Nrep∑
j=1

〈ν̄j,NT ∗ ,1{(0,z)}〉, z 7→ 1

Nrep

Nrep∑
j=1

〈ν̄j,NT ∗ , K(z, ·)〉

où Nrep est le nombre de répétition et ν̄j,NT ∗ est la répétition j du processus renormalisé
par N , évalué à un certain temps T ∗ (ici, le temps final).

Nous constatons une excellente concordance entre les sorties du modèle limite et les
espérances empiriques des processus renormalisés, testés par la même fonction test. Nous
soulignons que ce résultat numérique est différent du résultat obtenu dans le Théorème
2.7, et pourrait être lié au choix des paramètres. Nous soulignons également que le coût
numérique de la résolution de l’équation de self-aggregation est bien inférieur au coût de
simulation du PDMP, du fait des petits pas de temps induits par la méthode de Gillespie
(cf partie 3 pour une description de la méthode numérique de résolution et pour des détails
sur le choix des pas de temps). De plus, il est nécessaire de calculer plusieurs réalisation du
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Figure 17. Test de différentes réalisations du PMDP associées
à différentes valeurs du paramètres de normalisation N et de la
solution de l’équation self-aggregation contre des indicatrices. Les
indicatrices sont de la forme 1{(0,z)}, T = 250. SA : solution de l’équation
de transport non-linéaire. Bas : moyennes. Pour N = 1 : 20 trajectoires,
N = 10 : 20 trajectoires, N = 5 : 5 trajectoires.

PDMP pour évaluer la variance des sorties induite par la partie stochastique, entrainant
des coûts de calcul supplémentaires.

2.3. Convergence du modèle de self-aggregation vers le modèle des milieux
poreux

Nous allons maintenant illustrer numériquement la convergence faible des solutions
ρl

(n) des équations de self-aggregation (157) vers la solution de l’équation des milieux
poreux (132), lorsque le noyau d’interaction dérive d’un potentiel dont le support varie
en 1/n et l’intensité est proportionnelle à n (n tend vers l’infini).

Lorsque n tend vers l’infini, la suite (ρl
(n)) converge faiblement vers la solution ρ̂l de

l’équation

(158) ∂tρl(z, t)−∇ ·
(
φ(z)W̄∂zρ(t)ρl

)
=
∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, l))

avec W̄ = 1
a

∫ a
−aW ( z

a
)dz et

h̄k[ρ(t)](z, l) := ±q∞k qk(z, l, ρlD̄k)ρl
avec D̄k =

∫ a
−aDk(z)dz.
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Figure 18. Test des solutions du PMDP associées à différentes
valeurs du paramètres de normalisation N et de la solution de
l’équation de self-aggregation contre des noyaux de convolution.
Le noyau de convolution est de la forme Cz := y 7→ exp

(
− 1

1−((z−y)/α)2

)
avec α = 20. T = 250. SA : solution de l’équation de transport non-linéaire.
Bas : moyennes. Pour N = 1 : 20 trajectoires, N = 10 : 20 trajectoires,
N = 5 : 5 trajectoires.

Les équations de self-aggregation (157) sont des équations de transport non linéaire
dans lequel le champs de vitesse est défini par un noyau de convolution dont le support
tend vers 0 quand n devient grand. L’équation (158) est une équation de type milieux
poreux. Ce sont des versions fortes des équations (122) et (130) respectivement.

2.3.1. Résultats

Comportement de ρl(n) quand n→∞. Tout d’abord, nous observons l’allure des
solutions ρl(n) quand n→∞. Nous représentons les solutions z 7→ ρl

(n) pour n = 2i, i =
6, 7, 8, 9 et l =’sc’,’pc’ de l’équation (157) dans la figure (19) ainsi que la solution limite
ρ̂l de l’équation des milieux poreux (158). Nous constatons que lorsque le paramètre
d’échelle augmente, c’est à dire lorsque le support du noyau d’interaction diminue, la
distribution stationnaire de la population ’sc’ oscille autour de la solution de l’équation
limite. Les motifs périodiques semblent avoir la même intensité quel que soit n : seule
la fréquence des oscillations varie (panneau de droite, figure 19). Le noyau d’interaction
tend donc à séparer la population en ilôts de haute densité dont la largeur est du même
ordre que le support du noyau, séparés par des zones de faible densité. Autrement dit,
l’équation (157) agrège les individus (d’où le nom de self-aggregation). Au contraire, la
solution de l’équation (158) est très régulière. Pour l =’pc’, l’allure générale est la même :
la population est regroupés en pics dont la largeur est du même ordre que celle du noyau
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Figure 19. Distribution stationnaire de ’sc’ (haut) et ’pc’ (bas).
Nous représentons pour différentes valeurs du paramètre d’échelle n la dis-
tribution stationnaire des solutions ρl(n) de l’équation de transport non
linéaire (157) (bleu) ainsi que la solution de l’équation des milieux poreux
(158) (pointillés rouge) à T = 500 pour l =’sc’ (haut) et ’pc’ (bas). Pan-
neau de gauche : visualisation de la crypte complète. Panneau de droite :
zoom sur la zone grisée z ∈ (25, 27).
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d’interaction. La répartition globale des populations varie d’une espèce à l’autre : à la base
de la crypte, les cellules souche ’sc’ sont plus présentes, puis, du fait de la différenciation,
leur densité diminue jusqu’à disparaitre vers z = 50µm et sont remplacées par des cellules
progénitrices ’pc’.

Test contre des fonctions régulières. Pour vérifier la convergence faible de la suite
ρl

(n) vers ρ̂l, nous les testons contre des fonctions tests régulières. Dans la figure 20, nous
représentons les courbes

z 7→
∫ z

0

ρl
(n)(T, y)dy =

∫ Zmax

0

ρl
(n)(T, y)1{y≤z}dy et z 7→

∫ Zmax

0

ρl
(n)(T, y)φ(z−y)dy

et

z 7→
∫ z

0

ρ̂l(T, y)dy =

∫ Zmax

0

ρl
(n)(T, y)1{y≤z}dy et z 7→

∫ Zmax

0

ρ̂l(T, y)φ(z − y)dy

avec T = 500 et φ(z) = 1∫ u
−u ϕ(z)dz

ϕ(z), ϕ(z) := e
− 1

1−( zu )2 et u = 0.1.

Nous observons que pour chacune des deux populations, les deux courbes sont très
proches l’une de l’autre. De plus, des oscillations perceptibles lorsque l’on teste ρl(n) avec
le noyau de convolution, pour n = 6, disparaissent lorsque n = 9.

Graphe de convergence. Nous calculons, pour différentes valeurs de paramètre
d’échelle, l’erreur relative des fonctions ρl(n) testées avec les noyaux de convolution, com-
parativement à la solution ρ̂l de l’équation limite. Plus exactement, nous calculons

ε(n) :=
‖
∫ Zmax

0
(ρl

(n) − ρ̂l)(y)φ(z − y)dy‖2

‖
∫ Zmax

0
(ρ̂l)(y)φ(z − y)dy‖2

.

Nous observons une décroissance de ε(n) lorsque n devient grand, jusqu’à une erreur
relative de moins de 2% lorsque n = 29.

Ces observations semblent indiquer que l’équation des milieux poreux (158) est bien
la limite faible de la suite d’équation de transport non linéaire (157) : elle donne des
approximations qui restituent correctement les caractéristiques générales des solutions de
(157), et l’erreur d’approximation peut être quantifiée lorsqu’elle est testée contre des
fonctions tests régulières. Par ailleurs, l’équation des milieux poreux peut être résolue
avec un maillage beaucoup moins fin que l’équation de transport non linéaire dont le pas
d’espace doit être inférieur à la largeur du support du noyau d’interaction, qui tend vers 0.
Ainsi, la résolution numérique de l’équation (158) est plus rapide, malgré la résolution des
multiples systèmes linéaires induits par le schéma de Runge Kutta 4. L’équation limite
est donc un bon candidat pour simuler un grand nombre de cryptes intestinales, dans
l’optique d’un modèle multi-échelle du colon.

3. Implémentation numérique et schémas de résolution

Nous commencerons par présenter les méthodes de résolution numérique des différents
modèles qui font appel à des schémas de résolution très différents, de part leur différentes
natures. Dans la résolution du PDMP individu-centré, la priorité sera donnée à la bonne
simulation de la partie stochastique, avec une méthode de Gillespie. Le modèle de self-
aggregation sera traité comme une équation de transport non linéaire, avec un schéma
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Figure 20. Test des solutions stationnaires ρl(n) et ρ̂l contre des
indicatrices (haut) et un noyau de convolution (bas). Nous repré-
sentons pour différentes valeurs du paramètre d’échelle n la distribution
stationnaire des solutions ρl(n) de l’équation de transport non linéaire (157)
(bleu) ainsi que la solution de l’équation des milieux poreux (158) (poin-
tillés rouge) à T = 500 testées contre une famille d’indicatrices Iz := 1{(0,z)}
(haut) et de noyau de convolution Cz := y 7→ φ(z − y) (bas). Panneau de
gauche : ’sc’. Panneau de droite : ’pc’.
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Figure 21. Graphe de convergence faible. Nous représentons, en
échelle logarithmique, les variations de l’erreur relative des fonctions ρl(n)

testées avec les noyaux de convolution, comparativement à la solution ρ̂l de
l’équation limite, en fonction du paramètre d’échelle n.

décentré amont. Le schéma de résolution du modèle des milieux poreux fera appel à des
schémas utilisés dans des équations de réaction-diffusion, avec une adaptation spéciale
pour traiter la non linéarité du terme de diffusion. L’implémentation des modèles conti-
nus est présentée dans un cadre où on ne modélise pas la présence d’espèces chimiques
diffusant dans la crypte.

3.1. Implémentation numérique du modèle individu-centré

Les simulations sont réalisées en utilisant l’algorithme de Gillespie, résumé dans l’al-
gorithme 1. Cette méthode est une méthode de type acceptation-rejet qui consiste à itérer
jusqu’au temps final la séquence suivante : 1) tirer le temps Te de survenue d’un évène-
ment candidat, prochain évènement survenant dans la communauté, 2) avancer le modèle
déterministe sur (t, Te), 3) tirer une cellule dans la population, 4) mettre à jour les taux
de saut étant donné les variables d’état mises à jour au temps Te, 5) accepter ou rejeter
le saut.

Tirage du temps de prochain saut Te. Pour simuler les évènements aléatoires du
modèle, on utilise le fait que les intensités individuelles de saut sont bornées. Le taux de
saut global du processus est alors toujours borné par

〈νt, 1〉 ×

(∑
k∈J

q∞k

)



152 5. SIMULATIONS

c’est-à-dire la somme sur le nombre d’individus N = 〈νt, 1〉 des intensités maximales de
saut de chaque individu. On utilise alors une méthode d’acceptation-rejet pour sélection-
ner les temps de saut.

Modèle déterministe. Le déplacement des cellules est traité par un schéma d’Euler
explicite. A chaque itération, on calcul un pas de temps maximal autorisé ∆tc qui est le
temps minimal pour que deux cellules se retrouvent à la même position ("temps de colli-
sion"). On fixe par ailleurs un pas de temps maximal constant ∆tmax, et on note ∆S la du-
rée jusqu’au prochain saut proposé. Le pas de temps utilisé est alors min(∆tc,∆tmax,∆S).
Cela permet de garantir que les trajectoires des cellules ne se croisent pas.

L’équation de réaction-diffusion pour les métabolites est résolue par un schéma de
différence finie semi-implicite : le terme de diffusion est implicité alors que le terme source
est séparé en contribution positive et négative. Les contributions négatives sont linéarisées
et rendues implicites, et les contributions positives sont explicitées. Une méthode de type
operator spliiting est utilisée, c’est à dire que les opérateurs de diffusion et de réaction
sont traités successivement. Bien que ce schéma de splitting ne soit que d’ordre un en
temps, on ne cherche pas davantage de précision au vu des approximations faites par
ailleurs. L’utilisation d’un pas de temps variable nécessite de ré-assembler la matrice de
diffusion à chaque itération.

Sélection d’une cellule. La cellule candidate pour porter le saut candidat est sé-
lectionnée via un tirage de la variable i dans une loi uniforme sur {1, · · · , N = 〈νt, 1〉}.

Mise à jour des taux de saut étant donné l’état au temps Te Nous calculons
ensuite les valeurs, pour la cellule i tirée, des taux de saut pour chaque type de saut au
temps Te :

qk,i(Te) := q∞k qk(x
i
t, νt ∗Dk(x

i
t), ct ∗ ψa(zit)).

Afin d’accélérer les simulations, une attention particulière a été portée au traitement
des termes non-linéaires d’interactions mécaniques entre cellules et de calcul de la densité
locale de cellules. La population est stockée dans un tableau numpy. Dans ce tableau,
les cellules sont classés par position croissante. Cela permet d’extraire simplement des
groupes de cellules voisines (hachage) et de calculer uniquement les termes d’interactions
entre les cellules de groupes voisins, car les termes d’interactions entre cellules qui ne
sont pas dans des groupes voisins valent 0. De plus, ces calculs sont faits en utilisant le
package numba et les options de parallélisation automatique qu’il offre. Le fonctionnement
de numba repose sur la compilation à la volée : le bytecode produit par Python est traduit
en langage machine lors de la première exécution, ce qui permet des gains de temps
importants lors des exécutions suivantes.

Acceptation-rejet du saut. Une variable de test U est tirée dans une loi uniforme
sur (0,

∑|T |
k=1 q

∞
k ). Dans ce cas

Si U ≤
|T |∑
k=1

qk,i(Te), le saut est accepté. Sinon, il est rejeté.

Pistes d’accélération du code. D’autres modifications sont envisagées pour accélé-
rer le code. La majoration des taux de sauts par l’intensité de saut individuelle maximale
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fait que l’on propose parfois un grand nombre de sauts qui sont rejetés. Or, si les in-
tervalles entre sauts proposés sont inférieurs à ∆tmax, le pas de temps utilisés n’est plus
∆tmax mais ∆S qui peut être très petit. Une majoration plus fine des intensités de saut
pourrait donc être utile.

Algorithm 1 Algorithme de simulation du modèle cellule-centré
t← 0
# Initialisation de l’état
Et ← E0

while t ≤ tmax do
# Actualisation de la population
N ← 〈νt, 1〉
# Actualisation de la borne supérieure du taux de saut
q∞ ← N ×

∑
k∈J

q∞k

# Tirage d’un temps d’évènement
S ∼ Exp(q∞)
# Intègration des équations de mouvement des cellules et de réaction-diffusion sur
[t, t+ S] avec l’opérateur d’évolution déterministe P , sachant νt.
Et ← P (Et|νt)
t← t+ S
# Sélection d’un individu : on tire i dans une loi uniforme sur {1, · · · , N}
i ∼ U{1, · · · , N}
# Sélection de la variable d’appoint d’acceptation-rejet
U ∼ U [0, 1]
# Mise à jour des taux de saut pour la cellule i
Qk,i,Et ← q∞k qk(x

i
t, νt ∗Dk(x

i
t), ct ∗ ψa(zit))

# Acceptation-rejet du saut

if U ≤

|J |∑
k=1

Qk,i,Et

|J |∑
k=1

q∞k

then

# Saut accepté ⇒ Sélection du type de saut
k ← 1
while k ≤ |J | do

if

k∑
j=1

Qk,i,Et

|J |∑
j=1

q∞j

< U then

k ← k + 1
else
break

end if
end while
νt ← νt + µk(x

i
t)

end if
end while
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3.2. Equation de self-aggregation

Il s’agit de résoudre l’équation

∂tρl(z, t) + ∂z

(
φ(z)(ρ(t) ∗ F )(z)ρl(z, t)

)
=
∑
k∈J

hk[ρ(t)](z, l, cb(t))

On utilise un schéma volume-fini semi-implicite sur grille décalée : le terme de transport
sera explicite, avec décentrage amont, alors que le terme source sera séparé en contribu-
tions négatives et positives. Les contributions négatives seront linéarisées et implicitées,
alors que les contributions positives seront explicitées, ce qui permet de garantir la posi-
tivité des solutions numériques. Du fait de la non-linéarité du terme de transport, nous
choisissons un schéma temporel d’ordre élevé (Runge-Kutta 4).

Plus spécifiquement, en intégrant l’équation (157) sur une maille (zi−1/2, zi+1/2) et en
divisant par ∆z, on obtient :

(159) ∂tρli(t) +
1

∆z

(
Fl,i+1/2(t)−Fl,i−1/2(t)

)
=
∑
k∈J

h+
k,l[ρi(t)]−

∑
k∈J

h−k,l[ρi(t)]ρli(t)

où

ρli(t) =
1

∆z

∫ zi+1/2

zi−1/2

ρl(t, z)dz.

Les termes h+
k,l[ρi(t)] et h

−
k,l[ρi(t)]ρli(t) sont respectivement les contributions positives

et négatives du second membre, c’est à dire que :

h+
k,l[ρi(t)] ≥ 0, h−k,l[ρi(t)]ρli(t) ≥ 0 et hk,l[ρi(t)] = h+

k,l[ρi(t)]− h
−
k,l[ρi(t)]ρli(t).

Les termes de flux sont définis par

Fl,i+1/2(t) :=
{

φ(zi+1/2)ρ(t,.)∗F (zi+1/2)ρli(t) si φ(zi+1/2)ρ(t,.)∗F (zi+1/2)≥0,

φ(zi+1/2)ρ(t,.)∗F (zi+1/2)ρli+1(t) sinon.

Fl,i−1/2,t :=
{
φ(zi−1/2)ρ(t,.)∗F (zi−1/2)ρli−1(t) si φ(zi−1/2)ρ(t,.)∗F (zi−1/2)≥0,

φ(zi−1/2)ρ(t,.)∗F (zi−1/2)ρli(t) sinon.

Une condition CFL assure la positivité des bilans de ces flux.

Soit Nz le nombre de cellules du maillage spatiale. On note P l’opérateur discret en
temps défini sur R+,Nz ×R+× (R+,Nz)2 qui a un état (ρli)1≤i≤Nz , un pas de temps ∆t > 0
et des contributions positives P+ et P− associe l’état au temps t+ ∆t :

(160) ρl(t+ ∆t) = P
(
ρl(t),∆t,P+,P−

)
:=
(
1 + ∆tP−

)−1 ·
(
ρl(t) + ∆tP+

)
avec, ∀1 ≤ i ≤ Nz,

P+(ρli(t)) :=
1

∆z
(Fi−1/2(t)−Fi+1/2(t)) +

∑
k∈J

h+
k,l[ρi(t)]

et
P−(ρli(t)) :=

∑
k∈J

h−k,l[ρi(t)]

Cet opérateur est une discrétisation semi-implicite qui garantit la positivité numérique
de la solution. En effet, le membre de droite est positif par construction.
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Nous implémentons un schéma de Runge-Kutta 4 semi-implicite avec l’algorithme 2.

Algorithm 2 Itération du schéma de Runge-Kutta 4 pour le calcul de ρl(t + ∆t) (self-
aggregation)
y0 = ρl(t)
# prédiction : y1 = état en t+ ∆t

2 (Euler semi-implicite, pente évaluée en y0)
k+

1 = P+(y0), k−1 = P−(y0), y1 = P (y0,
∆t
2 , k

+
1 , k

−
1 )

# correction : y2 = état en t+ ∆t
2 (Euler semi-implicite, pente évaluée en y1)

k+
2 = P+(y1), k−2 = P−(y1), y2 = P (y0,

∆t
2 , k

+
2 , k

−
2 )

# prédiction : y3 = état en t+ ∆t (Euler semi-implicite, pente évaluée en y2)
k+

3 = P+(y2), k−3 = P−(y2), y3 = P (y0,∆t, k
+
3 , k

−
3 )

# pente évaluée en y3

k+
4 = P+(y3), k−4 = P−(y3)

# évaluation de la pente sur (t, t+ ∆t) : moyenne des pentes précédemment évaluées
k± = 1

6k
±
1 + 1

3k
±
2 + 1

3k
±
3 + 1

6k
±
4

# correction : état en t+ ∆t (Euler semi-implicite, pente moyenne)
ρl(t+ ∆t) := P (y0,∆t, k

+, k−)

3.3. Equation des milieux poreux

Il s’agit de résoudre l’équation suivante

∂tρl(t, z)−∇ ·
(
φ(z)W̄∂zρ(t, z)ρl(t, z)

)
=
∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, l)

dont la difficulté principale réside dans le terme de diffusion : en plus de sa non-linéarité,
comme ρ =

∑
l∈T ρl, des termes de diffusion croisés complexifient les schémas classiques

de résolution d’équation de diffusion.

Nous réécrivons cette équation en basculant les termes de diffusion croisés dans le
second membre :

(161) ∂tρl(t, z)− ∂z
(
φ(z)W̄ρl(t, z)∂zρl(t, z)

)
= ∂z

(
φ(z)W̄ρl(t, z)∂z(ρ(t, z)− ρl(t, z))

)
+
∑
k∈J

h̄k[ρ(t)](z, l)

Dans le terme de gauche, nous reconnaissons une équation de Boussinesq, qui peut
être résolue en utilisant le fait que

∂z
(
φ(z)W̄ρl(t, z)∂zρl(t, z)

)
=
W̄
2
∂z
(
φ(z)∂z(ρl(t, z)

2)
)
.

Dans le terme de droite, les termes de diffusion croisés seront traités comme une fonction
source, en séparant les contributions positives, qui seront explicitées, et les contributions
négatives, qui seront implicitées.

Comme ρl(t, z) ≥ 0 pour tout t ≥ 0, z ∈ Z, le membre de gauche peut se réécrire

(162) LHS = ∂t
√
ρl2 −

W̄
2
∂z
(
φ(z)∂zρl

2
)

=
∂tρl

2

2
√
ρl2
− W̄

2
∂z
(
φ(z)∂zρl

2
)

=
∂tX

2
√
X
− W̄

2
∂z (φ(z)∂zX)
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où X(t, z) = ρl(t, z)
2. Dans cette version de l’équation, le terme diffusif est linéaire, la

non-linéarité étant reportée dans la dérivée temporelle.

On s’intéresse maintenant aux termes du membre de droite de (161). En intégrant sur
une cellule Ωi, on obtient pour le terme de diffusion croisé

(163)

CVi =
1

∆z

∫
Ωi

∂z
(
φW̄ρl∂z(ρ− ρl)

)
=
W̄
∆z

(
φi+1/2

ρli+1 + ρli
2

(ρ− ρl)i+1 − (ρ− ρl)i
∆z

− φi−1/2

ρli−1 + ρli
2

(ρ− ρl)i − (ρ− ρl)i−1

∆z

)
La version matricielle s’écrit

(164) CV = − W̄
2∆z2

diag(ρ− ρl)Tρl +
W̄

2∆z2
Aρl

= − W̄
2∆z2

diag(ρ− ρl)T
X√
X

+
W̄

2∆z2
A
X√
X

= −1

2
T IX +

1

2
A
√
X

avec T la matrice tridiagonale

T =


φ1/2 φ1/2 0 · · ·
φ1/2 φ1/2 + φ3/2 φ3/2 0 · · ·

0 φ3/2 φ3/2 + φ5/2 φ5/2 0
...

...
0 φn−1/2 φn−1/2

 ,

et A la matrice

A =

 φ1/2(ρ− ρl)2 φ1/2(ρ− ρl)2

φi−1/2(ρ− ρl)i−1 φi+1/2(ρ− ρl)i+1 + φi−1/2(ρ− ρl)i−1 φi+1/2(ρ− ρl)i+1

...
...

φn−1/2(ρ− ρl)n−1 φn−1/2(ρ− ρl)n−1

 .

Dans cette équation, par construction, les termes W̄
2∆z2diag(ρ− ρl)T et W̄

2∆z2Aρl sont tous
positifs si ρl ≥ 0.

On note également Cd := W̄
∆z2 et on définit les matrices T , I et A qui s’écrivent

T = Cddiag(ρ− ρl)T, I = diag(1/
√
X), A = CdA.

On note que I−1 = diag(ρl).

Maintenant, nous écrivons la version matricielle du terme source S en séparant les
termes de dégradation et de production, tout en linéarisant le terme de dégradation.

(165) S = H+(ρlt)−H−(ρlt)ρlt = H+(ρlt,m)−H−(ρlt,m)
X√
X

= H+(ρlt,m)−H−(ρlt,m)IX



3. IMPLÉMENTATION NUMÉRIQUE ET SCHÉMAS DE RÉSOLUTION 157

Nous obtenons donc l’équation semi-discrétisée suivante :

∂tX

2
√
X

+ (CdDI−1 +
1

2
T +H−(ρlt,m))IX =

1

2
A
√
X +H+(ρlt,m)

avec D la matrice de diffusion

D =


φ1/2 −φ1/2 0 · · ·
−φ1/2 φ1/2 + φ3/2 −φ3/2 0 · · ·

0 −φ3/2 φ3/2 + φ5/2 −φ5/2 0
...

...
0 −φn−1/2 φn−1/2

 ,

En notant I(t) := 1√
X(t)

= 1
ρl(t)

, nous obtenons une équation semi-implicite pour la

variable Y (t+ ∆t) = I(t)X(t+ ∆t)

(166) Y (t + ∆t) = Pb(ρl(t),∆t,P+
b ,P

−
b ) := (Id + ∆tP−b (t))−1 · (ρl(t) + ∆tP+

b (t))

avec
P−b (ρl(t)) = 2CdDI(t)−1 + T + 2H−(ρl(t),m)

et
P+
b (ρl(t)) = Aρl(t) + 2H+(ρl(t),m)

et on obtient ρl(t+ ∆t) avec la relation

ρl(t+ ∆t) =

√
I(t)−1Y (t+ ∆t) =

√
ρl(t)Y (t+ ∆t)

Nous implémentons un schéma de Runge-Kutta 4 semi-implicite avec l’algorithme 3.

Algorithm 3 Itération du schéma de Runge-Kutta 4 pour le calcul de ρl(t+∆t) (milieux
poreux)
y0 = ρl(t)
# prédiction : y1 = état en t+ ∆t

2 (Euler semi-implicite, pente évaluée en y0)
k+

1 = P+
b (y0), k−1 = P−b (y0), Y1 = Pb(y0,

∆t
2 , k

+
1 , k

−
1 ), y1 =

√
y0Y1

# correction : y2 = état en t+ ∆t
2 (Euler semi-implicite, pente évaluée en y1)

k+
2 = P+

b (y1), k−2 = P−b (y1), Y2 = Pb(y0,
∆t
2 , k

+
2 , k

−
2 ), y2 =

√
y0Y2

# prédiction : y3 = état en t+ ∆t (Euler semi-implicite, pente évaluée en y2)
k+

3 = P+
b (y2), k−3 = P−b (y2), Y3 = Pb(y0,∆t, k

+
3 , k

−
3 ), y3 =

√
y0Y3

# pente évaluée en y3

k+
4 = P+

b (y3), k−4 = P−b (y3)
# évaluation de la pente sur (t, t+ ∆t) : moyenne des pentes précédemment évaluées
k± = 1

6k
±
1 + 1

3k
±
2 + 1

3k
±
3 + 1

6k
±
4

# correction : état en t+ ∆t (Euler semi-implicite, pente moyenne
Y (t+ ∆t) := Pb(y0,∆t, k

+, k−), ρl(t+ ∆t) =
√
y0Y (t+ ∆t)
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A. Annexes

A.1. Paramètres d’intérêt de la physiologie des cryptes intestinales

Dans cette annexe, nous regroupons des paramètres biologiques d’intérêt issus de la
bibliographie décrivant des caractéristiques de la physiologie des cryptes intestinales. Ces
paramètres pourront être directement utilisés pour la calibration du modèle, ou bien être
comparés à des sorties de modèle pour vérifier que des caractéristiques physiologiques
essentielles sont correctement restituées par les simulations.

A.1.1. Structure de la crypte

Nous nous intéressons d’abord à des caractéristiques géométriques des cryptes.

Rayon d’une cellule (sur l’axe z :
• 5 µm au repos dans l’intestin grêle de la souris par hypothèse de modélisation
dans [17].

• intestin grêle (jéjunum) de souris 6 semaines WT : 5− 7 µm [39, table S1].
• intestin grêle de souris : 5 µm au repos par hypothèse de modélisation dans [38].

Limite de la zone des cellules différenciées : 1/3 de l’altitude maximale. Au-delà, il
n’y a plus de cellule immature. Cependant, on trouve également des cellules différenciées
dans la niche des cellules souches dans le côlon. La régionalisation en 3 zones est plus
marquée dans le côlon que dans le grêle.
Limite de la niche des cellules souches : 20% du tiers inférieur occupé par les cellules
immatures, c’est-à-dire 6% de l’altitude maximale.
Profondeur de la crypte :

— 274 µm dans des côlons de rats conventionnels [25],
— 208 µm dans des côlons de rats axéniques [25],
— 60 µm dans le colon proximal de souris axéniques [87],
— 40 µm dans le colon proximal après 2 semaines de monoconlinsation avec Steno-

trophomonas maltophilia de souris axéniques [87],
— 106 µm dans le côlon proximal et 203 µm dans le côlon distal de souris specific-

pathogen free. 79 µm dans le côlon proximal et 152 µm dans le côlon distal de
souris axéniques [88],

— 15 diamètre cellulaire dans l’intestin grêle de la souris [38].

Densité des cryptes : 250− 300 /mm2 dans le côlon de souris adultes [84]

Rayon des cryptes : 60 µm à la jonction des cryptes et des villosités dans un in-
testin grêle murin [17].

A.1.2. Composition de l’épithélium

Nous regardons ensuite les caractéristiques relatives à la distribution des types cellu-
laires.
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Nombre total de cellules :
• 700 dans le côlon distal (le même article donne également des données pour le
côlon transverse et ascendant) de la souris, 22.5 "colonnes" de cellules, longueur
en nombre de cellules : 31.1 [116],

• 300-450 dans le côlon de la souris, 45 "positions" [99, fig. 3] mais données peu
précises,

• 250 dans l’intestin grêle de la souris, 20 positions [99, fig.3 ],

Nombre de cellules dans une coupe transverse de crypte :
• dans une crypte colique humaine normale (WT) : 23(16−30) (95% quantile) [6].
• dans l’intestin grêle (jejunum) de souris mâle de 6 semaines (WT), données en
fonction de l’altitude dans la crypte : 16 à 10 µm, 26 à 70 µm [39, table S1].

• 18 dans le côlon de souris [99, fig. 3] mais ces données sont peu précises.
• 16 dans intestin grêle de souris [99, fig. 3] mais ces données sont peu précises.

Distribution des cellules par type. Dans l’intestin grêle, parmi les cellules différen-
ciées : 20% de cellules à mucus, 80% d’entérocytes. Dans le côlon : 35− 40% de cellules à
mucus, 60− 65% d’entérocytes, 20− 25% des cellules épithéliales sont des progénitrices.
Données précises du nombre de cellules souches progénitrices/différenciées : crypte du
côlon humain, voir [13]. Crypte de l’intestin grêle (jejunum) de souris mâle WT de 6
semaines : voir [39, table S1].

Nombre de cellules Lgr5+ par crypte :
• 14− 16 dans l’intestin grêle murin [103]
• 7(5− 10) dans le colon humain [89]
• ∼ 20 dans différents segments du côlon murin [108]
• ∼ 16 cellules souches par crypte du côlon, mais difficile à évaluer car il n’y a pas
d’anticorps Lgr5+.

Nombre de cellules Reg4+ par crypte : 14, 2, 8, 12 dans le caecum, et le côlon
proximal, moyen et et distal de la souris [108].
Nombre de cellules en gobelet [123] :

• 25% dans le colon de la souris.
• 8% dans l’intestin grêle de la souris.

Distribution des cellules par type à partir de données single cell (donc biais
d’échantillonage liée aux méthodes de purification), dans l’intestin grêle de souris WT
[55, fig. 6b]. Les valeurs ci-dessous sont évaluées visuellement à partir de la figure donc
peu précises :

• souches : 0.2,
• transit amplifying : 0.1,
• transit amplifying (early) : 0.25,
• progéniteurs des entérocytes : 0.15,
• entérocytes : 0.12,
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• gobelet : 0.05,

• Tuft : 0.02,

• entérochromaffine : 0.04.

Mêmes données de comptage suite à l’infection par Salmonelle et Helminthe [55, fig. 6b].

A.1.3. Taux de renouvellement

Temps de renouvellement de l’épithélium colique :

• 1 semaine chez la souris,

• 1 semaine à 10 j. chez l’homme.

Cependant, les articles originaux de Leblond (1974) donne un temps beaucoup plus court.
Durée du cycle cellulaire des cellules souches :

• 24 h dans le côlon de la souris [108, 36]

• 1/2.6 j−1 [123].

Taux de fission de la crypte : 0.41 dans l’intestin grêle de souris adultes [14]
Taux de fusion de cryptes : 0.35 dans l’intestin grêle de souris adultes [14]
Ratio de cryptes avec fission :

— 2.7 % dans le côlon de rats conventionnel [25]

— 25.8 % dans le côlon de rats axéniques [25]

Taux de naissance :

— 20, 60, 25 cells/1000cells/h aux positions 0, 10 and 20 respectivement [116]

Renouvellement des entérocytes dans une crypte colique :

— 1 à 5 jours chez la souris [32]

A.1.4. Vitesse de migration

Crypte de l’intestin grêle de la souris :

• ∼ 3 µm/h−1 [38] (à partir de données expérimentales de [67] : 0.74−0.91 position
de cellule/h−1).

Crypte du colon de la souris : 4− 6 µm/h [88].

A.1.5. Taux d’extrusion

Expériences sur des cultures de cellules épithéliales MDCK, la durée varie entre 0.5−
4 h, avec une distribution centrée sur 2 h [40, fig. 3a].
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A.1.6. Couche de mucus

Temps de renouvellement de la couche interne de mucus : 1h dans le colon
distal de souris adulte [63]

Ratio de la vitesse de sécrétion de cellules en gobelet luminales contre
celles de la crypte : 2− 3 dans le colon distal de souris adulte [63]

De nombreuses données (épaisseur et vitesse d’accumulation) sont disponibles pour
le rat WT dans [4].

A.1.7. Paramètres physiques

De nombreuses données sont disponibles dans [99]. Dans le modèle 2D de [37], les
interactions physique entre cellules sont modélisées par des ressorts. La rigidité du res-
sort vaut µ = 1.5 N/µm et le coefficient de frottement vaut η = 0.1 N.h/µm. D’où le
paramètre d’"intensité globale" : µ/η = 15 h−1.

Dans les modèles explorés par [38, 39], les interactions sont modélisées par des ressorts
(non linéaires dans [39]), dont la constante de rigidité vaut µ = 3 N/µm et 4.5 N/µm
dans les modèles 3D et 2D respectivement. Le coefficient de frottement est fixée à η =
0.1 N/µm. D’où un paramètre d’intensité globale de 30− 45 h−1. Dans ces publications,
les valeurs sont données en fonction du diamètre d’une cellule, on a fait ci-dessus la
conversion en supposant ce diamètre de 10 µm.

Vitesse maximale : 60µm/h−1.

A.1.8. En lien avec le microbiote

Détection de bactéries dans la partie basse des cryptes après 60 min d’is-
chémie : 0.55 (taux) dans le colon du rat [51]
Détection de bactéries en contact avec l’épithélium au sommet de la crypte
après 60 min d’ischémie : 0.8 (taux) dans le colon du rat [51]





Conclusion

Dans cette thèse, nous avons développé un modèle de crypte intestinale, en ciblant
particulièrement les interactions hôte-microbiote, basé sur un modèle individu-centré de
type PDMP. Ce formalisme mathématique rigoureux nous a permis de dériver des modèles
limites continus. Enfin, nous avons exploré numériquement le modèle, en mettant en avant
la restitution de mécanismes biologiques d’intérêt par le modèle, ainsi que la convergence
vers les modèles limites.

Principaux apports de cette thèse

Un modèle d’interaction hôte-microbiote dans la crypte reproduisant les
caractéristiques biologiques essentielles. Nous avons construit un modèle de l’épi-
thélium de la crypte intestinale du colon. Le couplage avec des métabolites d’origine
microbienne (butyrate) ou fortement impliqués dans l’homéostasie du microbiote (O2)
est de plus une nouveauté parmi les modèles de crypte à notre connaissance, et permet
la modélisation à l’échelle de la crypte des interactions hôte-microbiote. C’est un pas en
avant important par rapport aux modèles de crypte existant, qui ne prennent en compte
que la physiologie de l’hôte. En effet, les interactions hôte-microbiote sont à la base de
nombreux mécanismes impliqués dans des pathologies (infection de pathogènes entériques,
maladies inflammatoires, cancer colorectal) ou dans le maintien de la santé et du bien-être.
Ce modèle cherche à reproduire les phénomènes clefs du fonctionnement de l’épithélium
intestinal : interactions liées au contact entre cellules voisines (mécanique notamment) ;
prolifération, différenciation et mort cellulaire régulées spatialement ; action de messagers
chimiques diffusant dans le milieu extra-cellulaire et qui influencent l’activité des cellules.
Ces mécanismes sont impliqués dans le fonctionnement d’autres tissus biologiques, et
certaines idées utilisées dans cette thèse pourraient être adaptées à d’autres contextes
biologiques. Ce modèle incorpore des mécanismes d’interactions hôte-microbiote, en se
centrant sur le métabolisme : il prend en compte des métabolites produits par le mi-
crobiote, ainsi que l’oxygène, impliqué dans l’anaérobiose, facteur clé de sélection d’un
microbiote sain. Il comporte donc les principaux éléments permettant de modéliser des
dysbioses issues par exemple de l’invasion d’un pathogène, qui induira l’oxygénation des
cryptes intestinales et la création d’un milieu micro-aérobie, provoquant un déplacement
du métabolisme vers un métabolisme aérobie, plus propice aux pathogènes.

Un formalisme mathématique rigoureux. Les modèles de crypte intestinale ré-
présentés dans la littérature sont principalement des modèles individu-centrés issus de
la biologie des systèmes, représentant de manière détaillée le devenir cellulaire dans les
cryptes intestinales, mais dont le cadre de modélisation ne permet pas l’application de
théories mathématiques permettant d’analyser rigoureusement les asymptotiques du mo-
dèle et de dériver des modèles limites. D’autres études, moins nombreuses, développaient
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des modèles mathématiques plus rigoureux, mais mettant de côté un bon nombre de méca-
nismes d’intérêt pour la compréhension de la biologie. Les modèles développés dans cette
thèse tâchent de faire un pas en avant sur ces deux tableaux : d’une part, ils permettent
l’ajout du compartiment microbien mis de côté jusqu’ici et d’autre part, ils mettent en
oeuvre un formalisme mathématique rigoureux permettant leur analyse. Ainsi, le modèle
principal est un modèle individu-centré, proche du formalisme des modèles de crypte
les plus récents, modélisé comme un PDMP, ce qui permet une analyse rigoureuse de
l’analyse asymptotique en grande population.

Analyse mathématique du modèle. Nous avons prouvé la convergence du modèle
stochastique vers un modèle déterministe de self-aggregation en grande population de
cellules. Pour ce faire, nous avons adapté à notre contexte des méthodes précédemment
utilisées : les principales difficultés résidaient dans la prise en compte d’EDP dans la
partie déterministe, dans l’introduction d’une non-linéarité dans le terme de transport
issu du modèle d’interaction mécanique, ainsi que dans des régulations non locales dans
le devenir cellulaires. Nous avons également dérivée formellement un troisième modèle en
faisant tendre la taille des cellules vers 0. Ces différentes convergences ont été illustrée
numériquement. Pour ce faire, il a fallu faire appel à des schémas numériques issus de
littératures très différentes : le modèle PDMP a été résolu avec une méthode de Gillepsie,
le modèle de self-aggregation comme une équation de transport non linéaire avec un
schéma décentré amont, et le modèle des milieux poreux comme une équation de réaction-
diffusion non linéaire, la non linéarité étant reportée dans la dérivée temporelle par un
changement de variable. Enfin, nous avons réalisé une exploration numérique fouillée du
modèle individu-centré, afin de le confronter aux connaissances biologiques.

Limitations

Du point de vue de la modélisation, nous avons choisi de ne pas rendre compte des
interactions hôte-microbiote impliquant le système immunitaire. Or, même à l’échelle de
la crypte, le système immunitaire joue un rôle majeur et un modèle complet devrait en
rendre compte. Toutefois, les mécanismes de l’immunité étant systémiques, délimiter la
réponse immunitaire propre à la crypte est ardue : cette simplification n’est pas propre
au modèle développé ici, mais est commune aux modèles existant actuellement dans la
littérature.

Dans notre modèle, l’action du microbiote sur les cellules épithéliales de la crypte
a lieu par l’intermédiaire de molécules issues de l’activité bactérienne. Dans certaines
situations cependant, il serait intéressant de pouvoir modéliser explicitement les bactéries,
par exemple pour des infections où les bactéries pathogènes entrent en contact avec les
cellules épithéliales. Mais les métabolites sélectionnés (buryrate, O2) sont les acteurs
d’une boucle de rétro-action cruciales dans les interactions hôte-microbiote, impliquée
par exemple dans les dysbioses consécutives aux infections par des pathogènes entériques
(salmonelles, Escherichia coli enterrohémorragique, Shigella). Ainsi, une bonne part des
interactions métaboliques entre l’hôte et le microbiote est modélisable par ce modèle.

Nous avons également réduit l’espace à une dimension et choisi une géométrie fixe.
D’autres modèles de crypte reproduisent précisément la géométrie des cryptes et auto-
risent des déformations de la membrane basale. Ces modèles ont cependant été développés
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pour des application différentes, notamment à la biologie du développement ou à la cancé-
rologie (dans ce cas, l’hyper-prolifération des cellules épithéliales entraîne une déformation
de la crypte et conduit à la formation de polypes). Dans le cadre de la modélisation des
interactions hôte-microbiote, une représentation plus fine de la géométrie des cryptes et
de la membrane basale pourrait être utile pour reproduire précisément les variations de
profondeur de cryptes observées par exemple lors de la conventionnalisation des animaux
axéniques, ou pour modéliser l’action de certains pathogènes qui détruisent ou allongent
drastiquement les cryptes.

Enfin, nous n’avons pas modélisé la présence de la couche de mucus qui couvre l’épi-
thélium et qui joue également un rôle important dans les interactions hôte-microbiote.
Cependant, les cellules à mucus sont incluses dans le modèle de différenciation cellulaire
développé dans cette thèse : la couche de mucus pourrait être aisément rajoutée comme un
métabolite extérieur avec une réaction aux dérivées patielles, en s’appuyant sur des tra-
vaux précédents développés dans l’équipe [41], ou en dérivant un modèle individu-centré
(cf Perspectives ci-dessous).

A ce stade, le modèle présente encore des lacunes pouvant être dues aux choix de mo-
délisation ou à une mauvaise paramétrisation. En particulier, la fonction utilisée pour la
force d’interaction mécanique entre cellule ne reproduit que partiellement le phénomène
de migration cellulaire, car les interactions ne sont pas suffisamment répulsives lorsque les
cellules sont proches. Nous souhaitons tester d’autres fonctions, dont la dérivée ne soit pas
nulle en 0, ce qui devrait permettre de limiter le phénomène d’agrégation. L’utilisation
dans notre modèle d’une force répulsive non-bornée lorsque la distance entre les cellules
tend vers 0 n’est pas envisageable, car étant en une dimension, il est possible d’observer
plusieurs cellules à la même position. Cela pourrait être envisagé pour des modèles en
deux ou trois dimensions, mais en revanche, cela ne rentre pas dans les hypothèses du
théorème de convergence en grande population que nous avons démontré. En l’absence de
termes sources, la convergence d’un modèle de particules en interaction vers une équation
de self-aggregation avec un potentiel singulier en 0 a été démontré par [22]. Nous espé-
rons également qu’un travail supplémentaire de paramétrisation permettra d’améliorer
les simulations.

Perspectives

Nous continuons à travailler pour atteindre le stade de calibration du modèle sur
des données expérimentales, et de manière générale, utiliser ce modèle pour analyser
quantitativement des données. L’intérêt de notre modèle sera de pouvoir accéder à la
dynamique temporelle continue des différents types cellulaires tandis que les biologistes
n’ont pour l’instant accès qu’à un nombre fini d’observations, chacune nécessitant le
sacrifice d’un animal. Par ailleurs, la mesure des concentrations de molécules diffusant
dans la crypte n’est souvent pas réalisable in vitro ce qui peut limiter la compréhension
de leur impact sur les cellules épithéliales. Notre modèle pourrait à partir de données de
concentrations dans la lumière intestinale, donner un intervalle de valeurs plausibles.

L’équipe Probihôte travaille désormais avec des organoïdes intestinaux, pour lesquels
le comptage des différents types cellulaires et l’observation de l’état de l’épithélium in-
testinal est beaucoup plus aisé. Ces données pourraient faciliter la calibration du modèle.
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Plus largement, je pense que la mise au point de modèle pour des systèmes expérimentaux
in vitro est une voie de recherche prometteuse.

L’ajout au modèle de la dynamique de la couche de mucus est également une pers-
pective intéressante. Une démarche similaire à celle que nous avons suivi dans cette thèse
pourrait être envisagée : formulation d’un modèle individu-centré à l’échelle des macro-
molécules prenant en compte la sécrétion par les cellules en gobelet et la dégradation par
les enzymes bactériennes, puis dérivation d’un modèle macroscopique. De plus, il existe
déjà une riche littérature en physique et en mathématiques sur les réseaux de polymères
et les modèles limites continus associés.

D’un point de vue théorique, certains développements pourraient être envisagés. On
pourrait également essayer de rendre rigoureuse la convergence formelle du modèle de self-
aggregation vers le modèle des milieux poreux. Enfin, nous pourrions tenter d’améliorer le
résultat de convergence du modèle PDMP vers le modèle de self-aggregation, par exemple
en s’intéressant aux vitesses de convergence.

Enfin, plusieurs modèles du microbiote dans la lumière intestinale ont été développés
au sein de notre équipe et dans lesquels la paroi intestinale est représentée de manière
très simplifiée [74]. Nous souhaiterions les coupler aux modèles déterministes de crypte
que nous avons obtenu. Ceci permettra de compléter notre modèle de crypte, qui simule
pour l’instant les effets du microbiote sur l’épithélium, en prenant en compte l’effet de
l’épithélium intestinal sur le côlon et de simuler ainsi les interactions bilatérales entre
l’hôte et son microbiote à l’échelle de l’organe tout entier.
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Titre: Modélisation du dialogue hôte-microbiote au voisinage de l’épithélium de l’intestin distal

Mots clés: modèle individu-centré, physiologie, modélisation multi-échelle, microbiote intestinal, pro-
cessus stochastiques, équations aux dérivées partielles.

Résumé: La physiologie et la santé de l’Homme
dépendent des activités des cellules humaines, mais
aussi de celle du microbiote intestinal, et de leurs
interactions. Chez les Mammifères, l’épithélium in-
testinal est structuré en un nombre extrêmement
élevé d’invaginations appelées cryptes. La crypte in-
testinale est l’unité la plus simple du dialogue hôte-
microbiote. Les dimensions de la crypte (quelques
centaines de cellules) et les nombreuses connais-
sances accumulées sur son fonctionnement incitent
à en faire une modélisation détaillée. Nous avons
construit un modèle individu-centré des cellules ép-
ithéliales interagissant avec des espèces chimiques is-
sues de l’activité du microbiote, sous la forme d’un
processus markovien déterministe par morceaux. Ce
modèle prend en compte: les interactions liées au
contact entre cellules voisines (mécaniques notam-
ment) ; la prolifération, la différenciation et la mort

cellulaire régulées spatialement ou par les concentra-
tions des espèces chimiques; des espèces chimiques
diffusant dans la lumière de la crypte et réagissant
avec les cellules. La convergence du modèle individu-
centré stochastique vers un modèle déterministe sous
l’hypothèse d’une grande population est démontrée.
Un second modèle limite est dérivé formellement
lorsque la taille des cellules épithéliales tend vers 0.
Ces modèles alternatifs permettent de réaliser des
simulations beaucoup plus rapides, afin d’éclairer le
fonctionnement du modèle individu-centré ou de le
coupler à un modèle du côlon complet. Ces trois
modèles sont implémentés, la convergence des mod-
èles est illustrée numériquement, et les simulations
du modèle individu-centré sont analysées et mon-
trent que l’on reproduit qualitativement le fonction-
nement de la crypte intestinale.

Title: Modelling the host-microbiota cross-talk near the distal intestinal epithelium

Keywords: individual-based model, physiology, multiscale modelling, intestinal microbiota, stochastic
processes, partial differential equations.

Abstract: Human health and physiology relie
both on human cells activity and on intestinal mi-
crobiota activity, as well as on their interactions. In
Mammals, the intestinal epithelium is very densely
folded, and the smallest fold is called the intesti-
nal crypt. It is also the simplest unit of the host-
microbiota crosstalk. The size of a crypt, which
is made of approximately 700 cells, and the de-
tailed knowledge that we have of its functionning are
amenable to build a detailed mathematical model.
We constructed an individual-based model of ep-
ithelial cells interacting with chemicals produced by
the microbiota which diffuse in the crypt lumen.
This model is formalised as a piecewise determinist
Markov process. It accounts for: local interactions
due to cell contact (among which are mechanical in-

teractions); cell proliferation, differenciation and ex-
trusion which are regulated spatially or by chemi-
cals concentrations; chemicals diffusing and reacting
with cells. We demonstrate the convergence of the
stochastic individual-based model to a determinis-
tic model under the assumption of large population.
A second limit model is obtained formally when the
size of cells goes to 0. We aim at obtaining deter-
ministic limit model because they can be simulated
much faster, and can be used to improve understand-
ing of the stochastic model or can be coupled with a
model of the whole colon. The three models are im-
plemented, convergence of models is shown numeri-
cally, and simulations of the individual-based model
are analysed to show that qualitative behaviour of
the crypt is reproduced.
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