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Chapitre 1

Introduction

La théorie des groupes a émergé de l’étude des transformation en géométrie,
la théorie des nombres et l’étude des groupes de permutations des racines
de polynômes à travers les travaux d’Evariste Galois au 19ème siècle. Les
groupes ont ensuite été étudiés comme objets algébriques abstraits. Une
perception plus géométrique des groupes a émergé au début du 20ème siè-
cle notamment avec les travaux de Max Dehn en 1911 dans son étude des
propriétés algorithmique des groupes [19]. Ceci fut à l’origine d’un nouveau
point de vue considérant les groupes comme espaces métriques. Cette vision
a été ensuite développée en particulier dans les travaux de Michael Gromov
[33] pour donner naissance à la théorie géométrique des groupes.

Tout groupe G engendré par une partie génératrice finie S symétrique peut
être muni d’une distance appelée distance des mots. La longueur d’un élé-
ment x du groupe G relativement à S est notée lS(x). Il s’agit du plus petit
entier k tel qu’il existe s1, ..., sk ∈ S dont le produit s1...sk vaut x. La distance
entre deux éléments x et y du groupe est alors la longueur de y−1x. Pour
un groupe G fixé, les espaces métriques ainsi obtenus sont quasi-isométriques.

Cette approche a permis d’étudier les propriétés algébriques des groupes
à travers des propriétés géométriques comme la croissance du volume des
boules, le profil isopérimétrique, les fonctions de Følner, les espaces des bouts,
l’existence de quasi-plans et le bord pour certains groupes. L’un des objectifs
de la théorie géométrique des groupes est de comprendre quelles propriétés
des groupes peuvent être exprimées en termes géométriques et de classer les
groupes à quasi-isométrie près. Un exemple célèbre de propriété algébrique
formulée géométriquement, est le fait qu’un groupe est virtuellement nilpo-
tent si et seulement s’il est à croissance polynomiale. Ce théorème a été
démontré par Mikhael Gromov dans [34].
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans les années 1980, Mikhael Gromov a développé la notion de groupes hy-
perboliques qui sont des groupes ayant une géométrie analogue aux espaces
hyperboliques au sens où les triangles géodésiques sont fins. Les groupes
hyperboliques et leurs généralisations ont connu un grand développement et
restent un sujet de recherche actif, voir e.g [15].

On dit qu’un groupe est périodique, ou de torsion, si tous ses éléments sont
d’ordre fini. Dans [13], William Burnside a posé le problème cherchant à
savoir si tout groupe de torsion de type fini est fini. En 1968, Serguei Novikov
et Sergei Adian ont montré dans [54] que le groupe de Burnside libre de rang
m et d’ordre n

B(n,m) = Fm/〈xn|x ∈ Fm〉

est infini quand n est impair et n ≥ 4381. Des preuves géométriques de ce
résultat ont été apportées par Aleksandr Ol’shanskii dans [48] et par Thomas
Delzant en collaboration avec Mikhael Gromov dans [20].
En 1992, Sergei Ivanov [38] montra que le groupe B(n,m) est infini si n est
pair, n ≥ 248 et n divisible par 29. Par la suite, Igor Lysenok a montré dans
[41] que ceci est vrai pour n ≥ 8000.

1.1 Contributions de la thèse
Étant donnée une fonction positive ` sur un groupe G quasi-isométrique à
une longueur des mots sur G, nous souhaitons savoir dans quels cas ` est réal-
isable comme une longueur des mots. En d’autres termes, existe-t-il un sous-
ensemble S ′ de G tel que ` est la longueur correspondant à S ′? Des exemples
d’obstacles à une telle fonction positive ` pour être une longueur des mots
est donné par le taux de croissance uniforme etudité dans [17, 18, 27, 39, 42]
et la non-moyennabilité uniforme étudiée dans [6, 50, 51]. Il a par exem-
ple été démontré dans [39, Theorem 1.1] que les groupes hyperboliques non-
élémentaires sont à croissance exponentielle uniforme. Il a été démontré dans
[6, Theorem 1] que les groupes hyperboliques non-élémentaires, les groupes
possédant un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur un groupe libre
non-abélien et les groupes de Burnside libres avec un exposant assez grand,
les groupes sont uniformément non-moyennables. Ces notions donnent des
contraintes sur les longueurs des mots qui sont indépendantes des parties
génératrices considérées. Alors si la fonction ` ne respecte pas ces contraintes,
elle n’est pas une longueur des mots.

Nous observons que dans certains groupes, la valeur de ` pour un seul élé-
ment peut constituer un obstacle pour être réalisable comme longueur des
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mots. Si la longueur de la fonction ` considérée ci-dessus en g est supérieure
à supS{lS(g)}, alors il est clair que ` n’est pas une longueur des mots.

Définition 1. (=Définition 3.0.1) Étant donné un groupe de type fini G, un
élément g ∈ G est dit uniformément borné si la longueur de g est unifor-
mément bornée par une constante M(g) pour toute partie génératrice de G.
Notons Gbound l’ensemble de ces éléments.

Dans cette thèse, nous introduisons et étudions l’ensemble Gbound qui
s’avère être un sous-groupe caractéristique. En particulier, nous étudions ce
sous-groupe pour les classes de groupes suivantes: nilpotents, hyperboliques,
virtuellement abéliens et les groupes possédant une loi uniforme.

Dans de nombreuses classes de groupes, le sous-groupe Gbound est trivial.
C’est le cas par exemple, pour les groupes avec FC-centre trivial, car Gbound

est inclus dans le FC-centre qui le sous-groupe des éléments ayant un nom-
bre fini de conjugués (Corollaire 3.1.2). En particulier, c’est le cas pour
les groupes agissant sur des arbres, extensions HNN , amalgames [16]. Le
sous-groupe Gbound est également trivial dans le cas des groupes abéliens
(Théorème 6.1.1) et hyperboliques non-élémentaires (Corollaire 4.2.1). Cepen-
dant, il existe des exemples où ce sous-groupe est non-trivial.

Exemple. Soit G = Z × D8 où D8 est le groupe diédral à 8 éléments. Le
sous-groupe Gbound est le centre de D8 qui est un sous-groupe à deux éléments
(Exemple 6.1.1).

Dans mon premier article [1], je démontre les résultats suivants.

Théorème (A). (=Théorème 6.1.1) Le sous-groupe Gbound est fini quand le
groupe G est virtuellement abélien.

La "maille" d’un groupe de type fini, qui est la borne supérieure des
longueurs des plus petits lacets non triviaux dans les graphes de Cayley du
groupe G considéré (voir chapitre 3.2), a été étudiée par Saul Schleimer [59],
Aleksandr Ol’shanskii et Mark Sapir [49] et par Azer Akhmedov [4].
Nous donnons un critère de trivialité de Gbound en terme de "maille" (voir
Section 3.2). Nous utilisons principalement le résultat de Azer Akhmedov [4]
pour le cas des groupes hyperboliques non-élémentaires.

Proposition (A). (=Proposition 3.2.1) Si la maille d’un groupe G est in-
finie, alors Gbound ne contient pas d’éléments de torsion.

Nous obtenons le corollaire suivant.
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Figure 1.1: Graphe de Cayley de Z × D8 avec générateurs {5, 7} de Z et
{A,B}, les pré-images des générateurs de l’abélianisé de D8.

Corollaire. (=Corollaire 4.2.1) Dans un groupe G qui a une maille infinie,
si Gbound est fini, alors il est trivial. En particulier, Gbound est trivial quand
le groupe est hyperbolique non-élémentaire.

Nous montrons également le résultat suivant ( voir théorème 5.1.1).

Théorème (B). (=Théorème 5.1.1) Pour tout groupe fini A, il existe un
groupe infini G tel que Gbound = A.

Par la suite, nous étudions la dépendance d’une variante de Gbound en les
cardinaux des parties génératrices.

Définition 2. (=Définition 7.0.1) Soient G un groupe de type fini, r(G)
le rang de G, d un entier tel que d ≥ r(G) et E(d) l’ensemble des par-
ties génératrices finies de G de cardinal inférieur à d. Notons Gbound(d)
l’ensemble {g ∈ G : ∃M > 0 tq S ∈ E(d), lS(g) ≤M}.
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Nous montrons que les sous-groupes Gbound(d) satisfont plusieurs pro-
priétés de Gbound. Nous utilisonsun résultat de A. Ol’shanskii et M. Sapir
[49] pour en déduire que si G est hyperbolique non-élémentaire, les sous-
groupes Gbound(d) sont triviaux pour d > r(G).
Nous montrons aussi que les sous-groupes Gbound(d) peuvent varier en fonc-
tion de d. En particulier, nous calculons les valeurs de la suite Gbound(d) avec
d ≥ r(G) dans le cas où G est un groupe abélien libre et aussi dans le cas où
G est le groupe de Heisenberg discret (à coefficients entiers).

Proposition (B). (=Proposition 7.2.1) Soit G = Zd.

1. Pour d = 1, si m = 2, Gbound(m) = G sinon Gbound(m) = {0}.

2. Pour d ≥ 2 et m ≥ 2d, alors Gbound(m) = {0}.

Proposition (C). (=Proposition 7.2.2)
Soit G =< a, b, c| [a, b] = c, [a, c] = [c, b] = 1 > le groupe de Heisenberg.
On a:

1. Gbound(4) = Z = Z(G) le centre de G.

2. Pour d ≥ 6, Gbound(d) est trivial.

En particulier, ceci implique le résultat suivant.

Corollaire. (=Corollaire 7.2.1) Soit G le groupe de Heisenberg, Gbound est
trivial.

Dans un travail en cours [2], j’étudie le sous-groupe Gbound dans le cas des
groupes virtuellement nilpotents. Je montre en particulier ce qui suit.

Théorème (C). (=Théorème 6.2.1) Soit G un groupe infini nilpotent de
classe 2. Le sous-groupe Gbound est le plus grand sous-groupe fini de la suite
centrale descendante.

Nous montrons ensuite le résultat suivant pour les groupes virtuellement
nilpotents.

Proposition (D). (=Proposition 6.3.1) Soient H le groupe de Heisenberg et
G un groupe qui contient un sous-groupe d’indice fini isomorphe à H. Alors
Gbound est fini.

Nos résultats soulèvent les questions suivantes.
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Question: Existe-t-il un groupe G tel que Gbound est infini?

Question: Est-il vrai que Gbound est fini pour tout groupe G virtuellement
polycyclique?

Question: Est-ce que Gbound est fini dans le cas des groupes résolubles?

1.2 Organisation de la thèse
Après ce chapitre introductif, nous exposons au second chapitre quelques
rappels sur les groupes de type fini et de présentation finie, sur les éléments
ayant un nombre fini de conjugués et sur les groupes nilpotents. Nous définis-
sons ensuite les graphes de Cayley, qui sont une représentation géométrique
des groupes. Nous en donnons quelques exemples et propriétés.
Le chapitre 3 introduit les propriétés de base du sous-groupe Gbound et en
donne les premiers exemples.
À travers le chapitre 4, nous rappelons la définition ainsi que quelques pro-
priétés des groupes hyperboliques avant de décrire le sous-groupe Gbound pour
ces groupes.
Dans le chapitre 5, nous construisons des groupes avec Gbound prescrit en util-
isant des groupes de torsion. Ceci, après un bref état de l’art sur les groupes
de Burnside. Nous discutons ensuite le cas du premier groupe de Grigorchuk
pour lequel Gbound est trivial.
Des critères de finitude de Gbound sont donnés au chapitre 6. Nous y étudions
Gbound dans les cas des groupes abéliens, virtuellement abéliens et nilpotents.
De plus, nous y donnons un exemple de groupe virtuellement nilpotent de
classe 2 avec Gbound trivial.
Nous finissons cette thèse par un septième chapitre consacré à la suite des
sous-groupes {Gbound(d)}d≥r(G) qui sont une généralisation du sous-groupe
Gbound. Nous montrons quelques propriétés générales de cette suite et nous
la calculons dans le cas des groupes abéliens libres et dans le cas du groupe
de Heisenberg.



Chapitre 2

Rappels sur les groupes

2.1 Propriété de finitude
Définition 2.1.1. On dit d’un groupe G qu’il est de type fini, s’il existe un
sous ensemble fini S ⊂ G, tel que tout élément g ∈ G est égal à un produit
d’éléments de S. Ainsi, ∀g ∈ G, ∃s1, . . . , sk ∈ S tel que g = s±1

1 . . . s±1
k .

L’ensemble S est appelé partie génératrice de G.

Il est clair que tout groupe fini est de type fini.

-Le groupe Zd est un groupe de type fini engendré par la partie généra-
trice S = {(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , , 1)}.

-Il existe une infinité non dénombrable de classes d’isomorphismes de groupes
de type fini. En particulier, il existe une infinité non dénombrable de groupes
à petites simplifications (voir section 4.1.1).

-De même, il existe une infinité non dénombrable de groupes résolubles. En
particulier, Philip Hall a montré que tout groupe abélien dénombrable est
isomorphe au centre d’un certain groupe résoluble de type fini (voir Théorème
6 dans [37]). Or, il existe une infinité non dénombrable de groupes abéliens
dénombrables non-isomorphes.

La propriété qu’un groupe soit de type fini est préservée par les opéra-
tions suivantes :
-Le produit direct, le produit libre, le produit amalgamé, le quotient par un
sous-groupe distingué et l’extension par un groupe de type fini.
Il est également connu que le produit en couronne de deux groupes de type

11



12 CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LES GROUPES

fini est de type fini.

Croissance des groupes de type fini

Définition 2.1.2. Soit G un groupe engendré par une partie génératrice
finie S. Notons BS(n) la boule de rayon n pour la distance induite par S.
On appelle

- Taux de croissance d’un groupe G de partie génératrice finie A [17], le
nombre

λ(G,S) = lim n

√
#BS(n).

Cette limite existe par la sous-multiplicativité de #BS(n).

- Taux de croissance uniforme λ(G) = infS λ(G,S).

Définition 2.1.3. Soient G un groupe de type fini et S une partie génératrice
finie de G. On appelle longueur des mots associée à S, la fonction lS : G −→
R+ telle que pour tout élément g ∈ G, lS(g) = min{n ∈ N | g = s1 . . . sn, si ∈
S}.

Cette longueur permet de définir une distance dS sur le groupe G, de la
manière suivante: pour x, y ∈ G, nous avons dS(x, y) = lS(x−1y).

Définition 2.1.4. Le taux de croissance permet de classer les groupes de
type fini à quasi-isométrie près en trois catégories:

- λ(G,S) > 1 groupes à croissance exponentielle.

- λ(G,S) = 1 groupes à croissance sous-exponentielle:

1. s’il existe un entier d > 0 tel que #BS(n) ≤ αnd croissance poly-
nomiale.

2. #BS(n) crois plus vite que tout polynôme, croissance intermédi-
aire.

Les groupes libres de type fini et plus généralement les groupes hyper-
boliques, sont de croissance exponentielle [29]. Les groupes a croissance poly-
nomiale sont les groupes virtuellement nilpotents [34]. Il existe une infinité
non dénombrable de groupes à croissance intérmédiaire [31].

Présentation de groupes
La notion de présentation permet de représenter les groupes de manière plus
précise en terme de générateurs et de relations entre ces générateurs.
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Définition 2.1.5. Soit G un groupe engendré par une partie génératrice
S. Soit F (S) le groupe libre engendré par S. Il existe un morphisme π :
F (S) −→ G tel que π|S = IdS. Soit N = ker(π), le noyau de ce morphisme.
Soit R un sous-ensemble de N tel que le plus petit sous-groupe distingué de
F (S) contenant R est N . En d’autres termes, N est l’intersection de tous
les sous-groupes distingués de F (S) contenant R. Dans ce cas, G admet une
présentation notée < S | R >. Si G admet une présentation < S|R > où les
ensembles S et R sont finis, G est alors dit de présentation finie.

Exemples de groupes de présentation finie:

-Le groupe libre à k générateurs est clairement de présentation finie.

-Le groupe abélien libre à k générateurs a pour présentation
< x1, . . . , xk| [xi, xj], 1 ≤ i, j ≤ k >.

-Le produit direct de deux groupes de présentation finie.

Définition 2.1.6. Le produit en couronne de deux groupes G et H est le
groupe H o G = (⊕g∈GHg) o G où G agit sur (⊕g∈GHg) à gauche par trans-
lations.

Notons que si deux groupes H et G sont engendrés respectivement par
deux partie finies X et Y , leur produit en couronne H o G est engendré par
l’union de (· · · × {eH} ×X × {eH}×, . . . ) ⊂ ⊕g∈GHg et {e} × Y ⊂ {e} ×G.

Exemple 2.1.1. Le produit en couronne Z/2ZoZ est appelé groupe de Lamp-
lighter ou bien groupe de l’allumeur de réverbères. Cette appellation est due
au fait que l’action du groupe Z sur le groupe infini ∑i∈Z Z/2Z fait penser à
un allumeur de réverbères qui change les états (allumée/éteinte) d’une lampe
(réverbère) qui fait partie d’une suite infinie de lampes.

Définition 2.1.7. Soient deux groupes G et H ayant pour présentations
respectives H =< S1|R1 > et G =< S2|R2 >. Le produit libre de G et H est
le groupe donné par la présentation G ∗H =< S1 t S2|R1 tR2 >.

Nous déduisons que le produit libre de deux groupes libres est un groupe
libre.

Définition 2.1.8. Soient G =< S1|R1 >, H < S2|R2 > deux groupes et K
un sous-groupe de G isomorphe à un sous-groupe KH de H par un morphisme
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φ : K −→ KH . Le produit amalgamé de G et H sur K est le groupe donné
par la présentation

G ∗K H =< S1 t S2|R1 tR2 t {φ(k)k−1}k∈K > .

Définition 2.1.9. Soient G un groupe de type fini et S une partie génératrice
finie de G. On appelle longueur des mots associée à S, la fonction lS : G −→
R+ telle que pour tout élément g ∈ G, lS(g) = min{n ∈ N | g = s1 . . . sn, si ∈
S}.

Cette longueur permet de définir une distance dS sur le groupe G, de la
manière suivante: pour x, y ∈ G, nous avons dS(x, y) = lS(x−1y).

2.2 FC-centre
Le FC-centre d’un groupe (FC pour Finite Conjugacy) est une généralisation
de la notion de centre.

Définition 2.2.1. Soit G un groupe. On appelle FC-centre de G que l’on
note FC(G), le sous-groupe formé par les éléments de G qui ont un nombre
fini de conjugués i.e FC(G) = {g ∈ G | #{hgh−1}h∈G <∞}.

Un résultat classique stipule que les sous-groupes de type fini du FC-
centre sont virtuellement abéliens. Dans cette section nous expliquons la
preuve de ce résultat. Commençons par le lemme suivant:

Lemme 2.2.1. (Lemme 2.14 dans [56]) Soient G un groupe et A = {Xα}α∈I
une famille de sous-groupes telle que: si X et Y ∈ A, alors pour tout y ∈ Y ,
yXy−1 ∈ A. Nous obtenons alors le fait que pour tout bon ordre sur A, donc
sur I, le groupe engendré par l’union des {Xα}α∈I est J = Xα1Xα2 ..., le
produit des Xα dans l’ordre croissant.

Preuve. Nous avons J ⊂< ∪α∈IXα >. Soit a ∈ J − {e}, a s’écrit comme un
produit: a = x1...xr avec r minimal et xi ∈ Xαi

. Considérons que Xα1 ...Xαr

est minimal pour l’ordre lexicographique induit par l’ordre sur I.
Montrons que la suite α1, .., αr est strictement croissante. Supposons αi = αj
avec i 6= j. Dans ce cas, a = x1...xixjx

xj

i+1...x
xj

j−1xj+1..xr avec xu = uxu−1.
En revanche, comme xixj ∈ Xαi

, il s’agit d’une écriture de a plus courte
que x1...xr. Ceci étant impossible, alors pour i 6= j, nous avons αi 6= αj.
Supposons à présent qu’il existe xi dans l’écriture de a tel que αi+1 < αi,
alors

a = x1...xi+1(x−1
i+1xixi+1)xi+2...xr (∗).
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Comme x−1
i+1Xαi

xi+1 ∈ A, le mot obtenu ici est plus petit que x1...xr dans
l’ordre lexicographique. Ceci est impossible. A présent, dans le cas où αi+m <
αi, nous pouvons nous ramener au cas αi+1 < αi en effectuant la manipulation
(∗).

Corollaire 2.2.1. (Corollaire 2 du Lemme 2.14, [56]) Soient G un groupe
et F ⊂ G une partie finie stable par conjugaison telle que tous les éléments
de F sont d’ordre fini. Dans ce cas, le groupe engendré par F est fini.

Preuve. Notons Xα le groupe engendré par l’élément α et A = {Xα}α∈F . A
est une famille finie de groupes, alors nous pouvons la munir d’un bon ordre.
Lorsque nous appliquons le lemme précédent à A, nous obtenons le fait que
le groupe < ∪α∈FXα >=< F > est un produit fini de groupes finis. Il est
donc un sous-groupe fini de G.

À présent, nous pouvons démontrer le théorème.

Théorème 2.2.1. (Théorème 4.3.1 dans [56]) Soit G un groupe de type fini
tel que FC(G) = G, alors G est virtuellement Zd.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, nous allons montrer que G/C(G) est
un groupe fini, où C(G) est le centre de G. Pour x ∈ G, notons C(x) le
centralisateur de x.
Nous allons appliquer le Corollaire 2.2.1 à F , une partie génératrice finie de
G/C(G) bien choisie. Notons S = {s1, ..., sn} une partie génératrice de G
stable par conjugaison. Comme tout élément de G admet un nombre fini de
conjugués, nous pouvons simplement ajouter tous les conjugués qui manquent
dans S. Notons πi : G −→ G/C(si) la projection canonique. Soit a ∈ G.
Comme tout si ∈ S admet un nombre fini de conjugués, alors G/C(si) est
fini. Dans ce cas, il existe un ki ∈ N tel que πi(a)ki = e. En d’autres termes,
aki ∈ C(si). Ainsi, ak1..kn ∈ ∩1≤i≤nC(si) = C(G). Nous en déduisons alors
que tous les éléments de F sont d’ordre fini. Ceci nous permet d’appliquer
le corollaire précédent à F qui est une partie génératrice de G/C(G). Nous
en déduisons alors que G/C(G) est fini.
Il s’ensuit que G est une extension finie de son centre qui est abélien et
de type fini en conséquence du Lemme de Schreier. Par conséquent, G est
l’extension finie d’un groupe abélien de type fini qui est alors une extension
finie de Zd.

Même s’il n’y a pas de sous-groupe FC-central de type fini qui ne soit pas
virtuellement abélien, il existe de nombreuses classes de groupes où FC-centre
est grand. Une construction possible est due à P.Hall [37]. Une application
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des sous-groupes FC-centraux a été exposée dans l’article d’Antoine Gour-
nay [30]. Jérémie Brieussel et Tianyi Zheng [11] utilisent une généralisation
des extentions FC-centrales pour construire des classes de groupes avec la
propriété HFD de Shalom (Voir aussi [24]).

2.3 Les groupes nilpotents
Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés des
groupes nilpotents. Le chapitre 6 expose nos résultats sur Gbound quand
G est virtuellement nilpotent.

Définition 2.3.1. Soit G un groupe.

- On appelle commutateur de deux éléments x, y de G, l’élément

[x, y] = xyx−1y−1.

- On appelle commutateur de n éléments x1, . . . , xn, l’élément

[x1, . . . , xn] = [. . . [x1, x2], x3], . . . xn].

Définition 2.3.2. Un groupe G est dit nilpotent de classe n avec n ≥ 1 si
les commutateurs de longueur n + 1 sont égaux à l’élément trivial dans G.
Ceci équivaut à dire que pour la suite centrale descendante Ci+1 = [Ci, G],
telle que C0 = G, nous avons Cn = {e}. Le groupe Ci est engendré par les
commutateurs de longueur i de G.

Les groupes de la suite centrale vérifient C0 . · · · . Cn+1. De plus, nous
avons la propriété suivante.

Lemme 2.3.1. Pour tout groupe G, a1, . . . , aj ∈ G et k1, . . . , kj ∈ Z, nous
avons

[ak1
1 , . . . , a

kj

j ] = [a1, . . . , aj]
∏j

i=1 ki mod Gj+1.

En particulier, si G est nilpotent de classe n+ 1 alors

[ak1
1 , . . . , a

kn
n ] = [an, . . . , an]

∏n

i=1 ki .

Preuve. Notons [x, y] = xyx−1y−1. Nous savons que pour tout groupe G et
x1, x2, x3 ∈ G, nous avons

[x1, x2x3] = [x1, x3][x3, [x1, x2]][x1, x2] (2.1)
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voir par exemple la formule (10.2.1.2) dans [36]. Ceci implique que pour
des entiers n,m ∈ Z, [xn1 , xm2 ] = [x1, x2]nm mod G3 où G3 est le sous-groupe
des commutateurs de longueur 3. Procédons par récurrence. Supposons que
pour tout a1, . . . , aj ∈ G et k1, . . . , kj ∈ Z, nous avons

[ak1
1 , . . . , a

kj

j ] = [a1, . . . , aj]
∏j

i=1 ki mod Gj+1.

Soient aj+1 ∈ G et kj+1 ∈ Z deux éléments non-triviaux. Nous avons

[ak1
1 , . . . , a

kj+1
j+1 ] = [([a1, . . . , aj]

∏j

i=1 ki)h, akj+1
j+1 ]

où h ∈ Gj+1. En utilisant l’équation 2.1, nous obtenons

[ak1
1 , . . . , a

kj+1
j+1 ] = [[a1, . . . , aj]

∏j

i=1 ki , a
kj+1
j+1 ] mod Gj+2

et
[ak1

1 , . . . , a
kj+1
j+1 ] = [a1, . . . , aj+1]

∏j

i=1 ki mod Gj+2.

Ce qui termine la preuve. Si G est nilpotent de classe n + 1, alors Gn+1 est
trivial. Dans ce cas, pour tout a1, . . . , aj ∈ G et k1, . . . , kj ∈ Z,

[ak1
1 , . . . , a

kn
n ] = [an, . . . , an]

∏n

i=1 ki .

Lemme 2.3.2. Soit G un groupe de type fini, H et K deux sous-groupes
distingués de G, engendrés respectivement par X et Y . Le sous-groupe [H,K]
est le plus petit sous-groupe distingué de G contenant l’ensemble S = {[x, y] :
x ∈ X, y ∈ Y }.

Preuve. Soit N le plus petit sous-groupe distingué contenant S. Il est clair
que N ⊂ [H,K]. Les éléments de X commutent avec les éléments de Y dans
le quotient G/N . Comme tout élément de H est un produit d’éléments de
X et tout élément de K est un produit d’éléments de Y , les éléments de K
et H commutent dans G/N . Ceci implique que N ⊂ [H,K].

Lemme 2.3.3. Soit G un groupe nilpotent engendré par une partie généra-
trice finie S. Le sous-groupe Ci est engendré par Si = {[s1, . . . , si] | ∀1 ≤
j ≤ i, sj ∈ S}, les commutateurs de longueur i de la partie S [42].

Preuve. Par récurrence, le cas i = 2 résulte du Lemme 2.3.2. Supposons que
l’assertion est vraie pour Ci. Nous avons Si+1 ⊂ Ci+1 et Ci+1 est distingué.
Comme N est le plus petit sous-groupe distingué contenant Si+1, il est in-
clus dans Ci+1. Soit g = [x1, . . . , xi+1] un commutateur de longueurs i + 1.
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Le commutateur [x1, . . . , xi] est un produit d’éléments de Si. Dans ce cas,
g = [s1 . . . si, xi+1] = [s1 . . . si, u1 . . . un] où s1, . . . , si ∈ Si et u1, . . . , un ∈ S.
Par ailleurs, nous savons que pour tout groupe G et x, y, z ∈ G, nous avons
[xy, z] = [x, z]y[y, z]. Ceci implique que l’élément g est un produit de con-
jugués d’éléments de Si+1 ainsi, g ∈ N et finalement Ci+1 ⊂ N .
Comme le conjugué d’un commutateur est un produit de commutateurs de
longueurs plus grandes, le groupe Ci est engendré par les commutateurs de
longueur i

Le groupe de Heisenberg à coefficients entiers

G =


1 a c

0 1 b
0 0 1

 | a, b, c ∈ Z


est engendré par la partie

S =

A =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , B =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 et C =

1 0 1
0 1 0
0 0 1


 .

G admet la présentation suivante:

G =< A,B,C|[A,C], [B,C], [A,B]C−1 > .

Ce groupe est nilpotent de classe 2. Il a pour centre C(G) ' Z et

G/C(G) ' Z2.

Définition 2.3.3. Un groupe est dit résoluble de classe n, si la suite des
sous-groupes dérivés Di+1 = [Di, Di], où D0 = G, stationne à {e}. Ceci
signifie qu’il existe un entier n ≥ 1 tel que Dn = {e}

Remarquons que comme la suite centrale descendante, la suite des sous-
groupes dérivés vérifie Dn . . . . Dn+1.
John Milnor [45] et Joseph Wolf [61] ont montré le résultat suivant: Soit G
un groupe résoluble de type fini. Si G n’est pas de croissance exponentielle,
il est virtuellement nilpotent.
Il est connu que les groupes virtuellement nilpotents sont à croissance polyno-
miale. Ce résultat est attribué à Dixmier, Wolf, Guivarc’h, Bass et d’autres,
voir VII.C.26 dans [17] pour l’historique de la question, voir aussi par exemple
[42]. Par conséquent, il n’y a pas de groupe résoluble de croissance intermé-
diaire. Il n’est cependant pas connu s’il existe des groupes de présentation
finie à croissance intermédiaire.
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2.4 Groupes avec loi uniforme
Les groupes possédant une loi uniforme représentent une classe importante
de groupes. Elle contient par exemple les groupes nilpotents, les groupes
abéliens et les groupes de torsion.

Définition 2.4.1. Soit G un groupe de type fini, on dit de G qu’il pos-
sède une loi uniforme s’il existe un mot non trivial w(x1, . . . , xn) dans un
groupe libre Fn où {x1, . . . , xn} est une partie génératrice libre de Fn, telle
que ∀g1, . . . , gn ∈ G, w(g1, . . . , gn) = e. Le mot w(x1, . . . , xn) est alors appelé
loi uniforme sur G.

Exemples:
- Les groupes abéliens ont pour loi uniforme le mot w = x1x2x

−1
1 x−1

2 .
- Les groupes nilpotents de classe n ont pour loi w = [x1, . . . , xn], le commu-
tateur de longueur n, voir 2.3.1.
- Les groupes de torsion tels que l’ordre maximal des éléments est borné, ont
pour loi uniforme un mot w = xn. En particulier, les groupes finis ont pour
loi uniforme x|G|.

Des généralités concernant les lois uniformes sont exposés dans [46] pour.

2.5 Groupes comme espaces métriques
Dans cette section nous rappelons quelques propriétés de base sur les métriques
des mots.

On associe à un groupe G engendré par une partie finie S, un graphe Γ(G,S)
appelé graphe de Cayley de (G,S) dont les sommets sont les éléments du
groupe G. Deux sommets x, y ∈ G sont reliés par une arête si x−1y ∈ S. Le
graphe Γ(G,S) est muni de la distance de (G, dS). Ceci revient à dire que la
distance entre deux sommets est égale à leur distance dans (G, dS)
L’action de G sur lui même par multiplication à gauche définit une action
par isométries sur le graphe de Cayley Γ(G,S).

Exemples de graphes de Cayley

Définition 2.5.1. Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques. « Soient
C ≥ 0, λ > 1.Une application f : E → F est appelée plongement (λ,C)-
quasi-isométrique si pour tout x, y, nous avons

1
λ
dE(x, y)− C ≤ dF (f(x), f(y)) ≤ λdE(x, y) + C
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Figure 2.1: Graphe de Cayley de F2 avec générateurs standard {a±1, b±1}.

Figure 2.2: Graphe de Cayley de Z2 avec générateurs standards
{±(0, 1),±(1, 0)}.

où f est appelée plongement (λ,C)-quasi-isométrique. Si de plus, il existe
une constante K > 0 telle que ∀y ∈ F et dF (f(E), y) ≤ K, on dit que f est
une (λ,C,K)-quasi-isométrie.

Exemple 2.5.1. Tout espace métrique borné est quasi-isométrique à un
point. En particulier, tout groupe fini l’est.

Il n’est pas difficile de voir que l’existence de quasi-isométries entre espaces
métriques définit une relation d’équivalence.

Définition 2.5.2. Une (λ, 0)-quasi-isométrie est appelée application bi-lipschitzienne.

Une application bi-lipschitzienne est clairement continue. Cependant,
ce n’est pas le cas des quasi-isométries de façon générale comme le montre
l’exemple suivant.
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Figure 2.3: Z avec générateurs {±1} et {±2,±3}.

Figure 2.4: Groupe de Heisenberg G =< x, y, z | [x, z], [y, z], [x, y]z−1 >.

Exemple 2.5.2. L’application f : R → R qui associe à un réel sa partie
entière est une (1, 2)-quasi-isométrie avec K = 2.

Lemme 2.5.1. Soit G un groupe de type fini et S1, S2 deux parties généra-
trices finies de G. L’application identité de (G, dS1) dans (G, dS2) est bi-
lipschitzienne [29].

Preuve. Soient λ1 = max{lS1(s)| s ∈ S2}, g ∈ G et w = si1 . . . sin un mot sur
S2 représentant g. Pour pouvoir écrire g comme mot sur S1, nous pouvons
remplacer chaque lettre sij du mot w par un mot sur S1 représentant sij .
Dans ce cas, lS1(g) ≤ λ1lS2(g). En notant λ2 = max{lS2(s)| s ∈ S1} et en
adoptant le même raisonnement, nous obtenons l’inégalité lS2(g) ≤ λ2lS1(g).
Par ailleurs, si nous notons λ = max{λ1, λ2}, nous obtenons

1
λ
lS2(g) ≤ lS1(g) ≤ λlS2(g).

Pour x, y ∈ G, nous avons dS1(x, y) = lS1(x−1y) et dS2(x, y) = lS2(x−1y).
Ceci implique que

1
λ
lS2(x−1y) ≤ lS1(x−1y) ≤ λlS2(x−1y).
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Finalement,
1
λ
dS2(x, y) ≤ dS1(x, y) ≤ λdS2(x, y).

Nous rappelons dans ce qui suit la preuve d’un théorème bien connu dû
à Svarc, Milnor et Efremovic, voir par exemple Proposition 8.19 dans [10],
voir aussi [17].

Théorème 2.5.1. Soit X un espace métrique géodésique et propre i.e tout
couple de points peut être relié par une géodésique et les boules fermées sont
compactes. Soit G un groupe discret agissant sur X proprement discontinu-
ment par isométries tel que X/G compact. Dans ce cas, G est de type fini.
Muni de la distance des mots, G est quasi-isométrique à X.

Preuve. Nous savons queG/X est compact. Comme l’action est par isométries,
elle induit une distance sur le quotient défini par d([x], [y]) = infd(x, y) avec
x ∈ [x], y ∈ [y]. Il existe alors un réel R > 0 tel que diam(X/G) = R. Soit
x0 ∈ X un point fixé. Notons X π−→ X/G la surjection canonique. Dans ce
cas, π(B = B(x0, R)) = X/G.
Introduisons S = {s ∈ G|sB ∩ B 6= ∅} et remarquons que S = S−1. Notons
r = sup{d(sx0, x0)| s ∈ S} et E = r − R. Le réel E est positif car par
définition, R est plus petit que r.
Soit g ∈ G, γ une géodésique joignant x0 à gx0 et (x1, ..., xn) des point de γ
tels que d(xi, xi+1) ≤ E pour i = 0, . . . , n avec xn = gx0.
Comme B est un domaine fondamental pour l’action, ∃γi tel que γ−1

i xi ∈ B.
Nous avons d(γ1x0, x0) ≤ E+R = r alors, γ1 ∈ S. De même, θi = γiγ

−1
i−1 ∈ S

car S = {s ∈ G|sB(xi, R) ∩ B(xi, R) 6= ∅}. Il en découle que g = θn...θ1 ce
qui prouve alors que S engendre G qui est de type fini.

Montrons que G muni de sa distance de mots est quasi-isométrique à X.
Soit f : G→ X qui, à g ∈ G associe gx0 ∈ X. Nous avons:

1
λ
|γ−1

1 γ2| ≤ |γ−1
1 γ2| ≤ d(γ1x0, γ2x0) = d(x0, γ

−1
1 γ2x0) ≤ λ|γ−1

1 γ2|

avec λ = max{r, 1}. Comme B est un domaine fondamental, d(f(G), y) ≤ R
et ce, ∀y ∈ X. Ce qui termine la preuve.

Corollaire 2.5.1. Soit G un groupe de type fini et H < G un sous-groupe
d’indice fini. Pour toute partie génératrice SG (resp SH) de G (resp de H),
l’injection de (H, dSH

) vers (G, dSG
) est une quasi-isométrie bi-lipschitzienne

[17].
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Preuve. Le groupe H agit par isométrie sur le graphe de Cayley Γ(G,SG).
L’action est proprement discontinue et le quotient par H est compact.

Définition 2.5.3. Un groupe G est dit commensurable à un groupe H s’il ex-
iste un sous-groupe G1 de G d’indice fini et un sous-groupe H1 de H d’indice
fini tels que H1 est isomorphe à G1.

Nous pouvons vérifier qu’être commensurable est une relation d’équivalence.

Corollaire 2.5.2. Si deux groupes G et H sont commensurables, alors ils
sont quasi-isométriques [17].

Définition 2.5.4. Les graphes de Cayley sont sommet-transitifs. Ceci sig-
nifie que pour tout couple de sommets, il existe un automorphisme de graphe
qui envoie le premier sommet sur le deuxième.

Exemple 2.5.3. Le graphe de Petersen est un exemple de graphes sommets-
transitif qui n’est pas le graphe de Cayley d’un groupe. Ce graphe est défini de
la manière suivante: les sommets sont les couples non ordonnés de l’ensemble
{1, 2, 3, 4, 5}. Deux sommets (i, j) et (k, l) sont reliés par une arête si la re-
lation {i, j}∩{k, l} = ∅ est vérifiée. La figure suivante montre une représen-
tation de ce graphe.

Figure 2.5: Graphe de Petersen
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Il existe des graphes transitifs qui ne sont pas quasi-isométriques à des
graphes de Cayley. Ceci a été montré par A.Eskin, D.Fisher et K.Whyte
dans [26]. Pour montrer ce résultat, les auteurs ont introduit et utilisé la
notion de coarse differentiation. Ils ont utilisé les graphes de Diestel-Leader.

Dans [22], T.Dymarz a montré que pour deux groupes de type fini, être
quasi-isométrique n’est pas équivalent à être bi-Lipschitz. L’auteur a dé-
montré en particulier le résultat suivant:
Soient deux groupes F et G finis tels que #F = n et #G = nk, où k > 1. Il
n’existe pas de quasi-isométrie bijective entre les groupes G o Z et F o Z si k
n’est pas un produit de facteurs premiers de n.

Définition 2.5.5. Soit Γ un graphe connexe. On appelle nombre de bouts de
Γ, le supremum du nombre de composantes connexes non-bornées des com-
plémentaires des sous-ensembles finis d’arêtes de Γ.

Exemples:

- Le nombre de bouts d’un graphe fini est 0.

- Le graphe Γ(Z2, {(0,±1), (±1, 0)}) possède 1 bout.

- Le nombre de bouts de Γ(Z, {±1}) est 2.

- Γ(F2, {a±1, b±1}) a un nombre infini de bouts.

Le nombre de bouts est un invariant quasi-isométrique (Proposition 7.1.1
dans [29]).
Rappelons un résultat connu et dû à John R.Stallings voir [60].
-Si G est un groupe de présentation finie, sans torsion, dont le graphe de
Cayley possède un nombre infini de bouts, alors G est un produit libre non-
trivial.
-Un groupe de type fini sans torsion, ayant un groupe libre pour sous-groupe
d’indice fini est un groupe libre.

2.6 Propriétés géométriques
Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats connus
sur les propriétés non-géométriques des groupes de type fini.

Définition 2.6.1. Une propriété (P) de groupes de type fini est dite géométrique
si elle est invariante par quasi-isométries. Ceci signifie que si un groupe G
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possède la propriété (P) et qu’un groupe H est quasi-isométrique à G, alors
H est commensurable à un groupe qui possède la propriété (P).

Il est clair qu’être un groupe fini est une propriété géométrique. Il est
facile de voir qu’être de présentation finie est une propriété géométrique. Le
sous-groupe Gbound n’est pas un invariant quasi-isométrique (voir la remarque
2). En particulier, la trivialité de Gbound n’est pas une propriété géométrique.
Néanmoins, il semble intéressant d’étudier l’image de Gbound par les quasi-
isométries pour certaines classes de groupes.

Exemples de propriétés géométriques:

- Admettre une décomposition en produit libre non-triviale. Ceci est
obtenu en utilisant le théorème de Stallings [60] cité précédemment.

- Être un groupe libre Fk avec k ≥ 1. Cette propriété est une conséquence
du théorème cité précédemment (Théorème 19, chapitre 7 dans l’article
[29]).

- Être nilpotent. Ceci est une conséquence d’un célèbre résultat de
M.Gromov sur les groupes à croissance polynomiale [34].

- Être un groupe abélien libre (voir exemple dans chapitre 1 de [29]).

- Être hyperbolique. La définition des groupes hyperboliques est rappelée
dans le chapitre 4.

Exemples de propriétés non-géométriques:

- Être un groupe résoluble [23].

- Être un groupe ’juste infini’.

Le fait que les trois propriétés suivantes sont non-géométriques est dû à
Marc Burger et Shahar Moses [12] qui ont construit des groupes simples
quasi-isométriques à Fk × Fk où Fk est le groupe libre de rang k.

- Être un groupe simple

- Être un groupe qui a pour quotient un groupe libre (voir remarque
IV.29 dans [17]).

- Être résiduellement fini.

- Propiété (T) de Kahzdan. Au Chapritre 3.6 dans [9], les auteurs at-
tribuent un contre exemple à S.Gersten.
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Exemples de propriétés où la question est ouverte:

- Avoir un sous-groupe polycyclique d’indice fini (voir chapitre 4.50 dans
[17]).

- Avoir une croissance exponentielle uniforme [17].

- Être résoluble et de présentation finie. Cette question a été formulée
dans le survol de Wolfgang Lück (Remarque 3.9 dans [40]).



Chapitre 3

Éléments uniformément bornés

Dans ce chapitre, nous allons définir et étudier les premières propriétés du
sous-groupe Gbound des éléments uniformément bornés et nous en donnerons
les propriétés de base.

Rappelons que Gbound est constitué des éléments dont la longueur des mots
est uniformément bornée.

Définition 3.0.1. Soit G un groupe de type fini. Un élément g ∈ G est dit
de longueur uniformément bornée s’il existe une constante M > 0 telle que
pour toute partie génératrice S de G, lS(g) ≤ M . L’ensemble des éléments
de longueurs uniformément bornées est noté Gbound.

3.1 Propriétés de base et premiers exemples
Le lemme suivant est une conséquence de la définition de Gbound.

Lemme 3.1.1. Le sous-groupe Gbound est caractéristique.

Preuve. Montrons d’abord que Gbound est un sous-groupe. Il est clair que
Gbound contient l’élément neutre de G. Soit g ∈ Gbound un élément non trivial.
Nous avons m = supS{lS(g)} = supS{lS(g−1)} car lS(g) = lS(g−1). Il en
résulte que si g ∈ Gbound, alors g−1 ∈ Gbound. Soient g1, g2 ∈ Gbound. Notons
m1 = supS lS(g1) et m2 = supS lS(g2). Pour toute partie génératrice finie S
de G, nous avons lS(g1g2) ≤ lS(g1) + lS(g2) ≤ m1 + m2. Donc g1g2 ∈ Gbound

et nous en déduisons que Gbound est un sous-groupe de G.
Montrons qu’il est caractéristique. Soient g ∈ Gbound non trivial et S =
{s1, . . . , sk} une partie génératrice symétrique de G, telle que g = si1 . . . sin
avec sij ∈ S pour 1 ≤ j ≤ n. Étant donné un automorphisme A de G,
nous avons A(g) = A(si1 . . . sin) = A(si1) . . . A(sin) et l’ensemble A(S) =

27
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A(s1), . . . , A(sk) engendre G. Nous remarquons que lA(S)(A(g)) = lS(g). Il
s’ensuit que pour une partie génératrice E de G, lE(A(g)) = lA−1(E)(g). Nous
en déduisons que si m = supS lS(g), alors lE(A(g)) = lA−1(E)(g) ≤ m. Ceci
implique que A(g) ∈ Gbound et que Gbound est un sous-groupe caractéristique
de G.

Rappelons qu’un groupe G est dit résiduellement fini, si tout élément
g ∈ G, il existe un sous-groupe distingué H CG d’indice fini tel que g /∈ H.

Lemme 3.1.2. Soit G un groupe residuellement fini. Soit g dans G. Il existe
M tel que pour tout partie génératrice S on a lS(g) ≤M , si, et seulement si,
pour tout quotient fini π : G → Q de G, et toute longueur du mot ` sur Q,
on a `(π(g)) ≤M .

Preuve. L’implication directe est triviale, la réciproque: supposons que pour
tout quotient fini π : G → Q de G, et toute longueur du mot ` sur Q, on a
`(π(g)) ≤M mais que il existe S partie génératrice de G telle que lS(g) > M .
Alors prenons un quotient fini dans lequel l’union de la boule de rayon M
et de g, pour lS, s’injecte. Alors g n’est pas dans la boule de rayon M de Q
pour la métrique donnée par l’image de S. Contradiction.

Lemme 3.1.3. Soit G et H deux groupes de type fini, et π : G → H un
morphisme surjectif.
(i) Pour toute partie génératrice finie T de H, il existe une partie génératrice
finie S de G telle que pour tout g ∈ G, on a lT (π(g)) ≤ lS(g) et π(S) ⊂
T ∪ {e}.
(ii) De plus π(Gbound) ⊂ Hbound.

Preuve. (i) Soit A une partie génératrice finie de G. Notons T = {t1, . . . , tn}.
Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, soit rj ∈ G tel que π(rj) = tj, et posons R =
{r1, . . . , rn}. Observons que π(R) = T .
Pour tout a ∈ A, il existe un mot wa(T ) sur T ∪ T−1 tel que π(a) = wa(T ).
Notons wa(R) le mot sur R∪R−1 obtenu à partir de wa(T ) en remplaçant tj
et son inverse par rj et son inverse. Soit qa = wa(R)−1a. Alors a = wa(R)qa
et π(a) = wa(T ).
Posons W = {wa(R)}a∈A ∪ qa et S = R ∪ {qa}a∈A. Tout élément de G peut
être écrit comme un mot sur A∪A−1 est donc aussi comme mot surW ∪W−1.
Ainsi, tout élément de G peut écrit comme un mot sur S et donc S engendre
G.
Soit g ∈ G. Soit l = lS(g). Soient s1, . . . , sl ∈ S ∪S−1 tels que g = s1, . . . , sl.
Puisque pour tout i ∈ {1, . . . , l}, on a lT (π(si)) ∈ {0, 1}, alors lT (π(g)) ≤ l.
Ceci implique que pour tout g ∈ G,

lT (π(g)) ≤ lS(g).
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(ii) Soit g ∈ Gbound. Il existe une constanteMg ≥ 0 telle que pour toute partie
génératrice finie A de G, on a lA(g) ≤Mg. Soit T une partie génératrice finie
de H et S comme dans (i). Alors,

lT (π(g)) ≤ lS(g) ≤Mg.

Ainsi, π(g) ∈ Hbound.

Corollaire 3.1.1. Si G = A×B, alors Gbound ⊂ Abound ×Bbound.

Preuve. Soient π1 : G → A et π2 : G → B les projections canoniques. Il
résulte du lemme 3.1.3 que Gbound ⊂ Abound ×Bbound.

Pour certains groupes, l’égalité (A× B)bound = Abound × Bbound n’est pas
vérifiée comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.1.4. Soient A = Z, B = Z/qZ où q est un entier tel que q > 2 et
G = A×B. Alors, Gbound est trivial tandis que Abound×Bbound = {0}×Z/qZ.

Montrons que Zbound est trivial. Soit n ∈ Z \ {0}. Considérons la partie
génératrice Sp = {n+ 1, p} où p est un nombre premier tel que p > n+ 1. Il
existe deux entiers u, v ∈ Z tels que n = u(n + 1) + vp et lSp(n) = |u| + |v|.
On a lSp(n)→∞ quand p→∞.
Montrons que l’élément (0, 1) ∈ {0}×Z/qZ n’est pas dans Gbound. Soit p un
nombre premier tel que p > q + 1, alors S = {±(p, 1),±(q + 1, 0)} engendre
G. Il s’ensuit que,

(0, 1) = (q + 1)(p, 1)− p(q + 1, 0).

Par conséquent, lS(0, 1) = p + q + 1. Ceci implique que lS(0, 1) tend vers
l’infini quand p tend vers l’infini. Dans ce cas, (0, 1) /∈ Gbound et {0}×Bbound

n’est pas contenu dans Gbound. Finalement, Abound × Bbound n’est pas un
sous-groupe de Gbound.

Lemme 3.1.5. Soient G un groupe engendré par n éléments et g ∈ Gbound

non trivial. Nous avons |Aut(G).g| ≤ nM où M = supS lS(g).

Preuve. Soit S une partie génératrice finie de G telle que |S| = n. Pour tout
automorphisme A ∈ Aut(G), l’ensemble A(S) engendre G et lA(S)(A(g)) =
lS(g). Ceci implique que

lS(A(g)) = lA−1(S)(g) ≤M.
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Nous en déduisons que l’orbite Aut(G).g est contenue dans BS(M), la boule
de rayon M pour lS dans G. D’autre part, nous savons que |BS(M)| ≤ nM .
Ainsi,

|Aut(G).g| ≤ nM .

Exemple 3.1.1. Soit G un groupe de type fini agissant sur un ensemble infini
X. Soit H un groupe de type fini. Notons Γ = H oX G = (⊕x∈XHx) o G le
produit en couronne correspondant. Si l’orbite de chaque élément de X est
infinie ou bien si Hbound est trivial, alors Γbound est trivial.

En effet, soit γ = (h, g) ∈ Γ avec h = (. . . , e, h1, . . . , hn, e, . . . ) avec h1
non trivial. Supposons que les orbites des éléments de X sous l’action de
G sont infinies. Soit S une partie génératrice finie de H et SG une partie
génératrice finie de G. Soit {Si = giS}i∈N deux à deux disjoints, une suite
de translatés de S par l’action d’une suite (gi)i∈N d’éléments de G. Nous
avons lSi

(h) = ls(hi) et ls(hi) → ∞ quand i → ∞. Pour i ∈ N, notons
Ti = Si × {e} ∪ {e} × SG. Pour tout i ∈ N, Ti est une partie génératrice de
Γ et lTi

((h, g)) ≥ lSi
(h). Nous en déduisons que (h, g) /∈ Gbound.

Si Hbound est trivial, il existe une suite {Si}i∈N de parties génératrices de
H telles que lSi

(h1) → ∞ quand i → ∞. Soit Ei = {(. . . , e, s, . . . , e, g)}s∈Si

tel que s est à la coordonnée de h1. Nous avons lSi
(h1) ≤ lEi

(h, g). Ainsi,
lEi

(h, g)→∞ quand i→∞. Il en résulte que Γbound est trivial.

Nous allons utiliser le lemme 3.1.5 pour des groupes finis. Dans le cas où
G est un groupe infini, pour un élément g ∈ G, ce lemme implique que si
|Aut(G).g| est infini alors g /∈ Gbound. Notons que la réciproque n’est pas
vraie. En effet, pour G = Z l’Aut-orbite de tout élément est de cardinal 2.
Cependant, Gbound est trivial (voir Théorème 6.1.1).

Corollaire 3.1.2. Le sous-groupe Gbound est inclus dans FC(G).

Preuve. Puisque les éléments de FC(G) sont ceux dont les orbites sont finies
dans G sous l’action de Inn(G), il résulte du lemme 3.1.5 que Gbound ⊂
FC(G).

Corollaire 3.1.3. Soit G un groupe de type fini. Tout sous-groupe de type
fini de Gbound est virtuellement abélien.

Preuve. Soit H un sous-groupe de type fini de Gbound. Comme (FC(G)∩H)
⊂ FC(H) et H ⊂ Gbound ⊂ FC(G), alors H ⊂ FC(H). Par conséquent,
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H = FC(H). Le fait que H est virtuellement abélien découle du théorème
4.3.1 de la référence [56]. Ce théorème stipule que si G est égal à FC(G),
alors G est virtuellement abélien. Nous rappelons la preuve de ce théorème
dans le Chapitre 2 (voir Théorème 2.2.1).

3.2 Groupes avec maille infinie
Soit G un groupe engendré par une partie génératrice finie S. Nous rappelons
qu’un lacet dans le graphe de Cayley Γ(G,S) est un chemin non-trivial et
non-contractile, qui commence et se termine en l’élément neutre e. La maille
(tour de taille) d’un graphe de Cayley Γ(G,S) est la longueur du plus petit
lacet qu’il contient. Un groupe est dit avoir une maille infinie si pour toute
constante k > 0, il existe une partie génératrice finie S de G telle que la
maille de Γ(G,S) est plus grand que k.

Lemme 3.2.1. Soit G un groupe engendré par une partie finie S et Γ(G,S)
le graphe de Cayley correspondant. Soient g ∈ G un élément d’ordre n et w
un mot sur S représentant g avec une longueur minimale k. Soit w′ le mot
le plus court parmi les conjugués de w. Le chemin obtenu en concaténant n
fois w′ est un lacet.

Preuve. L’élément du groupe que w’ défini est d’ordre n et non trivial dans
le groupe car il est conjugué à g, et donc le concatènera n fois ramène au
sommet de départ. En effet, Supposons que w′ = uwu−1 est le mot le plus
court parmi les conjugués de w. Supposons aussi qu’il existe un sous-mot
w′n de la forme ss−1 où s ∈ S. Dans ce cas, il existe un sous-mot w′′ de w′
tel que w′ = sw′′s−1. Il existe alors un mot u tel que w = u−1sw′′s−1u. Il en
découle que w′′ est un conjugué de w qui est plus court que w′. Ceci étant
contradictoire, nous déduisons que w′n est un lacet.

Proposition 3.2.1. Si un groupe G a une maille infinie, alors Gbound ne
contient pas d’éléments de torsion.

Preuve. Soit g ∈ G, tel qu’il existe un entier minimal n(g) > 1 satisfaisant
gn(g) = e. Supposons que g ∈ Gbound. Il existe alors une constante M > 0
telle que pour toute partie génératrice finie S = {s1, . . . , sm} de G, nous
avons lS(g) ≤M . Dans ces conditions, pour toute partie génératrice S de G,
nous avons lS(gn(g)) ≤ n(g)M . Par ailleurs, nous savons qu’il existe un mot
w sur S, représentant g, tel que w = si1 . . . sik correspond à un chemin reliant
l’élément neutre e à g dans le graphe de Cayley Γ(G,S). Soit w′ le plus court
conjugué de w. Le chemin correspondant à w′ . . . w′ (la concaténation de n
copies de w′) commence et se termine en e. Il résulte du lemme 3.2.1 que
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ce chemin est un lacet non trivial. Ainsi, pour toute partie génératrice finie,
nous avons un lacet de longueur bornée par n(g)M . Ce qui contredit le fait
que la maille de G est infinie.

Corollaire 3.2.1. Si G est un groupe de torsion de type fini avec une maille
infinie, alors Gbound est trivial.

3.3 Eléments de longueur prescrite
Soient G un groupe de type fini, un élément g ∈ G \ Gbound et un entier
k > 0. Nous souhaitons répondre à la question suivante: peut-on construire
une partie génératrice finie S de G, telle que lS(g) = k?

Prenons par exemple G = Z2 et notons g = (1, 0). Étant donnés n ∈ N
et S = {(±1, n), (0,±1)}, nous avons

lS(g) = lS((1, n) + n(0,−1)) = n+ 1.

La réponse est positive pour les éléments non-triviaux des groupes libres.

Lemme 3.3.1. Soient g ∈ Fk un élément non-trivial et un entier l ∈ N∗. Il
existe une partie génératrice E de Fk telle que lE(g) = l + 1.

Preuve. Soient p = 2l + 1, S = {x1, . . . , xk} une partie génératrice libre de
Fk et u, v deux nombres premiers distincts, tels que v > u > p. Notons
A = {xui , xvi }1≤i≤k et E = {g2, gp} ∪ A. Il est clair que A et E sont des
parties génératrices de Fk car A engendre S. Montrons que g = gp−2l est la
plus courte expression de g sur E. Puisque S est une partie génératrice libre
de Fk, si un élément xj est utilisé pour la plus courte expression de g sur E,
alors il existe une expression de g sur A telle que lA(g) < l + 1. Ceci signifie
que

g = x
ni1
i1 . . . x

nim
im

où nij ∈ Z. Notons que cette expression est unique. Il s’ensuit qu’il existe
αj, βj ∈ Z tels que αju + βjv = nij et la somme |αj| + |βj| est minimale.
Dans ce cas, l’expression la plus courte de g sur E est

g = xα1u+β1v
i1 . . . xαmu+βmv

im .

Dans ces conditions, lE(g) = ∑m
j=1 |αj|+ |βj|. D’autre part, nous avons

|αj| =
|n

ij
− βjv|
u

.
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Si v > 3niju, alors lA(g) > l + 1.
Dans ce cas, g = gp−2l est l’expression la plus courte de g sur E et lE(g) =
l + 1.

Le même argument peut être utilisé afin de montrer que les longueurs des
éléments du groupe abélien libre Zd peuvent être prescrites.

Exemple 3.3.1. Soient g ∈ Zd un élément non trivial et un entier l positif.
Il existe une partie génératrice E de Zd telle que lE(g) = l + 1.

Preuve. Soient S = {z1, . . . , zn} une partie génératrice libre de Zd, A =
{uzi, vzi}1≤i≤k, E = {2g, pg} ∪A où p = l+ 1 et u, v deux nombres premiers
tels que v > u > p. En utilisant le même argument que dans le lemme
3.3.1, nous en déduisons que le mot le plus court représentant g sur E est
g = (p− 2l)g. Il en résulte que lE(g) = l + 1.



Chapitre 4

Groupes hyperboliques

La théorie des groupes hyperboliques a connu un large développement depuis
son introduction dans les années 1980. Les groupes hyperboliques forment
une classe riche de groupes au sens où un groupe de présentation finie pris
au hasard est hyperbolique avec probabilité 1 [47]. Des notions plus faibles
d’hyperbolicité des groupes ont par ailleurs été introduites telles que les
groupes relativement hyperboliques et les groupes acylindriquement hyper-
boliques. Pour un survol sur la question, voir par exemple [15].

4.1 Définitions et résultats de base
Définition 4.1.1. Soit X un espace métrique géodésique et o ∈ X un point
fixé. Notons |x−y| la distance entre x, y ∈ X. On appelle produit de Gromov
de x, y ∈ X par rapport à o la quantité (x|y)o = 1

2{|x− o|+ |y− o|− |x− y|}.

L’inégalité triangulaire implique que cette quantité est positive.

Définition 4.1.2. Soient X un espace métrique géodésique et δ ≥ 0 un réel.
On dit que X est δ-hyperbolique si la condition suivante est vérifiée:
pour x, y, z ∈ X, z′ ∈ [x, z] et y′ ∈ [x, y], si |x− y′| = |x− z′| ≤ (z|y)x, alors
|y′ − z′| ≤ δ.

Étant donnés (X, d) un espace métrique géodésique, un sous-ensemble
A ⊂ X et un réel δ >, notons Nδ(A) l’ensemble {x ∈ X| d(x,A) ≤ δ}.

Une définition équivalente des espaces δ-hyperboliques dûe à Eliyahu Rips
(voir définition 27 dans [29]) est que l’espace métrique géodésique X véri-
fie le fait que pour tout triangle géodésique [a, b], [b, c], [c, a], nous avons
[a, b] ⊂ Nδ([b, c] ∪ [c, a]), [b, c] ⊂ Nδ([c, a] ∪ [a, b]) et [c, a] ⊂ Nδ([b, c] ∪ [a, b]).

34
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Exemples

- Les variétés hyperboliques (variétés avec courbure scalaire constante
égale à -1) simplement connexes sont δ-hyperboliques. Nous pouvons
voir ceci sur l’espace hyperbolique H2 car tout triangle géodésique à
sommets dans H2 est contenu dans un triangle géodésique à sommets
dans le bord de H2. Les triangles à sommets dans le bord sont tous
isométriques et vérifient la condition de Rips. Ceci se généralise par la
suite à Hn car tout triangle géodésique de Hn est contenu dans une
copie isométrique de H2.

- Les arbres (graphes contractiles) sont des espaces 0-hyperboliques.

- Un espace métrique compact X est diam(X)-hyperbolique.

Remarque 1. Il est bien connu qu’étant donnés (X, dX) et (Y, dY ) deux
espaces métriques géodésiques et f : X → Y une (C,K)-quasi-isométrie, si
X est δ-hyperbolique alors Y est δ′-hyperbolique (Théorème 12 dans [29]).

A présent, nous allons introduire les groupes hyperboliques.

Définition 4.1.3. Un groupe hyperbolique est un groupe de type fini tel
que, muni de la distance des mots pour une partie génératrice finie, l’espace
métrique obtenu est δ-hyperbolique.

L’hyperbolicité d’un groupe est alors indépendante de la partie généra-
trice choisie. En effet, étant données deux parties génératrices S et S ′ de G,
les deux espaces métriques (G,S) et (G,S ′) sont quasi-isométriques. De plus,
comme tout groupe de type fini G agit proprement discontinument sur son
graphe de Cayley pour la partie génératrice S et que le quotient est compact,
le théorème 2.5.1 implique que G est hyperbolique si et seulement si l’un de
ses graphes de Cayley est hyperbolique.

Nous déduisons également du théorème 2.5.1 qu’étant donné un groupe
de type fini G, tout sous-groupe Γ de G agit proprement discontinument sur
G. Dans ce cas, si Γ est d’indice fini, il est quasi-isométrique à G. Par con-
séquent, G hyperbolique ⇐⇒ Γ hyperbolique. Par ailleurs, si N CG est un
sous-groupe distingué fini, G est quasi-isométrique à G/N . En effet, G agit
proprement discontinument sur le graphe de Cayley de G/N .

Il est connu que les groupes hyperboliques sont de présentation finie (Théorème
2.3 dans [14]).
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Exemples de groupes hyperboliques

- Les groupes libres sont hyperboliques car leurs graphes de Cayley sont
des arbres.

- Les groupes fondamentaux de variétés compactes à courbure stricte-
ment négative. En effet, comme le revêtement universel d’une telle
variété est hyperbolique, le résultat découle du théorème 2.5.1.

Les groupes à petites simplifications vérifiant la condition C ′(1/6) sont hy-
perboliques (voir appendice dans [29]). Rappelons la définition des groupes
à petites simplifications.

Soit G un groupe de présentation finie < S|R >. Notons R−1 l’ensemble
formé par les inverses des mots de R et R∗ l’ensemble des permutations cy-
cliques de mots de R ∪R−1.

Définition 4.1.4. On appelle une partie, un mot u sur l’alphabet S qui est
préfixe de deux mots de R∗.

Définition 4.1.5. On dit que R satisfait la condition C ′(λ), si toute partie
u d’un mot r ∈ R∗, vérifie |u| < λ|r|.

Exemple 4.1.1. Le groupe G =< a, b | (abn)100 > vérifie la condition
C ′(1/6).

Les groupes GA =< a, b | (abn)100, n ∈ A > avec A ⊂ Z forment une
infinité non dénombrable de groupes vérifiant la condition C ′(1/6). Étant
donnés deux groupes de type fini G et H, il ne peut y avoir qu’un nombre
dénombrable d’isomorphismes entre eux. En effet, le nombre d’isomorphisme
est majoré par le nombre d’images possibles pour une partie génératrice de G.
Ainsi, il y a donc une infinité non dénombrable de classes d’isomorphismes
de groupes à petites simplifications vérifiant C ′(1/6).

Nous pouvons construire des groupes vérifiant la condition C ′(λ) grâce
au résultat suivant dû à E.Rips.

Théorème 4.1.1. Étant donnés un groupe G de présentation finie < S|R >
et un réel λ > 0, on peut construire deux groupes N et Γ tels que l’on a la
suite exacte

1→ N → Γ→ G→ 1

avec Γ vérifiant C ′(λ) [55].
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Idée de la preuve: posons A = S ∪ {a, b} la partie génératrice de Γ et
définissons ses relations de la manière suivante:

-Pour tout rl ∈ R, le mot rlai
l
1bai

l
2b...ai

l
k est une relation.

-Pour tout s ∈ S, les mots sas−1aj1baj2b...ajk , sbs−1ap1bap2b...apk , sa−1s−1aq1baq2b...aqk

et
sb−1s−1ah1bah2b...ahk sont des relations.

Il est clair que le sous-groupe N de Γ engendré par {a, b} est distingué et
que le quotient est G. En contrôlant les exposants et les indices dans les
relations, on peut imposer que Γ vérifie C ′(λ).

Groupes non hyperboliques

- Les produits directs de groupes hyperboliques ne sont pas forcément
hyperboliques, par exemple Zn.

- Les groupes qui contiennent un sous espace tel que, muni de la distance
induite, il est quasi-isométrique à Z2. On dit d’un tel groupe qu’il
contient une copie non-distordue de Z2.

- Les groupes virtuellement nilpotents qui ne sont pas une extension
finie de Z. Par exemple, les groupes abéliens ou encore le groupe
de Heisenberg qui est l’ensemble des matrices de Gl3(Z) de la forme1 b a

0 1 c
0 0 1

 .
- Les groupes qui ne sont pas de présentation finie car comme mentionné
précédemment, les groupes hyperboliques sont de présentation finie.

- Si G et H sont hyperboliques, leur produit en couronne ne l’est pas
toujours. Un tel produit est défini comme suit:

G oH = (
⊕
h∈H

Gh) oH

Nous constatons ceci dans l’exemple de Z o Z qui contient une copie
non-distordue de Z2.

- Un sous-groupe d’un groupe hyperbolique n’est pas nécessairement hy-
perbolique. Le groupe Γ construit dans le théorème 4.1.1 vérifie la con-
dition C ′(1/6). Il est donc hyperbolique. Cependant, la suite exacte
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définie dans le théorème 4.1.1 ci-dessus implique que si G est de présen-
tation finie mais contient un sous-groupe H qui ne l’est pas, l’image
réciproque de H par l’application Γ → G n’est pas de présentation
finie, donc n’est pas hyperbolique.

Le groupe G suivant est un exemple de groupe de présentation finie con-
tenant un sous-groupe H qui n’est pas de présentation finie.

G =< a, s, t|at = aas, [s, t] = 1, [au, av] = 1 >,
Avec u = sεtε

′
, v = sδtδ

′ et ε, ε′, δ, δ′ ∈ {0, 1}. H est le sous-groupe de G
engendré par {a, s}. H est alors isomorphe à Z o Z. Plus généralement,
Gilbert Baumslag a montré dans [8] qu’en plus de cet exemple, un groupe
métabélien de type fini peut être plongé dans un groupe de présentation finie.

4.2 Gbound des groupes hyperboliques
Le fait qu’un groupe hyperbolique possède un FC-centre fini est un résultat
connu, voir la remarque faite avant le théorème 6 dans [52], voir aussi la
Proposition 5.10 dans [53]. Nous en donnons une autre preuve ci-après.
Lemme 4.2.1. Si G est un groupe hyperbolique non-élémentaire, alors FC(G)
est fini.
Preuve. Nous savons que tout sous-groupe infini d’un groupe hyperbolique
contient un élément d’ordre infini (voir par exemple le Corollaire 36, Chapitre
8 dans [29]). Il est également connu que si h ∈ G est un élément hyperbolique
(d’ordre infini), il existe un entier n1 ∈ N et x ∈ G tels que le sous-groupe
engendré par {xhn1x−1, hn1} est libre de rang deux (voir proposition 5.5 dans
[39]). Puisque FC(G) est distingué dansG, il s’ensuit que si FC(G) est infini,
il contient un sous-groupe libre de rang deux. Ceci est impossible car par
définition, tout élément de FC(G) n’a qu’un nombre fini de conjugués. Nous
en déduisons que FC(G) est fini.

En combinant le lemme 4.2.1 avec la Proposition 3.2.1, nous obtenons le
corollaire suivant:
Corollaire 4.2.1. Si G est un groupe hyperbolique non-élémentaire, alors
Gbound est trivial.
Preuve. D’après le Corollaire 3.1.2, Gbound ⊂ FC(G). Il resulte alors du
lemme 4.2.1 que si G est hyperbolique, Gbound est fini. Nous savons par
ailleurs que les groupes hyperboliques non-élémentaires ont une maille infinie
(voir théorème 2.6 dans [5]). Par conséquent, la Proposition 3.2.1 implique
que Gbound est trivial.



Chapitre 5

Groupes de Burnside

Définition 5.0.1. On dit d’un groupe G qu’il est de torsion si tous ses
éléments sont d’ordre fini.

Il est évident que tout groupe fini est de torsion. Dans son article publié
en 1902, William Burnside a posé le problème visant à savoir si tout groupe de
torsion de type fini est fini [13]. Il a notamment mentionné un cas particulier
de cette question qui consiste à savoir si tout groupe de type fini et de torsion
dont l’ordre des éléments est borné, est fini. En d’autre termes, si G est un
groupe de type fini tel qu’il existe un entier n vérifiant que ∀g ∈ G, gn = 1G,
est ce que G est fini? Ceci revient à se demander si le groupe

B(m,n) = Fm/ << xn| x ∈ Fm >>

est fini où Fm est le groupe libre à m générateurs.

Dans le même article [13], W.Burnside a montré que le groupe B(m,n)
est fini pour n = 2, 3. En 1940, Ivan Sanov a montré que la réponse est
positive pour n = 4 [58]. Par la suite, Marshal Hall a montré en 1957 que
c’est aussi le cas pour n = 6 [35]. Ce sont les seuls cas connus pour lesquels la
réponse est positive. Pour les groupes d’exposant 5, la question est toujours
ouverte. Le théorème B.13.1 énoncé dans [44] résume les réponses connues
sur la question de Burnside où le groupe B(n,m) est fini.
Un résultat de Golod et Shafarevich [25] a donné une réponse négative dans
le cas où l’ordre des éléments est non-borné. Ainsi, il existe des groupes de
type fini, de torsion qui sont infinis.
Dans leur article publié en 1968 [54], P.Novikov et I.Adian ont montré l’existence
de groupes infinis de type fini dont tous les éléments ont le même ordre. En
particulier, le groupe B(m,n) est infini pour n impair et n ≥ 4381. Adian a
également montré dans son livre paru en 1979 [3] que cette borne peut être

39
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ramenée à 665.
En 1992, S.Ivanov a montré que le groupe B(n,m) est infini pour n pair avec
n ≥ 248 [38]. Par la suite, I.Lysenok a montré que ceci est vrai pour n ≥ 8000
[41].
Récemment, A. Atkarskaya, Elyahu Rips et Katerine Tent ont annoncé une
preuve que le groupe de Burnside libre B(n,m) est infini si m est impair et
m ≥ 97.
Plus récemment encore, I. Lysenok a annoncé lors du Workshop "Groups
and Group Rings", June 3-8, 2019, Saint Peterburg, que le groupe reste infini
pour n impair et m ≥ 35.

5.1 Groupes avec Gbound fini préscrit
Théorème 5.1.1. Soit A un groupe fini, il existe un groupe infini de type
fini G tel que Gbound = A. Ce groupe peut être choisi parmi les groupes de
torsion.

Preuve. Soient G = H × A où H est un groupe de Burnside infini tel que
Hbound est trivial et l’ordre de ses éléments est premier avec |A|. Par exemple,
nous pouvons choisir comme groupe H, le groupe de Burnside libre B(2, p) =
〈a, b|xp, x ∈ F2〉 tel que p est un nombre premier et p > max{|A|, 665}. Ce
groupe est infini pour tout nombre impair p ≥ 665 comme mentioné plus
haut. Il a été démontré dans [54] que le centralisateur de tout élément dans
un tel groupe est cyclique. Ceci implique que FC(B(2, p)) est trivial. Dans
ce cas, B(2, p)bound est trivial.
En fait, tout groupe de Burnside infini possède un quotient avec FC-centre
trivial. En effet, un résultat de A.M.Duguid et D.H.Mclain (voir [21] et [43])
affirme qu’un groupe de type fini G possède un quotient infini H avec FC(H)
trivial si et seulement si G n’est pas virtuellement nilpotent. Cependant, il
est connu que les groupes de torsion de type fini et virtuellement nilpotents
sont finis (proposition 2.19 dans [42]). Ce résultat est exposé dans [28].

Montrons à présent que Gbound = {e} × A.
Pour ce faire, nous allons commencer par montrer que A ⊂ Gbound. Soit
g = (h, a) un élément de G. Notons q l’ordre de a dans A. Nous avons
gp = (hp, ap mod q) = (e, ap mod q). Il existe α ∈ N et β ∈ Z tels que
αp+ βq = 1 et α ≤ q. Ceci implique que gαp = (e, a).
Soient πA : H × A −→ A et πH : H × A −→ H les surjections standards.
Soit SG = {(h1, a1), . . . , (hn, an)} une partie génératrice finie de G. Notons
si = (hi, ai). L’ensemble πA(SG) = SA = {a1, . . . , an} est une partie généra-
trice de A. Soit w = si1 . . . sin un mot sur SG avec longueur minimale telle
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que πA(w) = a, i.e ∃h ∈ H avec w = (h, a) = (h, ai1 . . . ain). Il s’ensuit que
lSG

(w) = lSA
(a). Puisque wαp = (e, a), alors

lSG
(e, a) ≤ αplSG

(w) ≤ αplSA
(a) ≤ αp#(A) ≤ qp#(A) ≤ p#(A)2.

Ceci étant vrai pour toute partie génératrice SG de G, nous en déduisons que
(e, a) ∈ Gbound et que {e} × A < Gbound.
En conséquence du Corollaire 3.1.1, nous avons Gbound ⊂ Hbound×A. Puisque
Hbound est trivial, alors Gbound = {e} × A.

Remarque 2. Remarquons les points suivants:

1. Dans le groupe G considéré dans le théorème 5.1.1, le sous-groupe A
est contenu dans la boule de rayon p#(A)2 de tout graphe de Cayley
Γ(G,S) où S est une partie génératrice finie de G.

2. H et G sont commensurables mais Hbound = {e} et Gbound = A. Ce
dernier est non-trivial.

3. Pour A et B deux groupes finis distincts, les groupes G = H × A et
Γ = H × B sont bi-Lipschitz car quasi-isométriques mais Gbound 6=
Γbound. En effet, les groupes non-moyennables et quasi-isométriques
sont bi-Lipschitz [22].

5.2 Groupes de Grigorchuk
Rostislav Grigorchuk [31] a introduit en 1980 le groupe que nous allons définir
dans cette section. Il a ensuite démontré en 1985 que ce groupe est de crois-
sance intermédiaire [32]. Ce fut le premier groupe à croissance intermédiaire
connu. Ce groupe noté G0,1,2, est appelé Premier groupe de Grigorchuk.

Notons T l’arbre enraciné de degré 2. Cet arbre est infini avec un point
racine o qui a deux descendants et n’a pas d’ancêtre, tandis que les autres
sommets ont un ancêtre et 2 descendants. On dit que deux sommets sont
voisins s’ils ont le même ancêtre. Pour chaque sommet de T , on associe
l’étiquette 0 au descendant gauche et l’étiquette 1 au descendant droit.

Nous pouvons alors identifier chaque sommet de l’arbre par le chemin le
reliant à la racine o. Ainsi, il existe une bijection entre les sommets de l’arbre
T et les mots sur l’alphabet {0, 1} où la racine o est désignée par le mot vide.
Notons G le groupe d’automorphismes de ce graphe. Remarquons que G fixe
le point origine et permute les sommets voisins. Notons a l’automorphisme
de T qui permute les deux premiers sommets de l’arbre. Ainsi, a échange
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Figure 5.1: Arbre enraciné de degré 2

les deux sous-arbres ayant pour racines les éléments 0 et 1. Ces deux arbres
sont notés respectivement T1 et T2. Dans ce cas, pour un mot sur {0, 1},
l’automorphisme a change la première lettre. Remarquons que a2 = 1G est
l’élément neutre de G. Étant donnés deux automorphismes f, g ∈ G, notons
(f, g) l’automorphisme qui applique f sur T1 et g sur T2.
Le groupe G0,1,2 est un sous-groupe de G qui est engendré par les éléments
suivants: a,b,c,d où

b = (a, c), c = (a, d), d = (1, b).

Le groupe G0,1,2 est un 2-groupe. Ceci signifie que pour tout élément
g ∈ G0,1,2, ∃N ∈ N tel que g2N = 1. Ce groupe est donc de torsion et infini.
Il s’agit d’un exemple de groupe de Burnside.

5.3 Les éléments uniformément bornés
Il y a divers exemples de groupes satisfaisant la Proposition 3.2.1. C’est le
cas du groupe de Grigorchuk. En effet, ce groupe est un groupe de torsion
(voir théorème 2.1 dans [32] ainsi que le théorème 17 du chapitre 8 dans [17]).
Ce groupe a une maille infinie comme il a été montré dans le corollaire 6.12
dans [7]. En utilisant le lemme 3.2.1, nous déduisons que Gbound est trivial.
Cependant, un énoncé plus fort est vérifié par le premier groupe de Grig-
orchuk. Le FC-centre de ce groupe est trivial. En effet, G est un groupe
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"juste infini" (voir théorème 8.1 dans [32]). Ceci signifie que tout sous-
groupe distingué est d’indice fini. Puisque FC(G) est un sous-groupe dis-
tingué de G0,1,2, s’il est non-trivial, alors il est d’indice fini. Ceci implique
que FC(G0,1,2) est de type fini. Puisque les sous-groupes de type fini de
FC(G) sont virtuellement abéliens, nous pouvons conclure que FC(G0,1,2)
est virtuellement abélien. Puisque les groupes abéliens de type fini qui sont
infinis contiennent des éléments d’ordre infini et comme le premier groupe de
Grigorchuk est un groupe de torsion, nous en déduisons que FC(G0,1,2) est
trivial.



Chapitre 6

Groupes virtuellement
nilpotents

6.1 Groupes virtuellement abéliens
Théorème 6.1.1. Si G est un groupe abélien de type fini qui est infini, Gbound

est trivial.

Preuve. Puisque G est un groupe abélien de type fini, il existe des entiers
{p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn} tels que G est isomorphe à Zd × Z/p1Z × ... × Z/pnZ
avec n minimal. Nous allons donc montrer que tout groupe de cette forme a
un Gbound trivial. Soit G = Zd × Z/p1Z × ... × Z/pnZ et A = Z × Z/p1Z ×
...× Z/pnZ.
Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, notons πi : G→ Z×Z/piZ la projection canonique
qui est une surjection. Le lemme 3.1.4 implique que tout groupe de la forme
Z×Z/nZ pour n ∈ N n’a pas d’éléments uniformément bornés non-triviaux.
Le lemme 3.1.3, implique alors que la projection d’un élément g ∈ Gbound est
triviale sur toutes composantes Z×Z/nZ. Nous en déduisons que Gbound est
trivial.

Notons que pour tout groupe abélien G, le sous-groupe Gbound est trivial
et FC(G) = G.

Proposition 6.1.1. Si G est un groupe virtuellement abélien de type fini,
alors Gbound est fini.

Preuve. Supposons que H = Zd est un sous-groupe distingué de G, tel que
G/H est fini. Nous voulons montrer que Gbound∩H est trivial. Si g ∈ H\{e},
alors il existe un entier N > 1 tel que, pour tout nombre premier p > N ,
g /∈ Hp. Le théorème de Schur-Zassenhaus (voir par exemple théorème 7.41
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dans [57]), implique que si p est premier avec |G/H|, alors le groupe G/Hp

est isomorphe au produit semi-direct H/Hp oG/H. Par ailleurs, tout auto-
morphisme x→ xk de H/Hp avec (k, p) = 1 s’étend en un automorphisme de
G/Hp. En effet, le morphisme F : G/Hp → G/Hp tel que F (x, y) = (xk, y)
vérifie F (x, y)F (a, b) = (xk(ak)y, yb) = F (xay, yb). Il est facile de voir que ce
morphisme est bijectif car k est premier à p.
Ceci implique que la taille de l’orbite Aut(G/H).g′ est infinie dans G/Hp

quand p→∞. Soit S une partie génératrice finie de G, notons S ′ la projec-
tion de S dans G/Hp. Soit g ∈ Gbound ∩H un élément non trivial, M > 0 la
borne uniforme pour la longueur de g dans G et g′ la projection de g dans
G/Hp. Nous avons

lS′(g′) ≤ lS(g) ≤M.

Ainsi, la longueur de g′ est uniformément bornée par M . Puisque, les auto-
morphismes de Z/pZ sont les morphismes de la forme x→ xk avec k premier
à p et H/Hp = (Z/pZ)d, pour tous entiers k, k′ premiers à p, les automor-
phismes correspondants Fk, Fk′ sont distincts. Ces automorphismes n’ont
pas de point fixe non trivial dans H/Hp. Ceci implique que le cardinal de
l’orbite Aut(G).g′ est plus grand que p

|G/H|
dans G/Hp. Ce cardinal tend

vers l’infini quand p → ∞. Ceci contredit le lemme 3.1.5. Nous concluons
que H ∩Gbound est trivial donc Gbound s’injecte dans G/H. Puisque G/H est
fini alors Gbound est également fini.

Corollaire 6.1.1. Soit G un groupe de type fini.
-Si G est infini, alors le sous-groupe Gbound est d’indice infini.
-On a G = Gbound si et seulement si G est fini.

Preuve. Supposons G infini et Gbound d’indice fini. Cela implique que Gbound

est de type fini. Le lemme 3.1.3 implique que Gbound est virtuellement abélien.
Donc G est virtuellement abélien, ce qui implique Gbound est fini. Ceci est
une contradiction.

Dans ce qui suit, nous allons donner un exemple de groupe virtuellement
abélien avec Gbound non-trivial.

Exemple 6.1.1. Notons D8 le groupe diédral à 8 éléments. Le groupe
G = Z × D8 a un Gbound non trivial. Ce groupe est non-abélien et nilpo-
tent de classe 2. Le centre de D8 est C(D8) = Z/2Z = {0, z}. Soit S
une partie génératrice finie de G. Puisque G est non-abélien, il existe x =
(a, u), y = (b, v) ∈ S tels que [x, y] 6= e. Puisque D8 est nilpotent de classe
2, ∀u, v, w ∈ D8, nous avons [[u, v] , w] = e. Par conséquent, ∀r ∈ D8, nous
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avons [[x, y] , (0, r)] = (0, [[u, v] , r]) = (0, e). Ainsi, [u, v] ∈ C(D8) \ {0} = z.
Ce qui implique que

lS(0, z) = lS(0, [u, v]) = lS([x, y]) ≤ 2lS(x) + 2lS(y) = 4.

Il s’ensuit que (0, z) ∈ Gbound.

6.2 Groupes nilpotents
Dans cette section nous allons décrire le sous-groupe Gbound dans le cas des
groupes nilpotents.

Notation 1. Soient {pi, qj}(i,j)∈I des entiers avec I = {1, . . . , K}2. Notons
αi,j = piqj − pjqi et W = {αi,j}(i,j)∈I . Comme αi,j = −αj,i, nous supposons
j < i. Ordonnons l’ensemble I par ordre lexicographique. Ainsi, pour tout
i, j, i′, j′ ∈ {1, . . . , K}, si i′ < i alors, (i′, j′) < (i, j) et si j′ < j alors,
(i, j′) < (i, j).

Lemme 6.2.1. SoitM > 0 un entier. Il existe des entier positifs {pi, qi}1≤i≤K
tels que:

1. Pour tout i, nous avons pi, qi > M et l’ensemble W engendre Z.

2. Si (i, j) est plus grand que (i′, j′), alors αi′,j′ < αi,j.

3. Pour tout w1, w2 ∈ W tels que w1 < w2, nous avons Mw1 < w2. .

Preuve. Soient p1, q1 tels que p1 = q1 = X > M et M < q1 < · · · < qK tel
que qi+1

qi
> M+1 etM < p1 < · · · < pK tel que pi+1

pi
> M

∏
1≤i≤K qi. Notons

w = p2q1 − p1q2 = (p2 − q2)X et w′ = p3q1 − p1q3 = (p3 − q3)X. Choisissons
p3 tel que gcd(w,w′) = X et p4, q4, p5, q5 tels que X ne soit pas un diviseur
de w” = α5,4 = p5q4 − p4q5. Par exemple, prenons q4 divisible par X et p4,
q5 non divisibles par X

1. Nous avons gcd(w,w′, w”) = 1. Dans ce cas, W est une partie généra-
trice de Z. Comme p1 = q1 = X > M et pour i ≥ 2, nous avons
qi < qi+1 < pi < pi+1 alors, pour tout i ∈ {1 . . . K}, nous avons qi > M
et pi > M .
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2. Montrons que pour j′ < j < i′ < i, les inégalités suivantes sont vraies:
M2αi′,j′ < Mαi′,j < αi,j.
Nous avons

αi′,j
αi′,j′

= pi′qj − pjqi′
pi′qj′ − pj′qi′

≥ pi′qj − pjqi′
pi′qj′

≥ qj
qj′
− pjqi′

pi′qj′
≥ qj
qj′
− 1 > M

et
αi,j
αi′,j

= piqj − pjqi
pi′qj − pjqi′

≥ piqj − pjqi
pi′qj

≥ pi
pi′
− pjqi
pi′qj

≥ pi
pi′
− 1 > M.

Dans le cas j > i′, le nombre αi′,j est négatif et donc Mαi′,j < αi,j.

3. Il résulte de (2) que l’ensemble W est totalement ordonné par ordre
lexicographique. De plus, si w1 < w2, alors Mw1 < w2.

Remarque 3. Soit une constante fixée M > 2. Soit {wi}1≤i≤mun ensemble
d’entiers positifs tels que M2wi < wi+1. Soient {λi}1≤i≤m des entiers tels
que ∑i |λi| < M avec j l’indice maximal tel que λj 6= 0. En outre, nous
supposons que λj > 0. Nous avons

λjwj +
∑
i

λiwi > wj +
∑
i

λiwi > wj −M
wj
M2 ≥ wj(1−

1
M

) > mini{wi}
2

Remarque 4. Soient G un groupe nilpotent de classe 2 et a, b ∈ G tels que
c = [a, b] est d’ordre infini dans G. Le groupe engendré par {a±1, b±1} dans
G/[G,G], est Z2.

Preuve. Comme G est nilpotent de classe 2, alors pour tout x, y, z ∈ G, nous
avons [xy, z] = [x, y][x, z]. Supposons qu’il existe k, n ∈ Z et h ∈ [G,G] tels
que an = bkh. Dans ce cas,

[an, an] = 1 = [an, bk] = cnk

Ceci contredit le fait que c est d’ordre infini.

Lemme 6.2.2. Soit G un groupe nilpotent de classe 2. Soient a, b ∈ G tels
que c = [a, b] est d’ordre infini et E = {e1, . . . , en} une partie génératrice de
G telle que e1 = e2 = e, où e est l’élément trivial de G. Pour i ∈ {1, . . . , n},
notons ci = [ei, a], vi = [ei, b], τi = eia

pibqi et S = {τi}1≤i≤n. Pour tout (i, j),

[τi, τj] = cαi,jc
pj

i v
qj

i c
−pi
j v−qi

j [ei, ej]

où αi,j = piqj − pjqi.
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Preuve. Comme G est nilpotent de class 2, [G,G] ⊂ Z(G) avec Z(G) le
centre de G. Nous avons [xy, z] = [y, z]y−1[x, z]y = [y, z][x, z] (voir [36], page
150). Ceci implique que

[eiapibqi, eja
pjbqj ] = [ei, apj ][ei, bqj ][ej, api]−1[ej, bqi]−1

[ei, ej][apj , bqi]−1[api, bqj ]

= [ei, a]pj [ei, b]qj [ej, a]−pi[ej, b]−qi[ei, ej]
[a, b]−pjqi[a, b]piqj

= cαi,jc
pj

i v
qj

i c
−pi
j v−qi

j [ei, ej]

Théorème 6.2.1. Soit G un groupe nilpotent de classe 2. Gbound est le plus
grand sous-groupe fini de la suite centrale descendante.

Preuve. La remarque 4 implique que si G est infini, [G,G] est d’indice infini.
Soient g ∈ G un élément non-trivial et la projection standard

π : G −→ G/[G,G].

Il est clair que pour toute partie génératrice S de G, lS(g) ≥ lπ(S)(π(g)).
Par ailleurs, pour toute partie génératrice F de G/[G,G], π−1(F ) est une
partie génératrice de G. Ceci implique que si g ∈ Gbound, alors π(g) ∈
(G/[G,G])bound. En utilisant le fait que tout groupe abélien infini de type
fini a un Gbound trivial, nous concluons que (G/[G,G])bound est trivial. Ainsi,
si g ∈ Gbound et g non-trivial, alors g ∈ [G,G] i.e Gbound ⊂ [G,G].

Supposons que [G,G] est fini. Considérons T une partie génératrice de G
et S = {si,j} = {[ti, tj]}i,j∈{1,...,k}. Le lemme 2.3.3 implique que tout élément
g ∈ [G,G] peut être exprimé par g = si1 . . . sik où siu ∈ S. Notons m le car-
dinal de [G,G]. Nous avons k ≤ m. A partir de là, nous pouvons conclure
que lT (si,j) ≤ 4 et que lT (g) ≤ 4m. Ainsi, [G,G] ⊂ Gbound et [G,G] = Gbound.

Dans le cas où [G,G] est infini, comme Gbound ⊂ [G,G] qui est abélien,
il existe des entiers {βi,j}1≤j<i≤n tels que

g =
∑

1≤j<i≤n
βi,j[ti, tj].
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Comme [G,G] est un groupe abélien de type fini, il existe d ∈ N et un groupe
abélien fini A, tels que [G,G] = Zd + A. Soit c tel qu’il est définit dans
la Remarque 4 et {z1, . . . , zd} une base de Zd telle que le produit scalaire
< c, z1 >6= 0. Soit g ∈ [G,G] un élément non-trivial. Nous exprimons g
comme un mot sur les commutateurs de la partie génératrice S définie dans
le lemme 6.2.2. Il existe des entiers λj, γj tels que

g =
∑
j

λjzj +
∑
j

γjaj

nous avons

< [ti, tj], z1 > = < cαi,jc
pj

i v
qj

i c
−pi
j v−qi

j [ei, ej], z1 >
= αi,j < c, z1 > +pj < ci, z1 >

+qj < vi, z1 > −pi < cj, z1 > −qi < vj, z1 >

Ceci implique que

< g, z1 >= (
∑

1≤j<i≤n
βi,jαi,j) < c, z1 > +χ(p1, . . . , pK , q1, . . . qK) = λ1

où χ(p1, . . . , pK , q1, . . . qK) est un polynôme linéaire sur {pi, qi} et le terme
(∑1≤j<i≤n βi,jαi,j) est un polynôme quadratique en {pi, qi}.

Comme
g =

∑
1≤j<i≤n

βi,j[ti, tj] 6= 0,

nous avons ∑1≤j<i≤n |βi,j| 6= 0. Nous en concluons que < g, z1 > est un
polynôme quadratique. Par conséquent, pourM > 2, il existe {pi, qi} tel que

||
∑

1≤j<i≤n
βi,jαi,j| − |χ(p1, . . . , pK , q1, . . . qK)|| > M.

Comme l[S,S](g) = ∑
1≤j<i≤n |βi,j|, si l[S,S](g) < M alors, il résulte de la

Remarque 3 que (∑1≤j<i≤n βi,jαi,j) >
min{αi,j}

2 >
M

2 . Si M > 2λ1, alors
| < g, z1 > | > λ1 ce qui contredit le fait que < g, z1 >= λ1. Finalement,
pour toute constante M > 0, il existe {pi, qi} tel que l[S,S](g) > M . Par
ailleurs, l’inégalité lS(g) < M implique que l[S,S](g) < M2K2. Il en résulte
que pour toute constante M > 0, il existe {pi, qi} tel que lS(g) > M ce qui
signifie que g /∈ Gbound.
Puisque Gbound ⊂ [G,G], nous en déduisons que si [G,G] est infini, Gbound

est trivial.
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De manière générale nous avons le résultat suivant:

Lemme 6.2.3. Soit G un groupe nilpotent de type fini et Gk le plus grand
sous-groupe fini de la suite centrale descendante de G. Nous avons Gk ⊂
Gbound.

Preuve. Soit Gk le plus grand sous-groupe fini de la suite centrale descen-
dante de G. Soit T une partie génératrice de G. Il résulte du lemme 2.3.3
que l’ensemble S = {s1, . . . , sn} = {[t1, . . . , tk]| {tj}1≤j≤k ⊂ T} engendre Gk.
Par ailleurs, tout élément g ∈ Gk peut s’exprimer par g = si1 . . . sij avec
{siu}1≤u≤j ⊂ S. Sachant lS(g) ≤ #Gk, nous déduisons que lT (siu) ≤ 4k × 2
et lT (g) ≤ 2× 4k#Gk. Par conséquent, Gk ⊂ Gbound.

Ceci permet en particulier de déduire que si G est le groupe de Heisenberg
à coefficients entiers, Gbound est trivial.
Nous pouvons alors nous demander si pour tout groupe nilpotent G de type
fini , Gbound est le plus grand sous-groupe fini de la suite centrale descendante.

6.3 Groupes virtuellement nilpotents
Proposition 6.3.1. Soit H le groupe de Heisenberg. Soit G un groupe con-
tenant un sous-groupe d’indice fini isomorphe à H. Alors Gbound est fini.

Preuve. La preuve est analogue à celle du cas virtuellement abélien. Le
groupe H admet la présentation H =< a, b, c|[a, b]c−1 = [a, c] = [b, c] = 1 >.

Notons n = [G : H]. Soit p un nombre premier supérieur à n. Notons
Hp le sous-groupe distingué de H engendré par les éléments {ap, bp, cp2}. Le
théorème de Schur-Zassenhaus (voir par exemple le théorème 7.41 dans [57])
implique que si p est premier à n, alors le groupe G/Hp est isomorphe au
produit semi-direct

H/Hp oG/H.

Soient n = [G : H] et k un entier positif tel que les nombres {k, p, n} sont
premiers entre eux. Le morphisme φk : H/Hp → H/Hp tel que φk(a) = ak,
φk(b) = bk et φk(c) = ck

2 est un automorphisme. Il s’étend en un automor-
phisme Φk du groupe H/Hp oG/H tel que Φk(x, y) = (φk(x), y).
Supposons qu’il existe g ∈ H ∩ Gbound, un élément non trivial. Notons M
une borne uniforme pour la longueur de g et π : G → G/Hp la projection
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canonique. L’élément π(g) est non trivial dans G/Hp. Pour toute partie
génératrice finie S de G, nous avons

lπ(S)(π(g)) ≤ lS(g) ≤M.

Comme le nombre des automorphismes Φk tend vers l’infini quand p → ∞,
ceci contredit le lemme 3.1.5.

Le cas du groupe de Heisenberg noté H précédemment est traité dans le
chapitre 7. Nous montrons que Hbound est trivial (voir Corollaire 7.2.1).



Chapitre 7

Généralisation: Gbound(d)

Notonsm(G) le nombre minimal d’éléments contenus dans une partie généra-
trice symétrique de G.

Définition 7.0.1. Soit G un groupe de type fini.
Gbound(d) = {g ∈ G| ∃ M > 0 tel que pour toute partie génératrice finie S de
G de cardinal inférieur ou égal à d, lS(g) ≤M}.

Il est clair que pour d ≥ m(G),

Gbound ⊂ Gbound(d) ⊂ Gbound(d− 1) · · · ⊂ Gbound(m(G))

et
Gbound = ∩d≥m(G)Gbound(d).

7.1 Propriétés
Lemme 7.1.1. Pour tout d ≥ m(G), les propriétés suivantes de Gbound

restent vraies pour Gbound(d):

1. Gbound(d) est un sous-groupe caractéristique de G.

2. Gbound(d) est contenu dans FC(G).

3. Tout sous-groupe de type fini de Gbound(d) est virtuellement abélien.

Preuve. Soit un élément g ∈ Gbound(d). Il existe une constante m > 0 telle
que pour toute partie génératrice de cardinal inférieur ou égal à d, lS(g) ≤ m.
Étant donnés un automorphisme A de G et une partie génératrice E de G.
Les parties génératrices A−1(E) et E ont le même cardinal. En particulier,
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ceci est vrai si l’automorphisme A est une conjugaison. En utilisant les
mêmes arguments que dans le Lemme 3.1.1, nous obtenons le fait que pour
tout d ≥ m(G), nous avons Gbound(d) est un sous-groupe de FC(G). Comme
nous l’avons montré dans le Corollaire 3.1.3 et le lemme 4.2.1, la propriété
(3) est une conséquence directe de la propriété (2).

Corollaire 7.1.1. Nous constatons les faits suivants:

1. Si G est un groupe hyperbolique non-virtuellement cyclique (resp non-
cyclique et sans torsion), alors Gbound(d) est trivial pour tout d ≥
m(G) + 1 (resp d ≥ m(G)).

2. Si G est le premier groupe de Grigorchuk, alors pour tout d ≥ m(g),
Gbound(d) est trivial.

Preuve. 1. SoitG un groupe hyperbolique non-virtuellement cyclique (resp
non-cyclique et sans torsion). Une conséquence du théorème 2 dans
[49] est que pour tout d ≥ m(G) + 1 (resp d ≥ m(G)), G a une suite
{Si(d)}i∈N de parties génératrices de cardinal d, telle que la longueur
minimale d’un lacet dans le graphe de Cayley Γ(G,Si(d)) est supérieure
à i. Nous utilisons le même argument que celui utilisé dans le lemme
3.2.1 pour conclure que Gbound(d) ne peut pas contenir d’éléments de
torsion. Du fait que le FC-centre d’un groupe hyperbolique est fini et
que Gbound(d) ⊂ FC(G), nous déduisons que Gbound(d) est trivial.

2. Soit G le premier groupe de Grigorchuk. Il est connu que G est "juste
infini" (voir Théorème 8.1 dans [32]). Par conséquent, Si FC(G) est
non-trivial, alors il est d’indice fini. Il s’ensuit que FC(G) est de type
fini et virtuellement abélien (Théorème 4.3.1 dans [56]). Ainsi, G est
un groupe virtuellement abélien. Puisque G est un groupe de torsion de
type fini, il ne peut pas être un groupe infini et virtuellement abélien.
Nous déduisons de cette contradiction que FC(G) est trivial. Le fait
que pour tout d ≥ m(G), Gbound(d) ⊂ FC(G) implique que Gbound(d)
est trivial.

7.2 Exemples
Proposition 7.2.1. Soit G = Zd.

1. Pour d = 1, si m = 2, Gbound(m) = G sinon Gbound(m) = {0}.
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2. Pour d ≥ 2 et m ≥ 2d, Gbound(m) = {0}.

Preuve. 1. Soit d = 1 et G = Z. L’unique partie génératrice de Z de
cardinal 2 est S = {±1}. Dans ce cas, la longueur d’un entier n ∈
Z \ {0} est lS(n) = n et Gbound(2) = Z.
Soient p, q deux nombres premiers différents. Il existe a, b ∈ Z tels que
ap + bq = n. Pour tous les entiers K > |n|, p > K + 1 et q > p!, nous
avons:

|a| = |bq − n|
p

≥ |bp!
p
− n

p
| ≥ |b(p− 1)!− 1| ≥ K!− 1 ≥ K.

Par ailleurs, nous savons que S = {±p,±q} est une partie génératrice
de Z et lS(1) = |a|+ |b|. De là, nous déduisons que pour tous les entiers
n ∈ Z et K > |n|, il existe une partie génératrice S telle que lS(n) > K.
Ceci implique que pour m ≥ 4, Gbound(m) = {0}.

2. Soit X = (x1, . . . , xd) ∈ Zd non nul. Il existe i ∈ {1, . . . d} tel que
xi 6= 0. En utilisant un élément de SL(d,Z), nous pouvons supposer
que x1 ≥ 1. Soient p, q deux nombres premiers distincts et a, b ∈ Z tels

que bp − aq = 1. Nous avons A =
(
p q
a b

)
∈ SL(2,Z) et l’application

v ∈ Z2 −→ Av ∈ Z2 est un isomorphisme. Dans ce cas, Il existe

α, β ∈ Z tels que A
(
α
β

)
=
(
x1
x2

)
. Ceci implique que αp+ βq = x1.

Pour des entiers K > 1, p > max{|x1|, K + 1} et q > p!, nous avons

|α| = |βq − x1|
p

≥ |βp!
p
− x1

p
| ≥ |β|(p− 1)!− 1 ≥ K!− 1 ≥ K.

Soit S(p,q) = {±v1, . . . ,±vd} la partie génératrice de Zd avec 2d éléments
où v1 = (p, a, 0 . . . 0), v2 = (q, b, 0 . . . 0), v3 = (0, 0, 1, 0, . . . 0), . . . et
vd = (0, 0, . . . , 1). Pour cette partie génératrice, nous avons

X = αv1 + βv2 +
j=d∑
j=3

xjvj.

Pour tout K > 1, soit (p, q) comme ci-dessus. Nous avons alors,

lS(p,q)(X) = |α|+ |β|+
j=d∑
j=3
|xj| ≥ K.

Ceci implique que pour d ≥ 2 et m ≥ 2d, Gbound(m) = {0}.
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Proposition 7.2.2. Soit G =< a, b, c| [a, b] = c, [a, c] = [c, b] = 1 > le groupe
de Heisenberg. Nous avons:

1. Gbound(4) = Z = Z(G) le centre de G.

2. Pour d ≥ 6, Gbound(d) est trivial.

Preuve. 1. Soit S = {x±1, y±1} une partie génératrice de G. Notons z =
[x, y]. Puisque G est nilpotent de classe 2, alors ∀g ∈ G, nous avons
[[x, y], g] = [z, g] = e, ce qui implique que z ∈ Z(G) = Z.
Nous savons que G/Z(G) = Z2. Ceci induit un morphisme surjectif:

π : G −→ G/Z(G) = Z2.

Nous voulons montrer que Z(G) est engendré par z = [x, y].
Le groupe Z(G) est engendré par c = [a, b] avec la présentation ci-
dessus. Nous avons z ∈ Z(G) = Z et c un générateur de Z(G). Il
s’ensuit qu’il existe un entier i tel que z = ci.
Montrons que g = xαyβ tel que αβ 6= 0 n’est pas un élément de Z(G).
L’ensemble π{x±1, y±1} est une partie génératrice de G/Z(G) = Z2.
Pour (α, β) 6= (0, 0), π(g) = απ(x) + βπ(y) 6= 0. Ceci implique que g
n’est pas un élément de Z(G). Alors, pour tout élément g ∈ G, il existe
α, β, γ ∈ Z tels que g = xαyβcγ.
Nous pouvons écrire a = xα1yβ1cγ1 et b = xα2yβ2cγ2 . Il en découle que:

[a, b] = xα1yβ1xα2yβ2y−β1x−α1y−β2x−α2

= (xα1yβ1x−α1y−β1)(yβ1xα1xα2y−β1x−α1x−α2)
xα2xα1yβ1yβ2y−β1x−α1y−β2x−α2

PuisqueG est nilpotent de classe 2, alors pour tous x, y ∈ G et α, β ∈ Z,
nous avons [xα, yβ] = xαyβx−αy−β = [x, y]αβ.
Il en résulte alors que:

xα1yβ1x−α1y−β1 = zu1 ,
yβ1xα1xα2y−β1x−α1x−α2 = zu2 .
xα1yβ2x−α1y−β2 = zu3

où u1 = α1β1, u2 = −β1(α1 + α2) et u3 = α1β2. Notons j = u1u2u3.
En utilisant ces équations dans l’expression de [a, b], nous obtenons:

[a, b] = zu1u2xα2(xα1yβ2x−α1y−β2)x−α2

= zu1u2u3 = zj
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Ainsi, cij = c. Ceci implique que |i| = 1 et que z engendre Z(G). Il
s’ensuit que pour toute partie génératrice S de G à 4 éléments, lS(c) ≤
4. Par conséquent, Z(G) ⊂ Gbound(4). Rappelons que Gbound(4) ⊂
FC(G) et montrons que FC(G) = Z(G).
Il est connu que tout élément de G a une expression unique de la forme
g = aibjcl où i, j, l ∈ Z. Dans ce cas, si j 6= 0, alors ∀n ∈ Z, nous avons:

an(aibjcl)a−n = ai(anbja−n)cl.

Puisque anbja−n = cnjbj, il en découle que:

an(aibjcl)a−n = ai(cnjbj)cl = aibjcl+nj.

Si i 6= 0, alors ∀n ∈ Z, nous avons

bn(aibjcl)b−n = aibjcl−ni.

Soit h = anbmck un élément non-trivial. Nous avons

hgh−1 = anbmaibjclb−man

= an(bm(aibjcl)b−m)an
= an(aibjcl−mi)a−n
= aibjcl−mi+nj

De ce qui précède, nous déduisons que les éléments qui ne sont pas dans
Z(G) ont un nombre infini de conjugués. Dans ce cas, ils ne sont pas
dans FC(G). Nous pouvons alors conclure que FC(G) = Z(G).

2. Nous savons que Gbound(6) < FC(G). Soient p et q deux nombres
premiers. L’ensemble S = {a±p, a±q, b±1} est une partie génératrice de
G. Montrons que pour tout n ∈ Z, cn 6∈ Gbound(6). Pour tout u, v ∈ Z
tels que uv = n, nous avons cn = [au, bv]. Il existe αu, βu ∈ Z tels que
αup + βuq = u. Il s’ensuit que cn = [au, bv] = aαup+βuqbva−αup−βuqb−v.
Soit A l’ensemble des diviseurs de n. Cet ensemble est fini. D’autre
part, nous avons lS(cn) ≥ min{|αu| + |βu| | u ∈ A} qui tend vers
l’infini quand p tend vers l’infini. Puisque pour tout d ≥ 6, Gbound(d) ⊂
Gbound(6), il est clair que Gbound(d) est trivial pour d ≥ 6.

Corollaire 7.2.1. Soit G le groupe de Heisenberg, alors Gbound est trivial.

Preuve. Puisque Gbound = ∩d≥m(G)Gbound(d) et Gbound(6) est trivial, alors
Gbound est trivial.
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RÉSUMÉ

Cette thèse étudie la question suivante: étant donné un groupe de type fini G quels sont les éléments dont la longueur est
uniformément borné pour toute longueur des mots sur G? Ce travail introduit et étudie le sous-groupe Gbound formé par
les éléments dont la longueur des mots est uniformément bornées par rapport au changement de parties génératrices
de G. Nous montrons que ce sous-groupe est caractéristique, qu’il est fini quand le groupe G est virtuellement abélien,
qu’il est trivial quand le groupe est hyperbolique non-élémentaire. Nous montrons que pour tout groupe fini A, il existe un
groupe infini G tel que Gbound = A. Nous montrons que pour les groupes nilpotents de classe 2, Gbound est le plus grand
sous-groupe fini de la suite centrale descendante. Nous étudions également une généralisation de Gbound dépendre des
cardinaux des parties génératrices considérées.

MOTS CLÉS

Longueur des mots, métrique des mots, sous-groupes caractéristiques, FC-centre, groupes virtuellement
abéliens, identités de groupes, groupes de Burnside, groupes hyperboliques, groupes nilpotents.

ABSTRACT

This thesis studies the following question: given a finitely generated group G which are the elements whose length is
uniformly bounded for any word-length in G ?. This work introduces and studies the subgroup Gbound consisting of
elements of uniformly bounded word-length with respect to any generating set of G. We show that this subgroup is
characteristic, that it is finite when the group G is virtually abelian, that it is trivial when the group is non-elementary
hyperbolic. We show that for every finite group A, there exists an infinite group G such that Gbound = A. It is shown
that for nilpotent groups of class 2, Gbound is the largest finite subgroup of the lower central series. We also study a
generalization of Gbound by making it depend on the cardinals of the generating sets considered.

KEYWORDS

Word-length, word metrics, characteristic subgroups, FC-center, virtually abelian groups, torsion groups,
group identities, Burnside groups, hyperbolic groups, nilpotent groups.
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