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Chapitre 1

Introduction

La théorie des groupes a émergé de 1’étude des transformation en géométrie,
la théorie des nombres et 1'étude des groupes de permutations des racines
de polynémes & travers les travaux d’Evariste Galois au 19 siecle. Les
groupes ont ensuite été étudiés comme objets algébriques abstraits. Une
perception plus géométrique des groupes a émergé au début du 20°™¢ sie-
cle notamment avec les travaux de Max Dehn en 1911 dans son étude des
propriétés algorithmique des groupes [19]. Ceci fut a l'origine d’un nouveau
point de vue considérant les groupes comme espaces métriques. Cette vision
a été ensuite développée en particulier dans les travaux de Michael Gromov
[33] pour donner naissance a la théorie géométrique des groupes.

Tout groupe GG engendré par une partie génératrice finie .S symétrique peut
étre muni d’une distance appelée distance des mots. La longueur d’'un élé-
ment z du groupe G relativement a S est notée lg(z). Il s’agit du plus petit
entier k tel qu’il existe sy, ..., s € S dont le produit s;...s; vaut z. La distance
entre deux éléments x et y du groupe est alors la longueur de y~'z. Pour
un groupe G fixé, les espaces métriques ainsi obtenus sont quasi-isométriques.

Cette approche a permis d’étudier les propriétés algébriques des groupes
a travers des propriétés géométriques comme la croissance du volume des
boules, le profil isopérimétrique, les fonctions de Falner, les espaces des bouts,
I’existence de quasi-plans et le bord pour certains groupes. L’un des objectifs
de la théorie géométrique des groupes est de comprendre quelles propriétés
des groupes peuvent étre exprimées en termes géométriques et de classer les
groupes a quasi-isométrie pres. Un exemple célebre de propriété algébrique
formulée géométriquement, est le fait quun groupe est virtuellement nilpo-
tent si et seulement s’il est a croissance polynomiale. Ce théoréme a été
démontré par Mikhael Gromov dans [34].
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans les années 1980, Mikhael Gromov a développé la notion de groupes hy-
perboliques qui sont des groupes ayant une géométrie analogue aux espaces
hyperboliques au sens ou les triangles géodésiques sont fins. Les groupes
hyperboliques et leurs généralisations ont connu un grand développement et
restent un sujet de recherche actif, voir e.g [15].

On dit qu'un groupe est périodique, ou de torsion, si tous ses éléments sont
d’ordre fini. Dans [I3], William Burnside a posé le probleme cherchant a
savoir si tout groupe de torsion de type fini est fini. En 1968, Serguei Novikov
et Sergei Adian ont montré dans [54] que le groupe de Burnside libre de rang
m et d’ordre n

B(n,m) = F,,/{z"|x € F,,)

est infini quand n est impair et n > 4381. Des preuves géométriques de ce
résultat ont été apportées par Aleksandr Ol’shanskii dans [48] et par Thomas
Delzant en collaboration avec Mikhael Gromov dans [20)].

En 1992, Sergei Ivanov [3§] montra que le groupe B(n,m) est infini si n est
pair, n > 248 et n divisible par 2°. Par la suite, Igor Lysenok a montré dans
[41] que ceci est vrai pour n > 8000.

1.1 Contributions de la these

Etant donnée une fonction positive ¢ sur un groupe G quasi-isométrique a
une longueur des mots sur G, nous souhaitons savoir dans quels cas ¢ est réal-
isable comme une longueur des mots. En d’autres termes, existe-t-il un sous-
ensemble S’ de G tel que £ est la longueur correspondant a S’? Des exemples
d’obstacles a une telle fonction positive ¢ pour étre une longueur des mots
est donné par le taux de croissance uniforme etudité dans [17, [I8] 27, 39, [42]
et la non-moyennabilité uniforme étudiée dans [6, B0, BI]. Il a par exem-
ple été démontré dans [39, Theorem 1.1] que les groupes hyperboliques non-
élémentaires sont a croissance exponentielle uniforme. Il a été démontré dans
[6, Theorem 1] que les groupes hyperboliques non-élémentaires, les groupes
possédant un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur un groupe libre
non-abélien et les groupes de Burnside libres avec un exposant assez grand,
les groupes sont uniformément non-moyennables. Ces notions donnent des
contraintes sur les longueurs des mots qui sont indépendantes des parties
génératrices considérées. Alors si la fonction £ ne respecte pas ces contraintes,
elle n’est pas une longueur des mots.

Nous observons que dans certains groupes, la valeur de ¢ pour un seul élé-
ment peut constituer un obstacle pour étre réalisable comme longueur des
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mots. Si la longueur de la fonction ¢ considérée ci-dessus en g est supérieure
a sups{ls(g)}, alors il est clair que ¢ n’est pas une longueur des mots.

Définition 1. (:Déﬁnitionm Etant donné un groupe de type fini G, un
élément g € G est dit uniformément borné si la longueur de g est unifor-
mément bornée par une constante M(g) pour toute partie génératrice de G.
Notons Gpouna l'ensemble de ces éléments.

Dans cette these, nous introduisons et étudions l’ensemble Gpyung qui
s’avere étre un sous-groupe caractéristique. En particulier, nous étudions ce
sous-groupe pour les classes de groupes suivantes: nilpotents, hyperboliques,
virtuellement abéliens et les groupes possédant une loi uniforme.

Dans de nombreuses classes de groupes, le sous-groupe Gpoung €st trivial.
C’est le cas par exemple, pour les groupes avec FC-centre trivial, car Gpoung
est inclus dans le FC-centre qui le sous-groupe des éléments ayant un nom-
bre fini de conjugués (Corollaire . En particulier, c’est le cas pour
les groupes agissant sur des arbres, extensions HNN, amalgames [16]. Le
sous-groupe Gpoung €st également trivial dans le cas des groupes abéliens
(Théoréme et hyperboliques non-élémentaires (Corollaire. Cepen-
dant, il existe des exemples ou ce sous-groupe est non-trivial.

Exemple. Soit G = Z x Dg ou Dg est le groupe diédral a 8 éléments. Le
sous-groupe Gpoung €st le centre de Dg qui est un sous-groupe a deuz éléments

(Exemple :

Dans mon premier article [1], je démontre les résultats suivants.

Théoréme (A). (=Théoréme Le sous-groupe Gpouna €st fini quand le

groupe G est virtuellement abélien.

La "maille" d’un groupe de type fini, qui est la borne supérieure des
longueurs des plus petits lacets non triviaux dans les graphes de Cayley du
groupe G considéré (voir chapitre 3.2), a été étudiée par Saul Schleimer [59],
Aleksandr Ol’shanskii et Mark Sapir [49] et par Azer Akhmedov [4].

Nous donnons un critere de trivialité de Gpoung en terme de "maille" (voir
Section [3.2). Nous utilisons principalement le résultat de Azer Akhmedov [4]
pour le cas des groupes hyperboliques non-élémentaires.

Proposition (A). (=Proposition Si la maille d’un groupe G est in-

finie, alors Gyouna ne contient pas d’éléments de torsion.

Nous obtenons le corollaire suivant.
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Figure 1.1: Graphe de Cayley de Z x Dg avec générateurs {5,7} de Z et
{A, B}, les pré-images des générateurs de I'abélianisé de Ds.

Corollaire. (=Corollaire Dans un groupe G qui a une maille infinie,
St Gyouna €St fini, alors il est trivial. En particulier, Gyoung est trivial quand
le groupe est hyperbolique non-élémentaire.

Nous montrons également le résultat suivant ( voir théoreme |5.1.1)).

Théoréme (B). (=Théoréme [5.1.1) Pour tout groupe fini A, il existe un
groupe infini G tel que Gpoung = A.

Par la suite, nous étudions la dépendance d’une variante de Gpyung €n les
cardinaux des parties génératrices.

Définition 2. (=Définition Soient G un groupe de type fini, r(G)
le rang de G, d un entier tel que d > r(G) et E(d) l'ensemble des par-

ties génératrices finies de G de cardinal inférieur d d. Notons Gpouna(d)
Uensemble {g € G : IM > 0tq S € E(d),ls(g) < M}.
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Nous montrons que les sous-groupes Gpound(d) satisfont plusieurs pro-

priétés de Gpoung. Nous utilisonsun résultat de A. Ol’'shanskii et M. Sapir
[49] pour en déduire que si G est hyperbolique non-élémentaire, les sous-
groupes Gpouna(d) sont triviaux pour d > r(G).
Nous montrons aussi que les sous-groupes Gpouna(d) peuvent varier en fonc-
tion de d. En particulier, nous calculons les valeurs de la suite Gpouna(d) avec
d > r(G) dans le cas ot G est un groupe abélien libre et aussi dans le cas ou
G est le groupe de Heisenberg discret (a coefficients entiers).

Proposition (B). (=Proposition Soit G = 74.
1. Pourd=1, sim =2, Gyouna(m) = G sinon Gpouna(m) = {0}.
2. Pourd > 2 et m > 2d, alors Gpouna(m) = {0}.

Proposition (C). (=Proposition[7.2.9)
Soit G =< a,b,c|[a,b] = ¢, |a,c] = [¢,b] =1 > le groupe de Heisenbery.

On a:
1. Ground(4) =7 = Z(Q) le centre de G.
2. Pour d > 6, Gpouna(d) est trivial.

En particulier, ceci implique le résultat suivant.

Corollaire. (=Corollaire Soit G le groupe de Heisenberg, Gyouna €st
trivial.

Dans un travail en cours [2], j’étudie le sous-groupe Gpouna dans le cas des
groupes virtuellement nilpotents. Je montre en particulier ce qui suit.

Théoréme (C). (=Théoreme Soit G un groupe infini nilpotent de
classe 2. Le sous-groupe Gyouna €St le plus grand sous-groupe fini de la suite
centrale descendante.

Nous montrons ensuite le résultat suivant pour les groupes virtuellement
nilpotents.

Proposition (D). (=Proposition Soient H le groupe de Heisenberg et
G un groupe qui contient un sous-groupe d’indice fini isomorphe a H. Alors
Ghrouna est fini.

Nos résultats soulevent les questions suivantes.
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Question: Existe-t-il un groupe G tel que Gpoupng est infini?

Question: Est-il vrai que Gpoung est fini pour tout groupe G virtuellement
polycyclique?

Question: Est-ce que Gpoung est fini dans le cas des groupes résolubles?

1.2 Organisation de la these

Apres ce chapitre introductif, nous exposons au second chapitre quelques
rappels sur les groupes de type fini et de présentation finie, sur les éléments
ayant un nombre fini de conjugués et sur les groupes nilpotents. Nous définis-
sons ensuite les graphes de Cayley, qui sont une représentation géométrique
des groupes. Nous en donnons quelques exemples et propriétés.

Le chapitre 3 introduit les propriétés de base du sous-groupe Gpoung €t en
donne les premiers exemples.

A travers le chapitre 4, nous rappelons la définition ainsi que quelques pro-
priétés des groupes hyperboliques avant de décrire le sous-groupe Gpyung pour
ces groupes.

Dans le chapitre 5, nous construisons des groupes avec Gpoung prescrit en util-
isant des groupes de torsion. Ceci, apres un bref état de ’art sur les groupes
de Burnside. Nous discutons ensuite le cas du premier groupe de Grigorchuk
pour lequel Gyoung est trivial.

Des criteres de finitude de Gpyng sont donnés au chapitre 6. Nous y étudions
Ghouna dans les cas des groupes abéliens, virtuellement abéliens et nilpotents.
De plus, nous y donnons un exemple de groupe virtuellement nilpotent de
classe 2 avec Gpoyng trivial.

Nous finissons cette these par un septieme chapitre consacré a la suite des
sous-groupes {Gpounda(d)}a>r(cy qui sont une généralisation du sous-groupe
Ground- Nous montrons quelques propriétés générales de cette suite et nous
la calculons dans le cas des groupes abéliens libres et dans le cas du groupe
de Heisenberg.



Chapitre 2

Rappels sur les groupes

2.1 Propriété de finitude

Définition 2.1.1. On dit d’un groupe G qu’il est de type fini, sl existe un
sous ensemble fini S C G, tel que tout élément g € G est égal a un produit
d’éléments de S. Ainsi, Vg € G, Isy,...,5, € S tel que g = sF*... st

L’ensemble S est appelé partie génératrice de G.

Il est clair que tout groupe fini est de type fini.

-Le groupe Z? est un groupe de type fini engendré par la partie généra-
trice S = {(1,0,...,0),...,(0,...,,1)}.

-1l existe une infinité non dénombrable de classes d’isomorphismes de groupes
de type fini. En particulier, il existe une infinité non dénombrable de groupes
a petites simplifications (voir section (4.1.1)).

-De méme, il existe une infinité non dénombrable de groupes résolubles. En
particulier, Philip Hall a montré que tout groupe abélien dénombrable est
isomorphe au centre d’un certain groupe résoluble de type fini (voir Théoreme
6 dans [37]). Or, il existe une infinité non dénombrable de groupes abéliens
dénombrables non-isomorphes.

La propriété qu'un groupe soit de type fini est préservée par les opéra-
tions suivantes :
-Le produit direct, le produit libre, le produit amalgamé, le quotient par un
sous-groupe distingué et I'extension par un groupe de type fini.
Il est également connu que le produit en couronne de deux groupes de type

11



12 CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LES GROUPES

fini est de type fini.

Croissance des groupes de type fini

Définition 2.1.2. Soit G un groupe engendré par une partie génératrice
finie S. Notons Bg(n) la boule de rayon n pour la distance induite par S.
On appelle

- Tauz de croissance d’un groupe G de partie génératrice finie A [17)], le

nombre
MG, S) = lim {/#Bg(n).

Cette limite existe par la sous-multiplicativité de #Bgs(n).
- Taux de croissance uniforme A\(G) = infg \(G, S).

Définition 2.1.3. Soient G un groupe de type fini et S une partie génératrice
finie de G. On appelle longueur des mots associée a S, la fonctionlg : G —
R telle que pour tout élément g € G, ls(g) =min{n e N| g=s1...8,, s €
S}.

Cette longueur permet de définir une distance dg sur le groupe G, de la
maniére suivante: pour z,y € G, nous avons ds(z,y) = ls(z " 'y).

Définition 2.1.4. Le taux de croissance permet de classer les groupes de
type fini a quasi-isométrie prés en trois catégories:

- MG, S) > 1 groupes a croissance exponentielle.
- MG, S) =1 groupes a croissance sous-exponentielle:

1. s7il existe un entier d > 0 tel que #Bg(n) < an® croissance poly-
nomiale.

2. #Bgs(n) crois plus vite que tout polynéme, croissance intermédi-
aire.

Les groupes libres de type fini et plus généralement les groupes hyper-
boliques, sont de croissance exponentielle [29]. Les groupes a croissance poly-
nomiale sont les groupes virtuellement nilpotents [34]. Il existe une infinité
non dénombrable de groupes a croissance intérmédiaire [31].

Présentation de groupes
La notion de présentation permet de représenter les groupes de maniere plus
précise en terme de générateurs et de relations entre ces générateurs.



2.1. PROPRIETE DE FINITUDE 13

Définition 2.1.5. Soit G un groupe engendré par une partie génératrice
S. Soit F(S) le groupe libre engendré par S. Il existe un morphisme 7 :
F(S) — G tel que m|s = Idg. Soit N = ker(r), le noyau de ce morphisme.
Soit R un sous-ensemble de N tel que le plus petit sous-groupe distingué de
F(S) contenant R est N. En d’autres termes, N est l'intersection de tous
les sous-groupes distingués de F(S) contenant R. Dans ce cas, G admet une
présentation notée < S | R >. Si G admet une présentation < S|R > o les
ensembles S et R sont finis, G est alors dit de présentation finie.

Exemples de groupes de présentation finie:
-Le groupe libre a k générateurs est clairement de présentation finie.

-Le groupe abélien libre a k générateurs a pour présentation
<Zi,... ,.Tk| [xivij 1< 2,] < k>.

-Le produit direct de deux groupes de présentation finie.

Définition 2.1.6. Le produit en couronne de deuzx groupes G et H est le
groupe H1G = (BgecHy) ¥ G ot G agit sur (BgecHy) d gauche par trans-
lations.

Notons que si deux groupes H et G sont engendrés respectivement par
deux partie finies X et Y, leur produit en couronne H ! GG est engendré par
I'union de (--- x {eg} x X x {em}x,...) C @gecH, et {e} xY C {e} x G.

Exemple 2.1.1. Le produit en couronne Z./27Z7 est appelé groupe de Lamp-
lighter ou bien groupe de l’allumeur de réverbéres. Cette appellation est due
au fait que laction du groupe Z sur le groupe infini Y ;c; 2./27 fail penser a
un allumeur de réverbéres qui change les états (allumée/éteinte) d’une lampe
(réverbere) qui fait partie d’une suite infinie de lampes.

Définition 2.1.7. Soient deux groupes G et H ayant pour présentations
respectives H =< S1|Ry > et G =< S3|Ry >. Le produit libre de G et H est
le groupe donné par la présentation G x H =< Sy U S| Ry U Ry >.

Nous déduisons que le produit libre de deux groupes libres est un groupe
libre.

Définition 2.1.8. Soient G =< S1|Ry >, H < S3|Ry > deux groupes et K
un sous-groupe de G isomorphe a un sous-groupe Ky de H par un morphisme
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¢ K — Kyg. Le produit amalgamé de G et H sur K est le groupe donné
par la présentation

Gxx H=< S USy|R URy U {(k)k™ Y here > .

Définition 2.1.9. Soient G un groupe de type fini et S une partie génératrice
finie de G. On appelle longueur des mots associée a S, la fonctionlg : G —
R telle que pour tout élément g € G, ls(g) =min{n e N|g=51...8,, 8 €
St.

Cette longueur permet de définir une distance dg sur le groupe G, de la
maniére suivante: pour x,y € G, nous avons dg(z,y) = ls(z7'y).

2.2 FC-centre

Le FC-centre d'un groupe (FC pour Finite Conjugacy) est une généralisation
de la notion de centre.

Définition 2.2.1. Soit G un groupe. On appelle FC-centre de G que [’on
note FC(G), le sous-groupe formé par les éléments de G qui ont un nombre
fini de conjugués i.e FC(G) ={g € G | #{hgh ™' }nec < 0o}.

Un résultat classique stipule que les sous-groupes de type fini du FC-
centre sont virtuellement abéliens. Dans cette section nous expliquons la
preuve de ce résultat. Commencons par le lemme suivant:

Lemme 2.2.1. (Lemme 2.14 dans [50]) Soient G un groupe et A = { X, }aer
une famille de sous-groupes telle que: si X et Y € A, alors pour touty € Y,
yXy~t € A. Nous obtenons alors le fait que pour tout bon ordre sur A, donc
sur I, le groupe engendré par U'union des {Xa}aer est J = Xo Xay..., le
produit des X, dans ['ordre croissant.

Preuve. Nous avons J C< Uaer X, >. Soit a € J — {e}, a s’écrit comme un
produit: a = x;...x, avec r minimal et x; € X,,. Considérons que X,,...X,,
est minimal pour l'ordre lexicographique induit par ’ordre sur I.

Montrons que la suite aq, .., ;. est strictement croissante. Supposons a; = o
avec i # j. Dans ce cas, a = xl...wixjxfil...x§ilxj+1..xT avec 7% = uwu~l.
En revanche, comme z;x; € X,,, il s’agit d'une écriture de a plus courte
que z;...x,. Ceci étant impossible, alors pour i # j, nous avons «; # «;.
Supposons a présent qu’il existe x; dans I'écriture de a tel que ;11 < ay,
alors

a = xl.-.xi+1(x;_:lxiwiJrl)xiJrQ...xr (*)
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Comme x;}lXaixiH € A, le mot obtenu ici est plus petit que x...x, dans
Pordre lexicographique. Ceci est impossible. A présent, dans le cas ot vy, <
Q;, NOUS POUVONS NOUS ramener au cas ;11 < «; en effectuant la manipulation

(). O

Corollaire 2.2.1. (Corollaire 2 du Lemme 2.14, [56]) Soient G un groupe
et F' C G une partie finie stable par conjugaison telle que tous les éléments
de F' sont d’ordre fini. Dans ce cas, le groupe engendré par F' est fini.

Preuve. Notons X, le groupe engendré par I'élément o et A = {X,}aer. A
est une famille finie de groupes, alors nous pouvons la munir d’un bon ordre.
Lorsque nous appliquons le lemme précédent a A, nous obtenons le fait que
le groupe < UyerpX, >=< F > est un produit fini de groupes finis. Il est
donc un sous-groupe fini de G. [

A présent, nous pouvons démontrer le théoreme.

Théoréme 2.2.1. (Théoréme 4.53.1 dans [56]) Soit G un groupe de type fini
tel que FC(G) = G, alors G est virtuellement 74,

Preuve. Pour démontrer ce résultat, nous allons montrer que G/C(G) est
un groupe fini, ou C(G) est le centre de G. Pour z € G, notons C(x) le
centralisateur de .

Nous allons appliquer le Corollaire [2.2.1/ & F', une partie génératrice finie de
G/C(G) bien choisie. Notons S = {si,...,s,} une partie génératrice de G
stable par conjugaison. Comme tout élément de G admet un nombre fini de
conjugués, nous pouvons simplement ajouter tous les conjugués qui manquent
dans S. Notons m; : G — G/C(s;) la projection canonique. Soit a € G.
Comme tout s; € S admet un nombre fini de conjugués, alors G/C(s;) est
fini. Dans ce cas, il existe un k; € N tel que 7;(a)¥ = e. En d’autres termes,
ak € C(s;). Ainsi, a®* € Ni<,<,C(s;) = C(G). Nous en déduisons alors
que tous les éléments de F' sont d’ordre fini. Ceci nous permet d’appliquer
le corollaire précédent a F' qui est une partie génératrice de G/C(G). Nous
en déduisons alors que G/C(G) est fini.

Il s’ensuit que G est une extension finie de son centre qui est abélien et
de type fini en conséquence du Lemme de Schreier. Par conséquent, G est
I’extension finie d’un groupe abélien de type fini qui est alors une extension
finie de Z<. [

Méme s’il n’y a pas de sous-groupe FC-central de type fini qui ne soit pas
virtuellement abélien, il existe de nombreuses classes de groupes ou FC-centre
est grand. Une construction possible est due a P.Hall [37]. Une application
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des sous-groupes FC-centraux a été exposée dans 'article d’Antoine Gour-
nay [30]. Jérémie Brieussel et Tianyi Zheng [I1] utilisent une généralisation
des extentions FC-centrales pour construire des classes de groupes avec la
propriété HED de Shalom (Voir aussi [24]).

2.3 Les groupes nilpotents

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés des
groupes nilpotents. Le chapitre [6] expose nos résultats sur Gpoung quand
G est virtuellement nilpotent.

Définition 2.3.1. Soit G un groupe.

- On appelle commutateur de deux éléments x,y de G, [’élément

[z, y] = xya~ly ™
- On appelle commutateur de n éléments x4, ..., x,, [’élément
[z, .. xn] = [ (21, @o, 23], -]

Définition 2.3.2. Un groupe G est dit nilpotent de classe n avec n > 1 si
les commutateurs de longueur n + 1 sont égaux a [’élément trivial dans G.
Ceci équivaut a dire que pour la suite centrale descendante Ciq = [Cy, G],
telle que Cy = G, nous avons C, = {e}. Le groupe C; est engendré par les
commutateurs de longueur i de G.

Les groupes de la suite centrale vérifient Cy > --- > C), 1. De plus, nous
avons la propriété suivante.

Lemme 2.3.1. Pour tout groupe G, ai,...,a; € G et ki,...,k;j € Z, nous

avons

kj i
[af', .. ay’] = [a, .., q;] 1l mod Gy,

En particulier, si G est nilpotent de classe n + 1 alors

[a]flﬂyafln]:[an,’a,n] i:lki'

Preuve. Notons [z,y] = ryz~ty~!. Nous savons que pour tout groupe G et
x1, X2, r3 € G, nous avons

(21, Tox3] = [21, 23][23, [T1, T2 [21, 2] (2.1)
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voir par exemple la formule (10.2.1.2) dans [36]. Ceci implique que pour

des entiers n,m € Z, [z, x5 = [x1, 22]™™ mod G3 ou G est le sous-groupe
des commutateurs de longueur 3. Procédons par récurrence. Supposons que
pour tout ay,...,a; € G et ky,..., k; € Z, nous avons
k1 kip Tk
lay', ... a’] = ay, ..., aj]Hzfl " mod Gji.

Soient a1 € G et kj1 € Z deux éléments non-triviaux. Nous avons

kj J . ks
[allf17 e 7ajz‘r+11] = [([ala s 7aj]]‘_[i:1 kl)h, a]fll]

ot h € Gj41. En utilisant 'équation [2.1], nous obtenons

k kjy17 Ik ki
[ar, . ai ] = (lag, o ag] =™ 0] mod G
et .
k kji1y Tk
[all, Ce ,ajj_l } = [al, e ,Clj+1]HZ:1 “ mod Gj+2.
Ce qui termine la preuve. Si G est nilpotent de classe n + 1, alors G, est
trivial. Dans ce cas, pour tout ay,...,a; € G et ky,...,k; € Z,
k k "k
[af', ... a"] = [an, ... ,an]nzzl :

]

Lemme 2.3.2. Soit G un groupe de type fini, H et K deux sous-groupes
distingués de G, engendrés respectivement par X etY . Le sous-groupe [H, K|

est le plus petit sous-groupe distingué de G contenant l’ensemble S = {[x,y] :
reX, yeY}.

Preuve. Soit N le plus petit sous-groupe distingué contenant S. Il est clair
que N C [H, K]. Les éléments de X commutent avec les éléments de Y dans
le quotient G/N. Comme tout élément de H est un produit d’éléments de
X et tout élément de K est un produit d’éléments de Y, les éléments de K
et H commutent dans G/N. Ceci implique que N C [H, K]. ]

Lemme 2.3.3. Soit G un groupe nilpotent engendré par une partie généra-
trice finie S. Le sous-groupe C; est engendré par S; = {[s1,...,8] | V1 <
Jj <i,s; € S}, les commutateurs de longueur i de la partie S [{2].

Preuve. Par récurrence, le cas ¢ = 2 résulte du Lemme [2.3.2] Supposons que
I’assertion est vraie pour C;. Nous avons S;11 C C;11 et Ciyq est distingué.
Comme N est le plus petit sous-groupe distingué contenant S;,1, il est in-
clus dans Cj;;. Soit g = [21,...,x;+1] un commutateur de longueurs i + 1.
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Le commutateur [x1,...,z;] est un produit d’éléments de S;. Dans ce cas,
g=1[s1-.-8i,xix1] = [s1...Si,u1...uy] O S1,...,8 € S; et uy,...,u, €5.
Par ailleurs, nous savons que pour tout groupe G et x,y, z € GG, nous avons
[y, z] = [z, 2)Y[y, z]. Ceci implique que I’élément g est un produit de con-
jugués d’éléments de S;,; ainsi, g € N et finalement C;,; C N.

Comme le conjugué d'un commutateur est un produit de commutateurs de
longueurs plus grandes, le groupe C; est engendré par les commutateurs de
longueur O

Le groupe de Heisenberg a coefficients entiers

1 a c
G=<|(0 1 b||abceZ
0 01
est engendré par la partie
110 100 1 01
S=¢A=(0 1 0|,B=|0 1 1|etC=]0 1 0
001 001 0 01

G admet la présentation suivante:
G =< A, B,C|[A,C],[B,C],[A,B]C™! > .
Ce groupe est nilpotent de classe 2. Il a pour centre C'(G) ~ Z et
G/C(G) ~ 72

Définition 2.3.3. Un groupe est dit résoluble de classe n, si la suite des
sous-groupes dérivés D;1 = [D;, D;], ot Dy = G, stationne d {e}. Ceci
signifie qu’il existe un entier n > 1 tel que D,, = {e}

Remarquons que comme la suite centrale descendante, la suite des sous-
groupes dérivés vérifie D, > ... D, 1.
John Milnor [45] et Joseph Wolf [61] ont montré le résultat suivant: Soit G
un groupe résoluble de type fini. Si GG n’est pas de croissance exponentielle,
il est virtuellement nilpotent.
Il est connu que les groupes virtuellement nilpotents sont a croissance polyno-
miale. Ce résultat est attribué a Dixmier, Wolf, Guivarc’h, Bass et d’autres,
voir VII.C.26 dans [17] pour I'historique de la question, voir aussi par exemple
[42]. Par conséquent, il n’y a pas de groupe résoluble de croissance intermé-
diaire. Il n’est cependant pas connu s’il existe des groupes de présentation
finie a croissance intermédiaire.
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2.4 Groupes avec loi uniforme

Les groupes possédant une loi uniforme représentent une classe importante
de groupes. Elle contient par exemple les groupes nilpotents, les groupes
abéliens et les groupes de torsion.

Définition 2.4.1. Soit G un groupe de type fini, on dit de G qu’il pos-
séde une loi uniforme s’il existe un mot non trivial w(xy,...,x,) dans un
groupe libre F,, ou {x1,...,x,} est une partie génératrice libre de F,, telle
queNagr,...,gn € G, w(gr,...,9,) = e. Le motw(xy,...,x,) est alors appelé
loi uniforme sur G.

Exemples:
- Les groupes abéliens ont pour loi uniforme le mot w = zxox7 ‘w5
- Les groupes nilpotents de classe n ont pour loi w = [zy,...,2,], le commu-

tateur de longueur n, voir [2.3.1]

- Les groupes de torsion tels que 'ordre maximal des éléments est borné, ont
pour loi uniforme un mot w = z”. En particulier, les groupes finis ont pour
loi uniforme !¢l

Des généralités concernant les lois uniformes sont exposés dans [46] pour.

2.5 Groupes comme espaces métriques

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés de base sur les métriques
des mots.

On associe a un groupe GG engendré par une partie finie S, un graphe I'(G, S)
appelé graphe de Cayley de (G,S) dont les sommets sont les éléments du
groupe G. Deux sommets x,y € G sont reliés par une aréte si 7'y € S. Le
graphe I'(G, S) est muni de la distance de (G, dg). Ceci revient a dire que la
distance entre deux sommets est égale a leur distance dans (G, dg)

L’action de G sur lui méme par multiplication & gauche définit une action
par isométries sur le graphe de Cayley I'(G, S).

Exemples de graphes de Cayley

Définition 2.5.1. Soient (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques. « Soient
C > 0,\ > 1.Une application f : E — F est appelée plongement (X, C)-
quasi-isométrique si pour tout x, y, nous avons

}\dE(x,y) — C < dp(f(2), f(y)) < Mdg(z,y) + C
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Figure 2.1: Graphe de Cayley de Fy avec générateurs standard {a*!, b*!}.
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Figure 2.2: Graphe de Cayley de 72 avec générateurs standards
[£(0,1), (1,0)}.

ot f est appelée plongement (A, C)-quasi-isométrique. Si de plus, il existe
une constante K > 0 telle que Yy € F et dp(f(E),y) < K, on dit que f est
une (A, C, K)-quasi-isométrie.

Exemple 2.5.1. Tout espace métrique borné est quasi-isométrique a un
point. En particulier, tout groupe fini [’est.

Il n’est pas difficile de voir que I'existence de quasi-isométries entre espaces
métriques définit une relation d’équivalence.

Définition 2.5.2. Une (), 0)-quasi-isométrie est appelée application bi-lipschitzienne.

Une application bi-lipschitzienne est clairement continue. Cependant,

ce n'est pas le cas des quasi-isométries de facon générale comme le montre
I’exemple suivant.



2.5. GROUPES COMME ESPACES METRIQUES 21

N ———

% L A L
R e

Figure 2.3: Z avec générateurs {+1} et {£2,+3}.
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Figure 2.4: Groupe de Heisenberg G =< x,y, 2 | [z, 2], [y, 2], [z, y]z ™! >.

Exemple 2.5.2. L’application f : R — R qui associe a un réel sa partie
entiére est une (1,2)-quasi-isométrie avec K = 2.

Lemme 2.5.1. Soit G un groupe de type fini et Si, So deux parties généra-
trices finies de G. L’application identité de (G,ds,) dans (G,ds,) est bi-
lipschitzienne [29).

Preuve. Soient Ay = max{lgs,(s)| s € Sa}, g € G et w=s;, ...s;, un mot sur
Sy représentant g. Pour pouvoir écrire g comme mot sur S;, nous pouvons
remplacer chaque lettre s;; du mot w par un mot sur S représentant s;,.
Dans ce cas, lg,(9) < Mls,(g). En notant Ay = max{ig,(s)| s € Si} et en
adoptant le méme raisonnement, nous obtenons l'inégalité lg, (g) < A2lg, (g).
Par ailleurs, si nous notons A = max{A;, Ay}, nous obtenons

11s,(0) < 15,(9) < N, 9).

Pour z,y € G, nous avons dg, (z,y) = ls, (z7'y) et ds,(z,y) = ls,(z1y).
Ceci implique que
1

)\lsz(x_ly) < l5'1 (x_ly) < )‘152 (x_ly)'
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Finalement,
1
XdSQ (SL’, y) < dSl (.T, y) < )\dsz (iIZ’, y)
]

Nous rappelons dans ce qui suit la preuve d'un théoréme bien connu di
a Svarc, Milnor et Efremovic, voir par exemple Proposition 8.19 dans [10],
voir aussi [17].

Théoreme 2.5.1. Soit X un espace métrique géodésique et propre i.e tout
couple de points peut étre relié par une géodésique et les boules fermées sont
compactes. Soit G un groupe discret agissant sur X proprement discontinu-
ment par isométries tel que X/G compact. Dans ce cas, G est de type fini.
Muni de la distance des mots, G est quasi-isométrique a X .

Preuve. Nous savons que G/ X est compact. Comme 'action est par isométries,
elle induit une distance sur le quotient défini par d([z], [y]) = infd(z,y) avec
x € [z],y € [y]. I existe alors un réel R > 0 tel que diam(X/G) = R. Soit
1o € X un point fixé. Notons X = X/G la surjection canonique. Dans ce
cas, m(B = B(x, R)) = X/G.

Introduisons S = {s € G|sBN B # 0} et remarquons que S = S~'. Notons
r = sup{d(szo,z9)| s € S} et E = r — R. Le réel E est positif car par
définition, R est plus petit que r.

Soit g € G, v une géodésique joignant zo a grg et (z1, ..., x,) des point de v
tels que d(z;, z;41) < E pour i =0,...,n avec x, = gxo.

Comme B est un domaine fondamental pour I'action, 3v; tel que ; ‘z; € B.
Nous avons d(y120, 79) < E+ R = r alors, 7, € S. De méme, 6; = v;7,4, € S
car S = {s € G|sB(x;, R) N B(x;, R) # 0}. Il en découle que g = 0,,...0; ce
qui prouve alors que S engendre GG qui est de type fini.

Montrons que G muni de sa distance de mots est quasi-isométrique a X.
Soit f: G — X qui, a g € G associe grg € X. Nous avons:

1, _ _ _ _
Xhl "o < i e| < d(vam0, Y220) = d(0, 77 "220) < A1 2]

avec A = max{r,1}. Comme B est un domaine fondamental, d(f(G),y) < R
et ce, Vy € X. Ce qui termine la preuve. n

Corollaire 2.5.1. Soit G un groupe de type fini et H < G un sous-groupe
d’indice fini. Pour toute partie génératrice Sg (resp Sy ) de G (resp de H ),
Uinjection de (H,dg,,) vers (G, ds,) est une quasi-isométrie bi-lipschitzienne
[77].
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Preuve. Le groupe H agit par isométrie sur le graphe de Cayley I'(G, Sg).
L’action est proprement discontinue et le quotient par H est compact. O]

Définition 2.5.3. Un groupe G est dit commensurable a un groupe H s’il ex-
iste un sous-groupe G de G d’indice fini et un sous-groupe Hy de H d’indice
fini tels que Hy est isomorphe a G1.

Nous pouvons vérifier qu’étre commensurable est une relation d’équivalence.

Corollaire 2.5.2. Si deux groupes G et H sont commensurables, alors ils
sont quasi-isométriques [17].

Définition 2.5.4. Les graphes de Cayley sont sommet-transitifs. Cect sig-
nifie que pour tout couple de sommets, il existe un automorphisme de graphe
qui envote le premier sommet sur le deuxieme.

Exemple 2.5.3. Le graphe de Petersen est un exemple de graphes sommets-
transitif qui n’est pas le graphe de Cayley d’un groupe. Ce graphe est défini de
la maniere suivante: les sommets sont les couples non ordonnés de l’ensemble
{1,2,3,4,5}. Deux sommets (i,7) et (k,1) sont reliés par une aréte si la re-
lation {i, 7} N{k, 1} = 0 est vérifiée. La figure suivante montre une représen-
tation de ce graphe.

Figure 2.5: Graphe de Petersen
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Il existe des graphes transitifs qui ne sont pas quasi-isométriques a des
graphes de Cayley. Ceci a été montré par A.Eskin, D.Fisher et K.Whyte
dans [26]. Pour montrer ce résultat, les auteurs ont introduit et utilisé la
notion de coarse differentiation. Ils ont utilisé les graphes de Diestel-Leader.

Dans [22], T.Dymarz a montré que pour deux groupes de type fini, étre
quasi-isométrique n’est pas équivalent a étre bi-Lipschitz. L’auteur a dé-
montré en particulier le résultat suivant:

Soient deux groupes F' et G finis tels que #F =n et #G =nk, ou k > 1. 1l
n’existe pas de quasi-isométrie bijective entre les groupes G Z et FQ1Z si k
n’est pas un produit de facteurs premiers de n.

Définition 2.5.5. Soit I' un graphe connexe. On appelle nombre de bouts de
I', le supremum du nombre de composantes connexes non-bornées des com-
plémentaires des sous-ensembles finis d’arétes de T'.

Exemples:

- Le nombre de bouts d'un graphe fini est 0.

- Le graphe I'(Z%, {(0,+1), (1,0)}) possede 1 bout.
- Le nombre de bouts de I'(Z, {£1}) est 2.

- T(Fy, {a®!,b*1}) a un nombre infini de bouts.

Le nombre de bouts est un invariant quasi-isométrique (Proposition 7.1.1
dans [29]).
Rappelons un résultat connu et dit a John R.Stallings voir [60].
-Si G est un groupe de présentation finie, sans torsion, dont le graphe de
Cayley possede un nombre infini de bouts, alors G est un produit libre non-
trivial.
-Un groupe de type fini sans torsion, ayant un groupe libre pour sous-groupe
d’indice fini est un groupe libre.

2.6 Propriétés géométriques

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats connus
sur les propriétés non-géométriques des groupes de type fini.

Définition 2.6.1. Une propriété (P) de groupes de type fini est dite géométrique
si elle est invariante par quasi-isométries. Ceci signifie que si un groupe G
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posséde la propriété (P) et qu’un groupe H est quasi-isométrique a G, alors
H est commensurable a un groupe qui posséde la propriété (P).

Il est clair qu’étre un groupe fini est une propriété géométrique. Il est
facile de voir qu’étre de présentation finie est une propriété géométrique. Le
sous-groupe Gpoung 1’est pas un invariant quasi-isométrique (voir la remarque
. En particulier, la trivialité de Gpoung n’est pas une propriété géométrique.
Néanmoins, il semble intéressant d’étudier 'image de Gpouna par les quasi-
isométries pour certaines classes de groupes.

Exemples de propriétés géométriques:

- Admettre une décomposition en produit libre non-triviale. Ceci est
obtenu en utilisant le théoreme de Stallings [60] cité précédemment.

- Etre un groupe libre F}, avec k > 1. Cette propriété est une conséquence
du théoreme cité précédemment (Théoreme 19, chapitre 7 dans I'article
[29]).

- Etre nilpotent. Ceci est une conséquence d'un célebre résultat de
M.Gromov sur les groupes & croissance polynomiale [34].

- Etre un groupe abélien libre (voir exemple dans chapitre 1 de [29]).

- Etre hyperbolique. La définition des groupes hyperboliques est rappelée
dans le chapitre [4

Exemples de propriétés non-géométriques:
- Etre un groupe résoluble [23].

- Etre un groupe ’juste infini’.

Le fait que les trois propriétés suivantes sont non-géométriques est dii a
Marc Burger et Shahar Moses [12] qui ont construit des groupes simples
quasi-isométriques a Fj x F} ou Fj est le groupe libre de rang k.

- Etre un groupe simple

- Etre un groupe qui a pour quotient un groupe libre (voir remarque
IV.29 dans [17]).

- Etre résiduellement fini.

- Propiété (T) de Kahzdan. Au Chapritre 3.6 dans [9], les auteurs at-
tribuent un contre exemple a S.Gersten.
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Exemples de propriétés ou la question est ouverte:

- Avoir un sous-groupe polycyclique d’indice fini (voir chapitre 4.50 dans
[17)).

- Avoir une croissance exponentielle uniforme [17].

- Etre résoluble et de présentation finie. Cette question a été formulée
dans le survol de Wolfgang Liick (Remarque 3.9 dans [40]).



Chapitre 3

Eléments uniformément bornés

Dans ce chapitre, nous allons définir et étudier les premieres propriétés du
sous-groupe Gpoung des éléments uniformément bornés et nous en donnerons
les propriétés de base.

Rappelons que Gyoung est constitué des éléments dont la longueur des mots
est uniformément bornée.

Définition 3.0.1. Soit G un groupe de type fini. Un élément g € G est dit
de longueur uniformément bornée s’il existe une constante M > 0 telle que
pour toute partie génératrice S de G, ls(g) < M. L’ensemble des éléments
de longueurs uniformément bornées est noté Gpound-

3.1 Propriétés de base et premiers exemples

Le lemme suivant est une conséquence de la définition de Gpyung-
Lemme 3.1.1. Le sous-groupe Gpoung €St caractéristique.

Preuve. Montrons d’abord que Gpoung est un sous-groupe. Il est clair que
Ghouna contient I’élément neutre de G. Soit g € Gpoung un élément non trivial.
Nous avons m = supg{ls(g)} = sups{ls(g~1)} car is(g9) = Is(g~!). 1l en
résulte que si ¢ € Ground, alors g1 € Gpouna- Soient g1, g2 € Ground. Notons
my = supgls(g1) et mo = supgls(g2). Pour toute partie génératrice finie S
de G, nous avons ls(g192) < ls(g1) + ls(g2) < my + my. Donc ¢192 € Ground
et nous en déduisons que Gpoung €st un sous-groupe de G.

Montrons qu’il est caractéristique. Soient g € Gpoung non trivial et S =
{s1,..., 8k} une partie génératrice symétrique de G, telle que g = s;, ... s;,
avec s;; € S pour 1 < j < n. Etant donné un automorphisme A de G,
nous avons A(g) = A(sy ...si,) = A(si,) ... A(si,) et Uensemble A(S) =

27
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A(s1), ..., A(s) engendre G. Nous remarquons que lasy(A(g)) = ls(g). 1l
s’ensuit que pour une partie génératrice E de G, lp(A(g)) = la-1(g)(g). Nous
en déduisons que si m = supglg(g), alors Ig(A(g)) = la-1(g)(g9) < m. Ceci
implique que A(g) € Gpouna €t que Gpoung €St un sous-groupe caractéristique
de G. O

Rappelons qu’un groupe G est dit résiduellement fini, si tout élément
g € G, il existe un sous-groupe distingué H <1 G d’indice fini tel que g ¢ H.

Lemme 3.1.2. Soit G un groupe residuellement fini. Soit g dans G. Il existe
M tel que pour tout partie génératrice S on a ls(g) < M, si, et seulement si,
pour tout quotient fini m : G — @ de G, et toute longueur du mot £ sur @Q,
on a l(r(g)) < M.

Preuve. L’implication directe est triviale, la réciproque: supposons que pour
tout quotient fini 7 : G — @ de G, et toute longueur du mot ¢ sur (), on a
((m(g)) < M mais que il existe S partie génératrice de G telle que lg(g) > M.
Alors prenons un quotient fini dans lequel 'union de la boule de rayon M
et de g, pour lg, s’injecte. Alors g n’est pas dans la boule de rayon M de @
pour la métrique donnée par I'image de S. Contradiction. n

Lemme 3.1.3. Soit G et H deux groupes de type fini, et m : G — H un
morphisme surjectif.

(i) Pour toute partie génératrice finie T' de H, il existe une partie génératrice
finie S de G telle que pour tout g € G, on a lp(w(g)) < ls(g) et ©(S) C
T U{e}.

(7i) De plus 7(Ground) C Hpound-

Preuve. (i) Soit A une partie génératrice finie de G. Notons T = {t1,...,t,}.
Pour tout j € {1,...,n}, soit r; € G tel que w(r;) = t;, et posons R =
{r1,...,rn}. Observons que m(R) =T.

Pour tout a € A, il existe un mot w,(T) sur T U T~ tel que m(a) = w,(T).
Notons w,(R) le mot sur RU R~ obtenu a partir de w,(T') en remplagant ¢,
et son inverse par r; et son inverse. Soit g, = w,(R) a. Alors a = w,(R)q,
et m(a) = w,(T).

Posons W = {w,(R) }aca U gy et S = RU{¢a}eca. Tout élément de G peut
étre écrit comme un mot sur AUA™! est donc aussi comme mot sur WUW L.
Ainsi, tout élément de G peut écrit comme un mot sur S et donc S engendre
G.

Soit g € G. Soit [ = Ig(g). Soient sy,...,5 € SUS™! tels que g = sy, ...,
Puisque pour tout i € {1,...,1}, on a lp(n(s;)) € {0,1}, alors Ip(mw(g)) <
Ceci implique que pour tout g € G,

lr(m(g)) <ls(g).

S1.
L.
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(ii) Soit g € Gpound- 1l existe une constante M, > 0 telle que pour toute partie
génératrice finie A de G, on a l4(g) < M. Soit T une partie génératrice finie
de H et S comme dans (i). Alors,

Ir(m(9)) < ls(g) < My.

AinSia W(Q) € Hbound-

Corollaire 3.1.1. 5i G = A X B, alors Gyound C Avound X Bround-

Preuve. Soient m : G — A et my : G — B les projections canoniques. Il
résulte du lemme que Ground C Avound X Bround- O

Pour certains groupes, 1'égalité (A X B)pound = Avound X Brouna 1’€St pas
vérifiée comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.1.4. Soient A =17, B =7/qZ o q est un entier tel que q¢ > 2 et
G = Ax B. Alors, Gpouna est trivial tandis que Apound X Brouna = {0} X Z/qZ.

Montrons que Zpoung est trivial. Soit n € Z \ {0}. Considérons la partie
génératrice S, = {n+1,p} ou p est un nombre premier tel que p > n+ 1. 1l
existe deux entiers u,v € Z tels que n = u(n + 1) +vp et I, (n) = |u| + |v|.
On a lg, (n) — oo quand p — oco.

Montrons que I’élément (0, 1) € {0} x Z/qZ n’est pas dans Gpyunq. Soit p un
nombre premier tel que p > ¢+ 1, alors S = {£(p, 1), +(¢ + 1,0)} engendre
G. 1l s’ensuit que,

(0,1) = (¢ +1)(p, 1) — p(q +1,0).

Par conséquent, (s(0,1) = p+ ¢ + 1. Ceci implique que [g(0,1) tend vers
I'infini quand p tend vers U'infini. Dans ce cas, (0,1) € Gpounag €t {0} X Boound
n’est pas contenu dans Gpoung. Finalement, Apound X Bpound D'eSt pas un
sous-groupe de Gpound-

Lemme 3.1.5. Soient G un groupe engendré par n éléments et g € Gpoung
non trivial. Nous avons |Aut(G).g| < n™M ou M = supgls(g).

Preuve. Soit S une partie génératrice finie de G telle que |S| = n. Pour tout
automorphisme A € Aut(G), 'ensemble A(S) engendre G et la(5)(A(g)) =
ls(g). Ceci implique que
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Nous en déduisons que l'orbite Aut(G).g est contenue dans Bg(M), la boule
de rayon M pour lg dans G. D’autre part, nous savons que |Bg(M)| < n™.
Ainsi,
| Aut(G).g| < n™.
[l

Exemple 3.1.1. Soit G un groupe de type fini agissant sur un ensemble infini
X. Soit H un groupe de type fini. Notons ' = Hlx G = (PrexH,) ¥ G le
produit en couronne correspondant. Si l'orbite de chaque élément de X est
infinie ou bien si Hypung est trivial, alors Upoung est trivial.

En effet, soit v = (h,g) € T avec h = (...,e,hy,...,hy,e,...) avec hy
non trivial. Supposons que les orbites des éléments de X sous l'action de
G sont infinies. Soit S une partie génératrice finie de H et S une partie
génératrice finie de G. Soit {S; = ¢;S}ien deux & deux disjoints, une suite
de translatés de S par l'action d’une suite (g;)ieny d’éléments de G. Nous
avons g, (h) = ls(h;) et ls(h;) — oo quand ¢ — oco. Pour i € N, notons
T, = S; x {e} U{e} x Sg. Pour tout i € N, T; est une partie génératrice de
[ et ir,((h,g)) > ls,(h). Nous en déduisons que (h, g) ¢ Gpound-

Si Hyoung est trivial, il existe une suite {S;};en de parties génératrices de
H telles que lg,(hy) — oo quand i — oco. Soit E; = {(...,e,8,...,¢€,9) }ses,
tel que s est a la coordonnée de h;. Nous avons lg,(hy) < lg,(h,g). Ainsi,
lg,(h,g) — oo quand i — oo. Il en résulte que I'pyng est trivial.

Nous allons utiliser le lemme [3.1.5] pour des groupes finis. Dans le cas ou
G est un groupe infini, pour un élément g € G, ce lemme implique que si
|Aut(G).g| est infini alors ¢ ¢ Gpouna. Notons que la réciproque n’est pas
vraie. En effet, pour G = Z I’Aut-orbite de tout élément est de cardinal 2.
Cependant, Gpoung est trivial (voir Théoréme .

Corollaire 3.1.2. Le sous-groupe Gpouna est inclus dans FC(G).

Preuve. Puisque les éléments de F'C'(G) sont ceux dont les orbites sont finies
dans G sous 'action de Inn(G), il résulte du lemme que Gpound C
FC(G).

]

Corollaire 3.1.3. Soit G un groupe de type fini. Tout sous-groupe de type
fini de Gyounag est virtuellement abélien.

Preuve. Soit H un sous-groupe de type fini de Gypyng. Comme (FC(G)NH)
C FC(H) et H C Gpouna C FC(G), alors H C FC(H). Par conséquent,
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H = FC(H). Le fait que H est virtuellement abélien découle du théoréme
4.3.1 de la référence [56]. Ce théoreme stipule que si G est égal & FC(G),
alors G est virtuellement abélien. Nous rappelons la preuve de ce théoreme
dans le Chapitre 2 (voir Théoreme [2.2.1]). O

3.2 Groupes avec maille infinie

Soit GG un groupe engendré par une partie génératrice finie S. Nous rappelons
qu'un lacet dans le graphe de Cayley I'(G, S) est un chemin non-trivial et
non-contractile, qui commence et se termine en 1’élément neutre e. La maille
(tour de taille) d'un graphe de Cayley I'(G, S) est la longueur du plus petit
lacet qu’il contient. Un groupe est dit avoir une maille infinie si pour toute
constante k > 0, il existe une partie génératrice finie S de G telle que la
maille de T'(G, S) est plus grand que k.

Lemme 3.2.1. Soit G un groupe engendré par une partie finie S et I'(G,S)
le graphe de Cayley correspondant. Soient g € G un élément d’ordre n et w
un mot sur S représentant g avec une longueur minimale k. Soit w' le mot
le plus court parmi les conjugués de w. Le chemin obtenu en concaténant n
fois w' est un lacet.

Preuve. L’élément du groupe que w’ défini est d’ordre n et non trivial dans
le groupe car il est conjugué a g, et donc le concatenera n fois ramene au
sommet de départ. En effet, Supposons que w’ = wwu~! est le mot le plus
court parmi les conjugués de w. Supposons aussi qu’il existe un sous-mot
w™ de la forme ss~! ott s € S. Dans ce cas, il existe un sous-mot w” de w’
tel que w’ = sw”s~!. Il existe alors un mot u tel que w = v~ 'sw”s 'u. Il en
découle que w” est un conjugué de w qui est plus court que w’. Ceci étant
contradictoire, nous déduisons que w™ est un lacet. O

Proposition 3.2.1. Si un groupe G a une maille infinie, alors Gpouna ne€
contient pas d’éléments de torsion.

Preuve. Soit g € G, tel qu'il existe un entier minimal n(g) > 1 satisfaisant
¢"9) = e. Supposons que g € Gpoung. 1l existe alors une constante M > 0
telle que pour toute partie génératrice finie S = {sy,...,s,} de G, nous
avons lg(g) < M. Dans ces conditions, pour toute partie génératrice S de G,
nous avons lg(g™9) < n(g)M. Par ailleurs, nous savons qu'il existe un mot
w sur S, représentant g, tel que w = s, ... s;, correspond a un chemin reliant
I’élément neutre e a g dans le graphe de Cayley I'(G, S). Soit w’ le plus court
conjugué de w. Le chemin correspondant a w’...w" (la concaténation de n
copies de w’) commence et se termine en e. Il résulte du lemme m que



32 CHAPITRE 3. ELEMENTS UNIFORMEMENT BORNES

ce chemin est un lacet non trivial. Ainsi, pour toute partie génératrice finie,
nous avons un lacet de longueur bornée par n(g)M. Ce qui contredit le fait
que la maille de G est infinie. O

Corollaire 3.2.1. 57 G est un groupe de torsion de type fini avec une maille
infinie, alors Gyoung €st trivial.

3.3 Eléments de longueur prescrite

Soient G un groupe de type fini, un élément g € G \ Gpoung €t un entier
k > 0. Nous souhaitons répondre a la question suivante: peut-on construire
une partie génératrice finie S de G, telle que lg(g) = k7

Prenons par exemple G = Z? et notons g = (1,0). Etant donnés n € N
et S ={(x1,n),(0,£1)}, nous avons

Is(g) = ls((1,n) + n(0,—1)) = n + 1.
La réponse est positive pour les éléments non-triviaux des groupes libres.

Lemme 3.3.1. Soient g € F), un élément non-trivial et un entier | € N*. i
existe une partie génératrice E de Fy, telle que lg(g) =1+ 1.

Preuve. Soient p = 21+ 1, S = {z1,...,x;} une partie génératrice libre de
F. et u,v deux nombres premiers distincts, tels que v > u > p. Notons
A= {2% 2%} <ick et B = {¢g* ¢g°} U A. Tl est clair que A et E sont des
parties génératrices de F}, car A engendre S. Montrons que g = ¢g?~ % est la
plus courte expression de g sur E. Puisque S est une partie génératrice libre
de Fy, si un élément z; est utilisé pour la plus courte expression de g sur F,
alors il existe une expression de g sur A telle que l4(g) < [+ 1. Ceci signifie
que

i ;

g=x,'...x

i

ou n;; € Z. Notons que cette expression est unique. Il s’ensuit qu’il existe
aj, B; € Z tels que ayu + Bjv = n;; et la somme || + |5;] est minimale.
Dans ce cas, I'expression la plus courte de g sur E est

g = aler gty

. im

Dans ces conditions, [p(g) = 372, |ay| + |3;|. D’autre part, nous avons

nij - ﬁjv|

| = "
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Si v > 3n;,u, alors [4(g) > 1+ 1.
Dans ce cas, g = gP~ % est 'expression la plus courte de g sur E et Ig(g) =
[+ 1. O

Le méme argument peut étre utilisé afin de montrer que les longueurs des
éléments du groupe abélien libre Z? peuvent étre prescrites.

Exemple 3.3.1. Soient g € Z¢ un élément non trivial et un entier | positif.
Il existe une partie génératrice E de 72 telle que lg(g) =1+ 1.

Preuve. Soient S = {z,...,2,} une partie génératrice libre de Z¢, A =
{uzi,vzihi<i<k, £ ={2g9,pg} UA ot p =141 et u,v deux nombres premiers
tels que v > u > p. En utilisant le méme argument que dans le lemme
3.3.1, nous en déduisons que le mot le plus court représentant g sur F est
g=(p—2l)g. Il en résulte que Ip(g) =1+ 1.

]



Chapitre 4

Groupes hyperboliques

La théorie des groupes hyperboliques a connu un large développement depuis
son introduction dans les années 1980. Les groupes hyperboliques forment
une classe riche de groupes au sens ou un groupe de présentation finie pris
au hasard est hyperbolique avec probabilité 1 [47]. Des notions plus faibles
d’hyperbolicité des groupes ont par ailleurs été introduites telles que les
groupes relativement hyperboliques et les groupes acylindriquement hyper-
boliques. Pour un survol sur la question, voir par exemple [15].

4.1 Définitions et résultats de base

Définition 4.1.1. Soit X un espace métrique géodésique et o € X un point
fixé. Notons |z —vy| la distance entre x,y € X. On appelle produit de Gromov

de z,y € X par rapport d o la quantité (z|y), = 3{|z — o] + |y — o] — |z — yl}.

L’inégalité triangulaire implique que cette quantité est positive.

Définition 4.1.2. Soient X un espace métrique géodésique et § > 0 un réel.
On dit que X est d-hyperbolique si la condition suivante est vérifiée:

pour x,y,z € X, 2/ € [z, 2] ety € [x,y], si v —y|=|x— 2| < (2]y)s, alors
ly =2 <.

Etant donnés (X,d) un espace métrique géodésique, un sous-ensemble
A C X et un réel 6 >, notons Ns(A) 'ensemble {z € X| d(z, A) < }.

Une définition équivalente des espaces d-hyperboliques diie a Eliyahu Rips
(voir définition 27 dans [29]) est que l'espace métrique géodésique X véri-
fie le fait que pour tout triangle géodésique [a,b], [b,c], [c, a], nous avons
la,b] C Ns([b,c] U |c,al), [b,c] C Ns([e,a) U |a,b]) et [c,a] C Ns([b,c] U|a,b]).

34
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Exemples

- Les variétés hyperboliques (variétés avec courbure scalaire constante
égale & -1) simplement connexes sont d-hyperboliques. Nous pouvons
voir ceci sur I’espace hyperbolique H? car tout triangle géodésique a
sommets dans H? est contenu dans un triangle géodésique & sommets
dans le bord de H2. Les triangles & sommets dans le bord sont tous
isométriques et vérifient la condition de Rips. Ceci se généralise par la
suite a H™ car tout triangle géodésique de H™ est contenu dans une
copie isométrique de H?2.

- Les arbres (graphes contractiles) sont des espaces 0-hyperboliques.
- Un espace métrique compact X est diam(X )-hyperbolique.

Remarque 1. [l est bien connu qu’étant donnés (X,dx) et (Y,dy) deux
espaces métriques géodésiques et f : X — Y une (C, K)-quasi-isométrie, si
X est 6-hyperbolique alors Y est §'-hyperbolique (Théoréme 12 dans [29)]).

A présent, nous allons introduire les groupes hyperboliques.

Définition 4.1.3. Un groupe hyperbolique est un groupe de type fini tel
que, muni de la distance des mots pour une partie génératrice finie, l’espace
métrique obtenu est d-hyperbolique.

L’hyperbolicité d'un groupe est alors indépendante de la partie généra-
trice choisie. En effet, étant données deux parties génératrices S et S’ de G,
les deux espaces métriques (G, S) et (G, S") sont quasi-isométriques. De plus,
comme tout groupe de type fini G agit proprement discontinument sur son
graphe de Cayley pour la partie génératrice S et que le quotient est compact,
le théoreme [2.5.1] implique que G est hyperbolique si et seulement si I'un de
ses graphes de Cayley est hyperbolique.

Nous déduisons également du théoreme qu’étant donné un groupe
de type fini G, tout sous-groupe I' de GG agit proprement discontinument sur
G. Dans ce cas, si [' est d’indice fini, il est quasi-isométrique a G. Par con-
séquent, G hyperbolique <= I" hyperbolique. Par ailleurs, si N <1 G est un
sous-groupe distingué fini, G est quasi-isométrique & G/N. En effet, G agit
proprement discontinument sur le graphe de Cayley de G/N.

Il est connu que les groupes hyperboliques sont de présentation finie (Théoreme
2.3 dans [14]).
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Exemples de groupes hyperboliques

- Les groupes libres sont hyperboliques car leurs graphes de Cayley sont
des arbres.

- Les groupes fondamentaux de variétés compactes a courbure stricte-
ment négative. En effet, comme le revétement universel d’une telle
variété est hyperbolique, le résultat découle du théoreme [2.5.1]

Les groupes a petites simplifications vérifiant la condition C’(1/6) sont hy-
perboliques (voir appendice dans [29]). Rappelons la définition des groupes
a petites simplifications.

Soit G un groupe de présentation finie < S|R >. Notons R~ lensemble
formé par les inverses des mots de R et R, ’ensemble des permutations cy-
cliques de mots de RU R~ 1.

Définition 4.1.4. On appelle une partie, un mot u sur l'alphabet S qui est
préfize de deux mots de R,.

Définition 4.1.5. On dit que R satisfait la condition C'(\), si toute partie
w d’un mot r € R,, vérifie |u] < A|r|.

Exemple 4.1.1. Le groupe G =< a,b | (ab™)!® > wérifie la condition
C'(1/6).

Les groupes G4 =< a,b | (ab")', n € A > avec A C Z forment une
infinité non dénombrable de groupes vérifiant la condition C'(1/6). Etant
donnés deux groupes de type fini G et H, il ne peut y avoir qu'un nombre
dénombrable d’isomorphismes entre eux. En effet, le nombre d’isomorphisme
est majoré par le nombre d’images possibles pour une partie génératrice de G.
Ainsi, il y a donc une infinité non dénombrable de classes d’isomorphismes
de groupes a petites simplifications vérifiant C’(1/6).

Nous pouvons construire des groupes vérifiant la condition C’(\) grace
au résultat suivant di a E.Rips.

Théoréme 4.1.1. Etant donnés un groupe G de présentation finie < S|R >
et un réel A > 0, on peut construire deux groupes N et I' tels que l'on a la
suite exacte

1 N—-T-—-G—1

avec T vérifiant C'(X\) [55)].
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Idée de la preuve: posons A = S U {a,b} la partie génératrice de T" et
définissons ses relations de la maniére suivante:

-] -1 -] .
-Pour tout r; € R, le mot rja’tba’2b...a" est une relation.

-Pour tout s € 9, les mots sas~'a’tba’?b...a’*, sbs~taP baP?b...aP*, sa~ s ad ba®bh...a%
et
sb~1s7taMba"?b...a" sont des relations.

Il est clair que le sous-groupe N de I' engendré par {a,b} est distingué et
que le quotient est G. En contrdlant les exposants et les indices dans les
relations, on peut imposer que I" vérifie C'(\).

Groupes non hyperboliques

- Les produits directs de groupes hyperboliques ne sont pas forcément
hyperboliques, par exemple Z™.

- Les groupes qui contiennent un sous espace tel que, muni de la distance
induite, il est quasi-isométrique a Z2. On dit d’un tel groupe qu’il
contient une copie non-distordue de Z?2.

- Les groupes virtuellement nilpotents qui ne sont pas une extension
finie de Z. Par exemple, les groupes abéliens ou encore le groupe

de Heisenberg qui est ’ensemble des matrices de Gl3(Z) de la forme
1 b a

1 ¢

0 1

- Les groupes qui ne sont pas de présentation finie car comme mentionné
précédemment, les groupes hyperboliques sont de présentation finie.

- Si G et H sont hyperboliques, leur produit en couronne ne l'est pas
toujours. Un tel produit est défini comme suit:

G'H=(p G, =xH

heH

Nous constatons ceci dans l'exemple de Z ! Z qui contient une copie
non-distordue de Z?2.

- Un sous-groupe d’un groupe hyperbolique n’est pas nécessairement hy-
perbolique. Le groupe I' construit dans le théoréme vérifie la con-
dition C"(1/6). 1l est donc hyperbolique. Cependant, la suite exacte
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définie dans le théoreme [4.1.1] ci-dessus implique que si G est de présen-
tation finie mais contient un sous-groupe H qui ne l'est pas, l'image
réciproque de H par l'application I' — G n’est pas de présentation
finie, donc n’est pas hyperbolique.

Le groupe G suivant est un exemple de groupe de présentation finie con-
tenant un sous-groupe H qui n’est pas de présentation finie.

G =< a.stla = aa,[s,1] = 1, [a",a") = 1 >,

Avec u = s, v = s et €,€,6,6' € {0,1}. H est le sous-groupe de G
engendré par {a,s}. H est alors isomorphe a Z ! Z. Plus généralement,
Gilbert Baumslag a montré dans [8] qu’en plus de cet exemple, un groupe
métabélien de type fini peut étre plongé dans un groupe de présentation finie.

4.2  Gpoung des groupes hyperboliques

Le fait qu'un groupe hyperbolique posseéde un FC-centre fini est un résultat
connu, voir la remarque faite avant le théoréme 6 dans [52], voir aussi la
Proposition 5.10 dans [53]. Nous en donnons une autre preuve ci-apres.

Lemme 4.2.1. Si G est un groupe hyperbolique non-élémentaire, alors FC(Q)
est fini.

Preuve. Nous savons que tout sous-groupe infini d’'un groupe hyperbolique
contient un élément d’ordre infini (voir par exemple le Corollaire 36, Chapitre
8 dans [29]). Il est également connu que si h € G est un élément hyperbolique
(d’ordre infini), il existe un entier ny € N et x € G tels que le sous-groupe
engendré par {xh™x =1 h™} est libre de rang deux (voir proposition 5.5 dans
[39]). Puisque F'C(G) est distingué dans G, il s’ensuit que si F'C(G) est infini,
il contient un sous-groupe libre de rang deux. Ceci est impossible car par
définition, tout élément de F'C(G) n’a qu'un nombre fini de conjugués. Nous
en déduisons que F'C(G) est fini. O

En combinant le lemme avec la Proposition [3.2.1] nous obtenons le

corollaire suivant:

Corollaire 4.2.1. Si G est un groupe hyperbolique non-élémentaire, alors
Ground €St trivial.

Preuve. D’apres le Corollaire , Grouna C FC(G). 1 resulte alors du
lemme que si G est hyperbolique, Gpung est fini. Nous savons par
ailleurs que les groupes hyperboliques non-élémentaires ont une maille infinie
(voir théoreme 2.6 dans [5]). Par conséquent, la Proposition implique
que Gpoung st trivial. O



Chapitre 5

Groupes de Burnside

Définition 5.0.1. On dit d’un groupe G qu’il est de torsion si tous ses
éléments sont d’ordre fini.

Il est évident que tout groupe fini est de torsion. Dans son article publié
en 1902, William Burnside a posé le probleme visant a savoir si tout groupe de
torsion de type fini est fini [13]. Il a notamment mentionné un cas particulier
de cette question qui consiste a savoir si tout groupe de type fini et de torsion
dont l'ordre des éléments est borné, est fini. En d’autre termes, si G est un
groupe de type fini tel qu’il existe un entier n vérifiant que Vg € G, ¢" = 1¢g,
est ce que G est fini? Ceci revient a se demander si le groupe

B(m,n) =F,/ << a"| z € F,, >>
est fini ou F), est le groupe libre a m générateurs.

Dans le méme article [13], W.Burnside a montré que le groupe B(m,n)
est fini pour n = 2,3. En 1940, Ivan Sanov a montré que la réponse est
positive pour n = 4 [58]. Par la suite, Marshal Hall a montré en 1957 que
c’est aussi le cas pour n = 6 [35]. Ce sont les seuls cas connus pour lesquels la
réponse est positive. Pour les groupes d’exposant 5, la question est toujours
ouverte. Le théoreme B.13.1 énoncé dans [44] résume les réponses connues
sur la question de Burnside ou le groupe B(n, m) est fini.

Un résultat de Golod et Shafarevich [25] a donné une réponse négative dans
le cas ou l'ordre des éléments est non-borné. Ainsi, il existe des groupes de
type fini, de torsion qui sont infinis.

Dans leur article publié en 1968 [54], P.Novikov et I. Adian ont montré 'existence
de groupes infinis de type fini dont tous les éléments ont le méme ordre. En
particulier, le groupe B(m,n) est infini pour n impair et n > 4381. Adian a
également montré dans son livre paru en 1979 [3] que cette borne peut étre

39
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ramenée a 665.

En 1992, S.Ivanov a montré que le groupe B(n,m) est infini pour n pair avec
n > 2 [38]. Par la suite, I.Lysenok a montré que ceci est vrai pour n > 8000
[41].

Récemment, A. Atkarskaya, Elyahu Rips et Katerine Tent ont annoncé une
preuve que le groupe de Burnside libre B(n,m) est infini si m est impair et
m > 97.

Plus récemment encore, I. Lysenok a annoncé lors du Workshop "Groups
and Group Rings", June 3-8, 2019, Saint Peterburg, que le groupe reste infini
pour n impair et m > 35.

5.1 Groupes avec Gy, ng fini préscrit

Théoréme 5.1.1. Soit A un groupe fini, il existe un groupe infini de type
fini G tel que Gpoung = A. Ce groupe peut étre choisi parmi les groupes de
torsion.

Preuve. Soient G = H x A ou H est un groupe de Burnside infini tel que
Hyouna est trivial et Pordre de ses éléments est premier avec |A|. Par exemple,
nous pouvons choisir comme groupe H, le groupe de Burnside libre B(2, p) =
(a,blaP, x € Fy) tel que p est un nombre premier et p > max{|A|,665}. Ce
groupe est infini pour tout nombre impair p > 665 comme mentioné plus
haut. Il a été démontré dans [54] que le centralisateur de tout élément dans
un tel groupe est cyclique. Ceci implique que F'C(B(2,p)) est trivial. Dans
ce cas, B(2,p)bouna est trivial.

En fait, tout groupe de Burnside infini possede un quotient avec FC-centre
trivial. En effet, un résultat de A.M.Duguid et D.H.Mclain (voir [21] et [43])
affirme qu’'un groupe de type fini G possede un quotient infini H avec F'C(H)
trivial si et seulement si G n’est pas virtuellement nilpotent. Cependant, il
est connu que les groupes de torsion de type fini et virtuellement nilpotents
sont finis (proposition 2.19 dans [42]). Ce résultat est exposé dans [28].

Montrons & présent que Gyouna = {€} X A.

Pour ce faire, nous allons commencer par montrer que A C Gpoung. S0it
g = (h,a) un élément de G. Notons ¢ l'ordre de a dans A. Nous avons
g° = (hP,a? ™? ) = (e,a? ™1 9). 1l existe « € N et 8 € Z tels que
ap+ g =1 et a < q. Ceci implique que ¢*? = (e, a).

Soient m4 : H X A — A et my : H x A — H les surjections standards.
Soit S¢ = {(h1,a1),..., (hn,a,)} une partie génératrice finie de G. Notons
s; = (h4,a;). L’ensemble m4(S¢) = Sa = {a1,...,a,} est une partie généra-
trice de A. Soit w = s;, ...s;, un mot sur Sg avec longueur minimale telle
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que m4(w) = a, i.e 3h € H avec w = (h,a) = (h,a;, ...a;,). 1l s’ensuit que
ls.(w) = lg,(a). Puisque w*” = (e, a), alors

lsq (e, a) < apls,(w) < apls, (a) < ap#(A) < qp#(A) < p#(A)*.

Ceci étant vrai pour toute partie génératrice Sg de GG, nous en déduisons que
(e,a) € Grouna €t que {e} X A < Ground.

En conséquence du Corollaire[3.1.1], nous avons Gyoung C Hpouna X A. Puisque
Hyouna est trivial, alors Gouna = {€} x A. O]

Remarque 2. Remarquons les points suivants:

1. Dans le groupe G considéré dans le théoréme le sous-groupe A
est contenu dans la boule de rayon p#(A)? de tout graphe de Cayley
['(G,S) ou S est une partie génératrice finie de G.

2. H et G sont commensurables mais Hyoung = {€} et Gpouna = A. Ce
dernier est non-trivial.

3. Pour A et B deuz groupes finis distincts, les groupes G = H x A et
I' = H x B sont bi-Lipschitz car quasi-isométriques mais Gyouna 7
Lyouna- En effet, les groupes non-moyennables et quasi-isométriques
sont bi-Lipschitz [22].

5.2 Groupes de Grigorchuk

Rostislav Grigorchuk [31] a introduit en 1980 le groupe que nous allons définir
dans cette section. Il a ensuite démontré en 1985 que ce groupe est de crois-
sance intermédiaire [32]. Ce fut le premier groupe a croissance intermédiaire
connu. Ce groupe noté Gy 9, est appelé Premier groupe de Grigorchuk.

Notons T' I'arbre enraciné de degré 2. Cet arbre est infini avec un point
racine o qui a deux descendants et n’a pas d’ancétre, tandis que les autres
sommets ont un ancétre et 2 descendants. On dit que deux sommets sont
voisins g’ils ont le méme ancétre. Pour chaque sommet de T, on associe
I’étiquette 0 au descendant gauche et I'étiquette 1 au descendant droit.
Nous pouvons alors identifier chaque sommet de I'arbre par le chemin le
reliant a la racine o. Ainsi, il existe une bijection entre les sommets de I’arbre
T et les mots sur 'alphabet {0, 1} ot la racine o est désignée par le mot vide.
Notons G le groupe d’automorphismes de ce graphe. Remarquons que G fixe
le point origine et permute les sommets voisins. Notons a ’automorphisme
de T qui permute les deux premiers sommets de l'arbre. Ainsi, a échange
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Figure 5.1: Arbre enraciné de degré 2

les deux sous-arbres ayant pour racines les éléments 0 et 1. Ces deux arbres
sont notés respectivement 77 et T,. Dans ce cas, pour un mot sur {0, 1},
l’automorphisme @ change la premicre lettre. Remarquons que a? = 1g est
I’élément neutre de G. Etant donnés deux automorphismes f, g € G, notons
(f, g) 'automorphisme qui applique f sur 77 et g sur Ts.

Le groupe Gy ;2 est un sous-groupe de G qui est engendré par les éléments
suivants: a,b,c,d ou

b= (a,c), ¢c=(a,d), d=(1,b).

Le groupe G2 est un 2-groupe. Ceci signifie que pour tout élément
g € G2, AN € N tel que g2N = 1. Ce groupe est donc de torsion et infini.
Il s’agit d’un exemple de groupe de Burnside.

5.3 Les éléments uniformément bornés

Il y a divers exemples de groupes satisfaisant la Proposition Cest le
cas du groupe de Grigorchuk. En effet, ce groupe est un groupe de torsion
(voir théoréme 2.1 dans [32] ainsi que le théoréme 17 du chapitre 8 dans [17]).
Ce groupe a une maille infinie comme il a été montré dans le corollaire 6.12
dans [7]. En utilisant le lemme , nous déduisons que Gpoung €st trivial.

Cependant, un énoncé plus fort est vérifié par le premier groupe de Grig-
orchuk. Le FC-centre de ce groupe est trivial. En effet, G est un groupe
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"juste infini" (voir théoreme 8.1 dans [32]). Ceci signifie que tout sous-
groupe distingué est d’indice fini. Puisque F'C(G) est un sous-groupe dis-
tingué de G2, s'il est non-trivial, alors il est d’indice fini. Ceci implique
que F'C(Goa2) est de type fini. Puisque les sous-groupes de type fini de
FC(G) sont virtuellement abéliens, nous pouvons conclure que FC(Gg12)
est virtuellement abélien. Puisque les groupes abéliens de type fini qui sont
infinis contiennent des éléments d’ordre infini et comme le premier groupe de
Grigorchuk est un groupe de torsion, nous en déduisons que FC(Gp2) est
trivial.



Chapitre 6

Groupes virtuellement
nilpotents

6.1 Groupes virtuellement abéliens

Théoréme 6.1.1. 5i G est un groupe abélien de type fini qui est infini, Gpoung
est trivial.

Preuve. Puisque G est un groupe abélien de type fini, il existe des entiers
{p1 < py < -+ < p,} tels que G est isomorphe & Z¢ X Z/p1Z x ... X Z/p,7Z
avec n minimal. Nous allons donc montrer que tout groupe de cette forme a
un Gyouna trivial. Soit G = Z4 x Z/p\Z % ... X L/p,Z et A =7 x L/p17 X
e X L/ L.

Pour tout ¢ € {1,...,n}, notons m; : G — Z x Z/p;Z la projection canonique
qui est une surjection. Le lemme implique que tout groupe de la forme
Z x Z/nZ pour n € N n’a pas d’éléments uniformément bornés non-triviaux.
Le lemme [3.1.3] implique alors que la projection d'un élément g € Gpoyna €5t
triviale sur toutes composantes Z x Z/nZ. Nous en déduisons que Gpoyng st
trivial. O

Notons que pour tout groupe abélien G, le sous-groupe Gpoung est trivial
et FCO(G) =G.

Proposition 6.1.1. S7 G est un groupe virtuellement abélien de type fini,
alors Gyoung €St fini.

Preuve. Supposons que H = Z% est un sous-groupe distingué de G, tel que
G/ H est fini. Nous voulons montrer que GpoungNH est trivial. Si g € H\{e},
alors il existe un entier N > 1 tel que, pour tout nombre premier p > N,
g ¢ HP. Le théoréme de Schur-Zassenhaus (voir par exemple théoreme 7.41
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dans [57]), implique que si p est premier avec |G/H|, alors le groupe G/H,,
est isomorphe au produit semi-direct H/H, x G/H. Par ailleurs, tout auto-
morphisme x — x¥ de H/H? avec (k,p) = 1 s’étend en un automorphisme de
G/HP. En effet, le morphisme F : G/H? — G/HP tel que F(z,y) = (2%, y)
vérifie F(x,y)F(a,b) = (2*(a*)¥,yb) = F(xa?, yb). 1l est facile de voir que ce
morphisme est bijectif car k est premier a p.

Ceci implique que la taille de 'orbite Aut(G/H).g" est infinie dans G/HP
quand p — oo. Soit S une partie génératrice finie de GG, notons S’ la projec-
tion de S dans G/HP. Soit g € Gpouna N H un élément non trivial, M > 0 la
borne uniforme pour la longueur de g dans G et ¢’ la projection de g dans
G/HP. Nous avons

ls(g') < ls(g) < M.

Ainsi, la longueur de ¢’ est uniformément bornée par M. Puisque, les auto-
morphismes de Z/pZ sont les morphismes de la forme x — z* avec k premier
Apet HHP = (Z/pZ)?, pour tous entiers k, k' premiers a p, les automor-
phismes correspondants Fj, Fj, sont distincts. Ces automorphismes n’ont
pas de point fixe non trivial dans H/HP. Ceci implique que le cardinal de

l'orbite Aut(G).¢g" est plus grand que \G]/Zﬂ dans G/H?. Ce cardinal tend

vers l'infini quand p — oo. Ceci contredit le lemme Nous concluons
que H N Gpoung est trivial donc Gyoung s’injecte dans G/H. Puisque G/ H est
fini alors Gpoung est également fini. O

Corollaire 6.1.1. Soit G un groupe de type fini.
-S1 G est infini, alors le sous-groupe Gyoung est d’indice infini.
-On a G = Gpoung st et seulement si G est fini.

Preuve. Supposons G infini et Gp,ung d’indice fini. Cela implique que Gpound
est de type fini. Le lemme(3.1.3|implique que Gpouna est virtuellement abélien.
Donc G est virtuellement abélien, ce qui implique Gpoung est fini. Ceci est
une contradiction. O

Dans ce qui suit, nous allons donner un exemple de groupe virtuellement
abélien avec Gpoyng non-trivial.

Exemple 6.1.1. Notons Dg le groupe diédral a 8 éléments. Le groupe
G = Z x Dg a un Gyoyng non trivial. Ce groupe est non-abélien et nilpo-
tent de classe 2. Le centre de Dg est C'(Dg) = Z/2Z = {0,z}. Soit S
une partie génératrice finie de G. Puisque G est non-abélien, il existe v =
(a,u),y = (byv) € S tels que [x,y] # e. Puisque Dg est nilpotent de classe
2, Yu,v,w € Dg, nous avons [[u,v],w| = e. Par conséquent, ¥r € Dg, nous
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avons [[x,y], (0,7)] = (0, [[u,v],r]) = (0,e). Ainsi, [u,v] € C(Ds)\ {0} = z.

Ce qui implique que
1s(0,2) = ls(0, [u, v]) = ls([z, y]) < 2Us(z) + 2s(y) = 4.

Il s’ensuit que (0, 2) € Ground-

6.2 Groupes nilpotents

Dans cette section nous allons décrire le sous-groupe Gyoung dans le cas des
groupes nilpotents.

Notation 1. Soient {p;, q;}ujer des entiers avec I = {1,...,K}*. Notons
Q5 = Piq; — Pjq; et W = {ai,j}(i,j)ef- Comme Q5 = —Qj;, NOUS SUPPOSONS
j < i. Ordonnons l’ensemble I par ordre lexicographique. Ainsi, pour tout
i,7,4', 70 € {1,...,K}, si i < i alors, (V',7") < (i,7) et si j' < j alors,
(4,5") < (i,7)-

Lemme 6.2.1. Soit M > 0 un entier. Il existe des entier positifs {pi, ¢ 11<i<x
tels que:

1. Pour tout @, nous avons p;,q; > M et [’ensemble W engendre Z.
2. St (i,7) est plus grand que (7', j'), alors ayrjy < ;.
3. Pour tout wy,ws € W tels que wy < ws, nous avons Mw, < wsy. .

Preuve. Soient p1,q tels que p1 = g1 =X > M et M < ¢ < -+ < qi tel
Gt >M+1let M <p <--- < pg tel que Pit1 > M I1i<i<k qi- Notons

que

(2 (2
w = paq1 — p1g2 = (P2 — ¢2)X et w’' = p3q1 — p1gz = (p3 — ¢3)X. Choisissons
ps tel que ged(w,w') = X et py, qa, ps, ¢5 tels que X ne soit pas un diviseur
de w” = a5 4 = pP5qs — pags. Par exemple, prenons g4 divisible par X et py,
¢s non divisibles par X

1. Nous avons ged(w,w’,w”) = 1. Dans ce cas, W est une partie généra-
trice de Z. Comme p; = ¢4 = X > M et pour ¢ > 2, nous avons
¢ < ¢iv1 < p; < pir1 alors, pour tout i € {1... K}, nous avons ¢; > M
et p; > M.
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2. Montrons que pour j' < j < i’ < i, les inégalités suivantes sont vraies:
M2Oéi/7j/ < MO[Z‘/J‘ < O j-

Nous avons
Qg Pedy TPy Prdy TP 4 Pi% L 9 o gy
Qg Prqy — Pirqi Dirqj gy pirqi T Qe

et
Yij _ Py T Pi% Pi%5 T P% o Pi Pitio o Pi < M
Qi pirq; — piqy — Peq; Py Piq;  Di

Dans le cas j > 7', le nombre a ; est négatif et donc Moy ; < o ;.

3. Il résulte de (2) que I'ensemble W est totalement ordonné par ordre
lexicographique. De plus, si w; < ws, alors Mw; < ws.

O

Remarque 3. Soit une constante fizée M > 2. Soit {w;}1<;<mun ensemble
d’entiers positifs tels que M?*w; < w;r1. Soient {\;}1<i<m des entiers tels
que >; [Ni| < M avec j lindice mazimal tel que A\; # 0. En outre, nous
supposons que \; > 0. Nous avons

wj 1 min; {w; }
Remarque 4. Soient G un groupe nilpotent de classe 2 et a,b € G tels que
c = |a,b] est d’ordre infini dans G. Le groupe engendré par {a*!,b*'} dans

G/|G,G), est Z*.

Preuve. Comme G est nilpotent de classe 2, alors pour tout z,y, 2 € G, nous
avons [xy, z] = [z, y][z, z]. Supposons qu’il existe k,n € Z et h € [G,G] tels
que a” = b*h. Dans ce cas,

[a",a"] =1 = [a",b] = c"*
Ceci contredit le fait que c est d’ordre infini. O

Lemme 6.2.2. Soit G un groupe nilpotent de classe 2. Soient a,b € G tels
que ¢ = |a,b] est d’ordre infini et E = {ey,...,e,} une partie génératrice de
G telle que e; = ey = e, ot e est 'élément trivial de G. Pouri € {1,...,n},
notons ¢; = le;, al, v; = [e;,b], 7, = e;aPb% et S = {7;}1<i<n. Pour tout (i, j),

[7i, 7j]) = ™o v e oy e, )

0l O j = PiQj — PjG-
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Preuve. Comme G est nilpotent de class 2, [G,G] C Z(G) avec Z(G) le
centre de G. Nous avons [zy, 2] = [y, 2]y [z, 2|y = [y, 2][z, 2] (voir [36], page
150). Ceci implique que

le;aPib% e;aPibC] = |e;, abli][e;, b%][e;, ali]~te;, b%]
e, ej]laPs, b%]~ P, 0]

- [eia a]pj [62'7 b] & [€j7 a] o [ej? b]_% [eiv ej]
[a’ b] —Pjqi [a7 b]pin

= Y c];jvgj Cj_pin_qi [ei’ ej]
[l

Théoréeme 6.2.1. Soit G un groupe nilpotent de classe 2. Gyouna €st le plus
grand sous-groupe fini de la suite centrale descendante.

Preuve. La remarque 4| implique que si G est infini, [G, G| est d’indice infini.
Soient g € GG un élément non-trivial et la projection standard

m: G — G/|G,G].

Il est clair que pour toute partie génératrice S de G, ls(g) > lrs)(m(g)).
Par ailleurs, pour toute partie génératrice F' de G/[G,G], 7 '(F) est une
partie génératrice de G. Ceci implique que si g € Gpouna, alors m(g) €
(G/|G, G])bouna- En utilisant le fait que tout groupe abélien infini de type
fini a un Gpoung trivial, nous concluons que (G/[G, G])pouna €st trivial. Ainsi,
si g € Gpouna €t g non-trivial, alors g € [G, G] i.e Goouna C |G, G].

Supposons que [G, G| est fini. Considérons 7' une partie génératrice de G

g € |G, G] peut étre exprimé par g = s;, ...s;, ou s;, € S. Notons m le car-
dinal de [G,G]. Nous avons k < m. A partir de la, nous pouvons conclure
que lr(s;;) <4 et quelp(g) < 4m. Ainsi, [G, G| C Ground €t [G, G| = Gpound-

Dans le cas ou [G,G] est infini, comme Gpouna C [G, G| qui est abélien,
il existe des entiers {f; j }1<j<i<n tels que

g= Z Bijlti t;].

1<j<i<n
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Comme [G, G] est un groupe abélien de type fini, il existe d € N et un groupe
abélien fini A, tels que [G,G] = Z% + A. Soit ¢ tel qu’il est définit dans
la Remarque {4 et {z1,...,24} une base de Z? telle que le produit scalaire
< ¢,z1 ># 0. Soit g € [G,G] un élément non-trivial. Nous exprimons ¢
comme un mot sur les commutateurs de la partie génératrice S définie dans
le lemme [6.2.2] 11 existe des entiers A;,; tels que

9=2_Nz+ D 0
J J
nous avons
<[titj], 21> = <cicvle;P o e e, 1 >

= ;5 <¢ 2z >4p; <,z >
—f—qj' <V, 21 > =P < Cj, 21 > —q; < Vj, 2 >

Ceci implique que

< g,z >=( Z Bijig) < ¢, 21> +xXP1, - DK Qs - QK) = A
1<j<i<n

ou x(p1,---,PK,q1,---qx) est un polyndme linéaire sur {p;,¢;} et le terme
(X1<j<i<n Bijeu,j) est un polynéme quadratique en {p;, ¢;}.

Comme
g= > Bijltst;] #0,
1<j<i<n
nous avons >.i<j.i<n |Bij| # 0. Nous en concluons que < g,z > est un
polynéme quadratique. Par conséquent, pour M > 2, il existe {p;, ¢;} tel que

| > Bijoigl —Ix(r, - ok, qus - - ax)|| > M.
1<j<i<n

Comme I5.51(9) = Xi<jci<n |Bijls si lss(g9) < M alors, il résulte de la

Remarque 3| que (31<jci<pn Bijovij) > mmga’j} > 5 Si M > 2\, alors

| < g,21 > | > A\ ce qui contredit le fait que < g,z; >= \;. Finalement,
pour toute constante M > 0, il existe {p;,q} tel que lg¢(g) > M. Par
ailleurs, I'inégalité ls(g) < M implique que ljg(g) < M*K?. 1l en résulte
que pour toute constante M > 0, il existe {p;, ¢;} tel que lg(g) > M ce qui
signifie que g ¢ Gpound-

Puisque Ghouna C [G, G], nous en déduisons que si [G,G] est infini, Gyoung

est trivial.
O
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De maniere générale nous avons le résultat suivant:

Lemme 6.2.3. Soit G un groupe nilpotent de type fini et Gy le plus grand
sous-groupe fini de la suite centrale descendante de G. Nous avons G C

Gbound .

Preuve. Soit Gy, le plus grand sous-groupe fini de la suite centrale descen-
dante de G. Soit T une partie génératrice de G. Il résulte du lemme [2.3.3
que 'ensemble S = {s1,...,s,} = {[t1, ..., ]| {t;}1<j<x C T} engendre Gj.
Par ailleurs, tout ¢lément g € G} peut s’exprimer par g = s;, ...5;; avec
{si, }1<u<j C S. Sachant ls(g) < #G, nous déduisons que Iz (s;,) < 4F x 2
et Ip(g) < 2 x 454#G),. Par conséquent, G, C Ghound-

]

Ceci permet en particulier de déduire que si G est le groupe de Heisenberg
a coefficients entiers, Gpoung est trivial.
Nous pouvons alors nous demander si pour tout groupe nilpotent G de type
fini , Gpouna €st le plus grand sous-groupe fini de la suite centrale descendante.

6.3 Groupes virtuellement nilpotents

Proposition 6.3.1. Soit H le groupe de Heisenberg. Soit G un groupe con-
tenant un sous-groupe d’indice fini isomorphe a H. Alors Gyoung €st fini.

Preuve. La preuve est analogue a celle du cas virtuellement abélien. Le
groupe H admet la présentation H =< a, b, c|[a,b]c™! = [a,c] = [b,c] =1 >.

Notons n = [G' : H|. Soit p un nombre premier supérieur a n. Notons
H, le sous-groupe distingué de H engendré par les éléments {a?, b, cpz}. Le
théoreme de Schur-Zassenhaus (voir par exemple le théoréme 7.41 dans [57))
implique que si p est premier a n, alors le groupe G/H, est isomorphe au
produit semi-direct

H/H,x G/H.

Soient n = [G : H] et k un entier positif tel que les nombres {k,p,n} sont
premiers entre eux. Le morphisme ¢y : H/H, — H/H, tel que ¢y(a) = a*,
dr(b) = b et ¢p(c) = ¢ est un automorphisme. Il s’étend en un automor-
phisme @, du groupe H/H, x G/H tel que ®(x,y) = (¢x(x),y).

Supposons qu’il existe g € H N Gpoung, un élément non trivial. Notons M
une borne uniforme pour la longueur de g et 7 : G — G/H, la projection
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canonique. L’élément 7(g) est non trivial dans G/H,. Pour toute partie
génératrice finie S de GG, nous avons

Les)(m(9)) < ls(g) < M.

Comme le nombre des automorphismes ®;, tend vers l'infini quand p — oo,
ceci contredit le lemme [3.1.5 O

Le cas du groupe de Heisenberg noté H précédemment est traité dans le
chapitre . Nous montrons que Hyyyng est trivial (voir Corollaire 7.2.1).



Chapitre 7

Généralisation: Gy, (d)

Notons m(G) le nombre minimal d’éléments contenus dans une partie généra-
trice symétrique de G.

Définition 7.0.1. Soit G un groupe de type fini.
Ground(d) = {g € G| 3 M > 0 tel que pour toute partie génératrice finie S de
G de cardinal inférieur ou égal a d, ls(g) < M}.

Il est clair que pour d > m(G),
Gbound - Gbound(d> - Gbound(d - 1) e C Gbaund(m(G))

et
Gbound = mdzm(G) Gbound (d) ’

7.1 Propriétés

Lemme 7.1.1. Pour tout d > m(G), les propriétés suivantes de Gpouna
restent vraies pour Gpoyna(d):

1. Gyouna(d) est un sous-groupe caractéristique de G.
2. Gpouna(d) est contenu dans FC(G).
3. Tout sous-groupe de type fini de Gpouna(d) est virtuellement abélien.

Preuve. Soit un élément g € Gpouna(d). 1l existe une constante m > 0 telle
que pour toute partie génératrice de cardinal inférieur ou égal a d, ls(g) < m.
Etant donnés un automorphisme A de G et une partie génératrice E de G.
Les parties génératrices A™'(E) et E ont le méme cardinal. En particulier,

52
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ceci est vrai si Iautomorphisme A est une conjugaison. En utilisant les
mémes arguments que dans le Lemme [3.1.1], nous obtenons le fait que pour
tout d > m(G), nous avons Gpouna(d) est un sous-groupe de F'C(G). Comme
nous l'avons montré dans le Corollaire 3.1.3] et le lemme [£.2.1], la propriété
(3) est une conséquence directe de la propriété (2). O

Corollaire 7.1.1. Nous constatons les faits suivants:

1. Si G est un groupe hyperbolique non-virtuellement cyclique (resp non-
cyclique et sans torsion), alors Gyouna(d) est trivial pour tout d >

m(G) +1 (resp d > m(Q)).

2. Si G est le premier groupe de Grigorchuk, alors pour tout d > m(g),
Grouna(d) est trivial.

Preuve. 1. Soit G un groupe hyperbolique non-virtuellement cyclique (resp
non-cyclique et sans torsion). Une conséquence du théoréme 2 dans
[49] est que pour tout d > m(G) + 1 (resp d > m(G)), G a une suite
{S;(d)}ien de parties génératrices de cardinal d, telle que la longueur
minimale d’un lacet dans le graphe de Cayley I'(G, S;(d)) est supérieure
a ¢. Nous utilisons le méme argument que celui utilisé dans le lemme
pour conclure que Gpouna(d) ne peut pas contenir d’éléments de
torsion. Du fait que le FC-centre d'un groupe hyperbolique est fini et
que Gpouna(d) C FC(G), nous déduisons que Gpounag(d) est trivial.

2. Soit G le premier groupe de Grigorchuk. Il est connu que G est "juste
infini" (voir Théoreme 8.1 dans [32]). Par conséquent, Si FIC(G) est
non-trivial, alors il est d’indice fini. Il s’ensuit que FC(G) est de type
fini et virtuellement abélien (Théoréme 4.3.1 dans [56]). Ainsi, G est
un groupe virtuellement abélien. Puisque G est un groupe de torsion de
type fini, il ne peut pas étre un groupe infini et virtuellement abélien.
Nous déduisons de cette contradiction que FIC(G) est trivial. Le fait
que pour tout d > m(G), Gyouna(d) C FC(G) implique que Gpouna(d)
est trivial.

0

7.2 Exemples
Proposition 7.2.1. Soit G = Z°.

1. Pourd=1, sim =2, Gyouna(m) = G sinon Gpouna(m) = {0}.
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2. Pourd > 2 et m > 2d, Gpouna(m) = {0}.

Preuve. 1. Soit d = 1 et G = Z. L’unique partie génératrice de Z de
cardinal 2 est S = {£1}. Dans ce cas, la longueur d'un entier n €
Z\ {0} est lg(n) = n et Gpouna(2) = Z.

Soient p, ¢ deux nombres premiers différents. Il existe a,b € Z tels que
ap + bg = n. Pour tous les entiers K > |n|, p > K + 1 et ¢ > p!, nous
avons:

jof = Pl PP 1 s K-> K
p p p

Par ailleurs, nous savons que S = {+£p, ¢} est une partie génératrice
de Z et ls(1) = |a]+|b|. De 14, nous déduisons que pour tous les entiers
n € Z et K > |n|, il existe une partie génératrice S telle que lg(n) > K.
Ceci implique que pour m > 4, Gpouna(m) = {0}.

2. Soit X = (z1,...,24) € Z% non nul. 1l existe i € {1,...d} tel que
x; # 0. En utilisant un élément de SL(d,Z), nous pouvons supposer
que x; > 1. Soient p, g deux nombres premiers distincts et a,b € Z tels

que bp —aqg = 1. Nous avons A = (i Z) € SL(2,7Z) et 'application

v € Z?> — Av € Z? est un isomorphisme. Dans ce cas, Il existe

)= ("), Ceci implique que ap + fq = ;.
B T2

Pour des entiers K > 1, p > max{|z1|, K + 1} et ¢ > pl, nous avons

a, B € Z tels que A

Bq—x1| _ Bp! @

jof = L0 B2 1> K- K
p p p
Soit S = {£v1, ..., £v4} la partie génératrice de Z avec 2d éléments

ouv; = (p,a,0...0),v9 =(q,0,0...0),v3 =(0,0,1,0,...0),... et
vg = (0,0,...,1). Pour cette partie génératrice, nous avons

j=d
X =avi + Pvs + > zjv;.

j=3
Pour tout K > 1, soit (p,q) comme ci-dessus. Nous avons alors,

J=d

ls(p,q><X) = |a| + 8] + Z lz;| > K.

Jj=3

Ceci implique que pour d > 2 et m > 2d, Gyouna(m) = {0}.
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Proposition 7.2.2. Soit G =< a,b, c|[a,b] = ¢,[a,c] = [¢,b] = 1 > le groupe
de Heisenberg. Nous avons:

1. Ground(4) =7 = Z(Q) le centre de G.
2. Pour d > 6, Gpouna(d) est trivial.

Preuve. 1. Soit S = {z*!', y*'} une partie génératrice de G. Notons z =
[x,y]. Puisque G est nilpotent de classe 2, alors Vg € G, nous avons
[[z,v], g] = [z, 9] = e, ce qui implique que z € Z(G) = Z.

Nous savons que G/Z(G) = Z*. Ceci induit un morphisme surjectif:

m:G— G/Z(G) =7

Nous voulons montrer que Z(G) est engendré par z = [z, y].

Le groupe Z(G) est engendré par ¢ = [a,b] avec la présentation ci-
dessus. Nous avons z € Z(G) = Z et ¢ un générateur de Z(G). 1l
s’ensuit qu’il existe un entier 7 tel que z = ¢'.

Montrons que g = 2%y” tel que a3 # 0 n’est pas un élément de Z(G).
L’ensemble m{z*! y*'} est une partie génératrice de G/Z(G) = Z*.
Pour (a, ) # (0,0), 7(g) = am(z) + Br(y) # 0. Ceci implique que g
n’est pas un élément de Z(G). Alors, pour tout élément g € G, il existe
a, B, € Z tels que g = 2%y’

Nous pouvons écrire a = %" et b = x2*2y”2¢72. 1l en découle que:

[CL, b] — xalyﬂl xa2y52y—51x—0¢1 y—ﬂzx—az
— (xalyﬂlx—aly—ﬁl)(yﬂlxalxcmy—ﬂlw—@lx—oﬂ)
102 o1 y51 y,32y—51 o y—ﬁzx—t)@

Puisque G est nilpotent de classe 2, alors pour tous x,y € G et o, § € 7Z,
nous avons [z%,y?] = v*yPz~%y~F = [x,y]*P.
Il en résulte alors que:

201 y,Bl o y—ﬁl — Lw :
y61$a1xa2y_ﬂlx_alx_a2 — ZUQ.
xmyﬁzx—my—ﬁz — Lu3

ou u; = a1, ug = —f1(a1 + ag) et ug = ay52. Notons j = ujusug.

En utilisant ces équations dans I’expression de [a, b], nous obtenons:

[a’b] — Zu1u2$a2(xaly@x*aly*ﬁz)xfoe
= puiuuzy _ j
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Ainsi, ¢ = ¢. Ceci implique que |i| = 1 et que z engendre Z(G). 1l
s’ensuit que pour toute partie génératrice S de G & 4 éléments, lg(c) <
4. Par conséquent, Z(G) C Gpouna(4). Rappelons que Gpoung(4) C
FC(G) et montrons que FC(G) = Z(G).

Il est connu que tout élément de GG a une expression unique de la forme
g=a'tid oui,j,l €Z. Dans ce cas, si j # 0, alors Vn € Z, nous avons:

a*(a’VcYa™ = d'(a"Va ")

n

Puisque a"b’a™" = ¢b’, il en découle que:

a(a'tca™" = a' () = o't .
Si i # 0, alors Vn € Z, nous avons
V' (a'b )b = a'bi
Soit h = a"b™c* un élément non-trivial. Nous avons

hgh™" = a™b™a't/cb""a"
= a"(b"(a'bc)b™)a"
_ an(aibjcl—mi)a—n
— aibjcl—mi-i-nj

De ce qui précede, nous déduisons que les éléments qui ne sont pas dans
Z(G) ont un nombre infini de conjugués. Dans ce cas, ils ne sont pas
dans F'C(G). Nous pouvons alors conclure que FC(G) = Z(G).

2. Nous savons que Gpuna(6) < FC(G). Soient p et ¢ deux nombres
premiers. L’ensemble S = {a*P, a™?, b*'} est une partie génératrice de
G. Montrons que pour tout n € Z, ¢" & Gpouna(6). Pour tout u,v € Z
tels que uv = n, nous avons ¢ = [a", b"]. 1l existe ay, 5, € Z tels que
aup + Puq = u. 1l sensuit que ¢ = [a%, b¥] = a®wPHPudpvq=up=Pudp=v,
Soit A I'ensemble des diviseurs de n. Cet ensemble est fini. D’autre
part, nous avons lg(c") > min{|a,| + |5u] | © € A} qui tend vers
I'infini quand p tend vers U'infini. Puisque pour tout d > 6, Gpouna(d) C
Ground(6), il est clair que Gpouna(d) est trivial pour d > 6.

]

Corollaire 7.2.1. Soit G le groupe de Heisenberg, alors Gyoung €st trivial.

Preuve. Puisque Giound = Naz>m(G)Ground(d) €t Grouna(6) est trivial, alors
Ground €St trivial. O
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RESUME

Cette these étudie la question suivante: étant donné un groupe de type fini G quels sont les éléments dont la longueur est
uniformément borné pour toute longueur des mots sur G? Ce travail introduit et étudie le sous-groupe Grouna formé par
les éléments dont la longueur des mots est uniformément bornées par rapport au changement de parties génératrices
de G. Nous montrons que ce sous-groupe est caractéristique, qu’il est fini quand le groupe G est virtuellement abélien,
qu’il est trivial quand le groupe est hyperbolique non-élémentaire. Nous montrons que pour tout groupe fini A, il existe un
groupe infini G tel que Grouna = A. Nous montrons que pour les groupes nilpotents de classe 2, Gyouna €St l€ plus grand
sous-groupe fini de la suite centrale descendante. Nous étudions également une généralisation de Gyouna dépendre des
cardinaux des parties génératrices considérées.

MOTS CLES

Longueur des mots, métrique des mots, sous-groupes caractéristiques, FC-centre, groupes virtuellement
abéliens, identités de groupes, groupes de Burnside, groupes hyperboliques, groupes nilpotents.

ABSTRACT

This thesis studies the following question: given a finitely generated group G which are the elements whose length is
uniformly bounded for any word-length in G ?. This work introduces and studies the subgroup Geouna COnNsisting of
elements of uniformly bounded word-length with respect to any generating set of G. We show that this subgroup is
characteristic, that it is finite when the group G is virtually abelian, that it is trivial when the group is non-elementary
hyperbolic. We show that for every finite group A, there exists an infinite group G such that Gyouna = A. It is shown
that for nilpotent groups of class 2, Giouna is the largest finite subgroup of the lower central series. We also study a
generalization of Gy.una by making it depend on the cardinals of the generating sets considered.

KEYWORDS

Word-length, word metrics, characteristic subgroups, FC-center, virtually abelian groups, torsion groups,
group identities, Burnside groups, hyperbolic groups, nilpotent groups.
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