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Introduction

The Problem and Previous Results

Let G be a semisimple simply connected group scheme over a base ring k. Assume first
that k is an algebraically closed field of characteristic p > 0. Let T" C GG be a maximal torus
and let X (7T') be its group of characters. Let R and W denote the root system and Weyl
group of (G, T) and B the Borel subgroup containing 7" corresponding to the negative roots
—R™. Let p be the half-sum of positive roots and set C' = —p+ X (T)*. For all u € X(T),
one has a G-equivariant line bundle £(z) on G/B, and we set H'(u) = H(G/B, L(p)).
Let N = |R"| = dim(G/B) and let wy be the unique element of W such that ¢(w) = N.

The study of H(1) began in 1976 with Kempf. He proved that for all A € C' one has
Hi(\) = 0 whenever i > 1, just as in the case of characteristic 0. By Serre Duality, this
also gives H'(p) =0 for i < |RY| = N if p € wo - C.

In the following, by “H%-chamber”, we mean any chamber of the form w - C, where
w € W is such that [(w) = i. In characteristic 0, by the Borel-Weil-Bott theorem, H® () #
0 if and only if 1 belongs to the interior of an H-chamber. But this no longer holds for
positive characteristics.

In 1978, Griffith ([Gri80]) studied the case of G = SL3 and determined the region in
X(T), which we will refer to as “the Griffith region”, where both H! and H? are non-
zero. Almost simultaneously in 1979, Andersen ([And79]) discovered, for all semisimple
G, the necessary and sufficient condition for H'(u) # 0. In particular, for G = SL3, he
rediscovered the result of Griffith. Andersen has proved that if non-zero H' () has a simple
socle. But apart from this, his results concern only whether or not H*(u) is zero and gives
no information of its G-module structure.

Later on, there are several results about the G-module structure of H*(u) under some
assumptions of genericity ([KH85], [And86al, [And86b], [DS88], [Lin90], [Lin91]).

In 2006, a new approach was discovered by Donkin, who gave in [Don06|, recursive
formulas for the characters of all H*(u1)’s. As a corollary of our results, we will show that
his recurrence formulas correspond to certains filtrations of the H'(u)’s, see Theorem

A two-step filtration of H'(;) and H?*(u) for p in the Griffith
region

Let G = SL3z and let V() denote the Weyl module of highest weight A, and L(\)
the simple module of highest weight A. In the following, I always use the convention that
V(\) = L(\) = 0 if X is not dominant. For any G-module V, let V(@ denote the d-th
Frobenius twist of V.

We will prove in Chapter 1 the existence of a two step filtration of H'(u) and H?(p)
if p is in the closure of the Griffith region. Using the symmetry between the two simple
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roots and Serre duality, it suffices to state the result when p belongs to the chamber sg-C
or sgsq - C, whence p = (m, —n — 2) for m,n € N. Namely, we have :

Theorem (1} Let y = (m,—n — 2), where m = ap® +r and n = ap® + s with d > 1,
0<a<p—1land—1<rs<p?—1. Sety = (r,—s—2), p’" = (—p+r pl—s—2),
A= (s,p? —r —2) and '\ = (r,p® — 5 —2). Then :

1. H%(p) has a two step filtration as following :

L(0,a— 1)@ @ V(\)
L(0,a)) @ H* (1) @ L(0,a — 2)) @ H*(u") |

H? () =

That is, there is a short exact sequence of G-modules :

0 M H*(p) —— L(0,a—1)@D @V(\) —— 0

such that
M = 1(0,0)D © H2(1') P L(0,a — 2)\D @ H>(u").

2. H'(u) has a two step filtration as following :

L(0,a)') @ H' (1) @ L(0,a — 2)' @ H' (")

() = L(0,a — 1)@ @ HO(t))

That is, there is a shore exact sequence of G-modules :
0 —— L(0,a—1)D @ H N — H' () — Q —— 0

such that
Q= L(0,a) @ H' (1) P L(0,a — 2)D @ H (1").

Moreover, if we concentrate on those weights u located on the wall between an H!-
chamber and an H2-chamber (i.e. u = (n,—n —2) or (—n — 2,n)), then x' and p” in the
theorem are both located on such a wall too. Hence by induction, this theorem gives a
concrete description of the structure of H'(u) and H?(u). More precisely, we will prove in
section [1.4] the following theorem :

Theorem. (i) Let n € N of < d. If n # p — 1 (mod p), then there is a filtration of
H?(n,—n —2)
0=NogC Ny C---C Ng_1 CNd:HQ(n,—n—Q)

such that, for each i and 1 < j < 2i, there exists v;; and \;j (which are explicitly given in
Th. such that
27L
Ni/Ni—l = @L(Vij) & V()\Zj) (0.1)
j=1
forallie {1,2,--- d}.
(i) If n =p—1 (mod p), then there is k € {1,--- ,d} such that n = mp* +p* — 1 with
m #p—1 (mod p). In this case, we have

H?(1) = L((p* — 1)p) @ H?(m, —m — 2)) (0.2)

and (i) can be applied to H*(m,—m — 2).



The p-H'-D-filtration of H'(u)

Jantzen has proved in [Jan80] that for G = SL3, every Weyl module V' (\) possesses a
p-Weyl-filtration, i.e. a filtration whose quotients are of the form V (v1)M) @ L(1°), where
V0 is p-restricted. Dually, H°()\) possesses a p-H-filtration. So it is interesting to ask
whether or not H? and H' also have this sort of p-filtration.

We will use a filtration of Z(p) = Ind2 Gl( ) that is slightly cruder than a composition
series, which will be defined in section [2.I] This filtration, which will be called the D-
filtration in honor of Donkin ([Don06]), behaves well under the induction from BG; to
G.

As in [Don06], let E,(x) denote the unique non-split extension of y — « by p as B-
modules. Namely, we have a non-split exact sequence of B-modules :

0——p—a—>=FEq(u) —>p—>0.
Similarly, let Eg(1) denote the unique non-split extension of u — 5 by p as B-modules.
Let Eo(u) = p. We will prove the following theorem :

Theorem [6] Let € X(T) and take
0=NoCNiCNyC---CNy=2Z(p)

a D-filtration of Z(p) with N;/Ni_1 = L(1?) @ Es, (v})) where &; € {0,a,8}. Then for
all j € N, there exists a filtration of H’(u) :

O:Zf%cjf\zcjf\éc...cm:[—[j(/l)

where N; = HI(G/BGy, N;) and N;/Ni_1 = L(9) ® H(Es, (1) D).
We call this filtration of H?(u) the p-H’-D-filtration.

Hence it is important to investigate the structure of H*(E), where E = Es(v) and
0 € {a,B}. If i = 0 or 3, their structures are not too complicated, and with the help of
the p-H'-D-filtration, we can reprove (section the existence of the p-H-filtration and
the p-Weyl-filtration.

For i = 1 or 2, the situation is more complicated. Since there is an exact sequence of
cohomologies

0 — H'(v—6) —— HYE) —— H'(v)

¢
H?*(v — §) —— H?*(E) —— H?*(y) —— 0,

if v ¢ Xt and v—48 ¢ wy- XT, where ¢ is the boundary morphism, it suffices to study
the structure of I5(v) which is defined to be the image of ¢. In Chapter 3 we will prove
the following theorem, which covers all the interesting cases we need :

Theorem Let i = (m,—n — 2) be a weight with m > n > 0. If m = ap® + r and
n = ap® + s and if we set y' = (r,—s —2) and p" = (—p® +r,p% — 5 — 2), then

(i) If0<s<r<pl—1, we have

Io(p) = L(0,0) D @ I (1) P L(0,a — 2) D @ I (u").
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(ii) If =1 < s <r < p?—2, we have
I5() = £(0,0)@ & Ty() B 10,0 — 2)@ & Iy(").

Together, Theorems [6] and [7] allows one to give a complete, recursive description of
all H'(u) for i = 1,2, see section for details. In particular, they contain as a (very)
special case the results of Kithne-Hausmann [KHS85] and of Doty and Sullivan [DS88| about
generic weights in the lowest p2-alcove.

Combinatorial results over 7Z

Independently of the previous results, we will prove in Chapter 4 some results over Z.

More precisely, if 4 = (m,—n —2) = sg - A is a weight in the Griffith region with
m > n > 0, then we will prove that all weights of H?(y1) are of the form Vi = A—ka—tp3
with k,t € N, and, for ¢ > k and 14 j, dominant, the v; ,-weight space is the cokernel of the
following matrix, with £ 4+ 1 rows and k£ — m + n + 1 columns :

—k —k —k
(i) (5D (arimen)
—k —k —k
(tTkJrl) (Tfk;) (thkTmfnJrl)
Dm,n,t,k;:
" D ()

If t <k and v, is dominant, then vy ,-weight space is zero.

If p = (m, —n—2) = s453- A is a weight with m < n, then we will prove that all weights
of H%(uu) are of the form 14, = A — ka — 8 with k,t € N, and, for &k > n — m and vy
dominant, the v ,-weight space is the cokernel of the following matrix, with £ —n+m+1
rows and k£ + 1 columns :

—k —k —k
(t—kn-i—n—m) (t—k-ﬁn—m—l) e (t—2Z+n—m)
n—k n—k n—=k
(t—k+n—m+1) (t—k+n—m) T (t—2k’+n—m+l)
Dm,n,t,k =
("") (i IR

If © <n—-m—1and v is dominant, then the vy ;-weight space is isomorphic to
Zmin(t,k)—maX(O,t—m)-‘rl.
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Chapitre 0

Notations et Préliminaires

Dans cette theése, sauf mention expresse du contraire, k£ désigne un corps algébrique-
ment clos de caractéristique p > 0, G désigne le schéma en groupes SL3 sur k, B C G est le
sous-groupe de Borel des matrices triangulaires inférieures, et T' C B est le tore maximal
des matrices diagonales.

On note X (T") = Homy,_groupes (T, k*) le groupe des caracteres de T' et

Y(T) = Homk—groupes(k*, T) = X(T)* == HomZ(X(T), Z).

Notons
() X(T)xY(T)—=7Z

le couplage naturel (cf. [Jan03] 11.1.3). Pour ¢ € {1,2,3}, notons ¢; ’élément dans X (T")
tel que ¢;(diag(a1, az,as)) = a;.

Posons v = €1 — €2, f = €3 —e3 et v = a+ (3, alors R = {£a, £/, £} est le systeme de
racines de G par rapport a T (cf. [Jan03] I11.1.1) et le sous-groupe de Borel B correspond &
{—a,—B,—7} (cf. [Jan03] I1.1.8). Notons R™ = {«, 3,7} I'ensemble des racines positives
et R~ = {—a,—f,—7} 'ensemble des racines négatives. Alors S = {«, 5} est 'ensemble
des racines simples. Définissons 'ordre partiel < sur X (7') par u < X si et seulement si
A—pu € Na+ Ng.

Pour tout § € R, notons 6V € Y(T) la coracine correspondante. On désigne par
wi,ws € X(T) les poids fondamentaux correspondants a oV et 8V, c’est-a-dire, on a

<w17av> <w176\/>

—1,
(wo,aY) =0,  (wa,8Y)

0;
1.

Alors on a X (T') = Zw; + Zws. Pour tout a,b € Z, notons (a, b) le poids aw; + bws. Posons
p=2i(a+pB+7)=v=(1,1). Notons

X(T)* ={pe X(T)[{n,0") > 0,95 € R"} = {(a,b) € X(T)|a > 0,b >0}
I’ensemble des poids dominants. Pour tout d € N*, notons
Xo(T) = {pu € X(T)|0 < {(u,6") < p,¥6 € S} = {(a,b) € X(T)|0 < a,b < p}

’ensemble des poids dominants et p?-restreints.
Pour § € R, notons ss la réflexion par rapport a J, c’est-a-dire, pour tout u € X(7T') :

s5(p) =p — (1, 0")6.



4 CHAPITRE 0. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Soit
W = (s5]0 € R)

le groupe de Weyl de R. Alors W est engendré par les réflexions simples s, s3. La longueur
l(w) dun w € W est définie comme le plus petit m tel qu'il existe aq, g, -+, ayy, avec
W = Sy Sas "+ * San,- Alors (cf. [Jan03] I1.1.5)

U(w) = {5 € RMw(s) <0} <3

et wog = 545854 = 5545 est I'unique élément de W de plus grande longueur.
Pour § € R et r € Z, notons ss, la réflexion affine de X (7") définie par

55,7“(:“) =M= (<:u7 6V> - 7’)5

pour tout p € X(7'). Désignons par W), le groupe engendré par tous les ss,, avec § € R
et n € Z. Pour w € W), définissons l'action décalée par w - = w(p + p) — p pour tout
p € X(T). On note C = —p+ X(T)*.

Tout G-module V' est aussi un T-module de fagon naturelle. Pour tout p € X(7),
notons

Vei={veVl|t-v=pu(t Vte T}

I’espace de poids p de V. Donc on a

On dit que p est un poids de V' si V), # 0. On dit que p est un plus haut poids de V' si p
est un poids de V' qui est maximal par rapport a l'ordre < sur X (7). On définit aussi le
caractere de V par
chV = > dimV,e(n) € Z(X(T)).
neX(T)

Soit H C G un sous-groupe fermé. Si V' est un G-module, alors il admet naturellement
une structure de H-module. Notons resg(V) le H-module ainsi obtenu.

Pour tout H-module N, on note Ind% (N) le G-module induit par N (cf. [Jan03] 1.3.3).
Pour 7 € N; on note

H'(G/H,N) = H'(G/H,Lg/u(N))

ot L/ (N) est le fibré vectoriel G-équivariant sur G/H associé a N (cf. [Jan03] 1.5.8).
Alors on a ([Jan03] 1.5.12)

HY(G/H,N) = R Ind%(N).

Pour un B-module N, on note H*(N) = H*(G/B,N). Si u € X(T), alors u est aussi un
caractere de B, et on désigne encore par p le B-module de dimension 1 tel que g € B agit
comme le scalaire ju(g). Donc H*(u1) est défini comme ci-dessus.

On sait que H°(pu) # 0 si et seulement si u € X(T)*. Si H(u) # 0, alors il contient
un unique sous-G-module simple, noté L(u), qui est de plus haut poids u. Tout G-module
simple est isomorphe & un unique L(u) (cf. [Jan03] 11.2).

Pour un G-module V' de dimension finie, on note FC(V') I'ensemble des facteurs de
composition de V.



Pour i € {0,1,2,3}, on appelle « une H-chambre » un sous-ensemble de X (T) de la
forme w - C avec f(w) = i, voir la plus bas. Pour d € N*, « une pZ-alcéve » est un
ensemble de la forme

{1 € X(T)|ap” < (p+p,a) < (a+1)p?, bp" < (u+p,B8) < (b+1)p",
ep < (n+p,7) < (c+1)p%}

pour certains a, b, c € Z.

HO

H? H?

H3

FIGURE 1 — chambres

FIGURE 2 — alcoves pour p = 3

Pour tout G-module V', I'espace dual Homy, (V) k) est naturellement muni de la structure
de G-module définie par (g - ¢)(v) = ¢(g 'v). On le note V* et on I'appelle le dual de
V. La dualité de Serre sur G/B est compatible avec l'action de G, donc on a (cf. [Jan03]
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11.4.3)
H(p) = H>'(=2p — p)*
D’autre part, I'application g +! ¢ est un anti-automorphisme de G = SL3 qui est
'identité sur 7. Donc on peut munir ’espace dual Homy(V, k) d’une autre structure de G-

module définie par (g-¢)(v) = ¢(*gv). On le note V! et on I'appelle « le dual contravariant »
de V. Alors, « la dualité de Serre contravariante » s’écrit (cf. [DS8§| 2.1)

H'(p) = H " (wo - p)".

Soit F' : G — G le morphisme de Frobenius de G (cf. [Jan03] I1.3.1). Pour tout
r € N* notons G, = ker(F") le r-iétme noyau de Frobenius. Pour tout p € X (T'), notons
L(p) I'unique BGi-module simple de plus haut poids g (cf. [Jan03] 11.9.6). Si on écrit
p=pu+put avec u € X1(T) et p' € X(T), alors on a un isomorphisme de BG1-modules

~

L(p) = L(u%) @ pp'.

De plus, si 4 € X1(T), alors on a un isomorphisme de BG;-modules L(u) & reng1 (L(w)).



Chapitre 1

Une filtration a deux étages

1.1 Enoncé du théoréme pricipal

Définition 1 (degré). Soit n € N. Si n > 1, on appelle degré de n I'unique d € N tel que
ap® <n < (a+1)p? pour una € {1,2,--- ,p—1}. Sin = 0, on dit que n est de degré —oo.

Soit u € X(T) tel que pu # (—1,—1). Il existe un unique A = (a,b) € CNW - u. Le
degré de p est défini comme le degré de a +b+1 € N.

Remarque 1. Si g = (m,—n — 2) avec m,n € N, alors g = sg-(m —n —1,n) =
585q - (n —m —1,m). Donc dans ce cas, le degré de p est celui de max(m,n).

Définition 2 (Condition de Griffith). 1. On dit qu'un poids p vérifie la condition de
Griffith s’il existe m,n,d € N* et a € {1,2,--- ,p — 1} tels que

o ap? <m,n < (a+1)p?—2;

e = (m,—n—2)oup=(—n—2,m).

On appelle « région de Griffith », et I’on note Gr, ’ensemble des poids vérifiant la
condition de Griffith.

2. On note Gr I'ensemble des poids y vérifiant qu’il existe m,n,d € N*eta € {1,2,--- ,p — 1}
tels que

e ap? —1<m,n<(a+1)p?—1;

e u=(m,—n—2)oup=(—n-—2,m).

3. Onnote Gr 'ensemble des poids p vérifiant qu’il existe m,n,d € N*eta € {1,2,--- ,p — 1}
tels que

e ap <m,n < (a+1)p?—1;

e u=(m,—n —2)oup=(—n—2,m).
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FIGURE 1.1 — Région de Griffith pour p =3

Remarque 2. Dans la Définition [2] le degré de u est d.

Remarque 3. D’apres [Gri80] Theorem 1.3 ou [And79] Theorem 3.6, on sait que H'(u) et
H?(u) sont tous les deux non nuls si et seulement si u € Gr. Si p est dans une H'-chambre
(resp. H?-chambre) et u ¢ Gr, alors H2(u) = 0 (resp. H'(u) = 0).

Le théoréme principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 1. Soit = (m,—n —2) € Gr, o m = ap® +r et n = ap® + s avec d > 1,
0<a<p—1et—1<rs<p?—1. Posonspy = (r,—s—2), u"" = (—p+r,p?—s5—2),
A= (s,p? —r—2) et A= (r,p? — s —2). Alors :

1. H%(p) admet la filtration & deux étages suivante :

L(0,a — 1)@ @ V())

2 _
H) = 00,0 @ & B0 @ L(0,0 — 2@ & B0

C’est-a-dire, il existe une suite exacte courte de G-modules :

0 M H*(p) —— L(0,a—1)@D @V(\) —— 0

telle que
M = 1(0,0) @ B> (1) P L(0,a — 2) @ H* (")

2. HY(p) admet la filtration a deux étages suivante :

L(0,a) @ H' (1)) @ L(0,a — 2) @ H' (u")

() = L(0,a — 1)@ @ HO(*))

C’est-a-dire, il existe une suite exacte courte de G-modules :
0 —— L(0,a— 1)@ @ HO(*A\) —— H'Y(p) —— Q —— 0

telle que
Q= L(0,a) @ H' (1) P L(0,a — 2) D @ H (1").

Convention 1. Si n n’est pas dominant, on pose L(n) = V(n) = 0.

Remarque 4. 1. Sia =0, alors u =y et le théoréme dit que H?(u) = H?(/').
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2. Si a =1, alors, d’apres la on a L(0,a — 2) = 0. Donc dans ce cas les

filtrations du [Théoreme 1] se réduisent aux suites exactes :

0 —— HO('\) —— H'(u) —— L(0,1) D @ H' (i) —— 0,

0 —— L0,)D @ H>(4/) —— H?*(u) —— V(A) —— 0.
Afin de démontrer le on a besoin de quelques lemmes.

Lemme 1. Soit L(n) un facteur de composition de H' (') ou H'(p"), ot p' = (r, —s —2)
et g = (—p?+r,p? —s5—2) avec —1 <r,5 < p? —1. Alors n est p®-restreint.

Si—1<s<r<pi—1etL(n) estun facteur de composition de V(\) = V(s,p*—r—2),
alors n est pd—restreint.

Démonstration. Soit ( € —p+X*. On sait, d’apres le « Strong Linkage Principle » ([Jan03]

I1.6.13), que pour tout facteur de composition L(n) dun H'(w - ¢) on a n < ¢. Comme

vV =~ = p est dominant, on a donc :

(n,a¥) < (n,7") = (n,p) <{¢,p)

et de méme pour (5, 3").

Pour 1/ = (r,—s — 2), le ¢ correspondant est (r —s—1,s)sir > set (s—r—1,7) si
s > r. Dans les deux cas on a ((, p) = max(r,s) — 1 < p?.

De méme, pour p”’ = (r—p?, p?—s—2), le poids ¢ correspondant est (p?—r—2,r—s—1)
sir > set (p?—s—2,s—r—1) si s > r. Dans les deux cas on a ((, p) = p?—min(r, s)—3 < p?.

Si s < r+1et L(n) est un facteur de composition de V/(\) = V (s, p?—r—2) = H3(wq-\),
alors dans ce cas (C,p) =p?+s—r—2<p?—1. O

Lemme 2. Soit d € N* et soient A\, u € X4(T). Alors on a
Extg(L(0,a) @ L(X), L(0,a — 2)® @ L(p)) = 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d.
Sid=1,alors \,u € X1(T). Si A\ = p, alors d’apres [Jan03] 11.10.17(2),

Extg; (L(0,a) @ L(V), L(0,a - 2)) @ L()) = Ext§(L(0,a), L(0,a — 2)) =0

car (0,a —2) ¢ W, - (0,a). Si A # p, d’apres [Yeh82] Proposition 4.1.1, on sait que si
Ext(L(0,a)M ® L(N), L(0,a — 2)M) ® L(p)) est non nul, alors si p # 3 il est parmi les
trois possibilités suivantes (et est leur somme directe si p = 3) :
Homg(L(0,a), L(0,a — 2)),
Homg(L(0,a), L(0,1) ® L(0,a — 2)),
Homeg(L(0,a), L(1,0) ® L(0,a — 2)).

Or ceux-ci sont tous nuls car (0,a) € vy + (0,a — 2) pour vy € {(0,0),(0,1),(1,0)}.
Supposons que 1’énoncé est vrai pour d > 1. Soient A\, u € Xg1(T). Ecrivons A =
pAL+ A0 et = pul + pu® avec A\, ¥ € X1(T). Si Ao = po, alors

Exté; (L(0,0) "D @ LX), L(0,a — 2)™V) @ L(n))

= Extf; (L(0,0) ) @ L), L(0,a - 2)D & L(p")) = 0
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d’apres [Jan03] 11.10.17 (2) et 'hypothese de récurrence.

Si Ao # po, alors d’aprés [Yeh82] Proposition 4.1.1, on sait que si Extg(L(0,a) @D @
L(\), L(0,a — 2)14t) ® L(p)) est non nul, alors si p # 3 il est parmi les trois possibilités
suivantes (et est leur somme directe si p = 3) :

Homg (L((0,a)p" + A1), L((0,a = 2)p* + '

)):
Homg (L((0,a)p + A1), L((0,a — 2)p* + ') © L(0,1)), (1.1)
Homg (L((o, a)p? + A1), L((0,a — 2)p* + ') ® L(1, 0))_
Soit L(n) un facteur de composition de L((0, a—2)p+ut)®L(vp), ot vy € {(0,0), (0,1),(1,0)}.
Alors on a
1< (0,a—2)p" + ' + v

Donc, comme ul est pd—restreint,
(n,p) <{(0,a=2)p" + p" +v0,p) < (a—2)p" +2(p" = 1) +1 = ap” - 1.

Donc comme A! est dominant, on ne peut pas avoir n = (0,a)p? + A\'. Par conséquent,
tous les Hom de ([1.1)) sont nuls, d’ou le résultat.
O

Lemme 3. Soient M, N deur G-modules de longueur finie. Si pour tout Ly € FC(M) et
pour tout Ly € FC(N), on a Exts(Ly, Le) = 0, alors Exts (M, N) = 0.

Démonstration. Soient
O=MyCcM,C---CMy=M

une suite de composition de M et L € FC(N). Pour tout ¢ € {1,2,---,/¢}, appliquons le
foncteur Home (e, L) a la suite exacte suivante

0 —— Mi,1 M,L Mi/Mifl — 0.

On obtient ainsi une suite exacte longue :
- —— Bxtg(M;_q, L) +—— Extg(M;, L) «—— Bxtl(M;/M;_q,L) +—— --- .

Mais comme M;/M;_; € FC(M), on a Extl(M;/M; 1, L) = 0 pour tout i. Donc on
a Exté(Mi, L) = 0 pour tout ¢ par récurrence sur i. En particulier, on a Exté(M, L) =
Extg, (M, L) = 0 pour tout L € FC(N).

Prenons maintenant une suite de composition pour N :

0=NogC Ny C---CNp=N.

Pour tout i € {1,2,--- ,¢'}, appliquons le foncteur Homg (M, o) a la suite exacte suivante

0—— Ni—l Nz Ni/Ni—l — 0.
On obtient une suite exacte longue :
- —— Exty(M,N;_1) —— Exty (M, N;) —— Ext&(M, Nj/N;—y) —— -+ .

Mais comme N;/N;_; € FC(N), on a Exty(M,N;/N;_1) pour tout i. Donc on a
Extg; (M, N;) = 0 pour tout 4 par récurrence sur i. En particulier, on a Extl, (M, N) = 0.
O
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1.2 Démonstration du [Théoréme 1] : réduction au [Théo-|
réme 2|

Dans cette section, on va montrer que le [I'héoreme 1| découle du théoréme un peu plus
faible suivant :

Théoréme 2. Soit p = (m,—n —2), ot m = ap® +r et n = ap? + s avec d > 1,
1<a<p-let—1<rs<pl—1(cest-a-dire, u € Gr de degré d). Posons i’ = (r, —s—2),
/’LH = (_pd + rapd — 85— 2)7 A= (Svpd - r—- 2) et t)‘ = (ijd — 85— 2) AlO?"S ;

1. HY(p) admet la filtration d trois étages suivante :

L(0,a—2)D @ H'(4")
H'(p) =] L(0,0)P @ H' (1))
L(0,a — 1)@ @ HO(*))

Plus précisément, il existe des suites exactes courtes de G-modules :

0 —— M —— H'(g) —— L(0,a—2)D @ H'(4),

0 —— L(0,a — 1)@ @ HO(*A) M L(0,a) 9 @ H' (1)) —— 0.

2. H%(n) admet la filtration a trois étages suivante :

L(0,a — 1)@ @ V())
H*(u) =| L(0,a — 2) ® H2 (") |
L(0,a)' @ H()

Plus précisément, il existe des suites exactes courtes de G-modules :

0 —— L(Oaa’)(d) ®H2(/.L/) B H2([L) w 07

0 —— L(0,a —2)D @ H(u") W L(0,a — 1)@ @ V(\) —— 0.
De plus, W est un quotient du module de Weyl V (s,ap? —r — 2).

Montrons que le découle du
On pose w = $483 = $3Sq. Notons Gr, = GrN s, - C, Grg = GrN sz - C et Gry, =
Grnw-C.
Posons
f=wo-p=(ap®+s,—ap? —r —2).

Alors fi appartient & Gr,, (resp. & Grg) si et seulement si y appartient & Grg (resp. & Gry,).
D’autre part, comme [i se déduit de p en échangeant r et s, alors le poids (11)" associé & 1
est (s,—r —2) =s,-u; on le notera i’. De méme, le poids i associé a [ est

(—p? +s,pt—r—2)=s,- 1"
Par dualité de Serre contravariante, on a :

H' ()= B ot H(u) =~ H' (i)
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et de méme H'(p') ~ H3 (i)t et H'(u") ~ H37* (") pour i = 1,2. Comme les modules
simples L(0,7) sont auto-duaux pour la dualité contravariante, on obtient que H'(u) a
aussi la filtration a trois étages suivante :

L(0,0)) @ H' (i)
H'(p) ~ H*(0)' =| L(0,a — 2)) @ H'(4")
L(0,a — 1)@ @ HO(*))

oil les deux étages inférieurs sont un sous-module de HO(*A) = HO(r, ap? — s —2), et H?(p)
a aussi la filtration a trois étages suivante :

L(0,a — 1)@ @ V())
H*(p) = H'(n)' =] L(0,0)Y @ H*(i))
L(0,a —2)D @ H2()")

Donc pour montrer le il suffit de montrer que pour i € {1,2}, on a :

Exte(L(0,a) Y @ Hi (1), L(0,a — 2)@ @ H (1)) = 0.

Or ceci est vrai d’apres le[lemme 1] le[lemme 2|et le[lemme 3] Ceci montre que le
découle du [Théoréme 21 On va montrer le [Théoréme 2 dans la

1.3 Preuve du Théoréeme [2|

Commencons par le lemme suivant.

Lemme 4. Soit A = (a,b) € X tel que b > 1. Soit K le sous-module de V()\) engendré
par le vecteur X(_bgv,\. Alors V(N)/K est isomorphe comme B-module ¢ V(a,b—1)®(0,1).

Démonstration. D’apres [Jan77] Satz 2, on sait que annulateur de vy dans l’algébre des
distributions Dist(U ™) est 1'idéal engendré par les X(_sg pour s > b+ 1etles X (To)t pour

r > a+ 1. Le résultat en découle. O

1.3.1 Trois suites exactes de B-modules

Appliquons leé A= (0,a),poura > 1.0na V(0,a) = L(0,a) et 'on obtient le
sous-module K engendré par le vecteur de poids (a, —a) ; il est isomorphe comme B-module
au P,-module simple Ly (a, —a) de plus haut poids (a,—a) et L(0,a)/K est isomorphe &
L(0,a —1) ® (0,1). On a donc une suite exacte

0——K—L(0,a) —=L(0,a — 1) ® (0,1) — 0.
Notons M le sous-module de K tel qu’on ait une suite exacte

0 M K (a,—a) —=0

et @ le quotient de M tel qu’on ait une suite exacte

0 — (—a,0) M Q 0.

Notons que @ est nul si a = 1, et si a = 2 alors @ est I’espace de poids (0, —1).
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1.3.2 Suites exactes longues induites par le foncteur d’induction

Appliquons la d-ieme puissance du Frobenius aux suites exactes courtes de la section
précédente et tensorisons par le poids p' = (r, —s — 2). Posons aussi

A= (s,ap? — 1 —2)
et remarquons que wp - A = woA — 2p = (r — ap?, —s — 2). On obtient alors des suites

exactes :

0—>K—>L(0,0)D @ (r,—s —2) —> L(0,a — 1) @ (r,p? — s — 2) —= 0

(1.2)
0 M K (m,—n—2)——=0 (1.3)
00— wp - A M Q 0. (1.4)

Appliquons le foncteur H® & ces suites exactes. Comme ‘X = (r, pt—s— 2) appartient
a C et comme (r,—s — 2) n’a de la cohomologie qu’en degré 1 et 2, alors (1.2) donne, en
utilisant 'identité tensorielle ([Jan03] 1.4.8) : I'égalité HY(K) = 0, la suite exacte

0 —— L(0,a— 1) @ H(r,p? — s — 2) —— H'(K)
- (1.5)
-

L(0,a)? @ H'(r, —s — 2) ———— 0,

I’isomorphisme

H*(K) ~ L(0,a)" @ H(r, —s — 2) (1.6)
et Dégalité H3(K) = 0. R
Considérons maintenant la suite exacte ((1.4). Les poids de @ sont les poids
xi = ((a—20)p” +r,—(a —i)p’ — 5 — 2)
pour i =1,...,a— 1. Pour 2¢ < a, on a
sg-xi=xi+ ((a—i)p?+s+1)8=(—ip? — (s —7)—1,(a—i)p? +5)

et
sa55-xi255-Xi+(ipd+s—r)a:(ipd+s—r—1,(a—2i)pd+r)

donc ; est dans la chambre ot H? # 0 et comme
(a—20)pl4r<(a—2i+1)p?<(a—i)p? <(a—i)p?+s+1

la condition de Griffith n’est pas vérifiée donc le H! est nul. Et pour 2i > a, x; appartient
A wp-C donc H' et H? sont nuls. Plus précisément, on a y; appartient a wg- A+ (a —1)p%a
donc

wo - xi =\— (a—1i)pig = ((a—i)pd—i—r,(%—a)pd—s—2).
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Par conséquent, on a H%(Q) =0 = H'(Q) = H(M) = H*(M) et I'on a une suite exacte

0—= H2(M) —— H%(Q) V(N H3(M) — H3(Q) —0. (1.7)

Notons de plus que les y; qui sont anti-dominants, i.e. qui contribuent au H 3(@),
donnent des modules de Weyl V(XA — (a — )p?B) dont le plus haut poids est < \. Par

conséquent, tous les poids de H?(Q) sont < A et donc ceux de H?(M) aussi.

Considérons maintenant la suite exacte (1.3). Comme on a vu que H'(M) = 0, on
obtient la suite exacte :

0 —— HYK) —— H'(m,—n—2) —— H?*(M)

ﬁy (1.8)
2077 S v

HX(K) L H2(m,—n —2) —— H3(M) —— 0.

Alors H3(M) est un quotient de H2(m, —n — 2) dont tous les poids sont < A. D’aprés
[Jan03] I1.5.15 b) et la dualité entre H! et H?, on sait que H?(m, —n —2) est engendré par
son espace de poids \; ceci entraine que le morphisme surjectif H2(m, —n — 2) — H3(M)
se factorise par un morphisme surjectif V() — H3(M), unique & un scalaire prés, et alors
donne que H? (@) = 0 et peut donc se récrire sous la forme :

0— H*(M) — H%*(Q) —= V(\) — H*(M) —= 0. (1.9)

1.3.3 Détermination de H?*(M) et H3(M)

Notons K, et M, les modules introduits dans la [sous-section 1.3.1l Comme a < p on
voit que M, ~ K,—1 ® (—1,0) et donc on a une suite exacte

0—> M, — L(0,a — 1) ® (—1,0) —= L(0,a — 2) ® (—1,1) — 0. (1.10)

Appliquant la d-iéme puissance du Frobenius, tensorisant par le poids (r, —s —2) et posant
V= (—pd +r,—s — 2), on obtient la suite exacte :

0—> My —>L(0,a— 1)@ @v—>L(0,a —2)@ @ (—p +r,p? —s —2) —0.
(1.11)
Alors v = wq - (s,p? — r — 2) est anti-dominant donc H’(v) = 0 pour j < 3 et
H3(v) = V(s,p? —r — 2). Par conséquent, en appliquant le foncteur H° & la suite exacte
on obtient I’isomorphisme

L(0,a —2)D @ H'(u") ~ H*(M,) (1.12)

et la suite exacte :

0 —— L(0,a—2)D @ H (/) ———— HS(Ma)
> (1.13)
S

L0,a - 1D oV (s,p?—r—2) ——— 0
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oil I'on a posé, comme dans le [Théoréme 2| p” = (—p? +r,p? — s — 2).
D’autre part, la suite exacte ((1.9)) de la [sous-section 1.3.2|s’écrit ici, en utilisant Iiso-

morphisme (1.12)

0 —— L(0,a—2)@ @ H (") —— H*(Q,)

/ (1.14)

V(s,ap® —r —2) —— H3(Ma) — 0.

1.3.4 Injectivité de f
Lemme 5. Le morphisme f dans la suite exacte (|1.8) est injectif.

Démonstration. Par (L.6), on sait que H2(K) = L(0,a)® @ H%(1). Donc par le M
si L(n) est un facteur de composition de H2(K), alors n = (0, ap®) + 1o ou 19 est un poids
dominant p?-restreint. De méme, comme HQ(ﬂ) =~ 1(0,a — 2)@ @ H'(u") par (1.12),
si L(n) est un facteur de composition de H2(M), alors n = (0, (a — 2)p?) + 1o oi1 g est
dominant et pd—restreint.N N

Par conséquent, Hi(K ) et H? (M) n’ont pas de facteur de composition commun. Donc
le morphisme de H?(M) vers H?(K) dans (I.8)) est nul, d’ou I'injectivité de f. O

Par conséquent, la suite exacte ((1.8) se coupe en deux suites exactes courtes :

00— L(0,a)D @ H2(u) —= H2(m, —n — 2) — H3(M,) —= 0 (1.15)

0 — HY(K,) — H'(m,—n —2) —= L(0,a — 2)@ @ H'(4") —=0.  (1.16)

Celles-ci, avec la suite exacte (1.13) et la suite exacte (|1.5)), terminent la preuve du
[ 'héoreme 2

1.4 Description de H*(u) et H'(y) pour p sur le mur

Lorsque p se situe sur le mur entre une H'-chambre et une H2-chambre, c’est-a-dire,
= (n,—n—2) ou (—n —2,n) pour un n € N, on peut donner une version plus précise du

Par la symétrie entre « et 3, il suffit de considérer le cas ou p = (n, —n — 2).
Remarquons d’abord que si 0 < n < p — 1, on peut appliquer le Théoréme de Borel-

Weil-Bott (cf. [Jan03] 11.5.5) & p = (n,—n — 2) = sz - (—1,n). Donc on a H'(u) =
H*=1(—1,n) = 0 pour tout i dans ce cas.

Sin > p, on a le théoreme suivant :
Théoréme 3. Soit i = (n,—n —2) de degré d > 1 (c’est-a-dire, n > p). Alors il existe
une filtration de H? ()

0=VoCViCCViy CVp=H(p)

avec ¢ < d telle que pour tout i € {1,2,--- £}, on ait

qi
Vi/Vier 2 P L(vij)' ™) @ V (),
j=1
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avec q; < 2¢7. De plus, p%is vij est p¢Hl_restreint et Aij est p%is -restreint pour tout i, 7.

Comme H'(p) = H%(u)t, on obtient aussi une filtration duale de H'(j1).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d. Si d = 1, alors n = ap + r avec 1 <
a,r <p—1. D’apres le il existe une filtration a deux étages :

H2 () = L(0,a— )M @ V(A)
W 00,00 e B2(0) @ L(0,a — 2) & H2(W) |

ou A= (r,p—r—=2), 4 =(r,—r—2)et u = (—p+r,p—r—2). Comme r et p—r —2 sont
<p-1,ona H*(y) = H*(u") =0, dott H*() = L(0,a — 1) @ V()). Donc I’énoncé
est vrai dans ce cas.

Supposons 1’énoncé vrai pour tout n de degré < d, et soit n = ap®! 4+ avec 1 < a <

p—1et0<r<p?—1. Dapresle on a une filtration a deux étages :

L(0,a — 1)) @ V(A)
L(0,a)" ™D @ H?(1) @ L(0,a — 2)"TD @ H?(u")

H?(p) =

ot A= (rp™ —r—2), 4 = (r,—r—2) et ¢’ = (=p™ +r,p™ —r —2) = (-=m—2,m),
ot m = p?*t!t —r —2. Donc 1 et p” sont tous les deux encore sur le mur et de degré < d.
D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une filtration de H?(y') :

0=MyC M, C---CMp=H>*)

avec ¢/ < d telle que pour tout ¢ € {1,2,---,¢'}, on ait

L)) @ V(X))

@Q

M;/M; 1 =
1

J

avec ¢ < 2!~ De plus, p wy - est ptl-restreint et )\gj est pdgﬂ' -restreint pour tout ¢, j.

Pour i > ¢/, posons M; = My = H2( Vet ¢l =0.
De méme, on a une filtration de H?(u") :

OZN()CNlC"'CNgH:Hz(p,H)

avec ¢ < d telle que pour tout i € {1,2,--- ,¢"}, on ait
q//
N;i/Ni—1 = @ %) @ V(N

"_g ’ . " . .o
avec ¢ < 2°°~%. De plus, plis v est ptl_restreint et A7 est p%i_restreint pour tout 4, j.

Pour i > ¢, posons N; = Npw = H? (") et ¢ = 0.
Posons maintenant ¢ = max(¢,¢") +1 < d+ 1. Pour 0 <i < /¢ — 1, posons
Vi = L(0,a)"™) @ M; EBL (0,a — 2)<d+1> ® N;
C L(0,0) "V @ H2 (1) @ L(0,a — 2) Y @ H2(1")
C H?(u).

Posons aussi Vy = H?(u).
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Alorspour 1 <i¢</{—1,ona:

/

q;
Vi/Vie1 2L(0,0) Y @ @ L)) @ V()
j=1
q;/ s
® L(0,a -2 0 P L))" o V(X))
j=1

~

L(}; + (0,a)p™ %)) @ V(AL)

P~

7=1

u

a
@ @L(l/{; + (0, a— 2)pd+1—dij)( ij) ® V()\;’])
7=1

o

Pour 1 <14 < /¢—1, posons ¢; = ¢;+¢/. Pour 1 < j < ¢}, posons v;; = I/Z{j—l—(O,a)de dij

: dri-d’

dij = dj; et \ijj = X;. Pour ¢; < j < g;, posons v;; = I/Zjiq; + (0,a — 2)p I
dij = dj ;_,, et \ij = X[ ;_,.. Alors I'isomorphisme précédent se récrit

g
Vi/Vier = @ L(vig) 9 @ V (Nij).
j=1
De plus, on a g; = ¢} +¢} < 20714201 < 9.gmax(¢£") =i — ol—i ¢t \ij est pdiirestreint
par définition. D’apres le [lemme 1} p%iiv;; est pd™2-restreint puisque L(p%v;; + \ij) est
un facteur de composition de H?(n, —n — 2), avec n = ap®! +r.
Enfin, si i = ¢, on a V;/Vi_1 = L(0,a — 1)(D @ V(r,pHtt — ¢ — 2).

Donc I'énoncé est vrai pour p. Ceci termine la preuve du [Théoreme
O

De plus, on peut décrire explicitement les v;; et \;; du Supposons pour
commencer que n Z p — 1 (mod p).

Pour a € {0,1,--- ,p— 1}, notons @ = p — a — 1, alors onaa=a. Pour d € N, notons
Ng = {n € N|n est de degré < d}.

Notons N; = {0} pour tout d € —N*.
Pour tout d € N, définissons
Sq Nd — Nd_1

et
tdZNd—>Nd

comme suit. Si
n = adpd + ad_lpdfl 4+ - +ap € Ny

oua; €{0,1,---,p— 1}, alors
san = ag—1p" "t + ag_op™ 2+ +ag =n — agp?
(en particulier, son = 0 si d = 0), et

1

tan = agp? + ag_1p? -4+ ag—1=pTt —n—2.
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Alors on a
td2n =n

pour tout n € Nyg. Si 0 < ag <p— 2, alors on a
_ _ d d
sqtan = ta_1san = agp” +p* —n — 2.

Pour¢=1,---,d, notons

i
Sd( ) = Sd—i+1Sd—i+2 """ SdN-

Clest-a-dire, si n = agp® + ag_1p® ' + -+ + ag € Ny, alors
sa¥ = ag_ip™" + ag_ip T+ + ao.

Soit n = agp?+ag_1p? 1+ - -+ap € Ny (attention : agq peut étre 0). Pouri € {1,--- ,d}.
posons

d
Tim) = {v="3 pn; € X(D)ln; € {(0,a5), (0,05 — 2),(@;,0), (@ — 2,0)}}.
j=d—i+1

Pour v = Z‘;:dﬂ-ﬂ p'n; € Ty(n), définissons e(v) € {0,1} par
e(v) = t{jn; € {(0,a; — 2), (@; —2,0)}} (mod 2).

Soit v = ;l:d_i P € f’fi(n) On dit que v est admissible s’il vérifie les trois
conditions suivantes :
L. g € {(0,a4),(0,aq — 2)};
2. pour d—i+1 < j <d-1,sinj1 € {(0,a41), (@j4+1—2,0)}, alors n; € {(0,a;), (0,a;—
2)};
3. pourd—i+1<j<d—1,sin1 € {(0,aj41—2),(aj+1,0)}, alors n; € {(@;,0), (a; —

2,0)}.

Pour i =1, ,d, définissons

[4(n) = Tyo(n) UG, (n)
ol ' .
a0(n) = {v|v € Ty(n) est admissible et e(v) = 0} (1.17)
et ‘ .
a1(n) = {v|v € Ty(n) est admissible et (v) = 1}. (1.18)
Alors |F§7O(n)| = |Ffi,1(n)| = 271 En effet, pour un élément v € I'), il y a exactement
deux choix pour 7; pour tout j € {d,d —1,---,d —i+ 1}, dou [I'}| = 2°. Siv € Fim,
alors il y a deux choix pour n; tout j € {d,d —1,--- ,d —1i+ 2}, et n4_;1+1 est uniquement
déterminé par 74, Mg—1, -+ ,Na—i+2 car €(rv) = 0. Donc ]Fiw\ =21
Posons aussi ngo(n) ={(0,0)} € X(T) et ngl(n) = @. Définissons

7: X(T) = X(T)
(@,y) = (y,2).
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Alors on a 72 = Idx (7). D’apres les définitions, pour tout ¢ > 1 et pour n = agp® +
ad_lpd_1+---+a0 avec 1 <ag<p—2,ona

ho(m) = ((0,a0)p” + T} o(san)) U ((0, a0 — 2)p* + 7007} 4 (ba—1san))  (1.19)
et
ba(m) = ((0,a0)p” + Tk (san)) U (0,04 = 2)p" + 7757 o(ba-15am)).  (1.20)
Enfin, pour n = ap? + r € Ny avec 0 < r < p? — 1, posons
Ag(n) = (r,p? —r —2) € X(T).

Théoréme 4. Soit n € N de degré < d.
(i) Sin#p—1 (mod p), alors il existe une filtration de H*(n,—n — 2)

0=NyCN; C---CNy_1 CNg=H?*n,—n—2)
telle que

Ni/Ni1 2 P L)@ L(0,a; — )P @ V(Ai(sq' "))
vergyi(n)
& P Lv)®L@-1,09 e V(rAitisan)).

VGFg;i (n)

(1.21)

pour tout i € {1,2,--- ,d}.
(ii) Sin=p—1 (mod p), alors il existe k > 1 tel que n = mp® +p¥ —1 avec m #p—1
(mod p). Dans ce cas, on a

H2 () = L((p" — 1)p)  H(m, —m — 2)®) (1.22)
et (i) s’applique & H?(m,—m — 2).

Remarque 5. On utilise toujours la donc il peut y avoir des facteurs nuls
dans ’expression ci-dessus.

Démonstration. Pour (ii), il suffit de remarque que
p=(n,—n—2) = (m,—m—2)p" + (" - 1)p

et (1.22) résulte de [Jan03] II.3.18.
Pour démontrer (i), raisonnons par récurrence sur d. Si d = 1 et n € Ny est tel que
nZp—1 (mod p), alors n = a;p+ap avec 0 < a; <p—1et 0 <ag < p—2. Dapres le

(qui est encore vrai méme si a = 0 d’apres la [Remarque 4)) on a
H(p) 2= L(0,a1 = 1)V @ V(A1 (n)).

Donc I’énoncé est vrai dans ce cas.
Supposons 1’énoncé vrai pour tout n € Ny avec n Z p — 1 (mod p) pour un d > 1, et
soit n € Ngy1 tel que n # p — 1 (mod p). Alors n s’écrit comme

n=agp™ +agp? + - +ag
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avec 0 < a; < p — 1 pour tout i et ap < p — 2. D’apres le (qui est vrai méme
si @ = 0), H? a une filtration & deux étages :

L(0,aq11 — 1) @ V(Agi1(n))

L(0,a411)' "™ ® H2(sq11n, —sat1n — 2) D L(0, aqr1 — 2)'"D @ H?(—tgsar1n — 2, tasas1n) |

Comme 0 < p—ap—2=a9—1 < p—2, on peut appliquer ’hypothése de récurrence a
Sap1n = agp® + - +ap € Ny

et
tde+1n=adpd+"'+C/La— 1 e Ng.

Donc il existe une filtration de H?(sq117, —Sq41n — 2) :
0=NyCN{C---CN) ,CN,=H*(sqs1n, —Sa11n — 2)

telle que

N!/N!_| = L(v) @ L(0,a; — 1) @ V(Ai(sq' T Vsq 1))
VEFZI)i(sd+1n)
& P LweL@-1,09V(rAi(tisasqin))

VGFZIi(SdHN)

. . (1.23)
= L(v) ® L(0,a; — 1) @ V(Ai(sqe1 T Vn))
VEFZI)i(SdHn)
o @ L) oL@ 1,0 V(rA(tisar 4 n)).
VGFZ,Ei(Sd+1n)
pour tout i € {1,2,--- ,d} car
sa"sq1m = Sit18iv2 - Sasaran = Sar1' T n.
De méme, il existe une filtration de H?(—tgsq;1m — 2, tasq+1n) :
0=Ny CN{ C---CNj_y CNj=H(—tasajyan — 2, tasa1n)
telle que
N/'/N!" | = @ L(v)® L(a; — 1, 0)(i) ® V(TAi(sd(d*i)tdsdJFln))
VETFZBi(tdeHn)
@ ) L(v) ® L(0,a; — 1) @ V(As(t58q 9 tasar1n))
verld~ (tgsq1n)
L | | (1.24)
= D L(v) ® L(a; — 1,0)% @ V(rA;(tisqr1 " n))
VGTFZIJi(tdsd+1n)
o P L@LO0a-1)" @ V(A(sap T n)
VETFZHi(tdeHn)
car
a7 VtqSa417 = Sit1Sit2 - SabdSd+1n = tiSis1Sir2 - SaSd41 = tiSar1 T n.
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Posons
N; =L(0, aq1)“* @ N/ @@ L(0, agr — 2)D @ N/
CL(0, agy1) @ H?(sqi1n, —sqas1n — 2)
@ L(O, ad+1 — 2)(d+1) & H2(—tdsd+1n — 2,tde+1n)
CH?(p).

Posons aussi Ngy1 = H?(n, —n — 2).
Alors pour 1 <i<d, on a

Ni/Ni—1 2L(0,aa11)' ") @ (N} /N/_;) P L0, a441 - 2)(d+1) @ NN,
~ B LOea)p™ + 1) @ L0,ai - D @ V(Ailsara T n))

VGFZBi(SdHn)

@ P L0,a11)p" +v) @ L@ — 1,0)D ® V(rAi(tisar1“"n))

d
VEdell(sdJrln)

® S, L((0, age1 — 2)p™ ! +0) ® L@ — 1,00 @ V(7Ai (t8q5:1 97 Vn))

verly ' (tasas1n)
@ D L((0,a441 — 2)p™t + ) @ L(0,a; — 1)D @ V(Ai(sar1 " Pn))
VGTFZEi(tde+1n)

= @ L(V) & L(07 a; — 1)(1) (= V(Ai(sd_,'_l(d*i‘i’l)n))

Py
velgl ] o(n)

5] @ L(v)® L(a; — 1,())(1‘) ® V(TAi(tiSdJrl(d_H_l)n))

i
VEFdJriyl(n)

ou le dernier isomorphisme résulte de ((1.19)) et (1.20). Ceci termine la preuve du
icéme 41
O

D’autre part, si g = (n,—n —2) avecn =ap? +r,ot 0<a<p—1let0<r<p—1,
alors d’apres le il existe une suite exacte courte de G-modules :

0 — L(0,a) @ H2(r,—r — 2) —— H%*(u) —— W(r,n —2r —2) —— 0,

ou W(r,n —2r —2) est un quotient du module de Weyl V (r,n — 2r —2). On a le corollaire
suivant :

Corollaire 1. Soit n = agp® + ag_1p* ' + -+ ag avec 0 < a; < p— 1. Pour k €
{0,1,--- ,d}, notons r, = Z?:O a;p' (donc n = ry). Alors H?*(n,—n — 2) admet une
filtration :

0=MyC M C---CMy_1CMyg=H*n,—n—2)

telle que

Mi/Mifl = L(O,TL — ’I“i) (%9 W(T‘ifl,n' —2r;_1 — 2)
ot W(ri—1,r; — 2ri—1 — 2) est un quotient du module de Weyl V (r;_1,7m; — 2r;—1 — 2).
Remarque 6. On utilise toujours la convention que V'(a,b) = 0 si (a,b) n’est pas domi-
nant. Donc si a; = 0 pouruni € {1,2,--- ,d}, alors r;—1 = r; et W(rj—1,7,—2r;_1—2) = 0.
Donc M; = M;_1 dans ce cas.
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d. Si d = 1, alors n = ap + r avec 0 <
a,r < p— 1. Avec les notations ci-dessus, on a rg = r et 11 = n. Comme H?(r, —r — 2) =
HO(—1,r) = 0, d’apreés le [Théoréme 2, H?(n,—n —2) = W(r,n—2r —2) = L(0,n —71) ®
W (rg,r1 — 2ro —2) ou W(r,n —2r —2) = W(rp,m1 — 2r¢ — 2) est un quotient du module
de Weyl V(rg,m1 — 219 — 2). Donc I’énoncé est vrai dans ce cas.

Supposons 1’énoncé vrai pour tout n de degré < d pour un d > 1. Soit n = agr1p?T" +
agp® + - -+ ag. Alors d’apres le on a une suite exacte courte de G-modules :

0 —— L(0,aq41) %Y @ H2(rg, —1rq — 2) — H?(n,—n — 2)

>
-

W(rg,n —2rqg —2) 0,

ou W(rg,n—2rqg—2) est un quotient de V(rq,n — 2ry — 2). En appliquant I’hypothese de
récurrence a rg = adpd 4+ --- 4 ap, on obtient une filtration :

0= M} C M C o C My € M= B gy —ry—2)
telle que pour i =1,2,--- ,d,
M /M;_y = L(0,7q — ri) @ W(ri—1,r; — 2ri—1 — 2)

ou W(ri—y,r; — 2r;—1 — 2) est un quotient de V(r;_1,r; — 2r;—1 — 2). Posons M; =
L(O,ad+1)(d+1) ® M pour i = 0,1,---,d et My = H%(n,—n — 2), alors on obtient une
filtration de H?(n, —n — 2)

0=MyC M C---CMyC Mgyy =H*(n,—n —2)
telle que
Md+1/Md = W(T‘d, n—2ry— 2) = L(O, n— 7"d+1) X W(T’d, Td4+1 — 2rg — 2),
M;/M;i—1 = L(0, ag41) ™ & (M]/M]_,)
~ (0, agr1p™h) @ L(0,7q — 1) @ W (i1, 7 — 2151 — 2)
%’L(O,nfn)®W(ri,1,rif2ri,172) sii <d.
Ceci termine la preuve. O

La figure suivante donne la relation entre la filtration du (indiquée par les
lignes noires) et celle du |Corollaire 1| (indiquée par les courbes pointillées) lorsque d = 4.
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Chapitre 2

Une p-H ._D-filtration

La filtration obtenue dans le chapitre [I|ne donne pas d’informations sur la structure de
H'(u) et H?(p1) si p n’est pas dans la région de Griffith. Mais Jantzen a montré ([Jan80])
que pour G = SL3, tout module de Weyl V' (\) possede une p-Weyl-filtration, c’est-a-dire
une filtration dont les quotients sont de la forme V (v1)M) @ L(10), ot 19 est p-restreint et
'exposant (V) désigne la torsion par le morphisme de Frobenius. Dualement, pour G = SL3
tout module induit H()\) posseéde une p-H%filtration. Il est naturel de se demander si
H'(n) et H%(11) possédent aussi une filtration analogue. Pour cela, comme dans [Jan80],
on commence par étudier la structure du BGi-module Z(M) = IndgG1 JI%

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition de Z (1) pour induire une p-
filtration de la H%(p) (et de la H3(u) par dualité), jutiliserai la notion de « D-filtration »
(en I'honneur de Donkin, cf. [Don06]) de Z(y), qui sera définie dans section On va
voir que cette filtration non seulement redonne la p-filtration de Jantzen pour H®(u) et
H3(p) (Proposition 3) si u est dominant ou anti-dominant, mais donne aussi une filtration
analogue pour H'(p) et H?(u) si p ¢ C Uwy - C.

2.1 « D-filtration » de Z(u) = Ind2% (1)

Notons Gy le premier noyau de Frobenius de G et Z(u) = Ind2% (1)

Dans cette section, je vais considérer une filtration de Z (1) qui se comportera bien pour
le foncteur H°(G/BG1, ). Ce n’est pas une suite de composition comme BGp-module car
certains facteurs font apparaitre des B-extensions de dimension 2, tordues par le Frobenius.
Ces extensions apparaissent, au moins au niveau de formules de caractere, dans I'article
[Don06] de Donkin. Pour cette raison, j’appelle cette filtration de Z(u) la D-filtration.

Remarque 7. Notre Z (1) est noté Z}(x) dans [Jan03] I1.9.
Notons E,(p) 'unique B-module tel qu’il existe une suite exacte non scindée :
0—p—a—FE4(u) —pup——>0.
De méme, notons Fg () V'unique B-module tel qu'’il existe une suite exacte non scindée :
0——=p—pB—=Eg(p) —=p—>0.
Posons aussi Eo(u) = p.

On sait que Z(p+pp') = Z(u) ® pp/ comme BG1-modules (cf. [Jan03] 11.9.2), donc il
suffit de considérer six cas pour u € X;1(T), cf. la figure et la définition ci-dessous.
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N e

FIGURE 2.1 — Six cas dans X (7))

Définition 3. Soit y = (z,y) € X(T). Ecrivons = z'p +r et y = y'p + s avec
r,s € {0,1,--- ,p—1}. On rappelle la terminologie suivante (voir par exemple [KHS85]).

1. On dit que pest detype Asir<p—1,s<p—1letr+s>p—2;
2. On dit que pest de type Vsir+s<p—2;

3. On dit que p est a-singuliersir=p—1let s<p—1;

4. On dit que p est B-singulier sis=p—1letr <p-—1;

5. On dit que p est y-singuliersir <p—1l,s<p—1letr+s=p—2;
6. On dit que u est a-B-singulier si r = s =p — 1.

Pour 0<r,s<p—2,onposeT=p—r—2ets=p—s—2.

D’abord, si u = (p — 1)p (correspondant au cas 6 dans la [Figure 2.1)) alors Z(u) =

L((p — 1)p). Dans ce cas, la D-filtration est juste la filtration triviale.

2.1.1 Cas singulier pour une seule racine

Si p est y-singulier (correspondant au cas 5 dans la alors p = (r,p—2—r)
avec0 <r <p—2. Alors sq-p=p—(r+l)a=(—r—2,p—1)etsg-p=p—(p—1-r)f =
(p—1,—p+7r). Et sy -pu=p—py=(—p+r,—r—2). Alors d’apres [Irv86] 3.3, le graphe
de 2(r,p — 2 —r) comme T'Gy-module, est donné par :

r7)® (=1, -1)1
/
LFp-1)®
\ /

De plus, on a

EthBG’l (E(va - 1) ® (_17())(1)?2:(17 - 1,7’) ® <07 _1)(1)) =0
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et
EXt%;th (E(p - 1,T) ® (07 _1)(1)ai(?7p - 1) ® (_170)(1)) =0

d’apres [Jan03] 11.9.21. Donc le graphe ci-dessus est aussi le graphe de Z(r,p — 2 — 1)
comme BG1-module.
Dans ce cas, une D-filtration est n’importe quelle suite de composition de Z(u).

Si p est a-singulier (correspondant au cas 3 dans la [Figure 2.1)) alors u = (p — 1,s)
avec 0 <s<p—2.0na

pz=sg - p=p—(s+1)B=(p+s, —s—2)
pa = Sap-p3=p3—(s+1a=(p—2—s,-1)
p2 = Sapta = pig — (p— 1= s)a=pu3 —pa=(—p+s,p—s—2)
Alors d’apres [Irv86] 5.2, le graphe de A (p—1,s) comme BG1-module est donné par :

E(g,p - 1) ® (07 _1)(1)

|

E(Svg) ® (17 _1)(1)

|-

E(Sag) ® (_17 O)(l)

|

f/(p— 178)

ol la flecche —> indique une extension non scindée de L(s,3) ® (1, —1)*) par L(s,3) ®
(—=1,0)M). Or on a

Exthe, (L(s,5) @ (1, -1)Y, L(s,5) @ (—-1,0)1) = k

d’apres [Jan03] I11.9.21 et on sait qu'il existe une extension non scindée
0 —— L(5,5) @ (=1,00Y) —— L(5,5) ® Ea(1,-1)0 —— L(s,5) ® (1,-1)H —— 0,

donc la flecche = indique I'extension non scindée isomorphe a L(s,5) ® E4(1, —1)®).
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :

~

0=NoCNi CNyCNg=Z(p—1,s)
Ni=L(p—1,5)
Na/Ni = L(s,5) @ Eq(1, 1)1
N3/Ny = L(s,p — 1) @ (0, —1)(1).

(2.1)

De méme, si p est S-singulier (correspondant au cas 4 dans la [Figure 2.1|) alors p =
(r,p—1)avec0<r<p—2.0na

py=sa-p=p—(r+1la=(-r—2p+r)
pa=Sgp-p3=p3—(r+1)8=(-Lp—2-r)
po=sppa=pu—(p—1-r)B=p3—pB=(@p-2-r—p+r)
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Alors le graphe de A (r,p — 1) comme BGi-module est donné par :

Lp-1,p—2-7)®(-1,0)1

|

Z(p —2- T, T) ® (_17 1)(1)

[

Lip—2—r,1))®(0,-1)D

|

E(Tvp - 1)

ot la fliche = indique I'extension non scindée isomorphe a L(p—2—r,7) ®Ep(—1,1)1).
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :

0=NyC N CNyCNyg=2Z(r,p—1)
Ny 2 L(r,p—1)
No/Ny = L(7,7) ® Eg(—1,1))
N3/Ny = L(p — 1,7) ® (—170)0).

(2.2)

2.1.2 Cas de I’alcove supérieure A

Soient r, s > 0 tels que r + s < p — 3 et soit pu = (T, 3).
Alors d’apres [Irv86] 5.3, le graphe de Z(7,3) (correspondant au cas 1 dans la
gure 2.1)) comme BGp-module est donné par :

® (—1,-1)0

/ \

LEr+s+1)® Lir+s+1,7) ®(0,-1)M

B l

Lirp—3—71—s) @ (-1,1) Lip—3-r—s5®@1-1)0

|- |-

E(r,p—3—r—s)®(0,—1)(1) E(s,r) E(p—B—r—s,s)@(—l,O)(l)

ot la flocche = & gauche indique une extension non scindée de L(r, p—3—r—s)®(—1,1)1
par L(r,p —3 —r —5) ® (0,—1)1). Or d’apres [Jan03] 11.9.21, il existe une unique telle
extension a isomorphisme pres, donc cette fleche = indique l'extension isomorphe a
Lirp—3—-r—s)® E(—1,1)M). De méme, la fleche = & droite indique une extension
isomorphe & L(p —3 — 1 — 5,5) ® Ea(1,—1)1),
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Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

® (—1, —1)(
LEr+s+1)® (-1 Lir+s+1,7) @ (0,-1)®
EMp—3—r—$®E;\;;i;;223>><%£;;;:;/;ir—8$®E(L—Dm

2.
Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration : 22
0=NyC N, C---C Ng C Ny =Z(F,3)
N, = L(F, )
Na/Ny = L(s,r)
N3/Ny 2 L(p—3—1—s8,5) ® Eq(1,—1)M (2.4)
Ni/Ns = L(r,p—3—1—s) @ Eg(—1,1)) '
N5/Ny = L(r+s+1,7) @ (0,-1)M
Ng/Ns = L(5,r+s+1)® (- 1,0)<1>
N7/Ng = L(s,7) @ (—1,—1)1)

2.1.3 Cas de l’'alcove inférieure V

Soit u = (r,s) avec r,s > 0 et r+s < p—3 (correspondant au cas 2 dans la|Figure 2.1)).
Alors d’apres [Irv86] 5.3, le graphe de Z(r, s) comme BG1-module est donné par :

~

L(57)® (-1,-1)M

LT

L(s,p—3—1—s5)®(0,—1)® L(r,s)® (—1,-1)® Lp—3—71—s,1)®(-1,0)1

\

L +s+1) @ (~1,000) Lir+s+1,5) ® (0,~1)

ol & nouveau la fleche = a gauche indique I’extension non scindée L(s p—3—r—s5®
Eo(0,—1)D et la flocche = & droite indique Pextension non scindée L(p —3—r —s,1) ®
Eg(—1,0)) comme dans le cas de 'alcove A.
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Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

E(E,?) ® (_17 _1)(1)

— T

L(s,p—3—7—8)® Ea(0,—1)V  L(r,s)® (-1,-1)D  L(p—3—7r—s,7) @ E(—1,0)"

| e |

Lr,r+s+1)®(-1,000 L(r+5+1,5) @ (0,-1)

\/

L(r,s)
(2.5)
Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration :
ozmcmcmc%cmzmm)
1= L(r,s)
NQ/N = L(Fr+s+1)®(-1,000
N3/No = L(r+s+1,5) @ (0,-1)Y (2.6)
Ny/N3s = L(s,p—3—1—5)® Eq(0,—1)1) '
Ns/Ny = L{p—3—7r—s,7)® Eg(—1,0)V
Ng/Ns = L(r,s) ® (-1, —1)(1)
N7/Ng = L(5,7) @ (—1,—1)1).

2.2 Sur la cohomologie des B-modules E, (1) et Es(u)

Pour montrer les résultats principaux, il faut d’abord établir quelques propriétés des
modules H'(E, (1)) et H (Eg(p)).

Lemme 6. On a H'(E,(0,y)) = H(Es(x,0)) = 0 pour tout i € N et z,y € Z.

(
Démonstration. On a E,(0,y) = Lo(1,0) ® (—1,y), donc d’apres 'identité tensorielle (cf.
[Jan03] 1.3.6) H'(P./B, E,(0,v)) = L,(1,0) ® H(P,/B,(—1,y)) = 0 pour tout i. Et de
méme pour Eg(z,0). O

IIZ

Proposition 1. Supposons que p1 = (ap® + r, —ap?) et po = ((a + 1)p?, —ap? — s — 2)
avecd>0,a€{1,2,---,p—1},r> -1 et s <p?—1. Alors

H*(Eg(11)) = H*(Ea(p2)) = 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d. Lorsque d =0, on a 1 = (a+ 1, —a) et
po = (a+1,—a—s—2)avecr > —1 et s < 0. Donc H?(u1) = H?(u1 — ) = H?(u2) =
H?(ug — ) = 0 d’apres le . Par conséquent, H2(Eg(p1)) = H*(Eq(u2)) = 0.

Supposons le résultat établi au cran d et soient puy; = (ap?™' + 7, —ap®!) et py =
((a + 1)p™t —api*! — s —2) avec r > —1 et s < pdt! — 1.

1) Montrons d’abord que Eg(u1) = 0. Notons uj = (r,0) et pf = (—ptt + r,pdth).
Comme pf = (—(p — 1)p? — (p? —r —2) — 2,p-p?), alors, en échangeant les roles de a et
B et en appliquant 'hypothése de récurrence a «, on a H2(Eg(uf)) = 0.
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Rappelons les trois suites exactes de la [sous-section 1.3.1] :

0——K,—L(0,a) — L(0,a — 1) ® (0,1) —0, (2.7)
0 M, K, (a,—a) —=0, (2.8)

et
0 — (—a,0) M, Qa 0. (2.9)

Rappelons aussi la suite exacte de la [sous-section 1.3.3|:

0—> M, —>L(0,a—1)® (=1,0) —> L(0,a — 2) ® (—1,1) — 0. (2.10)

Appliquons la d-ieme puissance du morphisme de Frobenius a (2.7),(2.8), (2.9) et
tensorisons par E3(r,0). Désignons encore les modules ainsi obtenus par K,,M, et ;. On
obtient les suites exactes :

0—> K, — L(0,a)™ @ Eg(py) — L(0,a — 1)) @ Eg(r, pt1) —0.
(2.11)

0 M, K, Es(p1) — 0. (2.12)

0——> M, — L(0,a — 1)) @ Eg(r — p1,0) — L(0,a — 2)(9tD @ Eg(u}) — 0.
(2.13)

d+1 )) 0

Comme H?(Eg(py)) = 0 d aprés hypothese de récurrence et H3(Eg(r—p
d’apres le [lemme 6, alors donne H3(M,) = 0.

Comme (r,p*1) et (r ,p‘”l) B = (r+1,p?*! — 2) sont dominants donc n’ont pas
de H', on a H(Ez(r,p?™)) = 0. Par ailleurs H%(Es(p})) = 0 d’apres le donc
(2.11)) donne H%(K,) = 0.

D’apreés (2.12), on a une suite exacte H2(Kg) —— H?*(Ez(m1)) —— H3(M,) , do
H(Ey (1)) =0.

2) Montrons maintenant que F,(u2) = 0. Notons ub = (p?t!, —s—2) et ufy = (0,p¢+! —
s —2).

Comme gty = (p-p?, —(p—1)p? — (s — p@*1 +p?) — 2) avec s — p@*! 4 p? < p? — 1, alors
d’aprés 'hypotheése de récurrence, on obtient H2(E,(u)) = 0.

Appliquons la d-iétme puissance du morphisme de Frobenius a (2.7),(2.8), (2.9) et
tensorisons par F,(u5). On obtient les suites exactes suivantes :

0— K, — L(0,a)™ @ Eq(uh) — L(0,a — 1)[4D) @ B, (p?+!, pitl — s —2) —0.
(2.14)
0 M, K, Eo(p2) — 0. (2.15)
0—> My — L(0,a — 1)) @ E,(0, —s — 2) — L(0,a — 2)@*D) @ B, (1) — 0.
(2.16)
Comme H*(Eq(uy)) = H*(Ea(0,p! — s —2)) = 0 et H3(E(0, —s — 2)) = 0 d’aprés

le on déduit de (2.16) que H3(Ma) = 0.

Comme (p**1,p™t — s —2) et (p™,pt! — s —2) —a = (p*! —2,pH — 5 1)
sont dominants donc n’ont pas de H', on a H i(/Ea (pd+1, pitl — 5 — 2)) = 0. Par ailleurs
H2(Eq(1h)) = 0, done d’apres (2.14) on a H2(K,) = 0.

Enfin, par (2.15) on a une suite exacte H2(K,) —> H2(Eq(u2)) —= H3(M,) , ce

qui donne H2(E4(u2)) = 0. Ceci termine la preuve de la [Proposition 1 O
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On déduit de la symétrie entre « et 3 le corollaire suivant :
Corollaire 2. Soient a € {1,2,--- ,p—1},d>0, m > ap® —1 et n < ap® — 1. Alors
H2(E5(—n —2,ap?)) =0,
H*(E,(—ap®,m)) = 0.
Proposition 2. Soit u = (ap® +r, —ap? — s —2) avec a € {1,2,--- ,p—1} et d > 0.

(i) Sil1<r<p?et0<s<pl—1,alors H*(E,(1)) admet la filtration d trois étages
suivante :

L(0,a — 1)D @ H3(Ey(pu + (—a — 1,a)p%))
H(Ea(p) =| L(0,0— 2)@ @ H(Ea(p+ (=a—La+ pD) | (217)
L(07 a)(d) ® H2(E0c(lu’ + (_av a)pd))

(i) Si—1<r<pl—2et—2<s<p?—3, alors HX(Es(p)) admet la filtration d trois
étages suivante :

L(0,0— )@ & B (Bl + (—a— L")
H*(Eg(n)) =| L(0,a — 2)@ @ HX(Eg(p+ (—a — 1,a+ 1)pd)) | (2.18)
L(0,a)) ® H*(Eg(p + (—a,a)p?))

Démonstration. ‘Montrons d’abord (i). ‘ Ecrivons Eq(u) = E(u) pour abréger.
Soitu:(apd+r,—apd—s—2) avec 1 <r<plet0<s<pd—1.
Notons p/ = (r, —5—2) = u®@(—a,a)p? et " = (—p+r,pl—s—2) = p@(—a—1,a+1)p?.
Alors E(p)) 2 E(u) @ (—a,a)p? et E(u") = E(p) ® (—a — 1,a + 1)p?. Appliquons la d-

ieme puissance du morphisme de Frobenius a (2.7),(2.8), (2.9) et tensorisons par E(u').
Désignons les modules ainsi obtenus par K,,M, et (J,. On obtient des suites exactes :

00— Kq—> L(0,0)D @ E(4/) —= L(0,a — 1) @ E(r,p? — s — 2) — 0.

(2.19)
0 M, K, E(n) 0 (2.20)
0— E(—ap® +7r,—5 — 2) M, Qu 0. (2.21)

0—> M, — L(0,a — 1)@ @ E(r — p?, —s —2) —= L(0,a — 2)D @ E(x") — 0.

(2.22)

Sir < p?—1,alors (r—p?, —s—2) et (r—p?, —s—2)—a = (r—2—p?, —s—1) sont dans

wp-C donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Si r = p?, alors H(E(r—p?, —s—2)) =0

pour tout ¢ d’apres le Donc dans tous les cas, on a H'(E(r — p?, —s —2)) = 0

si i # 3. De plus, comme s < p? — 1, alors p” = (—p? +r,p? —s —2) et p —a =

(—p?+7r—2,p? — s —1) n’ont pas de cohomologie en degré 3, donc H?(E(y")) = 0. Donc
d’apres on obtient I'isomorphisme

H(M,) = L(0,a - 2)  H'(E("))
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et la suite exacte

0 ———— L(0,a—2)@ @ H¥(B(4")) ———— H3(M,)

L(0,a — 1) @ HYE(r —p?, —s — 2)) —— 0.
(2.23)
Comme (r,p? —s—2) et (r,p? —5—2) —a = (r—2,p% —s—1) n’ont de la cohomologie
quen degré 0 car r > let s < p? —1, on a H(E(r,p? —s —2)) = 0sii # 0. De

plus, comme ' = (r,—s —2) et 4/ —a = (r —2,—s) n'ont pas de cohomologie en degré
3, on a H*(E(y')) = 0. Donc d’apres (2.19) on a H2(K,) = L(0,a) ® H2(E(W)) et
H3(K,) = L(0,a)Y @ H3(E(1)) = 0. D’aprés (2.20), on a

H2(M,) > HX(K,) — HXE(1)) — H*(M,) —>0 (2.24)
car H3(K,) = 0.
Par ailleurs, si r = p?, alors H(E(u")) = H (E(0,p? — s —2)) = 0 pour tout i d’apres
le Sir<p?—1,alors
FC(H'(E(u"))) € FC(H' (")) UFC(H (1" — a))
= FC(Hl(_pd + ,,,,pd —S5— 2)) U FC(Hl(_pd +r— 27pd — 85— 1))7

donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H'(E(u")) est p-restreint

d’apres le De méme,
FC(H2(E())) € FO(H (") URC(H2( — o)
= FC(H*(r,—s — 2)) UFC(H?(r — 2, —s — 1)),

donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H?(E(u')) est p?-restreint d’apres

le (en fait, d’apres la preuve du on peut voir que tout plus haut poids

de H(p?, —s — 2) est aussi p-restreint si s > —1). Donc
FC(H2(M(1)) N FC(H2(§a)) =9

car H2(M,) = L(0,a—2) D @ HY(E()")) et H2(K,) = L(0,a)¥ @ H2(E(y')). Donc f = 0
dans .

En conclusion, si = (ap? 4+ 7, —ap® — s —2) avec 1 <7 < p?et 0 < s < p? — 1, alors
on a une filtration & trois étages de H?(E(u)), donnée par et par :

0—=L(0,a)) ® HX(E (') — H*(E(n)) — H*(M,) —>0. (2.25)

Cette filtration implique (2.17)).

‘Montrons maintenant (11)‘ Ecrivons Eg(u) = E(u) pour abréger. Supposons p =
(ap? +r, —ap? —s—2) avec —1 <r < p?—2et —1 < 5 < p? —3 (On traitera le cas s = —2
A la fin).

Notons pt/ = (r, —s—2) = u®@(—a,a)p? et " = (—p+r,pl—s—2) = p@(—a—1, a+1)p?.
Alors E(p) 2 E(p) ® (—a,a)p? et E(u") = E(p) ® (—a — 1,a + 1)p?. Appliquons la d-

ieme puissance du morphisme de Frobenius a (2.7),(2.8), (2.9) et tensorisons par E(u').
Désignons les modules ainsi obtenus par K,,M, et (J,. On obtient les suites exactes

0— K, —> L(0,0)® @ E(}) — L(0,a — 1)@ @ E(r,p? — s — 2) —= 0.
(2.26)
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0 M, K, E(p) 0 (2.27)

0 —— E(—ap®+1r,—s —2) M, Qa 0. (2.28)

0—> M, ——=L(0,a— 1)@ @ E(r — p, —s —2) —> L(0,a — 2) D @ E(u") —= 0.
(2.29)
Comme (r —p?, —s —2) et (r —p?,—s —2) — = (r+1—p?, —s —4) sont dans wg - C
donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3, on a H (E(r — p?, —s —2)) =0sii # 3 et la
suite exacte :

0—=V(s+2,p¢—r—3) —=HE(r —p?, —s5—2) —=V(s,p? =1 —2) —=0.

Donc par on obtient (2.30)
H*(M,) = L(0,a — 2)D @ HY(E(u"))
et la suite exacte
0 ———— L(0.a—2) & HA(E(u") ——— H*(M,)
(2.31)

L(0,a — 1) @ H3(E(r — p¢, —s — 2)) ——— 0.

Comme (r,p? —s5—2) et (r,p? —5—2)— B = (r+1,p? — s —4) n’ont de la cohomologie
qu’en degré 0 car r > —1 et s < p? — 3, alors H (E(r,p? — s —2)) = 0 si i # 0. Donc par
on a H2(K,) = L(0,a)® @ H2(E(y)) et H3(K,) = L(0,a)® @ H3(E(y)) = 0 car
w' et ' — B n’ont pas de cohomologie en degré 3.

Comme j et o — 3 n’ont pas de HY ni de H?, on a HY(E(n)) = H3(E(u)) = 0. Donc
par (2.27)), on a une suite exacte :

H2(M,) L~ H2(K,) — H2(E(n)) —> H3(M,) — 0. (2.32)

Par ailleurs, FC(HY(E(p"))) € FC(H (1)) UFC(H! (¢ — B)), donc tout plus haut
poids d’un facteur de composition de H'(E(y")) est p-restreint d’apres le De
méme, tout plus haut poids d’un facteur de composition de H2(E(u')) est pP-restreint.

Donc
FC(H2(ML1)) N FC(H2(§a)) =9

car H2(M,) = L(0,a—2) D @ HY(E(1")) et H2(K,) 2 L(0,a) Y @ H2(E(i/)). Donc f =0
dans ([2.32)).

En conclusion, si i = (ap? + 7, —ap? —s —2) avec =1 <r <p?—2et —1 <5 < p? — 3,
alors on a une filtration a trois étages pour H?(E(u)) donnée par (2.31)) et par :

0— L(0,0)) @ HX(B()) — HX(B(W) — H*(M,) —0.  (2.33)

Cette filtration implique (2.18) pour —1 <7 <p? —2et —1 < s < p? — 3.
Il reste & montrer ([2.18) pour s = —2 et —1 < r < p? — 2. Dans ce cas, u = (ap? +

r, —ap?), donc d’apres la [Proposition 1} on a H*(Eg(p)) = 0. Comme p+ (—a —1, a)p? =
(r—p%,0) et p+ (—a,a)p® = (r,0), on a

H*(Bg(p+ (—a — 1, a)p%)) = H*(Bg(p + (—a,a)p”)) = 0
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d’apres le En outre, posons
:U‘” = (M + (—CL - 17 a+ 1)) = (T - pdapd)a

alors H?(Es(1")) = 0 d’apres le|Corollaire 2| car r > —1. Donc les deux membres de ([2.18)

sont nuls. Ceci termine la preuve de (ii) et donc de la [Proposition 2
O

2.3 La p-filtration de Jantzen

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition de Z (1) pour induire une p-
filtration de H(u) (et de H3(wpg - p) par dualité) pour p dominant, je vais utiliser la

A~

D-filtration de Z(u).

Lemme 7. Soient G un groupe algébrique réductif sur un corps k et H un sous-groupe
fermé. Soit N un H-module qui admet une filtration :

0=NoC Ny C---CNy=N.

Posons Ly = N;/N;_1 pouri € {1,2,--- £}. Si pour unn € N on a
L
ch R"Indf(N) = > ch R" Ind(L;), (2.34)
i=1
alors R"IndS(N) admet une filtration
0 = R"Ind%(Ny) € R"Ind%(Ny) C --- € R"Ind%(Ny_1) € R"Ind%(N;) = R" Ind%(N)

telle que
R"Ind%(N;)/R" Ind$ (N;_1) = R" Ind% (L)

pour tout i € {1,2,--- ,{}.

Démonstration. Appliquons le foncteur Indg(o) aux suites exactes suivantes :

0 Ny Ny Ly 0
0 Ny Ny Lo 0
0—— Ng,1 Ng L@ 0.

On obtient :
cee s Rn1 Indg(Ll)
o >
R"Ind%(No) —— R"Ind$(N1) —— R"Ind%(L1)

< oy —

R Ind%(Ny) —— - -+,
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- R Ind% (L)

ot >
<
(%) R Ind$ (N;_1) — R*Ind%(N;) — R"Ind$ (L))

— . >

R Ind$(Ni_y) —— -,

- R 1Ind%(Ly)
oyt

—

R"Ind$ (Ny_y) — R"Ind%(N;) —— R"Ind%(Ly)

< o

R Ind%(Nyp_y) ——— - .

Donc pour montrer le lemme, il suffit de montrer que 8?_1 = 0/ = 0 pour tout
ie{1,2,--- ,(}.
Or (12.34)) nous donne
dim R" Ind%(N;) = dim R" Ind% (N ZdlmR"IndG (L),
i=1
d’ou
{—1
Zdlm R"Ind%(N;) = > dim R" Ind% (IV;) + Zdlm R"Ind% (L;)
=1 =1 =1
¢ 14

=Y dim R"IndG(Ni—1) + > _ dim R" Indf(L;).
i=1 =1

Donc on a forcément

dim R" Ind%(N;) = dim R Ind% (N;_1) 4 dim R" Ind% (L;)

et 97! = 9 = 0 pour tout 1.
O

Proposition 3. Soit A = (x,y) un poids tel que x,y > —1. D’apres la section il existe
une D-filtration

0=NoCNiCNyC---CNy=Z(wo-\) =Z(—y—2,—x —2)

telle que N;/N;_1 = L(0) ® Es,(vH) W o1 6; € {0,c, B} (doncr=1,3,4, ou 7).
Alors il existe une filtration de H3(—y — 2, —x —2) = V() :
0=NoCN C---CNy=V()
telle que o
Ni/Nioy = L(v)) @ H(E5, (v} )Y

pour tout i € {1,2,--- ,(}.
De plus, pour tout i € {1,2,--- £} et tout j # 3, on a H(Es,(v})) = 0.
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Démonstration. Posons N; = H3(G/BG4, N;). D’apres le il suffit de montrer
I’égalité suivante :

1
chH*(—y —2,—2x—2) = ch L(v?) ch H3(E;, (1) . (2.35)
=1

La caractéristique d’Euler-Poincaré x(-) = Y;5¢(—1)" ch H'(-) est additive, donc

4

X(_y - 27 —X — 2) = ZChL(VZO)X(E&(Vzl))(l)
i=1

Comme z,y > —1,ona x(—y—2,—r—2) = —ch H3(—y—2,—1r—2).Si —y—2 = ap+r
et —x —2=>"bp+savecr,se{0,1,2,---,p—1}, alors a,b < —1. D’apres la section
les s, (v}) possibles sont :

e (a,b),(a—1,b),(a,b—1),(a—1,b0—1)
e Eo(a+1,b—1),Ey(a,b—1),Eg(a—1,b0+1),Eg(a—1,b).

Tout poids de la premiere ligne n’a de la cohomologie qu’en degré 3. Pour la deuxieme
ligne : Ey(a,b—1) et Eg(a—1,b) n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Et E,(a+1, —b—1)
n’a de la cohomologie qu’en degré 3sia < —2;sia = —1, (a+1,-b—1) = (0, —b—1), donc
H?*(Eo(a+1,-b—1)) =0 par le Donc Ey(a+1,—b— 1) n’a de la cohomologie
qu’en degré 3 . De méme pour Eg(a — 1,0+ 1).

Donc on a toujours H7 (Es, (v;)) = 0si j # 3. Par conséquent, pour tout i € {1,2,---,£}
on a

HY(G/BGy, Ni/Nie1) = L) © HY (Es, (v)) ™ = 0

(cf. [Jan03] 11.9.13) si j # 3 et x(Es,(v})) = — ch H3(E;s,(v})), d’ou I'égalité ([2.35)).
O

En utilisant la dualité de Serre contravariante, on obtient la :

Proposition 4. Soit A = (z,y) un poids tel que x,y > —1. D’aprés la section il existe
une D-filtration
O:N()CNlcNQC"'CNg:Z()\)
telle que N;/N;_1 = L(?) @ E5,(v))® o1 6; € {0, a, B} (done r =1,3,4, ou 7).
Alors il existe une filtration de H(\) :

0=NoC N, C---CNp=H\)

telle que o
Ni/Nioi = L)) ® H(Es, (v)))

pour tout i € {1,2,--- ,(}.
De plus, pour tout i € {1,2,--- £} et tout j # 0, on a H/(Es,(v})) = 0.

Avec cette filtration, on peut redémontrer I’existence d’une p-Weyl-filtration pour tout
A€ X(T)" si G =SLg (cf. [Jan80] 3.13).

Plus précisément, supposons A = (a,b) € X(T)*" et écrivons a = a'p+7r, b=blp+s
avec 0 < r,s < p— 1. Distinguons les cas suivants.

1) Si A est de type A, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (\) sont
donnés par la figure suivante, ou A\; = A et les triangles équilatéraux sont des p-alcdves :
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A1

A A A
6)\7 2)\8 4

A3/ \As

Ag
FIGURE 2.2 — type A

Remarque 8. Si L()) est un facteur de composition de Z()), alors X € W, - A, donc il
suffit d’indiquer la p-alcove contenant \'.

Ecrivons \; = pA/\Z1 + A avec A\ € X1(T). On sait que )\(51 =\ etAf/(/\g,) et L(\g)
forment le facteur L(\J) @ Eg(A\§)™M). De méme, N§ = A\] et L(A3) et L(\4) forment le
facteur L(A\}) ® Eg(A\})™M). Appliquons le foncteur IndgG1 (e) aux suites exactes suivantes :

0 —— L(\3) —— L\ @ E,(\H)® —— L(\y) —— 0

0 —— L(\s) —— L) ® Es(A\)M —— L(hg) — 0.
On obtient

0 —— L) @ HOO)W —— L) @ HO(Ea(\))V —— L) @ HO(ADW

~ o

L) @ H (A ———r -

(2.36)
et

0 —— LX) @ H' )M —— LN @ HO(Es(A)Y —— L(A) @ HO(A)W

( 9

L) @ H' (M)W ——— -

(2.37)

Mais on a A} = (a! — 1,b%) et A} = (a',b? — 1), donc A3, A\l € C. Par conséquent, on
a H'(\) = H'(\}) = 0, d’ott 9, = 9 = 0. Cest-a-dire, L(\J) @ HO(Ea(A\]))™") est juste
une extension de L(A\)) @ HO(AD)® par L(AJ) @ HO(A\)M, et L(A\2) @ HO(E5(AD)™M) est
juste une extension de L(AJ) @ HO(AS)M par L(A2) @ HO(AL)M.

Donc d’apres la il existe dans ce cas une filtration de H%(\) dont les
quotients sont les L(v?) @ HO(AH®M pour i € {1,2,---,9}. Certains d’entre eux peuvent
étre nuls si 'alcove en question n’est pas dans C, mais a part cela il n’y a pas d’effacement.

2) Si A est de type V, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (\)
sont donnés par la figure suivante, ou A\ = A :
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FIGURE 2.3 — type V

Ecrivons \; = f)‘%l + A avec A € X;(T). On sait que PV = A2 et L(Ag) et L(A7)
forment le facteur L(\?) ® Eg(A)M). De méme, \] = A2L(\4) et L(\;) forment le facteur
L) ® Es(\H)M. Appliquons le foncteur IndgG1 (e) aux suites exactes suivantes :

0 —— L(A) —— L) @ E,(AH)®D —— L(\s) —— 0,

0 —— L(Xs) —— L\ ® Es(AH)M —— L(\;) — 0.
On obtient
0 —— L) @ HO(OADW —— L(A) @ HY(E. (M) —— L(A)) @ HO(Af)M)

< o

LOY) @ H' DY ———

(2.38)
et

0 —— LX) @ H' Y)W —— L) @ HO(Es(A\)W —— L(AY) @ HO(AHW

< 35

LOY @ H'OHO —

(2.39)

De plus, on a A\] = (a! —2,b1) et \} = (al, bt — 2).

Sia'>1etd' >1, 0ona A,\} € Cet HY(\}) = H'(A\}) = 0, dott 9, = 95 = 0.
Cest-a-dire, L(\)) @ HO(E,(A\2))M est juste une extension de L(A2) @ HO(AHM par
L) @ HOADW, et L(AY) @ HO(Es(A\2))(M) est juste une extension de L(A?) @ HO(AH)(M)
par L(A}) @ HO(AS)M.

Donc d’apres la il existe dans ce cas une filtration de H(\) dont les
quotients sont L(v?) ® HY(AH)W pour i € {1,2,---,9} (certains peuvent étre nuls).

Sia' =0, alors A = (a',b! — 1) = (0,6! — 1), d'ou H(E,(A)) = 0 pour tout i
d’apres le m Donc le morphisme de bord d, dans est un isomorphisme de
L)) @ HOOHW sur L(\)) @ H'(A]))M. Donc dans ce cas, non seulement le facteur
correspondant a A4 n’apparait pas, mais le facteur correspondant a A5 est « effacé » dans
HO(N).

De méme, si b! = 0, alors le facteur A7 est « effacé » dans HO(\).

3) Si A est a-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (A)
sont donnés par la figure suivante, ou A\ = A :
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)\1)\3

A4

\2

FIGURE 2.4 — a-singulier

R Ecrivons \; = pA} + )X{i) avec A) € X1(T). On sait que A\ = A\ = (s,3) et L(\s) et
L()3) forment le facteur L(\J) ® E,(\)M). Appliquons le foncteur IndgGl(o) a la suite
exacte suivante :

0 —— L(\2) —— L(\)) @ E,(AH)M —— L(A3) —— 0.
On obtient

0 —— L) @ HOOY)W —— L) ® HO(Ea(M)V —— L(AG) @ HO(A)W

< o

LY @ H' (M)W ——r -

(2.40)
De plus, on a A} = (a! — 1,b) € C car a!,b! > 0, dout H}(A\) = 0. Cest-a-dire,
L)) @ HO(EL(A\9)™M est juste une extension de L(AJ) @ HO(A))M par L(AJ) @ HO(AD)M.

Donc d’apres la [Proposition 4] il existe dans ce cas une filtration de H°(\) dont les

quotients sont les L(v?) @ HO(AH®W pour i € {1,2,---,4}.
4) Si X est [-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (A)
sont donnés par la figure suivante, ou A\ = A :

)\3/\

A4 A2

FIGURE 2.5 — B-singulier

Comme dans le cas a-singulier, il existe dans ce cas une filtration de H°()\) dont les
quotients sont L(1)) ® HO()\l-l)(l) pour i € {1,2,---,4}.

5) Si A est y-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (A)
sont donnés par la figure suivante, ou A\ = A :
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A2 A3

FIGURE 2.6 — v-singulier

Comme il n’y a pas de facteur E,(v) ou Eg(r) dans ce cas, alors d’apres la[Proposition 4

il existe une filtration de H°()\) dont les quotients sont les L(v?) @ HY(AH)W pour i €
{1,2,3,4}.
6) Si A\ est a-(-singulier, alors

ZM\ ®Lp—1,p-1) @ (a',p")V = L(\°) @ pA".

FIGURE 2.7 — a-f-singulier
Dans ce cas, on a
HOO) =2 L) @ HOAH D,

En conclusion, on obtient comme corollaire une autre démonstration du résultat suivant
de Jantzen ([Jan80] 3.13, voir aussi [KHS85] 2.4) :

Corollaire 3 (Jantzen). Soit A\ = (a,b) € X(T)". Ecrivons a = a'p+17 et b=Db'p+s
avec 0 < r,s <p—1. Soit

0=NoC Ny C---CNpi_y CNy=2Z(N)

une suite de composition de Z(/\) induite par une D-filtration. Notons N;/N;_1 = E(V?) ®
pv} pouri € {1,2,--- £} et v; = v + pvl. Posons

N; = nd%q, (N;) = HY(G/BG1, N;).
Alors il existe une filtration
0=NoCN; C--CNpy1 CNo=HN)

et g /75 > 108 0 2 o

0 siA¢ X(T)T
M — 0 si X est de type V,a' =0 et v; = N dans la figure
‘o si X est de type V,bt = 0 et v; = X' dans la figure[2.9,

HO(v})  sinon.
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F1GURE 2.8 — Alcove V touchant le mur pour «

FIGURE 2.9 — Alcove V touchant le mur pour 3

Par dualité, on obtient aussi une p-Weyl-filtration pour le module de Weyl V().

2.4 Existence d’une p-H'-D-filtration

Supposons maintenant que u ¢ C Uwq - C. Alors y = (m, —n — 2) ou (—n — 2, m) avec
m,n € N. D’apres la symétrie entre « et /3, on peut supposer que u = (m, —n — 2) sans

perte de généralité.
Ecrivons m = m p—i—?“ et n =nlp+savec 0 <s,r < p. D’apres la sectlon il existe
une D-filtration de Z(u) :

OZNOCNlcNQC"‘CN[:Z(/,L)

telle que N;/N;_1 = E( 9@ Es, (v} ot §; € {0,a, B}. Listons tous les E(I/ZO) ® Es,(v})
possibles :

(I) si p est de type A, il y a les sept facteurs suivants :

E(T> ) ( _nl - 1>(1)7 E(SvF) ® (m17 _nl - 1)(1)a
Lir—s—1,8) @ Eq(m'+1,—n' =2)M LFr—s—1)® Eg(m' —1,—n")®),
LE+s+1,r)@m', —n' —2)V LE7+s4+1) o m! —1,—n' — 1)1,
L(s,7) ® (m' —1,—n' —2)1;
(2.41)
(IT) si p est de type V, il y a les sept facteurs suivants :
r,3) @ (mh—nt = 1) LFEr4+5+1) @ m!—1,-nt = 1)WY,
(2.42)

(

(r+35+1,5)®m',—n'—2)M  L(,s—r—1)® Ey(m', —n' —2)1),
(s—r—1,7)® Eg(m* —1,-n' — DD, L(r,5) @ (m! —1,—n' —2)1),
(

A )
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(III) si p est a-singulier, il y a les trois facteurs suivants :

E(p_17§)®(m17_n1_1)(1)7 E(§7S)®Ea(ml+17_nl_2)(1)> (2 43)

E(S,p—l)@(ml,—n1—2)(l); ‘
(IV) si p est B-singulier, il y a les trois facteurs suivants :

Lirp—1 @ m',—n'—2)Y  LFEre Eg(m' —1,-n' — M, (2.44)

Lip-1,7) @ (m' —1,—n' —2)0; '
(V) si p est v-singulier, il y a les quatre facteurs suivants :

f’(n?)@(mla_nl _1)(1)7 E(p—l,r)@(m17—n1 _2)(1)7 (2 45)

Lrp-D®m 1" =)0, Lrpem —1-n' -2
(VI) si p est a-B-singulier, il n’y a que le facteur :

Lip—1,p—1)® (m',—n' —2)1), (2.46)

Donc pour la partie & tordre par le Frobenius, il n’y a que les huit possibilités suivantes :

(m17 _nl - 1)7 (ml - 1) _nl - 1)7 (m17 _nl - 2)7 (ml - 17 _nl - 2)

Eo(m' +1,—n' —2), E,(m', —n' —2), Eg(m' — 1, —n'), Eg(m' —1,—n' —1). (2.47)
Enoncons maintenant le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme 5 (Existence d’une p- H'-D-filtration). Supposons que p ¢ C Uwq - C. Soit

~

OZN()CNlCNQC"'CNg:Z(M)

une D-filtration de Z(p) (cf. la section telle que N;/N;—1 = E(V?) ® Es,(vH)M) ou
8; € {0, a, B}. Alors il existe une filtration de H(u) :

0=NoCN CN, C---CNy=H'()

ot N; = HY(G/BG1, N;) et l'on a N;/N;_1 = L(v?) @ H'(Ej, (v}))D).
De méme, il existe une filtration de H?(u) :

0=NoC N, CN,C---CNy=H?(p)

ot N; = H2(G/BG1, N;) et 'on a N;/N;_1 = L(v?) ® H2(Ej, (1)),
De plus, si p= (m,—n —2) avecm=mlp+r,n=nlp+set0<rs<p-—1, alors
la liste des V9, v} se trouve dans (2.41)),(2.42),(2.43)),([2.44),(2.45) et (2.46).

On appelle cette filtration de H' (1) « une p-H'-D-filtration » .

Avant de démontrer ce théoréeme, prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme 8. Soit i = (m,—n — 2) avec m,n € N. Utilisons les notations du .
Alors
H°(G/BG1,N;/N;_1) = H*(G/BGy, N;/N;_1) = 0

pour 1 <i </ et
HY(G/BG1,N;) = H¥(G/BGy,N;) =0

pour 0 <1 < /.
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Démonstration. Ecrivons m =m!'p+r et n =n'p + s avec 0 < 8,7 < p.

Comme H(G/BGy,N;/Ni_1) = L(°) @ HI(Es,(v"))! pour tout i,j (cf. [Tan03]
11.9.13), pour montrer la premiére assertion il suffit de montrer que H(E) = H3(E) =0
pour tout E dans ([2.47)).

Comme m!, n! > 0,ona mt—1>—1, —n'—1 < —1et —n'—2 < —2. Donc aucun poids
dans la premiere ligne de n’a de H ou H3. Les deux poids de E,(m! +1,—n! —2)
sont (m! +1,—n! —2) et (m! —1,—n! — 1), qui n’ont pas de H° ou H3, d’ot1 'assertion
pour E,(m! +1,—n! —2).

Les deux poids de Eo(m!, —n! —2) sont (m!, —n! —2) et (m! — 2, —n! — 1), qui n’ont
jamais de H? car —n! —1 < —1. Si m! > 1, ils n’ont pas de H? non plus. Si m! = 0,
le poids (m! — 2, —n! — 1) peut avoir un H? non nul. Mais dans ce cas, on a encore que
H3(Eq(m', —n' — 2) = H3(E,(0,—n' — 2)) = 0 par le

Les deux poids de Eg(m! — 1,—n') sont (m! — 1,—n') et (m!,—n! —2), qui n’ont
jamais de H3 car m' —1 > 0. Si n! > 1, ils n’ont pas de H" non plus. Si n! = 0, on a
encore que HY(Eg(m! —1,—n')) = HY(Eg(m' — 1,0)) = 0 par le

En conclusion, on a que H°(G/BG4, N;/N;_1) = H*(G/BG1, N;/N;_1) = 0 pour tout
1<i <4,

Montrons la deuxiéme assertion par récurrence sur . Pour ¢ = 0, Ng = 0 par définition,
et le résultat est évident. Supposons maintenant que H(G/BG1, N;) = H3(G/BG1, N;) =
0 pour un i € {0,1,--- ,1 — 1}. En appliquant le foncteur H°(G/BG?1,-) a la suite exacte
de BGi-modules :

0 N; Nit1 Niy1/Ni—=0
on obtient deux suites exacte de G-modules :
0 —— H°(G/BGy, N;) — H°(G/BG1, Niy1) — H°(G/BG1, Niy1/N;) —
et
—— H3(G/BG1, N;) — H*(G/BG1, Nijy1) — H*(G/BG1, Niy1/N;) — 0.

Donc H°(G/BG1,N;y1) = H3(G/BG1,N;y1) = 0 par 'hypothése de récurrence et la
premiere assertion.

O]

Démonstration du[Théoréme 3. Par dualité de Serre contravariante, on a H*(m, —n—2) =
H3(—m — 2,n), donc il suffit de traiter le cas ot m > n.
Pour un BG1-module M, notons

x1(M) =Y (-1)"ch H(G/BGy, M).
>0

Comme le foncteur ImdgG1 est exact ([Jan03] 11.9.12), alors pour tout B-module M, on a
X(M) = 1 (Ind ().

Comme la caractéristique d’Euler-Poincaré yi(-) est additive sur les suites exactes, on a

4

X(1) = x1(Z(p)) = ZXl(Nz‘/Ni—l)- (2.48)
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Comme p ¢ CUwy-C, on a
\(1) = — ch Y (i) + ch H2(p0), (2.49)
En outre, d’apreés le [emme 8 on a
x1(N;/N;_1) = —ch H'(G/BG1, N;/N;_1) + ch H*(G/BG1, N;/N;_1) (2.50)

pour tout <.
Donc d’apres (2.48), (2.49) et (2.50), on a

l L
ch H'(n) =Y " ch H'(G/BG1, Ni/Ni—1) = ch H*(u) = > ch H*(G/BG1, N; /Ni_1).
i=1 =1
(2.51)

Comme on a
HI(G/BG1, Ni/Ni_1) & H(G/BGy, L(v?) ® Es,(v))V) = L(v?) @ HY (Es, (v} )Y,

alors le découle du du paragraphe et de la proposition suivante.
O

Proposition 5. Soit = (m,—n — 2) avec m,n € N. Soit

~

0=NoCNi  CNyC---CNy=2Z(p)

une D-filtration de Z(p) (cf. la section telle que N;/Ni_1 = L(1?) @ Es,(vHM) ou
0; € {0, 0, B}. Sim > n, alors on a

ch H%(p) = f:ch L) ch H*(E5, (v})) V. (2.52)
=1

2.5 Preuve de la |Proposition 5|

Démonstration. Ecrivons m =m!p+ret n=n'p+savec 0 <r,s<p-— 1.

‘Supposons d’abord que n = O.‘ Alors H?(u) = H?*(m,—2) = 0. Dans ce cas, on a

n' = s =0 et u ne peut pas étre de type V ou -singulier, donc les E(;i(ljil) possibles sont :

(m', —1), (m* = 1,-1), (m', =2), (m' — 1, -2), Eo(m' +1,-2), Eg(m* — 1,0). (2.53)

On sait que H'(m!, —1) = HY(m! — 1,-1) = 0 pour tout m! (cf. [Jan03] I1.5.4.d)).
Comme m! > 0, on a H?(m!, -2) = H?>(m! —1,-2) = 0. De méme, H?(m' +1,-2) =0,
et H2((m! +1,-2) —a) = H*(m! —1,-1) = 0, o H?(E4(m' +1,—2)) = 0. Enfin, on
a H*(Eg(m! —1,0)) = 0 d’apres le Donc I'égalité est vraie si n = 0.
Sin>1etpu¢GCr,| alors H%(u) = 0. Montrons dans ce cas que H2(E) est aussi nul
pour tout £ dans la liste (2.47)).

Comme n > 1, il existe d > 0 et a € {1,--- ,p— 1} tels que ap® < n < (a+ 1)p?. On a
m > (a+ 1)p? car pu ¢ Gr.

Sid=0,alors n! =0 et m! > 0. Alors on a déja montré que tout E dans la liste
n’a pas de cohomologie en degré 2. Dans , il reste encore les deux termes
Eo(m!',—2) et Eg(m!' —1,—1). Mais ces deux termes n’apparaissent que si p est de type
V ou B-singulier, avec 7 < s. Comme m > n, il faut que m! > 1 pour que E,(m!, —2)
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ou Eg(m! — 1, —1) apparaissent. On sait que H%(m!, —2) = H*(m! —1,—-1) = 0. Comme
(m',—=2) —a = (m! —2,-1) et (m* —1,-1) — 8 = (m!, —3) n’ont pas de cohomologie
en degré 2 non plus si m! > 1, on a H?(E,(m',—2)) = H?*(Eg(m' —1,-1)) = 0. Donc
I’égalité est vraie dans ce cas.

Sid>1,alors ap?t <n! < (a+1)p?t et m' > (a+ 1)p?~L. Dans ce cas, les poids

suivants :

(mla 7n1 - 1)7 (ml - 1? 7n1 - 1)5 (ml’ 7n1 - 2)5 (ml - 17 *TLI - 2)
(m' +1,-n' —2),(m* +1,—n' —2) —q,
(ml - 17 _nl)a (ml - 17 _nl) - 67

sont tous dans la chambre sg - C' et hors de la région de Griffith, donc n’ont pas de
cohomologie en degré 2. Donc il reste a traiter E,(m!, —n! —2) et Eg(m! — 1,—n! — 1)
dans la liste (2.47).

Sim! > (a+1)p? ! +1, alors (m!, —n! —2) —a = (m' —2,—n' — 1) qui n’a pas de
cohomologie en degré 2 car il est dans la chambre sg - C' et hors de la région de Griffith.
Donc H?(E,(m',—n' —2)) = 0 dans ce cas. Si m' = (a + 1)p?~!, alors on a aussi
H?(Eq(m!, —n! —2)) = 0 d’apres la

Sin! < (a+1)p!—2 alors (m' —1,—n! —1) — g = (m!, —n' — 3) n’est pas dans la
région de Griffith, donc il n’a pas de cohomologie en degré 2 et H*(Eg(m!—1,—n'—1)) =0
dans ce cas. Sin! = (a+1)p?~t—1, alors H?(Eg(m!'—1,—n'—1)) = H*(Eg(m' -1, —(a+
1)p?=1)) = 0 d’aprés la [Proposition 1}

Par conséquent, (|2.52|) est toujours vraie si p ¢ Gr.

Si pu € Gr, | raisonnons par récurrence sur le degré d de pu.

Sid=1,alors u = (ap+r,—ap — s — 2). Donc r > s, et p doit étre de type A ou
a-singulier ou ~v-singulier ou a-S-singulier. Si p est de type A ou ~y-singulier, on a

H?(1) 2 L(0,a— 1)V @ V(s,p—r—2) = L(s,ap — 2)

et d’apres et -

EBL )© H*(Es,} )Y = L(s,p—r —2)® H*(a — 1,—a — 2)

=~ L(s,p—r—2)@V(0,a—1)"
= L(s,ap —r — 2)
= H(n),

d’otr (2.52). Dans les deux autres cas, on a r = p — 1 et H?(u) = 0. D’apres (2.43) et
(2.46), on a H?(E;s,(v})) = 0 pour tout i car m' = n' = a. Donc les deux cotés de
sont nuls, et I’égalité est aussi vraie. Donc est vraie si pu € Gr est de degré d = 1.
Supposons 'égalité vraie pour tout u de degré < d dans une H'-chambre, et
montrons-la pour p de degré d + 1. D’apres ce qu’on a déja montré, il suffit de supposer
que € Gr.
Ecrivons m = ap®™ ! + agp® + ag_1p* '+ - -+ aip+7 et n = ap® +bgp® + bg_1p? 1 +
-+bip+s. Ona

ch H?(p) =ch L(0,a — 1)) ch H3(p + (—a — 1,a)p™*)
+ch L(0, )Y ¢ch H? (1 + (—a, a)p™h) (2.54)
+ch L(0,a — 2) @Y ch HH (4 + (—a — 1,a + 1)pTh).
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Notons g/ = p + (—a,a)p?t = (m/,—n' —2) et p" = p+ (—a — 1,a + 1)p?+! =
(—n" —2,m"). Alors
m' = agp” +agp” + - +ap+,

n' =bgp’ +bg1p® -+ bip+ s,

"

m' ' =@p-1-b))p?+(p—1-bg)p> '+ +p—1-b)p+p—5—2,
n'=p-1—a)p?+(p—-1—ag_)p> + - +(p-—1—a)p+p—r—2.

Donc p' et p” sont des poids de degré < d dans une H'-chambre (plus précisément,
W esg-Cetp' esq-C).

Comme ' = p+(—a,a)p®, on sait que la D-filtration de Z(1') est juste celle de Z (1)
tensorisée par (—a,a)p?t!. De méme, la D-filtration de Z (") est celle de Z () tensorisée
par (—a — 1,a + 1)p?t? et la D-filtration de Z(p + (—a — 1,a)p?t?) est celle de Z(y)
tensorisée par (—a — 1,a)p?*!.

Donc 'hypothese de récurrence pour u et p” (pour p” on utilise la symétrie entre «
et #) nous donne

d+1

l
ch H*(y') =Y ch L(v)) ch H*(Es, (v} + (—a, a)p))™ (2.55)
i=1

et
Vi

ch H2(1") = > ch L)) ch H*(Ej, (v} + (—a — 1,a + 1)p?)) . (2.56)
i=1

De plus, d’aprés la du paragraphe (53, on a

¢
ch H3(pu+ (—a — 1,a)p™™) = 3" ch L(1) ch H3(Ey, (v} + (—a — 1,a)p”)M).
=1

Posons m!' = ap®4agp? '+ +a; = ap?+7 et n! = ap+bgpt 1+ - -+by = ap?+3 avec
0 < 7,5 <p?—1, alors tout poids de la liste (2.47) vérifie les conditions correspondantes
de la [Proposition 2| et du[l'héoreme 1 Plus précisément, si §; = 0, alors

Vil € {(mla _nl - 1)7 (ml - 1’ _nl - 1)7 (ml’ _nl - 2)7 (ml - 1a _nl - 2)}a (257>

d’aprés (2.47). Onam! —1 =ap?+7—lavec -1 <7—-1<p?—2etn' —1=ap?+5-1
avec —1 <3—1<p?—2, donc 75,7 — 1,5 — 1 vérifient ’hypotheése du d’ou
ch H2(Eo(v})) =ch L(0,a — 1)@ ch H3(Eo(v} + (—a — 1,a)p?))
+ ch L(0, a) D ch H*(Ey (v} + (—a, a)p?)) (2.58)
+ch L(0,a — 2)D ch H?(Eo(v} + (—a —1,a + 1)p?h))

si (51 =0.
Si §; = «, alors

E.(v}) € {Ea(m! +1,—n! —2), E,(m', —n' —2)}

d’apres . Onam'+1=ap?+7+1avecl <741 < p?etn! =ap?+ 3 avec
0 <5 <p?—1,donc (m'+1,—n' — 2) vérifie 'hypotheése dans (i) de la
D’autre part, le facteur E,(m!, —n! — 2) apparait seulement si u est de type V, auquel
casonas>r. Maismlp+r=m>n=nlp+s, donc m! >nl+1>ap®+1, dou
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7 > 1 dans ce cas. Donc s'il existe i tel que Es, (v}) = En(m!, —n! —2), alors m! = ap? +7

avec 1 <7 <pl—1letn!= apd + Favec 0 <3< p?—1, donc (m!, —n! — 2) vérifie aussi

I'hypothese (i) de la 2l Par conséquent, on a
ch H?(Eq(v})) =ch L(0,a — 1)@ ch H3(Eq (v} + (—a — 1,a)p?))
+ch L(0,a) @ ch H*(E, (v} + (—a,a)p?)) (2.59)
+ch L(0,a — 2)D ch H*(E, (v} + (—a — 1,a + 1)p%))

sid; = a.
Si d; = (3, alors on a

Es(}) € {Bs(m' —1,—n"), By(m' —1,—n" — 1)}

d’apres . Onam!l—1= apd+77—1 avec —1 <7 < pd—2 etnl—2= apd—|—§—2 avec
—2 <5< p? -3, donc (m! — 1, —nt) vérifie 'hypothese (ii) de la D’autre
part, le facteur Eﬁ(m1 —1,—n' — 1) apparait seulement si y est de type V, auquel cas on
as>r. Maism'p+r=m>n=nlp+s, donconan’ <m!'—1< (a+1)p?—2. Donc
n' —1=ap?+5—1avec -1 <5—1 < p?— 3 dans ce cas, et 'hypothese dans (ii) de la
est aussi satisfaite. Par conséquent, on a

ch H*(Eg(v})) =ch L(0,a — 1) ch H*(Eg (v} + (—a - 1,a)p"))
+ch L(0,a) D ch H*(Es (v} + (—a, a)p?)) (2.60)
+chL(0,a — 2)@ ch HX(Es(v} + (—a — 1,a 4+ 1)p?))

Par conséquent, on a

ch H2(p) =ch L(0,a — 1) ch H3 (4 + (—a — 1, a)p*?)

+ ch L(0,a) ) ch H2 (1) 4+ ch L(0, @ — 2)14+) ch H? (1)
¢
=ch L(0,a — 1) " ch L(1?) ch H3(Es, (1) + (—a — 1,a)p?))V)
=1
¢
+ch L(0,a) ") " ch L(v) ch H?(Es, (v} + (—a,a)p®)))
=1
¢
+ch L(0,a — 2)“@) S ch L(1)) ch H*(E5, (v} + (—a — 1,a + 1)p))
=1

= ZChL )[ch L(0,a — 1) ch H3(Es, (v} + (—a — 1, a)p®))

+chL(0,a)( ) ch H(Ej, (v} + (—a, a)p?))
+chL(0 a —2)D ch H*(Es, (v} + (—a — 1,a + 1)p%))|V)

(3

_ZchL )ch H?(Es, (v})),

ou la derniere égalité résulte de (2.58), (2.59) et (2.60). Ceci termine la preuve de la
[Proposition 5] et donc du

O]
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2.6 Conclusion

En combinant les Propositions [3] et [4] le [Théoréme 5 et le femme 8 on obtient le :

Théoréme 6. Soit € X(T). Soit

0=NogC NI CNyC---CNp=2Z(p)

une D-filtration de Z(u) (cf. la section telle que N;/Ni_1 = L(WP) @ Es,(v))V ou
8; € {0, v, B}. Alors pour tout j € N, il existe une filtration de H’ (u) :

OZZ%CEC]%C"'CE:Hj<M)

ot N; = HI(G/BG1, N;) et N;/Ni_1 = L(v?) @ HI(E;s,(v}))D.
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Chapitre 3

La cohomologie des B-modules
Es(1)

3.1 Motivation et premiéres propriétés

Dans le Chapitre [2, on a montré que pour tout u € X (T), H* (1) admet une filtration
dont les quotient sont de la forme L(1°) @ H*(Es(v'))M). Cette filtration introduit des
modules inconnus H*(Ej(v)), donc il faut étudier leur structure pour bien connaitre celle
de H(11).

Pour ¢ = 0, d’apres la discussion suivant la[Proposition 4| (section 2.3)), pour § € {«, 8},
tout HY(Ej(v)) qui apparait dans la p-filtration de H°(u) est soit nul, soit une extension
de HO(v) par H(v — §). Donc le probléme pour i = 0 ou 3 est déja complétement résolu.

Pour i =1 ou 7 = 2, la situation est plus compliquée.

Rappelons que E,(u) est 'unique B-module tel qu'’il existe une suite exacte non scin-

dée :

0——p—a——s=Ey(p) —=p—>0

et Eg(u) est 'unique B-module tel qu'il existe une suite exacte non scindée :
0——p—B—=Eg(p) —p——>0.

Appliquons le foncteur H°(G/B, e) aux suites exactes ci-dessus. On obtient les suites
exactes longues :

- —— H'Y(p— ) —— HY(Eo(p)) —— H'(p)

S @

H2 (i~ a) —— H(Eq(p) —— H*(u) — -

(3.1)

et

- —— H'(p— B) —— H'(Eg(p)) —— H'(p)

, - (3.2)
B

H2(pu— B) —— H*(Eg(p)) —— H*(u) — -+

Donc pour connaitre la structure de H'(Es(u)) et H?(Es(u)), il « suffit » de connaitre
le morphisme de bord 95. D’apres le « Strong Linkage Principle » (cf [Jan03] 11.6.13), on
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sait que 0y = 0 (resp. 0g = 0) si p— o ¢ Wy, - p (resp. p— B ¢ W, - ). En outre, pour
§€{a,B}, u—3 €W, psiet seulement si (u,d") est divisible par p. Donc si p{ (u,48"),
alors H'(Es(u)) est la somme directe de H (i — &) et H'(u) .

Proposition 6. Supposons que u = (x,y) et p | z. Posons v = (x — 1,y), c’est un poids
sur le mur entre i et p— . Alors H{(E,(v)) = THH (v)) sipty + 1.

Démonstration. Par définition de E, (1), on sait qu’il existe une suite exacte de B-modules :
0 — (0,—-1) —— L(1,0) —— E,(1,0) —— 0.

Tensorisons par le poids v = (z — 1,y). On obtient :
0 — p—vy —— L(1,0) ® v —— E,(u) —— 0.

Appliquant le foncteur H°(G/B, e) & cette suite exacte donne une suite exacte longue
de cohomologie :

e H (B )
Oi—1 Q

Hi(p—7) —%— L(1,0)® Hi(v) —%— H(Eq(n))

>

05
(1= 5) s

Sipfy+1,alors pfx+y+1. Dans ce cas u—y n’appartient pas & W), -, d’ot 9; = 0.
Donc ¢ est surjectif.

Notons N = TF(H'(v)). Alors N = pr,,(L(1,0) ® H'(v)) C L(1,0) ® H'(v). Comme
p— n’appartient pas a W, - u, alors Imy NN = @. Donc NN est isomorphe a son image par
¢. Or pru(Hi(Ea(u))) = H'(E,(p)) est inclus dans I'image de N = pr,,(L(1,0 ® Hi(v)))
car ¢ est surjectif. Donc N = ¢(N) = H'(Eq(1)). O

De méme, on a une proposition analogue pour Ej :

Proposition 7. Supposons que u = (z,y) et p | y. Posons v = (z,y — 1), c’est un poids
sur le mur entre p et u— (3. Alors H (Eg(v)) £ TH(H'(v)) siptax + 1.

3.2 Morphismes de bord 0, et 93

Commencons par la proposition suivante.
Proposition 8. Soient 1 = (my, —ny — 2) et puy = (mo, —ng — 2) vérifiant
1. m; >n; >0 pouri € {1,2};
2. k1 =vp(m1) > 1 et kg =vp(ng +2) > 1;
3. m; —n; > pki pouri € {1,2}.

Alors
ch H*(Eo(p1)) = ch H?(py) + ch H? (g — o), (3.3)

ch H?(Eg(u2)) = ch H?(pa) + ch H? (uz — ). (3-4)

C’est-a-dire, les morphismes de bord sont nuls.
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Remarque 9. Fixonsi € {1,2}, notons d le degré de p;. C’est-a-dire, ap? < m; < (a+1)p?
pouruna € {1,2,--- ,p—1}.Sii = 1,alors d > vy(m1) = k1. Sii = 2 et si ko = vp(n2+2) >
d, alors ng > p"2 — 2 > pdt!l — 2. Mais dans ce cas, on a mg > ng + pF2 > 2pdtl — 2
absurde. Donc on a toujours d > k; pour i € {1,2}.

)

Démonstration. Notons d; le degré de p;. On appelle d; — k; le « degré relatif » de pu; et
on le note JZ On montre la proposition simultanément pour E, et Ejg par récurrence sur
le degré relatif. D’apres la on sait que le degré relatif est toujours > 0.

Sid; =0, alors d; = k; et p = (ap™, —n1—2) avec ny < (a—1)p™ et po = (my, —ap™)
avec mg > (a + 1)p® — 2.

Dans ce cas, u1, p1 —a, o et ps— B sont tous hors de la région de Griffith. En particulier,
et sont triviales.

Supposons qu’on ait déja montré la proposition pour tout u; tel que cl(,uz) < { pour
un certain £ > 0. Pour i € {1,2}, soit p; = (my, —n; — 2) tel que d;(p;) = £+ 1.

On se Concentre d’abord sur p = ,u1 et on enleve 'indice 1 pour alléger la notation.
Ecr1v0nsm— ap®+ag_ 1pd Ly qappk = ap +r avec a # 0, ak #0etd—k=/0+12>1.
SlugéGr alors n < ap? doncu—a¢Gr aussi, car m > ap? +p > ap? +2 et .
est vraie dans ce cas. Donc il suffit de considérer le cas ou p € Gr, d'ou n = ap? + s avec
0 < s <r—pF En particulier, ona 1 <r < p?—1et 0 < s < p?—2, donc d’apres la
on a

ch H(E, (1)) =ch L(0,a — 1)@ ch H3(Eq(r — p?, —s — 2))
+ ch L(0,a) ch H?(Ey(r, —s — 2))
+ch L(0,a — 2)@ ch H?(Eqo(—p® + 7, p — s — 2)).

Comme vy (r) = v,(p? —7) = vp(m) =k et (p? —5—2) — (p¢ —r —2) =r — s> pF le
poids (r, —s — 2) vérifie les hypothéeses pour E, dans la Proposition et est de degré relatif
majoré par ¢. Le poids (pd —5—2,—pt+ r) vérifie les hypotheses pour E3 et est de degré
relatif aussi majoré par £. D’apres I’hypothese de récurrence on a donc

ch H(Ey (1)) =ch L(0,a — 1)@ (ch H3(r — p?, —s — 2) + ch H3(r — p? — 2, —s — 1))
+ ch L(0,a) @ (ch H?(r, —s — 2) + ch H?(r — 2, —s — 1))
+ch L(0,a — 2) D (ch H*(—p? + r,p? — s —2) + ch H*(—p? +r — 2,p? — s — 1))
=ch H*(ap? +r,—ap® — s — 2) + ch H?(ap? + 1 — 2, —ap? — 5 — 1)
= ch H?(u) + ch H? (1 — «v),

ou la deuxieme égalité résulte du et du fait que 0 < r —2 < p? — 3 car
r>s+ph>ph.

Traitons maintenant Eg(p2) et enlevons 'indice 2 pour alléger la notation. On a v,(n+
)=k m=ap’+raveca>1,0<r<pl—letd—k=0+1>1.

Si pu ¢ Gr, alors n + 2 < ap® + 1. Mais comme vp(n+2) =k, onan+2<ap?—pk.
Dans ce cas p — B =(m+1,—n —4) n’est pas dans Gr non plus.

Sl,ueGrmals,u,géGr c’est- a—dlrer—p —1,alorsn=ap?+savec 0 < s <r—pk<
p? — 3. Donc p— B = ((a + 1)p?, —ap? — s — )géGr,d’ouHQ( )=H?*(p—pB)=0.

Donc il suffit de considérer le cas ot 1 € Gr et donc < p?—2. Dans ce cas n = ap®+s
avec vy(s+2) = ket pF —2 < s < r—pk < p?—3. Alors le poids (r, s) vérifie les hypotheses
pour Ejg et le poids (pd —5—2, —pd+r) vérifie les hypotheses pour F,, et ils sont de degrés
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relatifs majorés par £, et les hypotheses pour I'existence d’une filtration a trois étages pour
H?%(Eg(u)) sont vérifiées. Donc on a

ch H*(Eg(p)) =ch L(0,a — 1)Y ch H3(Eg(r — p?, —s — 2))
+ch L(0,a) ¥ ch H*(Eg(r, —s — 2))
+ch L(0,a — 2)@ ch H2(Eg(—p® +r,p* — 5 — 2))
=chL(0,a — DD (ch H3(r — p?,—s — 2) + ch H3(r + 1 — p?, —s — 4))
+ch L(0,a)® (ch H?(r,—s — 2) + ch H*(r + 1, —s — 4))
+ch L(0,a — 2) D (ch H*(—p? + r,p? — s — 2) + ch H*(—p? +r + 1,p% — s — 4))
=ch H?*(ap? + 7, —ap® — s — 2) + ch H*(ap® + 7 + 1, —ap®? — 5 — 4)
= ch H?(p) + ch H? (1 — B),

ol la premiere égalité est la filtration a trois étages pour H?(Eg(u)), la deuxiéme égalité
résulte de 'hypotheése de récurrence et du fait que H2(r — p?, —s —2) = 0, et la troisieme

égalité résulte du [Théoreme 2 et du fait que 0 <r+1<p?—1let0<s+2<p?—1.
Ceci termine la preuve de la

3.2.1 Décomposition de I'image du morphisme de bord

Lemme 9. Si pu = (x,y) avec x,y < —1, alors pour § € {a, 5}, on a :
ch H?(E5(n)) = x* (1) + x° (1 = 6).

Démonstration. Si x < —2 et y < —2, alors 4 — d n’a de la cohomologie qu’en degré 3,
d’ou le résultat.

Siz=—1ouy=—1, alors H (1) = 0 pour tout i, donc H*(Es(n)) = H(u — §) pour
tout 4, donc le résultat est aussi vrai dans ce cas. ]

Définition 4. Pour 6 € {«a, 8}, on note I5(u) C H?(ju— &) 'image du morphisme de bord
HY(u) — H?*(u—6). Donc si g — 6 ¢ wo - X(T)F, on a

ch I5(1) = *(1) + x*(1 — 6) — ch H2(Ey(11).
Proposition 9. Soit yu = (ap® + r,—ap® — s — 2). Posons p/ = (r,—s —2) et p" =
(—=p? 471, p" =5 = 2).
Alors si0<s<r<pl—1, ona
ch I, (1) = ch L(0,a) ch I, (1) + ch L(0, a — 2)@ ch I, (u"). (3.5)
Si—1<s<r<pt—2, alors

ch I5(p) = ch L(0, )Y ch I5(p') + ch L(0,a — 2)D ch I(u"). (3.6)

Démonstration. Montrons d’abord ([3.5) ott § = a. Comme 0 < s < r < p? — 1, p vé-
rifie les hypothéses pour I'existence de la filtration & trois étages pour H2(E,(u)) de

la [Proposition 2| De plus, comme ' — a = (r — 2,—s — 1) vérifie r — 2 > —1 et

p'—a = (—p+r—2,p? — s — 1) vérifie p? —s —1>0,ona ' —a ¢ wy- X(T)F
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et 4" —a ¢ wo- X(T)". Donc en utilisant la filtration & trois étages pour H2(E4 (1)) pour
la premiere égalité, et le [[emme 9| et la [Définition 4] pour la deuxieme égalité, on a

ch H2(Eq(p)) =ch L(0,a — 1)9 ch H3(E,(r — p?, —s — 2))
+ch L(0,a) D ch H2(Eq (1)) + ch L(0,a — 2)D ch H?(E,(1"))
=ch L(a — )03 —pt,—s = 2) + X ((r —p%, =5 = 2) — @)
+ch L(0,a) D (0 (1) + X1 — @) — ch Lo (1))
+ch L(0,a = 2)D (P (1) + X1 — @) = ch I (1))
=x*(11) + X (1 — @) = ch L0, )\ ch I (1) — ch L(0,a — 2)@ ch Lo ("),

ol la derniere égalité résulte du en remarquant que p—o = (ap®+r—2, —ap?—
s—1)avec —1 <r—25—1<p?—1. Donc on a
ch L(0, @) ch I (1) + ch L(0, a — 2)@ ch L (4") =x() + x*(t — ) — ch H(Eq(1))
=ch I, (p),
car p—a ¢ wo- X(T)".

Montrons maintenant ([3.6)) ott § = 3. Comme —1 < s < r < p? — 2, u vérifie les hypo-
theses pour lexistence de la filtration a trois étages pour H2(Eg(u)) de la
De plus, comme p/ — 8 = (r+1, —s—4) vérifier+1 > 0et p’ — 3 = (—p?+r+1,p? —s5—4)
vérifie p? —s—4> —1,onau —B ¢ wo- X(T)" et u’ — B ¢ wo- X (T)T. Donc en utilisant
la filtration & trois étages pour H?(Es(u)) pour la premiére égalité, et le et la
pour la deuxiéme égalité, on a

ch H*(Eg(p)) =ch L(0,a — 1)\Y c¢h H3(Eg(r — p?, —s — 2))
+ch L(0,a)Y ch H2(Eg(u')) + ch L(0,a — 2)Y ch H2(Eg(u"))
=ch Lia— D)3 (r = ph —s = 2) + X3 ((r = %, =5 = 2) = )
+ch L(0,a) D (P (1) + X (1 = B) = ch I5(11)
+ch L(0,a = 2) D (A (") + X3 (0" = B) = ch Ig(u")
=x*(1) + X*(1 — B) — ch L(0, ) ch (') — ch L(0,a — 2)@ ch I ("),
ou la derniere égalité résulte du en remarquant que g—f = (ap®+r+1, —ap?—
s—4)avec0<r+1,5+2<p?—1. Donc on a
ch L(0,a) ch Tg(i') + ch L(0,a — 2) ch (") =x* (1) + x* (1 — B) — ch H*(Eg(n))
=chI(n),

car u— 3 ¢ wo - X(T')*. Ceci termine la preuve de la O

Lemme 10. Soit p = (m,—n — 2) avec m > n > 0. Alors pour 6 € {«a, B}, Is(u) est
« saturé » dans H*(u — 0), c’est-a-dire, si L(v) € FC(I5(u)), alors

Is() : L)) = [H2(n - 8) : L(v)].

Démonstration. Comme dans la [Proposition 8 notons ki(u) = vp(m), ka2(p) = vp(n + 2).
Notons d le degré de p, c’est-a-dire, il existe a € {1,2,---,p — 1} tel que ap? < m <
(a+ 1)p®. Pour i € {1,2}, notons d; = d — k;. Notons aussi a1 = o et ag = 3.
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Considérons I’énoncé suivant qui dépend d’un indice ¢ € Z :

Py : pour tout i € {1,2}, si p= (m,—n—2) avecm >n >0 et d;(u) <,
alors pour tout v € X (T)Ton a [Is(u) : L(v)] = [H*(u — 6) : L(v)].

Le but est de montrer que P, est vraie pour tout £. Raisonnons par récurrence sur
¢. Tl suffit de considérer le cas olt i ne vérifie pas les hypothéses de la car
I’énoncé est trivial si I5(u) = 0.

D’apres la définition de d et k1, on a toujours d > kq, d’ou Jl > 0. Comme m > n et
ko = vp(n +2), on a d < kg seulement s’il existe d > 1 tel que m = p¢—1etn=pt—2.
Dans ce cas, on a

H(Bs(n) = HX(Bs(p" — 1, —p) = 0

d’apres la d’ou Ig(u) = H?(u — B) et 'énoncé est vrai. Donc P_q est vrai.

Supposons dy (1) = 0 et § = a. Si k; = 0, alors p t m, d’ott Io() = 0 car p — « ¢
Wp - p. Si k1 > 1, alors comme p ne vérifie pas les hypothéses de la [Proposition 8 on a
p = (ap?, —(a — 1)p? — s — 2) avec 1 < s < p? — 1. D’apres la [Proposition 1] on sait que
H?(E,(n)) =0, dott I(1) = H?(pu — @) et ’énoncé du lemme est évident.

Supposons da(p) = 0. Si ky = 0, alors pf n+2 et u—3 ¢ W, p, d’ott Ig(p) =0.Siky >
1, alors comme p ne vérifie pas les hypotheses de la|Proposition 8L ona p = (ap®+r, —apd)
avec —1 < r < p?—3 et d—v,(m) = d—k; = £+1. D’aprés la|Proposition 1} H?(Eg(p)) =0,
d’ott Ig(p) = H?(pw — B) et 'énoncé du lemme est évident.

Donc Py est vraie.

Supposons que Py est vraie pour un £ > 0. Soit u tel que dy (u) =£€+1.Siky =0, alors
ptmet In(pn) =0.Siky > 1, comme p ne vérifie pas les hypotheses de la

on a

m = ap® +ag1pt + - Fapp” = ap? +r

k !

et n = ap?+savec 0 < r—pF < s <r < p?—1. Posons y/ = (r,—s —2), u" =
(—pt+rpt—s—2)etty = (p? —s—2,—p? +r). Comme

vplap? +1r) =k =d—L—-1<d—1,

on a
vp(r) = Up(_pd +r) = ki,

donc dy(p/) <d—1—k =Let dy('y)<d—1—k; =¢ Ona
ch Iy (1) = ch L(0,a) @ ch I, (1) + ch L(0, a — 2)@ ch I, (1")

car 0 < s < r < p?— 1. Dapres le m tout plus haut poids d’un facteur de
composition de H?(y' — a) ou de H?(i” — a) est pZ-restreint. Donc

FC(Ia(1)) = L(0,a) @ FC(Ia (1)) T L(0,a — 2) @ FC(Ia(1")).

Soit L(v) € KF(Io(1)), alors v = v'pd4+19 ot vt = (0, a) ou (0,a—2) et 10 est p?-restreint.
Si v! = (0,a), alors L(v°) € FC(I,(x')). Donc
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ou la deuxiéme égalité résulte de I’hypothése de récurrence pour p’ et la derniere égalité

résulte du et du appliqués a u — a.
Si vl = (0,a — 2), alors L(1°) € FC(I,(u")). Posons 7v = (y,x) si v = (z,y) comme

dans la [section 1.4] alors

Donc la partie ¢ = 1 dans Py est vraie.

Soit pu = (m, —n — 2) tel que da(p) = £ + 1. Notons k = ky pour alléger la notation. Si
k=0,alors pfn+2et Ig(n) =0.Si k> 1, comme p ne vérifie pas les hypotheses de la
alorsm:apd+1"etn:apd—l—save60§r§pd—1et5<1"<s—|—pk (a
priori s peut étre négatif). Mais comme d = k+{+1 > k+1,ona k = vp(n+2) = vp(s+2).
Sis<0,alors s +2<1,dous+2< —pF car vp(s +2) = k > 1. Par conséquent, on a
r < s+pF < —2, contradiction avec r > 0. Donc 0 < s < r < p—1. Or vp(s+2) =k < d—1,

donc s +2 < p? —pF et r < s+ p* < p? — 2. D’apres la on a

ch I(p) = ch L(0,a) D ch Ig(u') + ch L(0,a — 2)D ch I5(u")
oty = (r,—s—2) et p” = (—p*+r,p? — s — 2). Posons 7" = (p? — s — 2, —p + r), alors
do(W)<d—1—Fk=1et dl(T//’)<d—1—k=€carvp(s+2):vp(pd—s—2):k.

D’apres le tout plus haut poids d’un facteur de composition de H?(y' — f3)
ou de H?(y" — B) est p?-restreint. Donc

FC(I5(1)) = L(0,) ® FC(I5(1)) I L(0,a — ) © FC(Is(”)).

Soit L(v) € KF(Ig(1)), alors v = v'p?4+10 ot v! = (0, a) ou (0,a—2) et v° est pl-restreint.
Si v! = (0,a), alors L(v°) € FC(I5(y')). Donc

(k) « L(w)] = [Ls(u') - L))

H (' = ) : L(W°)]

L(0,a)') ® H* (/' = 6) : L(v)]
(=) L(v)]

ou la deuxiéme égalité résulte de I’hypothése de récurrence pour p’ et la derniere égalité

résulte du et du appliqués a pu — 3.
Si v! = (0,a —2), alors L(v°) € FC(I5(1")). Donc

[Ls(p) : L(v)] =

[
=
=
=[H



58 CHAPITRE 3. LA COHOMOLOGIE DES B-MODULES Es(1)

Donc Pyyq est vraie. Ceci termine la preuve du
L]

Théoréme 7. Soit p = (m,—n — 2) avec m > n > 0. Si M est un sous-module de
H?(ju — 6) qui vérifie ch M = ch I5(u), alors M = I5(y).

Par conséquent, si m = ap® +r et n = ap® + s et si Uon pose p' = (r,—s —2) et
p' = (—p%+r,p¢ —s—2), alors

(i) Si0<s<r<pl—1,ona

La(p) = L(0,0)® ® L (1) D L0, a — 2)D @ L(u").

(ii) Si—1<s<r<p?—2, ona

Is(p) = L(0,0) @ Is(W) P L(0,a — 2)D @ I5(u").

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le [[emme 10| et la [Proposition 9l O

En utilisant le on peut décrire explicitement I5(u) en utilisant les notations
introduites dans la [section 1.4l avant le [Théoréme 41

Théoréme 8. Soient d € N* et m € N de degré < d. Soit p = (m,—n—2) avec0 < n < m.
Notons kq (1) = vp(m) and kg(p) = vp(n + 2).

A. Siks(u) =0, alors I5(u) =0;

)
B. Siks(u)>1 et m—n>pksW alors Is(n) =0;
) >

C. Siks(p)>1 et m —n < pW  alors :

(i) St 6 = «, on pose k = ks(u). Alors il existe a; € {0,1,--- ,p—1}, ap > 1 et
1<s<pF—1tels quem = agp®+---+app® et n = agp?+---+app® —pF+s. Ona

Lo(p) ZHap* =2, (@ — 1" —s—D)e ( @ LW)
VEFgI)k(m)

e H (—(p—ap)p* —2,(p—ar+1pf —s - 1) ® ( b L(u)).
uEFZEk(m)

(3.7)

(ii) Si 6 = B, on pose k = ks(u). Alors il existe a; € {0,1,--- ,p—1}, ap > 1 et
—1<r<ph—3tels quem = agp®+-- -+ appF +r et n = agp®+ - - -+ app® — 2. On
a

() 2H(ap* + 7+ 1, —apf 20 ( D L))
VGFZI)k(m)
H (~(p-ap +r+1Lp-ap 20 ( @ L)

uel“jflk(m)

Démonstration. Si ks(u) = 0, alors p t (u,8"). Donc Is(u) = 0 car p— 8§ ¢ Wy, - p, d’ott
(A).

Puis (B) résulte de la [Proposition 8 de la [section 3.2}

Montrons (C) par récurrence sur d.
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Sid=1etd=q, alor =1=d. Onam=apetn=(a—1)p+ s avec

s k = v,(m)
1 <a,s <p—1.Daprés la[Proposition 1, on a H?(Eq()) = 0, donc Io(p) = H*(u—a) =
H?(ap —2,—(a — 1)p — s — 1). Donc (3.7) est vraie car d — k = 0 dans ce cas.
Sid=1etd=p,alorsn =ap—2etm =ap+ravec -1 <r < p—3et

1<a<p-—1.Dapres la ona H?(Es(n)) = H*(Eg(ap+r,—ap)) = 0, donc
Is(p) = H*(u— B) = H*(ap+r + 1, —ap — 2). Donc est vraie car d — k = 0 dans ce
cas.

Supposons I’énoncé vrai pour tout n < m € N de degré < d pour un certain d > 1.
Soient m de degré < d+1et n <m.

Supposons d’abord § = a, alors k = v,(m) > 1. Ecrivons m = ago1p®t! + -+ + agp”
et m = adedH + -+ (ar — l)pk +savec 1l < s < pfF—1.Si k = d+ 1, alors

p = (app®, —(ar, — 1)p* — s —2). Donc H?(E, (1)) = 0 d’apres la et In(p) =

H?(p—a) = H?(app®—2, —(ap—1)p*—s—1). Donc (3.7)) est vraie dans ce cas. Si k < d+1,
alors d’apres le on a

Ta(i) = L(0,aa41) ™ ® Lo(1) P L0, aay1 — 2)* @ Lo (1) (3.9)
oy = (m',—n' —2) = (agp? + - + app®, —agp? — -+ —app® +pF — 5 —2) et p’ =
(—n”—?,m”) — (—pd+1,pd+1) _|_'u/’ oun' = adpd+' . '_i_akpk: —l—pk —2etm/ = adpd—i-- R
agp® +2pF —s—2avecl <ap+1l=p—a, <p—1let —1<pr—s5—2<p"—3. Comme
m/,m” sont de degré < d, alors d’apreés ’hypothése de récurrence on a les isomorphismes
suivants (on rappelle que 7(z,y) = (y, x), cf. :

L(u) 2H (" =2, (@, - —s-1e (P L)

VEFZB}C (m?)

o H(-(p—ap —2.p-a+pf-s-Ne( P L)

et

Lo(u") 2H (r((@ + )b +pF —s =1, —@+ ) -2 e (- @ L))

I/ETFZBk (m!)

OHAr(-(p—a - P +p —s—Lp-a - -20)e( @ LK)

VETFZ;IC (m’")

—H (~(p-ap -2, -+ —s-Da( @ L)

d—k
verly " (m)

o B ap* —2,~(a -1 —s-De( @ L)
VGTFZ;k(m”)
(3.11)
D’apres les définitions de la Ffi?_(m) ne dépend que des coefficients p-

adiques ag,aq_1," - ,aq—;+1 de m. Les coefficients p-adiques de m’ sont ag,aq_1,- - ,ax,0,- -
Si s < pF—2, alors les coefficients p-adiques de m” sont Gg, - - - , Gpr1, Ap+1,- ;815 = pF—1,
alors les coefficients p-adiques de m” sont ag,--- ,dgs1,ak,p — 1,-++ ,p — 1. Donc on a

I‘Z’Bl*k(m) = ((07 ad+1)pd+1 + Fif)k(m')) ] ((O»Gd-u _ 2)pd+1 + legflk(m"))
et

Cai ™ m) = ((0,aaa)p™! + TG 0) ) U (0 aan = 29"+ 7T ")),
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Donc (3.10), (3.11) et (3.9) donnent le résultat dans ce cas.

Supposons maintenant que d = 3, alors k = v,(n +2) > 1. Ecrivons m = ag11p*! +
codapt Fretm=agqpt+ - Fap’ —2avec -1 < r <pF—3.Sik =d+ 1,

alors 1 = (agp® + r, —axp®). Donc H?(Eg(u)) = 0 d’apres la et Ig(p) =

H?(u— B) = H*(app® +r + 1, —app® — 2). Donc ([3.7)) est vraie dans ce cas. Si k < d + 1,
alors d’apres le on a

I5(p) = L0, ag:) ) © I ) D L0, agr1 — @V @ L") (3.12)

oy = (m',—n'—2) = (agp?+- - +app® +r, —agp® —- - —app®) et p"" = (—n" —2,m") =
(—pd+1,pd+1) 4 'u/7 ol n! = adpd 4. _|_akpk —i—pk —r—2etm = adpd 4. +akpk —i—pk
avec l <ap+1l=p—ap,<p—1letl<pfF—r—2<p"—1. Commem’' m” sont de degré
< d, alors d’aprées I’hypothese de récurrence on a les isomorphismes suivants :

() 2Hap” +r+1,—ap -2 e (P L)

d—k
vel'g " (m/)

S H (—(p—ap)p*+r+1,(p—ap)p® —2)® ( @ L(V))

et
L") =H(r((@x + V)p* = 2, —ap —pP+r+1))e (@ L))
uETFjBk(m”)

o B (r(—(p—a - )" -2, —ap* —p +r+1))e( P L)

=H (~(p—a)p' +r+1,0—ap -2 ( @ L)

IIETFZ’_Ok (m’")

o H (o +r+1,-apf -2 (P L))
VGTFZ’_lk(mN)
(3.14)
Les coefficients p-adiques de m/ sont ag, ag—1,- - ,ax,0,---. Les coefficients p-adiques
de m” sont ag,- -+ ,axy1,a; + 1,---. Donc on a
g 5 m) = ((0,aae)p™ ! + D55 ) U ((0, 0011 — 2)p™ + 7155 (m"))
et

a1 m) = ((0, aap)p™! + D435 () ) U ((0, @z — 2)p™! + 7055Em”) ).

Donc (3.13)), (3.14) et (3.12) donnent le résultat dans ce cas. Ceci termine la preuve du
O

3.2.2 Is(i) est sans multiplicité

Proposition 10. Soit = (m, —n — 2) avec m > n > 0. Alors pour 6 € {«a, 5}, Is(u) est
un T-module sans multiplicité. C’est-d-dire, pour tout poids v € X, on a dim(I5(n),) < 1.

Avant de montrer cette proposition, on montre d’abord le lemme utile suivant :
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Lemme 11. Soit p = (ap® + p? — 2, —ap? — s — 1) avec d > 0, a € {1,2,--- ,p — 1}
et s < p? —1 (s nest pas nécessairement positif). Alors H?(u) est un T-module sans
multiplicité.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d. Si d =0, alors p = (a — 1,—a — s — 1)

avec s < 0. Donc H?(u) = 0 d’apres la Supposons que pu = (ap®t + pdt!l —
2, —ap®! —s—1) pourund > 0 et s < p?t! —1.Si s <0, alors H?(;) = 0. Si s > 0, alors
d’apres le on sait que H?(p) est filtré par By = L(0,a— 1) D@V (s—1,0) et
Fy = L(0,a) " Vo H?(pt1 —2, —s—1) car H?(p"") = H?(—2, p?*1—s5—1) = 0. Comme tout
poids de V(s—1,0) et de H2(p?t!1—2, —s—1) est p?*'-restreint, et comme L(0,a) et L(0, a—
1) n’ont pas de poids commun, E; et E2 n’ont pas de poids commun. D’apres 'hypothése
de récurrence, H?(p?*! —2, —s—1) = H*((p—1)p?+p? -2, —(p—1)p?— (s — (p—1)p?) — 1)
n’a pas de multiplicité comme T-module car s — (p — 1)p? < p@+1 —1 —pd*l 4 pd = pd —1.
On sait aussi que V(s — 1,0) n’a pas de multiplicité comme T-module. Par conséquent,
H?(u) n’a pas de multiplicité non plus. O

Démontrons maintenant la
Démonstration. Comme m > 1, il existe d > 0 et a € {1,2,--- ,p — 1} tels que
ap? <m < (a+ l)pd.

Ecrivons m = ap® +r et n =ap®+s,alors 0 <r <pt—1lets<r (s peut étre négatif).
Raisonnons par récurrence sur d. Si d = 0, alors y = (a, —a—s—2) avec s < —1. Donc
p—a=(a—2,—a—s—1)etu—B=(a+1,—-a—s—4),dot H*(u — &) = 0 pour tout
§ € {a, B}. Par conséquent, I5(p) = 0 car Is(u) C H?(p — &) et Pénoncé est trivial.
Maintenant supposons m = ap® ' +r et n = ap?t +savec 0 < r < p¥tl —1let s < r.
Supposons d’abord que § = a. ‘Si s<0etr>1}|alors H*(u — o) = H*(ap™ +r —
2, —ap! — s —1) =0 car ap™ +r —2 > ap! — 1 et ap?™! +5—1 < ap?t! — 1. Donc
Io(p) = 0 et le résultat est trivial.

‘Si s<0etr=20 ‘, alors s < —1cars < r.Doncona p—a = (ap®™1—2, —ap?*tl —s—1)
et H?(p— ) n’a pas de multiplicité comme T-module d’apres le Donc I’énoncé
est vrai car I, () C H?(p — ).

, alors 0 < s < r < p?t1 — 1, et d’apres la [Proposition 9| on a

ch Iy (1) = ch L(0,a) 9V ch I (1) 4+ ch L(0, a — 2)@FY ch I, (1)

ott ' = (r,—s —2) ety = (—p™ 4 r pHtl — s —2). Comme (0,2) ¢ Za + Zf, alors
L(0,a) et L(0,a — 2) n’ont pas de poids commun. D’apres le tout poids de
I (i) € H*(p' — ) et I,(p") € H*(1" — a) est p®lorestreint, donc L(0,a) ) @ I, (i)
et L(0,a — 2)D @ I,(4") n’ont pas de poids commun. Par conséquent, I, (x) n’a pas
de multiplicité comme T-module car I,(y') et I,(x”) n’ont pas de multiplicité d’apres
I’hypothése de récurrence.

Supposons maintenant que J = 3. , alors u— 8 = (ap®™t +r+1, —ap?*! —
s—4)avecr+1>1et s+2< —1, dou H*(u — ) = 0. En particulier, I(u) = 0 et
I’énoncé est trivial.

, alors 1 = (ap?*! 4+ r, —ap?™!) avec 7 > 0. Donc H?(Es(n)) = 0 d’apres la

Proposition 1}, et par conséquent on a

Ig(p) = H*(p— B) = H?(ap” +r + 1, —ap” - 2).
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Sir=p?—1,alors H*(ap? +r + 1, —ap? — 2) = 0 et 'énoncé est trivial. Si r < p? — 2,
alors d’apres le on sait que H?(ap? + r + 1, —ap? — 2) est un quotient de
V(0,ap? —r —3) car H%(r + 1, —2) = 0. Comme V (0, ap? — r — 3) n’a pas de multiplicité,
I’énoncé est vrai dans ce cas.

, alors p { ap®™! +s+2, donc u— 3 ¢ W),- pu et en particulier on a Iz(u) = 0.

‘Si()gsgpd"’lf?)etr:pdﬂfl

, alors on a

H?*(u—B) = H*((a+ D)p™, —ap™™ —s—4) =0

car s +2 < pdtl — 1, d’ou Iz(u) = 0.
d+1 _ 1

Sis=pHl —2etr=p , alors

H*(Eg(p)) = H*(Eg((a + 1)p™" =1, —(a+ 1)p™*1)) =0
d’apres la Donc
I(u) = H*(n— B) = ((a+ 1)p™", —(a+ 1)p! —2)
qui est un quotient de V (0, (a + 1)pt! — 2) d’apres le car H?(0,—2) = 0.

Comme V(0,(a + 1)p®! — 2) n’a pas de multiplicité comme T-module, le résultat en
découle.
Si0<s<r<pitl—2| alors d’apres le [Proposition 9| on a

ch I(p) = ch L(0,a) Y ch I(u') + ch L(0, a — 2) ) ch I(u")

ott p' = (r,—s —2) et p = (—p™ +r p¥l — s —2). Comme (0,2) ¢ Zp + Zf, alors
L(0,a) et L(0,a — 2) n'ont pas de poids commun. D’apres le tout poids de
Ig(p') € H?(p' — B) et Ig(p") € H?2(i" — ) est p?+lrestreint, donc L(0,a) D @ Iy
et L(0,a — 2){@D @ I5(1") n’ont pas de poids commun. Par conséquent, Ig(i) n’a pas
de multiplicité comme T-module car Ig(y') et Ig(p”) n’ont pas de multiplicité d’aprés
I’hypothese de récurrence. Ceci termine la preuve de la [

3.3 Retour a la p-H’-D-filtration

Maintenant revenons & la p-H®-D-filtration de H'(u) ot i € {1,2} et p & C Uwy - C.
Alors il existe m,n € N tels que p = (m, —n —2) ou p = (—n — 2, m). D’apres la symétrie
entre o et (3, on peut supposer que u = (m,—n — 2) sans perte de généralité. D’apres la
dualité de Serre, il suffit de considérer H'(u) = H(m, —n —2) et H?(u) = H*(m, —n—2)
ou m > n (c’est-a-dire, 1 € sg - C).

Sin<m<p-1,alors H*(m,—n —2) =0 et

H'(m,—n —2) =2 Hsg-p) = H'(m —n —1,n)

d’apres le Théoreme de Borel-Weil-Bott (cf. [Jan03] 11.5.5).

Si m > p, alors il existe d > 1 et a € {1,2,---,p — 1} tels que ap? < m < (a + 1)p®.
Ecrivons m = ap® + Rp+r et n = ap® + Sp+ s avec 0 < r,s < p — 1 (S peut étre
négatif mais S > —ap?1 car n > 0), alors on a 0 < R < p%1 —1 et § < R. Notons
m' =ap® '+ Ret n' =ap® 1 + 5.

Pour v = pv! + 1% ot ¥ € X1(T), posons

Hi(v) = L) @ H'(B5(1))"
o1 § € {0, , 3}. Notons aussi H'(v) = H{(v).
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3.3.1 Type A

Supposons que p est de type A, c’est-a-dire 0 < s < r < p — 2. Les neuf facteurs
simples de Z(u) sont donnés par la figure suivante (ot v; = p) :

Yy

D’apres le on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H*(u)

dont les quotients sont les suivants (I’ordre peut étre différent)
Hi(V1)7 Hi(VQ)ﬂ IHQ(V4)7 H%(V@), Hi(y7)7 %i(VS)ﬂ Hi(y9)'

On sait que HO(v}) = HO(m! +1,-nt —2) =0et H3(vd) = H3(m! —1,-n' - 1) =0
car m,nt >0, donc H°(vy) = H3(v3) = 0. Donc il existe une suite exacte longue

0 —— 7‘[1(1/3) —_— ’Hé(m;) —_— Hl(V4)

3.15
_ (3.15)
H2(v3) —— HE(v4) —— H2(vy) —— 0.
De méme, comme H3(vd) = H3(m!, —n! — 2) = 0, on a une suite exacte longue
%
- —— HO(s) —— H'(v5) —— Hj(vs) —— H'(vo)
: (3.16)
95

H2(v5) —— H%(V(;) — H%(vg) — 0.

Sin! =0, alors H?(u) = 0 car n < p— 1 et m > n. On a aussi H?(v3) = 0 car
vi = (m! —1,—-n' — 1) = (m' — 1, —1). Donc d’apres (3.15), on sait que H} (v4) est juste
une extension de H!(v4) par H!(vs3).

Or on a H'(Eg(vg)) = HY(Eg(m! —1,0)) = 0 pour tout i d’apres le donc
d’apres , 88 induit un isomorphisme

HO(ve) = H (v5).

Par conséquent, non seulement le facteur ! (1) n’apparait pas, mais le facteur H!(v5) est
« effacé » dans la filtration de H' (), c’est-a-dire, le G-module H'(y) admet une filtration
dont les quotients sont

{H'(vi)li = 1,2,3,4,7,8,9}.

La situation est visualisée par la figure suivante, ou la droite en gras est le mur entre C
et sg-C,ie{pne X(T)|(n+p, ) =0} :
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/
foise
WA/

Sint>letu¢ Gr , | cest-d-dire 1—ap?™! < § < —1, alors on a H?(p) = 0. De plus,

on a

H(vg) = H'(m' —1,-n') =0
H*(vd) = H*(m' —1,-n' = 1) =0

et
H*(vd) = H*(m', —n' —2) = 0.

Donc d’apres (3.15) et (3.16), HL(v4) est juste une extension de H!(vy) par H!(v3), et
Hé(l/@) est juste une extension de H!(vg) par H'(v4). Donc dans ce cas, H?(u) = 0 et

H'(1) admet une filtration dont les quotients sont

{H (vy)|i € {1,2,---,9}}.

Si p € Gr, | cest-a-dire S > 0, alors HO(vg) = H(m! — 1,—n!) = 0. Donc (3.16)

devient :

0—— HI(V5) E— 7‘[%(1/6) E— HI(VG)
(3.17)
0
H2(v5) —— H%(Vﬁ) — H?*(vg) —— 0.

SiS>0et R=p%!—1,alors

H*(v}) = H*(m', —n' —2) = H*((a + 1)p? !, —ap?™ 1 — S —2) = 0.

En particulier, on a 8% = 0 dans 1) donc pour i € {1,2}, le G-module 7—[%(1/6) est
juste une extension de H*(vg) par H'(vs).
D’autre part, on a

H?(Eo(v1)) = H(Eo(m' + 1, —n' = 2)) = H*(Eo(ap”™", —ap®™ = §-2)) =0
d’apres la Donc H2(vy4) = 0 et, d’apreés ([3.15)), on a une suite exacte
0 —— H'(vs) —— H () —L H' () —25 H2(v3) —— 0. (3.18)

Notons Q4 C H!(v4) I'image de f, alors on a

f

u 0

0—— 7‘[1(1/3) —_— ’Hé(w;)

et
0 Q HY (vg) —22s H2(v5) — 0.
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Donc dans ce cas, le facteur H2(v3) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et H?(u).
Plus précisément, H?(u) admet une filtration dont les quotients sont

{H*(v)]i = 1,2,4,5,6,7,8,9}
et H'(u) admet une filtration dont les quotients sont
{H'(vi)li =1,2,3,5,6,7,8,9} U {Qu}

ott Q4 C H(vy) est tel que
H (1)) Qa = H? (v3).
De méme, si S =0 et 0 < R < p?! — 1, alors le facteur H%(vs) est « effacé » dans la

filtration de H'(u) et H?(u). Plus précisément, H?(u) admet une filtration dont les quo-
tients sont

{H?(vi)|i = 1,2,3,4,6,7,8,9}
et H'(p) admet une filtration dont les quotients sont
{H'(vi)li =1,2,3,4,5,7,8,9} U{Qs}

ot Qg C H!(16) est tel que
M (v6)/ Qs = H? (v5).
Si 1§S§R§pd_1—2, alors

vi=m+1,-n' —2) = (ap* '+ R+ 1,—ap? 1 -5 —2)

avec 1 < S < R+ 1 <p% ! — 1. Donc v} vérifie 'hypothése du pour § = a.
D’autre part,

vg = (m' —1,—n') = (ap™ '+ R~ 1,—ap” ' — (5 —2) - 2)

avec —1 < S —2< R—1<p?—3, donc 14} vérifie 'hypothese du pour § = f.
Donc pour i € {1,2}, H* (1) admet une filtration dont les quotients sont

{,Hi(yl)7Hi(VQ)ﬂIHQ(V4)7H%(Vﬁ)vHi<V7)7Hi(V8)7,Hi(V9)}‘
De plus, on a des suites exactes longues :
0 —— H(v3) —— HL(vs) —— H (1)

Oa
H2(v3) —— HE(v4) —— H2(vy) —— 0.

et
0—— Hl(lj5) E— Hé(l/6) — Hl(ljﬁ)
03
7‘[2(1/5) —_— /H%(V(,) —_— 7‘[2(1/6) — 0
ou
Im(8,) = L)) @ I ()™
et

Im(83) 2= L(vg) ® Lp(v) "V

qui peuvent étre calculés récursivement par le [['’héoreme 7
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3.3.2 TypeV

Si p est de type V, c’est-a-dire r < s, alors on a forcément m! > n' et R > S car
m > n. Les neuf facteurs simples de Z(u) sont donnés par la figure suivante (ot v = p) :

141
1) V3

vr Vs
Yy

V4 g Vg

D’apres le on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H®(yu)

dont les quotients sont les suivants ('ordre peut étre différent) :

Hi(’/l)vHi(VQ)a,Hi(yfi)aHg(’/5)>H%(V7)7,Hi(ys)7%i(’/9)'

H(v3) = H'(m',—n' —2) =0
et
H3(v}) = H3(m' —2,—n' —1) =0

car m' > n! +1 > 1. Donc H%(v5) = 0 et H3(v4) = 0, d’olt une suite exacte

0 —— H' () —— Hy(v5) —— H(v5)

(3.19)
Oa
H2(vy) —— HE(v5) —— H2(vs) —— 0.
De méme, on a
H(wd) = H'(m' —1,—n' —1) =0
et
H3(vg) = H3(m!', —n' —3) =0,
d’ol une suite exacte
0 —— Hl(l/6> — Hé(l/'y) — Hl(l/7)
(3.20)

9
H2(vg) — ’H%(w) — H%(v;) — 0.

‘SiS§—2etR21,‘alors

H*(v}) = H*(m' = 2,-n' = 1) = H*(ap?™ ' + R— 2, —ap®™ 1 = (S —1) = 1) =0

et
H*(d) = H*(m', —n' = 3) = H*(ap® ' + R, —ap® ' — (S +1)—2) = 0.

En particulier, on a d, = d = 0. Donc dans ce cas, H*(u) = 0 et H'(u) admet une
filtration dont les quotients sont

{HY (v)]i € {1,2,---,9}}.



3.3. RETOUR A LA p-H'-D-FILTRATION 67

‘Si S<—-2et R=0, ‘ alors on a encore

H*(vd) = H*(m', =n! = 3) = H*(ap®™ ' + R, —ap®™' — (S +1) —2) =0,
d’ou dg = 0. D’autre part, on a
H*(E, (1)) = HY(Eo(m!, —n' — 2)) = H*(Eg(ap®™, —ap?™1 =S —2)) =0

d’apres la |Proposition 1{ donc (3.19) devient

0 —— HI(V4) E— H(ll(y5) A 7‘[1(1/5)
Oa
H2(vg) —— 0.

Dans ce cas, le facteur H?(v4) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et H?(p). Plus
précisément, notons Qs I'image de f,, alors H'(p) admet une filtration dont les quotients
sont

{M'()]i = 1,2,3,4,6,7,8,9} U{Qs}
ot Q5 C H!(v5) est tel que
M (vs5)/ Qs = H? (1)
De plus, H?(;) = 0 méme si H?(v4) # 0.
‘SiS: —let R>1, ‘alors

H*(v}) = H*(m' —2,—n! = 1) = H*(ap® ' + R— 2, —ap® 1 = (S — 1) - 1) =0,
d’ou 0, = 0. D’autre part, on a
H*(Eg(v7)) = H*(Eg(m' —1,—n' —1)) = H*(Eg(ap”' + R~ 1,—ap™™!)) = 0
d’apres la Donc devient
0 —— H'(v) —— Hp(vr) SELIN H(7)
%

H2(vg) —— 0.

Dans ce cas, le facteur H?(1g) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et H?(u). Plus
précisément, notons Q7 I'image de f3, alors H!(x) admet une filtration dont les quotients
sont

{H Y (1)]i =1,2,3,4,5,6,8,9} U{Q7}

ott Q7 C H(v7) est tel que
H' (v7)/Qr = H?(v).

De plus, H?(11) = 0 méme si H? (1) n’est pas forcément nul.

‘De méme, si S =—1et R=0, ‘ alors le facteur H2(vy4) et le facteur H? (1) sont tous

les deux « effacés ». C'est-a-dire, H'(u) admet une filtration dont les quotients sont

{(H'(vi)|i = 1,2,3,4,6,8,9} U {Qs5, Qr}
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ott Q5 C Hl(vs) et Q7 C H(v7) sont tels que
H' (v5)/ Qs = H?(va)

et
H' (v7)/ Q7 = H* (v6).

De plus, H?(u) = 0 méme si H?(v4) et H%(vg) ne sont pas nuls.
alorson a 0 < S < R < p?! — 1. Dans ce cas,

vi=(mt, —nt —2) = (apd_1 + R, —ap?t — 5 —2)

vérifie ’hypothése du pour ¢ = a.

D’autre part,
1/% = (m1 —1,—n! - 1) = (apd_1 +R-1, —apd_1 —(S-1)-2)

avec —1 < S —1< R—1<p¥ ! —2 Donc vl vérifie 'hypothese du pour
§ = a.. Donc pour i € {1,2}, H* (1) admet une filtration dont les quotients sont

{H! (1), 1 (v2), H! (v3), Hey (v5), Hig(vr), H' (vs), H' (v9) )
De plus, on a des suites exactes longues :
0 —— H(vs) —— HL(vs) — H1(v5)

Oa
H2(V4) E— ’Hgé(l/5) E— HQ(I/5) — 0

et
0 —— H'(ve) —— H(vr) —— H'(v7)
93
7‘[2(1/6) —_— ’H%(Vﬂ —_— 7‘[2(1/7) — 0
ou
Im(8,) = L) @ I ()M
et

Im(83) = L(v7) ® Lg(wg)1V

qui peuvent étre calculés récursivement par le [['’héoreme 7

3.3.3 Cas a-singulier

Supposons que u est a-singulier, c’est-a-dire 0 < s < r = p — 1. Les quatre facteurs
simples de Z(u) sont donnés par la figure suivante (ou vy = p) :

V1
V3

2 V4
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D’apres le on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H*(u)

dont les quotients sont : ‘ ' '
HZ(V1)7’H204(V3)7,H1(V4)'
On sait que HO(vd) = HO(m! +1,-n' —2)=0et H3(vd) = H3(m'! —1,-n' —1) =0
car m',nt >0, donc H°(v3) = H3(v2) = 0. Donc il existe une suite exacte longue

0 —— H' (o) —— Ha(vs) —— H'(v3)

- (3.21)

H2:(vy) —— H2(v3) —— H3(v3) —— 0.

Sipé¢ Gr ,| c’est-a-dire S < —1, alors on a H?(u) = 0. De plus, on a

H* ()= H*m' —1,-n' = 1) = H*(ap® ' + R—1,—ap®™' =S — 1) = 0.

Donc d’apres (3.21)) , HL (v3) est juste une extension de H!(v3) par H!(v). Donc dans
ce cas, H?(u) = 0 et H'(y) admet une filtration dont les quotients sont

{%I(VZNZ = 17 27 37 4}

Sipe Gret R= p?~1 —1,| cest-a-dire S > 0 et R = p?~! — 1, alors on a

H?(Eqo(v3)) = H*(Ea(m' +1,—n' = 2)) = H*(Ea(ap®™", —ap™™" =5 —2)) = 0
d’aprés la [Proposition 1} Donc H2(v3) = 0 et d’aprés (3.21)), on a une suite exacte

0 —— H'(vs) —— Hl(v3) —L s H'(vs) —2s H2(1s) —— 0.

Donc dans ce cas, le facteur H2(v2) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et H?(u).
Plus précisément, notons Q3 C H!(v3) I'image de f, alors H?(u) admet une filtration dont
les quotients sont

{H?(vi)]i = 1,3,4}
et H'(u) admet une filtration dont les quotients sont

{H ()i =1,2,4} U {Q3}

ot Q3 C H'(13) est tel que
M (v3)/ Qs = H? (v2).

SiOgSgRSpd_l—Z, alors

vi=m'+1,-n' —2) = (ap* ' + R+ 1, —ap®! - 5 —2)

avec 1 < S < R+ 1 < p? ! — 1. Donc v} vérifie 'hypotheése du pour § = a.
Donc pour ¢ € {1,2}, H*(u) admet une filtration dont les quotients sont

{H! (1), Ho (), H! (va) ).
De plus, on a une suite exacte longue :
0 —— H'(rn) —— Hy(vz) —— H'(v3)

Oa
Hz(l/g) E— 'Ha(llg) E— ’HQ(I/3) — 0
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ou
Im(0.) = L(v) © L (v}) ")

qui peut étre calculé récursivement par le [Théoreme

3.3.4 Cas (-singulier

Si p1 est B-singulier, c’est-a-dire 0 < r < s = p — 1, alors on a forcément m!' > n' et
R > S car m > n. Les quatre facteurs simples de Z(u) sont donnés par la figure suivante
(ow vy =p):

D’apres le on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H*(u)

dont les quotients sont :

H' (1), Hig(vs), H' (va).-

On a
H(v3) = H'(m' —1,-n' —1) =0

et
H3(vd) = H3(m', —n' — 3) =0,

d’ou une suite exacte

0 —— Hl(VQ) E— Hé(l/g) E— Hl(ljg)

- (3.22)

H2(vg) —— 7—[%(1/3) — H%(v3) — 0.

H*(vd) = H*(m', —n' = 3) = H*(ap® ' + R, —ap® ' — (S +1)—2) = 0.

En particulier, on a 95 = 0. Donc dans ce cas, H?(x) = 0 et H'(;) admet une filtration
dont les quotients sont

H*(Eg(v3)) = H*(Eg(m' — 1,—n' —1)) = H*(Eg(ap™ ' + R—1,~ap?™1)) =0

d’apres la [Proposition 1} Donc (3.22)) devient

{H Y (v)i € {1,2,3,9}}.

0 —— M (vs) —— HY(s) —2 HI(vg) —2s H2 (1) —— 0.
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Dans ce cas, le facteur H?(15) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et H?(p). Plus
précisément, notons Q3 I'image de fz, alors H!(x) admet une filtration dont les quotients
sont

{H ()i = 1,2,4} U {Q3}

ott Q3 C H!(v3) est tel que
H' (v3)/ Q3 = H? ().

De plus, H?(1) admet une filtration dont les quotients sont

{H2(vy)]i = 1,3,4}.

alors ona0<8<R<p*!—1. Dans ce cas, on a

1/% = (m1 —1,-n' — 1) = (apd_1 +R—1, —apd_1 —(S-1)-2)

avec —1 < S —1< R—1<p% ! —2 Donc vi vérifie 'hypothese du pour
0 = B. Donc pour i € {1,2}, H*(u) admet une filtration dont les quotients sont

{H! (1), Hpg(vs), 7' (va) }.
De plus, on a une suite exacte longue :
0—— 7—[1(1/2) E— ,Hé(l/:g) — Hl(ljg)

9
7‘[2(1/3) —_— /H%(Vg) —_— 7‘[2(1/3) — 0

ou
Im(s) = L(19) @ I5(v3)

qui peuvent étre calculés récursivement par le [I'héoreme

3.3.5 Cas v-singulier ou a-g-singulier

Si p est -singulier ou a-f-singulier, alors il n’y a pas de E, ou Eg dans la filtration.

Donc d’apres le si p1 est y-singulier, alors pour j € {1,2}, H*(u) admet une
filtration dont les quotients sont

{H (v)]i = 1,2,3,4},

ou la valeur de v; est donnée par la figure suivante (o 1 = p) :

(9] v3

LN

Si p est a-B-singulier, alors p = (mlp +p—1,-nlp—p— 1) et pour i € {1,2}, on a

HZ(M) = L(p_ 17p - 1) ®Hi(mla _nl - 2)(1)
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3.4 Cas p’-restreint et régulier

On va comparer les résultats de la avec ceux de [KH85|] et de [DS88]. Le
but est de donner les conditions explicites pour 'existence d’une filtration générique de
H®) (- \) lorsque le poids dominant A est dans la p-alcéve du bas.

Soit A = (m,n) = (ap+r,bp + s) € Xo(T) avec a,b,r,s € {0,1,--- ,p — 1} un poids
dominant p?-restreint. Supposons que X est régulier, c’est-a-dire, r, s < p—2 et r+s+2 # p.
Donc A est de type A ou de type V. On va étudier la structure de H“®) (w - A\) pour tout
wewWw.

3.4.1 Type A

Si A est de type A, alors r +s+ 1> p.
1) Supposons d’abord que w = sg. Alors

w-A=m+n+1,—n—-2)=((a+b+p+(r+s+1—p),—bp—s—2)

avec0<r+s+1l-p<s<p-2 Donc w - A est de type V, et les neuf facteurs simples
de Z(w - \) sont donnés par la figure suivante (ot 11 = w - \) :

141
V2 V3

b7 Vs
Vg

Vg Uy Vg

_ On sait que le facteur L(vy) et l:)(l/5) forment le facteur L(10)® Eq (13 )1 et les facteurs
L(vg) et L(v7) forment le facteur L(19) ® E,(vh)M).
Donc H ™) (w - \) = H'(sg - ) admet une filtration dont les quotients sont

(L)) o H ()i € {1,2,--- ,9}}

si et seulement si H'(E, (1)) est une extension de H*(v}) par H' (v} — ) et HY(Es(v3))
est une extension de H'(v4) par H' (v — j).

On a

vs=(@p—s—2p-—r=2)+pla+b+1,-b-2),

donc v} = (a+b+1,-b—2) et i —a = (a+b—1,—-b—1). Donc H(v}) =0 car -b—2 < 0
et H2(vd —a) =0car -1 <b—-1<a+b—1letb—1<p—1. Donc H'(E,(v)) est
toujours une extension de H'(v4) par H' (v} — a).

D’autre part,

vi=(p-r—2r+s+1-p) +plat+b—-b-1),

donc v4 = (a+b,~b—1)etvi —B=(a+b+1,-b—3).Sib<p—2 alorspf—b—1,
dot vi — B ¢ W, -vd et HY(Eg(1})) est la somme directe de H(v}) et H'(vi — B). Si
b=p—1, alors

H*(Eg(v7)) = H*(Eg(a+p—1,-p)) =0
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d’apres la Donc le morphisme de bord
9p - H'(v7) = H* (v — )

est surjectif. Or
H*(v; =) =H*(p+a,—p—2)#0

sia <p—2,doncdg #0sia<p—2.
Donc dans le cas w = sg, H™(w - \) = H'(s5 - \) admet une filtration dont les

quotients sont
{L( )®H1( )1)‘26{172a79}}

si et seulement sia=p—1oub#p—1.
Notons A; = 1) + pw™! - v}. Calculons les ); :

=(r+s+1—-pp—s—2)+pla+1,b—1)
=2p—r—s—3,7)+pla,b—1)
= (r,5) +p(a,b) = A

=(p—s—2,p—r—2)+pla—1,b—1)
=(p—-s—2,p—r—2)+p(a,b
= (
= (
(
= (

p—r—2r+s+1—p)+plab-—1)
)\8—T+3+1 p,p—s—2)+pla—1,b)
$,2p—1r—s5—3)+pla—1,b).

)
p—r—2r+s+1—p) +pla—1,b+1)

p(

(

Leur positions sont visualisées par la figure suivante, ou A3 = A :

A3

A A A
62/ 2\ L

As/ \A7

Aq

Sia,b>1leta+b+2 < p,alors w!-v! est dominant et dans 'adhérence de la
premiere p-alcove pour tout 7. Donc

L) o H' (HM 2 L) @ HoO(w™ - MM 2 L) @ Lw™ - vH)M = L(\;) #£ 0.

(2

Doncsia,b>1et a+ b+ 2 < p, alors les facteurs de compositions de Hé(w)(w - \) sont

{L\)]ie{1,2,---,9}}.

Sia =0, alors A4, Ag, A\g et A\g ne sont pas dominants.

Si b =0, alors A1, Ao, A4 et A7 ne sont pas dominants.

Sia+ b+ 2 > p, alors pour certains i, /\i1 n’est plus dans 'adhérence de la premiere
p-alcdve, et donc on n’a pas forcément H'(v}) = HO(A\}).

2) Supposons que w = s45g. Alors

w-A=(—-m—-n—-3m)=(—(a+b+1)p—(r+s+1—p) —2,ap+r)
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qui est de type A car r > r + s+ 1 — p. Donc les neuf facteurs simples de A (w - \) sont

donnés par la figure suivante (ot vy = w - \) :

n

Vg 120 V4
vy Uy

V3 Vs

V9

Comme

H W (w-)\) = HX (—m —n—3,m) = H' (m+n+1,—m — 2)*,

alors d’apres la discussion pour w = sg, on trouve que H 2(sa85 - A) admet une filtration

dont les quotients sont

(L)) @ H2 () V)i € {1,2,--- ,9}}

si et seulement sib=p—1oua#p—1.

Notons \; = v + pw_l-yil. Calculons les ); :
=2p—r—s—3,7r)+p(a,b—1)
=@p-r—2,r+s+1—p)+pla,b-1)
=(—-s-2,p—1—2)+p(ab)

)\4—(p—s—2p—r—2)+p(a—1,b—1)
=(r+s+1—-p,p—s—2)+pla—10)
=(r+s+1—-pp—s—2)+pla+1,b—1)

)\7f(r s) +p(a,b) = A
=(s,2p—r—5—3)+pla—1,b)

=(p-r—2,r+s+1—p)+pla—1,b+1).

Leur positions sont visualisées par la figure suivante, ou \y = A :

A7

A A A
9>\8 3)\1 6

A5/ \ 2

A4

Sia,b>1leta+b+2 < p,alorsw ! vl est dominant et dans 'adhérence de la

premiere p-alcove pour tout 7. Donc
L) @ H* ()W = L)) @ Ho(w™" - v))M = L) @ Lw™ - v})M = L(N) # 0.
Doncsia,b>1et a+ b+ 2 < p, alors les facteurs de compositions de Hg(w)(w - A\) sont

{L(N\)|i € {1,2,---,9}}.



3.4. CAS p’-RESTREINT ET REGULIER 75

Sia =0, alors A4, A5, A\g et A\g ne sont pas dominants.

Si b =0, alors A1, Ao, Ay et A\g ne sont pas dominants.

Sia+ b+ 2 > p, alors pour certains i, /\Z1 n’est plus dans 'adhérence de la premiere
p-alcove, et donc on n’a pas forcément que H?(v}) = HO(A\}).

Pour w = s, ou sgs,, il suffit d’utiliser la symétrie entre o et 3, et on trouve que si
a,b>1et a+b+2<p,alors H (w - \) a exactement neuf facteurs simples.

Pourw=1,sia,b>1eta+b+2<petsi E(VO) ® pr! est un facteur de 2()\), alors
d’apres la v! est dominant et est dans I’adhérence de la premiere p-alcove. Donc
d’apres le (Corollaire 3] H°()\) a neuf facteurs simples distincts. De méme pour H?3(wq - \).
3.4.2 TypeV

Si A est de type V,alors r+s+2<p—1.
1) Supposons que w = sg. Alors

w-A=(m+n+1,-—n—-2)=(a+bp+(r+s+1),—bp—s—2)
avec 0 < s<r+s+1<p—2. Donc w- A est de type A, et les neuf facteurs simples de

Z(w - ) sont donnés par la figure suivante (ot v, = w - A) :

141

Vg 120 V4
vy Uy

V3 Vs

Vg

On sait que les facteurs L(vs) et E(V4) forment le facteur L(1)) @ Eq(r})® et les
facteurs L(vs) et L(vg) forment le facteur L(1Q) @ Eq(vd)™.
Donc HY ™) (w - \) = H'(sg - ) admet une filtration dont les quotients sont

(L)) o H' ()i € {1,2,---,9}}

si et seulement si H'(E, (1)) est une extension de H'(v}) par H' (v} —a) et H'(Eg(14))
est une extension de H'(1}) par H' (vt — B).
On a
vy =(r,s) +pla+b+1,-b—2),

donc v} = (a+b+1,-b—2)et vf —a = (a+b—1,—b—1). Donc H°(v}) =0 car —b—2 < 0
et H*(vj —a) =0car =1 <b—-1<a+b—1etb—1<p—1. Donc HY(E,(v})) est
toujours une extension de H'(v}) par H'(v} — a).

D’autre part,

=(p-r—s—3,r)+pla+b—-1,-b),

doncuéz(aﬁ—b—l ) et vz — B = (a+ b,—b—2). Sib>1,alorsp+—b,d’oﬁ

— B¢ W,-v¢ et H (Eg( é)) est la somme directe de H'(1}) et HY (v} — 3). Si b= 0,
alors

H'(Bp(vg)) = H' (Ep(a —1,0)) =0

d’apres le Mais si @ > 1 et b = 0, alors H' (v} — B8) = H'(a, —2) # 0. Donc si
b=0eta>1, H(Es(1})) n’est pas une extension de H'(1}) par H (1§ — ).
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Donc lorsque A est de type V, H/ ") (w - \) = H'(sg - A) admet une filtration dont les
quotients sont

{L(V?) ®H1(Vi1)(1)‘i S {1727”' 79}}

si et seulement si a =0 ou b # 0.

1

Notons \; = 1) + pw~! - v}. Calculons les ); :

M=r+s+1,p—s—2)+pla,b—1)
Xo=(s,p—r—s5—3)+pla,b—1)

Az =(r,s)+pla—1,b—1)

A = (r,8) +pla,b) = A
M=((p—r—s—3,7r)+pla—1,b)
X=p—r—s—3,r)+pa,b—2)
M=(p—-s—2p—r—2)+pla—1,b—1)
d=(p—r—2,r+s+1)+pla—10)
A= (s,p—r—s5—3)+pla—2b).

Leur positions sont visualisées par la figure suivante, ou \y = A :

Siab>2eta+b+2 < p,alors w!- Vl-l est dominant et dans l'adhérence de la
premiere p-alcéve pour tout ¢. Donc

L(V?) ® Hl(yil)(l) = L(VZ-O) ® Ho(uf1 . 1/-1)(1) o~ L(VZ-O) ® L(uf1 . Vil)(l) = L(\) #0.

1

Doncsia,b>2et a+ b+ 2 < p, alors les facteurs de compositions de Hg(w)(w - A) sont

Sia <1, alors A\g n’est pas dominant.

Si b <1, alors A\g n’est pas dominant.

Sia+b+2 > p, alors pour certains i, A} n’est plus dans I’adhérence de la premiére
p-alcove, et donc on n’a pas forcément H'(v}) = HO(A}).

2) Supposons que w = s45g. Alors

w-A=(—-m—-n—-3m)=(—(a+bp—(r+s+1)—2,ap+r)

qui est de type V car r < r+ s+ 1. Donc les neuf facteurs simples de Z (w- \) sont donnés
par la figure suivante (ot v; = w - A) :
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Comme
H ) (w-X\) = HX(—m —n—3,m) = H' (m +n+1,—m — 2)*,

alors d’apres la discussion pour w = sg, on trouve que H 2(sa55 - A) admet une filtration
dont les quotients sont

(L)) o B ()i € {1,2,--- ,9}}

si et seulement si b =0 ou a # 0.
Notons A; = 1) + pw™! - v}. Calculons les ); :

=(p-r—s—3,r)+pla,b—2)
=(r+s+1,p—s—2)+p(a,b—1)
=(p—s—2,p—r—2)+pla—1,b—1)
= (r,s) +p(a,b) = A
=(r,s)+pla—1,b—1)
=(s,p—r—5-—3)+pla—2,b)
( p(a,b—1)
=(p—r—s—3,r)+pla—1,b)
=(p-r—2,r+s+1)+pla—1,b).

)\7— s, p—r—s—3)+

Leur positions sont visualisées par la figure suivante, ou \y = A :

A8/ \A\7

Sia,b>2eta+b+2 < p,alors w!- 1/1-1 est dominant et dans l'adhérence de la
premiere p-alcove pour tout 7. Donc

L) @ H* ()W = L)) @ HO(w™" - v})M = L) @ Lw™ - v})M = L(N) # 0.
Doncsia,b>2et a+ b+ 2 < p, alors les facteurs de compositions de Hw) (w - \) sont

Sia <1, alors A\¢g n’est pas dominant.
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Si b <1, alors A\; n’est pas dominant.
Sia+b+2 > p, alors pour certains i, A} n’est plus dans I’adhérence de la premiére
p-alcove, et donc on n’a pas forcément H?(v}) = HO(A)).

Pour w = s, ou sgs,, il suffit d’utiliser la symétrie entre o et 3, et on trouve que si
a,b>2et a+b+2<p, alors H/®) (w - \) a exactement neuf facteurs simples.

Pourw=1,sia,b>2eta+b+2<petsi E(yo) ® pr! est un facteur de Z()\), alors
d’apres la v! est dominant et est dans I’'adhérence de la premiére p-alcove. Donc
d’apres le (Corollaire 3| H°()\) a neuf facteurs simples distincts. De méme pour H?3(wq - \).

3.4.3 Conclusion

On obtient ainsi une autre démonstration de la proposition suivante de Kithne-Hausmann
[KHS85] 6.3.2 (voir aussi [DS88] 5.3), en précisant les conditions pour que A soit générique :

Théoréme 9. Soit A = (ap+r,bp+ s) € Xo(T) avec a,b,r,s € {0,1,--+ ,p—1} un poids
dominant p*-restreint. Supposons que X est réqulier, ¢’est-d-dire, 7,5 < p—2 et r+5+2 # p.
Alors HY ) (w - X) admet une filtration générique (c’est-a-dire, il a neuf facteurs simples
distincts) pour tout w € W si l'une des deuz hypothéses suivantes est vérifiée :

o \estdetype Aeta,b>1,a+b+2<p;

o \estdetypeV eta,b>2,a+b+2<p.

\ V4

A+p,a’)=0 A+p,8Y)=0

—p

FIGURE 3.1 — Région générique de la p?-alcove pour p = 7
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FIGURE 3.2 — Région générique de la p?-alcove pour p = 17
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Chapitre 4

Des résultats sur 7Z et
conséquences

Dans ce chapitre, G désigne le Z-schéma en groupes SLs.

4.1 Cohomologie des faisceaux sur G/F,, G/P3 et G/B

Soit V' la représentation naturelle de G et V* la représentation duale. Soit { X7, X9, X3}

la base canonique de V' et {Y7,Y3, Y3} la base duale de V*. Alors on a

Pa = Stab(Xg)
P; = Stab(Y3).

Par conséquent,

G/P, = P(V)
Proj(S(V*)) = Proj(k[Y1, Y2, Y3])

Proj(S(V)) = Proj(k[X1, X2, X3])

ou S(V) est l'algebre symétrique de V.
On a
H°(G/Pg,rw1) & S,

ou S, = (X1 X352 X5% a1 + az + az = 7).
D’autre part, pour P,, on a

,Cg/pa (T‘(JJQ) = OP(V) (T‘)
Le fibré canonique est £(—3ws) et pour tout r € N on a :

HQ(G/POH _TWQ) = Qr-3

ot Q = (Y 0y 2y 08 by by by € N, by 4 by + by + 3 =1 + 3).

Notons & = ([Y1], [X3]) € P(V*) x P(V). Alors

B = Stab(¢)
G/B =2 G¢=7(X1Y1+ XoYs + X3Y3)

(4.2)

(4.3)
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ou ¥ (¢) désigne la sous-variété fermée définie par un polynéme bi-homogene ¢.
Donc pour tout m,n € N il existe une suite exacte de faisceaux :

0—— Og/pﬁ(m— ].) &Oc/pa(*n*?)) E— OG/pB(m) @Og/pa(—n— 2)
> (4.4)
<
ﬁg/B(m, —TL—2) 0.

En prenant la cohomologie, on trouve une suite exacte de G-modules

f x
Sm-1® Qpy ——>= S ® @,y — H?*(m, —n —2) —=0 (4.5)

ou f est la multiplication par X Y7 + XoYs + X3Ys.

4.2 Au dessus du mur

Considérons le module H?(m, —n — 2) avec n < m (c’est-a-dire, le poids (m, —n — 2)
est dans la chambre sg - C). Il est isomorphe au conoyau de 'application

fiE=8S"10Q: > F=S"2Q;_,.

Le plus haut poids de F et F est u = (n +m — 1)w;. Si v < p est dominant, alors
v=p—sa—tBavecn+m—1—2s+t>0et s—2t > 0. Donc I’espace de poids v consiste
en les monomes

XlalXSQXéI:;}/l—l—blyz—l—bzyg—l—b{;
tels que (a1 + b1, a2 + be,az +b3) = (n+m—1—s,s—t,t). Par conséquent si on fixe v,

un monoéme dans l'espace de poids v est déterminé par le triplet (by,bo, bs).

4.2.1 Cas s<n

Supposons que s < n — 1. Si le monéme déterminé par (by, by, b3) est de poids v =
(n+m—1,s—t,t),alorsona 0 <bg <tet0 < by <s—t. Deplus, sile monome (b1, ba, bs)
est dans F,,, alors

bh=n4+m-1—-s—a>n+m-1—(n—-1)—a;=m—-—a; >1

car a1 < ai t+as+ag=m— 1.
Donc on peut prendre pour base de E, les mondémes

{vi 10 <i<n—1max(0,i—s+1t) <j<min(i,t)}
ol v; ; est déterminé par le triplet (n — 4,7 — j, j) et pour base de F, les monémes
{w; ;10 <i<n—1max(0,i—s+1t) <j<min(i,t)}

ol wj ; est déterminé par le triplet (n —i — 1,7 — 7, 7). On utilise aussi la convention que
v;j = w;j = 0si (4, j) ne vérifie pas les conditions sur 4, j ci-dessus.

Classons les vecteurs dans les bases par ordre lexicographique inverse (c’est-a-dire,
(a,byc) < (d/,0/,d)sia>d ousia=d etb>bousia=d etb="> et c>c, donc
vij <wpjrsit<i ousii=1ietj<j', de méme pour w;;) :

E,:(n,0,0),(n—1,1,0),(n —1,0,1),(n — 2,2,0),- -,
m—s+1,s—t,t—1),(n—s+1,s—t—1,t),(n—s,s —1t,1);
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F,:(n—1,0,0),(n—21,0),(n—2,0,1),(n—3,2,0),
s(n—s,s—t,t—1),(n—s,s—t—1,t),(n—s—1,s —t,t).

Avec ces bases, f,(v;j) = wij + wi—1; + Wi—1,j—1 OU wi—1j < w;;j et wi—1 ;-1 < W; ;.
Donc en mettant la base de E dans les lignes et celle de F' dans les colonnes, la matrice
de f, est triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux valent tous 1 :

Wwox Wix -+ Wp—2x Wp—1x
we /I 0 o 0 0
vie |« T o0 0
Up—2 % * * . I 0
Un—1% * * s * I

Donc dans ce cas le conoyau est trivial.
Par conséquent, si H?(m, —n —2), # 0, alors v < yu — na = (m — 1 —n,n).

4.2.2 Cas s>n

Bases Initiales

On écrit s=n+kavec k>0, douv=(m—n—1+t—2kn+k—2t). Un mondéme
X0 X0 sy I-bry, by ~1bs
est de poids v si et seulement si
(a1 +bi,a2 +ba,a3 +b3) = (m—k—1,n+k—1,1).
On prend pour base de E, ’ensemble
BE ={vij1<i<m—k0<j<tt—-m+i<j<k+i—m+n}

ol v; j est le mondme déterminé par le triplet (m —k — i,k +i—j —m+n,j).
De méme, on prend pour base de F, 'ensemble B = Bf" U BL ot
Bl ={wij|1<i<m—-k—-1,0<j<t,t—-m+i<j<k+i—m+n}

et
BY ={u;0<j<tt-m<j<k—m+n},

w; j est le mondéme déterminé par le triplet (m —k —i—1,k+i—j—m+mn,j) et u; est
le monéme déterminé par (m — k — 1,k — j — m + n, j). On utilise encore la convention
v = w;j =wj = 0si (4,7) ne vérifie pas les conditions précédentes.

Remarque 10. Les conditions sur ¢ et j viennent du fait que 0 < b; < a; + b; et on
connalt déja la valeur de a; + b;.

Remarque 11. L’ensemble Bg peut étre vide (par exemple, lorsque k < m — n).
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Cardinalités des bases

Supposons maintenant qu’il existe a € {1,2,--- ,p — 1} tel que
ap® <n<m < (a+1)p (4.6)

Dans ce cas, on peut simplifier les conditions pour j dans les définitions de BE et BF.
En effet, comme v = (m —n — 1+t — 2k, n 4+ k — 2t) est dominant, on a

2k<m-n-—1+t

et
2t <n+k,
d’ou
t<2n+m-n—1+t=n+m-—1+t.
Donc
tgn_‘_f?n_lgn

sous I’hypothese (4.6]).
Posons

BY ={vi;eB1<i<m-—k—1}

et
BQE = {Ui,j S BE’Z =m — /{7}

Alors BE = BE U BY et

BY = {vijli=m—k0<j<tt—k<j<n}
= {v; jli =m — k,max(0,t — k) < j <t}

car t < n.
De méme, on a

BY ={u0<j<t,t—-m<j<k—m+n}
= {w;]|0 < j <min(t,k —m+n)}

cart < n <m.
Donc si k <t alors |[BY | =k+1et |BY|=k—m+n+1;sit<k<t+m—n,alors
BY|=t+1let|BY|=k—m+n+1;sik>t+m—n,alors |[BY|=t+1et |BY|=t+1.

Ordre sur les bases

Classons BF par ordre lexicographique, ¢’est-a-dire Vi < vy sit<i ousii=7i et
j < j'. Classons aussi Bf et Bg respectivement par ordre lexicographique et demandons
que les éléments dans BY" sont toujours plus petits que les éléments dans BL', c’est & dire
wij < wyysii<i ousii=1etj <y, etu; <ujsij<j,etw; <uj.

Listons les deux bases par ordre (ici on suppose que k < t, les autres cas sont ana-
logues) :
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BE BF
(m—k—1,k+1—m+n,0), (m—k—2,k+1—m+n,0),
i1 (m—k—1,k—m-+n,1), (m—k—2k—m+n,1),
(m—k—-1,0,k+1—m+n) (m—k—2,0k+1—m+n)
(m—k—2,k+2—m+n,0), (m—k—3,k+2—m+n,0),
i— 9 (m—k—-2k+1—m+n,1), (m—k—-3k+1—m+n,l),
(m—k—2,0,k+2—m+n) (m—k—3,0k+2—m+n)
(n—t—1,t+1,0), (n—t—2,t+1,0),
Pt (n—t—1,t,1), (n—1t—2,t,1),
(t—k—1,n+k—t1), (t—k—2,n+k—t1),
iy | t—k—Lntk—t—12) (t—k—2n+k—1t—12),
(t—k—1,n+1+k—2t1) (t—k—2n+1+k—2t1)
O,n—t+k,t—k), (m—k—1,k—m+n,0),
BE ot BF On—t+k—1,t—k+1), (m—k—1Lk—m+n-—1,1),
2 2
(0,n —t,1) (m—k—1,0,k—m+n)

Remarque 12. On peut voir que sauf pour la derniére ligne, chaque ligne des listes B

et BY ont la méme cardinalité.

Changement de bases

On écrit simplement f au lieu de f, car v est déja fixé. Avec ces bases,

floig) = wij+wiog;+wigja, sioi>2 (4.7)

florg) = wij+u;+uj (4.

Maintenant faisons un changement de base pour E en définissant v] ; par récurrence :
9
/ _ . . . 7N 7’ . I / _ L _ /
Posons v} ; = v;j; sii > 2 et on a déja défini v;_; ;, posons v; ; = v;j — Vj_y ; — Vj_q ;_1-

Remarque 13. On utilise toujours la convention que v;; = 0 si (7,7) ne vérifie pas les

conditions.

Montrons par récurrence que avec cette base, on a

fvij) = wij - (=1)’ Z <;,> Uj—jr (4.9)

/=0

(comme il n’y a qu’un nombre fini de u; non nuls, c’est bien une somme finie).



86 CHAPITRE 4. DES RESULTATS SUR Z ET CONSEQUENCES

La formule est correcte pour i = 1. Si on I’a montrée pour ¢ > 1, alors
f(vngl,j) =f(vit1,5) — f(”vl;,j) - f(vg,jfl)
o0 .
- i
=Wt + Wi+ Wit — Wi+ (=1)" < -,> Uj—jr

j/zo j
I 1
— w1+ (=1)" Y ( .,> Uj—jr—1

=\

=wiy1,5 + (=1)' : 1[<j,> + <j, N 1)]%‘—;” +(=1)y

=

. ey 7
=wi1; — (1)) <'>“j—f"

/
j'=0 J

Cela termine la preuve de la formule (4.9).

Matrices

Avec ces nouvelles bases, la matrice de f devient

Wi W2x - Wmpm—k—1x Ux
o, 41 0 0 Cy
v, [0 1 o 0 s
a0 0 o T G
Uype VOO0 0 Con

Remarque 14. Les blocs diagonaux sont des matrices identité carrées, a 1’exception du
dernier bloc C,,_, qui a |B¥| lignes et |Bf'| colonnes.

Remarque 15. Si k& < m — n, alors la derniére colonne n’existe pas. Dans ce cas, la
matrice de f est simplement une matrice identité avec quelques lignes nulles au-dessous.

Remarque 16. Les C; ne sont pas forcément carrées. Par exemple, supposons que k < ¢t
et 1<i<t+m-—n—k,alors C; =

uo u1 Uk—m+n
Ué,o (é) 0 0
via W © 0
Uz,z (;) (11 1) (ikarimfn)
Ug,k:-i-z‘—m-i-n 0 0 T (2)

Ce qui nous intéresse, c’est la matrice C,,_;. Comme elle dépend de m,n,t, k, on la
note Dy, ¢ k-
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D’apres la discussion dans le paragraphe « Cardinalités des bases », si k >t +m — n,
alors

(" (g (")
Dm,n,t,k:
m—k m—k m—k
C eV R o
1 0 0
("1 0

("N ) e

qui est une matrice triangulaire inférieure dont tout coefficient diagonal vaut 1. Donc dans
ce cas, H*(m,—n — 2), = coker(f,) = 0.
Sit<k<t+m—n, alors

("M (" ()
. (" ("eH (-
m,n,t,k —
o I ) G tm—n)
1 0 0
m—k
_ S ’ (4.11)
() I ) B |
1 0 0
* 1 0
. |

dont le conoyau est nul. Donc dans ce cas H?(m, —n — 2), = 0.
D’apres ce qui précede, le conoyau est nul si £ > ¢ et 'on obtient donc la proposition
suivante.

Proposition 11. Pour m > n fizés, et (t, k) tels que vy, = (m —n—1,n) —ka —tf soit
dominant, l'espace de poids vy, de H?(m, —n — 2) est le conoyau de la matrice

—k —k —k
C?—k) (;Tkgl) e (tfiz4nzfn)
—k —k —k
Q7l+1) (Zik) e széﬁmfn+¢)
Dm,n,t,k = . . . . (412)

"G (i)
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sim—n <k <t, et est nul sinon.

Remarque 17. Par [And79, 3.6 b], tout poids v de H?(m,—n — 2) vérifie que v <
(n—m,m—2)=(n+m—1,0) —ma — 3, c’est-a-dire il faut que k > m —n et t > 1. On
peut aussi déduire ce résultat des calculs ci-dessus.

Remarque 18. Si p = (m, —n — 2) est sur le mur, c¢’est-a-dire m = n, alors les matrices
Dy ni i = Dyt pour k <t sont toujours carrées.
Plus précisément, on a

G20 () e ()
() B i) IR A B

Dyt = _ . . | . (4.13)
() IO () TP (A

En outre, d’aprés [Kra99] (2.17), on a

k+1t—kn—t k:+1 i—l k n
itj+l-1 ) ()

.t = dét(Dy g i) = IIHIIHﬂ+l H ) II(W' (4.14)
i=1j5=11=1 i=0 \1

4.3 En dessous du mur

Traitons maintenant le cas de H?(m, —n — 2) ou n > m.

Ona H*(m,—n—2) =2 H'(—m —2,n)" et so(—m — 2,n) —a = (m,n —m — 1) est
dominant. Donc par [And79] Theorem 3.5, 'unique plus haut poids de H?(m, —n — 2) est
A= —wo(m,n—m—1)=(n—m—1,m).

Soit v =A—ka—tf=(n+m—1,0)—(m+k)a—tf=(n—m—1+t—2k,m+k—2t)
un poids dominant dans H?(m, —n — 2). Alors on a

0<2k<n—-—m-—1+t¢ (4.15)

et
0<2t<m+k. (4.16)

Les monomes de 'espace de poids v vérifient (a; + b1, a2 +bg,a3+b3) = (n—k—1,m+
k—t,t).
On prend pour base de F, I’ensemble

E—full<i<n—k0<j<tt-m+i<j<k+i}

ol v; ; est le monéme déterminé par le triplet (n —k — i,k +1i— j, 7).
De méme, on prend pour base de F, I’'ensemble Bf = Bf" U B ot

Bf ={wj]1<i<n—k—-1,0<j<tt-m+i<j<k+i}

et
By ={u|0<j<tt—m<j<k},

w; ; est le monome déterminé par le triplet (n —k—i—1,k+1i—j,j) et u; est le monéme
déterminé par (n —k — 1,k — 7, 7). On utilise encore la convention v; ; = w; j = u; = 0 si
(1,7) ne vérifie pas les conditions ci-dessus.
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Remarque 19. Les conditions sur i et j viennent du fait que 0 < b; < a; + b; et on
connait déja la valeur de a; + b;.

Posons
BE ={v; eBE1<i<n-—k-1}

et
BY = {v;; € BE|i =n — k}.

Alors BE = BF U BY.

Remarque 20. Par (4.15) et (4.16), on at —k < m —t < n —k — 1. Dans la définition
de B et B, les valeurs possibles pour j dépendent de la valeur de 4. Plus précisément,

si 0<i<t—k,alors 0<j<k+i
si t—k<i<m-—t/alors 0<j<¢
si m—t<i<n—-k—1lalors i—-m+t<j<t.

Cardinalité de BY et BY
D’apres (4.15) et (4.16)), on a 3t <m +n —1 < 2n, d’ou t < n. Par conséquent,
BY = {u;| max(0,t —m) < j < min(t, k)}
et
BY = {v,_ | max(0,t —k +n—m) <j <t}

En particulier, si &k < n —m, alors BQE est vide.

Sik>mn—m,alorsonat>k+1car 2k <n—m—1+t d’apres . De plus, d’apres
(4.16), ona 2t <m+k <m+t—1,d ot < m—1. Donc dans ce cas, By = {u;|0 < j <k}
et BY = {w,_p |t —k+n—-—m<j<t}) Donc|BS|=k+1let |BY|=k—n+m+1

Ordre sur les bases

Classons BY par ordre lexicographique, c’est-a-dire vij < vy sii<i ousii=1i et
j < j'. Classons aussi BI" et BL" respectivement par ordre lexicographique et demandons
que les éléments de BY" sont toujours plus petits que les éléments de BY', c’est-a-dire
wij < wyr g Sl < ousit=1detj<j, et u; < w8y < j, et Wi < Ujr.

Changement de base
On écrit simplement f au lieu de f, car v est déja fixé. Avec ces bases,

f(vz}j) = Wjj+Wi—1; + Wi—1,4-1, si 12>2 (4.17)
f(ULj) w1+ uj + uj—1 (4.18)

Maintenant faisons un changement de base pour E en définissant v] ; par récurrence :
9
/ o L. o . 7o 7 : / / — Lyl _
Posons vy ; = v;j; Sl > 2 et on a déja défini v;_; ;, posons v; ; = vjj — Vj_y ; — Vj_q j_q-
Remarque 21. On utilise toujours la convention que v;; = 0 si (¢, 7) ne vérifie pas les
conditions.
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Montrons par récurrence que avec cette base, on a

Fij) =wij—(=1)" Y (Z,> Uj—jr (4.19)

=\

(comme il n’y a qu’un nombre fini de u; non nul, c’est bien une somme finie).
La formule est correcte pour i = 1. Si on ’a montré pour ¢ > 1, alors

f(U§+1,j) =f(vit1,5) — f(vé,j) - f(vg,jfl)

e’} .
; (3
=Wis1, + wij +wijo1 —wig+ (=1)" Y ( .,> Uj—j

=\
I 1
— w1+ (—=1) Z < )“j—j’—l

>/
4'=0 J
7 - i i 7
=witry + (S0 Y0 )+ e+ (CD'y
o\ J
) > [
=wi1,; — (1) <,> Uj—jr-
j/:[) .7

Ceci termine la preuve de la formule (4.19)).

Matrices

Avec ces nouvelles bases, la matrice de f devient

Wi W2x - Wp—f—1x Us
W, 1 0 0 Cy
o, [0 1 0 o}
g | 00 T G
Ve N0 0 0 Cot

Remarque 22. Les blocs diagonaux sont des matrices identité carrées, a 1’exception du
dernier bloc C,,_y, qui a |B¥| lignes et |Bf'| colonnes.

Remarque 23. Si k£ < n —m, alors la derniére ligne n’existe pas. Dans ce cas, la matrice
de f est simplement une matrice identité avec quelques colonnes a droite. La dimension
du conoyau est simplement la cardinalité de B (c’est-a-dire, le nombre de colonnes dans
le bloc uy).

Remarque 24. Les C; ne sont pas forcément carrées. Par exemple, supposons que k <t
et 1 <i<t—k,alors

uo ul “ e uk‘
U’,o (é) 0 0
U;,l (D ((Z)) 0
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Ce qui nous intéresse, c’est la matrice C,,_r. Comme elle dépend de m,n,t,k, on la
note Dy, p ¢ k-

Comme le cas k < n—m a déja été discuté dans Remarque supposons maintenant
que k > n —m. D’apres la discussion dans le paragraphe « Cardinalité de BQE et Bg », on
a

—k —k —k
(tfkn+nfm) (tfkfnfmfl) e (t72Z+nfm)
n—k n—k n—k
(t7k+nfm+1) (tkarnfm) T (t72k+n7m+1)
Dm,n,t,k = . . . . . (420)
"7") (i IR ()

On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 12. Pour m <n fizés, et (t,k) tels que v, = (n —m —1,m) — ka —tf soit
dominant, ’espace de poids vy, de H?(m,—n — 2) est le conoyau de la matrice (4.20)) si

k>mn—m, et est isomorphe ¢ Z™ntk)—max(0.t=m)+1 gip oy

Remarque 25. On se place maintenant sur un corps k de caractéristique p > 0. Sin > m
et (m,—n—2) ¢ Gr, alors (m, —n — 2) n’a de la cohomologie qu’en degré deux. Donc on a

chH2(m, —n —2) =x(Sa58 - (M, —n —2)) = x(n —m —1,m) = x(\),

et la multiplicité de chaque poids dominant A\ — ko — ¢35 est connue, cf. [Hum72] 21.3. Plus
précisément, la multiplicité du poids dominant A — ko — ¢ est 1 +min(¢, k,n —m —1,m).
On va comparer ce résultat classique avec les résultat obtenus dans cette section.

1. Supposons d’abords que n —m — 1 > m.

Sik <m <n—m-—1,alors dim H?(m, —N—2)\—ka—t8 = |BY'| d’aprés la [Remarque 23

Or d’apres , ona2t<m+k<2m,dout<met
BY = {u;]0 < j < min(t, k)}.
Donc, comme £ < m <n —m — 1, on obtient
dim H?(m, —n — 2)x_ga—tp = 1 +min(t, k) = 1 + min(t, k,n —m — 1,m),

qui coincide avec le résultat classique.
Sit<m<n-—m—1,alors d’apres (4.15)), ona 2k <n—-—m -1+t <2(n—m — 1),
d’ou kK <n —m — 1. Donc d’apres la

dim H?(m, —n — 2)x—ka—1 = |B5 | = 1 + min(t, k) = 1 + min(t, k,n — m — 1,m),

qui coincide aussi avec le résultat classique.

Si min(¢, k) > m, alors d’apres , ona?2 <m+k < 2k, dou t < k. Donc
d’apres , ona2k<n—-m-14+t<n—-m+1+k douk <n-—m—1. Par
conséquent, on a dim H2(m, —n — 2)x_ka—tg = |BY| = |[{ujlt —-m < j <t} =1+m =
1+ min(¢, k,n —m — 1,m), qui coincide avec le résultat classique.

2. Supposons maintenant que n —m — 1 < m, alors d’apres (4.15)) et (4.16]), on a
t<2m+n—m—1<3m,dott<met B = {u;|0<j<min(tk)}.

Si k < n—m— 1, alors d’apres la [Remarque 23| on a dim H%(m, —n — 2)x_ka—15 =

|BY'| = 14 min(t, k) = 1 + min(¢, k,n —m — 1,m), qui coincide avec le résultat classique.
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Si k > n —m, alors d’aprées , onat>2k—(n—m-—1)>k+1, dot min(t, k) >
n —m — 1. Le résultat classique donne dim H?(m, —n — 2)\—ka—tp = L +min(t,k,n —m —
1,m) = n—m dans ce cas. D’autre part, on sait que H%(m, —n — 2)\_kq—ts est isomorphe
au conoyau de la matrice , qui a k —n + m + 1 lignes et k + 1 colonnes, d’ou le
corollaire suivant :

Corollaire 4. Fizons un corps k de caractéristique p > 0. Sin > m >n—m—1 et
(m,—n — 2) ¢ Gr, alors la matrice (4.20) est de rang mazimal.

4.4 Une application

On se place a nouveau sur un corps k de caractéristique p > 0.

Proposition 13. Sin = ap® +r aveca € {1,2,--- ,p—1} et r € {0,1,--- ,p — 1}, alors
on a une suite exacte de G-modules

0——=L(p?—1,(a —2)p? +7) —=V(r,n —2r — 2) — H?(n,—n — 2) —=0.
(4.21)

Dans ce cas, H?(r, —r —2) = 0 et d’apres le H?(n, —n—2) est un quotient

du module de Weyl V (r,n — 2r — 2), c’est-a-dire, il existe une suite exacte
0 —— K —— V(r,n—2r—2) —— H?*n,—n—2) —— 0.

Donc pour montrer la|[Proposition 13| il suffit de montrer que K = L(p? —1, (a —2)p® +r).

Remarque 26. Si a = 1, alors on a H?(n,—n —2) 2 V(r,p? —r —2) = V(r,n — 2r — 2)
d’apres le D’autre part, on a L(p? —1,(a —2)p? +7r) = L(p? — 1,7 —p?) =0

d’apres la Donc on peut supposer que a > 2 dans la preuve.

Pour ¢,k > 0, comme dans la [sous-section 4.2.2] notons

nr=02n—1Nw —(n+k)a—-tf=(t—2k—1,n+k—2k).

Alors on sait que espace de poids H?(n, —n—2),, , est isomorphe (comme espace vectoriel)
au conoyau de la matrice

G0 () ()
(tf;;]fl) (?:I]:) e (t—n27~c’i1)

Dyt = . ' . : : (4.22)
(P I oy IR T ()

dont le déterminant est (cf. [Kra99] (2.17))

k+1t—kn—t

i+j+i—-1 '
dét(Dp ¢ 1) HHH2+]+[ H tk'“ 1):]':[0(11)‘

=1 j=11=1 1=1 t—k

(4.23)
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4.4.1 r=0

Dans ce cas, n = ap? et le module de Weyl V (0, ap? —2) n’a pas de multiplicité comme
T-module et la structure de ses sous-modules est connue d’apres Uarticle [Dot85].
On veut montrer que

K=Lo=L(p"—1,(a—2)p") = L(p* — 1,n — 2p") = L(va ).
Lemme 12. La matrice D,, ,a ( est inversible donc vpa o n'est pas un poids de H?(n,—n — 2).
Cela implique que K contient le poids vy et donc Lo C K.

Démonstration. Si t = p® et k = 0, alors on a dét(Dp i) = () = (‘;’;d) = () #0

(mod p). O

Pour montrer que K C Lo, on va utiliser les résultats de [Dot85]. Attention, Doty
consideére H°(m,0) et nous considérons son dual V (0, m), pour

d—1
m=ap’ —2=(p-2)+ > (p—1p" + (a - 1)p".
u=1
Suivant [Dot85, 2.3], pour u = 0,...,d, notons ¢,(m) le u-iéme chiffre de 1’écriture p-
adique de m; on a donc ¢op(m) = p — 2, puis ¢,(m) = p—1pour u =1,...,d — 1, puis

cg(m) =a —1 et enfin ¢, (m) = 0 pour u > d.

D’apres [Dot85], Prop. 2.4, on note E(m) ’ensemble des d-uplets (ay, ..., aq) d’entiers
> 0 vérifiant les conditions suivantes :

0<com)+aip=p—24+ap<3(p—1) (4.24)

d’ot a1p < 2p—1 d’ou a1 < 1. Puis, pour u = 1,...,d — 1, supposant avoir montré que
0 <ay <1, on doit avoir :

0<cuy(m)+ayt1p—ay=p—14 ayt1p—ay, <3(p—1) (4.25)

d’oll ayt+1p < 2p—2+ay, < 2p—1 et donc ayy1 < 1. Ceci montre que 0 < a,, < 1 pour
uw=1,...,d. Enfin, pour u = d la condition

0<cy(m)—ag=a—-1-ag<3(p—1)

est automatiquement vérifiée puisque a > 2 et ag < 1. Donc, pour m = ap® —2 avec a > 2,
I'ensemble E(m) de Doty est {0, 1}

Rappelons que notre V(0,m) est le dual de H°(m,0), donc contient un module simple
L(z,y)* = L(y,z) si et seulement si L(z,y) est un quotient de H"(m,0). Tenant compte
de ceci, on déduit de [Dot85], Theorem 2.3, que V(0,ap? — 2) contient un unique sous-
module simple L(v)*, qui correspond & I'unique quotient simple L(v) de H’(ap? — 2), qui
est donné par 1’élément maximal e = (1,...,1) de E(m).

Avec les notations de [Dot85], §2.4, v vu comme poids dominant de SL3 est donné par
un triplet (b1, be, b3) d’entiers by > by > b3, déterminé par la regle suivante (cf. [Dot85]
haut de la page 379).

Pour u =0, ...,d, on note Ny(e) (resp. Ry(e)) le quotient (resp. le reste) de la division
euclidienne de ¢, (m) + e, +1p— e, par p—1, en posant eg = 0 = e441 et, pour u = 1,...,d,
e, est la u-ieme coordonnée de e, a savoir 1. On a donc :

co(m)+eip—ep=p—2+p—0=2p—2, d’ott Ny(e) =2 et Ro(e) = 0.
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Puis, pour u =1,...,d—1,on a:

cu(m) +eypip—ey,=p—1+p—1=2p—2 d’out Ny(e) =2 et Ry(e) =0.
Enfin, pour u =d on a ¢g(m) + egr1p—eg=a—1+0—1=a—2 et donc Ny(e) =0 et
Rji(e) = a — 2. Alors, les coefficients ¢, (bj) de 'écriture p-adique de b; sont donnés pour

j=1par:

(b)) p—1 sij=1<Ny(e) cca-dsiu=0,1,...,d—1
cu(br) =
' Ri(e) =a—2 pouru=dcarj=1= Ny(e)+ 1.

Puis, pour j = 2 les coefficients ¢, (by) sont donnés par

culby) = p—1 sij=2<Ny(e)ca-dsiu=0,1,...,d—1
0 pour u =d car j =2 > Ny(e) + 1.

Enfin, pour j = 3 les coefficients ¢, (b3) sont donnés par

(b3) R.,(e)=0 sij=3=Nyle)+1lcadsiu=0,1,...,d—1
C =
s 0 pour u = d car j =3 > Ny(e) + 1.

On obtient donc le triplet (p? — 1 + (a — 2)p?, p? — 1,0) d’oit le poids dominant
v = (a—2)ptwr + (p? — 1)wy

et donc V' (0, ap® — 2) contient pour unique sous-module simple le module simple considéré
plus haut :

Lo=L(w*)=Lp%—1,(a—2)p?) = L(p? —1,n — 2p?) = L(vyap)-

Toujours d’apres [Dot85], Theorem 2.3 et §2.4, le socle de V(0,m)/Ly est la somme
directe des modules simples L(e?)*, pour i = 1,...,d, ot chaque e’ désigne le d-uplet :

(1,...,1,0,1,...,1)

I'unique 0 étant & la i-éme place. Il faut déterminer le plus haut poids de L(e?), toujours
avec la méme regle. Cette fois-ci on trouve,

Ni—1(e") =0, Ri_1(e") =p—2, Ni(e') =2, Ri(e") =1,
sii<d-—1,et

Nd,l(ed) =0, Rd,l(ed) =p—2, Nd(ed) =0, Rd(ed) =a—1.

Donc le plus haut poids A\; de L(e?)* correspond & (t;, k;) = (p? + p'~1,p') pour i =
1,---,d—1 et \g correspond & (tq, kq) = (p?1,0).
Lemme 13. Pour tout i € {1,2,...,d}, le conoyau de la matrice D"vti,ki est mon trivial

et H?(n,—n — 2) contient le poids \;. Donc L()\;) n’est pas contenu dans K.
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Démonstration. On suppose d’abord que 1 < i < d — 1. Dans ce cas,

k.
- 1L (00
n,tiki —

I (7)
ki ki

Up( o) = G+ 1)d =D vp(ts = 1) — jd+ > vyl
=0 =1

>d—(d—i)—(i—1)=1,

ot la derniére inégalité résulte de Iécriture p-adique de k; = p’ et t; — k; = p? — p* +pi~L.
C’est-a-dire, p divise dy, ¢, ;-
d
Il reste le cas i = d, ou (t;, k;) = (p?~1,0). Dans ce cas, oty kg = (Z) = (p‘ff,l) , donc

Up(dnﬂfd,kd) =1 O

D’apres le [lemme 12| et le [lemme 13| on conclut qu’il existe une suite exacte de G-
modules :

0——L(p? —1,(a —2)p?) —=V(0,ap? — 2) — H?(ap?, —ap? —2) —=0. (4.26)

442 1<r<p-1

Le but est d’étendre le résultat pour » = 0 au cas 1 < r < p—1 en utilisant le principe
de translation.
Notons A = (0, ap? —2) et = (r,ap? —r —2). Alors le mur contenant \ est défini par

F={veX(MI0<{v+pa)<pap®—p<v+p ) <ap?, v+p~") = ap?}

et p € F.
Appliquons le foncteur exact T¥' & la suite exacte (4.26) :

0——=T¢L(p? — 1, (a — 2)p?) Vi) T{H*(ap®, —ap® — 2) —=0.  (4.27)
Définissons les éléments w1, wy € W), par
w v =v— (v +p,8%) - (a— 1)pY3

et
wy-v=sg-(v—({v+p BY)—aph)pB).

Alors (p? — 1, (a — 2)p?) = w1 - A est sur le mur
F'={v e X(T)|(v+p,a)=p" (a=2)p* < (v+p,8) < (a—2)p" +p,
(a—1p" < (v+p,7") < (a—1)p? +p}.

Donc
wi-p= (=1, (a=2)p" + 1) € F.
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D’apres [Jan03] II 7.15, on a
TYL(p? = 1, (a = 2)p”) = T{ L(wy - A) = L(wy - p) = L(p? = 2, (a — 2)p” + 7).
De méme, ws - A = (ap?, —ap? — 2), d’on
T/(LHQ(apd, —ap? —2) = TEH? (wo - A) & H? (ws - 1) = H%(ap? + r, —ap? — r — 2).

Donc la suite exacte (4.27) devient (4.21]). Ceci termine la preuve de la [Proposition 13

4.5 Une extension au cas de SL;,

Dans cette section on travaille & nouveau sur Z et 'on étend les résultats des sec-
tions au cas de SLg4; pour d arbitraire. Notons 7' le sous-groupe des matrices

diagonales. Pour i € {0,1,--- ,d}, définissons ¢; € X (T) comme le caractére qui envoie
diag(ag, a1, -+ ,aq) sur a; et posons a; = €;_1 — €;. Alors {a1,--- ,ay} est Pensemble des
racines simples. Notons w1, - ,wy les poids fondamentaux correspondant a «q,--- , ay.

On fixe m,n € N et l'on consideére le poids p = mw; — (n + d)wg. Le but est de calculer

He ([

Soit V' la représentation naturelle de G et V* la représentation duale. Soit { Xo,--- , X4}
la base canonique de V et {Yp,---,Yy} la base duale de V*. Soit P, (resp. Py) le sous-
groupe parabolique maximal correspondant a ag, as, -+ ,aq (resp. a, g, -+ ,aq-1). Po-
sons P = P; N Py, c’est le sous-groupe parabolique correspondant & aw, - - -, ag—1 Alors

P, = Stab(Xd)
P = Stab(}/o)

Par conséquent,

G/P; = P(V)
Proj(S(V*)) = Proj(k[Yo, Y, - , Y4))
G/Pl = [P)(V*)

Proj(S(V)) = Proj(k[Xo, X1, , X4])

ou S(V) est l'algebre symétrique de V.
On a
H(G/Py,rw) = S, (4.28)

ot S, = (X° X' - XJao+ a1+ +ag=r).
D’autre part, pour Py, on a

La/p,(rwa) = Opyy(r). (4.29)
Le fibré canonique est £(—(d + 1)wgq) et pour tout » € N on a :
H*(G /Py, —rwa) = Qr_g—1 (4.30)

ol Q, = (Yy oy 10y by e NUbg 4 by 4 - by = 7).

1. Dans la version soumise le 21 mars on ne considérait que le cas ou m = n. L’extension au cas général
a été ajoutée en mai 2019.



4.5. UNE EXTENSION AU CAS DE SLg41 97

Notons ¢ = ([Yo], [Xa4]) € P(V*) x P(V). Alors

P = Stab(§)
G/P = Gt=7¥(XoYo+ X1Yi 4+ XyYy)

ou ¥ (¢) désigne la sous-variété fermée définie par un polynéme bi-homogene ¢.
Donc pour tout m,n € N il existe une suite exacte de faisceaux :

0—— Og/pl(m— 1) &OG/pd(*n*d* ].) E— OG/pl(m) &OG/pd(*n*d)

< —

Lg/p(m,0,---,0,—n —d) 0.

(4.31)
Comme H°(P/B,p) = pet H(P/B,u) =0sii>0,o0na

Hi(n) = H'(G/P,p)
pour tout i. Donc en prenant la cohomologie, on trouve une suite exacte de G-modules

0—— Hdil(,u) — Qn ®Sm—1 # Qn—l ®Sm

S

HYp) ——— 0,

(4.32)

ou f est la multiplication par XoYp + X 1Y7 + -+ - + X Y.

Onnote £ =@, ® Sjp_1 et FF=Qp_1® S,.

On sait que Xy, X7, -+, Xy sont de poids w1, wy —aq, -+, w1 — a1 — Qg — -+ — aq €t
Y; est de poids opposé a celui de X;. Comme f préserve les espaces de poids, alors il suffit
de calculer le conoyau de f,, pour chaque poids dominant v.

Le plus haut poids de E et de F est (m+n—1)w;. Siv < (m+n—1)w; est dominant,
alors il existe s1,52---,54 € N tels que

v=(m+n—1w —s1a1 — Saqy — - -+ — Sq0¢q
:(m +n—1-—2s1 4+ SQ)OJl + (51 — 289 + 53)&)2 + (52 — 283 + S4)Ld3
+ o4 (84—2 — 25q—1 + Sq)wa—1 + (Sa—1 — 254)wq

avecm+n—1—2s1+s2>0et 5,1 —28;+5;41 >0pour2 <i<d—1et sq_1—2s5 > 0.
Donc l'espace de poids v consiste en les monomes tels que (ag + b, a1 + b1, -+ ,aq+bg) =
(m+mn—1-—s1,81 — 82, ,S84-1 — Sd, Sq). Par conséquent si on fixe v, un monéme dans
I'espace de poids v est déterminé par b = (bg, b1, -+ ,bg). Dans la suite, la lettre b sans
indice désignera un élément de N+1,

4.5.1 Casn<m

1) Si 1 < n — 1, alors tout monéme (bg,b1,---,bq) dans E, vérifie by > 1 (car
b+ +bsg <sy<mnetby+b +---+bg=mn). Soit

A:{b:(bo,b1,~-,bd)ENdH]bo—i-bl—i---'—l—bd:n, 1<by<m+n-—1-—s,
bi <s;—sip1 si 1<i<d—1, bg<sq}
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Donc on peut prendre pour base de E, I'ensemble {vy|b € A} ol v est le mondéme déter-
miné par b. Comme m+n—1—s;1>2n—1—s; >n,on a

A={b=(bo,b1, -+ ,bg) EN"by+ b1+ +bg=n, 1<by<n,
biSSi_SH—l si 1§i§d—1, bdﬁsd}.

Pour 0 < i < d, on note ¢; = (0,0,---,1,---,0) € Z¥! ou 1 est & la i-eme position, alors

on peut prendre pour base de F, I'ensemble {w|b € A} ot w; est le monoéme déterminé
par b — ey. Avec ces notations, on a

f(vu) = Wy + Wy+ep—eq +---+ Wy4-eg—eq-

Classons A C N%*! par ordre lexicographique inverse, alors u 4+ ey — e; < u pour
tout 1 < i < d. Donc la matrice de f correspondant aux bases vy et wy est triangulaire
inférieure, et ses coefficients diagonaux valent tous 1. Donc le conoyau H%(u), de f, est
nul.

Ceci montre que tout poids de H?(u) est < (m +n — 1w — nay.

2) Si s1 > n, notons s; = n + k avec k > 0. Posons
A={b=(bg,by, - ,bg) e N by + by +---+bg=n, 1<by<m-—1-k,
bi <si—siy1 st 1<i<d-—1, bg<sq},
C ={b=(0,by,--- ,bg) € N|p; + . + by =n,
bi <si—siy1 si 1<i<d—1, bg<sq},
D={b=(m—k—1,b, - ,bg) N by 4. bg=k+n—m, b <s;—si11
si 1<i<d-—1, bdgsd}.

On prend pour base de E, 'ensemble {vy|b € AU C} ou vy est le monéme déterminé
par b = (bo,- - ,bgq). On prend pour base de F), 'ensemble {wp|b € A} U {up|b € D} ot wy
est le monome déterminé par b — eg et up est le mondéme déterminé par b € D.

Convention 2. Soit b € Z4*!. Sib¢ AUC, on pose v, = 0. Si b ¢ A, on pose w, = 0. Si
b ¢ D, on pose up = 0.

Avec cette notation, on a

f(vb) =Wp + Whteg—e; T Whteg—es T ** " Whteg—ey S bo<m-—k—2 (4 33)
flop) =wp + up—e; +Up—ey + -+ Up—e, si bp=m—k—1 ’

Maintenant faisons un changement de base pour E, en définisant v} pour tout b € AUC
par :

e sibyp=m—k—1, on pose v, = vp;
e sibg=m — k — 2, on pose

Vh = Vb — Vbteg—es — Ubteg—es — *** — Ubbeg—eq- (4.34)
Soit j > 1. Si on a déja défini v; pour tout b tel que j < by < m — k — 2, on pose

/ / / / . .
vb = Up — Ub+eo—e1 - Ub+€0—82 - vb—i—eo—ed Sl bO =] 1. (435)
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Donc v}, est défini pour tout be AU C.
Alors, sibp=m—k—1,on a:
/
f(vb) = Wp + Up—gy + Up—ey +** + Up—eg, (4'36)
etsibp=m—k—2,0ona:
/
fup) =f(vp) = f(Vbtep—er) =+ — f(Vbtep—cy)
=Wy + wb+60761 + wb+60762 +- wb+6076d
- wb+60761 - ub+€07261 - ub+607617€2 -t ub+607617€d
- wb+607€2 - ub+€0762761 - ub+607262 - = ub+607627€d
- wb+60—ed - ub+€0—€d—€1 - ub+60—ed—62 - ub—i—eg—?ed
2
:wb — ’ / ’ ub/.
b;D <b1 _b17b2 _b27"‘7bd_bd
On va montrer par récurrence descendante sur by que pour tout b € AUC, on a
’ m—k— bo
vp) = Wy — Up/ . 4.37
f(vp) = wp Z(bl—bg,bQ—bg,...,bd—bg b (4.37)

v'eD

Remarque 27. Comme bg+---+bg=nsibe AUC,onab;+by+---+by =n—>by. Par
ailleurs, si b’ € D, alors b + b5+ -+ b, =n—1-by=n—1—(m—1—k)=k+n—m,

d'ott by —b) + by —by+ -+ by — b, =m —k —by.

Cet énoncé est vraisi bp = m—k—1 oum—k—2. Si (4.37)) est vrai pour tout b € AUC

telque 1 < j<by<m-—k—2 alorssibg=75—11on a:

f(vl/;) :f(vb) - f(vl/)+eofe1) - f(vllﬂreofed)

=Wy + Whieg—e; T Whieg—es T 7+ Whieg—ey

— Whteg—er — b’
o veD bl_l_bllabQ_bIQ,"'abd_bZI

" Z( m—Fk—by—1 )u
— Wh4eg—ea — v
o veD bl_bllabQ_l_béy"'vbd_bZ[

bteo—eq by — by, by — by, bg—1—b,) "

b'eD
d
m—k‘—bo—l
:wb— Ub/
b,ezl);<bl—b’l,bQ—bé,...,bz‘_1—5;7---7bd_b:1>
m—k— by
bgj (bl—b’l,bQ—bé,...,bd—b’d)

Ceci montre 1’égalité (4.37)).

Donc la matrice de f correspondant aux bases vy, et wyp, up est de la forme

1 *
1 0 =
0 1 =
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ol les lignes de M sont indexées par C' et les colonnes sont indexées par D et le coefficient

N / m—k
correspondant & b € C, b € D est (b1—b’1,b2—b’2,---,bd—bfi)’

On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 14. Pour m > n fizés, et (k,s2,--- ,Sq) tels que
v=(m-n-—1,n,0,---,0) — kay — secxg — - -+ — Sqaq
soit dominant, l’espace de poids v de Hd(m, 0,---,0,—n—d) est le conoyau de la matrice

m—k
, 4.38
((bl—b’l,bQ—b’z,...,bd—bf))bec (4.38)
v'eD

C ={b=(0,b1,--- ,bg) € N by + ... 4 by =n,
bi <si—siy1 st 1<i<d-—1, by <sq},
D={b=(m—k—1,b, - ,bg) eNHYby + .+ bg=k+n—m, b <s;—sis1
si 1<i<d—1, bg<sg}.

ol

4.5.2 Casn>m

1) Sis; <m—1<n—1, alors un monéme (bg, by, - ,by) dans E, vérifie by > 1 (car
b+ +bsg <sp<mnetby+b +---+bg=mn). Soit
A={b= (bo,b1, - ,bg) e N by + by 4+~ +bg=n, 1<by<m+n—1-s,
bigsi—si_H si 1§i§d—1, deSd}.
Donc on peut prendre pour base de E, I'ensemble {vp|b € A} ot vy, est le mondme déter-
miné par b. Comme m+n—1—s3 >n—1,ona
A:{b: (b07b17"' abd) 6Nd+1|b0+b1+"'+bd:na 1 Sb()énv
bigsi—siﬂ si 1§i§d—1, bdésd}.
Pour 0 < i < d, on note ¢; = (0,0,---,1,---,0) € Z9! o1 1 est & la i-eme position, alors
on peut prendre pour base de F, 'ensemble {wy|b € A} ou wj est le mondéme déterminé
par b — eg. Avec ces notations, on a
F(u) = Wy + Wuteg—ey + -+ + Wuteg—ey-

Classons A C N%*! par ordre lexicographique inverse, alors u 4+ ey — e; < u pour
tout 1 < ¢ < d. Donc la matrice de f correspondant aux bases v, et wy est triangulaire
inférieure, et ses coefficients diagonaux valent tous 1. Donc le conoyau H%(y), de f, est
nul.

Ceci montre que tout poids de H?(u) est < (m +n — 1)w; — may

2) Si s > m, notons s; = m + k avec k > 0. Posons
A={b=(bg,b1,--- ,bg) e N by + by +---+bg=n, 1<by<n—1-k,
bi <si—siy1 si 1<i<d—1, bg<sq},
C ={b=(0,b1,--,bg) € N by + ... 4+ by =n,
b <si—siy1 si 1<i<d-—1, bg<sq},
D={b=(n—Fk—1,by,---,bg) € NTYby +-- - +by=k, b <si—si1
si 1<i<d-—1, bg<sq}.
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On prend pour base de E, 'ensemble {v;|b € AU C} ou vy est le monéme déterminé
par b= (bo,- - ,bq). On prend pour base de F, 'ensemble {wp|b € A} U{up|b € D} ot wy
est le monome déterminé par b — eg et up est le mondéme déterminé par b € D.

Convention 3. Soit b € Z4*!. Sib¢ AUC, on pose v, = 0. Si b ¢ A, on pose wy, = 0. Si
b ¢ D, on pose up = 0.

Avec cette notation, on a

f(vb) =Wp + Whteg—ey T Whteg—es T * Whteg—ey siobp<n—k—2

4.39
f('l)b) =Wy + Up—e; + Up—eq + -+ Up—ey si bO =n—k—1 ( )

Maintenant faisons un changement de base pour E, en définisant v; pour tout b € AUC
par :

e siby=n—k—1, on pose vy = vp;
e sibg=n—k— 2, on pose

Uy = Vb — Vbteg—er — Ubteg—es — *** — Ubeg—eq- (4.40)
Soit j > 1. Si on a déja défini vy, pour tout b tel que j < by < n —k — 2, on pose

/ / / / . .
vb = Ub - Ub+€o—61 - Ub+€0—82 - vb-l—(io—ed S1 bO = J - 1 (441)

Donc v}, est défini pour tout be AU C.
Alors,sibp=n—k—1,ona:

F(0h) = wp + by + Up—cy + -+ Uy, (4.42)

etsibp=n—k—2,ona:

/
f(op) =f(vp) = f(Vbtep—er) =+ — [ (Vbtep—cy)
=Wph + Whieg—eg T Whieg—es T+ Whieg—ey
- wb+60761 - ub+607261 - ub+60761762 - ub+6076176d
- wb+60762 - ub+€07627€1 - ub+6072€2 - = ub+607627€d
- wb+6076d - ub+607€d761 - ub+6076d762 - ub+6072€d
2
:wb — ’ , ’ ub/.
bgj <b1 Wby — b, by — b,
On va montrer par récurrence descendante sur by que pour tout b € AUC, on a
n—=k— bo
N
f(’Ub) = Wp — Z b Vb ’ b Y Up . (443)
veD 1 — 01,02 = Ugy...,0q0 — Uy

Remarque 28. Comme by +---+bg=nsibec AUC,onab; +by+---+bs=mn—by.
Par ailleurs, si b’ € D, alors b} + b5+ -4+ b, =n—1—-by=n—1—-(n—1—k) =k, d’ou
bl—b’1+b2—b'2—|—---+bd—bél:n—k—bo.
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Cet énoncé est vrai sibg =n—k—1oun—k—2.Si (4.43) est vrai pour tout b € AUC
telque 1 <j<by<n—k—2 alorssibg=j—11ona:

f(vl,)) :f(vb) - f(vlly—l—eo—q) - f(vl,)—i-eo—ed)

=Wy + wb+60761 + wb+60762 +-- 4+ wb+6076d

— Whteg—e; — Uy
A U T 0 S /RPN Yy 7

— Whteg—ea — b
0702 T e \by by — 1= B, by — b

n—k—by—1
— Whteg—eq — Z <bl_b/1’b2_b/27 7bd_1_b:1>ub'

b'eD
d
n—k—bo—l

:wb_ Ub/

b/ezl);<bl—bll,bQ_blga---abi_1_627"'3bd_b2l)

n—k—bo

=wp — Up! .

bgj (bl—bg,bQ—bg,...,bd—b;>

Ceci montre I'égalité (4.43)).
Donc la matrice de f correspondant aux bases vy, et wyp, up est de la forme

1 *
1 0 =

0 1 =«
M

ou les lignes de M sont indexées par C et les colonnes sont indexées par D et le coeflicient

N / n—k
correspondant & b € C, V' € D est (bl—b’l,b2—b’2,.--,bd—bfi)‘

On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 15. Pour m <n fizés, et (k,s2, - ,Sq) tels que
v=(nm—-m-—1,m,0,---,0) — kay — sgag — - - — 404
soit dominant, ’espace de poids v de Hd(m, 0,---,0,—n—d) est le conoyau de la matrice
n—=k
((bl—b’l,bg—bg,...,bd—bél))bec’ (4:44)
b'eD
ot

C={b=(0,by,--,bg) € N by + ... + by =n,
bi <si—siv1 st 1<i<d—1, bg<sq},
D={b=(mn—k—1,by, - ,bg) e N by + .- .+ bg=Fk, b <s;i—si11
si 1<i<d—1, bg<sq}.
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4.5.3 Sur le mur : cas m=n

Supposons maintenant que m = n. Alors on a montré que tout poids dominant de

H%(p) est de la forme v = (2n — 1)wy — 5101 — S9a9 — - - - — S401q avec §1 > n et §1 > 59 >
-+ > 8q. Notons m; = s; — s;41 pour 1 < d—1 et mqg = sq, alors comme v est dominant
onamip>mg > - >mg > 0. Notons aussi £ = s; —n > 0. Alors comme Z-module,

I'espace de poids H%(y), est isomorphe au conoyau de la matrice M dont les ligne sont
indexées par

C=1{b=(0,by, - ,bg) e N by 4+ ... +by=mn, b <m}
et les colonnes sont indexées par

D={b=(n—k—1,by,---,bg) e N by + ..+ by =k, b <my}

et le coefficient correspondant & b€ C,b' € D est (, _, , ﬁg,k bt )
1 1,92 29+++90d d
C’est une matrice carrée. En effet, il existe une bijection ® : C — D définie par
O((0,b1,--+ ,bg)) =(n—k—1,my —by,ma — by, ,mg — by) car my +mg + -+ +my =
s1 = n + k. Le déterminant de cette matrice a été calculé dans l'article [Pro90]. Plus

précisément, notons m = (mq,--- ,mg) et posons
C(d,m,l) ={(by, - ,bg)|by + -+ bg=4,b; <m;}

pour tout ¢ > 0. Posons §; = |C(d,m,l)| — |C(d,m,¢ — 1)| (on utilise la convention que
C(d,m,—1) = @) et S; = |C(d,m,0)| + |C(d,m,1)| + --- 4+ |C(d, m,L)|. Si mq = 0, alors
on est dans le cas de SLy. Sinon, on a m1 > mg > --- > my > 1. De plus, comme v est
dominant, ona 0 <2n—1—-2s1+ss=2n—1—s1—m; <2n—1—-s1=n—1—k, dou
k < n. Donc le Corollaire 1 de [Pro90] s’applique et 'on a la proposition suivante.

Proposition 16. Fizons un ordre des éléments de D et utilisons cet ordre pour ordonner
les colonnes (indexées par D) et les lignes (indexées par (n—k—1,m1—by,ma—ba, -+ ,mg—
bq) € C pour (0,b1,--- ,bg) € D). Alors si sq > 1, on a

dét n—k
by — b, by — by ba— V) ) e
veD

, AL ARy A
ysw Mvecwmm B2 vr gy o) een - e, (0as)

— (-1
[Tvec(dmn) b1tb2! - bal ;20

ou k' est le plus grand nombre impair < k.
Corollaire 5. Sin < p, alors H%(n,0,---,0,—n —d) = 0.

Démonstration. Sin < p, alors pour tout b € C(d, m,k)JUC(d,m,n) et tout i € {1,---,d},
onad; <n<p. Pourtout 0 </ <k ,onal+n—k<n < p. Donc tout facteur de (4.45))
est < p. En particulier, le déterminant de la matrice est non nul dans k, donc le
conoyau de cette matrice est nul. O



104 CHAPITRE 4. DES RESULTATS SUR Z ET CONSEQUENCES




Bibliographie

[And79]

[And81]

[And86a]

[And86b]

[AK12)

[Don06]

[Dot85]

[DS8S]

[Gri80)

[Hum?72]

[Hums6]

[Irv86]

[Jan77]

[Jan80]

Henning Haahr Andersen, The first cohomology group of a line bundle on G/B,
Invent. Math. 51 (1979), 287-296.

Henning Haahr Andersen, On the structure of the cohomology of line bundles
on G/B, J. Algebra 71 (1981), 245-258.

Henning Haahr Andersen, Torsion in the cohomology of line bundles on homo-
geneous spaces for Chevalley groups. Proc. Amer. Math. Soc. 96 (1986), no. 4,
537-544.

Henning Haahr Andersen, On the generic structure of cohomology modules for
semi-simple algebraic groups, Trans. Amer. Math. Soc. 295 (1986), 397-415.

Henning Haahr Andersen and Masaharu Kaneda, Cohomology of lines bundles
on the flag variety for type Gg, J. Pure Applied Algebra 216 (2012), 1566-1579.

Stephen Donkin, The cohomology of lines bundles on the three-dimensional flag
variety, J. Algebra 307 (2006), 570-613.

Stephen R. Doty, The submodule structure of certain Weyl modules for groups
of type An. J. Algebra 95 (1985), no. 2, 373-383.

Stephen R. Doty and John B. Sullivan, On the structure of the higher cohomo-
logy bundles of line bundles on G/B, J. Algebra 114 (1988), 286-332.

Walter Lawrence Griffith, Cohomology of flag varieties in characteristic p, Illinois
J. Math. 24 (1980), no. 3, 452-461.

James E. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory,
Springer-Verlag, 1972 (3rd printing, revised, 1980).

James E. Humphreys, Cohomology of G/B in characteristic p, Adv. in Math.
59 (1986), 170-183.

Ronald S. Irving, The structure of certain highest weight modules for SLs, J.
Algebra 99 (1986), no. 2, 438-457.

Jens Carsten Jantzen, Darstellungen halbeinfacher Gruppen und kontravariante
Formen. J. Reine Angew. Math 290 (1977), 117-141.

Jens Carsten Jantzen, Darstellungen halbeinfacher Gruppen und ihrer Frobe-
nius-Kerne, J. reine angew. Math 317 (1980), 157-199.



106

BIBLIOGRAPHIE

[Jan03]

[KHS5]

[Kra99]

[Lin90]

[Lin91]

[Par06]

[Pro90]

[Yeh82]

Jens Carsten Jantzen, Representations of algebraic groups. Second edition. Ma-
thematical Surveys and Monographs, 107. American Mathematical Society, Pro-
vidence, RI, 2003. xiv+576 pp. ISBN : 0-8218-3527-0

Kerstin Kithne-Hausmann, Zur Untermodulstruktur der Weylmoduln fur SL3,
Bonner math. Schr 162 (1985).

Christian Krattenthaler, Advanced determinant calculus. The Andrews Fest-
schrift (Maratea, 1998). Sém. Lothar. Combin. 42 (1999), Art. B42q, 67 pp.

Zongzhu Lin, Structure of cohomology of lines bundles on G/B for semi simple
groups, J. Algebra 134 (1990), 225-256.

Zongzhu Lin, Socle series of cohomology groups of lines bundles on G/B, J.
Pure Applied Algebra 72 (1991), 275-294.

Alison E. Parker, Good (-filtrations for ¢-GL3(k), J. Algebra 304 (2006), 157-
189.

Robert A. Proctor, Product evaluations of Lefschetz determinants for Grass-
mannians and of determinants of multinomial coefficients. J. Combin. Theory
Ser. A 54 (1990), no. 2, 235-247.

Samy El Badawy Yehia, Extensions of simple modules for the universal Che-
valley groups and its parabolic subgroups, Ph. D. thesis, University of Warwick
1982.






Cohomologie des fibrés en droites sur SL; /B en
caractéristique positive :

deux filtrations et conséquences

Résumé : Soit G un groupe algébrique semi-simple sur un corps k algébri-
quement clos de caractéristique positive et soit B un sous-groupe de Borel. La
cohomologie des fibrés en droites G-équivariants sur G/ B induits par des ca-
racteres de B sont des objets importants dans la théorie des représentations de
G. Dans cette these, on se concentre sur G = SL3. Dans le premier chapitre,
on montre l'existence d’une filtration a deux étages de H'(u) et H?*(u) pour u
dans I'adhérence de la région de Griffith. Dans le deuxieme chapitre, on montre
'existence d’une p-H'-D-filtration de H*(u) pour tout i et i, qui généralise la p-
filtration de H°(u) introduite par Jantzen. Dans le troisi¢me chapitre, on étudie
et détermine la structure des modules apparaissants dans la p- H*-D-filtration.
Dans le dernier chapitre, on donne une description explicite et combinatoire
de H?(uu) pour u dans la région de Griffith et on généralise cette description a
H¥(G/B, p) pour G = SLgy; et certains poids p.

Mots-clés : variété de drapeaux, cohomologie, fibrés en droites, groupes al-
gébriques semi-simples, caractéristique positive, théorie des représentations

Cohomology of line bundles on SL3 /B in
positive characteristic :

two filtrations and consequences

Abstract : Let G be a semi-simple algebraic group over an algebraically clo-
sed field of positive characteristic. The cohomology of G-equivariant line bundles
over G/B induced by a character of B are important objects in the representa-
tion theory of GG. In this thesis, we concentrate on G = SL3. In the first chapter,
we prove the existence of a two-step filtration of H'(u) and H?(u) when p is in
the closure of the Griffith region. In the second chapter, we prove the existence of
a p-H'-D-filtration of H*(u) for all 7 and u, which generalizes the p-filtration of
H°(11) introduced by Jantzen. In the third chapter, we study and determine the
structure of the modules appearing in the p- Hi-D-filtration. In the last chapter,
we give an explicit and combinatorial description of H?(p) for p in the Griffith
region and we generalize this description to H%(G/B, ) for G = SLgy; and
certain weights .

Key words : flag variety, cohomology, line bundles, semi-simple algebraic
y g y gy. g
groups, positive characteristic, representation theory




