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Résumé

Dans une industrie aéronautique de plus en plus concernée par les enjeux environne-
mentaux de notre époque, la maîtrise du comportement dynamique revêt un intérêt tout
particulier dans le respect des normes environnementales. En effet, celle-ci permet un di-
mensionnement au plus juste des structures et donc une optimisation de la masse totale
du turboréacteur, tout en permettant de maintenir un niveau exemplaire de fiabilité et
de sureté ainsi que d’excellentes performances. S’intégrant pleinement dans cette théma-
tique, les problématiques de désaccordage et de dynamique non-linéaire sont éminemment
étudiées par la recherche académique actuelle, aboutissant au développement de méthodes
numériques permettant de prendre en compte ces deux effets simultanément. Toutefois, la
représentativité de ces méthodes par rapport au comportement en fonctionnement peut
difficilement être évaluée en raison du peu d’essais disponibles dans la littérature.

Outre le perfectionnement de la compréhension et de la prédiction des phénomènes vi-
bratoires des roues aubagées, ces travaux de thèse revêtent un double enjeu : expérimental
et numérique. Celui-ci vise à étudier la représentativité des modélisations et méthodes nu-
mériques, notamment développées au LTDS sur les problématiques de désaccordage et de
dynamique non-linéaire, par rapport à des essais en rotation sur une soufflante industrielle
de dernière génération en matériau composite. À cet effet, le banc d’essais PHARE#1,
développé ces dernières années au LTDS, permet de tester des roues aubagées à l’échelle
1:1, en rotation dans le vide, tout en excitant les aubes au moyen d’actionneurs piézo-
électriques. Les méthodes numériques exploitées pour simuler la soufflante reposent sur
le concept de sous-structuration associé à une triple synthèse modale, permettant ainsi la
prise en compte du désaccordage au sein de problèmes non-linéaires de taille industrielle.

Deux cas d’études, présentant un aspect expérimental et numérique, ont été réalisés
et analysés durant ces travaux de thèse. Ces derniers exploitent une excitation au moyen
d’actionneurs piézoélectriques dont la modélisation a nécessité le développement d’une
technique de condensation des degrés de liberté électriques dans le but d’exploiter les
méthodes numériques de réduction et de résolution purement mécaniques. La première
étude a été accomplie sur une aube de la soufflante enchâssée dans un mors, ce qui a permis
de concentrer les analyses et les comparaisons, entre essais et simulations numériques, sur
les aspects non-linéaires de contact et de frottement en pied d’aube. La seconde étude
a été réalisée sur la soufflante composite en rotation dans le vide parvenant ainsi à des
analyses et comparaisons concernant le désaccordage de la réponse et des formes modales,
couplé à des effets non-linéaires. Les résultats obtenus permettent de montrer une très
bonne représentativité des simulations numériques par rapport aux essais en rotation en
termes de désaccordage, notamment à l’égard des analyses à diamètres et spatiales des
réponses et des modes.

Mots-clés : soufflante, dynamique non-linéaire, essais en rotation, excitation piézoélec-
trique, désaccordage, frottement, réduction de modèle, synthèse modale, sous-structuration
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Abstract

In an aeronautics industry increasingly concerned by the environmental issues of our
time, the mastery of dynamic behaviour is of particular interest in terms of compliance
with the environmental legislation. Indeed, this allows the structures to be designed as
accurately as possible and therefore optimizes the total weight of the turbojet engine,
while maintaining an exemplary level of reliability and safety as well as excellent perfor-
mances. Fully integrated into this theme, the problematics of mistuning and nonlinear
dynamics are eminently studied by present academic research, leading to the development
of numerical methods that allow these two effects to be taken into account simultaneously.
However, the representativity of these numerical methods with respect to the behavior of
an actual engine can hardly be evaluated because of the few tests available in the literature.

In addition to improving the understanding and prediction of bladed disks vibratory
phenomena, this doctoral work has a twofold objective : experimental and numerical. The
latter aimed at investigating the representativity of numerical models and methods, parti-
cularly developed at the LTDS on the problematics of mistuning and nonlinear dynamics,
in comparison with rotating tests on a latest-generation industrial fan made of composite
materials. For this purpose, the PHARE#1 test bench, developed over the last few years
at the LTDS, allows the testing of bladed disks on a 1:1 scale, rotating in vacuum, while
exciting the blades by means of piezoelectric actuators. The numerical methods used to
simulate the fan are based on the concept of substructuring associated with a triple mo-
dal synthesis, thus allowing the consideration of mistuning within nonlinear problems of
industrial size.

Two case studies, both experimental and numerical, were conducted and analyzed
during this doctoral work. These studies exploit an excitation by means of piezoelectric
actuators whose modeling required the development of an electrical degrees of freedom
condensation technique in order to benefit from the numerical methods of purely me-
chanical reduction and resolution. The first study has been carried out on a fan blade
embedded in clamping jaws. This application made possible to focus on the nonlinear
aspects of contact and friction at the dovetail by comparing the test results and the nume-
rical simulations. The second study was performed on the composite bladed fan rotating
in vacuum, thus achieving analyses and comparisons concerning the mistuning of the res-
ponse and modal shapes coupled with nonlinear effects. The results obtained show a very
good representativity of the numerical simulations with respect to the rotating tests in
terms of mistuning, especially with respect to the diameter and spatial analyses of the
responses and modes.

Keywords : fan, nonlinear dynamics, rotational testing, piezoelectric excitation, mistu-
ning, friction, model order reduction, modal synthesis, substructuring
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Introduction

Contexte industriel et scientifique

Outre le perfectionnement de la fiabilité et de la sureté des appareils, l’enjeu industriel
majeur de l’industrie aéronautique, et notamment des motoristes, au xxie siècle a trait
au respect des objectifs environnementaux de plus en plus drastiques, liés à une prise de
conscience de l’urgence climatique. Ceux-ci sont fixés au sein de l’Union Européenne par
l’Advisory Council for Aeronautics Research in Europe (ACARE) qui préconise une ré-
duction de 75 % des émissions de dioxyde de carbone (CO2), de 90 % des oxydes d’azote
(NOx) et de 65 % du bruit des avions en vol pour l’horizon 2050 à travers le programme
de recherche CleanSky 2.

Afin de satisfaire ces objectifs de diminution de l’empreinte carbone, les motoristes dé-
veloppent d’ingénieuses solutions technologiques dont la principale consiste à augmenter le
diamètre du turboréacteur dans l’optique d’augmenter son taux de dilution (terme défini
dans le chapitre I) et ainsi son rendement et ses performances. Toutefois, sans optimisation
supplémentaire, cette solution aboutirait également à une augmentation de la masse totale
du turboréacteur atténuant ses bénéfices en termes de rejet de gaz à effet de serre.

La soufflante, roue aubagée positionnée en amont du turboréacteur, est directement
impactée par cette augmentation du diamètre du turboréacteur tant en termes de masse
qu’en termes d’efforts aérodynamiques subis. Par conséquent, celle-ci a largement bénéficié
d’innovations technologiques lors des dernières décennies. L’emploi d’aubes à large corde,
permettant la réduction du nombre d’aubes composant la soufflante, et leur fabrication
en matériaux composites constituent les évolutions technologiques majeures apportées à
ce composant primordial. Ces innovations aboutissent à un important allègement de la
soufflante, comparé à une soufflante métallique, mais modifient en contrepartie son com-
portement dynamique. En effet, bien que son amortissement structural soit augmenté, sa
souplesse et les chargements aérodynamiques subis par les aubes sont aussi accrus en-
traînant ainsi des amplitudes vibratoires plus importantes qui complexifient le dimension-
nement de la soufflante et engendrent des comportements dynamiques plus ardus à prédire.

C’est dans ce contexte d’innovations technologiques en lien avec le respect des objectifs
environnementaux que le banc d’essais PHARE#1 (acronyme pour Plateforme macHines
tournantes pour la mAîtrise des Risques Environnementaux) a vu le jour au sein de la pla-
teforme d’essais Dynamique des Machines Tournantes du LTDS. Ce module PHARE#1
s’intègre dans le projet EQUIPEX (signifiant équipements d’excellence) PHARE débuté
en 2011 et comprenant deux autres modules nommés PHARE#2 et PHARE#3. Ces dif-
férents modules partagent des objectifs communs liés au perfectionnement des moyens de
transport et de production d’énergie dans lesquels les machines tournantes, et particuliè-
rement les roues aubagées, occupent une place centrale.

L’objectif du module PHARE#2 est l’étude des instabilités aérodynamiques et aéroé-
lastiques ainsi que l’étude des signatures aéroacoustiques en présence de fluide, nécessitant
une approche multiphysique et multiéchelle. Le module numéro trois permet, quant à lui,
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d’étudier les instabilités structurelles liées à des charges extérieures extrêmes en exploitant
un excitateur hydraulique six axes.

Le module numéro un a été conçu dans la perspective de parfaire la compréhension
des phénomènes vibratoires affectant les machines tournantes et particulièrement les roues
aubagées. Il s’agit d’un banc d’essais de recherche dédié aux essais vibratoires de struc-
tures tournantes à l’échelle 1:1, employées dans l’industrie. L’un des intérêts scientifiques
principaux du banc d’essais PHARE#1 est d’étudier les structures tournantes d’un point
de vue purement mécanique. À cet effet, celles-ci sont placées dans une cuve sous-vide
permettant de supprimer les effets aéroélastiques et aérodynamiques. De plus, la motori-
sation électrique du banc permet de mettre en rotation ces dernières jusqu’à leur vitesse
maximale de fonctionnement.

La conception du banc ainsi que son importante instrumentation sont telles que celui-ci
est capable de tester de nombreux types de machines tournantes industrielles mais aussi de
répondre à de multiples problématiques posées dans différentes thématiques de recherche
et notamment celle relative à la réponse forcée des roues aubagées. Cette thématique de
réponse forcée des roues aubagées est par ailleurs au cœur de la première campagne d’es-
sais du banc PHARE#1, débutée en fin d’année 2017, consistant à tester en rotation une
soufflante en matériau composite à échelle réelle. De plus, cette première campagne d’es-
sais se trouve au centre des travaux expérimentaux réalisés durant cette thèse.

Compte tenu de la thématique de recherche abordée, la soufflante nécessite d’être exci-
tée, durant la rotation et sous-vide, avec des amplitudes de vibration réalistes par rapport
à des situations de fonctionnement. Cette excitation est réalisée au moyen d’un système
d’actionneurs piézoélectriques permettant d’exciter de façon indépendante toutes les aubes
de la soufflante composite en rotation.

En prime d’être d’un intérêt considérable pour un motoriste aéronautique afin de ca-
ractériser finement le comportement vibratoire, linéaire mais aussi non-linéaire, d’une roue
aubagée en rotation d’un point de vue structural, le banc PHARE#1 est également un
atout primordial pour la recherche académique. En effet, ce dernier permet de constituer
une base de données expérimentales importante et précise permettant de valider la re-
présentativité des modélisations et méthodes numériques développées sur la thématique
étudiée ; particulièrement en ce qui concerne la thématique de la réponse forcée des roues
aubagées puisque la soufflante testée permet de mettre en exergue plusieurs probléma-
tiques liées à cette thématique principale.

La première problématique est relative aux effets non-linéaires affectant les réponses
forcées des structures. En effet, la technologie à aubes rapportées, exploitée sur les souf-
flantes actuelles, permet de bénéficier du contact et du frottement entre le pied des aubes
et le disque dans l’intention d’atténuer les amplitudes vibratoires subies par la soufflante.
Toutefois, ces phénomènes sont par essence non-linéaires et nécessitent de faire fi des
hypothèses de linéarité, habituellement employées en bureau d’étude, afin de considérer
précisément leur forte influence sur la réponse forcée dynamique.

La seconde concerne le désaccordage des structures, terminologie désignant l’ensemble
des disparités structurales ou géométriques existantes entre les différents secteurs d’une
roue aubagée, rompant ainsi sa symétrie cyclique. Celui-ci, inhérent à toute roue aubagée,
influe fortement la réponse forcée de la soufflante testée ; d’autant plus que cette dernière
présente un important désaccordage puisqu’il s’agit d’un démonstrateur de soufflante com-
posite produit en très petite série.

La prise en compte des effets non-linéaires et ceux liés au désaccordage de la soufflante
nécessite des outils et méthodes numériques adéquats afin de simuler, le plus finement pos-
sible, le comportement vibratoire de la soufflante étudiée et ainsi de parfaire la prédiction
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des phénomènes vibratoires. À ce propos, de nombreux travaux effectués au LTDS traitent
de ces différentes problématiques liées à la réponse forcée des roues aubagées.

Ainsi, des techniques fréquentielles de résolution de problèmes non-linéaires ont été
largement employées pour évaluer des non-linéarités de contact et de frottement [29, 75,
78, 99, 122, 151, 190]. La plupart de ces travaux exploitent la méthode des Lagrangiens dy-
namiques [151, 152] permettant de résoudre les lois de contact et de frottement au moyen
d’une alternance dans les domaines temporel et fréquentiel.

Plus récemment, la problématique du désaccordage a été abordée d’un point de vue
linéaire [176] sur des éléments de turboréacteurs, à savoir des redresseurs. Cette problé-
matique requiert l’application de méthodes de réduction dans le but de réduire la taille
initiale du modèle numérique étudié, qui plus est, lorsque celui-ci est un modèle exploité
dans l’industrie.

Toutefois, la présence de non-linéarités au cœur du problème désaccordé rend la plu-
part des méthodes classiques de réduction de modèle inadaptées, notamment en termes
de temps et de ressources de calcul, c’est pourquoi Joannin [99, 101, 102] a développé une
technique appropriée pour résoudre ce problème complexe. Cette méthode de réduction,
nommée CNCMS ou triple synthèse modale, exploite la notion de mode complexe non-
linéaire, établie par Laxalde [122, 125], comme base de réduction associée aux méthodes
de réduction de Craig-Bampton et de synthèse modale des modes d’interface. La CNCMS
est au centre des travaux numériques réalisés dans cette thèse aboutissant à l’évaluation
de la dynamique non-linéaire d’une soufflante en rotation.

Objectifs des travaux de thèse

Ces travaux de thèse revêtent un double enjeu, expérimental et numérique, s’inscri-
vant dans la lignée des travaux menés par la recherche, notamment au LTDS, dans le but
de perfectionner la compréhension et la prédiction des phénomènes vibratoires des roues
aubagées. L’objectif principal de ces travaux de thèse consiste à étudier la représentati-
vité des modélisations et méthodes numériques, notamment développées au LTDS sur les
problématiques de désaccordage et de dynamique non-linéaire, par rapport à des essais en
rotation sur une soufflante industrielle en matériau composite.

D’un point de vue expérimental, le banc d’essais, l’instrumentation de la soufflante
ainsi que le système d’excitation par actionneurs piézoélectriques de cette dernière jouent
un rôle prépondérant dans la qualité et la précision des mesures dynamiques. En par-
ticulier, le système d’excitation permet de faire ressortir les effets non-linéaires liés au
contact et au frottement et dont le développement constitue l’un des objectifs de ces tra-
vaux expérimentaux. De même, les méthodes expérimentales, via des outils numériques
ou des protocoles expérimentaux, sont indispensables à l’excitation des aubes et au post-
traitement des données dynamiques aboutissant à l’analyse des résultats expérimentaux.
Aussi, celles-ci nécessitent aussi d’être développées pour cette application.

D’un point de vue numérique, l’exploitation des méthodes liées au problème désac-
cordé non-linéaire sur un modèle numérique de très grande taille employé dans l’industrie
constitue l’un des enjeux principaux de l’étude dynamique de la soufflante. De plus, afin
de pouvoir comparer directement les mesures issues du dispositif expérimental et les simu-
lations, la modélisation numérique des actionneurs piézoélectriques et des efforts transmis
par ces derniers aux aubes est inéluctable. Or, le couplage piézomécanique intrinsèque
à leur comportement ne permet pas d’exploiter les techniques numériques mentionnées
précédemment. Par conséquent, il est également essentiel de déployer une méthode qui
permette de découpler le problème piézomécanique tout en conservant une excellente re-
présentation mécanique des actionneurs et des efforts associés.
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Constitution du mémoire
Ce mémoire de thèse est organisé en six chapitres. Les quatre premiers sont axés sur

la théorie des méthodes développées et exploitées tout en proposant des exemples simples
permettant leur compréhension et leur validation. Les deux derniers chapitres sont, quant
à eux, consacrés à l’application industrielle numérique et expérimentale sur une soufflante.

Le chapitre I introduit largement le sujet des roues aubagées aussi bien technologique-
ment que numériquement ou en termes de dimensionnement vibratoire.

Le chapitre II est consacré aux méthodes de résolution de problèmes non-linéaires dy-
namiques et particulièrement les techniques fréquentielles telle la méthode de l’équilibrage
harmonique qui permet d’introduire le formalisme propre aux approches fréquentielles, fil
conducteur du travail numérique de cette thèse. La notion de mode complexe non-linéaire,
exploitée comme base de réduction dans les techniques de réduction du chapitre III, est
présentée dans un second temps. Ce chapitre s’achève par un exemple phénoménologique
mettant en application ces deux techniques et exposant les principaux phénomènes vibra-
toires non-linéaires.

Le chapitre III traite des différentes techniques de réduction employées dans ce tra-
vail de thèse : des méthodes classiques de synthèse modale linéaire telle la méthode de
Craig-Bampton, aux méthodes plus avancées comme la synthèse modale non-linéaire de la
réponse forcée qui exploite le calcul des modes complexes non-linéaires pour reconstruire la
réponse forcée. Une technique associant synthèse modale non-linéaire et sous-structuration
est finalement exposée pour ce qui constitue le cœur de la réduction des roues aubagées
de ce travail : la CNCMS pour Component Nonlinear Complex Mode Synthesis.

Le chapitre IV est relatif à la modélisation numérique des actionneurs piézoélectriques.
La piézoélectricité, les matériaux piézoélectriques ainsi que leurs propriétés sont tout
d’abord introduits. Le problème piézomécanique est ensuite mis en équation avant de
détailler la technique permettant de découpler ce problème piézomécanique afin d’exploi-
ter les techniques de résolution et de réduction exposées dans les chapitres précédents.

Le chapitre V expose la première application industrielle réalisée sur une aube de souf-
flante enchâssée dans un mors. La partie expérimentale détaille le montage expérimental
mis en œuvre ainsi que le système d’excitation par actionneurs piézoélectriques mais éga-
lement les méthodes expérimentales développées. La partie numérique est consacrée au
modèle numérique exploité, à l’application des méthodes numériques ainsi qu’à des études
d’influence portant sur plusieurs paramètres de résolution. Le chapitre se conclut sur la
confrontation linéaire et non-linéaire des résultats numériques et expérimentaux.

Le chapitre VI finalise ce mémoire en présentant l’application industrielle principale de
ce travail de thèse fondée sur les résultats expérimentaux obtenus lors des essais en rotation
de la soufflante composite à l’intérieur de l’enceinte sous vide du banc PHARE#1 et sur
les simulations numériques en dynamique non-linéaire d’une soufflante désaccordée. Ce
chapitre possède une structure similaire au précédent et reprend une partie des méthodes
expérimentales et numériques déployées précédemment mais appliquées à une structure
avec une complexité de modélisation et d’analyse accrue.



Chapitre I

Dynamique des roues aubagées

Ce chapitre est destiné à introduire les nombreuses notions déployées dans ce travail
de thèse tant d’un point de vue technologique que numérique.

Dans un premier temps, une présentation du principe de fonctionnement d’un turbo-
réacteur est réalisée en se concentrant particulièrement sur la soufflante qui est la pierre
angulaire des essais vibratoires en rotation et des simulations dynamiques réalisés durant
ce travail de thèse. Dans un second temps, la modélisation numérique des roues aubagées
est abordée en formulant les équations du mouvement pour une structure en rotation ainsi
qu’en exploitant les hypothèses de modélisation d’une structure présentant des propriétés
de symétrie cyclique. Le chapitre est conclu en mettant en avant le dimensionnement des
roues aubagées face aux phénomènes vibratoires d’origine mécanique et aéroélastique.
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1 Technologies des turboréacteurs

Les turbomachines aéronautiques équipent la majorité des aéronefs civils et militaires
assurant ainsi leur propulsion. Celle-ci est créée au moyen d’une force, appelée poussée,
qui résulte de l’accélération d’une masse d’air en sens opposé du déplacement de l’aé-
ronef. Deux grands types de turbomachines propulsent les aéronefs civils et militaires :
les turbopropulseurs et les turboréacteurs représentés respectivement sur les figures I.1a
et I.1b.

(a) A400M équipé de turbopropulseurs TP-400 (b) A320neo équipé de turboréacteurs LEAP-1A

Figure I.1 – Différences de conception entre turbopropulseurs et turboréacteurs

Le turbopropulseur est particulièrement adapté aux avions dont la vitesse de croisière
est inférieure à Mach 0.7, tels les avions de transport régionaux ou les avions militaires de
transport et de surveillance. Au-delà, la baisse du rendement aérodynamique de l’hélice
(liée à l’écoulement transsonique ou supersonique en bout d’aube) conduit à préférer le
turboréacteur.

Le turboréacteur est, quant à lui, particulièrement attractif pour les avions de trans-
port civil qui volent dans le domaine du haut subsonique (entre Mach 0.7 et 0.9) ainsi
que les avions militaires supersoniques (vitesse supérieure à Mach 1) grâce à un rapport
coût/efficacité inégalable de nos jours dans ce domaine de vol.

Ces deux types de turbomachines ont un fonctionnement similaire bien que leur concep-
tion poursuive un objectif diamétralement opposé. En effet, un turbopropulseur doit four-
nir le maximum de puissance pour la mise en rotation d’une hélice afin de produire le
déplacement d’un gros volume d’air le plus efficacement possible. Tandis que le turboréac-
teur doit produire le maximum de poussée en éjectant le gaz à une vitesse la plus élevée
possible. Visuellement, ils se distinguent principalement par la présence d’un carénage au-
tour de l’hélice (ou roue aubagée) principale d’un turboréacteur, aussi appelée soufflante
ou fan en anglais, comme illustré sur les figures I.1a et I.1b.

Ce travail de thèse est consacré à l’étude d’une soufflante de turboréacteur en rotation,
par conséquent la suite de cette section traitera des turboréacteurs, de leur principe de
fonctionnement ainsi que des organes principaux les composant, à savoir les roues aubagées
et notamment la soufflante.

1.1 Présentation des turboréacteurs

Les premiers turboréacteurs pour aéronefs apparurent en Europe au début du XXième

siècle. Les premières applications concernèrent exclusivement les avions militaires jusqu’à
la fin de la seconde guerre mondiale. À la suite de la guerre, l’utilisation des turboréac-
teurs se perpétua et s’étendit à l’aviation civile ; c’est en 1952 qu’eut lieu le premier vol
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commercial. Le développement des turboréacteurs s’intensifia alors jusqu’à nos jours et
entraina de nombreuses métamorphoses dans l’architecture des turboréacteurs.

Quel que soit le type d’architecture, le principe de fonctionnement général d’un tur-
boréacteur reste identique, s’appuyant sur le principe d’action-réaction pour créer une
force de poussée au moyen de l’accélération d’une masse d’air ce qui propulse l’avion. Le
fonctionnement d’un turboréacteur se décompose en trois phases successives : compres-
sion, combustion puis détente. Dans un premier temps, le flux d’air, admis par l’avant du
turboréacteur, est accéléré et comprimé par le compresseur dans le but d’être acheminé
à l’intérieur de la chambre de combustion dans des conditions optimales de pression et
de température. Dans un second temps, l’air comprimé est mélangé à du kérosène et le
mélange est enflammé à l’intérieur de la chambre de combustion. Pour finir, les gaz pro-
duits par la combustion sont éjectés dans la turbine puis à travers la tuyère, à l’arrière du
moteur, pour produire la poussée. Durant le passage des gaz dans la turbine, une partie
de l’énergie cinétique du flux est récupérée dans le but d’entraîner le compresseur. Le
cheminement du flux d’air à travers le turboréacteur, induisant la poussée de l’appareil,
peut être suivi sur le schéma de la figure I.2.

Figure I.2 – Schéma d’un turboréacteur double-corps double-flux

Les premiers turboréacteurs furent qualifiés de moteur simple corps car l’ensemble du
réacteur était entrainé par un unique rotor. Actuellement, la majorité des turboréacteurs
sont composés de plusieurs corps, entrainés à des vitesses de rotation différentes, ce qui
augmente leur efficacité et réduit ainsi la consommation en carburant du moteur. Les
moteurs double corps, équipant la majorité de la flotte actuelle des avions civils, sont
composés de deux corps distincts : le corps basse pression (BP) et le corps haute pression
(HP). Le corps basse pression, intervenant en premier sur le flux d’air, se compose d’une
soufflante, d’un compresseur basse pression aussi appelé booster et d’une turbine basse
pression. Le corps haute pression, quant à lui, est constitué d’un compresseur et d’une
turbine haute pression. Les compresseurs basse et haute pressions sont tous deux reliés,
respectivement, aux turbines basse et haute pression par l’intermédiaire d’un arbre inter-
médiaire. Certains turboréacteurs, par exemple la famille Trent produit par Rolls-Royce et
équipant notamment l’Airbus A380, proposent une architecture triple corps comprenant
un corps intermédiaire permettant des régimes de rotation mieux adaptés pour chaque
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zone de pression du compresseur et de la turbine. Les différents composants d’un turbo-
réacteur sont représentés sur le schéma de la figure I.2 et peuvent être identifiés sur la vue
en coupe d’un turboréacteur de la figure I.3.

Figure I.3 – Vue en coupe du LEAP-1A

Un compresseur axial résulte d’un empilage d’étages, chacun composé d’un aubage
mobile et d’un aubage fixe nommés respectivement roue aubagée et redresseur. Un étage
de compresseur est représenté en figure I.4. L’aubage mobile est constitué d’un disque sur
lequel sont attachées des aubes. Cette roue aubagée est en rotation en amont de l’aubage
fixe, également constitué d’aubes. Le flux d’air est accéléré par la roue aubagée mais aussi
dévié par rapport à l’axe de rotation du moteur. Le redresseur permet alors de ramener le
flux dans l’axe du moteur, tout en le ralentissant pour convertir cette diminution d’énergie
cinétique en pression via la forme du stator. L’ordre de la roue aubagée et du redresseur
est inversé dans le cas d’un étage de turbine.

Figure I.4 – Schéma d’un étage de compresseur

Les turboréacteurs modernes, en plus de comporter deux corps, séparent le flux d’air
en deux flux distincts après le franchissement de la soufflante : le flux primaire et le flux
secondaire. Le flux primaire (aussi nommé flux d’air chaud) effectue le parcours décrit
ci-dessus au sein des composants du turboréacteur pendant que le flux secondaire (nommé
flux d’air froid) contourne l’intérieur du moteur tout en restant contenu dans la nacelle
(voir figure I.2). Le flux d’air secondaire ne subit alors qu’une accélération. Cette séparation
induit une réduction du bruit lié à l’échappement des gaz puisque le flux d’air secondaire,
moins accéléré que le primaire (émettant donc plus de bruit), entoure ce dernier.
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La poussée est générée à 80 % par le flux secondaire dans les turboréacteurs équipant
les avions civils modernes. Il est alors important de parler de taux de dilution ou by-pass
ratio en anglais pour la conception de ces nouveaux réacteurs. En effet, le taux de dilution
se définit comme le rapport entre le débit du flux secondaire sur celui du flux primaire.
Pour limiter la consommation des moteurs, il est prescrit d’augmenter le taux de dilution
tout en tenant compte des contraintes aérodynamiques et mécaniques. Par conséquent, les
moteurs actuels contiennent une soufflante de très grand diamètre induisant un fort taux
de dilution, jusqu’à onze pour le LEAP-1A par exemple.

1.2 Évolutions technologiques des soufflantes

La soufflante est une roue aubagée critique d’un turboréacteur de part sa position
amont par rapport aux étages de compression, ses dimensions imposantes mais aussi ses
fonctions principales. En effet, en plus d’assurer une première compression du flux d’air
en association avec les OGV, pour Outlet Guide Vanes en anglais qui sont les redresseurs
du flux secondaire, cette dernière participe également à la séparation du flux d’air entre
primaire et secondaire. En préambule de cette sous-section consacrée aux évolutions tech-
nologiques passées, présentes et futures de la soufflante, un schéma décrivant les différentes
parties 1 2 de la soufflante et les termes associés est présenté en figure I.5.

Figure I.5 – Description d’un secteur de soufflante

Bien que la soufflante ne soit pas essentielle au fonctionnement fondamental d’un tur-
boréacteur, celle-ci permet d’augmenter le volume d’air entrant ainsi que le taux de di-
lution et offre donc un meilleur rendement propulsif à la turbomachine [4]. Par ailleurs,
les premiers turboréacteurs conçus ne comprenaient ni d’architecture à double flux ni de
soufflante. Ce n’est que dans les années soixante que ces évolutions technologiques sont
apparues sur les aéronefs civils. Cette première technologie de turboréacteur avec souf-
flante est nommée turbosoufflante à faible taux de dilution en raison du faible diamètre
de la soufflante et du faible volume d’air composant le flux secondaire. Avec pour objectifs
d’économiser du kérosène et de réduire le bruit lié aux turboréacteurs, les motoristes aé-

1. L’échasse est la zone de couleur mauve comprise entre le pied d’aube et la plateforme (pièce permet-
tant de fermer la veine).

2. Un clinquant est positionné dans la zone de contact entre l’alvéole du disque et le pied d’aube en
queue d’aronde afin de limiter l’usure de ces deux éléments.
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ronautiques ont augmenté la taille de la soufflante ce qui accroît le taux de dilution. Cette
seconde évolution technologique est appelée turbosoufflante à haut taux de dilution.

L’allongement des aubes de la soufflante a entrainé une modification du comportement
structural de ces dernières. Pour compenser cela, des nageoires, placées en milieu d’aubes
sur la figure I.6a, sont ajoutées aux aubes afin de rigidifier la structure. Ces nageoires,
shrouds en anglais, perturbent cependant le flux aérodynamique qui contourne les aubes
ce qui réduit l’efficacité du moteur.

Dans les années quatre-vingt, les aubes utilisées jusqu’alors sur les soufflantes, nom-
mées aubes à corde étroite, ont été remplacées par des aubes à large corde. Ces nouvelles
formes d’aube éliminent l’emploi de nageoires pour rigidifier l’aube tout en améliorant
la capacité de la soufflante à résister aux ingestions d’oiseaux, de glace ou de sable par
exemple. De plus, l’introduction des aubes à large corde a permis la réduction du nombre
d’aubes sur la soufflante ; par exemple le LEAP-1A, illustré en figure I.3 et conçu conjoin-
tement par Safran Aircraft Engines et General Electric, ne comporte que dix-huit aubes
tandis que l’une des versions de son ancêtre, le CFM56-5B représenté en figure I.6a, en
contient le double.

(a) Soufflante du CFM56-5B (b) Soufflante du Rolls-Royce Trent XWB

Figure I.6 – Soufflante à corde étroite (a) comparée à une soufflante à large corde (b)

Compte tenu de la taille importante de la soufflante, une structure monobloc, comme
il est possible de rencontrer sur les roues aubagées de compresseur ou de turbine, est in-
concevable à cause de la perte de matière que cela engendrerait. Il est alors nécessaire de
fabriquer séparément les aubes et le disque puis de les assembler. Cet assemblage entre
les aubes de la soufflante et le disque est alors effectué au moyen d’une attache en queue
d’arronde, représentée en figure I.5, pouvant être droite ou arrondie. Cette dernière est
exploitée afin de retenir l’aube pendant la rotation de la soufflante ce qui en fait une
zone importante de contrainte, d’usure liée à la friction et de propagation de fissures. Le
frottement du pied d’aube dans l’alvéole du disque n’a pas uniquement un effet néfaste
puisque ce dernier engendre aussi un apport d’amortissement à la structure permettant
une réduction des amplitudes de vibration : l’un des sujets d’étude de ce travail de thèse.

Les dimensions des soufflantes actuelles, jusqu’à 3.5 m de diamètre pour le GE-9X,
font de celles-ci des organes imposants possédant une masse non-négligeable : le choix du
matériau composant la soufflante est alors essentiel. En effet, une réduction de la masse
des aubes implique des composants moteurs (tels le disque, les paliers ou les supports de
paliers) plus légers ce qui est ainsi directement répercuté sur les éléments de l’avion comme
le fuselage, les ailes et les pylônes attachant les moteurs à l’avion.

Outre la densité, le coût, l’efficacité aérodynamique et les caractéristiques structurales
constituent les principaux défis dans la sélection du matériau. Ces différents arguments
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ont fait du titane un matériau de choix pour la composition des aubes de soufflantes : son
excellente résistance à la traction et sa limite d’élasticité élevée combinées à une faible den-
sité aboutissent au rapport résistance/masse le plus élevé de tous les métaux actuels [4].
Notamment, certains alliages de titane peuvent être aussi résistants que l’acier, tout en
présentant une densité presque deux fois moindre par rapport à l’acier.

Une nouvelle fois dans le but de réduire la masse des aubes de soufflante en titane,
Rolls-Royce proposa des aubages à larges cordes creuses, illustrées en figure I.6b, appor-
tant ainsi une diminution de la masse de l’aube de l’ordre de 50 % par rapport à une aube
en titane pleine [205]. Ces aubes creuses peuvent contenir un nid d’abeille métallique en
son cœur afin d’optimiser le rapport rigidité flexurale/poids de l’aube et proposer une
meilleure résistance à l’ingestion.

La dernière avancée technologique sur la soufflante en termes de matériau repose sur
l’emploi de composite pour fabriquer les aubes 3. Introduit par General Electric sur la
soufflante de son GE-90, l’emploi de matériau composite continue de se développer avec
notamment le LEAP, représenté en figure I.3, dont la soufflante est entièrement en com-
posite tissé 3D avec un bord d’attaque en titane. Cette technologie permet de diminuer la
masse de chaque moteur LEAP jusqu’à 450 kg mais aussi d’augmenter l’amortissement de
la soufflante ce qui a pour effet de réduire l’amplitude des vibrations tout en conservant
des propriétés de résistance satisfaisantes.

Le processus de fabrication de ces aubes en composite tissé 3D est particulier [41]. En
effet, celui-ci est composé de quatre phases distinctes :

— Tout d’abord, l’aube est constituée d’un renfort tissé dans les trois dimensions. Ce
renfort est essentiellement composé de fibres de carbone et de fibres de carbure de
silicium. Le tissage de ce renfort s’effectue à l’aide d’un métier à tisser Jacquard
modifié afin de pouvoir réaliser une maille en trois dimensions et équipé d’une com-
mande numérique. Il est important de noter que le tissage ainsi que sa densité ne sont
pas pas uniformes sur toute l’aube : ils diffèrent en fonction des contraintes estimées
sur chacune des zones de l’aube. À la fin de cette étape de tissage, la préforme de
l’aube obtenue est découpée au moyen de jets d’eau sous pression pour se rapprocher
de sa forme finale.

— Dans un deuxième temps, la préforme tissée et découpée est déformée puis compactée
dans un moule afin que celle-ci prenne une forme proche de la forme finale de l’aube.
Ce moule compacte la préforme pour atteindre un taux volumique de fibres de l’ordre
de 55 % à 58 %, ce qui correspond approximativement au taux volumique de la pièce
finale.

— La troisième phase consiste à mouler la préforme selon le procédé RTM (Resin Trans-
fer Modeling en anglais), moulage par injection de résine. Une résine de faible vis-
cosité est injectée par une pompe basse pression dans le moule fermé, chauffé et
sous-vide permettant ainsi de diminuer la pression d’injection. Après démoulage,
l’aube possède sa forme définitive, aux corrections par usinage près.

— Lors de la dernière phase de fabrication, le bord d’attaque en titane est collé sur
l’aube. De plus, un film de protection en polyuréthane est appliqué sur l’aube à
l’exception du bord d’attaque, de l’échasse et du pied d’aube ; celui-ci protégeant
l’aube contre l’érosion et lissant la surface de l’aube de manière à ne pas perturber
le flux d’air.

3. À noter que, contrairement aux aubes, peu d’évolutions sur le matériau du disque ont été accomplies :
celui-ci étant toujours réalisé en titane.
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En parallèle de ces évolutions sur le matériau, une architecture moteur comprenant une
soufflante à engrenages, c’est-à-dire une soufflante dont la vitesse de rotation est réduite
par rapport à l’arbre basse-pression grâce à l’emploi d’une boîte à engrenages réducteurs
à train épicycloïdal, a été développée. Cette technologie est actuellement employée sur le
PW1000G de Pratt & Whitney, illustré en figure I.7a, moteur évoluant sur le même mar-
ché que le LEAP. La vitesse de rotation réduite de la soufflante permet ainsi d’atteindre
des taux de dilution plus élevés menant à une consommation en carburant plus faible et à
une réduction de bruit plus importante.

L’objectif des motoristes aéronautiques à moyen terme est de combiner ces deux der-
nières évolutions technologiques sur la soufflante, à savoir les aubes composites et la boîte
à engrenages.

À plus long terme, un autre concept de turboréacteur dit à soufflante non-carénée est
en développement, notamment chez Safran Aircraft Engines avec son Open Rotor exposé
en figure I.7b. L’Open Rotor est constitué d’un générateur de gaz conventionnel et d’une
turbine qui entraîne un couple d’hélices contra-rotatives, non carénées de quatre mètres
de diamètre. Chacune de ces hélices est composées de 12 aubes composites.

(a) Système de réduction du PW1000G de P&W (b) Open Rotor de Safran Aircraft Engines

Figure I.7 – Technologies de soufflantes présente et future

L’historique du développement des soufflantes révèle que de nombreux progrès dans
l’architecture moteur, la géométrie des aubes, et les matériaux ont été réalisés au fil des
années afin de concevoir des aubes plus résistantes et de plus en plus légères contribuant
ainsi au développement de turboréacteurs plus efficients.

L’une des dernières évolutions en termes de matériau, à savoir un démonstrateur de la
soufflante en composite tissé 3D du LEAP, est étudiée aussi bien numériquement qu’ex-
périmentalement dans ce travail de thèse.

2 Modélisation des roues aubagées
Les composants des turboréacteurs, et particulièrement les roues aubagées, sont des

éléments complexes nécessitant une modélisation précise et exhaustive afin de représenter
numériquement leur comportement dynamique. La modélisation de celles-ci conduit géné-
ralement à des modèles mathématiques se présentant sous la forme de systèmes d’équations
aux dérivées partielles, linéaires ou non-linéaires, dont la résolution analytique n’est pas
concevable pour des systèmes industriels. Afin de contourner cette difficulté, il est envisa-
geable d’employer des techniques de discrétisation des formulations variationnelles, telle
la méthode des éléments finis théorisée dans de nombreux ouvrages [12, 240].
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Tout d’abord, cette section permettra de développer l’équation du mouvement pour
une structure en rotation, comme une roue aubagée, qui sera abondamment manipulée
dans la suite de ce mémoire ainsi que les différentes non-linéarités pouvant affecter une
roue aubagée en rotation et notamment les non-linéarités de contact / frottement. La suite
de cette section abordera la formulation particulière employée pour modéliser les struc-
tures présentant des symétries cycliques. Pour conclure, la notion de désaccordage, non
prise en compte dans la formulation du problème en symétrie cyclique mais néanmoins
essentielle dans le domaine des roues aubagées et dans ce travail de thèse, est introduite.

2.1 Équation du mouvement d’une structure en rotation

Cette sous-section est consacrée à la formalisation de l’équation du mouvement matri-
cielle d’un solide élastique en rotation [61, 67]. Pour aboutir à cette équation, la cinéma-
tique d’une particule d’un solide élastique en rotation sera rigoureusement écrite. Celle-ci
conduira à la formulation variationnelle discrète du problème obtenue en s’appuyant sur
les équations de Lagrange. Pour conclure, la formulation éléments finis du problème sera
posée aboutissant à l’équation matricielle régissant le comportement dynamique d’une
structure en rotation.

2.1.1 Cinématique d’une particule d’un solide élastique

Soit un solide déformable S occupant un volume Ω et défini dans un repère fixe inertiel
orthonorméRf . Chaque particule de ce solide est repérée dans sa configuration de référence
par ses coordonnées x = {x1, x2, x3}T exprimées dans Rf . À l’instant t = 0, le solide est
soumis à un champ de déplacement u0, le plaçant dans une configuration dite initiale. Une
particule située au point Pref dans la configuration de référence se retrouve alors au point
P0 dans cette nouvelle configuration, et est repérée par le vecteur

v0(x) = x + u0(x) (I.1)

À un instant t > 0, le solide est porté dans une nouvelle configuration, dite déformée.
La particule située initialement en P0 se retrouve au point P de coordonnées y(x, t) =
{y1, y2, y3}T exprimées dansRf . Le repère mobile non-galiléen orthonorméRm lié au solide
est défini, ce dernier étant confondu avec Rf à t = 0. Dans ce nouveau repère, la position
d’une particule est définie par le vecteur

v(x, t) = x + u(x, t) (I.2)

dans lequel u est le vecteur déplacement de la particule au temps t.
Le passage du repère Rf au repère Rm peut se décomposer en une translation repré-

sentée par le vecteurs reliant les origines des deux repères, et une rotation dont la vitesse
angulaire dans Rm est donnée par le vecteur ω(t) = {ω1, ω2, ω3}T. Dans la suite, les vec-
teurs s et ω sont supposés connus. Le changement de repère est caractérisé par la matrice
orthogonale 4 R dont les colonnes sont les vecteurs de base du repère mobile Rm exprimés
dans le repère fixe Rf . Ces différentes transformations sont illustrées en figure I.8.

4. Une matrice carrée R de taille n à coefficients réels est dite orthogonale lorsqu’elle vérifie la relation
RRT = I, avec I la matrice identité de taille n. De plus, il vient la relation RT = R−1.
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Figure I.8 – Configurations d’un système continu : (a) Configuration de référence ; (b)
Configuration initiale ; (c) Configuration déformée (adaptée de [67])

Le vecteur position repérant une particule du solide S à l’instant t dans le repère Rf
s’exprime alors

y(x, t) = s(t) + R(t)v(x, t) = s(t) + R(t)(x + u(x, t)) (I.3)

Afin d’étudier la dynamique d’une particule P , il est essentiel d’établir sa vitesse par
rapport au repère fixe calculée en dérivant le vecteur y selon le temps ce qui conduit à
l’expression

ẏ(x, t) = ṡ(t) + Ṙ(t)(x + u(x, t)) + R(t)u̇(x, t) (I.4)

avec Ṙ(t) = R(t)Ω, la dérivée temporelle de la matrice de rotation et Ω la matrice
antisymétrique formée des composantes du vecteur vitesse angulaire ω, définie telle que

Ω =

 0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0

 (I.5)

2.1.2 Formulation discrète de l’équation du mouvement

Tout d’abord, les notations et les hypothèses du problème sont rappelées et illustrées
sur la figure I.9. Une structure élastique, occupant un domaine Ω, est considérée. La
structure élastique subit un déplacement imposé ud sur une partie de sa frontière Γu. Elle
est aussi soumise à une densité volumique d’effort gv sur la totalité de son volume Ω ainsi
qu’à une densité surfacique d’efforts gs sur une portion de sa frontière Γs.
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Figure I.9 – Définition des conditions aux limites et du chargement du problème d’élas-
ticité de la structure

Comme il est d’usage dans les nombreux ouvrages traitant de la méthode des éléments
finis [12, 240] les équations de cette sous-section sont écrites en respectant la convention
de notation de Voigt.

Le principe d’Hamilton affirme que [67] :

« La somme des variations d’énergie cinétique et potentielle et de la variation du travail
effectué par les forces non-conservatives, prise pendant un intervalle de temps quelconque

t1 à t2, est identiquement nulle. »

Cette stationnarité de l’énergie totale du système se traduit par l’équation

δ

∫ t2

t1
(T − V)dt+

∫ t2

t1
δWdt = 0 (I.6)

où T représente l’énergie cinétique du système, V regroupe l’énergie de déformation et le
potentiel des efforts conservatifs, W symbolise le travail effectué par les forces dissipatives
et δ dénote la variation subie durant l’intervalle de temps t1 à t2. La différence T − V est
définie comme le Lagrangien du système noté L.

Le principe d’Hamilton (I.6) revient à vérifier les équations de Lagrange [67]

d

dt

(
∂L
∂u̇i

)
− ∂L
∂ui

+ ∂F
∂u̇i

= 0 (I.7)

dans lesquelles F représente la fonction de dissipation de Rayleigh, soit la demi-puissance
totale consommée par le système définie telle que

δW = −δuT
i

∂F
∂u̇i

(I.8)

où δui désigne la variation arbitraire du vecteur des déplacements généralisés et l’exposant
•T symbolise la transposée du vecteur.

Les différentes énergies sont alors définies en commençant par l’énergie cinétique. Cette
dernière, exprimée dans le repère fixe inertiel Rf , s’écrit

T = 1
2

∫
Ω
ρẏTẏdΩ (I.9)
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avec ρ, la masse volumique du solide. La dépendance en temps des variables est volontai-
rement omise afin d’alléger les équations. Cette omission volontaire sera poursuivie dans
la suite de cette sous-section.

En insérant l’expression (I.4) dans l’équation (I.9), l’énergie cinétique en fonction des
déplacements exprimés dans le repère mobile Rm peut s’exprimer

T = 1
2

∫
Ω
ρu̇Tu̇dΩ +

∫
Ω
ρu̇TΩudΩ− 1

2

∫
Ω
ρuTΩTΩudΩ

−
∫
Ω
ρuTΩ

(
RTṡ + Ωx

)
dΩ +

∫
Ω
ρu̇T

(
RTṡ + Ωx

)
dΩ

+ 1
2

∫
Ω
ρ
(
ṡTṡ + 2ṡTRΩx− xTΩTΩx

)
dΩ (I.10)

L’énergie potentielle du système, composée de l’énergie de déformation interne et du
travail des forces volumiques et surfaciques externes, a pour expression

V = 1
2

∫
Ω
εTcεdΩ−

∫
Ω

uTgvdΩ−
∫
Γs

uTgsdΓs (I.11)

où c est le tenseur des constantes élastiques d’ordre deux exprimé en Pa (de dimension
physique [M.L−1.T−2]). Par ailleurs, la loi de comportement (aussi nommée loi de Hooke)
relie le tenseur des contraintes σ, exprimé en Pa, au tenseur des déformations ε, sans
dimension, via le tenseur des constantes élastiques

σ = cε (I.12)
dans laquelle σ = {σ11, σ22, σ33, σ23, σ31, σ12}T et ε = {ε11, ε22, ε33, γ23, γ31, γ12}T.

De plus, dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations, il est possible de
considérer une relation linéaire entre les déformations et les déplacements

ε = Du (I.13)
avec D, l’opérateur différentiel défini ainsi

D =



∂/∂x1 0 0
0 ∂/∂x2 0
0 0 ∂/∂x3

0 ∂/∂x3 ∂/∂x2
∂/∂x3 0 ∂/∂x1
∂/∂x2 ∂/∂x1 0


(I.14)

L’énergie potentielle du système peut alors être réécrite en introduisant l’équation (I.13)
dans l’expression de l’énergie potentielle (I.11) pour aboutir à

V = 1
2

∫
Ω

(Du)T c (Du) dΩ−
∫
Ω

uTgvdΩ−
∫
Γs

uTgsdΓs (I.15)

Enfin, l’énergie de dissipation relative aux amortissements visqueux cinématique et
constitutif admet la décomposition

F = 1
2

∫
Ω
ηau̇Tu̇dΩ + 1

2

∫
Ω
ηbε̇

Tcε̇dΩ (I.16a)

= 1
2

∫
Ω
ηau̇Tu̇dΩ + 1

2

∫
Ω
ηb (Du̇)T c (Du̇) dΩ (I.16b)
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avec ηa et ηb, respectivement le coefficient d’amortissement visqueux et le coefficient
d’amortissement interne visqueux [67].

Les formes continues des énergies sont ainsi définies. Or, dans l’optique de formuler les
équations du mouvement discrètes au moyen des équations de Lagrange et de permettre
la résolution du problème dans le cas général, une démarche de discrétisation spatiale
du problème est utilisée. La méthode de discrétisation exploitée est l’approximation de
Galerkine qui consiste à approcher le champ de déplacement u par une combinaison linéaire
de fonctions de forme cinématiquement admissibles regroupées en colonne dans la matrice
N , ainsi

u = Nui (I.17)

De plus, le champ de déformation ε est aussi lié aux déplacements généralisés au moyen
de la matrice B regroupant les fonctions de forme dérivées. Celle-ci est définie par

ε = DNui = Bui (I.18)

En insérant les expressions des énergies (I.10), (I.15) et (I.16) dans les équations de
Lagrange (I.7) ainsi qu’en substituant les déplacements continus par les déplacements
généralisés à l’aide des équations (I.17) et (I.18), il vient alors l’équation matricielle élé-
mentaire régissant le comportement dynamique du système exprimé dans le repère mobile
Rm

M(k)üi(t) + (C(k) + G(k))u̇i(t) + (K(k) + P(k) + N(k))ui(t) = g(k)(t) + r(k)(t) (I.19)

avec les différentes matrices élémentaires exprimées ainsi

M(k) =
∫
Ω
ρNTNdΩ (I.20)

C(k) =
∫
Ω
ηaNTNdΩ +

∫
Ω
ηbBTcBdΩ (I.21)

G(k) =
∫
Ω

2ρNTΩNdΩ (I.22)

K(k) =
∫
Ω
BTcBdΩ (I.23)

P(k) =
∫
Ω
ρNTΩ̇NdΩ (I.24)

N(k) =
∫
Ω
ρNTΩTΩNdΩ (I.25)

(I.26)

Les matrices M(k), C(k), K(k), et N(k) sont symétriques par construction et corres-
pondent respectivement aux matrices élémentaires de masse, d’amortissement visqueux
linéaire, de raideur linéaire élastique, et d’assouplissement centrifuge. Les matrices G(k)

et P(k) sont quant à elles antisymétriques et correspondent respectivement à la matrice
élémentaire de Coriolis et à la matrice élémentaire d’accélération angulaire.

De plus, le vecteur élémentaire g(k) représentant les efforts extérieurs appliqués au
solide et le vecteur élémentaire r(k) symbolisant les efforts inertiels qui résultent de l’en-
traînement du système de coordonnées s’écrivent
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g(k) =
∫
Ω
NTgvdΩ +

∫
Γs
NTgsdΓs (I.27)

r(k) = −
∫
Ω
ρNT

(
RTs̈ + Ω̇x + ΩTΩx

)
dΩ (I.28)

Dans la méthode des éléments finis, les déplacements généralisés ui sont assimilés
aux déplacements nodaux. Après assemblage des matrices et vecteurs élémentaires de
l’équation (I.19), il vient l’expression

Mü(t) + (C + G)u̇(t) + (K + P + N)u(t) = g(t) + r(t) (I.29)

représentant la formulation matricielle régissant le comportement dynamique du système
exprimé dans le repère mobile Rm.

Pour un solide en rotation à vitesse constante et sans mouvement de translation, le
système d’équations peut se simplifier tel que

Mü(t) + (C + G)u̇(t) + (K + N)u(t) = g(t) + r (I.30)

dans lequel le vecteur contenant les efforts inertiels est dorénavant constant et égal à un
chargement centrifuge

r = −
∫
Ω
ρNT

(
ΩTΩx

)
dΩ (I.31)

Dans l’étude d’un solide en rotation, il est usuel d’étudier le comportement de la struc-
ture au voisinage de l’état d’équilibre induit par le chargement centrifuge r. Cet état est
caractérisé par un champ de contraintes initial σ0 associé à un champ de déformation ε0,
dont la prise en compte dans les équations induit l’apparition d’une matrice de raideur
géométrique ou de précontrainte [61]. Cette dernière résulte du couplage entre le champ de
déformation initial ε0 et la partie quadratique du tenseur des déformations au voisinage
de cet état d’équilibre.

En supposant un solide animé d’une vitesse de rotation constante, le système d’équa-
tions prenant en compte cet état initial précontraint s’écrit

Mü(t) + (C + G)u̇(t) + (K + N + T)u(t) + (K + N)u0 = g(t) + r (I.32)

avec T, la matrice de raideur géométrique et u0 le vecteur des degrés de liberté associé à
cet état de précontrainte dont le terme associé n’est autre que la réponse du système au
chargement centrifuge, ainsi il vient

(K + N)u0 = r (I.33)

En prenant en compte cette équation (I.33), le système matriciel d’équations régissant
la dynamique du solide au voisinage de cet état de précontrainte peut s’écrire

Mü(t) + (C + G)u̇(t) + (K + N + T)u(t) = g(t) (I.34)

La matrice d’assouplissement centrifuge N apporte au système un effet assouplissant
sur les modes de la structure, comme son nom l’indique, tandis que la matrice de rai-
deur géométrique T confère un effet rigidifiant au système. Dans un système en rotation,
l’influence de la précontrainte est généralement prépondérante par rapport à la matrice
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d’assouplissement centrifuge, par conséquent, le système subit, en pratique, une augmen-
tation de ses fréquences de résonance avec la vitesse de rotation.

Bien que la plupart des modélisations et des dimensionnements de structures indus-
trielles soient effectués en ne sortant pas du cadre de la dynamique linéaire, des non-
linéarités peuvent se présenter dans les structures complexes assemblées telles que les
roues aubagées. La sous-section suivante met en évidence les principales non-linéarités
se manifestant en dynamique des roues aubagées et particulièrement des soufflantes de
dernière génération.

2.2 Non-linéarités des roues aubagées

Les turboréacteurs sont des structures de plus en plus complexes d’un point de vue
technologique et particulièrement les roues aubagées qui forment une importante partie des
éléments rotatifs de la machine. Cette conception complexe des composants constituant
les turboréacteurs peut induire des comportements non-linéaires dans les composants eux-
mêmes et dans leurs liaisons. Afin de modéliser le plus fidèlement possible la structure,
il est essentiel d’incorporer ces non-linéarités dans les modèles et les intégrer dans les
simulations dynamiques numériques. Un terme non-linéaire fnl est alors ajouté à l’équation
du mouvement (I.34) pour former l’équation matricielle non-linéaire

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) + fnl(u(t), u̇(t)) = g(t) (I.35)

où les notations employées sont identiques à celles de la sous-section précédente. Les termes
dépendant de la rotation du solide ne sont pas explicitement écrits mais peuvent être di-
rectement ajoutés à l’équation (I.35).

Dans un turboréacteur, les effets figurant dans le terme non-linéaire fnl demeurent
d’origines diverses. Cette sous-section se concentre sur les non-linéarités pouvant affecter
les roues aubagées et notamment les soufflantes à large corde, à savoir les non-linéarités
géométriques en grands déplacements et les non-linéarités de contact / frottement.

2.2.1 Non-linéarités géométriques en grands déplacements

En dynamique des structures, les simulations numériques sont fondées, dans la plupart
des cas, sur une linéarisation du modèle au moyen de l’hypothèse des petites perturba-
tions. Néanmoins, les vibrations des roues aubagées peuvent atteindre des amplitudes
importantes invalidant cette hypothèse des petites perturbations. Il est alors nécessaire
de considérer l’expression complète du tenseur des déformations pour décrire précisément
la structure. Les efforts non-linéaires contenus dans le terme fnl font alors intervenir des
termes polynomiaux cubiques et quadratiques et engendrent une nouvelle phénoménologie
par rapport au cas linéaire [72, 73] abordée dans le chapitre II.

De nombreux travaux en dynamique des structures traitant des non-linéarités géo-
métriques en grands déplacements ont été accomplis sur des structures minces ou élan-
cées [40, 214] mais peu sur des problèmes nécessitant une modélisation en trois dimen-
sions [72] à cause de la part de degrés de liberté de la structure affectée par la non-linéarité
et de la difficulté engendrée par la réduction du modèle numérique.
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2.2.2 Non-linéarités de contact / frottement

Les phénomènes de contact / frottement sont une source de non-linéarité très impor-
tante en mécanique et en dynamique puisque ceux-ci sont présents dans tout système
assemblé. Ces phénomènes de contact / frottement peuvent paraître néfastes puisqu’ils
entraînent une perte d’énergie (minime comparée à l’énergie de propulsion) et donc de
rendement, cependant ils s’avèrent être prépondérants en termes de contrôle vibratoire
des structures telles que les roues aubagées grâce à l’amortissement apportée à la struc-
ture.

Le contact / frottement peut prendre différentes formes sur une roue aubagée : il peut
être subi dans le cas d’un contact entre l’aube et le carter (voir section I.3) ou être in-
tentionnel afin d’apporter un amortissement maîtrisé plus important à la structure. Ce
second cas peut se rencontrer lors d’un contact frottant entre aubes adjacentes par l’inter-
médiaire de nageoires ou encore dans le cas d’un contact frottant entre le pied de l’aube et
le disque. Il est d’intérêt pour les travaux rapportés dans ce mémoire de thèse puisque la
soufflante composite à large corde, étudiée et testée pendant la campagne d’essais réalisée
sur le module structure PHARE#1, présente ce type de non-linéarité.

Les roues aubagées à aubes rapportées, telle la soufflante étudiée dans ces travaux, se
présentent comme un assemblage d’aubes montées sur un disque. La zone d’attache entres
les aubes et le disque est une région où de fortes contraintes s’exercent en plus d’un contact
frottant. Ce dernier est assuré par la force centrifuge qui vient caler le pied de l’aube dans
l’alvéole du disque. En fonction du type d’aubes (soufflante, compresseur ou turbine), ces
zones de contact peuvent être de formes différentes : en pied de sapin [99] ou en queue
d’aronde (comme présentée en section I.1). Il s’agit principalement du nombre de surfaces
de contact, aussi nommées portées, qui différencie ces deux technologies d’attache : deux
pour la queue d’aronde et quatre ou plus pour le pied de sapin.

La modélisation des phénomènes de contact / frottement est un enjeu considérable afin
d’optimiser l’amortissement de la structure [29] ou prévoir l’usure qu’ils engendrent [190]. À
la différence des non-linéarités géométriques en grands déplacements (explicitées ci-dessus),
le contact / frottement est une non-linéarité localisée ce qui signifie que celle-ci n’affecte
pas tous les degrés de liberté de la structure permettant ainsi de réduire plus facilement
le modèle numérique de la structure tout en conservant les degrés de liberté non-linéaires.
Cette technique est notamment employée dans le chapitre III dans un dessein de réduction
du modèle numérique. De plus, le contact / frottement est aussi une non-linéarité non-
régulière puisque les efforts de contact sont discontinus. De multiples lois de contact et de
frottement ont été développées dans la littérature, certaines discontinues se rapprochant de
la physique réelle d’un contact frottant, d’autres régularisées afin d’améliorer l’intégration
dans les méthodes de résolution et la convergence de l’algorithme de résolution. Parmi ces
lois, plusieurs sont présentées dans la suite de cette sous-section en dissociant contact et
frottement.

Lois de contact. Les lois de contact permettent d’identifier le statut du contact, à sa-
voir la séparation ou la jonction entre les deux solides (voire l’amplitude de pénétration
pour certaines lois). À partir de ce statut, les efforts de contact peuvent être évaluées au
moyen de ces mêmes lois de contact. Ces dernières font intervenir les déplacements et les
efforts normaux au contact entre les deux sous-structures.
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La représentation classique du contact demeure la loi de contact unilatéral qui assure
la non-pénétration entre les solides. Cette loi, fortement non-régulière, est difficilement
implémentable dans les différentes méthodes de résolution numérique d’un problème non-
linéaire et ne peut être utilisée qu’à l’aide de multiplicateurs de Lagrange. Cette loi de
contact unilatéral est illustrée en figure I.10a et décrite par l’équation

{
fn = 0 si δn < 0
δn = 0 si fn > 0 (I.36)

dans laquelle fn est l’effort normal au contact et δn représente la pénétration entre les
solides.

Dans le but de s’affranchir des problèmes numériques causés par les lois non-régulières,
la loi de contact unilatéral peut être régularisée linéairement par morceaux en ajoutant une
raideur à l’interface de contact [175]. Cette dernière est couramment employée puisqu’elle
permet le calcul direct de la force de contact en fonction du déplacement relatif grâce à
la raideur de contact. Cette loi régularisée est représentée en figure I.10b et explicitée à
l’aide de l’équation

fn =
{

0 si δn < 0
knδn si δn ≥ 0 (I.37)

dans laquelle kn est la raideur de contact.

D’autres lois régularisées ont été développées parmi lesquelles la loi exponentielle com-
portant plus de paramètres mais qui est aussi plus régulière que la loi linéaire par morceaux.
La loi exponentielle est illustrée en figure I.10c.

(a) Unilatérale (b) Linéaire par morceaux (c) Exponentielle

Figure I.10 – Lois de contact

Lois de frottement. Les lois de frottement permettent d’exprimer la valeur de l’effort
de frottement en fonction de l’effort de contact normal à la surface de l’interface entre les
sous-structures. Ces lois font intervenir les déplacements et les efforts tangentiels, à savoir
ceux contenus dans le plan du contact entre les deux sous-structures.
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La loi de Coulomb est la loi classique régissant un frottement entre solides. Le modèle
standard de Coulomb indique qu’aucun mouvement relatif n’est possible si l’effort tangen-
tiel équivalent fteq est inférieur à l’effort limite de Coulomb ftcou. Son cycle d’hystérésis
est donné en figure I.11a. De plus, elle est définie à l’aide de l’équation{

δ̇t = 0 si fteq ≤ ftcou
ft = −µ|fn| δ̇t

‖δ̇t‖
si ‖δ̇t‖ > 0 (I.38)

où δt est le vecteur des déplacements relatifs tangentiels, δ̇t le vecteur des vitesses relatives
tangentielles, ft le vecteur des efforts tangentiels, µ le coefficient de frottement, fteq = ‖ft‖
l’effort tangentiel équivalent et ftcou = µ|fn|, l’effort limite de Coulomb.

À l’image des lois de contact, il est possible de régulariser la loi de Coulomb en ajoutant
une raideur tangentielle supplémentaire ce qui autorise un déplacement relatif tangentiel
non nul (δt) lorsque l’effort tangentiel est inférieur à la limite de Coulomb. La formulation
du problème devient alors {

ft = −kt(δt − z) si fteq ≤ ftcou
ft = −µ|fn| δ̇t

‖δ̇t‖
si ‖δ̇t‖ > 0 (I.39)

avec z le vecteur correspondant au déplacement relatif tangentiel du point de contact et kt
la raideur tangentielle. Ces deux variables sont déterminées afin que la force de frottement
ainsi exprimée n’excède pas la force limite de Coulomb.

Cette formulation permet ainsi un glissement élastique lorsque l’effort tangentiel à
l’interface est inférieur à la limite de Coulomb. Son cycle d’hystérésis est illustré en fi-
gure I.11b.

La loi de frottement suivant une évolution arc-tangente permet aussi de régulariser
facilement la loi de Coulomb. Cette dernière sera détaillée puis exploitée sur un modèle
phénoménologique dans le chapitre II.

De nombreux autres modèles de frottement enrichissent la littérature sur le sujet parmi
lesquels le modèle différentiel de Bouc-Wen [20, 233], dont le cycle d’hystérésis est repré-
senté en figure I.11c, et qui permet de représenter des comportements microscopiques (de
type micro-glissement) par l’intermédiaire de modélisations macroscopiques. Il est aussi
possible de citer les lois de Dahl ou de LuGre utilisées principalement en dynamique des
structures et se présentant sous une forme différentielle plus simple que celle du modèle
de Bouc-Wen.

(a) Coulomb (b) Glissement élastique (c) Bouc-Wen

Figure I.11 – Lois de frottement



2. Modélisation des roues aubagées 23

Les codes de calcul éléments finis, tel ANSYS®, emploient des méthode de résolution
de ces lois de contact / frottement complexes pour des modèles numériques en trois di-
mensions comme la méthode de pénalité ou des Lagrangiens augmentés, tous deux décrits
dans la thèse de Salles [190].

La méthode de résolution employée sur des modèles numériques de taille industrielle
dans la suite de ce travail est la méthode des Lagrangiens dynamiques (aussi connue sous
le nom de DLFT pour Dynamic Lagrangian Frequency-Time method en anglais) proposée
par Nacivet et al. [151, 152]. Celle-ci est inspirée des stratégies de résolution de problèmes
contraints par multiplicateurs de Lagrange assurant l’exactitude de la solution conver-
gée. Le calcul des composantes fréquentielles des déplacements et efforts non-linéaires de
contact et de frottement est effectué au moyen d’une méthode d’alternance fréquence /
temps (présentée en détail dans le chapitre II) selon les lois de contact unilatéral et de
Coulomb, respectivement pour le contact et le frottement. L’utilisation de cette méthode
permet ainsi de s’affranchir de la régularisation de l’interface de contact par l’ajout de
raideurs de pénalité, généralement difficilement quantifiables, grâce à son formalisme ex-
ploitant des multiplicateurs de Lagrange. À la suite de son développement, la technique
des Lagrangiens dynamiques fut notamment reprise pour étudier l’apport des amortisseurs
non-linéaires sur les roues aubagées monoblocs [122], pour l’étude du frottement en pied
d’aube [29] ainsi que l’étude de l’usure liée au frottement en pied d’aube [190]. La méthode
des Lagrangiens dynamiques est explicitée plus en détails en annexe A.

2.3 Structures à symétrie cyclique

Les roues aubagées présentent la particularité d’être réparties circulairement autour
de l’axe de rotation grâce à une répétition de sous-structures identiques, désignées comme
secteurs, se refermant sur elles-même pour constituer la structure complète : cette propriété
géométrique est nommée symétrie cyclique [83, 213, 234] et illustrée en figure I.12.

(a) Soufflante complète (b) Secteur de référence

Figure I.12 – Géométrie du modèle numérique de la soufflante

Cette propriété de symétrie permet d’étudier ces structures à l’aide d’un formalisme
particulier, reposant sur une modélisation mixte physique et ondulatoire, qui autorise
l’exploitation de modèles numériques largement réduits par rapport au modèle numérique
représentant la roue aubagée complète. Ce formalisme particulier permet une restriction
de la modélisation à un seul et unique secteur de la structure, appelé secteur de référence,
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auquel sont appliquées des conditions aux limites représentatives du type d’onde étudié.
Grâce à ce formalisme, il est possible de reconstruire de façon exacte la réponse de la
structure toute entière.

2.3.1 Définition des composantes cycliques

Une roue aubagée, constituée de N secteurs distribués cycliquement selon un angle
α = 2Π/N et numérotés en débutant par zéro, est définie en vue des développements de
cette sous-section. La condition de périodicité de la structure cyclique peut être écrite telle
que

uj+N = uj , ∀j ∈ J0, N − 1K (I.40)

dans laquelle uj est le champ de déplacement du secteur j.

Selon la théorie de représentation linéaire des groupes cycliques introduite par Valid et
Ohayon [227], il est possible de représenter le champ de déplacement du secteur j comme
une superposition finie de fonctions harmoniques d’expression

uj =
N−1∑
k=0

ũkeijkα (I.41)

où ũk représente les composantes complexes harmoniques d’ordre k, aussi nommées com-
posantes cycliques. La relation inverse, permettant d’exprimer ces composantes cycliques
en fonction du champ de déplacement physique uj , s’écrit

ũk = 1
N

N−1∑
j=0

uje−ijkα (I.42)

Les relations (I.41) et (I.42) liant champ de déplacement et composantes cycliques
sont au final des transformées de Fourier discrètes. Par ailleurs, il est possible d’utiliser un
formalisme mathématique réel pour ces transformations ce qui permet alors d’exprimer le
champ de déplacement uj ainsi

uj = ũ0 +
K∑
k=1

(
ũc,k cos(jkα) + ũs,k sin(jkα)

)
+ (−1)jũN/2 (I.43)

avec la valeur du paramètre K dépendant de la parité du nombre de secteurs N

K =
{

N
2 − 1 si N est pair
(N−1)

2 si N est impair
(I.44)

et le dernier terme de l’expression (I.43) uniquement pris en compte si N est pair.
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La réciproque reliant les composantes cycliques réelles au champ de déplacement uj
est donnée par

ũ0 = 1
N

N−1∑
j=0

uj (I.45a)

ũc,k = 2
N

N−1∑
j=0

uj cos(jkα) (I.45b)

ũs,k = 2
N

N−1∑
j=0

uj sin(jkα) (I.45c)

ũN/2 = 1
N

N−1∑
j=0

(−1)juj (I.45d)

L’équation (I.43) peut aussi s’énoncer sous une forme matricielle plus compacte

u = Fũ (I.46)
où les vecteurs u et ũ, composés respectivement du champ de déplacement et des compo-
santes cycliques de chaque secteur, ont pour expression

u =
[
u0 u1 · · · uj · · · uN−1

]T
(I.47)

ũ =
[
ũ0 ũc,1 ũs,1 · · · ũc,k ũs,k · · · ũN/2

]T
(I.48)

et la matrice réelle de transformée de Fourier discrète

F =


1 1 0 1 · · · 0 1
1 cos(α) sin(α) cos(2α) · · · sin(Kα) −1
1 cos(2α) sin(2α) cos(4α) · · · sin(2Kα) 1
...

...
...

...
...

...
...

1 cos ((N − 1)α) sin ((N − 1)α) cos ((N − 1)2α) · · · sin ((N − 1)Kα) −1


(I.49)

Toute grandeur physique, notamment le champ de déplacement uj , d’une structure
cyclique peut donc être décrite exactement par l’intermédiaire des composantes cycliques
ũk, définies sur un secteur de référence, et par un indice harmonique k. Contrairement
à un système cyclique décrit en base physique pour lequel la structure entière est repré-
sentée, une modélisation en base cyclique permet de ne traiter que des sous-problèmes
du problème intégral, indépendants les uns des autres. Chacun de ces sous-problèmes est
associé à un indice harmonique k et donc à un type d’onde se propageant dans la structure
cyclique ce qui permet de ne résoudre que les types d’onde d’intérêt pour l’étude de la
structure. Le problème à résoudre se trouve alors être de taille significativement réduite
par comparaison à celui exprimé en base physique.

2.3.2 Formulation d’un problème en symétrie cyclique

La formulation d’un problème en symétrie cyclique revient à exprimer le problème, à
savoir les matrices structurales en plus des vecteurs solutions, en base cyclique et à com-
pléter chaque sous-problème par des conditions aux limites. Ces dernières traduisent la
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fermeture de la structure sur elle-même et le déphasage spatial qui caractérisent l’onde
correspondant à l’indice harmonique k considéré.

Dans un premier temps, chaque matrice structurale s’exprime en base cyclique par
l’intermédiaire de la matrice de transformée de Fourier discrète F ainsi

Z̃ = FTZF (I.50)

avec Z, une matrice générique représentant les matrices structurales de masse, de raideur
ou d’amortissement et Z̃, cette même matrice exprimée en base cyclique.

La forme de la matrice de transformée de Fourier discrète F et les relations d’ortho-
gonalité des fonctions trigonométriques [99] impliquent une matrice Z̃ diagonale par blocs
telle que

Z̃ = diag(Z̃k) avec


Z̃k = NZ0 pour k ∈ {0,N/2}

Z̃k = N
2

(
Z0 0
0 Z0

)
pour k ∈ J1,KK (I.51)

La forme de la matrice Z̃, diagonale par blocs, équivaut à un ensemble de sous-
problèmes indépendants correspondant à chaque indice harmonique k comme écrit plus
haut. De plus, il est possible de remarquer que, pour les harmoniques 0 et N/2, la taille
du problème est équivalente au nombre de degrés de liberté du secteur, tandis que, pour
les autres harmoniques, la taille du système matriciel est doublée en raison des termes en
cosinus et en sinus caractérisant l’onde considérée.

Figure I.13 – Représentation de la partition d’un secteur d’un système cyclique

Dans un second temps, afin d’appliquer les conditions aux limites appropriées, il est
primordial de partitionner le vecteur du champ de déplacement du secteur de référence u0
ainsi

u0 =
[

gu0 du0 iu0
]T

(I.52)
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dans laquelle les exposant g•, d• et i• correspondent respectivement aux degrés de liberté
de frontière à gauche et à droite ainsi qu’aux degrés de liberté internes de chaque secteur.
Ces notations sont illustrées en figure I.13.

En base physique, les conditions aux limites traduisent la continuité du champ de
déplacement u aux interfaces entre les différents secteurs. Le couple équation (I.53) traduit
cette condition appliquée au secteur de référence et ses secteurs adjacents.

gu0 = du1 (I.53a)
du0 = guN−1 (I.53b)

En insérant la relation (I.41) dans le couple équation (I.53), les conditions de continuité
à l’interface s’expriment en base cyclique pour chaque harmonique k

gũk0 = dũk0eikα (I.54a)
dũk0 = gũk0ei(N−1)kα (I.54b)

Ces deux relations de propagation, exprimées en base cyclique, permettent de relier
les degrés de liberté des deux frontières du secteur de référence. Ces expressions sont
équivalentes, par conséquent une seule de ces équations suffit à formuler le problème en
base cyclique. Par souci de concision, la relation (I.54a) est généralement conservée. Il est
aussi possible d’écrire cette relation en employant un formalisme réel pour aboutir aux
expressions
— pour k = 0

gũ0 = dũ0 (I.55)
— pour k ∈ J1,KK [

gũc,k
gũs,k

]
=
(

cos(kα) sin(kα)
− sin(kα) cos(kα)

)[
dũc,k
dũs,k

]
(I.56)

— pour k = N/2
gũN/2 = −dũN/2 (I.57)

Les sous-problèmes, définis dans un premier temps puis complétés de ces conditions
aux limites cycliques, permettent de formuler le problème en base cyclique et autorisent
ainsi la modélisation d’un système possédant des propriétés géométriques de symétrie cy-
clique à partir d’un seul et unique secteur de référence.

La section suivante traite de la résolution de problèmes structuraux classiques en em-
ployant ce formalisme cyclique à savoir l’analyse modale et la réponse forcée.

2.3.3 Problèmes structuraux en base cyclique

L’équation régissant la dynamique d’un solide, définie en sous-section I.2.1, peut être
reformulée en base cyclique grâce aux développements présentés dans cette sous-section
de la manière suivante

M̃k ¨̃uk(t) + C̃k ˙̃uk(t) + K̃kũk(t) = g̃k(t) ∀k ∈ J0,N/2K (I.58)
où les notations employées sont identiques à celles de la sous-section I.2.1. Afin d’alléger
les équations, les termes dépendant de la rotation du solide ne sont pas explicitement écrits
mais peuvent être ajoutés simplement à l’équation (I.58). Chacun de ces sous-problèmes
est augmenté d’équations de contrainte correspondant aux relations de continuité entre
les secteurs définis par les expressions (I.55), (I.56) et (I.57).
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Analyse modale. L’analyse modale linéaire d’une structure converge vers l’obtention
des fréquences propres et de la déformée des modes propres de la structure étudiée (plus
de détails sur l’analyse modale linéaire sont fournis dans le chapitre II). En base physique,
cette analyse modale linéaire nécessite la résolution du problème aux valeurs propres sui-
vant

(K− Ω2M)Φi = 0 (I.59)

où Φi est la déformée du ième mode linéaire du système qui en comporte n et Ω est la
pulsation propre associée au ième mode normal linéaire.

La formulation de ce problème aux valeurs propres en base cyclique mène à la résolution
des sous-problèmes aux valeurs propres associés à chaque indice harmonique k et contenus
dans l’équation

(K̃k − Ω2M̃k)Φ̃k
i = 0 (I.60)

Les solutions de ces sous-problèmes peuvent être réparties en deux catégories. La pre-
mière est constituée des solutions définies comme non-dégénérées pour lesquelles la valeur
propre Ω2 est simple. Ces solutions sont associées aux indices harmoniques k = 0 et k = N/2
(lorsque N est pair pour ce dernier cas). La seconde catégorie est formée par les solutions
dites dégénérées et dont la valeur propre Ω2 est double. Cette dégénérescence de certains
modes propres permet de reconstruire, à partir des deux vecteurs propres linéairement in-
dépendants, associés à la même fréquence propre Ω, une onde dite tournante. Cette onde
se propage dans la structure dans l’une ou l’autre des directions : une onde se propageant
dans le sens de rotation de la roue aubagée est dite co-rotative tandis qu’une onde se
déplaçant dans le sens opposé est dite contra-rotative. Une combinaison linéaire entre une
onde co-rotative et une autre contra-rotative dans des proportions identiques aboutit à
une onde dite stationnaire.

Les déformées Φ̃k
i des modes propres comportent des diamètres nodaux se rapportant

aux lignes le long desquelles le champ de déplacement de la structure est nul. Le nombre
de diamètres nodaux de la déformée est égal à l’indice harmonique k du mode exprimé en
base cyclique. Grâce au formalisme cyclique employé, il est possible d’évaluer uniquement
les modes possédant le nombre de diamètres nodaux souhaités puisque ce formalisme per-
met de découpler les différents sous-problèmes aux valeurs propres correspondant à des
indices harmoniques k différents.

La figure I.14 illustre les modes non-dégénérés de la soufflante composite à dix-huit
secteurs étudiée dans les travaux de ce mémoire. Il est possible de remarquer sur la fi-
gure I.14a que la totalité des secteurs du mode à zéro diamètre nodal vibrent en phase.
Tandis que sur la figure I.14b, les secteurs adjacents du mode à neuf diamètres nodaux
(N/2 diamètres) vibrent en opposition de phase.

Les modes dégénérés à deux diamètres nodaux, représentés sur la figure I.15, per-
mettent d’identifier clairement les positions des diamètres. Il est alors possible de remar-
quer que ces deux modes propres dégénérés sont orthogonaux. La représentation de la
déformée du mode à deux diamètres comme illustrée sur la figure I.15 ne permet d’iden-
tifier le type d’onde (stationnaire, co-rotative ou contra-rotative) se propageant dans la
structure cyclique. D’autres représentations, proposées dans le chapitre VI, peuvent alors
mettre en évidence graphiquement le type de l’onde.
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(a) Zéro diamètre nodal (b) Neuf diamètres nodaux

Figure I.14 – Déformées modales non-dégénérées du premier mode de flexion
(déplacements minimum et maximum )

Figure I.15 – Déformées du premier mode de flexion dégénéré à deux diamètres nodaux
(déplacements minimum et maximum )

Réponse forcée. À partir de l’équation du mouvement formulée en base cyclique (I.58),
la réponse forcée linéaire du système peut être évaluée. Les sous-problèmes associés à
chaque indice harmonique k restant toujours indépendants, les équations d’intérêt, à savoir
celles possédant un terme d’excitation g̃k(t) non nul, peuvent être résolues indépendam-
ment les unes des autres ce qui permet de réduire la taille du système à résoudre.

Cette sous-section, en plus de développer la formulation d’un problème en symétrie
cyclique, a principalement permis d’introduire les notions de modes à diamètres (dégénérés
et non-dégénérés) et de propagation de l’onde (stationnaire, co-rotative et contra-rotative)
dans la structure cyclique. Ces notions seront amplement exploitées dans le chapitre VI
consacré aux essais en rotation de la soufflante dans le module structure PHARE#1.

Néanmoins, l’hypothèse de symétrie cyclique de la structure implique l’uniformité de
tous les secteurs. Or, des imperfections liées à la fabrication ou à l’usure des différents
secteurs et en particulier des aubes sont inévitables. Par conséquent, cette méthode de
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symétrie cyclique n’est pas adaptée lorsque la roue aubagée doit être modélisée le plus
fidèlement possible à la réalité. Ce phénomène de disparité entre les secteurs est nommé
désaccordage et sera développé plus en détails dans la sous-section suivante.

2.4 Éléments de désaccordage

Le désaccordage mécanique désigne l’ensemble des différences structurales ou géomé-
triques existant entre les secteurs d’une roue aubagée. Bien que les roues aubagées soient
conçues de manière cyclique, c’est-à-dire en considérant l’ensemble des secteurs identiques
(qu’il est alors possible de désigner comme accordés), la fabrication d’une roue à aubes
rapportées ou même monobloc n’aboutit jamais à une roue purement cyclique. En effet, les
procédés de fabrication induisent inévitablement des dispersions matérielles sur le disque
et les aubages. Celles-ci sont principalement liées aux tolérances d’usinage ou de mise en
forme auxquelles peuvent s’ajouter des disparités induites par l’usure des composants. Ce
phénomène de désaccordage est nommé involontaire ou aléatoire par opposition au désac-
cordage intentionnel exposé dans la suite de cette sous-section.

Afin de minimiser les écarts entre les résultats expérimentaux et numériques et donc
d’augmenter la fiabilité des simulations numériques, la prise en compte de ce phénomène
de désaccordage est nécessaire. Il est alors inévitable de travailler sur un modèle com-
plet de roue aubagée et non un modèle bénéficiant d’une hypothèse de symétrie cyclique.
Des techniques de réduction de modèle numérique, appliquées au cas des roues aubagées
désaccordées, peuvent ainsi être employées dans le but de travailler sur des modèles de
taille raisonnable. Ces dernières peuvent s’appuyer sur une base de modes propres li-
néaires [15, 144, 238] ou plus récemment non-linéaires [101, 102] ce qui est le cas dans la
suite de ce travail de thèse.

D’un point de vue numérique, les disparités structurales et géométriques des différents
secteurs affectent les matrices de masse M, d’amortissement C et de raideur K de chaque
secteur. Pour intégrer ces disparités à la modélisation, il est possible de modifier le mo-
dule de Young ainsi que la densité de chaque secteur. Cependant, il est plus commun de
modifier la fréquence propre [18, 19, 57] et le taux d’amortissement modal [106, 200] des
différents secteurs en employant une répartition aléatoire ou intentionnelle par rapport à la
valeur nominale. Cette dernière méthode sera employée pour prendre en compte le phéno-
mène de désaccordage dans la suite de ce travail de thèse et notamment dans le chapitre VI.

Le désaccordage involontaire de la roue, même pour de faibles niveaux, est suscep-
tible de perturber significativement la réponse dynamique de la structure. Les premiers
travaux consacrés à ce phénomène [50, 52, 229] ont permis d’observer que l’amplitude de
réponse de certains secteurs était plus importante que celle des autres secteurs pour une
excitation périodique donnée. Cette constatation indique que certains modes possèdent
une localisation de l’énergie [181, 231, 232] sur quelques secteurs, brisant ainsi la symétrie
de la réponse à diamètres et pouvant entraîner une amplification de la réponse maximale
jusqu’à un facteur de l’ordre de deux comme le révèle la figure I.16. Les courbes repré-
sentant l’évolution typique du facteur d’amplification pour une structure désaccordée au
comportement linéaire, telles celles de la figure I.16 comportent généralement deux zones :
une première pour laquelle le facteur d’amplification croît en suivant une pente raide puis
une seconde, à la suite du maximum de la courbe, où le facteur diminue à mesure que le
taux de désaccordage augmente.
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Figure I.16 – Facteur d’amplification en fonction du taux de désaccordage aléatoire [27]

Le désaccordage aléatoire, résultant des disparités structurales et géométriques ainsi
que de l’usure des composants, conduit généralement à des facteurs d’amplification conte-
nus dans la première zone de la courbe de la figure I.16, zone dans laquelle de faibles im-
perfections conduisent à des variations significatives du facteur d’amplification. En termes
de robustesse de dimensionnement, il semble plus avantageux de se placer dans la seconde
zone de la courbe où la variation du facteur d’amplification est plus faible et engendre donc
une erreur moindre sur les amplitudes prédites. Cette constatation a donné naissance au
concept de désaccordage intentionnel [26, 31, 143] consistant à briser volontairement la
symétrie cyclique de la roue pour se positionner au delà du maximum d’amplification,
dans la zone permettant un dimensionnement plus robuste.

Par ailleurs, plusieurs travaux [26, 52, 71] se sont intéressés à l’optimisation du schéma
de désaccordage d’une roue aubagée en modifiant les caractéristiques modales des aubes
et leur répartition autour du disque afin de réduire le facteur d’amplification. Plus récem-
ment, des études [137, 165] se sont aussi souciées des très grandes valeurs de désaccordage
induites, par exemple, par l’endommagement d’une ou plusieurs aubes.

Le désaccordage induit un second effet sur la réponse forcée d’une roue aubagée se rap-
portant à l’excitabilité de celle-ci. En effet, pour une structure purement cyclique, l’excita-
bilité des modes est régie par deux conditions : une condition fréquentielle et une condition
d’appropriation modale (évoquée en section I.3 avec le diagramme zig-zag). Néanmoins,
l’excitabilité des modes d’une structure désaccordée n’est plus régie que par la condition
fréquentielle ce qui engendre une très grande densité modale sur les réponses forcées de
la structure. De plus, des travaux [53, 54] sur les propriétés des structures accordées et
désaccordées ont révélé que les modes dégénérés (voir section I.2.3) des roues aubagées se
scindent en modes de fréquences propres différentes à cause du désaccordage, enrichissant
potentiellement encore plus le spectre des réponses forcées.

Cependant, le désaccordage ne présente pas que des inconvénients. En effet, le désac-
cordage intentionnel peut octroyer, dans certaines conditions, des effets stabilisant à la
structure vis-à-vis du phénomène de flottement aéroélastique en permettant d’augmenter
les marges au flottement [108, 112, 139].

Les états de l’art de Slater et al. [203] et Castanier et Pierre [27] sont susceptibles d’ap-
porter plus de précisions au lecteur intéressé par le désaccordage aléatoire et intentionnel
des structures et particulièrement des roues aubagées.
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3 Dimensionnement des roues aubagées

Le dimensionnement des roues aubagées face aux phénomènes vibratoires est une étape
cruciale du développement industriel de nouvelles technologies dans les turboréacteurs.
En effet, ces phénomènes vibratoires peuvent endommager voire détruire les aubages.
Cette section souligne particulièrement les aspects mécaniques du dimensionnement et
notamment le dimensionnement en dynamique des structures.

Pour débuter cette section, les sources d’excitation des aubages sont détaillées. Les
différents outils permettant un développement efficace des roues aubagées en dynamique
des structures sont ensuite présentés.

3.1 Sources de vibration

Les origines des phénomènes vibratoires affectant les roues aubagées sont multiples et
souvent complexes. Les principales sources de vibration et les phénomènes associés sont
décrits dans cette sous-section en distinguant les phénomènes d’origine aéroélastique de
ceux d’origine mécanique.

3.1.1 Phénomènes d’origine aéroélastique

Les phénomènes d’origine aéroélastique peuvent, eux-mêmes, être différenciés selon
deux types de problématiques : les phénomènes synchrones par rapport à la vitesse de
rotation de l’arbre et les phénomènes asynchrones.

Les réponses forcées aéroélastiques des aubes constituent la majeure partie des phéno-
mènes synchrones.

Réponse forcée. Les réponses forcées aéroélastiques demeurant un phénomène syn-
chrone, la fréquence d’excitation est alors un harmonique de la vitesse de rotation de
l’arbre. Ces réponses forcées sont causées par les perturbations en amont et en aval de
l’aubage considéré, perturbations induites par les obstacles fixes dans la veine d’air, tels
que les distributeurs, les redresseurs, ou les bras de carter. Ces perturbations se traduisent
par des fluctuations du champ de pression dans le fluide ; les aubages sont alors excités
par ce type de perturbation un nombre de fois égal à la fréquence de rotation de l’arbre
multipliée par le nombre d’obstacles. Les aubes peuvent alors entrer en résonance si l’une
de leurs fréquences propres coïncide avec un harmonique de l’excitation (soit un harmo-
nique de la vitesse de rotation de l’arbre). Les phénomènes synchrones sont, de manière
générale, correctement prédits et les aubages sont ainsi dimensionnés pour prévenir leur
entrée en résonance, notamment à l’aide des outils présentés en sous-section I.3.2.

Les principaux phénomènes asynchrones sont dans la plupart des cas des phénomènes
auto-entretenus résultant de l’interaction entre les vibrations des aubes et le fluide. Ceux-ci
sont plus difficilement prédictibles et donc difficilement modélisables ce qui peut conduire
à de coûteuses re-conceptions.

Flottement. Le phénomène de flottement est une instabilité dynamique d’origine aéro-
dynamique qui se manifeste au voisinage d’une fréquence de résonance de la roue aubagée
et pendant laquelle les vibrations des aubages et les forces aérodynamiques instationnaires
s’auto-entretiennent [82]. Plusieurs phénomènes de flottement aéroélastique peuvent être
rencontrés sur des aubes de turboréacteur, comme par exemple le couplage entre les modes
de flexion et de torsion de l’aube par l’intermédiaire du fluide. Cependant les profils et les
matériaux des aubes actuelles, notamment ceux de la soufflante, peuvent conduire à un
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type de flottement particulier se caractérisant par un amortissement aérodynamique (quali-
fié de négatif) supérieur, en valeur absolue, à l’amortissement structural : l’énergie dissipée
par la structure est alors inférieure à l’énergie apportée par le fluide. Ce phénomène est
redoutable pour les structures puisque les niveaux vibratoires se révèlent incontrôlables,
nécessitant alors de sortir de la zone d’instabilité en modifiant le point de fonctionnement
du moteur.

Décollement tournant. Ce phénomène peut se ranger dans la catégorie des instabilités
d’écoulement tournant. Le décollement tournant se produit à basse vitesse de rotation et
se caractérise par la présence de poches de fluide décollées de la structure se déplaçant à
une vitesse inférieure à celle du rotor. Il en résulte généralement de fortes différences de
pression entre les différentes aubes d’une roue mobile ce qui génère de forts niveaux de
vibration [70]. Ce phénomène peut parfois être à l’origine d’instabilités plus importantes
comme le pompage.

Le pompage se caractérise par l’apparition de fortes fluctuations de pression pouvant
conduire à une inversion globale du sens de l’écoulement. Ce phénomène instable est
très énergétique et s’accompagne de fortes sollicitations mécaniques pouvant avoir des
conséquences désastreuses pour un turboréacteur.

3.1.2 Phénomènes d’origine mécanique

Bien que les principales sources de vibration dans les turboréacteurs soient d’origine
aéroélastique, des vibrations d’origine mécanique sont aussi présentes. Parmi ces dernières,
les effets de balourd ainsi que le contact entre le rotor et le stator sont prépondérants.

Balourd. Les effets de balourd sont les sollicitations mécaniques principales des ma-
chines tournantes. Ceux-ci résident en des efforts d’inertie générés par une position du
centre de gravité du rotor en décalage par rapport à son axe de symétrie ou une direc-
tion différente de l’axe principal d’inertie du rotor par rapport à son axe de rotation. La
présence de balourd conduit à une force d’excitation synchrone dont l’amplitude est pro-
portionnelle à sa masse, son excentrement et au carré de la vitesse de rotation de l’arbre.
Les sources de balourd sont diverses et peuvent être dues à une répartition hétérogène de
la masse autour de l’axe de rotation, en raison par exemple des dispersions de matériau qui
résultent de l’imperfection des techniques de fonderie et d’usinage, ou bien d’un mauvais
assemblage des composants. Pour le minimiser, les constructeurs imposent des tolérances
de fabrication très sévères. De plus, des équilibrages, par ajout de masselottes ou retrait
de matière par usinage, sont réalisés à de multiples reprises pendant le montage.

Un balourd peut aussi apparaître au cours de l’exploitation du moteur à la suite de la
fatigue vibratoire de certains composants pouvant amener une perte d’aube. Le rotor et
notamment les aubes peuvent aussi être endommagés lors de l’ingestion de corps étrangers
tels que des grêlons ou des oiseaux. De tels évènements peuvent causer d’importants dom-
mages et entrainer la perte d’une ou plusieurs aubes générant ainsi un important balourd.
Pour anticiper ces dommages et donc ces balourds, les essais de certification des turbo-
réacteurs permettent de contrôler la résistance de la machine à ces éventualités. Les essais
d’ingestion de corps étrangers de taille plus ou moins importante (oiseaux et glace par
exemple) ainsi que les essais de perte d’une aube mobile, induisant tous deux de sérieux
balourds, constituent des étapes indispensables avant la certification.

Contact rotor / stator. Les phénomènes de contact rotor / stator prennent une im-
portance grandissante dans la dynamique des roues aubagées principalement à cause de la
réduction des jeux de fonctionnement entre la tête des aubes et le carter. Cette minimisa-
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tion des jeux a pour objectif d’améliorer l’efficacité en fonctionnement de la roue aubagée
en question en réduisant les pertes de flux par fuites de l’écoulement entre le carter et
la tête des aubes. Le contact rotor / stator induit une importante contrainte tangentielle
appliquée en tête d’aube, entraînant la flexion de celle-ci de façon continue ou intermit-
tente. Des travaux tendent à montrer que des phénomènes d’instabilités vibratoires et
d’interactions modales peuvent résulter de ce contact [126]. Afin de pallier ces problèmes,
certaines machines sont pourvues de couches de matériau abradable dans les zones où le
contact est susceptible de survenir. Par ailleurs, de plus en plus de travaux s’intéressent à
ce domaine particulier de la dynamique des roues aubagées que ce soit d’un point de vue
expérimental [3, 168] ou numérique [169].

La rotation de la machine n’entraîne pas seulement des efforts dynamiques tels que
ceux présentés précédemment. En effet, en plus d’un raidissement centrifuge (détaillé dans
le développement de l’équation du mouvement de la section I.2), un effet géométrique
non-négligeable se manifeste. Les aubes ont alors tendance à se dévriller sous les effets
combinés de la rotation et des chargements liés au fluide. Les changements de géométrie
des aubes sont d’autant plus importants que les géométries sont complexes, particulière-
ment en ce qui concerne les aubes à large corde. Ces effets statiques sont, au même titre
que les effets aérodynamiques mentionnés ci-dessus, essentiels à prendre en compte dans
le dimensionnement et la modélisation numérique des aubes.

La connaissance de ces différentes sources de vibration aéroélastiques et mécaniques
permet ainsi le dimensionnement de la structure concernée à l’aide des outils exposés dans
la sous-section suivante.

3.2 Outils de dimensionnement

Comme présenté dans la sous-section précédente, les roues aubagées sont astreintes à
de nombreux phénomènes de vibration pouvant entrainer de la fatigue vibratoire voire,
dans le pire des cas, la rupture de la pièce et donc la perte d’une aube. Afin de prédire
ces phénomènes vibratoires et ainsi la ruine par fatigue des aubages, plusieurs outils de
dimensionnement vibratoire linéaire sont employés. Ceux-ci visent principalement à di-
mensionner la structure face aux excitations synchrones qui sont plus aisées à prédire que
les excitations asynchrones pour lesquelles le dimensionnement se base davantage sur le
retour d’expérience du motoriste et les essais.

3.2.1 Diagramme fréquences / diamètres

Le diagramme fréquences / diamètres permet de suivre l’évolution des fréquences
propres de chaque mode de vibration d’une roue aubagée en fonction du nombre de dia-
mètres nodaux pour une vitesse de rotation fixée ; la notion de diamètre nodal ayant été
abordée en section I.2. Le diagramme fréquences / diamètres théorique de la soufflante
exploitée pendant la campagne d’essais réalisée sur le module structure PHARE#1 pour
une vitesse de rotation de 50 % est donné en figure I.17. À noter que les vitesses de rotation
sont exprimées en pourcentage du régime nominal de la soufflante et que les fréquences
propres de celle-ci sont normalisées pour des raisons de confidentialité industrielle.

Dans le cas de cette soufflante composite, il est possible de remarquer que les fréquences
propres varient très peu en fonction du nombre de diamètres nodaux. Contrairement au
diagramme fréquences / diamètres d’autres types de roues aubagées, par exemple un disque
aubagé monobloc (à l’instar de celui présenté dans le mémoire de thèse de Laxalde [122])
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Figure I.17 – Diagramme fréquences / diamètres théorique de la soufflante étudiée

pour lequel les fréquences propres peuvent fortement varier en fonction du nombre de
diamètres nodaux et particulièrement pour les premiers diamètres nodaux. Cette forte
évolution traduit l’importante contribution en raideur du disque pour les déformées cor-
respondant aux premiers diamètres nodaux.

Sur ce type de représentation, il est également possible d’identifier des zones de veering
qui correspondent à un rapprochement des courbes associées à deux familles de modes de
vibration. Ce phénomène de veering entraîne un couplage entre les modes en question
et peut entraîner d’importantes amplitudes de vibration pouvant rapidement mener à la
destruction de l’aubage.

3.2.2 Diagramme de Campbell

Afin d’anticiper tout risque de coïncidence fréquentielle entre l’une des fréquences
propres de la roue aubagée et la fréquence d’excitation des sources de vibration, déve-
loppées en sous-section I.3.1, le tracé du diagramme de Campbell de la roue demeure un
outil indispensable pour le dimensionnement des aubages face aux phénomènes d’excitation
synchrone qu’ils soient mécaniques ou aéroélastiques. Ce diagramme représente l’évolution
des fréquences propres de la roue aubagée pour un diamètre nodal fixé en fonction de sa
vitesse de rotation ainsi que les harmoniques de la vitesse de rotation, appelés ordres mo-
teur (engine order en anglais). Ce type de représentation permet de mettre en évidence
les risques de résonance lorsqu’une des droites représentant les ordres moteur croise une
ou plusieurs fréquences propres dans la plage de fonctionnement de la turbomachine. Il est
ainsi préférable de ne pas positionner un point de fonctionnement du moteur aux abords
de l’une des coïncidences. Le diagramme de Campbell théorique de la soufflante, exploitée
en essais, est tracé pour un mode à deux diamètres nodaux en figure I.18 ; les vitesses de
rotation étant toujours exprimées en pourcentage du régime nominal de la soufflante et
les fréquences propres de celle-ci toujours normalisées.

La coïncidence entourée sur le diagramme I.18 représente l’interaction entre le premier
mode de flexion (1F) et le deuxième harmonique moteur de la soufflante. Compte tenu de
l’importante densité modale des structures à symétrie cyclique, il est possible qu’un grand
nombre de coïncidences fréquentielles apparaissent sur le diagramme de Campbell. Cepen-
dant, toutes les coïncidences fréquentielles ne sont pas nécessairement menaçantes pour la
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Figure I.18 – Diagramme de Campbell théorique de la soufflante du banc PHARE#1
( mode de vibration et ordre moteur)

machine. Pour qu’une coïncidence soit considérée dangereuse, la condition d’appropriation
modale doit également être satisfaite. Cette condition est représentée graphiquement par
le diagramme zigzag.

3.2.3 Diagramme zigzag

Le diagramme zigzag, aussi nommé diagramme SAFE [201] (pour Singh’s Advanced
Frequency Evaluation), représente la condition d’excitabilité d’un mode de vibration par
un ordre moteur. Dans le cas d’une roue aubagée, cette condition est nommée condition
d’appropriation modale et correspond à la règle de repliement de spectre des harmoniques
spatiales en nombre de diamètres nodaux équivalents [234]. Plus directement, pour qu’un
mode à diamètres d’une roue parfaitement symétrique, comprenant N secteurs identiques,
soit excité par un ordre moteur EO, la relation (I.61) nécessite d’être satisfaite.

EO± k = pN (I.61)

avec k le nombre de diamètres du mode et p un entier naturel.

Figure I.19 – Diagramme zigzag de la soufflante du banc PHARE#1
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L’expression (I.61) peut se représenter graphiquement sur un diagramme zigzag, celui
de la soufflante comprenant 18 secteurs et exploitée en essais est donné en figure I.19.
Cet exemple permet de constater le phénomène de repliement qui permet aux modes à
diamètres d’être excités par les ordres moteurs supérieurs à N/2 et qui réduit grandement
le nombre de coïncidences susceptibles d’être préjudiciables pour la roue aubagée.

3.2.4 Diagrammes de dimensionnement en fatigue vibratoire

Bien que les outils à disposition soient performants pour dimensionner les roues auba-
gées face aux vibrations et ainsi anticiper les risques de résonance en fonctionnement dans
le cas de phénomènes de vibration synchrone, la rupture par fatigue vibratoire reste l’une
des causes principales d’endommagement des aubes. Il est donc nécessaire de dimensionner
les roues aubagées par rapport à ce phénomène de fatigue vibratoire. Ce dimensionnement
repose principalement sur deux outils empiriques : les courbes de Wöhler et le diagramme
de Haigh qui sont brièvement abordés dans la suite de cette sous-section.

Courbe de Wöhler. Les courbes de Wöhler permettent de caractériser le phénomène
de fatigue vibratoire à travers la représentation du niveau de contrainte alternée σa en
fonction du nombre de cycles Nr jusqu’à la rupture du matériau. Ces courbes sont issues
de campagnes de caractérisations expérimentales reflétant le comportement statistique en
fatigue vibratoire d’un matériau donné. Compte tenu de leur aspect statistique, les courbes
de Wöhler sont tracées pour un certain niveau de probabilité de rupture, en général 95%. Il
est donc possible d’extraire la durée de vie théorique ou limite d’endurance théorique d’un
matériau à l’aide de ces courbes. La figure I.20 propose un exemple de courbe de Wöhler
sur laquelle apparaît une limite d’endurance σ∞, représentant la valeur de contrainte
alternée en deçà de laquelle le matériau ne rompt théoriquement pas. Cette propriété est
caractéristique de certaines familles de matériaux telles que les aciers.

Figure I.20 – Courbe de Wöhler

Cependant, les travaux de Wöhler ne prennent pas en compte le chargement statique
induit par le champ centrifuge dû à la rotation de la roue aubagée, nommé contrainte
statique ou moyenne σm. Dans le cas de roues aubagées subissant une contrainte moyenne
non-négligeable, la limite d’endurance obtenue à l’aide des courbes de Wöhler n’est plus
admissible. Par conséquent, d’autres modèles sont employés et sont consignés dans le
paragraphe suivant.
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Diagramme de Haigh. Plusieurs modèles permettent de contourner la limitation prin-
cipale des courbes de Wöhler. En effet, les modèles de Goodman, Soderberg, ou Gerber
autorisent l’estimation de l’effet de la contrainte moyenne sur la durée de vie du maté-
riau. Ces différents modèles sont généralement représentés sur un diagramme de Haigh.
Celui-ci trace la contrainte alternée σa, entraînant la rupture de la structure, en fonction
de la contrainte moyenne σm pour un nombre fixé de cycles. Comme représentée sur la
figure I.21, la droite de Goodman relie la limite d’endurance à contrainte moyenne nulle
σd à la limite de rupture statique Rm. De même, la droite de Soderberg joint cette même
limite d’endurance à contrainte moyenne nulle σd à la limite élastique statique Re et offre
ainsi une marge de sécurité plus grande que la droite de Goodman. La courbe de Gerber
est une parabole qui raccorde les mêmes points que la droite de Soderberg. Un point de
fonctionnement est acceptable lorsqu’il se situe sous la courbe du modèle considéré. En
pratique, un coefficient de sécurité, plus ou moins important selon la criticité de la pièce,
est appliqué en complément de ce critère.

Figure I.21 – Diagramme de Haigh

Bien que ces différents outils soient performants pour dimensionner une roue aubagée
dont le comportement dynamique a été linéarisé, le développement d’un turboréacteur
requiert de nombreux essais au sol et en vol afin d’obtenir une autorisation de vol qui est
délivrée par l’une des autorités de régulation à la suite d’essais de certification, ces derniers
marquant la fin du développement du turboréacteur.

4 Bilan
Ce chapitre introductif a permis de poser le cadre de ce travail de thèse concernant la

dynamique des roues aubagées de turboréacteur et plus particulièrement de la soufflante.
Les turboréacteurs, dont le principe de fonctionnement a été exposé en début de chapitre,
demeurent des structures complexes dont la conception et la modélisation impliquent de
nombreux domaines d’étude en plus de la mécanique. La modélisation dynamique de leurs
parties tournantes fondamentales, à savoir les roues aubagées, a ainsi été abordée à travers
la mise en équation d’un problème dynamique en rotation et des différentes non-linéarités
pouvant affecter la dynamique du système. D’un point de vue plus technologique, les ou-
tils de dimensionnement vibratoire des roues aubagées face aux phénomènes vibratoires
synchrones ont été dévoilés permettant de dimensionner les roues aubagées face aux phé-
nomènes vibratoires d’origine aéroélastique et mécanique. La notion de désaccordage de
la structure a aussi été abordée afin de souligner les effets que celle-ci peut occasionner
sur la dynamique de la structure.
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La présence de non-linéarités dans la structure implique une modélisation particulière
de celles-ci, décrite dans ce chapitre, mais surtout une résolution spécifique du problème
faisant appel à un solveur itératif. Ces différentes méthodes de résolution sont détaillées
dans le chapitre suivant en mettant en évidence la méthode de l’équilibrage harmonique,
employée dans la suite de ce mémoire pour évaluer des réponses forcées en dynamique
non-linéaire ainsi que les solutions du problème non-linéaire autonome.





Chapitre II

Étude fréquentielle non-linéaire

Ce chapitre est consacré à l’emploi des techniques de recherche de solutions périodiques
ou pseudo-périodiques dans le cas de systèmes non-linéaires autonomes et non-autonomes.
Les équations non-linéaires possédant ce type de solutions sont décrites dans le chapitre I.

Les travaux exposés dans ce mémoire exploitent une technique fréquentielle très per-
formante et polyvalente, dont la théorie et l’implémentation numérique sont détaillées :
la méthode de l’équilibrage harmonique. La notion de mode non-linéaire, fortement as-
sociée à la résolution de systèmes non-linéaires autonomes, est exposée dans la troisième
sous-section ainsi que le calcul des modes complexes non-linéaires. Cette technique de cal-
cul permet d’évaluer les modes non-linéaires de systèmes non-conservatifs à partir d’une
technique de résolution dérivée de la méthode de l’équilibrage harmonique. Un exemple
illustratif, employant ces deux méthodes, permet de mettre en lumière certains phéno-
mènes non-linéaires pouvant apparaître dans le cas d’aubes de soufflante.
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1 Méthode de l’équilibrage harmonique

Plusieurs méthodes de résolution permettent d’évaluer la solution de l’équation ma-
tricielle différentielle du second ordre régissant la dynamique non-linéaire d’un système
non-autonome, développée dans le chapitre I et rappelée dans l’équation (II.1) 1.

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = g(t) (II.1)

Ces diverses techniques permettent d’évaluer la solution périodique non-linéaire du
régime permanent en exploitant une approche temporelle ou fréquentielle. Un état de l’art
de celles-ci est proposé dans la première partie de cette section. La suite de cette section
est consacrée au développement des aspects théoriques de la méthode de l’équilibrage
harmonique ainsi qu’à son implémentation pratique en programmation. La résolution du
système d’équations y est notamment décrite ainsi que la procédure d’évaluation des termes
non-linéaires nécessaire au calcul de la solution. Différentes méthodes de continuation sont
présentées, celles-ci permettant de suivre l’évolution de la solution du système en fonction
d’un paramètre. De plus, deux méthodes de condensation dans le domaine fréquentiel,
permettant de réduire le nombre d’équations à résoudre, sont détaillées dans la dernière
sous-section.

1.1 Méthodes de résolution du problème dynamique non-linéaire

Tout d’abord, les méthodes permettant de rechercher la solution périodique non-
linéaire dans le domaine temporel sont exposées. L’emploi de ces méthodes temporelles
dépend du type de solution étudiée, de la taille des modèles et de la nature des phénomènes
envisagés. Celles-ci peuvent ainsi être regroupées en deux catégories, à savoir les méthodes
dites analytiques et les méthodes numériques.

Les méthodes analytiques incluent, entre autres, les techniques de perturbation qui
sont fondées sur l’hypothèse considérant les termes non-linéaires fnl petits et proportion-
nels à un petit paramètre ε.

Plusieurs techniques de perturbation ont été développées et perfectionnées au cours du
temps et notamment des techniques permettant de rechercher directement les solutions
périodiques du problème parmi lesquelles se trouvent la méthode de la moyenne [76] et la
méthode des échelles multiples [163] imposant toutes deux une solution périodique ou bien
la méthode de Lindstedt [146] qui ferme le système d’équations en imposant une condition
de périodicité pour déterminer la fréquence (et donc la période) de la solution.

Cependant, les techniques de perturbation présentent l’inconvénient de n’être valables
que pour des non-linéarités très faibles (ε << 1) et régulières.

Les méthodes numériques nécessitent, quant à elle, une résolution itérative mais per-
mettent d’obtenir une approximation de la solution. Parmi ces méthodes, l’intégration
temporelle est une approche classique. Sa simplicité d’utilisation, sa capacité à résoudre
un grand nombre de problèmes et le peu d’hypothèses formulées en font l’une des ap-
proches les plus plébiscitées pour résoudre l’équation du mouvement (II.1).

1. Par souci de concision, les matrices associées à la rotation du solide et développées dans le chapitre I
ne sont pas inclues dans les équations du mouvement de cette section. Néanmoins, leur introduction dans
les méthodes exposées dans ce chapitre demeure directe.
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Un grand nombre de schémas d’intégration temporelle sont conçus pour des systèmes
d’équations différentielles du premier ordre, il est alors nécessaire de réécrire le problème
en formulation d’état

d

dt
y(t) = fe(y(t)) avec y(t) =

(
x(t)
ẋ(t)

)
(II.2)

avec y le vecteur d’état et fe la fonction permettant de mettre le système d’équation sous
la forme (II.2).

Cette formulation permet d’utiliser les intégrateurs du premier ordre en réduisant
l’ordre du problème à 1, en contrepartie la taille du système est doublée. Les schémas
d’Euler rentrent dans cette catégorie ainsi que ceux de Runge-Kutta qui améliorent la
précision des résultats en dépit d’un temps de calcul rallongé et dont le plus employé est
le schéma d’ordre 4 (RK4).

Des méthodes itératives permettant de résoudre directement des équations différen-
tielles du second ordre existent dans la littérature, les plus répandues étant les intégrateurs
de la famille des algorithmes de Newmark [61] dont l’intérêt est de permettre d’approximer
les dérivées temporelles à l’aide de la méthode des différences finis.

Bien que peu d’hypothèses soient posées lors d’une intégration temporelle ce qui en-
traîne une précision accrue de la solution, ces méthodes requièrent le calcul du régime
transitoire dont le temps de calcul peut s’avérer prohibitif en particulier si la structure
est faiblement amortie. Cependant, des techniques de résolution telles que la méthode de
tir ou des différences finies couplées à des schémas d’intégration temporelle permettent
d’estimer directement la solution périodique de l’équation du mouvement.

L’objectif de la méthode de tir est de s’affranchir du calcul de la réponse transitoire
du système en corrigeant de manière itérative les conditions initiales du problème. Chaque
étape comporte une intégration temporelle sur une période [0, T ] permettant l’évaluation
de la solution y sous forme de système d’état à l’aide de l’un des schémas présentés précé-
demment. L’intégration temporelle est suivie d’une correction des conditions initiales du
problème (t0,y0). La méthode de tir permet généralement de réduire le temps de calcul
par rapport à une intégration temporelle directe. Cependant, elle comporte des limitations
inhérentes aux méthodes de résolution temporelle, notamment en termes de stabilité.

La méthode des différences finies est une technique très générale d’intégration des
systèmes différentiels et en particulier des problèmes d’évolution. Contrairement à une
intégration temporelle classique qui nécessite de calculer, en général, le régime transitoire
de la réponse avant d’obtenir le régime permanent, la méthode des différences finies asso-
ciée à une condition de périodicité permet de calculer uniquement le régime permanent.
Cette méthode nécessite toutefois une formulation du problème sous forme d’un système
d’état (II.2), impliquant un nombre d’inconnues doublées, ce qui peut très vite mener à
des systèmes algébriques de très grande taille et ainsi augmenter en conséquence le temps
de calcul.

Les méthodes numériques de résolution dans le domaine temporel permettent d’éva-
luer directement la solution périodique de l’équation non-linéaire du mouvement (II.1) et
présentent l’avantage de ne nécessiter aucun développement analytique particulier avant
résolution en fonction du problème étudié. Cependant, ces techniques génèrent des sys-
tèmes de très grande taille et nécessitent donc un temps de calcul conséquent pour des
modèles numériques de taille industrielle. D’autre part, l’utilisation de schémas d’intégra-
tion temporelle confère à ces méthodes des problèmes de stabilité.
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Pour pallier les inconvénients de ces techniques temporelles numériques, des méthodes
de résolution dans le domaine fréquentiel peuvent être exploitées et en particulier la mé-
thode de l’équilibrage harmonique dont la théorie et l’implémentation numérique sont
largement abordées dans la suite de cette section.

La méthode de l’équilibrage harmonique aussi appelée balance harmonique ou bien
HBM (pour Harmonic Balance Method en anglais) est la méthode emblématique de re-
cherche de solutions périodiques dans le domaine fréquentiel. La méthode de l’équilibrage
harmonique n’est autre qu’une méthode de résidus pondérés, telle que la procédure de
Galerkine, pour laquelle la convergence a été notamment établie par Urabe [222]. Cette
méthode a été améliorée grâce à de nombreuses variantes parmi lesquelles l’équilibrage
harmonique multi-fréquentiel [78], incrémental [121] ou adaptatif [74]. La méthode de
l’équilibrage harmonique a été employée dans de nombreux domaines et particulièrement
en génie électrique et génie mécanique. Dans ce dernier domaine, de récents travaux étu-
diant les non-linéarités de contact et de frottement des roues aubagées [29, 122], l’usure
liée au frottement en pied d’aubes [190], les non-linéarités géométriques en grands dé-
placements des roues aubagées [72] ou bien encore la réduction de modèle appliquée au
désaccordage de ces mêmes roues [99] ont exploité avec succès la méthode de l’équilibrage
harmonique.

1.2 Aspects théoriques

Le principe fondamental de la méthode de l’équilibrage harmonique consiste à recher-
cher la solution T-périodique du système (II.1) sous la forme d’une série de Fourier à
coefficients réels tronquée à l’ordre nh

x(t) ≈ a0 +
nh∑
k=1

(ak cos(kωt) + bk sin(kωt)) (II.3)

avec nh le nombre d’harmoniques conservés dans la décomposition de la solution, ak et bk
représentant les coefficients de Fourier et a0 le coefficient de la composante continue de la
série.

Sous l’hypothèse de l’existence d’une solution périodique au système (II.1), cette solu-
tion est donc une approximation puisque tronquée à un certain ordre. Comme il peut être
intuité, plus le nombre d’harmoniques contenus dans la réponse est élevé, plus la solution
approchée sera proche de la solution exacte.

r(t) =
nh∑
k=1

[(
K− (kω)2M

)
ak + (kωC) bk

]
cos(kωt)

+
nh∑
k=1

[(
K− (kω)2M

)
bk − (kωC) ak

]
sin(kωt)

+ Ka0 + fnl(x(t), ẋ(t))− g(t)

(II.4)

L’équation (II.4) contient le vecteur des efforts non-linéaires fnl ainsi que le vecteur
des efforts extérieurs d’excitation g, aussi exprimés sous la forme d’une série de Fourier
analogue à l’expression de la solution dans l’équation (II.3)

Il est nécessaire d’éliminer la dépendance temporelle du résidu (II.4) afin de ne conser-
ver qu’une dépendance fréquentielle, c’est pourquoi le résidu est projeté sur la base τ des
fonctions trigonométriques (II.5).

τ (t) =
[
c0 c1 s1 · · · ck sk · · · cnh snh

]T
(II.5)
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Afin de rendre les équations plus intelligibles, les notations c0 = 1, ck = cos(kωt) et
sk = sin(kωt) sont utilisées.

Le résidu est orthogonalisé par rapport à cette même base τ (t) grâce à l’utilisation du
produit scalaire (II.6) défini sur l’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle [0, T ] de
R.

〈f |g〉 = 2
T

∫ T

0
f(t)g(t)dt (II.6)

En prenant en considération l’orthogonalité des fonctions de base par rapport au pro-
duit scalaire choisi, l’équation (II.4) peut se simplifier pour parvenir au système d’équa-
tions (II.7). 

〈r|c0〉 = (2K)a0 + 〈fnl|c0〉 − 〈g|c0〉
〈r|ck〉 =

(
K− (kω)2M

)
ak + (kωC) bk + 〈fnl|ck〉 − 〈g|ck〉

〈r|sk〉 =
(
K− (kω)2M

)
bk − (kωC) ak + 〈fnl|sk〉 − 〈g|sk〉

(II.7)

Dans le but de résoudre le système d’équations (II.7), il est nécessaire de le reformuler
sous une forme plus adaptée à la résolution numérique au moyen d’un calculateur. La
sous-section suivante détaille cette nouvelle mise en équation et s’attarde sur les éléments
de résolution de l’équation de la méthode de l’équilibrage harmonique, en particulier les
méthodes de résolution de type Newton-Raphson.

1.3 Implémentation et résolution

Une écriture matricielle, et donc plus compacte, du système (II.7) est nécessaire afin de
l’implémenter dans les algorithmes de résolution des différents langages de programmation
tels que MATLAB® ou Python™. Il s’écrit alors

rh(xh, ω) = Z(ω)xh + fnlh(xh, ω)− gh (II.8)

où xh, fnlh et gh contiennent les coefficients harmoniques des développements en série de
Fourier des vecteurs x, fnl et g respectivement.

Dans le cas d’une réponse forcée, l’excitation est périodique et harmonique : les coef-
ficients harmoniques du vecteur des efforts extérieurs gh sont donc donnés. La procédure
de calcul des composantes harmoniques des efforts non-linéaires fnlh est explicitée dans la
sous-section II.1.4. Le vecteur solution xh (II.9) ainsi que les autres vecteurs mentionnés
sont de taille (2nh + 1)n.

xh =
[
aT

0 aT
1 bT

1 · · · aT
k bT

k · · · aT
nh bT

nh

]T
(II.9)

La matrice Z désigne la matrice de rigidité dynamique multi-harmonique

Z(ω) =



2K
Z1(ω)

. . .
Zk(ω)

. . .
Znh(ω)


(II.10)
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dont chaque bloc Zk, constitué par une combinaison linéaire des matrices structurelles,
s’écrit :

Zk(ω) =
(

K− (kω)2M kωC
−kωC K− (kω)2M

)
(II.11)

La forme matricielle du système d’équation (II.8) permet ainsi d’aborder numérique-
ment la résolution de celui-ci. La présence d’un terme non-linéaire ne permet cependant
pas de le résoudre directement : il est donc nécessaire d’employer un solveur itératif. De
nombreuses méthodes de résolution permettant de résoudre des équations algébriques non-
linéaires existent dans la littérature, notamment la méthode du gradient ou la méthode
de Newton [58]. La méthode de Newton-Raphson appartient à cette catégorie de solveur.
Elle est l’une des méthodes les plus exploitées et est à la base de nombreux algorithmes
de résolution. Cette dernière suit le schéma itératif

x(m+1)
h = x(m)

h + ∆xh (II.12)

dans lequel x(m+1)
h fait référence à la solution recherchée à l’itération m + 1, x(m)

h est la
solution, connue, à l’itération m et ∆xh est l’incrément à ajouter pour se rapprocher de
la solution.

Dans le cadre de la méthode de Newton-Raphson, l’incrément est calculé à partir du
développement de Taylor au premier ordre (II.13) de l’équation (II.8). Il est intéressant de
remarquer que l’équation (II.14), permettant le calcul de l’incrément ∆xh, fait apparaître
la matrice jacobienne Jrh du résidu rh évaluée au point

(
x(m)

h , ω
)
.

rh
(
x(m)

h + ∆xh, ω
)

= rh
(
x(m)

h , ω
)

+ Jrh

(
x(m)

h , ω
)

∆xh + o (∆xh) (II.13)

∆xh = −Jrh

(
x(m)

h , ω
)−1

rh
(
x(m)

h , ω
)

(II.14)

L’initialisation de la procédure est effectuée à partir d’une valeur x(0)
h qu’il est né-

cessaire de choisir avec soin afin de garantir la convergence du solveur. La solution du
problème linéaire ou une prédiction à l’aide d’une extrapolation des précédents points
calculés (de plus amples détails sont donnés dans la sous-section II.1.5) peut être utilisée
comme valeur d’initialisation. Le schéma présenté en figure II.1 résume le déroulement de
la procédure de Newton-Raphson jusqu’à l’obtention de la solution.

Figure II.1 – Procédure de Newton-Raphson (adaptée de [72])
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La solution approchée est obtenue lorsqu’un ou plusieurs test d’arrêt sont vérifiés.
Parmi ceux-ci, les tests sur la valeur absolue ou relative sont couramment utilisés (II.15).

∥∥∥rh
(
x(m)

h , ω
)∥∥∥ < ε1 ou

∥∥∥rh
(
x(m+1)

h , ω
)
− rh

(
x(m)

h , ω
)∥∥∥ < ε2 (II.15)

avec ε1 et ε2 les tolérances des tests d’arrêt du processus itératif respectivement sur la
valeur absolue et relative.

Dans les travaux présentés dans ce mémoire, la résolution du système d’équations non-
linéaires a été accomplie à l’aide d’un algorithme à région de confiance implémenté dans
la fonction fsolve de MATLAB®. Cette prodédure de recherche de solutions, semblable
à celle Newton-Raphson, est un algorithme d’optimisation différentiable basé sur l’opti-
misation de la direction de recherche pour une approximation (souvent quadratique) du
système à résoudre. La norme du vecteur de recherche (appellée le rayon de confiance)
est fixée. Cependant, elle est ajustée à chaque itération en fonction de la qualité de l’ap-
proximation du système d’équation. Ce type d’algorithme est plus robuste mais aussi plus
complexe à mettre en oeuvre que l’algorithme de Newton-Raphson. Plus d’informations
sur les algorithmes à région de confiance peuvent être obtenues dans l’ouvrage de Conn et
al. [34].

Il est important de noter que cet algorithme de résolution nécessite aussi la connais-
sance de la Jacobienne du système à résoudre à chaque itération. C’est pourquoi, il est
capital de connaître une expression analytique de la matrice jacobienne afin de s’épargner
une évaluation numérique de celle-ci à chaque itération ce qui augmenterait considérable-
ment le temps de calcul de la solution. L’évaluation analytique de la matrice jacobienne
du système d’équation (II.8) est détaillée en annexe B.1.

1.4 Évaluation des termes non-linéaires

La résolution du système d’équations algébriques (II.8) requiert la connaissance du
vecteur fnlh renfermant les coefficients harmoniques des efforts non-linéaires. Or, les lois
permettant d’évaluer ce vecteur fnlh ne sont pas, dans la plupart des cas, exprimées dans
le domaine fréquentiel, autrement dit avec les grandeurs xh et ω, mais souvent dans le
domaine temporel avec x et ẋ ce qui est notamment le cas pour des non-linéarités en
frottement sec ou polynomiale. Plusieurs techniques permettent de remédier à cette dif-
ficulté, parmi lesquelles la méthode de collocation trigonométrique [153] ou la méthode
d’alternance temps-fréquence [24] aussi nommée AFT (pour Alternate Frequency-Time
en anglais). L’efficacité de ces deux méthodes étant semblable, le choix de la procédure
s’est porté sur l’AFT pour son utilisation courante dans le laboratoire.

De même que le vecteur solution x et le vecteur des efforts extérieurs g, le vecteur des
efforts non-linéaires fnl doit être décomposé en série de Fourier tronquée à l’ordre nh

fnl(x(t), ẋ(t)) ≈ c0 +
nh∑
k=1

(ck cos(kωt) + dk sin(kωt)) (II.16)

le vecteur fnlh(xh, ω) s’écrit alors

fnlh(xh, ω) =
[
cT

0 cT
1 dT

1 · · · cT
k dT

k · · · cT
nh dT

nh

]T
(II.17)

où ck et dk représentent les coefficients de la décomposition en série de Fourier du vecteur
fnl et c0, le coefficient de la composante continue.
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Le principe général de la méthode d’alternance temps-fréquence repose sur la transfor-
mation du vecteur des efforts non-linéaires vers le domaine temporel afin d’y évaluer les
efforts non-linéaires à l’aide de l’expression temporelle de la non-linéarité pour finalement
le basculer de nouveau dans le domaine fréquentiel afin d’y résoudre le système d’équa-
tion régissant la méthode de l’équilibrage harmonique (II.8). La transformation depuis le
domaine fréquentiel vers le domaine temporel est accomplie par l’intermédiaire d’une ma-
trice de transformée de Fourier discrète inverse F et permet ainsi de déterminer le vecteur
déplacement x discrétisé pour nt pas de temps

x = Fxh (II.18)

où la matrice F est construite telle que

F =



1 cos(ωt1) sin(ωt1) · · · cos(nhωt1) sin(nhωt1)
...

...
...

...
...

1 cos(ωti) sin(ωti) · · · cos(nhωti) sin(nhωti)
...

...
...

...
...

1 cos(ωtnt) sin(ωtnt) · · · cos(nhωtnt) sin(nhωtnt)


⊗ In (II.19)

avec ⊗, le produit de Kronecker et In, la matrice identité de taille n× n

Une fois les efforts non-linéaires évalués dans le domaine temporel à l’aide de la loi
adéquate fnl, le retour dans le domaine fréquentiel est réalisé par le biais d’une matrice de
transformée de Fourier discrète directe F

F = 2
nt



1/2 · · · 1/2 · · · 1/2
cos(ωt1) · · · cos(ωti) · · · cos(ωtnt)
sin(ωt1) · · · sin(ωti) · · · sin(ωtnt)

...
...

...
cos(nhωt1) · · · cos(nhωti) · · · cos(nhωtnt)
sin(nhωt1) · · · sin(nhωti) · · · sin(nhωtnt)


⊗ In (II.20)

En pratique, ces matrices de transformée de Fourier discrète sont indépendantes de
la pulsation ω, car ωtk = 2kπ/nt : il n’est donc pas nécessaire de les construire à chaque
itération. La discrétisation de la période T en nt instants tk nécessaire dans la construction
de ces matrices est un compromis entre convergence du solveur itératif, temps de calcul
et capture des effets non-linéaires. Il est aussi essentiel de vérifier que la discrétisation de
la période de la solution satisfait les critères du théorème de Nyquist-Shannon 2. Il est
possible d’utiliser les algorithmes de transformée de Fourier rapide directe et inverse (FFT
et IFFT) [35] qui sont très performants et permettent ainsi de minimiser le temps de calcul
de cette procédure AFT.

La procédure AFT peut être résumée par l’équation (II.21) mais aussi graphiquement
par la figure II.2.

fnlh(xh, ω) = Ffnl
(
Fxh,F∇(ω)xh

)
(II.21)

2. Le théorème de Nyquist-Shannon [196], aussi appelé théorème de Whittaker-Nyquist-Shannon, spé-
cifie que la représentation discrète d’un signal exige des échantillons régulièrement espacés à une fréquence
d’échantillonnage supérieure au double de la fréquence maximale d’intérêt présente dans ce signal.
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Figure II.2 – Procédure d’alternance temps-fréquence (adaptée de [43])

Toutes les lois non-linéaires ne dépendent pas explicitement du déplacement x. Cer-
taines lois, telles que celles modélisant le frottement sec, sont fonction de la vitesse ẋ.
Une méthode efficace permettant de remonter aux grandeurs de vitesse ẋ et d’accéléra-
tion ẍ discrétisée dans le domaine temporel consiste à employer l’opérateur différentiel ∇
directement dans le domaine fréquentiel

ẋ = F∇(ω)xh (II.22a)
ẍ = F∇(ω)2xh (II.22b)

l’opérateur ∇ étant défini tel que

∇(ω) =



0
∇1(ω)

. . .
∇k(ω)

. . .
∇nh(ω)


(II.23)

où chaque bloc ∇k s’écrit

∇k(ω) =
(

0 kω
−kω 0

)
⊗ In (II.24)

La procédure d’alternance temps-fréquence permet de traiter tous types de non-linéarités.
De plus, elle permet d’évaluer aisément la matrice jacobienne des efforts non-linéaires re-
quise pour la résolution du système d’équation. Des éléments permettant le calcul de la
matrice jacobienne des efforts non-linéaires sont fournis en annexe B.1.

1.5 Techniques de continuation

L’analyse dynamique d’un système n’implique pas seulement de calculer la réponse du
système pour un paramètre ω fixé : elle nécessite de suivre l’évolution de ce paramètre de
part en part d’une plage de variation discrète [ω1, ω2]. Le paramètre de suivi de l’évolution
est noté ici ω, en référence à la pulsation, puisque la section courante traite des réponses
forcées fréquentielles. Néanmoins, ce paramètre physique peut être une coordonnée (du
déplacement x, par exemple) ou l’énergie cinétique du système Ec : ces derniers étant
couramment employés dans le cadre de la réponse dynamique d’un système autonome.
D’autres paramètres, tels que la vitesse de rotation employée en dynamique des rotors ou
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bien encore le taux d’amortissement modal du système, peuvent aussi être adoptés pour
décrire l’évolution du système. Ces paramètres de suivi sont généralement nommés para-
mètres de contrôle, de bifurcation ou de continuation.

Contrairement à l’étude dynamique d’un système linéaire, une analyse non-linéaire
peut rencontrer le cas où il existe plusieurs solutions pour une même valeur donnée du
paramètre de contrôle ce qui est notamment dû à des phénomènes de bifurcations repré-
sentés sur un tracé par des points de retournement (voir section II.3) ou d’embranchement.
Afin de suivre l’évolution de la solution à travers ces phénomènes de bifurcation, de mul-
tiples techniques de continuation se trouvent dans la littérature [1]. Celles-ci peuvent être
classifiées en deux principales catégories : les Méthodes Asymptotiques Numériques [32]
aussi appelées MAN et les méthodes de prédiction-correction. Les premières reposent sur
une approximation du problème par des séries entières tronquées à des ordres relative-
ment élevées tandis que les secondes se fondent sur une approche plus classique au moyen
d’une approximation tangente. Ce sont les méthodes de prédiction-correction qui ont sont
utilisées dans ce travail de thèse de part leur facilité d’implémentation et leur forte uti-
lisation dans le laboratoire. Comme leur nom l’indique, ces procédures comportent deux
étapes à savoir une étape de prédiction et une de correction. Les principaux prédicteurs
et correcteurs, qui seront utilisés dans ces travaux, sont exposés dans les sous-sections
suivantes.

1.5.1 Prédiction

L’utilisation d’un prédicteur a pour but d’améliorer la convergence de la méthode à
l’itération j+1 en procurant au correcteur une estimation du couple de solution (x(0)

hj+1
, ω

(0)
j+1)

à partir des solutions précédentes. Le couple estimé est alors utilisé comme condition ini-
tiale de la résolution itérative du système.

Une première approche consiste à discrétiser l’intervalle [ω1, ω2] en nω valeurs ωj puis
à fixer le paramètre de contrôle à chaque itération, ce qui est illustré en figure II.3a. Ce
procédé est utilisé classiquement pour une analyse linéaire. Cependant, des méthodes plus
efficaces permettant une approximation plus précise du problème non-linéaire telles que le
prédicteur tangent et le prédicteur sécant sont présentées dans cette sous-section.

Prédicteur tangent. Une prédiction tangente consiste à utiliser le gradient du ré-
sidu (II.8) évalué au dernier point calculé pour déterminer la direction de la prédiction.
Un seul point de calcul est donc nécessaire afin de bénéficier d’une prédiction tangente.
A partir du couple solution (xhj , ωj), il est nécessaire d’obtenir les incréments du para-
mètre de contrôle ∆ωj et du vecteur solution ∆xhj afin d’estimer le couple solution à
l’itération j + 1 x(0)

hj+1
= xhj + ∆xhj

ω
(0)
j+1 = ωj + ∆ωj

(II.25)

Ces incréments s’obtiennent par différentiation de l’équation (II.8)

∂rh
∂xh

(xh, ω)∆xhj + ∂rh
∂ω

(xh, ω)∆ωj = 0 (II.26)

avec ∂rh/∂xh et ∂rh/∂ω, les dérivées partielles de rh par rapport à xh et ω respecti-
vement.

L’expression (II.26) peut se simplifier et s’écrire

∆xhj = −
(
∂rh
∂xh

(xh, ω)
)−1 ∂rh

∂ω
(xh, ω)∆ωj = Z∆ωj (II.27)



1. Méthode de l’équilibrage harmonique 51

L’incrément du paramètre de contrôle ∆ω s’exprime en insérant l’équation de norma-
lisation de la longueur de la tangente (∆xhj )T∆x2

hj
+ ∆ωj = 1 dans l’équation (II.27)

∆ωj = ±
(
ZTZ + 1

)−1/2
(II.28)

Deux sens différents de prédiction sont possibles d’après l’expression de l’incrément du
paramètre de contrôle (II.28). Afin de préserver le sens de parcours de la courbe solution et
ainsi éviter de revenir sur des solutions déjà calculées, le sens de la tangente doit suivre le
signe du déterminant (II.29) : positif dans le cas d’une évolution croissante du paramètre
de contrôle.

det
(
∂rh/∂xh(xh, ω) ∂rh/∂ω(xh, ω)

ZT 1

)
∆ωj > 0 (II.29)

À proximité d’un point de retournement, l’évaluation de la matrice jacobienne Jrh
peut être difficile voire impossible à réaliser dû au mauvais conditionnement de la matrice.
L’augmentation du système par une équation de normalisation (imposant une relation
entre les deux incréments) permet de contourner ce problème [43] comme dans la méthode
de la longueur d’arc détaillée ci-dessous.

Prédicteur sécant. Le prédicteur sécant est une interpolation linéaire fondée sur les
deux derniers couples solutions calculés : (xhj , ωj) et (xhj−1 , ωj−1). L’estimation du couple
solution à l’aide d’un prédicteur sécant est régie par la relation

x(0)
hj+1

= xhj + (ωj+1 − ωj)
xhj − xhj−1

ωj − ωj−1
(II.30)

avec ωj+1 le paramètre de contrôle à l’itération j + 1.

Cette méthode de prédiction est simple à implémenter puisqu’elle ne nécessite pas
l’évaluation de la matrice jacobienne. Cependant, cette méthode nécessite au moins deux
pas précédents afin d’être utilisée. L’initialisation de la première itération est fréquemment
effectuée à l’aide de la solution linéaire du système d’équation et la seconde au moyen de
la méthode de la tangente.

Des méthodes d’interpolation polynomiale d’ordre supérieur [75] peuvent également
être employées comme prédicteur afin d’améliorer l’estimation, toutefois ces dernières
nécessitent davantage de points d’interpolation. La figure II.3 illustre les techniques de
prédiction tangente et sécante.

1.5.2 Correction

Dans la majorité des cas, l’estimation apportée par le prédicteur ne satisfait pas le
système d’équation (II.8). Il est alors nécessaire de rectifier cette estimation à l’aide d’un
correcteur qui permet d’obtenir le couple solution (xhj+1 , ωj+1) vérifiant les tests d’ar-
rêt (II.15) à partir de l’estimation (x(0)

hj+1
, ω

(0)
j+1). Le correcteur n’est autre qu’un algorithme

de résolution, de type Newton-Raphson (présenté en sous-section II.1.3) par exemple, aug-
mentée au moyen d’une stratégie de paramétrisation (telle une paramétrisation sélective
ou par longueur d’arc présentée dans les paragraphes suivants) du système d’équations.
Celle-ci autorise la fermeture du système d’équations jusqu’alors sous-déterminé (nh × n
équations pour nh × (n+ 1) inconnues).
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(a) Prédicteur fixe (b) Prédicteur tangent

(c) Prédicteur sécant

Figure II.3 – Principaux prédicteurs ( courbe solution, • couple solution approché au
pas j, � prédiction)

Continuation séquentielle. La continuation séquentielle est une méthode utilisant
une stratégie de paramétrisation sélective ce qui signifie que l’un des paramètres est fixé.
Dans le cas d’une continuation séquentielle, il s’agit du paramètre de contrôle, comme
par exemple la pulsation, qui est fixé à sa valeur de prédiction ωj+1 = ω

(0)
j+1. Le système

d’équation (II.8) n’est alors plus dépendant du paramètre de contrôle ω, il peut donc être
réécrit

rh(xh) = Zxh + fnlh(xh)− gh (II.31)

où l’incrément de la solution ∆xhj est alors l’unique inconnue du système.

Le correcteur est ordinairement initialisé à l’aide de la solution à l’itération précédente.
Néanmoins, il est possible d’améliorer la continuation séquentielle en employant un pré-
dicteur plus performant tel que le prédicteur sécant ou le prédicteur tangent. Ce type de
continuation, très simple à mettre en œuvre, est toutefois peu efficace en présence d’un
point de retournement qu’il est possible de rencontrer dans le cas de non-linéarités géo-
métriques en grands déplacements ou polynomiales. Le schéma II.4a synthétise le principe
de la continuation séquentielle associée à une prédiction sécante.
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Continuation sur la longueur d’arc ou de type arc-length. Cette technique de
continuation exploite une paramétrisation par longueur d’arc (arc-length en anglais) qui
fait intervenir l’abscisse curviligne s sur la courbe de réponse dont l’incrément est défini
par l’équation (II.32).

∆sj2 = ‖xhj+1 − xhj‖
2 + (ωj+1 − ωj)2 (II.32)

Le principe d’une continuation de type arc-length est de rechercher le couple solution
sur une hypersphère de rayon ∆s ayant pour centre la solution précédente (xhj , ωj). Pour
cela, le système d’équations (II.8) est fermé en l’augmentant d’une équation ra(xh, ω){

rh(xh, ω) = Z(ω)xh + fnlh(xh, ω)− gh

ra(xh, ω) = ‖xh − xhj‖
2 + (ω − ωj)2 −∆s2 (II.33)

Bien que plus ardue à mettre en œuvre et nécessitant un remaniement de la matrice
jacobienne (voir en annexe B.1), la continuation par longueur d’arc permet de suivre l’évo-
lution du système lors d’un phénomène de retournement. Un schéma résumant le principe
de la continuation par longueur d’arc bénéficiant d’un prédicteur sécant est donné en fi-
gure II.4b.

Des perfectionnements ont permis d’enrichir ces méthodes de continuation notamment
la gestion du pas du paramètre de contrôle ou de l’abscisse curviligne [43, 72] ou bien
encore la détection d’un retour sur un point déjà obtenu aux itérations précédentes [72].

(a) Continuation séquentielle (b) Continuation arc length

Figure II.4 – Principaux correcteurs ( courbe solution, axe de correction, • couple
solution approché, � prédiction, ◦ itération du solveur)

1.6 Condensation dans le domaine fréquentiel

Dans le cas d’une structure industrielle, telle qu’une roue aubagée, la méthode de
l’équilibrage harmonique s’applique à des systèmes comprenant un très grand nombre de
degrés de liberté. Dans le but de réduire cette grande quantité de degrés de liberté, deux
méthodes de condensation distinctes peuvent s’appliquer grâce à l’écriture de l’équation du
mouvement (II.1) sous forme fréquentielle (II.8). La première est une méthode de conden-
sation sur les degrés de liberté non-linéaires [43, 99, 122] s’appliquant sur des systèmes
comprenant des non-linéarités localisées, comme une non-linéarité de type contact entre
deux composants. La seconde se consacre à certains problèmes dont les lois non-linéaires
font intervenir une formulation nœud à nœud du contact, il s’agit d’une condensation sur
les degrés de liberté relatifs [99, 122, 190].
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1.6.1 Condensation sur les degrés de liberté non-linéaires

Les degrés de liberté du problème (II.8) peuvent être partitionnés en deux classes : les
degrés de liberté linéaires, notés •a, et les degrés de liberté non-linéaires, notés •c. Il est
alors envisageable de réécrire l’équation (II.8) sous la forme(

Zaa(ω) Zac(ω)
Zca(ω) Zcc(ω)

)(
xah
xch

)
+
(

0
fch(xch , ω)

)
=
(

gah
gch

)
(II.34)

Le développement du système (II.34) fournit les équations (II.35a) et (II.35b).

Zaa(ω)xah + Zac(ω)xch = gah (II.35a)
Zca(ω)xah + Zcc(ω)xch + fch(xch , ω) = gch (II.35b)

Ces deux équations peuvent être condensées sur les degrés de liberté non-linéaires
pour former un système algébrique (II.36) de taille potentiellement réduite par rapport
au système initial (II.8). Mathématiquement, cette technique de condensation revient à
déterminer le complément de Schur du bloc Zaa correspondant à la partie linéaire de la
matrice de rigidité dynamique ((II.37a) et (II.37b)).

Zcond(ω)xch + fch(xch , ω) = gcondh (II.36)

où

Zcond(ω) = Zcc(ω)− Zca(ω)Zaa(ω)−1Zac(ω) (II.37a)
gcondh = gch − Zca(ω)Zaa(ω)−1gah (II.37b)

Cette méthode de condensation, exacte aux erreurs d’arrondis près, permet de diminuer
drastiquement le nombre de degrés de liberté dans le cas d’une structure industrielle dès
lors que le système d’équations à résoudre soit écrit sous une forme fréquentielle (II.8) et
que les non-linéarités du système soient localisées. En outre, plus le nombre de degrés de
liberté linéaires est important par rapport au nombre de degrés de liberté non-linéaires,
plus la méthode de condensation est efficace.

Cependant, l’application de cette procédure nécessite l’inversion de la matrice Zaa de
taille non-négligeable. Couplée à une méthode de continuation II.1.5, l’inversion de la
matrice doit être réalisée à chaque pas du paramètre de continuation ce qui constitue
la principale limitation de cette technique de condensation. C’est pourquoi, il peut être
avantageux de coupler cette méthode avec l’une des méthodes de réduction par sous-
structuration développée dans le chapitre III.

Il est important de noter que l’équation (II.35a) permet de restituer l’ensemble des
variables fréquentielles du système initial.

1.6.2 Condensation sur les degrés de liberté relatifs

Dans le cas de systèmes présentant uniquement des lois non-linéaires faisant intervenir
une formulation nœud à nœud du contact, une seconde étape de condensation est alors
applicable. Celle-ci est nommée condensation sur les degrés de liberté relatifs et consiste
à exprimer les termes non-linéaires en fonction de variables relatives. En partant de la
formulation de la condensation sur les degrés de liberté non-linéaires (II.36), il est possible
de réécrire le problème en séparant le système en deux sous-systèmes reliés à l’aide de la
non-linéarité de contact
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Z(1)
cond(ω)x(1)

ch + f (1)
ch (x(1)

ch , ω) = g(1)
condh

(II.38a)

Z(2)
cond(ω)x(2)

ch + f (2)
ch (x(2)

ch , ω) = g(2)
condh

(II.38b)

D’après le principe des actions réciproques, les efforts non-linéaires de contact vérifient
la relation

f (1)
ch (x(1)

ch , ω) + f (2)
ch (x(2)

ch , ω) = 0 (II.39)

De plus, le vecteur des déplacements relatifs s’exprime tel que

xrh = x(1)
ch − x(2)

ch (II.40)

Le système (II.38) peut alors se mettre sous la forme

Zr(ω)xrh + frh(xrh , ω) = grh (II.41)

avec, par convention,

frh(xrh , ω) = f (1)
ch (x(1)

ch , ω) (II.42)

et

Zr(ω) =
((

Z(1)
cond(ω)

)−1
+
(
Z(2)

cond(ω)
)−1

)−1
(II.43a)

grh = Zr(ω)
((

Z(1)
cond(ω)

)−1
g(1)

condh
−
(
Z(2)

cond(ω)
)−1

g(2)
condh

)
(II.43b)

Cette seconde étape de condensation permet d’exprimer le système à l’aide de variables
relatives (II.41) et ainsi de réduire la taille de ce dernier par deux ce qui peut être décisif,
en termes de temps de calcul, dans le cas d’un système de taille industriel.

Il est important de noter que les équations (II.38a) et (II.38b) couplées à l’équa-
tion (II.40) permettent de restituer l’ensemble des variables fréquentielles du système
avant condensation sur les degrés de liberté relatifs.

2 Solutions périodiques d’un système non-linéaire autonome
Contrairement à l’étude de la réponse forcée d’un système non-linéaire gouverné par

l’équation (II.1), l’étude d’un système non-linéaire autonome est régie par une équation
ne comportant pas de terme d’excitation (II.44).

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = 0 (II.44)

La résolution de cette équation est intimement associée à la notion de mode non-linéaire
qui en sont des solutions particulières. Néanmoins, le concept de mode de vibration est
plus facilement associé aux systèmes linéaires qu’aux systèmes non-linéaires, notamment
en bureau d’étude. En effet, les modes linéaires présentent des propriétés dynamiques très
intéressantes ainsi qu’une évaluation aisée, ces aspects sont rappelés dans la sous-section
suivante. Contrairement aux modes linéaires, les modes non-linéaires ne sont pas aussi aisés
à calculer et ne présentent pas de propriété dynamique aussi attrayantes. Cependant, ils
permettent de conserver des informations sur le système très utiles pour des applications de
réduction de modèle [102, 118] ou d’identification modale expérimentale non-linéaire [62,
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110]. Les deuxième et troisième sous-sections aborderont la notion de modes normaux
non-linéaires ainsi qu’une technique d’évaluation des modes non-linéaires pour un système
non-conservatif : les modes complexes non-linéaires.

2.1 Analyse modale linéaire

Cette sous-section aborde des rappels d’analyse modale linéaire qu’il est intéressant
d’évoquer à l’approche de sous-sections traitant des modes non-linéaires.

Dans un cas conservatif, un système linéaire autonome est défini par l’équation (II.45).

Mẍ(t) + Kx(t) = 0 (II.45)

Les modes normaux linéaires, couramment nommés modes linéaires, sont alors définis
comme étant les solutions du problème aux valeurs propres

(K− Ω2M)Φi = 0 (II.46)

où Φi est le ième mode normal linéaire du système qui en comporte n et Ω est la pulsation
propre associée au ième mode normal linéaire.

Ces modes normaux linéaires Φi sont orthogonaux deux à deux par rapport à la matrice
de masse et de rigidité, ce qui permet de diagonaliser les matrices K et M et donc de
découpler l’équation du mouvement en n équations normales à une seule variable. Deux
propriétés remarquables découlent directement de cette diagonalisation :

— L’invariance et l’isochronisme. Les formes modales ainsi que les pulsations propres
des modes normaux linéaires sont indépendants de l’amplitude de vibration.

— La superposition. La réponse du système autonome ou forcé peut être exprimée
comme une combinaison linéaire des solutions des n équations normales.

Ces propriétés ne sont, en général, plus vérifiées dans le cas de modes normaux non-
linéaires ce qui réduit grandement leur utilisation. Cependant, la linéarité est le plus
souvent une hypothèse, une idéalisation de la nature du problème : la plupart des structures
étudiées comportent des non-linéarités. L’évaluation des modes normaux non-linéaires est
une approche adéquate pour analyser le comportement d’une structure en tentant de
conserver une vision modale.

2.2 Modes normaux non-linéaires

La notion de mode non-linéaire est un concept récent datant du milieu du XXème siècle
et qui a finalement pris son essor au début des années 1990. Dès lors, des définitions ont
ainsi été proposées dans la littérature et des travaux portant sur l’évaluation de ces modes
non-linéaires ont commencé à voir le jour.

2.2.1 Définitions

Bien que les contributions de Lyapunov [132] servent de fondement aux travaux portant
sur les Modes Normaux Non-linéaires (MNN), les premiers articles traitant du sujet sont
souvent attribuées à Rosenberg [187–189] notamment grâce à sa définition des modes
normaux non-linéaires qu’il décrit comme

« Une vibration à l’unisson du système »
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dans son article écrit en 1960 [187]. Les modes normaux non-linéaires tels que définis par
Rosenberg entraînent une oscillation synchrone de tous les degrés de liberté du système ce
qui signifie que tous les points du système atteignent leurs extremums respectifs simulta-
nément, vibrent à la même fréquence et tous les déplacements peuvent être exprimés en
fonction du déplacement d’un point de référence.

Cette notion d’unisson induit que les trajectoires modales sont des lignes dans l’espace
des configurations. Dans le cas général, le mode non-linéaire est représenté par une courbe,
il est nommé non-similaire et est alors dépendant de l’énergie totale du système. Cepen-
dant, pour certains systèmes (énumérés par Gibert [63]), le mode non-similaire peut alors
être dégénéré en un mode non-dépendant de l’énergie du système à l’instar d’un mode
linéaire : le mode est alors défini comme similaire et est représenté par une droite. La
figure II.5 permet de schématiser la définition de modes normaux non-linéaires énoncée
par Rosenberg.

Figure II.5 – Mode normal non-linéaire de Rosenberg (adaptée de [63])

Deux propriétés géométriques remarquables des modes non-linéaires sont illustrées sur
la figure II.5. Premièrement, la courbe représentative d’un mode non-similaire est tangente
à la droite représentative de ce même mode linéarisé autour du point d’équilibre consi-
déré pour une non-linéarité suffisamment régulière. Cependant, la notion de Mode Normal
Non-linéaire peut être étendue aux systèmes irréguliers. Deuxièmement, cette courbe est
orthogonale (i.e. normale) aux surfaces iso-énergétiques de l’espace des configurations.

Dans leurs multiples travaux en commun, Shaw et Pierre [197–199] proposèrent une
généralisation de la définition des modes normaux non-linéaires de Rosenberg en l’étendant
aux systèmes amortis. Shaw et Pierre, dans leur article datant de 1993 [197], définissent
les modes normaux non-linéaires comme

« Une variété invariante bidimensionnelle de l’espace des phases. »

Cette approche, similaire à celle de Rosenberg et inspirée de la méthode de réduction de
la variété centrale [25, 76], est paramétrée par une paire de variables d’état : le déplacement
x et la vitesse ẋ qui sont choisis en tant que degrés de liberté maîtres. Les degrés de liberté
résiduels sont alors esclaves et exprimés en fonction des degrés de liberté maîtres.

2.2.2 État de l’art des techniques d’analyse modale non-linéaire

De même que les méthodes de recherche de solutions périodiques d’un système non-
linéaire et non-autonome abordées en sections II.1, les techniques d’évaluation des modes
normaux non-linéaires peuvent être ordonnées en deux catégories : les méthodes dites
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analytiques et les méthodes numériques. Des ouvrages dressant un état de l’art complet
sur la notion de mode non-linéaire et leur évaluation peuvent être consultés pour plus de
détails, notamment Vakakis et al. [226] qui résument les développements élaborés jusqu’aux
années 1990 ou, plus récemment, Kerschen et al. [109] et Peeters et al. [172] dans leur
article en deux parties ainsi que Renson et al. [186].

Les méthodes dites analytiques. Rosenberg [187–189] fut le premier à développer
des techniques d’évaluation de modes normaux non-linéaires sur des systèmes conservatifs
composés de n oscillateurs discrets utilisant une approche fondée sur une formulation éner-
gétique du problème. Plusieurs auteurs employèrent cette même approche dont Rand [185]
et Vakakis et al. [223, 225] dans leurs travaux sur les modes normaux de vibration de struc-
tures à symétrie cyclique soumises à des non-linéarités conservatives polynomiales.

Comme mentionné précédemment, Shaw et Pierre [197–199] adoptèrent une approche
basée sur le concept de variétés invariantes, similaire dans l’esprit à l’approche de Ro-
senberg. Cette technique fut reformulée par Nayfeh et al. en adoptant une formulation
complexe pour étudier des systèmes continus [162] ou des systèmes soumis à des réso-
nances internes [161].

De nombreuses méthodes analytiques furent manipulées pour calculer les modes nor-
maux non-linéaires parmi lesquelles la méthode des échelles multiples exploitée par Vaka-
kis et al. [224] et Lacarbonara et al. [119, 120] ainsi que la méthode des formes modales
complexes proposée par Jézéquel et Lamarque [98].

Bien que permettant de comprendre les phénomènes liés aux non-linéarités, les ap-
proches analytiques sont pour la plupart restreintes à des systèmes de taille relativement
faible et sont fortement tributaires de l’approximation faite sur les efforts non-linéaires dont
la précision a tendance à décroître à mesure que l’énergie totale du système augmente.
Afin de contourner ces limitations, Pesheck [173, 174] proposa une reformulation de la
méthode de Shaw et Pierre permettant d’aborder la résolution du problème de manière
numérique. Cette approche numérique permet ainsi de pallier les difficultés des approches
analytiques à traiter les systèmes de grande taille et fortement non-linéaires.

Les méthodes numériques. Les techniques numériques employées pour évaluer les
modes normaux non-linéaires permettent dans la plupart des cas de résoudre les problèmes
dont la solution est considérée comme la solution périodique d’un système dynamique non-
linéaire autonome et conservatif. Ces méthodes numériques sont utilisées pour résoudre
le système (II.47) qui ne présente pas de matrice d’amortissement C, ni de non-linéarités
dissipatives

Mẍ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = 0 (II.47)

Les méthodes numériques nécessitent l’utilisation de solveurs itératifs (détaillés en sec-
tion II.1) qui eux-mêmes requièrent des ressources de calculs importantes dépendant de
la taille du problème à résoudre. Ces moyens de calcul sont en plein essor depuis le début
du XXIème siècle, il n’est donc pas surprenant de ne trouver que peu de travaux évaluant
des modes normaux non-linéaires à l’aide de méthodes numériques. L’une des premières
approches numériques est à mettre au crédit de Slater [202] qui s’appuya sur la défini-
tion des modes normaux non-linéaires de Rosenberg pour intégrer directement le système
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d’équations régissant un système autonome et conservatif (II.47) à l’aide d’algorithmes
itératifs tels que les algorithmes de Runge-Kutta et Newmark.

La méthode de tir (mentionnée en section II.1) fut elle-aussi employée dans le cadre
du calcul de modes non-linéaires. Les travaux de Peeters [171, 172], abordant des aspects
théoriques, numériques et expérimentaux, peuvent servir de référence pour le calcul des
modes non-linéaires à l’aide de la méthode de tir.

Récemment, Grolet et Thouverez [72, 73] recoururent à la méthode de l’équilibrage
harmonique pour étudier les modes non-linéaires des structures à symétrie cyclique, mon-
trant l’existence de modes localisés pour des systèmes accordés et confirmant ainsi les
conclusions de Vakakis et al. [223–225] démontrées à l’aide de méthodes analytiques.

Le potentiel des méthodes numériques dans le contexte d’une analyse modale non-linéaire
n’est plus à démontrer. Toutefois ces méthodes ne s’appliquent que dans le cas de sys-
tème conservatif, ne comportant donc pas de matrice d’amortissement C. Bien que la
dynamique d’un système non-linéaire amorti s’extrapole volontiers du système conservatif
sous-jacent, lorsque la dissipation émane de la non-linéarité, comme il est envisageable en
présence de frottement, les approches numériques citées ne sont plus adaptées en raison du
trop peu d’informations contenues dans le mode non-linéaire du système conservatif sous-
jacent. Pour lever cette restriction et ainsi étendre l’évaluation des modes non-linéaires
aux systèmes dissipatifs, Laxalde et Thouverez [125] proposèrent une nouvelle méthode de
calcul inspirée de la technique de l’équilibrage harmonique et du calcul des modes com-
plexes linéaires. Cette technique est décrite dans la sous-section II.2.3 et constitue l’un des
éléments centraux de la méthode de réduction exploitée dans la partie numérique de ce
travail de thèse.

2.3 Modes complexes non-linéaires

Un mode complexe non-linéaire est défini par Laxalde et Thouverez [125] comme étant
une solution périodique ou pseudo-périodique d’un système dynamique non-linéaire auto-
nome. La dissipation de l’énergie d’un système, via la matrice d’amortissement C ou une
non-linéarité dissipative, est incluse dans cette définition par le biais du terme pseudo-
périodique qui fait référence à une solution oscillante amortie. Laxalde et Thouverez ont
naturellement employé cette notion de mode complexe non-linéaire dans leurs travaux sur
l’étude des interfaces frottantes des roues aubagées [122–125]. Ces travaux ont été repris
par Krack et al. [114–118] et plus récemment Joannin et al. [99–102] qui ont appliqué cette
méthode dans leurs travaux de réduction de modèle.

2.3.1 Aspects théoriques

L’objectif est de calculer les modes complexes d’un système non-linéaire, autonome et
non-conservatif régi par l’équation (II.48).

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = 0 (II.48)

Afin de considérer l’éventuelle dissipation de l’énergie du système et par analogie avec
la définition des modes complexes d’un système linéaire, les valeurs propres de l’équa-
tion (II.48) sont recherchées sous forme complexe

λ = −β + iΩ (II.49)
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où Ω = Ω0
√

1− ζ2 est la pulsation propre amortie, Ω0 représente la pulsation propre du
système et ζ = β/Ω0 est le taux d’amortissement modal.

La solution périodique ou pseudo-périodique du système d’équations (II.48) est étroi-
tement reliée à la notion de mode complexe non-linéaire. Dans le but d’évaluer l’approxi-
mation de la solution, une méthode de Galerkine analogue à la technique de l’équilibrage
harmonique,détaillée en section II.1, est mise en œuvre. Toujours afin de prendre en compte
une éventuelle dissipation de l’énergie du système, un terme exponentiel intégrant le para-
mètre β et caractérisant l’amortissement issu de la dissipation permet d’enrichir la solution
périodique sous forme d’une série de Fourier à coefficients réels (II.3) communément em-
ployée dans la méthode de la balance harmonique

x(t) ≈ a0 +
nh∑
k=1

e−kβt(ak cos(kΩt) + bk sin(kΩt)) (II.50)

La solution pseudo-périodique (II.50) ainsi que ses dérivées première et seconde par
rapport au temps sont introduites dans l’équation (II.48) pour aboutir au résidu dyna-
mique (II.51).

r(t) =
nh∑
k=1

[(
(k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K

)
ak −

(
2k2ΩβM− kΩC

)
bk
]
e−kβt cos(kΩt)

+
nh∑
k=1

[(
2k2ΩβM− kΩC

)
ak +

(
(k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K

)
bk
]
e−kβt sin(kΩt)

+ Ka0 + fnl(x(t), ẋ(t))
(II.51)

L’ajout du terme de décroissance dans la forme de la solution (II.50) rend caduc l’ex-
ploitation de la méthode de Galerkine. En effet, le produit scalaire, utilisé dans la méthode
de l’équilibrage harmonique et rappelé dans l’équation (II.52), ne permet plus d’éliminer
totalement la dépendance temporelle du résidu.

∀f ∈ C0([0, T ]),∀g ∈ C0([0, T ]), 〈f |g〉 = 2
T

∫ T

0
f(t)g(t)dt (II.52)

Pour contourner cette difficulté, la formulation d’une hypothèse est alors essentielle :
la décroissance de la solution est négligée sur la période d’oscillation T au cours de
l’étape d’orthogonalisation du résidu. En raisonnant en termes mathématiques, l’hypo-
thèse consiste à supposer le temps caractéristique de décroissance très grand par rapport
à la période fondamentale des oscillations soit β << Ω [122, 125]. Cette hypothèse est
licite dans le cadre des travaux contenus dans ce mémoire : les premiers modes de vi-
bration d’une aube de soufflante composite à large corde. En prenant en considération
l’hypothèse formulée ainsi que l’orthogonalité des fonctions de base (II.5) par rapport
au produit scalaire (II.52), le résidu (II.51) peut se simplifier pour parvenir au système
d’équations (II.53).


〈r|c0〉 = (2K)a0 + 〈fnl|c0〉
〈r|ck〉 =

[
(k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K

]
ak −

(
2k2ΩβM− kΩC

)
bk + 〈fnl|ck〉

〈r|sk〉 =
(
2k2ΩβM− kΩC

)
ak +

[
(k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K

]
bk + 〈fnl|sk〉

(II.53)
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2.3.2 Implémentation et résolution

Pareillement à la méthode de la balance harmonique, le résidu (II.53) peut être remanié
en une écriture matricielle, plus commode à implémenter numériquement

rh(xh,Ω, β) = Z(Ω, β)xh + fnlh(xh,Ω, β) (II.54)

où les notations sont identiques à celles adoptées en section II.1.
Le vecteur solution xh est toujours constitué des coefficients harmoniques du dévelop-

pement en série de Fourier (II.9). La structure de la matrice de rigidité multi-harmonique
Z, exprimée en section II.1, est maintenue. Cependant, la composition des blocs Zk s’en-
richit du paramètre d’amortissement β telle que représentée par l’équation (II.55).

Zk(Ω, β) =
(

(k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K −2k2ΩβM− kΩC
2k2ΩβM− kΩC (k2β2 − k2Ω2)M− kβC + K

)
(II.55)

La résolution du système d’équation (II.54) peut être effectuée à l’aide du type de
solveurs itératifs détaillé en section II.1. Dans la suite de ce mémoire de thèse, les modes
complexes non-linéaires sont évalués au moyen d’un algorithme à région de confiance [34].
Les solveurs itératifs, pouvant être exploités pour résoudre ce type de système, nécessitent
la connaissance de la matrice jacobienne Jrh du système d’équation (II.54). L’évaluation
numérique de la matrice jacobienne, par le biais de différences finies par exemple, augmen-
terait considérablement le temps de calcul : il est donc quasi-indispensable de fournir au
solveur itératif une expression analytique de la matrice jacobienne. Les développements
analytiques de la matrice jacobienne sont présentés en annexe B.2.

De même qu’une évaluation de la solution d’une réponse forcée d’un système non-
linéaire, l’initialisation de la première itération du solveur pour un système autonome est
accomplie à l’aide du mode linéaire sous-jacent, à ceci près que le mode linéaire permettant
d’initialiser la résolution itérative est un mode complexe ce qui permet ainsi d’initialiser
les paramètres Ω et β. Les itérations suivantes du paramètre de contrôle sont initialisées
grâce aux prédicteurs présentés en section II.1.

2.3.3 Évaluation des termes non-linéaires

Afin de prendre en compte l’éventuelle partie dissipative de la non-linéarité, le vecteur
des efforts non-linéaires fnl est supposé être de la forme

fnl(x(t), ẋ(t)) ≈ c0 +
nh∑
k=1

e−kβt(ck cos(kΩt) + dk sin(kΩt)) (II.56)

L’hypothèse formulée précédemment implique que la décroissance des efforts non-
linéaires soit la même que celle des autres paramètres. Cette conséquence semble rai-
sonnable et il est alors possible de déterminer les composantes du vecteur fnlh à l’aide
de la méthode AFT détaillée en section II.1. Une modification de la méthode AFT est
cependant nécessaire afin de l’appliquer au calcul d’un mode complexe non-linéaire. Celle-
ci intervient dans la construction des blocs diagonaux de l’opérateur différentiel ∇ qui
intègrent le paramètre dissipatif β

∇k(Ω, β) =
(
−kβ kΩ
−kΩ −kβ

)
⊗ In (II.57)
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2.3.4 Continuation

Les techniques de continuation abordées en section II.1 requièrent un remaniement
afin de pouvoir maîtriser l’ajout d’un paramètre supplémentaire à savoir β. Dans le cadre
d’une non-linéarité dissipative telle que le frottement, les exemples présentés dans la litté-
rature consultée dans le cadre de cette thèse ne montrent pas de point de retournement ou
d’embranchement : une continuation séquentielle est alors suffisante pour traiter ce type
de non-linéarité affectant un système autonome et non-conservatif.

Pour un système autonome, l’amplitude de l’un des harmoniques d’un degré de liberté
(choisi arbitrairement) peut être adoptée comme paramètre de continuation séquentielle.
L’introduction du paramètre dissipatif β dans le système d’équations contraint à fixer un
autre paramètre afin de fermer complètement le système, celui-ci pouvant être la phase de
l’harmonique de ce même degré de liberté. En termes d’implémentation numérique, cela
revient alors à fixer les coefficients harmoniques ak et bk de l’un des harmoniques du degré
de liberté choisi. En vue de remédier aux importantes différences de facteur d’échelle qui
peuvent apparaître entre les paramètres (pulsation Ω , paramètre de dissipation β et dé-
placements xh), Laxalde et Thouverez [122, 125] proposèrent une reformulation de l’étape
de prédiction en deux sous-problèmes, avec d’un côté l’évaluation des paramètres liés à la
valeur propre et de l’autre les déplacements puis une résolution du système complet.

Il est possible d’exploiter une continuation de type arc-length pour anticiper certains
comportements non-linéaires. Deux équations supplémentaires sont alors impératives afin
que le système comporte un nombre équivalent d’équations et d’inconnues. Joannin et
al. [99] proposent de fermer le système à l’aide d’une condition de phase, similaire à (II.33)
étoffée du paramètre de dissipation β (II.58). Une telle continuation nécessite d’augmenter
le système (II.54) au moyen de l’équation

ra(xh,Ω, β) = ‖xh − xhj‖
2 + (Ω− Ωj)2 + (β − βj)2 −∆s2 = 0 (II.58)

2.3.5 Condensation dans le domaine fréquentiel

Les deux méthodes de condensation, abordées dans la section II.1, sont transposables
dans le calcul des modes complexes non-linéaires moyennant quelques transformations. Les
termes du second membre relatifs à l’excitation, gcondh et grh , n’apparaissent évidemment
pas dans l’une ou l’autre des condensations pour ce type de calculs.

Condensation sur les degrés de liberté non-linéaires. En fonction du type de
continuation employé pour suivre l’évolution de la solution, les expressions des condensa-
tions sur les degrés de liberté non-linéaires diffèrent.

Dans le cas du calcul d’un mode complexe non-linéaire augmenté d’une continuation
séquentielle, le paramètre de continuation est l’amplitude de l’un des harmoniques d’un
degré de liberté du système. Les coefficients harmoniques, ak et bk, de l’harmonique du
degré de liberté concerné sont fixés. Le partitionnement des degrés de liberté linéaires est
alors remanié afin de faire apparaître cette subtilité. Ainsi, les degrés de liberté linéaires,
notés •a dans l’équation (II.34), sont partitionnés en deux catégories : les coefficients
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harmoniques de l’harmonique du degré de liberté (choisi comme coordonnée de contrôle)
notés •d, et les autres degrés de liberté linéaires, notés •l. Le système d’équation (II.8)
peut alors se réécrireZdd(Ω) Zdl(Ω) Zdc(Ω)

Zld(Ω) Zll(Ω) Zlc(Ω)
Zcd(Ω) Zcl(Ω) Zcc(Ω)


xdh

xlh
xch

+

 0
0

fch(xch ,Ω)

 =

0
0
0

 (II.59)

Le développement du système (II.59) amène aux équations

Zdd(Ω)xdh + Zdl(Ω)xlh + Zdc(Ω)xch = 0 (II.60a)
Zld(Ω)xdh + Zll(Ω)xlh + Zlc(Ω)xch = 0 (II.60b)

Zcd(Ω)xdh + Zcl(Ω)xlh + Zcc(Ω)xch + fch(xch ,Ω) = 0 (II.60c)

L’équation (II.60b) permet de condenser le vecteur déplacement de la partie linéaire
du problème xlh . En insérant le résultat de cette condensation dans les équations (II.60a)
et (II.60c), il vient le système d’équations


(
Zdc − ZdlZ−1

ll Zlc
)

xch +
(
Zdd − ZdlZ−1

ll Zld
)

xdh = 0(
Zcc − ZclZ−1

ll Zlc
)

xch +
(
Zcd − ZclZ−1

ll Zld
)

xdh + fch(xch ,Ω) = 0
(II.61)

dans lequel les dépendances en Ω de chacun des blocs de la matrice de rigidité dynamique
ont été omis afin d’alléger les équations.

Les deux équations du système (II.61) constituent les deux sous problèmes précédem-
ment évoqués dans la sous-section (2.3.4). Celles-ci permettent une prédiction des para-
mètres liés à la valeur propre pour la première équation et du vecteur des déplacements
de la partie non-linéaire du problème pour la seconde [122, 125]. L’étape de correction de
la méthode de continuation séquentielle est ensuite réalisée à l’aide des deux équations
couplées.

D’un point de vue programmation, les termes contenant les coefficients harmoniques
de l’harmonique du degré de liberté xdh sont considérés comme des termes d’efforts exté-
rieurs puisque ces coefficients harmoniques sont imposés dans la continuation séquentielle.

Il est important de noter que l’équation (II.60b) permet de restituer l’ensemble des
variables fréquentielles du système initial.

Dans le cas du calcul d’un mode complexe non-linéaire augmenté d’une méthode de
continuation de type arc-length, la méthode de condensation sur les degrés de liberté non-
linéaires est identique à la procédure présentée en section II.1

Condensation sur les degrés de liberté relatifs. La technique de condensation sur
les degrés de liberté relatifs dans le cadre du calcul d’un mode complexe non-linéaire est
analogue à celle présentée en section II.1.

3 Exemple illustratif
Afin d’illustrer la phénoménologie liée à la réponse forcée d’un système non-linéaire

ainsi que la notion de mode complexe non-linéaire pour un système comprenant une non-
linéarité dissipative, un exemple est présenté dans cette section. Un système à deux degrés
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de liberté, soumis à des non-linéarités de type frottement sec et polynomiale, est utilisé
pour mettre en lumière ces concepts. Les paramètres structuraux et non-linéaires de ce
système sont recalés en fonction des caractéristiques modales et non-linéaires d’un modèle
industriel d’un secteur de soufflante astreint à un chargement centrifuge. La construction de
ce modèle ainsi que le recalage des paramètres sont exposés dans la première sous-section.
Les réponses forcées de ce modèle illustratif sont révélées et analysées dans la sous-section
suivante. Pour achever cette section, les résultats du calcul des modes complexes non-
linéaires de ce même système sont présentés et discutés.

3.1 Construction du modèle

Le modèle utilisé est un système à deux degrés de liberté dont les paramètres structu-
raux et non-linéaires sont recalés afin que la réponse dynamique du modèle soit comparable
à celle du premier mode de flexion d’un secteur de soufflante composite soumis à un char-
gement centrifuge. Une représentation schématique du modèle est donnée en figure II.6.

Figure II.6 – Modèle illustratif à deux degrés de liberté

Les masses ponctuelles m1 et m2 ainsi que la raideur k2 reliant ces deux masses re-
présentent mécaniquement l’aube de soufflante en composite du secteur en question. La
raideur k1 reliantm1 au bâti peut être comparée à la raideur de contact entre le pied d’aube
et le disque en titane de la soufflante. L’amortissement c2 du modèle est introduit entre
les masses représentant l’aube. Le modèle comporte à deux non-linéarités. La première est
une non-linéarité en frottement sec insérée parallèlement à la raideur k1 et représentant
le frottement à l’interface de contact entre le pied d’aube et le disque. La seconde est une
non-linéarité polynomiale intercalée entre les masses m1 et m2 pouvant être interprétée
comme une non-linéarité géométrique en grands déplacements (définie dans le chapitre I)
propre aux objets minces et élancés tels qu’une aube de soufflante à large corde. L’effort
g est appliqué au second degré de liberté et est de nature sinusoïdale.

Les caractéristiques structurales de ces oscillateurs sont recalées de la manière suivante :

— La masse m2 est définie à l’aide du déplacement en tête d’aube du premier mode
linéaire de flexion Φ1. L’analyse modale est réalisée sur une aube encastrée au niveau
de ses portées et mis en rotation à la vitesse d’intérêt. Le mode Φ1 est normé par
la matrice de masse M du système. Les propriétés des modes linéaires données en
section II.2 permettent d’écrire l’équation

ΦT
1 MΦ1 = 1 (II.62)

La masse modale est alors unitaire. De plus, le premier mode linéaire de flexion
normé par sa valeur maximale, soit la valeur du déplacement en tête de pale, peut
s’écrire

Φ̃1 = 1
δ
Φ1 (II.63)
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avec δ le déplacement en tête d’aube pris au degré de liberté présentant le maximum
sur Φ1.
En insérant l’équation (II.63) dans l’équation (II.62), il vient

m2 = Φ̃1
T
MΦ̃1 = 1

δ2 (II.64)

m2 peut être interprétée comme la masse apparente vu du point d’excitation lorsque
l’aube répond sur le mode considéré. Il s’agit alors de la masse modale associée au
déplacement modal choisi, c’est-à-dire le déplacement physique du degré de liberté
de la tête de pale.

— La raideur k2 est calculée à partir de l’oscillateur composé de la masse m2 et de
la raideur k2 encastrée au bâti et représenté par la figure II.7.Sa pulsation propre
est assimilée à celle du premier mode de flexion de l’aube préchargée en rotation et
encastrée au niveau des portées.

Figure II.7 – Oscillateur représentatif de l’aube encastrée

— La masse m1 est recalée de façon analogue à la raideur k2 à partir d’ oscillateurs
libres constitués des masses m1 et m2 reliées par la raideur k2 comme le dépeint
la figure II.8. La première pulsation propre du système est prise égale à celle du
premier mode de flexion de l’aube préchargée en rotation avec des conditions aux
limites libres.

Figure II.8 – Système représentatif de l’aube libre

— La raideur k1 est recalée directement sur le modèle complet à deux degrés de liberté
décrit sur la figure II.6. La première pulsation propre du modèle complet est assimilée
à celle du secteur {aube+disque} de la soufflante préchargée et comportant des
liaisons parfaites. L’arrière du disque est bloqué axialement et orthoradialement 3.

— L’amortisseur c2 est estimé dans le but de recaler l’amortissement modal estimé du
premier mode de flexion du secteur de soufflante préchargé.

La non-linéarité polynomiale insérée dans le modèle est recalée par rapport à la non-
linéarité géométrique statique calculée de l’aube composite. En effet, un effort suivant
la déflexion de l’aube est appliqué de la tête d’aube jusqu’à l’échasse (décrite dans le
chapitre I) en suivant une répartition uniforme. Pour plusieurs valeurs d’effort positives
et négatives, le déplacement statique en tête d’aube est relevé et consigné en figure II.9.
Ces données sont interpolées par un polynôme de degré trois dans le but d’estimer les
coefficients polynomiaux de la non-linéarité. L’interpolation est représentée en figure II.9.
Le coefficient quadratique du polynôme étant très faible devant le coefficient cubique, celui-

3. Cette condition aux limites est explicitée dans le chapitre VI
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ci est donc négligé dans l’équation (II.65) représentative de la non-linéarité polynomiale.
Il est possible d’observer sur la figure II.9 un décalage par rapport au zéro sur l’axe des
ordonnées qui est dû à la précharge centrifuge contraignant préalablement la pale.

Figure II.9 – Évaluation des coefficients polynomiaux (◦ données du modèle éléments
finis, interpolation polynomiale)

fpoly(x(t)) = knlx(t)3 (II.65)

La non-linéarité en frottement sec est modélisée au moyen de la loi de Coulomb (définie
dans la chapitre I) régularisée par une fonction tangente hyperbolique. Cette stratégie
permet d’améliorer la convergence du système pour des vitesses relatives à l’interface de
frottement entraînant de fortes non-linéarités. La régularisation de la fonction signe de
la loi de Coulomb facilite aussi l’évaluation de la matrice jacobienne de la fonction non-
linéaire (voir annexes B.1 et B.2). La loi gouvernant la non-linéarité en frottement sec
dans le domaine temporel est explicitée par l’équation

ffrot(ẋ(t)) = µN tanh( ẋ(t)
ε

) (II.66)

Le paramètre µ correspond au coefficient de frottement, il dépend notamment des
caractéristiques matériaux des interfaces en contact. Dans cet exemple, le coefficient est
fixé à 0.1 qui est un coefficient de frottement typique pour une aube composite en contact
avec un disque en titane. Ce coefficient de friction est lié au paramètre N qui est l’effort
normal à l’interface de contact. Ce dernier est ici égal à l’effort centrifuge agissant sur
la pale. Le paramètre ε gouverne la régularisation de la fonction non-linéaire : plus le
paramètre ε est petit, plus la loi peut-être comparée à la fonction signe comme illustré par
la figure II.10. La valeur de ε est ajustée en fonction de l’activation de la non-linéarité et
donc du déplacement afin d’assurer un bon compromis entre temps de calcul et précision.
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Figure II.10 – Loi non-linéaire de frottement sec régularisée ( loi de frottement en
tangente hyperbolique, fonction signe, linéarisation en zéro)

Ce modèle illustratif à deux degrés de liberté est gouverné par l’équation (II.67) et les
valeurs des caractéristiques structurales et non-linéaires du système sont précisées dans
les tableaux II.1 et II.2 respectivement.

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = g(t) (II.67)
avec

M =
(
m1 0
0 m2

)
, C =

(
0 0
0 c2

)
, K =

(
k1 + k2 −k2
−k2 k2

)
(II.68)

et

fnl(x(t), ẋ(t)) = fpoly(x(t)) + ffrot(ẋ(t)) = knlx(t)3 + µN tanh( ẋ(t)
ε

) (II.69)

m [kg] c [N.s.m−1] k [N.m−1]
degré de liberté no 1 0.080 0 1.642×106

degré de liberté no 2 0.617 1.05 1.334×105

Tableau II.1 – Caractéristiques de la partie linéaire du modèle illustratif

knl [N.m−3] µ [ ] N [N] ε [ ]
2.734×106 0.1 1000 10−5 à 10−2

Tableau II.2 – Caractéristiques de la partie non-linéaire du modèle illustratif

3.2 Réponses forcées du modèle illustratif

La résolution du système d’équations dynamiques (II.67) du modèle illustratif à deux
degrés de liberté est exécutée à l’aide de la méthode de l’équilibrage harmonique décrite
dans la section II.1. L’un des paramètres les plus importants de cette méthode est le
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nombre d’harmoniques nh retenus dans l’approximation de la solution. Dans le cas d’un
système comportant peu de degrés de liberté, un nombre important d’harmoniques peuvent
être conservés dans le calcul de la solution sans impacter sensiblement le temps de calcul :
nh = 20 harmoniques ont été retenus. Cependant, pour un système comportant un nombre
important de degrés de liberté et dans le but de sélectionner le meilleur compromis entre
temps de calcul et précision de la solution, une étude d’influence doit être exécutée afin
de déterminer le nombre optimal d’harmoniques à conserver.

(a) Évolution pour x1 ∈ [0; 0.014] m (b) Évolution pour x2 ∈ [0; 0.14] m

(c) Évolution pour x1 ∈ [0; 4× 10−4] m (d) Évolution pour x2 ∈ [0; 4× 10−3] m

Figure II.11 – Réponses forcées du modèle illustratif pour g ∈ [1; 70] N

L’évaluation de la fonction non-linéaire fnl est effectuée au moyen d’une procédure
d’alternance temps-fréquence. Comme exposé dans la section II.1, des matrices discrètes
réalisent la transformation d’un domaine vers l’autre. Il est alors nécessaire de fixer le
nombre d’échantillons nt constituant la période fondamentale du signal temporel formée
à partir de l’expression temporelle de la non-linéarité : nt = 128 échantillons sont utilisés
dans le cas de ce modèle illustratif. À l’instar de la sélection du nombre d’harmoniques,
une étude d’influence doit être effectuée pour des systèmes comprenant un grand nombre
de degrés de liberté afin de choisir un nombre optimal d’échantillons.

Dans le but de suivre l’évolution du système lors d’un phénomène de retournement
apporté par la non-linéarité cubique lors de réponses à grandes amplitudes, la réponse
forcée est tracée à l’aide d’une continuation de type arc-length augmentée d’un prédicteur



3. Exemple illustratif 69

tangent.
Les méthodes de condensation exposées en section II.1 ne sont pas appliquées dans cet

exemple illustratif car le modèle associé ne comprend pas un nombre suffisant de degrés
de liberté pour garantir l’efficacité de ces méthodes.

Les réponses forcées des déplacements des deux degrés de liberté x1 et x2 du modèle
illustratif sont tracées en figure II.11. Les figures II.11a et II.11b représentent les courbes de
réponse en fréquence pour de fortes amplitudes d’excitation. L’évolution de la forme du pic
de résonance, dont la fréquence propre progresse vers les hautes fréquences lorsque l’am-
plitude de déplacement augmente, est caractéristique d’une non-linéarité de type cubique.
Ce comportement dynamique est appelé raidissant. Ce raidissement est distinct lorsque
les réponses forcées du système non-linéaire sont superposées avec celles du système linéa-
risée à l’état glissant (cet état étant le point de départ de la non-linéarité cubique pour ce
modèle) comme exposé sur les figures II.12a et II.12b. Ces représentations en amplitude
et en phase font apparaître des phénomènes de saut typiques des non-linéarités cubiques.
La continuation de type arc-length permet de franchir les points de retournement, en 1 et
3 sur les figures II.12a et II.12b, et ainsi de reconstituer la réponse forcée entière.

Sauts

(a) Amplitude

Sauts

(b) Phase

Figure II.12 – Comparatif des réponses forcées du système linéarisé ( ) et du système
non-linéaire ( ) pour g = 70 N

Cependant, pour tracer des réponses forcées lors d’essais dynamiques pilotés en fré-
quence d’excitation, deux balayages sont nécessaires. Le premier se dirige vers les fré-
quences croissantes jusqu’au point de retournement 1 où une brusque diminution d’ampli-
tude et de phase survient amenant la solution au point 2. Le second balayage est inversé
et suit les fréquences décroissantes jusqu’au point de retournement 3 où un saut d’ampli-
tude et de phase amène le système en 4. Les solutions comprises entre les points 1 et 3
ne sont pas atteignables avec ce type d’essais dynamiques car celles-ci sont instables. Des
études de stabilité locale peuvent être menées, à l’aide de la théorie de Floquet [59] ou
de la méthode de Hill [87], sur des systèmes présentant ce type de comportement afin de
déterminer numériquement les portions de courbe correspondant à des solutions stables
ou instables.

Des courbes de réponses en fréquence pour de plus faibles amplitudes d’excitation
et de déplacement sont exposées dans les figures II.11c et II.11d. Ces réponses forcées
permettent de remarquer une évolution de la forme du pic de la réponse ainsi qu’un dé-
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placement des fréquences propres vers les basses fréquences contrairement aux graphiques
précédents. Ce comportement est caractéristique d’une non-linéarité en frottement sec
et traduit l’effet assouplissant de la non-linéarité vis-à-vis du système. Les figures II.11c
et II.11d permettent d’apercevoir les différentes phases du comportement du frottement
en fonction de l’activation de la non-linéarité qui dépend de l’amplitude de déplacement :

1. Une phase pseudo-collée pendant laquelle le degré de liberté no 1 ne se déplace que
très peu par rapport au bâti, le frotteur étant placé entre ceux-ci. Il est important
de noter qu’avec une loi de frottement de Coulomb non-régularisée, le degré de
liberté no 1 ne se déplacerait pas du tout mais, ici, la loi régulière utilisée autorise
un déplacement même si les efforts tangentiels du contact sont inférieurs au seuil
de glissement µN . Cette phase se caractérise par des pics de résonance situés à la
même fréquence et des augmentations d’amplitude proportionnelles à l’excitation. Ce
comportement est apparent sur la figure II.11c. La réponse forcée de cet état collé
(visible en figures II.13a et II.13b) est considérée comme linéaire, les paramètres
modaux sont indépendants de l’amplitude de vibration.

2. Une phase glissante avec frottement où la forme de la réponse forcée évolue for-
tement. La fréquence propre du système varie entre la fréquence propre de l’état
collé et la fréquence propre de l’état totalement glissant en fonction de l’amplitude
de déplacement. Il est aussi possible de constater une variation de l’amortissement
du mode traduit par l’aplanissement des pics de réponse très marqué sur les fi-
gures II.13a et II.13b qui superposent les réponses forcées du système quasi-linéaire
de la phase collée avec la réponse du système non-linéaire pour une même amplitude
d’excitation.

3. Une phase glissante au cours de laquelle le frotteur a peu d’influence sur le com-
portement de la structure. Les caractéristiques modales n’évoluent plus en fonction
de l’amplitude d’excitation, cette nouvelle phase peut alors être considérée comme
une seconde phase quasi-linéaire. Elle n’est cependant pas tout à fait atteinte sur les
figures II.11c et II.11d.

(a) Amplitude (b) Phase

Figure II.13 – Comparatif des réponses forcées du système linéarisé ( ) et du système
non-linéaire ( ) pour g = 8 N

L’effet sur la réponse forcée des non-linéarités cubiques et en frottement sec de ce
modèle illustratif apparaissent distinctement en fonction de l’amplitude. La non-linéarité
en frottement sec est activée pour une amplitude de déplacement d’environ 5× 10−4 m
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en dessous duquel la liaison demeure à l’état collé. La non-linéarité polynomiale est alors
négligeable et le système est proche d’un état linéaire. La non-linéarité cubique devient
prépondérante à la suite de l’état glissant du système, pour une amplitude de vibration
de 2× 10−2 m.

3.3 Illustration des modes complexes non-linéaires

L’évolution fréquence du mode complexe non-linéaire tracée sur les figures II.14a
et II.14b est évalué à partir de la technique des modes complexes non-linéaires présen-
tée en section II.2.

(a) Évolution pour x2 ∈ [0; 0.14] m (b) Évolution pour x2 ∈ [0; 4× 10−3] m

Figure II.14 – Évolution de la fréquence propre du mode complexe non-linéaire du modèle
illustratif

Les paramètres utilisés dans le calcul de ce mode complexe non-linéaire, à savoir le
nombre d’harmoniques retenus dans le calcul de la solution ainsi le nombre d’échantillons
contenus dans la période fondamentale de la procédure AFT sont identiques à ceux em-
ployés dans le calcul des réponses forcées précédentes, à savoir nh = 20 et nt = 128. La
continuation de la solution du système d’équations autonome est aussi assurée à l’aide
d’une méthode de continuation de type arc-length augmentée d’une prédiction tangente.
Les motifs mis en avant dans le calcul des réponses forcées conduisent à ne pas employer
les méthodes de condensation présentées en section II.2.

Les tracés de l’amplitude du mode non-linéaire en fonction de la fréquence de réso-
nance de celui-ci sur les figures II.14a et II.14b confirment les observations énoncées en
sous-section II.3.2. Les figures II.15a et II.15b permettent de remarquer que le tracé de
l’évolution de la fréquence propre du mode non-linéaire relie les maximums des réponses
forcées pour plusieurs amplitudes d’excitation comme pour un modèle d’amortissement
hystérétique [63]. Il est intéressant d’observer que l’allure des réponses forcées et du mode
non-linéraire obtenus est semblable à celle obtenue par Gibert et al. [65] dans leur papier
rapportant l’analyse modale numérique et expérimentale non-linéaire qu’ils effectuèrent
sur un train d’atterrissage d’aéronef.

La figure II.16 représente l’évolution de la fréquence propre et de l’amortissement
modal ζ en fonction de l’amplitude de déplacement d’un degré de liberté pour de faibles
amplitudes d’excitation. Le tracé de l’amortissement modal avec une prépondérance de la
non-linéarité en frottement sec permet de préciser les remarques exposées dans la sous-
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(a) Évolution pour x2 ∈ [0; 0.14] m (b) Évolution pour x2 ∈ [0; 4× 10−3] m

Figure II.15 – Superposition de l’évolution de la fréquence propre du mode non-
linéaire ( ) et des réponses forcées ( ) du modèle illustratif pour g ∈ [1; 70] N

section précédente, à savoir que l’évolution de l’amortissement passe par un maximum
pour une amplitude de déplacement du degré de liberté no 2 de 1× 10−3 m. Ce phénomène
d’optimum est intéressant puisqu’il permet ainsi de diminuer les vibrations d’une aube dès
la conception de celle-ci pour peu que la non-linéarité soit correctement prise en compte.

(a) Évolution de la fréquence propre pour x2 ∈ [0; 4× 10−3] m

(b) Évolution du taux d’amortissement pour x2 ∈ [0; 4× 10−3] m

Figure II.16 – Évolution des paramètres modaux en fonction de l’amplitude du second
degré de liberté

En plus de mettre en lumière certains phénomènes non-linéaires qu’il est possible de
rencontrer sur une soufflante de turbomachine, cet exemple illustratif permet de mettre
en place des méthodes de résolution pour des systèmes d’équations autonomes et non-
autonomes qui sont réutilisées sur des modèles industriels dans la suite de ce mémoire. De
plus, ce modèle à deux degrés de liberté, dont les paramètres structuraux et non-linéaires
sont recalés par rapport à un modèle industriel de secteur de soufflante en composite,
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produit des réponses dynamiques représentatives d’un secteur industriel. Cet exemple a
aussi permis d’estimer l’ordre de grandeur des déplacements permettant d’obtenir des effets
en grands déplacements observables. Pour ceci, le déplacement nécessaire en tête d’aube de
2× 10−2 m, qui ne sera pas atteint dans les essais du banc PHARE#1 exploités dans cette
thèse, indique que les non-linéarités attendues seraient plutôt dominées par le frottement.
La suite de ce mémoire et notamment les méthodes de réduction se concentrent donc sur
des non-linéarités localisées de type frottement sec.

4 Bilan
Ce chapitre a permis d’explorer plusieurs méthodes de résolution de l’équation diffé-

rentielle du second ordre régissant la dynamique non-linéaire d’un système non-autonome
aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel. L’approche fréquentielle, grâce à la
méthode de l’équilibrage harmonique, s’est avérée très efficace et polyvalente pour résoudre
tout type de système quelque soit l’intensité de la non-linéarité pour peu que le solution
soit périodique. L’exemple illustratif proposé comportait peu de degrés de liberté mais a
permis de mettre en évidence les phénomènes non-linéaires pouvant être observés sur des
aubes de turboréacteur.

L’efficacité des méthodes proposées dans ce chapitre est notable pour des systèmes de
taille réduite. Cependant, pour des modèles éléments finis destinés aux bureaux d’études
industriels et comportant des centaines de milliers de degrés de liberté, il est nécessaire de
réduire la taille du modèle afin de conserver des temps de calcul raisonnables. Pour cela,
des techniques de sous-structurations classiques appartenant à la famille des méthodes de
Galerkine existent dans la littérature telles que la méthode de Craig-Bampton [10]. Des
techniques de réduction plus élaborées [99, 117] permettent de réduire la taille du système
étudié à partir d’un mode complexe non-linéaire [122], dont la procédure d’évaluation est
détaillée dans ce chapitre, pour systèmes soumis à des non-linéarités dissipatives de type
frottement sec par exemple. De plus, afin d’aborder le désaccordage d’une roue aubagée
dans le cadre de la dynamique non-linéaire, Joannin et al. [101, 102] ont développé une
technique de réduction associant sous-structuration et modes complexes non-linéaires. Ces
différentes méthodes de réduction sont abordées dans le chapitre suivant.





Chapitre III

Méthodes de réduction par
synthèse modale

Les structures rencontrées dans l’industrie telles que les roues aubagées ou les souf-
flantes de turboréacteur sont, en pratique, discrétisées au moyen de la méthode des élé-
ments finis aboutissant à des problèmes de taille importante qui comportent quelques
centaines de milliers voire plusieurs millions de degrés de liberté. De plus, ces derniers
peuvent renfermer des non-linéarités, dont l’étude fait partie intégrante de ce travail de
thèse, qui nécessitent une résolution itérative du système d’équations. Dans le but d’étu-
dier la dynamique non-linéaire de ces structures, il est impératif de réduire la taille du
modèle numérique afin de résoudre le système non-linéaire dans des délais raisonnables.

Ce chapitre traite des différentes techniques de réduction employées dans ce travail
de thèse : des méthodes classiques de synthèse modale linéaire telle la méthode de Craig-
Bampton, aux méthodes plus avancées comme la synthèse modale non-linéaire de la ré-
ponse forcée qui exploite le calcul des modes complexes non-linéaires pour reconstruire la
réponse forcée. Une technique associant synthèse modale non-linéaire et sous-structuration
est finalement exposée pour ce qui constitue le cœur de la réduction des roues aubagées
de ce travail : la CNCMS pour Component Nonlinear Complex Mode Synthesis.
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1 Techniques de synthèse modale linéaire

Afin de résoudre des systèmes d’équations non-linéaires issus de structures présentant
des géométries complexes telles celles existantes dans le domaine industriel, à partir des
maillages éléments finis employés en bureau d’étude, il est nécessaire de réduire le nombre
de degrés de liberté du modèle numérique. Dans cette optique, des techniques de synthèse
modale, tirant parti de la sous-structuration du problème, sont employées. Ces méthodes
découpent la structure principale en plusieurs entités délimitées par leurs frontières res-
pectives, appelées sous-structures, afin de réduire indépendamment chacune d’entre elles.
Chacune de ces sous-structures réduites forme ce qui est nommé un super-élément. Au
final, ces super-éléments sont réassemblés pour aboutir au problème réduit final. La réso-
lution itérative du problème, qui est l’étape centrale du calcul, est alors exécutée sur un
modèle fortement réduit par rapport au modèle numérique original. Ces techniques sont
connues sous le nom de méthodes de synthèse modale ou bien de sous-structuration (CMS
pour Component Mode Synthesis en anglais).

De nombreuses méthodes de synthèse modale ont été développées et certaines implé-
mentées dans les codes commerciaux éléments finis. Cette section est destinée à introduire
ces différentes méthodes en débutant par une présentation de la méthode de Galerkine dont
sont dérivées les techniques classiques de synthèse modale et notamment la méthode de
réduction de Craig-Bampton qui sera exposée dans la seconde sous-section. Pour conclure,
des techniques de réduction des frontières seront illustrées. Ces dernières permettent de
compenser les limitations de la sous-structuration en réduisant les degrés de liberté de
frontière entre les sous-structures.

1.1 Réduction de modèle par projection de Galerkine

Tout d’abord, l’équation linéaire discrétisée du mouvement contenant les termes résul-
tant de la rotation du système par rapport à un référentiel galiléen, dit repère fixe, est
rappelée

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) = g(t) (III.1)

en conservant les notations matricielles identiques à celles arrêtées dans le chapitre I. Les
matrices G, N et T sont volontairement omises dans les équations de ce chapitre dans l’in-
tention d’alléger celles-ci bien qu’il soit parfaitement possible de les conserver, notamment
dans l’équation réduite du mouvement et dans l’équation réduite régissant un système
non-autonome.

Les techniques de réduction de modèle par synthèse modale, exposées dans cette sec-
tion, appartiennent à la famille des méthodes de réduction par résidus pondérés, et plus
particulièrement à la famille des méthodes dites de Galerkine ou d’approximation. En plus
d’être intensément exploitée dans la discrétisation spatiale des problèmes numériques ou
par approximation dans le domaine temporel comme c’est le cas de la méthode de l’équi-
librage harmonique du chapitre II, cette famille est l’une des plus employées en termes de
réduction de modèle numérique en dynamique des structures. La réduction de modèle à
l’aide de la méthode de Galerkine est qualifiée de technique de réduction de modèle par
projection. Cette dernière se décompose en deux étapes distinctes.
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La première étape est l’étape dite de réduction. Celle-ci consiste à chercher une solution
approchée x̃ de la solution exacte x de l’équation linéaire du mouvement (III.1) dans un
sous-espace V contenu dans l’espace initial Rn. Ce sous-espace V est appelé espace de
réduction.

x(t) ≈ x̃(t) = Vq(t) (III.2)

où la matrice V est une base du sous-espace V et q est le vecteur contenant les amplitudes
modales de la solution approchée x̃ écrite dans la base V.

Les colonnes de la matrice V, de taille n× r avec n et r respectivement le nombre de
degrés de liberté du problème initial et du problème réduit, sont les vecteurs de la base de
réduction. Cette dernière permet de réduire la dimension du problème de n à r degrés de
liberté (1 ≤ r ≤ n).

En substituant l’approximation (III.2) dans l’équation linéaire du mouvement (III.1),
il vient

r(t) = MVq̈(t) + CVq̇(t) + KVq(t)− g(t) (III.3)

avec r, le résidu de l’opération d’approximation compte tenu que la solution cherchée n’est
pas exacte.

La seconde étape est l’étape dite d’orthogonalisation qui consiste à rendre le résidu r
orthogonal à un sous-espace W, engendré par la matrice W contenant une famille libre
d’éléments, selon le produit scalaire euclidien ou hermitien dans ce même espace. La condi-
tion d’orthogonalité s’écrit alors

〈r(t)|W〉 = WTr(t) = 0 (III.4)

Le sous-espaceW est nommé espace de projection tandis que la matrice W, de taille n×r,
constitue une base de ce sous-espace appelée base de projection.

En prémultipliant l’équation (III.3) par la matrice de projection W et en tenant compte
de la condition d’orthogonalité (III.4), il est possible d’écrire le système carré d’équa-
tions (III.5) constituant le système réduit du problème initial, celui-ci régissant l’évolution
temporelle des amplitudes modales q.

WTMVq̈(t) + WTCVq̇(t) + WTKVq(t) = WTg(t) (III.5)

En résumé, la méthode de Galerkine aboutit à la réduction du problème initial au
moyen d’une projection sur le sous-espace V "parallèlement" à W⊥. Les méthodes présen-
tées dans le chapitre II peuvent être employées pour résoudre l’équation réduite (III.5)
selon les variables q, dans le but d’obtenir l’approximation x̃(t) = Vq(t) du problème
initial.

De manière classique, la méthode de Galerkine est définie en choisissant les sous-espaces
V et W identiques. Lorsque V et W diffèrent, il s’agit de la méthode de Petrov-Galerkine.

Les deux étapes d’une méthode de type Galerkine induisent des erreurs liées à l’ap-
proximation et à la projection réalisées.

Dans le cadre d’une méthode de Galerkine classique, l’erreur de réduction ε peut se
décomposer en une erreur εV⊥ orthogonale à V et une erreur εV parallèle à cette même
base [56]. Les erreurs induites par cette technique sont illustrées en figure III.1 et dans
l’équation (III.6).
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ε(t) = x(t)− x̃(t) (III.6a)
= x(t)−Vq(t) (III.6b)

= (In −ΠV,V) x(t) + V
(
VTx(t)− q(t)

)
(III.6c)

= εV⊥(t) + εV(t) (III.6d)

avec ΠV,V = VVT, une matrice représentative du projecteur 1 orthogonal à V et In, la
matrice identité de taille n.

Figure III.1 – Erreurs induites par la méthode de Galerkine (adaptée de [56])

La qualité de l’approximation de la technique de synthèse modale considérée est di-
rectement liée à la base de réduction employée. La section suivante expose différentes
méthodes classiques de synthèse modale linéaire présentant des bases de réduction adap-
tées à différents cas en dynamique des structures.

1.2 Méthodes classiques de synthèse modale

Comme énoncé en introduction de ce chapitre, de nombreuses méthodes de synthèse
modale ont été développées depuis les années soixante. Parmi les techniques appartenant
à la famille des méthodes de Galerkine, deux grands types peuvent être distingués : les
méthodes dites à interfaces fixes et les méthodes dites à interfaces libres.

Les travaux emblématiques portant sur les méthodes de réduction à interfaces fixes ont
été accomplis par Craig et Bampton [10] en s’inspirant des travaux de Hurty [91, 92]. La
méthode consiste à réduire chacune des sous-structures sur la base de ses modes propres
calculés pour des interfaces fixes. La base de réduction est complétée par les déformées
statiques définies à partir du déplacement unitaire des degrés de liberté d’interface. Ben-
field et Hruda [15] adaptèrent cette méthode à interfaces fixes en employant le principe de
substitution modale qui autorise un potentiel de réduction théoriquement plus élevé que
la méthode de Craig et Bampton puisque le modèle réduit ne présente alors plus de degrés
de liberté d’interface mais des amplitudes modales.

Les premiers travaux traitant des méthodes de synthèse modale à interfaces libres ont
été initiés par Goldman [68] et Hou [90]. MacNeal a repris ces travaux pour établir ce qui
constitue toujours la méthode de réduction à interfaces libres de référence. Ces méthodes
de réduction sont fondées sur une base de modes propres libres augmentée de modes d’at-
tache couplant les sous-structures entre elles. Il est aussi possible de citer les travaux de
Craig et Chang [36] ainsi que ceux de Martinez et al. [140] qui diffèrent principalement au
niveau de la méthode de réassemblage des sous-structures réduites.

Plus de détails sur ces différentes méthodes peuvent être obtenus dans les thèses de
1. Un projecteur π est une application linéaire vérifiant π2 = π
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Batailly [11] et Philippe [176]. De plus, un état de l’art récent sur la réduction de modèle
numérique par synthèse modale peut être obtenu dans le papier de Klerk et al. [113].

Le point commun des méthodes dites à interfaces fixes et celles dites à interfaces libres
réside dans le partitionnement des degrés de liberté de chaque sous-structure :

— Les degrés de liberté maîtres, notés •m regroupent les degrés de liberté d’interface,
de frontière et potentiellement d’observation.
Les degrés de liberté de frontière et d’interface sont distingués dans ce travail de
thèse. En effet, les degrés de liberté d’interface se situent au niveau des interfaces
entre les portées de l’aube et du disque. Ceux-ci sont notés •n dans la suite de ce
mémoire et interviendront dans l’évaluation des non-linéarités. Les degrés de liberté
de frontière, qui ne sont pas exploités dans toutes les méthodes de réduction ex-
ploitées dans ces travaux de thèse, sont présents au niveau de la jonction entre les
différents secteurs du disque et sont notés •b. Ces deux types de degrés de liberté
peuvent cohabiter dans la partition des degrés de liberté maîtres et sont illustrés sur
la figure III.2.
Les degrés de liberté d’observation, appelés •o dans la suite de ce mémoire, autorisent
le suivi de l’évolution du système étudié sans nécessiter la phase de reconstruction
sur les degrés de liberté dits esclaves. Ceux-ci peuvent aussi servir de degrés de li-
berté de contrôle dans le cas de la résolution d’un système autonome à l’aide de la
méthode des modes complexes non-linéaires par exemple.
Dans l’optique de simplifier les équations de cette sous-section, les degrés de liberté
maîtres seront considérés uniquement formés par les degrés de liberté d’interface
entre les portées de l’aube et du disque.

— Les degrés de liberté esclaves, notés •s renferment les autres degrés de liberté ne com-
portant pas de degrés de liberté non-linéaires ou n’intervenant pas le réassemblage
de la structure et qui sont les degrés de liberté internes de chaque sous-structure
notés •i dans la suite de ce mémoire et illustrés sur la figure III.2.

Le vecteur déplacement x(j) peut alors se réécrire ainsi

x(j)(t) =
(

x(j)
s (t)

x(j)
m (t)

)
(III.7)

tout comme les matrices de masse et de raideur

M(j) =
(

M(j)
ss M(j)

sm

M(j)
ms M(j)

mm

)
et K(j) =

(
K(j)

ss K(j)
sm

K(j)
ms K(j)

mm

)
(III.8)

où j fait référence à la sous-structure concernée.

Cette décomposition du domaine en sous-structures est illustrée sur le schéma III.2
représentant une roue aubagée et son secteur fondamental.

La suite de cette section expose la méthode emblématique de synthèse modale à in-
terfaces fixes, à savoir la méthode de Craig-Bampton. Par ailleurs, celle-ci constitue l’une
des étapes de réduction du modèle numérique de l’aube et de la soufflante composite des
chapitres V et VI.
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Figure III.2 – Sous-structuration d’une roue aubagée et son secteur fondamental

Méthode de Craig-Bampton. La base de réduction de la méthode de Craig-Bampton
nécessite le calcul de deux types de mode pour chacune des sous-structures composant le
système.

Les premiers modes introduits dans la base de réduction sont les modes propres linéaires
calculés pour des interfaces fixes, obtenus en encastrant les degrés de liberté d’interface.
Ceux-ci vérifient la relation

(
K(j)

ss −Λ(j)2M(j)
ss
)

Φ̃(j) = 0 (III.9)

avec Λ(j) = diag
(
Ω(j)2

)
, la matrice diagonale regroupant les pulsations propres de la

sous-structure j et Φ̃(j), la matrice rassemblant la totalité des modes du problème aux
valeurs propres (III.9) de la sous-structure j.

La base des modes propres linéaires contenus dans la matrice Φ̃(j) est tronqué pour
former la matrice Φ(j) qui constitue une partie de la base de réduction. Les modes propres
retenus sont généralement sélectionnés en utilisant un critère fréquentiel, exposé dans le
chapitre V.

Les autres modes contenus dans la base de réduction sont les modes statiques de liaison
qui sont obtenus en imposant successivement un déplacement unitaire sur chaque degré
de liberté d’interface et en encastrant les degrés de liberté d’interface restant. Le calcul de
ces modes revient à résoudre le problème statique (III.10) négligeant les effets d’inertie de
la sous-structure.

(
K(j)

ss K(j)
sm

K(j)
ms K(j)

mm

)(
Ψ(j)

I

)
=
(

0
g(j)

m (t)

)
(III.10)
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où g(j)
m sera le vecteur des efforts de réactions sur la frontière fixe et représentera les efforts

appliqués sur la sous-structure j par la sous-structure connexe via l’interface commune
dans le système assemblé par la suite.

En isolant les modes statiques de liaison Ψ(j) de la sous-structure j dans l’équation
précédente, il advient

Ψ(j) = −K(j)
ss K(j)

sm (III.11)

Par ailleurs, les modes statiques de liaison et la méthode de calcul associée sont le cœur
de la méthode de condensation statique de Guyan 2.

Dans la base canonique de Rn, la matrice représentative de la base du sous-espace de
réduction pour chaque sous-structure est alors donnée par

x(j)(t) =
(

x(j)
s (t)

x(j)
m (t)

)
=
(

Φ(j) Ψ(j)

0 I

)(
q(j)(t)
x(j)

m (t)

)
(III.12)

Une fois assemblée, la matrice de réduction V de la structure initiale est explicitée par
la relation



x(1)
s (t)

x(2)
s (t)
...

x(j)
s (t)
...

x(nss)
s (t)
xm(t)


=



Φ(1) Ψ(1)

Φ(2) Ψ(2)

. . . ...
Φ(j) Ψ(j)

. . . ...
Φ(nss) Ψ(nss)

I





q(1)(t)
q(2)(t)

...
q(j)(t)

...
q(nss)(t)
xm(t)


(III.13)

avec nss le nombre de sous-structures contenues dans le système.
Grâce à cette matrice de réduction V, il est possible de réduire les matrices de masse

M et de raideur K ainsi

2. L’hypothèse de base de la méthode de Guyan [79] est de négliger les efforts d’inertie de la structure.
Ψ est alors la base de réduction de cette méthode. Cependant, comme son nom l’indique, cette méthode
est très restrictive et est utilisée le plus souvent pour des problèmes statiques
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Mred = VTMV =



M(1)
Φ M(1)

ΦΨ

M(2)
Φ M(2)

ΦΨ
. . . ...

M(j)
Φ M(j)

ΦΨ
. . . ...

M(nss)
Φ M(nss)

ΦΨ

M(1)
ΨΦ M(2)

ΨΦ · · · M(j)
ΨΦ · · · M(nss)

ΨΦ MΨ


(III.14)

Kred = VTKV =



K(1)
Φ

K(2)
Φ

. . .
K(j)

Φ
. . .

K(nss)
Φ

KΨ


(III.15)

dans lesquelles les indices •Φ, •Ψ et •ΦΨ correspondent respectivement aux blocs réduits
à l’aide de la base des modes propres de la méthode de Craig-Bampton, au bloc réduit à
l’aide de la base des modes statiques de liaison et aux termes extra-diagonaux.

La formalisation de l’équation (III.15) permet de remarquer que la matrice de raideur
réduite Kred est une matrice diagonale par blocs. Cette propriété est due à l’expression
des modes statiques de liaison dans l’équation (III.11).

La taille de la base de réduction dépend directement de la troncature de la base des
modes propres de chaque sous-structure calculés à interfaces fixes et du nombre de degrés
de liberté contenus dans la partition maître. La méthode de Craig-Bampton est la plus
couramment utilisée pour sa convergence rapide, sa robustesse et sa stabilité vis à vis des
troncatures modales. En effet, une réduction importante de la base des modes propres
permet d’obtenir d’excellents résultats pour les premiers modes du système initial. C’est
pourquoi la méthode de Craig-Bampton est exploitée dans les travaux présentés dans ce
mémoire, aux dépens d’une autre méthode de synthèse modale linéaire comme celle de
MacNeal par exemple.

Il est important de remarquer que les méthodes de synthèse modale linéaire peuvent
aussi être employées afin de réduire un modèle numérique non seulement en vue de l’éva-
luation d’une réponse forcée mais aussi en vue du calcul d’un mode non-linéaire et parti-
culièrement dans le cas d’un mode complexe non-linéaire, présenté dans le chapitre II.

Les méthodes classiques de synthèse modale, à l’instar de la méthode de Craig-Bampton,
possèdent néanmoins l’inconvénient majeur de présenter une forte dépendance au nombre
de degrés de liberté renfermés dans la partition maître. En effet, les systèmes industriels
tels que les roues aubagées peuvent contenir plusieurs centaines de milliers de degrés de
liberté dans ces zones rendant alors les méthodes de réduction classiques peu efficaces.
Il est toutefois possible de compléter ces techniques de réduction avec des méthodes de
réduction des frontières permettant de réduire le nombre de degrés de liberté aux jonctions
entre les sous-structures et donc dans la partition maître. Ces méthodes sont exhibées dans
la sous-section suivante.
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1.3 Méthodes de réduction des frontières

La section précédente a mis en lumière les bénéfices de la méthode de réduction de
Craig-Bampton mais aussi les limites de celle-ci. En effet, les bases de réduction de cette
méthode sont fortement tributaires du nombre de degrés de liberté maîtres et en particu-
lier des degrés de liberté contenus dans les frontières des sous-structures. Pour remédier à
cet inconvénient majeur dans le cas de structures industrielles, des techniques de réduction
de ces degrés de liberté de frontière, notés •b, ont été mises au point et proposées dans la
littérature. Ces méthodes portent, dans le cas de ce mémoire, sur les degrés de liberté de
frontière au niveau de la jonction entre les différents secteurs du disque.

Aussi appelée double synthèse modale ou réduction par modes d’interface, la réduc-
tion des degrés de liberté de frontière a fait l’objet de plusieurs travaux et notamment les
travaux de Jezequel [97] consistant à introduire des modes de branches pour réduire les
degrés de liberté de frontière, travaux repris par Setio [193] puis Brizard [22]. Il est aussi
possible de citer les travaux de Craig et Chang [37] ou, plus récemment, Zhang et al. [239]
ainsi que Tran [219, 220] qui réduisirent avec succès les degrés de liberté contenus dans les
frontières des sous-structures.

Dans la suite de ce travail de thèse, une méthode de synthèse modale des modes
d’interface est exploité dans le but de réduire les degrés de liberté de frontière du modèle
réduit. Celle-ci repose sur une réduction des frontières du système sur la base des modes
d’interface évalués grâce au problème aux valeurs propres (III.16).(

KΨ −Λ2
ΨMΨ

)
Φ̃Ψ = 0 (III.16)

Les matrices Φ̃Ψ et ΛΨ regroupent respectivement la totalité des modes d’interface et la
totalité des pulsations propres du problème aux valeurs propres (III.16). Les notations
des matrices de masse et de raideur réduites par la méthode de Craig-Bampton ((III.14)
et (III.15)) apparaissent dans cette équation sous la forme des sous-blocs MΨ et KΨ.

Afin de réduire les degrés de liberté de frontière, une étape de sélection des modes
d’interface Φ̃Ψ est nécessaire. Celle-ci est accomplie en conservant uniquement les modes
d’interface dont les fréquences sont du même ordre de grandeur que celles des modes
propres sauvegardés dans la méthode de réduction de Craig-Bampton [37, 219, 220]. Une
fois cette sélection réalisée, les matrices réduites sont projetées sur cette nouvelle base
grâce à la matrice de transformation T

T =



I(1)

I(2)

. . .
I(j)

. . .
I(nss)

ΦΨ


(III.17)

avec ΦΨ, la matrice contenant les modes d’interface du problème (III.16) tronqués puis
ordonnés en colonne.

L’utilisation d’une méthode de réduction de Craig et Bampton associée à une méthode
de réduction des degrés de liberté de frontière par synthèse modale des modes d’interface
apparaît comme une combinaison très efficace de réduction notamment pour des systèmes
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de taille industrielle. Cependant dans le cas de systèmes renfermant une non-linéarité à
l’interface entre les sous-structures, tel du frottement entre le pied d’aube et l’alvéole du
disque, les degrés de liberté non-linéaires d’interface ne peuvent être réduits à l’aide de ces
différentes méthodes puisque ceux-ci sont nécessaires à l’évaluation de la non-linéarité.

Dans le but de réduire ces degrés de liberté non-linéaires d’interface, il est possible
d’employer des techniques de réduction plus évoluées, bénéficiant de l’évaluation des modes
complexes non-linéaires (exposées dans le chapitre II), pour réduire la totalité du problème
non-linéaire. Cette technique est nommée synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée
et sera abordée dans la section suivante.

2 Synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée

Cette section aborde la question de la synthèse modale de la réponse forcée qui ex-
ploite les notions de superposition modale et d’orthogonalité dans sa variante linéaire. Les
techniques classiques de superposition modale exploitent les modes propres 3 de chaque
sous-système et en particulier leur propriété d’orthogonalité par rapport aux matrices
structurelles dans le but de découpler les équations du mouvement et ainsi en faciliter la
résolution. Cette propriété d’orthogonalité, intrinsèque aux modes propres et aux modes
complexes des systèmes considérés comme linéaires, n’est en général pas vérifiée (sauf
pour quelques cas comportant des symétries particulières) par les modes non-linéaires et
les modes complexes non-linéaires. La faisabilité d’une méthode de superposition modale
à partir de modes non-linéaires peut alors sembler compromise. Toutefois, plusieurs mé-
thodes s’inspirant des techniques classiques de superposition modale et ayant recourt à une
base de modes non-linéaires ont été développées et ont abouti à des résultats attrayants
en termes de précision de la solution et de temps de calcul. De surcroît, ces techniques
autorisent la reconstruction de différentes réponses forcées présentant un comportement
non-linéaire à partir des modes non-linéaires évalués ce qui est l’un des objectifs principaux
de cette section.

Le principe de superposition modale peut être appliqué avec une bonne approximation
dans le cadre non-linéaire lorsque les modes sont bien séparés fréquentiellement ou lorsque
le système possède encore des propriétés d’orthogonalité malgré les non-linéarités. Dans
ce cas, au voisinage des résonances, la réponse forcée est dominée par la contribution du
"mode non-linéaire résonnant" (single non-linear mode dans le texte) de Szemplinska [206]
introduisant le principe de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée. Entre les
résonances, compte tenu des faibles amplitudes, les effets non-linéaires sont négligeables
et le système se comporte alors de la même façon que son système linéaire sous-jacent.

Dans le cadre de systèmes dissipatifs, Setio [193] a formulé une technique permettant de
généraliser les modes normaux (du système conservatifs) exploités par Szemplinska [206]
au moyen de modes complexes non-linéaires. Plus tard, Setio et al. [194] puis Gibert [62]
ont utilisé de façon inverse cette approche dans le cadre de l’identification modale non-
linéaire expérimentale. Récemment, Laxalde et al. [125] ont employé une technique de
synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée augmentée à l’aide de modes complexes
non-linéaires dans le but de synthétiser la réponse forcée d’un secteur de roue aubagée
comportant une non-linéarité dissipative. Krack et al. [116, 117] réutilisèrent cette notion
de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée couplée à des modes complexes non-
linéaires pour étudier des structures cycliques telles que des roues aubagées, de même que

3. Les modes propres sont évalués à partir du système conservatif, comme explicité dans le chapitre II.
Néanmoins, lorsque la matrice d’amortissement n’est pas diagonalisable dans cette base de vecteurs propres,
il est nécessaire d’introduire les modes complexes pour découpler le système en équations normales
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Joannin et al. [99, 101, 102] dans le cadre de la réduction de modèle et en particulier de
roues aubagées désaccordées.

La méthode employée par Joannin et al. [99] est fondée sur le principe de substitution
spectrale des termes non-linéaires de l’équation du mouvement (III.18). Cette technique
de synthèse modale non linéaire de la réponse forcée par substitution spectrale est détaillée
dans cette section en débutant par la mise en équation de la méthode. Quelques précisions
concernant la technique numérique sont ensuite fournis avant de discuter des performances
et des limitations de cette méthode.

2.1 Aspects théoriques

Comme énoncé en introduction, cette méthode de synthèse modale non-linéaire de la
réponse forcée repose sur le principe de substitution spectrale qui consiste à remplacer
les termes non-linéaires fnl de l’équation du mouvement (III.18) par le mode complexe
non-linéaire issu de l’équation du système autonome sous-jacent. Dans la suite de cette
section, il sera considéré qu’un ou plusieurs modes non-linéaires de la structure étudiée
ont préalablement été évalués, par exemple à l’aide de la méthode des modes complexes
non-linéaires proposée au chapitre II.

Avant de développer cette étape de substitution spectrale, la technique de synthèse
modale non-linéaire de la réponse forcée requiert la formulation de l’équation du mou-
vement puis de l’équation dynamique d’un système non-linéaire autonome sous forme de
problèmes aux valeurs propres. Ces étapes sont réalisées dans le but de parvenir au sys-
tème d’équations permettant de synthétiser les différentes réponses forcées du système
non-linéaire complet à partir des modes non-linéaires évalués précédemment.

Dans un premier temps, l’équation discrète du mouvement du système forcé est rap-
pelée (III.18), les notations étant identiques à celles employées dans le chapitre II.

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = g(t) (III.18)

La synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée ne nécessite pas de partitionner la
structure (bien que celle-ci pourrait être réalisée après une première réduction comme celles
explicitées en section III.1), les différentes étapes de cette méthode sont donc réalisées sur
une structure complète telle la roue aubagée du schéma III.2. Par conséquent, le vecteur
solution x ne requiert pas de transformation. Un formalisme complexe est employé pour
écrire les différentes équations ainsi que la solution. Cette dernière s’écrit alors comme une
oscillation multi-harmonique de fréquence fondamentale ω (III.19), identique à la fréquence
d’excitation des efforts extérieurs g(t)

x(t) = Re
{
nh∑
k=0

xkeikωt
}

(III.19)

où xk est le vecteur contenant les composantes complexes, indépendantes du temps, du
k-ième harmonique de manière semblable aux coefficients harmoniques de la méthode de
l’équilibrage harmonique exposée au chapitre II. nh est le nombre d’harmoniques conservés
dans la solution.

Il est aussi essentiel de définir un produit scalaire adapté à une formulation complexe
tel que le produit scalaire hermitien défini sur l’ensemble des fonctions continues à valeurs
dans C sur l’intervalle [0, T ], ainsi

〈f |g〉 = 2
T

∫ T

0
f(t)g(t)dt (III.20)



86 Chapitre III. Méthodes de réduction par synthèse modale

avec T = 2π/ω, la période d’une oscillation de la solution et •, le complexe conjugué.
L’expression (III.19) de la solution est alors insérée dans l’équation du mouvement (III.18)

puis projetée sur la base constituée par les fonctions de base
{
ek = eikωt

}
au moyen du

produit scalaire (III.20). L’équation (III.18) est alors exprimée telle que(
(ikω)2M + (ikω)C + K

)
xk + 〈fnl(· · · ,xk, · · · , ω)|ek〉 = gk (III.21)

avec gk = 〈g|ek〉, le k-ième harmonique du vecteur des efforts extérieurs obtenu par pro-
jection sur le k-ième élément de la base des fonctions ek.

Dans un objectif de réduction du système d’équations, le problème (III.21) est projeté
sur l’espace de réduction engendré par les modes non-linéaires Φ (préalablement évalués).
Cette réduction revient à supposer que le k-ième harmonique des degrés de liberté xk de
la structure peut être décomposé par le k-ième harmonique des modes non-linéaires Φk,
avec les amplitudes modales complexes q des modes non-linéaires qui sont alors les nou-
velles inconnues. Cette hypothèse a été mise en œuvre avec succès dans [101, 102, 117].
En admettant donc que xk = Φk(q)q 4, il vient

(
(ikω)2M + (ikω)C + K

)
Φk(q)q + 〈fnl(· · · ,Φk(q)q, · · · , ω)|ek〉 = gk (III.22)

Dans un deuxième temps, l’équation dynamique d’un système non-linéaire, autonome
et non-conservatif, rappelée dans l’équation (III.23), doit être exprimée sous la forme d’un
problème aux valeurs propres complexes, ceci dans le but de substituer le terme 〈fnl|ek〉
de l’équation (III.22).

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) + fnl(x(t), ẋ(t)) = 0 (III.23)
La procédure permettant de formuler l’équation (III.23) sous la forme d’un problème

aux valeurs propres complexes est semblable à celle utilisée pour l’obtention du problème
précédent. Les solutions libres du système sont donc cherchées sous la forme de combi-
naisons de modes non-linéaires approchées par la méthode de l’équilibrage harmonique au
moyen de l’équation (III.24).

(
(kΛ(q))2M + (kΛ(q))C + K

)
Φk(q)q + 〈fnl(· · · ,Φk(q)q, · · · ,Λ(q))|ek〉 = 0 (III.24)

L’expression (III.24) est généralisée à plusieurs modes ce qui explique la présence de Λ,
la matrice spectrale non-linéaire renfermant les valeurs propres complexes λ = −β+iΩ des
modes non-linéaires (avec Ω = Ω0

√
1− ζ2, la pulsation propre amortie, Ω0, la pulsation

propre du mode et ζ = β/Ω0, le taux d’amortissement modal), distribuées sur sa diagonale.
Il est important de remarquer que la projection est accomplie par rapport aux fonc-

tions de base {ek = ekλt} au moyen du produit scalaire défini dans l’équation (III.20).
Comme exploitée lors du calcul des modes complexes non-linéaires, la décroissance de la
solution, liée à β, sur la période d’oscillation T doit être négligée afin que la condition
d’orthogonalité des fonctions de base puisse s’appliquer [101, 117, 125].

Le k-ième harmonique des modes non-linéaires contenu dans la matrice Φk ainsi que la
matrice spectrale non-linéaire Λ dépendent tous deux des amplitudes modales complexes
des modes non-linéaires contenues dans le vecteur q. Dans le but d’alléger les équations de
cette section, cette dépendance ne sera plus explicitement écrite mais reste tout de même
présente dans la théorie.

4. À noter que le n-ième mode non-linéaire contenu dans la matrice Φ est uniquement décrit par la
variable qn associée à ce mode non-linéaire.
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À partir de l’équation (III.24), il est aisé d’isoler le terme des efforts non-linéaires
projetés sur la base des fonctions ek,

〈fnl(· · · ,Φkq, · · · ,Λ)|ek〉 = −Fk(Λ)Φkq (III.25)

dans laquelle

Fk(Λ) = (kΛ)2M + (kΛ)C + K (III.26)

Pour conclure cette méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée,
la substitution du terme 〈fnl|ek〉 de l’équation (III.22) par l’expression contenue dans
l’équation (III.25) constitue l’opération de substitution spectrale(

(ikω)2M + (ikω)C + K
)

Φkq − Fk(Λ)Φkq = gk (III.27)

Cette opération permet d’exploiter pleinement toute l’information contenue dans les
modes non-linéaires en faisant intervenir explicitement les valeurs propres complexes non-
linéaires dans le système d’équations (III.27). Les effets non-linéaires d’assouplissement, de
raidissement ou de dissipation sont alors contenus dans les modes non-linéaires et essentiel-
lement dans les variations de leurs valeurs propres complexes. De plus, cette substitution
permet de s’affranchir de l’évaluation des efforts non-linéaires, par exemple à l’aide de la
méthode d’alternance temps-fréquence présentée au chapitre II, dont le temps de calcul
peut s’avérer prohibitif.

Finalement, l’équation (III.27) est projetée sur la base des modes non-linéaires asso-
ciés à l’harmonique k contenus dans la matrice Φk au moyen du produit scalaire hermi-
tien (III.20).

ΦH
k (Zk(ω)− Fk(Λ)) Φkq = ΦH

k gk (III.28)

L’équation (III.28) 5 est ainsi écrite sous une forme compacte dont les différents termes
sont :

— Zk(ω) =
(
(ikω)2M + (ikω)C + K

)
, la matrice de rigidité dynamique complexe du

système associée à l’harmonique k ;
— Fk(Λ) =

(
(kΛ)2M + (kΛ)C + K

)
, la matrice non-linéaire résultant de l’étape de

substitution du problème aux valeurs propres complexes associée à l’harmonique k ;
— gk = 〈g|ek〉, le vecteur colonne contenant le k-ième harmonique du vecteur des efforts

extérieurs obtenu par projection sur le k-ième élément de la base des fonctions ek ;
— Φk(q), la matrice non-linéaire, dépendante de l’amplitude, constituée du k-ième

harmonique des n modes non-linéaires formant la base de réduction ;
— Λ(q), la matrice spectrale non-linéaire, dépendante de l’amplitude, renfermant les

valeurs propres complexes λ des n modes non-linéaires distribuées sur sa diagonale ;
— q, le vecteur colonne des inconnues du problème renfermant les amplitudes modales

complexes des n modes non-linéaires retenus dans la base de réduction.

Cette étape de substitution n’est pas équivalente à une hypothèse d’orthogonalité des
modes non-linéaires ce qui implique la présence de termes de couplage après projection tra-
duit par la présence de termes extra-diagonaux dans l’expression ΦH

k (Zk(ω)− Fk(Λ)) Φk.

5. •H correspond à la transposée du conjugué de la matrice complexe associée
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À partir de l’équation (III.28), la réponse forcée du système étudié peut être recons-
tituée. Néanmoins, il est nécessaire de remarquer que cette reconstitution implique d’ad-
mettre une hypothèse supplémentaire. En effet, lors de l’étape de substitution spectrale,
les efforts non-linéaires sont évalués aux fréquences propres Ω des modes non-linéaires
contenus dans la base de réduction et non à la fréquence d’excitation ω. Les résultats
obtenus par Joannin et al. [99] et Krack et al. [117] dans leurs travaux, employant la syn-
thèse modale non-linéaire de la réponse forcée sur des non-linéarités de type frottement /
contact, permettent de considérer que cette hypothèse n’impacte que très peu la précision
du résultat ce qui est confirmé dans la sous-section suivante.

2.2 Compléments et précisions

Comme énoncé dans la sous-section précédente, les paramètres modaux non-linéaires
Φk et Λ sont dépendants des amplitudes modales complexes contenues dans le vecteur q.
Cette dépendance rend indispensable l’interpolation de ces paramètres à chaque itération
de l’algorithme de résolution dans le but d’évaluer Φk et Λ pour la valeur courante de
l’amplitude de q, soit |q|. En fonction de la discrétisation des modes non-linéaires lors de
leur évaluation, une interpolation linéaire par morceaux est satisfaisante dans la majorité
des cas. Dans le cas d’une discrétisation plus grossière, une interpolation cubique par mor-
ceaux permet de faciliter la convergence.

Lorsque plus d’un harmonique est conservé dans le calcul des modes non-linéaires ce
qui est couramment le cas pour des raisons de précision de la solution, le système d’équa-
tions (III.28) devient sur-déterminé et comporte donc plus d’équations que d’inconnues.
En effet, l’ensemble des harmoniques k ∈ J1, nhK des modes non-linéaires sont associés
aux mêmes amplitudes modales complexes q ce qui n’est pas le cas dans la méthode
d’équilibrage harmonique dans laquelle les coefficients des harmoniques sont des variables
indépendantes. Afin de résoudre ce système rectangulaire, deux possibilités sont envisa-
geables.

La première repose sur la résolution du système d’équations complet à l’aide de tech-
niques de résolution adaptées et notamment l’algorithme de Levenberg-Marquardt [128,
138]. Une telle résolution est chronophage, c’est pour cette raison que la deuxième option
sera préférée dans la suite de ce travail, bien que moins rigoureuse mathématiquement.

La deuxième s’applique dans le cas d’une excitation mono-harmonique, soit mathéma-
tiquement ∀ k 6= 1, gk = 0. Il est alors possible de négliger les équations ne correspondant
pas à l’harmonique fondamental (k = 1), soit les équations ne comportant pas de termes
d’excitation. Cette hypothèse permet de ramener le système d’équations en un système
carré et donc de le résoudre à l’aide des algorithmes évoqués dans le chapitre II.

Pour autant, même en employant la seconde option, la solution x n’est pas mono-
harmonique puisque cette dernière est reconstituée en utilisant l’ensemble des harmoniques
contenus dans les modes non-linéaires, constituant la base de réduction et de projection,
à l’aide de l’équation

x(t) = Re
{

q
nh∑
k=0

Φkeikωt
}

(III.29)

Les non-linéarités étudiées dans ce travail de thèse étant dissipatives (et particulière-
ment des non-linéarités de contact avec frottement), une classique continuation séquentielle
augmentée d’un prédicteur fixe, tous deux illustrés dans le chapitre II, est suffisante pour
décrire l’évolution du système. Néanmoins, des méthodes de continuation plus élaborées,
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telle la continuation sur la longueur l’arc, peuvent être utilisées dans le cas de non-linéarités
pouvant, par exemple, occasionner des points de retournement.

Dans le but de réduire le temps de calcul de l’ensemble de la procédure de réduction
par synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, l’équation du système non-linéaire
autonome, aboutissant à l’évaluation des modes et des valeurs propres non-linéaires, peut
être préalablement réduite à l’aide d’une méthode de synthèse modale linéaire classique
telle que la méthode de Craig-Bampton comme exposé dans le logigramme de la figure III.3.

Les algorithmes de résolution itératifs, tels que l’algorithme de Newton-Raphson ou
à région de confiance exhibés dans le chapitre II, exploités pour résoudre des systèmes
d’équations non-linéaires utilisent un formalisme arithmétique réel. Il est donc nécessaire de
reformuler le problème en distinguant les parties réelle et imaginaire de l’équation (III.28).

Comme consigné dans le chapitre II, ces algorithmes de résolution nécessitent la connais-
sance de la matrice jacobienne du système d’équation à évaluer. Le calcul de l’expression
analytique de cette dernière, semi-analytique dans ce cas de figure en raison de sa dépen-
dance vis-à-vis de l’interpolation utilisée pour déterminer les paramètres modaux à chaque
itération de l’algorithme de résolution, est alors inéluctable avant d’envisager la résolution
de systèmes de taille industrielle.

Ces deux derniers points sont exposés en détail dans l’annexe B.3.

2.3 Performances

L’efficacité de cette technique de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée a
été démontrée par Joannin et al. [99] sur un modèle phénoménologique de roue aubagée
comprenant vingt-quatre secteurs accordés incluant le secteur fondamental. L’expression
de la non-linéarité de contact / frottement est identique à celle employée dans l’exemple
illustratif du chapitre II. Un unique mode non-linéaire est retenu dans la base de réduc-
tion, celui-ci a été évalué à l’aide de la méthode des modes complexes non-linéaires II.2 en
conservant cinq harmoniques dans la résolution. Plus de précisions sur les paramètres et
les détails de ce modèle phénoménologique sont donnés par Joannin [99, 100].

Les réponses forcées pour plusieurs niveaux d’excitation, présentées en figure III.4,
correspondent à la superposition d’une réponse forcée évaluée à l’aide de la méthode de
l’équilibrage harmonique (cinq harmoniques sont conservés) et d’une seconde réponse for-
cée évaluée au moyen de la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée.
Les réponses forcées tracées correspondent à l’excitation co-rotative du sixième diamètre
nodal de la famille du premier mode de vibration de la structure.

Une quasi-coïncidence est observable entre les résultats fournis par ces deux méthodes
sur la figure III.4. De plus, un comparatif entre une réponse forcée évaluée par méthode
de l’équilibrage harmonique et une seconde calculée par synthèse modale non-linéaire de
la réponse forcée pour un système de taille industrielle est présenté dans le chapitre V.

En plus d’une excellente précision, cette méthode de synthèse modale non-linéaire
permet une évaluation de la réponse forcée du système vingt à trente fois plus rapide [99]
qu’une évaluation classique par équilibrage harmonique pour ce modèle phénoménologique,
en omettant le temps requis pour calculer les modes non-linéaires. De plus, la synthèse
modale non-linéaire de la réponse forcée permet l’évaluation de multiples réponses forcées
à différentes amplitudes d’excitation à partir d’une même base de réduction tant que
l’amplitude maximale de la réponse forcée est contenue dans la plage d’amplitude des
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Figure III.3 – Logigramme de la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse
forcée
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Figure III.4 – Comparatif des réponses forcées évaluées au moyen de la HBM ( ) et de
la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée ( ) pour gk ∈ [1; 5] N [99]

modes non-linéaires. Ces constatations font de la méthode de synthèse modale non-linéaire
une méthode idéale pour reconstruire la réponse forcée d’un système à partir de modes
non-linéaires.

2.4 Limitations

Malgré une excellente précision ainsi qu’une reconstitution quasi-immédiate de la ré-
ponse forcée du système, cette méthode présente plusieurs limitations majeures la rendant
inadaptée au calcul de réponses forcées sur des roues aubagées désaccordées présentant un
comportement non-linéaire. Ceci étant dommageable puisqu’il s’agit de l’objectif numé-
rique principal dans le but de corréler les résultats expérimentaux en rotation sur le banc
PHARE#1.

La première limitation de cette technique est illustrée en figure III.5. Cette dernière re-
présente la superposition de réponses forcées du modèle phénoménologique à vingt-quatre
secteurs évaluées à l’aide de la méthode de l’équilibrage harmonique et au moyen de la
synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée. Les cinquième et douzième diamètres
nodaux de la famille du premier mode de vibration du système sont excités au moyen
d’une onde tournante co-rotative.

Il est alors possible de constater que, proche du domaine linéaire, les résultats sont
très satisfaisants. Néanmoins, plus les non-linéarités sont importantes, plus la méthode se
montre inefficace pour reconstruire la réponse forcée avec une précision appropriée. Les
écarts observés dans cette comparaison (voir figure III.5) sont attribuables à l’hypothèse
principale de la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée qui n’est
plus vérifiée dans le cas de modes voisins, à savoir l’étape de substitution spectrale du
problème aux valeurs propres qui permet d’obtenir l’approximation de la projection des
efforts non-linéaires. Bien qu’aucune condition d’orthogonalité ne soit supposée, la substi-
tution spectrale ne permet pas de rendre compte de façon satisfaisante du couplage qui
intervient entre des modes fréquentiellement proches à travers la non-linéarité.

La seconde limitation se rapporte au calcul des modes non-linéaires. En effet, quand
bien même la méthode de synthèse modale non-linéaire permettrait de reconstituer la ré-
ponse forcée comprenant plusieurs résonances voisines, celle-ci nécessiterait l’évaluation
des modes non-linéaires de la structure complète (sans prendre en compte des éventuelles
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Figure III.5 – Comparatif des réponses forcées comprenant deux résonances voisines
évaluées au moyen de la HBM ( ) et de la synthèse modale non-linéaire de la réponse
forcée ( ) pour gk ∈ [1; 5] N [99]

symétries ou des répartitions sectorielles pouvant réduire le problème). L’intérêt de cette
méthode en termes de temps de calcul serait alors grandement restreinte puisque des
structures telles que des roues aubagées peuvent atteindre plusieurs millions de degrés
de liberté. Par ailleurs, il serait préjudiciable de ne pas prendre en compte la répartition
sectorielle des roues aubagées.

Ces deux limitations majeures rendent cette méthode de synthèse modale non-linéaire
de la réponse forcée incapable de traiter le cas de roues aubagées désaccordées présen-
tant des non-linéarités localisées. Avec pour objectif de résoudre ce type de problèmes,
Joannin et al. [99, 101, 102] améliorèrent cette méthode en lui associant le concept de
sous-structuration. Cette méthode sera illustrée dans la section suivante.

Bien qu’inefficace pour traiter les problèmes comportant du désaccordage, cette mé-
thode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée reste efficiente dans le cas
d’une structure présentant des propriétés de symétrie cyclique ou dans le cas d’une struc-
ture non-sectorielle telle qu’une aube de soufflante composite engagée dans un mors. Ce
dernier cas sera étudié numériquement puis corrélé avec des résultats expérimentaux dans
le chapitre V.

3 Component Nonlinear Complex Mode Synthesis

Afin de remédier aux limitations de la synthèse modale non-linéaire de la réponse for-
cée, notamment dans le cas de systèmes désaccordés présentant des résonances voisines
que la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée est inapte à traiter précisément,
Joannin et al. [99, 101, 102] ont développé une méthode permettant de résoudre ce cas
de figure. En effet, cette nouvelle méthode intègre une stratégie de sous-structuration à
frontières fixes (à la manière de la méthode de Craig-Bampton exposée en section III.1) à
la synthèse modale non-linéaire ce qui permet de mettre à profit la répartition sectorielle
des roues aubagées et ainsi intégrer la notion de désaccordage.

Néanmoins, les méthodes de sous-structuration présentent une très forte dépendance
à la quantité de degrés de liberté contenus dans les frontières ce qui peut s’avérer pré-
judiciable dans le cadre de systèmes de taille industrielle. Partant de ce constat, cette
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nouvelle méthode est enrichie de modes d’interface, présentés en section III.1, pour former
la CNCMS [99, 101, 102], Component Nonlinear Complex Mode Synthesis en anglais.

La mise en équation de la CNCMS ainsi que quelques commentaires concernant cette
technique seront développées dans les deux sous-sections suivantes pour discuter ensuite
des performances et des limitations de cette nouvelle méthode.

3.1 Aspects théoriques

La CNCMS repose sur le même principe de substitution spectrale employé dans la
synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée. L’association de cette substitution spec-
trale avec une stratégie de sous-structuration à frontières fixes constitue le cœur de cette
nouvelle méthode. Le cheminement de la CNCMS reste donc similaire à la méthode de
synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, à savoir la formulation de l’équation du
mouvement puis de l’équation dynamique d’un système non-linéaire autonome sous forme
de problèmes aux valeurs propres et enfin l’étape de substitution spectrale. Après coup,
la méthode est enrichie à l’aide d’une réduction par modes d’interface.

Dans un premier temps, l’équation du mouvement (III.30), déclinée pour chaque sous-
structure, est rappelée.

M(j)ẍ(j)(t) + C(j)ẋ(j)(t) + K(j)x(j)(t) + f (j)
nl (x(j))(t), ẋ(j))(t)) = g(j)(t) (III.30)

Les notations sont ici identiques à celles employées dans le chapitre II, l’exposant j indi-
quant la sous-structure concernée.

La partitionnement (III.31) de chaque sous-structure permet, de manière analogue à
la méthode de Craig-Bampton, d’anticiper le réassemblage de la structure entière (dans le
cas des travaux de ce mémoire de thèse, la soufflante complète).

x(j)(t) =
(

x(j)
i (t)

x(j)
b (t)

)
(III.31)

avec •b faisant référence aux degrés de liberté de frontière, au niveau de la jonction entre
les différents secteurs du disque (toujours dans le cadre de ces travaux de thèse) et •i
correspondant aux autres degrés de liberté de la sous-structure. Pour plus de clarté et
ainsi faire référence au schéma III.2, la partition •i renferme les degrés de liberté

x(j)
i (t) =

(
x(j)

s (t)
x(j)

n (t)

)
(III.32)

où •s et •n se rapportent aux degrés de liberté illustrés dans le schéma III.2 de la sec-
tion III.1.

En partant des équations (III.30) et (III.32) ainsi qu’en exploitant la procédure suivie
dans la section III.2, l’équation du mouvement peut se mettre sous la forme

(
(ikω)2 M(j) + (ikω) C(j) + K(j)

)
x(j)
k + 〈f (j)

nl

(
· · · ,x(j)

k , · · · , ω
)
|ek〉 = g(j)

k (III.33)

dans laquelle les notations sont identiques à celles de la section III.1.
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De manière analogue à la méthode de réduction de Craig-Bampton, la base de réduction
est définie de la manière suivante

V(j)
k (q(j)) =

(
Φ(j)
k (q(j)) Ψ(j)

0 I

)
(III.34)

où les matrices Φ(j)
k et Ψ(j) contiennent respectivement les modes non-linéaires associés à

l’harmonique k et les modes statiques.
Pareillement à la procédure de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, le

vecteur contenant les coefficients du k-ième harmonique des degrés de liberté de la j-ième
sous-structure x(j)

k est approximé par le k-ième harmonique des modes non-linéaires Φ(j)
k

couplé aux amplitudes modales complexes q(j) des modes non-linéaires, ainsi

x(j)
k =V(j)

k (q(j))y(j)
k

=
(

Φ(j)
k (q(j)) Ψ(j)

0 I

)(
q(j)

x(j)
kb

) (III.35)

Les modes statiques Ψ(j) sont évalués de façon analogue aux modes statiques de liaison
de la méthode de Craig-Bampton sur le système linéarisé sous-jacent. Dans le cadre de ce
travail de thèse, le système contient une non-linéarité de contact / frottement à l’interface
entre les deux composants de la sous-structure : les surfaces en contact sont alors couplées
par des liaisons parfaites pour le calcul des modes statiques linéaires. Cette procédure
revient à considérer les degrés de liberté internes •i comme degrés de liberté esclaves et •b
comme degrés de liberté maîtres. Les modes statiques Ψ(j) sont alors évalués au moyen
de l’expression

Ψ(j) = −K(j)−1

ii K(j)
ib (III.36)

En insérant l’expression (III.35) dans l’équation (III.33), il vient alors

(
(ikω)2 M(j) + (ikω) C(j) + K(j)

)
V(j)
k (q(j))y(j)

k

+ 〈f (j)
nl

(
· · · ,V(j)

k (q(j))y(j)
k , · · · , ω

)
|ek〉 = g(j)

k (III.37)

Dans un deuxième temps, l’équation d’un système non-linéaire autonome exprimée
sous la forme d’un problème aux valeurs propres (III.38), préalablement développée dans
la section III.2, est réemployée ici afin de substituer le terme 〈f (j)

nl |ek〉 de l’équation (III.37)
grâce à la technique de substitution spectrale.

Par ailleurs, La dépendance des modes non-linéaires Φ(j)
k et de la matrice spectrale

Λ(j) par rapport aux amplitudes modales complexes q(j) ne sera plus explicitement écrite
dans cette section dans le but d’alléger les équations mais reste tout de même présente
dans la théorie.

(
M(j)

ii Φ(j)
k

(
kΛ(j)

)2
+ C(j)

ii Φ(j)
k

(
kΛ(j)

)
+ K(j)

ii

)
y(j)
k

+ 〈f (j)
nl

(
· · · ,Φ(j)

k y(j)
k , · · · ,Λ(j)

)
|ek〉 = 0 (III.38)

Similairement à la méthode de réduction de Craig-Bampton, les modes non-linéaires
Φ(j)
k formant une partie de la base de réduction sont évalués pour des frontières bloquées,

c’est pourquoi les matrices de masse M(j)
ii , d’amortissement C(j)

ii et de raideur K(j)
ii sont
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uniquement considérées par rapport à leurs degrés de liberté internes (il s’agit donc des
matrices du j-ième secteur encastré à la frontière inter-secteurs).

Le terme des efforts non-linéaires projetés sur la base des fonctions ek peut alors être
isolé à partir de l’équation (III.38)

〈f (j)
nl

(
· · · ,Φ(j)

k y(j)
k , · · · ,Λ(j)

)
|ek〉 = −F(j)

k (Λ(j))y(j)
k (III.39)

dans laquelle

F(j)
k (Λ(j)) =

M(j)
ii Φ(j)

k

(
kΛ(j)

)2
+ C(j)

ii Φ(j)
k

(
kΛ(j)

)
+ K(j)

ii Φ(j)
k 0

0 0

 (III.40)

La substitution du terme 〈f (j)
nl |ek〉 par l’expression contenue dans l’équation (III.40),

pour ce qui constitue l’étape de substitution spectrale, est réalisé dans l’équation (III.41).(
(ikω)2 M(j) + (ikω) C(j) + K(j)

)
V(j)
k y(j)

k − Fk(Λ(j))y(j)
k = g(j)

k (III.41)

Finalement, l’équation (III.41) est orthogonalisée par rapport à la base de réduction
V(j)
k au moyen du produit scalaire hermitien (III.20) puis les super-éléments associés à

chaque sous-structure sont assemblés au moyen des degrés de liberté de frontière xb pour
former l’équation algébrique du mouvement de la structure réduite complète. Le résultat
de ces opérations est exprimé par l’équation (III.42) sous forme compacte.

VH
k (Zk(ω)Vk − Fk(Λ)) yk = VH

k gk (III.42)

La forme développée de l’équation de la CNCMS (III.42) permet une meilleure com-
préhension de la CNCMS puisque tous les termes de cette méthode sont alors présents
dans l’expression (III.43).

(
ΦH
k (Zk(ω)Φk − Fk(Λ)) ΦH

k Zk(ω)Ψ
ΨH (Zk(ω)Φk − Fk(Λ)) ΨHZk(ω)Ψ

)(
q

xkb

)
=
(

ΦH
k gk

ΨHgk

)
(III.43)

Chaque terme contenu dans l’expression (III.43) est défini pour une structure complète
réassemblée :

— Zk(ω) =
(
(ikω)2M + (ikω)C + K

)
, la matrice de rigidité dynamique complexe as-

sociée à l’harmonique k ;
— Fk(Λ) = MiiΦk (kΛ)2 + CiiΦk (kΛ) + KiiΦk, la matrice non-linéaire résultant de

l’étape de substitution du problème aux valeurs propres complexes associée à l’har-
monique k ;

— gk, le vecteur colonne contenant le k-ième harmonique du vecteur des efforts exté-
rieurs obtenu par projection sur le k-ième élément de la base des fonctions ek ;

— Φk(q), la matrice non-linéaire, dépendante de l’amplitude, constituée du k-ième
harmonique des n modes non-linéaires formant une partie de la base de réduction ;

— Ψ, la matrice linéaire, indépendante de l’amplitude, constituée des modes statiques ;
— Λ(q), la matrice spectrale non-linéaire, dépendante de l’amplitude, renfermant les

valeurs propres complexes λ des n modes non-linéaires distribuées sur sa diagonale ;
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— q, le vecteur colonne renfermant les amplitudes modales complexes des n modes
non-linéaires retenus dans la base de réduction ;

— xkb , le vecteur colonne contenant la projection des degrés de liberté de frontière sur
la base des fonctions ek.

L’assemblage des super-éléments étant réalisé par l’intermédiaire des degrés de liberté
de frontière de chaque sous-structure, la totalité de ces derniers sont donc présents dans
le système final d’équations. Le potentiel de réduction de la CNCMS est donc tributaire
au premier ordre du nombre de degrés de liberté de frontière de chaque sous-structure.
Dans le cas d’une structure de taille industrielle, le nombre total de degrés de liberté de
frontière peut atteindre plusieurs millions ce qui conduit à un modèle réduit de taille trop
importante pour permettre une résolution en des temps raisonnables ce qui restreint donc
considérablement l’intérêt de cette technique.

La dépendance de la méthode de réduction par rapport aux degrés de liberté de fron-
tière a déjà été mentionnée dans ce mémoire de thèse à propos de la méthode de réduction
de Craig-Bampton. Pour pallier cette limitation, de nombreuses méthodes ont été déve-
loppées et certaines d’entre elles présentées en section III.1, notamment la méthode de
synthèse modale des modes d’interface qui permet de rendre la CNCMS applicable à des
modèles éléments finis de grande taille comme les roues aubagées.

Comme énonce en section III.1, la nouvelle base de réduction W(j)
k de la CNCMS

contenant les modes d’interface ainsi que l’approximation du vecteur renfermant les in-
connues sont alors données par

x(j)
k =W(j)

k z(j)
k

=
(

Φ(j)
k Φ(j)

Ψ

0 I

)(
q(j)

p(j)

) (III.44)

où Φ(j)
Ψ est la matrice comportant les modes d’interface tronqués de chaque sous-structure,

p(j) est le vecteur contenant les amplitudes modales complexes associées aux modes d’in-
terface de chaque sous-structure.

Contrairement aux modes statiques Ψ, les modes d’interface sont préalablement éva-
lués sur l’ensemble des degrés de liberté de frontière de la structure complète assemblée et
linéarisée à faible amplitude (dans le cas d’une non-linéarité de contact / frottement, les
interfaces de contact sont collées) selon la technique décrite en section III.1. Ces modes
d’interface sont ensuite séparés pour chaque sous-structure puis sélectionnés selon le cri-
tère fréquentiel défini en section III.1 pour former la matrice Φ(j)

Ψ .
L’assemblage des différentes sous-structures ne peut être exécuté comme précédem-

ment à l’aide des degrés de liberté de frontière xb puisque, après réduction des frontières à
l’aide des modes d’interface, ce sont les amplitudes modales p qui gouvernent le déplace-
ment aux frontières. Les sous-matrices de chaque sous-structure associées aux amplitudes
modales p sont alors simplement sommées ensemble dans le processus d’assemblage, dans
le but de constituer le super-élément final [219].

L’expression compacte finale de la CNCMS pour une structure complète réassemblée
et incluant la réduction au moyen des modes d’interface est donnée dans l’équation (III.45).

WH
k (Zk(ω)Wk − Fk(Λ)) zk = WH

k gk (III.45)
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Comme précédemment, le système d’équations développé est exprimé

(
ΦH
k (Zk(ω)Φk − Fk(Λ)) ΦH

k Zk(ω)ΦΨ

ΦH
Ψ (Zk(ω)Φk − Fk(Λ)) ΦH

ΨZk(ω)ΦΨ

)(
q
p

)
=
(

ΦH
k gk

ΦH
Ψgk

)
(III.46)

Chaque terme contenu dans l’expression (III.46) est défini pour une structure complète
réassemblée :

— Zk(ω) =
(
(ikω)2M + (ikω)C + K

)
, la matrice de rigidité dynamique complexe as-

sociée à l’harmonique k ;
— Fk(Λ) = MiiΦk (kΛ)2 + CiiΦk (kΛ) + KiiΦk, la matrice non-linéaire résultant de

l’étape de substitution du problème aux valeurs propres complexes associée à l’har-
monique k ;

— gk, le vecteur colonne contenant le k-ième harmonique du vecteur des efforts exté-
rieurs obtenu par projection sur le k-ième élément de la base des fonctions ek ;

— Φk(q), la matrice non-linéaire, dépendante de l’amplitude, constituée du k-ième
harmonique des n modes non-linéaires formant une partie de la base de réduction ;

— ΦΨ la matrice linéaire, indépendante de l’amplitude, comportant les modes d’inter-
face tronqués ;

— Λ(q), la matrice spectrale non-linéaire, dépendante de l’amplitude, renfermant les
valeurs propres complexes λ des n modes non-linéaires distribuées sur sa diagonale ;

— q, le vecteur colonne renfermant les amplitudes modales complexes des n modes
non-linéaires retenus dans la base de réduction ;

— p, le vecteur colonne contenant les amplitudes modales associées aux modes d’inter-
face tronqués.

3.2 Compléments et précisions

Les nombreuses similitudes dans le développement de la CNCMS et de la synthèse
modale non-linéaire de la réponse forcée, notamment dans les équations compactes fi-
nales (III.28) et (III.45) de ces deux méthodes, rendent les commentaires réalisés à propos
de la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, énoncés en section III.2, égale-
ment valables pour la CNCMS. Parmi ces commentaires, l’interpolation par morceaux
des modes non-linéaires Φk et de la matrice spectrale Λ ainsi que la résolution du système
d’équations sur l’harmonique fondamentale sont également mis en pratique dans la cadre
de la CNCMS.

Une méthode de réduction par synthèse modale linéaire, dont l’une de celles présentées
en section III.1, peut être employée afin de réduire un modèle de taille industrielle. Cette
réduction permet ainsi de diminuer grandement le temps de calcul des modes non-linéaires
formant une partie de la base de réduction. La combinaison de ces trois méthodes de ré-
duction (Craig-Bampton, substitution spectrale et modes d’interface) est employée par
Joannin et al. [102] et nommée triple synthèse modale non-linéaire.

De plus, la CNCMS permet d’évaluer de multiples réponses forcées pour plusieurs
amplitudes d’excitation et différents diamètres nodaux à partir d’une même base de ré-
duction tant que l’amplitude maximale de la réponse forcée est contenue dans la plage
d’amplitude des modes non-linéaires.
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La matrice jacobienne de la CNCMS, elle aussi semi-analytique, est développée en
annexe B.4 en distinguant la partie réelle et la partie imaginaire de la solution comme
l’imposent les algorithmes de résolution exploités.

Tout comme la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, une
continuation séquentielle augmentée d’un prédicteur fixe, tous deux illustrés dans le cha-
pitre II, est suffisante pour décrire l’évolution d’un système comportant une non-linéarité
de type contact avec frottement. Néanmoins, il est aussi possible d’employer des méthodes
de continuation plus élaborées, comme pour la continuation sur la longueur l’arc.

La procédure de la CNCMS est représentée schématiquement en figure III.6.

3.3 Performances

La limitation majeure de la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée réside
dans son imprécision pour reconstruire une réponse forcée en présence de plusieurs ré-
sonances voisines dans le cas général non-linéaire comme confirmée dans la section III.2
et plus particulièrement sur la figure III.5. C’est dans le but de reconstituer une réponse
forcée d’un système non-linéaire comportant plusieurs résonances voisines, telle la réponse
forcée d’une structure cyclique désaccordée, que la CNCMS a été développée.

Afin de prouver l’efficacité de la CNCMS dans le cas de résonances non-linéaires
voisines, le modèle phénoménologique à vingt-quatre secteurs est repris. Une excitation
tournante co-rotative contenant les composantes à cinq et douze diamètres nodaux de la
famille du premier mode de vibration est appliquée au système accordé. Un seul mode
complexe non-linéaire (évalué en conservant cinq harmoniques dans la résolution) est tou-
jours retenu dans la base de réduction de chaque sous-structure. La réduction par modes
d’interface n’est pas employée dans la procédure puisque chaque secteur du modèle phé-
noménologique ne comporte que deux degrés de liberté de frontière. Les modes statiques
complètent donc la base de réduction en s’appuyant sur le système d’équations (III.43).

La figure III.7 comprend une comparaison des réponses forcées pour plusieurs ampli-
tudes d’excitation évaluées au moyen de la CNCMS, de la synthèse modale non-linéaire
de la réponse forcée et d’une méthode classique d’équilibrage harmonique (5 harmoniques
sont conservés).

La réponse forcée obtenue par CNCMS, tracée sur la figure III.7 produit des résultats
très satisfaisants malgré la présence de deux résonances non-linéaires voisines, notamment
par rapport à la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée.

Le modèle phénoménologique traité jusqu’à présent est purement accordé ce qui si-
gnifie que les secteurs du système complet ne diffèrent pas les uns des autres. De façon
à tester et valider la CNCMS sur un modèle phénoménologique désaccordé, un second
secteur dont les caractéristiques structurales [101] sont différentes du premier est inséré
à plusieurs reprises de façon aléatoire dans la répartition sectorielle du modèle phéno-
ménologique. Après assemblage des super-éléments pour former la structure réduite, une
excitation tournante co-rotative à six diamètres nodaux d’amplitude gk =5 N, amplitude
induisant un amortissement non-linéaire optimum (défini dans le chapitre II) de la struc-
ture, est appliquée au modèle phénoménologique désaccordé. La figure (III.8) illustre ce
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Figure III.6 – Logigramme de la CNCMS (adaptée de [101])
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Figure III.7 – Comparatif des réponses forcées comprenant deux résonnances voisines
évaluées au moyen de la HBM ( ), de la synthèse modale non-linéaire de la réponse
forcée ( ) et de la CNCMS ( ) pour gk ∈ [1; 5] N [101]

cas d’étude évalué par l’intermédiaire de la CNCMS et de la méthode de l’équilibrage
harmonique.

Figure III.8 – Comparatif des réponses forcées d’un système désaccordé évaluées au moyen
de la HBM ( ) et de la CNCMS ( ) pour gk = 5 N [99]

Comme attendu, de multiples résonances sont observables sur la réponse forcée de
chaque secteur. De plus, les écarts entre les réponses forcées évaluées au moyen de la
CNCMS et de la méthode de l’équilibrage harmonique sont minimes, restant inférieurs à
3 % sur toute la plage de fréquence. Ces résultats illustrent la qualité de la réduction en
termes de précision, néanmoins cette méthode s’avère encore plus avantageuse lorsque le
temps de calcul des deux méthodes est comparé.

Dans le but d’évaluer la performance en termes de temps de calcul de la CNCMS,
le rapport entre le temps de calcul de la méthode de l’équilibrage harmonique et de la
CNCMS est tracé en figure III.9. Cette comparaison est réalisée à partir d’une structure
désaccordée aléatoirement ayant comme base le secteur fondamental du modèle phénomé-
nologique dont le nombre de secteurs a été porté à soixante-douze dans le but de manipuler
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une quantité de degrés de liberté non-linéaires significative par rapport à un modèle élé-
ments finis. Le tracé III.9 est effectué pour des amplitudes d’excitation g ∈ [1, 10] N.

Figure III.9 – Rapport entre le temps de calcul de la HBM et de la CNCMS pour
plusieurs amplitudes d’excitation [99]

Cette comparaison permet de remarquer que la CNCMS est bien plus performante en
termes de temps de calcul que la méthode de l’équilibrage harmonique. En effet, même
proche du domaine linéaire (gk =1 N), la CNCMS est environ quatre-vingt fois plus ra-
pide que la méthode de l’équilibrage harmonique, ce rapport peut presque atteindre deux
cents pour d’importantes amplitudes d’excitation (gk =10 N).

Cette diminution drastique du temps de calcul est indubitablement amenée grâce à
la réduction du nombre de degrés de liberté du système par la méthode de CNCMS
mais aussi grâce la substitution spectrale qui permet d’éluder l’évaluation des efforts non-
linéaires en la remplaçant par une interpolation par morceaux des modes non-linéaires
beaucoup moins coûteuse en temps de calcul.

En ce qui concerne la réduction de modèle, celle-ci n’est pas considérable dans le cas de
cet exemple comportant soixante-douze secteurs. En effet, la CNCMS ne propose qu’un
facteur de réduction du nombre de degrés de liberté de cinq. Cependant, sur une structure
de taille industrielle comportant davantage de degrés de liberté non-linéaires, la réduction
obtenue grâce à la CNCMS sera bien plus importante. Cette réduction de modèle pour
une structure de taille industrielle sera développée dans le chapitre VI et les gains en
termes de réduction et de temps de calcul seront exposés.

Le modèle phénoménologique à vingt-quatre secteurs utilisé par Joannin et al. pour
valider la CNCMS ne permet pas d’exploiter la CNCMS avec la réduction par modes
d’interface puisque celui-ci ne comporte que trop peu de degrés de liberté de frontière. Afin
de comparer les réponses forcées obtenues avec et sans réduction par modes d’interface,
Joannin et al. [99] ont exploité un modèle éléments finis à vingt-quatre secteurs désaccordés
dont le maillage des frontières a volontairement été dégradé pour permettre une résolu-
tion sans mode d’interface dans des temps de calcul convenables. De plus amples détails
sur ce modèle éléments finis dégradé sont exposés dans le mémoire de thèse de Joannin [99].

La base de réduction de la structure complète réduite comprend vingt-quatre modes
complexes non-linéaires (un par secteur) de la première famille de modes de vibration ainsi
que cent modes d’interface. Cette réduction par modes d’interface permet une diminution
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de l’ordre de cinquante des degrés de liberté de frontière de la structure. Le désaccordage
du système est effectué par ajout d’une perturbation aléatoire de faible amplitude sur la
fréquence propre des modes non-linéaires de chaque sous-structure. La comparaison des
réponses forcées obtenues par CNCMS avec et sans réduction par modes d’interface, pour
une excitation co-rotative à six diamètres nodaux d’amplitude gk =0.02 N, est consignée
dans la figure III.10.

Figure III.10 – Comparatif des réponses forcées évaluées au moyen de la CNCMS
avec ( ) et sans ( ) réduction par modes d’interface pour gk =0.02 N [99]

La superposition entre les réponses forcées évaluées à l’aide de la CNCMS avec et
sans modes d’interface de la figure III.10 est quasi-parfaite pour chacune des 24 aubes
du modèle éléments finis dégradé bien que la réduction des degrés de liberté grâce à ce
complément à la CNCMS soit significative. En termes de temps de calcul, le rapport entre
les deux évaluations est de huit en faveur de la CNCMS augmentée de modes d’interface.

3.4 Limitations

Les limitations induites par la méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse
forcée ont été ainsi résolues par la CNCMS. Néanmoins, la CNCMS présente, elle-aussi,
quelques inconvénients notamment concernant les modes linéaires d’interface.

En effet, le mouvement des frontières entre les sous-structures a été approximé par
des modes linéaires ce qui peut limiter la qualité des résultats fournis par la CNCMS.
Pour des structures dont la non-linéarité est différente d’un frottement en pied d’aube, la
méthode peut nécessiter une approximation des frontières plus élaborée à l’aide de modes
non-linéaires.

La procédure complète aboutissant à la CNCMS appliquée à une structure de taille
industrielle comportant quelques centaines de milliers voire plusieurs millions de degrés de
liberté peut s’avérer chronophage. En particulier si les sous-structures du secteur néces-
sitent d’être réduites par une technique de synthèse modale linéaire (telle la méthode de
Craig-Bampton) préalablement au calcul des modes non-linéaires.

Les degrés de liberté maîtres de chaque sous-structure sont alors constitués des degrés
de liberté d’observation, d’interface et de frontière soit un nombre pouvant être considé-
rable dans le cas d’une structure industrielle. Le calcul des modes statiques constituant
une partie de la base de réduction de Craig-Bampton peut alors se révéler très long en
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termes de temps de calcul. Les ordres de grandeurs temporels des différentes étapes de
réduction menant à la CNCMS sont livrés dans le chapitre VI pour une structure de taille
industrielle.

4 Bilan
Ce chapitre a permis d’exposer la théorie des méthodes de réduction de modèle numé-

rique qui seront employées dans les travaux de corrélation entre les simulations numériques
et les essais dynamiques. La méthode de Craig-Bampton, technique de synthèse modale
à interface fixe, utilise une procédure de sous-structuration pour permettre une réduction
efficace de la structure. Cependant, cette méthode présente une forte dépendance par rap-
port aux degrés de liberté contenus dans les frontières des sous-structures pouvant altérer
son efficacité et ainsi aboutir à un modèle réduit comportant un trop grand nombre de
degrés de liberté. La méthode de réduction par synthèse modale des modes d’interfaces per-
met de prévenir ces limitations inhérentes aux méthodes exploitant la sous-structuration
puisqu’elle permet de réduire le nombre de degrés de liberté contenus dans les frontières.
Des techniques de réduction de modèle plus avancé ont aussi été présentées et notamment
la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, qui exploite le calcul des modes com-
plexes non-linéaires (développé dans le chapitre II), pour permettre la substitution spec-
trale des termes non-linéaires de l’équation du mouvement. Parmi ces techniques avancées,
la CNCMS, développée par Joannin et al. [99, 101, 102], associe la substitution spectrale
à une technique de sous-structuration pour permettre une réduction efficace et précise
des roues aubagées. De plus, il est possible de coupler celle-ci à une technique de réduc-
tion des frontières par modes d’interfaces pour augmenter son gain en termes de réduction.

La technique de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée est employée dans
le chapitre V sur un modèle numérique d’aube composite enchassée dans un mors, le tout
préalablement réduit par la méthode de Craig-Bampton. Tandis que la CNCMS, aug-
mentée d’une réduction par synthèse modale des modes d’interface, est exploitée dans le
chapitre VI sur un modèle numérique de soufflante composite en rotation, également ré-
duite préalablement à l’aide de la méthode de Craig-Bampton. Ces réductions autorisent
ainsi la corrélation de ces résultats numériques avec les résultats expérimentaux des diffé-
rents essais présentés dans les chapitres V et VI. De nombreuses réponses forcées issues de
ces modèles réduits à l’aide des méthodes présentées dans ce chapitre sont ainsi exhibées
dans les chapitres V et VI.

Pour le moment, l’excitation des aubes à l’aide d’actionneurs piézoélectriques n’a été
que très peu abordée dans la modélisation et la résolution numérique du problème posé.
Cependant, celle-ci est une part importante de ce travail de thèse puisqu’elle permet d’ob-
tenir expérimentalement les réponses forcées des structures étudiées. Il est donc primor-
dial de définir précisément l’intensité et la position des efforts dynamiques injectés par les
actionneurs piézoélectriques pour permettre une corrélation précise des essais. Par consé-
quent, cet aspect est abordé dans le chapitre IV et notamment l’étape de condensation du
problème piézomécanique qui permet de continuer à exploiter les méthodes de résolution
et de réduction proposées dans les chapitres II et III sans remaniement de celles-ci.





Chapitre IV

Modélisation piézomécanique

L’objectif principal du système d’excitation du module structure PHARE#1 de la pla-
teforme Dynamique des Machines Tournantes du LTDS et associée à ce travail de recherche
est d’exciter dynamiquement la soufflante en rotation dans la cuve sous vide avec une in-
tensité représentative des efforts aérodynamiques subis en conditions de vol permettant
ainsi de caractériser l’effet des non-linéarités sur les paramètres modaux. Afin de remplir
cet objectif, une excitation au moyen d’éléments piézoélectriques fixés sur chaque aube de
la soufflante a été choisie (plus de détails sur le choix du moyen d’excitation sont donnés
dans le chapitre V. Dans le but de caractériser l’apport dynamique sur la structure en
termes de raideur et de masse mais aussi pour définir précisément l’intensité et la position
des efforts dynamiques injectés par les actionneurs piézoélectriques, il est nécessaire de
coupler la modélisation de ces derniers au modèle mécanique de la soufflante.

Ce chapitre introduit les matériaux piézoélectriques ainsi que leurs propriétés. La for-
mulation variationnelle et éléments finis des équations couplées du problème piézomé-
canique linéaire est explicitée dans la deuxième section. La dernière section détaille la
condensation exacte des degrés de liberté électriques permettant de convertir le problème
couplé mécanique et piézoélectrique en un problème exclusivement mécanique.
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1 Éléments de piézoélectricité

La piézoélectricité est la propriété que possèdent certains matériaux de se polariser
électriquement sous l’action d’une contrainte mécanique et réciproquement de se déformer
lorsqu’un champ électrique leur est appliqué. Le premier effet est appelé effet piézoélec-
trique direct et le second, effet piézoélectrique inverse.

La première démonstration de l’effet piézoélectrique direct est le résultat des travaux
des frères Curie, Jacques et Pierre, présenté en 1880 [38]. L’existence de l’effet inverse fut
prouvée l’année suivante par Gabriel Lippmann qui s’est appuyé sur les lois de la thermo-
dynamique [130]. La même année, les frères Curie démontrèrent expérimentalement cet
effet sur des cristaux piézoélectriques [38].

Les matériaux piézoélectriques ont trouvé de nombreuses applications au fil du temps
en commençant par l’utilisation de leurs effets direct et inverse dans un sonar sous-marin
développé par Paul Langevin pendant la première guerre mondiale. Cette utilisation eut
pour effet de catalyser la recherche sur le sujet. L’effet direct des matériaux piézoélec-
triques est utilisé dans de nombreux capteurs, par exemple des capteurs de pression ou
d’accélération utilisés dans des applications diverses et variées. Des actionneurs et moteurs
piézoélectriques bénéficient de l’effet inverse de ces matériaux et sont utilisés pour effec-
tuer des mouvements précis dans des microscopes, des imprimantes à jet d’encre ou des
appareils photos.

Les activités de recherche actuelles sur les applications piézoélectriques sont axées sur
la récupération de l’énergie des vibrations mécaniques sous forme électrique (piezoelectric
energy harvesting en anglais) [184], les micro et nano résonateurs (MEMS et NEMS) [209]
ainsi que la réduction des vibrations [131], par shunt piézoélectrique par exemple [81, 217].

1.1 Matériaux piézoélectriques

Il existe plusieurs types de matériaux piézoélectriques pouvant présenter des proprié-
tés piézoélectriques à l’état naturel tels que les cristaux ou à la suite d’un processus de
polarisation induite tels les céramiques, les polymères ou les composites.

Les cristaux. Les premiers matériaux piézoélectriques découverts furent les cristaux car
offrant des propriétés piézoélectriques à l’état naturel tels que le quartz, la tourmaline, le
sel de Seignette ou encore le sucre. Leurs caractéristiques piézoélectriques sont liées à leur
structure asymétrique ainsi qu’à la présence de liaisons ioniques entre leurs atomes.

Les cristaux furent au départ la source exclusive de matériaux piézoélectriques. Ce-
pendant leur fragilité, la difficulté à les mettre en forme ainsi que leur faible couplage
piézomécanique pose problème pour la plupart des applications et particulièrement celles
ayant pour objectif d’exciter dynamiquement une structure, c’est pourquoi d’autres ma-
tériaux sont privilégiés de nos jours.

Les céramiques. Une céramique est composée de grains soudés entre eux par frittage, ce
processus de fabrication permet de façonner le matériau piézoélectrique sous une variété de
formes et de tailles bien plus importante que pour les cristaux. Les céramiques présentent
un couplage piézomécanique élevé, en contrepartie, ces dernières sont fragiles. De plus, la
majorité de leurs paramètres piézoélectriques sont sensibles à la température [88], et sont
susceptibles d’évoluer au cours du temps. Cependant, il est possible de les repolariser (voir
sous-section IV.1.2) périodiquement afin de compenser ce vieillissement. Actuellement,
les céramiques sont la forme de matériaux piézoélectriques majoritairement fabriquée et
utilisée.
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L’une des principales familles de céramiques piézoélectriques est celle des PZT (aussi
appelée Lead Zirconate Titanate en anglais) dont la composition contient de l’oxyde de
plomb, du zirconium et du titane. Leur formule générale s’écrit A2+B4+O 2–

3 où A est
un ion métallique bivalent (comme le plomb ou le baryum) et B est un ion métallique
tétravalent (tel que le titane ou le zirconium). Les PZT sont en général formés de cristaux
de zirconate de plomb Pb2+Zr4+O 2–

3 et de titanate de plomb Pb2+Ti4+O 2–
3 frittés dont

la proportion dépend du fabricant. Ces céramiques peuvent être dopées, en remplaçant
certains ions Zr4+/Ti4+ par des ions de valence différente, Fe3+ ou Nb5+, pour obtenir des
céramiques dites respectivement dures ou douces, ayant des propriétés piézoélectriques
différentes [89]. Ces termes sont empruntés au magnétisme, où l’on classe de la même
manière les matériaux ferromagnétiques. Une cellule élémentaire d’un matériau céramique
PZT est représentée sur la figure IV.1.

(a) Structure cubique non-polarisée (T > TC) (b) Structure tétragonale polarisée (T < TC)

Figure IV.1 – Cellule élémentaire d’un matériau céramique PZT (adaptée de [211])

Les matériaux céramiques PZT sont caractérisés par deux états cristallins qui diffèrent
en fonction de la température du matériau. Au-dessus d’une température appelée tem-
pérature de Curie notée TC (entre 200°C et 350°C pour les PZT [88, 178]), les cellules
élémentaires ont une structure cristalline cubique, illustrée sur la figure IV.1a, dans la-
quelle les centres de gravité des charges positives et négatives coïncident : elles ne sont
alors pas polarisées. Néanmoins, pour un milieu polarisé et une température en dessous du
point de Curie, ces cellules ont une structure tétragonale, exposée en figure IV.1b, dans
laquelle l’ion B4+ n’est plus au centre de la structure. L’effet piézoélectrique provient de
cette propriété de polarisation.

Après frittage du PZT et à température ambiante, les directions de polarisation des
cellules élémentaires sont réparties aléatoirement 1 et la polarisation est statistiquement
nulle à l’échelle macroscopique. Pour être utilisable, le matériau céramique doit alors être
polarisé dans son intégralité. Cette étape est décrite dans la sous-section IV.1.2.

Les polymères. Les matériaux polymères et principalement le polyfluorure de vinyli-
dène (PVDF de formule chimique générale [ CH2 CF2 ]n et ses dérivés sont utilisés dans
l’industrie pour leurs propriétés piézoélectriques. Comme les céramiques, il est nécessaire
de soumettre les polymères à un processus de polarisation afin de bénéficier de leurs ca-
ractéristiques piézoélectriques.

Le PVDF est plus souple, plus léger, et supporte des déformations plus importantes que
1. Plus précisément, le matériau est organisé en plusieurs grains. Chaque grain comporte plusieurs

domaines ferroélectriques (ou domaines de Weiss) qui, eux mêmes, incluent plusieurs cellules élémentaires
contiguës de même direction de polarisation.
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les céramiques et les cristaux, ce qui les rend propice à une utilisation en tant que capteur
grâce à l’effet direct. Cependant, les coefficients piézoélectriques et les couplages piézomé-
caniques de ces polymères restent modestes et ne permettent pas facilement l’utilisation
de leur effet piézoélectrique inverse en tant qu’actionneur.

Les composites. Les matériaux composites, comme leur nom l’indique, sont un as-
semblage de plusieurs matériaux : un matériau piézoélectrique, souvent sous forme de
céramique, et un non-piézoélectrique pouvant être une résine époxy. Les assemblages les
plus courants sont composés de fibres en matériau piézoélectrique céramique noyées dans
une résine époxy ou d’un empilement de couches de céramique et de résine tel que le patch
piézoélectrique Midé QuickPack10W [210] constitué d’une couche de céramique PZT en-
capsulée entre deux couches de polymide. Les propriétés mécaniques et piézoélectriques de
l’assemblage composite dépendent alors de la répartition et des liaisons mécanique entre
les différents matériaux.

1.2 Processus de polarisation

Au contraire des cristaux qui présentent une polarisation naturelle, les matériaux cé-
ramiques et plus particulièrement les PZT nécessitent d’être polarisés afin de bénéficier
des effets direct et inverse de la piézoélectricité. Comme énoncé précédemment, après
frittage du matériau et à température inférieure à la température de Curie, le matériau
céramique ne présente pas de direction de polarisation privilégiée. Cet état est illustré sur
la figure IV.3a et est le point de départ no 1 du cycle d’hystérésis décrit ci-dessous faisant
intervenir la polarisation P (exprimée en C.m−2) en fonction du champ électrique E (ex-
primé en V.m−1) de la figure IV.2a et l’évolution du tracé "papillon" de la déformation
ε (sans dimension), dans la direction d’application du champ électrique, en fonction du
champ électrique E de la figure IV.2b.

Un important champ électrique est appliqué au matériau par l’intermédiaire d’une
tension v aux bornes des électrodes, placées de part et d’autres de celui-ci et représen-
tées en vert sur la figure IV.3. Par ailleurs, la disposition de ces dernières par rapport au
milieu piézoélectrique définit la direction de polarisation du matériau. La polarisation P
à l’intérieur du matériau croît non-linéairement tel qu’indiqué sur la courbe rouge de la
figure IV.2a.

La polarisation ainsi que le champ de déplacement électrique D (exprimé en C.m−2)
augmente à l’intérieur du matériau jusqu’à ce que chaque cellule élémentaire soit polarisée
dans la même direction que le champ électrique E. À l’intérieur de chaque cellule élé-
mentaire, les ions B4+ se déplacent dans la direction de l’électrode négative. Des charges
électriques q s’accumulent dans les électrodes et un transfert de charges s’opère entre
les électrodes pendant ce processus. L’état de saturation du matériau, dépeint par la fi-
gure IV.3b, est alors atteint. À l’approche de cet état de saturation, la polarisation cesse
de croître en fonction du champ électrique appliqué pour atteindre le point no 2 de la
figure IV.2a. La valeur de polarisation de saturation Ps est alors atteinte. Dans le même
temps, le matériau s’étire dans la direction d’application du champ pour parvenir au point
no 2 de la figure IV.2b, tout en se rétractant dans les directions orthogonales.

Par la suite, la différence de potentiel v entre les électrodes est diminuée jusqu’à
zéro. Les cellules élémentaires ne s’organisent pas comme à l’état initial no 1 : la plu-
part conservent leur orientation avec une polarisation vers l’électrode négative. Il subsiste
ainsi une polarisation rémanente Pr, un déplacement électrique rémanent Dr à l’intérieur
du matériau ainsi que des charges libres rémanentes qr à la surface des électrodes assurant
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un champ électrique nul. Un état de déformation rémanente longitudinale et transverse
dans le matériau est aussi observé. La figure IV.3c explicite cet état se situant au point
no 3 des figures IV.2a et IV.2b.

Pour de petites variations du champ électrique autour de cet état de polarisation réma-
nente, une déformation linéaire du matériau est crée autour de la déformation rémanente
(point no 3) ce que décrit la figure IV.2b. Au niveau macroscopique, le matériau présente
désormais un couplage piézoélectrique.

Il est utile de remarquer qu’il est possible d’inverser la polarité du matériau ou de le
dépolariser électriquement (et donc d’enlever ses propriétés de couplage piézomécanique)
si un fort champ électrique de direction opposée à la polarisation est appliqué [178, 211].
Le champ électrique permettant cette dépolarisation est nommé champ coercitif et noté
Ec ; celui-ci est représenté sur la figure IV.2a.

(a) Cycle d’hystérésis diélectrique (b) Tracé papillon

Figure IV.2 – Courbes caractéristiques d’un cycle de polarisation piézoélectrique (adaptée
de [178])

(a) État non-polarisé (b) État saturé (c) État polarisé

Figure IV.3 – États de polarisation d’un élément piézoélectrique (adaptée de [48])

1.3 Mécanismes piézoélectriques

Les différentes caractéristiques des matériaux piézoélectriques sont définies dans un
repère cartésien adoptant la notation de Voigt, utilisée dans le chapitre I pour définir les
équations de la dynamique d’un solide en rotation et dans le standard de la piézoélectri-
cité [95]. Dans la plupart des articles sur la piézoélectricité, la direction 3 (selon l’épaisseur
du matériau piézoélectrique) est fixée comme direction de polarisation de l’élément pié-
zoélectrique. En partant de cette direction de polarisation, trois effets piézoélectriques
macroscopiques, dépeints sur la figure IV.4, peuvent être observés :
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— L’effet « 31 » est principalement mis à profit dans les applications d’excitation de
structure élastique. Un champ électrique est imposé suivant la direction de polarisa-
tion, des déformations sont alors induites grâce au matériau piézoélectrique dans les
deux directions orthogonales (1 et 2). Cet effet permet ainsi de coupler le mouvement
de flexion de la structure aux grandeurs électriques lorsque le matériau piézoélec-
trique est placé sur la peau de la structure élastique. Cet effet est notamment employé
expérimentalement par Charleux et al. [28] sur des aubes de compresseur en rota-
tion dans le but d’exciter les premiers modes de flexion puis Laxalde et al. [123] pour
exciter les modes d’ensemble à diamètres d’un disque aubagé monobloc (DAM) en
rotation.

— L’effet « 33 » lie le champ électrique appliqué dans la direction de polarisation et la
déformation de la structure selon cette même direction. Swedowicz et al. [207] l’ont
employé dans le cadre de l’excitation d’aubes de turbine en rotation.

— L’effet « 15 » provoque un cisaillement de l’élément piézoélectrique : un champ
électrique est imposé orthogonalement à la direction de polarisation de l’élément
piézoélectrique qui est alors soumis à du cisaillement [44] (selon la direction 5, tou-
jours en utilisant les notations de Voigt). Afin que cet effet soit efficace, l’élément
piézoélectrique doit être placé au cœur de la structure.

(a) Effet « 31 » (b) Effet « 33 » (c) Effet « 15 »

Figure IV.4 – Mécanismes piézoélectriques classiques (adaptée de [215])

2 Formulation d’un problème piézomécanique linéaire
À la suite de la section présentant les propriétés, le comportement et les effets des

matériaux piézoélectriques, une modélisation de ces derniers est primordiale afin de les
intégrer à la modélisation numérique des aubes composites étudiées sur le module d’ex-
périence PHARE#1. Cette modélisation permet ainsi une représentation plus complète
d’un matériau piézoélectrique à partir de ses propriétés mécaniques et piézoélectriques, par
rapport à d’autres modélisations simulant l’effet piézoélectrique inverse au moyen d’une
contrainte de type thermique ou à partir d’efforts ponctuels et de raideurs ajoutées [29, 64].

La finalité de cette sous-section est de détailler les équations permettant l’obtention
d’une formulation éléments finis piézoélectriques autorisant un couplage piézomécanique
entre une structure élastique et des composants piézoélectriques. Cette formulation élé-
ments finis repose sur une formulation variationnelle des équations couplées du problème
piézomécanique linéaire qui elle-même est développée à partir des lois de comportement
linéaire de la piézoélectricité [95].

2.1 Lois de comportement piézoélectrique

Cette sous-section est consacrée aux lois de comportement d’un matériau piézoélec-
trique en fonctionnement, c’est-à-dire après l’application du processus de polarisation (dé-
taillé en section IV.1). Au repos, le composant piézoélectrique est dans son état polarisé,
noté 3 sur la figure IV.2. Il est alors supposé que toutes les grandeurs varient autour de
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cet état d’équilibre polarisé avec de très petites amplitudes, de sorte qu’il est possible
de considérer le comportement des matériaux piézoélectriques autour de cet état comme
linéaire. Cette hypothèse donne lieu à des lois de comportement linéaire utilisées dans la
plupart des formulations variationnelles et éléments finis. Bien que des formulations non-
linéaires de ces lois aient été développées [17, 107, 142], celles-ci restent peu utilisées dans
les versions actuelles des codes éléments finis [7].

Dans le domaine élastique linéaire et pour un matériau présentant des caractéristiques
piézoélectriques, la première loi de la thermodynamique [130, 141], stipulant l’existence de
l’énergie interne U , et le principe de la conservation d’énergie [218], pour une température
constante, permettent d’aboutir aux expressions contenues dans l’équation (IV.1).

σ = ∂H
∂ε

et D = −∂H
∂E (IV.1)

Dans l’équation (IV.1), σ représente le champ des contraintes exprimé en Pa et ε
symbolise le champ des déformations, sans dimension. Pour rappel, E et D sont respec-
tivement le champ électrique exprimé en V.m−1 et le champ de déplacement électrique
exprimé en C.m−2. Les grandeurs susmentionnées sont des tenseurs d’ordre un. Par souci
de concision, les dépendances en fonction du temps des variables mécaniques et élec-
triques n’apparaissent pas dans les équations intermédiaires de cette section. L’enthalpie
électrique, notée H dans l’équation (IV.1), est définie par

H = U −E ·D (IV.2)

Dans le cadre d’une théorie mécanique et piézoélectrique linéaire, l’enthalpie H s’écrit
sous forme quadratique et dépend uniquement des tenseurs ε et E [218]. Par conséquent,
en utilisant les notations avec indices contractés de Voigt-Kelvin [95] et les propriétés
de symétrie des différentes constantes [95, 218], les lois de comportement piézoélectrique
s’écrivent alors

(
σ
D

)
=
(

cE −eT

e εε

)(
ε
E

)
(IV.3)

où cE est le tenseur des constantes élastiques à champ électrique constant d’ordre deux
exprimé en Pa (de dimension physique [M.L−1.T−2]), e est le tenseur piézoélectrique en
tension d’ordre deux exprimé en N.m−1.V−1, l’indice •T symbolise la transposée de la
matrice et εε est le tenseur diélectrique à déformation constante d’ordre deux exprimé
en F.m−1. Il est intéressant de remarquer qu’en l’absence de champ électrique, la ligne
supérieure de l’expression des lois de comportement piézoélectrique (IV.3) correspond à
la loi de Hooke appliquée à un solide élastique.

La forme utilisée pour représenter les lois de comportement piézoélectrique (IV.3) est
celle majoritairement utilisée dans la littérature. Cependant, il existe plusieurs variantes
équivalentes de ces lois, résumées dans le standard de la piézoélectricité de l’IEEE [95]
mais aussi dans le chapitre V.
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Dans le but d’illustrer les nombreux tenseurs utilisés dans la loi de comportement, la
notation développée de cette dernière est donnée dans l’équation (IV.4).



σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6
D1
D2
D3


=



cE11 cE12 cE13 cE14 cE15 cE16 −e11 −e12 −e13
cE21 cE22 cE23 cE24 cE25 cE26 −e21 −e22 −e23
cE31 cE32 cE33 cE34 cE35 cE36 −e31 −e32 −e33
cE41 cE42 cE43 cE44 cE45 cE46 −e41 −e42 −e43
cE51 cE52 cE53 cE54 cE55 cE56 −e51 −e52 −e53
cE61 cE62 cE63 cE64 cE65 cE66 −e61 −e62 −e63
e11 e12 e13 e14 e15 e16 εε11 εε12 εε13
e21 e22 e23 e24 e25 e26 εε21 εε22 εε23
e31 e32 e33 e34 e35 e36 εε31 εε32 εε33





ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6
E1
E2
E3


(IV.4)

En pratique, l’équation matricielle développée des lois de comportement piézoélec-
trique (IV.4) est très peu utilisée sous sa forme complète. En effet, celle-ci peut se simpli-
fier dans la majorité des cas en fonction des axes de symétrie de l’élément piézoélectrique
étudié. Un exemple pour un élément piézoélectrique de la forme d’un patch polarisé selon
son épaisseur est donné dans le chapitre V. De plus, quelques détails à propos des para-
mètres piézoélectriques sont fournis dans ce même chapitre et dans l’annexe C.

2.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle des équations couplées du problème piézomécanique peut
être dérivée du principe d’Hamilton dans le cas où le Lagrangien L est adapté afin d’in-
clure aussi bien les contributions électriques que mécaniques. L’application du principe
d’Hamilton équivaut à vérifier les équations de Lagrange [67], utilisées pour former les
équations de la dynamique dans le chapitre I. Dans l’optique d’établir la formulation va-
riationnelle d’un milieu piézoélectrique, Eer Nisse [51] et Tiersten [218] généralisèrent le
principe d’Hamilton à la piézoélectricité linéaire en enrichissant l’énergie potentielle V du
système avec l’énergie électrostatique de l’élément piézoélectrique.

Bien que cette approche soit la plus utilisée, d’autres existent et notamment des tech-
niques permettant de travailler avec des variables discrètes telles que la différence de
potentiel et la charge libre contenue sur une électrode [45, 48, 215, 216]. L’emploi de ces
variables est adapté pour une application de type shunt piézoélectrique dans le but de
réduire les vibrations d’une structure [47, 191, 192].

Dans un premier temps, les notations et les hypothèses du problème sont rappelées
et illustrées sur la figure IV.5. Une structure élastique, occupant un domaine Ωs, équipée
de np éléments piézoélectriques occupant un domaine Ω(p) (p ∈ N), est considérée. Ωs et
Ω(p) appartiennent au domaine total Ω.

La structure élastique subit un déplacement imposé ud sur une partie de sa frontière
Γu. Elle est aussi soumise à une densité volumique d’effort gv sur la totalité de son volume
Ωs ainsi qu’à une densité surfacique d’efforts gs sur une portion de sa frontière Γs.

L’élément piézoélectrique p subit un potentiel électrique imposé φd sur un morceau de
sa frontière Γφ tandis que l’élément p+ 1 est soumis à une densité surfacique de charge qs
sur un tronçon sa frontière Γq ; ceci dans le but de généraliser les cas à potentiels imposés
et les cas à charges imposées.

La structure élastique n’étant pas constituée par un matériau piézoélectrique, la ma-
trice de couplage piézoélectrique e est donc nulle dans le domaine Ωs. Le matériau piézo-
électrique est considéré comme isolant, ce qui implique qu’aucune charge volumique libre
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ne circule à l’intérieur d’un élément piézoélectrique, et donc que div D = 0. Les charges
libres sont alors toujours considérées comme une densité surfacique de charge concentrée
sur les électrodes de l’élément piézoélectrique.

Figure IV.5 – Définition des conditions aux limites et du chargement d’une structure
élastique munie de deux éléments piézoélectriques (adaptée de [39])

Le principe d’Hamilton, explicité dans le chapitre I, permet d’exprimer la stationnarité
de l’énergie totale du système traduit par l’équation

δ

∫ t2

t1
(T − V)dt+

∫ t2

t1
δWdt = 0 (IV.5)

où T représente l’énergie cinétique du système, V regroupe l’énergie de déformation et le
potentiel des efforts conservatifs, W symbolise le travail effectué par les forces dissipatives
et δ dénote la variation subie durant l’intervalle de temps t1 à t2. La différence T − V
est définie comme le Lagrangien du système noté L. L’énergie potentielle V, en plus de
l’énergie de déformation du système et du potentiel des efforts conservatifs, inclut l’énergie
diélectrique liée aux éléments piézoélectriques qui découle de l’expression (IV.2) de l’en-
thalpie électrique [218].

L’énergie cinétique du système s’écrit

T = 1
2

∫
Ω
ρu̇Tu̇dΩ (IV.6)

avec ρ la masse volumique du solide élastique.

L’énergie potentielle du système composée de l’énergie de déformation, de l’énergie
diélectrique et du potentiel des efforts volumiques et surfaciques externes (mécaniques et
électriques) a pour expression

V = 1
2

∫
Ω

(εTσ −ETD)dΩ−
∫
Ω

uTgvdΩ−
∫
Γs

uTgsdΓs +
∫
Γq
φTqsdΓq (IV.7)

Le travail de l’amortissement visqueux s’exprime

δW = −
∫
Ω
ηaδuTu̇dΩ−

∫
Ω
ηbδε̇

TcE ε̇dΩ (IV.8)

avec ηa et ηb, respectivement le coefficient d’amortissement visqueux et le coefficient
d’amortissement interne visqueux définis dans le chapitre I.
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La formulation variationnelle des équations couplées du problème piézomécanique peut
alors être obtenue en prenant en compte les lois de comportement linéaire d’un matériau
piézoélectrique (IV.3) dans l’équation de l’énergie potentielle (IV.7) ainsi qu’en intégrant
par partie l’énergie cinétique (IV.6) sur l’intervalle de temps t1 à t2 [180] puis enfin, en in-
cluant les équations (IV.6), (IV.7) et (IV.8) dans l’équation du principe d’Hamilton (IV.5).
Il vient alors

∫
Ω

(ρδuTü + ηaδuTu̇ + ηbδε̇
TcE ε̇+ δεTcEε− δεTeE− δETeTε− δETεεE)dΩ

−
∫
Ω
δuTgvdΩ−

∫
Γs
δuTgsdΓs +

∫
Γq
δφTqsdΓq = 0 (IV.9)

La formulation variationnelle des équations couplées du problème piézomécanique
consiste à trouver u ∈ Cu tel que u = ud sur Γu et φ ∈ Cφ tel que φ = φd sur Γφ sa-
tisfaisant l’équation (IV.9) pour toutes les fonctions test continues δu et δφ en tenant
compte des conditions initiales.

2.3 Formulation éléments finis

Grâce à la formulation variationnelle du problème piézomécanique (IV.9), il est main-
tenant possible de discrétiser ces équations à l’aide de la méthode des éléments finis.

Les premières modélisations éléments finis d’un système couplant piézoélectricité et
mécanique trouvent leur origine au début des années 1970 grâce à Allik et Hughes [2]
qui proposèrent un élément volumique tétraédrique prenant en compte les effets piézo-
électriques. Par la suite de nombreux auteurs eurent recours à cette technique tels que
Lerch [127] ou Tzou et Tseng [221] par exemple. Des ouvrages dressant une revue com-
plète des développements dans ce domaine jusqu’à la fin des années 2000 peuvent être
consultés pour plus de détails, notamment Benjeddou [16], Mackerle [135, 136] et Collet
et Cunefare [33].

De la même manière qu’au chapitre I, des fonctions de forme sont nécessaires afin de
discrétiser les équations de la formulation variationnelle (IV.9). Le déplacement u et le
potentiel électrique φ sont liés à leurs valeurs nodales ui et φi par l’intermédiaire des
fonctions de forme Nu et Nφ.

u = Nuui (IV.10a)
φ = Nφφi (IV.10b)

De plus, le champ de déformation ε et le champ électrique E sont aussi liés aux dépla-
cements et potentiels nodaux au moyen des fonctions de forme dérivées Bu et Bφ définies
par

ε = DNuui = Buui (IV.11a)
E = −∇Nφφi = −Bφφi (IV.11b)

où ∇ est l’opérateur gradient et D l’opérateur dérivation défini au chapitre I tel que
ε = Du.



2. Formulation d’un problème piézomécanique linéaire 115

En incorporant les équations (IV.10) et (IV.11), dans les équations de la formulation
variationnelle (IV.9), il vient

δuT
i

∫
Ω
ρNT

u NudΩüi + δuT
i

∫
Ω
ηaNT

u NudΩu̇i

+δuT
i

∫
Ω
ηbBT

u cEBudΩu̇i + δuT
i

∫
Ω
BT

u cEBudΩui

+δuT
i

∫
Ω
BT

u eBφdΩφi + δφT
i

∫
Ω
BT
φeTBudΩui

−δφT
i

∫
Ω
BT
φε

εBφdΩφi − δuT
i

∫
Ω
NT

u gvdΩ

−δuT
i

∫
Γs
NT

u gsdΓs + δφT
i

∫
Γq
NT

φ qsdΓq = 0

(IV.12)

A partir de l’équation (IV.12), la formulation éléments finis élémentaire du problème
piézomécanique sous forme matricielle peut être explicitée

(
M(k) 0

0 0

)(
üi(t)
φ̈i(t)

)
+
(

C(k) 0
0 0

)(
u̇i(t)
φ̇i(t)

)
+
(

K(k)
uu K(k)

uφ
K(k)

φu K(k)
φφ

)(
ui(t)
φi(t)

)
=
(

g(k)(t)
q(k)(t)

)
(IV.13)

avec les différentes matrices élémentaires exprimées telles que

M(k) =
∫
Ω
ρNT

u NudΩ (IV.14)

C(k) =
∫
Ω
ηaNT

u NudΩ +
∫
Ω
ηbBT

u cEBudΩ (IV.15)

K(k)
uu =

∫
Ω
BT

u cEBudΩ (IV.16)

K(k)
uφ =

∫
Ω
BT

u eBφdΩ (IV.17)

K(k)
φu = K(k)T

uφ (IV.18)

K(k)
φφ = −

∫
Ω
BT
φε

εBφdΩ (IV.19)

qui sont respectivement, la matrice élémentaire de masse, d’amortissement visqueux, de
raideur élastique, de raideur piézomécanique et de raideur diélectrique. De plus, les vec-
teurs d’efforts mécaniques et de charges électriques s’écrivent respectivement

g(k) =
∫
Ω
NT

u gvdΩ +
∫
Γs
NT

u gsdΓs (IV.20)

q(k) =
∫
Γq
NT

φ qsdΓq (IV.21)

Après assemblage des matrices élémentaires de la méthode éléments finis (IV.13), il
vient

(
M 0
0 0

)(
ü(t)
φ̈(t)

)
+
(

C 0
0 0

)(
u̇(t)
φ̇(t)

)
+
(

Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

)(
u(t)
φ(t)

)
=
(

g(t)
q(t)

)
(IV.22)

L’équation matricielle (IV.22) représente la formulation éléments finis d’un système
élastique amorti équipé de composants piézoélectriques sur sa frontière. Par souci de conci-
sion, le système n’est pas considéré en rotation contrairement à la formulation éléments
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finis purement élastique du chapitre I. Cependant, dans le but d’écrire cette formulation
éléments finis piézomécanique dans une configuration mobile, il est possible d’ajouter les
matrices G, P, N et T à la partie mécanique de l’équation matricielle (IV.22) en admet-
tant que les grandeurs électriques ne sont pas affectées par la rotation de la structure. Les
efforts non-linéaires fnl peuvent aussi être introduits dans l’équation (IV.22).

3 Condensation du problème piézomécanique
La formulation éléments finis du problème piézomécanique couplé (IV.22) contient

aussi bien des variables mécaniques u qu’électriques φ. Or, afin de pouvoir employer
les méthodes de résolution détaillées dans le chapitre II et les méthodes de réduction
de modèle numérique exposées dans le chapitre III, il est nécessaire de s’affranchir des
variables électriques. C’est pourquoi une méthode de condensation des degrés de liberté
électriques est présentée dans la suite de cette section ainsi que la validation de cette
méthode sur un secteur de soufflante composite équipé d’actionneurs piézoélectriques.

3.1 Condensation des degrés de liberté électriques

A partir de la formulation matricielle piézomécanique (IV.22), de nombreuses méthodes
de condensation ont été utilisées dans le but de réduire la taille du problème et notamment
une méthode de condensation analogue à une méthode de condensation statique de Guyan
décrite dans le chapitre III mais aussi analogue à l’évaluation du complément de Schur
utilisée dans les techniques de condensation du chapitre II. Cette procédure permet ainsi
de transformer le problème couplé en un problème purement élastique [2, 93, 221] et donc
de découpler les effets direct et inverse de la piézoélectricité. Cependant, celle-ci est uni-
quement exploitable lorsqu’un des deux effets piézoélectriques est employé. Dans le cadre
d’applications nécessitant les deux effets piézoélectriques, telles les méthodes de réduction
des vibrations par shunt piézoélectrique, il est primordial de conserver ce couplage. Par
conséquent, de nouvelles méthodes de condensation ont été développées [33, 39, 212].

L’application faite des éléments piézoélectriques dans le cadre de cette thèse, soit l’exci-
tation des aubes composites d’une soufflante en rotation, nécessite uniquement l’emploi de
l’effet piézoélectrique inverse. Il est donc envisageable d’exploiter une méthode de conden-
sation de type Guyan. Cette condensation des degrés de liberté électriques nécessite une
transformation de la formulation (IV.22) en vue de la simplifier compte tenu de la forme
des patchs piézoélectriques.

Les actionneurs utilisés pour mettre en vibration les aubes de la soufflante composite
ont la forme de patchs parallélépipédiques d’épaisseur constante et faible comparée à leurs
autres dimensions. Un schéma du patch est représenté en figure IV.6. Il est alors possible
de considérer que :
— les surfaces supérieures et inférieures des patchs piézoélectriques sont équipées d’élec-

trodes conductrices très fines ;
— le matériau piézoélectrique est polarisé dans la direction transverse du patch ;
— les surfaces latérales des patchs ne contiennent aucune charge électrique libre [48].



3. Condensation du problème piézomécanique 117

Figure IV.6 – Schéma d’un patch piézoélectrique

La formulation éléments finis du problème piézomécanique (IV.22) devient alors


M 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




ü(t)
φ̈+(t)
φ̈int(t)
φ̈−(t)

+


C 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




u̇(t)
φ̇+(t)
φ̇int(t)
φ̇−(t)



+


Kuu Kuφ+ Kuφint Kuφ−

Kφ+u Kφ+φ+ Kφ+φint Kφ+φ−

Kφintu Kφintφ+ Kφintφint Kφintφ−

Kφ−u Kφ−φ+ Kφ−φint Kφ−φ−




u(t)
φ+(t)
φint(t)
φ−(t)

 =


g(t)

q+(t)
0

q−(t)

 (IV.23)

avec φ+, φ−, q+ et q−, respectivement, les vecteurs des potentiels et des charges élec-
triques des électrodes supérieures et inférieures et φint, le vecteur des potentiels électriques
des nœuds entre les deux électrodes comme spécifié sur le schéma de la figure IV.6.

Lorsque le système est à l’équilibre électrostatique, la forme intégrale du théorème de
Gauss appliquée à la surface fermée d’un patch piézoélectrique implique que les charges
à la surface des électrodes soient opposées [216], il vient alors q+ = −q− = q. De plus,
l’électrode inférieure du patch piézoélectrique étant reliée à la masse de l’amplificateur
linéaire de puissance, il est possible d’écrire φ− = 0 et donc v = φ+ avec v la différence
de potentiel entre l’électrode supérieure et l’électrode inférieure. L’équation (IV.23) peut
se réécrire

M 0 0
0 0 0
0 0 0


 ü(t)

v̈(t)
φ̈int(t)

+

C 0 0
0 0 0
0 0 0


 u̇(t)

v̇(t)
φ̇int(t)


+

 Kuu Kuv Kuφint

Kvu Kvv Kvφint

Kφintu Kφintv Kφintφint


 u(t)

v(t)
φint(t)

 =

g(t)
q(t)
0

 (IV.24)

La différence de potentiel aux bornes étant imposée, le but de l’étape de condensation
est donc d’éliminer les degrés de liberté de tension interne. Après condensation des degrés
de liberté de tension interne des patchs piézoélectriques, le système s’écrit

(
M 0
0 0

)(
ü(t)
v̈(t)

)
+
(

C 0
0 0

)(
u̇(t)
v̇(t)

)
+
(

K∗uu K∗uv
K∗vu K∗vv

)(
u(t)
v(t)

)
=
(

g(t)
q(t)

)
(IV.25)
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où

K∗uu = Kuu −KuφintK−1
φintφint

Kφintu (IV.26)
K∗uv = Kuv −KuφintK−1

φintφint
Kφintv (IV.27)

K∗vu = K∗T
uv (IV.28)

K∗vv = Kvv −KvφintK−1
φintφint

Kφintv (IV.29)

L’équation matricielle peut être écrite en deux équations distinctes

Mü(t) + Cu̇(t) + K∗uuu(t) = g∗(t) (IV.30)

K∗vuu(t) + K∗vvv(t) = q(t) (IV.31)

avec g∗(t) = g(t)−K∗uvv(t) contenant les efforts mécaniques et les efforts piézoélectriques
proportionnels à la tension aux bornes des patchs piézoélectriques.

L’équation (IV.30) s’apparente à l’équation fondamentale de la dynamique linéaire in-
cluant les efforts piézoélectriques et une raideur piézoélectrique contenue dans le second
terme de K∗uu. L’équation (IV.31) permet quant-à elle d’exprimer les charges électriques
contenues à la surface de l’électrode supérieure (et donc l’intensité électrique) en fonction
de la tension v et du déplacement u.

Bien que l’objectif principal de cette méthode de condensation soit de découpler les
équations piézomécaniques ce qui permet d’inclure directement l’effet piézoélectrique in-
verse (convertissant l’énergie électrique en énergie mécanique) dans les méthodes de réso-
lution du chapitre II et les méthodes de réduction de modèle numérique exposées dans le
chapitre III, elle permet aussi de réduire le modèle piézomécanique puisque tous les degrés
de liberté électriques sont éliminés. De plus, cette méthode de condensation est exacte, aux
erreurs d’arrondis près, puisqu’aucune "inertie" ou terme d’ordre de dérivée supérieure ne
sont associés aux degrés de liberté piézoélectriques. Il est néanmoins intéressant de valider
la théorie et l’implémentation de cette méthode sur un modèle éléments finis d’une aube
de soufflante préchargée en rotation.

3.2 Validation de la méthode de condensation

La validation numérique de la méthode de condensation des degrés de liberté électriques
est réalisée à l’aide d’un secteur de soufflante identique à celle exploitée en rotation dans
le banc PHARE#1 et dans les chapitres suivant consacrées à la corrélation entre simula-
tions et essais. À savoir, un secteur de soufflante dont l’aube est en composite tissé 3D (le
procédé de modélisation est décrit dans le chapitre I) et intégrant un bord d’attaque en
titane. Le disque est en titane, ses frontières présentent des conditions aux limites associées
à un diamètre nodal zéro (cf. chapitre I) et l’arrière de ce dernier est bloqué axialement
et orthoradialement (cf. chapitre VI). Un amortissement visqueux modal forfaitaire de
0.1 % est appliqué à l’ensemble de la structure élastique. Le secteur entier est soumis à
une précharge en rotation à une vitesse correspondant à 50 % de la vitesse de rotation
maximale de la soufflante. Les nœuds de contact à l’interface entre le disque et l’aube sont
considérés comme collés : la validation de cette méthode est donc réalisée dans le cadre de
la dynamique linéaire ce qui est suffisant puisque la formulation piézomécanique décrite
dans ce chapitre est linéaire.
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Dix-huit patchs piézoélectriques (en jaune sur la figure IV.7) sont positionnés à la
surface du modèle numérique de l’aube composite ; 8 patchs sont placés sur l’extrados et
10 sur l’intrados. Les patchs sont câblés en parallèle, c’est-à-dire qu’ils reçoivent tous la
même tension. Les caractéristiques piézoélectriques et mécaniques du matériau piézoélec-
trique des actionneurs sont communiquées en annexe C.2. Les patchs sur chacune des faces
sont connectés en opposition de phase afin d’additionner les effets. Plus de détails sur le
positionnement de ces dix-huit patchs ainsi que leur fixation sur l’aube sont donnés dans
le chapitre V. La figure IV.7 fournit une représentation de l’intrados et de l’extrados du
modèle numérique du secteur de soufflante équipé des actionneurs piézoélectriques. L’en-
semble du secteur et des actionneurs est soumis à une précharge centrifuge décrite dans le
chapitre I.

(a) Extrados (b) Intrados

Figure IV.7 – Géométrie du modèle numérique d’un secteur {aube+disque} de soufflante
équipé de patchs piézoélectriques

La méthode de condensation des degrés de liberté électriques est appliquée avant la
résolution du système linéaire (décrite au chapitre II) pour les modes de vibration ciblés,
soit le premier mode de flexion (1F) et le deuxième mode de flexion (2F). Ces réponses
forcées obtenues à l’aide d’une résolution linéaire utilisant préalablement la méthode de
condensation sont comparées avec les réponses forcées acquises grâce au logiciel éléments
finis ANSYS® (version 16.1) par l’intermédiaire d’une analyse harmonique et d’une réso-
lution de type full conservant toutes les variables électriques. Plusieurs tensions de 20 V
à 100 V sont appliquées successivement aux bornes des éléments piézoélectriques. Les ré-
sultats en amplitude et en phase de cette comparaison sont placés en figure IV.8 pour le
premier mode de flexion et en figure IV.9 pour le deuxième mode de flexion. Pour plus de
clarté, une seule courbe de réponse forcée en phase est tracée sur les figures IV.8b et IV.9b.
La fréquence d’excitation ainsi que l’amplitude de déplacement sont normalisées dans ces
figures pour des raisons de confidentialité industrielle.



120 Chapitre IV. Modélisation piézomécanique

Comme attendu, puisque la condensation des degrés de liberté électriques est exacte, les
courbes des réponses forcées en amplitude et en phase IV.8 et IV.9, pour une même tension
d’excitation, se superposent aux erreurs d’arrondis près. La méthode de condensation ainsi
que son implémentation numérique sont donc validées.

20 V

40 V

60 V

80 V

100 V

(a) Amplitude

20 V

(b) Phase

Figure IV.8 – Comparatif des réponses forcées du mode premier mode de flexion évaluées
au moyen d’une résolution couplée ( ) et d’une résolution avec condensation ( )

20 V

40 V

60 V

80 V

100 V

(a) Amplitude

20 V

(b) Phase

Figure IV.9 – Comparatif des réponses forcées du mode deuxième mode de flexion éva-
luées au moyen d’une résolution couplée ( ) et d’une résolution avec condensation ( )

4 Bilan

Ce chapitre a permis d’introduire les principes fondamentaux de la piézoélectricité
tels que les processus de polarisation des matériaux piézoélectriques, notamment des cé-
ramiques PZT, ainsi que les différents effets piézoélectriques macroscopiques résultant du
couplage piézomécanique. À la suite de cette introduction physique sur la piézoélectricité,
les lois de comportement piézoélectrique ont été exposées pour permettre de développer la
formulation variationnelle d’un milieu piézomécanique grâce au principe d’Hamilton. Les
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équations de la formulation variationnelle ont été discrétisées à l’aide de la méthode des
éléments finis pour obtenir les équations couplées matricielles du problème piézomécanique.

La formulation éléments finis piézomécanique comprend des variables mécaniques et
électriques. C’est pourquoi, afin de pouvoir utiliser les techniques de résolution d’un sys-
tème non-linéaire abordées dans le chapitre II et de réduction de modèle numérique expo-
sées dans le chapitre III, il a été nécessaire de se ramener à une formulation ne comprenant
que des degrés de liberté mécaniques. Pour cela, une méthode de condensation des degrés
de liberté électriques, analogue à une méthode de condensation statique de Guyan, a été
mise en place. Celle-ci a permis de formuler le problème piézoélectrique inverse uniquement
en fonction des variables mécaniques sans perdre d’informations puisque cette méthode de
condensation est exacte.

Grâce aux méthodes de résolution d’un système non-linéaire, aux techniques de réduc-
tion de modèle numérique par sous-structuration ainsi qu’à la modélisation des actionneurs
piézoélectriques exposées dans ce chapitre et les deux chapitres précédents, les outils numé-
riques nécessaires à l’analyse dynamique de la soufflante sont réunis. Outre la présentation
des essais menés sur la soufflante, des méthodes expérimentales et des résultats obtenus
grâce à ces essais, les deux derniers chapitres de cette thèse sont consacrés à la corrélation
entre les simulations et les essais. Des simulations, utilisant notamment les méthodes pré-
sentées dans les chapitres précédents, sur des aubes composites encastrées dans un mors
(cf. chapitre V) et sur la soufflante composite complète en rotation (cf. chapitre VI) sont
donc révélées.





Chapitre V

Essais et simulations numériques
d’une aube en composite tissé

Ces essais sur mors ont été réalisés dans un premier temps avec pour objectifs prin-
cipaux de valider le système d’excitation et l’instrumentation des dix-huit aubes de la
soufflante. Ces essais permettent également une caractérisation modale de chaque aube
ainsi qu’une estimation de la dispersion des caractéristiques dynamiques sur un échan-
tillon de 18 spécimens en vue d’essais sur la roue complète. La qualité et la quantité des
mesures, permettant notamment de faire ressortir les non-linéarités de contact et de frot-
tement des aubes de façon représentative par rapport à des essais en rotation grâce au
système de serrage du pied d’aube, ont par la suite permis d’effectuer des comparaisons
entre les résultats expérimentaux et les simulations numériques non-linéaires pour les deux
premiers modes de flexion de la structure. Une partie des essais vibratoires et des simula-
tions numériques proposés dans ce chapitre sont issus d’un papier présenté à l’IMAC [133].

Les essais réalisés dans le cadre de cette étude sur mors sont détaillés dans la première
section de ce chapitre en soulignant les méthodes expérimentales exploitées ainsi que le
dispositif expérimental et le système d’excitation des aubes mis en place. La deuxième
section traite des simulations numériques non-linéaires réalisées à partir du modèle numé-
rique éléments finis du système {aube+mors}. Le processus préparatoire des simulations
numériques est détaillé dans cette même section, préalablement aux études d’influence per-
mettant de fixer plusieurs paramètres liés à la modélisation et aux simulations numériques.
Pour conclure ce chapitre, les confrontations en dynamique linéaire et surtout non-linéaire
entre les essais vibratoires et les simulations numériques sont exposées.
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Il est important de mentionner que pour des raisons de confidentialité industrielle, les
grandeurs (fréquence, amplitudes de déplacement et de déformation, taux d’amortissement
et courant) exposées dans ce chapitre sont normalisées.

1 Analyse expérimentale non-linéaire

Les essais en réponse forcée abordés dans cette section ont été menés individuellement
sur chacune des dix-huit aubes en composite tissé 3D constituant la soufflante testée en
rotation sur le module structure PHARE#1 de la plateforme Dynamique des Machines
Tournantes du LTDS, essais en rotation abordés dans le chapitre VI. Ces essais ont été
réalisés dans le référentiel fixe, c’est-à-dire sans rotation de la structure. À cet effet, chaque
aube a été enchâssée dans un mors de serrage dans le but d’étudier la réponse forcée des
aubes. La particularité de cette expérimentation réside dans le moyen d’excitation des
aubes par le biais de patchs piézoélectriques, judicieusement positionnés sur les aubes, qui
permettent ainsi d’exciter les aubes jusqu’à des amplitudes significatives par rapport à
celles observées sur moteur et pour lesquelles les effets non-linéaires peuvent être évalués.

L’un des objectifs principaux de ces essais sur mors demeure la validation des am-
plitudes vibratoires provoquées au moyen des actionneurs piézoélectriques. L’évaluation
de la dispersion des caractéristiques dynamiques de chaque aube, permettant la prise en
compte du désaccordage de la soufflante en vue d’essais en rotation sur la soufflante com-
plète, ainsi que l’estimation des non-linéarités, liées au contact et au frottement en pied
d’aube, constituent les autres objectifs principaux de cette première étude expérimentale.

Cette section débute par une présentation du montage expérimental et de l’instrumen-
tation employée. La deuxième sous-section détaille le système d’excitation par actionneurs
piézoélectriques en se focalisant particulièrement sur les patchs et leur positionnement sur
l’aube. Pour conclure cette section, les méthodes expérimentales concernant le protocole
expérimental, le dépouillement des résultats par identification modale et les incertitudes
de mesures sont abordées.

1.1 Dispositif expérimental

En plus du système d’excitation, deux autres éléments constituent l’essentiel de la ma-
nipulation à savoir le montage expérimental en lui-même ainsi que le système d’acquisition
permettant de collecter les données dynamiques. Ces deux éléments sont présentés dans
les paragraphes suivants.

1.1.1 Montage expérimental

Les structures testées durant ces essais en réponse forcée sont des aubes de soufflante
en composite tissé 3D, matériau dont la fabrication a été abordée dans le chapitre I, ar-
borant un bord d’attaque en titane. Celles-ci sont similaires à celles exploitées dans les
turboréacteurs de dernière génération tel le LEAP, conçu et produit par Safran Aircraft
Engines et General Electric Aviation. Ces aubes sont illustrées dans les figures V.1 et V.5.
Toutes les aubes de la soufflante (soit dix-huit), prévues pour le montage de la soufflante
complète, ont successivement été testées dans le référentiel fixe avec pour objectif initial de
valider le montage et le câblage des actionneurs piézoélectriques ainsi que son instrumen-
tation avant d’être toutes montées sur le banc d’essais PHARE#1 pour subir des essais
en rotation qui sont l’objet du chapitre VI.
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Afin d’étudier la dynamique de l’aube dans des conditions expérimentales proches de
celles endurées sur disque, le pied de l’aube, en forme de queue d’aronde, est inséré dans
l’alvéole d’un mors. Ce dernier est un massif parallélépipédique rectangulaire en acier,
représenté en figure V.1, dont la masse d’environ cent cinquante kilogrammes permet
de restituer la fréquence moyenne de résonance du premier mode de flexion mesurée sur
disque. Un clinquant (fine plaque métallique décrite dans le chapitre I) est inséré à l’inter-
face de contact entre le pied d’aube et le mors pour se rapprocher des montages rencontrés
sur disque.

Figure V.1 – Illustration du montage expérimental

Dans le but de le découpler du sol, l’ensemble {mors+aube} est positionné sur des sus-
pensions élastiques, le tout placé sur un massif d’isolation en béton de plusieurs tonnes,
lui-même suspendu. Les fréquences de résonance des modes de suspension (liés aux sus-
pensions élastiques) du système {aube+mors} ont été mesurées. Celles-ci sont toutes in-
férieures à dix Hertz et de dix à vingt fois plus faibles que la fréquence du premier mode
de flexion de la structure ce qui garantit une isolation correcte du système par rapport au
massif. Ainsi, ce massif n’est pas pris en compte dans la modélisation numérique et est
considéré comme infiniment rigide.

Par ailleurs, quatre vis, accessibles via la partie inférieure du mors et réparties réguliè-
rement selon la longueur du pied d’aube, assurent la mise en contact et le serrage de l’aube
dans l’alvéole du mors par l’intermédiaire d’une cale, comme représenté sur le schéma de
la figure V.2. Le couple de serrage des quatre vis est défini afin que les efforts de contact
entre les portées de l’alvéole et de l’aube soient représentatifs des efforts de contact induits
par les efforts centrifuges d’une aube en rotation à 70 % de la vitesse de rotation nominale
de la soufflante.

Le serrage des vis est effectué au moyen d’une clé dynamométrique en respectant le
même protocole de serrage pour chaque aube en termes d’ordre de serrage des vis et
d’intensité progressive de serrage : 60 % puis 80 % pour finir avec deux serrages à 100 %
du couple nominal. Ce protocole permet une bonne répétabilité du serrage et ainsi de la
mesure de la dynamique du système, quantifiée en sous-section V.1.3. Par ailleurs, l’incer-
titude de répétabilité est inférieure à la dispersion observée entre les aubes ce qui autorise
à imputer cette dispersion aux aubes en elles-mêmes et non au montage.
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Toutefois, il est d’ores et déjà possible de noter d’importantes différences entre les
conditions expérimentales sur mors et sur disque. Premièrement, la précharge de l’aube au
moyen du système de serrage est localisée en pied d’aube : celle-ci n’est donc pas contrainte
comme lorsqu’elle est centrifugée en rotation. De plus, des efforts supplémentaires sont
exercés par le système de serrage sous le pied de l’aube. Enfin, sur disque, les différentes
aubes montées sont susceptibles d’être couplées entre elles, tandis que sur mors l’aube est
isolée et ne se couple éventuellement qu’avec la masse de celui-ci.

Figure V.2 – Schéma en coupe du système de serrage du mors

1.1.2 Instrumentation et système d’acquisition

La mesure de la dynamique de l’aube dans cette campagne d’essais sur mors est réalisée
par l’intermédiaire de deux techniques différentes : la première par extensométrie à l’aide
de jauges de déformation et la seconde par interférométrie au moyen d’un vibromètre laser.
Le positionnement de ces capteurs est donné en figure V.3.

La mesure par extensométrie permet d’évaluer les déformations dans une zone fixe de
la structure étudiée, au moyen de jauges de déformation. Le principe de mesure des jauges
est de convertir la déformation de la zone ciblée de la structure en variation de résistance
électrique. Ces dernières sont constituées d’une trame [9, 228] fabriquée à partir d’une
mince feuille métallique de quelques micromètres d’épaisseur et d’un isolant électrique re-
couvrant cette trame. Cette série d’essais sur les dix-huit aubes a ainsi permis de valider le
bon fonctionnement et la calibration des jauges dans le but de les employer, par la suite,
en rotation sur le banc PHARE#1.

Les jauges de déformation employées sont des jauges uniaxiales à trame pelliculaire
Vishay - Micro Measurements de référence CEA-00-250UW-350 dont la documentation
technique est proposée en annexe C.1. Deux jauges de déformation ont été collées, à même
le composite, sur chacune des dix-huit aubes, toutes deux au dessus du pied d’aube du
côté intrados et orientées selon l’axe X. La première jauge est proche du bord d’attaque
et la seconde du bord de fuite comme représentées en noir sur la figure V.3b. Les empla-
cements des jauges correspondent à un compromis entre les zones de fortes déformations,
selon l’axe X, des différentes vitesses de rotation prévues sur le banc d’essais PHARE#1.
Le nombre de deux jauges a été choisi afin de pouvoir différencier certains modes, dont
les fréquences de résonance sont proches, à l’aide de la forme du mode et donc du rapport
entre les deux jauges. Ce cas de figure se présente notamment entre le deuxième mode
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de flexion de l’aube et son premier mode de torsion, cas de figure perceptible sur le dia-
gramme fréquences / diamètres de la soufflante dans le chapitre I.

Le conditionnement des jauges de déformations fait appel à un montage en pont de
Wheatstone. Le conditionneur utilisé dans ces essais sur mors est un Vishay - Micro Mea-
surements de référence 2060B [228] comportant deux ponts de jauges.

Ces ponts de Wheatstone sont montés en quart de pont à trois fils, l’un des trois fils
permettant de compenser en partie les variations de résistance des cheminements jusqu’aux
éléments sensibles. L’étalonnage de ces derniers est préalablement accompli à l’aide de la
méthode de l’étalonnage shunt [13] permettant de calibrer la sortie tension du condition-
neur de jauge lorsqu’une résistance de valeur Ohmique connue avec précision est insérée
dans le pont de Wheatstone [9]. De plus, préalablement à la mesure, les ponts de jauges
nécessitent un équilibrage de l’une des résistances du pont [228].

La tension d’alimentation des jauges est fixée à 2 V ce qui représente un bon compro-
mis entre la puissance maximale dissipable par les jauges [228] et l’amplitude du signal
de mesure. Le composite de l’aube dissipant très peu la chaleur, le choix de la tension
d’alimentation des jauges est notable. La tension du signal de mesure est convertie en
déformation par l’intermédiaire de l’expression

ε = 4vs
veKjGpont

(V.1)

avec ε la déformation mécanique moyenne subie par les jauges, vs la tension du signal de
mesure, ve = 2 V la tension d’alimentation du pont, Kj = 2, 065 le facteur de jauge à
température ambiante et Gpont = 2000 le gain en tension fourni par le conditionneur.

Les effets liés à la non-linéarité des jauges de déformation [13] sont négligés puisque
les variations de résistance sont très faibles par rapport à la résistance initiale de la jauge.
La sensibilité transverse de la jauge est, quant à elle, corrigée numériquement et explicitée
en section V.2.

(a) Extrados (b) Intrados

Figure V.3 – Instrumentation sur une aube composite

La mesure par interférométrie permet d’évaluer la vitesse ou le déplacement de la
structure étudiée en un point précis sans contact au moyen, par exemple, d’un vibromètre
laser. Le principe de la mesure par vibromètre laser utilise l’effet Doppler et le phénomène
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d’interférence afin de mesurer l’amplitude, la fréquence et la phase du signal. Un vibro-
mètre laser est principalement constitué d’une source de lumière monochromatique (laser
de longueur d’onde 633 nm) et d’un interféromètre. Ce type de mesure permet d’obtenir
une résolution de l’ordre du femtomètre jusqu’à de très hautes fréquences (supérieures au
gigaHertz). De plus, la mesure étant effectuée sans contact, la dynamique de la structure
n’est pas impactée par ce type de mesure.

Le laser du vibromètre est pointé en direction de la tête de l’aube sur le bord d’attaque
en titane du côté extrados, comme représenté en rouge sur la figure V.3a. Cette zone est
visée car elle permet de mesurer les déplacements maximaux des deux premiers modes
de flexion de l’aube qui sont les modes cibles des travaux de ce mémoire de thèse. La
direction de mesure est normale à la surface visée ce qui constitue un bon compromis pour
l’observation de ces premiers modes de flexion. Un fin adhésif réfléchissant (dont la masse
est négligeable) est fixé dans cette zone afin d’améliorer la qualité du retour du laser vers
le vibromètre.

La mesure par vibrométrie laser est réalisée au moyen d’un vibromètre laser Polytec de
référence PSV-400 [182], visible en arrière-plan sur la figure V.1, piloté par un contrôleur
Polytec de référence OFV-5000 [183] décodant les signaux de mesure acquis en temps réel.

Les données dynamiques analogiques des jauges et du laser sont converties en données
numériques à l’aide de cartes d’acquisition Hewlett-Packard de référence HP 35652B [85],
une pour chaque capteur, enfichées dans un châssis Hewlett-Packard de référence HP
35650B [85]. Les données dynamiques sont ensuite traitées, affichées et sauvegardées à
l’aide d’un logiciel Hewlett-Packard de référence HP 3566/67A [86].

L’architecture du montage expérimental et du système d’acquisition des données dyna-
miques est proposée en figure V.4. Le système d’excitation par actionneurs piézoélectriques
est également représenté puis détaillé dans la sous-section suivante.

Figure V.4 – Architecture du montage expérimental ( signal d’excitation, signaux
d’acquisition et laser)

1.2 Système d’excitation piézoélectrique

Toujours avec pour objectif final d’étudier la dynamique non-linéaire des aubes en rota-
tion et donc la réponse forcée de la soufflante en rotation à l’intérieur du module structure
PHARE#1, il est alors indispensable de disposer d’un moyen d’excitation efficace des
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aubes. Celui-ci est soumis à deux contraintes majeures à savoir son fonctionnement pen-
dant la rotation de la soufflante à sa vitesse maximale et dans des conditions proches du
vide atmosphérique.

Bien que le choix du moyen d’excitation se soit porté sur les patchs piézoélectriques,
d’autres systèmes d’excitation auraient pu être exploités dans ces conditions d’essais com-
plexes : ceux-ci sont répertoriés dans la première partie de cette sous-section. De plus, la
sélection du type et du matériau des patchs piézoélectriques est aussi évoquée dans cette
même partie. La suite de cette sous-section explicite la composition et le dimensionnement
du système d’excitation de ces essais sur mors et, particulièrement, de ses deux éléments
principaux que sont les actionneurs piézoélectriques et l’amplificateur de puissance.

1.2.1 Moyens d’excitation et actionneurs piézoélectriques

Les conditions expérimentales, en rotation et sous-vide, dans le banc d’essais PHARE#1
n’autorisent pas l’emploi des moyens classiques d’excitation en réponse forcée. Néanmoins,
d’autres systèmes permettent l’excitation de la soufflante dans ces conditions.

Parmi ceux-ci, les techniques fondées sur la projection de fluide, comme de l’air [208]
ou de l’huile [204] directement sur la structure en rotation, peuvent être une solution. Ces
procédés se rapprochent de l’excitation subie par les aubes en fonctionnement, néanmoins
ceux-ci présentent plusieurs inconvénients. La projection d’air sur la structure en rotation
induit de faibles niveaux d’excitation ainsi que des temps d’essais sous vide limités. La
projection d’huile implique, quant à elle, des niveaux d’excitation plus importants que
la projection d’air, cependant cette technique a été peu employée et peut entraîner un
phénomène d’érosion sur les aubes [204]. De plus, ces solutions par projection de fluide ap-
porteraient des effets aérodynamiques non maîtrisés ainsi qu’un amortissement lié au flux
d’air contraire à l’un des desseins principaux des essais sous-vide qui est de dissocier les
effets aérodynamiques des effets purement mécaniques. Par ailleurs, ces systèmes couplent
également la fréquence et le niveau d’excitation avec la vitesse de rotation et nécessitent
un contrôle précis de la motorisation du banc d’essais afin de maîtriser convenablement la
fréquence et la vitesse de balayage de l’excitation [46].

Une seconde solution d’excitation consiste à stimuler la soufflante en rotation au moyen
d’aimants [195] ou d’électroaimants [103]. L’amplitude d’excitation ainsi produite est plus
importante comparée aux autres solutions. Néanmoins, cette dernière nécessite des aubes
métalliques possédant des propriétés magnétiques ce qui n’est pas le cas des aubes com-
posites testées. À défaut, il serait possible d’ajouter des revêtements métalliques mais
ceux-ci perturberaient la dynamique de l’aube car il est nécessaire de les positionner en
tête d’aube, endroit où l’effet de masse ajoutée est le plus important et où la tenue au cen-
trifuge est la plus difficile à assurer. De plus, une excitation non-synchrone par rapport à
la vitesse de rotation de la soufflante n’est pas réalisable au moyen d’aimants permanents,
elle serait envisageable avec des électroaimants moyennant une installation complexe di-
rectement embarquée sur la partie tournante [103].

D’autres possibilités comme faire vibrer l’arbre ou le banc d’essais [23] ou en exploitant
des haut-parleurs [129] existent dans la littérature mais celles-ci demeurent peu compa-
tibles avec l’encombrement et l’environnement du banc d’essais PHARE#1.

Le procédé d’excitation le plus employé lors d’essais en rotation et exploité dans le
cadre du banc PHARE#1 afin de faire vibrer la soufflante est constitué de multiples ac-
tionneurs piézoélectriques. Ces derniers permettent d’exciter la structure en rotation sur
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une large bande fréquentielle, jusqu’au mégahertz. Il est aussi possible de produire des
vibrations dont l’amplitude est représentative de celles perçues par la soufflante en fonc-
tionnement nominal en additionnant l’efficacité de plusieurs patchs sur une même aube. De
plus, les actionneurs piézoélectriques se fixent directement sur la soufflante ce qui permet
aisément de procéder à une excitation non-synchrone par rapport à la vitesse de rotation.
D’autre part, les patchs ajoutent de la masse et de la raideur à la soufflante mais l’effet de
masse associé est faible car les actionneurs sont placés dans des zones de forte déformation
correspondant donc à des zones de faible accélération. Par ailleurs, des calculs et essais
vibratoires avec et sans actionneurs ont montré que les fréquences propres sont perturbées
de façon négligeable par ces actionneurs qui présentent donc une propriété de discrétion
intéressante. Toutefois, les actionneurs piézoélectriques nécessitent une imposante instal-
lation électrique qui comprend notamment un slip-ring multivoie permettant le passage
du courant dans le repère tournant.

Les actionneurs piézoélectriques ont largement été exploités au LTDS ces dernières an-
nées comme excitateurs de roues aubagées en rotation sous-vide [28, 29, 64, 122, 123, 134]
mais aussi par d’autres équipes [14, 49, 69]. En prime de leurs nombreux avantages expli-
cités dans le paragraphe précédent, l’expérience acquise au LTDS ces dernières années sur
les actionneurs piézoélectriques a aussi permis d’aboutir à ce choix d’excitateur.

Parmi les formes et matériaux très diversifiés des actionneurs piézoélectriques, décrits
par ailleurs dans les papiers de Niezrecki et al. [164] et Williams et al. [235], les action-
neurs QuickPack [210] développés par Midé proposent un compromis attrayant dans le
but d’exciter de façon optimale les aubes de la soufflante en rotation dans le vide.

En effet, ces actionneurs piézoélectriques composites Midé sont composés d’une céra-
mique PZT-5 orthotrope sous forme de plaque, surmontée d’électrodes et le tout encapsulé
entre deux films Kapton. Leur forme de patch assure une importante surface de collage et
une très faible épaisseur améliorant ainsi la tenue de l’actionneur aux efforts centrifuges,
contrairement aux actionneurs piézoélectriques empilés [164].

De plus, ce matériau composite, incluant une plaque en céramique piézoélectrique,
possède les caractéristiques piézomécaniques des céramiques : une souplesse permettant le
collage des actionneurs sur une surface courbe et leur maintien lors du dévrillage des aubes
durant la rotation ainsi qu’un excellent pouvoir d’excitation en flexion. Leur encapsulage
entre deux films Kapton confère aussi aux QuickPack une isolation électrique par rapport
à la structure hôte et dans l’environnement de vide partiel.

D’autres actionneurs piézoélectriques tels les MFC (pour Macro Fiber Composites en
anglais) ou les AFC (pour Active Fiber Composites en anglais) présentent une souplesse et
un pouvoir d’excitation supérieurs aux QuickPack et sont, par ailleurs, employés dans des
applications similaires [14]. Néanmoins, ceux-ci nécessitent une tension et un courant d’ali-
mentation importants et donc un dispositif électrique imposant lorsque plusieurs patchs
sont fixés sur une même aube contrairement aux actionneurs QuickPack de Midé. Ces
derniers (les QuickPack de Midé) ont été finalement collés sur les aubes pour exciter la
soufflante en rotation dans le banc PHARE#1.

1.2.2 Composants du système d’excitation

Chacune des aubes composites de la soufflante est équipée de dix-huit patchs piézo-
électriques MIDÉ de référence QuickPack10W rev.1A [210] dont le dessin technique est
fourni en annexe C.2. Le matériau piézoélectrique composant la partie active du patch
est le PZH-5H 3203STD, ses caractéristiques matériaux sont proposées en annexe C.2. En
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mode actionneur, ces patchs peuvent être alimentés par un signal électrique de puissance
dont la tension est comprise entre [−200 , 200] V.

Les patchs sont collés sur les aubes selon une procédure de collage développée au LTDS,
déployant une bâche à vide pour améliorer l’adhérence des patchs sur les surfaces courbes
des aubes. Il est notable d’indiquer que la résistance du collage des actionneurs aux efforts
centrifuges a été préalablement testée expérimentalement. Les connecteurs de chaque ac-
tionneur, visible sur le dessin technique en annexe C.2, sont remplacés par des connections
directes sur les pistes dénudées du patch et une soudure à l’étain, préalablement au collage.
Cette procédure permet ainsi de limiter leur encombrement sur les aubes.

Concernant le câblage de ceux-ci, les actionneurs d’une même face (intrados ou ex-
trados) sont connectés en parallèle afin d’être en phase les uns avec les autres et ainsi de
sommer l’excitation de chacun. Les deux faces sont reliées en opposition de phase dans
ce même objectif de sommation des effets d’excitation sur les modes de flexion. Un film
thermodurcissable, en rose sur la figure V.5, est mis en place sur les câbles électriques
et les jauges de déformation afin d’accroître leur résistance face aux efforts centrifuges
lors de la rotation sur le banc d’essais PHARE#1. Une illustration des faces intrados et
extrados d’une aube composite équipée des dix-huit patchs piézoélectriques est fournie en
figure V.5.

(a) Extrados (b) Intrados

Figure V.5 – Positionnement des patchs piézoélectriques sur une aube composite

Un amplificateur de puissance permet d’alimenter les actionneurs piézoélectriques en
énergie à partir d’une tension de consigne fournie en entrée. En rotation sur le banc d’essais
PHARE#1, chacune des dix-huit aubes de la soufflante nécessite d’être excitée individuel-
lement afin de forcer les différents modes à diamètres (notion explicitée dans le chapitre I).
Un amplificateur de puissance comprenant dix-huit voies indépendantes est donc essentiel.
Néanmoins, une seule voie est employée pour ces essais sur mors puisque les aubes sont
excitées une à une.

L’amplificateur de puissance comprenant dix-huit voies a été développé spécialement
pour cette application par l’entreprise CEDRAT Technologies. L’amplificateur est un am-
plificateur linéaire de puissance pouvant délivrer une tension de puissance comprise entre
[−200 , 200] V pour un gain entre le signal de consigne et le signal de puissance de ×20.
Chacune des voies est monitorée en tension et en courant afin de surveiller en temps réel les
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paramètres électriques (tension et courant) du système d’excitation et son intégrité. Par
ailleurs, le retour de la tension est aussi employé comme signal de référence des fonctions
de réponse fréquentielle.

Le signal de consigne numérique est généré par l’intermédiaire du logiciel Hewlett-
Packard de référence HP 3566/67A [86] aussi utilisé pour l’acquisition des données dy-
namiques. Ce signal de consigne numérique est converti en signal analogique, pour être
distribué à l’amplificateur linéaire de puissance, à l’aide d’une carte de génération Hewlett-
Packard de référence HP 35653C [85] enfichée dans le même châssis [85] que les cartes
d’acquisition.

Le schéma V.4 de la sous-section précédente illustre le système d’excitation et son
intégration dans le montage expérimental.

La justification du nombre et du positionnement des patchs piézoélectriques ainsi que
le dimensionnement de l’amplificateur sont abordés dans la sous-section suivante.

1.2.3 Dimensionnement du système d’excitation

Le dimensionnement des deux éléments principaux du système d’excitation des aubes
composites, à savoir les actionneurs piézoélectriques et l’amplificateur linéaire de puissance,
est détaillé dans cette sous-section en commençant par les actionneurs piézoélectriques.

Actionneurs piézoélectriques. Afin d’exploiter le plus efficacement possible l’excita-
tion par actionneurs piézoélectriques, plusieurs études préliminaires ont été menées afin
de quantifier le nombre de patchs à poser et leur positionnement sur les aubes dans le but
d’exciter la soufflante avec des amplitudes représentatives de ses conditions de fonction-
nement.

Le nombre de dix-huit actionneurs piézoélectriques par aube a été déterminé par un
compromis entre pouvoir d’excitation, encombrement sur l’aube et diverses considérations
d’ordre pratique.

Les actionneurs piézoélectriques sont plus efficaces lorsqu’ils sont positionnés dans les
zones de plus grandes déformations de la structure [49] pour un mode donné. Le position-
nement des actionneurs piézoélectriques résulte d’un compromis entre la répartition des
déformations des différents modes de vibration ciblés, à savoir le premier et le deuxième
mode de flexion, et les différentes vitesses de rotation envisagées lors des essais sur le banc
d’essais PHARE#1 dans le but d’étudier l’influence de ces paramètres sur la dynamique
de la soufflante dans une plage de variation suffisante. Il est supposé que la répartition des
déformations ne varie que très peu en fonction des différents diamètres nodaux pour un
même mode et une même vitesse de rotation afin de limiter le nombre de paramètres de
cette étude. Les calculs, accomplis lors de cette étude de positionnement (sur le logiciel
éléments finis ANSYS® 16.1), sont donc réalisés pour des modes à zéro diamètre nodal. Un
exemple de répartition des déformations équivalentes de Von Mises est donné en figure V.6
pour les deux premiers modes de flexion du secteur {aube+disque} (en agrandissant l’illus-
tration autour des actionneurs) en rotation à une vitesse médiane.

Huit actionneurs ont été positionnés sur la face extrados des aubes dans le but d’exciter
essentiellement le premier mode de flexion, comme illustré sur la gauche des figures V.6a
et V.6b. De plus, dix actionneurs sont répartis sur la face intrados en deux groupes : le
premier groupe de six actionneurs, le plus proche du pied de l’aube, a pour objectif d’ex-
citer principalement le premier mode de flexion tandis que le second groupe de quatre
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actionneurs, proche de la tête de l’aube, est placé dans cette zone pour exciter le deuxième
mode de flexion, comme représenté sur la droite des figures V.6a et V.6b.

(a) Premier mode de flexion (b) Deuxième mode de flexion

Figure V.6 – Répartition des déformations équivalentes de Von Mises (déformations
min. et max. )

Il est important de remarquer que l’efficacité de l’excitation des actionneurs diffère
en fonction des vitesses de rotation sur le banc PHARE#1 puisque la fréquence propre,
l’amortissement de la structure ainsi que la répartition des déformations sont différents en
fonction du régime.

Amplificateur linéaire de puissance. Le dimensionnement des caractéristiques de
l’amplificateur a été réalisé par rapport au courant maximal nécessaire pour maintenir l’ex-
citation des actionneurs piézoélectriques lorsque le deuxième mode de flexion est excité à la
tension maximale admissible par les actionneurs (soit deux cent volts). En supposant que
les actionneurs piézoélectriques puissent être modélisés électriquement par l’intermédiaire
d’un schéma électrique équivalent composé d’un unique condensateur, il vient

imax = ωmaxvmaxC (V.2)

où imax est le courant maximal nécessaire pour alimenter les actionneurs piézoélectriques,
ωmax la pulsation d’excitation du deuxième mode de flexion de la soufflante, vmax = 200 V
la tension maximale délivrée par l’amplificateur et C = ∑nact

i=1 Ci = 18× 170 = 3.06 µF la
capacité totale des actionneurs câblés en parallèle sur une aube.

Dans la pratique, le courant imax, dimensionnant l’amplificateur, a été majoré en em-
ployant la fréquence d’excitation du premier mode de torsion afin de conserver une marge.

Par ailleurs, il a été mesuré une diminution moyenne de l’ordre de 20 % de la capacité
des actionneurs avant et après collage de ces derniers. Cette diminution de la capacité
est due aux contraintes exercées par le collage sur la surface courbe des aubes [179] et
permet ainsi, non-volontairement, d’augmenter la marge par rapport au courant maximal
préalablement dimensionné.

Néanmoins, les premiers essais en réponse forcée d’une aube dans son mors ont abouti
à des surcharges en courant de l’amplificateur pour des tensions très inférieures à celles
calculées lors du dimensionnement de l’amplificateur. La surveillance et l’enregistrement
des grandeurs électriques de l’amplificateur durant les essais ont permis d’explorer les
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causes de cette surcharge. À cet effet, les fonctions de réponse fréquentielle, en amplitude
et en phase, du courant normalisées par la tension d’excitation pour les deux premiers
modes de flexion du système {aube+mors} sont exposées en figure V.7 et V.8. Afin de
visualiser l’évolution du courant jusqu’à une tension de 200 V (au moins pour le premier
mode de flexion), l’excitation a été effectuée en ne connectant qu’une seule face (dans ce
cas : l’intrados).

20 V

40 V

80 V

120 V

160 V

200 V

(a) Amplitude

20 V

40 V

80 V

120 V

160 V

200 V

(b) Phase

Figure V.7 – Fonction de réponse fréquentielle du courant du premier mode de flexion
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(a) Amplitude
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80 V

100 V

120 V

(b) Phase

Figure V.8 – Fonction de réponse fréquentielle du courant du deuxième mode de flexion

Les figures V.7 et V.8 soulèvent plusieurs remarques. En effet, bien qu’une seule face
excite la structure, le deuxième mode de flexion ne peut être excité à la tension maximale
de 200 V sans surcharge de l’amplificateur pourtant dimensionné, c’est pourquoi les ré-
ponses forcées de la figure V.8 ne dépassent pas 120 V.

De plus, il est possible de remarquer que le courant fourni par l’amplificateur n’est
pas linéaire par rapport à la tension . Effectivement, selon l’expression (V.2), les réponses
forcées en amplitude V.7a et V.8a, normalisées par la tension pour plusieurs valeurs de
tensions d’excitation, auraient dû être superposées. Cette évolution du courant délivré
aux actionneurs implique donc un effet non-linéaire en fonction de la tension générée par
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l’amplificateur.
Une troisième remarque peut être formulée en observant les courbes de la phase du cou-

rant par rapport à la tension V.7b et V.8b, l’expression (V.2) modélisant électriquement
les actionneurs comme un condensateur devrait théoriquement aboutir à un déphasage
constant de 90 ° du courant par rapport à la tension. Or le déphasage décroit en fonction
de la tension d’excitation ce qui implique la présence d’une partie résistive.

La modélisation électrique des actionneurs nécessite donc d’être modifiée pour prendre
en compte la partie résistive présente dans le courant. L’actionneur est dorénavant re-
présenté électriquement comme un condensateur et une résistance en série, comme réalisé
notamment par Jordan et al. [105]. L’impédance de ce schéma électrique équivalent s’écrit

Z = R− j

ωC
(V.3)

avec Z = v/i l’impédance électrique complexe des actionneurs et j désignant l’unité ima-
ginaire pur des physiciens (notée j dans cette sous-section pour ne pas confondre avec le
courant i).

Par identification des parties réelles et imaginaires de l’impédance complexe, il est
possible d’obtenir directement la résistance ainsi que la capacité du circuit électrique équi-
valent. Ces deux paramètres électriques sont tracés en figure V.9a et V.9b en fonction
de la tension d’excitation pour les deux premiers modes de flexion. La résistance et la
capacité équivalentes ont été évaluées à distance des résonances mécaniques (sur les fonc-
tions de réponse fréquentielle des figures V.7 et V.8) de la structure afin que la dynamique
affecte peu ces paramètres électriques. Par ailleurs, il est possible de remarquer l’effet de
la résonance mécanique sur l’amplitude et la phase du courant dans les figures V.7 et V.8.

(a) Résistance

Donnée constructeur

(b) Capacité

Figure V.9 – Évolution des paramètres électriques des patchs piézoélectriques en fonction
de la tension d’excitation ( premier et deuxième mode de flexion)

La figure V.9b montre un très fort accroissement de la capacité équivalente d’un ac-
tionneur en fonction de la tension d’excitation, jusque deux fois et demie sa valeur initiale
pour une tension de 200 V. Son évolution par rapport à la fréquence d’excitation du pre-
mier et du deuxième mode de flexion est négligeable. De même, la résistance équivalente
d’un actionneur augmente très fortement en fonction de la tension comme le révèle la
figure V.9a, jusque deux fois et demie la résistance évaluée à 20 V pour atteindre un palier
à une tension d’excitation de 160 V. Contrairement à la capacité équivalente, cette même
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figure V.9a dévoile une diminution de la résistance équivalente de l’actionneur en fonction
de la fréquence d’excitation interprétée par Jordan et al. [105] comme un effet de conduc-
tivité ou de résistivité aussi nommé Universal dielectric response [104] faisant référence
à l’évolution de la résistivité et de la conductivité en fonction de la fréquence du signal
(donc en courant alternatif) pour un matériau présentant des propriétés diélectriques tels
les patchs piézoélectriques.

Très peu de documents dans la littérature évoquent les différents phénomènes quan-
tifiés dans cette sous-section. Néanmoins, Pi Ceramic [179] indique une évolution de la
capacité équivalente, d’un actionneur en céramique PZT, en fonction de la tension à ses
bornes, de la température et des contraintes mécaniques subies par l’actionneur : la capa-
cité pouvant être amplifiée jusqu’à 200 %. Brennan et McGowan [21] et Warkentin [230]
abordent aussi cette augmentation de la capacité en fonction de la tension appliquée aux
actionneurs piézoélectriques dans leurs travaux tandis que Jordan et al. [105] extrapolent
la variation de la capacité et de la résistance équivalentes afin d’écrire une loi d’évolution
empirique en fonction de la tension d’excitation.

Ces différentes publications corroborent les résultats relatifs à l’alimentation électrique
des actionneurs piézoélectriques, présentés dans cette sous-section. Pour conclure, afin de
dimensionner un amplificateur linéaire de puissance destiné à alimenter des actionneurs
piézoélectriques, il est impératif de fortement majorer le courant nécessaire à l’excitation
de la structure, ceci dans le but de compenser les effets électriques non-linéaires tels que
l’augmentation de la capacité et de la résistance équivalentes en fonction de la tension.

Cette application sur mors et les essais en rotation présentés dans le chapitre VI voient
la tension maximale d’alimentation des actionneurs limitée à 140 V pour le premier mode
de flexion et à 80 V pour le deuxième mode de flexion à cause de l’augmentation de courant
résultant de cette effet, atteignant les limites de l’amplificateur prévu.

1.3 Méthodes expérimentales

Les méthodes expérimentales sont indispensables aux essais vibratoires et notamment
au suivi de ceux-ci ainsi qu’à l’analyse des résultats expérimentaux. En effet, un protocole
expérimental clair et concis permet de faciliter le suivi d’essais et d’en limiter la durée.
L’analyse des résultats d’essais nécessite, quant à elle, une grande précision de dépouille-
ment, pouvant être réalisée par identification modale des signaux expérimentaux, qu’elle
soit accomplie sur des données expérimentales temporelles ou fréquentielles. De plus, des
incertitudes de mesures sont inévitablement induites par l’ensemble de la chaine d’acqui-
sition des mesures. Une évaluation de celles-ci permet ainsi une meilleure compréhension
des écarts lors de la confrontation entre les essais et les simulations numériques.

1.3.1 Protocole expérimental

Les essais vibratoires sur chacune des aubes sont accomplis en deux phases principales
successives : la première phase consiste à rechercher les fréquences de résonance de l’aube
afin de cibler la plage fréquentielle d’une série de réponses forcées au voisinage des réso-
nances ; ces réponses forcées au voisinage des résonances constituant la seconde phase des
essais.

Le recherche des fréquences de résonance est effectuée au moyen d’un signal d’excita-
tion large bande de type aléatoire continu [84]. Le principe d’un signal large bande est de
répartir l’énergie d’excitation sur toute la bande fréquentielle de façon à limiter le temps
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de mesure. L’énergie étant répartie sur les différentes fréquences considérées, l’amplitude
de déplacement de l’aube demeure faible ce qui permet d’obtenir une réponse dynamique
proche de la réponse purement linéaire. Ces essais, combinés à une méthode de dépouille-
ment par identification modale, permettent ainsi d’obtenir les fréquences propres et les
taux d’amortissement visqueux de chaque mode à faible amplitude (et donc proche du
comportement linéaire de l’aube) ce qui est bénéfique en vue de la comparaison entre les
essais dynamiques sur mors et les simulations numériques de la section V.3.

D’un point de vue traitement du signal, le signal de mesure acquis est fenêtré au moyen
d’une fenêtre de Hann afin d’optimiser la précision fréquentielle de la mesure puis moyenné
dix fois linéairement dans le but d’améliorer le rapport signal sur bruit. L’intervalle entre
deux raies fréquentielles est de 0.06 Hz. La réponse à une excitation large bande, pour une
tension de 120 V répartie sur 3200 raies fréquentielles, de l’une des aubes testées est tracée
en figure V.10. Il est aisé de distinguer les trois premiers modes de vibration sur cette
figure, dans l’ordre : le premier mode de flexion (1F), le deuxième mode de flexion (2F)
puis le premier mode de torsion (1T). Cette réponse est mesurée au moyen du vibromètre
laser.

(a) Amplitude (b) Phase

Figure V.10 – Réponse de la structure {aube+mors} à une excitation large bande

La deuxième phase de ces essais vibratoires, à savoir la mesure des réponses forcées au
voisinage de la résonance de chaque mode d’intérêt, est accomplie au moyen d’un signal
sinus balayé discret. Par opposition à un sinus balayé continu dont le balayage est, comme
son nom l’indique, continu, le sinus balayé discret parcourt le spectre fréquentiel fréquence
par fréquence. Lorsque le temps d’excitation consacré à chaque fréquence est suffisant, le
régime transitoire vibratoire de chaque fréquence s’estompe pour se rapprocher du régime
permanent : le rapport en phase et amplitude de la réponse sur l’excitation permet alors
d’obtenir un point de la réponse fréquentielle.

Cette technique nécessite une précaution dans le but de prévenir les distorsions de
la réponse fréquentielle pouvant apparaître lorsque le balayage est trop rapide, ceci afin
d’obtenir la réponse fréquentielle en régime permanent à l’instar de celle calculée au moyen
de la méthode de l’équilibrage harmonique dans l’approche numérique. En effet, il est très
important de ne pas induire d’artefacts par la méthode de balayage qui pourraient être
interprétés comme des phénomènes dynamiques propres à l’aube. Précisément, l’effet non-
linéaire associé au contact et au frottement se manifeste par le glissement en fréquence des
pics de résonance et de leur amplitude en fonction du niveau d’excitation. Or la vitesse
incrémentale du sinus balayé discret a également un effet sur ces mêmes paramètres [66, 80].
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Par conséquent, une étude d’influence, dont les résultats du premier mode de flexion
sont exposés en figure V.11, a été menée afin d’optimiser le temps d’excitation tout en
maintenant l’effet lié au balayage au moins d’un ordre de grandeur plus faible que l’effet
mesuré lors de ces essais, à savoir les distorsions de réponses dues aux non-linéarités. Le
temps d’excitation par fréquence est exprimé en nombre de cycles d’attente, na, un cycle
correspondant à une période d’excitation.

Les distorsions liées au balayage dépendent du taux d’amortissement, la vitesse de
balayage doit donc être adaptée à ce paramètre. Dans le cas de ces essais, les études
d’influence sont effectuées pour une faible tension d’excitation afin de minimiser le taux
d’amortissement. Le nombre de cycles ainsi déterminé est conservé pour les autres tensions
d’excitation bien que cette démarche ne soit pas optimale en termes de durée d’essais [60].

n
a
 = 1

n
a
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n
a
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n
a
 = 100

n
a
 = 500

n
a
 = 1000

Figure V.11 – Influence du nombre de cycles d’attente sur la réponse forcée pour v = 2 V

La figure V.11 permet ainsi d’illustrer les distorsions de balayage introduites dans le
paragraphe précédent. Il est possible de remarquer un décalage en fréquence dans la di-
rection du balayage mais aussi une différence de largeur des pics qui pourrait s’interpréter
comme des variations d’amortissement en fonction du nombre de cycles d’attente. Confor-
mément aux résultats de cette étude d’influence, cinq cents cycles sont joués pour chaque
fréquence d’excitation avant d’effectuer la mesure. L’évaluation de la fonction de réponse
fréquentielle est effectuée à partir du signal temporel au moyen d’une transformée de Fou-
rier discrète, explicitée dans le chapitre II, sur huit périodes d’excitation. L’intervalle entre
deux raies fréquentielles des réponses forcées des deux premiers modes de flexion est de
0.004 Hz (qui est le pas fréquentiel minimal possible sur le système d’acquisition exploité).

L’objectif premier de cette campagne d’essais sur mors étant la vérification du bon
fonctionnement de l’instrumentation et du système d’excitation par actionneurs piézoélec-
triques de chacune des aubes composites de la soufflante, la plupart des essais en réponse
forcée au voisinage des résonances ne comportent qu’une seule tension d’excitation : 20 V.
Néanmoins, des essais plus poussés ont été menés sur quelques aubes en excitant chaque
mode avec plusieurs tensions afin d’évaluer la sensibilité de la non-linéarité en friction en
fonction de l’amplitude de vibration. Ces essais plus poussés autorisent ainsi la compa-
raison avec des simulations numériques non-linéaires. Une représentation en amplitude et
en phase de ces essais en réponse forcée au voisinage de la résonance du premier mode de
flexion est fournie en figure V.12 sur laquelle l’effet de glissement, classiquement observé
pour des systèmes frottants, est constaté.
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(a) Amplitude

20 V
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100 V
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(b) Phase

Figure V.12 – Réponses forcées au voisinage de la résonance du premier mode de flexion
de la structure {aube+mors}

La répétabilité des essais a été contrôlée après démontage puis remontage de l’ensemble
du dispositif expérimental et ceci pour plusieurs aubes. L’un de ces essais de répétabilité
pour le premier mode de flexion et une tension d’excitation de 20 V est démontrée en
figure V.13.

(a) Amplitude (b) Phase

Figure V.13 – Comparatif entre les réponses forcées avant ( ) et après ( ) démontage
puis remontage du dispositif expérimental

Une fois les essais dynamiques menés à bien, le dépouillement des mesures est nécessaire
afin d’extraire les paramètres modaux. Leur estimation peut être obtenue par identification
modale des fonctions de réponse fréquentielle expérimentales. De nombreuses méthodes
d’identification modale ont été développées dans la littérature. Les techniques majeures
d’identification modale linéaire, dont celle employée dans ce travail de thèse, sont ainsi
abordées dans le paragraphe suivant.
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1.3.2 Identification modale

L’identification modale comprend un ensemble de techniques permettant d’extraire les
paramètres modaux de la structure étudiée à partir d’essais dynamiques réalisés sur celle-
ci. Les paramètres modaux évalués au moyen de ces techniques sont les fréquences propres,
les taux d’amortissement, les déformées modales, les facteurs de participation modale ainsi
que les amplitudes modales.

De nombreuses méthodes d’identification modale ont été développées dans la littéra-
ture, celles-ci sont consultables dans des ouvrages traitant d’analyse modale expérimentale
tels que [55, 61, 145]. La plus populaire et la plus accessible d’entre elles est la méthode
dite à −3 dB, aussi appelée peak-picking [55] en anglais. Cette technique fréquentielle 1

et locale 2 peut être considérée comme une méthode graphique. En effet, cette dernière
consiste à relever la fréquence de résonance fr, localisée à l’amplitude maximale locale,
puis les deux fréquences situées à −3 dB, soit environ 1/

√
2, de l’amplitude de résonance.

Ces deux dernières fréquences correspondent aux fréquences de demi-puissance et sont
notées f1 et f2 sur le schéma contenu en figure V.14 récapitulant cette méthode à −3 dB.

Figure V.14 – Méthode à −3 dB

Finalement, le taux d’amortissement visqueux ζ est estimé au moyen de l’équation

ζ = f2 − f1
2fr

= ∆f
2fr

(V.4)

Cette méthode, aisément et promptement applicable sur une fonction de réponse fré-
quentielle expérimentale, nécessite néanmoins des modes séparés en fréquence (ou dits
découplés) et assez amortis pour être suffisamment précise [55]. De plus, la qualité de l’iden-
tification du taux d’amortissement est très dépendante de la discrétisation fréquentielle
de la fonction de réponse fréquentielle. Ces désavantages majeurs ainsi que son utilisation
locale (fréquentiellement et spatialement) débouchent sur l’emploi d’autres méthodes nu-
mériques plus complexes lors d’identifications modales globales ou de données présentant
des modes proches les uns des autres ce qui est le cas des essais dynamiques en rotation
du banc PHARE#1 exposés dans le chapitre VI.

1. Les méthodes fréquentielles s’emploient sur des données expérimentales fréquentielles telles des fonc-
tions de réponse fréquentielle, par opposition aux techniques temporelles

2. Les techniques locales ne considèrent qu’un seul degré de liberté ou une seule fonction de réponse
fréquentielle à la fois, contrairement aux méthodes globales pouvant identifier les modes associés à plusieurs
degrés de liberté simultanément
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Ces méthodes numériques d’identification modale sont fondées sur l’hypothèse, a priori,
d’un modèle analytique (linéaire la plupart du temps) pertinent par rapport à la struc-
ture testée. Les paramètres de ce modèle analytique sont optimisés afin d’approcher au
mieux les données expérimentales. Les techniques numériques d’identification modale, plus
connues sous leur dénomination anglo-saxonne, sont divisées en deux catégories : les tech-
niques exploitant des données temporelles et celles traitant des données fréquentielles.

Les méthodes temporelles d’identification modale, dont les méthodes Least Square
Complex Exponential (LSCE) [147] et Ibrahim Time Domain (ITD) [149], ne sont pas
traitées dans ce mémoire mais sont détaillées dans les ouvrages cités dans cette sous-
section.

Les méthodes fréquentielles d’identification modale reposent sur une décomposition
modale de l’équation linéaire du mouvement (I.34), explicitée dans l’équation (V.5), abou-
tissant au modèle analytique linéaire dans lequel apparaissent les paramètres modaux a
identifier et permettant d’approcher au mieux les données expérimentales.

H(ω) =
nm∑
k=1

(
ρk

iω − λk
+ ρk

iω − λk

)
− ρ0
ω2 + ρ∞ (V.5)

où H est la matrices des fonctions de réponse fréquentielle de taille nO×nI (nO représente
le nombre de réponses mesurées et nI, le nombre d’excitations), nm est le nombre de
modes à identifier, λk est le pôle du système associé au mode k, ω représente la pulsation
d’excitation considérée, ρk est la matrice des résidus associés au mode k de taille nO × nI
et ρ0 ainsi que ρ∞ sont les matrices regroupant les termes résiduels en basse et haute
fréquence respectivement. En outre, il est possible de décomposer la matrice ρk de la
façon suivante

ρk = φk ⊗ `T
k (V.6)

dans laquelle φk représente le vecteur contenant les déformées modales associées au mode
k de taille nO et `k représente le vecteur renfermant les facteurs de participation modale
du mode k de taille nI (intégrant les facteurs d’échelle modaux [177]). ⊗ est le produit
dyadique qui est un cas particulier du produit de Kronecker pour des vecteurs. De plus,
lorsque l’amortissement de la structure est considérée comme visqueux, les pôles s’écrivent

λk = −ζkΩk ± iΩk

√
1− ζk2 (V.7)

avec

Ωk = |λk| et ζk = −Re(λk)
|λk|

(V.8)

où ζk est le taux d’amortissement et Ωk est la pulsation propre, associés au mode k.
Parmi les multiples méthodes fréquentielles, Least Square Complex Frequency (LSCF)

et plus récemment Least Square Rational Function (LSRF) sont largement exploitées dans
la littérature. Par ailleurs, une variante polyréférence (permettant de considérer des réfé-
rences multiples) de la méthode LSCF [77] est commercialisée dans le logiciel LMS Test
Lab sous le nom de PolyMax.

Le choix de la technique d’identification employée dans ces travaux de thèse, aussi bien
pour identifier les essais sur mors présentés dans ce chapitre que les essais en rotation dé-
taillés dans le chapitre suivant, s’est porté sur la méthode Least Square Rational Function
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(LSRF) développée par Ozdemir et al. [167] et implémentée dans la fonction modalfit
de MATLAB®. LSRF est une méthode fréquentielle et globale, ces deux éléments faisant
partie des critères de sélection de la méthode d’identification modale puisque les essais en
rotation PHARE#1 nécessitent l’extraction simultanée des paramètres modaux des fonc-
tions de réponse fréquentielle, émanant des différentes aubes de la soufflante.

L’objectif de la méthode LSRF est d’extraire les paramètres modaux des données
expérimentales en minimisant, au sens des moindres carrées, la fonction coût e ainsi

e =
nω∑
i=1
‖Hsynth(ωi)−Hexp(ωi)‖2 (V.9)

dans laquelle Hsynth et Hexp représentent, respectivement, les fonctions de réponse fréquen-
tielle synthétisée et expérimentale. De plus, nω est le nombre de fréquences d’excitation.

Cette fonction coût à minimiser est commune à la grande majorité des méthodes fré-
quentielles ainsi la méthode LSRF partage la mise en équation de nombreuses techniques
fréquentielles et notamment LSCF. Afin de minimiser la fonction coût (V.9) dans le but
d’évaluer les paramètres modaux, il est nécessaire de formuler la fonction de transfert
Hsynth sous la forme d’une fraction rationnelle

Hsynth(ωi) = N(ωi)
d(ωi)

=

2nm−1∑
k=0

Ak(iωi)k

2nm−1∑
k=0

bk(iωi)k + (iωi)2nm

(V.10)

où N et d sont respectivement le numérateur et le dénominateur de la fonction de trans-
fert Hsynth. De plus, Ak représente la matrice renfermant des coefficients réels et bk sont
des coefficients réels résultant des termes complexes conjugués de la décomposition mo-
dale (V.5). En insérant (V.10) dans la fonction coût e (V.9), il vient

e =
nω∑
i=1

∥∥∥∥W(ωi)
d(ωi)

∥∥∥∥2
‖N(ωi)− d(ωi)Hexp(ωi)‖2 (V.11)

avec W une matrice de pondération de taille nO × nI.
Il est important de remarquer que la fonction coût e de la méthode LSRF est non-

linéaire ce qui la différencie des autres méthodes fréquentielles comme LSCF. C’est pour-
quoi des techniques d’optimisation sont ensuite employées pour minimiser au sens des
moindres carrés la fonction coût e. Cette étape d’optimisation n’est pas détaillée dans ce
mémoire, le lecteur intéressé peut consulter le papier de Ozdemir et al. [167] pour plus de
précisions. Toutefois trois éléments d’optimisation sont à souligner dans cette technique :
l’emploi d’une méthode dite Orthogonal Vector Fitting améliorant le conditionnement nu-
mérique, l’utilisation d’une méthode d’optimisation non-linéaire au sens des moindres car-
rés procédant à des itérations de type Sanathanan-Koerner et enfin un raffinement grâce
à une recherche de minima locaux au moyen d’itérations de type Instrumental Variable.

À la suite de cette étape de minimisation de la fonction coût e, les pôles λk de l’équa-
tion (V.7) de la fonction de transfert H, écrite dans l’équation (V.5), sont évalués en tant
que racines du dénominateur d (exprimé sous forme polynomiale dans l’équation (V.10)).
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Les résidus ρk, ρ0 et ρ∞, exprimés dans l’équation (V.6), sont évalués dans un second
temps à partir de l’équation (V.5) écrite sous forme matricielle telle que


H(ω1)
H(ω2)
...

H(ωnω )

 =


InO

iω1−λ1

InO
iω1−λ2

...
InO

iω1−λnm
− InO

ω2
1

InO
InO

iω2−λ1

InO
iω2−λ2

...
InO

iω2−λnm
− InO

ω2
2

InO

... ... ... ... ... ...
InO

iωnω−λ1

InO
iωnω−λ2

...
InO

iωnω−λnm
− InO
ω2

nω
InO





ρ1
ρ2
...
ρnm

ρ0
ρ∞


(V.12)

dans laquelle InO est la matrice identité de taille nO.
Les résidus ρ0 et ρ∞, aussi nommés résidus extra-bande, permettent classiquement de

représenter la participation des modes non résonants dans la bande fréquentielle d’analyse
mais permettent aussi d’identifier des phénomènes indépendants des résonances dyna-
miques du système et pouvant polluer la mesure tels les phénomènes de compatibilité
électromagnétique (CEM) explicités dans le chapitre VI.

Dans un troisième temps, les déformées modales φk ainsi que les facteurs de partici-
pation modale `k sont déduits des résidus en considérant φk = `k dans l’équation (V.6).
Finalement, à partir du vecteur contenant les facteurs de participation modale, le vecteur
des amplitudes modales αk est évalué au moyen de l’équation

αk =
∣∣∣∣∣ `k
iΩk − λk

+ `k

iΩk − λk

∣∣∣∣∣⊗ vT (V.13)

avec v est le vecteur contenant les tensions d’alimentation des aubes.
Dans ce mémoire, l’amplitude modale peut être définie comme l’amplitude à la réso-

nance du mode étudié.

La superposition entre les fonctions de réponse fréquentielle expérimentale et synthé-
tisée (cette dernière est aussi nommée lissage) d’un essai large bande est présentée en
figure V.15.

(a) Amplitude (b) Phase

Figure V.15 – Superposition d’une fonction de réponse fréquentielle expérimentale ( )
issue d’un essai large bande et de son lissage ( )
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Trois modes sont recherchés et identifiés pour toutes les fonctions de réponse fréquen-
tielle simultanément, à savoir celle provenant du laser et celles émanant des deux jauges ;
seule la réponse fournie par le vibromètre est présentée dans un souci de concision. Il
est possible de remarquer sur cette figure que le lissage (ici, évalué sans prise en compte
des termes résiduels) est quasiment superposé avec la fonction de réponse fréquentielle
expérimentale et particulièrement au voisinage des résonances. L’incertitude de lissage de
la fonction de réponse fréquentielle associée à l’essai large bande est déduite de l’équa-
tion (V.9) et est égale à 0.003 %.

Les fonctions de réponse fréquentielle expérimentales et celles synthétisées pour des
essais au voisinage de la résonance des deux premiers modes de flexion sont tracées en
figures V.16 et V.17.
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Figure V.16 – Superposition des fonctions de réponse fréquentielle expérimentales ( )
issues d’essais en sinus balayé par échelon, au voisinage de la résonance du premier mode
de flexion et de ses lissages ( )

Un seul mode est recherché et identifié pour toutes les fonctions de réponse fréquen-
tielle simultanément. Il est possible de constater sur ces deux figures que le lissage se
superpose quasi-parfaitement avec la réponse expérimentale aussi bien pour le premier
mode de flexion V.16 que pour le deuxième V.17. Toutefois, le lissage s’écarte très légè-
rement de la fonction de réponse fréquentielle expérimentale au voisinage de la résonance
lorsque l’intensité de la non-linéarité augmente ce qui est observable sur la plus importante
excitation du premier mode de flexion en figure V.16. Par ailleurs, une seconde identifica-
tion modale est accomplie à l’aide de la méthode à −3 dB afin de valider les paramètres
modaux identifiés. Les incertitudes de lissage sont, au maximum, de 0.03 % pour la fonc-
tion de réponse fréquentielle au voisinage du premier mode de flexion et de 0.01 % pour
celle au voisinage du deuxième mode de flexion.

Cette incertitude de lissage, intervenant lorsque le comportement non-linéaire du sys-
tème s’amplifie, permet de se remémorer que l’identification modale présentée dans cette
sous-section est fondée sur un modèle analytique linéaire : l’extraction des paramètres
modaux effectuée dans les travaux de ce mémoire de thèse restent des approximations
linéaires. Néanmoins, des méthodes d’identification modale non-linéaire ont déjà été déve-
loppées dans la littérature [62, 110].
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Figure V.17 – Superposition des fonctions de réponse fréquentielle expérimentales ( )
issues d’essais en sinus balayé par échelon, au voisinage de la résonance du deuxième mode
de flexion et de ses lissages ( )

1.3.3 Incertitudes de mesure

Quelque soit le type d’essais, une mesure expérimentale est systématiquement entachée
d’incertitudes de mesure. Chacun des composants intervenant dans la chaîne de mesure
est susceptible d’ajouter des incertitudes, plus ou moins importantes en fonction du com-
posant concerné. Le bruit de mesure des composants est négligé car celui-ci est faible en
comparaison des signaux de mesure et, de surcroît, ardu à déterminer précisément car
pouvant intervenir dans la quasi-totalité des composants de la chaîne d’acquisition. Dans
le cadre des réponses forcées fréquentielles, ces dernières interviennent conjointement sur
la fréquence et l’amplitude de la réponse.

Les incertitudes de mesure sur la fréquence du signal mesuré sont, en très grande par-
tie, imputées à la discrétisation fréquentielle de la réponse car la précision des composants
est intimement liée à la cadence de leur processeur qui est très au-delà de la gamme de
fréquence étudiée. Ces incertitudes sont équivalentes à ±∆f/2, ∆f étant le pas fréquentiel.
Dans le cas de ces essais sur mors, l’incertitude de mesure sur la fréquence est à différen-
cier en fonction du type d’excitation : large bande ou sinus balayé discret (pour lesquels la
discrétisation fréquentielle est différente). L’excitation large bande induit une incertitude
absolue de mesure sur la fréquence de ±0.03 Hz tandis que la discrétisation de l’excitation
en sinus balayé discret est plus précise puisqu’elle aboutit à une incertitude absolue de
±0.002 Hz.

Contrairement aux incertitudes sur la fréquence, les incertitudes de mesure sur l’am-
plitude du signal mesuré sont dépendantes de la précision des composants mais aussi de la
résolution de ces derniers. Les incertitudes de mesure sur l’amplitude de la réponse liées
aux chaînes d’acquisition du vibromètre laser et des jauges de déformation sont consignées
dans les tableaux V.1 et V.2, respectivement.
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Composant Origine Incertitude
relative [%]

Incertitude
cumulée [%]

Carte d’acquisition
Précision du matériel [85] ±0.01

≈ ± 0.02
Résolution [85] ±0.02

Contrôleur du vibromètre Résolution [183] ±5× 10−6

Vibromètre laser Précision du laser [182] <± 1× 10−6

Tableau V.1 – Incertitudes de mesure en amplitude de la chaîne d’acquisition du vibro-
mètre laser

Composant Origine Incertitude
relative [%]

Incertitude
cumulée [%]

Carte d’acquisition
Précision du matériel [85] ±0.01

≈ ± 1.1

Résolution [85] ±0.02

Pont de jauges 3
Tension d’alimentation [228] ±0.2

Gain [228] ±0.5
Résistance d’étalonnage [228] ±0.1

Jauges Résistance de la jauge C.1 ±0.3

Tableau V.2 – Incertitudes de mesure en amplitude de la chaîne d’acquisition des jauges

De plus, des incertitudes peuvent aussi s’introduire dans la mesure du signal de retour
d’excitation provenant de l’amplificateur. Ce signal permet de surveiller en temps réel la
tension et le courant de l’excitation mais est aussi employé comme référence de la réponse
forcée afin de pouvoir identifier les paramètres modaux : celles-ci impactent donc directe-
ment les résultats. Les incertitudes relatives de mesure sur le retour d’excitation en tension
et en courant sont identiques et sont consignées dans le tableau V.3.

Composant Origine Incertitude
relative [%]

Incertitude
cumulée [%]

Carte d’acquisition
Précision du matériel [85] ±0.01

≈ ± 1Résolution [85] ±0.02
Amplificateur Précision ±1

Tableau V.3 – Incertitudes de mesure en amplitude du retour de l’excitation

Ces multiples incertitudes de mesure sur l’amplitude sont à ajouter aux incertitudes de
lissage provoquées lors de l’identification modale des fonctions de réponse fréquentielle et
évaluées dans la sous-section V.1.3. Néanmoins, ces différentes incertitudes sur la fréquence
ou sur l’amplitude du signal sont minimes en comparaison de l’effet de la non-linéarité sur

3. Les incertitudes de mesure induites par la résistance des fils sont compensées par la calibration du
pont de jauges
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les paramètres modaux mais aussi par rapport à la dispersion des paramètres modaux
entre les dix-huit aubes testées durant ces essais sur mors. Cette dispersion et ces effets
non-linéaires sont abordés en section V.3 lors de la confrontation entre les essais et les
résultats numériques.

2 Simulations numériques non-linéaires

Comme énoncé en introduction de ce chapitre, les essais sur mors ont été réalisés dans
un premier temps avec pour objectif premier de valider le fonctionnement de l’instrumen-
tation et du système d’excitation par actionneurs piézoélectriques des dix-huit aubes de la
soufflante. Toutefois, les mesures dynamiques effectuées au voisinage de la résonance pour
plusieurs tensions d’excitation, permettant notamment de faire ressortir les non-linéarités
en friction, donnent l’opportunité d’accomplir des comparaisons entre ces résultats expé-
rimentaux et les simulations numériques non-linéaires accomplies à l’aide des méthodes de
modélisation, de réduction et de résolution présentées dans les chapitres précédents. Ces
comparaisons autorisent notamment le recalage du modèle numérique et des paramètres
de contact et de frottement en vue de la comparaison des essais en rotation et des simu-
lations de la soufflante complète.

Dans un premier temps, cette section apporte des précisions sur le modèle numé-
rique éléments finis employé pour représenter le système {aube+mors}. Dans un deuxième
temps, les méthodes numériques non-linéaires sont abordées et notamment la réduction
mécanique et piézoélectrique du modèle numérique. Pour achever cette section, plusieurs
études d’influence, faisant notamment varier les paramètres du modèle et des simulations
numériques, sont exposées.

2.1 Modélisation numérique

À l’instar de la composition du moyen d’essais sur mors, la modélisation numérique
du dispositif expérimental comporte deux éléments primordiaux : le modèle numérique de
l’aube et du mors, incluant le contact entre les deux éléments, les conditions aux limites du
modèle et le système de serrage, ainsi que la modélisation des actionneurs piézoélectriques.

2.1.1 Modèle numérique

Les modèles numériques de l’aube et du mors, discrétisés par l’intermédiaire de la mé-
thode des éléments finis, sont des modèles directement exploités dans l’industrie et dont
les maillages ont été créés au moyen du logiciel éléments finis ANSYS® (version 16.1). Les
maillages des deux structures sont indépendants : les deux structures ne contiennent donc
aucun nœud en commun.

Une représentation des faces extrados et intrados du modèle numérique du système
{aube+mors} est présentée en figures V.18a et V.18b respectivement.

Le maillage de l’aube est constitué d’éléments de type hexaédrique linéaire nommés
SOLID185 [6] dans le logiciel ANSYS®. 24 758 de ces éléments (sans compter les éléments
modélisant les actionneurs piézoélectriques) composent le maillage de l’aube comprenant
30 286 nœuds et produisant 90 858 degrés de liberté mécaniques.

D’un point de vue du matériau, le composite tissé 3D constituant l’aube nécessite
l’emploi de techniques d’homogénéisation du matériau afin de généraliser le comporte-
ment microscopique du composite au niveau macroscopique. Sans rentrer dans les détails
d’un vaste sujet de recherche actuel, une revue de ces techniques appliquées au composite
tissé 3D est proposée par Ansar et al. [5]. Ces techniques d’homogénéisation du composite
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(a) Extrados (b) Intrados

Figure V.18 – Modèle numérique de l’ensemble {aube+mors}

tissé 3D aboutissent à des caractéristiques matériaux orthotropes, ces dernières sont appli-
quées dans des repères locaux, eux aussi déterminés par l’intermédiaire de ces techniques.
En pratique dans les logiciels éléments finis, l’orientation des repères liés aux éléments
est modifiée pour appliquer les propriétés matériaux. Comme énoncé dans le chapitre I,
le tissage de l’aube n’est pas uniforme et est réparti en différentes zones en fonction des
contraintes appliquées à la zone en question, c’est pourquoi l’aube et tout particulière-
ment son pied sont décomposés en de nombreuses zones de caractéristiques matériaux
différentes. Les matériaux du bord d’attaque en titane et de la colle fixant celui-ci sur le
matériau composite sont quant à eux décrits par des caractéristiques isotropes.

Le maillage du mors est constitué de 36 086 éléments de type héxaédrique linéaire qui
engendrent 40 388 nœuds et 121 164 degrés de liberté mécaniques. Le mors est réalisé en
acier, matériau décrit par des caractéristiques isotropes dans ce modèle numérique. La
géométrie du mors a été simplifiée : les alésages et les tuyaux de refroidissement, visibles
sur la figure V.1, ne sont pas représentés sur le modèle numérique afin de faciliter la re-
présentation de la pièce et la convergence de son maillage.

Le serrage de l’aube dans l’alvéole du mors, effectué expérimentalement au moyen de
quatre vis et d’une cale (décrit en section V.1), est réalisé numériquement par dilatation
de la cale selon l’axe X. En effet, le système de serrage par vis nécessitant la modélisation
d’un grand nombre de pièces, celui-ci a été remplacé numériquement par le phénomène
de dilatation. Un coefficient de dilatation thermique uniaxial équivalent à celui de l’acier
(αacier = 12.0× 10−6 K−1) est affecté à la cale selon l’axe X. Afin de calibrer numérique-
ment l’effort appliqué à l’aube, la température locale de la cale est choisie en fonction
des efforts évalués expérimentalement. La base de la cale étant fixée à la base du mors,
ce processus de dilatation permet ainsi de conserver l’équilibre statique dans l’ensemble
{aube+mors} lors de la phase de précharge du système et aboutit à des efforts appliqués
à l’aube par la cale (en jaune sur la figure V.19) représentatifs de ceux produits expéri-
mentalement, comme révélé en figure V.19.

238 nœuds composent chacune des portées du modèle numérique, soit 476 nœuds par
structure pour un total de 1428 degrés de liberté. La liaison entre les portées des deux
structures que sont l’aube et le mors est réalisée sur ANSYS® par les éléments de contact
CONTA173 [6] et TARGET170 [6] localisés à la surface des éléments hexaédriques linéaires
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Figure V.19 – Efforts appliqués à l’aube par la cale

respectivement de l’aube et du mors. Ces éléments permettent ainsi de simuler un contact
frottant à l’interface entre les deux structures. Par ailleurs, en vue des simulations non-
linéaires, il est important de préciser que les maillages des portées de contact de l’aube et
du mors coïncident afin de résoudre ce problème de contact / frottement par la méthode
des Lagrangiens dynamiques (DLFT) qui emploie une formulation nœuds à nœuds expli-
citée dans le chapitre I et en annexe A.

Le clinquant, mentionné dans la section V.1 et positionné entre les portées de l’aube
et du mors, n’est pas compris dans la modélisation des essais sur mors afin de simplifier
le modèle numérique et les simulations résultant de ce modèle.

La liaison entre l’aube et la cale est effectuée par l’intermédiaire de ces mêmes éléments.
Néanmoins, le frottement à l’interface de ces éléments est considéré comme totalement glis-
sant puisque le but est uniquement d’extraire les efforts normaux de précharge engendrés
par ce contact. En effet, cette liaison n’est pas considérée comme un contact frottant dans
la suite des simulations non-linéaires comme détaillé dans la sous-section suivante.

Les suspensions élastiques permettant d’isoler l’ensemble {aube+mors} sont modéli-
sées au moyen de ressorts placés sur chacun des nœuds de la base du mors. Chaque nœud
est pourvu de trois ressorts : un dans chaque direction X, Y et Z. La raideur de ces ressorts
est recalée afin que les fréquences des modes de suspension du modèle numérique de la
structure soient proches à ceux mesurés expérimentalement.

Par ailleurs, les cartes du déplacement total superposées sur les déformées modales
du premier et du deuxième mode de flexion du système {aube+mors} sont consignées en
figures V.20a et V.20b.

2.1.2 Actionneurs piézoélectriques

Les actionneurs piézoélectriques sont discrétisés au moyen de 890 éléments hexa-
édriques quadratiques, nommés SOLID226 [6] dans le logiciel éléments finis ANSYS®, pos-
sédant des propriétés piézoélectriques. Ces éléments contiennent 5355 nœuds, chacun ren-
fermant trois degrés de liberté mécaniques et un degré de liberté électrique ce qui porte le
nombre de degrés de liberté décrivant les actionneurs piézoélectriques à 21 420. Le nombre
d’éléments contenus dans l’épaisseur de chaque patch fait l’objet d’une étude d’influence en
sous-section V.2.3, les nombres d’éléments, de nœuds et de degrés de liberté étant donnés
pour deux éléments dans l’épaisseur de chaque patch. Les propriétés piézoélectriques des
éléments employés résultent directement des équations matricielles représentant la formu-
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(a) Premier mode de flexion (b) Deuxième mode de flexion

Figure V.20 – Cartes du déplacement total superposées sur les déformées modales de la
structure {aube+mors} (amplitudes min. et max. en valeur absolue)

lation éléments finis d’un système élastique amorti équipé de patchs piézoélectriques sur
sa frontière. Cette formulation est développée dans le chapitre IV.

Afin de simplifier la modélisation des actionneurs, seule leur partie active définie sur
le dessin technique en annexe C et constituée par le matériau piézoélectrique, est modéli-
sée : les films encapsulant la céramique ne sont donc pas considérés dans la modélisation.
Les actionneurs sont positionnés le plus précisément possible par rapport à leur position
réelle sur l’aube, tout en coïncidant avec le maillage de l’aube. La liaison entre les patchs
piézoélectriques et l’aube est supposée parfaite, les nœuds formant la base des actionneurs
sont fusionnés avec les nœuds qui coïncident sur la surface de l’aube. La colle fixant les
actionneurs n’est donc pas intégrée dans le modèle car l’épaisseur de la couche de colle est
la plus fine possible ce qui rend difficile le maillage.

Les hypothèses de modélisation, effectuées sur le modèle numérique des actionneurs
piézoélectriques et mentionnées ci-dessus, ainsi que les incertitudes liées au positionne-
ment réel des actionneurs sur les aubes de soufflante, influent nécessairement l’amplitude
de réponse des aubes. C’est pourquoi ces hypothèses et ces incertitudes seront compensées
en calibrant le pouvoir d’excitation des actionneurs par rapport aux essais sur mors exé-
cutés avec une faible tension d’excitation aboutissant à un comportement de la structure
très proche du linéaire. Cette calibration des actionneurs est détaillée en sous-section V.3.1.

D’un point de vue du matériau, il est important de rappeler que les lois de compor-
tement piézoélectrique peuvent prendre de nombreuses formes [95]. Cette abondance de
variantes peut être complexe à manier lorsqu’il s’agit de définir les propriétés matériaux des
éléments piézoélectriques. En effet, les composantes des lois de comportement employées
peuvent être distinctes des caractéristiques matériaux fournies par le constructeur.

Les éléments possédant des propriétés piézoélectriques dans le logiciel ANSYS® per-
mettent de décrire le matériau piézoélectrique au moyen de deux formulations différentes.
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La première est dite en e (par rapport à la notation du tenseur piézoélectrique) et est un
mélange entre la formulation des lois de comportement piézoélectrique dites intensive et
extensive [48]. Cette formulation en e est employée dans le chapitre IV et rappelée ici

(
σ
D

)
=
(

cE −eT

e εε

)(
ε
E

)
(V.14)

Pour rappel, σ représente le champ des contraintes exprimé en Pa et ε symbolise le champ
des déformations, sans dimension. E et D sont respectivement le champ électrique exprimé
en V.m−1 et le champ de déplacement électrique exprimé en C.m−2. Les grandeurs susmen-
tionnées sont des tenseurs d’ordre un. De plus, cE est le tenseur des constantes élastiques
à champ électrique constant d’ordre deux exprimé en Pa, e est le tenseur piézoélectrique
en tension d’ordre deux exprimé en N.m−1.V−1, εε est le tenseur diélectrique à déforma-
tion constante d’ordre deux exprimé en F.m−1 et l’indice •T symbolise la transposée de la
matrice.

La seconde formulation des lois de comportement est dite en d ou intensive. Celle-ci
est décrite dans l’équation

(
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)
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sE dT

d εσ

)(
σ
E

)
(V.15)

dans laquelle sE est le tenseur des constantes de souplesse à champ électrique constant
d’ordre deux exprimé en Pa−1, d est le tenseur piézoélectrique en charge d’ordre deux
exprimé en C.N−1 et εσ est le tenseur diélectrique à contrainte constante d’ordre deux
exprimé en F.m−1.

Les caractéristiques matériaux pourvues par Midé pour ses patchs QuickPack10W
rev.1A [210] et consignées en annexe C procurent les constantes des tenseurs de la formu-
lation en d. Ces dernières peuvent donc être directement insérées dans le logiciel ANSYS®

pour décrire le matériau piézoélectrique. Ces tenseurs sont convertis au sein du logiciel au
moyen des équations consignées dans le tableau V.4 pour se ramener à la formulation des
lois de comportement en e employée dans le logiciel ANSYS® pour la formulation éléments
finis.

Élastique Piézoélectrique Diélectrique

cE =
(
sE
)−1

e = dcE εε = εσ − edT

Tableau V.4 – Relation de passage entre les tenseurs [95]

Comme il est possible de le remarquer en annexe C, toutes les constantes des tenseurs
ne sont pas nécessaires pour décrire le matériau dans le cas d’un patch (épaisseur très
faible par rapport aux autres directions) piézoélectrique polarisé selon son épaisseur. En
effet, une céramique piézoélectrique sous forme de patch et polarisée dans une direction
donnée est, en général, considérée comme un matériau isotrope transverse dans lequel le
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plan d’isotropie est orthogonal à la direction de polarisation. La forme en e des lois de
comportement pour une polarisation selon Z (équivalente à la composante 3 dans l’équa-
tion (V.16)) peut alors se simplifier telle que
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D2
D3
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(V.16)

La direction de polarisation permet d’expliquer les composantes nulles du tenseur e
car seule la composante 3 du champ électrique E engendre des contraintes normales.
Inversement, seule la composante 3 du déplacement électrique D est influencée par des dé-
formations normales. Le matériau d’un patch piézoélectrique polarisé selon son épaisseur
est alors caractérisé par 10 constantes indépendantes 4 (5 élastiques, 3 piézoélectriques et
2 diélectriques), toutes proposées en annexe C.

Pour finir, dans le but de prendre en compte la direction de polarisation des patchs dans
le modèle numérique éléments finis, l’orientation des repères de chaque élément modélisant
les actionneurs est modifiée afin que l’axe Z soit orienté selon l’épaisseur de l’actionneur
en question. Les axes X et Y sont donc contenus dans le plan d’isotropie.

Le modèle numérique éléments finis représentant le système {aube + mors} ainsi que
les actionneurs piézoélectriques est maintenant mis en place. Un récapitulatif des degrés
de liberté de chacun des composants du modèle est proposé dans le tableau V.5.

Nombre de DdL Aube Mors {Aube+Mors}
Internes 88 929 119 736 208 665

Piézomécaniques 21 420 21 420
Contact 1428 1428 2856
Total 111 777 121 164 232 941

Tableau V.5 – Récapitulatif des dimensions du modèle numérique

2.2 Méthodes numériques non-linéaires

Une fois le modèle numérique éléments finis élaboré, celui-ci nécessite d’être réduit
dans le but d’évaluer le comportement non-linéaire de la structure. En effet, le modèle
numérique non-linéaire de taille industrielle ne peut être résolu en l’état au moyen des
méthodes exposées dans le chapitre II en raison de son nombre important de degrés de
liberté. Ainsi, les méthodes de réduction, détaillées dans le chapitre III, sont appliquées
au modèle numérique éléments finis.

Néanmoins, la structure discrétisée numériquement contient des degrés de liberté élec-
triques liés à la présence des actionneurs piézoélectriques ce qui n’autorise pas l’emploi

4. L’isotropie implique cE
66 = cE

11−cE
12/2
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direct de ces méthodes de réduction et de résolution. Afin de lever ce problème, la tech-
nique de condensation des degrés de liberté électriques, développée dans le chapitre IV,
permettant ainsi de travailler avec un modèle purement mécanique, est appliquée au mo-
dèle numérique.

L’exploitation de ces différentes méthodes constituant la phase préparatoire des ré-
ponses forcées du système {aube+mors} est exposée dans cette sous-section par ordre
chronologique d’application en commençant par la méthode de condensation des degrés
de liberté électriques puis la réduction par synthèse modale linéaire au moyen de la mé-
thode de Craig-Bampton. Les modes complexes non-linéaires sont ensuite évalués, comme
dépeint dans le chapitre II, pour finalement reconstituer les réponses forcées non-linéaires
pour plusieurs tensions d’excitation au moyen de la méthode de synthèse modale non-
linéaire de la réponse forcée.

Dans un premier temps, la précharge statique du système, permettant la prise en
compte des efforts de la cale sur l’aube dans le modèle numérique, est présentée. Il est im-
portant de noter que cette précharge statique est effectuée au moyen du logiciel ANSYS®

version 16.1, au contraire des étapes suivantes qui sont réalisées au moyen de programmes 5
développés sous MATLAB® et exploitant les matrices de masse, de raideur et le vecteur
des efforts extérieurs extraits du logiciel éléments finis à la suite de la précharge statique.

2.2.1 Précharge statique

Dans le but de précontraindre numériquement le système {aube+mors} de façon si-
milaire aux essais vibratoires, une température uniforme est appliquée à la cale contenue
dans le mors. La dilatation dans sa longueur (selon l’axe X) de cette dernière presse les
portées de l’aube contre l’alvéole du mors contraignant ainsi le contact entre l’aube et le
mors (de façon similaire au contact entre une aube et son disque en rotation). En raison
des non-linéarités de contact entre l’aube et le mors, une analyse statique non-linéaire
permettant de converger itérativement vers un point d’équilibre du système est effectuée
afin d’évaluer l’état de contraintes en résultant. Le champ de précontrainte équivalente
de Von Mises, obtenu à la suite de cette analyse statique non-linéaire, est représenté en
figure V.21.

Figure V.21 – Champ de précontrainte du pied d’aube (contraintes min. et max. )

Ce processus de précharge est mis en équation dans le chapitre I et aboutit au système
d’équations matricielles (I.34) régissant la dynamique d’un solide au voisinage de cet état
de précontrainte (en ne tenant pas compte des termes liés à la rotation de la structure).

5. Ces programmes ont été développés au LTDS, certains spécialement dans le cadre de ce travail de
thèse tandis que d’autres ont été modifiés dans le but de prendre en considération les particularités de
cette application et notamment l’excitation par actionneurs piézoélectriques.
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La matrice T, contenue dans ce système d’équations, est la matrice contenant ces effets
de précontrainte géométrique (en grand déplacement) qui confèrent un effet rigidifiant au
système.

L’état d’équilibre résultant de cette procédure de précharge est employé comme état ini-
tial des simulations en dynamique non-linéaire. Les efforts dynamiques initiaux de contact
entre les portées de l’aube et l’alvéole du mors résultent donc directement de cette phase
de précharge statique.

Néanmoins, avec pour objectif de réduire le nombre de degrés de liberté maîtres à
résoudre lors des simulations dynamiques, le contact entre l’aube et la cale n’est plus
considéré comme tel après cette phase de précharge. En effet, les efforts de contact entre
l’aube et la cale sont relevés après la phase d’analyse statique non-linéaire, puis le contact
est ensuite relâché pour la suite des étapes préparatoires aux simulations numériques non-
linéaires. Ce contact est alors remplacé par les efforts relevés qui sont appliqués à l’aube et
à la cale afin de conserver l’équilibre statique du système nécessaire pour les simulations
en dynamique non-linéaire à partir de cet état de précontrainte.

Le temps de calcul 6 de cette procédure de précharge statique sur le système {aube+mors}
est estimé à 10 min.

2.2.2 Condensation des degrés de liberté électriques

Cette procédure de condensation des degrés de liberté électriques des actionneurs pié-
zoélectriques aboutit à l’élimination de ces degrés de liberté électriques ainsi qu’à une
légère réduction du modèle liée à cette suppression. Cette technique de condensation, dé-
taillée dans le chapitre IV, consiste à séparer les degrés de liberté électriques des patchs
piézoélectriques en trois portions :

— le potentiel des degrés de liberté électriques des nœuds des électrodes inférieures
des actionneurs est fixé à 0 V comme réalisé expérimentalement par l’amplificateur
linéaire de puissance lors de ces essais sur mors ;

— les degrés de liberté électriques des nœuds entre les deux électrodes des actionneurs
sont condensés selon la procédure décrite dans le chapitre IV modifiant ainsi la
matrice de raideur K du système et la matrice de couplage piézomécanique K∗uv ;

— le potentiel (et donc la tension entre les électrodes inférieures et supérieures des
actionneurs) est fixé en fonction de l’amplitude de la tension alternative (ou harmo-
nique) délivrée par l’amplificateur linéaire de puissance. Cette tension est transfor-
mée en effort mécanique au moyen de la matrice de couplage piézomécanique K∗uv.
Cet effort est connu puisque la tension est fixée : ce terme est donc placé dans le se-
cond membre de l’équation parmi les efforts extérieurs purement mécaniques comme
exposé dans l’équation (IV.30).

En plus de l’équation (IV.30) employée jusqu’à maintenant, la procédure de condensa-
tion aboutit à une seconde équation (IV.31) liant la charge électrique q au déplacement u
et à la tension v. L’intensité électrique apportée aux actionneurs par l’amplificateur peut
donc être déduite de cette équation. Afin d’illustrer l’application de cette seconde équa-
tion, les réponses forcées numériques non-linéaires en courant au voisinage de la résonance
mécanique du premier mode de flexion, pour plusieurs tensions d’excitation, du système
{aube+mors} sont tracées en figure V.22.

6. Les temps de calcul, donnés dans ce chapitre, ont été évalués sur une machine possédant quatre
cœurs physiques Intel® Core™ i7-6700K CPU @ 4.00 GHz et 32 Go de mémoire vive
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Figure V.22 – Fonctions de réponse fréquentielle numérique non-linéaire du courant au
voisinage de la résonance premier mode de flexion

D’un point de vue qualitatif, la diminution subite (saut), à la même fréquence que la
résonance mécanique, de l’amplitude et de la phase du courant (fourni aux actionneurs par
l’amplificateur) est observable sur les fonctions de réponse fréquentielle expérimentale de
la figure V.7 et celles numériques de la figure V.22. Cette diminution peut être interprétée
comme la conséquence électrique de la résonance mécanique. En effet, à la résonance mé-
canique, les déformations subies par les actionneurs sont plus importantes ce qui créent des
charges additionnelles à la surface des électrodes supérieures des actionneurs. Ces charges
sont introduites dans le circuit électrique de puissance réduisant ainsi l’intensité électrique
devant être fournie par l’amplificateur résultant en une diminution du courant électrique.

De plus, il est possible de remarquer l’effet de la non-linéarité de contact / frottement
sur les fonctions de réponse fréquentielle du courant : un décalage fréquentiel du saut
de courant ainsi qu’une diminution de l’amplitude et de la phase du saut sont en effet
constatés sur les figures V.22a et V.22b. Ces derniers sont liés respectivement au décalage
fréquentiel de la résonance mécanique et à l’augmentation de l’amortissement mécanique
en fonction de l’amplitude de déplacement, déjà constatés sur les résultats expérimentaux
de la figure V.7.

D’un point de vue quantitatif, les intensités numérique et expérimentale du courant,
pour une même tension d’excitation, sont du même ordre de grandeur. De même, l’ampli-
tude et la phase du saut de courant sont du même ordre de grandeur expérimentalement et
numériquement. Néanmoins, l’effet non-linéaire de la capacité équivalente des actionneurs
piézoélectriques en fonction de la tension, estimée en section V.1, n’est pas pris en compte
dans cette modélisation des actionneurs puisque cette dernière est linéaire.

Ces différentes constatations électriques aussi bien d’un point de vue qualitatif que
quantitatif permettent d’illustrer les effets électriques modélisés au moyen de l’équa-
tion (IV.31) issue de la méthode de condensation des degrés de liberté électriques des
actionneurs piézoélectriques.

Bien que la réduction du modèle numérique ne soit pas l’objectif principal de cette
technique, celle-ci permet une réduction de 5355 degrés de liberté, équivalente aux degrés
de liberté électriques des actionneurs piézoélectriques (toujours pour deux éléments dans
l’épaisseur de chaque actionneur).

La technique de condensation des degrés de liberté électriques des actionneurs piézo-
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électriques, développée sous MATLAB®, est exécutée en amont des étapes de réduction
purement mécanique. Le temps de calcul 7 de cette dernière est de l’ordre de la seconde
dans le cas de ce modèle numérique de taille industrielle. Par ailleurs, ce temps de calcul
est négligeable par rapport à la suite de la procédure de réduction.

2.2.3 Synthèse modale linéaire par la méthode de Craig-Bampton

À l’issue des étapes de précharge statique et de condensation des degrés de liberté
électriques, les modèles numériques de l’aube et du mors sont réduits au moyen d’une
procédure classique de synthèse modale linéaire à interfaces fixes, telle la méthode de
Craig-Bampton dont la théorie a été abordée dans le chapitre III. Cette étape de réduc-
tion autorise ainsi la résolution d’un problème non-linaire de taille raisonnable lors de
l’étape d’évaluation des modes complexes non-linéaires. Les deux structures composant le
système {aube+mors} sont réduites séparément l’une de l’autre ce qui aboutit à la créa-
tion de deux super-éléments : un pour l’aube et un second pour le mors incorporant tous
deux l’état de précontrainte résultant de la précharge statique.

Les degrés de liberté définis comme maîtres pour le mors, c’est-à-dire ceux conservés
pour décrire la structure à la suite de cette étape de réduction en plus des modes propres
linéaires, sont les degrés de liberté des nœuds représentant les portées de contact soit un
total de 1428 degrés de liberté.

Ceux de l’aube sont plus nombreux puisqu’en prime de ces 1428 degrés de liberté de
contact 8, des degrés de liberté d’observation sont ajoutés à la partition des degrés de
liberté maîtres. Parmi ces derniers, 3 sont dédiés au post-traitement des déplacements
mesurés par le vibromètre laser tandis que 60 sont consacrés au post-traitement des dé-
formations mesurées par les jauges. La localisation des nœuds contenant ces degrés de
liberté est montrée en figure V.18. Par ailleurs, l’étape de post-traitement des résultats
des simulations non-linéaires est explicitée en sous-section 2.2.6. Tous les autres degrés de
liberté sont considérés comme degrés de liberté esclaves.

L’un des degrés de liberté dédié au laser est aussi retenu comme coordonnée de contrôle
lors de l’évaluation des modes complexes non-linéaires et donc comme amplitude modale
de la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée.

Le critère permettant la sélection du nombre de modes propres linéaires à conserver
est un critère de type fréquentiel qui consiste à retenir tous les modes dont les fréquences
propres sont inférieures à trois fois la fréquence propre maximale des modes étudiés [99].
Ce critère aboutit au choix de 25 et 10 modes propres linéaires pour l’aube et le mors,
respectivement.

Le super-élément de l’aube est ainsi construit à partir des 25 premiers modes propres
linéaires à interfaces fixes et de 1491 modes statiques de liaison liés aux 1428 degrés de
liberté de contact et aux 63 degrés de liberté d’observation. Le super-élément du mors
est quant à lui composé des 10 premiers modes propres linéaires à interfaces fixes et de
1428 modes statiques de liaison. Les fréquences calculées au moyen de ces super-élements
sont approchées avec moins de 1 % d’erreur pour les modes conservés et moins de 0.05 %
d’erreur pour les modes étudiés.

7. Voir note de bas de page 6 (p. 154)
8. Il est important de remarquer que les degrés de liberté de contact entre l’aube et la cale ne sont pas

retenus comme degrés de liberté maîtres comme expliqué en sous-section 2.3.1
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Les temps de calcul 9 de cette procédure de réduction sont de 23 min pour l’aube et de
11 min pour le mors. À noter que lors de la construction des super-éléments, les étapes les
plus coûteuses sont le calcul des modes statiques de liaison, dont l’expression est donnée
par l’équation (III.11), et la construction des matrices réduites.

2.2.4 Évaluation des modes complexes non-linéaires

À partir des données matricielles préchargées puis condensées et réduites, les modes
complexes non-linéaires sont évalués afin de constituer la base de réduction de la méthode
de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée. La procédure de calcul employée est
décrite dans le chapitre II et bénéficie d’une expression analytique de la matrice jacobienne
du système définie en annexe B.

Les termes non-linéaires sont résolus au moyen de la méthode des Lagrangiens dyna-
miques (DLFT) détaillée en annexe A. Pour rappel, cette méthode permet de résoudre la
loi de frottement sec de Coulomb associée à des conditions de non-pénétration entre les
solides en contact par l’intermédiaire d’une technique d’alternance temps / fréquence. La
méthode des Lagrangiens dynamiques exploite un formalisme de contact nœud à nœud
ce qui permet d’employer les techniques de condensation sur les degrés de liberté non-
linéaires et sur les degrés de liberté relatifs, détaillées dans le chapitre II. Ces techniques
de condensation aboutissent à un problème final à résoudre contenant uniquement 1428
degrés de liberté.

Chacune des structures est amortie au moyen d’une matrice d’amortissement visqueux
C. Cette matrice est construite sur la base d’un taux d’amortissement modal ξi propre
à chacun des modes de vibration ce qui permet d’utiliser les taux d’amortissement mo-
dal identifiés à partir des résultats des essais sur mors. La construction de cette matrice
est fondée sur la formulation modale du problème linéaire amorti dans lequel la matrice
d’amortissement diagonalisée s’écrit

ΦTCΦ = diag (2ξiΩi) (V.17)

où Φ est la matrice contenant les n modes propres linéaires de la structure, •T est le signe
correspondant à la transposée de la matrice et Ωi est la pulsation propre du mode propre
linéaire i.

Par la suite, en exprimant Φ et ΦT en fonction de la matrice de masse M, l’expression
modale de la matrice d’amortissement peut alors s’écrire telle que

C = 2ξiMΦΩΦTM
(
ΦTMΦ

)−1
(V.18)

avec Ω le vecteur contenant les n pulsations propres associées aux n modes propres li-
néaires.

Cette expression peut se simplifier en supposant les modes propres linéaires contenus
dans la matrice Φ normés par la matrice de masse M. Il vient alors

C = 2ξiMΦΩΦTM (V.19)

L’équation (V.19) est l’expression employée pour construire la matrice d’amortisse-
ment visqueux dans le cadre de l’évaluation des modes complexes non-linéaires mais aussi,
plus généralement, pour construire chacune des matrices d’amortissement exploitées dans
les travaux contenus dans ce mémoire de thèse.

9. Voir note de bas de page 6 (p. 154)
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La coordonnée de contrôle employée durant l’évaluation des modes complexes non-
linéaires est le degré de liberté selon Y du nœud correspondant à la position pointée par
le laser et représentée en figure V.18a. Le suivi de l’évolution de ce paramètre sur la plage
d’amplitude est réalisé au moyen d’une continuation séquentielle épaulée par un prédicteur
à pas fixe, tous deux décrits dans le chapitre II.

À noter que le coefficient de pénalité, employé dans la méthode de résolution des La-
grangiens dynamiques, est défini comme étant égal au rayon spectral 10 de la matrice de
rigidité dynamique Z, comme étudié par Charleux dans son mémoire de thèse [29].

Les paramètres associés à la résolution harmonique et à la méthode d’alternance
temps / fréquence, à savoir le nombre d’harmoniques nh et le nombre de pas de temps nt
discrétisant la période de la méthode d’alternance temps / fréquence, sont fixés à la suite
d’études d’influence présentées dans la sous-section V.2.3.

De même, les paramètres liés aux lois de contact / frottement, c’est-à-dire le coefficient
de frottement isotrope µ ainsi que l’effort normal de contact (déduit de la procédure de
précharge statique et dépendant donc directement de la température appliquée à la cale),
sont sélectionnés après des études d’influence exposées en sous-section V.3.2.

En raison du nombre d’inconnues à résoudre, cette étape du processus de réduction
est la plus longue en termes de temps de calcul. À titre d’exemple, l’évaluation du premier
mode non-linéaire (ie. le premier mode de flexion) pour nh = 5 harmoniques et nt = 32
discrétisations dure sept heures et trente minutes. Ce temps de calcul 11 est dépendant au
premier ordre du nombre de points pour lesquels le mode complexe non-linéaire est évalué
et de l’importance de la partie non-linéaire : ici, 76 points discrétisent la plage d’amplitude
et le coefficient de frottement isotrope est égal à 0.1. Le mode complexe non-linéaire du
premier mode de flexion du système {aube+mors}, dont le temps de calcul est donné dans
cette sous-section, est illustré en figure V.23a.

2.2.5 Synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée

Cette étape de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée, dont l’aspect théo-
rique est développé dans le chapitre III, est la dernière étape de ce processus prépa-
ratoire aux simulations non-linéaires. Celle-ci permet de reconstituer la réponse forcée
non-linéaire, pour un vecteur donné d’efforts extérieurs (dans ce cas il s’agit des efforts
piézoélectriques issus de la condensation des degrés de liberté électriques), à partir de
l’évaluation des modes complexes non-linéaires précédemment réalisée. Les inconnues du
problème final à résoudre sont uniquement les amplitudes modales associées aux modes
complexes non-linéaires évalués (un seul mode est évalué dans ce cas) ce qui procure une
résolution quasi-instantanée.

Cette synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée ainsi que l’étape d’évaluation
du mode complexe non-linéaire sont équivalentes à un calcul de réponse forcée non-linéaire
au moyen de la méthode de l’équilibrage harmonique décrite dans le chapitre II. Toutefois,
le processus associé à la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée est plus ra-
pide dès lors que plus de deux réponses forcées sont évaluées. En effet, une réponse forcée
évaluée au moyen de la méthode de l’équilibrage harmonique pour nh = 5 harmoniques
et nt = 32 discrétisations est résolue en moyenne en 4 h tandis qu’une réponse forcée 12

synthétisée par l’intermédiaire de la synthèse modale non-linéaire consomme en moyenne

10. En dimension finie, pour un endomorphisme de valeurs propres complexes λi, le rayon spectral est
égal à ρ = max|λi|
11. Voir note de bas de page 6 (p. 154)
12. La réponse forcée évaluée au moyen des deux méthodes comprend 51 discrétisations fréquentielles.
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25 s auquel il faut ajouter le temps d’évaluation du mode non-linéaire. La synthèse modale
non-linéaire est donc avantageuse à partir de deux réponses forcées évaluées dans le cas
de ce système {aube+mors}.

Le second avantage de cette procédure de synthèse modale non-linéaire de la réponse
forcée, comparée à une réponse forcée évaluée au moyen de la méthode de l’équilibrage
harmonique, réside dans l’évaluation du mode-complexe non-linéaire. En effet, cette der-
nière permet d’obtenir directement les paramètres modaux (fréquences propres et taux
d’amortissement) sans nécessiter une identification des réponses forcées.

La précision de cette méthode de synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée est
exposée en figure III.4 sur un modèle phénoménologique dont le mode étudié est séparé
fréquentiellement.

Dans le cas d’un modèle numérique plus complexe, à savoir le modèle numérique
{aube+mors} (toujours pour un mode séparé fréquentiellement des autres), la précision
de cette méthode est proposée en comparant les réponses forcées obtenues au moyen de la
méthode de l’équilibrage harmonique et de la synthèse modale non-linéaire pour le premier
et le deuxième mode de flexion, respectivement en figures V.23a et V.23b. Les réponses
forcées calculées au moyen de la méthode de l’équilibrage harmonique et le mode com-
plexe non-linéaire permettant d’exploiter la méthode de la synthèse modale de la réponse
forcée sont évalués pour nh = 5 harmoniques, nt = 32 discrétisations et un coefficient de
frottement µ = 0.1.

MNL

20 V
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100 V

140 V

(a) Premier mode de flexion

MNL

20 V

40 V

60 V

80 V

(b) Deuxième mode de flexion

Figure V.23 – Comparaison entre les réponses forcées évaluées au moyen de la méthode
de l’équilibrage harmonique ( ) et de la synthèse modale non-linéaire ( )

Il est possible de remarquer que les réponses forcées, obtenues au moyen de ces deux
méthodes, sont quasi parfaitement superposées. L’erreur liée à la réduction du modèle par
la synthèse modale non-linéaire de la réponse forcée est infime pour le deuxième mode de
flexion (<0.1 %) ce qui est rationnel car la réponse du système est linéaire pour chacune
des tensions d’excitation. L’erreur liée à l’emploi de cette méthode est plus importante
concernant le premier mode de flexion : celle-ci est aussi inférieure à 0.1 % pour la réponse
du système à une tension de 20 V mais augmente avec la tension d’excitation, et donc avec
l’intensité de la non-linéarité, pour atteindre à 0.5 % à une tension de 140 V. Ces faibles
erreurs entre les deux réponses forcées peuvent être issues de la limitation principale de
la méthode de synthèse modale de la réponse forcée, à savoir la résolution du problème
sur un seul harmonique (comme explicité dans le chapitre III). Bien que la résolution du
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problème soit effectuée avec un seul harmonique, il est cependant nécessaire de rappeler
que le vecteur solution est reconstitué en utilisant l’ensemble des harmoniques contenus
dans les modes complexes non-linéaires.

Les tableaux V.6 et V.7 récapitulent, respectivement, les gains en termes de réduction
ainsi que le temps de calcul des différentes étapes du processus aboutissant à la synthèse
modale non-linéaire de la réponse forcée.

Nombre de DdL restants Aube Mors {Aube+Mors}
Modèle initial 111 777 121 164 232 941

Condensation des DdL électriques 106 422 121 164 227 586
Craig-Bampton 1516 1438 2954

Modes complexes non-linéaires 1 1

Tableau V.6 – Récapitulatif des gains du processus de réduction

Temps de calcul 13 Aube Mors
Précharge statique 10 min

Condensation des DdL électriques <2 s
Craig-Bampton 23 min 11 min

Modes complexes non-linéaires 7 h30 min
Synthèse modale non-linéaire 25 s

Total ≈8 h

Tableau V.7 – Récapitulatif du temps de calcul du processus de réduction

2.2.6 Post-traitement des données de simulation

Une fois le vecteur solution, contenant notamment les degrés de liberté d’observation,
reconstruit à partir des amplitudes modales et des modes complexes non-linéaires, il est
nécessaire de post-traiter ces résultats afin de les comparer avec les mesures fournies par
les capteurs employés durant les essais, à savoir le vibromètre laser et les jauges de défor-
mation.

Un nœud, localisé en tête d’aube près du bord d’attaque et représenté sur la fi-
gure V.18a, est sélectionné afin d’évaluer les déplacements mesurés par le vibromètre
laser. La direction de mesure du vibromètre laser ne correspondant pas à l’un des axes du
repère cartésien global dans lequel les déplacements du nœud en question sont exprimés,
il est alors nécessaire d’écrire les déplacements de ce nœud dans un repère dont l’une des
directions est équivalente à celle de la mesure du vibromètre laser. Pour rappel, la mesure
réalisée par le vibromètre laser est normale (avec une légère incertitude expérimentale) à
la surface visée et contenue dans le plan (YZ). Une rotation des déplacements des degrés
de liberté de la direction Y est alors effectuée selon un seul angle θ au moyen d’une ma-
trice de rotation afin d’évaluer les déplacements selon la même direction que le vibromètre
laser. Cet angle de rotation est égal à θ = −60 °. La procédure est illustrée en figure V.24a.

13. Voir note de bas de page 6 (p. 154)
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(a) Incidence du faisceau laser (b) Jauge

Figure V.24 – Post-traitement des résultats numériques liés au vibromètre laser et aux
jauges

Chacune des deux jauges est discrétisée numériquement au moyen de quatre éléments
linéaires alignés dans la longueur de chaque jauge. Dix nœuds soit trente degrés de liberté
forment la surface de ces quatre éléments ; cinq nœuds discrétisent la jauge dans sa lon-
gueur et deux dans sa largeur (selon l’axe Y) comme l’illustre le schéma contenu dans
la figure V.24b. Quatre de ces nœuds ne sont pas contenus dans la trame (zone assurant
la mesure des déformations) de la jauge afin de moyenner les déformations sur une plus
grande aire et ainsi compenser les incertitudes expérimentales de positionnement de cette
dernière.

À l’image du post-traitement des données numériques liées au laser, l’orientation du
repère des nœuds représentant la jauge est modifiée afin que les axes X et Y soient conte-
nus dans le plan de la jauge ; l’axe X étant orienté dans la longueur de la jauge, qui est
aussi sa direction de mesure, et l’axe Y dans la direction transverse comme représenté en
figure V.24b.

Les éléments modélisant les jauges étant linéaires, les lois d’interpolation des déplace-
ments nodaux sont donc linéaires. Il est alors aisé d’extraire la déformation moyenne εi
selon X, évaluée sur la surface active de la jauge i, au moyen de l’équation

εi = 1
ng − n`

ng−n`∑
j=1

xk − xj
dkj

(V.20)

dans laquelle k = j + 2, ng est le nombre de nœuds contenus dans le modèle numérique
de la jauge i, n` est le nombre de nœuds contenus dans la largeur de la jauge i, xj est le
déplacement du nœud j selon X et dkj est la distance initiale entre les nœuds k et j.

Néanmoins, la mesure effectuée au moyen d’une jauge uniaxiale n’est pas uniquement
sensibles aux déformations de la structure selon sa direction de mesure puisqu’une partie de
celles-ci sont issues de la mesure des déformations selon la direction transverse de mesure.
Afin de compenser cet effet, l’évaluation numérique des déformations issues de la direction
transverse est ajoutée au post-traitement des déformations des jauges telle que

εi = 1
ng − n`

ng−n`∑
j=1

xk − xj
dkj

+ Kt
ng/n`

ng/n`∑
m=1

yq − yp
dqp

(V.21)
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où k = j + 2, p = 2m − 1 et q = p + 1. De plus, Kt = 0.003 est le facteur de sensibilité
transverse de la jauge et yp est le déplacement du nœud p selon Y.

À noter que les déformations transverses évaluées sur les jauges collées sur l’aube sont
faibles, de l’ordre de 3 % et 6 % de la déformation évaluée dans la direction de mesure,
respectivement pour les jauges n°1 et n°2. Pondérées par le facteur de sensibilité transverse,
ces déformations transverses sont finalement négligeables par rapport aux déformations de
la direction principale de mesure. Les effets non-linéaires de mesure extensométrique [13]
sont, quant à eux, négligés car d’un ordre de grandeur très inférieur.

2.3 Études d’influence

L’objectif des études d’influence, présentées dans cette sous-section, est d’évaluer l’ef-
fet des paramètres de discrétisation spatio-temporelle du modèle et des simulations nu-
mériques sur la réponse dynamique de la structure et ainsi déterminer la valeur optimale
du paramètre en question ou évaluer l’erreur pouvant être engendrée par ce dernier. Les
paramètres concernés par ces études d’influence sont la discrétisation spatiale (ne) de
l’épaisseur des actionneurs piézoélectriques, le nombre de nœuds (nc) retenus pour discré-
tiser l’interface de contact entre les deux sous-structures, la discrétisation temporelle (nt)
de la période de la méthode d’alternance temps / fréquence permettant de calculer l’effort
non-linéaire ainsi que le nombre d’harmoniques (nh) retenus pour évaluer les modes com-
plexes non-linéaires. Ces études d’influence sont réalisées sur le premier mode de flexion
de la structure puisque l’effet non-linéaire est plus important que sur le deuxième mode
de flexion.

2.3.1 Discrétisation spatiale de l’épaisseur des actionneurs piézoélectriques

Cette étude d’influence sur le nombre d’éléments, ne, contenus dans l’épaisseur de
chaque actionneur piézoélectrique est l’unique étude menée sur la discrétisation du mo-
dèle numérique éléments finis.

En effet, les paramètres géométriques ou matériaux du modèle numérique ainsi que le
maillage de l’aube en composite tissé 3D ne sont pas modifiés dans ces travaux de thèse de
façon à travailler sur la base d’un modèle numérique fourni par l’industriel (la discrétisa-
tion des actionneurs selon les deux autres directions est imposée par le maillage de l’aube).
D’autres paramètres, tels que la masse volumique du mors ou le coefficient d31 du matériau
piézoélectrique des actionneurs, sont recalés numériquement afin de compenser certaines
simplifications du modèle, exposées en sous-section V.2.1 et quantifiées en section V.3.

La réalisation de cette étude d’influence est motivée par la thèse de Thierry [212] dans
laquelle il est mentionné que le nombre d’éléments quadratiques, ne, discrétisant l’épais-
seur de l’actionneur n’a pas d’influence sur la dynamique du système et sur le couplage
piézomécanique entre l’aube et les patchs piézoélectriques ; néanmoins, peu de justifica-
tions sont apportées pour étayer ce propos.

Les résultats de cette première étude d’influence sont consignés dans les figures V.25a
et V.25b. La figure V.25a représente les réponses forcées en dynamique linéaire au voi-
sinage du premier mode de flexion du système {aube+mors} dont l’aube est équipée de
dix-huit actionneurs piézoélectriques excités par une tension de 20 V, ceci pour plusieurs
discrétisations de l’épaisseur des actionneurs. Il est important de préciser que ces réponses
forcées sont évaluées après l’étape de condensation des degrés de liberté électriques des
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actionneurs. La figure V.25b représente les écarts entre les différentes réponses forcées
de la figure V.25a en choisissant comme référence la réponse forcée évaluée avec le plus
d’éléments dans l’épaisseur des actionneurs, soit quatre.
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(a) Réponses forcées en amplitude
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(b) Écarts entre les réponses forcées V.25a

Figure V.25 – Étude d’influence sur la discrétisation de l’épaisseur des actionneurs pié-
zoélectriques

La figure V.25a permet de constater que les réponses forcées, pour différentes discré-
tisations de l’épaisseur des actionneurs, sont superposées et donc que l’influence de cette
discrétisation est faible. Néanmoins, des écarts, minimes (avec une tendance à la dimi-
nution de l’amplitude de la réponse forcée en fonction du nombre d’éléments), subsistent
entre les réponses forcées et notamment entre les réponses forcées évaluées pour un et deux
éléments dans l’épaisseur des actionneurs, comme exposé en figure V.25b. En comparant
ces différents écarts, il est possible de déclarer que la discrétisation est suffisante à partir
de deux éléments dans l’épaisseur.

Bien que l’influence du nombre d’éléments sur le temps de calcul du processus de
simulation non-linéaire reste négligeable, seuls deux éléments discrétisent l’épaisseur de
l’actionneur dans la suite de ce travail de thèse afin de restreindre le nombre de nœuds du
modèle, déjà conséquent.

2.3.2 Nombre de nœuds de contact retenus

Le nombre de nœuds de contact nc retenus comme nœuds maîtres lors de la réduction
du modèle numérique par la méthode de Craig-Bampton impacte directement l’évaluation
de la non-linéarité de contact / frottement en termes de précision mais aussi en temps de
calcul. Dans le but de trouver un compromis pertinent entre précision de l’évaluation de
la non-linéarité et son temps de calcul, une étude d’influence est menée sur le nombre de
nœuds retenus à l’interface de contact.

Pour réaliser cette étude, une sélection des nœuds contenus dans les portées de contact
est retenue comme nœuds maîtres dans les super-éléments. Cette sélection est choisie de fa-
çon à répartir le mieux possible les nœuds sur la surface des portées en fonction du nombre
de nœuds souhaités. Les paramètres modaux des modes complexes non-linéaires ainsi éva-
lués sont représentés en figure V.26 pour différentes sélections de nœuds de contact, nc.
Ces modes complexes non-linéaires, associés au premier mode de flexion, sont tracés pour
un effet non-linéaire proche de celui obtenu lors des essais sur mors (µ = 0.1). De plus,
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les valeurs des paramètres de simulations sont fixées à nh = 5 harmoniques, nt = 32
discrétisations temporelles, ne = 2 éléments dans l’épaisseur des actionneurs et 51 points
composant la plage d’amplitude du mode complexe non-linéaire.

n
c
 = 120 180 240 298 358 418 476 noeuds

(a) Fréquence propre

n
c
 = 120 180 240 298 358 418 476 noeuds

(b) Taux d’amortissement

n
c
 = 120 180 240 298 358 418 476 noeuds

(c) Agrandissement de l’évolution du taux d’amortissement autour du décollement

Figure V.26 – Étude d’influence sur le nombre de nœuds de contact retenus pour µ = 0.1
(nh = 5, nt = 32 et ne = 2)

Grâce à ces figures, il est possible d’observer que l’évolution du taux d’amortissement
en fonction du nombre de nœuds retenus n’est pas monotone ce qui permet difficilement de
conclure sur la convergence de ce paramètre. De même, la variation du point de décollement
qui initie la phase de glissement de la non-linéarité, aboutissant à une augmentation du
taux d’amortissement et une diminution de la fréquence propre en fonction de l’amplitude
de déplacement et perceptible en figure V.26c, n’est également pas monotone. Cependant,
les modes complexes non-linéaires évalués pour nc = 418 et 478 nœuds retenus semblent
aboutir à une évolution semblable des paramètres modaux aussi bien en fréquence propre
qu’en taux d’amortissement. Par ailleurs, il est possible de remarquer que la fréquence
propre linéaire (pour de faibles amplitudes de déplacement) diffère en fonction du nombre
de nœuds de contact retenus : cette différence est due à l’augmentation de la rigidité de la
liaison entre les deux sous-structures plus le nombre de nœuds sélectionnés est important
(ces nœuds sont répartis uniformément sur la surface de contact).

Afin de pouvoir conclure sur la convergence de ce paramètre, le coefficient de frottement
est diminué de moitié (µ = 0.05)dans le but d’augmenter les effets non-linéaires comme
proposé en figure V.27.
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Figure V.27 – Étude d’influence sur le nombre de nœuds de contact retenus pour µ = 0.05
(nh = 5, nt = 32 et ne = 2)

L’évolution de la fréquence propre sur la figure V.27 est monotone à partir de nc = 298
nœuds retenus, dans toute la gamme d’amplitude. Par ailleurs, l’évolution du taux d’amor-
tissement est également monotone mais seulement pour l’amplitude de déplacement maxi-
male ce qui n’est pas vérifié pour d’autres amplitudes de déplacement. Ce dernier para-
mètre semble se rapprocher de sa valeur convergée à partir de nc = 400 nœuds de contact
par sous-structure ce qui est aussi remarquable sur la figure représentant l’évolution de la
fréquence propre.

En figure V.27, l’évolution du point de décollement suit une évolution monotone et sur-
vient pour des amplitudes de déplacement de plus en plus faibles. Ce paramètre ne semble
pas encore convergé puisqu’il varie jusqu’au nombre de nœuds de contact maximal. Tou-
tefois, cette évolution est faible en comparaison de celle provoquée par le coefficient de
frottement µ, exposée en figure V.34. Par ailleurs, la répartition de ces nœuds de contact
sur la portée est homogène et limitée en nombre par la constitution du modèle numérique.
Il serait néanmoins intéressant de pouvoir mailler les portées de contact plus finement dans
les zones où le glissement est le plus important (ces zones variant en fonction du mode de
vibration excité) de façon à se rapprocher d’un mode complexe non-linéaire convergé en
termes de point de décollement.
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Les temps de calcul 14 de l’évaluation de ces modes complexes non-linéaires en fonction
du nombre de nœuds de contact retenus sont proposés en figure V.28. Il est important de
noter que le temps de réduction du modèle numérique par la méthode de Craig-Bampton
est aussi influencé par le nombre de nœuds de contact retenus, toutefois ce temps de
réduction est faible comparé au temps de calcul du mode complexe non-linéaire.

Figure V.28 – Évolution du temps de calcul en fonction du nombre de nœuds de contact
retenus

L’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de nœuds de contact retenus
n’est pas linéaire : celle-ci se rapproche d’une évolution semblant polynomiale. Afin de
réduire de façon non-négligeable le temps de calcul tout en conservant une précision élevée
sur l’évaluation de la non-linéarité de frottement, il serait possible de ne conserver que
nc = 400 nœuds. Toutefois, l’objectif de ce travail de thèse est aussi de travailler sur un
modèle éléments finis employé dans l’industrie afin de conserver la précision mais aussi les
temps de calcul liés à ce type de modèle numérique. Dans ce chapitre, nc = 476 nœuds de
contact par sous-structure sont donc conservés dans la partition des nœuds maîtres.

2.3.3 Discrétisation temporelle de la période de la méthode d’alternance
temps / fréquence

Similairement au nombre de nœuds de contact retenus, la discrétisation temporelle
de la période de la méthode d’alternance temps / fréquence influence l’évaluation de la
non-linéarité de contact / frottement en termes de précision et dans une moindre mesure
en termes de temps de calcul. La figure V.29 représente la superposition de l’évolution
des paramètres modaux en fonction de l’amplitude du déplacement du point de référence
(coïncidant avec le point de mesure du vibromètre laser), évalués numériquement pour
plusieurs échantillonnages temporels. Ces différents modes complexes non-linéaires sont
évalués en employant les mêmes paramètres que les modes complexes non-linéaires de la
sous-section précédente, à savoir µ = 0.1, nh = 5 harmoniques et ne = 2 éléments, tout
en conservant nc = 476 noeuds de contact dans la partition des nœuds maîtres de chaque
sous-structure.

D’après la figure V.29, ce paramètre de discrétisation permet de stabiliser l’approxi-
mation dès nt = 16 échantillons. De plus, la figure V.29 permet de remarquer que ce
paramètre ne produit aucune variation du point de décollement.

14. Voir note de bas de page 6 (p. 154)
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Figure V.29 – Influence de la discrétisation temporelle de la période de la méthode
d’alternance temps / fréquence (µ = 0.1, nh = 5, ne = 2 et nc = 476)

Il est possible de noter que la discrétisation temporelle de la période de la méthode d’al-
ternance temps / fréquence ne doit pas inévitablement être une puissance de deux puisque
le passage du domaine temporel au domaine fréquentiel n’est pas réalisé au moyen d’une
transformée de Fourier rapide [35].

Cependant, l’effet de l’échantillonnage temporel de la période de la méthode d’al-
ternance temps / fréquence est aussi manifeste sur les réponses forcées présentées en
figure V.30. Celles-ci sont évaluées au moyen des mêmes paramètres que les modes com-
plexes non-linéaires précédents et pour une tension d’excitation de 180 V permettant un
effet non-linéaire important.
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Figure V.30 – Influence de la discrétisation temporelle de la période de la méthode
d’alternance temps / fréquence sur la résonance de la réponse forcée (µ = 0.1, nh = 5,
ne = 2 et nc = 476)
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L’agrandissement au voisinage de la résonance des réponses forcées de la figure V.30
permet de remarquer la présence d’oscillations sur les réponses forcées évaluées pour nt <
32 discrétisations aussi bien en amplitude V.30a qu’en phase V.30b. Afin de prévenir ces
distorsions sur les réponses forcées, les simulations de la suite de ce chapitre sont évaluées
pour un paramètre nt = 32 discrétisations.

2.3.4 Nombre d’harmoniques retenus

Le nombre d’harmoniques retenus est un paramètre prépondérant des simulations en
dynamique non-linéaire exposées dans ce mémoire de thèse. En effet, contrairement à
la dynamique linéaire des structures dont la réponse fréquentielle est contenue dans le
premier harmonique, la réponse du système non-linéaires en dynamique des structures
peut avoir un spectre fréquentiel plus large contenant des harmoniques supérieurs qu’il est
nécessaire de prendre en compte pour plus de précision. De plus, l’ajout d’un harmonique
dans la solution augmente le nombre d’inconnues de deux, une composante en ak et une
seconde en bk comme détaillé dans le chapitre II. Il est donc nécessaire de sélectionner
ce nombre d’harmoniques de façon optimale afin d’identifier le meilleur compromis entre
précision de l’évaluation de la solution et temps de calcul. Pour cela, une étude d’influence
est conduite sur ce paramètre et proposée en figure V.31. Les paramètres employés sont
identiques aux études d’influence précédentes, à savoir µ = 0.1, nc = 476 nœuds de contact
et ne = 2 éléments, tout en conservant nt = 32 discrétisations temporelles de la période
de la méthode d’alternance temps / fréquence.
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Figure V.31 – Étude d’influence sur le nombre d’harmoniques retenus (µ = 0.1, nc = 476,
ne = 2 et nt = 32)

Plusieurs constations peuvent être dressées en analysant cette figure V.31. La première
concerne les harmoniques pairs : ceux-ci n’apportent aucune contribution dans la réponse
dynamique comme il est possible de le distinguer entre les tracés des évolutions des pa-
ramètres modaux du mode complexe non-linéaire contenant un et deux harmoniques. Les
autres harmoniques pairs ne sont pas représentés en figure V.31 pour des considérations
pratiques, néanmoins leur effet est identique à celui du deuxième harmonique. Ces har-
moniques pairs pourraient donc être éliminés de la résolution de ce problème d’une aube
enchâssée dans un mors, ceci dans le but de réduire le temps de calcul de la simulation.
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La seconde constatation permet de sélectionner le nombre optimal d’harmoniques : à
partir de cinq harmoniques, l’évolution (ici monotone) des paramètres modaux ne varie
presque plus aussi bien en fréquence propre qu’en taux d’amortissement dans cet inter-
valle d’amplitude de déplacement. Les simulations numériques exécutées dans la suite de
ce chapitre sont donc réalisées pour un nombre d’harmoniques nh = 5. De plus, il est
possible de remarquer que l’influence de ce paramètre sur l’évolution du point décollement
est négligeable en comparaison de l’influence du nombre de nœuds discrétisant les portées
de contact, exposée en figures V.26 et V.27, ou du coefficient de frottement µ, proposée
dans la section suivante.

3 Confrontation entre essais vibratoires et simulations nu-
mériques

La section finale de ce chapitre contient les comparaisons entre les essais en dyna-
mique non-linéaire réalisés sur le système {aube+mors} et les simulations numériques
non-linéaires issues du modèle numérique de ce même système.

Cette section est scindée en deux parties. La première aborde la comparaison es-
sais / calculs pour de faibles amplitudes de déplacement et donc pour des simulations
et essais sur un système pouvant être considéré comme linéaire. Cette linéarité supposée
permet ainsi de recaler plusieurs paramètres numériques afin de compenser certaines hypo-
thèses de modélisation considérées en section V.2. La seconde partie s’intéresse à l’aspect
non-linéaire de cette comparaison, c’est-à-dire pour des amplitudes d’excitation activant
les effets non-linéaires de contact / frottement. Dans un premier temps, les paramètres
de contact / frottement, à savoir le coefficient de frottement isotrope et l’effort normal
de précharge 15, sont sélectionnés de manière à obtenir la meilleure corrélation des effets
non-linéaires entre les essais vibratoires sur mors et les simulations non-linéaires. Dans
un second temps, une analyse et une interprétation des résultats obtenus pour les deux
premiers modes de flexion sont proposées.

3.1 Étude linéaire

Une comparaison des paramètres modaux et des amplitudes à la résonance dans le cas
d’un système linéarisé est effectuée dans cette sous-section afin de s’assurer de la fidélité
du modèle numérique par rapport à la structure testée. Précédemment à ces comparaisons,
certains paramètres du modèle numérique nécessitent d’être recalés, notamment la masse
du mors et le coefficient d31 des actionneurs piézoélectriques.

3.1.1 Recalage des paramètres du modèle numérique

Le modèle éléments finis du système {aube+mors}, réalisé sur le logiciel ANSYS®,
contient quelques simplifications volontaires par rapport au montage expérimental 16 :

— Les alésages et les tuyaux de refroidissement du mors, visibles sur la figure V.1, ainsi
que les éléments du système de serrage (vis et barreaux), représentés en figure V.2,
ne sont pas considérés dans le modèle numérique afin de faciliter la représentation

15. Dans le cadre des essais sur mors, cette étude d’influence sur l’effort normal de précharge se justifie
par l’imprécision du système de serrage via les vis. Toutefois, lors des essais en rotation et donc pour une
précharge centrifuge, ce paramètre ne nécessite pas de recalage.
16. Pour rappel, le modèle numérique de l’aube en composite tissé 3D représente le plus fidèlement

possible l’aube composite de façon à travailler avec un modèle numérique employé dans l’industrie.
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de la pièce et la convergence de son maillage. Ces simplifications aboutissent à une
augmentation de la masse du mors et donc une diminution de ses fréquences de
résonance.

— Les films Kapton encapsulant la céramique ne sont pas représentés dans la modéli-
sation des patchs piézoélectriques ainsi que la colle fixant ces derniers sur les aubes.
Ces deux dernières simplifications entraînent une surestimation du couplage entre
les actionneurs piézoélectriques et l’aube par rapport aux résultats expérimentaux
résultant ainsi en de plus fortes amplitudes de déplacement.

Afin de compenser ces hypothèses de modélisation, deux paramètres du modèle numé-
rique sont recalés :

— Pour contrebalancer la simplification de la géométrie du mors, la masse volumique
du matériau du mors est ajustée de façon à ce que la masse du mors évaluée numé-
riquement soit identique à celle pesée précisément à la suite de la campagne d’essais
sur mors. Ainsi, la masse volumique du matériau du mors est diminuée de 8 %.

— Pour compenser les simplifications réalisées sur la modélisation des actionneurs pié-
zoélectriques, le coefficient d31 (dont la valeur initiale est donnée en annexe C.2),
prépondérant dans le couplage piézomécanique en flexion des actionneurs, est modi-
fié. Celui-ci est recalé afin que le déplacement évalué numériquement en tête d’aube
pour le premier mode de flexion soit équivalent à celui mesuré expérimentalement
au moyen du vibromètre laser pour une tension d’excitation de 20 V. Pour cette
opération, le modèle numérique du système {aube+mors} est linéarisé en collant
les portées à l’interface entre le mors et l’aube. De plus, l’amortissement modal
numérique est recalé par rapport au taux amortissement modal identifié expérimen-
talement sur les réponses forcées obtenues pour une tension de 20 V. Le coefficient
d31 est alors diminué de 35 % par rapport à sa valeur initiale dans le but de com-
penser les hypothèses de modélisation considérées mais aussi les dispersions dans le
positionnement expérimental des actionneurs sur l’aube ainsi que les dispersions liées
à l’homogénéisation des caractéristiques piézoélectriques fournies par le fabriquant
MIDÉ ou bien encore les dispersions d’efficacité entre les actionneurs. Ce recalage
peut paraître important, néanmoins les hypothèses prises en compte dans la modé-
lisation des actionneurs ainsi que les incertitudes sur le coefficient d31 fourni par le
fabriquant peuvent occasionner une augmentation de l’amplitude de déplacement de
cet ordre de grandeur.

3.1.2 Comparaison des paramètres modaux du système linéaire sous-jacent

Les écarts relatifs entre les fréquences propres et les taux d’amortissement expérimen-
taux et numériques linéaires pour les deux premiers modes de flexion sont consignés dans
le tableau V.8. Les paramètres modaux expérimentaux du système linéaire sous-jacent
sont identifiés à partir des essais large bande au moyen de la méthode LSRF (exposée en
section V.1). Par ailleurs, ces paramètres modaux expérimentaux linéaires sont similaires
à ceux obtenus en extrapolant les paramètres modaux issus des essais non-linéaires jusqu’à
l’ordonnée à l’origine. Les paramètres modaux numériques sont, quant à eux, évalués au
moyen d’une analyse modale linéaire pour un système {aube+mors} dont les portées à
l’interface des deux sous-structures sont collées.

Afin de donner un ordre de grandeur de la précision de la corrélation linéaire es-
sais / calculs, les écarts relatifs donnés dans le tableau V.8 sont comparés aux dispersions
expérimentales de ces mêmes paramètres identifiés grâce aux essais sur mors, dont l’ex-
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citation est réalisée au moyen d’un signal large bande, menés sur les dix-huit spécimens
du même type d’aube. Ces dispersions sont consignées dans le tableau V.8 sous forme
d’écarts-types.

Écart [%] 17 Dispersion [%]
1F −0.87 1.13
2F 0.94 0.96

(a) Fréquences propres

Écart [%] Dispersion [%]
1F 0.00 7.16
2F 0.00 9.05

(b) Taux d’amortissement

Tableau V.8 – Comparaison des paramètres modaux expérimentaux et numériques consi-
dérés linéaires

Les écarts relatifs entre les fréquences propres expérimentales et numériques considé-
rées linéaires des deux premiers modes de flexion sont inférieurs aux dispersions mesurées
sur les fréquences propres des dix-huit aubes de soufflante testées sur mors. Cette corréla-
tion des fréquences propres linéaires peut donc être considérée comme correcte voire même
très bonne si les très faibles écarts relatifs sont pris en compte (< 1 %).

De plus, la fréquence propre du premier mode de torsion (le mode suivant les deux
premiers modes de flexion) a été mesurée expérimentalement sur les dix-huit aubes et, en
particulier, sur celle pour laquelle la corrélation est réalisée : l’écart relatif entre l’essai
et la simulation linéaire est alors de −0.55 %, très inférieur à la dispersion des fréquences
propres du premier mode de torsion évaluée à 1.16 %.

Il est donc possible de considérer que le modèle numérique éléments finis du système
{aube+mors} reflète fidèlement la dynamique de la structure testée sur la gamme de
fréquence étudiée dans ces travaux de thèse, particulièrement en prenant en compte que
l’unique recalage du modèle a été réalisé sur la masse volumique du mors afin que la masse
numérique du mors soit égale à celle pesée.

L’écart entre le taux d’amortissement identifié expérimentalement et celui évalué numé-
riquement est nul puisque ce dernier est directement intégré dans l’évaluation des modes
complexes linéaires et non-linéaires à partir de la valeur expérimentale du mode consi-
déré. Il est néanmoins possible de remarquer que la dispersion des taux d’amortissement
identifiés expérimentalement sur les dix-huit aubes de la soufflante est faible (< 10 %).

3.1.3 Comparaison des amplitudes à la résonance du système linéaire sous-
jacent

Les écarts relatifs entre les amplitudes expérimentales et numériques linéaires à la ré-
sonance (du déplacement en tête d’aube et des déformations en pied d’aube) pour les
deux premiers modes de flexion sont consignés dans le tableau V.9. Les amplitudes expé-
rimentales maximales sont mesurées au moyen du vibromètre laser pour le déplacement
en tête d’aube et des deux jauges pour les déformations en pied d’aube, ceci pour une
excitation de 20 V au voisinage de la résonance aboutissant à une réponse dynamique
proche d’une réponse linéaire. Les amplitudes numériques sont, quant à elles, évaluées au
moyen d’un modèle numérique linéarisé, dont les portées à l’interface entre le mors et
l’aube sont collées. De plus, le modèle numérique est réduit au moyen de la technique de
Craig-Bampton et les déplacements et déformations sont extraits au moyen des techniques
de post-traitement présentées en section V.2. Pour cette comparaison des amplitudes de la

17. Le signe des écarts est défini en comparant les résultats numériques par rapport aux résultats expé-
rimentaux
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réponse forcée linéaire, l’amortissement modal numérique est recalé par rapport à l’amor-
tissement modal identifié sur les réponses forcées obtenues pour une tension de 20 V,
comme expliqué précédemment.

Écart [%] Dispersion [%]
1F −0.33 9.85
2F 0.41 15.41

(a) Déplacements mesurés par le vibromètre

Écart [%] Dispersion [%]
1F −0.38 17.64
2F 3.36 34.83

(b) Déformations mesurées par la jauge n°1

Écart [%] Dispersion [%]
1F −1.61 52.59
2F −41.14 89.86

(c) Déformations mesurées par la jauge n°2

Tableau V.9 – Comparaison des déplacements et des déformations expérimentaux et
numériques considérés linéaires à la résonance pour une tension de 20 V

Tout d’abord, il est important de constater que les écarts entre les amplitudes expé-
rimentales et numériques à la résonance sont tous largement inférieurs aux dispersions
mesurées expérimentalement sur les aubes de la soufflante aussi bien pour le premier que
pour le deuxième mode de flexion. De plus, il est possible de constater que ces dispersions
en amplitude sont très supérieures aux incertitudes de mesure expérimentales évaluées en
section V.1 ; ces incertitudes de mesure sont donc négligées par rapport à ces dispersions.

Les écarts entre les amplitudes expérimentales et numériques du déplacement en tête
d’aube, fournis dans le tableau V.9a, sont faibles ce qui est logique puisque le coefficient
d31 du matériau des actionneurs piézoélectriques est recalé par rapport à ces déplacements
en tête d’aube. Il est cependant intéressant de constater que le ratio entre les déplacements
en tête d’aube du premier et du deuxième mode de flexion est respecté ce qui implique une
implémentation correcte de la procédure de post-traitement des déplacements numériques
en tête d’aube développée en section V.2.

De même que les écarts entre les déplacements en tête d’aube, les écarts entre les défor-
mations en pied d’aube expérimentales et numériques sont très faibles et largement infé-
rieurs aux dispersions mesurées. Ceci traduit une excellente fidélité du modèle numérique
linéarisé par rapport au dispositif expérimental. En effet, celui-ci permet de reconstituer
précisément les déformées modales des modes considérés dans cette étude. De plus, ces
faibles écarts permettent de valider la procédure numérique de post-traitement des défor-
mations en pied d’aube, développée en section V.2.

Néanmoins, il est possible de constater un écart important entre les déformations mesu-
rées par l’intermédiaire de la jauge n°2 pour le deuxième mode de flexion et celles évaluées
numériquement. Cet écart élevé résulte des très faibles déformations mesurées par cette
jauge pour ce mode (inférieures à la dizaine de micro-déformations et du même ordre de
grandeur que l’incertitude de mesure absolue de la chaîne d’acquisition des jauges de dé-
formation) mais également de la grande sensibilité par rapport à la position de cette jauge
pour ce mode de vibration.

Ces comparaisons entre les données expérimentales et numériques du modèle linéarisé
aboutissent à d’excellents résultats, aussi bien pour les fréquences propres que pour les
amplitudes à la résonance des deux premiers modes de flexion, qui sont les modes ciblés
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dans cette étude. Il peut donc être considéré que le modèle numérique linéarisé représente
très fidèlement la dynamique linéaire du système {aube+mors} sur la plage fréquentielle
étudiée, en termes de fréquences propres et de déformées modales ; ceci en recalant très
peu de paramètres numériques.

Cette confrontation en dynamique linéaire offre des fondations solides pour la confron-
tation entre les résultats expérimentaux et numériques en dynamique non-linéaire qui est
l’objectif principal de ce chapitre et qui est exposée en sous-section suivante. De plus,
celle-ci permet de valider le modèle numérique de l’aube mais aussi certaines étapes de
la phase préparatoire comme la procédure de précharge, la condensation des degrés de
liberté électriques, la réduction par la méthode de Craig-Bampton ainsi que les techniques
de post-traitement des résultats qui sont réemployées dans le chapitre VI consacré à la
comparaison des essais en rotation de la soufflante et ses simulations numériques associées.

3.2 Étude non-linéaire

Les excellents résultats des comparaisons dans le domaine de comportement quasi-
linéaire permettent d’aborder les comparaisons en dynamique non-linéaire à partir d’un
modèle numérique linéarisé représentant fidèlement la structure testée aussi bien en fré-
quence propre qu’en déformées modales pour les modes de vibration ciblés.

Afin d’aborder la confrontation dans le cas non-linéaire, il est nécessaire de recaler les
paramètres influant la non-linéarité, à savoir le coefficient de frottement isotrope et l’effort
normal de précharge, avant de pouvoir comparer et analyser les résultats expérimentaux
et numériques.

3.2.1 Influence des paramètres de contact / frottement

Les effets non-linéaires du contact et du frottement en pied d’aube sont évalués au
moyen de la méthode des Lagrangiens dynamiques, décrite en annexe A. Cette technique
de résolution de la loi de contact unilatérale et de la loi de frottement de Coulomb, décrit
la non-linéarité au moyen de deux paramètres principaux, à savoir l’effort normal de pré-
charge (noté N0) et le coefficient de frottement isotrope (noté µ).

Dans le cas de ces essais sur mors, ces deux paramètres sont appréhendés avec beau-
coup d’incertitudes. En effet, le coefficient de frottement est un paramètre toujours difficile
à évaluer en dynamique et qui nécessite, dans la grande majorité des cas, un recalage au
moyen d’essais. De plus, ce paramètre présente une variabilité importante en fonction de
la température, des états de surface ou de la lubrification. L’effort normal de précharge est
aussi un paramètre expérimental mal maîtrisé puisque, bien que le couple de serrage des
vis contraignant la cale soit précisément connu, le calcul permettant d’exprimer l’effort de
serrage de la cale sur l’aube nécessite la connaissance du coefficient de frottement entre
les pas des vis de serrage et les taraudages du mors qui, lui même, dépend des conditions
de lubrification entre les deux éléments.

Une étude d’influence sur ces deux paramètres, à comparer aux résultats expérimen-
taux non-linéaires, est donc nécessaire afin d’effectuer un recalage aussi précis que possible
de ces deux paramètres. Ces études d’influence sont réalisées en fixant les paramètres de
simulation à nh = 5 harmoniques, nt = 32 discrétisations temporelles, ne = 2 éléments
dans l’épaisseur des actionneurs et nc = 476 nœuds de contact.

Effort normal de précharge. Au regard de la loi de Coulomb, évaluée au moyen
de la DLFT, faisant toujours intervenir l’effort normal de précharge et le coefficient de
frottement simultanément, il est nécessaire de contrôler la variation de ces deux paramètres
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l’un par rapport à l’autre. Dans cette optique, deux simulations non-linéaires pour chaque
mode ciblé sont accomplies en divisant par deux l’un des deux paramètres dans chacune
d’entre elles. Les évolutions en fonction de l’amplitude en tête d’aube des paramètres
modaux des modes complexes non-linéaires ainsi évalués sont exposées en figure V.32.

 = 0.1 & N
0

 = 0.05 & N
0

 = 0.1 & N
0
 / 2

(a) Fréquence propre

 = 0.1 & N
0

 = 0.05 & N
0

 = 0.1 & N
0
 / 2

(b) Taux d’amortissement

Figure V.32 – Étude d’influence sur l’effort normal de précharge

L’étude d’influence présentée en figure V.32 permet d’observer que l’influence du coef-
ficient de frottement et celle de l’effort normal de précharge sur l’évolution des paramètres
modaux sont similaires. En effet, les deux courbes représentant l’évolution des paramètres
modaux pour un coefficient de frottement et un effort normal de précharge successivement
diminués de moitié sont superposées, en taux d’amortissement et en fréquence de réso-
nance (un décalage à l’origine est perceptible pour cette dernière, dû à la rigidité de la
liaison entre la cale et le pied d’aube, elle-même dépendante de l’effort de précharge).

Cette étude d’influence permet de constater que ces deux paramètres sont intimement
liés comme le laissait présager la loi de Coulomb. Ainsi, l’étude d’un seul de ces deux
paramètres est nécessaire pour recaler les effets dynamiques non-linéaires de la structure.
Le coefficient de frottement µ a été sélectionné dans ce dessein puisque celui-ci n’intervient
dans le processus de simulation non-linéaire qu’à partir de l’étape d’évaluation du mode
complexe non-linéaire tandis que l’effort normal de précharge est présent dès l’étape de
précharge statique. Il est donc plus aisé de faire varier le coefficient de frottement, c’est
pourquoi l’effort normal de précharge est fixé à sa valeur théorique, pour un frottement
considéré comme lubrifié. Cette valeur théorique de précharge aboutit à l’application d’une
température locale sur la cale de 170 ◦C permettant de dilater numériquement cette der-
nière, comme décrit en section V.2.

Il est important de noter que plusieurs efforts expérimentaux de serrage de l’aube
contre l’alvéole du mors auraient permis de recaler plus précisément ce paramètre mais
aussi de comparer différents comportements non-linéaires. Néanmoins, comme mentionné
précédemment, la comparaison calculs / essais ne faisait pas partie des objectifs initiaux
de ces essais sur mors.
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Coefficient de frottement. Cette étude d’influence du coefficient de frottement iso-
trope sur la réponse non-linéaire de la structure est exposée en figures V.33 et V.35 pour
les deux premiers modes de flexion.

Exp.  = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(a) Fréquence propre

Exp.  = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(b) Taux d’amortissement

Figure V.33 – Étude d’influence sur le coefficient de frottement pour le premier mode de
flexion

 = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(a) Fréquence propre

 = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(b) Taux d’amortissement

Figure V.34 – Agrandissement de l’étude d’influence sur le coefficient de frottement pour
le premier mode de flexion autour de la zone de décollement

Ces figures représentent l’évolution des paramètres modaux pour différents coefficients
de frottement isotropes (de µ = 0, 095 à µ = 0, 1). Les évolutions des paramètres modaux
évalués numériquement sont comparées aux évolutions des paramètres modaux identifiés
expérimentalement (toujours au moyen de la méthode LSRF détaillée en section V.1) en
fonction de l’amplitude du déplacement en tête d’aube. Par ailleurs, les fréquences propres
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évaluées numériquement à très faible amplitude (linéaire) sont normalisées par rapport aux
fréquences propres identifiées expérimentalement dans le but de comparer plus aisément
leurs évolutions les unes par rapport aux autres.

Exp.  = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(a) Fréquence propre

Exp.  = 0.09  = 0.095  = 0.1  = 0.105  = 0.11

(b) Taux d’amortissement

Figure V.35 – Étude d’influence sur le coefficient de frottement pour le deuxième mode
de flexion
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(b) Taux d’amortissement

Figure V.36 – Agrandissement de l’étude d’influence sur le coefficient de frottement pour
le deuxième mode de flexion autour de la zone de décollement

En se bornant uniquement à la sélection du coefficient de frottement présentant le
meilleur compromis entre les effets non-linéaires des deux premiers modes de flexion et
aboutissant donc à une minimisation des écarts entre essais et simulations numériques,
µ = 0, 1 semble être la valeur répondant à ce critère. Cette valeur de µ = 0, 1 permet
particulièrement d’approcher l’évolution du taux d’amortissement (paramètre modal in-
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fluant au premier ordre l’amplitude de la réponse forcée) pour le premier mode de flexion,
mode présentant l’effet non-linéaire le plus important. Cependant, les figures V.33 et V.35
permettent de montrer que le point de décollement, initiant la phase de glissement de la
non-linéarité, diffère entre essais et simulations numériques. En effet, le glissement débute
dès les premiers points de mesure expérimentaux tandis qu’il survient pour des amplitudes
bien plus importantes dans le cadre des simulations.

Par ailleurs, comme exposé en figure V.34 et V.36, il est possible de remarquer que
le décollement est très sensible aux variations du coefficient de frottement ; plus sensible
que les paramètres testés numériquement en section V.2, tels que le nombre de nœuds de
contact ou le nombre d’harmoniques retenus, pour lesquels l’influence sur le décollement
est relativement faible. Il est aussi possible d’observer que plus le coefficient de frottement
est faible, plus le glissement débute à basse amplitude : le comportement dynamique se
rapproche ainsi de celui observé expérimentalement.

Des remarques et des analyses plus approfondies à propos de la comparaison des ré-
sultats expérimentaux et numériques sont présentées dans la sous-section suivante.

3.2.2 Comparaison des paramètres modaux et des amplitudes dans le cas
non-linéaire

Les figures V.37 et V.38 comparent l’évolution des paramètres modaux expérimentaux
et numériques en fonction de l’amplitude du déplacement en tête d’aube pour les deux
premiers modes de flexion. Les paramètres de simulation employés pour réaliser ces der-
nières sont ceux sélectionnés au moyen des études d’influence des sections et sous-sections
précédentes, à savoir µ = 0.1, nh = 5 harmoniques, nt = 32 discrétisations temporelles,
ne = 2 éléments et nc = 476 nœuds de contact. De surcroît, il est important de noter que
les déplacements et les déformations expérimentaux relevés à la résonance sont équivalents
aux amplitudes modales identifiées (car un seul mode distinct des autres est étudié dans
chacune des réponses forcées au voisinage de la résonance).

La première observation pouvant être extraite de ces différentes comparaisons concerne
le faible effet non-linéaire relevé expérimentalement, en particulier pour les fréquences
propres. En effet, le décalage fréquentiel maximal observé est de 0.16 % et 0.07 % par rap-
port à la fréquence propre linéaire, respectivement pour le premier et le deuxième mode de
flexion. L’augmentation maximale du taux d’amortissement est, quant à elle, plus impor-
tante, celle-ci est de 46 % et 16 % toujours par rapport à la valeur linéaire du premier et
du deuxième mode de flexion. Ce faible effet non-linéaire peut être expliqué par le couple
de serrage expérimental appliqué sur les vis de serrage de la cale permettant des efforts
de contact entre les portées de l’alvéole et de l’aube représentatifs des efforts de contact
induits par les efforts centrifuges d’une aube en rotation pour une vitesse de rotation cor-
respondant à 70 % de la vitesse de rotation nominale de la soufflante. Comme explicité
précédemment, un second couple de serrage plus faible que celui-ci aurait permis des effets
non-linéaires plus importants et ainsi facilité la corrélation essais / calculs. Cependant,
des comparaisons de paramètres modaux non-linéaires numériques et expérimentaux avec
des efforts normaux de contact plus faibles sont effectuées dans le chapitre VI.

Ces faibles effets non-linéaires, exceptés pour le taux d’amortissement du premier mode
de flexion, ne permettent pas d’évaluer précisément les écarts potentiels entre la compa-
raison entre les résultats expérimentaux et numériques. Par ailleurs, c’est l’une des raisons
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(a) Fréquence propre

(b) Taux d’amortissement

Figure V.37 – Comparaison de l’évolution des paramètres modaux expérimentaux ( ) et
numériques ( ) pour le premier mode de flexion en fonction de l’amplitude du déplacement
en tête d’aube

(a) Fréquence propre

(b) Taux d’amortissement

Figure V.38 – Comparaison de l’évolution des paramètres modaux expérimentaux ( ) et
numériques ( ) pour le deuxième mode de flexion en fonction de l’amplitude du déplace-
ment en tête d’aube

pour lesquelles le coefficient de frottement a été calibré par rapport au taux d’amortisse-
ment du premier mode de flexion.

Concernant la confrontation des effets non-linéaires entre les résultats expérimentaux
et numériques du premier mode de flexion, la première remarque pouvant être émise a trait
au très faible décalage fréquentiel numérique comparé à l’augmentation du taux amortis-
sement numérique. En effet, ce dernier est comparable à sa valeur expérimentale pour
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l’amplitude la plus forte obtenue en essais tandis que la fréquence propre associée reste
très proche de sa valeur linéaire. De plus, en examinant attentivement l’évolution du taux
d’amortissement, il est possible de déceler un décalage dans le processus de frottement
entre les essais et les simulations non-linéaires. L’augmentation du taux d’amortissement
dès le deuxième point expérimental indique que la phase de glissement, explicitée dans le
chapitre II, est déjà entamée tandis que cette phase de glissement commence plus tard
numériquement comme le révèle la figure V.37.

Dans le but de compenser cet écart dans l’origine du décollement (au moins pour le taux
d’amortissement), il serait nécessaire que le coefficient de frottement soit plus petit pour
les amplitudes de vibration les plus faibles. Tel que présenté dans les études d’influences
précédentes, le coefficient de frottement µ pilote majoritairement le point de décollement
initiant le démarrage de la phase de glissement. Il serait ainsi envisageable de faire va-
rier celui-ci en fonction de l’amplitude de déplacement en tête de pale. La figure V.39
permet d’évaluer l’évolution du coefficient de frottement nécessaire au recalage des me-
sures expérimentales. Dans cette dernière, les intersections entre les évolutions des taux
d’amortissement des modes complexes non-linéaires, évalués pour différents coefficients
de frottement, et l’interpolation linéaire des mesures expérimentales sont relevées afin de
tracer l’évolution du coefficient de frottement µ en fonction de l’amplitude de déplacement
en tête d’aube.

Exp.

 = 0.09

 = 0.095

 = 0.1

 = 0.105

 = 0.11

 = 0.005

(a) Recalage du coefficient de friction µ -
interpolation des mesures expérimentales ( )

(b) Évolution du coefficient de friction µ
nécessaire à la corrélation

Figure V.39 – Évaluation de l’évolution du coefficient de friction µ en fonction de l’am-
plitude de déplacement en tête d’aube

Une évolution linéaire croissante du coefficient de frottement µ en fonction du déplace-
ment en tête d’aube permettrait de mieux suivre l’évolution expérimentale des paramètres
modaux (et, en particulier, le taux d’amortissement). Ces valeurs du coefficient de frotte-
ment semblent réalistes, celles-ci sont cependant uniquement valables pour les amplitudes
de déplacement testées puisque les essais sur mors ne permettent pas de tester les simula-
tions numériques au-delà.

Relier les coefficients de frottement obtenus à un déplacement de référence en pied
d’aube ou à la moyenne des déplacements sur les portées permettraient de rendre cette
évolution plus physique. Toutefois, la forme du mode complexe non-linéaire évolue peu
pour cette plage d’amplitudes de déplacement, comme l’expose la figure V.40, il est donc
possible de conserver cette relation entre les paramètres. Par ailleurs, une caractérisation
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tribologique expérimentale et numérique du contact permettrait de statuer sur la cohé-
rence de cette tendance.

Il est à noter que le nombre de nœuds de contact discrétisant les portées est aussi un
paramètre influant le point de décollement mais celui-ci n’a pu être investigué dans une
plage importante de variation par limitation du maillage et du temps de calcul. Néan-
moins, il pourrait être investigué sur une structure test, de type éprouvette numérique.

Des points expérimentaux supplémentaires pour des tensions d’excitation plus élevées
auraient permis de se rendre compte si l’évolution des paramètres modaux s’intensifie
comme constaté numériquement. Néanmoins, à cause des limitations de l’amplificateur
détaillées en section V.1, ces tensions d’excitations supplémentaires sont inenvisageables.

Concernant le deuxième mode de flexion, les observations sont manifestes. En effet, la
fréquence propre et le taux d’amortissement dans le cas des simulations numériques non-
linéaires restent constants sur toute la plage d’amplitude étudiée ce qui traduit le fait que
les portées de l’aube restent collées à celles du mors. A contrario, un très léger décalage
fréquentiel et une faible augmentation du taux d’amortissement dans le cas des essais sur
mors impliquent un glissement des portées l’une par rapport à l’autre, ce que ne reflètent
donc pas les simulations numériques non-linéaires pour le deuxième mode de flexion. Les
simulations numériques ne sont donc pas prédictives entre les deux modes de flexion ce
qui peut être dû à une répartition différente des zones de glissement entre ces derniers.

À l’instar du premier mode de flexion, une évolution du coefficient de frottement en
fonction de l’amplitude de déplacement en tête d’aube permettrait de se rapprocher du
comportement dynamique expérimental. Les valeurs du coefficient de frottement seraient
toutefois plus faibles que celles du premier mode de flexion.

Néanmoins, les écarts entre les amplitudes expérimentales et numériques de déplace-
ment et de déformation ne sont pas importants du fait des faibles effets non-linéaires en jeu
dans ces essais sur mors. Ces comparaisons de l’évolution des amplitudes expérimentales
et numériques en fonction de la tension d’excitation sont proposées en figure V.40 et V.41
pour le premier et le deuxième mode de flexion, respectivement.

Aussi bien pour le premier mode de flexion que pour le deuxième, les écarts en ampli-
tude sont faibles quelque soit la tension d’excitation située dans la plage admissible par
l’amplificateur de puissance.

La comparaison entre les déformations mesurées expérimentalement et évaluées nu-
mériquement à l’emplacement de la jauge n°2 aboutit à un écart très important, néan-
moins, celui-ci n’est pas dû à l’évaluation des effets non-linéaires mais à l’important écart
déjà constaté lors des confrontations linéaires dont les résultats sont présentés dans le
tableau V.9.

L’écart relatif maximum relevé entre les amplitudes numériques et expérimentales pour
le premier mode de flexion est de 15 %. Ce dernier est relevé au point de mesure pour le-
quel l’écart relatif entre les taux d’amortissement est le plus élevé soit pour une tension
de 60 V.

Quant au deuxième mode de flexion, outre la jauge n°2, l’écart relatif maximum relevé
est de 4 %. L’écart entre résultats expérimentaux et numériques augmente continuellement
en fonction de la tension d’excitation, tout comme l’écart relatif sur le taux d’amortisse-
ment. Cependant, ce dernier est quelque peu compensé par l’écart sur la fréquence propre
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(a) Déplacements mesurés par le vibromètre laser à la résonance

(b) Déformations mesurées par la jauge n°1 à la résonance

(c) Déformations mesurées par la jauge n°2 à la résonance

Figure V.40 – Comparaison de l’évolution des déplacements et des déformations expé-
rimentaux ( ) et numériques non-linéaires ( ) et linéaires ( ) à la résonance pour le
premier mode de flexion en fonction de la tension d’excitation

qui, contrairement à l’écart relatif sur le taux d’amortissement, a tendance à réduire l’am-
plitude des déplacements et des déformations.

Plusieurs éléments peuvent expliquer les écarts obtenus entre les paramètres modaux
identifiés lors des essais vibratoires sur mors et ceux évalués au moyen des simulations dy-
namiques non-linéaires, impactant ainsi les amplitudes de déplacement et de déformation
à la résonance.

La première cause et certainement celle prépondérante est la loi de contact et de frot-
tement employée pour évaluer les effets non-linéaires du système {aube+mors}. La loi de
contact unilatéral et la loi de frottement de Coulomb, évaluées au moyen de la DLFT, sont
des lois fortement non-régulières et pouvant être qualifiées de tout ou rien. Des lois plus
régulières, comme la loi de contact linéaire par morceaux ou la loi de glissement élastique
décrites dans le chapitre I, pourraient permettre une évolution des paramètres modaux
plus précoce et plus douce telle celle observée expérimentalement pour les deux modes de
flexion. L’ajout de raideurs aux nœuds de contact selon les trois directions, une normale
(contact) et deux tangentielles (frottement), à l’interface de contact (principe de la loi de
contact linéaire par morceaux et de la loi de glissement élastique) est la technique employée
par Charleux [29] et Laxalde [122] afin d’améliorer la corrélation de leurs essais vibratoires
non-linéaires en rotation. Cet ajout de raideurs permet aussi de recaler l’effet non-linéaire
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(a) Déplacements mesurés par le vibromètre laser à la résonance

(b) Déformations mesurées par la jauge n°1 à la résonance

(c) Déformations mesurées par la jauge n°2 à la résonance

Figure V.41 – Comparaison de l’évolution des déplacements et des déformations expé-
rimentaux ( ) et numériques non-linéaires ( ) et linéaires ( ) à la résonance pour le
deuxième mode de flexion en fonction de la tension d’excitation

du système au moyen de deux ou trois paramètres supplémentaires (en fonction du choix
des raideurs tangentielles). Ces raideurs sont néanmoins difficiles à recaler comme le sou-
ligne Charleux dans son mémoire de thèse [29]. De plus, l’ajout de ces dernières dans les
simulations numériques ne permet pas nécessairement d’améliorer la prédiction du déca-
lage de la fréquence propre en fonction de l’amplitude de vibration qui reste plus faible
numériquement qu’expérimentalement [29, 122, 151].

Par ailleurs, l’emploi d’une loi de frottement de Bouc-Wen [20, 233], évoquée dans le
chapitre I, pourrait permettre de prendre en compte les phénomènes de micro-glissements
à l’interface entre le mors et l’aube et ainsi améliorer la représentation des effets non-
linéaires.

Le second élément permettant d’expliquer ces écarts peut provenir des hypothèses de
modélisation formulées et plus précisément de l’absence du clinquant à l’interface entre
le modèle numérique de l’aube et du mors. En effet, la présence d’un troisième corps
de faible épaisseur entre les portées du mors et celles de l’aube, possédant ses propres dé-
placements et efforts, peut influer sur la dynamique non-linéaire du système {aube+mors}.

Une autre explication possible concerne le contact frottant entre la cale et l’aube,
permettant de précharger cette dernière. Ce contact frottant est considéré en tant que tel
lors de l’étape de précharge statique mais est relâché par la suite dans le but de réduire
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le nombre de degrés de liberté de contact / frottement à résoudre lors des simulations
numériques non-linéaires.

Une étude d’influence numérique était initialement envisagée afin d’évaluer l’effet de ce
contact entre la cale et l’aube sur la dynamique non-linéaire de la structure. Cependant,
le modèle éléments finis fourni ne permet pas d’obtenir une coïncidence entre les nœuds
de l’aube et ceux de la cale. Sans cette coïncidence, il n’est pas possible d’employer la
DLFT pour évaluer les termes non-linéaires puisque cette dernière exploite un formalisme
de contact nœud à nœud.

4 Bilan

Ce chapitre a permis d’effectuer une première comparaison entre essais vibratoires et
simulations numériques, faisant apparaître des comportements non-linéaires, sur un sous-
système, en apparence, plus facile à aborder qu’une soufflante composite en rotation, à
savoir une aube isolée en composite tissé 3D enchassée dans un mors.

Dans un premier temps, les essais vibratoires sur le système {aube+mors} ont été expo-
sés en commençant par le dispositif expérimental pour lequel le montage, l’instrumentation
et le système d’excitation au moyen d’actionneurs piézoélectriques ont été détaillés. Les
méthodes expérimentales exploitées dans ces essais ont aussi été développées et en par-
ticulier l’identification modale des réponses forcées permettant d’extraire les paramètres
modaux principaux du système, c’est-à-dire principalement la fréquence propre et le taux
d’amortissement du mode identifié.

Dans un deuxième temps, les simulations numériques ont été abordées en présentant
le modèle éléments finis de la structure étudiée et des actionneurs piézoélectriques. Les
méthodes numériques de condensation, de réduction, de résolution et de post-traitement,
exposées dans les chapitres précédents (II, III et IV) et préalables à l’évaluation des ré-
ponses forcées numériques non-linéaires, ont été traitées du point de vue de leur application
à ce système particulier. De plus, des études d’influence ont été menées sur plusieurs pa-
ramètres du modèle et des simulations numériques afin d’obtenir le meilleur compromis
entre temps de calcul et précision de la solution.

Dans un dernier temps, la confrontation entre les résultats expérimentaux et numé-
riques pour les deux premiers modes de flexion a été analysée et commentée ; tout abord
pour le système excité avec de faibles amplitudes et donc considéré comme linéaire, puis
en dynamique non-linéaire.

Cette comparaison essais / simulations numériques a été très concluante dans le cadre
linéaire (pour de faibles excitations) en termes de fréquences propres, de taux d’amortisse-
ment mais aussi d’amplitudes à la résonance sur les modes étudiés. De plus, les écarts entre
les données expérimentales et numériques ont été comparés aux dispersions des paramètres
modaux et des amplitudes à la résonance obtenues au moyen des essais sur mors sur les
dix-huit aubes de la soufflante. Ces écarts ont tous été inférieurs, voire très inférieurs, aux
dispersions pouvant être rencontrées sur les aubes de la soufflante composite.

La comparaison entre les essais et les simulations en dynamique non-linéaire a été
moins concluante que dans le cas linéaire. En effet, un décalage dans la phase de frotte-
ment entre les effets non-linéaires expérimentaux et numériques a été perceptible sur les
évolutions des paramètres modaux des deux modes étudiés. De plus, l’évolution numérique
des paramètres modaux présentait une évolution moins régulière contrairement à celle ex-
périmentale plus progressive.

Ces différences d’évolution des paramètres modaux non-linéaires ont été imputées aux
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lois de contact et de frottement employées ainsi qu’à certaines simplifications effectuées
lors de la modélisation comme détaillée en section V.3.2. Cependant, l’évolution numérique
des paramètres modaux (et notamment du taux d’amortissement) a été recalée sur leur
évolution expérimentale, au moins sur la plage d’amplitude testée expérimentalement. Ce
recalage a été réalisé en augmentant le coefficient de frottement en fonction de l’ampli-
tude de vibration pour permettre de décaler le point de décollement, initiant la phase de
glissement de la non-linéarité, vers des amplitudes de vibration plus faibles.

Néanmoins, les écarts en termes d’amplitude de déplacements et de déformations ont
été faibles résultant des effets non-linéaires modérés, rencontrés durant ces essais sur mors.
Ces derniers ne favorisaient pas la comparaison entre les essais et les simulations non-
linéaires, c’est pourquoi des essais complémentaires pour différents efforts normaux de
précharge auraient permis d’effectuer la confrontation pour plusieurs effets non-linéaires.

Les essais en rotation exposés dans le chapitre VI peuvent permettre de statuer sur
ces différences d’évolution des paramètres modaux de la structure puisque ces essais sont
réalisés pour plusieurs vitesses de rotation et donc différents efforts normaux de précharge,
précisément connus.

De plus, ces essais en rotation permettent également une comparaison de la dynamique
expérimentale non-linéaire d’une soufflante, employée dans l’industrie et donc désaccor-
dée, en rotation avec les simulations numériques réalisées sur un modèle éléments finis
de soufflante (également désaccordé) réduit, condensé et résolu au moyen des techniques
présentées dans les chapitres II, III et IV.

Par ailleurs, une majorité des techniques expérimentales présentées dans ce chapitre,
telles que l’instrumentation employée sur les aubes, le système d’excitation par actionneurs
piézoélectriques ainsi que l’identification modale des réponses forcées sont réemployées
dans les essais en rotation du chapitre suivant. Tout comme les méthodes numériques
telles que le modèle numérique de l’aube composite et des actionneurs piézoélectriques, les
méthodes numériques de réduction, de condensation et de résolution mais aussi les études
d’influence réalisées sur les paramètres du modèle et des simulations numériques servent
de base aux simulations numériques non-linéaires de la soufflante composite en rotation
du chapitre VI.



Chapitre VI

Essais et simulations numériques
d’une soufflante en rotation

Les essais en rotation sur une soufflante composite de type LEAP à l’intérieur de l’en-
ceinte sous-vide du banc PHARE#1 constituent l’aboutissement expérimental de ce travail
de thèse. De même, les simulations numériques non-linéaires d’une soufflante désaccordée
de taille industrielle forment le final numérique des différents chapitres de ce mémoire
consacrés à la résolution non-linéaire du problème, à la réduction du modèle numérique
et à la modélisation piézomécanique des actionneurs piézoélectriques excitant les aubes de
la soufflante. La comparaison entre ces essais en rotation et ces simulations numériques
en dynamique non-linéaire offre l’opportunité de valider le travail numérique effectué dans
le cadre de cette thèse mais permet aussi d’offrir des axes d’amélioration concernant les
simulations numériques ainsi que de définir de nouveaux essais permettant de faire évoluer
la compréhension de la dynamique roues aubagées en rotation.

Les essais en rotation réalisés sont détaillés dans la première section de ce chapitre en
détaillant particulièrement le moyen d’essais PHARE#1 et les méthodes expérimentales
exploitées. La deuxième section expose les simulations numériques non-linéaires réalisées
à partir du modèle numérique éléments finis de la soufflante et notamment l’influence du
désaccordage numérique des aubes de la soufflante sur la réponse vibratoire. Pour conclure
ce chapitre, les confrontations entre les essais vibratoires en rotation et les simulations nu-
mériques non-linéaires sont présentées.
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Il est important de mentionner que pour des raisons de confidentialité industrielle,
les grandeurs (fréquence, taux d’amortissement, amplitudes de déformation et résidus)
exposées dans ce chapitre sont normalisées.

1 Analyse expérimentale non-linéaire en rotation
Comme énoncé en introduction de ce mémoire de thèse, les essais vibratoires en rotation

présentés dans cette section sont réalisés au moyen du module structure dit PHARE#1
(pour Plateforme macHines tournantes pour la mAîtrise des Risques Environnementaux)
de la plateforme Dynamique des Machines Tournantes du LTDS. Le banc PHARE#1 a
été conçu et développé au LTDS ces dernières années dans la perspective de parfaire la
compréhension des phénomènes vibratoires affectant les machines tournantes et particuliè-
rement les roues aubagées. PHARE#1 est un banc d’essais de recherche dédié aux essais
vibratoires de structures tournantes à l’échelle 1:1, employées dans l’industrie. Celui-ci
permet d’étudier les structures tournantes d’un point de vue purement mécanique, à cet
effet ces dernières sont placées dans la cuve sous-vide du banc.

La conception du banc ainsi que son importante instrumentation sont telles que celui-ci
est capable de tester de nombreux types de machines tournantes mais aussi de répondre à
de nombreuses problématiques posées dans différentes thématiques de recherche. Parmi ces
dernières, il est possible de mentionner la réponse forcée des roues aubagées [14, 46, 64, 69],
les instabilités de contact entre les aubes et le carter [3, 150, 168], les phénomènes non-
linéaires de friction et d’usure [28, 96] ou bien encore le contrôle vibratoire actif [30, 49]
ou passif [123, 131, 207] des structures tournantes pour ne citer que celles-ci.

La première campagne d’essais du banc PHARE#1, aboutissant notamment aux tra-
vaux présentés dans ce chapitre, se concentre sur l’étude des réponses forcées d’une souf-
flante complète en composite tissé 3D en rotation à des vitesses représentatives des régimes
de fonctionnement. De surcroît, cette campagne autorise l’étude des effets du désaccordage
de la structure en rotation ainsi que l’étude de l’amortissement structural et celui induit
par la friction en pied d’aube.

Afin d’exciter la structure sous-vide avec des amplitudes de vibration réalistes, chacune
des dix-huit aubes de la soufflante est excitée indépendamment au moyen d’un système
composé de plusieurs actionneurs piézoélectriques fixés sur celles-ci. Une partie des com-
posants de cette chaîne d’excitation, à savoir les actionneurs et l’amplificateur multivoie
de puissance, ont déjà été exposés dans le chapitre V.

Par ailleurs, un fragment des résultats expérimentaux exposés dans ce chapitre est issu
d’un papier présenté à l’IFTOMM [134] durant cette thèse.

Cette section consacrée aux essais en rotation de la soufflante composite se compose
de trois parties. La première contient une présentation détaillée du banc d’essais et de la
structure testée ainsi que de l’instrumentation de ces deux éléments. Le système d’exci-
tation piézoélectrique est exposé dans la deuxième sous-section. La dernière sous-section
traite des méthodes expérimentales employées, parmi lesquelles figurent notamment le
post-traitement des données dynamiques, le protocole expérimental déployé ainsi que l’es-
timation des incertitudes liées à la chaîne d’acquisition des mesures.

1.1 Banc d’essais PHARE#1

Le banc d’essais PHARE#1, largement présenté dans les introductions du mémoire et
de ce chapitre, permet de tester une roue aubagée ou plusieurs étages de roues aubagées à
des vitesses de rotation réelles grâce à l’installation sous-vide et à la motorisation déployées.
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Dans le cas de ces travaux de thèse et de la première campagne d’essais du banc
PHARE#1, la roue aubagée testée en rotation est une soufflante en composite tissé 3D de
type LEAP, préalablement exposée dans le chapitre I.

La soufflante testée est présentée dans la première partie de cette sous-section en
compagnie du banc d’essais PHARE#1 et de ses principaux composants. Dans la seconde
partie, l’importante instrumentation surveillant le banc d’essais est exposée de même que le
système d’acquisition et les capteurs permettant d’analyser la dynamique de la soufflante.

1.1.1 Constitution du banc d’essais PHARE#1

Le banc PHARE#1 est illustré sur la vue en coupe de la figure VI.1 et sur les clichés
des figures VI.2a et VI.2b. À partir de ces figures, les composants du banc PHARE#1
sont détaillés dans la suite de cette sous-section.

2
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Figure VI.1 – Vue en coupe du banc d’essais PHARE#1

L’élément le plus imposant du banc d’essais demeure l’enceinte sous-vide, représentée
par le numéro À en figure VI.1, permettant de tester les structures tournantes dans un
vide primaire. Les dimensions utiles de la cuve sont de trois mètres de diamètre pour
quatre mètres de longueur axiale.

Une pompe à palettes à deux étages extrait l’air de la cuve afin d’atteindre une pres-
sion de 3 mbar à l’intérieur de l’enceinte dans des conditions d’exploitation. Un booster a
été ajouté à la pompe à vide afin d’abaisser la pression dans la cuve à moins de 0.1 mbar.
Ce niveau de pression résulte de la capacité de pompage et du taux de fuite des étan-
chéités statiques et dynamiques (passage d’arbre) de l’enceinte à vide. La pression est
stable une fois le minimum atteint. La courbe de pompage est donnée à titre indicatif en
figure VI.10b.

La cuve est divisée en deux parties distinctes au moyen d’une partie structurale appelée
mur. Le véhicule d’essais Á, contenant la roue aubagée testée, est soutenu par ce mur qui
est attaché à la cuve par l’intermédiaire d’une suspension en élastomère filtrant ainsi tout
couplage dynamique entre la structure testée et la cuve. Les parois de la partie avant de la
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(a) Vue depuis l’ouverture amont

(b) Vue de l’aval

Figure VI.2 – Illustrations du banc d’essais PHARE#1
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cuve (où se trouve le véhicule d’essais Á) sont renforcées au moyen de plaques de blindage
dimensionnées pour les cas de perte accidentelle d’un ou plusieurs éléments rotatifs. La
partie arrière de la cuve, accessible via un trou d’homme visible en figure VI.2b, permet
notamment l’accès à toutes les interfaces mécaniques, hydrauliques et d’instrumentation
entre le banc et le véhicule d’essais.

Une porte ronde escamotable Â, couvrant la totalité de l’ouverture amont de la cuve,
permet d’installer le véhicule d’essais Á. Cette porte est guidée en translation au moyen
de deux arbres chromés et de douilles à billes. Cette dernière peut être abaissée ou re-
levée grâce à deux mécanismes de vis à billes entraînés par deux moteurs électriques
synchronisés. La porte Â est sécurisée en position fermée par l’intermédiaire d’un verrou
pneumatique. Un joint gonflable assure la préhension par effet de ventouse puis l’étan-
chéité à l’air lorsque la porte est plaquée contre l’ouverture de l’enceinte.

Cette dernière, en position relevée et abaissée, est illustrée sur les figures VI.1 et VI.2a,
respectivement. Le système de guidage (sur les côtés de l’enceinte), le verrou (en haut de
la cuve) et le joint gonflable (en rouge, autour de la cuve) sont apparents sur cette der-
nière figure. L’ensemble du système est une conception originale développée au sein de la
Plateforme dynamique des Machines Tournantes du LTDS.

La cuve sous-vide est solidement fixée à un massif inertiel en béton Ã de trois cents
tonnes, reposant lui-même sur six boîtes à ressorts et quatre boîtiers amortisseurs placés
entre le massif et un berceau support isolé du bâtiment. Le massif inertiel Ã a été di-
mensionné numériquement en dynamique puis validé expérimentalement dans le but de
respecter les normes en termes de niveaux vibratoires en cas de perte accidentelle d’une
ou plusieurs aubes.

Un moteur électrique Ä de 700 kW permet d’entraîner le véhicule d’essais Á dans le
vide. Celui-ci est régulé en vitesse (jusqu’à 8000 tours/min) par un variateur de puissance
électrique. Par ailleurs, l’arbre du moteur est creux et supporte un collecteur tournant Ç

rapporté, destiné à transmettre la puissance aux actionneurs piézoélectriques.

Le palier étanche Å assure la transmission entre le moteur électrique et l’arbre princi-
pal. Ce composant essentiel du banc d’essais est équipé d’un joint d’étanchéité circonfé-
rentiel en carbone. Ce dernier supporte également le boîtier de télémétrie Æ embarqué sur
le rotor et assure le passage, dans des conditions étanches au vide, des câbles de puissance
alimentant les actionneurs piézoélectriques comme décrit en sous-section 1.1.2 et en sec-
tion VI.1.2. Il est à noter que la conception du palier étanche a été réalisée au laboratoire.

Pour achever la description du banc d’essais, la lubrification des roulements du véhi-
cule d’essais est assurée par une unité hydraulique spécifique capable de renvoyer et de
refroidir l’huile depuis l’intérieur de la cuve sous vide jusqu’au réservoir d’huile principal
à pression ambiante. La température de l’huile de lubrification ainsi que le débit d’entrée
de chacun des roulements sont régulés par cette même unité hydraulique.

Le variateur de puissance électrique du moteur, la pompe à vide ainsi que l’unité hy-
draulique de refroidissement sont implantés dans une salle adjacente au banc d’essais,
appelée salle des servitudes. Cette dernière est régulée en température afin de maintenir
ces différents éléments à une température normale de fonctionnement.
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Comme exposé précédemment, la structure testée est une soufflante en composite tissé
3D de type LEAP dont les caractéristiques principales et le processus de fabrication sont
présentés dans le chapitre I. Pour être plus précis, cette soufflante est un démonstrateur du
LEAP conçu et testé par Safran Aircraft Engines lors d’étapes avancées du développement
du LEAP. Des illustrations de la soufflante sont proposées en figures VI.2a et VI.3.

 

Figure VI.3 – Soufflante installée dans le banc d’essais PHARE#1

La soufflante est constituée de dix-huit aubes et d’un disque en titane. Ces dernières
sont décrites dans le chapitre V et sont toutes testées dynamiquement dans le cadre de la
campagne d’essais sur mors. Le diamètre total de la soufflante est de 1800 millimètres et
celui du disque de 420 millimètres.

Plusieurs configurations de cette soufflante ont été testées durant cette première cam-
pagne d’essais sur le banc PHARE#1 dans le but d’évaluer l’influence de ses différents
composants sur la dynamique de l’ensemble de la soufflante et notamment l’influence des
plateformes (décrites dans le chapitre I et visibles sur la figure VI.3) et des clinquants
(décrits dans les chapitres I et V).

Contrairement à ce qu’illustrent les différentes figures, la configuration testée dans les
essais exploités dans ce travail de thèse est la plus simple qui puisse être pour cette souf-
flante, à savoir une configuration sans clinquant ni plateforme. Cette dernière a été choisie
dans le but de franchir un premier niveau de difficulté. En effet, ces deux composants
peuvent être complexes à modéliser et à simuler dynamiquement puisqu’ils sont tous deux
positionnés à des emplacements sensibles : les clinquants à l’interface de contact / frotte-
ment entre les aubes et le disque ; les plateformes à la frontière entre les différents secteurs
de la soufflante.

Avant d’être insérées dans les alvéoles du disque, les portées de toutes les aubes sont
lubrifiées au moyen d’un spray de disulfure de molybdène (de formule chimique MoS2) afin
d’augmenter le glissement entre les structures.

Une fois les aubes enchâssées dans le disque, des cales sont placées au fond des al-
véoles, entre le disque et les aubes, de façon à plaquer les portées des aubes contre celles
des alvéoles lorsque la soufflante est à l’arrêt ou pour de faibles vitesses de rotation.
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Des verrous, positionnés à l’entrée de chaque alvéole, permettent de fermer ces der-
nières selon l’axe moteur.

En vue d’interpréter correctement la nature des ondes propagatives dans le repère
tournant, il est essentiel de remarquer que la rotation de la soufflante s’effectue dans le
sens anti-horaire en se plaçant face à cette dernière, comme annoté en figure VI.3. De
plus les aubes sont numérotées selon le sens de rotation, cette numérotation étant essen-
tielle à la définition du sens de propagation des ondes à diamètres (excitations et réponses).

Avant les essais exploités dans ce travail de thèse, la machine est équilibrée dynamique-
ment afin de réduire au mieux les excitations par balourd. Cet équilibrage est réalisé par
la méthode des coefficients d’influence sur deux plans, amont et aval du rotor du véhicule
d’essais, au moyen de vis de masses différentes placées sur le cône tronqué doré à l’amont
de la machine ; cône tronqué exposé en figure VI.3.

1.1.2 Instrumentation du banc d’essais PHARE#1

Le module structure PHARE#1 est instrumenté au moyen d’environ deux cents cap-
teurs. Cette importante instrumentation permet de contrôler le bon fonctionnement des
différents composants de servitude, de surveiller les niveaux vibratoires et la thermique du
banc et du véhicule d’essais mais aussi de mesurer la dynamique de la roue aubagée testée.

Au sein de ces nombreuses mesures, certaines sont dédiées à l’acquisition des condi-
tions expérimentales de la soufflante telles que la mesure de la pression à l’intérieur de la
cuve, de la vitesse de rotation, de la température d’enceinte et des niveaux vibratoires du
véhicule d’essais.

De plus, des capteurs tout ou rien permettent aussi de contrôler la position de certains
composants comme la porte escamotable de la cuve ou d’assurer des fonctions de sécurité.
Toutes les données relatives aux équipements de servitude sont gérées par un automate
général.

Des seuils, fixés par calculs et par expérience, sont mis en place pour effectuer la sur-
veillance dynamique du banc et du véhicule d’essais. Le dépassement de l’un de ces seuils
nécessite le repli du banc d’essais afin de ne pas entraîner de dommage sur la machine.

Parmi ces mesures de surveillance dynamique, des accéléromètres mesurent la dyna-
mique vibratoire du mur d’isolation mais surtout la dynamique des paliers supportant les
arbres en rotation. Des accéléromètres sont aussi employés pour réaliser le suivi vibratoire
du moteur électrique. Des capteurs de déplacement Kaman sans contact à courant de Fou-
cault sont exploités pour décrire l’orbite de déplacement de la ligne d’arbre à l’intérieur
et à l’extérieur de la cuve.

Les mesures vibratoires effectuées à l’intérieur de la cuve sous-vide sont transférées
vers l’extérieur par l’intermédiaire de connecteurs étanches, incorporés dans les parois de
la cuve.

Dans certains cas, les capteurs dédiés à la surveillance peuvent mettre en évidence des
couplages entre le véhicule d’essais et la soufflante. Ceci a son importance en vue de la
corrélation entres les essais en rotation et les simulations numériques puisque ces situa-
tions sont, a priori, écartées de la comparaison. Plus de précisions sur ce phénomène sont
apportées en section VI.3.
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Les principales mesures du banc d’essais et de ces travaux de thèse concernent la
soufflante et permettent d’évaluer la dynamique de cette dernière durant la rotation. La
figure VI.4 représente l’architecture de la chaîne d’acquisition de l’instrumentation de la
soufflante, aussi décrite ci-dessous.

Figure VI.4 – Architecture des systèmes d’acquisition et d’excitation de la soufflante en
rotation ( signaux d’excitation, signaux d’acquisition)

Pareillement aux essais sur mors, chacune des aubes de la soufflante est équipée de
deux jauges de déformation (leur documentation technique est proposée en annexe C)
dont la position est identique à celle représentée en figure V.3, à savoir au dessus du pied
d’aube du côté intrados et orientée selon l’axe X. La première jauge est située près du bord
d’attaque et la seconde près du bord de fuite. Trente-six jauges assurent donc la mesure
de la dynamique de la soufflante testée en rotation.

Ce type de mesure est très employé lors d’essais en rotation en raison du faible encom-
brement des jauges supportant ainsi l’effet centrifuge qui leur est appliqué. Néanmoins,
lors d’essais en rotation, les jauges de déformation nécessitent l’emploi d’une chaîne d’ac-
quisition complexe permettant notamment le transfert des données du référentiel tournant
vers le référentiel fixe.

Ainsi, les données acquises au moyen des jauges de déformation sont acheminées jus-
qu’au palier étanche via les câbles d’instrumentation. Le palier étanche, décrit en sous-
section 1.1.1 et repéré par le numéro Å en figure VI.1, assure le transfert de ces mesures
vers l’extérieur de l’enceinte sous-vide grâce à son arbre creux contenant les conducteurs. Il
assure également le passage des liaisons nécessaires à l’excitation piézoélectrique en prove-
nance du collecteur tournant et en direction des actionneurs de la soufflante. Pour limiter
les perturbations électromagnétiques, tous les câbles d’instrumentation sont blindés, tor-
sadés et reliés à une masse commune.

En plus de permettre l’acheminement des données en dehors de la cuve sous-vide, le
palier étanche supporte le boîtier de télémétrie, représenté par le numéro Æ en figure VI.1,
assurant le transfert des données dans le référentiel fixe. Le boîtier de télémétrie contient
notamment des modules garantissant la conversion des données analogiques en échantillons
numériques ce qui facilite leur transfert vers le référentiel fixe et permet ainsi de réduire
les éventuels problèmes de perturbation électromagnétique lors de ce transfert.

Les modules assurent aussi l’alimentation des jauges via un courant régulé entre zéro
et dix milliampères 1. Ce courant d’alimentation est sélectionné afin d’obtenir le meilleur

1. Les jauges de déformation sont ici conditionnées en courant, contrairement aux ponts de jauges des
essais sur mors du chapitre V conditionnant les jauges en tension.
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compromis entre plage dynamique maximale et puissance maximale dissipable par la jauge
et le composite de l’aube. Les jauges sont reliées aux modules par l’intermédiaire d’un mon-
tage en quart de pont à deux fils.

Le transfert des données du référentiel tournant vers le référentiel fixe est effectué par
ondes radio entre l’antenne du boîtier de télémétrie embarqué sur le rotor et l’antenne de
sa partie fixée sur le stator du palier étanche ; l’antenne du rotor étant en rotation en face
de l’antenne de la partie stator 2.

La baie de télémétrie, reliée par deux câbles coaxiaux au boîtier de télémétrie (l’un
pour le transfert des données acquises et le second pour l’alimentation du boîtier et des
jauges), est constituée de cinq racks assurant plusieurs fonctions primordiales. La fonction
principale de la baie de télémétrie consiste à remettre en forme le signal provenant de l’an-
tenne stator afin que celui-ci puisse être décodé puis restitué en sortie de baie sous forme
analogique. Le système permet également de définir la calibration des voies de mesure (et
notamment des gains), de détecter les éventuels défauts d’intégrité des jauges, de régler
le courant d’alimentation mais aussi d’affecter les voies de mesure sur les sorties du rack
principal à destination du système d’acquisition. Dans sa configuration actuelle, la télémé-
trie permet l’acquisition de 44 mesures dynamiques provenant de jauges de déformation
et 8 mesures de température issues de thermocouples.

L’ensemble de la télémétrie a été développé par l’entreprise ATCOM spécialement
pour le projet PHARE. Son intégration mécatronique dans le banc d’essais résulte d’une
co-conception avec le LTDS.

Les données dynamiques analogiques provenant de la baie de télémétrie sont ensuite
converties en données numériques à l’aide de trois cartes d’acquisition National Instru-
ments™ de référence PXIe-4499 [156] permettant chacune l’acquisition de seize signaux
de mesure de manière synchrone.

Ces cartes d’acquisition sont enfichées dans un châssis National Instruments™ de ré-
férence PXIe-1075 [159] assurant la synchronisation des données de toutes les cartes.

Les données temporelles provenant de l’instrumentation de la soufflante mais aussi de
tous les capteurs mentionnés précédemment transitent par un serveur d’acquisition. Ce
dernier assure la sauvegarde de toutes les données à la volée de façon synchrone dès que le
banc est en rotation et les répartit sur les différentes machines (de surveillance vibratoire
du banc, de pilotage du banc et celle d’acquisition des données provenant de la soufflante
et de génération des signaux d’excitation). La liaison entre le châssis et le serveur d’ac-
quisition est réalisée au moyen d’une fibre optique National Instruments™ de référence
PXIe-8375 [154] permettant d’assurer rapidement le transfert d’une importante quantité
de données d’acquisition.

De plus, une partie des informations relatives aux conditions d’essais transitent par un
réseau de terrain MODBUS entre l’automate de pilotage du banc et le serveur d’acquisi-
tion.

Finalement, les données dynamiques issues de la soufflante sont traitées par le pro-
gramme d’acquisition et de génération de l’excitation. Celui-ci permet le traitement et
l’affichage des données dynamiques, la génération des signaux d’excitation de la soufflante
(ceux-ci sont détaillés en sous-section VI.1.2), la sauvegarde des données dynamiques tem-
porelles et fréquentielles de chaque excitation ainsi que la surveillance de la dynamique
vibratoire de la soufflante. Les données dynamiques provenant de la soufflante sont échan-

2. Pour information, l’alimentation des modules est réalisée au moyen de bobinages rotor et stator
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tillonnées à 2 kHz ce qui permet la conservation de plusieurs harmoniques dans le signal
temporel de la réponse tout en limitant la quantité et le flux de données sauvegardées.
De plus, il est important de noter que ce programme a été développé sur le logiciel Lab-
View™ au laboratoire.

La soufflante est aussi instrumentée en température par l’intermédiaire de quatre ther-
mocouples 3 dans le but de suivre les conditions thermiques en pied d’aube durant la
rotation et l’excitation de la soufflante.

Les mesures de température de la soufflante sont gérées de façon similaire aux jauges,
et notamment avec des modules conditionneurs (dans le système de télémétrie) dédiés.
Toutefois, la carte d’acquisition diffère de celles employées pour les signaux dynamiques.
En effet, les données de température étant échantillonnées à deux hertz, la précision tem-
porelle requise est moindre que pour des données dynamiques, c’est pourquoi la carte
employée est une carte d’acquisition National Instruments™ de référence PXIe-6341 [160].
Celle-ci est enfichée dans le châssis d’acquisition.

Même à des régimes de rotation élevés, les thermocouples en pied d’aube mesurent très
peu d’évolution. Par conséquent, afin de compléter la description du champ thermique des
aubes, une caméra infrarouge Optris de référence PI 400i [166] a été installée à l’intérieur
de la cuve avec pour objectif de visualiser et de mesurer la répartition de la température
sur les aubes et le disque de la soufflante lors de la rotation. Les figures VI.5a et VI.5b
donnent respectivement un aperçu de la répartition de la température sur la soufflante
durant et à la suite d’un essai en rotation sous-vide.

(a) Durant la rotation (b) Après la fin de la rotation

Figure VI.5 – Cartographie de la température de la soufflante sous-vide (températures
min. et max. )

En complément de la caméra thermique, une sonde PT100 est installée dans l’enceinte
sous-vide, à l’arrière de la soufflante près de la tête des aubes comme indiqué en figure VI.5.
Cette dernière permet ainsi de mesurer la température dans la cuve.

3. Ces thermocouples sont répartis sur deux aubes situées de part et d’autre de la soufflante et sont
positionnés près des jauges de déformation
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1.2 Système d’excitation piézoélectrique

Le choix du moyen d’excitation employé lors de ces essais en rotation a été discuté
dans le chapitre V. Les actionneurs et l’amplificateur, qui sont des éléments essentiels de
cette chaîne d’excitation, ainsi que leur dimensionnement y ont aussi été détaillés. Néan-
moins, d’autres éléments sont nécessaires afin d’exciter la soufflante dans des conditions de
rotation et notamment un collecteur tournant ; ces éléments sont décrits dans un premier
temps. De plus, les différents types de signaux gérés par le programme d’acquisition et de
génération sont exposés dans un second temps.

1.2.1 Composants matériels du système d’excitation

Les dix-huit aubes de la soufflante sont chacune équipées de dix-huit actionneurs pié-
zoélectriques MIDÉ de référence QuickPack10W rev.1A [210] dont le dessin technique est
fourni en annexe C.2. De plus amples détails sur les actionneurs piézoélectriques, leur po-
sitionnement ainsi que leur dimensionnement sont proposés dans le chapitre V. Au total,
la soufflante est donc équipée de 324 patchs piézoélectriques.

Les actionneurs de chaque aube sont raccordés en parallèle constituant ainsi un macro-
actionneur avec une seule entrée en tension par aube. La chaîne d’excitation, décrite dans
cette sous-section et représentée en figure VI.1, contient donc dix-huit voies indépendantes.

À la suite de leur génération par le biais du programme d’acquisition et d’excitation,
les signaux numériques d’excitation sont convertis en signaux analogiques de consigne par
le biais d’une carte de génération National Instruments™ de référence PXIe-6738 [157]
comprenant 32 voies indépendantes.

Cette carte de génération est enfichée dans un châssis National Instruments™ de réfé-
rence PXIe-1073 [155] dédié à la génération.

L’amplificateur de puissance (comprenant dix-huit voies) permet d’appliquer un gain
de vingt à la tension des signaux analogiques de consigne. Plus de détails sur l’amplifica-
teur linéaire de puissance et son dimensionnement sont proposés dans le chapitre V. Les
limitations de courant de l’amplificateur, associées à la caractéristique courant-tension des
actionneurs piézoélectriques, restreignent l’exploitation de toute la plage de la tension de
sortie des amplificateurs. Ainsi, la tension maximale d’alimentation des actionneurs est
limitée à 140 V pour la famille du premier mode de flexion et à 80 V pour la famille du
deuxième mode de flexion.

Pareillement à la chaîne d’acquisition / excitation des essais sur mors, chacune des
voies d’excitation est monitorée en tension et en courant. Deux cartes (pour les mesures
de tension et de courant) National Instruments™ de référence PXIe-4303 [158] assurent
l’acquisition des signaux de retour de la tension et du courant. Celles-ci sont enfichées dans
le châssis d’acquisition déjà détaillé en section 1.1.2. Ces trente-six signaux sont enregistrés
sur le serveur d’acquisition.

Afin d’obtenir une référence permettant de tracer les fonctions de réponse fréquentielle,
le signal de tension de la voie numéro une est dédoublé sur l’une des voies des trois cartes
d’acquisition des signaux dynamiques afin d’être synchronisé avec les signaux de mesure
provenant des jauges de déformation de la soufflante.

La transition des signaux de puissance du référentiel fixe vers le référentiel tournant
est effectuée au moyen d’un collecteur tournant (ou slip ring en anglais), de repère Ç en
figure VI.1, positionné en amont de la ligne d’arbre à l’arrière du moteur électrique. Le
principe de fonctionnement d’un collecteur tournant consiste à faire frotter des balais sur
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des bagues collectrices en rotation. Ces bagues sont reliées aux câbles de puissance en
rotation à l’intérieur de l’arbre d’entraînement.

Le collecteur tournant de la marque Michigan Scientific Corporation de référence
SR36M [148] dispose de trente-six connections permettant l’excitation des dix-huit aubes
individuellement. Celui-ci a été sélectionné en fonction de la vitesse de rotation maximale
de la soufflante, de la tension maximale d’excitation des actionneurs piézoélectriques, du
courant maximal nécessaire pour exciter les actionneurs (évoqué dans le chapitre V) mais
aussi en fonction de sa durée de vie.

Les câbles de puissance circulent à l’intérieur de l’arbre d’entraînement, au centre
du toron contenant aussi les câbles d’instrumentation. Afin de limiter les perturbations
électromagnétiques sur la mesure dynamique, les câbles de puissance sont blindés, torsadés
et reliés à une masse commune. De plus, la distance entre les conducteurs de faible et fort
courant est maximisée dans les limites d’encombrement.

De même que les signaux de mesure dynamique, les signaux d’excitation de la soufflante
transitent de la pression atmosphérique au quasi-vide à l’intérieur de la cuve grâce au palier
étanche, repéré par le numéro Å en figure VI.1.

1.2.2 Composants logiciels du système d’excitation

Le programme d’acquisition et d’excitation a été développé au laboratoire sous le
logiciel LabView™pour exploiter le matériel de la chaine d’excitation et de mesure. Ses
fonctionnalités de base sont :
— paramétrage des consignes d’excitation (répartition spatiale à diamètres, plage de

fréquence, forme du signal, ...) ;
— récupération des mesures de la télémétrie ;
— surveillance des seuils de déformations, de tension et de courant ;
— calcul et stockage des fonctions de réponse fréquentielle en amplitude et phase ;
— affichage des réponses forcées dans les domaines temporel et fréquentiel ;
— récupération (MODBUS) et affichage des conditions d’essais ;
— déclenchement / arrêt de l’excitation (automatique ou manuel).
Par ailleurs, une vue de l’onglet de contrôle et de l’onglet d’affichage des réponses for-

cées du programme d’acquisition et d’excitation sont proposées en figures D.1 et D.2 de
l’annexe D.

Tout d’abord, la répartition spatiale des signaux d’excitation est explicitée pour une
forme temporelle sinusoïdale avant d’aborder les différents types de signaux pouvant être
générés ainsi que le choix de ces derniers dans un second temps.

Excitation spatiale à diamètres. La configuration du système d’excitation compre-
nant dix-huit voies indépendantes permet de générer des ondes d’excitation à diamètres
pouvant être propagatives dans le repère tournant de la soufflante (co-rotatives, contra-
rotatives ou mixtes) ou stationnaires.

D’un point de vue de l’implémentation dans le logiciel, l’excitation de chacune des
aubes j de la soufflante est gouvernée par l’équation (VI.1) quelque soit le diamètre nodal
ou le sens souhaité de propagation de l’onde.

vj(t) = vco sin(ωt− ϕj) + vcontra sin(ωt+ ϕj) avec ϕj = 2πjND
N

(VI.1)
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dans laquelle vj est la tension de commande de l’excitation de l’aube j. vco et vcontra sont
les amplitudes des tensions de commande de l’onde co-rotative et de l’onde contra-rotative,
respectivement. ω est la pulsation d’excitation et ϕj , la phase initiale inter-aube dans la-
quelle ND ∈ [0, 9] est le nombre de diamètres nodaux de la répartition spatiale et N est le
nombre d’aubes de la soufflante.

Comme mentionné précédemment, de multiples types d’ondes peuvent être générés à
partir de l’équation (VI.1) :
— une onde stationnaire pour vco = vcontra ;
— une onde co-rotative pour vcontra = 0 ;
— une onde contra-rotative pour vco = 0 ;
— une onde mixte (co / contra-rotative) pour vco 6= 0 & vcontra 6= 0 & vco 6= vcontra.
La figure VI.6 ainsi que les figures D.3 et D.4, placées en annexe, dépeignent plusieurs

représentations d’excitations à deux diamètres nodaux co-rotative, contra-rotative et sta-
tionnaire, respectivement, pour une tension d’excitation sinusoïdale d’amplitude 120 V. Il
est important de noter que ces figures sont réalisées à partir des signaux de retour de la
tension d’excitation provenant de l’amplificateur au cours d’un essai en rotation afin de
valider la qualité des signaux d’excitation aussi bien temporellement que spatialement.

(a) Temporelle
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Figure VI.6 – Représentations d’une excitation co-rotative à deux diamètres nodaux
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Par ailleurs, une représentation du premier et du deuxième mode de flexion à deux
diamètres est proposée plus bas en figure VI.12.

Les deux premières figures VI.6a et VI.6b (mais aussi celles placées en annexe D) sont
des représentations dans les domaines temporel et spatial. La première permet de visuali-
ser l’évolution des tensions (ici sinusoïdales d’amplitude 120 V) de chaque voie à travers le
temps en mettant en évidence le déphasage inter-voie et le sens de propagation. La seconde
expose la répartition spatiale des tensions sur toutes les voies.

La composante à deux diamètres nodaux est identifiable sur la figure VI.6a grâce aux
deux maxima et minima pour un même temps. Il en est de même sur la figure VI.6b où
les deux diamètres nodaux apparaissent par l’intermédiaire des deux lobes d’amplitudes
maximales.

Le sens de l’onde, ici co-rotative, est reconnaissable sur la figure VI.6a grâce à sa pro-
pagation selon les numéros d’aube croissants (et inversement pour le sens contra-rotatif
qui est représenté en figure D.3a, tandis que l’onde stationnaire est exposée en figure D.4a).

Les deux dernières figures VI.6c et VI.6d (et toujours celles placées en annexe D)
sont des représentations fréquentielles de l’excitation. La troisième figure est tracée en
exécutant une transformée de Fourier rapide [35] sur chacune des fréquences composant
la réponse forcée puis en organisant le résultat pour placer les composantes à diamètres
co-rotatives dans la portion positive de l’axe des ordonnées et les composantes à diamètres
contra-rotatives dans la portion négative ; l’amplitude de l’excitation étant quantifiée par
la couleur du diagramme. La quatrième figure donne l’amplitude de la transformée de
Fourier discrète spatiale à fréquence fixée. Celle-ci permet ainsi de visualiser plus faci-
lement l’amplitude de la décomposition à diamètres. Il est important de remarquer que
ce dernier diagramme peut aussi être tracé en exploitant les résultats de l’identification
modale (déformées modales) afin de déterminer les composantes prépondérantes du mode
en question (cette représentation est amplement exploitée en section VI.3).

À la suite des explications sur la méthode de tracé, le diamètre nodal et le type d’onde
générée sont aisément identifiables sur les figures VI.6c et VI.6d ainsi que sur celles pla-
cées en annexe pour les excitations contra-rotative (D.3c et D.3d) et stationnaire (D.4c
et D.4d). De plus, ces différentes figures permettent une meilleure visualisation du lien
entre l’équation (VI.1) et la propagation de l’excitation détaillée plus haut dans cette
sous-section.

Il est possible de remarquer que ces excitations, issues des retours en tension de l’ex-
citation lors d’essais en rotation, sont quasi-parfaites puisque concentrées sur le diamètre
nodal et l’onde souhaités.

Types de signaux d’excitation. En fonction du type d’essais réalisé et du protocole
expérimental adopté, décrit en sous-section VI.1.3, plusieurs signaux d’excitation peuvent
être nécessaires afin d’optimiser le temps d’essais. À l’instar des signaux permettant l’exci-
tation du système {aube+mors}, deux principaux signaux d’excitation sont générés dans
le cas des essais en rotation de la soufflante : le premier est un signal large bande pseudo-
random permettant l’excitation de la structure sur une plage fréquentielle importante
tandis que le second est un sinus balayé discret permettant de concentrer l’excitation sur
des fréquences discrètes successives.
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Le signal pseudo-random permet de répartir l’énergie vibratoire sur une large plage fré-
quentielle dans le but d’exciter simultanément les différents modes ciblés et ainsi réduire le
temps d’essais. Cependant la faible énergie vibratoire délivrée sur chaque raie fréquentielle
ne permet pas de révéler les non-linéarités émanant de la soufflante.

Le signal pseudo-random est un signal dit multi-sinus à phases aléatoires et est régi
par l’équation (VI.2), fondée sur l’équation (VI.1) autorisant une excitation à diamètres
de la soufflante.

vj(t) =
ω2∑

k=ω1

vco sin(ωkt− ϕj + φk) + vcontra sin(ωkt+ ϕj + φk) (VI.2)

avec ϕj = 2πjND
N .

De plus, ωk est l’une des pulsations du multi-sinus comprise entre ω1 et ω2. φk est une
phase aléatoire attribuée à chacun des sinus contenus dans le signal pseudo-random.

Par rapport aux autres excitations large bande tels les signaux random (pure random,
burst random, continuous random, periodic random, . . . ), la fonction de réponse fréquen-
tielle acquise à la suite d’une excitation au moyen d’un signal pseudo-random est très peu
distordue par le phénomène de fuite spectrale et ne nécessite donc pas de fenêtrage du
signal de réponse. De plus, grâce à cette excitation, le signal de réponse offre un excellent
rapport signal / bruit [170].

D’un point de vue implémentation, les dix-huit signaux pseudo-random sont créés dans
le domaine fréquentiel avant d’être convertis dans le domaine temporel par l’intermédiaire
d’une transformée de Fourier rapide [35].

Néanmoins, ce signal d’excitation n’est pas employé durant les essais en rotation de la
soufflante car les signaux de réponse des aubes, excitées au moyen de signaux large bande,
ne sont pas exploitables en raison de leur faible amplitude de réponse en comparaison du
bruit renfermé dans le signal de réponse. De plus, la faible sensibilité des jauges de défor-
mation positionnées sur la soufflante ne favorise pas l’emploi de ce signal d’excitation.

La recherche des fréquences de résonance des modes de vibration ciblés, objectif prin-
cipal d’un essai au moyen d’une excitation large bande, est ainsi effectuée au moyen d’un
sinus balayé discret, décrit ci-dessous.

À l’image de l’excitation du système {aube+mors} au voisinage des résonances dans
le chapitre V, l’excitation de la soufflante est réalisée par l’intermédiaire d’un signal sinus
balayé discret afin de concentrer toute l’énergie d’excitation sur une seule raie fréquentielle
à la fois. Ce signal d’excitation autorise ainsi l’obtention de réponses forcées permettant
de révéler les non-linéarités émanant de la soufflante. En chaque point de fréquence, l’ex-
citation est gouvernée par l’équation (VI.1).

La sélection des différents paramètres des signaux sinus balayé discret, tels que le pas
fréquentiel ou le nombre de cycles d’attente, en fonction de la famille du mode de vibration
et de la vitesse de rotation de la soufflante est détaillée en sous-section VI.1.3.

Par ailleurs, une seconde méthode d’excitation par sinus balayé discret a été implé-
mentée dans le programme d’acquisition et de génération. Celle-ci, fondée sur le papier
de Friswell & Penny [60], permet d’optimiser le nombre de cycles d’attente, na (para-
mètre exposé dans le chapitre V et en sous-section VI.1.3), pour chaque raie fréquentielle
en exploitant un critère en amplitude. Ce dernier compare l’amplitude de la réponse fré-
quentielle de chaque cycle d’attente afin de déterminer si le régime quasi-permanent de
vibration est atteint et ainsi prévenir les distorsions de la réponse forcée liées à ce phéno-
mène, tout en réduisant le temps d’essais au strict minimum.



200 Chapitre VI. Essais et simulations numériques d’une soufflante en rotation

En pratique, le bruit contenu dans les signaux provenant des jauges de déformation ne
permet pas la validation de ce critère en amplitude pour passer à la fréquence d’excitation
suivante. Cette technique d’optimisation du nombre de cycles n’est donc pas exploitable
pour cette application.

Plusieurs points généraux peuvent être précisés concernant la génération des signaux
d’excitation.

La fréquence d’échantillonnage de génération est de 10 kHz, ce choix étant issu d’un
compromis entre la qualité d’excitation des modes de vibration ciblés et la capacité de
calcul de la machine accueillant le programme d’acquisition et de génération.

Chaque fréquence contenue dans les signaux d’excitation est un sous-multiple de la
fréquence d’échantillonnage d’acquisition des jauges de déformation de la soufflante (pour
rappel, celle-ci est de 2 kHz). Cette pratique permet de concentrer l’énergie de vibration
sur la raie fréquentielle excitée et ainsi ne pas la répartir sur les raies fréquentielles adja-
centes.

De plus, au début d’une excitation, l’amplitude du signal est progressivement augmen-
tée (de façon sinusoïdale) jusqu’à la consigne demandée. À la fin de celle-ci, l’amplitude
du signal est progressivement diminuée jusqu’à zéro.

1.3 Méthodes expérimentales

L’objectif des méthodes expérimentales demeure l’obtention de mesures fiables, précises
et comparables avec les résultats issus des simulations numériques non-linéaires exposées
en section VI.2. Les méthodes détaillées dans ce chapitre reprennent la majorité des tech-
niques exposées dans le chapitre V de manière plus approfondie que précédemment en
raison de la plus grande complexité des essais réalisés.

Dans un premier temps, le protocole expérimental employé durant ces essais en rota-
tion est exposé. Dans un deuxième temps, l’analyse des données par identification modale,
au moyen de la méthode LSRF développée dans le chapitre V, des fonctions de réponse
fréquentielle expérimentales est appliquée dans le cadre de ces essais en rotation. Pour
conclure la qualité des mesures est explicitée et mise en avant dans cette dernière sous-
section.

1.3.1 Protocole expérimental

Cette sous-section concernant le protocole expérimental employé durant ces essais en
rotation est divisée en trois parties. La première explicite les essais productifs réalisés ainsi
que les différents paramètres contrôlés et étudiés, susceptibles d’influencer la dynamique
de la soufflante. La deuxième partie détaille les essais de prospection permettant de fixer
les paramètres d’excitation. La dernière partie décrit les essais de répétabilité validant les
essais productifs et les critères de répétabilité employés.

Essais productifs et paramètres d’influence. Le nombre de paramètres influençant
la dynamique de la soufflante en rotation conditionne la quantité d’essais à réaliser dans
le but de caractériser dynamiquement la soufflante de façon complète. Afin de conserver
une quantité raisonnable d’essais à réaliser, des choix quant à la plage de variation des
paramètres à étudier et le nombre de points de mesure pour chacun de ces paramètres
sont nécessaires. Parmi ceux-ci, la famille du mode de vibration, la vitesse de rotation,
le diamètre nodal excité, le sens de propagation de l’excitation ainsi que l’amplitude de
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vibration sont considérés. Dans la suite de ce mémoire, un essai est considéré comme la
mesure d’une réponse forcée pour un jeu donné de paramètres.

De plus, dans le but de caractériser finement la dynamique linéaire et non-linéaire de
la soufflante en rotation, deux types d’essais sont réalisés.

Le premier consiste à exciter la soufflante au moyen d’une excitation permettant de
forcer un mode particulier de la soufflante et ainsi étudier sa réponse non-linéaire. Ce type
d’essais avec excitations multipoints est nommé essai à diamètres.

Le second permet à la fois d’étudier l’interaction dynamique entre les aubes mais aussi
d’exciter tous les diamètres de concert (à la manière d’une excitation large-bande spatiale).
Cet essai est exécuté en excitant une seule aube tout en mesurant la réponse sur toutes
les aubes de la soufflante en rotation. Ce type d’essais avec excitation localisée est nommé
essai aube par aube.

Pour ces deux types d’essais, tous les paramètres expérimentaux à étudier sont proposés
dans le tableau VI.1.

Essais à diamètres Essais aube par aube
Famille de mode de vibration 1F, 2F 1F, 2F

Vitesse de rotation [%] 30, 50, 70 30, 50, 70
Diamètre nodal 2, 3, 4

Tension d’excitation [V] 1F : 20, 40, 80, 120 1F : 40, 80, 120
2F : 20, 40, 60, 80 2F : 40, 60, 80

Tableau VI.1 – Récapitulatif des paramètres expérimentaux étudiés

Chaque famille de modes de vibration (familles du premier et du deuxième mode de
flexion) est testée pour trois vitesses de rotation et trois diamètres nodaux (dans le cas
des essais à diamètres). Quatre tensions différentes sont appliquées aux actionneurs piézo-
électriques excitant la soufflante (trois dans le cas des essais aube par aube).

La plage de vitesse de rotation étudiée est située au centre de la plage de vitesse ad-
missible par la soufflante. Cette gamme de vitesse de rotation permet ainsi de réaliser des
essais pour plusieurs efforts centrifuges et plusieurs efforts de contact entre les aubes et le
disque.

Les vitesses de rotation inférieures à 30 % du régime nominal de fonctionnement de
la soufflante ne sont pas étudiées puisque plusieurs modes de suspension de la machine
sont présents dans cette plage. Les vitesses de rotation au-delà de 70 % sont exploitées
au minimum afin de préserver l’instrumentation. D’autre part, les effets non-linéaires sont
moins prononcés au-delà.

De plus, les vitesses de rotation sélectionnées ne sont pas proches de coïncidences fré-
quentielles, comme indiqué en figure I.18 du chapitre I, ce qui permet de ne pas perturber
la dynamique de la soufflante par une excitation supplémentaire.

Seuls les diamètres nodaux deux, trois et quatre sont étudiés dans cette configuration.
En effet, les fréquences propres de ces diamètres nodaux sont susceptibles d’être situées
dans des zones de coïncidence fréquentielle avec un harmonique moteur du turboréacteur
en fonctionnement. De plus, certains de ces diamètres nodaux ont été identifiés par Sa-
fran Aircraft Engines lors de l’apparition de phénomènes de flottement et de décollement
tournant (exposés dans le chapitre I) durant des essais moteurs. Il est donc intéressant
d’étudier la réponse de la soufflante lorsque celle-ci est excitée par un schéma à deux, trois
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ou quatre diamètres nodaux.
En pratique, les diamètres nodaux zéro et un ont été testés mais écartés de l’étude

puisque leurs fréquences de résonance (plus élevées que celle des autres diamètres) ainsi
que la surveillance de la dynamique du véhicule d’essais ont révélé un fort couplage avec le
véhicule. En effet, ces modes à diamètres nécessiteraient une modélisation de la soufflante
étendue jusqu’au véhicule d’essais afin de pouvoir effectuer une comparaison rigoureuse
entre les essais et les simulations.

Il est possible de remarquer dans le tableau VI.1 que le type d’onde n’est pas men-
tionné. Dans l’intention de réduire la quantité d’essais à réaliser, seules des excitations
co-rotatives sont exécutées durant cette campagne. Ce choix est guidé par la volonté de
reproduire une excitation de même nature que celle rapportée par Safran Aircraft Engines
en fonctionnement.

Par ailleurs, quelques excitations contra-rotatives et stationnaires ont été toutefois gé-
nérées dans le but de comparer les réponses forcées.

Les tensions maximales d’excitation, à savoir 140 V et 80 V respectivement pour les
familles du premier et du deuxième mode de flexion, résultent des limites de l’amplifica-
teur (exposées dans le chapitre V). Quatre excitations sont réalisées pour chaque diamètre
nodal étudié ce qui permet de discrétiser correctement l’intervalle d’amplitude d’excita-
tion possible et ainsi évaluer plus précisément la dynamique non-linéaire de la soufflante
en rotation. Les essais aube par aube contiennent moins de tensions d’excitation puisque
l’étude de la dynamique non-linéaire n’est pas l’objectif principal de ces derniers.

Les essais aube par aube sont réalisés pour une excitation de l’aube n°16 (en respectant
la numérotation de la figure VI.3). De plus, ces essais sont reproduits pour une excitation
de l’aube n°2 afin d’étudier de manière plus approfondie l’interaction dynamique entre les
aubes. Ces deux aubes ont été sélectionnées pour leur importante amplitude de réponse à
une excitation localisée, évaluée durant la précédente configuration testée, ainsi que pour
la distance entre celles-ci sur la soufflante.

Essais de prospection. En amont des essais productifs détaillés dans le paragraphe
précédent, les paramètres associés aux signaux d’excitation, tels que l’intervalle fréquen-
tiel d’excitation, le pas fréquentiel ou le nombre de cycles d’attente, nécessitent d’être
optimisés durant des essais de prospection afin de déceler le meilleur compromis entre
précision de la solution et temps d’expérimentation.

Tout d’abord, à l’instar des essais de prospection exécutés durant la campagne d’essais
sur mors, il est nécessaire de définir la plage d’excitation au voisinage des résonances de
l’essai en question.

Cette étape de prospection des résonances est réalisée par l’intermédiaire d’un sinus
balayé discret dont le pas fréquentiel (différence entre deux fréquences d’excitation suc-
cessives) est grossier afin de réduire le temps de prospection. Cette étape est réalisée pour
chaque diamètre nodal de chaque vitesse de rotation et chaque famille de mode de vibra-
tion.

L’application correcte de la méthode du sinus balayé discret est compatible avec la com-
paraison de simulations numériques en régime permanent, telles celles réalisées au moyen
de la méthode de l’équilibrage harmonique, mais nécessite des paramètres de balayage
adaptés [55, 66, 80]. Toutefois, aucune référence dans la littérature ne permet d’évaluer
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ces paramètres dans le cas non-linéaire. Par conséquent, il est nécessaire de réaliser des
essais de prospection qui permettent d’obtenir le pas fréquentiel et le nombre optimal de
cycles d’attente 4 na.

Le critère de sélection du pas fréquentiel consiste à estimer le nombre de points de
mesure contenus dans la bande à −3 dB du pic de résonance dont l’amplitude est pré-
pondérante par rapport aux autres. Afin que le pas fréquentiel soit validé pour l’essai en
question, au moins cinq points de mesure doivent être compris dans la bande à −3 dB ;
en moyenne huit points sont retenus. Ce critère permet une description minimale des réso-
nances afin de permettre l’identification des paramètres modaux, détaillée en sous-section
suivante.

La recherche du nombre de cycles d’attente optimal permet de prévenir les distorsions
de la réponse forcée pouvant apparaître lorsque le balayage est trop rapide tout en op-
timisant le temps d’essais requis. Cette prospection est effectuée en excitant la structure
en rotation durant un nombre important de cycles (un cycle correspondant à une pé-
riode d’excitation) avant de dépouiller a posteriori la réponse dynamique de cet essai pour
chaque centaine de cycle d’attente. Le nombre de cycles na est validé lorsque la différence
en fréquence et en amplitude de vibration (du mode dont l’amplitude de réponse est la
plus importante de la réponse) entre chaque centaine de cycle d’attente est inférieure à un
seuil défini. Ce seuil est choisi afin que les variations en fréquence et en amplitude soient
très inférieures à celles des phénomènes étudiés. La sensibilité de la réponse forcée par
rapport au nombre de cycles est exposée en figure VI.7.
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Figure VI.7 – Influence du nombre de cycles d’attente sur la réponse forcée de l’aube
présentant la plus forte amplitude de déformation (pour la famille du deuxième mode de
flexion et Ω = 30 %)

Les prospections de paramètres d’excitation optimaux (pas fréquentiel et nombre de
cycles d’attente) sont réalisées pour chacune des vitesses de rotation de chaque famille de
modes. Il a été validé durant ces essais en rotation que le diamètre nodal excité n’influence
pas le nombre de cycles d’attente. De plus, la soufflante est excitée au moyen d’une tension
de faible amplitude, aboutissant donc à un amortissement modal de la structure le plus
faible possible, ce qui majore théoriquement le nombre de cycles d’attente nécessaires en

4. Le nombre de cycles d’attente est un paramètre défini dans le chapitre V
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fonction du niveau d’excitation.
Le tableau VI.2 contient le pas fréquentiel et le nombre de cycles d’attente joués pour

chacune des vitesses de rotation de chaque famille de modes de vibration. Ces paramètres
sont proposés pour les essais à diamètres ; les paramètres pour les essais aube par aube
ont aussi été optimisés et sont similaires à ces premiers mais ne sont pas proposés dans ce
mémoire.

famille du mode 1F famille du mode 2F
30 % 50 % 70 % 30 % 50 % 70 %

Pas fréquentiel [Hz] 0.05 0.05 0.04 0.1 0.1 0.1
Nombre de cycles na 300 300 400 400 400 400

Tableau VI.2 – Paramètres des signaux d’excitation employés

Le tableau VI.2 permet de noter que le nombre de cycles d’attente augmente et que le
pas fréquentiel diminue en fonction de la vitesse de rotation, ce qui est dû à la diminution
du taux d’amortissement (exposée en section VI.3) en fonction de ce même paramètre.

À la suite de cette étape de prospection des paramètres d’excitation optimaux, les
essais productifs peuvent être réalisés. D’un point de vue terminologique, lorsqu’un essai
productif est réalisé au moyen des paramètres optimaux déterminés par l’intermédiaire
des essais de prospection, à savoir la plage fréquentielle, le pas fréquentiel et le nombre de
cycles d’attente, cet essai est dit validé.

Essais de répétabilité. Les essais de répétabilité sont réalisés à la suite des essais pro-
ductifs (de quelques heures ou jusqu’à plusieurs jours après ceux-ci). Ceux-ci sont motivés
par le besoin d’évaluer la fiabilité des résultats ainsi que la maîtrise des conditions, le suivi
de l’évolution du système et donc, finalement, la cohérence de l’ensemble des résultats re-
cueillis au cours de la campagne. L’évolution possible est liée au fait d’étudier un système
frottant donc potentiellement sujet à une usure et une modification dans le temps.

La répétabilité des essais est vérifiée pour chacun des diamètres nodaux de chaque
vitesse de rotation des familles de modes de vibration ciblées à une valeur médiante du
niveau d’excitation. Pour valider cette répétabilité, un critère arbitraire en amplitude a
été mis en place : la différence d’amplitude entre les réponses forcées des deux essais doit
être inférieure à 10 %. Ce seuil permet de catégoriser les essais comme répétables ou non-
répétables. L’essai de répétabilité peut être reconduit en cas d’échec après une recherche
de causalité et dans une certaine limite. Seuls les essais répétables sont exploités et com-
parés avec les simulations numériques.

Afin d’illustrer ce critère, les réponses forcées en amplitude d’un essai de répétabilité
et sa mesure initiale sont superposées en figure annexe D.5 pour un essai répétable et en
figure annexe D.6 pour un essai non-répétable.

Au total, plus de 130 essais productifs validés et catégorisés comme répétables ont été
réalisés pour cette configuration de la soufflante. À ces essais productifs, s’ajoutent plus
de 60 essais de prospection des paramètres d’excitation et plus de 60 essais de répétabilité.
Il est à noter que la totalité des essais contenus dans la matrice d’essais, exposée dans le
tableau VI.1, a été validée et répétée.

40 heures de rotation de la machine ont été nécessaires afin de compléter la matrice
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d’essais de cette configuration. Naturellement, ces 40 heures n’incluent ni la mise en route
du banc, ni la mise sous-vide de celui-ci, ni les dépouillements des essais dont l’étape
d’identification des paramètres modaux est abordée dans la sous-section suivante.

1.3.2 Identification modale

L’identification des paramètres modaux [55, 61, 145] issus des nombreux essais pro-
ductifs réalisés sur la soufflante en rotation est une étape cruciale du dépouillement des
résultats de la campagne d’essais. En effet, la précision de l’extraction des paramètres
modaux, qui sont principalement la fréquence propre Ω, le taux d’amortissement ξ, les
facteurs de participation modale ` et les amplitudes modales α, doit permettre de mettre
en évidence les sensibilités par rapport aux grandeurs d’influence et de confronter ces
données avec les simulations numériques. Pour rappel, les objectifs principaux de cette
campagne demeurent la caractérisation de l’amortissement (structural et non-linéaire) et
du désaccordage de la soufflante en rotation.

Une méthode classique d’identification à −3 dB [55] n’est pas efficace afin d’extraire
les paramètres modaux des essais dynamiques réalisés sur la soufflante en rotation puisque
cette méthode ne permet pas d’identifier globalement (toutes les voies simultanément) ces
derniers. De plus, la densité modale des réponses mesurées expérimentalement permet ra-
rement de distinguer particulièrement une résonance ce qui est rédhibitoire dans l’emploi
de cette technique à −3 dB.

La méthode LSRF [167], exposée en détail dans le chapitre V, est plus adaptée afin d’ex-
traire précisément les paramètres modaux des fonctions de réponse fréquentielle résultant
des essais en rotation. En effet, cette technique permet d’extraire les paramètres modaux
globalement en prenant en compte plusieurs modes (aussi appelée technique MIMO pour
Multiple-Input Multiple-Output en anglais). Ainsi, il est possible d’identifier les paramètres
modaux de tous les modes d’intérêt contenus dans la bande fréquentielle étudiée ainsi que
leur décomposition à diamètres puisque ceux-ci sont identifiés globalement.

Tous les essais productifs et les essais de répétabilité sont dépouillés au moyen de la
méthode LSRF sur toute la plage fréquentielle excitée. Les fonctions de réponse fréquen-
tielle des jauges n°2 ne sont pas traitées car celles-ci présentent un rapport signal sur bruit
plus faible que celles des jauges n°1 pour les familles de modes ciblées (familles du premier
et du deuxième mode de flexion), c’est pourquoi les fonctions de réponse fréquentielle des
jauges n°1 sont privilégiées.

Le choix du nombre de modes à identifier pour chaque essai dépouillé est déterminant.
Cette sélection peut être difficile à effectuer puisque tous les modes ne sont pas repérables
au premier aperçu des fonctions de réponse fréquentielle 5. De plus, le nombre de modes
à identifier est différent pour chaque essai vibratoire analysé. Toutefois, les modes dont
la composante à diamètres prépondérante correspond à celle de l’excitation sont identifiés
en priorité. Par exemple, le(s) mode(s) à deux diamètres nodaux sont identifiés en prio-
rité lors du dépouillement d’un essai réalisé au moyen d’une excitation à deux diamètres
nodaux.

Une illustration du lissage des fonctions de réponse fréquentielle, correspondant à l’essai
dans la plage fréquentielle de la famille du deuxième mode de flexion pour une excitation
à trois diamètres nodaux à une tension de 60 V et une vitesse de rotation de 70 %, est
présentée en amplitude et en phase dans les figures D.7 et D.8, respectivement. Il est

5. Il est à noter qu’il existe des techniques d’indicateur modal, telle la méthode MMIF [236] (pour
Multivariate Mode Indicator Function en anglais), qui n’ont pas été exploitées ici
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possible de remarquer une parfaite superposition des fonctions de réponse fréquentielle
expérimentales et lissées sur ces deux figures traduisant une faible incertitude de lissage
et permettant ainsi de constater la capacité du modèle de réponse à bien représenter les
données expérimentales.

À ces fonctions de réponse fréquentielle expérimentales et lissées sont ajoutées les
fonctions de réponse fréquentielle lissées sans prendre en compte les résidus extra-bande.
Comme indiqué dans l’équation (V.5), ces résidus extra-bande incluent classiquement un
terme en basse fréquence ρ0/ω2 et un terme en haute fréquence ρ∞. Ceux-ci permettent de
prendre en compte les participations modales des modes non-résonnants en dehors de la
bande mais aussi des participations parasites tels les effets de perturbation électromagné-
tique [9, 42] (notamment au moyen du terme constant car la plage de fréquence excitée
est étroite). Il est possible de remarquer en figures D.7 et D.8 que des écarts apparaissent
entre les deux fonctions de réponse fréquentielle lissées avec et sans résidus extra-bande
pouvant ainsi révéler la présence de parasites tels les phénomènes de perturbation électro-
magnétique, exposés en sous-section 1.3.3.

Par ailleurs, une décomposition des modes identifiés lors du dépouillement de l’essai
en figures D.7 et D.8 est exposée en figure VI.8 pour l’aube n°12. Les fonctions de ré-
ponse fréquentielle sont agrandies au voisinage des modes présentant les amplitudes de
déformation les plus importantes, notés respectivement mode n°1 et mode n°2. De plus, la
correction du lissage au moyen des résidus extra-bande en haute et basse fréquence (dont
la participation est faible pour cette aube) est tracée.

Exp.

Liss.

Mode n°1

Mode n°2

Correction

(a) Amplitude

Exp.

Liss.

Mode n°1

Mode n°2

Correction

(b) Phase

Figure VI.8 – Analyse modale de la fonction de réponse fréquentielle de l’aube n°12 de
l’essai traité en figure D.7 (7 pôles identifiés)

Comme illustrée en amplitude et en phase, respectivement en figures D.9 et D.10, pour
un essai dans la plage fréquentielle de la famille du premier mode de flexion pour une
excitation à deux diamètres nodaux à une tension de 80 V et une vitesse de rotation de
70 %, l’identification des paramètres modaux des modes de la famille du premier mode de
flexion est plus complexe que celle du deuxième mode de flexion. En effet, l’incertitude de
lissage est beaucoup plus importante. Cette difficulté d’identification peut être attribuée à
la très forte densité modale de la famille du premier mode de flexion ainsi qu’à l’effet non-
linéaire (plus important pour dette dernière) pouvant mettre en défaut le modèle linéaire
de réponse fréquentielle. Par ailleurs, la densité modale des familles des deux premiers
modes de flexion est abordée en section VI.3.

Pour pallier cette difficulté d’identification des modes de la famille du premier mode
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de flexion, une seule aube est identifiée localement : celle dont l’amplitude de déformation
est la plus importante pour chaque essai dépouillé. Cette stratégie d’identification pour les
modes de la famille du premier mode de flexion permet ainsi d’améliorer l’identification
modale de la fonction de réponse fréquentielle présentant l’amplitude de déformation la
plus élevée de toutes comme le révèle la figure VI.9 (faisant partie du même essai identifié
en figures D.9 et D.10) sur laquelle les fonctions de réponse fréquentielle expérimentale et
lissée sont superposées. Cependant, cette stratégie n’autorise pas l’étude de la décompo-
sition à diamètres des modes identifiés puisque le dépouillement ainsi réalisé est local.

(a) Amplitude (b) Phase

Figure VI.9 – Superposition des fonctions de réponse fréquentielle expérimentale ( ) et
lissée ( ) de l’aube n°2 de la figure D.9 pour la famille du premier mode de flexion (11
pôles identifiés)

Pour conclure cette sous-section consacrée à l’identification modale des essais en ro-
tation, il est nécessaire de mentionner l’incertitude liée à l’identification des paramètres
modaux. En effet, l’incertitude de lissage entre les fonctions de réponse fréquentielle expé-
rimentale et lissée ne suffit pas à décrire l’incertitude issue de l’évaluation des paramètres
modaux. Afin d’évaluer cette dernière, plusieurs méthodes sont envisagées.

La première technique consiste à identifier les essais de répétabilité puis à les confron-
ter aux paramètres modaux obtenus avec les essais productifs. Toutefois, cette technique
d’estimation porte sur des échantillons de taille très réduite et n’offre donc pas une repré-
sentativité robuste de l’incertitude liée à l’identification modale.

La seconde stratégie d’évaluation de l’incertitude d’identification modale, et celle pri-
vilégiée ici, repose sur l’identification modale de la fonction de réponse fréquentielle de
chaque aube localement. Chacune d’entre elles est lissée en faisant intervenir un nombre
de modes différents permettant de minimiser l’incertitude de lissage sur chacune des aubes.
Dix-huit fréquences propres et taux d’amortissement sont ainsi extraits des dix-huit iden-
tifications modales locales, les modes étant regroupés en fonction de la proximité de leur
fréquence propre et de leur amplitude modale maximale. En théorie, les mêmes fréquences
propres et taux d’amortissement devraient être estimés sur la fonction de réponse fré-
quentielle de chaque aube. Les dispersions de chaque paramètre modal résultant de cette
stratégie d’évaluation sont exploitées comme l’incertitude d’identification modale qui est,
par la suite, évaluée au moyen de l’écart-type de chacun des paramètres modaux (l’écart-
type permet de pondérer les valeurs incohérentes au contraire de la méthode min-max).
Toutefois, ces dispersions ne proviennent pas seulement de l’identification modale mais
peuvent aussi comprendre d’autres effets, comme une dispersion au niveau de l’instrumen-
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tation entre chaque aube, qui sont donc inclus dans cette incertitude.
Il est à noter que l’incertitude issue de l’identification de l’amplitude modale maximale

α est évaluée par rapport aux essais de répétabilité (bien que le nombre de mesures répé-
tées soit faible).

Ces estimations de l’incertitude d’identification sont effectuées pour chaque diamètre
nodal excité (de chaque vitesse de rotation, de chaque famille de modes excitée). Ces in-
certitudes sont donc généralisées pour les différentes tensions d’excitation.

Les incertitudes évaluées sur les fréquences propres identifiées sont très faibles : celles-ci
sont inférieures à 0.2 % de la valeur moyenne de toutes les aubes pour la famille du premier
mode de flexion et inférieures à 0.1 % pour la famille du deuxième mode de flexion.

Toutefois, elles sont bien plus importantes concernant le taux d’amortissement : celles-
ci sont inférieures à 35 % et 25 % de la valeur moyenne de toutes les aubes pour la famille
du premier mode de flexion et la famille du deuxième mode de flexion, respectivement.

Concernant les amplitudes modales, les incertitudes sont inférieures à 15 % de la valeur
moyenne pour la famille du premier mode de flexion et inférieures à 10 % pour la famille
du deuxième mode de flexion.

Il est possible de remarquer que les incertitudes d’identification sont plus faibles pour
la famille du deuxième mode de flexion comparées à la famille du premier mode de flexion.
Cette différence est imputable à la forte densité modale de la famille du premier mode de
flexion ainsi qu’à l’effet non-linéaire (plus important pour la famille du premier mode de
flexion) pouvant mettre en défaut le modèle linéaire d’identification, comme explicité plus
haut.

Les différentes incertitudes, incluant celle d’identification modale (estimée dans cette
sous-section) et celle de mesure (évaluée en sous-section 1.3.3), sont tracées sur les figures
de comparaison entre les essais en rotation et les simulations numériques de la section VI.3.

1.3.3 Qualité de la mesure

La qualité des résultats expérimentaux dépend en majeure partie de la qualité des
mesures réalisées au même titre que de l’identification modale des réponses. En plus d’un
protocole expérimental précis et complet, proposé en sous-section 1.3.1, permettant de
limiter les distorsions de la réponse liées à l’excitation et d’assurer la validité et la répéta-
bilité des résultats, une excellente qualité de mesure résulte de la maîtrise des conditions
et des perturbations expérimentales, associées à l’essai et à l’excitation de la structure.
Quand bien même certaines grandeurs ne sont pas maîtrisées, il est essentiel d’évaluer si
leur influence sur la dynamique peut être considérée comme négligeable par rapport aux
effets étudiés, tel l’effet non-linéaire par exemple.

Cette sous-section permet ainsi d’aborder les conditions expérimentales dans laquelle
la soufflante en rotation est testée ainsi que les perturbations pouvant affecter la mesure et
notamment les perturbations électromagnétiques. La dernière partie de cette sous-section
traite des incertitudes expérimentales liées à la mesure expérimentale

Conditions expérimentales. La vitesse de rotation, la pression de l’air et la tempéra-
ture demeurent les principales conditions expérimentales affectant la soufflante à l’intérieur
de l’enceinte du banc PHARE#1.

La vitesse de rotation est contrôlée par le variateur du banc d’essais dont la précision
est de l’ordre de 1 ‰. La vitesse mesurée et sauvegardée est évaluée au moyen d’un Top-
Tour et d’un codeur incrémental. Les mesures sont effectuées à vitesse constante dans la
plage autorisée par l’ensemble du système {véhicule d’essais + soufflante}. Par ailleurs,
les mesures successives sont toujours effectuées par ordre croissant de régime lors d’une
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session.
La pression n’est pas régulée mais poussée à la limite de la performance du banc. Celle-

ci dépend de la capacité de pompage ainsi que du taux de fuite de l’enceinte et du joint
tournant. La mesure de la pression à l’intérieur de l’enceinte est réalisée au moyen de deux
capteurs de pression avec cellule de mesure capacitive. Ces deux capteurs permettent ainsi
de couvrir toute la gamme de pression : de la pression ambiante à la pression minimale.

La température de la soufflante n’est pas régulée. Elle est mesurée par les thermo-
couples et la caméra infrarouge, décrits précédemment. De plus, la sonde PT100, dont la
position est indiquée en figure VI.5, permet d’évaluer la température à l’intérieur de la
cuve. La température de la soufflante dépend directement du niveau de pression, du régime
et du temps de rotation. De surcroît, la dissipation thermique au niveau des roulements
du véhicule d’essais apporte un flux de chaleur négligeable à la soufflante.

L’évolution de ces principales conditions expérimentales à l’intérieur de l’enceinte sous-
vide du banc PHARE#1 durant un essai en rotation d’une heure est représentée en fi-
gure VI.10.

30 %

50 %

70 %

(a) Vitesse de rotation (b) Pression de la cuve

30 %

50 %

70 %

(c) Température de la cuve

Figure VI.10 – Évolution des conditions expérimentales du banc PHARE#1
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La figure VI.10a permet de constater la stabilité de la vitesse de rotation pour chacun
des paliers. En effet, les dispersions, caractérisées par l’écart-type, de cette dernière à partir
du palier de vitesse ne dépassent pas 1× 10−5 % de la vitesse de la rotation après atteinte
du palier quelque soit la valeur de celle-ci dans la plage de vitesse de rotation étudiée.
Compte-tenu de la sensibilité des fréquences de résonance par rapport à cette grandeur
(exposée en section VI.3), la vitesse de rotation peut ainsi être considérée comme constante
pendant la mesure.

Le vide minimal de 0.1 mbar à l’intérieur de la cuve est atteint après 23 minutes de
pompage comme présenté dans la partie À de la figure VI.10b ; une fois atteint, celui-ci
demeure constant.

Selon des résultats obtenus à partir d’une précédente campagne d’essais sur mors sur
une aube de soufflante en composite, l’influence de l’air ambiant sur l’amortissement mo-
dal des modes de la famille du premier mode de flexion est faible (différence inférieure à
10 % entre la pression atmosphérique et 0.01 mbar). À partir de ces résultats d’essais, il
est possible de conclure que l’influence de la pression résiduelle dans l’enceinte du banc
d’essais PHARE#1 est négligeable. Ainsi, l’hypothèse que la soufflante est testée dans des
conditions de vide total peut être introduite ce qui permet notamment de simplifier les
simulations numériques en négligeant la présence du fluide.

Néanmoins, le résidu d’air peut également donner lieu à des efforts aérodynamiques
autres que ceux pris en compte dans les simulations numériques. Il serait intéressant d’éva-
luer (numériquement ou expérimentalement) leur évolution en fonction de la vitesse de
rotation et de la densité du fluide afin de quantifier leur effet sur la dynamique de la
soufflante en rotation et comparer celui-ci par rapport aux efforts centrifuges.

La figure VI.10c expose l’évolution de la température à l’intérieur de la cuve (mesurée
par la sonde PT100) pour plusieurs vitesses de rotation de la soufflante. La caméra infra-
rouge indique que la température des aubes de la soufflante (dont la réponse dynamique,
et notamment les fréquences de résonance, peuvent être influencées par cette grandeur)
est quelques degrés au-dessus de celle de l’air. De surcroît, celle-ci évolue et se stabilise
légèrement moins vite que la température mesurée par la sonde PT100. L’indication de la
sonde PT100 permet donc de conclure à propos de l’évolution et l’influence de la tempé-
rature sur la soufflante.

La température à l’intérieur de l’enceinte n’étant pas régulée, il est inévitable d’obser-
ver une augmentation de celle-ci en fonction du temps. Cette évolution peut être imputée
au résidu d’air dans la cuve, air s’échauffant lorsque brassé par la soufflante dans un en-
vironnement où l’air est peu renouvelé. De plus, Il est possible de remarquer que plus la
vitesse de rotation de la soufflante est importante, plus l’évolution de la température à
l’intérieur de l’enceinte l’est aussi. Par ailleurs, un palier de température peut être consi-
déré atteint sur les évolutions de la température de la figure VI.10c.

Bien que la température entre les régimes de rotation soit différente, la sensibilité de la
dynamique de la soufflante, et notamment de sa fréquence de résonance 6, à l’évolution de
la température est négligeable en comparaison du raidissement de la soufflante en fonction
de la vitesse de rotation.

De plus, à l’échelle de temps d’une mesure de la réponse fréquentielle, d’une durée
maximale de dix minutes, l’échauffement de l’air dans la cuve est au final peu élevé :
inférieur à dix degrés pour une vitesse de 70 %. Compte tenu de cette faible évolution,
la sensibilité des fréquences de résonance à la température est aussi négligeable en com-

6. La sensibilité des fréquences propres à l’évolution de la température de la soufflante a été évaluée
durant ces essais pour les deux familles de modes étudiées
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paraison du décalage fréquentiel lié à la non-linéarité que ces essais (à différents niveaux
d’excitation) permettent de mettre en évidence.

En plus des trois grandeurs tracées et étudiées dans cette sous-section, les niveaux
vibratoires transverses du rotor ainsi que ceux de la soufflante sont contrôlés avant la
mesure pour chaque vitesse de rotation, comme précisé en sous-section VI.1.1. Il est vérifié
que la valeur de ceux-ci reste en dessous de seuils, fixés empiriquement, afin de garantir
la sécurité de la machine ainsi qu’un impact négligeable de ces niveaux vibratoires sur la
mesure et l’étude réalisées. Par ailleurs, les niveaux vibratoires de la soufflante pour un
régime de rotation étudié sans excitation sont visibles en figure D.2 placée en annexe D.

Perturbations électromagnétiques. Tous les systèmes électriques et électroniques
sont soumis à des perturbations provenant de l’énergie parasite qui franchit d’une manière
non intentionnelle leurs frontières. Cette énergie parasite est appelée perturbation élec-
tromagnétique [9, 42]. Ces perturbations peuvent se manifester sous la forme d’un bruit
électromagnétique, d’un signal non désiré ou d’une modification du milieu de propagation.
De plus, celles-ci peuvent provenir de sources diverses et variées.

En effet, tout conducteur traversé par un courant électrique rayonne un champ ma-
gnétique H. Si un second conducteur électrique est traversé par ce champ magnétique
H, toute variation de H va induire une force électromotrice dans ce second conducteur,
entraînant la circulation d’un courant de perturbation dans celui-ci. Cette perturbation
est alors proportionnelle à la variation dH/dt.

La compatibilité électromagnétique est la discipline dont l’objectif demeure l’étude des
sources (nommées circuits agresseurs dans la discipline) de ces perturbations électroma-
gnétiques ainsi que leur mode de couplage et de propagation mais aussi leurs effets sur
les victimes (nommées circuits susceptibles). La modélisation et la prédiction des causes
et effets liés à la compatibilité électromagnétique sont des sujets complexes faisant l’objet
d’intenses recherches actuellement. Néanmoins, la plupart des résultats sont, pour l’ins-
tant, obtenus au moyen d’expérimentations.

En ce qui concerne le banc d’essais PHARE#1, les principales et majeures potentielles
victimes de ces perturbations électromagnétiques sont les signaux de mesure et notamment
les signaux de mesure de la dynamique des jauges de déformations fixées sur la soufflante.
Plusieurs sources sont susceptibles de perturber les signaux de mesure des jauges dyna-
miques, notamment le moteur électrique entraînant le véhicule d’essais et les signaux de
puissance des actionneurs piézoélectriques excitant la soufflante.

Le premier, à savoir le moteur électrique, est à distance des câbles et des systèmes de
mesure des jauges. De plus, des essais permettant d’évaluer l’influence du moteur élec-
trique sur les signaux de mesure ont été menés, en comparant les réponses dynamiques
pour plusieurs régimes de rotation du moteur et à l’arrêt, sans révéler de perturbations
électromagnétiques notables.

Les seconds cheminent à côté des câbles contenant les signaux de mesure pendant une
grande partie du trajet (du palier étanche jusqu’aux aubes de la soufflante, comme l’in-
dique le schéma VI.4). Ceux-ci sont donc susceptibles d’apporter des perturbations aux
signaux de mesure des jauges.

Des précautions ont été prises dans le but de limiter les perturbations électromagné-
tiques, notamment de blinder, torsader et relier à une même masse tous les câbles de
mesure et de puissance mais aussi de les espacer au mieux malgré les contraintes d’en-
combrement au sein du toron. Des essais ont, tout de même, été menés afin de contrôler
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l’influence des perturbations électromagnétiques dues aux signaux d’excitation sur les si-
gnaux de mesure des jauges.

Ces essais sont réalisés pour une soufflante à l’arrêt, un sinus balayé discret parcourt
successivement les plages fréquentielles des famille du premier puis du deuxième mode de
flexion pour un diamètre nodal de zéro 7 et une même tension d’excitation de 80 V. Les
mesures dynamiques effectuées sur les deux jauges sont consignées en figures D.11 et D.12,
respectivement pour les familles du premier et du deuxième mode de flexion.

Plusieurs constatations peuvent être extraites de ces figures. Premièrement, les aubes
n°4, 5 et 15 présentent d’importants parasites sur les réponses forcées mesurées aussi bien
pour la famille du premier mode de flexion que pour celle du deuxième. Il est possible
de remarquer sur les figures D.11 et D.12 que l’amplitude des parasites augmente propor-
tionnellement avec la fréquence d’excitation ce qui est caractéristique des perturbations
électromagnétiques (celles-ci étant dépendantes du courant d’excitation qui est lui-même
proportionnel à la fréquence d’excitation). Un problème d’isolation de ces aubes pourrait
être à l’origine de ces perturbations mais une investigation plus approfondie serait néces-
saire pour déterminer la cause exacte.

Deuxièmement, sur les aubes en question, les jauges n°2 sont plus soumises aux pertur-
bations électromagnétiques que les jauges n°1. Une explication possible à ce phénomène
est le cheminement des câbles des jauges n°2 qui est plus proche des câbles de puissance
notamment lors du passage sur les aubes.

Troisièmement, l’amplitude maximale des perturbations électromagnétiques sur les
jauges n°1 peut être assimilée à 5 µdef pour la famille du premier mode de flexion tandis
qu’elle est de l’ordre de 17 µdef pour la famille du deuxième mode de flexion, tous deux pour
une tension d’excitation de 80 V. Ces perturbations sont considérées comme faibles pour la
famille du premier mode de flexion car les amplitudes de déformation pour cette famille de
modes de vibration sont élevées. Celles-ci sont bien plus importantes en proportion pour
la famille du deuxième mode de flexion car les amplitudes de déformation sont plus faibles.

L’identification modale demeure plus complexe sur les aubes les plus touchées par
les perturbations électromagnétiques ce qui occasionne une incertitude de lissage plus
importante sur les fonctions de réponse fréquentielle de ces mêmes aubes, comme exposé
sur les courbes de lissage sans correction extra-bande en figures D.7 et D.8. Toutefois, la
correction de l’identification des paramètres modaux au moyen des résidus extra-bande
en haute et basse fréquence permet d’évaluer ces perturbations électromagnétiques lors de
l’identification modale et ainsi de corriger le lissage, ce qu’il est possible d’observer sur les
courbes avec correction extra-bande de ces mêmes figures.

Incertitudes de mesure. De même qu’au chapitre précédent, les incertitudes de me-
sure sur la fréquence et l’amplitude entachant la mesure de la réponse forcée sont évaluées
dans cette sous-section. Le bruit de mesure des composants est une nouvelle fois négligé
car celui-ci est faible en comparaison des signaux de mesure et, de surcroît, ardu à dé-
terminer précisément car pouvant intervenir dans la quasi-totalité des composants de la
chaîne d’acquisition.

Les incertitudes de mesure sur la fréquence du signal mesuré sont, en très grande
partie, imputées à la discrétisation fréquentielle de la réponse car la précision des com-
posants est intimement liée à la cadence de leur processeur qui est très au-delà de la

7. Des essais ont été réalisés pour différents diamètres nodaux : les réponses forcées obtenues sont
similaires.
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gamme de fréquence étudiée. Comme explicité dans le chapitre précédent, ces incertitudes
sont équivalentes à ±∆f/2, ∆f étant le pas fréquentiel. Dans le cadre de ces essais en
rotation, l’incertitude de mesure sur la fréquence est à différencier en fonction des essais
réalisés puisque le pas fréquentiel diffère pour chacun d’entre-eux comme indiqué par le
tableau VI.2. L’incertitude absolue de mesure est d’environ ±0.025 Hz pour les essais dans
lesquels la famille du premier mode de flexion est excitée tandis qu’elle est de ±0.05 Hz
pour les essais sur la famille du deuxième mode de flexion.

Contrairement aux incertitudes sur la fréquence, les incertitudes de mesure sur l’am-
plitude du signal mesuré sont dépendantes de la précision des composants mais aussi de la
résolution de ces derniers. Les incertitudes de mesure sur l’amplitude de la réponse, liées
à la chaîne d’acquisition des jauges de déformation, sont consignées dans le tableau VI.3.

Composant Origine Incertitude
relative [%]

Incertitude
cumulée [%]

Carte d’acquisition
Précision du matériel [156] <± 1× 10−5

≈ ± 0.5

Résolution [156] <± 1× 10−7

Télémétrie
Tension d’alimentation ±0.1
Précision du matériel 8 ±0.1

Résolution <± 1× 10−4

Jauges Résistance de la jauge C.1 ±0.3

Tableau VI.3 – Incertitudes de mesure en amplitude de la chaîne d’acquisition des jauges

De plus, des incertitudes peuvent aussi s’introduire dans la mesure du signal de retour
d’excitation provenant de l’amplificateur et impactent ainsi directement les fonctions de
réponse fréquentielle normalisées par la source de l’excitation (soit le signal de retour en
tension de la voie d’excitation de l’aube n°1). Les incertitudes relatives de mesure sur le
retour d’excitation en tension et en courant sont toutes deux identiques et sont consignées
dans le tableau VI.4.

Composant Origine Incertitude
relative [%]

Incertitude
cumulée [%]

Carte d’acquisition
Précision du matériel [158] ±0.02

≈ ± 1Résolution [158] <± 1× 10−7

Amplificateur Précision ±1

Tableau VI.4 – Incertitudes de mesure en amplitude du retour de l’excitation

Bien que ces incertitudes de mesure en fréquence et en amplitude soient faibles par
rapport aux incertitudes évaluées lors de l’identification des paramètres modaux, celles-ci
sont incluses à celles évaluées en sous-section 1.3.2 et tracées sur les figures de comparaison
entre les essais en rotation et les simulations numériques en section VI.3.

8. Donnée non précisée par le constructeur de la télémétrie mais estimée à 0.1 %
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2 Simulations numériques non-linéaires d’une soufflante désac-
cordée

L’aboutissement de ce travail de thèse consiste à confronter les essais en dynamique
non-linéaire de la soufflante en rotation à l’intérieur de l’enceinte sous-vide du banc d’essais
PHARE#1 avec des simulations numériques en dynamique non-linéaire d’une soufflante
complète désaccordée dont le modèle numérique est réduit au moyen de plusieurs tech-
niques. À la suite d’une première section consacrée à la partie expérimentale de cette
confrontation, la deuxième section traite nécessairement de l’aspect numérique de cette
comparaison.

Le modèle numérique employé ainsi que la phase préparatoire aux simulations numé-
rique sont semblables en de multiples points à ceux exposés dans le chapitre V. De plus,
les paramètres fixés grâce aux études d’influence réalisées dans le chapitre précédent sont
réemployés dans les simulations numériques en dynamique non-linéaire de cette confron-
tation.

Le déroulé de cette section se rapproche du plan utilisé dans la deuxième section du
chapitre V abordant les simulations numériques non-linéaires d’une aube enchâssée dans
un mors. En effet, dans un premier temps, cette section apporte des précisions sur le modèle
numérique éléments finis exploité pour représenter le secteur {aube+disque}. Dans un se-
cond temps, les méthodes numériques non-linéaires sont abordées et notamment les étapes
de réduction des degrés de liberté mécaniques au moyen de la synthèse modale des modes
d’interface et de la CNCMS. Pour achever cette section, plusieurs études d’influence avec
des distributions de paramètres permettant de désaccorder le modèle numérique (fréquence
propre, taux d’amortissement et excitation des aubes) sont proposées.

2.1 Modélisation numérique

De façon similaire au modèle numérique du système {aube+mors}, les modèles des
aubes composites et du disque, discrétisés au moyen de la méthode des éléments finis, sont
des modèles directement exploités dans l’industrie et dont les maillages ont été créés au
moyen du logiciel éléments finis ANSYS® (version 16.1).

Une représentation des faces extrados et intrados du modèle numérique du secteur
{aube+disque} équipé de ses dix-huit actionneurs piézoélectriques est, respectivement,
présentée dans les figures IV.7a et IV.7b du chapitre IV. De plus, le modèle numérique
de la soufflante complète munie de ses actionneurs piézoélectriques est représenté en fi-
gure VI.11a.

Il est important de noter que seule la soufflante, c’est-à-dire les aubes et le disque, est
représentée dans ce modèle numérique. Le véhicule d’essais, permettant de lier la soufflante
au banc d’essais PHARE #1 et étant principalement composé d’une ligne d’arbre et de
paliers, n’est pas modélisé afin de limiter la taille du modèle numérique, déjà conséquente,
comme exposé dans le tableau récapitulatif VI.5.

Le modèle numérique d’une aube dotée de ses actionneurs piézoélectriques est stric-
tement identique à celui décrit dans le chapitre V en termes de géométrie, de matériaux,
de discrétisation ou de choix d’éléments aussi bien pour l’aube que pour les actionneurs
piézoélectriques. La quantité de degrés de liberté du modèle numérique des aubes et de
ses actionneurs est réécrite dans le tableau VI.5.



2. Simulations numériques non-linéaires d’une soufflante désaccordée 215

(a) Soufflante (b) Secteur {aube+disque}

Figure VI.11 – Modèles numériques de la soufflante et du secteur {aube+disque} munis
des actionneurs piézoélectriques

Le modèle numérique éléments finis du secteur du disque est, quant à lui, composé de
30 892 éléments de type hexaédrique linéaire qui engendrent 37 320 nœuds et 111 960 degrés
de liberté mécaniques. Les données matériau du disque correspondent au titane, matériau
décrit par des caractéristiques isotropes dans ce modèle numérique. Les conditions aux
limites du disque se résument à un blocage des déplacements axiaux et orthoradiaux à
l’arrière de celui-ci, zone violette dans l’agrandissement en figure VI.11b.

Les frontières du disque, interfaces entre les différents secteurs et grisées sur la fi-
gure VI.11b, sont chacune discrétisées au moyen de 1729 nœuds générant 5187 degrés de
liberté mécaniques, soit un total de 3458 nœuds et 10 374 degrés de liberté mécaniques
par secteur.

À l’instar de l’aube et des actionneurs, le nombre de degrés de liberté du disque est
consigné dans le tableau VI.5.

La surface de contact entre l’aube et le disque d’un secteur de la soufflante est plus
importante que celle entre l’aube et le mors dans le chapitre précédent. Une rangée sup-
plémentaire de nœuds de contact, nc, est ainsi insérée selon l’axe Z dans la zone de contact
portant le nombre de nœuds composant chacune des portées du modèle numérique élé-
ments finis à 306, soit nc = 612 nœuds par secteur pour un total de 1836 degrés de liberté.

Les éléments employés dans le logiciel ANSYS® pour modéliser le contact sont iden-
tiques à ceux de la confrontation essais / calculs du chapitre précédent, à savoir CONTA173 [6]
et TARGET170 [6] localisés à la surface des éléments hexaédriques linéaires respectivement
de l’aube et du disque. De plus, les maillages des portées de contact d’une aube et d’un
secteur de disque coïncident afin de résoudre ce problème de contact / frottement grâce à
la méthode des Lagrangiens dynamiques (DLFT).

Les cales, décrites en section VI.1 et placées au fond des alvéoles entre le disque et les
aubes de façon à plaquer les portées des aubes contre celles des alvéoles lorsque la soufflante
est à l’arrêt, ne sont pas prises en compte dans la modélisation numérique. Néanmoins,
leur effet sur les aubes lors de la rotation de la machine est reproduit au moyen d’efforts
radiaux répartis uniformément sur le dessous des pieds d’aube. Ces efforts radiaux sont
égaux aux efforts centrifuges des cales en rotation et sont donc dépendants de la vitesse de
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rotation de la soufflante. Ces derniers sont cependant négligeables devant l’effort centrifuge
résultant de la rotation de la soufflante.

Par ailleurs, les cartes du déplacement total superposées sur les déformées modales
des familles du premier et du deuxième mode de flexion de la soufflante sont exposées
en figures VI.12a et VI.12b. Celles-ci sont tracés pour le deuxième diamètre nodal de ces
familles de modes de vibration à une vitesse de rotation de 70 % du régime nominal de
fonctionnement.

(a) Famille du premier mode de flexion (b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.12 – Cartes du déplacement total superposées sur les déformées modales de la
soufflante, tracées pour le deuxième diamètre nodal à Ω = 70 % (amplitudes min. et
max. en valeur absolue)

Comme exposé en section VI.1, la configuration de la soufflante testée ne contient ni
clinquant ni plateforme, ces derniers ne sont donc pas représentés dans le modèle numé-
rique. Par ailleurs, les verrous, permettant de fermer les alvéoles du disque selon l’axe
moteur et présents dans cette configuration, ne sont pas modélisés puisque ceux-ci par-
ticipent très peu à la dynamique de la soufflante. En effet, ceux-ci sont supportés par le
disque et ne sont pas en contact avec les aubes.

Nombre de DdL Aube Disque Secteur Soufflante
Internes 88 521 99 750 188 271 3 388 878

Piézomécaniques 21 420 21 420 385 560
Contact 1836 1836 3672 66 096
Frontière 10 374 10 374 93 366
Total 111 777 111 960 223 737 3 933 900

Tableau VI.5 – Récapitulatif des dimensions du modèle numérique

Le nombre conséquent de degrés de liberté contenus dans le modèle complet de la
soufflante, consigné dans le tableau VI.5, permet d’affirmer que la simulation des réponses
forcées non-linéaires d’un tel système par équilibrage harmonique s’avèrerait extrêmement
coûteux en termes de temps de calcul. Plusieurs étapes de réduction sont donc nécessaires
dans l’obtention de ces réponses forcées et notamment une première réduction au moyen
de la méthode de Craig-Bampton, permettant de réduire les degrés de liberté internes. En



2. Simulations numériques non-linéaires d’une soufflante désaccordée 217

outre, compte tenu du nombre de degrés de liberté non-linéaires et de ceux situés sur les
frontières, il apparaît qu’une seconde étape de réduction est indispensable. La CNCMS
avec double synthèse modale, détaillée dans le chapitre III permet ainsi d’envisager la
simulation des réponses forcées non-linéaires en exploitant les ressources de calcul mises à
disposition.

2.2 Méthodes numériques non-linéaires

Les différentes méthodes de réduction et de condensation, appliquées au modèle nu-
mérique du secteur {aube+disque} et à la soufflante complète, sont exposées dans cette
section par ordre chronologique d’application. Ces différentes étapes constituent la phase
préparatoire à l’obtention des réponses forcées de la soufflante complète désaccordée en
rotation. Par ailleurs, les théories de ces différentes méthodes sont explicitées dans les
chapitres III et IV.

Les résultats des études d’influence réalisées sur le système {aube+mors} sont ré-
exploités dans ce chapitre afin de fixer les paramètres des différentes méthodes numériques,
notamment en ce qui concerne la discrétisation spatiale de l’épaisseur des actionneurs pié-
zoélectriques, le nombre de nœuds de contact retenus (avec une rangée de nœds en plus),
la discrétisation temporelle de la période de la méthode d’alternance temps / fréquence
ainsi que le nombre d’harmoniques retenus.

Les premières méthodes exposées dans cette sous-section, jusqu’à l’évaluation des
modes complexes non-linéaires, sont similaires à celles appliquées au système {aube+mors}
et sont réalisées sur le secteur {aube+disque}. L’étape de réduction des frontières au moyen
d’une technique de synthèse modale des modes d’interface et l’étape de réduction de la
soufflante complète grâce à la CNCMS sont, quant à elles, décrites dans les dernières
parties de cette sous-section pour une application au modèle numérique de la soufflante.

Il est important de signaler que l’intégralité de cette phase préparatoire doit être rejouée
pour chaque vitesse de rotation étudiée, à savoir pour des régimes de rotation équivalents
à 30 %, 50 % et 70 % du régime nominal de fonctionnement de la soufflante.

2.2.1 Précharge statique

Pareillement au système {aube+mors} du chapitre V, la précharge statique du sec-
teur {aube+disque} est également réalisée au moyen du logiciel ANSYS® version 16.1, au
contraire des étapes suivantes qui sont réalisées au moyen de programmes 9 développés
sous MATLAB® et exploitant les matrices de masse, de raideur et le vecteur des efforts
extérieurs extraits du logiciel éléments finis à la suite de l’étape de précharge statique.

Afin de précontraindre numériquement le secteur, un champ d’accélération centripète
correspondant à la vitesse de rotation souhaitée, est appliqué à la structure autour de
l’axe de symétrie de la roue. En raison des non-linéarités de contact entre l’aube et le
disque, l’état contraint résultant est déterminé par l’intermédiaire d’une analyse statique
non-linéaire permettant de converger de façon itérative vers un point d’équilibre du sys-
tème.

Les conditions aux limites de blocage des déplacements axiaux et orthoradiaux à l’ar-
rière du disque, comme explicitées en figure VI.11b, sont conservées. De plus, des conditions
de symétrie cyclique sont imposées (uniquement pour cette phase de précharge statique)

9. Pour rappel, ces programmes ont été développés au LTDS, certains spécialement dans le cadre de ce
travail de thèse tandis que d’autres ont été modifiés dans le but de prendre en considération les particularités
de cette application et notamment l’excitation par actionneurs piézoélectriques.
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sur les frontières du disque afin de s’approcher des conditions aux limites d’une soufflante
complète. Par ailleurs, aucun chargement aérodynamique n’est appliqué à l’aube dans les
simulations statiques et dynamiques car celles-ci sont exécutées dans des conditions de
vide numérique, comme exposée en section VI.1.

Le champ de précontrainte équivalente de Von Mises, obtenu à la suite de cette analyse
statique non-linéaire sur le secteur {aube+disque} pour une vitesse de rotation de 70 %
du régime nominal de fonctionnement de la soufflante, est représenté en figure VI.13.

(a) Aube (b) Disque

Figure VI.13 – Champ de précontrainte du secteur {aube+disque}, évalué pour Ω = 70 %
(contraintes min. et max. )

Ce processus de précharge est mis en équation dans le chapitre I et aboutit au système
d’équations matricielles (I.34) régissant la dynamique d’un solide au voisinage de cet état
de précontrainte. Les matrices d’assouplissement centrifuge N et de raideur géométrique
T sont prises en compte dans ce système ce qui confère un effet rigidifiant au système
puisque la deuxième matrice prime sur la première dans le cas de cette structure, comme
exposé dans les diagrammes de Campbell numérique et expérimental de la section VI.3.

Par ailleurs, l’état d’équilibre résultant de cette procédure de précharge statique non-
linéaire est employé comme état initial des simulations en dynamique non-linéaire. Les
efforts dynamiques initiaux de contact entre les portées de l’aube et l’alvéole du mors
résultent donc directement de cette phase de précharge.

Le temps de calcul 10 de cette procédure de précharge statique non-linéaire sur le secteur
{aube+disque} est dépendant du champ centrifuge appliqué : de cinq minutes pour un
régime équivalent à 30 % du régime nominal de fonctionnement jusqu’à quinze minutes
pour une vitesse de rotation de 70 %.

2.2.2 Condensation des degrés de liberté électriques

La procédure de condensation des degrés de liberté électriques est strictement identique
à celle explicitée dans le chapitre V pour le système {aube+mors} en termes d’application
de la technique, de gain en termes de réduction et de temps de calcul. L’étude d’influence

10. Les temps de calcul indiqués dans ce chapitre ont été évalués sur un calculateur (plus puissant que
celui employé dans le chapitre V) possédant seize cœurs Intel® Xeon® E5-2690 CPU @ 2.90 GHz et 256 Go
de mémoire vive
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concernant la discrétisation de l’épaisseur des actionneurs piézoélectriques, exposée dans le
chapitre V, permet de fixer le nombre d’éléments contenus dans l’épaisseur des actionneurs
à deux.

Il est à noter que, comme la phase de précharge statique, cette étape est accomplie sur
un seul secteur de la soufflante.

Le gain en termes de réduction de la méthode et son temps de calcul 11 sont consignés
dans les tableaux VI.6 et VI.7.

2.2.3 Synthèse modale linéaire par la méthode de Craig-Bampton

À l’issue des étapes de précharge statique non-linéaire et de condensation des de-
grés de liberté électriques, les modèles numériques de l’aube et du disque sont réduits au
moyen de la méthode de Craig-Bampton dont la théorie a été abordée dans le chapitre III.
L’application de cette méthode est identique à celle exposée dans le chapitre précédent,
toutefois le nombre de degrés de liberté maîtres du secteur {aube+disque} diffère du sys-
tème {aube+mors}.

En effet, afin de permettre l’évaluation des modes d’interface dans l’optique de réduire
la taille des frontières du modèle numérique, il est nécessaire de conserver les degrés de
liberté de frontière comme degrés de liberté maîtres.

Les degrés de liberté définis comme maîtres pour l’aube, c’est-à-dire ceux conservés
pour décrire la structure à la suite de cette étape de réduction (en plus des modes propres
linéaires), sont les degrés de liberté des nœuds représentant les portées de contact et ceux
des nœuds d’observation. Au total, 1836 degrés de liberté maîtres forment la zone de
contact entre les portées, 3 degrés de liberté sont retenus en tête d’aube dont l’un est
employé comme degré de liberté de contrôle lors de l’évaluation des modes complexes
non-linéaires et 60 autorisent le post-traitement des déformations mesurées par les jauges
(l’étape de post-traitement des résultats des simulations non-linéaires est explicitée en
sous-section 2.2.7).

Ceux retenus pour le disque sont plus nombreux puisqu’à ces 1836 degrés de liberté de
contact, s’ajoutent les 10 374 degrés de liberté de frontière du secteur de disque.

Tous les autres degrés de liberté des deux sous-structures sont considérés comme de-
grés de liberté esclaves.

Le nombre de modes propres sélectionnés pour construire chaque super-élément est de
25 pour l’aube et de 10 pour le disque. Le critère fréquentiel [99] de sélection des modes
est identique à celui employé dans le chapitre précédent.

Le super-élément de l’aube est ainsi construit à partir des 25 premiers modes propres
linéaires à interfaces fixes et de 1899 modes statiques de liaison associés aux 1836 degrés
de liberté de contact et aux 63 degrés de liberté d’observation.

Le super-élément du disque est, quant à lui, composé des 10 premiers modes propres
linéaires à interfaces fixes et de 12 210 modes statiques de liaison : 1836 correspondant aux
degrés de liberté de contact et 10 374 aux degrés de liberté de frontière.

Les fréquences calculées au moyen de ces super-élements sont approchées avec moins
de 1 % d’erreur pour tous les modes conservés et moins de 0.05 % d’erreur pour les modes
étudiés.

11. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
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Le temps de calcul 12 du super-élément de l’aube est de 23 minutes, comparable à celui
du chapitre V. Celui du disque est de 17 heures, beaucoup plus important que précédem-
ment en raison du nombre considérable de degrés de liberté de frontière.

2.2.4 Évaluation des modes complexes non-linéaires

À partir des données matricielles préchargées puis condensées et réduites, les modes
complexes non-linéaires sont évalués afin de constituer une partie de la base de réduction de
la CNCMS. Ces derniers sont calculés à partir des super-éléments de l’aube et du disque
décrits en section 2.2.3. Néanmoins, les degrés de liberté de frontière du super-élément
du disque sont encastrés afin d’employer la CNCMS qui est, pour rappel, une technique
de réduction à frontières fixes (à l’instar de la méthode de Craig-Bampton). Outre cette
précision, la procédure de calcul employée est identique à celle appliquée dans le chapitre
précédent.

En effet, cette évaluation des modes complexes non-linéaires du secteur {aube+disque}
bénéficie aussi d’une expression analytique de la matrice jacobienne du système définie en
annexe B, les termes non-linéaires sont résolus au moyen de la méthode des Lagrangiens
dynamiques (DLFT) détaillée en annexe A et les techniques de condensation du problème
non-linéaire, décrites dans le chapitre II, sont employées. Ces techniques de condensation
aboutissent à un problème final à résoudre contenant uniquement 1836 degrés de liberté.

De plus, la même coordonnée de contrôle est conservée, à savoir l’amplitude d’un degré
de liberté en tête d’aube selon l’axe Y. Le suivi de l’évolution de ce paramètre sur la plage
d’amplitude est réalisé au moyen d’une continuation séquentielle épaulée par un prédicteur
à pas fixe, tous deux décrits dans le chapitre II.

Chacune des structures est amortie au moyen d’une matrice d’amortissement visqueux
C, construite sur la base d’un taux d’amortissement modal ξ propre à chacune des familles
de modes de vibration comme détaillé dans le chapitre V.

Par ailleurs, il est important de noter que les effets de Coriolis, représentés par la ma-
trice G dans l’équation (I.34) du chapitre I, ne sont pas pris en compte dans l’évaluation
des modes complexes non-linéaires bien que le système soit en rotation ; ceci dans le but
de simplifier les simulations du système.

Les paramètres associés à la résolution harmonique et à la méthode d’alternance
temps / fréquence, à savoir le nombre d’harmoniques nh et le nombre de pas de temps nt
discrétisant la période de la méthode d’alternance temps / fréquence, sont fixés respec-
tivement à nh = 5 harmoniques et nt = 32 discrétisations grâce aux études d’influence
réalisées sur le modèle numérique {aube+mors}.

Le coefficient de frottement isotrope µ agissant directement sur la non-linéarité de
contact / frottement est, quant à lui, évalué au moyen d’études d’influence comparées à
l’évolution des paramètres modaux expérimentaux pour plusieurs vitesses de rotation de la
soufflante et plusieurs familles de modes de vibration. Ces études d’influence sont exposées
en section VI.3.

En raison du nombre important d’inconnues à résoudre, cette étape du processus de
réduction est l’une des plus longues en termes de temps de calcul. Le temps de calcul 13
d’un mode complexe non-linéaire est dépendant au premier ordre du nombre de points
pour lesquels le mode complexe non-linéaire est évalué et de l’intensité de la non-linéarité.

À titre d’exemple, celui de la famille du premier mode de flexion pour une vitesse de

12. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
13. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
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rotation de 30 % du régime nominal de la soufflante est le plus long à évaluer en raison de
la forte intensité de la non-linéarité et du nombre important de pas de calcul (60 points).
Son évaluation nécessite environ 10 heures de calcul.

2.2.5 Synthèse modale linéaire des modes d’interface

Une fois le mode complexe non-linéaire évalué, le modèle réduit de la soufflante n’est
plus constitué que d’un mode complexe non-linéaire par aube, soit dix-huit, et des de-
grés de liberté de frontière de la soufflante permettant d’assembler les différents secteurs
{aube+disque}. Néanmoins ces derniers, au nombre de 93 366 comme indiqué dans le ta-
bleau VI.5, n’autorisent pas une résolution du problème en un temps de calcul raisonnable
étant donné le nombre très important de degrés de liberté de frontière restant. C’est pour-
quoi il est nécessaire de réduire ces degrés de liberté de frontière au moyen de la méthode
de la synthèse modale linéaire des modes d’interface, dont la théorie et l’intégration à la
CNCMS sont exposées dans le chapitre III.

À partir des super-éléments, évalués en sous-section 2.2.3, de l’aube et du disque pour
lequel les degrés de liberté de frontière sont conservés, un nouveau super-élément représen-
tant le secteur complet (aube insérée dans le secteur de disque) est construit en collant les
degrés de liberté de contact. Il est fondamental de travailler sur le modèle réduit linéaire
associé à un contact collé afin que l’information en provenance des frontières du secteur
puisse circuler librement et se transmettre aux aubes. Dans le cas contraire, le couplage
des aubes par le disque ne serait plus assuré.

Les super-éléments de chaque secteur sont ensuite assemblés par l’intermédiaire des
degrés de liberté de frontière pour aboutir au modèle réduit linéaire de la soufflante. La
base de réduction des frontières est ensuite déterminée par résolution du problème aux
valeurs propres généralisé sur le modèle réduit linéaire de la soufflante, en tronquant cette
base pour ne conserver que les 200 premiers modes.

Cette troncature permet ainsi une très grande réduction des degrés de liberté de fron-
tière tout en conservant une bonne précision du modèle. En effet, les 100 premiers modes
d’interface de la soufflante sont approchés avec moins de 0.1 % d’erreur en fréquence tan-
dis que celle-ci reste inférieure à 0.5 % pour la totalité des modes. L’évaluation de ces 200
modes d’interface requiert un temps de calcul 14 d’environ 3 heures.

Il est important de mentionner que l’assemblage des différents secteurs linéaires de
la soufflante incorpore les éventuels schémas de désaccordage aléatoires et intentionnels
appliqués à la roue aubagée. Ces différents schémas peuvent être affectés au modèle réduit
linéaire de la soufflante de plusieurs façons.

La première consiste à perturber la raideur modale équivalente au moyen d’une valeur
(représentant le désaccordage fréquentiel aléatoire ou intentionnel). Cette valeur est direc-
tement appliquée sur le coefficient correspondant au mode désaccordé dans la matrice de
raideur modale réduite.

La seconde nécessite de modifier certaines caractéristiques (matériau ou géométrique,
par exemple) des modèles éléments finis de chaque secteur préalablement au calcul des
super-éléments puis de les répartir aléatoirement ou intentionnellement sur la roue auba-
gée.

La première méthode de désaccordage est employée dans ces travaux de thèse et ses

14. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
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effets sur la réponse forcée de la soufflante sont illustrés en sous-section VI.2.3. La seconde
méthode est employée et illustrée par Joannin dans son mémoire de thèse [99] mais n’est
pas exploitée dans le cadre de ces travaux de thèse.

2.2.6 CNCMS

La CNCMS, dont l’aspect théorique est développé dans le chapitre III, est la dernière
étape de ce processus préparatoire aux simulations non-linéaires de la soufflante désaccor-
dée. Celle-ci permet d’évaluer la réponse forcée non-linéaire, pour un vecteur donné d’ef-
forts extérieurs, à partir de l’évaluation des modes complexes non-linéaires et des modes
d’interface précédemment réalisée.

Le nombre total de degrés de liberté du modèle final correspond aux 200 modes d’in-
terface retenus complétés du mode complexe non-linéaire évalué (famille du premier ou du
deuxième mode de flexion) pour chacun des dix-huit secteurs, soit 218 degrés de liberté à
résoudre itérativement. Plusieurs modes complexes non-linéaires auraient pu être retenus
pour chaque secteur afin d’affiner les réponses forcées, toutefois les familles de mode de
vibration sont bien séparées fréquentiellement les unes des autres et n’influent que très
peu les réponses forcées faisant majoritairement intervenir un autre mode 15 ce qui permet
de ne retenir qu’un seul et unique mode non-linéaire par simulation.

Les efforts piézoélectriques, issus de la condensation des degrés de liberté électriques,
sont appliqués à chacune des dix-aubes aubes de la soufflante en tant qu’efforts extérieurs.
Les excitations numériques à diamètres sont générées au moyen de l’équation (VI.1), pré-
cédemment employée lors de la génération des excitations expérimentales à diamètres,
et permettent ainsi la génération d’ondes co-rotatives, contra-rotatives, stationnaires ou
mixtes.

Comme exposé dans la sous-section précédente, seule la technique de désaccordage
consistant à perturber les paramètres modaux de chaque secteur est employée. Dans le cas
d’une simulation non-linéaire, ce désaccordage fréquentiel consiste à perturber la valeur
du paramètre modal associé à la fréquence propre (Ω dans l’équation (II.49)) du mode
complexe non-linéaire de chaque secteur.

Le schéma de désaccordage employé dans les travaux de comparaison entre essais en
rotation et simulations non-linéaires est un schéma intentionnel issu des essais sur mors :
la dispersion fréquentielle des aubes testées sur mors est ainsi réemployée dans ce schéma
de désaccordage intentionnel.

De plus, une autre paramètre modal peut être désaccordée grâce à une technique si-
milaire : le taux d’amortissement. Le paramètre modal correspondant à l’amortissement
modal (β dans l’équation (II.49)) du mode complexe non-linéaire est ainsi perturbé pour
désaccorder l’amortissement de chaque secteur.

Par ailleurs, un coefficient est appliqué sur l’excitation de chaque aube afin de rompre
la symétrie de l’excitation à diamètres pour ce qui pourrait s’apparenter à un désaccordage
de l’excitation. Ce schéma d’excitation permet aussi d’exciter une seule et unique aube et
ainsi étudier l’influence de l’excitation de celle-ci sur la réponse forcée des autres aubes de
la soufflante. Cette excitation mono-aube (et donc localisée) permet ainsi une comparaison
avec les essais aube par aube menés en section VI.1.

L’influence de ces différents types de désaccordage est étudiée en sous-section VI.2.3,

15. Cette assomption a été validée numériquement pour les familles du premier et du deuxième mode
de flexion
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notamment en prenant en compte les schémas de désaccordage (en fréquence propre, taux
d’amortissement et excitation) issus des essais sur mors.

Les simulations numériques sur le modèle réduit de la soufflante en rotation sont exé-
cutées pour des pas fréquentiels de 0.02 Hz et de 0.04 Hz, respectivement pour les familles
du premier et du deuxième mode de flexion. Entre 150 et 200 pas fréquentiels de calcul
sont requis pour tracer la réponse forcée d’un modèle numérique de soufflante désaccordée.

Afin de fournir un ordre de grandeur du temps de calcul 16, 5 h sont nécessaires pour
obtenir la réponse forcée de la famille du premier mode de flexion de la soufflante désac-
cordée (au moyen de la dispersion extraite lors des essais sur mors) en rotation à 30 % du
régime nominal de la soufflante, ceci pour une tension d’excitation égale à 80 V (soit un
effet non-linéaire important) et 150 pas fréquentiels de calcul.

Les tableaux VI.6 et VI.7 récapitulent, respectivement, les gains en termes de réduction
ainsi que le temps de calcul des différentes étapes du processus aboutissant aux réponses
forcées de la soufflante complète désaccordée en rotation.

Nombre de DdL restants Aube Disque Secteur Soufflante
Modèle initial 111 777 111 960 223 737 3 933 900

Condensation des DdL électriques 106 422 111 960 218 382 3 837 510
Craig-Bampton 1924 12 220 14 144 161 226

Modes complexes non-linéaires 10 374 93 384
Modes d’interface 218

Tableau VI.6 – Récapitulatif des gains du processus de réduction

Temps de calcul 17 Aube Mors Soufflante
Précharge statique 15 min

Condensation des DdL électriques <2 s
Craig-Bampton 23 min 17 h

Modes complexes non-linéaires 10 h
Modes d’interface 3 h

CNCMS 5 h
Total ≈35 h

Tableau VI.7 – Récapitulatif du temps de calcul du processus de réduction

2.2.7 Post-traitement des données de simulation

L’étape de post-traitement numérique des jauges de déformation de la soufflante est
identique à celle proposée dans le chapitre V, celle-ci devant être réalisée pour chacune
des jauges des dix-huits aubes.

Contrairement aux simulations du chapitre précédent, les paramètres modaux numé-
riques ne peuvent être directement extraits du mode complexe non-linéaire (car ce dernier
est évalué sur un secteur encastré de la soufflante). Il est alors nécessaire d’identifier les

16. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
17. Voir note de bas de page 10 (p. 218)
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fonctions de réponse fréquentielle obtenues au moyen de la CNCMS. Cette identification
globale est réalisée par l’intermédiaire de la méthode LSRF, employée lors de l’identifica-
tion des essais sur mors et en rotation.

Par comparaison avec l’identification des données expérimentales, celle réalisée sur les
données numériques nécessite d’identifier un nombre de modes plus important puisque les
modes à zéro et un diamètres nodaux sont contenus dans la plage fréquentielle étudiée
(ceci est détaillé en section VI.3).

Le pas fréquentiel d’excitation, plus faible numériquement qu’expérimentalement, per-
met de mieux séparer les résonances et donc de mieux distinguer les différents modes ce
qui facilite le lissage, notamment dans les zones de forte densité modale comme la famille
du premier mode de flexion. De plus, les fonctions de réponse fréquentielle numériques
ne contiennent pas de parasites (comme les perturbations électromagnétiques exposées en
section VI.1), ni de bruit de fond facilitant aussi le lissage de celles-ci.

Ainsi, dans le cas général (et notamment dans le cas de la famille du premier mode
de flexion), il est plus aisé de lisser les fonctions de réponse fréquentielle numériques que
celles expérimentales. Malgré l’importante densité modale de la famille du premier mode
de flexion, les fonctions de réponse fréquentielle numériques de cette famille de mode sont
identifiées globalement. Toutefois, dès que l’effet non-linéaire est important (pour une vi-
tesse de rotation de 30 %, par exemple), il est nécessaire d’exploiter la technique employée
sur les fonctions de réponse fréquentielle expérimentales, à savoir une identification modale
locale sur l’aube dont l’amplitude de réponse est maximale, car certains pics de résonance
fusionnent entre eux perturbant l’identification modale globale.

2.3 Influence du désaccordage de la soufflante

Comme présenté dans le chapitre I, le désaccordage des aubes d’une roue aubagée
aboutit à des évolutions significatives de la réponse de la soufflante aussi bien en termes
de fréquence propre qu’en amplitude de réponse. L’influence de ce désaccordage numérique
sur la fréquence propre mais aussi le taux d’amortissement ou l’excitation de la soufflante
est étudiée dans cette sous-section.

2.3.1 Désaccordage fréquentiel

L’étude du désaccordage fréquentiel, dont l’implémentation numérique dans la CNCMS
est détaillée en sous-section VI.2.2, est d’autant plus importante que ce désaccordage est
particulièrement notable dans le cas de la soufflante testée dans ce travail de thèse. En
effet, les causes de cet important désaccordage sont multiples :

— Ces aubes sont issues de démonstrateurs du LEAP dont la production n’a pas été
réalisée en série, au contraire des aubes équipant les turboréacteurs LEAP en fonc-
tionnement ;

— Ces aubes ont été prélevées sur plusieurs démonstrateurs (de la même version) ce
qui implique qu’elles ont subi des essais différents et présentent donc des niveaux
d’usure ou d’endommagement disparates ;

— L’instrumentation de ces aubes au moyen d’actionneurs piézoélectriques a été ef-
fectuée avec une certaine tolérance dans le positionnement de ceux-ci. De plus, ces
actionneurs présentent eux-mêmes des disparités matérielles et structurelles.
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L’influence du désaccordage fréquentiel sur le spectre de la réponse forcée ainsi que sur
son analyse en diamètres est étudiée grâce aux figures VI.14 et VI.15.

(a) σ = 0.00 %

(b) σ = 0.50 %

(c) σ = 1.13 % (essais sur mors)

(d) σ = 1.50 %

(e) σ = 2.00 %

Figure VI.14 – Influence du désaccordage fréquentiel des aubes sur les réponses forcées
linéaires ( ) et non-linéaires ( ) au voisinage de la famille du premier mode de flexion,
évaluées pour v = 60 V et Ω = 30 %
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(a) σ = 0.00 % (b) σ = 0.50 %

(c) σ = 1.13 % (essais sur mors) (d) σ = 1.50 %

(e) σ = 2.00 %

Figure VI.15 – Influence du désaccordage fréquentiel des aubes sur les décompositions à
diamètres non-linéaires, au voisinage de la famille du premier mode de flexion, évaluées
pour v = 60 V et Ω = 30 % (Déformations [µdefµdef ] min. et max. )
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Les simulations numériques, permettant de tracer les enveloppes des réponses forcées 18
et les décompositions à diamètres (dont la méthode de tracé est explicitée en section VI.1),
sont réalisées au moyen de la CNCMS et des méthodes de réduction détaillées en sous-
section VI.2.2 pour une excitation co-rotative à deux diamètres nodaux au voisinage de la
famille du premier mode de flexion et une tension de 60 V. Le désaccordage fréquentiel est
ici aléatoire suivant une loi normale permettant d’obtenir l’écart-type désiré. Toutefois, le
taux de désaccordage correspondant à la dispersion relevée durant les essais sur mors est
appliqué de façon intentionnelle, en respectant les dispersions fréquentielles mesurées sur
chacune des dix-huit aubes durant les essais sur mors.

Plusieurs remarques peuvent être déduites de l’évolution des réponses forcées en fonc-
tion du taux de désaccordage de la soufflante, exposée en figure VI.14.

Premièrement, il est possible de remarquer que plus le taux de désaccordage est grand,
plus l’étalement fréquentiel 19 de la réponse est important. Pour un taux de désaccordage
correspondant à un écart-type de σ = 2.00 %, l’étalement fréquentiel est égal à 10 % de la
fréquence du mode accordé à deux diamètres.

La seconde remarque concerne l’amplitude maximale de la réponse forcée qui semble
suivre l’évolution typique de l’amplification de l’amplitude de la réponse forcée linéaire en
fonction du taux de désaccordage, reprise en figure I.16 dans le chapitre I. Afin de faciliter
la comparaison, les évolutions linéaires et non-linéaires du facteur d’amplification, issues
des réponses forcées de la figure VI.14, en fonction du taux de désaccordage sont tracées en
figure VI.16. Le facteur d’amplification correspond ici aux amplitudes maximales, linéaires
et non-linéaires, relevées parmi les dix-huit réponses forcées puis normalisées par celles
(linéaire et non-linéaire) obtenues pour une soufflante accordée.

Figure VI.16 – Évolution du facteur d’amplification en fonction du taux de désaccordage
résultant des réponses forcées linéaire ( ) et non-linéaire ( ) de la figure VI.14 ( dis-
persion issue des essais sur mors)

Bien que le nombre de points tracés soient limités et que les graphiques soient le résultat
d’un seul et unique tirage aléatoire par taux de désaccordage, il est possible de remarquer
que l’évolution linéaire est similaire à celle de la figure I.16. En effet, l’amplitude maximale
atteint rapidement un maximum avant de diminuer lentement pour atteindre un palier. De
18. Les enveloppes des réponses forcées, tracées en figure VI.14 et VI.17, sont évaluées en retenant la

valeur maximale parmi les dix-huit réponses forcées pour chaque fréquence d’excitation.
19. L’étalement fréquentiel est ici défini comme l’écart entre la fréquence la plus basse et la plus haute

des pics observés sur l’ensemble des aubes.
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même, l’évolution non-linéaire rappelle les figures tracées par Joannin[99] dans ses travaux
de thèse dans lesquelles la courbe est aplanie par rapport à une évolution linéaire.

De plus, il est à noter que la dispersion fréquentielle issue des essais sur mors est posi-
tionnée à proximité du maximum du facteur d’amplification ce qui signifie qu’une minime
erreur sur le taux de désaccordage peut provoquer un important écart par rapport aux
essais en rotation et notamment sur l’amplitude des réponses.

Par ailleurs, il est possible de déceler un léger écart fréquentiel entre les réponses forcées
linéaires et non-linéaires de la figure VI.14 dû aux méthodes distinctes de désaccordage
employées pour perturber les fréquences propres linéaires et non-linéaires ; méthodes dé-
taillées en sous-sections 2.2.5 et 2.2.6, respectivement.

La figure VI.15 permet de visualiser l’évolution de la décomposition à diamètres de la
réponse de la soufflante en fonction du taux de désaccordage.

Comme précédemment, il est possible de remarquer une augmentation de l’étalement
fréquentiel des différents modes en fonction du taux de désaccordage. Le dédoublement des
fréquences des modes dégénérés, en particulier celui à deux diamètres nodaux, est aussi
observable sur cette figure. Par ailleurs, l’écart entre les fréquences de ces modes dégénérés
augmente en fonction du taux de désaccordage.

De plus, tandis que le mode à deux diamètres nodaux est le seul à répondre sans
désaccordage, de plus en plus de fréquences répondent lorsque le taux de désaccordage
augmente et, ceci, dans des proportions de plus en plus importantes. Il est aussi possible
de constater que les décompositions à diamètres sur les fréquences qui répondent sont de
plus en plus riches. Cette répartition de l’énergie vibratoire entre les différentes compo-
santes à diamètres entraîne ainsi une réponse du mode excité de plus en plus faible, ce
mode étant de ce fait moins pur dans sa décomposition à diamètres.

D’autre part, les figures VI.14e et VI.15e exhibent, en début du spectre, un mode lo-
calisé sur une seule aube (l’aube n°17) qui se traduit par une résonance isolée sur cette
aube à la fréquence correspondant à ce mode ainsi qu’une participation de toutes les com-
posantes à diamètres à cette même fréquence.

L’évolution de la réponse forcée en présence de désaccordage fréquentiel pour diffé-
rentes tensions d’excitation est présentée en figure VI.17. Les enveloppes des réponses
forcées sont toujours tracées au moyen de la CNCMS pour une excitation co-rotative à
deux diamètres nodaux au voisinage de la famille du premier mode de flexion. Le désac-
cordage fréquentiel est issu de la dispersion fréquentielle obtenue durant les essais sur mors.

Cette série d’excitations numériques permet ainsi d’observer un aplanissement des pics
de résonance non-linéaires par rapport aux pics linéaires ainsi qu’un léger décalage fré-
quentiel. Comme détaillé dans le chapitre II, cet aplanissement et ce décalage fréquentiel
sont dus à la non-linéarité de contact / frottement entre les aubes et le disque : plus la
tension d’excitation est importante, plus ceux-ci sont conséquents. De surcroît, l’aplanisse-
ment de la réponse forcée entraîne la fusion de plusieurs pics de résonance (chacun associé
à un mode de vibration) en un seul pic plus large.
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(a) v = 20 V (b) v = 40 V

(c) v = 80 V (d) v = 120 V

Figure VI.17 – Influence de la tension d’excitation sur les réponses forcées linéaires ( )
et non-linéaires ( ) de la soufflante désaccordée, au voisinage de la famille du premier
mode de flexion, évaluées pour σ = 1.13 % (essais sur mors) et Ω = 30 %

2.3.2 Désaccordage de l’amortissement et de l’excitation

Le désaccordage des aubes de la soufflante en taux d’amortissement mais aussi en ex-
citation est étudié en figures VI.18 et VI.19.

Leur implémentation dans la CNCMS est décrite en section VI.2 tandis que les simu-
lations réalisées sont similaires aux précédentes en substituant le désaccordage fréquentiel
par un désaccordage intentionnel sur le taux d’amortissement et l’excitation des aubes de la
soufflante. Ces désaccordages intentionnels sont issus des dispersions sur le taux d’amor-
tissement structural et sur les résidus 20 identifiés sur les réponses forcées des dix-huit
aubes, obtenues durant les essais sur mors et aboutissant respectivement à un écart-type
de 7.16 % et 9.85 %.

20. Les résidus permettent de caractériser l’excitabilité de la structure car ceux-ci sont indépendants de la
fréquence propre et du taux d’amortissement. Par conséquent, ces résidus peuvent intégrer un désaccordage
de l’excitation mais aussi de la forme modale.
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(a) Taux d’amortissement (b) Excitation

Figure VI.18 – Influence du désaccordage du taux d’amortissement et de l’excitation des
aubes sur les réponses forcées linéaires ( ) et non-linéaires ( ), au voisinage de la famille
du premier mode de flexion, évaluées pour v = 60 V et Ω = 30 %

(a) Taux d’amortissement (b) Excitation

Figure VI.19 – Influence du désaccordage du taux d’amortissement et de l’excitation
des aubes sur les décompositions à diamètres non-linéaires, au voisinage de la famille du
premier mode de flexion, évaluées pour v = 60 V et Ω = 30 % (Déformations [µdefµdef ] min.
et max. )

Bien que les taux de désaccordage soient très élevés (par exemple, en comparaison au
taux de désaccordage fréquentiel), l’influence de ceux-ci sur les réponses forcées, aussi bien
sur le taux d’amortissement que sur l’excitation, est minime et concerne essentiellement
l’amplitude de ces dernières. De plus, la figure VI.19 permet de constater que leur influence
sur la décomposition en composantes à diamètres est aussi mineure.

L’influence du désaccordage intentionnel sur le taux d’amortissement et l’excitation
étant faibles, ces désaccordages ne sont pas considérés dans la suite de ce mémoire et
notamment dans la comparaison entre les essais en rotation et les simulations numériques
de la soufflante désaccordée.
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3 Confrontation entre essais en rotation et simulations nu-
mériques

La section finale de ce mémoire de thèse expose les comparaisons entre les essais en
rotation réalisés à l’intérieur de l’enceinte sous-vide du banc d’essais PHARE#1 et les
simulations numériques non-linéaires de la soufflante composite désaccordée. Cette section
constitue l’épilogue de ce travail de thèse en faisant intervenir toutes les notions théo-
riques et pratiques déployées dans ce mémoire d’un point de vue expérimental mais aussi
numérique. Les résultats des études à excitations localisées et à diamètres, numériques et
expérimentales, occupent une part majeure de cette comparaison permettant ainsi d’étu-
dier tous les aspects de la dynamique de cette soufflante en rotation et particulièrement
ses effets non-linéaires.

Cette section est divisée en quatre parties. La première aborde la comparaison des
paramètres modaux expérimentaux et numériques du système linéaire sous-jacent. La
deuxième sous-section permet d’évaluer le coefficient de frottement isotrope optimal du
système grâce à une étude de l’influence de ce paramètre sur l’évolution des paramètres
modaux non-linéaires de la soufflante. Pour achever cette section, les deux dernières parties
sont largement consacrées à la comparaison des réponses expérimentales et numériques à
des excitations localisées et à diamètres.

Il est important de noter que chaque essai de la campagne, dont la matrice d’essais est
présentée dans le tableau VI.1, réalisé pour cette étude a son pendant numérique. De sur-
croît, ces simulations non-linéaires sont accomplies au moyen des paramètres numériques
optimaux définis grâce aux études d’influence du chapitre V, à savoir nh = 5 harmoniques,
nt = 32 discrétisations temporelles, ne = 2 éléments. Seul le nombre de nœuds de contact
diffère pour compter une rangée de plus ce qui porte le total à nc = 612 nœuds de contact,
comme exposé précédemment. De plus, les schémas de désaccordage fréquentiel employés
pour les familles du premier et du deuxième mode de flexion (respectivement σ = 1.13 %
et σ = 0.96 %) sont issus des résultats des essais sur mors sur les dix-huit aubes composant
la soufflante.

3.1 Comparaison des paramètres modaux du système linéaire sous-jacent

À l’image de l’étude linéaire réalisée dans le chapitre V, il est essentiel de comparer
les paramètres modaux (fréquences propres et taux d’amortissement) expérimentaux et
numériques du système linéaire sous-jacent afin d’évaluer la précision du modèle numé-
rique de la soufflante par rapport aux essais en rotation dans l’enceinte sous-vide du banc
PHARE#1. L’évolution expérimentale et numérique des paramètres modaux linéaires en
fonction de la vitesse de rotation de la soufflante peut ainsi être comparée préalablement
à l’introduction des non-linéarités, ces dernières rendant la comparaison plus complexe.

Il est important de noter qu’aucun recalage du modèle numérique éléments finis n’est
réalisé que ce soit pour les aubes ou le disque : celui-ci est identique à un modèle exploité
dans l’industrie. Seul le coefficient d31, lié au modèle numérique des actionneurs piézo-
électriques, est modifié : sa valeur recalée lors des simulations du système {aube+mors}
est ré-employée ici. Pour rappel, la modélisation numérique s’arrête à la soufflante et ne
comprend donc pas le véhicule d’essais.

Les paramètres modaux numériques linéaires sont extraits d’une analyse modale du
modèle numérique de la soufflante pour lequel toutes les portées de contact / frottement
sont collées. Le modèle numérique est réduit de façon similaire à la CNCMS en rempla-
çant toutefois les modes complexes non-linéaires par des modes complexes linéaires.



232 Chapitre VI. Essais et simulations numériques d’une soufflante en rotation

Les paramètres modaux expérimentaux linéaires sont, quant à eux, obtenus en ex-
trapolant ceux issus de l’identification modale (par la méthode LSRF) des fonctions de
réponse fréquentielle non-linéaires des essais à diamètres jusqu’à l’ordonnée à l’origine.
Comme explicité dans le chapitre V, cette technique d’extrapolation produit des résultats
similaires à l’identification modale des essais large-bande, engendrant des réponses forcées
de faible amplitude et donc très proches d’un comportement linéaire.

3.1.1 Fréquences propres

Pour étudier l’évolution de la fréquence propre en fonction des différents paramètres
associés aux roues aubagées en rotation tels que la vitesse de rotation ou le diamètre no-
dal, le diagramme de Campbell et le diagramme fréquences / diamètres, décrits dans le
chapitre I, demeurent des outils efficaces.

Dans un premier temps, les diagrammes de Campbell expérimentaux et numériques
des familles des deux premiers modes de flexion de la soufflante sont comparés en fi-
gure VI.20a et VI.20b, respectivement. Il est à noter que les incertitudes expérimentales
(principalement liées à l’identification des paramètres et à la mesure), évaluées en sec-
tion VI.1, sont tracées autour des courbes expérimentales. Toutefois, celles-ci sont faibles
et donc difficilement perceptibles sur les figures.

2D
3D
4D

(a) Famille du premier mode de flexion

2D
3D
4D

(b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.20 – Comparaison entre les diagrammes de Campbell linéaires expérimen-
taux ( ) et numériques ( )

En prime des vitesses de rotation de l’étude non-linéaire, restreintes à 30 %, 50 % et
70 % du régime nominal de fonctionnement de la soufflante, des vitesses de rotation su-
périeures à 70 % (80 %, 90 % et 100 %) sont étudiées en figures VI.20a et VI.20b afin
d’analyser l’évolution des fréquences propres sur une plage de fonctionnement plus impor-
tante.

Pour rappel, les deuxième, troisième et quatrième diamètres nodaux sont étudiés du-
rant ces essais et simulations numériques.

Les figures VI.20a et VI.20b permettent d’observer un raidissement de la structure (se
manifestant par une augmentation de la fréquence propre) pour les familles du premier et
du deuxième mode de flexion. Ce raidissement est lié à la précontrainte centrifuge, repré-
sentée par la matrice T dans l’équation (I.34), qui prévaut sur l’assouplissement centrifuge,
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représenté par la matrice N dans l’équation (I.34), dans le cas de cette soufflante.
Les évolutions expérimentales et numériques des fréquences propres en fonction de la

vitesse de rotation sont similaires pour les deux familles de modes de vibration bien que
les écarts semblent plus importants pour les modes de la famille du deuxième mode de
flexion. Toutefois, il est possible de remarquer que les simulations numériques ont tendance
à surestimer les fréquences propres (ce qui est ordinaire dans le cadre d’une modélisation
éléments finis). De plus, la pente des fréquences propres expérimentales est plus impor-
tante, l’écart est donc plus important pour les faibles vitesses et se résorbe pour les hautes
vitesses.

La différence de pente entre les fréquences propres issues des essais et des simulations
numériques peut s’expliquer par le fait que plus la vitesse de rotation de la soufflante
est élevée, plus la liaison entre les aubes et le disque est contrainte. Ainsi, le contact se
rapproche d’une liaison parfaite ce qui rigidifie la structure et augmente la fréquence de ré-
sonance. D’un point de vue expérimental, l’augmentation de la vitesse de rotation entraîne
une augmentation de la surface de contact pour ainsi se rapprocher d’une liaison parfaite.
Néanmoins, numériquement, le même nombre de points (et donc la même surface) est en
contact pour toutes les vitesses et selon la même disposition. Cette hypothèse pouvant
expliquer la pente plus importante des fréquences propres expérimentales en fonction de
la vitesse de rotation. De plus, cette hypothèse est corroborée par l’analyse du nombre
de points de contact nc en figures V.26 et V.27 du chapitre V puisque plus le nombre
de points de contact augmente, plus la fréquence propre des simulations numériques est
importante.

Quantitativement, les écarts pour la famille du premier mode de flexion sont compris
entre 2 % pour une vitesse de rotation de 30 % et 0.5 % pour une vitesse de rotation de
100 % du régime nominal de fonctionnement de la soufflante. Pour la famille du deuxième
mode de flexion, ceux-ci sont compris entre 4 % et 1.5 % pour les mêmes vitesses de ro-
tation. Bien que ces écarts entre les paramètres modaux expérimentaux et numériques
du système linéaire sous-jacent soient supérieurs à l’intervalle d’incertitudes, ils indiquent
tout de même une bonne corrélation du modèle numérique par rapport aux essais en ro-
tation ; particulièrement en prenant en compte le fait que le modèle numérique n’est pas
recalé spécialement pour ces essais.

Une dernière remarque peut être formulée concernant la densité modale des dia-
grammes de Campbell des figures VI.20a et VI.20b. En effet, les diamètres nodaux étudiés
pour la famille du premier mode de flexion sont contenus dans une bande fréquentielle très
étroite tandis qu’ils sont nettement séparés pour la famille du deuxième mode de flexion.
Les diagrammes fréquences / diamètres des figures VI.21a et VI.21b permettent d’analyser
plus finement cette densité modale. Il est à noter que les incertitudes expérimentales sont
toujours tracées autour des courbes expérimentales mais sont une nouvelle fois difficile-
ment perceptibles sur les figures.

Les diagrammes fréquences / diamètres VI.21a et VI.21b sont tracés pour des fré-
quences propres évaluées à une vitesse de rotation de 70 % du régime nominal de fonc-
tionnement de la soufflante, respectivement pour les familles du premier et du deuxième
mode de flexion. Cette vitesse de rotation, faisant partie des trois vitesses de l’étude non-
linéaire, a été choisie parce qu’un nombre plus important d’essais ont été réalisés pour
celle-ci (particulièrement des essais à zéro et un diamètres nodaux). Toutefois, les évo-
lutions en fonction du diamètre nodal des autres vitesses de rotation suivent les mêmes
tendances, ces dernières n’ont pas été représentées afin de ne pas écraser les courbes.
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(a) Famille du premier mode de flexion (b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.21 – Comparaison entre les diagrammes fréquences / diamètres linéaires expé-
rimentaux ( ) et numériques ( ), tracés pour Ω = 70 %

La première observation pouvant être relevée a trait à l’importante différence d’évo-
lution entre les fréquences propres expérimentales et numériques des modes à zéro et un
diamètres nodaux de la famille du premier mode de flexion. En effet, les fréquences propres
expérimentales de ces deux modes sont bien plus élevées, respectivement de 70 % et 20 %,
que celles des autres modes qui sont toutes du même ordre de grandeur. Le diagramme
numérique fréquences-diamètres de la famille du premier mode de flexion ne reflète pas les
fréquences propres des modes à zéro et un diamètres nodaux. Effectivement, les fréquences
propres de tous les modes, zéro et un diamètres compris, sont contenues dans un très faible
intervalle fréquentiel.

Ces écarts fréquentiels sur les deux premiers modes sont certainement dus à un impor-
tant couplage dynamique de la soufflante avec la ligne d’arbre et les paliers du véhicule
d’essais, affectant particulièrement ces deux modes. Le mode à zéro diamètre nodal, dont
toutes les aubes vibrent en phase, serait ainsi couplé avec la dynamique axiale de la ligne
d’arbre tandis que le mode à un diamètre nodal serait, quant à lui, couplé avec la flexion
transverse de cette dernière.

Cette assomption est corroborée par le fait que d’importantes vibrations ont été me-
surées sur les accéléromètres, localisés sur les paliers supportant la ligne d’arbre, pour
les deux premiers modes de la famille du premier mode de flexion. Ces vibrations sont
bien plus faibles, voire négligeables, pour les autres modes excités ce qui consolide cette
hypothèse.

Il est difficile d’éviter un couplage de ces deux modes avec le véhicule d’essais. Par
conséquent, la dynamique des modes dont le couplage est important est simplement sur-
veillée et ces modes exclus de l’étude expérimentale et numérique de la soufflante.

D’un point de vue expérimental, un véhicule d’essais plus rigide et dimensionné à cet
effet, permettrait de réduire grandement, voire de supprimer, ce couplage. D’un point de
vue numérique, il serait possible de reproduire ce comportement vibratoire des modes à
zéro et un diamètres nodaux en incluant la ligne d’arbre ainsi que les paliers du véhicule
d’essais à la modélisation numérique. Ces ajouts entraîneraient néanmoins un accroisse-
ment du nombre de degrés de liberté du système, déjà considérable. Une autre solution
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pourrait consister à modéliser l’arbre et les paliers au moyen de ressorts dans les trois
directions de l’espace ce qui nécessiterait toutefois un recalage ce ces derniers.

En faisant fi des modes à zéro et un diamètres nodaux, les évolutions des fréquences
propres numériques et expérimentales des autres diamètres nodaux étudiés suivent les
mêmes tendances pour les familles des deux modes de flexion. Peu de variations de la
fréquence propre sont observables en fonction du diamètre nodal pour la famille du premier
mode de flexion tandis que la fréquence propre augmente fortement entre les deuxième et
quatrième diamètres nodaux de la famille du deuxième mode de flexion. Par ailleurs,
cette variation de fréquence propre diminue plus le diamètre du mode excité est grand.
Cette importante variation de fréquence propre pour les faibles diamètres nodaux traduit
l’importante contribution dynamique du disque dans la réponse, comme mentionné dans
le chapitre I.

D’un point de vue quantitatif, les tendances de variation des fréquences propres étant
équivalentes expérimentalement et numériquement, les écarts sont sensiblement les mêmes
pour les différentes familles de modes étudieés : 1.5 % pour la famille du premier mode de
flexion et 2 % pour la famille du deuxième mode de flexion. Comme énoncé précédemment,
ces faibles écarts fréquentiels entre les paramètres modaux expérimentaux et numériques
du système linéaire sous-jacent indiquent une bonne corrélation du modèle numérique par
rapport aux essais en rotation.

3.1.2 Taux d’amortissement

L’étude consacrée au taux d’amortissement du système linéaire sous-jacent est réalisée
au moyen d’outils similaires à l’étude des fréquences propres. Tout d’abord, l’évolution du
taux d’amortissement linéaire de la soufflante en fonction de la vitesse de rotation est tracée
en figures VI.22a et VI.22b, respectivement pour les familles du premier et du deuxième
mode de flexion. Les surfaces tracées en transparence autour des courbes expérimentales
correspondent aux incertitudes sur l’estimation du taux d’amortissement dont l’évaluation
est explicitée en section VI.1.

2D
3D
4D

(a) Famille du premier mode de flexion

2D
3D
4D

(b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.22 – Comparaison entre les évolutions des taux d’amortissement linéaires ex-
périmentaux ( ) et numériques ( ) en fonction de la vitesse de rotation
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Il est important de noter que l’amortissement structural numérique de la soufflante
est recalé par rapport aux taux d’amortissement linéaires (extrapolés à partir des taux
d’amortissement identifiés pour plusieurs tensions d’excitation) de chacune des familles
de modes de vibration et chacune des vitesses de rotation. Ainsi, pour chaque famille de
modes et chaque vitesse de rotation, la moyenne des taux d’amortissement linéaires expé-
rimentaux des trois diamètres nodaux testés est employée comme taux d’amortissement
modal numérique. Ces taux d’amortissement modaux numériques sont recalés au moment
de l’évaluation du mode complexe non-linéaire, soit sur un secteur de la soufflante dont
les frontières du disque sont encastrées.

La première remarque pouvant être formulée concernant les figures VI.22a et VI.22b
concerne l’évolution du taux d’amortissement qui décroit en fonction de la vitesse de ro-
tation aussi bien numériquement qu’expérimentalement. Seul le quatrième diamètre nodal
de la famille du premier mode de flexion ne suit pas une évolution décroissante. Ces figures
permettent aussi d’observer que la décroissance du taux d’amortissement de la famille du
deuxième mode de flexion est, en moyenne, plus importante que celle de la famille du
premier mode de flexion. En moyenne, celle-ci est de 4 % et 22 % expérimentalement et de
11 % et 18 % numériquement, respectivement pour les familles du premier et du deuxième
mode de flexion.

Cette diminution du taux d’amortissement structural en fonction de la vitesse de ro-
tation a été constatée dans d’autres travaux et notamment ceux de Charleux [29], sur une
roue aubagée métallique de compresseur dégradée à quatre aubes, permettant d’appro-
cher l’évolution du taux d’amortissement structural expérimental de la famille du premier
mode de flexion au moyen d’une loi de type a/Ω + b. Les travaux de Kielb et Abhari [111],
sur une roue aubagée métallique de turbine, décrivent, quant à eux, l’évolution du taux
d’amortissement structural de la famille du premier mode de flexion en fonction de la
vitesse de rotation selon une loi de type a/Ω2 + b.

Très peu de travaux ont été effectués sur une roue aubagée composite, il est toutefois
possible de mentionner Duffy et al. [49] qui ont travaillé sur une soufflante composite com-
posée de deux aubes à échelle réduite. Le taux d’amortissement de la famille du premier
mode de flexion en fonction de la vitesse de rotation est décroissant dans de faibles pro-
portions (12 % de la valeur initiale), pour une gamme de vitesse de rotation allant de 0 à
5000 tr/min plus importante que celle étudiée dans ces travaux de thèse. Cette évolution
du taux d’amortissement de la famille du premier mode de flexion est similaire à celle
obtenue dans ce travail de thèse.

Dans le cas de cette soufflante composite ainsi que dans les travaux de Duffy et al., il
est difficile d’extraire une loi empirique de l’évolution du taux d’amortissement en fonction
de la vitesse de rotation.

Il est aussi possible de remarquer que le taux d’amortissement linéaire numérique et
expérimental de la famille du deuxième mode de flexion est plus élevé, d’environ 16 %, que
celui de la famille du premier mode de flexion. Cette observation est opposée à celle réalisée
durant la comparaison sur mors pour laquelle le taux d’amortissement du premier mode
de flexion était plus important que celui du deuxième d’environ 17 %. L’hypothèse d’une
participation dynamique plus importante du disque pour la famille du deuxième mode de
flexion peut aussi être avancée dans le cas de l’amortissement, hypothèse préalablement
mise en évidence sur les diagrammes fréquences / diamètres.

En plus d’une évolution similaire du taux d’amortissement entre essais et simulations
numériques, il est possible de noter que les taux d’amortissement structuraux identifiés
à partir des simulations numériques sont contenus dans la plage d’incertitudes de chacun
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des tracés expérimentaux. Cette bonne corrélation entre essais et simulations concernant
les taux d’amortissement peut sembler logique puisque ces derniers ont été recalés numé-
riquement par rapport aux valeurs identifiées expérimentalement pour une même vitesse,
comme explicité plus haut. Toutefois quelques écarts subsistent, ces écarts impactant di-
rectement la comparaison non-linéaire entre les amplitudes de vibration expérimentales et
numériques de la soufflante.

L’évolution du taux d’amortissement en fonction du mode étudié est représentée en
figures VI.23a et VI.23b, respectivement pour les familles du premier et du deuxième mode
de flexion, tous deux tracés pour une vitesse de rotation de 70 % du régime nominal de
fonctionnement.

(a) Famille du premier mode de flexion (b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.23 – Comparaison entre les évolutions des taux d’amortissement linéaires ex-
périmentaux ( ) et numériques ( ) en fonction du diamètre nodal, tracées pour Ω = 70 %

D’un point de vue expérimental, l’évolution des taux d’amortissement en fonction du
diamètre nodal ne semble pas monotone pour les deux familles de modes de flexion. Au
contraire, les simulations numériques de la famille du premier mode de flexion aboutissent
à un taux d’amortissement quasi-constant pour les diamètres nodaux étudiés tandis qu’il
est décroissant pour la famille du deuxième mode de flexion. Une diminution d’environ
10 % est perceptible entre le deuxième diamètre nodal et celui du quatrième diamètre no-
dal, tous deux appartement à la famille du deuxième mode de flexion.

En examinant attentivement les incertitudes expérimentales sur l’évaluation du taux
d’amortissement, il serait possible que cette évolution soit monotone aux incertitudes près.
De surcroît, il serait intéressant d’étudier l’influence du désaccordage de l’amortissement
structural, présenté en section VI.2, sur l’évolution du taux d’amortissement de la souf-
flante en fonction du diamètre nodal.

En outre, conformément aux observations extraites de la figure VI.22, les taux d’amor-
tissement linéaires numériques sont contenus dans la plage d’incertitudes expérimentales
ce qui indique une bonne représentativité du modèle et des simulations numériques par
rapport aux essais en rotation.
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3.2 Influence du coefficient de frottement sur la réponse non-linéaire

Dans le but de recaler le plus précisément possible l’effet non-linéaire des simulations
numériques par rapport aux résultats expérimentaux, il est nécessaire d’évaluer l’influence
du coefficient de frottement isotrope µ sur l’évolution des paramètres modaux en fonc-
tion de l’amplitude de vibration pour plusieurs vitesses de rotation. À la différence de la
comparaison des résultats sur mors, il n’est pas primordial d’évaluer l’influence de l’effort
normal de précharge puisque ce dernier est issu des efforts centrifuges appliqués à l’aube
en rotation et donc précisément connu.

Le recalage du coefficient de frottement est exposé en figures VI.24 et VI.25, respective-
ment pour les familles du premier et du deuxième mode de flexion. La confrontation entre
les paramètres modaux (fréquences propres et taux d’amortissement) expérimentaux et
numériques en fonction de l’amplitude de vibration, permettant le recalage du coefficient
de frottement, est présentée pour plusieurs vitesses de rotation.

Les résultats numériques de ce recalage du coefficient de frottement sont issus de l’étape
d’évaluation du mode complexe non-linéaire qui, pour rappel, est accomplie sur un sec-
teur de la soufflante dont les frontières sont encastrées. Ce recalage à partir des modes
complexes non-linéaires est principalement effectué pour des raisons de temps de calcul
puisqu’il permet de se soustraire à l’évaluation des modes d’interface et des simulations
non-linéaires au moyen de la CNCMS. Bien que cette configuration d’un secteur encas-
tré se rapproche, d’un point de vue dynamique, d’un diamètre nodal de zéro pour une
soufflante accordée, ce recalage à partir du mode complexe non-linéaire permet de gagner
un temps de calcul considérable. Pour un recalage plus précis de chaque diamètre nodal,
ces dernières auraient alors dû être effectuées pour de multiples tensions d’excitation pour
chaque diamètre nodal, vitesse de rotation et famille de modes de vibration et naturelle-
ment plusieurs valeurs du coefficient de frottement isotrope.

Afin de tracer les évolutions expérimentales des paramètres modaux, il est à noter que
l’amplitude modale maximale, ici la déformation modale maximale, αk (parmi les dix-huit
aubes de la soufflante) du mode étudié, définie dans l’équation (V.13) du chapitre V, est
retenue comme amplitude de vibration de chaque couple fréquence propre / taux d’amor-
tissement, pour une tension d’excitation donnée.

Par ailleurs, les fréquences propres numériques des figures VI.24 et VI.25 sont norma-
lisées par rapport à la fréquence propre moyenne du système linéaire sous-jacent des trois
diamètres nodaux étudiés pour chaque vitesse de rotation et chaque famille de modes
de vibration, ceci dans le but de mieux appréhender l’évolution numérique de ce para-
mètre modal par rapport aux résultats expérimentaux. Toutefois, les écarts entre fré-
quences propres linéaires expérimentales et numériques demeurent et sont exposés en sec-
tions VI.2.1 et VI.3.4.

Les légendes des figures VI.24 et VI.25 sont consignées dans le tableau VI.8. De même
que précédemment, les surfaces tracées en transparence autour des courbes expérimentales
correspondent aux incertitudes de mesure et d’identification modale de la fréquence propre
et du taux d’amortissement, dont l’évaluation est explicitée en section VI.1.
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Figure VI.24 – Étude d’influence sur le coefficient de frottement pour la famille du premier
mode de flexion à différentes vitesses de rotation
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Figure VI.25 – Étude d’influence sur le coefficient de frottement pour la famille du
deuxième mode de flexion à différentes vitesses de rotation
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Expérimental Diamètre nodal 2D 3D 4D
Légende

Numérique µ 0.20 0.19 0.18 0.16 0.14 0.12 0.10 0.08 0.06
Légende

Tableau VI.8 – Légendes des figures VI.24 et VI.25

À la première vue de ces différentes figures, les conclusions relatives à l’effet non-linéaire
émises sur la comparaison des résultats sur mors semblent s’appliquer à l’étude des para-
mètres modaux expérimentaux et numériques de la soufflante pour une même vitesse de
rotation. En effet, une faible variation de la fréquence propre numérique par rapport à son
évolution expérimentale ainsi qu’un décalage du point de décollement initiant la phase de
glissement (termes décrits dans le chapitre II) entre les simulations numériques et les essais
sont aussi observables dans le cadre de ce recalage de l’effet non-linéaire des simulations
numériques.

De plus, pour un coefficient de frottement isotrope identique à celui de la famille du
premier mode de flexion, les évolutions des paramètres modaux numériques de la famille
du deuxième mode de flexion sont très faibles en comparaison de leurs évolutions expéri-
mentales.

Toutefois, plus l’effet non-linéaire est important, plus ces différences entre l’évolution
des paramètres modaux expérimentaux et numériques semblent s’atténuer, comme il peut
être observé pour la famille du premier mode de flexion à une vitesse de rotation de 30 %
du régime nominal de fonctionnement.

Le but de cette sous-section n’étant pas la comparaison des résultats expérimentaux
et numériques mais le recalage de l’effet non-linéaire des simulations numériques, les re-
marques et les analyses plus approfondies traitant de cette comparaison sont présentées
en sous-section VI.3.4.

La comparaison des évolutions des paramètres modaux pour différentes vitesses de
rotation permet de remarquer qu’un même coefficient de frottement ne permet pas de re-
caler de façon satisfaisante l’évolution des paramètres modaux et notamment celle du taux
d’amortissement, pour tous les régimes. En effet, afin de recaler précisément l’évolution
du taux d’amortissement de la famille du premier mode de flexion, il serait nécessaire de
faire varier le coefficient de frottement en fonction de la vitesse de rotation.

Ainsi, plus la vitesse de rotation est importante (et donc plus l’effort normal de pré-
charge est important), plus le coefficient de frottement isotrope diminuerait : de µ = 0.19
pour une vitesse de rotation de 30 % jusqu’à µ = 0.075 pour 70 % du régime nominal de
fonctionnement pour la famille du premier mode de flexion, comme l’expose la figure VI.26.

Plusieurs travaux [8, 29, 94, 213] ont aussi noté une diminution du coefficient de frot-
tement en fonction de l’effort normal appliqué au contact. Parmi ceux-ci, Charleux [29],
dans ses travaux sur des aubes de compresseur en rotation, exploite une loi régissant cette
variation du coefficient de frottement. Cette loi, reprise de l’article d’Ibrahim [94], est
consignée dans l’équation

µ = γN0
ν (VI.3)
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dans laquelle µ est le coefficient de frottement isotrope, N0 est l’effort normal de précharge
appliqué au contact, ν est un paramètre de valeur positive dépendant des états de surface
et de la lubrification du contact et γ est une constante.

À partir d’un développement de l’équation (VI.3), exposé dans les travaux de Char-
leux [29], et d’un couple coefficient de frottement / vitesse de rotation de référence, ici
30 % du régime nominal de fonctionnement, il est possible d’estimer les coefficients de
frottement optimaux des différentes vitesses de rotation de la soufflante. La figure VI.26
expose l’évolution de ces coefficients de frottement en fonction de la vitesse de rotation
pour différents paramètres ν. Celle-ci est confrontée aux coefficients de frottement opti-
maux des vitesses de rotation étudiées, obtenus au moyen de la comparaison entre les
évolutions du taux d’amortissement expérimental et numérique de la famille du premier
mode de flexion de la figure VI.24.

Ref.

 = 0.30

 = 0.40

 = 0.50

 = 0.60

Figure VI.26 – Évolution du coefficient de frottement µ en fonction de la vitesse de
rotation pour la famille du premier mode de flexion

La figure VI.26 permet ainsi de constater que l’évolution du coefficient de frottement
optimal peut ainsi être estimé au moyen de l’équation (VI.3) dont le paramètre ν est fixé
à ν = 0.50. Bien que les deux systèmes soient très différents, un ordre de grandeur du
paramètre ν est proposé : Charleux [29] a fixé ce paramètre ν à 0.36 pour un contact entre
une aube de turbines en titane et un disque en titane, lubrifié au moyen de disulfure de
molybdène (MoS2).

Par ailleurs, il serait intéressant de coupler cette loi d’évolution du coefficient de frotte-
ment en fonction de la vitesse de rotation avec celle proposée dans le chapitre V consacrée
à l’évolution du coefficient de frottement en fonction de l’amplitude de vibration.

Dans la suite de ce travail de comparaison des essais en rotation dans l’enceinte sous-
vide du banc PHARE#1 par rapport aux simulations numériques non-linéaires d’une
soufflante désaccordée, un unique coefficient de frottement isotrope est employé pour les
différentes vitesses de rotation et les différentes familles de modes de vibration. Ce choix
d’un unique coefficient de frottement pour toutes les simulations numériques non-linéaires
permet ainsi d’évaluer l’erreur commise lorsque le coefficient de frottement est estimé pour
une seule vitesse de rotation ; cette pratique étant couramment réalisée en bureau d’étude.

Le coefficient de frottement isotrope est ainsi fixé à µ = 0.19, correspondant au coeffi-
cient de frottement permettant de recaler l’évolution du taux d’amortissement de la famille
du premier mode de flexion pour une vitesse de rotation égale à 30 % du régime nominal
de fonctionnement. Cette combinaison de paramètres a été sélectionnée car elle permet de
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mettre en évidence l’effet non-linéaire le plus important de toutes celles étudiées.
Les résultats, post-traitements et analyses expérimentaux et numériques de la suite

de ce chapitre sont ainsi principalement focalisés sur cette vitesse de rotation de 30 %.
L’évolution de ces derniers en fonction de la vitesse de rotation reste toutefois étudiée.

3.3 Comparaison des réponses à une excitation localisée

Les résultats expérimentaux et numériques aube par aube, exploités dans cette sous-
section, sont issus de la réponse des dix-huit aubes de la soufflante à l’excitation localisée
d’une seule et unique aube.

L’intérêt d’une excitation localisée spatialement est de faire ressortir tous les modes de
la structure à symétrie au moyen d’un seul essai, avec toutefois moins d’énergie (et donc
moins d’amplitude de réponse vibratoire) qu’une excitation globale de la soufflante (de
type excitation à diamètres exploitée en sous-section VI.3.3) car une seule aube est exci-
tée, révélant ainsi de plus faibles effets non-linéaires. Néanmoins cette propriété spatiale
suppose un cas accordé. Pour une structure désaccordée, une excitation localisée permet
de faire principalement ressortir les modes localisés. Ces derniers font uniquement parti-
ciper les aubes couplées avec celle excitée.

La comparaison des réponses, expérimentales et numériques, à une excitation localisée
est étudiée, dans un premier temps, en termes d’analyse à diamètres des fonctions de ré-
ponse fréquentielle des aubes puis, dans un second temps, en termes de répartition spatiale
des amplitudes vibratoires des aubes de la soufflante mais aussi en termes d’interaction
dynamique entre les aubes sur les réponses faisant ressortir ces modes localisés.

Tel indiqué en section VI.1, les essais aube par aube sont effectués pour plusieurs
aubes excitées localement lors de différents essais (l’aube n°16 puis l’aube n°2 en adoptant
la numérotation proposée en figure VI.3) mais aussi pour plusieurs familles de modes de
vibration, vitesses de rotation et amplitudes vibratoires. Les simulations numériques sont
reproduites pour chacun des cas testés expérimentalement.

3.3.1 Analyse à diamètres de la réponse

Les post-traitements contenus dans cette sous-section et représentant les répartitions
en composantes à diamètres, expérimentales et numériques, sont tracées à partir des fonc-
tions de réponse fréquentielle des aubes de façon similaire à la figure VI.6c.

Dans un premier temps et afin d’offrir un point de comparaison, les décompositions à
diamètres résultant de simulations numériques linéaires sur une soufflante accordée pour
les familles du premier et du deuxième mode de flexion sont exposées en figure VI.27.

Comme explicité en introduction de cette sous-section, les figures VI.27a et VI.27b per-
mettent d’observer que, dans le cas de la réponse linéaire d’une soufflante accordée issue
de simulations linéaires, tous les modes à diamètres répondent à une même amplitude à
l’excitation localisée de l’aube n°16. Cette observation est valide pour les familles des deux
premiers modes de vibration. De plus, les décompositions en composantes à diamètres
d’une soufflante accordée, résultant de simulations dynamiques linéaires, sont identiques
quelque soit l’aube excitée.

Tant pour la famille du premier que pour celle du deuxième mode de flexion, il est
possible de retrouver la répartition fréquentielle des modes à diamètres exposée en fi-
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gures VI.21a et VI.21b, la famille du deuxième mode de flexion étant toujours plus éten-
due fréquentiellement que celle du premier mode de flexion notamment pour les faibles
diamètres nodaux.

(a) Famille du premier mode de flexion (b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.27 – Décompositions à diamètres issues de simulations linéaires d’une soufflante
accordée, évaluées pour une excitation v = 40 V de l’aube n°16, au voisinage des familles
des deux premiers modes de flexion à Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )

Les figures VI.28 et VI.29 représentent les répartitions des composantes à diamètres
des familles du premier et du deuxième mode de flexion, issues d’essais en rotation et
de simulations non-linéaires d’une soufflante désaccordée fréquentiellement (à partir des
fréquences propres évaluées pour chacun des deux modes de vibration lors des essais sur
mors). Ces décompositions à diamètres sont évaluées pour une vitesse de rotation de 30 %
du régime nominal de fonctionnement et une tension d’excitation de 40 V qui est la plus
faible tension générée lors des essais et simulations à excitations localisées, permettant
ainsi de limiter les effets non-linéaires.

Par rapport aux décompositions à diamètres d’une soufflante accordée, il est possible
de remarquer que les composantes à diamètres ne répondent pas toutes à la même am-
plitude sur les décompositions à diamètres d’une soufflante désaccordée. De surcroît, la
répartition des composantes à diamètres est différente en fonction de l’aube excitée et dé-
pend ainsi du mode localisé excité, ce qui justifie de tester plusieurs excitations localisées
dans le cas désaccordé.

En effet, il est possible de remarquer sur la figure VI.28, exploitant les réponses de
la famille du premier mode de flexion, que le mode localisé répondant à l’excitation de
l’aube n°16 fait ressortir les composantes à diamètres nodaux d’indice élevé tandis que
celui répondant à l’excitation de l’aube n°2 fait ressortir les composantes des premiers
diamètres nodaux.

Ces différentes remarques restent valides pour la famille du deuxième mode de flexion
comme observé en figure VI.29.

De plus, il est possible de remarquer que les résonances de ces modes localisés (diffé-
rentes pour les aubes n°16 et n°2) de la famille du deuxième mode de flexion sont situées
à des fréquences plus élevées que les modes globaux à deux, trois et quatre diamètres no-
daux de la figure VI.25 ou VI.40 de la sous-section suivante. Ces modes localisés possèdent
donc des fréquences de résonances similaires à celles des modes à diamètres nodaux élevés
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(a) Expérimental - Aube 16 (b) Numérique - Aube 16

(c) Expérimental - Aube 2 (d) Numérique - Aube 2

Figure VI.28 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques pour une excitation v = 40 V de l’aube n°16 puis n°2, au voisinage de la famille du
premier mode de flexion à Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )

pour lesquels le disque participe peu à la dynamique : ceux-ci étant ainsi moins organisés
que les premiers modes à diamètres et plus sensibles aux effets de désaccordage, ils offrent
ainsi des conditions plus propices au développement de modes localisés.

Pour finir, les décompositions à diamètres des modes localisés de la famille du deuxième
mode de flexion semblent plus pures, aussi bien d’un point de vue expérimental que nu-
mérique. En effet, les modes à deux et trois diamètres nodaux ressortent distinctement
sur la figure VI.29 et paraissent moins perturbés par d’autres composantes que les autres
modes car ceux-ci sont plus couplés avec le disque comme indiqué en sous-section VI.3.1
et particulièrement en figure VI.21.

La comparaison entre les répartitions expérimentales et numériques des composantes
à diamètres pour les deux familles de modes de flexion étudiées permet de constater que
les mêmes tendances sont apparentes. En effet, les amplitudes de réponse des composantes
à diamètres diffèrent en fonction de l’aube excitée et les principales composantes à dia-
mètres, ressortant sur les décompositions à diamètres, sont aussi distinctes pour chacun
des modes localisés excités (hautes composantes à diamètres nodaux pour l’aube n°16 et
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(a) Expérimental - Aube 16 (b) Numérique - Aube 16

(c) Expérimental - Aube 2 (d) Numérique - Aube 2

Figure VI.29 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques pour une excitation v = 40 V de l’aube n°16 puis n°2, au voisinage de la famille du
deuxième mode de flexion à Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )

premières composantes à diamètres pour l’aube n°2).
De plus, une bonne corrélation entre les décompositions à diamètres numériques et

expérimentales peut être constatée, et particulièrement pour la famille du deuxième mode
de flexion. Toutefois, il est possible de noter que la décomposition en composantes à dia-
mètres est un peu plus riche sur les essais que sur les simulations numériques.

Il est possible de remarquer que l’amplitude maximale des réponses à diamètres est plus
élevée numériquement, quelque soit l’aube ou le mode de vibration excité. Ce décalage vers
les amplitudes vibratoires plus élevées est, notamment, dû aux écarts entre les paramètres
modaux linéaires expérimentaux et numériques (principalement le taux d’amortissement)
évalués en sous-section VI.3.1, mais aussi au recalage de l’excitation piézoélectrique, le co-
efficient d31), par rapport aux essais sur mors et non par rapport à ces essais en rotation.

De plus, les fréquences de résonances des modes localisés étudiés dans cette sous-section
sont plus élevées numériquement, à l’instar des comparaisons exposées sous-section VI.3.1.
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Les figures D.13 et D.14, placées en annexe, représentent respectivement les évolutions
des décompositions à diamètres, expérimentales et numériques, en fonction de la tension
d’excitation et en fonction de la vitesse de rotation.

Les répartitions des composantes à diamètres en fonction de la tension d’excitation,
en figure D.13, sont tracées au voisinage de la famille du premier mode de flexion afin
de maximiser l’effet non-linéaire. Toutefois, il est possible de remarquer que la forme des
répartitions à diamètres ne varie que très peu, seuls des pics de résonance plus étendus et
décalés vers les basses fréquences peuvent être remarqués. Naturellement, ces variations
sont liées à l’effet non-linéaire de contact / frottement de plus en plus important en fonc-
tion de l’amplitude de vibration et donc de la tension d’excitation.

Cette tendance est confirmée sur les simulations numériques non-linéaires. De plus,
outre une amplitude maximale de réponse toujours plus importante numériquement, il est
aussi possible de remarquer que la décroissance de l’amplitude maximale (liée à l’effet non-
linéaire) des composantes à diamètres numériques est aussi légèrement plus importante.

De même que la décomposition à diamètres en fonction de la tension d’excitation, la
répartition des composantes à diamètres n’évolue pas en fonction de la vitesse de rotation
(du moins entre 30 % et 70 % du régime nominal de rotation de la soufflante) tel montré
en figure D.14. Toutefois, au contraire de l’évolution précédente, les pics de résonances
sont plus étroits ce qui est une conséquence de la diminution du taux d’amortissement en
fonction de la vitesse de rotation exposée en figure VI.22.

Comme précédemment, cette tendance est confirmée numériquement. Toutefois, il est
possible de remarquer que l’évolution expérimentale de l’amplitude maximale de réponse
est différente de celle numérique. En effet, celle-ci croit en fonction de la vitesse de rotation
d’un point de vue expérimental tandis qu’elle décroit numériquement.

3.3.2 Analyse spatiale de la réponse

Comme exposé en sous-section 3.3.1, une excitation localisée permet de faire ressortir
des modes localisés dans la réponse de la soufflante désaccordée. Ainsi, l’intérêt de cette
sous-section réside dans l’étude, expérimentale et numérique, des répartitions spatiales des
amplitudes de vibration des aubes (dans le domaine physique) résultant d’une excitation
localisée sur une aube. De plus, les différences de propriété de répartition entre un système
accordé et désaccordé sont mises en évidence dans cette partie.

Dans la suite de cette sous-section, la sensibilité en vitesse de rotation et amplitude
de vibration de ces répartitions spatiales est étudiée pour plusieurs familles de modes de
vibration et différents modes localisés d’un point de vue expérimental et numérique.

Les répartitions spatiales des amplitudes vibratoires sont représentées dans cette sec-
tion par l’intermédiaire de diagrammes polaires évalués à partir des fonctions de réponse
fréquentielle des aubes de la soufflante. Ces figures sont tracées à une fréquence donnée,
choisie de telle sorte que les amplitudes de déformation des dix-huit aubes sont ainsi tra-
cées à la fréquence d’excitation exhibant l’amplitude maximale de déformation 21. Comme
décrit pour tracer le diagramme polaire de la figure VI.6b, les aubes de la soufflante sont
positionnées selon les angles θ du diagramme (en suivant la numérotation de la figure VI.3)
et les amplitudes de déformation selon le rayon r associé à chaque aube.

21. La fréquence à laquelle les diagrammes polaires sont tracés n’est donc pas forcément la même en
fonction du mode localisé excité.
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À l’instar de la sous-section précédente, la première figure VI.30 de cette sous-section
résulte de simulations numériques linéaires sur une soufflante accordée au voisinage des
familles du premier et du deuxième mode de flexion. Ces figures illustrent uniquement l’ex-
citation localisée de l’aube n°16, toutefois les répartitions spatiales des amplitudes vibra-
toires sur une soufflante accordée ont cette première propriété d’être identiques pour une
excitation localisée différente (naturellement, autour de l’aube en question). Par exemple,
la répartition spatiale des amplitudes de vibration résultant de l’excitation localisée de
l’aube n°2, peut se déduire de celle avec l’aube n°16 au moyen d’une rotation de 80°.
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(b) Famille du deuxième mode de flexion

Figure VI.30 – Répartitions spatiales des amplitudes vibratoires issues de simulations
linéaires d’une soufflante accordée pour plusieurs excitations de l’aube n°16, au voisinage
des familles des deux premiers modes de flexion à Ω = 30 %

La figure VI.30 permet de remarquer une seconde propriété : les répartitions spatiales
des amplitudes de réponse des aubes sont parfaitement symétriques autour de l’aube ex-
citée dans le cas de simulations linéaires d’une soufflante accordée. De plus, l’aube excitée
présente toujours la plus forte amplitude de vibration de toute les aubes. Ces motifs dif-
fèrent néanmoins en fonction de la famille de mode de vibration excitée. La réponse est
plus localisée pour la première famille de mode, ceci peut s’expliquer par le fait que sa
densité modale est plus forte et donc que plus de mode à diamètres participent à la fré-
quence d’excitation. Il est aussi possible de noter que peu d’aubes répondent autour de
celle excitée.

Comme indiqué précédemment, ces répartitions spatiales sont tracées à la fréquence
d’excitation pour laquelle l’amplitude de réponse est maximale. Dans le cas de ces deux fi-
gures, cette fréquence est située au voisinage des hauts diamètres nodaux de la figure VI.27.
Cette répartition est donc une combinaison spatiale des modes à diamètres, participant à
la fréquence de tracé. La symétrie spatiale de la réponse forcée résulte ainsi de la symétries
des modes à diamètres du système accordé.

Toutefois, en choisissant une fréquence d’excitation à laquelle un seul diamètre no-
dal participe majoritairement (par exemple le troisième diamètre nodal de la famille du
deuxième mode de flexion de la figure VI.27b, qui est le mode le plus isolé), la répartition
spatiale des amplitudes de réponse se rapprocherait fortement de la forme du mode en
question.

Dans le cas d’un amortissement structural très faible, il serait possible de distinguer
une grande majorité des modes à diamètres dans les répartitions spatiales des amplitudes
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(naturellement à des fréquences d’excitation différentes) ; les pics de résonances étant alors
moins larges (appelés modes non-couplés par l’amortissement selon certains auteurs).

Les figures VI.31 et VI.32 représentent les répartitions spatiales des amplitudes vibra-
toires des aubes pour les familles du premier et du deuxième mode de flexion, issues d’essais
en rotation et de simulations non-linéaires d’une soufflante désaccordée fréquentiellement
(à partir des fréquences propres évaluées pour chacun des deux modes de vibration lors
des essais sur mors). Ces répartitions spatiales sont évaluées pour une tension d’excitation
de 40 V et pour toutes les vitesses de rotation étudiées.
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Figure VI.31 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques pour une excitation v = 40 V de l’aube n°16 puis n°2, au voisinage
de la famille du premier mode de flexion à plusieurs vitesses de rotation

Dans un premier temps, d’un point de vue expérimental, la première conclusion pou-
vant être extraite des figures VI.31 et VI.32 concerne la répartition spatiale qui n’est plus
symétrique par rapport à l’aube excitée. En effet, quelque soit le mode localisé ou la famille
de modes de vibration excitée, une seule aube (en plus de celle excitée) semble répondre de
manière significative par rapport aux autres. Celle-ci est positionnée en amont de l’aube
excitée, selon le sens de numérotation de la soufflante (défini en figure VI.3), dans tous les
cas testés expérimentalement. Les amplitudes de vibration des autres aubes sont faibles
voire négligeables en comparaison de celle-ci.
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(d) Numérique - Aube 2

Figure VI.32 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques pour une excitation v = 40 V de l’aube n°16 puis n°2, au voisinage
de la famille du deuxième mode de flexion à plusieurs vitesses de rotation

De plus, il est possible de remarquer que le ratio entre l’amplitude de l’aube adjacente
et celle de l’aube excitée est plus important pour le mode localisé excité de la famille du
deuxième mode de flexion que pour celui de la première famille. Cette même observation
est aussi constatée sur les précédentes répartitions spatiales, en figure VI.30, issues de
simulations linéaires sur une soufflante accordée.

Par ailleurs, il est possible d’observer que les répartitions spatiales présentent plusieurs
aubes, différentes de l’aube adjacente, produisant des amplitudes vibratoires notables, et
particulièrement lorsque l’aube n°2 est excitée. Ces aubes diffèrent en fonction de l’aube
excitée (et donc du mode localisé) mais aussi en fonction de la famille de modes excitée.
Ces répartitions spatiales sont donc inhérentes au mode localisé excité.

La seconde conclusion pouvant être dégagée de ces figures a trait aux répartitions
spatiales issues de l’excitation localisée des aubes n°2 et n°16 qui ne ne déduisent plus
l’une de l’autre à partir d’une rotation d’un angle égal à celui séparant ces deux aubes.
Cette remarque traduit la perte de symétrie de la répartition spatiale des amplitudes de
vibration pour une structure désaccordée.
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Dans un second temps, la comparaison entre les essais et les simulations numériques
à excitation localisée est abordée. D’un point de vue général, les simulations numériques
non-linéaires reflètent de façon très satisfaisante les répartitions spatiales des amplitudes
de réponse des aubes observées lors des essais à excitations localisées sur la soufflante en
rotation. Il est aussi possible de remarquer que le ratio expérimental en amplitude entre
l’aube excitée et l’aube adjacente (répondant de façon notable) est convenablement resti-
tué numériquement et particulièrement la différence de ce même ratio entre la famille du
premier mode de flexion et celle du deuxième mode de flexion, mentionnée plus haut.

Toutefois, bien que plusieurs aubes, autres que celle excitée et son aube adjacente,
présentent des amplitudes de vibration notable sur les simulations numériques, celles-ci
sont différentes de celles observées durant les essais à excitations localisées.

De plus, les figures VI.32c et VI.32d, exhibant les répartitions spatiales des amplitudes
vibratoires des aubes, expérimentales et numériques de la famille du deuxième mode de
flexion pour une excitation de l’aube n°2, permettent de constater que les simulations
numériques reproduisent l’amplitude de réponse plus importante de l’aube adjacente par
rapport à celle excitée.

Intuitivement, il serait possible de considérer que l’interaction dynamique entre les
aubes pour un mode localisé est plus importante lorsque la vitesse de rotation augmente
puisque l’effort normal de contact augmente rigidifiant ainsi la liaison entre le disque et les
aubes. Toutefois, à l’instar des décompositions à diamètres exposées en sous-section 3.3.1,
les répartitions spatiales des amplitudes vibratoires des aubes, issues des essais à excita-
tions localisées, n’évoluent pas en fonction de la vitesse de rotation (entre 30 % et 70 % du
régime nominal de rotation de la soufflante) quelque soient le mode localisé et la famille
de modes excités.

Les simulations numériques, associées à ces essais, permettent de reproduire le com-
portement expérimental. En effet, les répartitions spatiales des amplitudes de vibration
des aubes sont similaires quelque soit la vitesse de rotation, parmi les régimes étudiés.

Les figures D.15 et D.16, placées en annexe, présentent la sensibilité des répartitions
spatiales des amplitudes de réponse des aubes, expérimentales et numériques, en fonction
de la tension d’excitation (et donc du niveau vibratoire) pour plusieurs vitesses de rotation
et pour les familles du premier et du deuxième mode de flexion, respectivement.

Bien que l’effet non-linéaire augmente en fonction de l’amplitude de déformation, les
répartitions spatiales des amplitudes de déformation des aubes n’évoluent pas en fonction
de la tension d’excitation (en termes de rapport d’amplitude entre les différentes aubes),
aussi bien numériquement qu’expérimentalement, quelque soient le mode localisé excité et
la vitesse de rotation de la soufflante.

Il serait intéressant de tracer la répartition spatiale des amplitudes vibratoires nu-
mériques pour un important glissement en pied d’aube (et donc un important niveau
vibratoire). Il serait alors probable de visualiser une évolution de la répartition spatiale et
ainsi une modification de la forme du mode localisé excité. Pour un important glissement
en pied d’aube, l’interaction dynamique entre les aubes pour ce mode localisé devrait être
plus faible et il serait ainsi possible d’observer une répartition spatiale des amplitudes
vibratoires presque exclusivement sur l’aube excitée.

Les remarques énoncées dans la sous-section précédente, concernant les amplitudes de
réponse expérimentales par rapport à celles simulées numériquement, restent valides pour
ces comparaisons des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires des aubes en fonc-
tion de la vitesse de rotation, de la tension d’excitation ou du mode localisé excité.
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L’analyse des réponses de cette sous-section pourrait être complétée par l’analyse mo-
dale des modes identifiés afin de confirmer le caractère localisé de ceux-ci dans le cas
désaccordé, notamment en ce qui concerne les formes modales.

Par ailleurs, de plus amples remarques et observations concernant la comparaison entre
les amplitudes de vibration expérimentales et numériques sont proposées dans la sous-
section suivante consacrée aux réponses à une excitation à diamètres.

3.4 Comparaison des réponses à une excitation à diamètres

Contrairement aux essais et simulations numériques réalisés avec une excitation locali-
sée, les réponses forcées obtenues au moyen d’une excitation à diamètres (dont la généra-
tion est décrite en section VI.1) révèlent, notamment, un mode possédant une composante
à diamètres prépondérante ; celle-ci étant dans la grande majorité des cas, de même indice
que celle de l’excitation. Ce mode est ainsi celui principalement étudié dans cette com-
paraison entre essais et simulations numériques effectués avec une excitation à diamètres.
De plus, une excitation de toutes les aubes selon des schémas à diamètres aboutit à des
amplitudes de vibration supérieures à celles obtenues pour une excitation localisée, per-
mettant ainsi l’étude d’effets non-linéaires notables.

Le désaccordage de la soufflante fait ressortir plusieurs modes au sein de la réponse
forcée, en plus de celui présentant une composante à diamètres prépondérante de même
indice que l’excitation. Parmi ceux-ci, le mode dégénéré (terme explicité dans le chapitre I)
par rapport à ce dernier, dont la composante dominante est d’indice opposé à celle de l’ex-
citation, se manifeste particulièrement dans les différentes réponses forcées. Celui-ci est
mis en évidence dans la section VI.2 traitant de l’influence du désaccordage sur la souf-
flante. Pour simplifier la désignation de ces modes, le mode présentant une composante
prépondérante de même indice que l’excitation est nommé mode principal tandis que son
mode dégénéré est nommé mode secondaire (Les modes sont toutefois quasi-stationnaires,
la différence d’amplitude des indices de signe opposé étant généralement faible).

Dans un premier temps, la comparaison des réponses à une excitation à diamètres est
abordée d’un point de vue du contenu spectral de la réponse. À l’instar de la sous-section
précédente, une analyse à diamètres des fonctions de réponse fréquentielle des aubes est
réalisée avant d’étudier la répartition spatiale des amplitudes vibratoires des aubes.

Dans un deuxième temps, les modes de la famille du deuxième mode de flexion, dont
les paramètres modaux ont été identifiés, sont analysés en composantes à diamètres puis
comparés d’un point de vue expérimental et numérique. Par la suite, l’évolution des pa-
ramètres modaux (fréquences propres et taux d’amortissement) de ces modes est aussi
comparée, expérimentalement et numériquement, en fonction de leur amplitude modale
(ici déformation modale).

Pour achever cette sous-section, l’effet de Coriolis de la soufflante en rotation est étudié
à partir des modes principaux et secondaires identifiés sur les différentes réponses expé-
rimentales et numériques (pour lesquelles l’effet n’est pas intégré aux simulations) mais
aussi à partir de la réponse de la soufflante à une excitation contra-rotative.

Similairement à la sous-section précédente, la sensibilité de la soufflante est testée pour
plusieurs familles de modes de vibration, diamètres nodaux excités, vitesses de rotation et
tensions d’excitation. Il est à noter que le sens de propagation des excitations à diamètres
est, quant à lui, fixé dans le sens co-rotatif car celui-ci est plus représentatif des excitations
moteurs en fonctionnement. Toutefois, d’autres types d’excitation ont été testés pour la
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caractérisation dynamique de la soufflante et certaines sont proposées en fin de section.
Il est à noter que les simulations numériques sont reproduites pour chacun des cas testés
expérimentalement.

3.4.1 Contenu spectral de la réponse

Cette sous-section est consacrée à la comparaison expérimentale et numérique du
contenu spectral de la réponse des aubes de la soufflante résultant d’une excitation à
diamètres. À l’image de la sous-section consacrée aux réponses à une excitation locali-
sée, l’analyse du contenu à diamètres de la réponse ainsi que la répartition spatiale des
amplitudes vibratoires sont exploitées pour caractériser le contenu spectral de la réponse.

Analyse à diamètres de la réponse. À l’instar des post-traitements exposés en sous-
section VI.3.3, les décompositions à diamètres, expérimentales et numériques, de cette
sous-section sont issues de la fonction de réponse fréquentielle des aubes de la soufflante
et sont tracées de façon similaire à la figure VI.6c.

L’influence du désaccordage fréquentiel sur la structure et l’évolution de celui-ci en
fonction du taux de désaccordage a été étudiée en section VI.2, ceci pour des simulations
dynamiques linéaires et non-linéaires.

Plusieurs observations et conclusions ont été extraites de celles-ci, notamment une
augmentation de l’étalement fréquentiel des différents modes ainsi qu’une répartition de
l’énergie vibratoire sur les différentes composantes à diamètres plus importante, lorsque le
taux de désaccordage augmente.

De surcroît, le désaccordage fréquentiel 22 désorganise la forme du mode ce qui enrichit
la répartition en composantes à diamètres de ce mode. Par conséquent, il est possible de
remarquer que le mode principal (dont la composante prépondérante est de même indice
que l’excitation) fait ressortir une composante notable d’indice opposé (pour rappel il
s’agit d’un mode quasi-stationnaire). Par ailleurs, un mode secondaire (dont la compo-
sante prépondérante est, le plus souvent, d’indice opposé à celle de l’excitation) ressort
particulièrement dans la réponse forcée et notamment en figure VI.15e. Ce mode est dit
dégénéré (terme explicité dans le chapitre I) par rapport au mode principal.

Les figures VI.33 et VI.34 représentent les décompositions à diamètres issues des essais
en rotation et des simulations numériques non-linéaires d’une soufflante désaccordée pour
la famille du premier et du deuxième mode de flexion, respectivement. Ces décompositions
sont évaluées à une vitesse de rotation de 30 % du régime nominal de fonctionnement et
pour une tension d’excitation de 20 V qui est la plus faible tension générée lors des essais
et simulations avec excitation à diamètres. Cette faible tension permet ainsi de limiter
les effets non-linéaires qui, comme exposé en sous-section précédente, perturbent peu les
décompositions en composantes à diamètres de la réponse ou alors pour d’importants ni-
veaux vibratoires, non atteints dans cette étude.

Les figures VI.33 et VI.34 permettent d’observer que les remarques issues des études
d’influence de la section VI.2 et condensées ci-dessus restent valides dans cette analyse à
diamètres de la réponse.

22. Il est à noter que, dans le cas d’un système accordé et d’un désaccordage de l’excitation, les modes
identifiés seraient purement concentrés sur une composante à diamètres mais participeraient tous dans la
réponse.
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(a) Expérimental - 2D (b) Numérique - 2D

(c) Expérimental - 3D (d) Numérique - 3D

(e) Expérimental - 4D (f) Numérique - 4D

Figure VI.33 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques pour plusieurs excitations à diamètres, au voisinage de la famille du premier mode
de flexion pour v = 20 V et Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )
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(a) Expérimental - 2D (b) Numérique - 2D

(c) Expérimental - 3D (d) Numérique - 3D

(e) Expérimental - 4D (f) Numérique - 4D

Figure VI.34 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques pour plusieurs excitations à diamètres, au voisinage de la famille du deuxième mode
de flexion pour v = 20 V et Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )
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En ce qui concerne la famille du premier mode de flexion, représentée en figure VI.33,
il est possible de distinguer le mode principal et le mode secondaire, à deux fréquences
différentes, pour une excitation co-rotative à deux diamètres sur les essais ainsi que sur
les simulations numériques. Pour cette même excitation, les composantes d’indice opposé
ressortent particulièrement sur les réponses forcées.

L’excitation à trois diamètres fait, quant à elle, ressortir un mode plus pur dont la
composante à trois diamètres est plus importante, par rapport aux composantes prépon-
dérantes des autres modes principaux étudiés. Le mode secondaire dégénéré peut être
discerné sur la décomposition à diamètres expérimentales mais presque pas sur celle nu-
mérique.

L’excitation à quatre diamètres nodaux révèle une réponse plus riche que les autres
excitations à diamètres et notamment sur la décomposition à diamètres issues des simu-
lations numériques.

D’un point de vue général, les répartitions en composantes à diamètres numériques
sont fortement comparables à celles expérimentales, notamment en termes d’étalement
fréquentiel mais aussi d’amplitude de réponse des différentes composantes à diamètres.

Concernant la famille du deuxième mode de flexion, les réponses, résultant des excita-
tions à deux, trois et quatre diamètres, sont nettement plus pures que celles de la famille
du premier mode de flexion. En effet, les composantes d’indice identique et opposé à celle
de l’excitation ont une amplitude de réponse amplement supérieure à celle des autres com-
posantes.

Les modes principaux de la famille du deuxième mode de flexion, dont les composantes
à bas diamètres nodaux sont prépondérantes, sont plus couplés par le disque et moins sen-
sibles aux effets de désaccordage que les modes de la famille du premier mode de flexion
ou que les modes de composantes prépondérantes à hauts diamètres nodaux. C’est l’une
des raisons pour lesquelles les effets de désaccordage sont moins importants sur les décom-
positions à diamètres issues d’excitations à deux et trois diamètres nodaux que sur celles
issues d’une excitation à quatre diamètres nodaux. L’autre raison résulte directement des
répartitions fréquentielles des modes à diamètres proposées en figure VI.21.

La réponse à une excitation à deux diamètres nodaux exhibe très clairement le mode
principal et son mode secondaire à des fréquences différentes aussi bien expérimentale-
ment que numériquement. La composante d’indice opposé à l’excitation ressort aussi dans
la réponse de ces deux modes et particulièrement numériquement.

Les réponses à des excitations à trois et quatre diamètres nodaux exhibent aussi ces
modes principaux et secondaires bien que ces derniers sont plus difficiles à identifier sur
les décompositions à diamètres.

L’identification modale globale des fonctions de réponse fréquentielle au voisinage du
deuxième mode de flexion peut ainsi permettre d’évaluer la répartition des composantes à
diamètres de ces modes principaux et secondaires à partir de leurs déformées modales et
ainsi confirmer les remarques exposées dans ce paragraphe. Ces décompositions en compo-
santes à diamètres des déformées modales identifiées sont proposées en sous-section 3.4.2.

À l’instar des décompositions à diamètres au voisinage de la famille du premier mode
de flexion, les décompositions en composantes à diamètres numériques des réponses au
voisinage de la famille du deuxième mode de flexion sont fortement comparables à celles
expérimentales, que ce soit en termes de répartitions à diamètres ou bien en termes d’am-
plitude de réponse des différentes composantes à diamètres.
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Une dernière remarque peut être mentionnée sur les décompositions à diamètres au
voisinage de la famille du deuxième mode de flexion et particulièrement sur les décompo-
sitions résultant d’une excitation à diamètres. En effet, il est possible de noter une légère
différence entre les résultats expérimentaux et numériques : les amplitudes de réponse des
composantes du mode principal, d’indices identique et opposé à celles de l’excitation, sont
similaires sur les simulations tandis que l’amplitude de la composante du mode principal,
d’indice identique à celle de l’excitation, est bien plus importante que l’autre sur les ré-
sultats d’essais. Cette remarque peut laisser penser que le mode principal semble quasi
purement stationnaire sur les simulations tandis qu’il semble contenir une partie propaga-
tive (plus ou moins importante en fonction du nombre de diamètres excités) sur les essais.

Cette différence entre essais et simulations numériques peut provenir de l’effet de Co-
riolis, représenté par la matrice G dans l’équation (I.34) du chapitre I, qui n’est pas pris en
compte dans les simulations numériques. Les décompositions en composantes à diamètres
des déformées modales des modes principaux et secondaires ainsi que l’évolution de l’écar-
tement fréquentiel entre ces deux modes en fonction de la vitesse de rotation, étudiés en
sous-section 3.4.3, pourront permettre de confirmer cette hypothèse.

Les évolutions de ces décompositions à diamètres de la fonction de réponse fréquentielle
en fonction de la vitesse de rotation de la soufflante et de la tension d’excitation ne sont pas
proposées dans ce mémoire de thèse. Toutefois, celles-ci sont peu sensibles à la variation
de ces paramètres dans les gammes étudiées, à l’image des décompositions à diamètres
résultant d’une excitation localisée, tracées en sous-section VI.3.3.

Analyse spatiale de la réponse. En complément des répartitions à diamètres, la fi-
gure VI.35, ainsi que la figure D.17 (placée en annexe), exposent les répartitions spatiales
des amplitudes vibratoires de la réponse des aubes. Celles-ci sont tracées à la fréquence
d’excitation exhibant l’amplitude maximale de déformation, soit à la fréquence de réso-
nance du mode principal (dont la composante prépondérante est de même indice que celle
de l’excitation). Ces répartitions des amplitudes de réponse sont tracées pour des excita-
tions co-rotatives à deux et trois diamètres nodaux au voisinage de la famille du deuxième
mode de flexion, pour plusieurs tensions d’excitation et plusieurs vitesses de rotation d’un
point de vue expérimental et numérique.

Cette représentation permet de révéler la répartition spatiale de la réponse, qui n’est
pas appréciable sur les décompositions à diamètres. Toutefois, l’identification du contenu
à diamètres est moins perceptible que sur les décompositions. De plus, il n’est plus pos-
sible de constater le caractère propagatif de la réponse, à moins d’une animation de ces
diagrammes polaires, fondée sur les phases connues.

Ainsi, les répartitions spatiales des amplitudes vibratoires, résultant d’une excitation à
deux diamètres nodaux, exposées en figures VI.35a et VI.35b, permettent de faire ressortir
une réponse à quatre lobes soit une forme à deux diamètres nodaux (tracée par rapport
au module de la fonction de réponse fréquentielle) aussi bien expérimentalement que nu-
mériquement.

De même, les figures VI.35c et VI.35d, issues d’une excitation à trois diamètres nodaux,
exhibent une réponse à six lobes correspondant à une forme à trois diamètres nodaux.
Toutefois, ces dernières semblent moins pures que les réponses à une excitation à deux
diamètres nodaux puisque les lobes sont plus difficilement perceptibles. Ceci est dû à la
densité modale au voisinage du deuxième mode de flexion à trois diamètres nodaux qui est
plus importante que celle du mode à deux diamètres nodaux, tel exposé en figure VI.34.

Les répartitions spatiales des amplitudes vibratoires résultant d’excitations au voisi-
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(c) Expérimental - 3D
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(d) Numérique - 3D

Figure VI.35 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques à la fréquence de résonance du mode principal pour une excitation
v = 20 V à deux et trois diamètres nodaux, au voisinage de la famille du deuxième mode
de flexion à plusieurs vitesses de rotation

nage de la famille du premier mode de flexion, de même que celles résultant d’excitations
à quatre diamètres nodaux au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion ne sont
pas proposées dans ce mémoire de thèse puisqu’il est difficile de percevoir les différents
lobes à cause de la forte densité modale au voisinage de ces différents modes.

À l’image des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires des aubes pour une
excitation localisée, exposées en sous-section VI.3.3, et des répartitions en composantes
à diamètres du paragraphe précédent, la forme spatiale des réponses à une excitation à
diamètres (du moins, une excitation à deux ou trois diamètres nodaux au voisinage de la
famille du deuxième mode de flexion) évolue très peu en fonction du niveau vibratoire ou
en fonction de la vitesse de rotation : les ratios entre les amplitudes de vibration des aubes
restent similaires. Il serait toutefois intéressant de simuler l’évolution de la répartition
spatiale pour une grande amplitude vibratoire (et donc un important effet non-linéaire)
pour des excitations à différents diamètres nodaux.
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Les principales observations et conclusions quantitatives et qualitatives concernant les
amplitudes de réponse expérimentales et numériques à une excitation à diamètres sont
proposées en sous-section 3.4.2.

Toutefois, il est possible de remarquer que les amplitudes maximales de réponse sur
ces répartitions spatiales sont entre deux et trois fois supérieures à celles des répartitions
spatiales issues d’une excitation localisée, pour un taux d’amortissement similaire dans
les deux cas. De plus, toutes les aubes participent dans la réponse de ces modes globaux
tandis que seulement deux ou trois aubes participaient dans celle des modes localisés de
la sous-section précédente.

La figure VI.36 superpose les répartitions spatiales des amplitudes de réponse des aubes
à la fréquence de résonance du mode principal et à celle du mode secondaire. Ces réparti-
tions spatiales sont issues des essais et des simulations numériques pour une excitation à
deux diamètres nodaux au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion.
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Figure VI.36 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expé-
rimentales et numériques à la fréquence de résonance du mode principal ( ) et du mode
secondaire ( ) pour une excitation v = 20 V à deux diamètres nodaux, au voisinage de
la famille du deuxième mode de flexion à Ω = 30 %

La figure VI.36 permet ainsi de remarquer que les répartitions des amplitudes de
réponse tracées à la fréquence de résonance du mode secondaire est en opposition de
phase spatiale par rapport à celles tracées à la fréquence de résonance du mode principal,
aussi bien expérimentalement que numériquement. Cette observation illustre la propriété
d’orthogonalité spatiale des modes dégénérés.

3.4.2 Analyse modale

Cette sous-section est consacrée à l’analyse modale expérimentale et numérique des
modes dont les paramètres modaux (fréquences propres, taux d’amortissement et résidus)
ont été identifiés sur les fonctions de réponse fréquentielle issues d’excitations co-rotatives
à deux, trois et quatre diamètres nodaux. Le mode principal (dont la composante prépon-
dérante est de même indice que celle de l’excitation) est le mode essentiellement étudié
dans cette sous-section, bien que le mode secondaire (dont l’indice de la composante pré-
pondérante est opposé à celui de l’excitation) ait aussi été identifié et pour lequel quelques
résultats sont exposés. L’identification des paramètres modaux a été réalisée au moyen de
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la méthode LSRF présentée dans le chapitre V et en section VI.2.
Dans un premier temps, l’analyse du contenu à diamètres des formes modales identi-

fiées est abordée au moyen de décompositions en composantes à diamètres. Dans un second
temps, l’évolution des paramètres modaux en fonction de la déformation modale, définie
dans l’équation (V.13) du chapitre V, est comparée expérimentalement et numériquement.

Analyse à diamètres des déformées modales. Tout d’abord, il est nécessaire de
rappeler qu’il n’est pas possible d’extraire directement les déformées modales puisque l’ex-
citation (des actionneurs piézoélectriques sur les aubes) n’est pas directement mesurée,
seule la tension d’excitation est mesurée. Par conséquent, l’analyse à diamètres des modes
identifiés est réalisée à partir du vecteur ρ contenant les résidus. Ce dernier est défini dans
les équations (V.5) et (V.6) du chapitre V et est égal au vecteur contenant les déformées
modales à un facteur près ce qui est donc suffisant pour effectuer l’analyse à diamètre des
formes modales.

Par ailleurs, le vecteur contenant les résidus étant un paramètre indépendant de la
fréquence propre et du taux d’amortissement du mode identifié, à l’instar des déformées
modales, les décompositions à diamètres de cette sous-section sont ainsi indépendantes de
ces deux paramètres modaux.

Les décompositions à diamètres, exposées dans cette sous-section, sont tracées de façon
analogue à la figure VI.6d en exécutant une transformée de Fourier rapide [35] sur le vec-
teur ρ contenant les résidus puis en organisant le résultat afin de placer les composantes
à diamètres co-rotatives dans la portion positive de l’axe des abscisses et les composantes
à diamètres contra-rotatives dans sa portion négative.

Pour rappel, seuls les modes de la famille du deuxième mode de flexion ont été iden-
tifiés de façon globale. Ainsi, les décompositions à diamètres de cette sous-section sont
uniquement tracées sur les modes étudiés parmi ceux de cette famille pour une excitation
co-rotative de la soufflante à deux, trois et quatre diamètres nodaux, numériquement et
expérimentalement.

Premièrement, d’un point de vue expérimental, il est possible de remarquer que les
composantes co-rotatives et contra-rotatives à deux et trois diamètres ressortent particu-
lièrement pour les modes principaux représentés en figures VI.37a et VI.37c, respective-
ment. De surcroît, la composante à diamètres co-rotative est prépondérante par rapport
à la composante contra-rotative. Ainsi, ces modes principaux contiennent une partie sta-
tionnaire et une partie co-rotative plus ou moins importantes en fonction du mode et de
la vitesse de rotation étudiés.

En ce qui concerne le mode principal décomposé en figure VI.37e, les deux compo-
santes co-rotative et contra-rotative à quatre diamètres ressortent peu par rapport aux
autres composantes à diamètres. De plus, ces deux composantes ont des amplitudes quasi-
équivalentes ce qui indique un mode presque exclusivement stationnaire.

Ces trois représentations à diamètres expérimentales permettent de remarquer que plus
l’indice de la composante à diamètre prépondérante augmente, plus la décomposition est
riche.
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Figure VI.37 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques de plusieurs modes principaux de la famille du deuxième mode de flexion pour v =
20 V et différentes vitesses de rotation
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L’emploi d’une excitation co-rotative est justifiée par le fait qu’elle est plus représen-
tative des excitations subies par la soufflante en fonctionnement selon des retours d’expé-
rience de Safran Aircraft Engines. Les décomposition des modes identifiés peuvent amener
à se questionner sur les alternatives possibles dans le cadre des tests pour l’analyse modale.
Au regard des composantes prépondérantes des différents modes analysés, une excitation
stationnaire pourrait être également exploitée afin d’obtenir une amplitude de réponse plus
importante. Toutefois, une excitation stationnaire nécessiterait une phase supplémentaire
de prospection (voir section VI.1) afin de positionner spatialement le diamètre de l’exci-
tation sur le diamètre du mode excité.

Par ailleurs, une excitation mixte (avec une part co-rotative et une part contra-rotative
dans des proportions à définir, voir section VI.1) pourrait permettre d’isoler de façon plus
nette un mode particulier.

Deuxièmement, d’un point de vue numérique, les figures VI.37b et VI.37d exposent
des modes principaux pour lesquels les composantes co-rotatives et contra-rotatives, res-
pectivement à deux et trois diamètres nodaux, ressortent particulièrement, à l’instar des
décompositions expérimentales.

Toutefois, au contraire de ces dernières, les amplitudes des deux composantes prépon-
dérantes sont sensiblement identiques pour ces deux modes principaux numériques : égales
en figure VI.37d tandis qu’il est tout de même possible d’observer une légère différence
d’amplitude entre ces composantes pour le mode décomposé en figure VI.37b en faveur de
la composante de même indice que l’excitation. Ainsi les modes principaux identifiés sur les
simulations numériques sont exclusivement stationnaires, avec une légère part co-rotative
pour le mode dont les composantes à deux diamètres nodaux sont prépondérantes.

De même qu’expérimentalement, les deux composantes co-rotative et contra-rotative
à quatre diamètres du mode principal numérique décomposé en figure VI.37f ressortent
peu par rapport aux autres composantes à diamètres. De plus, celles-ci sont d’amplitudes
équivalentes.

Numériquement, il est aussi possible de noter que plus l’indice de la composante à
diamètres prépondérante du mode augmente, plus la décomposition en composantes à
diamètres est riche.

Ces différentes remarques sur les modes principaux, identifiés à partir des fonctions de
réponse fréquentielle expérimentales et numériques, confirment les remarques formulées
dans les sections et sous-sections précédentes.

D’un point de vue de l’amplitude des composantes à diamètres, il est possible d’obser-
ver que la moyenne de l’amplitude des deux composantes prépondérantes de chaque mode
principal est similaire entre les essais et les simulations numériques.

Il est aussi possible de remarquer que l’amplitude des deux composantes prépondé-
rantes diminue en fonction du diamètre nodal, ceci aussi bien expérimentalement que
numériquement. Cette observation est cohérente avec l’augmentation de la richesse de la
décomposition à diamètres en fonction du diamètre nodal du mode.

De plus la forme du mode et donc les décompositions à diamètres des résidus modaux
sont peu affectées par l’augmentation du niveau vibratoire (parmi la gamme d’amplitude
de cette étude), à l’instar des post-traitements des sections précédentes, c’est pourquoi les
évolutions des décompositions à diamètres des résidus modaux en fonction de l’amplitude
ne sont pas proposées dans cette sous-section.
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Néanmoins, il est intéressant d’observer la sensibilité de ces décompositions à diamètres
modales en fonction de la vitesse de rotation. En effet, la figure VI.37a, représentant la
décomposition à diamètres du mode dont les composantes à deux diamètres sont prépon-
dérantes, montre que l’amplitude de la composante co-rotative augmente avec la vitesse
de rotation tandis que l’amplitude de la composante contra-rotative diminue en fonction
de ce même paramètre.

Le mode dont les composantes à trois diamètres sont prépondérantes expose une évo-
lution similaire mais moins marquée et moins monotone que celui à deux diamètres.

Le mode dont les composantes à quatre diamètres sont prépondérantes ne semble pas
présenter cette évolution.

Les amplitudes des composantes prépondérantes des modes principaux issus des simu-
lations numériques n’évoluent pas en fonction de la vitesse de rotation : les rapports entre
les deux composantes prépondérantes restent identiques quelque soit la vitesse de rotation
étudiée.

Le phénomène physique non-pris en compte dans les simulations numériques et pou-
vant expliquer cet écart de comportement physique est l’effet de Coriolis, représenté par
la matrice G dans l’équation (I.34) du chapitre I. Pour rappel, l’effet de Coriolis engendre
une évolution de l’écartement fréquentiel des modes dégénérés croissant en fonction de la
vitesse de rotation associée à des modes de plus en plus propagatifs (dans le sens co-rotatif
ou contra-rotatif).

L’effet de Coriolis pourrait ainsi éclaircir cette différence de comportement entre essais
et simulations numériques sur les bas diamètres. En effet, le papier de Xin et Wang [237],
traitant de l’influence de l’effet de Coriolis sur une roue aubagée désaccordée, conclut que
l’effet de Coriolis peut être plus marqué sur les modes faisant participer dynamiquement le
disque, tel le mode principal dont les composantes à deux diamètres sont prépondérantes.

Le couplage avec le disque permet d’organiser le mode mais plus l’indice de la compo-
sante à diamètres prépondérante est élevé, moins ce couplage avec le disque est présent.
Par conséquent, l’effet de Coriolis serait moins marqué sur les modes dont les composantes
à hauts diamètres sont prépondérantes.

Ainsi, afin de compléter cette hypothèse, il serait intéressant d’observer l’écartement
fréquentiel des modes principaux et secondaires en fonction de la vitesse de rotation, pro-
posé en sous-section 3.4.3.

Comme indiqué précédemment, le mode principal numérique, exposé en figure VI.37b
et dont les composantes à deux diamètres nodaux sont prépondérantes, exhibe une faible
différence d’amplitude entre ses composantes co-rotative et contra-rotative au contraire
des deux autres modes principaux numériques étudiés pour lesquels les amplitudes des
composantes prépondérantes sont égales. L’effet de Coriolis n’étant pas implémenté dans
les simulations, il est alors possible de penser que cet écart d’amplitude résulte du désac-
cordage de la soufflante.

La figure VI.38 expose en parallèle les décompositions, expérimentales et numériques,
en composantes à diamètres des modes principaux et secondaires, dont les composantes à
deux diamètres sont prépondérantes.

Tout d’abord, le mode secondaire expérimental étudié en figure VI.38a permet d’ob-
server, qu’au contraire du mode principal, la composante contra-rotative est prépondé-
rante. De plus, il est possible de remarquer une diminution monotone de l’amplitude de
la composante co-rotative en fonction de la vitesse de rotation. Toutefois, l’amplitude de
la composante contra-rotative n’augmente pas monotonement comme cela aurait pu être
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Figure VI.38 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques des modes principaux et secondaires identifiés à partir d’une réponse à une excitation
à deux diamètres, au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion pour v = 20 V
et différentes vitesses de rotation

envisagé, par rapport au comportement du mode principal expérimental. Outre les er-
reurs expérimentales possibles, il est possible d’avancer l’hypothèse d’une superposition
des effets de Coriolis et de désaccordage. À cet effet, une simulation comprenant l’effet de
Coriolis sans désaccordage de la structure pourrait apporter une confirmation.

En termes d’amplitudes des composantes principales, il est à noter que celles du mode
secondaire sont plus faibles que les amplitudes des composantes du mode principal.

D’un point de vue numérique, l’amplitude de la composante contra-rotative du mode
secondaire étudié en figureVI.38b est aussi plus importante que sa composante co-rotative.
Comme exposé en figure VI.37, le rapport entre les deux composantes prépondérantes n’est
pas sensible à la vitesse de rotation.

Au contraire des remarques concernant les figures expérimentales, l’amplitude moyenne
des composantes prépondérantes des modes numériques étudiés est similaire entre le mode
principal et le mode secondaire.



3. Confrontation entre essais en rotation et simulations numériques 265

Il est aussi possible de remarquer que la richesse des décompositions est similaire entre
les modes principaux et secondaires, d’un point de vue expérimental et numérique.

Ces différentes remarques et observations à propos des décompositions à diamètres des
modes secondaires expérimentaux et numériques confortent les hypothèses formulées sur
les décompositions à diamètres des modes principaux, notamment en ce qui concerne le
désaccordage et l’effet de Coriolis.

De surcroît, la figure VI.38 permet de confirmer que les modes principaux et secon-
daires sont des modes dégénérés.

En complément de la figure VI.38, la figure D.18, placée en annexe, représente les
décompositions en composantes à diamètres des autres modes secondaires étudiés, expé-
rimentalement et numériquement. Ces décompositions permettent aussi de corroborer les
remarques exposées dans cette sous-section, en particulier sur les modes secondaires dont
les composantes à trois et quatre diamètres nodaux sont prépondérantes.

Par ailleurs, la figure VI.41 permet de visualiser la position fréquentielle du mode se-
condaire par rapport au mode principal pour les différentes vitesses et les différents modes
étudiés. Il est à noter que la fréquence propre du mode secondaire est majoritairement
plus faible que celle du mode principal, exceptée pour les modes numériques dont les
composantes à trois et quatre diamètres sont prépondérantes.

Évolution des paramètres modaux. L’évolution des paramètres modaux (fréquences
propres et taux d’amortissement) des modes principaux, modes dont la composante pré-
pondérante est de même indice que celle de l’excitation, est étudiée d’un point de vue
expérimental et numérique dans cette sous-section. Ces modes principaux ont été identi-
fiés à partir des fonctions de réponse fréquentielle issues d’excitations co-rotatives à deux,
trois et quatre diamètres nodaux, au moyen de la méthode LSRF présentée dans le cha-
pitre V et en section VI.2.

Afin de tracer les évolutions expérimentales et numériques des paramètres modaux, il
est à noter que la déformation modale 23 αk maximale (parmi les dix-huit aubes compo-
sant la soufflante) du mode étudié, est retenue comme amplitude de vibration de chaque
couple fréquence propre / taux d’amortissement, pour une tension d’excitation donnée
(l’aube peut ainsi être différente entre les essais et les simulations numériques).

Les simulations en dynamique non-linéaire, permettant de tracer les réponses forcées
à partir desquelles les paramètres modaux sont identifiés, sont effectuées au moyen de la
CNCMS. La CNCMS est une procédure incluant plusieurs phases de réduction, détaillées
dans le chapitre III, permettant de simuler numériquement les réponses forcées d’une souf-
flante désaccordée fréquentiellement. Au contraire, les simulations exploitées lors de l’étape
de recalage du coefficient de frottement, en sous-section VI.3.2, sont réalisées au moyen
des modes complexes non-linéaires pour un secteur de soufflante encastré aux frontières,
ce qui ne permet pas de prendre en compte le désaccordage.

Pour rappel, ces simulations non-linéaires sont accomplies au moyen des paramètres
numériques optimaux définis grâce aux études d’influence du chapitre V, à savoir nh = 5
harmoniques, nt = 32 discrétisations temporelles, ne = 2 éléments. Seul le nombre de
nœuds de contact diffère pour compter une rangée de plus ce qui porte le total à nc = 612
nœuds de contact, comme exposé précédemment. De plus, les schémas de désaccordage
fréquentiel employés pour le premier et le deuxième mode de flexion (respectivement σ =
1.13 % et σ = 0.96 %) sont issus des résultats des essais sur mors sur les dix-huit aubes

23. La déformation modale est définie dans l’équation (V.13) du chapitre V
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composant la soufflante.
Les modes complexes non-linéaires exploités comme bases de réduction de la CNCMS

sont évalués au moyen des paramètres numériques précédents et par le biais d’un coeffi-
cient de frottement µ = 0.1, comme déterminé en sous-section VI.3.2, ceci pour les deux
familles de modes de vibration et chacune des vitesses de rotation.

Les figures VI.39 et VI.40 exposent l’évolution de la fréquence propre et du taux
d’amortissement des modes principaux de la famille du premier et du deuxième mode de
flexion, respectivement. Plusieurs vitesses de rotation (30 %, 50 % et 70 % du régime no-
minal de fonctionnement) ainsi que plusieurs diamètres nodaux sont étudiés dans ces deux
figures.

Il est à noter que les écarts entre les paramètres modaux expérimentaux et numériques
du système linéaire sous-jacent, abordés en sous-section VI.3.1, ne sont pas détaillés, une
nouvelle fois, bien qu’ils restent présents sur ces figures comparatives.

Tout d’abord, il est possible de remarquer que le recalage du coefficient de frottement,
réalisé au moyen des modes complexes non-linéaires évalués sur un secteur de soufflante
encastré, en section VI.3.2, est satisfaisant puisque les évolutions des paramètres modaux
de la famille du premier et du deuxième mode de flexion sont similaires entre l’étape de
recalage et la comparaison proposée dans cette section.

Comme attendu, il est possible d’observer que l’effet non-linéaire, issu du frottement
des aubes contre les alvéoles du disque, diminue lorsque la vitesse de rotation augmente
et donc lorsque l’effort normal de contact augmente. En effet, cette diminution de l’effet
non-linéaire est perceptible sur les fréquences propres et les taux d’amortissement expéri-
mentaux et numériques.

Pour la famille du premier mode de flexion à une vitesse de rotation de 30 % du régime
nominal de fonctionnement, il est possible de remarquer que les évolutions numériques
du taux d’amortissement des différents modes en fonction de la déformation modale sont
cohérentes par rapport aux résultats expérimentaux. Cette remarque est la conséquence
du recalage du coefficient de frottement par rapport à ce paramètre modal à cette même
vitesse de rotation et pour cette même famille de mode.

Pour cette même famille de modes de flexion et cette même vitesse de rotation, il
est aussi possible de remarquer que les évolutions numériques de la fréquence propre des
modes sont légèrement inférieures à celles des fréquences propres expérimentales. Toute-
fois, l’écart entre les décalages fréquentiels expérimentaux et numériques à cette vitesse
de rotation sont moins importants que ceux observés pour le premier mode de flexion lors
de l’étude sur mors.

Les points de décollement numériques initiant la phase de glissement des aubes dans
l’alvéole du disque semblent plus cohérents par rapport à ceux identifiés expérimentale-
ment, particulièrement en comparaison avec les points de décollement, expérimentaux et
numériques, de l’étude sur mors du chapitre V.

Ainsi, il est possible d’émettre l’hypothèse que les lois de contact / frottement (la
loi de contact unilatérale et la loi de frottement de Coulomb) exploitées dans la DLFT
permettent de mieux simuler les évolutions des paramètres modaux en fonction de la
déformation modale lorsque le glissement est important.
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Figure VI.39 – Comparaison des évolutions expérimentales ( ) et numériques ( ) des
paramètres modaux de la famille du premier mode de flexion en fonction de la déformation
modale
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Figure VI.40 – Comparaison des évolutions expérimentales ( ) et numériques ( ) des
paramètres modaux de la famille du deuxième mode de flexion en fonction de la déforma-
tion modale
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Cette hypothèse peut être corroborée par les comparaisons entre les essais et simu-
lations numériques (exploitant ces mêmes lois de contact / frottement) effectuées par
Laxalde [122] pour un fort effet non-linéaire et par Charleux [29] et Nacivet [151] pour des
effets non-linéaires moins importants, notamment en termes d’évolution de la fréquence
propre en fonction de la déformation modale.

Concernant la famille du deuxième mode de flexion pour une vitesse de rotation de
30 %, les évolutions des paramètres modaux numériques, aussi bien les fréquences propres
que les taux d’amortissement, sont très faibles en comparaison des évolutions expérimen-
tales. Ce comportement est similaire à celui observé lors des études sur mors, qui ont aussi
été réalisés pour un même coefficient de frottement entre le premier et le deuxième mode
de flexion, et aboutit aux mêmes conclusions concernant les lois de contact / frottement
et le coefficient de frottement.

Il est possible de noter qu’un même coefficient de frottement ne permet pas de cor-
réler les évolutions des paramètres modaux numériques avec celles des paramètres mo-
daux expérimentaux, et notamment les taux d’amortissement. Comme proposé en sous-
section VI.3.2, il serait nécessaire de faire varier le coefficient de frottement µ en fonction
de la vitesse de rotation afin de corréler précisément les évolutions du taux d’amortisse-
ment en fonction de la déformation modale.

Pour la famille du premier mode de flexion, les évolutions des paramètres modaux sont
similaires pour chacun des diamètres nodaux, quelque soit la vitesse de rotation. Néan-
moins, la figure VI.40, exposant les modes de la famille du deuxième mode de flexion,
permet de remarquer que les évolutions du taux d’amortissement et de la fréquence propre
du mode dont les composantes à deux diamètres nodaux sont prépondérantes, sont plus
importantes que celles des autres modes, ceci pour toutes les vitesses de rotation. Les
simulations numériques ne permettent pas de reproduire ce comportement singulier.

En complément de l’évolution des paramètres modaux en fonction de la déformation
modale, la figure D.19 présente l’évolution des déformations modales en fonction de la ten-
sion d’excitation pour les modes de la famille du premier et du deuxième mode de flexion.
Il est notamment possible de noter que plus la vitesse de rotation est importante, plus
la relation entre les déformations modales et la tension se rapproche d’un comportement
linéaire. Cette remarque est la conséquence directe de l’évolution du taux d’amortissement
en fonction de la déformation modale qui, elle-même, évolue peu en fonction de l’ampli-
tude vibratoire.

Il est important de noter que les déformations modales numériques sont, dans la grande
majorité des cas, plus élevées que les déformations modales expérimentales ; cette remarque
étant aussi liée au premier ordre à l’évolution du taux d’amortissement en fonction de la
déformation modale. Il est important de préciser cette observation, notamment en termes
de dimensionnement de structure en dynamique vibratoire et en fatigue.

3.4.3 Effet de Coriolis

Pour rappel, l’effet de Coriolis, représenté par la matrice G dans l’équation (I.34) du
chapitre I, engendre une augmentation de l’écartement fréquentiel des modes dégénérés en
fonction de la vitesse de rotation ce qui aboutit à des modes de plus en plus propagatifs
(dans le sens co-rotatif ou contra-rotatif).

L’analyse des décompositions en composantes à diamètres des modes principaux et se-
condaires expérimentaux, des figures VI.37 et VI.38, a permis de déceler une augmentation
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du rapport entre la composante co-rotative à deux diamètres nodaux et sa composante
contra-rotative (pour le mode dont les composantes à deux diamètres nodaux sont pré-
pondérantes) en fonction de la vitesse de rotation de la soufflante. Cette évolution des
amplitudes des composantes à diamètres prépondérantes co-rotatives et contra-rotatives
permet alors d’émettre l’hypothèse que ce comportement est intimement lié à l’effet de
Coriolis.

Afin de confirmer cette hypothèse, il est ainsi nécessaire d’examiner l’évolution de
l’écartement entre les fréquences propres des modes principaux et secondaires (qui sont
tous les deux dégénérés l’un par rapport à l’autre, comme démontré en sous-section précé-
dente) en fonction de la vitesse de rotation. Il est attendu une ouverture de l’écartement
fréquentiel entre ces deux modes en fonction de la vitesse de rotation, notamment pour
les modes principaux et secondaires expérimentaux présentant des composantes prépon-
dérantes à deux diamètres. Cette ouverture de l’écartement fréquentiel a pu être observé
dans les travaux de Gibert et al. [64] étudiant un disque aubagé monobloc excité par des
actionneurs piézoélectriques.

La figure VI.41 expose les évolutions expérimentales et numériques des fréquences
propres du système linéaire sous-jacent en fonction de la vitesse de rotation pour plusieurs
diamètres nodaux de la famille du deuxième mode de flexion. À l’instar des résultats pré-
cédents, les fréquences propres ont été identifiées sur les fonctions de réponse fréquentielle
expérimentales et numériques au moyen de la méthode LSRF.
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Figure VI.41 – Comparaison des évolutions expérimentales et numériques de la fréquence
propre du système linéaire sous-jacent des modes principaux ( ) et secondaires ( ) de
la famille du deuxième mode de flexion en fonction de la vitesse de rotation

L’ouverture de l’écart fréquentiel entre les modes principaux et secondaires n’est pas
perceptible en figure VI.41 aussi bien d’un point de vue expérimental que numérique.

Ce comportement est attendu sur les simulations puisque l’effet de Coriolis n’est pas
pris en compte dans les simulations numériques. Toutefois, il est surprenant de ne pas
observer d’ouverture de l’écartement fréquentiel entre les modes principaux et secondaires
expérimentaux. Il est possible qu’un très léger écartement fréquentiel en fonction de la
vitesse de rotation soit présent mais difficilement perceptible en raison des incertitudes de
mesure et d’identification.

Néanmoins, les courbes présentant l’évolution des fréquences propres des modes prin-
cipaux et secondaires en fonction de la vitesse de rotation dans les papiers de Gibert [64]
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et Xin [237] montrent une faible évolution de l’écartement fréquentiel par rapport à l’évo-
lution de l’amplitude des composantes à diamètres prépondérantes des modes principaux
et secondaires en fonction de la vitesse de rotation, pour les premières vitesses de rotation.

Ainsi, il est toujours possible de penser que l’effet de Coriolis affecte la soufflante dans
les essais en rotation réalisés bien que celui-ci semble assez faible. De plus, il est possible de
noter que l’effet observé affecte le mode dont la composante prépondérante est à deux dia-
mètres nodaux, se situant dans la zone du diagramme fréquences / diamètres présentant
une importante variation correspondant à une forte participation du disque. Or, cette par-
ticipation du disque contribue à l’apparition de l’effet de Coriolis par ovalisation (et donc
par une composante de vitesse vibratoire modale orthogonale au vecteur vitesse angulaire).

Pour conforter les analyses développées à partir des décompositions en composantes à
diamètres des formes modales des modes principaux et secondaires de la sous-section 3.4.2,
les répartitions des composantes à diamètres des fonctions de réponse fréquentielle expé-
rimentales et numériques sont exposées en figure VI.42.

(a) Excitation contra-rotative - Expérimental (b) Excitation contra-rotative - Numérique

(c) Excitation co-rotative - Expérimental (d) Excitation co-rotative - Numérique

Figure VI.42 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques pour une excitation contra-rotative puis co-rotative du deuxième diamètre nodal,
au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion pour v = 20 V et Ω = 50 %
(Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )



272 Chapitre VI. Essais et simulations numériques d’une soufflante en rotation

Les figures VI.42b et VI.42d sont tracées pour une excitation contra-rotative puis co-
rotative du deuxième diamètre nodal de la soufflante à une vitesse de rotation de 50 % du
régime nominal de rotation, au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion.

Tout d’abord, celles-ci permettent de remarquer que l’amplitude des composantes des
modes principaux et secondaires de même indice que l’excitation sont presque équivalentes.

D’un point de vue expérimental, les figures VI.42a et VI.42c montrent que le mode
principal (dont la composante principale est co-rotative) ressort principalement dans les
réponses à une excitation co-rotative tandis que le mode secondaire (dont la composante
principale est contra-rotative) ressort principalement dans les réponses à une excitation
contra-rotative.

Ces figures permettent ainsi de confirmer les remarques et observations mentionnées en
sous-section 3.4.3 concernant les décompositions en composantes à diamètres des déformées
modales des modes principaux et secondaires : les modes principaux et secondaires numé-
riques sont presque exclusivement stationnaires tandis qu’expérimentalement, ces derniers
comportent une partie propagative (co-rotative ou contra-rotative) non-négligeable ce qui
peut indiquer la présence d’un faible effet de Coriolis lors des essais en rotation de la
soufflante.

Dans le but de confirmer la présence de l’effet de Coriolis, il serait intéressant d’intro-
duire cet effet dans les simulations numériques linéaires puis non-linéaires pour différentes
vitesses de rotation (dont certaines supérieures à la gamme étudiée). De plus, l’étude de
son évolution en fonction de l’intensité de l’effet non-linéaire et du taux de désaccordage
sur une roue aubagée de grande taille, telle la soufflante composite étudiée dans ce travail
de thèse, serait aussi intéressant.

4 Bilan

Cet ultime chapitre de ce mémoire de thèse a permis de confronter les résultats expé-
rimentaux en dynamique vibratoire d’une soufflante composite, à l’échelle 1:1, en rotation
à l’intérieur de l’enceinte sous-vide du banc d’essais PHARE#1 avec les résultats numé-
riques issus des simulations non-linéaires du modèle numérique de cette même soufflante
désaccordée fréquentiellement. De plus, le comportement vibratoire spatial et à diamètres
de cette dernière a été étudié en présence de désaccordage et de non-linéarités de type
contact / frottement pour plusieurs familles de modes de vibration, différents types d’ex-
citation et plusieurs vitesses de rotation.

Avec pour objectif final cette comparaison entre essais et simulations numériques, la
partie expérimentale de cette étude a été exposée dans la première section de ce chapitre.
Ainsi, le moyen d’essais et la soufflante composite testée ont été largement détaillés, de
même que le système d’excitation par actionneurs piézoélectriques et son logiciel de pi-
lotage / acquisition associé (développé au laboratoire durant ces travaux de thèse). Les
méthodes expérimentales, comprenant notamment une large partie traitant des techniques
mises en place afin d’assurer la qualité des mesures exploitées et l’évaluation des incerti-
tudes en résultant, ont été développées en fin de section.

La deuxième section a été dédiée à la partie numérique de cette étude dans laquelle le
modèle éléments finis de la soufflante a été présenté. Les méthodes numériques de conden-
sation, de réduction, de résolution et de post-traitement ont été traitées du point de vue
de leur application à ce modèle numérique de soufflante désaccordée dans le cadre de la
dynamique non-linéaire ; en particulier les méthodes d’évaluation des modes d’interface et
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la CNCMS qui sont spécifiques à cette comparaison. Pour conclure cette section consa-
crée aux simulations numériques, une étude d’influence du désaccordage fréquentiel de la
structure sur les réponses forcées a été proposée ainsi que quelques résultats consacrés au
désaccordage en amortissement et de l’excitation.

La section finale de ce mémoire a permis d’analyser et de commenter la confrontation
entre les résultats expérimentaux et numériques résultant d’excitations localisées et à dia-
mètres, aboutissant ainsi à une étude complète des deux premières familles de modes de
la soufflante.

Dans un premier temps, les paramètres modaux expérimentaux et numériques du sys-
tème linéaire sous-jacent ont été comparés. Ces derniers ont révélé une très bonne repré-
sentativité du modèle numérique de la soufflante par rapport aux essais en rotation tant
d’un point de vue des tendances que d’un point de vue des grandeurs, bien que le modèle
numérique n’ait pas été spécialement recalé à partir des essais en rotation.

Dans un deuxième temps, les réponses à une excitation localisée, permettant de faire
ressortir des modes localisés, ont été étudiées : ce type d’excitation pouvant être considéré
comme un moyen de mettre en évidence le désaccordage. Des analyses à diamètres et spa-
tiales sur les fonctions de réponse fréquentielle ont ainsi été menées afin de comparer les
réponses expérimentales et numériques de la soufflante ainsi que leur sensibilité à l’évolu-
tion de différents paramètres tels que la vitesse de rotation, l’aube excitée ou bien encore
l’amplitude de la réponse. Il a ainsi pu être observé que l’effet non-linéaire, dépendant
de l’amplitude de la réponse, ainsi que la vitesse de rotation influent peu la répartition
spatiale et à diamètres de la réponse de la soufflante à une excitation localisée. De plus, il a
été montré que la confrontation entre les réponses expérimentales et numériques engendre
des résultats très satisfaisants.

Dans un troisième temps et à la suite du recalage du coefficient de frottement isotrope
numérique par rapport à l’évolution des paramètres modaux expérimentaux en fonction
de la déformation modale, les réponses à une excitation à diamètres, permettant de faire
ressortir des modes globaux, ont été étudiées.

Des premières analyses à diamètres et spatiales des fonctions de réponse fréquentielle,
similaires à celles réalisées pour une excitation localisée, ont abouti à une très bonne cor-
rélation entre les résultats expérimentaux et numériques.

Les paramètres modaux des modes ressortant le plus dans les fonctions de réponse
fréquentielle ont été identifiés afin de permettre une analyse modale de ceux-ci. Les dé-
compositions à diamètres des déformées modales ont ainsi révélé la présence d’un faible
effet de Coriolis affectant les modes dont la composante prépondérante est à deux diamètres
nodaux grâce à la mise en évidence de leur caractéristiques et grâce à la comparaison des
comportements expérimentaux et numériques (l’effet de Coriolis n’étant pas simulé nu-
mériquement). Toutefois, l’évolution de l’écartement fréquentiel des modes principaux et
secondaires en fonction de la vitesse de rotation, probablement très faible dans la plage
de vitesse étudiée, n’a pas permis d’affirmer ni de réfuter cette hypothèse. Dans une der-
nière sous-section, la comparaison des évolutions des paramètres modaux expérimentaux
et numériques en fonction de la déformation modale a confirmé les conclusions extraites
de l’étude sur mors. En effet, une faible corrélation de l’effet non-linéaire entre les essais et
les simulations est observable : notamment, un même coefficient de frottement ne permet
pas de simuler l’effet non-linéaire de différentes familles de modes de vibration ou même
de plusieurs vitesses de rotation. Toutefois, il semble que les évolutions des paramètres
modaux numériques soient plus représentatives de celles des paramètres modaux lorsque
les effets non-linéaires sont plus importants.





Conclusion

Ces travaux de thèse se sont inscrits dans la lignée des recherches, menées notamment
au LTDS, dans le but de perfectionner la compréhension et la prédiction des phénomènes
vibratoires des roues aubagées. Il s’agit ainsi de répondre aux problématiques de fiabilité
et de sureté des aéronefs mais aussi de respect des objectifs environnementaux, auxquels
sont particulièrement soumis les constructeurs et équipementiers aéronautiques de nos
jours. À cet effet, une soufflante composite à large corde de dernière génération a été étu-
diée en rotation, d’un point de vue expérimental et numérique, permettant d’aborder des
thématiques majeures dans la recherche sur les roues aubagées telles que la dynamique
non-linéaire et le désaccordage entre les secteurs.

Cette conclusion est composée de deux parties. La première revient en détail sur les
principaux résultats et conclusions de ces travaux de thèse. La seconde présente des pers-
pectives dans le but de perfectionner les modélisations et méthodes numériques ainsi que
les techniques expérimentales employées, mais aussi des propositions de nouvelles appli-
cations et exploitations de ces travaux numériques et expérimentaux.

Résultats

Outre l’amélioration de la compréhension et de la prédiction des phénomènes vibra-
toires des roues aubagées, l’objectif principal de ces travaux de thèse consistait à étudier
la représentativité des modélisations et méthodes numériques, notamment développées au
LTDS sur les problématiques de désaccordage et de dynamique non-linéaire, par rapport à
des essais en rotation sur une soufflante industrielle en matériau composite. Plusieurs cas
d’études, exploitant de multiples méthodes expérimentales et numériques, ont été réalisés
et analysés à cet effet : la première étude a été accomplie sur une aube enchâssée dans un
mors tandis que la seconde a été effectuée sur une soufflante composite en rotation dans le
vide. Dans les deux cas, les aubes ont été excitées au moyen d’actionneurs piézoélectriques,
composants majeurs de ces essais et simulations.

Étude sur mors. La première étude, à savoir celle consacrée à une aube enchâssée dans
un mors, a permis de focaliser les travaux et les analyses sur la représentativité de la modé-
lisation et des simulations numériques par rapport aux essais sur mors. L’effet non-linéaire
de contact et de frottement du pied de l’aube contre l’alvéole du mors a particulièrement
été considéré en termes d’évolution des paramètres modaux, que sont la fréquence propre
et le taux d’amortissement, en fonction de l’amplitude de vibration.

D’un point de vue expérimental, il a été possible de mettre en évidence des effets non-
linéaires, perceptibles grâce à la diminution de la fréquence propre et l’augmentation du
taux d’amortissement en fonction du niveau vibratoire qui sont caractéristiques d’effets
non-linéaires de contact / frottement. Toutefois, ceux-ci étaient d’intensité modérée car
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l’application est réalisée pour une précharge normale appliquée aux portées correspondant
à une vitesse de rotation de 70 % du régime nominal de fonctionnement de la soufflante.

D’un point de vue numérique, il a été nécessaire de réduire le modèle numérique du
système {aube+mors}, modèle par ailleurs employé dans l’industrie et comprenant un
très grand nombre de degrés de liberté, avant de résoudre le problème en dynamique non-
linéaire. Une méthode de double synthèse modale a été mise en œuvre dans le but de réduire
le modèle : tout d’abord, une technique de synthèse modale à interface fixe de type Craig-
Bampton a été appliquée sur chacune des sous-structures puis une méthode de synthèse
modale non-linéaire de la réponse forcée a permis de réaliser les simulations numériques
non-linéaires à partir d’une base de réduction constituée de modes complexes non-linéaires
préalablement évalués. Cette double synthèse modale a ainsi permis de réduire les cen-
taines de milliers de degrés de liberté du modèle numérique à un problème comprenant un
nombre d’équations équivalent au nombre de modes complexes non-linéaires retenus dans
la base de réduction (soit un ou deux modes), ceci avec une excellente précision.

Afin de représenter le plus précisément possible la structure et les conditions expéri-
mentales, les actionneurs piézoélectriques ont été modélisés. Leur modélisation introduit
alors de nouveaux degrés de liberté mécaniques mais aussi électriques. La présence de ces
degrés de liberté électriques dans les équations ne permet pas d’exploiter les différentes
méthodes de réduction envisagées. Par conséquent, une méthode exacte de condensation
de ces degrés de liberté a été développée afin de s’affranchir de ces derniers.

La comparaison entre les essais sur l’aube dans son mors et les simulations numé-
riques associées a, tout d’abord, mis à l’épreuve la modélisation numérique du système
{aube+mors} et notamment son système linéaire sous-jacent. Cette comparaison des pa-
ramètres modaux linéaires fut très satisfaisante, aboutissant à de très faibles écarts entre
les résultats des essais linéarisés et la modélisation numérique, particulièrement en consi-
dérant le peu de recalage effectué sur le modèle numérique.

La comparaison entre effets non-linéaires expérimentaux et numériques a, quant à elle,
été plus complexe malgré le recalage du coefficient de frottement par rapport à l’évolu-
tion du taux d’amortissement du premier mode de flexion (paramètre modal dominant
l’amplitude vibratoire à la résonance). En effet, les essais présentaient une évolution plus
progressive des paramètres modaux par rapport à celle observée lors des simulations qui
est moins régulière, notamment en termes d’évolution de la fréquence propre en fonction
de l’amplitude de vibration. L’analyse de sensibilité par rapport au coefficient de friction
µ a été exploitée afin de proposer une piste d’amélioration du modèle tribologique qui
consisterait à faire varier la valeur du coefficient de frottement en fonction de l’ampli-
tude vibratoire afin de compenser ces différences d’évolution. Il conviendrait cependant
de valider le sens physique de ce modèle tribologique. De plus, il a été également observé
qu’un même coefficient de frottement numérique ne permettait pas de corréler l’évolution
expérimentale des paramètres modaux des différents modes étudiés, à savoir le premier et
le deuxième mode de flexion. En effet, l’évolution numérique des paramètres modaux du
deuxième mode de flexion était très faible en comparaison de celle observée expérimenta-
lement. Toutefois, l’intensité modérée de l’effet non-linéaire a eu pour effet de limiter les
erreurs commises sur l’amplitude vibratoire à la résonance des deux modes étudiés.

Ces différences d’évolution des paramètres modaux entre les essais et les simulations
ont pu être imputées aux lois de contact et de frottement (respectivement la loi de contact
unilatérale et la loi de frottement de Coulomb) évaluées au moyen de la DLFT. D’autre
part, bien que le nombre de nœuds de contact à l’interface de ces deux structures soit
important pour une étude en dynamique non-linéaire et qu’une étude de sensibilité ait été
réalisée sur ce paramètre, il est possible qu’un maillage encore plus fin aurait permis de
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parfaire la représentativité des effets non-linéaires de ce cas d’étude. Par conséquent, ce
maillage très fin demanderait alors de mettre au point une méthode permettant de faire
face au nombre accru de degrés de liberté à l’interface de contact.

En prime de procurer des premières observations et conclusions quant à la représen-
tativité du modèle numérique de l’aube et des effets non-linéaires de contact / frottement
simulés par rapport aux essais, ce premier cas d’étude a été une étape importante en vue
des essais et simulations numériques de la soufflante complète puisque ce dernier a permis
d’aborder certains points cruciaux, réemployés dans le second cas d’étude.

En effet, d’un point de vue expérimental, les méthodes expérimentales employées pour
aboutir à des mesures et post-traitements de qualité ont notamment permis d’utiliser une
technique d’identification modale globale, nommée LSRF. Compte tenu du faible effet non-
linéaire, le modèle de réponse modale linéaire a constitué une approximation satisfaisante
comme ceci a pu être montré sur des modes isolés (notamment sur mors puis avec le zéro
diamètre nodal sur la soufflante en rotation) affectés par une dépendance significative de
l’amortissement par rapport à l’amplitude vibratoire.

D’un point de vue numérique, les paramètres des différentes méthodes numériques
de réduction et de résolution exploitées ont été optimisés au moyen d’études d’influence
ayant pour objectif de conserver un temps de calcul raisonnable tout en maximisant la
précision des simulations. De surcroît, les dix-huit aubes de la soufflante ont été testées
sur mors ce qui a permis d’identifier les paramètres modaux des différentes aubes et ainsi
fournir des données quantitatives pour introduire le désaccordage de la soufflante en vue
des simulations numériques non-linéaires de celle-ci.

Étude en rotation. La seconde étude, consacrée aux essais en rotation de la soufflante
composite, a constitué l’épilogue de ces travaux de thèse. Celle-ci a permis de traiter des
problématiques de non-linéarité et de désaccordage des roues aubagées. Par ailleurs, cette
étude en rotation a fait intervenir un grand nombre de paramètres d’influence tels que la
vitesse de rotation, le diamètre nodal excité, le sens d’excitation ou bien encore l’amplitude
vibratoire de la réponse.

Expérimentalement, le banc d’essais PHARE#1, dont il s’agissait de la toute première
campagne d’essais, a permis de tester la soufflante composite à l’échelle 1:1, en rotation
dans des conditions de vide primaire, autorisant ainsi l’étude de la roue aubagée d’un point
de vue purement mécanique. Le système d’excitation de la soufflante, constitué de cen-
taines d’actionneurs piézoélectriques répartis sur chacune des aubes, a été employé dans
le dessein d’exciter la soufflante selon des schémas à diamètres particuliers ou au moyen
d’une excitation localisée sur une seule aube, avec des amplitudes vibratoires représen-
tatives des conditions de fonctionnement. De plus, le banc d’essais a permis de tester la
dynamique non-linéaire de la soufflante à différentes vitesses de rotation et donc pour plu-
sieurs précharges centrifuges des aubes mais aussi plusieurs efforts normaux de contact et
ainsi des effets non-linéaires différents en fonction de la vitesse de rotation.

Numériquement, afin d’autoriser l’étude du désaccordage de la soufflante, le problème
numérique a été abordé par sous-structuration, en décomposant la roue aubagée en dix-huit
secteurs indépendants. À partir d’un secteur {aube+disque} de référence, une réduction
du modèle numérique a été réalisée au moyen d’une méthode de triple synthèse modale,
aussi nommée CNCMS. Cette dernière comprenait une première réduction du secteur
de référence au moyen de la méthode de Craig-Bampton, à l’instar de la réduction du
système {aube+mors}. La seconde étape a permis une réduction des degrés de liberté de
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contact / frottement, de ce même secteur de référence préalablement réduit, à partir d’une
base de réduction constituée de modes complexes non-linéaires préalablement évalués (pour
des degrés de liberté de frontière encastrés, similairement aux techniques classiques de syn-
thèse modale à interface fixe). Une fois les dix-huit secteurs de la soufflante assemblés, les
degrés de liberté de frontière, ayant permis l’assemblage de la soufflante, ont été réduits
grâce à une technique de synthèse modale des modes d’interface, pour ce qui constituait
la troisième étape de réduction. Au final, le modèle triplement réduit a été uniquement
formé des modes non-linéaires, associés à chacun des secteurs, et des modes d’interface.

Afin de désaccorder numériquement la soufflante, la valeur de la fréquence propre du
mode complexe non-linéaire de chaque secteur a été perturbée en fonction de la dispersion
mesurée sur les dix-huit aubes lors des essais sur mors pour chaque famille de modes de
vibration. Il est à noter que le désaccordage caractérisé à partir de cet échantillon corres-
pond à un cas de désaccordage important.

Par ailleurs, les actionneurs piézoélectriques ont aussi été pris en compte dans la modé-
lisation numérique du secteur {aube+disque} : la technique de condensation a été étendue
aux degrés de liberté électriques permettant ainsi d’exploiter la CNCMS en présence des
actionneurs.

La comparaison entre essais et simulations numériques de la soufflante composite désac-
cordée a tout d’abord été effectuée sur le système linéaire sous-jacent. Cette comparaison
sur les paramètres modaux linéaires a été particulièrement satisfaisante et notamment la
comparaison de leur évolution en fonction de la vitesse de rotation et du diamètre nodal
qui exhibait les mêmes tendances expérimentalement et numériquement.

L’effet du désaccordage a principalement été étudié grâce aux réponses non-linéaires
à une excitation localisée d’une seule aube, permettant ainsi de faire ressortir des modes
localisés, mais aussi en comparant l’étalement spectral des réponses. La décomposition
en composantes à diamètres de la réponse de ces modes localisés ainsi que la répartition
spatiale des amplitudes vibratoires de chacune des aubes sont grandement dépendantes du
désaccordage de la soufflante. La représentativité des simulations numériques en termes
de désaccordage a été jugée très satisfaisante grâce à la comparaison des décompositions
à diamètres et des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires issues des fonctions de
réponse fréquentielle expérimentales et numériques.

Les effets non-linéaires ont été étudiés à partir d’une excitation à diamètres de la souf-
flante, permettant d’exciter les aubes avec des amplitudes de vibration plus importantes
qu’une excitation localisée, plus difficile à approprier. L’excitation à diamètres a permis
de faire ressortir les effets non-linéaires sur les modes répondant avec le même indice que
la répartition spatiale de l’excitation. La séparation fréquentielle des modes doubles due
au désaccordage a aussi été mise en évidence.

La comparaison des évolutions expérimentales et numériques des paramètres modaux
en fonction de l’amplitude modale de déformation a abouti à des conclusions similaires
à celles évoquées lors de l’étude sur mors : notamment concernant le faible décalage fré-
quentiel numérique, l’écart dans le point de décollement initiant le glissement ainsi que la
faible représentativité numérique de l’évolution des paramètres modaux de la famille du
deuxième mode de flexion pour un coefficient de frottement identique à celui de la famille
du premier mode de flexion. De plus, une faible représentativité numérique de l’évolution
des paramètres modaux en fonction de l’amplitude modale de déformation pour plusieurs
vitesses de rotation et pour un même coefficient de frottement a aussi pu être remarqué,
l’évolution numérique étant bien plus faible que celle expérimentale. Une loi faisant varier
ce coefficient de frottement en fonction de la vitesse de rotation a été ainsi proposée comme
piste d’amélioration, celle-ci permettant de corréler les différentes évolutions pour le pre-
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mier mode de flexion mais nécessiterait toutefois un recalage initial. Une nouvelle fois,
les lois de contact et de frottement ainsi que le nombre de nœuds de contact à l’interface
des structures peuvent être associés aux différents défauts de représentation numérique.
Toutefois, pour des effets non-linéaires importants, à l’image de ceux obtenus pour la fa-
mille du premier mode de flexion à une vitesse de 30 % du régime de fonctionnement, les
écarts entre les évolutions des paramètres modaux expérimentaux et numériques se sont
atténués. Il a été important de remarquer que les décompositions à diamètres et les répar-
titions spatiales (du mode et de la réponse) ont été très peu dépendantes de l’amplitude
vibratoire et de la vitesse de rotation étudiées dans ces travaux de thèse.

Pour finir, les décompositions à diamètres des formes modales des bas diamètres de la
famille du deuxième mode de flexion ont permis de mettre en évidence des effets caracté-
ristiques de l’effet de Coriolis : une émergence de la nature propagative des formes modales
en fonction de la vitesse. Toutefois, cette observation n’a pas été confirmée par une im-
portante ouverture des fréquences propres des modes dégénérés en fonction de la vitesse
de rotation. Il est néanmoins possible que celle-ci soit faible dans ce cas, ce qui pourrait
être vérifié par simulations numérique à condition d’intégrer ces effets dans le modèle. Cet
aspect pourrait devenir plus important si les conceptions des disques des soufflantes s’op-
timisent encore et deviennent plus souples. En effet, l’effet de Coriolis a été appréhendé
pour un mode à bas diamètre nodal de la famille du deuxième mode de flexion, pour lequel
le couplage avec le disque est mis en évidence sur le diagramme diamètre / fréquence.

D’un point de vue industriel, les essais en rotation entrepris durant ces travaux de thèse
ont permis de caractériser, précisément et exhaustivement, la soufflante en composite de
dernière génération, dont le comportement vibratoire en rotation a été moins étudié dans
la littérature que ses homologues métalliques du fait de son récent développement, pour
plusieurs régimes de rotation et différents types d’excitation. Il a notamment été possible
d’extraire le taux d’amortissement structural et celui issu des effets non-linéaires, de modes
appartenant à plusieurs familles de modes de vibration. Ainsi, en comparaison avec le taux
d’amortissement apporté par le fluide pendant le fonctionnement en vol du turboréacteur,
celui structural peut être considéré comme faible puisqu’il est près de cinq fois inférieur à
ce dernier. Cependant, pour un effet non-linéaire important, l’amortissement mécanique
influe bien plus sur la réponse forcée, pouvant même contribuer jusqu’à 40 % de l’amor-
tissement total, dans la gamme d’amplitude vibratoire étudiée durant ces essais.

Par ailleurs, des méthodes de réduction récemment développées et fondées sur le prin-
cipe de sous-structuration du problème, telle la CNCMS, ont pu être exploitées sur des
modèles numériques éléments finis de très grande taille, employés directement dans l’in-
dustrie. Ces travaux de thèse ont ainsi permis de conforter le fort pouvoir de réduction de
ces méthodes et la précision de celles-ci en termes de représentation du désaccordage de la
soufflante. Bien que ces méthodes permettent de résoudre des problèmes de désaccordage
en dynamique non-linéaire, ne pouvant être résolus sans importante réduction avec les
moyens de calcul disponibles, le temps de calcul de la totalité de la procédure de réduction
et de résolution de la CNCMS reste rédhibitoire au niveau d’un bureau d’étude pour des
problèmes numériques comportant un très grand nombre de degrés de liberté, tel le modèle
numérique de la soufflante étudiée dans ces travaux de thèse.
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Perspectives

Les multiples études, aussi bien expérimentales que numériques, réalisées tout au long
de ces travaux de thèse ouvrent la voie à de nombreuses perspectives. Cette section expose
plusieurs de ces perspectives, proposant ainsi le perfectionnement des méthodes expéri-
mentales et numériques employées et permettant aussi d’élargir le champ d’application de
ces travaux.

Tout d’abord, d’un point de vue expérimental, la forte densité modale observée sur
les réponses forcées, particulièrement pour la famille du premier mode de flexion, a pu
poser quelques difficultés notamment en ce qui concerne l’identification des paramètres
modaux. Afin de surmonter ce problème, des techniques particulières d’excitation, telles
les méthodes d’appropriation, permettraient uniquement d’isoler le mode étudié. De plus,
afin de mieux traiter ces difficultés d’extraction des paramètres modaux, il serait possible
de perfectionner les méthodes d’identification modale afin de mieux adresser les problèmes
liés à cette forte densité modale.

Par ailleurs, il serait ainsi intéressant d’augmenter les niveaux de sollicitation des aubes
dans le but d’étudier des effets non-linéaires plus importants et de comparer ces derniers
par rapport à des simulations numériques non-linéaires présentant, elles aussi, de forts
effets non-linéaires. Toutefois, d’importantes non-linéarités pourraient nécessiter des tech-
niques d’identification modale non-linéaire afin de conserver une précision satisfaisante
d’extraction des paramètres modaux.

De surcroît, l’évaluation des répartitions des efforts normaux aux interfaces de contact
à différentes vitesses de rotation serait intéressante. En effet, il serait possible de prévoir
les zones d’usure plus importantes en fonction de la répartition des efforts de contact et
ainsi simuler l’évolution de la dynamique non-linéaire qui en résulte. D’autre part, l’éva-
luation des répartitions des efforts de contact pourrait permettre d’adapter le raffinement
du maillage dans certaines zones de fort glissement et ainsi perfectionner l’estimation des
effets non-linéaires.

D’un point de vue numérique, la principale limitation des simulations numériques non-
linéaires de la soufflante en rotation demeure les lois de contact et de frottement qui,
comme il a été observé durant ces travaux de thèse, sont peu représentatives des compor-
tements non-linéaires expérimentaux et notamment de l’évolution des paramètres modaux
pour de moyennes sollicitations vibratoires. Le perfectionnement de ces lois de contact et
de frottement pourraient ainsi permettre d’améliorer la représentativité des simulations
numériques vis-à-vis des essais en rotation, particulièrement la prédiction des effets non-
linéaires pour les différentes familles de modes de vibration et les multiples vitesses de
rotation étudiées, à l’image des lois d’évolution du coefficient de frottement en fonction
de l’amplitude vibratoire et de la vitesse de rotation proposées dans ce manuscrit. À des
fins de perfectionnement de ces lois, une étude tribologique expérimentale et numérique
pourrait être nécessaire afin de caractériser les lois de contact et de frottement en amont.

Par ailleurs, la prise en compte de l’effet de Coriolis dans les simulations numériques
pourrait permettre de confirmer celui entrevu expérimentalement grâce aux décomposi-
tions en composantes à diamètres des formes modales. Il serait ainsi possible de comparer
l’évolution expérimentale et numérique de l’ouverture des fréquences propres des modes
dégénérés en fonction de la vitesse de rotation mais aussi d’observer l’évolution de l’effet
de Coriolis à partir de la décomposition en composantes co-rotative et contra-rotative.
Cette comparaison permettrait de perfectionner la compréhension de cet effet associé à
des effets non-linéaires dans le cadre d’une soufflante composite à large corde et ainsi
prédire précisément leur comportement dans le cadre d’une évolution de la conception de
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la soufflante ; par exemple, pour un disque plus souple, pouvant entraîner des effets de
Coriolis plus importants.

Un recalage de la modélisation numérique des actionneurs piézoélectriques a été néces-
saire afin de corréler les amplitudes vibratoires obtenues en essais pour un taux d’amor-
tissement structural identique. Afin de se soustraire à cette étape de recalage du modèle
numérique des actionneurs (et notamment du coefficient d31), il serait possible de perfec-
tionner le modèle en prenant notamment en compte la couche de colle liant les actionneurs
à l’aube ainsi que les films encaspsulant la céramique piézoélectrique. En outre, il serait
aussi intéressant de mieux caractériser expérimentalement les actionneurs piézoélectriques
sur un système simple (une poutre par exemple) afin de valider les valeurs des paramètres
piézoélectriques.

D’un point de vue des applications résultant de ces travaux de thèse, les essais de
cette première campagne d’essais sur le banc PHARE#1 ont permis de tester plusieurs
configurations de la soufflante composite, autorisant ainsi l’étude de l’influence de diffé-
rents composants sur la dynamique de la soufflante en rotation, tels les clinquants ou les
plateformes (en effet, ces travaux de thèse ont exploité une configuration volontairement
dépouillée de la soufflante sans ces composants). Ces essais pourraient ainsi servir de point
de comparaison pour développer les modélisations de ces deux composants complexes à
prendre en compte numériquement puisque ces derniers sont tous deux positionnés à des
emplacements sensibles : les clinquants à l’interface de contact / frottement entre les aubes
et le disque ; les plateformes à la frontière entre les différents secteurs de la soufflante.

De même, une technologie d’amortissement des aubes au moyen de patchs viscoélas-
tiques, insérés à la surface des aubes, a pu être testée durant cette première campagne
d’essais. Deux aubes parmi les dix-huit que contient la soufflante ont pu être équipées de
ces patchs et ont ainsi permis de tester l’efficacité de cette technologie passive de contrôle
vibratoire en fonction, notamment, de la vitesse de rotation. Un important désaccordage
a donc été introduit sur la configuration de cette soufflante. Outre l’étude de l’influence
expérimentale de ces aubes sur la dynamique de la soufflante, il pourrait être intéressant
d’intégrer les modèles numériques de ces aubes dans les simulations non-linéaires pour
évaluer la représentativité de la procédure de la CNCMS avec un désaccordage en forme
(couplé au désaccordage fréquentiel exploité durant ces essais) par rapport à ces essais en
rotation.

Pour finir, parmi les applications pouvant résulter de ces travaux de thèse, le shunt
piézoélectrique, évoqué dans le chapitre VI, permet de prolonger l’étude d’applications im-
pliquant des actionneurs piézoélectriques tout en incorporant une thématique de contrôle
vibratoire à celle de la réponse forcée des roues aubagées, étudiée dans ce manuscrit. Cette
technique semi-active d’amortissement en fonctionnement est une technologie prometteuse
qui pourrait ainsi être étudiée en rotation dans des conditions mécaniques proches de celles
de fonctionnement. Par ailleurs, il serait possible de modéliser le système de shunt piézo-
électrique dans le cadre de la dynamique non-linéaire, ce qui nécessiterait de conserver les
degrés de liberté électriques à travers les techniques de réduction et donc de développer
des techniques de réduction multiphysiques afin de conserver le couplage piézomécanique
dans les simulations numériques non-linéaires.
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Annexe A

Méthode des Lagrangiens
dynamiques (DLFT)

La DLFT est une méthode de résolution des problèmes de contact / frottement dans
le domaine fréquentiel développée par Nacivet et al. [151, 152]. Deux formalismes de cette
méthode ont été mis en place par Nacivet et al. : le premier, basé sur une formulation
en déplacements relatifs, permet une évaluation exacte des positions relatives des struc-
tures en contact mais nécessite une résolution au moyen d’un schéma itératif ; le second,
basé sur une formulation en vitesses relatives, permet un calcul direct. À noter qu’une
formulation mixte en vitesses relatives dans les directions tangentielles au contact et en
déplacements relatifs dans la direction normale au contact est employée par Laxalde dans
sa thèse [122]. Dans ce travail de thèse, le problème en dynamique non-linéaire est formulé
en déplacements, c’est pourquoi la formulation retenue et exposée dans cette annexe est
en déplacements relatifs.

Il est essentiel de noter que, comme dans la méthode de l’équilibrage harmonique, les
efforts et les déplacements sont considérés comme périodiques. De plus, le maillage des
structures à l’interface de contact est supposé compatible, c’est-à-dire que les nœuds ap-
pairés des structures sont coïncidents, car il s’agit d’une formulation du contact nœud à
nœud pour laquelle les déplacements relatifs et les efforts de contact sont évalués selon les
lois de contact unilatéral et de frottement de Coulomb.

Le développement de la méthode des Lagrangiens dynamiques débute à partir de
l’équation (A.1), reprise de l’équation (II.41) du chapitre II, dans laquelle Zr est la ma-
trice condensée de rigidité dynamique, λh est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange
(correspondant à l’opposé des efforts non-linéaires de contact), grh est le vecteur condensé
des efforts extérieurs et xrh est le vecteur condensé contenant les déplacements relatifs.

Zr(ω)xrh + λh = grh (A.1)

Les vecteurs condensés contenant les déplacements relatifs et les efforts dans l’équa-
tion (A.1) sont formés par les coefficients réels de Fourier tronqués à l’ordre nh. De plus,
les deux condensations, sur les degrés de liberté non-linéaires et sur les degrés de liberté
relatifs décrites dans le chapitre II, sont appliquées au problème. Par commodité, l’équa-
tion (A.1) est réécrite sous la forme d’une fonction à annuler telle que

f(xrh) = Zr(ω)xrh + λh − grh (A.2)
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Formulation des Lagrangiens dynamiques
Les multiplicateurs de Lagrange sont exprimés comme une pénalisation des équations

du mouvement dans le domaine fréquentiel

λh = grh − Zr(ω)xrh + ε (xrh − urh) (A.3)

où ε est un coefficient de pénalité et urh une nouvelle inconnue représentant le déplacement
relatif à l’interface.

Par ailleurs, dès lors que l’équation (A.3) est vérifiée, la relation (A.2) se réduit à

f(xrh) = ε (xrh − urh) (A.4)

De plus, lorsque la fonction f(xrh) est annulée, il vient xrh = urh ce qui assure que
le couple (urh ,λh) vérifie les lois de contact et de frottement ainsi que l’équation du
mouvement.

Dans le paragraphe suivant, cette paire d’inconnue (urh ,λh) sera évaluée au moyen
d’une méthode d’alternance temps / fréquence afin d’exploiter les lois de contact et de
frottement dans le domaine temporel.

Prédiction et correction dans le domaine temporel
Dans l’intention de faciliter la compréhension de la procédure de prédiction / correction

de la DLFT, une seule paire de nœuds sera considérée dans le paragraphe suivant. De plus,
l’équation (A.3) est reformulée telle que

λh = λxh − λuh (A.5)

où

λxh = grh − Zr(ω)xrh + εxrh (A.6a)
λuh = εurh (A.6b)

Le but de cette procédure de prédiction / correction est d’évaluer les efforts de contact
λh et les déplacements relatifs urh au moyen des lois de contact et de frottement et à partir
du vecteur xrh . Pour cela, le terme λxh , contenu dans la relation (A.5), est exprimé dans
le domaine temporel à l’aide d’une transformée de Fourier discrète inverse et échantillonné
sur nt points. Le calcul des multiplicateurs de Lagrange dans le domaine temporel est en-
suite effectué grâce à cette stratégie de prédiction-correction pour chaque pas de temps k.

L’étape de prédiction permet d’évaluer un premier effort de contact λkpre. Cette évalua-
tion est réalisée en supposant que l’état des nœuds à l’interface de contact est adhérent ce
qui signifie que le vecteur des déplacements relatifs dans les directions tangentielles uT

rh est
constant entre deux pas de temps et que le déplacement relatif dans la direction normale
uN

rh est nul. D’après (A.6b), l’étape de prédiction s’écrit alors{
λk,Tpre = λk,Tx − λk−1,T

u
λk,Npre = λk,Nx

(A.7)

dans laquelle les exposants •T et •N correspondent respectivement aux composantes tan-
gentielles et à la composante normale. Les termes sont exprimés dans le domaine temporel
comme en atteste l’absence de l’indice •h.
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Dans un second temps, les efforts de contact λkpre prédits sont corrigés (pour devenir λk)
en évaluant λku et toujours en respectant les lois de contact et de frottement.

λk = λkx − λku (A.8)

L’évaluation du terme λku diffère en fonction de l’état du contact entre les nœuds :
séparation, adhérence ou glissement.
— Séparation : λk,Npre ≥ N0 (où N0 est une précharge statique due, dans nos applica-

tions, à la rotation du moteur)

Le contact est interrompu entre les deux nœuds : l’effort de contact est donc nul ce
qui induit {

λk,Tu = λk,Tx
λk,Nu = λk,Nx

(A.9)

— Adhérence : λk,Npre < N0 et ‖λk,Tpre ‖ < µ | λk,Npre |

Dans ce cas, la prédiction est correcte puisque les déplacements relatifs dans les
directions normales et tangentielles sont nuls. Ainsi,{

λk,Tu = λk−1,T
u

λk,Nu = 0 (A.10)

— Glissement : λk,Npre < N0 et ‖λk,Tpre ‖ ≥ µ | λk,Npre |

À nouveau, le vecteur des déplacements relatifs dans la direction normale est nul
soit

λk,Nu = 0 (A.11)

La correction des efforts de contact dans la direction tangentielle λk,Tu est fondée sur
la connaissance de l’effort dans la direction normale λk,Nu grâce à l’équation (A.11) et
sur l’hypothèse que le vecteur des vitesses relatives dans les directions tangentielles
au contact est défini implicitement tel que

u̇k,Tr = uk,Tr − uk−1,T
r

tk − tk−1 (A.12)

La loi de Coulomb permet d’écrire le vecteur des efforts de contact dans les directions
tangentielles en fonction des vitesses relatives dans ces mêmes directions

λk,T = µ | λk,Npre |
u̇k,Tr

‖u̇k,Tr ‖
(A.13)

D’après (A.7) et (A.8), il est possible d’écrire

λk,Tpre − λk,T = λk,Tu − λk−1,T
u (A.14)

En combinant les relations (A.12), (A.13), (A.14) et (A.6b), il vient

λk,Tpre =
(
µ
| λk,Npre |
‖u̇k,Tr ‖

+ ε
(
tk − tk−1

))
u̇k,Tr (A.15)
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L’équation (A.15) permet de montrer la relation de colinéarité entre les vecteurs
λk,Tpre et u̇k,Tr (ils ont de plus le même sens) ce qui implique

u̇k,Tr

‖u̇k,Tr ‖
=

λk,Tpre

‖λk,Tpre ‖
(A.16)

et ainsi

λk,T = µ | λk,Npre |
λk,T

pre

‖λk,Tpre ‖
(A.17)

puis en insérant (A.17) dans (A.14), il vient

λk,Tu = λk−1,T
u + λk,Tpre

(
1− µ

| λk,Npre |
‖λk,Tpre ‖

)
(A.18)

Pour résumer, dans le cas d’un contact glissant, les efforts de contact dans les direc-
tions normales et tangentielles s’écrivent ainsi λk,Tu = λk−1,T

u + λk,Tpre

(
1− µ |λ

k,N
pre |

‖λk,T
pre ‖

)
λk,Nu = 0

(A.19)

Pour conclure la procédure d’alternance temps / fréquence, les multiplicateurs de La-
grange λ sont rebasculés dans le domaine fréquentiel λh au moyen d’une transformée de
Fourier discrète.

Les différentes phases de la méthode des Lagrangiens dynamiques sont résumées dans
l’organigramme de la figure (A.1).

Par ailleurs, la matrice jacobienne analytique de la DLFT, nécessaire pour réduire le
temps de calcul d’un algorithme de résolution de type Newton-Raphson (voir chapitre II),
est explicitée et détaillée dans la thèse de Salles [190].
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Figure A.1 – Logigramme de la DLFT (adaptée de [122])





Annexe B

Évaluation des matrices
jacobiennes analytiques

L’emploi d’un solveur itératif tel que l’algorithme de Newton-Raphson ou à région de
confiance requiert la connaissance de la matrice jacobienne J du système d’équations à
résoudre. L’évaluation de la Jacobienne peut être réalisée numériquement à l’aide de la
méthode des différences finies par exemple. Cependant, cette opération doit être répétée
à chaque itération de l’algorithme de résolution ce qui impacte considérablement le temps
de calcul de la solution. Il est donc préférable d’évaluer analytiquement ou au moins semi-
analytiquement la matrice jacobienne puisque la connaissance de son expression analytique
permet ainsi d’économiser à chaque itération 2n2 évaluations de la fonction à annuler,
avec n le nombre de degrés de liberté du système. Cette annexe fournit des éléments
permettant d’évaluer les expressions analytiques des matrices jacobiennes d’un problème
non-linéaire non-autonome, d’un problème non-linéaire autonome ainsi que l’expression
semi-analytique de la synthèse modale non-linéaire et de la CNCMS.

1 Matrice jacobienne analytique d’un problème non-linéaire
et non-autonome

La matrice jacobienne analytique Jrh de la réponse d’un problème non-linéaire et non
autonome est calculée à partir des dérivées partielles du système d’équation compact (B.1)
par rapport aux variables xh et ω.

rh(xh, ω) = Z(ω)xh + fnlh(xh, ω)− gh (B.1)

1.1 Équations générales

L’expression générale de la matrice jacobienne est apportée par l’équation (B.2)

Jrh(xh, ω) =
(
∂rh
∂xh

(xh, ω) ∂rh
∂ω

(xh, ω)
)

(B.2)

avec ∂f/∂x, la dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable x.
Les dérivées partielles du résidu rh s’expriment telles que

∂rh
∂xh

(xh, ω) = Z(ω) + ∂fnlh
∂xh

(xh, ω) (B.3)

∂rh
∂ω

(xh, ω) = ∂Z
∂ω

(ω)xh + ∂fnlh
∂ω

(xh, ω) (B.4)
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dans laquelle les dérivées partielles du vecteur gh n’apparaissent pas dans les équations
(B.3) et (B.4) puisque l’excitation ne dépend ni de xh ni de ω dans le domaine fréquentiel.

La dérivée partielle de la matrice de rigidité dynamique par rapport à ω conserve la
forme diagonale de la matrice Z

∂Z
∂ω

(ω) =



0
∂Z1
∂ω

(ω)
. . .

∂Zk
∂ω

(ω)
. . .

∂Znh

∂ω
(ω)


(B.5)

dont chaque bloc a pour expression

∂Zk
∂ω

(ω) =
(
−2k2ωM kC
−kC −2k2ωM

)
(B.6)

1.2 Termes non-linéaires

Les termes de la matrice jacobienne relatifs à la dérivation des efforts non-linéaires fnlh
sont évalués par le biais du théorème de dérivation des fonctions composées permettant
ainsi de dériver directement son expression analytique temporelle par rapport aux variables
x et ẋ. La dépendance du vecteur fnl par rapport aux variables x et ẋ est volontairement
omise dans les équations de cette sous-section afin d’alléger les équations

∂fnlh
∂xh

(xh, ω) = F∂fnl
∂x F + F∂fnl

∂ẋ F∇(ω) (B.7)

∂fnlh
∂ω

(xh, ω) = F∂fnl
∂ẋ F∂∇

∂ω
(ω)xh (B.8)

Les transformées de Fourier discrètes directe F et indirecte F ne dépendent pas de
ω, ces matrices peuvent donc être sorties des dérivées partielles. La dérivée partielle de
l’opérateur de dérivation ∇ par rapport à la variable ω possède la même forme diagonale
que la dérivée partielle de Z par rapport à cette même variable. Chacun des blocs s’écrit
alors

∂∇k
∂ω

(ω) =
(

0 k
−k 0

)
⊗ In (B.9)

Dans le cadre de l’exemple illustratif de la section II.3, les dérivées partielles des efforts
non-linéaires par rapport aux variables temporelles s’expriment

∂fpoly
∂x (x(t)) = 3knlx(t)2 (B.10)

∂ffrot
∂ẋ (ẋ(t)) = µN

ε

(
1−

(
tanh

( ẋ(t)
ε

))2)
(B.11)

les dérivées partielles restantes étant nulles.
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1.3 Équations de continuation

L’emploi d’une continuation séquentielle pour suivre l’évolution du paramètre de contrôle
ω ne nécessite pas l’évaluation des dérivées partielles de rh selon ω puisque celui-ci est fixé
à chaque itération.

Au contraire, une continuation arc-length, en plus d’exiger l’évaluation des dérivées
partielles de rh selon ω, requiert les dérivées partielles de l’équation de fermeture ra définie
en section 1.5.2 et rappelée dans l’équation (B.12)

ra(xh, ω) = ‖xh − xhj‖
2 + (ω − ωj)2 −∆s2 = 0 (B.12)

∂ra
∂xh

(xh, ω) = 2xh (B.13)

∂ra
∂ω

(xh, ω) = 2ω (B.14)

2 Matrice jacobienne analytique d’un problème non-linéaire
autonome

Pour effectuer le calcul d’un mode complexe non-linéaire, la matrice jacobienne analy-
tique Jrh est évaluée à partir des dérivées partielles du système d’équation compact (B.15)
par rapport aux variables xh, Ω et β. La majorité des équations permettant d’évaluer
l’expression de la Jacobienne d’un problème non-linéaire autonome sont analogues à celles
d’un problème non-autonome au paramètre β près, ces dernières sont cependant rappelées
dans cette section.

rh(xh,Ω, β) = Z(Ω, β)xh + fnlh(xh,Ω, β) (B.15)

2.1 Équations générales

La matrice jacobienne d’un problème non-linéaire autonome est gouvernée par l’ex-
pression générale (B.16)

Jrh(xh,Ω, β) =
(
∂rh
∂xh

(xh,Ω, β) ∂rh
∂Ω (xh,Ω, β) ∂rh

∂β
(xh,Ω, β)

)
(B.16)

avec ∂f/∂x, la dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable x.
Les dérivées partielles du résidu rh sont exprimées à travers les équations (B.17), (B.18)

et (B.19)

∂rh
∂xh

(xh,Ω, β) = Z(Ω, β) + ∂fnlh
∂xh

(xh,Ω, β) (B.17)

∂rh
∂Ω (xh,Ω, β) = ∂Z

∂Ω(Ω, β)xh + ∂fnlh
∂Ω (xh,Ω, β) (B.18)

∂rh
∂β

(xh,Ω, β) = ∂Z
∂β

(Ω, β)xh + ∂fnlh
∂β

(xh,Ω, β) (B.19)

Les dérivées partielles de la matrice de rigidité dynamique par rapport à Ω et β
conservent la forme diagonale de la matrice Z
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∂Z
∂Ω(Ω, β) =



0
∂Z1
∂Ω (Ω, β)

. . .
∂Zk
∂Ω (Ω, β)

. . .
∂Znh

∂Ω (Ω, β)


(B.20)

∂Z
∂β

(Ω, β) =



0
∂Z1
∂β

(Ω, β)
. . .

∂Zk
∂β

(Ω, β)
. . .

∂Znh

∂β
(Ω, β)


(B.21)

dont les blocs ∂Zk
∂Ω et ∂Zk

∂β
ont pour expression

∂Zk
∂Ω (Ω, β) =

(
−2k2ΩM −2k2βM + kC)

2k2βM− kC −2k2ΩM

)
(B.22)

∂Zk
∂β

(Ω, β) =
(

2k2βM− kC −2k2ΩM
2k2ΩM 2k2βM− kC

)
(B.23)

2.2 Termes non-linéaires

En comparaison avec la matrice jacobienne d’un problème non-linéaire non-autonome,
une équation comprenant la dérivée partielle des efforts non-linéaires fnlh par rapport au
paramètre β est ajoutée. Les termes de la matrice jacobienne analytique sont toujours
calculés à l’aide du théorème de dérivation des fonctions composées. La dépendance du
vecteur fnl par rapport aux variables x et ẋ est volontairement omise dans les équations
de cette sous-section par souci de concision.

∂fnlh
∂xh

(xh,Ω, β) = F∂fnl
∂x F + F∂fnl

∂ẋ F∇(Ω, β) (B.24)

∂fnlh
∂Ω (xh,Ω, β) = F∂fnl

∂ẋ F∂∇
∂Ω (Ω, β)xh (B.25)

∂fnlh
∂β

(xh,Ω, β) = F∂fnl
∂ẋ F∂∇

∂β
(Ω, β)xh (B.26)

Les transformées de Fourier discrètes directe F et indirecte F ne dépendent ni de Ω ni
de β, ces matrices peuvent donc être sorties des dérivées partielles. Les dérivées partielles
de l’opérateur de dérivation ∇ par rapport aux variables Ω et β possèdent la même forme
diagonale que les dérivées partielles de Z par rapport à ces mêmes variables. Chacun des
blocs s’écrit alors
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∂∇k
∂Ω (Ω, β) =

(
0 k
−k 0

)
⊗ In (B.27)

∂∇k
∂β

(Ω, β) =
(
−k 0
0 −k

)
⊗ In (B.28)

Les dérivées partielles des efforts non-linéaires, agissant dans l’exemple illustratif de
la section II.3, par rapport aux variables temporelles s’expriment de la même façon qu’un
problème non-autonome, à savoir

∂fpoly
∂x (x(t)) = 3knlx(t)2 (B.29)

∂ffrot
∂ẋ (ẋ(t)) = µN

ε

(
1−

(
tanh

( ẋ(t)
ε

))2)
(B.30)

les dérivées partielles restantes étant nulles.

2.3 Équations de continuation

Dans le but de calculer un mode complexe non-linéaire, une continuation séquentielle
nécessite de fixer deux paramètres (ici, l’amplitude et la phase de l’un des harmoniques
d’un degré de liberté). Ce type de continuation n’exigeant pas d’équation de fermeture,
aucune dérivée partielle additionnelle n’est requise. Cependant, contrairement à un pro-
blème non-autonome, les dérivées partielles selon Ω et β doivent être évaluées.

Une continuation arc-length exige une équation de fermeture ra, définie en section
II.2.3 et rappelée dans l’équation (B.31), dont les dérivées partielles par rapport à xh,
Ω et β sont données dans les équations (B.32), (B.33) et (B.34). Une autre équation est
nécessaire afin de fermer complètement le système à cause de la présence du paramètre β.
Pour cela, Joannin [99] propose une équation de phase dans laquelle la vitesse initiale du
DDL de contrôle est nulle et fournit aussi les dérivées partielles associées à cette équation
de phase.

ra(xh,Ω, β) = ‖xh − xhj‖
2 + (Ω− Ωj)2 + (β − βj)2 −∆s2 = 0 (B.31)

∂ra
∂xh

(xh,Ω, β) = 2xh (B.32)

∂ra
∂Ω (xh,Ω, β) = 2Ω (B.33)

∂ra
∂β

(xh,Ω, β) = 2β (B.34)

3 Matrice jacobienne semi-analytique de la synthèse modale
non-linéaire

L’expression de la matrice jacobienne du système d’équations de la synthèse modale
non-linéaire (III.28) est qualifiée dans cette annexe de semi-analytique du fait de sa dé-
pendance par rapport à l’interpolation employée pour déterminer les paramètres modaux



310 Annexe B. Évaluation des matrices jacobiennes analytiques

à chaque itération de l’algorithme de résolution. La matrice Jacobienne Jrk est évaluée,
pour ω fixé à chaque pas de continuation, à partir des dérivées partielles du résidu rk
associé à l’harmonique k, exprimé dans l’équation (B.35).

rk(q) = ΦH
k (Zk − Fk(Λ)) Φkq −ΦH

k gk (B.35)

À l’image de la fin de la section III.2, la dépendance de Φk et Λ par rapport aux co-
ordonnées généralisées q n’est pas explicitement rappelée dans cette annexe afin d’alléger
les équations mais reste bien présente dans la théorie.

Les algorithmes de résolution employés n’autorisent pas la résolution de systèmes
d’équations non-linéaires dont les solutions recherchées sont complexes. Il est alors néces-
saire de remanier le système afin de distinguer les parties réelle et imaginaire du vecteur
solution, respectivement notées qr et qi. À noter que la résolution des problèmes réel et
imaginaire est réalisée au sein du même système : la taille du système à résoudre est donc
doublée par rapport au système initial complexe. La matrice jacobienne du super élément
s’obtient donc en dérivant rk par rapport aux variables qr et qi telle que

Jrk
(q) =

(
Re (J(q))
Im (J(q))

)
avec J(q) =

(
∂rk
∂qr (q) ∂rk

∂qi (q)
)

(B.36)

Les expressions des dérivées partielles de rk par rapport à qr et qi sont révélées dans
les équations

∂rk
∂qr (q) = ∂A

∂qr q + A ∂q
∂qr −

∂a
∂qr (B.37)

∂rk
∂qi (q) = ∂A

∂qi q + A ∂q
∂qi −

∂a
∂qi (B.38)

avec

A = ΦH
k (Zk − Fk(Λ)) Φk (B.39)

a = ΦH
k gk (B.40)

Le théorème de dérivation des fonctions composées (B.41) permet d’exprimer ces dif-
férentes dérivées partielles en fonction des dérivées partielles par rapport aux coordonnées
généralisées complexes q dont dépendent la matrice des modes non-linéaires Φk et la
matrice spectrale contenant les valeurs propres complexes des modes non-linéaires Λ.

∂•
∂qr = ∂•

∂q
∂q
∂qr (B.41)

∂•
∂qi = ∂•

∂q
∂q
∂qi (B.42)
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Les dérivées partielles des blocs matriciels A et a par rapport à q ont alors pour
expressions :

∂A
∂q =

(
∂Φk

∂q

)H
(Zk − Fk(Λ)) Φk + ΦH

k

(
Zk −

∂Fk

∂q (Λ)
)

Φk + ΦH
k (Zk − Fk(Λ)) ∂Φk

∂q
(B.43)

∂Fk

∂q = 2k2Λ∂Λ
∂q Mii + k

∂Λ
∂q Cii (B.44)

∂a
∂q =

(
∂Φk

∂q

)H
gk (B.45)

Les paramètres modaux étant interpolés à chaque itération, les dérivées partielles de
Φk et Λ par rapport à q sont déterminées en calculant la pente entre les points d’inter-
polation. Si un ordre d’interpolation supérieur est employé, ces dérivées partielles doivent
être ajustées en conséquence.

Finalement, les dérivées partielles du vecteur des coordonnées généralisées q par rap-
port à ses parties réelle et imaginaire sont exprimées telles que

∂q
∂qr = In (B.46)

∂q
∂qi = i In (B.47)

avec In, la matrice identité de taille n, n le nombre de modes non-linéaires contenus dans
la base de réduction et i la notation associée à un nombre imaginaire.

4 Matrice jacobienne semi-analytique de la CNCMS

L’expression de la matrice jacobienne du système d’équations de la CNCMS (III.46)
est qualifiée dans cette annexe de semi-analytique du fait de sa dépendance par rapport
à l’interpolation employée pour déterminer les paramètres modaux à chaque itération de
l’algorithme de résolution. La matrice Jacobienne Jrk est évaluée, pour ω fixé à chaque
pas de continuation, à partir des dérivées partielles du résidu rk associé à l’harmonique k,
exprimé dans l’équation (B.48).

rk(p,q) =
(

Aq + Bp− a
Cq + Dp− b

)
(B.48)

avec

A = ΦH
k (Zk − Fk(Λ)) Φk (B.49)

B = ΦH
k ZkΦΨ (B.50)

C = ΦH
Ψ (Zk − Fk(Λ)) Φk (B.51)

D = ΦH
ΨZkΦΨ (B.52)

a = ΦH
k gk (B.53)

b = ΦH
Ψgk (B.54)
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Le résidu rk est directement déduit de l’équation (III.46) dans laquelle les différents
termes sont assemblés tel expliqué en section III.3 pour former le système complet réduit.

À l’image de la fin de la section III.3, la dépendance de Φk et Λ par rapport aux co-
ordonnées généralisées q n’est pas explicitement rappelée dans cette annexe afin d’alléger
les équations mais reste bien présente dans la théorie.

Les algorithmes de résolution employés n’autorisent pas la résolution de systèmes
d’équations non-linéaires dont les solutions recherchées sont complexes. Il est alors néces-
saire de remanier le système afin de distinguer les parties réelle et imaginaire du vecteur
solution, respectivement notées qr et qi. À noter que la résolution des problèmes réel et
imaginaire est réalisée au sein du même système après assemblage des super-éléments : la
taille du système à résoudre est donc doublée par rapport au système initial complexe.
Dans le but de simplifier les notations, la matrice jacobienne est directement évaluée sur le
système complet réduit, néanmoins en pratique, les matrices jacobiennes J(j)

rk sont évaluées
pour chaque super-élément puis assemblées entre elles, comme expliqué en section III.3,
pour former la matrice jacobienne du système complet réduit Jrk

. Cette dernière s’écrit
telle que

Jrk
(p,q) =

(
Re (J(p,q))
Im (J(p,q))

)
(B.55)

avec

J(p,q) =
(
∂rk
∂qr (p,q) ∂rk

∂qi (p,q) ∂rk
∂pr (p,q) ∂rk

∂pi (p,q)
)

(B.56)

Tout d’abord, les expressions des dérivées partielles de rk par rapport à qr et qi sont
révélées dans les équations

∂rk
∂qr (p,q) =


∂A
∂qr q + A ∂q

∂qr + ∂B
∂qr p− ∂a

∂qr
∂C
∂qr q + C ∂q

∂qr

 (B.57)

∂rk
∂qi (p,q) =


∂A
∂qi q + A ∂q

∂qi + ∂B
∂qi p−

∂a
∂qi

∂C
∂qi q + C ∂q

∂qi

 (B.58)

Le théorème de dérivation des fonctions composées (B.59) permet d’exprimer ces dif-
férentes dérivées partielles en fonction des dérivées partielles par rapport aux coordonnées
généralisées complexes q dont dépendent la matrice des modes non-linéaires Φk et la
matrice spectrale contenant les valeurs propres complexes des modes non-linéaires Λ.

∂•
∂qr = ∂•

∂q
∂q
∂qr (B.59)

∂•
∂qi = ∂•

∂q
∂q
∂qi (B.60)

Les dérivées partielles des blocs matriciels A et a par rapport à q ont alors pour
expressions :
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∂A
∂q =

(
∂Φk

∂q

)H
(Zk − Fk(Λ)) Φk + ΦH

k

(
Zk −

∂Fk

∂q (Λ)
)

Φk + ΦH
k (Zk − Fk(Λ)) ∂Φk

∂q
(B.61)

∂B
∂q =

(
∂Φk

∂q

)H
(Zk − Fk(Λ)) ΦΨ + ΦH

k

(
Zk −

∂Fk

∂q (Λ)
)

ΦΨ (B.62)

∂C
∂q

= ΦH
Ψ

(
Zk −

∂Fk

∂q
(Λ)

)
Φk + ΦH

Ψ (Zk − Fk(Λ)) ∂Φk

∂q
(B.63)

∂Fk

∂q = 2k2Λ∂Λ
∂q Mii + k

∂Λ
∂q Cii (B.64)

∂a
∂q =

(
∂Φk

∂q

)H
gk (B.65)

Les paramètres modaux étant interpolés à chaque itération, les dérivées partielles de
Φk et Λ par rapport à q sont déterminées en calculant la pente entre les points d’inter-
polation. Si un ordre d’interpolation supérieur est employé, ces dérivées partielles doivent
être ajustées en conséquence.

Les dérivées partielles du vecteur des coordonnées généralisées q associées aux modes
non-linéaires par rapport à ses parties réelle et imaginaire sont exprimées telles que

∂q
∂qr = In (B.66)

∂q
∂qi = i In (B.67)

avec In la matrice identité de taille n, n le nombre de modes non-linéaires contenus dans
la base de réduction et i la notation associée à un nombre imaginaire.

Finalement, les expressions des dérivées partielles de rk par rapport à pr et pi sont
données dans les équations

∂rk
∂pr (p,q) =

B ∂p
∂pr

D ∂p
∂pr

 (B.68)

∂rk
∂pi (p,q) =

B ∂p
∂pi

D ∂p
∂pi

 (B.69)

Les dérivées partielles du vecteur des coordonnées généralisées p associées aux modes
d’interfaces par rapport à ses parties réelle et imaginaire sont exprimées telles que

∂p
∂pr = Im (B.70)

∂p
∂pi = i Im (B.71)

avec Im la matrice identité de taille m, m le nombre de modes d’interface contenus dans
la base de réduction et i la notation associée à un nombre imaginaire.





Annexe C

Caractéristiques techniques des
composants

Cette annexe contient les documents techniques de certains des principaux composants
utilisés dans les essais vibratoires des travaux de ce mémoire de thèse tels que les jauges
de déformations C.1 et les patchs piézoélectriques C.2.

La figure C.1 expose la documentation technique des jauges de déformation employées
durant ces campagnes d’essais. Les figures C.2 et C.3 présentent, respectivement, les carac-
téristiques matériaux ainsi que le dessin technique des actionneurs piézoélectriques utilisés
lors des essais de ces travaux de thèse.
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1 Jauges de déformation

GAGE PATTERN DATA

actual size

GAGE
DESIGNATION

See Note 1

RESISTANCE
(OHMS)

OPTIONS
AVAILABLE

See Note 2

CEA-XX-250UW-120
CEA-XX-250UW-175
CEA-XX-250UW-350
CEA-XX-250UW-10C

120 ± 0.3%
175 ± 0.3%
350 ± 0.3%

1000 ± 0.3%

P2
P2
P2
P2

DESCRIPTION

General-purpose gage. Exposed solder tab area
0.10 x 0.07 in (2.5 x 1.8 mm). See also 250UN pattern.

GAGE DIMENSIONS
Legend

ES = Each Section CP = Complete Pattern
S = Section (S1 = Section 1) M = Matrix

inch

millimeter

Gage Length Overall Length Grid Width Overall Width Matrix Length Matrix Width

0.250 0.450 0.180 0.180 0.55 0.27

6.35 11.43 4.57 4.57 14.0 6.9

GAGE SERIES DATA — See Gage Series datasheet for complete specifications

Series Description Strain Range Temperature Range

CEA Universal general-purpose strain gages. ±5% –100° to +350°F (–75° to +175°C)

Note 1: Insert desired S-T-C number in spaces marked XX.

Note 2: Products with designations and options shown in bold are not RoHS compliant.

Figure C.1 – Caractéristiques techniques des jauges de déformations [228]
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2 Patchs piézoélectriques

Property Symbol Units Material Type

3221HD 3203STD 3203HD 3241HD
Dielectric Constant (1kHz) T

33 3450 3250 3800 4100

Dielectric Loss Factor (1kHz) tanδe 0.02 0.02 0.02 0.02

Dielectric Constant (1kHz) T
11 3550 2800 3200 3420

Clamped Dielectric Constant S
33 1000 775 1200 1300

Density ρ g/cm3 7.87 7.7 7.87 7.88

Curie Point Tc ºC 242 225 225 223

Mechanical Quality Factor Qm 50 50 50 50

Coercive Field
(Measured < 1 Hz)

Ec kV/cm 8.8 10.6 8.0 9.0

Remanent Polarization Pr µCoul/cm2 38.5 37.2 39.0 38.5

Coupling Coef cients

kp 0.74 0.69 0.75

k33 0.78 0.70 0.78 0.77

k31 0.46 0.41 0.43 0.44

kt 0.54 0.56 0.55 0.55

k15 0.78 0.72 0.78 0.75

Piezoelectric Charge
(Displacement Coef cient)

d31
Coul/N x 10-12

(or)
m/V x 10-12

-300 -270 -320 -325

d33 600 530 650 640

d15 1000 790 1000 880

Piezoelectric Voltage Coef cient
(Voltage Coef cient)

g31

V·m/N x 10-3

-9.8 -9.4 -9.5 -8.9

g33 19.7 18.4 19.0 17.6

g15 31.8 31.9 35.3 29.1

Frequency Constants Radial Nr Hz·m 1830 1920

Resonant Thickness Ntr Hz·m 2020 1870 2000 2000

Anti-Resonant Thickness Nta Hz·m 2340 2220 2350 2340

N31 Hz·m 1400

Thermal Expansion (Perpendicular to poling) α ppm/ºC 3.5

Specif c Heat CP

J /kg·ºC 420

J /mol·ºC 138

Thermal Conductivity

Kd

W/cm·ºC 1.9-2.3

W/m·ºK 1.45

with Au Electrodes W/m·ºK 1.45

Poisson’s Ratio υ 0.31 0.31

Elastic Constants
Short Circuit

sE
11

x 10-12m2/N

16.0 16.7 16.6 15.6

sE
33 19.8 19.7 21.0 19.2

sE
12 -4.2 -5.6 -4.2 -4.7

sE
13 -7.2 -7.6 -8.2 -7.7

sE
55 54.0 48.5 52.4 45.9

Elastic Constants
Open Circuit

sD
11

10-12m2/N

12.6 13.9 13.5 12.5

sD
33 7.8 10.0 8.2 7.8

sD
55 21.1 23.4 20.5 20.1

Elastic Constants
Short Circuit

cE
11 x 1010N/m2

6.2 5.9 6.0 6.4

cE
33 5.1 5.1 4.8 5.2

Elastic Constants
Open Circuit

cD
11 x 1010 N/m2

7.6 7.2 7.5 8.0

cD
33 12.8 10.0 13.2 12.8

PZT5H Materials (Soft PZT)

fi

fi

fi
fi

i

Figure C.2 – Caractéristiques matériaux des actionneurs piézoélectriques [210]
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Figure C.3 – Dessin technique d’un actionneur piézoélectrique [210]



Annexe D

Figures complémentaires au
chapitre VI

Les figures annexes au chapitre VI sont proposées dans cette annexe D. Dans l’ordre
d’apparition, cette dernière contient :
— les figures D.1 et D.2 exposant les onglets principaux de l’interface du logiciel d’ac-

quisition et d’excitation ;
— les figures D.3 et D.4 présentant les représentations graphiques d’excitations contra-

rotative et stationnaire, respectivement ;
— les figures D.5 et D.6 superposant les réponses forcées d’un essai productif et de son

essai de répétabilité pour un cas validé et un cas invalidé, respectivement ;
— les figures D.7 et D.8 montrant le lissage global en amplitude et en phase d’un essai

au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion ;
— les figures D.9 et D.9 exhibant le lissage global en amplitude et en phase d’un essai

au voisinage de la famille du premier mode de flexion ;
— les figures D.11 et D.12 représentant les effets des perturbations électromagnétiques

de la famille du premier et du deuxième mode de flexion, respectivement ;
— les figures D.13 et D.14 offrant les décompositions en composantes à diamètres ex-

périmentales et numériques pour une excitation localisée au voisinage de la famille
du premier mode de flexion en fonction, respectivement, de la tension d’excitation
et de la vitesse de rotation ;

— les figures D.15 et D.16 proposant les répartitions spatiales des amplitudes vibra-
toires expérimentales et numériques pour une excitation localisée en fonction de la
tension d’excitation au voisinage du premier et du deuxième mode de flexion, res-
pectivement ;

— la figure D.17 exposant les répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques pour plusieurs excitations à deux et trois diamètres nodaux,
au voisinage de la famille du deuxième mode de flexion ;

— la figure D.18 présentant les décompositions à diamètres expérimentales et numé-
riques de plusieurs modes secondaires de la famille du deuxième mode de flexion
pour plusieurs vitesses de rotations ;

— la figure D.19 montrant la comparaison des évolutions expérimentales et numériques
de la déformation modale de la famille du premier et du deuxième mode de flexion
en fonction de la tension d’excitation ;

— la figure D.20 présentant la comparaison des évolutions des paramètres modaux de
la famille du premier et du deuxième mode de flexion, identifiés lors des essais sur
mors et en rotation.
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(a) Temporelle
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(b) Spatiale

(c) Fréquentielle (d) Décomposition à diamètres

Figure D.3 – Représentations d’une excitation contra-rotative à deux diamètres nodaux
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(a) Temporelle
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(c) Fréquentielle (d) Décomposition à diamètres

Figure D.4 – Représentations d’une excitation stationnaire à deux diamètres nodaux
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(a) Expérimental - v = 40 V (b) Numérique - v = 40 V

(c) Expérimental - v = 80 V (d) Numérique - v = 80 V

(e) Expérimental - v = 120 V (f) Numérique - v = 120 V

Figure D.13 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numériques
pour plusieurs excitations de l’aube 16, au voisinage de la famille du premier mode de
flexion à Ω = 30 % (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )
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(a) Expérimental - Ω = 30 % (b) Numérique - Ω = 30 %

(c) Expérimental - Ω = 50 % (d) Numérique - Ω = 50 %

(e) Expérimental - Ω = 70 % (f) Numérique - Ω = 70 %

Figure D.14 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numériques
pour une excitation v = 40 V de l’aube 16, au voisinage de la famille du premier mode de
flexion à plusieurs vitesses de rotation (Déformations [µdef/Vµdef ] min. et max. )
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(e) Expérimental - Ω = 70 %
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(f) Numérique - Ω = 70 %

Figure D.15 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques pour plusieurs excitations de l’aube n°16, au voisinage de la famille
du premier mode de flexion à différentes vitesses de rotation
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(e) Expérimental - Ω = 70 %
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(f) Numérique - Ω = 70 %

Figure D.16 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expéri-
mentales et numériques pour plusieurs excitations de l’aube n°16, au voisinage de la famille
du deuxième mode de flexion à différentes vitesses de rotation
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(c) Expérimental - 3D
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(d) Numérique - 3D

Figure D.17 – Comparaison des répartitions spatiales des amplitudes vibratoires expé-
rimentales et numériques à la fréquence de résonance du mode principal pour plusieurs
excitations à deux et trois diamètres nodaux, au voisinage de la famille du deuxième mode
de flexion à Ω = 30 %
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Figure D.18 – Comparaison des décompositions à diamètres expérimentales et numériques
de plusieurs modes secondaires de la famille du deuxième mode de flexion pour v = 20 V
et différentes vitesses de rotation
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Figure D.19 – Comparaison des évolutions expérimentales ( ) et numériques ( ) de la
déformation modale de la famille du premier et du deuxième mode de flexion en fonction
de la tension d’excitation
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Figure D.20 – Comparaison des évolutions des paramètres modaux de la famille du
premier et du deuxième mode de flexion, identifiés lors des essais sur mors et en rotation
à Ω = 70 %
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