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Avant-propos

Ce manuscrit est le produit de mes quatre années de these sous la direction de
Michel Rieutord et de Corinne Charbonnel, en cotutelle entre I'université de Toulouse
et 'université de Genéve, et porte sur la dynamique des étoiles massives proches de
la rotation critique.

Toutes les étoiles sont en rotation et ont une atmosphére en expansion, et ce
durant chacune des phases de leur évolution, de leur formation jusqu’a leur fin de
vie. Dans certains cas, ces phénoménes controlent le cours méme de I’évolution, la
structure, et la dynamique des étoiles. Pourtant, la rotation des étoiles a longtemps
été considérée comme étant d’importance secondaire sur leur évolution séculaire, et
I’expansion de leur atmospheére sous forme de vent n’est, a I’heure actuelle, implémen-
tée dans les codes d’évolution stellaire que sous forme de prescriptions plus ou moins
réalistes pour les pertes de masse et de moment cinétique associées.

Les étoiles massives, c’est-a-dire les étoiles dont la masse est typiquement supé-
rieure & 7 Mg, sont souvent des rotateurs rapides, et I’expansion de leur atmospheére,
résultant d’une forte pression de radiation & leur surface, prend la forme d’un vent
radiatif qui expulse contintiment une grande quantité de masse et de moment ciné-
tique dans le milieu interstellaire. Ces étoiles massives sont donc les candidats idéaux
a I’étude de ces deux phénomeénes, de la maniére dont ils interagissent, et de I'effet de
cette interaction sur leur évolution séculaire. Outre le role de ces pertes de masse et
de moment cinétique sur I’évolution séculaire des étoiles massives en rotation rapide,
il est intéressant de questionner 'effet du couplage entre leur vent radiatif et la dyna-
mique de leur enveloppe radiative. Il semble en effet vraisemblable, par le besoin de
transporter le moment cinétique de 'intérieur jusqu’a la surface de ’étoile, qu'une cir-
culation méridienne puisse émerger d'une telle perte de moment cinétique, et qu’une
rotation différentielle se mette en place pour s’ajuster a cet écoulement méridien.

Dans ce manuscrit, nous chercherons & comprendre l'interaction entre les vents
radiatifs et la rotation des étoiles massives, et essaierons de déterminer les effets de
ces vents sur la dynamique de leur enveloppe radiative. Nous présenterons les résul-
tats obtenus durant cette thése a travers les différents chapitres, tout en introduisant
les concepts nécessaires a leur compréhension et, lorsque nous 'estimerons utile, en
présentant quelques développements analytiques.
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Foreword

This thesis is the product of my four years of PhD directed by Michel Rieutord
and Corinne Charbonnel, in joint supervision between the University of Toulouse and
the University of Geneva, and focuses on the dynamics of massive stars at rotation
rates close to criticality.

All stars are rotating and have an expanding atmosphere during each phase of
their evolution, from their formation to the end of their life. In some cases, these phe-
nomena control the very course of evolution, the structure, and the dynamics of stars.
However, the rotation of stars has long been considered to be of secondary importance
on their secular evolution, and, at this time, the expansion of their atmosphere under
the form of winds is only implemented as more or less realistic prescriptions for mass
and angular momentum losses in stellar evolution codes.

Massive stars, that is stars more massive than typically 7Mg, are often fast rota-
tors, and the expansion of their atmosphere, resulting from strong radiation pressure
at their surface, takes the form of a radiation-driven wind that continuously expels
large amount of mass and angular momentum into the interstellar medium. These
massive stars are therefore ideal candidates for the study of these two phenomena,
the way they interact, and the effects of such interaction on their secular evolution.
In addition to the role of these mass and angular momentum losses on the secular
evolution of rapidly rotating massive stars, it is interesting to consider the effects of
the coupling between their radiation-driven wind and the dynamics of their radiative
envelope. It seems indeed likely, by the need to transport the angular momentum
from the interior to the surface of the star, that a meridional circulation could arise
from such an angular momentum loss, and that a differential rotation would simply
adjust to this meridional flow.

In this thesis, we shall investigate the interaction between the radiation-driven
winds and the rotation of massive stars, and determine the effects of these winds on
the dynamics of their radiative envelope. Our results will be detailed in the various
chapters, the required concepts for their understanding will be introduced, and, when
considered useful, some analytical developments will be presented.
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Chapitre 1

Introduction

Comme souvent dans I’histoire des sciences, la découverte de la rotation des
étoiles sur elles-méme, par Frank Schlesinger, fut accidentelle. Travaillant alors a
I'observatoire Allegheny & Pittsburgh, il remarqua, en 1909, une variation des vi-
tesses radiales du systéme binaire o Librae au cours de leur éclipse, et un an plus
tard, fit la méme remarque pour I’étoile triple A Tauri. Il interpréta ces observations
comme résultant de la rotation de I’étoile la plus brillante autour d’un axe, entrainant
une asymétrie de la vitesse radiale observée juste avant et juste aprés la mi-éclipse.
Bien que depuis, d’énormes progrés aient été faits, a la fois du point du vue théorique
et observationnel, sur la structure, la dynamique, et I’évolution des étoiles en rota-
tion, ’essentiel des concepts de base associés aux étoiles en rotation, toujours utilisés
aujourd’hui, étaient connus en 1941. Nous pouvons citer, entre autres, les travaux
précurseurs de Milne (1923), von Zeipel (1924), Eddington (1926), Bjerknes et al.
(1933), Solberg (1936), ou encore Hgiland (1941), et nous nous référons a Tassoul
(1978) pour un résumé des découvertes historiques majeures associées a la rotation
stellaire.

La modélisation stellaire rigoureuse et cohérente de tous les phénoménes phy-
siques en jeu est cependant un défi trés compliqué a relever, non seulement parce que
ces phénomeénes font intervenir des échelles spatio-temporelles trés variées, mais aussi
parce que la rotation brise la symétrie sphérique des étoiles, et qu’elle implique qu’elles
sont parcourues par des écoulements a grande échelle qui transportent les éléments
chimiques produits par nucléosynthése dans le coeur de 1’étoile, et redistribuent le
moment cinétique. A cela s’ajoute une difficulté non moins redoutable, celle de I'inter-
action de ces écoulements a grande échelle avec la structure méme de 1’étoile, pouvant
résulter en un transport turbulent des éléments chimiques et du moment cinétique,
en vertu des nombreuses instabilités hydro- et magnétohydrodynamiques associées a
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ces interactions. La nature des mécanismes physiques responsables de ce transport,
qu’ils soient turbulents ou non, reste, a I’heure actuelle, I'un des problémes majeurs
en physique stellaire. Ce transport peut résulter d’'une grande variété de processus
physiques tels que les ondes de gravité internes (e.g., Schatzman, 1996; Kumar P. and
Quateart E., 1997; Zahn J.-P., Talon S. and Matias J., 1997; Charbonnel & Talon,
2005; Rogers et al., 2013; Lee et al., 2014; Fuller et al., 2014; Edelmann et al., 2019),
la circulation méridienne généralement associée a 1’état barocline de I’enveloppe ra-
diative des étoiles massives en rotation (e.g., Tassoul & Tassoul, 1982; Chaboyer &
Zahn, 1992; Zahn, 1992; Uryu & Eriguchi, 1994, 1995; Maeder & Zahn, 1998; Garaud,
2002; Mathis & Zahn, 2005; Rieutord, 2006a; Espinosa Lara & Rieutord, 2013; Rieu-
tord & Beth, 2014; Hypolite & Rieutord, 2014; Hypolite et al., 2018), mais pouvant
aussi résulter des écoulements de spin-down et de spin-up associés a une phase de
contraction gravitationnelle ou d’expansion (Hypolite & Rieutord, 2014), une perte
de masse et de moment cinétique (Friedlander, 1976; Zahn, 1992; Lignieres et al.,
2000; Rieutord & Beth, 2014; Gagnier & Rieutord, 2020), ou encore par un freinage
magnétique lorsque les couches superficielles sont instables vis-a-vis de la convection
thermique (Schatzman, 1962; Mestel, 1968; Pinsonneault et al., 1989; Krishnamurthi
et al., 1997; Matt & Pudritz, 2008; Donati & Landstreet, 2009; Matt et al., 2012;
Petit et al., 2013; Caballero Navarro et al., 2020) ou lorsqu’un champ magnétique est
présent a la surface des étoiles massives (e.g., Ud-Doula et al., 2009; Townsend et al.,
2010; Meynet et al., 2011; Petit et al., 2017; Georgy et al., 2017; Keszthelyi et al.,
2019, 2020). Ce transport peut aussi résulter de la turbulence induite par I'instabi-
lité de la rotation différentielle vis-a-vis du cisaillement, souvent considérée comme
la principale source de transport dans I’enveloppe radiative des étoiles massives (e.g.,
Howard, 1961; Miles, 1961; Dudis, 1974; Zahn, 1974; Jones, 1977; Zahn, 1992; Li-
gniéres et al., 1999; Maeder, 2003; Prat et al., 2016; Garaud et al., 2017; Gagnier &
Garaud, 2018; Kulenthirarajah & Garaud, 2018; Mathis et al., 2018), mais d’autres
instabilités peuvent bien stir avoir des effets considérables. En particulier, I’enveloppe
des étoiles de petite masse, typiquement inférieure a 1.8 Mg a métallicité solaire, est
instable vis-a-vis de la convection thermique. Il est aussi important de mentionner
que les champs magnétiques peuvent également jouer un role dans la déstabilisation
des intérieurs stellaires, soit directement par la flottabilité magnétique ou par leur
couplage avec la rotation différentielle, soit par ses interactions avec la convection
turbulente (voir Gilman & Fox, 1996; Hughes & Tobias, 2001; Tobias & Hughes,
2004; Plummer et al., 2019, par exemple).

En plus d’étre, en général, des rotateurs rapides, les étoiles de type précoce (de
types spectraux O, B, A et Wolf-Rayet), sur lesquelles nous nous focaliserons dans ce
manuscrit, sont tellement lumineuses que la pression de radiation a leur surface, c’est-
a-dire le transfert efficace de quantité de mouvement entre les photons et la matiére
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stellaire, est suffisante pour expulser une partie de leur masse sous forme d’un vent
radiatif. Ce vent & la surface des étoiles massives est tel que lorsque le temps est
venu pour elles d’exploser en supernova, certaines ont déja perdu plus de la moitié de
leur masse initiale Maeder (2009). Il est donc évident que le vent radiatif joue un role
crucial, & la fois sur I’évolution séculaire de ces étoiles en influencant considérablement
leur tracé évolutif (Chiosi & Nasi, 1974; Chiosi & Maeder, 1986; Langer, 1998; Vink
et al., 2010; Ekstrom et al., 2012; Gagnier et al., 2019b), mais aussi sur la dynamique
de leur enveloppe radiative (Zahn, 1992; Lignieres et al., 1996, 2000; Lau et al., 2011;
Rieutord & Beth, 2014; Gagnier & Rieutord, 2020), et qu’il ajoute une difficulté
supplémentaire a leur modélisation. De plus, parce que la rotation rapide de ces
étoiles déforme leur surface, elles sont sujettes & un assombrissement gravitationnel
(von Zeipel, 1924; Espinosa Lara & Rieutord, 2011; Zorec et al., 2017; Raynaud et al.,
2018), impliquant un vent radiatif anisotrope (e.g Owocki et al., 1996; Owocki &
Gayley, 1997; Pelupessy et al., 2000; Maeder & Meynet, 2000; Georgy et al., 2011;
Gagnier et al., 2019a). Enfin, en plus d’influencer ’évolution séculaire et la dynamique
des étoiles massives, les vents radiatifs jouent un réle majeur dans 1’évolution du
contenu en matiére et en énergie du milieu interstellaire, et plus généralement dans
I’évolution chimique de I’Univers.

Depuis 'apparition des premiers codes d’évolution stellaire il y plus de cinquante
ans, les étoiles sont trés largement modélisées a une seule dimension, permettant ainsi
une simplification de la physique & implémenter, en rendant la géométrie du probléme
purement sphérique. Il est alors possible de considérer une microphysique sophisti-
quée, et les effets moyens de la rotation. Les caractéristiques de la dynamique des
étoiles en rotation sont alors incluses dans les modéles stellaires au moyen de diverses
prescriptions et d’hypothéses plus ou moins contraignantes. La principale difficulté
est que les écoulements sont essentiellement bidimensionnels et peuvent donc diffi-
cilement étre intégrés dans un modele unidimensionnel. Tandis que le transport des
éléments chimiques (aussi appelé mélange rotationnel), est toujours modélisé comme
un processus purement diffusif (comme justifié par Chaboyer & Zahn, 1992), le trans-
port de moment cinétique résultant de la turbulence a petite échelle et de ’écoulement
méridien & grande échelle dans ’enveloppe radiative des étoiles massives, est quant a
lui implémenté comme un processus purement diffusif ! (par exemple pour les codes
suivants : Kepler, Heger et al. 2000 ; STERN, Yoon & Langer 2005 ; MESA, Paxton
et al. 2013), ou comme un processus d’advection-diffusion d’aprés les prescriptions
de Zahn (1992), Meynet & Maeder (1997), et Maeder & Zahn (1998) (utilisées, par
exemple, dans les codes suivants : GENEC, Eggenberger et al. 2008 ; STAREVOL,

1. Le traitement de ’advection de moment cinétique comme un processus diffusif est incorrect,
et peut conduire & des conclusions erronées (voir Maeder, 2009, par exemple).
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Decressin et al. 2009, Amard et al. 2016 ; FRANEC, Chieffi & Limongi 2013 ; CES-
TAM, Marques et al. 2013). Dans ce dernier cas, toutes les quantités bidimensionnelles
(vitesse angulaire, densité, pression, température, gravité...), sont moyennées sur les
isobares et projetées sur la base des harmoniques sphériques tronquée au degré 2,
c’est-a-dire que toute dépendance non radiale est considérée comme une petite per-
turbation de leur composante purement radiale. Il est donc évident que ces modéles
ne peuvent pas reproduire correctement les écoulements treés multidimensionnels, ca-
ractéristiques des intérieurs stellaires en rotation rapide (Rieutord, 1987), et que le
domaine de validité de cette approximation est la rotation lente (Zahn, 1992). Il est
cependant difficile de connaitre les limites exactes des modeéles 1D, c’est-a-dire de
déterminer une vitesse de rotation maximale au dela de laquelle cette modélisation
n’est plus valide. Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux étoiles massives de
type précoce, en rotation suffisamment rapide pour que l'utilisation des hypothéses
et approximations des prescriptions unidimensionnelles susmentionnées soit, dans le
meilleur des cas, hasardeuse. Enfin, la perte de masse et de moment cinétique par un
vent radiatif anisotrope dans ’atmosphére des étoiles massives en rotation, nécessite,
elle aussi, un traitement bidimensionnel.

Pour étudier la dynamique et I’évolution des étoiles en rotation rapide, il convient
donc d’utiliser des modéles multidimensionnels. Pour des raisons évidentes de com-
plexité accrue, obtenir un modéle & deux dimensions pouvant coupler la dynamique
interne d’une étoile en rotation a I’évolution de sa structure chimique, ses phases de
contraction gravitationnelle, et sa perte de masse, est une tache extrémement difficile.
La premiére étape dans cette direction remonte aux modéles hydrostatiques polytro-
piques déformés par la force centrifuge de James (1964), et nous nous référons a
Rieutord (2006b) pour un historique exhaustif du développement des modéles & deux
dimensions. L’essentiel des modéles & deux dimensions développés depuis, ne permet
cependant pas la représentation simultanée de I’évolution séculaire des étoiles, et de
leur dynamique interne a grande échelle. Dans ce contexte, la réalisation des premiers
modeles 2D cohérents d’étoiles de type précoce en rotation rapide, élaborés par Es-
pinosa Lara et Rieutord (code ESTER, Espinosa Lara & Rieutord, 2013; Rieutord,
2006¢; Rieutord et al., 2016), ouvre la voie a 'exploration de 1'évolution séculaire de
ces rotateurs rapides. Ce code permet en effet de calculer la structure axisymétrique
a deux dimensions et les écoulements stationnaires & grande échelle d’une étoile isolée
et non-magnétique en rotation. La physique implémentée est réaliste et tient compte
de la déformation de I’étoile induite par la rotation. Contrairement aux codes unidi-
mensionnels, cette modélisation bidimensionnelle ne requiert donc pas d’imposer des
contraintes sur le profil de rotation différentielle de 1’étoile, et des modeéles a rotation
quasi-critique peuvent ainsi étre simulés. A ce jour, la convection de surface n’est
pas incluse et les calculs sont donc limités aux étoiles de type précoce, c’est-a-dire



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

aux étoiles ayant une masse supérieure a environ 1.8 masses solaires, cette limite dé-
pendant de la métallicité. L’évolution de la structure chimique de I'étoile due aux
réactions nucléaires et aux mécanismes de transport n’est pas non plus incluse, mais
peut étre simulée en modifiant la fraction d’hydrogéne dans le coeur convectif. Nous
présentons le code ESTER plus en détails en Annexe A.

L’objectif de ce travail de thése est multiple : (i) déterminer le role de la rotation
sur les pertes de masse et de moment cinétique associées aux vents radiatifs des étoiles
massives, (ii) comprendre le role de ces vents radiatifs sur leur évolution rotationnelle
séculaire, et (iii) déterminer les implications de la perte de moment cinétique sur
la dynamique de I’enveloppe radiative des étoiles massives. Dans le chapitre 2, nous
reconsidérons la question de la vitesse angulaire critique a la lumiére des modéles
ESTER a 2D, et a 'aide du modéle de flux radiatif de Espinosa Lara & Rieutord
(2011). En particulier, nous cherchons a déterminer une expression analytique pour
la vitesse angulaire critique des étoiles pour lesquelles I'accélération radiative dans
leur atmosphére ne peut pas étre négligée. Dans le chapitre 3, nous introduisons le
concept d’accélération radiative, présentons une maniere simple de la modéliser, et
exposons la dérivation d’une prescription pour ’estimation du taux de perte de masse
basée sur les théories 1D de Castor et al. (1975) et de Pauldrach et al. (1986) pour
les étoiles sans rotation. Nous proposons ensuite une expression des flux de masse et
de moment cinétique locaux a la surface des étoiles en rotation, et étudions les effets
de la rotation sur les taux de perte de masse et de moment cinétique, au chapitre 4.
Dans le chapitre 5, nous nous concentrons, dans un premier temps, sur I’évolution
rotationnelle des étoiles de type précoce, en supposant que les pertes de masse et de
moment cinétique sont négligeables, ce qui est certainement valable pour les étoiles
de masse intermédiaire jusqu'a ~ 7 Mg a métallicité solaire (Abbott, 1982). Dans
un second temps, nous considérons I’évolution avec pertes de masse et de moment
cinétique associées, c’est-a-dire le cas pertinent a I’évolution des étoiles plus massives.
Nous consacrons ensuite le chapitre 6 a une présentation de quelques notions fonda-
mentales sur les fluides en rotation, qui seront utiles a la compréhension du chapitre
7 dans lequel nous étudions 1’écoulement de spin-down induit par une contrainte ho-
rizontale, c’est-a-dire un modéle simplifié d’écoulements internes résultant du vent
radiatif & la surface d’une étoile massive. Enfin, nous présentons nos conclusions ainsi
que les perspectives associées aux travaux présentés dans ce manuscrit, au chapitre

8.
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Chapitre 2

Vitesse angulaire critique et limite €)I°

L’impact majeur de la rotation sur ’évolution, la structure et la dynamique
stellaire, est tel qu’il est nécessaire de clarifier certains concepts physiques de base
afin d’éviter les erreurs d’interprétation. L’'un d’eux, le concept de vitesse angulaire
critique, a fait débat & la fin des années 90, en particulier en ce qui concerne sa dé-
pendance, ou non, vis-a-vis de 'accélération radiative. Avant d’essayer de répondre a
cette question, donc de potentiellement clore le débat, il est important de commencer
par quelques définitions nécessaires & 'introduction du point de départ de cette théo-
rie, qui lui fait consensus. Les sections 2.3, 2.4, 2.5 et 2.6 sont largement inspirées de
Gagnier et al. (2019a).

2.1 Définitions et introduction de la problématique

Lorsqu’il s’agit d’étoiles en rotation, la gravité totale a leur surface s’écrit comme
la somme de 'accélération gravito-centrifuge, ou gravité effective, et de I'accélération
radiative. La premiére, comme son nom l'indique, est elle-méme la somme de deux
contributions, celle de la gravité et de 'accélération centrifuge, et s’écrit

Get = ggrav + Grot > (21)

ou
Ggrav = _Vw et Grot = Q2S€s : (22)
Dans ces équations, 1 est le potentiel gravitationnel, € est la vitesse angulaire

7
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a la surface de 1’étoile, et s est la coordonnée radiale cylindrique. En premiére ap-
proximation, la force de gravité peut étre décrite en supposant que toute la masse
de I'étoile est concentrée en son centre : c’est le modeéle dit de Roche, qui simplifie
grandement son expression, a savoir

ggrav =75 €r. (23)

L’accélération radiative a la surface de 1’étoile s’écrit quant a elle

kF kL

rad " 4nR2c "

- (2.4)

ou kK = pu/p est le coefficient d’absorption massique, u est I'opacité, p est la densité,
F est le flux radiatif, L est la luminosité de I’étoile, et ¢ la vitesse de la lumiére. En
astrophysique, et par abus de langage, x est souvent appelé opacité, nous nous plierons
a cette convention dans le manuscrit. La criticité, quant a elle, est définie comme g, ., =
0, c’est-a-dire la limite & laquelle 1’étoile est marginalement liée gravitationnellement.
Bien sitir, en fonction de la masse et de la vitesse de rotation de 1’étoile considérée,
I'expression de la gravité totale a la surface de 1'étoile, g,., = Gog + Grag, PEUL Etre
simplifiée. Il est évident que si I’on considére une étoile sans rotation ou en rotation
trés lente, 'accélération centrifuge est négligeable a sa surface. Dans ce cas, la gravité
totale s’écrit

Giot = ggrav + Grad s (25>

et a la criticité, donc lorsque g, = 0, ’équilibre des forces radiales & la surface de
I’étoile sphérique devient

GM kL
= 2.6
R? AT R2%c’ (2:6)
c’est-a-dire
rkL
I'=——=1. 2.
dreGM (2.7)

Ici, nous avons introduit le paramétre d’Eddington I', égal a 1 lorsque la lumino-
sité de I'étoile est celle d’Eddington, c¢’est-a-dire la valeur maximale de la luminosité
telle que 'enveloppe stellaire est en équilibre hydrostatique (Eddington, 1926). Cette
limite est appelée limite I'.
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Si 'on considére maintenant le cas ot 'accélération radiative peut étre négligée,
typiquement pour des étoiles moins massives que 7 masses solaires a métallicité solaire
(Abbott, 1979), on parle de limite € et I’équilibre des forces radiales a la criticité s’écrit

GM
R2

= RO?sin?0 . (2.8)

Comme pour le cas sans rotation avec la luminosité d’Eddington, cette limite
introduit une quantité critique, la vitesse angulaire képlérienne

Qk = \/(;Tj . (2.9)

ol le rayon stellaire R dépend de la masse de 1'étoile, et de la vitesse angulaire a sa

surface.

Une étoile de masse intermédiaire inférieure a 7 Mg avec une vitesse angulaire
) = Qk sera donc marginalement liée gravitationnellement. Vient maintenant le cas
général ot ni 'accélération centrifuge ni 'accélération radiative ne peuvent étre négli-
gées, c’est typiquement le cas des étoiles massives. C’est précisément ce cas général,
longtemps débattu, qui nous intéresse dans cette étude. Tandis que Langer (1997,
1998) prédit que les étoiles proches de la limite I' ont une vitesse angulaire critique
réduite, Glatzel (1998) prétend que cet effet est un artefact di au fait que assom-
brissement gravitationnel ait été négligé. Il conclut que la rotation critique est en
fait indépendante du paramétre d’Eddington I'. Ayant pour but de clarifier ce débat,
Maeder (1999) et Maeder & Meynet (2000) ont réétudié le probléme et sont arrivés a
la conclusion qu’il y a une part de “vrai” dans les deux modéles concurrents. Nous pré-
sentons la méthodologie ainsi que les résultats obtenus par Maeder (1999) et Maeder
& Meynet (2000) dans la section suivante.

2.2 Une premiére clarification du débat

La difficulté principale lorsque 1’on cherche a déterminer analytiquement la vi-
tesse angulaire telle que la gravité totale a la surface de 1’étoile est nulle, provient
de la modélisation de I'accélération radiative, et en particulier celle du flux radiatif.
Pour ce faire, Maeder (1999) se base sur le théoréme de von Zeipel (1924), c’est-a-
dire le flux radiatif a une latitude 6 donnée est directement proportionnel a la gravité
effective correspondante : F'(0)cges(0). Cest Iassombrissement gravitationnel. Plus
précisément, le flux radiatif s’écrit
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F=yVT, (2.10)

ou x = 4acT?/(3kp) est la conductivité thermique radiative, a = 40/c est la constante
de densité de rayonnement, et o est la constante de Stefan-Boltzmann. En considérant
que 'étoile est barotrope, ¢’est-a-dire que P = P(p)ocP(T'), et en équilibre hydrosta-
tique, il vient

dT
F = —px- 59 - (2.11)

Si I'on se place sur une isobare et que 'on fait I’hypothése de rotation uniforme,
c’est-a~dire Q(r,0) = €, 'équation précédente peut étre réécrite (Zahn, 1992)

dp=° Sggeff -dS ‘ (212)
_ L
4rGM,(P) T

ou L(P) est la luminosité sur une surface isobare, M,(P) = M(1 —Q?/(27Gp,,)) est
la masse “réduite”; et p,, est la densité moyenne du fluide sous cette méme isobare.
Cette relation nous donne donc le flux radiatif moyen sur une surface isobare. Maeder
(1999) considére ensuite le cas plus général pour lequel 1'étoile est barocline, c’est-
a~dire le cas ou les isopycnes et les isobares ne sont pas confondues (P # P(p)), et
ou le profil de vitesse angulaire n’est plus constant mais dépend uniquement de la
coordonnée radiale (rotation en coquilles). Pour ce faire, reprenant I’expression du cas
barotrope (2.12) et s’inspirant des résultats de Zahn (1992), il développe linéairement
toutes les quantités autour de leur valeur moyenne sur une isobare, par exemple

p(P.6) = B(P) + p(P)Py(cost) . (2.13)

ot Py(cos @) est le polynome de Legendre de degré 2. L’expression généralisée du flux
radiatif s’écrit alors

F =gyl + 00D (2.14)
() = [(1 . %T) O + %%l Py(cosb) | (2.15)

10
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et

Jdln x dlnp —dr
T ((ﬂnT)P’N ’ <(NHT>P,;¢ T i

Maeder (1999) suggére ensuite que le parameétre (6) est généralement trés petit
a la surface des étoiles massives, typiquement de l'ordre de 10~2. La dépendance en
latitude du rapport F'/ges reste donc faible d’aprés ce modeéle. En utilisant (2.4) et
(2.14), la gravité totale peut alors étre réécrite

— ™

2.16)

Kk(0)L(P)(1 + 6(9)>> _ (2.17)

Giot = Yot ( - 47TCGM*(P)

A la criticité, c’est-a-dire lorsque la gravité totale est nulle localement, le flux
radiatif s’écrit

Fim(0) = —ﬁgeﬁ , (2.18)

et Maeder (1999) introduit le parameétre d’Eddington local & la surface, a la colatitude
0, comme étant le rapport du flux radiatif a sa valeur limite & la criticité

F(0) _ s(0)L(P)(1+¢(0))
T Fim(0)  4mcGM,(P) (2.19)

Lo (0)

Pour une étoile sans rotation, ce parameétre d’Eddington local est égal au para-
métre d’Eddington standard définit précédemment. Cependant, lorsque 'on considére
la rotation, ce parameétre local varie comme 'opacité a la surface de I’étoile (en consi-
dérant le paramétre ((f) « 1). Enfin, en injectant (2.19) dans (2.17), Maeder &
Meynet (2000) obtient la gravité totale locale

ot = Ger (1 = Ta(0)) - (2.20)

Déterminer la vitesse angulaire critique a la limite QI' revient donc a trou-
ver la vitesse angulaire telle que cette quantité s’annule quelque part a la surface
de 'étoile. Cette équation a deux solutions : soit g, = 0, soit I'q = 1. La pre-
miére, en accord avec Glatzel (1998), donne la vitesse angulaire képlerienne locale
Qk(0) = A/GM/(R(0)3sin? ) qui est indépendante du paramétre d’Eddington. Parce
que 'accélération radiative dépend linéairement de la gravité effective, cette solution

11



CHAPITRE 2. VITESSE ANGULAIRE CRITIQUE ET LIMITE QI

correspond au cas ger = Graa = 0. De plus, il est évident que cette solution est toujours
atteinte a ’équateur en premier, la vitesse angulaire critique équatoriale correspon-

|GM
Qc,l = QK = R_3 s (221)
eq

ou Req = R(m/2), et ou, par souci de clarté, nous redéfinissons Qx = Qk(7/2). La

dante s’écrit alors

seconde solution est I'q = 1, c’est-a-dire le cas d'un équilibre des forces radiales
Jet = —9..q, €t est elle aussi atteinte a 1’équateur en premier d’aprés Maeder &
Meynet (2000). En effet, si 'on néglige le paramétre ((6), 'unique dépendance de I'g
avec la latitude provient de celle de l'opacité. La température effective d’une étoile
en rotation étant minimale & I’équateur, la loi de Kramer pour l'opacité, kocT~7/2,
implique, si elle est valable, que 'opacité est maximale & 1’équateur. Nous verrons
plus tard que ce raisonnement n’est cependant pas nécessairement correct. Pour le
moment, considérons que les deux solutions pour la vitesse angulaire critique sont at-
teintes a I’équateur en premier. La premiére des deux solutions atteinte sera considérée
comme étant la vitesse angulaire critique, I'étoile n’étant plus gravitationnellement
lice lorsque celle-ci est dépassée. La solution I'g(f) = 1 s’écrit

K(O)L(P) . 02

- 2.22
drcGM 217G oy, (2:22)

ou 'on a négligé ((#). En utilisant le modeéle de Roche donnant le rayon équatorial &
la criticité égal a 1.5 fois le rayon polaire de I’étoile (voir, par exemple Sect. 5.2.1),
Maeder & Meynet (2000) trouvent que la valeur maximale de Q?/(27Gp,,) telle qu'une
vitesse angulaire critique inférieure a la vitesse angulaire képlerienne puisse exister est
0.361. Cette seconde solution pour la vitesse angulaire critique n’existe donc que si et
seulement si le paramétre d’Eddington a 'équateur I'ey = w(7/2)L(P)/(4mcGM) >
0.639. D’aprés (2.22), la seconde solution pour la vitesse angulaire critique est

2R3
Qc,2 = Qc,l Trv eq(l - F) 9 (223)

ou V est le volume total de I’étoile. La vitesse angulaire critique, dans le cas ou

[eq > 0.639, est donc fonction du parameétre d’Eddington.

Lorsque I' < 0.639, la masse réduite de 1’étoile M, n’est pas suffisamment dimi-
nuée par la rotation pour que I' puisse atteindre 1'unité et la seule solution possible
est (1.1, c’est-a-dire la vitesse angulaire képlérienne. En revanche, lorsque I' > 0.639
I'effet combiné de la rotation et de ’accélération radiative est tel que I' atteint I'unité

12
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avant que la vitesse angulaire képlérienne ne soit atteinte, et la vitesse angulaire cri-
tique associée est (2.

2.3 Quelques remarques

Depuis prés de deux décennies, le débat entre Langer et Glatzel semble étre
résolu par le modéle de Maeder (1999) et Maeder & Meynet (2000) décrit dans la
section précédente. Plusieurs hypothéses considérées dans leur dérivation de la vitesse
angulaire critique peuvent cependant étre remises en question, a la fois d’un point de
vue théorique et observationnel.

Une premiére remarque concerne la dérivation du flux radiatif dans le cas baro-
cline avec un profil de vitesse angulaire en coquilles. En effet, I’équation (2.12) est
obtenue en faisant I’hypothése dune étoile barotrope en rotation solide. Sa généralisa-
tion au cas barocline avec vitesse angulaire en coquilles peut-étre remise en question.
Aussi, et comme mentionné par Zahn (1992), le développement linéaire des parameétres
stellaires autour de leur valeur moyenne sur une isobare implique que ces perturba-
tions du premier ordre ne peuvent étre que petites en comparaison. C’est-a-dire, le
domaine de validité de cette formulation est la rotation lente. Il semble donc légitime
de douter sa pertinence pour la dérivation d’une vitesse angulaire critique. La seconde
remarque concerne la latitude de criticité, en particulier pour le cas I' > 0.639. En
effet, si 'on considére que ((0) « 1, alors la seule dépendance en latitude de I'o(#)
provient de celle de I'opacité. Si & premiére vue le fait que la température effective
soit minimale & I’équateur semble indiquer que l'opacité y est maximale, ce n’est pas
nécessairement le cas. Partons du principe que les variations latitudinales de 'opacité
a la surface d’une étoile suivent la loi de Kramer, c¢’est-a-dire

K(0)ocps(0)Tog (6) 72 (2.24)
ol ps(0) est la densité locale a la surface de 1'étoile et la pression surfacique peut étre

écrite

T geﬁ(e)ocgeﬁ(9>
" k(0) k()

P,(0) = (2.25)

ou 75 ~ 2/3 est la profondeur optique de Rosseland au niveau de la photosphére. En
faisant ’hypothése d’une loi de puissance T, effocgfﬁ ainsi qu’en considérant le fluide
stellaire comme un gaz parfait, ’équation (2.24) peut étre réécrite

13
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K(0)ocTog(0) "4V avec  py(0)ocTug(0)>4T1/E5), (2.26)

Si I’on considére maintenant le théoréme de von Zeipel pour le flux radiatif, ou la
revisite de ce dernier par Maeder (1999) présentée dans la section précédente (équa-
tion 2.14), alors 5 ~ 1/4. Dans ce cas précis I'opacité décroit bien vers I’équateur et
la criticité y est atteinte. Ce résultat n’est cependant pas en accord avec les résultats
théoriques de Espinosa Lara & Rieutord (2011) et avec les observations interféromé-
triques d’étoiles en rotation de masse intermédiaire et de types spectraux A et B (e.g.,
Monnier et al., 2007; Zhao et al., 2009; Che et al., 2011; Domiciano de Souza et al.,
2014) . Ces études montrent en effet que le coefficient d’assombrissement gravita-
tionnel f est toujours inférieur a 1/4 pour les étoiles en rotation ayant une enveloppe
radiative, et qu’il décroit & mesure que ’aplatissement de 1’étoile augmente. Le coef-
ficient d’assombrissement gravitationnel S mesuré observationnellement et calculé a
I’aide de modéles ESTER a 2D, en fonction de 'aplatissement de ’étoile est repré-
senté Fig. 2.1. Le code ESTER est présenté en Annexe A. L’équation (2.26) montre
qu'un assombrissement gravitationnel plus faible que celui de von Zeipel, peut avoir
un effet considérable sur la distribution en latitude de la densité en surface et donc
sur celle de l'opacité. En particulier, (2.26) indique que la valeur critique de (5 en
dessous de laquelle 'opacité se met a décroitre avec une diminution de température
(donc vers I'équateur) est 2/9 (pour le modeéle simplifi¢ considéré). D’aprés les mo-
déles ESTER, . = 2/9 correspond & une vitesse angulaire valant 40% de la vitesse
angulaire képlérienne. Ainsi, si I'on considére que la seule dépendance latitudinale
du paramétre d’Eddington local provient de l'opacité, et dans la limite de la loi de
Kramer, la criticité est atteinte aux podles en premier si I' > 0.639.

Enfin, le controle des variations horizontales du parameétre d’Eddington local par
I’opacité engendre un probléme supplémentaire. En effet, 'opacité posseéde une valeur
minimale fixée par la diffusion Thomson des photons sur les électrons, k.. Certaines
étoiles trés massives de population III (jusqu'a plusieurs centaines de masses solaires
et dépourvues de métaux) pouvant avoir existé dans le premier milliard d’années de
notre Univers, sont supposées avoir une luminosité proche de la limite d’Eddington
ainsi qu'une atmospheére complétement ionisée (Spiegel & Tao, 1999). L’opacité de

1. Notons que I’étude théorique des variations latitudinales du flux radiatif pour des étoiles
possédant une enveloppe convective est une tache plus difficile encore, car trois processus physiques
agissent simultanément. Le premier est la force de Coriolis qui tend & inhiber la convection aux poles
et a la favoriser a I’équateur, impliquant un coefficient d’assombrissement gravitationnel négatif. Le
second est l'effet centrifuge qui diminue la flottabilité dans les régions équatoriales et favorise ainsi
un coefficient positif. Enfin, les champs magnétiques générés par la convection on tendance & inhiber
les transferts de chaleur (Rieutord, 2016; Raynaud et al., 2018).
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Figure 2.1: Coefficient d’assombrissement gravitationnel § en fonction de ’aplatis-
sement de I’étoile e. Trait plein : [ calculé a partir du modéle w (Espinosa Lara &
Rieutord, 2011). Croix : modeles ESTER a la ZAMS. Triangles : modéles ESTER
lorsqu’il reste 50% de I’abondance initiale en hydrogéne dans le coeur convectif. Les
rectangles représentent les valeurs de 3 et les erreurs correspondantes obtenues par ob-
servations interférométriques de plusieurs étoiles en rotation possédant une enveloppe
radiative : Altair (Monnier et al., 2007), o Cephei (Zhao et al., 2009), 5 Cassiopeiae,
et a Leonis (Che et al., 2011). Source : Espinosa Lara & Rieutord (2011).

I’atmosphére de ces étoiles, dominée par la diffusion Thomson, est donc indépendante
de la latitude (e.g., Spiegel & Tao, 1999; Shaviv, 2001). Si 'on venait a étudier la
criticité de ce type d’étoiles a l'aide du modele de Maeder (1999) et de Maeder &
Meynet (2000), alors on trouverait que lorsque la solution I'g = 1 est atteinte, elle
I’est a toutes les latitudes en méme temps !

Les limites du modéle de Maeder (1999) et Maeder & Meynet (2000), et en
particulier celle de son domaine de validité nous incitent maintenant a réétudier la
limite QI" en relaxant certaines hypothéses fortes sur les effets de la rotation.

2.4 Le modéle w

Pour dériver leurs vitesses angulaires critiques, Maeder (1999) et Maeder & Mey-
net (2000) se sont basés sur le théoréme de von Zeipel (1924). Or, comme indiqué
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dans la section précédente, il n’est pas vérifié observationnellement. L’assombrisse-
ment gravitationnel semble en réalité plus faible que ce que ne laisse entendre ce
théoréme. Il s’agit donc de déterminer une expression analytique du flux radiatif sans
faire 'approximation que les variations horizontales des paramétres stellaires dues a
la rotation sont de faible amplitude. Nous présentons ici le modéle w de Espinosa Lara
& Rieutord (2011) dont l'objet est la description analytique des variations latitudi-
nales du flux radiatif. Ce modéle fait trois hypotheéses : la distribution de la masse est
représentée par le modéle de Roche, le flux radiatif et la gravité effective sont anti-
paralléles, et la rotation différentielle latitudinale est négligée. La premiére hypothése
suppose que la masse de 1’étoile est concentrée en son centre, ce qui est généralement
une bonne approximation pour I’étude des étoiles massives dont ’enveloppe peut étre
modélisée par un polytrope d’indice n = 3. La deuxiéme est vérifiée, méme pour les
étoiles proches de la rotation critique, & moins d'un demi-degré prés par les modéles
ESTER a 2D (Espinosa Lara & Rieutord, 2011). Ce non-alignement des isobares et
isopycnes, méme faible génére toutefois un couple barocline (VP x Vp)/p? suffisant
pour induire un écoulement méridien du fait des forts gradients de densité et de pres-
sion dans les intérieurs stellaires. La troisiéme est certainement la plus forte car la
rotation différentielle en surface modifie la brillance du disque stellaire Delaa et al.
(2013). Notons que le cas ou la rotation différentielle & la surface de Iétoile est prise
en compte a été étudié par Zorec et al. (2017). Dans ce cas, la distribution surfacique
du flux radiatif fait cependant intervenir des parameétres libres. Supposons donc que
le flux radiatif s’écrive

F = —f(?”, e)geﬁ" ) (227)

ou f(r,0) est une fonction que l'on cherche & déterminer. Nous pouvons déja remar-
quer que ce modeéle du flux radiatif, contrairement a celui de von Zeipel et a celui de
Maeder (1999), permet au rapport F'/ger de varier latitudinalement. Cette différence
fondamentale aura une influence sur la dérivation de la vitesse angulaire a la limite
QI'. Dans l'enveloppe radiative d'une étoile massive ou il n'y a aucune source de
chaleur, la fonction f(r,#) est déterminée & partir de la conservation du flux radiatif

V.-F=0, (2.28)

qui peut étre mise sous la forme

V- (fVe¢) =0, (2.29)

oll nous avons réécrit la gravité effective comme dérivant du potentiel ¢ tel que
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9t = —VO, (2.30)

et ou les isopotentielles, dans I'approximation du modéle de Roche, s’écrivent

M 1
¢ = —GrQ — §Qr2 sin? 6 . (2.31)

La conservation du flux radiatif peut ensuite étre réécrite,

ger - V[ =207, (2.32)
c’est-a-dire
dln f 20)?
o =—gﬁ , (2.33)

ol € est la coordonnée verticale locale. Cette relation implique, une nouvelle fois, une
différence majeure avec le modéle de von Zeipel. En effet, les variations latitudinales de
la fonction f = —F/geg sont associées a celles de la gravité effective. Dans le modeéle
de von Zeipel, ce rapport est indépendant de la latitude et dans celui de Maeder
(1999) sa dépendance latitudinale est négligeable. Concentrons nous maintenant sur la
détermination de la fonction f(r, ). La dérivation compléte est décrite dans Espinosa
Lara & Rieutord (2011) et Rieutord (2016). Tout d’abord, nous remarquons que
proche du centre de ’étoile

L GM
F ~ Ll et geg ~ —— a2 e (2.34)
c’est-a-dire
lim (1,0) = (2.35)
o\ T G ‘
La fonction f peut alors étre mise sous la forme
[(r.0) = A L (7.0) (2.36)
r,0) = w(T, )
’ ArGM

ou F, est une fonction sans dimension valant 1 au centre de I'étoile et prenant
en compte les variations radiales et latitudinales du flux radiatif. Prenons ensuite
GM/ qu comme échelle caractéristique de la gravité, et le rayon équatorial de ’étoile

17



CHAPITRE 2. VITESSE ANGULAIRE CRITIQUE ET LIMITE QI

Req comme échelle de longueur telle que 7 = Re 7. La vitesse angulaire sera alors ex-
primée comme une fraction de la vitesse angulaire képlérienne w = 2/Qx. En utilisant
(2.32) et (2.36) nous écrivons 1'équation de F,

(L — 7sin® 9) aa& — sin 6 cos 9% =2F, . (2.37)

w272 r

Cette équation peut étre résolue en utilisant la condition au centre de l'étoile
F,(0,0) = 1 (voir Espinosa Lara & Rieutord, 2011; Rieutord, 2016), et donne

_ tan’(¥(7, 0))

Fu(7,0 : 2.38
(7,6) tan? 0 (2.38)
ot ¥(r, ) est obtenu en résolvant I’équation transcendante
1
cos ¥V + Intan(V/2) = §w2f3 cos® 0 + cosf + Intan(6/2) . (2.39)

Par chance, (2.39) posséde une solution analytique simple pour le flux radiatif
sans dimension, aux poles et a I’équateur

2 ,2~3

F,(7,0) = e3* ™ et F,(F,7/2) = (1 — W) (2.40)

respectivement, ¢’est-a-dire le flux radiatif a la surface de I’étoile et a I’équateur s’écrit,
d’apres le modeéle w

L -
F(RGQ77T/2) = _47TGM(1 B w2) 2/3geff ) (241>
et dans la limite des rotations lentes (w « 1),
L

F(Req, 7/2) ~ (2.42)

CArGM(1 — %wQ)geff '

Dans cette limite ot I'on peut négliger I'aplatissement de 1'étoile, c’est-a-dire
considérer Re, ~ R, (2.42) est identique a l'expression du flux radiatif de Maeder
(1999) (voir Eq. 2.14). Cependant, dans le cas ou la rotation de 1'¢toile n’est pas
particulierement lente, c’est-a-dire lorsque w n’est pas trés petit devant 1 et que
I’aplatissement de 1’étoile ne peut plus étre négligé, nous remarquons une différence
majeure entre nos deux formulations. En effet, d’aprés (2.41) le rapport F'/geg diverge
lorsque w approche 1, c’est-a-dire lorsque la vitesse angulaire de 1’étoile approche la
vitesse angulaire képlérienne. Ce n’est pas le cas dans le modeéle de Maeder (1999)
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ol cette quantité reste finie. Nous verrons, dans la section suivante, en quoi cette
différence est cruciale dans la dérivation de la vitesse angulaire a la limite QI

2.5 Vitesse angulaire critique et limite (I’

Grace a 'expression du flux radiatif dérivée dans la section précédente a partir
du modéle w, nous pouvons déterminer la vitesse angulaire critique associée a la limite
QI'. Rappelons que lorsque cette limite est atteinte, alors

Gitot = Yot + Grad = 0 ’ (243)

quelque part a la surface de I’étoile. De la méme maniére que Maeder (1999), nous
introduisons le paramétre d’Eddington local

F(6) k(0)
= T ¢ TR0 (2.44)

et nous réécrivons 'équation (2.43)

Lo (6)

it = 9ot (1 = Ta(0)) = 0. (2.45)

Cette fois encore cette équation a deux solutions, soit gz = 0, soit I'q = 1
quelque part & la surface de I’étoile.

2.5.1 Latitude critique : ’équateur

Comme mentionné dans la section 2.2, la gravité effective a la surface d’une
étoile est réduite par la force centrifuge et est ainsi minimale & ’équateur. La solution
Jet = 0 est donc toujours atteinte a 1’équateur en premier. Pour ce qui est de la
solution I'o(#) = 1, nous avons vu dans la section 2.2 que le modéle de Maeder (1999)
et Maeder & Meynet (2000) implique qu’elle est atteinte 1a ou 'opacité est maximale.
Pour des étoiles ayant une vitesse angulaire inférieure & ~ 40% de la vitesse angulaire
képlérienne, nous avons déterminé que la latitude critique de ce modele est I’équateur.
Nous pouvons cependant nous attendre & ce que cette vitesse angulaire critique soit
plus proche de Qk, ce qui impliquerait que la latitude critique ne serait plus I’équateur.
Si 'on considére maintenant le flux radiatif obtenu par le modéle w, la dépendance
en colatitude du paramétre d’Eddington local provient a la fois de celle de I'opacité
et de celle de la fonction f(r = 1,0). La figure 2.2 montre les variations latitudinales
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31 ©=03 —— 1
w=05 ——
w=0.7
25t w=0.9 i
@
S
o 2 1
3
L
1.5 1 1
//
1 1 1 1 ! ! I I

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
)

Figure 2.2: Variations latitudinales de F, a la surface pour différentes valeurs de
w = Qeq/2. F, est une fonction croissante de la colatitude, en particulier lorsque w
approche 'unité.

de F, (donc celles de f) en surface pour différentes valeurs de w. Nous remarquons
que la tendance de f est d’augmenter avec la colatitude. Il est en revanche probable
que l'opacité décroisse légérement avec la colatitude lorsque la rotation de 1'étoile
est suffisamment lente, ce qui pourrait faire diminuer 'amplitude de 1’accélération
radiative. Cependant, f diverge a 1’équateur pour les modeéles dont la rotation est
proche de la vitesse angulaire képlérienne, il semble donc raisonnable de penser que
la solution I'g = 1 puisse étre atteinte a ’équateur en premier.

2.5.2 Solution unique pour la vitesse angulaire critique

Nous avons remarqué que 'une des différences majeures entre le modeéle de flux
radiatif de Maeder (1999) et Maeder & Meynet (2000), et celui obtenu par le modéle
w est la divergence, ou non, du rapport F/geg. Nous montrons ici que celle-ci im-
plique I'unicité de la vitesse angulaire critique, quelle que soit la valeur du paramétre
d’Eddington T'.

La composante radiale de la gravité effective a 1’équateur peut étre réécrite
comme suit

9ot (T/2) = —Reg Q5 (1 — w?) | (2.46)

20



CHAPITRE 2. VITESSE ANGULAIRE CRITIQUE ET LIMITE QI

et celle de I'accélération radiative a la surface de 1’étoile et a 1’équateur

Grad (7/2) = —% (1- w2)_2/3 Geit (77/2) . (2.47)

La gravité totale adimensionnée par R. 2% s’écrit donc

Grot(1/2) = W 4 Toq(1 — )V — 1, (2.48)

ot I'eq est le parameétre d’Eddington évalué a I'équateur. D’aprés I'équation (2.47),
nous remarquons qu’a ’équateur, le rapport graa/ger croit comme (1 —wQ)_Q/ 3 lorsque
w augmente. Cela implique que si la gravité effective approche 0 quand w approche
I'unité, g..q tendra aussi vers une valeur nulle, mais plus lentement que g.g. Nous
illustrons cet effet avec la figure 2.3 représentant la gravité totale équatoriale sans
dimension, ainsi que ses deux composantes, en fonction du rapport des vitesses angu-
laires w pour ' = 0.5. La gravité totale a I’équateur posséde deux zéros, la premiere
racine correspond a la solution I'g(7/2) = 1 et la seconde & gegr(7/2) = 0. Pour des
vitesses de rotation sous-critiques, ¢’est-a-dire pour gt < 0 (0U |get| > Graq), I'étoile
est gravitationnellement liée. A mesure que I'on augmente w, la gravité effective et
l’accélération radiative diminuent en valeur absolue et s’approchent de zéro. Cepen-
dant, comme susmentionné, 'amplitude de ¢,,q décroit plus lentement que celle de
geff jusqu’a ce qu'inévitablement |geg| = graq, ¢’est & dire jusqu’a ce que T'q(7/2) = 1.
Lorsque cette égalité est atteinte, la gravité totale a I’équateur est nulle, i.e. I'étoile est
marginalement liée gravitationnellement, et la vitesse angulaire critique est atteinte.
A ce stade, une augmentation supplémentaire de w impliquerait que I'accélération
radiative surpasse la gravité effective en valeur absolue, et donc une gravité totale
positive dans la direction radiale. L’étoile ne serait donc plus gravitationnellement
lie en s’approchant de la seconde solution w = 1 (ou g.g = 0). Bien str, ce régime
n’est pas physique et la seule solution pour la limite QI lorsque 'augmentation de w
est pilotée par I’évolution séculaire de 'étoile est I'g(7/2) = 1.

2.5.3 Vitesse angulaire critique d’aprés le modéle w

Contrairement au modeéle pour le flux radiatif de Maeder (1999), le rapport F'/geg
est fonction de la latitude et diverge a ’équateur proche de la rotation képlérienne.
Méme dans le cas extréme ou 'opacité serait controlée uniquement par la diffusion
Thomson, la criticité serait donc nécessairement atteinte a 1’équateur en premier, et
de maniére générale la dépendance latitudinale de I'opacité n’est donc pas importante
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Figure 2.3: Gravité totale, gravité effective et accélération radiative a I’équateur et
sans dimension en fonction de w, pour I'e; = 0.5. La gravité totale équatoriale posséde
deux zéros; le premier correspond a I'g(7/2) = 1, le second & geg(7/2) = 0. Source :
Gagnier et al. (2019a).

pour déterminer la latitude critique. Considérons maintenant l'unique solution pour
la criticité

)\ 23
To(m/2) = % <1 - %{) -1, (2.49)

c’est-a-dire

0, = Q/1 -T2 (2.50)

Cette derniére équation montre que la vitesse angulaire critique €2, est égale a
la vitesse angulaire képlérienne multipliée par un coefficient qui est d’autant plus
grand que le paramétre d’Eddington équatorial est petit. Rappelons que Maeder &
Meynet (2000) arrivent & une conclusion similaire lorsque le paramétre d’Eddington
est supérieur a 0.639 avec QCOCQKm~ Remarquons aussi, que dans ces deux
modeles (2. ~ Qg lorsque 'y « 1, c’est-a-dire que 'on vérifie que la limite pertinente
lorsque 'accélération radiative est négligeable est la limite (2.
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2.5.4 En résumé

Avant de poursuivre, il est important de résumer certains résultats importants
associés au modéle w.

1. Les étoiles massives n’atteignent jamais la vitesse angulaire képlérienne. En
effet, la solution pour laquelle la gravité effective et ’accélération radiative se
compensent exactement est toujours atteinte avant que la gravité effective soit
réduite & zéro, c’est-a-dire pour une vitesse angulaire plus faible que la vitesse
angulaire képlérienne.

2. Cet équilibre entre accélération radiative et gravité effective est toujours atteint
a I'équateur en premier, et ce a cause de la divergence du rapport F'/ges proche
de la vitesse angulaire képlerienne en cet endroit.

3. Le théoréme de von Zeipel (1924) et sa revisite par Maeder (1999) résultent en
une criticité dont la latitude est celle ou l'opacité est maximale. Cette latitude
n’est pas nécessairement 1’équateur pour les étoiles en rotation rapide.

Nous avons émis, plus haut, quelques réserves quant a la validité des hypothéses
de Maeder & Meynet (2000) concernant la limite QI et sa vitesse angulaire critique
associée. Il semble donc logique de mettre, a son tour, le modéle w a I’épreuve, et de
discuter sa validité a la lumiére des modeéles ESTER & deux dimensions.

2.6 La limite Q" avec les modéles 2D ESTER

2.6.1 Retour sur les observations interférometriques

Revenons rapidement sur les observations interférométriques d’étoiles en rota-
tion. Nous avons vu précédemment que si I’on considére une loi de puissance entre
le flux radiatif et la gravité effective F ocggg, alors le coefficient d’assombrissement
gravitationnel 8 < 1/4. De plus, plus la rotation de I’étoile est rapide (ou, de maniére
équivalente, plus son coefficient d’aplatissement est grand) et plus 3 est petit. Nous
pouvons interpréter ces deux constatations comme étant le résultat de la divergence
du rapport F'/geg a I'équateur lorsque I'on s’approche de la criticité. En effet, plus la
gravité effective est réduite par la rotation, moins le flux radiatif va I'étre : si § < 1/4,
le rapport F'/ges diverge proche de la criticité.
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Figure 2.4: Comparaison entre ’assombrissement gravitationnel calculé a partir du
modeéle w (trait plein), de la loi de von Zeipel (1924) (tirets), et a partir des modéles
ESTER & 2D (croix). Gauche : modéle d’étoile de 3 Mg a la ZAMS avec w = 0.7.
Centre : méme modéle mais avec une abondance en hydrogéne dans le cceur convectif
égale a la moitié de celle dans ’enveloppe radiative. Droite : comme au centre, mais
pour w = 0.9. Source : Espinosa Lara & Rieutord (2011).

2.6.2 Précision du modéle w

Rappelons les hypothéses a la base du modéle w : le flux radiatif est considéré
anti-paralléle & la gravité effective, la distribution de masse est approximée par le
modele de Roche, c’est-a-dire que 1’on considére que la masse de 1’étoile est concentrée
en son centre, et la vitesse angulaire est prise uniforme latitudinalement.

Les modéles ESTER a deux dimensions ne font aucune de ces hypothéses, il est
donc intéressant de leur comparer les prédictions du modéle w afin de justifier, ou non,
la validité relative de ses hypothéses. Une telle comparaison a déja été réalisée de ma-
niére qualitative par Espinosa Lara & Rieutord (2011), en particulier la comparaison
de la distribution surfacique de la température effective ainsi que la relation entre
température effective et gravité effective a la surface de modéles d’étoiles en rotation.
Cette étude montre un bon accord entre les modéeles ESTER et les prédictions du
modéle w, ainsi qu'une surestimation de ’assombrissement gravitationnel par la loi
von Zeipel (voir Fig. 2.4). En ce qui nous concerne, nous nous concentrons sur 1’écart
relatif entre les deux prédictions pour le flux radiatif. Pour ce faire, nous résolvons
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Figure 2.5: Différence relative entre le flux radiatif prédit par le modeéle w et celui
calculé par les modéles ESTER 2D, en fonction de la colatitude, pour un modéle de
15 Mg, (gauche) et un modele de 40 Mg (droite), a la ZAMS et pour différentes valeurs
de w. Le trait noir correspond au modeéle de 15 Mg avec w = 0.9 et X/ Xo = 0.5.
Xo est la fraction de masse initiale en hydrogéne a la ZAMS. La valeur minimale
de chaque courbe correspond a un changement de signe de la quantité Fgstgr — F'.
Source : Gagnier et al. (2019a).

I'équation (2.27) et utilisons les sorties des modéles ESTER pour la luminosité de
I’étoile, sa masse, sa vitesse angulaire, son rayon et sa gravité de surface. Dans un
premier temps, nous considérons des modeles & la ZAMS de masses 15 et 40 Mg, et
mesurons la différence relative entre les flux

|Fester — F|

oF =
Frsrer

(2.51)

en fonction de la colatitude. Les résultats sont présentés en Fig. 2.5

Pour les deux modéles a la ZAMS, et pour des vitesses angulaires inférieures a
90% de la vitesse angulaire képlérienne, la différence relative entre les flux radiatifs
est toujours en deca de 10%. Lorsque w < 0.5, cette différence relative tombe & moins
d’un pourcent, témoignant ainsi de la fiabilité du modele w pour la modélisation du
flux radiatif a la surface des étoiles en rotation rapide. Notons tout de méme que cette
comparaison a été faite a la ZAMS, nous pouvons alors nous demander si le modéle w
reproduit correctement la distribution latitudinale du flux radiatif a la surface d’une
étoile plus évoluée. L'un des effets de I’évolution séculaire des étoiles massives sur la
séquence principale, est que la distribution de leur masse en leur intérieur devient de
plus en plus concentrée en leur centre (ce point sera discuté en Sect. 5.2.1). Ainsi,
I'approximation de Roche est d’autant plus justifiée que ’étoile est évoluée (bien siir
toujours sur la séquence principale). Il est ainsi raisonnable de penser que 1’écart relatif
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Figure 2.6: Parameétre d’Eddington local I'g(#) en fonction de la colatitude pour
plusieurs fractions de la vitesse angulaire képlérienne et pour les modéles ESTER de
15 Mg (gauche) et de 40 Mg (droite) a la ZAMS, avec Z = 0.02. La zone grisée
correspond & une région ou la rotation est supercritique. Source : Gagnier et al.
(20194).

entre les flux radiatifs est d’autant plus faible que I’abondance en hydrogéne dans le
coeur convectif stellaire est faible. Cette prédiction est en effet vérifiée figure 2.5a
pour le modéle de 15 My en milieu de séquence principale et avec w = 0.9.

2.6.3 La limite QI avec les modéles 2D ESTER

Le modéle w permet une modélisation des variations du flux radiatif sur la sur-
face des étoiles massives en rotation. Cependant, le déterminer quantitativement re-
quiert la connaissance des paramétres stellaires. C’est ici qu’interviennent les modéles
ESTER & deux dimensions. Nous représentons dans un premier temps le parameétre
d’Eddington local en fonction de la colatitude pour deux modéles ESTER a la ZAMS,
I'un d’une étoile de 15 Mg, 'autre de 40 Mg, pour plusieurs valeurs de w que nous re-
définissons comme w = Qg /2K, et pour une métallicité solaire Z = 0.02. Les résultats
sont présentés en figure 2.6.

Concentrons nous, dans un premier temps, sur le modeéle ESTER de 15 Mg
a la ZAMS. 1l est intéressant de remarquer que lorsque 1’on considére des modéles
en rotation, le paramétre d’Eddington local tend a décroitre avec la colatitude, et
lorsque la rotation s’approche de la criticité, ce paramétre augmente brutalement
dans la région équatoriale. La décroissance relativement modeste de I' provient de
la dépendance de l'opacité vis-a-vis de la densité a la surface de I'étoile, qui elle
diminue avec la colatitude. Quant a l'augmentation proche de I'’équateur pour les
rotations les plus rapides, elle est l'effet de la divergence de la fonction f(r = 1,6).
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Cependant, le résultat le plus important est la valeur de w nécessaire pour atteindre
la solution I'g = 1. En effet, pour ce modéle ESTER de 15 Mg, a la ZAMS, la criticité
requiert w = 0.997 soit une vitesse angulaire critique extrémement proche de la vitesse
angulaire képlérienne.

Nous avons vu que plus le paramétre d’Eddington a ’équateur est grand, c’est-
a-dire plus 'accélération radiative a I’équateur est importante, et plus la différence
entre vitesse angulaire critique et vitesse angulaire képlérienne est grande. Nous me-
surons donc la vitesse angulaire critique d'un modeéle d’étoile de 40 Mg a la ZAMS
dont la luminosité est bien supérieure a celle du modéle de 15 My, et nous trouvons
cette fois 96% de la vitesse angulaire képlérienne. Encore une fois, la vitesse angulaire
critique est trés proche de la vitesse angulaire képlérienne. Précisons tout de méme
que modéliser une étoile de 40 M, si proche de la rotation critique nécessite de s’ap-
procher des limites actuelles du code ESTER en terme de résolution?. Les résultats
quantitatifs apportés par ce modéle sont donc moins précis que pour le modéle de
15 Mg. 1l indique toutefois une proximité entre {2, et (k. Ainsi, le role de l'accéléra-
tion radiative sur la vitesse angulaire critique semble infime. L’équation (2.50) nous
permet de déduire directement la valeur du paramétre d’Eddington a I’équateur et
a la criticité. Nous trouvons I'ey = 0.033 pour le modele de 15 Mg et I'yq = 0.18
pour celui de 40 Mg. Notons que ce sont des valeurs extrémement faibles pour des
étoiles massives. En effet, nous voyons en Fig. 2.7 que le paramétre d’Eddington est
fortement réduit en direction de I’équateur, en particulier pour les étoiles en rota-
tion quasi-critique. Ainsi, parce que le coefficient d’assombrissement gravitationnel
[ est trés inférieur & 1/4, la rotation rapide réduit I'opacité a I’équateur tel que le
paramétre d’Eddington équatorial proche de la criticité, et donc I'écart entre vitesse
angulaire critique et vitesse angulaire képlérienne, est trés faible. Bien stir, comme
rappelé précédemment, ’opacité posséde une valeur minimale dictée par la diffusion
Thomson et ne peut donc pas étre réduite a zéro par la rotation. Contrairement a
la détermination de la latitude critique ot 'opacité ne joue pratiquement aucun roéle
(cf. Sect. 2.5.1), le rapport 2./Qx en dépend quasi-exclusivement.

Nous pouvons tout de méme nous demander si une étoile plus évoluée peut voir
sa vitesse cinétique critique sensiblement réduite par la radiation. Pour cela, nous fai-
sons évoluer deux modéles ESTER a 2D de 15 Mg, I'un sans rotation l'autre avec une
vitesse de rotation & la ZAMS w; = 0.5. Ici, I’évolution sur la séquence principale se
fait sans considérer une quelconque perte de masse et/ou de moment cinétique (voir
Sect. 5.1 et I’Annexe A pour plus de détails sur 1’évolution temporelle avec ESTER).

2. Les modéles stellaires proches de la criticité sont trés exigeants en terme de résolution angu-
laire car la surface devient singuliére a l’équateur (e.g., Rieutord et al., 2016).
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Figure 2.7: Paramétre d’Eddington I'(#) en fonction de la colatitude pour plusieurs
fractions de la vitesse angulaire képlérienne et pour les modéles ESTER de 15 Mg
(gauche) et de 40 Mg (droite) a la ZAMS, avec Z = 0.02. Source : Gagnier et al.
(2019a).

La figure 2.8 montre I’évolution du paramétre d’Eddington local et du paramétre
d’Eddington standard a 1’équateur en fonction de la fraction massique d’hydrogéene
dans le coeur convectif. L’évolution séculaire des étoiles massives sur la séquence prin-
cipale implique leur expansion ainsi qu’'une augmentation de leur luminosité. Dans le
cas d'un modele sans rotation, cette augmentation de luminosité s’ajoute a celle de
I'opacité et la valeur du paramétre d’Eddington augmente au cours de la séquence
principale. Lorsque 1'on considére le modéle en rotation avec une vitesse angulaire
initiale w; = 0.5, la rotation critique est atteinte lorsque Xcoe/Xo ~ 0.36. Par conser-
vation du moment angulaire total de 1’étoile et & cause de son expansion au cours de
la séquence principale, w augmente (voir Sect. 5.2). Ainsi, I’étoile s’aplatit et devient
de plus en plus sujette a I’assombrissement gravitationnel entrainant ainsi une forte
réduction de 'opacité a I’équateur et proche de la vitesse angulaire critique. Aprés une
légere augmentation de I', associée a la domination de I’augmentation de la lumino-
sité de I'étoile, c’est la forte réduction de 'opacité équatoriale qui domine proche de la
criticité. Ces résultats vont donc dans le sens de Glatzel (1998), ¢’est-a-dire que la vi-
tesse angulaire critique n’est pas (ou trés peu) affectée par le paramétre d’Eddington.
Ainsi, & cause de 'effet considérable de la rotation sur 'opacité a I’équateur, la vitesse
angulaire critique n’est que trés peu différente de la vitesse angulaire képlérienne, au
moins pour des étoiles de moins de 40 Mg avec une métallicité Z = 0.02.

En pratique, cette différence est suffisamment faible pour étre ignorée vis-a-vis
des incertitudes associées aux modéles stellaires. Dans la suite du manuscrit nous
exprimerons donc toujours la vitesse angulaire de I’étoile en tant que fraction de la
vitesse angulaire képlérienne x pour apprécier sa distance a la criticité, tout en
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Figure 2.8: I'cq et I'q(7/2) en fonction de la fraction massique d’hydrogéne dans
le cceur convectif rapportée a sa valeur initiale, pour un modéle ESTER 2D de 15
Mg ayant une vitesse angulaire & la ZAMS w; = 0.5. La courbe noire correspond a
I'évolution de I's; pour un modeéle sans rotation. Source : Gagnier et al. (2019a).

gardant & l'esprit que la “vraie” vitesse angulaire critique est (trés) légérement plus
faible.

2.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant briévement les résultats qui y ont été
présentés. Aprés avoir présenté la problématique associée & la détermination de la
vitesse angulaire critique a la limite QI', nous avons exposé les résultats de Maeder
(1999) et de Maeder & Meynet (2000), et émis quelques réserves quant a leur perti-
nence a ’étude du régime de rotation quasi-critique. Nous avons alors présenté et mis
a I’épreuve le modéle w de Espinosa Lara & Rieutord (2011) dont I'objet est la des-
cription analytique des variation latitudinales du flux radiatif. Nous ’avons ensuite
utilisé pour déterminer une expression analytique de la vitesse angulaire critique a la
limite QI'. Cette vitesse angulaire critique est unique, correspond a une compensation
exacte entre 'accélération radiative et la gravité effective, et est toujours atteinte a
I’équateur en premier. En utilisant les modéles ESTER a 2D, nous avons vu qu’en
raison de la réduction de l'opacité équatoriale par la rotation, la différence entre la
vitesse angulaire critique et la vitesse angulaire képlerienne est en pratique suffisam-
ment faible pour étre ignorée.
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Chapitre 3

Vents radiatifs isotropes

Toutes les étoiles possédent une atmospheére en expansion appelée vent stellaire.
La perte de masse continue associée a ces vents joue un role majeur dans leur évo-
lution séculaire, dans le contenu en matiére et en énergie du milieu interstellaire, et
plus généralement dans I’évolution chimique de 1’Univers. Tandis que le vent solaire
résulte du gradient de pression du gaz dans la couronne, expulsant relativement peu
de masse (typiquement de 'ordre de 10~* masses solaires par an), c’est la pression de
radiation qui expulse la matiére sous forme de vent lorsque 'on considére les étoiles
les plus chaudes et les plus lumineuses (de types spectraux O, B, A et Wolf-Rayet).
Le vent radiatif & la surface de ces étoiles massives est tel qu’elles peuvent y perdent
plus de la moitié de leur masse initiale avant d’exploser en supernova (Maeder, 2009).
L’évolution des étoiles massives, souvent rotateurs rapides, est particuliérement sen-
sible a la perte de moment cinétique associée a ces vents. Cette derniére tend en
effet a ralentir les couches les plus superficielles, entrainant, en outre, une circulation
méridienne qui elle-méme peut jouer un role crucial sur le transport interne du mo-
ment cinétique et des éléments chimiques (ce point sera discuté dans le Chapitre 7).
Avant d’étudier le cas qui nous intéresse dans ce manuscrit, c’est-a-dire le cas ou la
perte de masse est anisotrope a cause des effets dis & la rotation, nous présentons
ici, aprés un bref historique, le concept d’accélération radiative ainsi qu’'une maniére
simple de la modéliser en utilisant ’approximation de Sobolev (Sobolev, 1960). Nous
présentons ensuite le formalisme de Castor et al. (1975) (CAK) et de Pauldrach et al.
(1986) (PPK), ainsi que leurs hypothéses pour I'estimation du taux de perte de masse
isotrope. La section 3.6 est largement inspirée de Gagnier et al. (2019a).
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3.1 Bref historique

Le nom de “vent stellaire” a été inventé par Eugéne Parker a la fin des années
1950. Cependant, l'origine et les idées de base & propos de la perte de masse des
étoiles sont apparues bien avant cela. En particulier, 'observation d’une “nouvelle
étoile”, par Tycho Brahe en 1572 marque le début de I’étude des objets célestes com-
plexes pouvant évoluer sur des échelles de temps courtes. Nous savons maintenant
que la nouvelle étoile de Tycho Brahe était en réalité une supernova, visible dans le
ciel diurne, et qui 'est restée dans le ciel nocturne pendant 16 mois. L’événement
astronomique de ce type suivant eut lieu 28 années plus tard lorsque Willem Blaeu
découvrit une autre “nouvelle étoile” qui, plus tard, prit le nom de P Cygni. Nous
savons aujourd’hui que ce n’était cette fois pas une supernova, mais plutot une étoile
avec un fort vent stellaire, que nous classifions maintenant d’étoile variable lumineuse
bleue. P Cygni donne aujourd’hui aussi son nom a un profil spectroscopique parti-
culier appelée profil P Cygni, et qui est caractérisé par la présence d’absorption et
d’émission dans le profil d'une méme raie spectrale (voir Beals, 1953; Herbig, 1960,
par exemple). Cette caractéristique des raies P Cygni indique I'existence d’une at-
mosphére gazeuse en expansion. En effet, cette atmosphére stellaire en expansion est
photo-ionisée par I’étoile et produit des raies d’émission élargies par ’accélération du
vent. L’absorption dans la région du vent entre 1’étoile et I’'observateur produit quant
a elle le décalage vers le bleu de la raie d’absorption (voir Fig. 3.1). En 1867, Charles
Wolf et Georges Rayet découvrirent une nouvelle classe d’étoiles possédant des raies
spectrales similaires a celles observées pour les novee et pour 1’étoile P Cygni, alors
que ces étoiles (étoiles de Wolf-Rayet) ne sont ni associées & une explosion, ni ne
faiblissent en intensité au cours du temps (voir Fig. 3.2).

En 1929, Carlyle Beals fait I’hypothése que 1'élargissement des raies d’émission
dans les profils P Cygni, et dans les raies des étoiles Wolf-Rayet, est di a 'effet Dop-
pler, et donc que I'atmosphére de ces étoiles est caractérisée par un flux de masse
continu dans la ligne de visée de I'observateur. Peu de temps aprés, en 1934, Subrah-
manyan Chandrasekhar confirme cette hypothése par des arguments théoriques, et
la méme année, Nikolai Kosirev parvient a estimer un taux de perte de masse ainsi
qu'une vitesse maximale du vent typique d’une étoile Wolf-Rayet, avec des valeurs
étonnement proches des valeurs actuelles pour ces étoiles (M ~ 107°Mg - yr ! et
v ~ 1000km - s7!, Kosirev, 1934). Au milieu des années 30, les astronomes avaient
donc déja une connaissance assez poussée des atmosphere stellaires chaudes et en
expansion.

D’un point de vue plus théorique, 1'origine du concept de vent radiatif peut étre
retracée aux travaux de Meghnad Saha en 1919 sur la lévitation par radiation, et les
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Figure 3.1: Gauche : profil de raie P Cygni consistant en une large raie d’émission
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et en une raie d’absorption un peu plus étroite et décalée vers bleu. Droite : Schéma
de la formation d’une raie P Cygni. 'atmosphére stellaire en expansion est photo-
ionisée par 'étoile et produit des raies d’émission élargies par 1’accélération du vent,
et I’absorption dans la région du vent entre 1’étoile et I'observateur produit la raie
d’absorption décalée vers le bleu. Reproduit a partir de la Fig. 10.2 de Robinson
(2007).

premiéres mises en équations d’une accélération de matiére par des raies d’absorption
peuvent étre attribuées aux travaux d’Edward Milne et de Martin Johnson, respecti-
vement en 1924 et 1925. La théorie moderne de vents radiatif n’apparait quant a elle
que dans les années 70 avec I’émergence des satellites d’observation, par Léon Lucy
et Philip Solomon en 1970 (Lucy & Solomon, 1970), puis par John Castor, David
Abbott, et Richard Klein en 1975 (Castor et al., 1975).

Un historique plus exhaustif peut étre trouvé dans Lamers & Cassinelli (1999),
cette sous-section en est largement inspirée.

3.2 L’accélération radiative

3.2.1 Diffusion Thomson de la radiation sur les électrons libres

Commencons par le cas simple ou ’accélération radiative résulte exclusivement
de la force exercée par le rayonnement sur les électrons libres, c¢’est-a-dire le cas
d’une atmosphére stellaire complétement ionisée. Dans ce cas, si 'on se place dans
un systéme a géométrie sphérique, 'accélération radiative au rayon r (2.4) s’écrit
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Figure 3.2: Image de la nébuleuse en émission Sh2-308 autour de I’étoile Wolf-Rayet
WR 6, formée de la superposition des images a bandes étroites Ha (rouge) et [OIII]

(bleu). Source : Jason Jennings.

Kel
4mr2e

Graa(7) = 9e(r) : (3.1)

c’est-a-dire qu’elle est le produit entre 'opacité associée a la diffusion Thomson des
photons sur les électrons libres k. = 0.2(14+X) ~ 0.34 cm?/g ot X est la fraction mas-
sique d’hydrogeéne dans Ienveloppe stellaire, et la pression de radiation F'/c. Comme
dans le chapitre précédent, nous pouvons comparer cette accélération radiative a la
gravité en introduisant le paramétre d’Eddington, cette fois associé a la diffusion
Thomson

Kel

© " AneGM (3:2)

Rappelons que ce paramétre vaut 1 lorsque la luminosité est celle d’Eddington, et
que lorsqu’il a une valeur supérieure a 1, I’étoile n’est plus liée gravitationnellement.
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L’analyse des raies spectrales d’étoiles massives indique des vents radiatifs de
vitesse radiale quasi-nulle au niveau de la photosphére et trés supersonique, de I'ordre
de 1000-1500km - s™! pour les étoiles de type O (la vitesse du son étant d’environ
25km-s~! dans I’atmosphére de ces étoiles) a un rayon stellaire de la photosphére. Nous
présentons, dans cette section, en quoi ces observations sont en désaccord avec une
atmosphére stellaire dont ’'opacité totale est exclusivement régie par ’opacité associée
a la diffusion Thomson. Pour cela, considérons le cas simple d’un vent stationnaire
a symétrie sphérique. L’équation du mouvement du fluide accéléré en réponse a une
force externe (gravité, accélération radiative, gradient de pression...) s’écrit

dv  dP  GM(1-T.p
_ o EME—p 3.3
pr - (3-3)

dr r
La pression est exprimée avec 1'équation d’état du gaz parfait P = a?p, o a
est la vitesse du son du gaz isotherme et est fonction de la distance radiale r. Nous
injectons maintenant cette équation d’état dans I’équation de continuité V - pv = 0;
il vient

1dP da®  2a®>  a*dv

e 3.4
pdr  dr r vdr’ (34)
et nous utilisons cette équation pour réécrire ’équation du mouvement (3.3)
21 d 2¢> da® GM(1-T.
@ |, _ 207 d® GMQA-T.) (3.5)
v2 | dr r dr 72

Simplifions maintenant le probléme en considérant un vent isotherme, c’est-a-dire
en prenant da?/dr = 0. L’équation (3.5) devient alors

ll_ld__z_m (36)

v2 | dr r 72

L’intégration directe de (3.6) donne alors la solution générale (e.g., Owocki, 2013)

’02 2

v r r
F(rjv)=—=—In— —4log— —4— =C, 3.7
(re) = 2~y —dlog — 4. 37)
ot C' est une constante d’intégration et r. est le rayon critique (ou sonique) ot v = a.
Les contours de la fonction F(r,v) sont représentés en Fig. 3.3 pour plusieurs valeurs

de C'. Les deux seules solutions transsoniques, c’est-a-dire les seules solutions telles

35



CHAPITRE 3. VENTS RADIATIFS ISOTROPES

2
| Accrétion
1.5 transsonique B
<—\/ent transsonique
g
>
05 - =
\
N —
0 e ——
0 0.5 1 1.5 2

r/re

Figure 3.3: Diagramme vitesse-rayon correspondant aux solutions de I’équation du
mouvement pour un vent isotherme et stationnaire résultant de la diffusion Thomson
de la radiation sur les électrons libres. Seules deux solutions sont transsoniques, I'une
correspond & un vent, ’autre & une accrétion.

que la vitesse du vent est localement égale a la vitesse du son, sont obtenues pour
C = —3. La solution a pente positive est celle qui correspond & un vent, c’est-a-dire
qu’elle est la seule qui correspond & un écoulement subsonique prés de la surface et
a un écoulement supersonique loin de I'étoile. L’autre décélére et correspond & une
solution d’accrétion.

Pour avoir un vent transsonique isotherme et stationnaire, trois conditions sont
donc nécessaires. (1) Si v = a le terme de droite de I’équation (3.6) doit s’annuler au
rayon sonique r = 7.. (2) Si v < a le vent est subsonique et le terme de droite de
I'équation (3.6) doit étre négatif pour r < r.; et (3) si v > a le vent est supersonique
et le terme de droite de I’équation (3.6) doit étre négatif pour r > r.. La masse de
I’étoile M, la vitesse du son a, le rayon r, la densité p, et le paramétre d’Eddington
I, sont toutes des quantités positives, la condition (2) ne peut donc étre respectée
que si I, < 1. C’est-a-dire que dans la région subsonique, un écoulement stationnaire
dirigé vers I'extérieur ne peut exister que si la force de radiation est plus faible que la
force de gravité. En revanche, dans la région supersonique I'. peut étre aussi grand
que l'on veut; en fait plus il sera grand et plus le gradient de vitesse et la vitesse
terminale du vent seront grands. Ainsi, si I'. > 1 dans toute I'enveloppe de I’étoile,
alors un écoulement transsonique stationnaire ne peut exister, car I', est indépendant
du rayon. Le vent d’une étoile complétement ionisée ou k = k. dans toute I’enveloppe
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ne peut donc étre modélisé par un écoulement transsonique et stationnaire. De plus,
si I'. > 1 dans toute I’enveloppe, I'étoile n’est plus liée gravitationnellement et toute
la matiére est expulsée par la force de radiation en un temps (Mihalas & Mihalas,
1984)

dreR3
~ . 3.8
TL reol, ( )

Cependant, la diffusion lié-lié des photons sur les atomes module la valeur du
rapport gravité sur accélération radiative dans les enveloppes et les atmosphéres stel-
laires. Ainsi, la matiére proche de la surface peut échapper a la gravité, et le vent
peut passer d’un régime subsonique a un régime supersonique.

3.2.2 Diffusion sur les raies spectrales

Les vents stellaires sont caractérisés par un nombre d’électrons libres environ 10*
fois plus élevé que le nombre d’électrons liés aux ions métalliques (Gayley, 1995).
Ces électrons sont liés a des niveaux d’énergie discrets tels que 1’énergie des photons
incidents leur permettant de changer de niveau d’énergie, et donc d’émettre un pho-
ton secondaire, est bien spécifique. Ces raies apparaissent donc trés étroites sur les
spectres en énergie des étoiles. Nous pourrions ainsi raisonnablement affirmer que la
contribution des raies spectrales a 'accélération du vent radiatif est négligeable de-
vant celle des électrons libres, les atomes n’interagissant qu’avec une petite fraction
du flux radiatif. Cependant, deux processus physiques conduisent & l'importance et
méme la domination de la contribution des raies spectrales a la diffusion des photons.

Le premier est la nature résonante de la diffusion par les raies spectrales. En
effet, les niveaux d’énergie discrets des atomes entrainent une section efficace d’inter-
action avec les photons incidents ayant une énergie trés proche de celles nécessaires
aux transitions entre ces niveaux d’énergie, bien plus grande que celle associée a I'in-
teraction avec les électrons libres (Stratton, 1941; Heitler, 1954; Gayley, 1995). Une
maniére simple de le comprendre est de se concentrer sur le cas classique (au sens ot
'on néglige les effets quantiques).

Prenons un photon incident dont v est la fréquence de I'onde électromagnétique
associée, et E = FEgcos(wt) est le champ électrique correspondant, ot w = 27v.
L’équation du mouvement d’un électron libre subissant la force électrique associée
au photon incident s’écrit simplement (en négligeant les effets relativistes, le champ
magnétique, ainsi que la force de rétroaction de la radiation émise par I’électron sur
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lui-méme)

mex = eEycos(wt) | (3.9)

ou e est la charge de I’électron et m. sa masse. La solution de cette équation s’écrit
alors simplement

ek

O cos(wt) . (3.10)

T =—
Mew?

Ainsi, sous l'effet du champ électrique, I’électron vibre & la méme fréquence que
le photon incident, puis réémet un photon secondaire, toujours & la méme fréquence.
La puissance du rayonnement diffusé par l'oscillateur, par unité d’angle solide et
moyennée temporellement s’écrit (e.g., Heitler, 1954)

P eif?
aQ — 4dwcd
B2 1, )
— = 1o Sin 6{cos” (wt)) (3.11)
et sin? 02

8mm?2c?

sin® 0

ou {-) indique une moyenne temporelle, P est la puissance rayonnée, et 6 est 'angle
entre la direction d’observation r et celle de la polarisation du champ électrique Ej.
L’intensité du rayonnement incident s’écrit

cE32
Iy ={(S) = S (3.12)
o {S) est le vecteur de Poynting moyenné temporellement, caractérisant la puissance
véhiculée par 'onde plane par unité d’angle solide. La section efficace différentielle
d’interaction entre photon incident et électron libre ¢ (6) s’écrit comme le rapport
entre la puissance par unité d’angle solide diffusée et I'intensité énergétique incidente,
c’est-a-dire

2
o () = dPI/dQ - ( ¢ ) sin? ) | (3.13)
0

ou rg = €*/(m.c*) est le rayon classique de I'électron. Considérons maintenant que
le rayonnement incident n’est pas polarisé, on intégre alors (3.13) sur l'angle solide
pour obtenir la section efficace totale d’interaction
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o1 = %ﬂg ~ 6.65 x 10" %cm? . (3.14)
La section efficace de diffusion Thomson d’un photon sur un électron libre est
donc une constante universelle indépendante de la fréquence du photon incident.
Comparons maintenant cette section efficace a celle associée a la diffusion d’un photon
sur un électron lié a la fréquence de résonance vy. Dans ce cas, il est important de
prendre en compte 'amortissement de 'oscillateur, c’est-a-dire la force de rétroaction
résultant de la perte d’énergie du sytéme lors de la diffusion du photon. L’équation
de l'oscillateur harmonique s’écrit alors

& +2 +wix = £ gt (3.15)

e

et sa solution

Eo/m.
p— OQ/m_ et (3.16)
Wy — w* +wy

ou

2 Wi
= —rg— 3.17
Y 37“0 c ) ( )

est le coefficient d’amortissement de 'oscillateur. La puissance du rayonnement diffusé
par l'oscillateur, par unité d’angle solide et moyennée sur une période

dP il
& inZp
iQ ~ dxd

e'E? w? sin 6

- 8redm? (wi — w?)? + (wy)?

(3.18)

En injectant (3.18) dans (3.13), nous obtenons la section efficace différentielle

whsin?0
6) _ 2
P(0) = g (W(% —w?)2 w2

que nous intégrons sur 1’angle solide pour obtenir la section efficace totale d’intéraction

(3.19)

w4

(W3 —w?)2 + w?y?

¢ =or (3.20)

Nous remarquons que pour wy — 0 et 7 « w, nous retrouvons la section efficace
de la diffusion Thomson. En revanche, lorsque la fréquence du photon incident v
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approche la fréquence de résonance v, la section efficace d’intéraction d’un photon
sur un électron lié est beaucoup plus grande que celle sur un électron libre. Notons
aussi que si w ~ wy, alors (3.20) peut étre réécrite

_ or w®
¢ = 4 (wy—w)? +42/4° (3.21)

et le coefficient d’amortissement ~ correspond alors a la largeur & mi-hauteur du profil
d’intensité de la raie considérée.

Le rapport entre la force exercée par tout le continuum sur un électron lié et celle
sur un électron libre est souvent quantifié par le parameétre de qualité de résonance
Q ~ /7 et est typiquement de l'ordre de 107 (Gayley, 1995). Bien que la population
d’électrons liés dans ’atmosphére chaude des étoiles massives soit faible comparée a
celle des électrons libres, leur contribution totale est bien supérieure (typiquement
d’un facteur 2 x 103, Gayley, 1995). Ainsi, en théorie, une étoile avec I', = 0.5 peut
étre sujette a une accélération radiative localement 1000 fois supérieure a la gravité.
Cependant, si I'on considére une atmosphére statique, les raies spectrales dans sa
partie basse saturent et bloquent les fréquences pertinentes pour ’accélération radia-
tive dans les parties plus superficielles. C’est ici qu’intervient le second processus :
I'effet Doppler de ’atmosphére en expansion. Nous avons vu que la vitesse du vent
augmente vers 'extérieur, les couches les plus externes de ’enveloppe stellaire sont
donc en expansion induisant ainsi un décalage vers le rouge de la fréquence de réso-
nance des raies spectrales locales. Ces derniéres pourront ainsi intercepter les photons
du continu a une fréquence différente de v4. Ainsi, par conservation de la masse, les
couches les plus internes sont aussi accélérées, en accord avec un écoulement trans-
sonique, ce qui entraine la dé-saturation des raies spectrales dans toute ’atmosphére
stellaire.

3.2.3 La théorie de Sobolev

Modéliser ’accélération radiative associée a la diffusion des photons sur les raies
spectrales dans une atmosphére en expansion est une tache difficile, en particulier
a cause de la non-localité de lintéraction radiative. Heureusement, Sobolev (1960)
remarqua que dans le cas d’une atmosphére a fort gradient de vitesse radiale, la portée
d’interaction radiative est fortement réduite. Dans le cas de vents supersoniques celle-
ci devient méme plus petite que les échelles de longueur typiques de I’écoulement, a
savoir la hauteur d’échelle de densité ou de vitesse H = |p/dp/dr| ~ |v/dv/dr|, ¢’est-
a-dire
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[ ~ Uth
|dv/dr|

ou vy, est la vitesse thermique. L’interaction radiative en chaque endroit de ’at-

<« H (3.22)

mosphére 7 est donc essentiellement déterminée par son environnement proche (en
particulier par le gradient de vitesse local) et peut donc étre traitée comme un phé-
nomeéne local. Cette distance caractéristique, souvent écrite lyop, est appelée longueur
de Sobolev. Un exemple de I'utilité de ’aspect local de 'interaction radiative est le
calcul de la profondeur optique. Pour une enveloppe statique, la profondeur optique
s’écrit

0
Tstat = f prudr (3.23)
R

ol k; est 'opacité (ou coefficient d’absorption massique ) de la raie considérée. Pour
une enveloppe en expansion et en faisant I’hypothése d’interaction radiative locale,
cette quantité peut étre simplement écrite

Texp = ,O/illsob =qt, (324)
ol
KePUth Ry
sob — t = —, 3.25
Tsob dv/dr ¢ 4 Ke (3.25)

sont respectivement la profondeur optique de Sobolev de la raie considérée et ¢ carac-
térise la force de la raie (¢ = 1 pour la diffusion Thomson). De maniére générale, dans
le cas d’une géométrie sphérique, I'accélération radiative totale incluant la diffusion
Thomson ainsi que celle sur les raies spectrales s’écrit

line

grad(r> = Je T Grad

_ fe (7 de—kz@agfoo o(v — V)1, (7,)dQdy
¢ Ju=0 ’ lines ¢ v=0 o (326>
ko F Ky ®© ,
= — — N I,(1,)dQdv
. +Z C§L=0¢(V VI, (7,)dQdy

lines

ou F), est le flux radiatif monochromatique, I, est I'intensité monochromatique, F' est
le flux radiatif bolométrique, ¢(v) est le profil normalisé de la raie, et

V=g (1 + @> : (3.27)

C
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est la fréquence du photon incident, vue a la position  dans ’atmosphére en expan-
sion. Faisons le changement de variable

z = (”A_VZO) , (3.28)

ot Avp = vyvg/c est la largeur Doppler. (3.26) peut alors étre mise sous la forme

lilACVD jg J °i_oo s (x _ @> 1,d0dx . (3.29)

F
Jrad = lic + Z

lines

Uth

Ici, I, a deux composantes : I'une correspond & un terme associé a la diffusion de
la radiation, 'autre correspond a l'intensité atténuée émanant des couches inférieures
de I'atmosphere stellaire. Le premier terme est négligeable a la résonance pour une
atmosphére en expansion (voir Castor, 1974; Cranmer, 1996; Owocki, 2013). Ainsi
d’apres ’équation du transfert radiatif

L(r,) ~ L(0)e ™ , (3.30)

et la profondeur optique, d’aprés la théorie de Sobolev, peut s’écrire

Ty = Tsob = TexpP (2, 7) (3.31)

ou ®(x,r) s'écrit

O(z) = JOO o(2)dx' (3.32)

(pour plus de détails voir Cranmer, 1996; Owocki, 2013). Enfin, en considérant la
radiation comme étant purement radiale, c’est-a-dire en considérant qu’elle émane
exclusivement du centre de I'étoile, (3.29) peut étre réécrite (Rybicki & Hummer,
1978)

kel KAy * .
Grad = = + > - & jgfoo o(2')1,(0)e™ ™ dQdx

lines
3.33
/Uth 1 — 67quob ( )
= Ge + Z wyoqge7—

lines Tsob

ol nous avons considéré que la largeur des raies spectrales est suffisamment petite
pour que [,(0) puisse étre sorti de l'intégrale. w,, = voF,/F quantifie la force de
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chaque raie. Ainsi, dans la limite optiquement mince 7, € 1, 'accélération radiative
associée a une raie spectrale s’écrit

Uth
Gthin = wl/oqg(i% ) (334)
et dans la limite optiquement épaisse 7, » 1
Jthin Lv dv
Gthick =~ = ———, 3.35
‘ dTsob MC dT ( )

ou nous avons utilisé 1’équation de conservation de la masse M = 47tr?pv. Nous
remarquons que dans la limite optiquement épaisse, ’accélération radiative ne dépend
pas de la force de la raie ¢, mais est fonction de ’advection du gradient de vitesse.
Ainsi, I'accélération du vent générée par la diffusion des photons sur les électrons
libres et sur les raies optiquement épaisses, agit rétroactivement.

L’intérét du formalisme de Sobolev est ici évident car il permet 1’évaluation ana-
lytique de l'intégrale sur = (3.33). La prochaine difficulté a surmonter provient de
la quantité importante de raies pertinentes a ’accélération du vent radiatif. Heureu-
sement, Castor et al. (1975) (CAK) proposent une paramétrisation permettant une
expression simplifiée de 'accélération radiative cumulée résultant de cet ensemble de
raies.

3.2.4 Paramétrisation de ’accélération radiative par CAK

L’hypothése principale du formalisme de CAK est 'indépendance des raies spec-
trales (au sens ou elles ne se superposent pas), permettant ainsi d’étudier la force des
raies a l'aide de distributions statistiques. L’accélération radiative associée aux raies
spectrales peut ainsi étre réécrite

. © AN 1 — e~dmob
lines
Grad. = gef g— ———dg 3.36

d 0 dq dTsob ( )

ou dN /dq caractérise la distribution numérique des raies, pondérée par le flux radiatif
du continu a leur fréquence. Cette hypothése permet ainsi de transformer la somme
sur les raies en une intégrale continue. Cette distribution numérique des raies est
ensuite approximée par une loi de puissance telle que (Castor et al., 1975)

AN 1 ot (Vi) "
qd—q = mk(l —a)q ( . > (3.37)
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ou I'(a) est la fonction Gamma, et « et k sont les paramétres de CAK. Ces paramétres
n’ont pas de signification physique évidente, mais « peut étre interprété comme le
rapport entre la force des raies optiquement épaisses et la force de ’ensemble des
raies spectrales. Le paramétre k£ peut quant a lui étre associé a la fraction du flux
stellaire total qui serait bloqué au niveau de la photospheére si toutes les raies étaient
optiquement épaisses (Puls et al., 2000). Ainsi, en injectant (3.37) dans (3.36), nous
obtenons 'accélération radiative associée a I’ensemble des raies spectrales

Goa® = M (Taob)ge = kTeob"ge (3.38)
ot M(t) est appelé multiplicateur de force des raies. Cette formulation, cependant,
introduit artificiellement la vitesse thermique qui dépend du poids moléculaire moyen
de tous les ions considérés (dans la théorie de Sobolev, I'accélération radiative n’est
pas fonction de la vitesse thermique). Il est donc pratique de faire le changement de
variable k = (Uth/c)aélfa/(l — a) introduit par Gayley (1995) ott @ caractérise la
qualité de résonance des raies cumulées et a une valeur quasi-constante de I'ordre de
2000. 11 vient

a—1 — a
dN 1 : 1 kQL [ dv/d
R , et ghines — heQL [ dvjdr ) (3.39)
dg  T(o) \Q 1 —adrric \ pcQk.

L’intérét de ce formalisme est donc la réduction du nombre de paramétres libres
a un seul, ae. Malheureusement, 1’ Ansatz de Gayley (1995) considére en réalité que la
qualité de résonance des raies cumulées ) est égale a la force de la raie la plus forte
Qo. Tandis que Gayley (1995) suggere que cette hypothése est toujours vérifiée, Puls
et al. (2000) montre qu’elle n’est valable que pour des vents suffisamment chauds
(Tog = 35kK). Dans ce manuscrit, nous considérerons des modéles d’étoiles dont

la température effective ne satisfait pas toujours cette condition. Nous conserverons
donc le formalisme {a, k} de CAK.

3.3 Perte de masse globale a 1D

Nous montrons, dans cette section, que I’expression de 1’accélération radiative de
CAK/Sobolev (3.39) faisant I’hypothése que 1'étoile est un point source de radiation,
permet une dérivation relativement simple du taux de perte de masse. L’équation
stationnaire du mouvement du fluide accéléré radialement s’écrit
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dv lines GM 1dP
v— = g — ——— — ——
dr Jrad T 9 r2 p dr (3.40)
 lines GM(1-T,) 1dP '
- Jrad r2 pdr

La complexité de cette équation réside en le fait que 'accélération radiative glnes
dépend de l'accélération du vent qu’elle génére (voir Eq. 3.39). Comme pour le cas
d’un vent accéléré uniquement par la pression du gaz et par la diffusion Thomson de
la radiation sur les électrons libre, étudié en Sect. 3.2.1, nous exprimons le gradient

de pression a 'aide de I’équation d’état du gaz parfait. Il vient

a?\ dv C [, dv\" 2a* da* GM(1-T.)p
(1—§>0%=7‘—2(T’U%) +__W_T‘—2’ (341)

ol nous avons introduit

C:ﬁeLk< AT ) 7 (3.42)

dre \ koo M

et M est le taux de perte de masse résultant de I’équation de conservation de la masse

M = 47 p(r)u(r) . (3.43)

Notons que contrairement au cas d’'un vent accéléré uniquement par la pression
du gaz et par la diffusion Thomson, le point sonique (v = a) n’est plus un point
critique de 'équation du mouvement. L’équation (3.41) peut ensuite étre mise sous
la forme (Castor et al., 1975)

1
F(u,w,w') = ll — §(a2/w)} w' —h(u) = Cw)* =0, (3.44)
ou nous avons introduit w = v?/2, u = —1/r, W' = dw/du, et
2a®>  da?
h(u)=-GM(1-T¢) — — — — . 4
() = ~Ga(1—1,) - 2 2 (3.49

En fonction de la valeur de u (donc de ), de w, de C, et du comportement de
la fonction h(u), 'équation différentielle (3.44) peut avoir une, plusieurs ou aucune
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solution (Castor et al., 1975). De plus, cette équation différentielle contient un en-
semble points singuliers définissant la limite de la région de I'espace des paramétres
ou (3.44) n’a aucune solution, et en lesquels les solutions peuvent présenter des dis-
continuités ou sont des points de rebroussement. Cet ensemble de points est défini
par la condition de singularité

! 2
@1%5212=1—§;—a0@0”4=0. (3.46)
Castor et al. (1975) remarque que pour que w’ soit une fonction continue de
u, la solution w'(u) doit étre tangente a la courbe définissant I’ensemble des points
singuliers. Ainsi, la solution ne contient qu’un seul point singulier. En supposant que
w(u) est une solution de I’équation différentielle (3.44) telle que w”(u) existe en tout
point, nous pouvons différencier (3.44) par rapport a u, au point singulier

dF oF ,&F ,,8F B
<%)C=[%+w%+w aw,]C—O, (347)

ou l'indice ¢ indique que 1’on se place au point singulier interceptant la solution. En

ce point singulier, la condition de singularité implique que 0F /0w’ = 0 et ainsi la
condition de régularité s’écrit

dF oF  OF
(@)C: l%—f—wa—wlc—o. (348)

Connaissant la position du point singulier (aussi appelé point critique) u, (ou r.),
les équations (3.44), (3.46) et (3.48) en ce point particulier permettent de déterminer
C, donc le taux de perte de masse M de V'étoile. En faisant I’hypothése raisonable que
la pression du gaz ne joue aucun rdle dans l'accélération du vent, I’équation (3.44)

peut étre plus simplement réécrite

F(w) =w + GM(1—T,) — C(w)* =0 (3.49)

Notons que F' n’est plus fonction de u et de w, c¢’est-a-dire que la condition de
régularité (3.48) est donc toujours respectée. La condition de singularité (3.46), quant
a elle, est réécrite

OF (w)

ow’

=1—aCW)* ' =0. (3.50)
En combinant ces deux derniéres équations, il vient
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e @ l—«

W = GM(1-T)—"— ot = (M)l_a, (3.51)

au point critique. 11 suffit maintenant de remplacer I'expression de C' dans (3.42) pour
obtenir ’expression de taux de perte de masse au point critique

. AnGM (1 —a /e
M = k)Y 3.52
e, (1—&) (kT (3.52)

Comme mentionné plus haut, lorsque ’on néglige la pression du gaz, la condition
de régularité est vérifiée en tout point et la solution est dégénérée. Le profil radial
de la vitesse du vent radiatif peut donc étre déterminé en faisant le changement de
variable inverse, il vient

() = vy (1 - 5>b , (3.53)

oub=1/2et

Y
Vo = Uescq/ 1— o s (354)

est la vitesse terminale du vent, et ve. = 4/2GM (1 —T.)/R est la vitesse effec-
tive d’échappement a la surface de 1’étoile. L’inclusion du gradient de pression dans

I’équation du mouvement permet de lever cette dégénérescence, et la prise en compte
additionnelle du disque fini de I’étoile (cf Sect. 3.4) donne un rayon critique trés
proche de la photosphére (e.g., Pauldrach et al., 1986). Nous considérerons donc que
le point critique est situé au rayon photosphérique, et le taux de perte de masse (3.52)
est donc évalué a la photosphére.

3.4 Correction du disque fini de I’étoile et du degré
d’ionisation du vent

3.4.1 Correction du disque fini

Jusqu’ici, nous avons fait I’hypothese que I'étoile est un point source de radia-
tion, c’est-a-dire que les photons se propagent uniquement dans la direction radiale.
Cette approximation néglige donc la contribution non radiale des photons émis par le
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disque photosphérique. Bien qu’ils ne 'appliquent pas a leurs modéles, Castor et al.
(1975) donnent 'expression de la profondeur de Sobolev prenant en compte ces effets
géométriques qui s’écrit

g 2o <(1 S ,ﬂd—“>_1 (3.55)

dr r dr ’
ol p est le cosinus de I'angle que fait la direction du photon et la normale & la surface
(sphérique) de D’étoile. Le multiplicateur de force corrigé du disque fini de Iétoile

s’écrit alors (Pauldrach et al., 1986)

dv 2 ! v dv dv\ !
M —, 1) = M(Typ) —— =)=+ p*— ) | =
(Tsob7 v, dT_)/r) (Tsob) 1— ,11,2 J [(( % )7“ + 12 d?") <d7”’> ] ,Ud/.l, s

(3.56)
ou
R\ 2
p=4l1-— <—> : (3.57)
T
Faisons le changement de variable
v dv\ [dv\ " dv/dr —v/r
—(Q=—H—-+p2— | [ — dr = 2u——————du . :
x <( L >7’ + 1 dr) (dr) avec dxr =24 ojdr 1 (3.58)
L’intégrale (3.56) s’écrit alors
dv dv/dr !
Mfd - e =M - J /ad !
B [ ]

=M (Tsob)

(3.59)
dv/dr 1—2(pe)*™!
(1 — p2)(dv/dr —v/r) a+1 '

ou Me = M(rc>'

Comme discuté plus haut (Sect. 3.3), nous considérons que le rayon critique au-
quel nous évaluons le taux de perte de masse, est trés proche du rayon photosphérique,
ainsi . < 1. De plus, d’aprés (3.53), nous notons qu’au point critique

v/r. Te R
= e (1)« .
dv/dr bR ( T’C) « (360)
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ot b = 1/2 dans la théorie de CAK et b = 0.7-1 d’apreés les études observationnelles
(e.g. Puls et al., 1996; Krticka & Kubat, 2011). Ainsi, x(p.) ~ (v/r.)/dv/dr < 1 et
donc

dv M(T b)
M9 (1ep, 0, —, 10) ~ o/ 3.61
(Tsob dr ) a+1 ( )
L’accélération radiative corrigée s’écrit alors simplement
glines
gfd ~ rad (362)

a+1"’

et I’équation du mouvement du fluide accéléré, dans le cas ot 'on néglige la
pression du gaz devient

C
a+1

F(uw'). = lw’ +GM(1-T,) - (w’)o‘] =0, (3.63)

C

résultant finalement en un taux de perte de masse corrigé du disque photosphérique

fini

. M

lrEE (3.64)

Le paramétre « étant généralement compris entre 0.4 et 0.7 (voir Eq. 3.68 pour
les valeurs choisies), la correction du disque fini de Iétoile réduit le taux de perte de
masse global d'un facteur de l'ordre de 4/9.

3.4.2 Correction du degré d’ionisation du vent

Jusqu’ici, nous avons fait I’hypothése que la valeur des paramétres du multipli-
cateur de force a et k ne varient pas radialement dans le vent. Abbott (1982) propose
un modeéle plus réaliste prenant en compte les variations radiales de I'ionisation des
métaux dans le vent, entrainant une dépendence supplémentaire du multiplicateur de
force avec la densité particulaire en électrons n. (exprimé en 10 em™2) et du facteur
de dilution de la radiation W = 0.5(1 — )

M (1ap) = (W)a M (Tyop) = <W)6 kT (3.65)
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ol 0 est typiquement de l'ordre de 0.1 a métallicité solaire (Abbott, 1982). Nous re-
marquons qu’utiliser ce multiplicateur de force corrigé implique gi'Socp® = (Eq. 3.39),
c’est-a-dire que l'exposant o dans I'expression du taux de perte de masse (3.52) peut
étre remplacé par o = o — 9. Ainsi, I'expression du taux de perte de masse de CAK
corrigée des effets du disque photosphérique fini et des variations radiales de 'ionisa-
tion dans le vent, s’écrit finalement (toujours dans le cas sans rotation)

: 1 4rGM 1— o\ e Lo/
M= (a+ DY Kooy, ¢ <1 - Fe> (o) (3.66)

3.5 La limite de bi-stabilité

D’aprés (3.66), il est évident qu’en plus des paramétres stellaires standards, le
taux de perte de masse de ’étoile va fortement dépendre du degré d’ionisation du vent
ainsi que de la population des niveaux d’énergie des raies contribuant a l’accélération
de ce dernier. Un phénomeéne en particulier nous intéresse dans ce travail de theése :
le mécanisme de bi-stabilité. Ce mécanisme a été rencontré pour la premiére fois
par Pauldrach et al. (1990) en modélisant I’étoile P Cygni. Ils remarquérent en effet
I'existence de deux solutions distinctes pour le vent radiatif, en fonction du degré
d’ionisation de ce dernier. L’une correspondant a un vent rapide et peu dense dans
le cas trés ionisé, 'autre correspondant & un vent plus lent et plus dense pour des
degrés d’ionisation plus faibles. Lamers et al. (1995), étudiant des étoiles de types
spectraux O a F, montra 'existence d’une température “critique” de 'ordre de 21k K
a laquelle la vitesse terminale du vent et le taux de perte de perte de masse changent
drastiquement. En particulier, v, et M sont discontinus a cette température effective,
la premiére voit sa valeur augmenter d'un facteur ~ 2 et la seconde diminuer d’un
facteur ~ 5 en passant du coté froid au coté chaud (Vink et al., 2001). Vink et al.
(1999) montre que 'accélération du vent radiatif pour les étoiles de type spectral O et
B est dominée par les raies du Fe III, et que la fraction du fer a ce degré d’ionisation
augmente drastiquement autour de cette température critique (qu'il estime étre de
I'ordre de 25k K’), expliquant ainsi l’existence du saut de bi-stabilité. A ce stade, il est
important de mentionner que la taille du saut de bi-stabilité, sa position en terme de
T.q, et son existence méme n’ont pas été vérifiées observationnellement. En particulier,
Markova & Puls (2008) trouve un saut de M d’un facteur compris entre 0.4 et 2.5,
et les modeles théoriques récents de Petrov et al. (2016) estiment la température du
saut de bi-stabilité a T/™ ~ 20 kK, a comparer au facteur ~ 10 et a la température
effective TIH™ ~ 25 kK, résultant des simulations Monte Carlo de Vink et al. (2001).
Crowther et al. (2006) quant a lui, observe une diminution de la vitesse terminale du
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vent vy, plus graduelle (donc une augmentation plus graduelle de M ) du coté chaud
au coté froid de la limite, pour des étoiles supergéantes 09.5-B3, a métallicité solaire.

3.6 Paramétrisation des parameétres a et k

L’expression du taux de perte de masse d'une étoile sans rotation (3.66) est
fonction des parameétres stellaires tels que la masse de 1'étoile considérée, son rayon
et sa luminosité. Les parameétres a et k sont cependant inconnus a prior:i et doivent
donc étre choisis, plus ou moins arbitrairement. Comme mentionné plus haut, nous
prendrons 6 = 0.1 en gardant a l'esprit que ce paramétre peut prendre des valeurs
bien plus élevées dans les étoiles & faible métallicité ou le vent est essentiellement
accéléré par les raies d’hydrogéne, et peut méme prendre des valeurs négatives dans
certains cas précis (Puls et al., 2000). Pour ce qui est du paramétre «, ses valeurs sont
généralement calibrées a ’aide de la relation “wind momentum-luminosity” (Kudritzki
et al., 1995; Puls et al., 1996; Kudritzki & Puls, 2000; Kudritzki, 2002) qui peut étre
obtenue en combinant 'expression du taux de perte de masse (3.66) et celle du profil
radial de la vitesse (3.53)

Muvgoc RV (3.67)

Le taux de perte de masse peut alors étre déterminé en ajustant des modéles
d’atmosphére aux raies de Balmer en émission (H,) observées, la vitesse terminale
du vent peut étre obtenue avec le profil des raies P-Cygni, et la luminosité et le
rayon de I'étoile peuvent étre estimés par spectroscopie. Malheureusement, a I’heure
actuelle, il n’existe pas de modéle convaincant pour «. Nous choisissons donc des
valeurs fixes aux températures effectives Tog = 10kK, 20kK, 30kK et 40kK, et
interpolons linéairement entre elles (communication privée de J. Puls), c’est-a-dire

(0.5, si Tor < 10kK
15 x 10T + 0.3, si 10kK < Tog < 20kK |
5x 10T + 0.5, si 20kK < Tog < 40kK |
07, §i Tp > 40KK |

a(Tg) = < (3.68)

Cette fonction de la température effective est représentée Fig. 3.4.

Nous choisissons de calibrer le paramétre k£ en considérant que le taux de perte
de masse calculé avec (3.66) est égal a celui obtenu avec la prescription de Vink et al.
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(2001) a meétallicité solaire et pour des étoiles sans rotation. Cette derniére dérive
d’une méthode alternative a la théorie de CAK pour déterminer le taux de perte de
masse des étoiles O et B. Elle repose sur une méthode de Monte Carlo développée
par Abbott & Lucy (1985). L’idée derriére cette approche est la suivante : I’énergie
de radiation perdue par 1’étoile est directement liée & la quantité de mouvement
gagnée par 1’écoulement associé au vent. Cette quantité de mouvement gagnée par le
vent est calculée en suivant chaque photon émis sous la photospheére et en décrivant
chacune de ses interactions (Abbott & Lucy, 1985; Vink et al., 1999, 2000, 2001).
Bien que cette méthode nécessite 'utilisation d’un modeéle d’atmosphére (rendant
ainsi le calcul cohérent du taux de perte de masse avec un modéle d’évolution stellaire
difficile du point de vue numérique), elle a pour intérét de prendre en considération les
“diffusions multi-raies” (multi-line scattering en anglais). C’est-a-~dire que les photons
sont autorisés a diffuser sur les raies plusieurs fois entre la surface et l'infini, grace
a l'effet Doppler. 11 est intéressant de regarder 'effet de ces diffusions multiples du
point de vue de lefficacité du transfert d’énergie entre la radiation totale et le vent.
Le rapport entre la quantité de mouvement du vent et celle associée a la radiation
s’écrit

=" = Npick— , 3.69

n L/C thick c ( )

ou 7 caractérise “I’efficacité” du vent, et Ny est le nombre de raies optiquement

épaisses. Pour que la superposition des raies puisse étre négligée (c’est le principe

d’indépendance des raies spectrales de CAK), il faut que la distance (en terme d’écart
de vitesse) entre deux raies optiquement épaisses

. c

 Ninick
soit supérieure a la vitesse terminale du vent. Autrement dit, il faut que n < 1, ce qui
est le cas pour la plupart des étoiles de types O et B (Cranmer, 1996; Owocki, 2013).

Av

(3.70)

Le cas n = 1 correspond au cas ol toute I’énergie de radiation de I’étoile est transférée
au vent via la diffusion simple (unique) des photons. Notons qu’autour de la limite de
bi-stabilité, la quantité de mouvement du vent est discontinue et est ~ 2.5 fois plus
faible du coté chaud que du coté froid. Ainsi, d’aprés Vink et al. (2001), n voit sa
valeur varier de ce facteur a la température du saut de bi-stabilité. Notons aussi que
la quantité de mouvement du vent des étoiles Wolf-Rayet est trés supérieure a celle
des étoiles de types O et B, a luminosité comparable. Pour ces étoiles 1 peut atteindre
des valeurs bien supérieures a 1 et la superposition des raies optiquement épaisses ne
peut plus étre négligée, c’est-a-dire que la paramétrisation de 'accélération radiative
de CAK n’est pas valable pour ces étoiles.
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Figure 3.4: Paramétre a du multiplicateur de force en fonction de la température
effective Tog d’aprés (3.68) (avec I'aimable autorisation de J. Puls). Les traits noirs
situent les valeurs de o imposées. Source : Gagnier et al. (2019a).

Vink et al. (2001) propose une recette simple pour estimer le taux de perte
de masse, tirée de fits de ses simulations Monte Carlo, et fonction des parameétres
stellaires standards uniquement (L, M, T.g, et Z). Cette prescription prend en consi-
dération le saut de bi-stabilité en calculant la contribution d’'un trés grand nombre
de raies spectrales dans un modéle d’atmosphére en expansion. Ce modéle permet
le calcul de la structure thermique du vent, son ionisation ainsi que la population
des niveaux d’énergie des ions considérés (Vink et al., 1999). Notre calibration du
parameétre k se fait alors ainsi : nous considérons que le taux de perte de masse (3.66)
est égal a celui obtenu par la prescription de Vink et al. (2001) et nous calculons une
valeur de k pour différents modéles ESTER a 1D dont la masse est comprise entre 5
et 60 Mg (donc pour des températures effectives comprises entre ~ 17 et ~ 47kK).
D’apreés (3.66), il vient

’

(o + 1) (kM | (1 =T\
k= 3.71
T, 47GM o 1—« ’ ( )

et un simple fit de ces points nous donne la fonction &'(Teg). Nous prenons vy,
comme étant la vitesse thermique des ions Fe, principaux contributeurs a ’accélération
du vent, c’est-a-dire vy, = (Qk:BTeﬁ/mFe)l/ 2. Cependant, parce que nous utilisons la
prescription de Vink et al. (2001), chaque raie est considérée avec le vy, approprié.
Il est donc important de préciser que le choix de la vitesse thermique est arbitraire,
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c’est d’ailleurs souvent celle du proton qui est choisie dans la littérature. En utiliser
une autre donnera différentes valeurs de k mais ne modifiera pas le taux de perte de
masse résultant de la calibration (car kocv@ et MockV® /uy,). De plus, nous avons
remarqué (mais ne le montrons pas dans ce manuscrit) que la valeur de k dépend
légérement du stade évolutif de 1’étoile. Nous devons donc arbitrairement choisir celui
a considérer. Nous décidons d’évaluer k a la ZAMS. Les valeurs de k& pour chaque
modele sans rotation, a la ZAMS, et de masse comprise entre 5 et 60 Mg, ainsi que
la fonction k'(Teg) correspondant au fit de ces derniéres, sont représentées Fig. 3.5.
Nous en déduisons 'expression semi-empirique de &' (Teg) & Z = 0.02, des deux cotés
du saut de bi-stabilité

exp(—2.15 x 1074T.g + 2.41), pour Tog < 20 kK,
K(Tog) ~ { —3.00 x 10T, + 0.22, pour 20 kK < Tog < TH™  (3.72)
1.16 x 10~%TLg + 0.08, pour Thg > T,

ot Vink et al. (2001) définit la température du saut de bi-stabilité comme suit

TIR™ = 61.2 + 2.59log {p) (3.73)

ou {p) est la densité du vent (exprimée en g-cm™>) au rayon oil sa vitesse est égale
a 50 % de sa vitesse terminale, et est donnée par

log{p) = —14.94 + 3.2, . (3.74)

Nous avons maintenant tous les parameétres nécessaires pour calculer le taux
de perte de masse des étoiles massives a métallicité solaire (et dans la limite des
températures effectives inférieures & 50kK, qui est la valeur maximale du domaine
exploré par Vink et al., 2001).

Outre les incertitudes associées au saut de bi-stabilité décrites précédemment, il
est important de préciser que la prescription de Vink et al. (2001) donne des taux de
perte de masse deux a trois fois plus élevés que ceux obtenus par des diagnostiques
X, UV et infrarouges (voir Najarro et al., 2011; Sundqvist et al., 2011; Bouret et al.,
2012; Cohen et al., 2013; Leutenegger et al., 2013; Hervé et al., 2013; Rauw et al.,
2015) et ceux obtenus en évaluant l'accélération radiative locale a I’aide d’un modéle
d’atmosphére hors équilibre thermodynamique local (Bjorklund et al., 2020). Ces dif-
férences peuvent étre expliquées de plusieurs maniéres. Premiérement, la prescription
de Vink et al. (2001) considére la mixture solaire maintenant désuéte de Anders &
Grevesse (1989) avec Zg ~ 0.02. Les travaux plus récents de Asplund et al. (2009)
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Figure 3.5: Paramétre £ du multiplicateur de force calibré en fonction de la tempé-
rature effective T,g, pour plusieurs modéles ESTER a 1D dont la masse est comprise
entre 5 et 60 Mg, a la ZAMS, et pour Z = 0.02. Le trait rouge correspond au fit
correspondant, c¢’est-a-dire k'(Teg). Source : Gagnier et al. (2019a).

donnent quant a eux Zg =~ 0.014. Nous verrons plus tard qu'une diminution de la
métallicité entraine, entre autre, une réduction du taux de perte de masse. Une autre
explication, plus fondamentale, vient du fait que les modéles de Vink et al. (2001) ne
prennent pas en considération les inhomogénéités dans le vent radiatif. Ces inhomogé-
néités, a la fois en terme de vitesse et de densité, résultent d’une trés forte instabilité
du vent a petites échelles (appelée line-deshadowing instability, Owocki & Rybicki,
1984; Owocki et al., 1988), et apparaissent lorsque ’on relaxe I'hypothése stationnaire
et 'approximation de Sobolev. L’effet dominant de cette instabilité est la concentra-
tion de la matiére en “clumps” dont 1’échelle spatiale est de I'ordre de la longueur de
Sobolev. Ce phénoméne résulte en une augmentation locale de I’absorption massique
des raies contribuant a ’accélération du vent dans les clumps, et en sa diminution
entre les clumps ot I'espace peut étre considéré comme étant vide, permettant ainsi
une transmission localement totale du flux radiatif. La résultante nette tend vers une
réduction de I'absorption massique des raies, donc en une diminution du taux de perte
de masse de I'étoile considérée (pour plus de détails, voir Owocki & Rybicki, 1984;
Lucy, 1984; Owocki & Puls, 1999; Puls et al., 2008).
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3.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant briévement les résultats qui y ont été
présentés. Aprés avoir exposé le concept d’atmosphére en expansion & travers un bref
historique, nous avons présenté la notion d’accélération radiative. En particulier, nous
avons montré qu’'une atmosphére dont 'opacité totale est exclusivement régie par la
diffusion Thomson n’est pas en accord avec les observations de vents radiatifs, car elle
ne permet pas une solution de vent transsonique et stationnaire. Nous avons ensuite
montré que la section efficace d’interaction entre un photon et un électron lié est trés
supérieure a celle associée a l'intéraction d’un photon avec un électron libre. Ainsi,
bien que la population d’électrons liés dans I’atmosphére chaude des étoiles massives
(de types O et B) est faible comparée a celle des électrons libres, leur contribution
totale est bien supérieure. Nous avons ensuite exposé la théorie de Sobolev permet-
tant de modéliser analytiquement ’accélération radiative associée a la diffusion des
photons sur les raies spectrales dans une atmosphére en expansion, et nous avons
présenté sa paramétrisation statistique proposée par CAK. Nous avons ensuite pré-
senté la dérivation de 'expression analytique du taux de perte de masse de CAK, et
avons exposé les différentes corrections permettant une évaluation plus précise de ce
taux de perte de masse. Le concept de limite de bi-stabilité a ensuite été introduit,
et nous avons décrit notre méthodologie pour estimer la dépendance en température
effective des coefficients inconnus associés a la théorie de CAK. Enfin, nous avons
énoncé les limites de notre modélisation de la perte de masse a une dimension, au vu
des hypothéses considérées.
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Chapitre 4

Vents radiatifs anisotropes

Dans le chapitre précédent, nous avons taché de décrire le modéle standard des
vents radiatifs en re-dérivant ’expression du taux de perte de masse de CAK auquel
nous avons ajouté quelques corrections. Cette expression dépend des parameétres glo-
baux de I’étoile : sa masse, sa luminosité et son rayon, et de parameétres peu contraints
(en particulier v et k). Ces derniers ont ensuite été calibrés nous permettant ainsi
d’estimer le taux de perte de masse des étoiles massives sans rotation. Dans ce cha-
pitre, nous cherchons & déterminer une expression locale pour les flux de masse et de
moment cinétique a la surface des étoiles en rotation. Les résultats principaux de ce
travail ont été publiés dans Gagnier et al. (2019a).

4.1 Dépendances latitudinales du flux de masse et
de moment cinétique

Dans ce chapitre, nous faisons I’hypothése que 'expression du taux de perte de
masse locale a la surface des étoiles en rotation garde les mémes dépendances en les
paramétres stellaires fondamentaux. Ainsi, d’aprés I'expression du taux de perte de
masse isotrope (3.66), nous écrivons le flux de masse local

o/ (0)—1

(VK (9)1/©) c Ko o7(6) o
o) = 52 Leu—aw» (lzaton==2) | ri0yee
(4.1)

A premiére vue, cette expression indique une extraction de masse favorisée aux
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poles car le flux radiatif y est maximum (e.g. Owocki & Gayley, 1997; Owocki et al.,
1998b; Petrenz & Puls, 2000; Maeder & Meynet, 2000). Notre approche implique
implicitement la présence d’une composante non radiale de la force de radiation,
dirigée vers les poles. Cette derniére résulte de la distribution de la vitesse radiale
en surface qui décroit vers 1’équateur, et est essentielle pour inhiber 1’écoulement
dirigé vers I’équateur qui en résulterait. L’amplitude de cette composante non-radiale
étant faible, elle peut étre négligée dans le calcul du flux de masse (voir Owocki
et al., 1998b, pour plus de détails). Notons 'approche différente de Curé (2004), qui
dérive une expression analytique du flux de masse local en ajoutant la force centrifuge
a l'équation de CAK (3.44). Cette derniére n’est cependant prise en compte qu’a
I’équateur et cette méthode n’est donc pas adaptée pour inférer le taux de perte de
masse global des étoiles massives.

Le flux de moment cinétique associé au flux de masse s’écrit quant a lui

0(6) = m(0)Q(0)R*(6) sin 6 . (4.2)

Les distributions surfaciques de ces deux quantités calculées & partir de modéles
ESTER 2D de 15 Mg a la ZAMS, avec Z = 0.02, et pour plusieurs rapports des
vitesses angulaires w = €/, sont représentées en Fig. 4.1. Nous remarquons que
loin de la limite €2, le flux de masse est maximum aux poles, et décroit vers I’équateur.
Nous notons, cependant, il existe un rapport des vitesses angulaires w au dela duquel
I’étoile franchit la limite de bi-stabilité, c’est-a-dire que la température équatoriale
devient plus faible que la température du saut de bi-stabilité. Lorsque cela se produit,
le flux de masse est fortement accru dans la région a la surface de 1’étoile comprise
entre Gjymp, ¢’est-a-dire la colatitude on Tog = Tg;mp, et ’équateur. Dans ce cas, I’étoile
est considérée comme étant en régime TWR (Two-Winds Regime). Si cette colatitude
critique n’existe pas, c’est-a-dire s'il n’existe pas de colatitude ou Tog = TH™ a la
surface de I'étoile, alors I’étoile est considérée comme étant en régime SWR, (Single-
Wind Regime). Ainsi, la présence de ce saut local de bi-stabilité modifie fortement la
distribution surfacique du flux de masse : tandis qu’il est maximum aux poles dans le
régime SWR, il est beaucoup plus important dans les régions équatoriales en régime
TWR. De la méme manieére, le flux de moment cinétique est fortement polarisé dans
les régions équatoriales en régime TWR. Cette idée d’augmentation du flux de masse
local, résultant a la fois du saut de bi-stabilité et de I’assombrissement gravitationnel,
a déja été discuté par le passé (voir par exemple Zickgraf et al., 1986, 1989; Lamers
& Pauldrach, 1991; Owocki & Gayley, 1997; Owocki et al., 1998a; Pelupessy et al.,
2000).

Ce changement dans la distribution latitudinale du flux de moment cinétique est
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Figure 4.1: Flux de masse 2 (gauche) et flux de moment cinétique ¢ (droite) en
surface en fonction de la colatitude 6, pour un modele ESTER a 2D de 15 Mg a la
ZAMS, avec Z = 0.02, et pour plusieurs rapports de vitesse angulaire w. Pour ce
modele, la limite de bi-stabilité est atteinte a l’équateur pour w = 0.85, induisant
ainsi un fort flux de masse et de moment cinétique entre la colatitude critique Gjump
et I’équateur. Source : Gagnier et al. (2019a).

particulierement important lorsque I'on s’intéresse a I’évolution stellaire séculaire. En
effet, en régime SWR, la perte de masse maximale au niveau des poles permet aux
étoiles massives en rotation rapide de perdre de la masse sans perdre énormément de
moment cinétique durant la séquence principale. Elles peuvent ainsi conserver leur
rotation rapide (en terme de rapport des vitesses angulaires) tout au long de leur
évolution. En revanche, une étoile massive en régime TWR voit sa perte de masse
essentiellement localisée dans les régions équatoriales, et perd alors beaucoup plus de
moment cinétique. Cette perte de moment cinétique accrue en régime TWR pourrait
donc induire une chute de w au cours de I’évolution stellaire. Ce phénomeéne sera
examiné dans le chapitre suivant; il ne doit cependant pas étre confondu avec le
freinage de bi-stabilité (“bi-stability braking” en anglais) introduit par Vink et al.
(2010), qui est phénomeéne purement unidimensionnel correspondant a la transition
de la température effective moyenne entre le coté chaud et le coté froid du saut
de bi-stabilité. Notons qu'une étoile n’a pas besoin d’étre proche de la limite de
vitesse angulaire képlérienne pour atteindre, localement, la limite de bi-stabilité. En
effet, une étoile en rotation “lente” dont la température effective équatoriale n’est
que légérement supérieure a la température du saut peut atteindre la TWR avec une
légere augmentation de w. Nous illustrons cela en Fig. 4.2 ot nous représentons la
distribution surfacique du flux de masse calculée & partir de modéles ESTER 2D de
8 Mg ala ZAMS, avec Z = 0.02, et pour plusieurs valeurs de w.
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Figure 4.2: Variations du flux de masse m avec la colatitude €, pour un modeéle
ESTER a 2D de 8 Mg a la ZAMS, avec Z = 0.02, et pour plusieurs valeurs de
w. Pour ce modéle, la limite de bi-stabilité est atteinte a ’équateur pour w < 0.1,
induisant ainsi une forte augmentation du flux de masse dans la région équatoriale.

4.2 Les effets de la rotation sur les taux de perte de

masse et de moment cinétique

Dans la section précédente, nous avons évalué la maniére dont la rotation des
étoiles massives peut influencer la distribution surfacique de leurs flux de masse et
de moment cinétique. Nous souhaitons maintenant déterminer l'effet de la rotation
sur leur perte de masse globale et sur leur perte de moment cinétique globale. Pour
calculer ces taux globaux, il suffit d’intégrer les expressions du flux de masse et du
flux de moment cinétique, respectivement (4.1) et (4.2), sur la surface de I'étoile. I

vient
M= 2 J'(@)R2(9) 1+ L G gas (4.3)
=2r | m R2(6) in , .
et
. I R
£ =2m | LORAO)W 1+ 7 sin 040 (4.4)
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ot R(f) est le rayon de 'étoile déformée par la force centrifuge, a la colatitude 6.
L’élément de surface en géométrie sphéroidale s’écrit quant a lui

2
dS = R?(0)4 |1 + 1y sin 8dfdy |
R*(0)

ou Ry = 0R/06 (Rieutord et al., 2016). Il est cependant important de préciser que les

modeéles ESTER actuels supposent qu’aucun flux de masse ne quitte la photospheére, et
la surface de I’étoile est supposée imperméable & toute vitesse radiale. De plus, comme
dans les modeéles 1D, nous supposons que les couches superficielles sont en équilibre
hydrostatique. Ces approximations sont acceptables pour déterminer la structure de
I’étoile, mais sont probablement trop grossiéres pour décrire proprement les couches
superficielles d’une étoile massive sujette a un vent radiatif. En particulier, les valeurs
de l'opacité en surface, qui sont importantes a la détermination de l’accélération
radiative, pourraient étre modifiées en introduisant un meilleur couplage entre le vent
et I'enveloppe de I’étoile.

Le taux de perte de masse global M , le rapport de vitesse angulaire critique
We = o/ tel que donné par le modele w (Eq. 2.50), le rapport entre la vitesse
angulaire équatoriale et la vitesse angulaire képlérienne w = Qq,/Qk, et 'échelle
de temps de perte de moment cinétique T = E/E pour des modéles ESTER 2D de
15 Mg ala ZAMS et avec Z = 0.02, sont résumés dans le tableau 4.1. Pour les modéles
en régime SWR, nous remarquons que le taux de perte de masse global diminue
légerement lorsque I'on augmente w, par exemple M(w = 0.6)/M(w = 0) ~ 0.87
(voir Fig. 4.3a). C’est aussi l'une des conclusions de Miiller & Vink (2014). En ce
qui concerne le moment cinétique total, nous remarquons qu’il augmente logiquement
lorsque w augmente. Aussi, malgré la diminution du taux de perte de masse global M
en régime SWR, le taux de perte de moment cinétique global ﬁ, lui, augmente avec
w. Ceci est simplement da au fait que L est directement fonction de w (voir Eq. 4.2).
Ainsi, I’échelle de temps associée a la perte de moment cinétique T, = L/ L est quasi-
indépendante du rapport de vitesses angulaires w en régime SWR (voir Fig. 4.3b). Le
régime TWR, quant & lui, est caractérisé par une forte augmentation des taux de perte
de masse et de moment cinétique. Dans ce régime, T, diminue rapidement a mesure
que que I’étoile approche la vitesse angulaire képlerienne. La forte augmentation de
M et la diminution de T, s’expliquent toutes deux par I'augmentation de la fraction
de surface stellaire ot la température effective est inférieure a ngmp , & mesure que w
augmente (voir Fig. 4.2).

Le fait que M n’augmente que progressivement avec I’augmentation de w en ré-
gime TWR est un résultat spécifique aux modéles 2D. En effet, dans les modéles 1D,
le saut de bi-stabilité est pris en compte en imposant un taux de perte de masse global
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Figure 4.3: Taux de perte de masse global M (en Mg - yr—!, a gauche) et échelle de
temps de perte de moment cinétique T, (en années, a droite) en fonction du rapport
des vitesses angulaires w, pour une étoile de 15 Mg a la ZAMS et avec Z = 0.02. Les
traits en pointillés montrent la méme quantité mais avec une valeur de o' réduite de
1% afin de montrer la sensibilité de M et T a ses variations. Source : Gagnier et al.
(2019a).

plus important lorsque la température effective moyenne de 1'étoile est inférieure a
T ~ 22.5-25 kK (Vink et al., 2001). En évaluant le flux de masse localement a
la surface, les modeéles 2D atteignent la limite de bi-stabilité lorsque la température
effective est, quelque part sur la surface stellaire, inférieure a T'5™. Cette différence
a deux conséquences. Premiérement, les modéles 2D peuvent atteindre la limite de
bi-stabilité méme si la température effective moyenne est supérieure a Tg;fmp. Nous re-
présentons le taux de perte de masse global pour divers rapports de vitesse angulaire
ala ZAMS pour un modéle ESTER de 15 Mg et un de 10 Mg, avec Z = 0.02, en fonc-
tion de la température effective moyenne a la surface Toz du modéle correspondant,

en Fig. 4.4. Dans ces modéles, Ty est supérieur a T/8™ ~ 22.8 kK pour tous les w

choisis. Ainsi, des modeéles 1D avec les mémes paramétres stellaires auraient ignoré le
saut de bi-stabilité et donc ce qu’il implique. Deuxiémement, dans les modéles 2D, la
fraction de surface totale ou la température effective est inférieure a ngmp, augmente
de facon continue avec 'augmentation de w. Il en résulte une variation progressive de
M (et de Tp) avec Teg en régime TWR (voir Fig. 5.13). Ainsi, lorsqu'il s’agit d’étoiles
massives en rotation, le saut de bi-stabilité n’induit pas de discontinuité du taux de
perte de masse global (mais il induit une discontinuité du flux de masse local, voir
Fig. 4.1) lorsque le paramétre w augmente (et donc lorsque la température effective
moyenne diminue). La discontinuité ne se produit que sur la dérivée de la fonction
M (To). Ce point sera examiné plus en détail dans le chapitre suivant.
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Figure 4.4: Taux de perte de masse global M (en Mg yr—!) pour un modele ESTER
de 15 Mg (en rouge) et un modéle ESTER de 10 Mg (en vert), en fonction de la
température effective moyenne correspondante Teog, & la ZAMS, avec Z = 0.02, et

pour w € [0, 1. Les fleches indiquent le sens de 'augmentation de w. Source : Gagnier
et al. (2019a).

4.3 Observation du saut de bi-stabilité local

Les résultats obtenus dans la section précédente montrent qu’il est difficile de
vérifier observationellement 'existence du saut de bi-stabilité, et donc du régime de
vent TWR, en particulier parce que la position de ce saut en terme de tempéra-
ture effective moyenne serait trés dispersée pour les étoiles en rotation rapide (voir
Fig. 4.4).

Une solution serait de sélectionner des étoiles avec une petite vitesse apparente
vsini, c’est-a-dire des étoiles en rotation lente ou des étoiles vues du pole. Dans le
premier cas, la limite de bi-stabilité locale serait correctement approximée globale-
ment, et la température du saut serait quasi-indépendante de 1’étoile considérée. Dans
le second cas, il serait possible de comparer le flux de masse aux poles d’étoiles en
régime SWR des cotés chaud et froid du saut de bi-stabilité. Cependant, si I'on veut
observer I'existence du régime TWR, et vérifier, qualitativement et quantitativement,
les caractéristiques des vents radiatifs des étoiles massives en rotation rapide, il faut
nécessairement passer par une analyse spectrale & deux dimensions (e.g., Petrenz &
Puls, 1996). Dans tous les cas, une détermination précise de vsini est indispensable,
ce qui est un défi difficile & relever pour les étoiles massives, en particulier parce que

63



CHAPITRE 4. VENTS RADIATIFS ANISOTROPES

Table 4.1:: Résumé des principaux résultats pour les modéles ESTER 2D d’une étoile
de 15 Mg avec Z = 0.02 et a la ZAMS. La premiére colonne indique le rapport entre
la vitesse angulaire équatoriale et la vitesse angulaire keplérienne w, la deuxiéme
colonne donne le rapport entre la vitesse angulaire critique §2.,/€., la troisiéme co-
lonne rapporte le taux de perte de masse global log M et la derniére colonne donne
le rapport entre le moment cinétique total et le taux de perte de moment cinétique
log T, = log ﬁ/ﬁ M est en Mg -an™! et T, en années.

w Qey/Q logM  logTy
0 0 —8.40 -
0.1 0.106 —8.41 8.60
0.2 0.210 —-8.42 &8.61
0.3 0.313 —8.43 8.62
0.4 0.415 —8.44 8.63
0.5 0.516 —8.46 8.64
0.6 0.615 —8.47 &8.65
0.7 0714 —-848 8.65
0.8 0.812 —8.49 8.64
0.9* 0909 —-8.27 &35
0.95* 0.957 —8.25 8.22
0.99* 0995 —-8.19 8.13

® Etoile en régime TWR

les effets de la rotation sont mélangés a d’autres effets impliquant 1’élargissement
des raies spectrales, comme, par exemple, la macro-turbulence (e.g. Simén-Diaz &
Herrero, 2007).

Trés récemment, 'analyse des spectres HST/COS des étoiles massives ayant les
vitesses de rotation les plus rapides connues sur la séquence principale VFTS 102 et
285 (vsini = 610 £ 30km -s~! et 609 + 29km - s™!, respectivement) par Shepard et al.
(2020), a permis 'observation des effets d’une rotation quasi-critique sur la perte de
masse par vents radiatifs. En particulier, les raies du N V dans le spectre de VFTS 285
suggérent qu’il existe un vent rapide a sa surface, ce qui est typique des étoiles de type
O sur la séquence principale, et plus étonnamment, les raies du Si IV suggérent qu’il
existe aussi un vent avec une vitesse extrémement faible. Ces observations supportent
I'idée d’un vent en régime TWR avec un vent trés dense et trés lent a l’'équateur
et un vent rapide et peu dense aux poles (voir Eq. 3.67). Il est intéressant de noter
quun modéle ESTER a 2D avec des paramétres stellaires similaires & ceux de VFTS
285, prédit bien un régime TWR. Ces résultats sont illustrés dans le tableau 4.2 et
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Figure 4.5: Température effective en fonction de la colatitude pour le modéle ESTER

2D présenté tableau 4.2. Le trait noir pointillé indique la position de la température
du saut de bi-stabilité. Le modéle considéré est donc en régime TWR.

en Fig. 4.5.

4.4 Le role de la métallicité

Avant de terminer ce chapitre, quelques mots sur le cas des étoiles a faible métal-
licité s’imposent. Nous savons en effet que la métallicité influence considérablement
I'intensité des vents radiatifs, tout simplement parce que le nombre de raies mé-
talliques contribuant efficacement a l’accélération du vent diminue a mesure que la
métallicité diminue (e.g. Puls et al., 2000). Ainsi, les paramétres du multiplicateur de
force, a et k, devraient voir leur valeur diminuer avec une diminution de Z (Kudritzki
et al., 1987; Puls et al., 2000, 2008). De plus, la perte de masse est trés sensible a
la valeur de ces paramétres. En particulier, une légére diminution de o’ entraine une
diminution significative du taux de perte de masse global M (voir Fig. 4.3). Aussi, une
métallicité réduite tend a rendre les étoiles plus compactes et donc tend a augmenter
leur température effective (voir Sect. 5.2.1 Maeder, 2009). Cet effet peut compenser,
en partie, 'effet de la baisse d’opacité sur l'accélération du vent. Enfin, puisque les
parameétres du multiplicateur de force ont une influence considérable sur I’estimation
du taux de perte de masse et qu’ils sont mal connus lorsqu’il s’agit de métallicités
bien inférieures a la métallicité solaire, nous ne risquerons aucune prédiction sur le
comportement du flux de masse a faible Z.
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Table 4.2:: Comparaison du modéle 2D ESTER avec les paramétres stellaires de VFTS
285 (Sabin-Sanjulian et al., 2017; Shepard et al., 2020). X/ X0 est le rapport entre
la fraction d’hydrogéne dans le coeur de I’étoile, et celle dans I’enveloppe. VFTS 285
étant une étoile du LMC, nous choisissons Z = 0.01 pour notre modéle ESTER.

VFTS 285  Modele ESTER 2D

M (en Mg) 20.1+0.9 20.0
w 0.992 + 0.002 0.98
P (a léquateur et en heures)  19.7 + 2.5 17.65
R (en Ry) 6.60 + 0.75 7.29
T (en K 35300 32263
Xeore/Xo = ? 0.8
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Chapitre 5

Evolution de la rotation des étoiles de
type précoce au cours de la séquence
principale

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une expression pour le flux de
masse local résultant d’un vent radiatif, et pour le flux de moment cinétique associé.
Nous avons montré le role crucial du saut de bi-stabilité et particulier 'effet de sa prise
en compte de maniére locale, sur les taux de perte de masse et de moment cinétique.
Nous nous sommes cependant restreints a des modéles a la ZAMS. L’objectif de ce
chapitre est donc d’appliquer le formalisme présenté dans les chapitres précédents a
I’évolution de la rotation des étoiles de type précoce sur la séquence principale. Dans
un premier temps, nous nous focaliserons sur I’étude de ’évolution des étoiles de type
précoce sur la séquence principale, dont la masse est inférieure & ~ 7 Mg (Abbott,
1982). L’évolution de ces étoiles peut étre considérée a masse et moment cinétique
total constants. Dans un second temps, nous nous intéresserons au cas des étoiles
plus massives qui elles sont sujettes a un vent radiatif anisotrope. Nous pourrons
ainsi conclure sur les effets de cette perte de masse anisotrope sur I’évolution de la
rotation des étoiles de type précoce sur la séquence principale. Ces résultats ont été
présentés dans Gagnier et al. (20190).
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5.1 Evolution temporelle et approximation quasi-
stationnaire

Comme pour le chapitre précédent, nous utilisons le code ESTER permettant
le calcul cohérent de I'état stationnaire d’une étoile isolée et en rotation. Pour étu-
dier I’évolution séculaire des étoiles massives sur la séquence principale, il nous a
tout d’abord fallu implémenter un schéma temporel dans le code. Ce schéma simule
une évolution temporelle en évaluant 1’évolution de l’abondance en hydrogene dans
le coeur convectif de 1’étoile. Nous présentons sa dérivation en Annexe A. L’évolution
temporelle consiste donc en une succession de modéles stationnaires pour lesquels
I’abondance en hydrogéne décroit selon (A.21). Cependant, cette approximation ne
peut étre justifiée que si ’échelle de temps associée a la dynamique interne des étoiles
que 'on modélise, est plus petite que les échelles de temps controlant 1’évolution sé-
culaire de I’étoile. Autrement dit, I’évolution de I’étoile peut étre considérée comme
étant une succession d’états stationnaires si la redistribution du moment cinétique par
la circulation méridienne s’effectue plus rapidement que les phénoménes physiques qui
générent cette circulation méridienne. L’échelle de temps associée a la redistribution
du moment cinétique menant a un état stationnaire est controlée par le taux d’amor-
tissement des modes les moins amortis se propageant dans I’enveloppe radiative en
rotation. Ces modes sont les modes baroclines qui s’amortissent sur 1’échelle de temps
d’Eddington-Sweet Tgg (voir Busse, 1981; Rieutord, 2006¢) définie comme suit

GM
Trs = TKHQQ—R3 : (5.1)
eq

ot Txny = GM?/(RL) est I'échelle de temps de Kelvin-Helmholtz. Nous comparons
cette échelle de temps aux échelles de temps nucléaire et de perte de masse, respec-
tivement T\ (durée de vie de I’étoile sur la séquence principale) et Ty, = M/ M ,
pour plusieurs modéles ESTER a la ZAMS de 5, 10 et 20 Mg, avec une vitesse de
rotation initiale wy = Qeqi/Cx = 0.3, en tableau 5.1. Pour ces modéles, nous notons
que 'échelle de temps d’Eddington-Sweet est plus courte d’au moins un ordre de
grandeur que 1’échelle de temps nucléaire et au moins deux ordres de grandeur plus
courte que I’échelle de temps associée & la perte de masse. Le moment cinétique a
donc suffisamment de temps pour étre redistribué dans I’enveloppe radiative, et nous
concluons que la considération de I'étoile en état quasi-stationnaire est une bonne
approximation.
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Table 5.1:: Comparaison entre ’échelle de temps d’Eddington-Sweet Tgg, 1’échelle de
temps nucléaire T\, et ’échelle de temps de perte de masse T, pour des étoiles de
différentes masses initiales. Ces échelles de temps sont évaluées a la ZAMS avec une

vitesse angulaire équatoriale deq; = 0.3 Qx et pour Z = 0.02, et sont exprimées en
années.

M /Mg Tes Thue T

5 6.40-10% 1.10-10% 1.78-10%

10 1.60 - 10° 2.60-107 4.69 - 101°

20 5.90-10° 9.60-10° 9.10-108

5.2 Evolution & masse et moment cinétique constants

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur I’évolution des étoiles de type
précoce de masse intermédiaire durant la séquence principale. Pour de telles étoiles,
les pertes de masse et de moment cinétique par vents radiatifs peuvent étre négligées.
C’est une bonne approximation pour les étoiles de masse M < TMg (cette limite
correspond au cas ot la métallicité est solaire, Abbott, 1982). Nous imposons donc
un moment cinétique constant et une masse constante, a savoir

L, = J r?sin? @ QpdV = Cte et M = J pdV = Cte ,
(V) V)

et les modéles 2D quasi-stationnaires sont calculés avec le code ESTER. Nous suivons

leur évolution nucléaire a I’aide du schéma temporel simplifié (A.21).

5.2.1 Evolution des parameétres stellaires de surface

Concentrons nous, dans un premier temps, sur I’évolution des paramétres stel-
laires de surface au cours de la séquence principale pour un modéle ESTER 2D de
5 My, a deux métallicités différentes Z = 0.02 et Z = 1073 (typique des étoiles de la
population II), et avec une vitesse angulaire initiale égale & 50% de la vitesse angulaire
critique. Les étoiles de cette masse ayant une accélération radiative négligeable & leur
surface, leur vitesse angulaire critique est considérée comme étant la vitesse angulaire
képlérienne Q (voir Sect. 2.5). Lorsque cette vitesse angulaire critique est atteinte, w
ne peut plus augmenter (sinon 1’étoile n’est plus liée gravitationnellement), et ’étoile
doit perdre du moment cinétique pour rester en rotation sous-critique. Nous suppo-
sons que cette perte de moment cinétique résulte d’une perte de masse mécanique a
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Figure 5.1: Rayon équatorial et rayon polaire en fonction de la fraction massique
d’hydrogéne dans le coeur convectif pour un modéle ESTER de 5 Mg dont la rotation
initiale est telle que w; = 0.5, pour Z = 0.02 et Z = 10~3. L’évolution du rayon dans
le cas sans rotation est représentée en traits pleins et pointillés noirs, respectivement
pour Z = 0.02 et 1073. Source : Gagnier et al. (2019b).

I'équateur (e.g., Okazaki, 2004; Krticka et al., 2011). Pour décrire I’évolution sécu-
laire de ces modeles, nous nous concentrons sur I’évolution du rayon équatorial et du
rayon polaire, respectivement R, et 12, le rapport entre vitesse angulaire équatoriale
vitesse angulaire képlérienne w, I'aplatissement de la surface € = 1 — R,/ R., et la vi-
tesse équatoriale Voq = Reqfleq. Les figures 5.1, 5.2, 5.4, et 5.5 représentent I’évolution
de ces quantités au cours de la séquence principale.

Evolution du rayon stellaire

Il est bien connu que le rayon stellaire moyen augmente pendant ’évolution sécu-
laire sur la séquence principale, les modéles les moins métalliques étant plus compacts
(e.g. Yoon et al., 2006; Ekstrom et al., 2011). De plus, lorsqu’il s’agit de modéles en
rotation, la force centrifuge se traduit par une tendance a éloigner les particules fluides
de I'axe de rotation. Son amplitude étant proportionnelle a la distance a 1’axe de ro-
tation, elle est nulle aux poles et maximale & I’équateur. En effet, dans le cas général,
la gravité effective s’écrit

9o = VU — Dses (5:2)

70



CHAPITRE 5. EVOLUTION DE LA ROTATION DES ETOILES DE TYPE
PRECOCE AU COURS DE LA SEQUENCE PRINCIPALE

0.66
0.64
0.62

0.6
0.58
0.56
0.54
0.52

0.5 f

0.48 ‘ ‘ ‘ ‘
1 08 06 04 02 0

Xcore/ XO

Figure 5.2: Evolution du rapport entre vitesse angulaire équatoriale et vitesse an-
gulaire képlérienne w = €/, pour les mémes modéles que ceux représentés en
Fig. 5.1. Source : Gagnier et al. (2019b).

ou s est la coordonnée radiale cylindrique, et 1 est le potentiel gravitationnel. Si
la vitesse angulaire €2 n’est fonction que de la distance a I’axe de rotation (rotation
différentielle géostrophique, voir Sect. 6.2), alors nous pouvons écrire

Gef = _V¢ ) (53)

ou

=19+ JQQSC[S : (5.4)

Si I'on se place maintenant dans le cas particulier d’un profil de vitesse angulaire
en coquilles, c’est-a-dire le cas ou la vitesse angulaire €2 est constante sur les surfaces
isobares Q2 = Q(P), alors

o =+ %Q(P)Qsz . (5.5)

n’est plus un potentiel, mais coincide toujours avec les surfaces isobares (Meynet
& Maeder, 1997). En premiére approximation, la surface d’une étoile a la vitesse
angulaire critique peut étre décrite en supposant que toute la masse est concentrée
en son centre en adoptant le modeéle de Roche, qui simplifie grandement 1'expression
de la force gravitationnelle. La gravité effective s’écrit alors
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Figure 5.3: Evolution du rapport A = I /(M R?) en fonction du rayon stellaire pour
une étoile de 5 Mg tournant initialement a w; = 0.1 et avec Z = 0.02. Le “fit”
approximatif est représenté par la courbe noire et donne Aoc R=%6. Source : Gagnier
et al. (20190).

GM
Gef = ——5€r + O*se, . (5.6)
,

Si 'on considére maintenant que la vitesse angulaire équatoriale est égale a la
vitesse angulaire képlérienne (2.21), il vient, & la surface et a I’équateur

3GM
/ 2 = —— .
¢ (Req7 7T/ ) 2 Req Y (5 7)
et aux poles
, GM
p

Ainsi, a la vitesse angulaire critique, dans la limite du modéle de Roche et en
faisant I’hypothése d’une rotation en coquilles (ou d’une rotation uniforme)

Req = _Rp . (59)

La Fig. 5.1 représente 1’évolution du rayon polaire et du rayon équatorial pour
les modéles considérés sur la séquence principale, en fonction de la fraction massique
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Figure 5.4: Evolution de 'aplatissement de la surface € = 1— R,/ Req, pour les mémes
modeles que ceux représentés en Fig. 5.1. Source : Gagnier et al. (20190).

d’hydrogéne dans le coeur convectif. Nous notons qu’en effet, le rayon équatorial est
toujours plus grand que le rayon polaire, et que les étoiles sont plus compactes et se
dilatent plus lentement & métallicité réduite. Nous remarquons aussi que ’évolution
du rayon polaire est quasi-indépendante de la vitesse de rotation du modéele, ce qui
s’explique simplement par le fait que la force centrifuge est nulle aux poles.

Evolution de la rotation de surface

L’évolution du rapport des vitesses angulaires w = (e /S2k est représentée en
Fig. 5.2. Il apparait que cette quantité augmente au cours de la séquence principale.
Cette caractéristique peut étre facilement expliquée. En effet, en supposant une rota-
tion lente, donc un faible aplatissement et une faible rotation différentielle, le moment
d’inertie de 1’étoile peut s’écrire

I= Jerm = AMR?, (5.10)

ou A controle la répartition de la masse dans l'intérieur stellaire. Plus A est petit, et
plus la masse de 1’étoile est concentrée en son centre. Nous représentons 1’évolution
de cette quantité en fonction du rayon de ’étoile au cours de la séquence principale,
pour un modéele ESTER 2D de 5 Mg ayant une rotation initiale w; = 0.1 et pour
Z = 0.02, en Fig. 5.3. Un “fit” approximatif de cette courbe montre que AocR=%76.
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Figure 5.5: Evolution de la vitesse équatoriale et de la vitesse angulaire équatoriale,
pour un modéle ESTER de 5 Mg dont la rotation initiale est telle que w; = 0.5, et
avec Z = 0.02. Source : Gagnier et al. (20190).

Ainsi, tandis que ’étoile évolue sur la séquence principale, sa masse devient de plus
en plus concentrée en son centre. De plus, dans cette section nous considérons une
évolution & moment cinétique L = AM R?*Q constant, ce qui signifie qu’a mesure
que étoile se dilate, Q décroit comme R~124. Q diminue donc plus lentement que la
vitesse angulaire képlérienne qui elle est proportionnelle & R~/ (voir Eq. 2.50). Ainsi,
la tendance naturelle de I’évolution de la rotation est une augmentation de w, c’est-a-
dire une augmentation du degré de criticité au cours de la séquence principale. Aussi,
a mesure que w augmente, la contribution de la force centrifuge a la gravité effective
augmente (voir Eq. 5.2), ce qui a pour effet d’augmenter le taux d’aplatissement de
I'étoile € = 1 — R,/Req, le rayon polaire n’étant pas affecté par la force centrifuge.
L’évolution de l'aplatissement de l'étoile est représenté en Fig. 5.4. La métallicité
joue également un role dans 1’évolution de w : comme mentionné précédemment, une
étoile moins métallique se dilate plus lentement (voir Fig. 5.1), la vitesse angulaire
képlérienne 2k diminue ainsi moins rapidement, entrainant une augmentation plus

lente de w.

A ce stade, il est important de souligner le fait que 'augmentation de w au
cours de la séquence principale n’implique pas que la vitesse de rotation de 1’étoile
augmente. En réalité, c’est méme l'inverse jusqu’au “crochet” (hook en anglais) a la
fin de la séquence principale. Nous illustrons cela en Fig. 5.5. Aprés le crochet, la
production d’énergie nucléaire ne permet plus de compenser I'énergie rayonnée par
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I'étoile. Cela entraine sa contraction (Iben, 1967), et par conservation du moment
cinétique, I'augmentation de sa vitesse angulaire équatoriale (2.

5.2.2 Vitesse angulaire initiale minimale pour atteindre la ro-
tation critique durant la séquence principale

Pour pouvoir déterminer les conditions initiales (donc les conditions a la ZAMS)
qui conduisent a une vitesse angulaire critique avant la fin de la séquence principale,
nous calculons une grille de modeles ESTER a 2D & masses fixées 5 < M /Mg < 10
et avec Z = 0.02 et Z = 1073, que nous faisons évoluer a rebours. Nous commencons
donc par des modéles en rotation quasi-critique (w = 0.9) et avec différentes fractions
massiques en hydrogéne dans le cceur convectif (Xcore o/ Xo), autrement dit a différents
stades d’évolution sur la séquence principale. Nous augmentons ensuite cette fraction
massique en hydrogéne jusqu’a atteindre X, = X, ¢’est-a-dire jusqu’a la ZAMS.

Nous représentons le rapport des vitesses angulaires a la ZAMS w;, minimal né-
cessaire pour atteindre une rotation quasi-critique durant la séquence principale, en
fonction de la masse du modéle, a métallicité solaire et pour plusieurs fractions mas-
siques en hydrogéne dans le coeur convectif a la rotation (quasi-)critique, en Fig. 5.6.
Nous remarquons que plus 1’étoile est massive, et moins la vitesse angulaire minimale
a la ZAMS w; nécessaire pour atteindre la rotation critique au cours de la séquence
principale est élevée. Cette observation est particulierement vraie pour les modéles
avec Xcorec/Xo < 0.5, c’est-a-dire ceux qui atteignent la rotation critique relative-
ment tard durant leur évolution sur la séquence principale. Nous notons aussi que plus
la rotation critique est atteinte tard sur la séquence principale, et moins la vitesse
angulaire initiale a besoin d’étre élevée. En effet, comme mentionné précédemment,
I’expansion stellaire a tendance a faire augmenter le rapport de vitesse angulaire w
au cours de ’évolution sur la séquence principale. Ainsi, plus la rotation critique est
atteinte tard, et plus w a le temps d’augmenter. La vitesse angulaire de 1’étoile a
la ZAMS n’a donc pas besoin d’étre proche de la vitesse angulaire képlérienne pour
I’atteindre avant la fin de la séquence principale.

Nous pouvons maintenant nous demander 'effet d’une réduction de la métalli-
cité sur la condition initiale de I’étoile, nécessaire pour atteindre la rotation critique
avant la fin de la séquence principale. Pour cela, nous représentons une nouvelle fois
le rapport de vitesse angulaire & la ZAMS w; minimale nécessaire pour atteindre une
rotation quasi-critique durant la séquence principale et fonction de la masse du mo-
deéle, pour Z = 0.02 et Z = 1073, et pour plusieurs fractions massiques en hydrogéne
dans le coeur convectif & la rotation quasi-critique, en Fig. 5.7. Nous remarquons que
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Figure 5.6: Valeurs du rapport des vitesses angulaires a la ZAMS w; nécessaire pour
atteindre la quasi-criticité (w = 0.9) a différentes valeurs de la fraction massique
d’hydrogéne dans le cceur convectif, en fonction de la masse du modeéle M /Mg, pour
Z = 0.02, et sans perte de masse. Source : Gagnier et al. (2019b).

pour une métallicité réduite, la valeur de la vitesse angulaire a la ZAMS minimale
nécessaire pour atteindre la rotation (quasi-)critique durant la séquence principale a
Xeore,o/Xo fixé, est d’autant plus faible que I'étoile est métallique. Cela refléte en effet
I’expansion plus lente, donc la diminution plus lente de la vitesse képlérienne, des
étoiles moins métalliques (voir Sect. 5.2.1).

5.3 Evolution avec pertes de masse et de moment
cinétique

Dans cette section, nous considérons des modeles de masse supérieure a 7 Mg,
c’est-a-dire des modéles pour lesquels I'accélération radiative a leur surface ne peut
étre négligée. Comme pour I'étude de I'évolution sans perte de moment cinétique
présentée dans la section précédente, nous faisons évoluer des modéles ESTER a
2D sur la séquence principale en diminuant la fraction massique en hydrogéne dans
le coeur convectif Xco/Xo d’aprés (A.21). De plus, & chaque pas de temps, nous
retirons également de la masse et du moment cinétique a 1’étoile. Les taux de perte
de masse et de perte de moment cinétique sont estimés en évaluant la distribution
surfacique des flux de masse et de moment cinétique (4.1) et (4.2) dérivées dans le
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Figure 5.7: Méme chose que la Fig. 5.6, pour Xcore o/ Xo = 0.9 €t 0.7, et pour Z = 0.02
et 1073, Source : Gagnier et al. (2019).

chapitre précédent, et en les intégrant sur la surface déformée des étoiles en utilisant
(4.3) et (4.4). Nous utiliserons la paramétrisation des coefficient o et k présentée dans
le chapitre 3 (Eq. 3.68 et Eq. 3.72). Notons cependant que bien qu’il varie légérement
durant I’évolution séculaire des modéles a cause de I’évolution de la gravité effective
Joff, le parameétre k a été calibré avec des modéles ESTER a la ZAMS. Heureusement,
nous constatons que lorsque k est calibré avec des modeles ESTER proches de la
fin de la séquence principale, ses valeurs ne sont que peu modifiées. En particulier
la différence relative entre k(Xeore/Xo = 0.1) et k(Xcore/Xo = 1) ne dépasse jamais
20%, quelle que soit la valeur de la température effective Tog. La valeur minimale de o
considérée étant 0.35, et comme mock®’ | le flux de masse local peut étre sous-estimeé,
au maximum, d'un facteur ~ 1.7. Nous considérons cette différence comme étant
acceptable au vu des autres approximations utilisées et des nombreuses incertitudes
associées aux modeéles de vents radiatifs.

Enfin, nous avons montré dans la chapitre 4, que le vent radiatif a la surface des
étoiles massives en rotation peut étre catégorisé en deux régimes distincts. Le premier
est un régime SWR caractérisé par un flux de masse maximum aux poéles, et qui est
en place lorsque la température effective de ’étoile est soit supérieure soit inférieure

a T%™ pour toutes les colatitues 6. Le second est un régime TWR, qui apparait
lorsqu'il existe une colatitude Gjump & la surface de l'étoile ot Tog(Ojump) = T -
Ce dernier régime est caractérisé par un flux de masse maximum a 1’équateur et

par des taux de perte de masse et de moment cinétique plus élevés qu’en régime
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SWR. L’existence de ces deux régimes de vent offre une grande variété de transitions
possibles : certaines étoiles peuvent étre en régime SWR a la ZAMS puis passer, ou
non, en TWR au cours de leur évolution, d’autres peuvent démarrer leur évolution en
TWR puis passer, ou non, en SWR, par exemple. Les étoiles de masse intermédiaire
(ou les étoiles massives évoluées, c’est-a-dire les supergéantes B tardives et les étoiles
supergéantes A) peuvent quant & elles se trouver dans un SWR coté froid, c’est-a-dire
avec Tog < TOR™ a toutes les colatitudes f. Ce régime étant caractérisé par des taux
de perte de masse et de moment cinétique plus élevés que dans un régime TWR. Ainsi,
pour avoir une idée de I’évolution rotationnelle des étoiles massives, et par souci de
clarté, nous nous concentrons sur l’étude d’un modele d’étoile typique de 15 Mg ayant
une vitesse angulaire initiale égale & 50% de la vitesse angulaire képlérienne.

5.3.1 Vitesse angulaire & la limite QI

Dans le chapitre 2, nous avons montré que la vitesse angulaire critique des étoiles
massives n’est plus exactement égale a la vitesse angulaire képlérienne. Autrement dit,
lorsque l'accélération radiative ne peut pas étre négligée, la vitesse angulaire critique
est telle que la somme de 'accélération radiative et de la gravité effective s’annule.
En particulier, en utlisant le modéle w de Espinosa Lara & Rieutord (2011), nous
avons déterminé que la vitesse angulaire critique est atteinte lorsque le parameétre
d’Eddington dépendant de la rotation évalué a I’équateur

2/3
QO*R?
FQ(ﬂ'/2) = Feq (1 - G—]\;q> (511)

atteint 1. Nous rappelons que dans cette expression,

_ K(m/2)L
T AxeGM
est le paramétre d’Eddington standard évalué a l'’équateur. Rappelons aussi que

(5.12)

Co(7/2) = 1 implique que la vitesse angulaire critique s’écrit

0, = Q1 -T2, (5.13)

c’est-a-dire qu’elle est égale a la vitesse angulaire képlérienne multipliée par un coef-
ficient qui est d’autant plus grand que le parameétre d’Eddington équatorial est petit.
Enfin, nous avons montré qu’a la ZAMS, parce que le coefficient d’assombrissement
gravitationnel [ est inférieur & 1/4, la rotation rapide réduit I'opacité a I'équateur
tel que le paramétre d’Eddington équatorial proche de la criticité, et donc 1’écart
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Figure 5.8: Evolution de I'ey et de I'g(7/2) pour un modele ESTER 2D de 15 Mg
avec une rotation initiale de w; = 0.5, avec et sans perte de masse (traits pleins et
pointillés, respectivement). La courbe noire correspond & I’évolution de I'e, dans le
cas ol w; = 0. Les deux traits verticaux délimitent les deux phases du régime TWR
(voir Sect. 5.3.3). Source : Gagnier et al. (2019b).

entre vitesse angulaire critique et vitesse angulaire képlérienne, est trés faible. Nous
avons illustré cette caractéristique du parameétre d’Eddington équatorial, ainsi que la
divergence du parameétre d’Eddington dépendant de la rotation proche de la rotation
critique, dans le cas sans perte de masse, en Fig. 2.8. Nous complétons I’étude illus-
trant ces mémes quantités dans le cas ot les pertes de masse et de moment cinétique
sont prises en compte, pour un modele ESTER 2D de 15 Mg, avec une vitesse angu-
laire initiale correspondant a w; = 0.5, et pour Z = 0.02, en Fig. 5.8. Nous remarquons
que la perte de masse (et surtout la perte de moment cinétique associée) empéche
I’étoile d’atteindre la rotation critique au cours de la séquence principale, et donc
que I'g(7/2) reste fini. Pour un tel modele d’étoile, I'ey < 0.27, et donc d’aprés (2.50),
Q./Qk 2 0.93 tout au long de la séquence principale. Ce résultat montre que la diffé-
rence entre la vitesse angulaire critique et la vitesse angulaire képlérienne reste faible.
Ainsi, nous continuerons a exprimer (2., comme une fraction de la vitesse angulaire
képlérienne équatoriale 2x pour mesurer la distance a la rotation critique.

79



CHAPITRE 5. EVOLUTION DE LA ROTATION DES ETOILES DE TYPE
PRECOCE AU COURS DE LA SEQUENCE PRINCIPALE

5.3.2 Perte de masse sans évolution nucléaire

Avant de considérer les effets conjugués de I’évolution nucléaire et des pertes
de masse et de moment cinétique, il est intéressant de rappeler la maniére dont le
rayon d’une étoile est modifié par l'extraction d’'une petite quantité de masse, sans
perte de moment cinétique associée. Le résultat est bien connu dans le cas des étoiles
entiérement convectives, dont la distribution massique est correctement représentée
par un polytrope d’indice n = 3/2. Pour ces étoiles, si une petite quantité de masse est
extraite de leur surface, la masse restante se dilate (Chandrasekhar, 1967). D’autre
part, les étoiles radiatives, qui sont bien représentées par un polytrope d’indice n > 3,
se contractent lorsqu’elles sont sujettes a une perte de masse (Heisler & Alcock,
1986). C’est aussi le cas des modéles ESTER 2D possédant une enveloppe radiative.
Nous le vérifions en représentant ’évolution du rayon polaire et du rayon équatorial
pour un modele ESTER 2D de 15 Mg avec une vitesse angulaire initiale telle que
w; = 0.5, et dont nous avons extrait une masse totale de AM ~ 0.4 Mg, en maintenant
Xeore/Xo = 1 constant, en Fig. 5.9.

Malheureusement, 'interprétation de la dépendance de w avec la perte de masse
et de moment cinétique est compliquée en raison de la non-linéarité des processus
physiques impliqués. Tandis que la perte de moment cinétique des étoiles massives
n’affecte I’évolution de w qu’en accélérant la diminution de la vitesse angulaire, 1'effet
d’une expansion plus lente due a la perte de masse conduit, a la fois, & une diminution
plus lente de Qx et de (eq. Ainsi, l'effet de la perte de masse, en elle méme, sur
I’évolution séculaire de w est certainement dépendante du modéle d’étoile considéré.
Nous représentons I’évolution de la vitesse angulaire & I’équateur (e, et de la vitesse
angulaire képlérienne 2k, avec et sans perte de masse et de moment cinétique, pour
un modele ESTER 2D de 15 Mg avec Z = 0.02 et pour w; = 0.5, en Fig. 5.10. Pour
ce modele en particulier, nous notons que I’évolution de w ne dépend presque que
de I'évolution de Qy, c’est-a-dire que l'effet de la perte de masse et de la perte de
moment cinétique sur I’évolution de €2, se compensent.

5.3.3 L’exemple d’un modéle 2D de 15 M avec w; = 0.5

Les figures 5.11 et 5.12 représentent respectivement 1’évolution du taux de perte
de masse, du rapport des vitesses angulaires et de la température effective équatoriale
pour un modele ESTER 2D avec M = 15 Mg, Z = 0.02, et w; = 0.5. Nous notons que
I’étoile est initialement en régime SWR (coté chaud), c’est-a-dire que sa température
effective équatoriale est supérieure a la température du saut de bi-stabilité T/%™. Dés
que Xeore/Xo < 0.4, Tegoq devient plus faible que température effective du saut de
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Figure 5.9: Rayon équatorial et rayon polaire en fonction de la masse totale pour
un modéle ESTER 2D de masse initiale M = 15 Mg, Z = 0.02, pour un rapport de
vitesses angulaires initial w; = 0.5, et perdant une masse totale de AM ~ 0.4 My.
Source : Gagnier et al. (2019b).

bi-stabilité, I’étoile entre dans un régime TWR et y reste jusqu’a la fin de la séquence
principale. En régime SWR, logM augmente quasi-linéairement et w augmente de
facon similaire au cas sans perte de masse décrit en Sect. 5.2. Notons que le régime
TWR peut quant a lui étre divisé en deux phases d’évolution. Dans un premier
temps (Phase 1) correspondant & 0.4 < Xeore/Xo < 0.3 pour le modeéle considéré,
M augmente rapidement tandis que w continue d’augmenter mais plus lentement,
et dans un second temps (Phase 2) correspondant a X/ Xo < 0.3 pour le modeéle
considéré, 1ogM revient & une augmentation quasi-linéaire, tandis que w diminue.
Nous reviendrons sur ces différentes phases du TWR plus loin. Nous représentons
I’évolution du taux de perte de masse global en fonction de la température effective
moyenne & la surface surface du modéle T en Fig. 5.13. Comme déja remarqué dans
le chapitre 4, nous notons que le régime TWR est atteint alors que sa température
effective moyenne est supérieure a Tej;lfmp, ce qui indique que la température effective
moyenne Tog n'est pas adaptée a la détermination du régime de vent. Nous illustrons
I’évolution de ce modeéle en Fig. 5.14 a travers quelques instantanés, et nous allons
maintenant étudier plus en détails I’évolution de la rotation et de la perte de masse
dans les trois régimes de vent identifiés.
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Figure 5.10: Vitesse angulaire a I’équateur (rouge) et vitesse angulaire képlérienne a
I'équateur (noir) en fonction de la fraction massique d’hydrogeéne dans le coeur convec-
tif Xeore/Xo pour un modele ESTER 2D de 15M, avec une vitesse de rotation initiale
w; = 0.5, avec et sans perte de masse (traits pleins et pointillés, respectivement).
Source : Gagnier et al. (2019b).

Le Single-Wind Regime

L’augmentation de la luminosité L et la diminution de la température effective
moyenne T au cours de la séquence principale des étoiles massives sont les consé-
quences bien connues de l'augmentation de la température et de la densité centrale
résultant de la combustion d’hydrogéne dans leur cceur convectif. Ainsi, d’aprés les
équations (3.68),(3.72), et (4.1), et d’apres les lois d’échelle de de Jager et al. (1988)
et de Kudritzki et al. (1995), il est assez clair que le taux de perte de masse M devrait
augmenter tout au long de la séquence principale, quelle que soit la rotation du mo-
déle. De plus nous avons vu, dans le chapitre précédent, que I'effet de la rotation sur
le taux de perte de masse global est relativement faible en régime SWR (voir aussi
Maeder & Meynet, 2000; Petrenz & Puls, 2000). Autrement dit, I'effet de 'augmen-
tation de w sur 'évolution de M est négligeable par rapport aux effets de I’évolution
séculaire.

Notons enfin que la Fig. 5.11b montre que, comme dans le cas sans perte de
masse, w augmente en régime SWR, mais plus lentement. En effet, la perte de mo-
ment cinétique a tendance a accélérer la diminution séculaire de la vitesse angulaire
équatoriale €2oq. De plus, comme nous ’avons montré en Sect. 5.3.2, la perte de masse
ralentit I’expansion stellaire car elle tend a faire contracter ’étoile. 2k diminue donc
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Figure 5.11: Gauche : évolution du taux de perte de masse M (en Mg - yr~!) en
fonction de la fraction massique d’hydrogéne dans le caeur convectif X oo/ Xo pour un
modeéle ESTER 2D de 15 Mg avec Z = 0.02, et w; = 0.5. La premiére ligne verticale
pointillée marque le moment ol I’étoile atteint un régime TWR, et la seconde indique
la transition entre la Phase 1 et la Phase 2. Droite : Méme chose, mais pour le
rapport des vitesses angulaires w = (2., /€2x. La courbe rouge pointillée correspond
a ’évolution de w dans le cas ol la masse et le moment cinétique sont maintenus
constants au cours de la séquence principale. Source : Gagnier et al. (20190).

plus lentement lorsque la perte de masse est prise en compte (voir Fig. 5.10).

La Phase 1 du Two-Winds Regime

Pour notre modeéle de 15 Mg, la premiére phase du régime TWR correspond
a la période de 0.4 < Xcore/Xo < 0.3. Durant cette phase, les évolutions de w et
de M sont étroitement couplées. En effet, & Xeore/Xo ~ 0.4, le modéle atteint un
régime TWR, c’est-a-dire Togeq ~ T, g;mp, laugmentation du flux de masse local est
donc confinée a I’équateur. A ce stade, les pertes de masse et de moment cinétique
ne sont pas assez importantes pour empécher 'augmentation séculaire de w, mais
sont suffisantes pour la ralentir. Durant cette phase, les deux phénomeénes controlant
Pévolution de M, a savoir évolution nucléaire (séculaire) de 'étoile et 1’évolution
de w, ont tendance a faire migrer la latitude de bi-stabilité 6},mp vers les poles. Nous
représentons 1’évolution de la fraction de surface de I’étoile ot la température effective
est inférieure & TU5™, AS/S, c’est-a-dire la fraction de la surface stellaire ot le flux
de masse est augmenté par le saut de bi-stabilité, en Fig. 5.15. Nous notons en effet
que pendant cette Phase 1, AS/S augmente, entrainant ainsi une augmentation des
taux de perte de masse et de moment cinétique. Cela conduit inévitablement & une
diminution plus rapide de {2, et & une diminution plus lente de la vitesse angulaire
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Figure 5.12: Méme chose qu’en Fig. 5.11, mais pour I’évolution de la température
effective a I'équateur Tig oq (en K). La courbe noire représente I’évolution de la tem-
pérature du saut de bi-stabilité. Source : Gagnier et al. (2019b).

képlérienne Qg (voir Fig. 5.10) par rapport aux modéles sans perte de masse. Ce
processus dure jusqu’a ce que les taux de perte de masse et de moment cinétique
solent suffisants pour que w se mette a décroitre. A ce stade, 1’étoile entre dans la
deuxieme phase du régime TWR.

La Phase 2 du Two-Winds Regime

Pour ce modéle stellaire, la seconde phase du régime est TWR est atteinte lorsque
Xeore/Xo < 0,3, c’est-a-dire a partir du moment ot w commence a diminuer. Au fur
et & mesure que w diminue, I’aplatissement de la surface de 1’étoile € décroit, et nous
nous attendons donc a ce que la colatitude 0y, (re-)migre vers I'équateur. Cepen-
dant, nous remarquons que AS/S (et donc M) continue a augmenter (voir Fig. 5.15).
De toute évidence, le fait que 8., migre toujours vers les poles résulte du fait que
les effets de I’évolution nucléaire (séculaire) dominent toujours les effets de la diminu-
tion de w durant cette phase. En plus de cela, nous notons que l'effet de I’évolution
nucléaire domine aussi 'effet de la rotation sur I’évolution de l'opacité équatoriale,
conduisant ainsi & une nouvelle augmentation du parameétre d’Eddington équato-
rial ey jusqu’a la fin de la séquence principale (plus exactement jusqu’au crochet,
voir Fig. 5.8). Aprés le crochet proche de la fin de la séquence principale, ’étoile se
contracte, entrainant une augmentation de la température moyenne effective et donc
une migration de Gjump vers I'équateur. Cette contraction est donc associée a une di-
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Figure 5.13: Evolution du taux de perte de masse M en fonction de la température
effective moyenne de I'étoile T pour un modéle ESTER 2D de 15 Mg avec Z = 0.02,
et w; = 0.5 (en rouge). L’étoile évolue de la gauche vers la droite, avec une température
effective moyenne de ~ 30kK a la ZAMS, et de Tz ~ 22kK a la fin de la séquence
principale (TAMS). La courbe noire correspond au cas sans rotation pour lequel le
taux de perte de masse a été calculé avec la prescription de Vink et al. (2001). La
premiére ligne verticale noire et pointillée indique le moment ou 1’étoile entre en
régime TWR, et la seconde indique la transition entre les phases 1 et 2 du TWR.

Source : Gagnier et al. (2019b).

minution de M et une ultime augmentation de w juste avant la fin de la séquence
principale (voir Fig. 5.11).

Autres modéles

Nous présentons 1’évolution du rapport des vitesses angulaires w prédites par les
modeéles ESTER 2D de différentes masses initiales, et pour w; = 0.3 et w; = 0.7, en
Fig. 5.16. Nous remarquons que 1’évolution de w dépend de la masse et de la vitesse
angulaire initiale de maniére non triviale, du moins pour la gamme de masse de nos
modeéles, a savoir 7 < M /Mg < 15. Cette complexité vient du fait que la température
effective locale a la surface de ces étoiles est souvent proche de la température effective
du saut de bi-stabilité. Par conséquent, les étoiles sont susceptibles soit de commencer
leur évolution dans un SWR coté chaud (c’est-a-dire Tog > TU5™ pour toutes les
colatitudes ) pour éventuellement atteindre un régime TWR, puis un régime SWR
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Figure 5.14: Instantanés de la distribution surfacique du flux de masse local m en
unités de flux de masse polaire a la ZAMS my, zams (gauche), et de la distribution
surfacique du flux de moment cinétique local { en unités du flux de moment cinétique
maximal & la ZAMS émax,ZAMS (droite), pour un modéle ESTER 2D de 15 My avec
Z =0.02, et w; = 0.5, et a 4 temps différents correspondant a : X, ~ 1, 0.3, 0.03 et 0.
Le premier (premiére ligne) correspond a la ZAMS, le second correspond a la fin de la
Phase 1 du TWR, le troisiéme a la fin de la Phase 2, et le dernier instantané (derniére
ligne) correspond a la toute fin de la séquence principale. L’étoile est vue avec une

inclinaison i = 70°. Source : Gagnier et al. (2019b).
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Figure 5.15: Evolution de la fraction de surface de I'étoile ot la température effective
est inférieure a Tg;‘fmp, pour un modele ESTER 2D de 15 Mg avec Z = 0.02 et pour
w; = 0.5. La premiére ligne noire pointillée marque le moment de I'évolution ot I’étoile
atteint un régime TWR, la seconde marque la transition entre la Phase 1 et la Phase
2. Source : Gagnier et al. (20190).

coté froid (cest-a-dire Toe < T'F™ V6), soit de commencer leur évolution dans un
régime TWR pour atteindre un régime SWR a coté froid. Ainsi, I’évolution de w est
trés dépendante des conditions initiales qui, lorsqu’elles sont légérement modifiées,
peuvent induire une évolution sur la séquence principale trés différente.

Heureusement, la modélisation des étoiles plus massives, & métallicité solaire, est
certainement plus prévisible. En effet, ces étoiles commencent toujours leur évolution
en régime SWR coté chaud a la ZAMS, et au-deld d’une certaine masse, I’expansion
et I’évolution de la rotation ne sont plus suffisantes pour atteindre un régime TWR
au cours de la séquence principale. De plus, les étoiles plus massives perdent aussi
beaucoup plus de masse et de moment cinétique & cause de leur vent radiatif plus
intense. w peut alors décroitre au cours de la séquence principale, tout en restant
en régime SWR coté chaud. Malheureusement, pour des raisons numériques, le code
ESTER ne nous permet pas, a 'heure actuelle, de modéliser 1’évolution nucléaire
d’étoiles de masses trés supérieures a ~ 20 M.
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Figure 5.16: Vitesse angulaire a4 ’équateur en unités de vitesse angulaire képlérienne
équatoriale w = €,/ en fonction de la fraction massique d’hydrogéne dans le coeur
convectif X e/ X0, pour différentes masses initiales, pour Z = 0.02, et pour w; = 0.3
(gauche) et w; = 0.7 (droite). Source : Gagnier et al. (2019b).

5.4 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant briévement les résultats qui y ont été
présentés. Aprés avoir justifié ’emploi d’une approximation quasi-stationnaire, c’est-
a-dire la considération de 1’évolution séculaire des étoiles massives comme une suc-
cession d’états stationnaires, nous avons, dans un premier temps, présenté I’évolution
séculaire des parameétres stellaires dans le cas ou 1’étoile ne perd ni masse, ni moment
cinétique. En particulier, nous avons montré que l’expansion de l'étoile durant la
séquence principale, induit naturellement une augmentation du rapport des vitesses
angulaires w = €/, donc une augmentation du degré de criticité. Cette augmen-
tation implique que les étoiles de masse intermédiaire peuvent atteindre une vitesse
angulaire critique (képlérienne) avant la fin de la séquence principale, sans pour au-
tant étre en rotation quasi-critique a la ZAMS. Nous avons ensuite étudié le cas d’une
évolution séculaire en prenant en compte les pertes de masse et de moment cinétique
anisotropes présentées dans le chapitre précédent. Nous avons vu que I’évolution de
la rotation est bien plus complexe dans ce cas, en particulier car les étoiles massives
dans un certain intervalle de masses (typiquement entre 7 et 20 M) peuvent inter-
cepter la limite de bi-stabilité localement a leur surface. Cette limite de bi-stabilité,
et en particulier la transition entre les régimes de vent SWR et TWR présentés dans
le chapitre précédent, est suivie de deux phases d’évolution. Ces deux phases corres-
pondent, respectivement, & une augmentation rapide et continue des taux de perte
de masse et de moment cinétique, et & une augmentation plus lente de w (comparée
a un régime de vent SWR), et & une diminution de w accompagnée d’une augmenta-
tion plus lente des taux de perte de masse et de moment cinétique. Nous avons aussi
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montré que 'utilisation des modéles 2D, et malgré I'utilisation de la prescription 1D
de Vink et al. (2001) pour la calibration de notre perte de masse, permet de ne pas
avoir de discontinuité du taux de perte de masse global & la limite de bi-stabilité,
contrairement aux modeéles 1D. Au lieu de cela, c’est le flux de masse équatorial qui
présente une discontinuité a la limite de bi-stabilité. Cette discontinuité migre ensuite
vers les poles, résultant ainsi en une augmentation continue du taux de perte de masse
global en régime TWR. En raison de la nature locale de la limite de bi-stabilité dans
les modéles 2D, celle-ci peut étre atteinte a différents degrés de criticité, et pour dif-
férentes masses stellaires, c¢’est-a-dire pour diverses températures effectives moyennes
de surface. Ainsi, les pertes de masse et de moment cinétique sont responsables soit
d’un ralentissement de ’augmentation séculaire de w, soit de sa diminution durant
la séquence principale, et peuvent donc empécher les étoiles massives d’atteindre une
rotation critique avant la fin de la séquence principale.
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Chapitre 6

(Généralités sur les fluides en rotation

Avant de nous consacrer a I’étude du role des vents radiatifs, en particulier de la
perte de moment cinétique qui leur est associée, sur la dynamique interne des étoiles
massives en rotation, un chapitre de transition semble nécessaire pour permettre au
lecteur d’aborder le chapitre suivant plus aisément. Nous présentons ainsi quelques
notions fondamentales sur les fluides en rotation, en nous focalisant sur les phéno-
ménes physiques qui leur sont propres. Nous ferons, & maintes reprises, référence aux
sections qui suivent, dans le chapitre 7.

6.1 Les équations du mouvement

Concentrons nous dans un premier temps sur ’écoulement incompressible et
axisymétrique d’un fluide visqueux emprisonné entre deux coquilles sphériques et dont
la masse volumique est constante spatialement, et au cours du temps (le cas stratifié,
que ce soit en terme de température ou en densité sera discuté dans le chapitre
suivant). Cet écoulement peut étre caractérisé par 1’équation de conservation de la
quantité de mouvement, et celle de la conservation de la masse, c¢’est-a-dire

0 1 1
YW Vv=—"VP+ -F.,

ot p p (6.1)
V-v=0.

Dans ces équations, v est la vitesse d'une particule fluide dans le repére inertiel,
P est la pression, p la densité du fluide, et F'i. est le vecteur force visqueuse qui,
pour un fluide incompressible s’écrit simplement
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Figure 6.1: Rotation différentielle radiale dans dans les couches externes du Soleil.
Source : NSO.

Fvisc = ,UA’U ) (62)
ou i = pr est la viscosité dynamique du fluide et v est sa viscosité cinématique.

Les écoulements dans les océans par exemple ont, en général, une vitesse carac-
téristique faible comparée a la vitesse de rotation solide de la Terre. Typiquement
quelques meétres par seconde comparés a une vitesse de l'ordre de 460 métres par
seconde. Il est donc évident que pour étudier de tels écoulements, il est préférable
de se placer dans un référentiel en rotation avec la surface terrestre. C’est aussi le
cas lorsque 'on étudie les fluides astrophysiques. En effet, si ’'on prend I'exemple du
Soleil, la vitesse angulaire de sa zone convective dans le repére en rotation avec sa
zone radiative (en rotation quasi-solide), est au maximum de l'ordre de 15 % de la
vitesse angulaire de cette zone radiative dans un repére inertiel (cf Fig. 6.1).

Ainsi, ayant & I'esprit des applications astrophysiques, nous choisissons de nous
placer dans un référentiel en rotation, et devons exprimer les équations hydrodyna-
miques dans ce référentiel. Pour cela, considérons un vecteur unitaire e; attaché au
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repére en rotation, tournant a la vitesse angulaire €2 et faisant un angle 6 par rapport
a 'axe de rotation, aux temps ¢ et t + At. Nous schématisons le systéme en Fig. 6.2.
Pour un petit écart temporel At (ou angulaire A¢), la différence entre ces deux vec-
teurs peut étre approximée comme étant la corde du cercle de rayon r = sin 6 reliant
les extrémités des deux vecteurs

lim |Ae;| = rA¢ = sin QAL . (6.3)
At—0

Nous remarquons que le vecteur Ae; est perpendiculaire & 1’axe de rotation et,
lorsque At — 0, & e;. Ainsi, nous pouvons écrire

. . Q x €;
AliI_l’)lo Aei = SIn QQAtm s (64)

et vu que par définition du produit vectoriel, |2 x e;| = sin 62, il vient le taux de
variation du vecteur unitaire vu par un observateur dans le repére inertiel

. Aei Dei
Al}frilo At - ( Dt )inertiel N Q e (65)
Notons que, dans le référentiel en rotation,
Dei
=0. 6.6
( Dt )rotation ( )

Prenons maintenant un vecteur quelconque X = X;e;, nous écrivons alors

- = "o 4+ X.
Dt Dte,+ " Dt

DX
= —= +O2x X .
Dt rotation

Ainsi, a la différence d’un observateur dans le repére en rotation qui ne voit que

( DX ) DX, De;
inertiel (67)

I’évolution de I'amplitude de chaque composante X;, celui dans un repére inertiel
voit aussi le taux de variation des vecteur unitaires e;. Considérons maintenant que

Dr Dr
— =|— Q 6.8
( Dt ) inertiel ( Dt ) rotation " o ( )
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Figure 6.2: Gauche : vue schématique du systéme considéré. Droite : méme chose
mais vu du dessus. Lorsque At — 0 (ou A¢ — 0), la différence entre les deux vecteurs
unitaires |Ae;| peut étre assimilée a la corde du cercle de rayon r = sin  reliant leur

deux extrémités.

c’est-a-dire

v=v+Qxr, (6.9)

oll v est la vitesse dans le repére inertiel, et v” est celle dans le repére en rotation.
De la méme manieére, si X = v, alors

Do Dv
— = | — Q . 6.10
( Dt >inertiel ( Dt )rotation " v ( )

Injectons maintenant (6.9) dans (6.10), il vient

Dv D" +Q xr)
-~ — Q "+ Q
( Dt ) inertiel < Dt >rotation i g (v i g /r)

Dv" D DQ
= Y rax (2 —r x| — +Qxv"+Qx (Qx7)
Dt rotation Dt rotation Dt rotation

Dv" .
:< v) +20x 0" —rxQ+Qx (A x7T).
Dt rotation

(6.11)

De plus, nous choisissons la vitesse angulaire du repére tournant €2 = Q.(t)e, ou
.(t) est la vitesse angulaire de la coquille interne. L’équation (6.11) s’écrit alors
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D v" ‘
v = (0 V)0 + 20, x v — 7 x Qe + Qe x (e, x T)
Dt inertiel at

1
= ——VP+vAv"

P
(6.12)
Ainsi nous remarquons, lorsque 1'on se place dans un référentiel non-inertiel,
I'apparition de trois forces fictives (aussi appelées forces inertielles ou pseudo-forces) :
la force d’Euler —r x Q.e., la force centrifuge Q2e, x (e, x r), et la force de Coriolis
2Q.e. xv". Evidemment, si I'on considére que la vitesse angulaire de la coquille interne
n’évolue pas dans le temps, alors la premiére force est nulle. La force centrifuge, quant

a elle, dérive d’un potentiel et peut étre écrite comme suit

1
Q’e. x (e, xr)=-V [§(chz X 7')2] =Vo,, (6.13)

ou ¥, est le potentiel centrifuge. Dans le cas Q. = 0, la force d’Euler est nulle et
(6.12) s’écrit

ov”
ot

ounll =P/p— %(chz x )2 est appelé pression réduite. Notons enfin que le gradient de

+ (v" - V)v" +2Q.e, x v" = —VII + vAv" | (6.14)

pression ainsi que la force visqueuse sont inchangés par le changement de référentiel.
A partir de maintenant, le champ de vitesses dans le référentiel en rotation v" sera
simplement noté v. Considérons maintenant I’équation du mouvement incompressible
sans dimension, et dans le repére en rotation, c’est-a-dire

Z—u + Ro(u-V)u+e, xu=-Vp+ EAu , (6.15)
-

ou p = II/(2Q.LV), et u = v/V est le champ de vitesses adimensionnées. Deux
nombres sans dimension apparaissent

v \%4
E—m et RO_QQCR

(6.16)

Le premier est le nombre d’Ekman mesurant le rapport entre ’amplitude de la
force visqueuse et celle de la force de Coriolis, le second est le nombre de Rossby qui
mesure I'importance du terme non linéaire d’accélération convective par rapport a la
force de Coriolis. Dans le régime ot la représentation de I’équation du mouvement dans
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le référentiel en rotation est pertinente, c’est-a-dire lorsque la vitesse de ’écoulement
dans ce référentiel est petite comparée a la vitesse propre du référentiel (v" « Q.e, x
r), le nombre de Rossby est trés petit devant un. Dans ce cas, le terme non linéaire
peut étre négligé, et (6.15) s’écrit

0
a_u +e.xu=—-Vp+EAu. (6.17)
-

Prenons maintenant le rotationnel de (6.17) afin de faire disparaitre le terme de
pression, il vient I’équation de la vorticité dans le référentiel en rotation

a—i(qu)+Vx (e.xu)=—-EV’xu . (6.18)

Il est important de noter que dans le cas ot il existe une stratification en densité,
un terme supplémentaire apparait dans I'équation de la vorticité : (VP x Vp)/p>.
C’est le couple barocline, non nul si les isopycnes et les isobares ne sont pas confon-
dues, c’est-a-dire si P # P(p) (e.g., Garaud, 2002; Rieutord, 2006¢a; Espinosa Lara &
Rieutord, 2013; Rieutord & Beth, 2014; Hypolite & Rieutord, 2014; Hypolite et al.,
2018). Dans les intérieurs stellaires, ce désalignement des gradients de pression et
de densité est trés faible, méme pour les étoiles en rotation quasi-critique ou il ne
dépasse jamais 1° (Espinosa Lara & Rieutord, 2011). Pourtant, ce couple barocline
génére une circulation méridienne conséquente du fait des forts gradients de densité
et de pression (typiquement p./ps ~ 10! et P./P, ~ 10'2).

Enfin, pour la plupart des applications géo- et astrophysiques, le nombre d’Ekman
est lui aussi généralement trés petit devant un. En effet, ce nombre est typiquement de
I'ordre de 107! a la frontiere entre le noyau liquide et le manteau terrestre (Deleplace
& Cardin, 2006) et de ordre de 107" dans le noyau liquide (Rotvig & Jones, 2002).
Le nombre d’Ekman dans l’enveloppe radiative d'une étoile de 15 M, dont le coeur
convectif a une période de rotation dun jour, est de I'ordre de 107*¥-107'2. Ainsi,
si 'on se place dans cette limite, et & 1’état stationnaire, I’équation de la vorticité
pour un fluide barocline a I'ordre le plus bas peut s’écrire (Espinosa Lara & Rieutord,
2013)

. 002 VP xVp
rsm@a— =€y —5— .

- p (6.19)
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6.2 L’écoulement géostrophique

Considérons maintenant un écoulement incompressible pour lequel le nombre
d’Ekman est trés petit. L’équation du mouvement (6.17) indique que dans ce cas, le
terme de force visqueuse peut a priori étre considéré comme négligeable. Gardons
cependant a l’esprit que celui-ci est aussi le terme le plus différentié, nous verrons
dans la section suivante que cela implique 'existence de fines couches limites appelées
couches d’Ekman. Hors de ces couches limites, nous considérons donc que le fluide
est non visqueux au premier ordre. Simplifions encore le probléme en examinant
I’écoulement stationnaire et lent dans le référentiel tournant avec la coquille interne,
c’est a dire que nous prenons Ro = 0, du/dT = 0, et E = 0. (6.17) est ainsi simplifiée
comie suit

e.xu=—-Vp, (6.20)

c’est-a-dire que l’écoulement hors couches limites, et a l'ordre le plus bas, résulte
d’un équilibre entre la force de Coriolis et la force associée au gradient de pression.
C’est I'équilibre géostrophique. Le rotationnel de (6.20) résulte alors en une relation
fondamentale pour I’étude des fluides non-visqueux en rotation, le théoréme de Taylor-
Proudman

(e--V)w=0. (6.21)

Cette relation implique que la vitesse de toute particule fluide est indépendante
de la coordonnée paralléle a ’axe de rotation (ici z), c’est-a-dire

T =(s, ), (6.22)

ou s = rsin# est la coordonnée radiale cylindrique, donc la mesure de la distance a
'axe de rotation. De plus, si I'écoulement est axisymétrique, alors w = w(s). L’écou-
lement interne est alors fortement dépendant des conditions aux limites qui vont
dicter le mouvement commun de chaque colonne de fluide. En effet, si 'on impose
une condition de non-pénétration des parois, c’est-a-dire w-n = 0 ol m est un vecteur
unité perpendiculaire aux parois du domaine et dirigé vers l'extérieur (dans le cas de
coquilles sphériques concentriques, n = e, pour la coquille externe et n = —e, pour
la coquille interne), alors au premier ordre @ - n = 0 dans toute la colonne de fluide
ayant pour extrémité une paroi imperméable, d’aprés (6.21).

Si 'on se concentre sur le cas d’un fluide emprisonné entre deux coquilles sphé-
riques, et que l'on ajoute la condition limite uy = 0 au niveau des deux parois, alors
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Figure 6.3: Vue schématique du systéme considéré : la coquille interne de rayon nR
a pour vitesse angulaire €2, tandis que la coquille externe de rayon R a pour vitesse
angulaire €.

I’écoulement intérieur est purement azimutal au premier ordre, et I’équation (6.20) a
pour solution

u = —€¢ . (623)

De maniére analogue, si I’on impose une rotation différentielle en forcant la vitesse
angulaire de la coquille externe Q(R) = €, alors toute particule fluide dans la région
s > nR ou nR est le rayon de la coquille interne, aura pour vitesse angulaire {2, car
la vitesse azimutale est invariante dans la direction z d’aprés le théoréme de Taylor-
Proudman. C’est moins évident lorsque s < nR car une contradiction apparait. En
effet, la coquille interne a pour vitesse angulaire 2. # ), or chaque ligne verticale
(dans le sens paralléle a I’axe de rotation) dans cette région intercepte les deux parois
et la vitesse angulaire du fluide devrait avoir, a la fois, la vitesse angulaire de la
coquille interne et celle de la coquille externe. En réalité, Proudman (1956) montre
que la vitesse angulaire du fluide, dans le cylindre de rayon nR, est la moyenne de
celle des deux parois. Nous discutons cet écoulement de Taylor-Couette en détail dans
I’Annexe D. La figure 6.3 illustre les implications du théoréme de Taylor-Proudman
sur la rotation différentielle dans un systéme d’une telle géométrie.

Si ’on considére maintenant le cas d’un conteneur quelconque, n’étant pas néces-
sairement symétrique par rapport a z = 0, alors les vecteurs unité perpendiculaires
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a la paroi et dirigés vers l'extérieur dans I’hémisphére supérieur (z > 0) et inférieur
(z < 0), respectivement ng,, et My, ne sont plus nécessairement symétriques. Il faut
alors définir la position de la surface inférieure z = —g et celle de la surface supé-
rieure z = f. Ainsi, chaque colonne verticale de fluide a pour hauteur h(s) = f + ¢
(voir Fig. 6.3). On peut alors facilement montrer que (6.20) a pour solution générale
(Greenspan, 1968; Rieutord, 2015)

1
u = §(n5up —Nye) X Vp
% (6.24)
= a_hninf X Ngup -

On remarque alors que Vp-uw = 0, donc Vp est une fonction de courant, et les
isobares sont alors aussi des lignes de courant. Notons que ng,, = e, — V f et njyr =
—e,— Vg (Rieutord, 2015), et que dans le cas sphérique, f = g = h/2 = 4/1 — s2. Dans
ce cas, injecter I’expression des vecteurs unité dans (6.24), nous permet de retrouver
la solution (6.23). Comme Greenspan (1968) et Rieutord (2015), nous remarquons que
cet écoulement géostrophique posséde une circulation non nulle autour d’un contour
géostrophique C (c’est-a-dire h = Cte, voir Fig. 6.3). Cette circulation s’écrit

d
() = - dl = 5 i x magldl £0 (6.25)
C C

Pour résumer, nous avons trouvé que pour un systéme a symétrie sphérique,
I’écoulement axisymétrique est purement géostrophique a l'ordre le plus bas. Les
conditions aux limites que nous imposons dictent alors I’amplitude et les variations
du champ de vitesses avec la distance a ’axe de rotation. En particulier, pour les
conditions aux limites de non glissement de la vitesse méridienne, et en imposant
la vitesse angulaire de la coquille externe, I’écoulement géostrophique est purement
azimutal, la vitesse angulaire est égale a la vitesse angulaire imposée au niveau de la
coquille externe dans la région s > nR, et est égale a la vitesse angulaire moyenne des
deux parois lorsque s < nR. Il n’existe donc pas de circulation méridienne a ’ordre le
plus bas (contrairement au cas d’un conteneur asymétrique par rapport a z = 0), et si
I'on veut étudier les effets visqueux sur I’écoulement géostrophique, il faut considérer
les couches limites dans lesquelles la vitesse tangentielle s’ajuste a celle de la paroi.
L’importance des effets visqueux n’est cependant pas exclusive aux couches limites.
En effet, des couches visqueuses peuvent aussi apparaitre pour lisser d’éventuelles
discontinuités dans les profils de vitesse ou de vorticité. C’est par exemple le cas
de la couche de Stewartson qui est une couche (limite en géométrie cylindrique) de
cisaillement et qui sera discutée en section 6.4.
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6.3 Couches limites horizontales et circulation d’Ek-
man

6.3.1 Couche limite plane

Pour apprécier les effets visqueux dans les couches limites horizontales plagons
nous, dans un premier temps et pour simplifier le probléme, en géométrie cartésienne.
Considérons une paroi imperméable au dessus de laquelle repose un fluide non stratifié
et trés peu visqueux (v « 1). La figure 6.5 schématise le systéme. Nous avons vu dans
la section précédente que I'équilibre géostrophique s’écrit

1
20 x W = —;VP (6.26)

ou u est le champ de vitesses géostrophique. Nous avons aussi vu que ce champ de
vitesses satisfait le théoréme de Taylor-Proudman et qu’il est donc indépendant de la
coordonnée paralléle a I’axe de rotation. Le champ de vitesses dans la couche limite,
quant & lui, est influencé par les effets visqueux et ne dépend que de la coordonnée z,
c’est-a-dire de la distance dans la direction perpendiculaire & la paroi. L’équation du
mouvement dans la couche limite s’écrit alors

1 2
20 < u= VP + yd—;; . (6.27)

Multiplions maintenant la composante paralléle & = de (6.26) et de (6.27) par 1,
et ajoutons le résultat a la composante parallele & y de ces deux équations. Il vient

d> —
2 .
oil nous avons considéré Q = Qe, avec Q > 0, 0 = \/v/Q, Z = u, + iu,, et Z =

Uy + 1, (Busse et al., 2007). Nous choisissons maintenant les conditions aux limites de
non-glissement pour la vitesse tangentielle a la paroi, et la condition d’imperméabilité
de cette derniére, c’est-a-dire !

nxu=0 e n-u=0 | (6.29)

1. Notons que ces conditions aux limites de non-glissement ne sont pas indispensables a la
formation des couches limites d’Ekman, et qu’un fort saut de viscosité peut suffire (Rieutord, 2006a).
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a z = 0. A ces conditions s’ajoute

lim Z = Z , (6.30)

zZ—00

c’est-a-dire que loin de la couche limite, I’écoulement est géostrophique. Les conditions
(6.29) et (6.30) nous permettent ainsi de résoudre (6.28) dont la solution s’écrit alors

Z =27, [1 —exp (—(1 + z’)z/(SE)] . (6.31)

Ainsi, I’écoulement tangent a la paroi est uniquement fonction de la variable { =
z/dg, ce qui indique que le mouvement communiqué par la paroi au fluide par effets
visqueux se fait au travers d’une couche limite d’'Ekman d’épaisseur 6z = O(VE). A
partir de (6.31) nous déduisons le champ de vitesses

Uy = Ty [1 —exp (—2/0p) cos(z/éE)] —y exp (—2/0g) sin(z/dg)

(6.32)
Uy = Ty [1 —exp (—z/0p) COS(Z/(SE)] + Uy exp (—2/0g) sin(z/0g) .

Considérons maintenant, que 1’écoulement géostrophique est unidimensionnel,
c’est d’ailleurs ce que nous avions dans le cas sphérique (6.23). Nous prenons w =
Uze,. (6.32) se simplifie alors en

Uy = Uy — Uy = —Ty €XP (*z/dE) cos(z/0g)

iy = uy = Uy exp (—2z/0g) sin(z/dg) (6.33)

ou U, et 1, sont les corrections au champ de vitesse géostrophique, résultants des effets
visqueux dans la couche d’Ekman. Nous illustrons cet écoulement en représentant les
composantes horizontales de la vitesse dans la couche limite d’Ekman, en fonction
de la profondeur réduite ¢ en figure 6.4. Cette représentation est appelée spirale
d’Ekman.

Nous avons donc déterminé le champ de vitesses tangent a la paroi, dans la
couche limite d’Ekman. Or, par conservation de la masse, cet écoulement tangentiel
engendre nécessairement ’existence d’un écoulement paralléle & I’axe de rotation (et
donc perpendiculaire a la couche limite). En effet, ’équation de continuité s’écrit

Ot oty Ol
= — — = . . 4
0z oy ox 0 (6.:34)
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Figure 6.4: Spirale d’Ekman. La condition de non-glissement implique que u = 0
a ¢ = 0, et 'imperméabilité de la paroi impose w = u loin de la couche d’Ekman

(€ — ).

Nous intégrons cette équation, dans le cas général ou w, # 0, en utilisant la
condition d’imperméabilité, et I’équation de continuité pour la solution géostrophique
V -uw = 0. Il vient

lim @, = (%Eez (V xm) , (6.35)

(—o0

pour € > 0. Ainsi, lorsque e, - (V x @) est positif, le fluide est expulsé hors de la
couche d’Ekman dans la direction z (pompage d’Ekman). Lorsqu’il est négatif, le
fluide est absorbé par la couche d’Ekman (succion d’Ekman). Voir Fig. 6.5. L’écou-
lement tangent a la paroi et d’ordre O(1) dans la couche d’Ekman génére donc un
écoulement de pompage (ou succion) d’Ekman dont 'amplitude est de 'ordre de VE.
Cette différence entre succion et pompage d’Ekman est souvent rencontrée lorsque I'on
s’intéresse a la circulation dans les océans. En effet, la quantité de mouvement du vent
soufflant a la surface des océans est transférée a I’eau par une contrainte horizontale
surfacique. L’accélération de Coriolis associée a la rotation de la Terre va alors dépla-
cer les parcelles d’eau perpendiculairement & la direction du vent. La direction de ce
transport d’Ekman dépend de I’hémisphére : dans 'hémispheére nord, le transport se
fait a 90° dans le sens des aiguilles d'une montre par rapport a la direction du vent,
tandis que dans ’hémisphére sud, il se fait & 90° dans le sens inverse (e.g. Brown et al.,
2011). La convergence du transport d’Ekman dans la couche d’Ekman & la surface de
I'océan entraine alors, par conservation de la masse, un écoulement de pompage d’Ek-

102



CHAPITRE 6. GENERALITES SUR LES FLUIDES EN ROTATION

Upwelling Downwelling

Uy Uy

2L

Su
l o
o <

St
l (]
o <

Figure 6.5: Vue schématique du systéme considéré. dg est ’épaisseur de la couche
limite d’Ekman. Le sens de ’écoulement de pompage d’Ekman dépend du signe de
n-(V xug). Si cette quantité est positive, alors le phénoméne est appelé downwelling
et le fluide entre dans la couche d’Ekman. Si son signe est négatif, c’est I'upwelling
et le fluide sort de la couche d’Ekman.

man (downwelling?). De la méme manicére, la divergence du transport d’Ekman dans
la couche d’Ekman a la surface de I'océan entraine, par conservation de la masse,
un écoulement de succion d’Ekman (upwelling). Nous illustrons ce phénoméne en
Fig. 6.6 dans le cas d'une surface océanique dans I’hémisphére nord (€2 > 0), pour
une contrainte cyclonique et une contrainte anticyclonique. La Fig. 6.7 représente la
direction de I’écoulement de pompage d’Ekman dans les océans.

Nous verrons, dans le chapitre suivant, que lorsque 'on s’intéresse aux écoule-
ments dans une sphére, la circulation méridienne induite par ce phénoméne controle
exclusivement la dynamique méridienne interne hors couche de Stewartson (sauf pour
les fluides fortement stratifiés, ce sera aussi discuté dans le chapitre suivant).

6.3.2 Couche limite sphérique

Augmentons maintenant légérement la complexité du probléme en considérant
une paroi sphérique. Cette derniére n’est ainsi plus perpendiculaire a I’axe de rotation
(& l'exception des poles). Il est assez simple de montrer que les couches d’Ekman
ont aussi une épaisseur O(\/F) pour cette géométrie en appliquant le principe de

2. Notons que I'emploi des termes downwelling et upwelling peut étre trompeur. En effet, lorsque
le fluide se situe sous la couche d’Ekman, ’écoulement de pompage d’Ekman est appelé downwelling
tandis qu'il est appelé upwelling lorsque le fluide se situe au dessus de la couche d’Ekman (et
inversement pour I’écoulement de succion d’Ekman).
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Figure 6.6: Schéma illustrant le sens de I’écoulement de pompage d’Ekman en fonc-
tion de la nature cyclonique ou anticyclonique de la contrainte horizontale générée
par un vent a la surface des océans dans ’hémisphére nord. Reproduit a partir de la
Fig. 2 de Beesley et al. (2008).

moindre dégénérescence aux équations du mouvement. Cette fois, nous développons
les quantités dynamiques en puissances du petit parameétre v/E. Il vient

U = Uy + Uy + @(51 + 1) + E(uy + u2) + ..., (6.36)
p ="+ bo+VE®, + 1) + E@y+ o) + ..., '

ou les variables surplombées d’une barre sont associées a I’écoulement interne, et
le symbole tilde est associé aux corrections de la couche limite d’Ekman. Du fait de

I’équilibre géostrophique e, xuw = —Vp, ’équation du mouvement stationnaire s’écrit
+00 +00
Yle. x B, = Y E"[-Vp, + EA®®, + @,)] | (6.37)
n=0 n=0

oit n € N. Nous gardons maintenant uniquement les termes O(E™?2) dans (6.37), oil
m € N, et nous introduisons la coordonnée étirée de couche limite ¢ = (1 —r)/VE, il
vient

~ o aﬁm+1 82'&771
€, X Uy = ac n+ e (6.38)
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Ekman Pumping (m/y
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Figure 6.7: Vitesse verticale d’Ekman (en métres par an) résultant du vent a la
surface des océans. L’écoulement est dirigé vers la surface (upwelling) dans les zones
vertes, et vers le fond (downwelling) dans les zones marrons. Source : Beesley et al.
(2008).

oll n = e, est le vecteur unitaire perpendiculaire a la paroi et dirigé vers 1'extérieur,
dans I’hémisphére supérieur. Une simple manipulation vectorielle de (6.38), et le fait
que n - (W, + ,,) = 0 dans la couche d’Ekman, donne la composante tangentielle du
champ de vitesses d’ordre O(E™/?)

2
O (0 gy + ) — (- €)(1 X i + ) | (6.39)

ac2

dont la solution est

(1 X Uy, + 1Wy,) = (W X Wy, + Wy ) =0 €XP (—(\/z'|n : ez|) : (6.40)

Enfin, nous sommons (6.40) sur m € N pour obtenir la composante du champ
de vitesses tangentielle a la paroi dans la couche limite d’Ekman (Greenspan, 1965;
Rieutord, 2015)

nxu-+iu=Cexp <—C«/i|n : ez|) : (6.41)

ou C est un vecteur complexe défini comme
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C=(nxu+it)c . (6.42)

En utilisant la condition d’imperméabilité de la paroin - (w+uw) =04a ¢ = 0,
(6.41) implique que

Gp + i(ug — up) = Cexp <—C«/z’| cos 9|> . (6.43)

Rappellons que ug4 est la solution géostrophique de la vitesse azimutale, elle
est donc indépendante de la coordonnée parallele a 'axe de rotation z, c’est-a-dire
Uy = Uy(s). La fonction C' est telle que (6.43) satisfait les conditions aux limites au
niveau de la paroi. Prenons, par exemple, la condition de stress horizontal nul

ﬁ 719 + iu¢
or r

Nous obtenons alors simplement

~0. (6.44)

r=1

) = (1+ i)\/grw) (6.45)

ou

TUg(sin ) — sin Oy (sin 0)

\/| cos b 7

et le prime indique une dérivée vis-a-vis de la coordonnée radiale cylindrique s =
rsinf. La vitesse latitudinale dans la couche limite d’Ekman est alors obtenue en
prenant la partie réelle de (6.43). Il vient

r(6) =

(6.46)

Up = \/?F(H)(cosf +siné)e™® (6.47)

ot £ = (+/| cos(f)]/2. De la méme maniére, la vitesse azimutale dans la couche limite
d’Ekman est obtenue en prenant la partie imaginaire de (6.43). Il vient

Uy = \/?F(Q)(cosf —siné)e * . (6.48)

Comme dans la section précédente pour I’étude de la couche limite d’Ekman
plane, le champ des vitesses tangentielles dans la couche limite d’Ekman ne satisfait
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pas la conservation de la masse, et ’équation de conservation de la masse dans la
couche limite d’Ekman s’écrit

i, E Osinbiy
oC  sinf 00 0 (6.49)

ol nous avons simplifié le probléme en considérant que I’écoulement est axisymétrique

par rapport a l'axe de rotation. Ainsi, la divergence de la vitesse dans la couche
d’Ekman @ induit un écoulement de faible amplitude et normal a la paroi. Nous
intégrons cette équation en utilisant la condition d’imperméabilité de la paroi, et
le fait que lim¢_,o @, = 0. De plus, nous considérons que 6 € [0,7/2], c’est-a-dire
| cos ] = cos@. 11 vient

W =0)=F [sug, +q(s) (a;) - @)] , (6.50)

B 1
C1-—s2"

q(s) (6.51)

Notons que I’écoulement de pompage/succion d’Ekman est ici d’ordre O(FE), tan-
dis que nous avions i, = O(v/E) en Sect. 6.3.1 pour I’étude de la couche limite plane.
Ce n’est cependant pas la géométrie de la couche d’Ekman (plane ou sphérique) qui
induit cette différence d’amplitude, mais le fait que nous ayons imposé des conditions
aux limites différentes : non-glissement pour la couche plane, et glissement sans frot-
tement ici. Nous discuterons ce point plus en détail, et montrerons le réle crucial des
conditions aux limites sur I’écoulement interne dans le chapitre 7.

Ici, la condition limite (6.44) donne donc lieu & une vitesse tangentielle d’am-
plitude O(v/E), qui elle méme génére un écoulement radial d’amplitude O(FE). 11
est intéressant de remarquer que dans cette configuration de couche limite d’Ekman
sphérique, son épaisseur est

E1/2 E1/2 1/2
bp=0|—— | =0 — , 6.52
r \/| cos b NG (6.52)

dans I'hémisphére supérieur (ot z = 0).

Ainsi, la couche d’Ekman s’épaissit pour des colatitudes croissantes, et tout
comme la solution du champ de vitesses, la relation (6.52) est singuliére au voisinage
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de I'équateur (0 — 7/2). Le probléme de la singularité équatoriale de la couche d’Ek-
man est complexe et nous ne rentrerons pas dans les détails dans ce manuscrit (voir
Marcotte et al., 2016, pour son étude analytique et numérique). Nous pouvons tout
de méme dire quelques mots sur 1’echelle de longueur de son épaisseur. En effet, consi-
dérons un fluide contenu dans une coquille sphérique de rayon 1, et plagons nous dans
un référentiel cartésien en rotation avec cette derniére et dont 'origine est I’équateur
de la sphére (c’est-a-dire © = s — 1, cf Fig. 6.8). L’équation du contour de la coquille,
donc I'équation du cercle de rayon 1 est simplement s+ 2% = 1. Proche de ’équateur,
c’est-a-dire pour z « 1, cette équation peut étre écrite s = /1 — 22 ~ 1 — 2?/2. Ainsi,
dans cette région équatoriale, I’équation du contour de la coquille peut s’écrire

r~ 2 (6.53)

Nous introduisons maintenant les coordonnées

i=E ", et Z=FEFz, (6.54)

que nous choisissons comme étant O(1) dans la couche d’Ekman et proche de 1’équa-
teur (Marcotte et al., 2016), c’est-a-dire que nous choisissons z = O(E®), et z =
O(E?). Injectons maintenant (6.54) dans (6.53) ; il vient

az o 2,32_2
E°% ~ —EP (6.55)

T et Z étant O(1), (6.55) impose o = 25. De plus, trés proche de I’équateur, nous
pouvons considérer que la couche d’Ekman est orthogonale au plan équatorial et ainsi
r = E*% = O(6g). En utilisant (6.52), il vient z = E*Z = O(E/6%) = O(E/z?). Nous
avons alors

EP = g2 et  a=208, (6.56)

c’est-a-dire

z=EYz et x=E i, (6.57)

dans la couche d’Ekman et & I’équateur. Ainsi, dans la bande équatoriale de hauteur
O(E'?), la couche d’Ekman a pour épaisseur §z = O(E?®). Une vue schématique
des couches d’Ekman et de leur épaisseur est représentée en Fig. 6.8. Notons qu’il est
logique qu’avec un développement des quantités dynamiques en puissances de E'/2
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Couche d'Ekman d'épaisseur
O(E1/2)

Upwelling

Singularité
équatoriale d'épaisseur
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Figure 6.8: Vue schématique des couches d’Ekman dont 1’épaisseur n’est bien str
pas a l’échelle, et de la singularité équatoriale. L’écoulement d'upwelling (pompage)
et de downwelling (succion) est indiqué, respectivement pour la couche limite externe
et interne, dans le cas ou la vitesse azimutale dans le référentiel en rotation avec la
coquille externe est de signe négatif.

(6.36), cette couche apparaisse d’épaisseur infinie car dans le régime asymptotique
des petits nombres d’Ekman, E%°~/2 — oo (Roberts & Stewartson, 1963; Rieutord,
2015).

6.4 Couches verticales de cisaillement

Dans la section précédente, nous avons présenté les propriétés caractéristiques
des couches limites horizontales d’Ekman, dans lesquelles 'amplitude de la force de
Coriolis devient comparable a celle des forces visqueuses. Nous avons aussi vu que
ces couches limites influent sur ’écoulement dans I'intérieur (quasi-)géostrophique de
par la nécessité d'un écoulement de succion ou de pompage, perpendiculaire aux pa-
rois. L’amplitude de cette vitesse verticale est d’ordre E? lorsque les conditions aux
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Figure 6.9: Représentation des couches de Stewartson imbriquées et de la couche
d’Ekman interne, ainsi que leur épaisseur, dans une configuration de coquilles sphé-
riques concentriques pour des conditions aux limites de non-glissement au niveau
de la coquille externe (gauche, Marcotte et al., 2016), et dans une configuration de
cylindres concentriques (droite, basé sur la figure 2.17 de Greenspan, 1968).

limites portent sur la vitesse tangentielle, et pas sur leur dérivée verticale (compa-
rer 6.35 et 6.50). Nous avons montré que I’étude des couches d’Ekman planes peut
étre généralisée aux couches limites horizontales inclinées et sphériques. Cependant,
si elles sont localement paralléles a l'axe de rotation, nous avons vu que la théo-
rie échoue du fait de I'apparition d’une singularité. Lorsque que cela arrive, nous
avons vu que l’épaisseur des couches d’Ekman en ces points singuliers est modifiée
(O(EY?) — O(E??)). Dans cette section, nous étudierons briévement un second effet
de la présence de cette singularité, a savoir l'apparition de couches de cisaillement
imbriquées, dont 1’ensemble est appelé couche de Stewartson (Stewartson, 1966), tan-
gente a la singularité des couches d’Ekman, et dont les propriétés sont plus compli-
quées que celles des couches limites horizontales. La formation de ces couches imbri-
quées est en réalité nécessaire pour plusieurs raisons. La premiére est qu’elle permet
le transfert de fluide d’une couche d’Ekman a une autre. La seconde dépend de la géo-
métrie de la configuration : pour des cylindres concentriques, les couches imbriquées
doivent permettre a 1’écoulement géostrophique interne, de satisfaire les conditions
aux limites au niveau des parois verticales, pour des coquilles concentriques, elles
doivent permettre de supprimer une singularité dans le gradient de vitesse angulaire
et de lisser une discontinuité dans la dérivée de la vorticité. La couche de Stewart-
son est représentée schématiquement en Fig. 6.9, dans les configurations de coquilles
sphériques concentriques, et de cylindres concentriques.
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Pour simplifier le probléme, plagons nous dans la configuration des cylindres
concentriques ot nous for¢ons une rotation différentielle entre les deux cylindres AQ2 =
O(1), et prenons la composante verticale de I’équation du mouvement incompressible
(6.17), a I'état stationnaire

P _

5, = EA(e, -u) . (6.58)

La composante verticale de 1’équation de la vorticité (6.18), a 1’état stationnaire
s’écrit quant a elle

9
0z

ol nous avons utilisé I'équation de continuité V - u = 0. Il est alors possible de

(e.-u) = EA (e, (V xu)) , (6.59)

combiner ces deux équations, pour obtenir
N2

o'p
022

et enfin, nous utilisons la divergence de ’équation stationnaire du mouvement

+E*V'(e. (Vxu)) =0, (6.60)

e. (Vxu)=V?, (6.61)

qui une fois insérée dans (6.60) donne I’équation différentielle de degré 6 pour la
pression (expression aussi formulée par Greenspan, 1968; Hopfinger, 1992)

o + BV =0 (6.62)

022 p=5 '
qui représente un équilibre entre la force de Coriolis et les forces visqueuses. A partir
de cette équation, nous allons maintenant retrouver l’épaisseur caractéristique des
deux couches imbriquées de Stewartson, ainsi que I'amplitude des vitesses dans ces

couches, en fonction du nombre d’Ekman.

6.4.1 La couche d’épaisseur E'/?

Supposons qu’il existe une couche verticale d’épaisseur O(E“)R, ou R est le
rayon du cylindre externe et nR celui du cylindre interne, tangente a ce dernier, et
dans laquelle les effets visqueux dominent. Introduisons maintenant la coordonnée
cartésienne sans dimension étirée et d’ordre O(1), & = E~%z avec x = s — 1 telle que
la dérivée radiale cylindrique dy = E~%0;. Nous considérerons aussi que I’écoulement
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est axisymétrique. Enfin, nous nous plagons dans la limite asymptotique des petits
nombres d’Ekman £ « 1. Ne gardant que les termes dominants, 1’équation (6.62)
peut alors étre réécrite

*p 2-6a p
2 FE 6 =0. (6.63)

Pour que les termes soient en équilibre, il faut alors v = 1/3. Ainsi, il peut exis-
ter une couche verticale de cisaillement d’épaisseur O(EY?) (e.g., Greenspan, 1968).
De plus, comme mentionné plus haut, au moins une des couches imbriquées de Ste-
wartson doit contenir I’écoulement de pompage/succion, permettant un transfert de
masse entre les deux couches d’Ekman. D’aprés (6.35) et (6.52), la vitesse verticale
de pompage associée est

i, =0 (E1/2E*aajuy) , (6.64)

ol U, est la vitesse géostrophique dans le cylindre, d’ordre O(1). Supposons que dans
cette couche d’épaisseur O(E3), il existe un écoulement vertical d’amplitude O(E£?),
il faut alors que O(E®) = O(EY?713) c’est-a-dire 8 = 1/6. Ainsi, 'amplitude de la
vitesse verticale u. dans cette couche est O(EY6). L’équation de continuité dans la
couche limite s’écrit quant a elle

L 0Uy  OU,
1/3% o =0, (6.65)

et 'équilibre des deux termes implique u, = O(E 1/2) Projetons maintenant 'équation
du mouvement dans les trois directions, x, y, et z. Il vient

E

op *u
= —FTYBZE L gl
“ oz Y
1/3 82“@/
| w=- BRI (6.66)
0= _8_p 1/3%
L 0z or?

Une nouvelle fois, I’équilibre des différents termes implique que u, = O(EYS),
et que p = O(EY?). Notons que 1’équation (6.66c) implique que 1’écoulement dans
cette couche verticale est agéostrophique, car la pression dépend de la coordonnée
verticale. Notons aussi que la vitesse azimutale u, imposée a l'intérieur du cylindre
est O(1), et la couche considérée ne permet pas la reconnexion de la vitesse azimutale
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avec 'écoulement intérieur. La couche d’épaisseur O(EY3) n’est donc clairement pas
suffisante pour décrire entiérement la couche de Stewartson.

6.4.2 La couche d’épaisseur E'/*

Considérons maintenant une seconde couche verticale de cisaillement dans la-
quelle, pour permettre une reconnexion avec 1’écoulement géostrophique intérieur,
la vitesse azimutale u, = O(1). Comme pour I'étude de la couche d’é¢paisseur E'/3,
nous introduisons la coordonnée cartésienne sans dimension étirée et d’ordre O(1),
T = E77z avec x = s — 1 telle que la dérivée radiale cylindrique 0, = E~70;. Les
termes dominants de I’équation de la pression (6.62) donnent

%p p
T ) s | I 6.67
02 076 (6.67)

Evidemment, v ne peut pas étre égal a 1/3 et deux cas se présentent a nous. Si
v > 1/3 alors le second terme domine, et (6.67) devient

p

Cette condition ne peut cependant pas satisfaire a la fois les conditions aux limites
pour u,, tout en assurant que p tende vers 0 loin de la couche verticale considérée.
Ainsi, v est nécessairement plus petit que 1/3. Dans ce cas, (6.67) devient, dans la
limite asymptotique £ « 1

*p
ch-0. (6.69)

Comme pour I'étude de la couche d’épaisseur O(E 1/3), nous projetons maintenant
I’équation du mouvement dans les trois directions, x, y, et z. Il vient

)
op *u
_ = _F7 L2 E1—2'y_51?
E oz " 0i2
2
= E127% , (6.70)
op 0%u
0= -2 gl
\ oz 02

et I'’équation de continuité s’écrit
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ou ou
_'Y T z —
BT+ 50 (6.71)

Rappelons que nous imposons u, = O(1), alors d’apres (6.70b), u, = O(E™%7),
et d’apres (6.71), u, = O(E'™37). De plus, vu que v < 1/3, le premier terme du coté
droit de (6.70a) domine sur le second. Ainsi, p = O(E7), et donc (6.70c) se réduit a

o _
0z

a lordre le plus bas. Ainsi, I’écoulement dans la couche d’épaisseur O(E?) est quasi-

0, (6.72)

géostrophique. Enfin, faisons le méme exercice que dans la section précédente en
faisant 'hypothése que cette couche participe au transfert de masse entre les deux
couches d’Ekman, c’est-a-dire que O(E'=3) = O(EY?>77). 1l vient v = 1/4, donc
u, = O(E"?) et u, = O(E"Y*) dans cette couche verticale d’épaisseur O(EY4).

6.4.3 La couche d’épaisseur E%7

De la méme maniére, il est possible de montrer que dans le cas d’une géométrie
coquilles sphériques, il existe une couche supplémentaire localisée dans le cylindre de
rayon sans dimension 7 et parallele a l’axe de rotation. Contrairement a la couche
d’épaisseur O(EY4), celle-ci est située au dessus de la coquille interne (cf Fig. 6.9), et
est donc dépendante de sa géométrie.

La détermination de son épaisseur est, pour l’essentiel, identique au cas précé-
dent. Nous introduisons une nouvelle fois la coordonnée cartésienne sans dimension
étirée et d’ordre O(1), ¥ = E~*x avec x = s — 7 telle que la dérivée radiale cylin-
drique d; = E~%0;. Nous choisissons, comme dans la section précédente, u, = O(1)
afin de permettre une reconnexion avec I’écoulement géostrophique dans le cylindre
tangent a la coquille interne. Ainsi, en suivant les mémes étapes que pour ’étude
de la couche d’épaisseur O(E'*), nous trouvons, une nouvelle fois, u, = O(E'~%),
u, = O(E'73%), p = O(E®), et dp/0z = 0. Ainsi, la couche d’épaisseur O(E¢) est elle
aussi quasi-géostrophique. Enfin, et contrairement au cas précédent, nous considérons
les effets géométriques associés a la coquille interne, dans ’expression de I'amplitude
de I’écoulement de pompage/succion d’Ekman. En effet, dans cette couche, la hauteur
de la coquille interne z n’est plus nécessairement O(1), et d’aprés (6.35) et (6.52),

E1/2
~ =€
U, = O ( 7 E é’xu0> ) (6.73)
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Notons que si 'on considére que z = O(1), nous retrouvons la solution pour une
couche d’épaisseur O(E'*). Si I'on considére la géométrie de la coquille interne dans
cette couche, et que l'on se place dans la limite asymptotique des petits nombres
d’Ekman, I’équation du contour de la coquille interne s + 22 = n? donne

Vz=(n -5
- — <2E577297; + E?’f:?)l/4
~ —(2ESnz) Y4
= O(B")

ol nous avons utilisé le fait que & < 1/3 et s < 7. Ainsi, I"écoulement de pom-

(6.74)

page/succion d’Ekman a pour amplitude

i, = O(EY* ¢y (6.75)

Enfin, faisons encore une fois I’hypothése que cette couche participe au transfert
de masse entre les deux couches d’Ekman, c’est & dire que O(E'~%) = O(EY/?2=¢-¢/4),
Il vient £ = 2/7. Ainsi, dans la couche d’Ekman d’épaisseur O(E?7) localisée dans le
cylindre tangent & la coquille interne, u, = O(E¥7), u, = O(EY7), et p = O(E¥7).

Pour finir cette section, il est important de préciser que l’existence de la couche
centrale d’épaisseur O(E"'/?) dans laquelle la force de Coriolis et la force de viscosité
sont en équilibre, ne dépend pas des conditions aux limites imposées. En revanche,
I'existence des couches quasi-géostrophiques d’épaisseur O(E?7) et O(EY*) en dé-
pend. En effet, lorsque, par exemple, ’on impose un stress horizontal au niveau de la
coquille externe, I'équilibre caractéristique de la couche EY*, c’est-a-dire I'équilibre
entre ’écoulement de pompage/succion d’Ekman et le frottement associé a la vitesse
azimutale d’ordre O(1), est en place dans toute la région externe au cylindre tangent.
Cette couche de cisaillement n’a donc pas lieu d’exister. Dans cette configuration, la
couche quasi-géostrophique d’épaisseur O(E%7) existe cependant, mais ’écoulement
qui la caractérise n’est pas celui présenté dans cette section. La configuration ot 1'on
impose une conditions limite sur la dérivée radiale de la vitesse azimutale est présentée
dans le chapitre 7.

6.5 Instabilités hydrodynamiques liées a la rotation

Un grand nombre d’instabilités liées a la rotation peuvent émerger dans les inté-
rieurs stellaires et ainsi contribuer au transport du moment cinétique et des éléments
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chimiques (voir Charbonnel et al., 2008, par exemple). L'une d’entre elles, parfois
considérée comme la principale source de transport vertical (ici dans le sens paralléle
a la gravité) dans les zones radiatives stellaires, est I'instabilité de cisaillement résul-
tant de la rotation différentielle radiale. D’autres instabilités peuvent aussi avoir un
role important. En effet, dans les intérieurs stratifiés, des instabilités associées a la
flottabilité peuvent apparaitre, comme la convection thermique si le fluide est stratifié
thermiquement de fagon instable, ou la convection double-diffusive si la densité du
fluide dépend de deux variables (par exemple, la température et le poids moléculaire
moyen) diffusant a des vitesses différentes. En outre, dans les intérieurs en rotation,
un déplacement de particules fluides peut entrainer des instabilités centrifuges si le
moment cinétique diminue localement en s’éloignant de ’axe de rotation. La pré-
sence d'un champ magnétique peut également jouer un role dans la déstabilisation
des intérieurs stellaires, soit directement par la flottabilité magnétique ou par des
instabilités conjointes (association d’un cisaillement et d’un champ magnétique toroi-
dal, par exemple), ou soit par son interaction avec la convection turbulente, ce qui
peut générer de la dynamo et ainsi entretenir le champ magnétique.

Les régions radiatives stellaires sont en rotation, stratifiées thermiquement et
contiennent des gradients de composition chimique résultant des réactions de fusion
qui augmentent le poids moléculaire moyen dans le coeur. Par conséquent, il semble
raisonnable de s’attendre a ce que la plupart, sinon la totalité, des processus de
transport mentionnés ci-dessus se produisent, possiblement simultanément, pendant
la vie des étoiles. Bien stir, la modélisation compléte du mélange induit par la rotation
stellaire est un probléme complexe. Par conséquent, pour en comprendre les différentes
facettes, il est utile d’étudier des configurations simplifiées qui intégrent, étape par
étape, les différents phénomeénes physiques qui contribuent & ’ensemble du modéle
réaliste. Dans cette section, nous présenterons uniquement les conditions d’instabilité
des écoulements cisaillés, en augmentant progressivement le degré de sophistication de
la configuration. L’instabilité centrifuge ainsi que les instabilités baroclines n’étant pas
pertinentes pour la suite du manuscrit, sont succinctement présentées en Annexe B.

6.5.1 Instabilité de cisaillement

L’instabilité de cisaillement est souvent considérée comme étant la principale
source de transport turbulent dans les zones radiatives stellaires (Knobloch & Spruit,
1983; Zahn, 1992). Les écoulements cisaillés sont omniprésents dans la nature et
existent dés que deux particules fluides adjacentes se déplacent dans la méme direc-
tion, mais a des vitesses différentes. Le cisaillement est alors 'amplitude du gradient
de vitesse dans la direction perpendiculaire au déplacement. Dans cette section, nous

116



CHAPITRE 6. GENERALITES SUR LES FLUIDES EN ROTATION

présenterons le cas classique d’un écoulement plan paralléle, pour un fluide non-
visqueux, avec et sans stratification, et nous discuterons des effets diffusifs.

Cas non stratifié

Prenons un fluide incompressible et non-visqueux entre deux plaques paralléles
localisées respectivement & z = 0 et z = H. Considérons maintenant que ces deux
plaques sont imperméables, c¢’est-a-dire v,(H) = v,(0) = 0, et qu’il existe un écou-
lement satisfaisant I’équation du mouvement stationnaire, dirigé dans la direction x,
et dont le profil vertical arbitraire est imposé, v = 7,(z)e,. Le fluide n’étant pas vis-
queux, il n’existe pas de couche limite au niveau des deux parois. Une vue schématique
de la configuration géométrique est représentée Fig. 6.10. L’équation du mouvement
et I’équation de continuité dans le référentiel inertiel s’écrivent simplement

ov
a—k(v-V)v:—VP,

V.-v=0.

(6.76)

Etudions maintenant la stabilité de I'écoulement laminaire T sujet a des per-
turbations d’amplitudes infinitésimales. Pour cela, nous décomposons le champ de
vitesses en v = U+ 0 = U,(2)e, + U, ou v est la perturbation infinitésimale du champ
de vitesses. Nous faisons la méme décomposition pour le champ de pression. Cepen-
dant, le terme non linéaire d’accélération convective (v - V)o = 0, donc VP = 0.
Alinsi, nous pouvons écrire les équations du mouvement projetées dans les directions
x et z et linéarisées, ainsi que 1’équation de continuité. Il vient

L T
ot o T T T ox
0 0 0P
Q= OV OF (6.77)
ot Tl ox 0z’
o, 0,
\ ox 0z B .

Les coefficients de ce systéme d’équations aux dérivées partielles ne sont ni
fonction de ¢ ni de x. Ainsi, nous cherchons des solutions de la forme ¢(x, z,t) =
G(z) exp(ik,x + At), ot A est le taux de croissance des perturbations, et k, est la com-
posante horizontale du nombre d’onde (Garaud et al., 2015). Le systéme d’équations
(6.77) s’écrit alors
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Figure 6.10: Exemples de profils verticaux laminaires 7, entre deux parois paralléles
et imperméables.

.
dv,

Ny + ihyUydy + 0,—2 = —ik, P,
<
dp

3N, + ik, Ty, = —— | (6.78)
dz

d
10N 2 -0,
k2 U +dz

Il suffit maintenant de combiner ces trois équations, et d’introduire la vitesse de
phase des fluctuations sinusoidales ¢ telle que A = —ik,c (Drazin, 2002; Garaud et al.,
2015), pour obtenir I’équation de Rayleigh

d?v, d*v,
(@—@(-ﬂ—ﬁﬁ>—@5%:o, (6.79)

qui doit étre résolue numériquement. Nous notons cependant que les modes se pro-
pagent de la méme maniére dans le sens x positif et x négatif. En effet, les solutions de
cette équation ne dépendent pas du signe de k,. Notons aussi que les modes instables
(R(A) > 0) a k, > 0, correspondent aux modes dont la partie imaginaire de la vitesse
de phase Z(c) est positive. Si ¢ est réel, alors les modes associés ne sont ni stables ni
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instables, ils oscillent et sont appelés modes neutres. Nous pouvons maintenant déri-
ver la condition de stabilité linéaire (nécessaire mais pas suffisante) appelée théoréme
du point d’inflexion de Rayleigh (Rayleigh, 1880). En effet, multiplions (6.79) et son
complexe conjugué respectivement par v*/(v, — ¢) et 0,/(v, — ¢*) o le symbole =
indique la forme complexe conjuguée, soustrayons ces deux équations et intégrons le
résultat entre z = 0 et z = H. Il vient

a 0, 0% d*v
v z 2 “dz =0 6.80
(€) L T — ) (To —c*) d22 ~ 7 (6.80)

en utilisant la condition limite v, = 0 & z = 0 et 2 = H. Nous avons vu, plus haut, que
les modes instables sont caractérisés par Z(c) > 0. Ainsi, pour Z(c) > 0, les termes
dans l'intégrale ne peuvent pas rester positif dans ’ensemble du domaine, et le seul
terme pouvant potentiellement changer de signe est d*v,/dz?. Le critére nécessaire
pour l'instabilité linéaire requiert que quelque part entre z =0 et 2 = H

d*v,
dz?

et donc que ’écoulement laminaire posséde un point d’inflexion. Ainsi, il est intéres-

-0, (6.81)

sant de remarquer, par exemple, quun profil de vitesse laminaire linéaire est toujours
linéairement stable vis-a-vis du cisaillement, lorsque 'on considére un fluide non-
visqueux et non-stratifié.

Cas stratifié et non-diffusif

Considérons maintenant les effets de la stratification en imposant un profil ver-
tical de densité nominale p(z) en équilibre hydrostatique, c’est-a-dire tel que

+p(2)g=0. (6.82)

Cette densité nominale sera choisie décroissante avec la hauteur z dans notre
systéme bi-dimensionnel, telle que le fluide soit stratifié de maniére stable. Cette stra-
tification stable introduit ainsi une force de rappel, la force d’Archimede, qui tend
a inhiber les mouvement verticaux et a stabiliser I’écoulement. Les zones radiatives
stellaires étant elles méme stratifiées, cet incrément de sophistication est un pas sup-
plémentaire vers une modélisation réaliste des intérieurs stellaires. Nous nous plagons
dans 'approximation de Boussinesq, souvent utilisée pour simplifier les études théo-
riques et numériques des fluides stratifiés et incompressibles. Ainsi, nous supposons
que les fluctuations de densité autour du profil nominal sont négligeables, sauf dans
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le terme de poussée d’Archiméde. L’utilisation de cette approximation est justifiée
si les vitesses restent faibles par rapport a celle du son (M? = V?/c? « 1) et si les
hauteurs de pression, de température et de densité sont grandes par rapport a la hau-
teur du domaine occupé par le fluide (Spiegel & Veronis, 1960). Cette approximation
considere 'équation d’état p = —ﬁaT ot T est la perturbation du profil nominal de
température T, et a = —p~1(0p/0T)p est le coefficient de dilatation thermique.

Le profil de température nominale est choisi linéaire, c’est-a-dire dT'/dz = T, =
Cte, et les équations du mouvement, de la température et de continuité peuvent alors
s’écrire, dans le cas non-diffusif

Z—;} +(v-V)v=-VP+agTe, ,
) %—f +(v- V)T +0.T.=-VP+agTe, =0, (6.83)
V. v =

Comme pour le cas non stratifié, nous linéarisons ces équations, les projetons
dans les deux directions, x et z, et cherchons des solutions de la forme §(z, z,t) =
G(z) exp(ik,x+ At). La combinaison de ces équations permet alors d’obtenir 1’équation
de Taylor-Goldstein

d2 Az d2—m 2
(T, — ) ( Y k262> e Ny (6.84)

ou N? = agT, est la fréquence de Brunt-Viisild. Notons que dans le cas non stratifié,
c’est-a-dire le cas ou N2 = 0, nous retrouvons 1’équation de Rayleigh (6.79). Comme
pour le cas non-stratifié, nous remarquons que les solutions de cette équation peuvent
étre associ¢es a des modes neutres si Z(c) = 0, ainsi qu’'a des modes instables si
Z(c) > 0. De maniére analogue au cas non-stratifié, il est possible de montrer que
cette équation implique (Miles, 1961; Howard, 1961)

7(0) LH ﬁ (}l (%)2 —/\/2) dz — T(c) LH

ou F' = 0,/4/T, — c. La condition nécessaire (mais pas suffisante) d’instabilité Z(c) >
0 implique que le terme de droite est positif. Le terme de gauche doit alors 1’étre

dF|?
— k2| F|2d .
|t SF[Pdz . (6.85)

aussi. Ainsi, un écoulement non visqueux et stratifié peut étre linéairement instable
si quelque part dans le domaine
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N2

J(2) = ——=
) (du,/dz)

<=, (6.86)

N

ot J(z) est le nombre de Richardson local. Ainsi, la stratification stable a un effet
stabilisateur sur I’écoulement cisaillé. Les intérieurs stellaires sont généralement trés
fortement stratifiés, en particulier J(z) ne tombe jamais en dessous de 'unité dans
les zones radiatives. Ce critére implique donc que les intérieurs stellaires sont a priori
toujours stables vis-a-vis de I'instabilité de cisaillement (& quelques rares exceptions
prés, voir Edelmann et al., 2017). Autrement dit, le cisaillement généré par la ro-
tation différentielle est a priori trop faible pour surpasser l'effet stabilisateur de la
stratification.

Le role de la viscosité et de la diffusion thermique

Jusqu’ici, nous avons étudié les conditions de stabilité d’un écoulement cisaillé
non visqueux et non diffusif. Tandis que la viscosité tend a avoir un effet stabilisateur,
nous avons vu qu’une stratification (stable) en densité peut stabiliser un écoulement
qui, s’il n’était pas stratifié, serait instable. La diffusion thermique quant & elle lisse
les perturbations de température et donc de densité. Ainsi, lorsqu’elle est prise en
compte, cette derniére inhibe la force d’Archiméde qui stabilise I’écoulement et peut
alors permettre a l'instabilité de se développer. C’est Townsend (1958) qui, le premier,
montre que les effets d’ajustement thermique des particules fluides par la radiation a
leur voisinage entraine une augmentation du nombre de Richardson critique, passant
ainsi de 1/4 & (Steoor) ™!, o0 S = |dv/dz| est le taux de cisaillement local, t.o0 = I2/kr
est le temps de refroidissement par la radiation, [ est la longueur caractéristique
des tourbillons, et k7 est la diffusivité thermique. Ainsi, la nouvelle condition pour
I'instabilité peut s’écrire JPe; < (JPe), ou Pe; = Sty est le nombre de Péclet
turbulent et (JPe). est une constante d’ordre 1. Cette condition indique que tout
écoulement cisaillé et stratifié peut toujours étre instable si [ est suffisamment petit.
Evidemment, [ ne peut pas étre infiniment petit & cause de la viscosité. Zahn (1974)
introduit alors une échelle de longueur critique pour les tourbillons [. qui correspond a
la plus petite échelle pour laquelle le nombre de Reynolds est supercritique. Le nombre
de Reynolds critique Re, = SI?/v est une constante universelle d’ordre 103. Le critére
d’instabilité, pour toute échelle de longueur peut alors s’écrire JPe < (JPe).Re/Re.,
c’est-a-dire

(6.87)
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o Pr = v/kr est le nombre de Prandtl, trés petit dans les intérieurs stellaires ra-
diatifs, et (JPr). ~ 0.007 (Garaud & Kulenthirarajah, 2016; Prat et al., 2016; Ga-
raud et al., 2017). En particulier, J.; qui était égal a 1/4 dans le cas non-diffusif,
peut atteindre des valeurs de 'ordre de 103-10* dans les intérieurs stellaires, et ainsi
permettre au cisaillement généré par la rotation différentielle de surpasser I'effet sta-
bilisateur de la stratification (stable). Bien-sir, la géométrie adaptée a I’étude des
intérieurs stellaires est sphérique et le taux de cisaillement s’écrit S = rsin 0dS2/dr
pour une rotation en coquilles (2 = Q(r)).

Les écoulements cisaillés turbulents associés & l'instabilité de cisaillement sont
caractérisés par un transport turbulent des scalaires passifs et de la quantité de mou-
vement, dans la direction du cisaillement, et sont associés, respectivement, au coef-
ficient de diffusion verticale D, et & la viscosité turbulente v,. Pour déterminer leur
expression, Zahn (1992) fait ’hypotheése simple que I’écoulement reste marginalement
stable, c’est-a-dire qu’il suppose JPr = (JPr).. Cette hypothése définit ainsi la taille
des tourbillons

ly = <({]J;Z)C)l/2H , (6.88)

ou H est 'échelle de longueur verticale de la couche de cisaillement et Pe = SH?/kr.
Il vient alors D, ~ v, ~ Cky/JocSI% ou C ~ 0.08 (Garaud et al., 2017) est une
autre constante universelle et k7 est la diffusivité thermique. Le critére d’instabilité
(6.87) est vérifié par les simulations numériques directes de Prat et al. (2016) et de
Garaud et al. (2017) mais I'expression des coefficients de transport ne reproduit pas
correctement les résultats numériques dans la limite de faible stratification (J « 1)
pour laquelle Zahn (1992) prédit que D, et v, doivent tendre vers une valeur infinie, ce
qui n’est évidemment pas physique. Garaud et al. (2017) montre que le fait que la taille
des tourbillons est inversement proportionnelle a .J, et que la taille du domaine est
limitée verticalement, implique que dans la limite des faibles stratifications I, — H,
donc que dans ce régime D, et v, tendent vers une valeur constante. Ils proposent
alors un nouveau modéle

D,J Vyd C JPr b
ke Rr 1 + a(JPec)t (1 - —) pour JPr < (JPr)., (6.89)

(JPr).

ot Pec = ScH?/ky et Sc est le cisaillement associé a 1’écoulement laminaire, C' ~
0.08, b ~ 0.25 et la valeur de a dépend de la configuration du systéme mais peut
étre prise égale a 1. La figure 6.11 montre la comparaison entre le modéle de Zahn,
le modéle présenté Eq. 6.89, et les données numériques, pour différents nombres de
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Figure 6.11: Comparaison entre le modéle de Zahn pour le transport turbulent et
celui de Garaud et al. (2017). Les symboles correspondent aux résultats des simula-
tions numeériques directes de Garaud et al. (2017) a différents nombres de Reynolds
Rec = ScH?/v. Source : Garaud et al. (2017).

Reynolds.

Gagnier & Garaud (2018) montrent ensuite que l'apparition de la turbulence
dans un écoulement cisaillé et stablement stratifié est sujette a ’hystérésis. En par-
ticulier, le critére d’instabilité linéaire (6.87) n’est pas une condition suffisante (bien
que nécessaire) pour étre le siége de turbulence, et 'apparition de cette turbulence dé-
pend de I’évolution de la stabilité de cet écoulement. Aussi, Gagnier & Garaud (2018)
montrent que contrairement a ce qu’implique le critére d’instabilité linéaire (6.87), il
existe un “overshoot” turbulent entre les régions théoriquement stables vis-a-vis de ce
critére, et les régions théoriquement instables adjacentes. L’échelle de longueur de cet
overshoot ot 'amplitude de 1’écoulement turbulent décroit exponentiellement, 9, est
de 'ordre de I’échelle de longueur verticale des tourbillons.

Ainsi, bien que le modeéle de Zahn pour linstabilité de cisaillement soit trés
largement utilisé, en particulier pour modéliser le transport turbulent dans les codes
d’évolution stellaire, ce dernier posséde quelques limites. En particulier, le critére
d’instabilité de Zahn (1974) ne prend pas en considération les effets non-locaux de
la turbulence, et 'expression analytique des coefficients de transport de Zahn (1992)
n’est pas nécessairement valide dans tous les régimes de stratification. Enfin, bien
que dans les étoiles le cisaillement est associé a la rotation différentielle, le modeéle de
Zahn ne prend pas en considération les effets de la rotation, qui sont potentiellement
cruciaux. En effet, selon le signe du gradient de moment cinétique dans la direction
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perpendiculaire a 1’axe de rotation, la rotation peut soit stabiliser soit déstabiliser
un écoulement cisaillé et stratifié, et donc modifier considérablement les conditions
d’instabilité ainsi que le transport turbulent associé.

6.6 Stabilité des couches limites horizontales et ver-
ticales

Les écoulements dans les couches limites horizontales d’Ekman et dans la couche
de Stewartson sont fortement cisaillés. En effet, les premiéres font le lien entre les
conditions aux limites et 1’écoulement intérieur, et la seconde est, par définition,
une couche de cisaillement. Dans cette section, nous décrirons briévement quelques
résultats théoriques et expérimentaux relatifs a leur stabilité.

6.6.1 Stabilité des couches d’Ekman

Dans la section 6.3, nous avons discuté de la contribution majeure des couches
limites horizontales laminaires d’Ekman, dans le cas stationnaire, pour la circula-
tion des fluides en rotation. Considérons maintenant, les sources possibles de non-
stationnarité pouvant émaner directement des couches d’Ekman elles mémes. D’un
point de vue expérimental, la stabilité des couches d’Ekman a été étudiée, en premier,
par Faller (1963), Faller & Kaylor (1966) et Tatro & Mollo-Christensen (1967). Ils
trouvent qu’il existe deux types d’instabilités associées a ces couches limites, qu’ils
appellent instabilité de classe B (ou de type I), et instabilité de classe A (ou de type
IT). Ces instabilités sont illustrées en Fig. 6.12b. L’apparition de 'instabilité de classe
B est relativement triviale au vu de ce que nous avons introduit plus haut. En effet, la
figure 6.12a représente les corrections de couche limite pour la vitesse horizontale dans
une couche d’Ekman elle aussi horizontale, en géométrie cartésienne (ici, I’écoulement
géostrophique est dirigé dans la direction x, voir Sect. 6.3.1). Nous voyons clairement
I’existence de points d’inflexion dans les profils de vitesse horizontale, satisfaisant ainsi
la condition d’instabilité linéaire d’un écoulement non-visqueux (6.81). Gregory et al.
(1955) montre que le point d’inflexion dominant est celui qui est le plus proche de la
paroi, et Lilly (1966) confirme numériquement que les ondes de classe B proviennent
bien de cette instabilité linéaire de cisaillement non-visqueuse. L’instabilité de classe
A, quant a elle, ne peut pas étre étudiée dans la limite non visqueuse, et résulte en fait
d’une interaction complexe entre la force de Coriolis et la force visqueuse que nous ne
décrirons pas ici (pour plus de détails, voir Lilly, 1966). Lilly (1966) détermine la limite
de stabilité linéaire d’un écoulement visqueux plan-paralléle dans la couche d’Ekman,
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Figure 6.12: Gauche : profils de vitesses horizontales dans une couche d’Ekman
en géométrie cartésienne (voir Sect. 6.3.1). Droite : visualisation expérimentale des
modes de classe A et B, associés a l'instabilité des couche d’Ekman, source : Faller &
Kaylor (1966).

en résolvant I’équation aux valeurs propres d’Orr-Sommerfeld (dont 1’équation de
Rayleigh (6.79) en est la limite lorsque Re — o). Il trouve que les modes de classe A
apparaissent pour Re > 55, et que les modes de classe B apparaissent pour Re > 110,
en accord avec les expériences en laboratoire de Tatro & Mollo-Christensen (1967).
Ici, le nombre de Reynolds est défini en prenant 1’épaisseur des couches d’Ekman
comme longueur caractéristique, Re = EY2HU /v, ot H est la hauteur du cylindre,
et U est 'amplitude de la vitesse laminaire (et quasi-géostrophique).

6.6.2 Stabilité des couches limites verticales

Lorsque I'on considére un cylindre dans lequel un fluide, initialement en rotation
solide, est ralenti ou stoppé, un premier type d’instabilité apparait et est caractérisé
par la formation de vortex au niveau des parois verticales du cylindre. Cette instabilité
est 'instabilité centrifuge discutée en Annexe B.1.

Un second type d’instabilité apparait lorsque, cette fois, 'on considére les ex-
périences de “split-disk”, ou de cylindres concentriques. Cette premiére configuration
consiste en un cylindre en rotation, dans lequel est placé, en son centre un disque,
lui aussi en rotation mais a une vitesse angulaire différente (cf Hide & Titman, 1967;
Niino & Misawa, 1984). Ces types de configuration voient l’apparition de couches
de Stewartson axisymétriques dont la stabilité a été étudiée d'un point de vue ex-
périmental par Hide & Titman (1967), Niino & Misawa (1984), et Frith & Read
(1999). Les résultats expérimentaux montrent que la couche d’épaisseur O(EY4) de-
vient instable lorsque le nombre de Rossby dépasse une certaine valeur critique, et
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sont expliqués, pour l'essentiel, par l'analyse asymptotique de Busse (1968). Cette
instabilité linéaire et non-axisymétrique résulte, comme pour l'instabilité de classe
A dans les couches d’Ekman, de la présence d’'un point d’inflexion dans le profil de
vitesse radiale-cylindrique et quasi-géostrophique dans la couche d’épaisseur O(EY4).
Il existe cependant une différence majeure entre les expériences de Hide & Titman
(1967) et Frith & Read (1999). En effet, pour Frith & Read (1999), le signe de la rota-
tion différentielle AQ) n’a pas d’effet sur le nombre d’onde azimutal associé au mode
non-axisymétrique le plus instable, qui croit avec le nombre d’Ekman. Pour Hide &
Titman (1967), en revanche, lorsque le disque au centre du cylindre tourne moins vite
que le cylindre, alors le nombre d’onde azimutal associé au mode non-axisymétrique
le plus instable n’est plus fonction du nombre d’Ekman, et reste constant & m = 1.
Les prédictions analytiques de Busse (1968) ne prédisent pas une telle différence de
comportement entre spin-up et spin-down, et R. Hollerbach tente d’expliquer cette
différence de comportement dans deux papiers (Hollerbach, 2003; Hollerbach et al.,
2004) ou il montre 'importance du role de la géométrie du systéme, et en particulier
de la profondeur, variable ou non, du conteneur (voir aussi Busse, 1968). De ce fait,
I'instabilité de la couche de Stewartson, dans une configuration en coquilles sphé-
riques n’est plus associée au cisaillement, mais est une instabilité oscillatoire qui suit
la relation de dispersion des ondes de Rossby (e.g., Kuo, 1949; Busse, 1968; Schaeffer
& Cardin, 2005).

6.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant briévement les notions de dynamique
des fluides en rotation qui y ont été présentées. Aprés avoir exposé les équations du
mouvement dans un repére en rotation, nous avons présenté le théoréme de Taylor-
Proudman, fondamental pour 1’étude des fluides non visqueux en rotation, et I’écou-
lement géostrophique qui y est associé. Nous avons ensuite montré le role fonda-
mental des couches limites d’Ekman, et dérivé I'expression de 1’écoulement de pom-
page/succion d’Ekman associé, en géométries plane et sphérique. Nous avons ensuite
montré que la singularité équatoriale des couches limites d’Ekman sphériques résulte
en la formation de couches de cisaillement paralléles a ’axe de rotation, appelées
couches de Stewartson, dans lesquelles le fluide est transféré d’une couche d’Ekman a
I’autre. Nous avons montré que les couches de Stewartson sont en fait composées de
plusieurs couches imbriquées, et avons dérivé leur épaisseur ainsi que ’amplitude de
la vitesse dans chacune de ces couches. Nous avons ensuite présenté 'instabilité de
cisaillement, parfois considérée comme la principale source de transport d’éléments
chimiques et de moment cinétique dans I’enveloppe radiative des étoiles massives. En
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Figure 6.13: Photographie, prise au dessus du cylindre, des vortex associés a l'in-
stabilité de cisaillement non-axisymétrique de la couche de Stewartson d’épaisseur
O(El/ 1) dans le cas ou la vitesse angulaire du disque est légérement plus élevée que
celle du cylindre. Source : Hide & Titman (1967).
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particulier, nous avons dérivé le critére d’instabilité linéaire des écoulements cisaillés,
pour plusieurs degrés de sophistication (fluides visqueux et non visqueux, homogénes
et stratifiés, et diffusifs et non diffusifs). Enfin, nous avons discuté la stabilité des
couches limites d’Ekman, et de la couche de Stewartson.
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Chapitre 7

Ecoulement de spin-down généré par
un vent radiatif

Outre 'importance de la perte de masse et de la perte de moment cinétique sur
I’évolution séculaire des étoiles massives, présentée en chapitre 5, il est intéressant
de questionner l'effet du couplage entre leur vent radiatif et la dynamique de leur
enveloppe radiative.

Il est bien connu que I’écoulement de spin-down d’un fluide incompressible dans
un conteneur rigide avec des conditions de non-glissement, se produit sur une échelle
de temps Pt/ VE, ou P, est la période de rotation du fluide, et E est le nombre d’Ek-
man défini dans le chapitre précédent (voir Greenspan, 1968). Lorsque I'on s’intéresse
aux fluides geo- ou astrophysiques, alors F « 1, et ’échelle de temps de spin-down
est bien plus courte que 1’échelle de temps de diffusion visqueuse P, /E. Cependant,
les conditions aux limites dans les étoiles ne sont pas rigides, en particulier les vents
radiatifs extraient du moment cinétique a la surface des étoiles massives, imposant un
couple sur les couches sous-jacentes. Le fluide est ainsi ralenti par une contrainte vis-
queuse horizontale (et potentiellement turbulente) & la surface de 1’étoile. Dans ce cas,
et comme pour le cas ot 'on impose des conditions aux limites de non-glissement,
il en découle une rotation différentielle et une circulation méridienne (Friedlander,
1976) qui supplémente 1’écoulement barocline, et qui contribue donc potentiellement
au transport des produits de réactions nucléaires, du cceur convectif aux régions plus
externes, et éventuellement jusqu’a a la surface de I'étoile. L’enrichissement en mé-
taux des couches superficielles renforce alors les flux de masse et de moment cinétique
associés aux vents radiatifs (voir Sect. 4.4 et Kudritzki et al., 1987; Puls et al., 2000,
2008).

Tandis que le chapitre 5 montre I'importance des vents radiatifs sur I’évolution
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séculaire des étoiles massives en rotation de par les pertes de masse et de moment
cinétique associées, nous chercherons, dans ce chapitre, a déterminer si I’écoulement
de spin-down induit par le couplage vent-enveloppe est, ou non, d’une importance
tout aussi cruciale. Bien stir, la modélisation compléte du mélange rotationnel est un
probléme compliqué. Il est ainsi utile, pour en comprendre les différentes facettes,
d’étudier des configurations simplifiées qui intégrent, étape par étape, les différents
phénomeénes physiques qui contribuent a l’ensemble du modéle réaliste. Pour cela,
nous considérerons la configuration simple d’un fluide incompressible piégé dans une
coquille sphérique soumise & une contrainte horizontale, et nous augmenterons son
degré de sophistication en considérant le role de la stratification thermique et de la
stratification en densité. L’essentiel des travaux présentés dans ce chapitre ont été
publiés dans Gagnier & Rieutord (2020), a 'exception de la Sect. 7.6.

Dans ce chapitre, nous indiquerons les variables dimensionnées par le
symbole .

7.1 Formulation générale

Un fluide ayant une viscosité cinématique constante v est enfermé entre deux
coquilles sphériques. La coquille interne est en rotation solide avec une vitesse angu-
laire constante €)., tandis que la coquille externe supporte une contrainte de surface
tangentielle prescrite 7,(0). R et nR sont les rayons des sphéres externe et interne,
respectivement. Nous schématisons ce modéle en Fig. 7.1. Nous considérons que la
contrainte générant ’écoulement est suffisamment faible pour que la vitesse typique
de I’écoulement dans ce référentiel en rotation soit petite comparée a la vitesse propre
du référentiel (voir Sect. 6.1). Nous considérons donc que les termes non linéaires sont
négligeables, ce que nous justifions a posteriori dans ’annexe E. Dans le cas géné-
ral oll nous permettons une stratification radiale en densité, le systéme d’équations
linéaires dans le référentiel en rotation avec la coquille interne, et dans le cas d’un
écoulement “anélastique”, s’écrit

0
,;l:* + Zchz X pUy = —VP* + Fvisc
(%
. (7.1)
A\ Py = 0 s

ol p, est la pression, p, est la densité du fluide (prescrite),
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Figure 7.1: Vue schématique du systéme. La coquille interne de rayon nR a pour
vitesse angulaire €., et la coquille externe, de rayon R, tourne a la vitesse angulaire
Q4(0). La rotation différentielle est générée par une contrainte prescrite, tangente a la
coquille externe. Les traits pointillés correspondent aux bords du cylindre C tangent
a la coquille interne. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

1 2
F i = 14 <Au* + §Vdivu*> +2(Vips - V)u, + Vi, x (V x uy) — §V(,u*divu*)
(7.2)

est la force visqueuse dimensionnée, et . = py«(ry)v est la viscosité dynamique du
fluide. Cette expression de la force visqueuse représente le cas ot ’enveloppe contient
de la turbulence a petite échelle avec des propriétés diffusives constantes, comme
souvent considéré en physique stellaire (Brandenburg et al., 1996; Képyla et al., 2012).
Les effets centrifuges sont quant a eux négligés.

Nous adimensionnalisons maintenant ces équations en choisissant des échelles de
temps et de longueur caractéristiques. L’échelle de temps naturelle est imposée par
inverse de la fréquence de Coriolis (2§2.)7! | le rayon de la coquille externe R sera
choisi comme échelle de longueur, et la densité a la surface de la coquille interne p.
sera prise comme échelle de densité. L’échelle de vitesse est ainsi simplement égale a
2R(2.. Finalement, nous prenons le rotationnel de ’équation du mouvement afin de
faire disparaitre le terme de pression, et le systéme d’équations que nous souhaitons
résoudre devient
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%(pru)Jer(ezxpu):EVXf

visc

V. pu=0,

ou
1 ) 2 )
Foice =P (Au + §levu> +2(Vp-Vu+ Vpx (V xu)— §V(pdwu) (7.4)

et
v

b=sor (7

est le nombre d’Ekman introduit dans le chapitre précédent. Ce systéme d’équations
est ensuite complété par des conditions aux limites. Nous imposons une contrainte
horizontale sur la coquille externe, qui représente le couple résultant de la perte de
moment cinétique associée au vent radiatif. L’expression la plus simple pour une telle
contrainte symétrique par rapport a I’équateur est celle associée a une perte de masse
isotrope (voir Annexe E.2), c’est-a-dire

7(0) = 0v4/p = —Ay| % sin 6,

ot [o] est le tenseur des contraintes sans dimension et A est une constante positive
controlant 'amplitude de la contrainte, et donc l'intensité du freinage induit. Bien
qu'un vent implique nécessairement une vitesse radiale, faible mais non nulle, a la
surface, nous l'ignorons et imposons une condition de non pénétration des parois.
Enfin, nous imposons une condition de non-glissement sur la coquille interne.

Ces conditions aux limites s’écrivent alors

U = Up = Uy = 0 a r=mn (7.6a)

4 A or=1. (7.6b)
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7.2 Meéthode numérique

7.2.1 Meéthodes pseudo-spectrales

Dans ce chapitre, nous choisissons de résoudre le systéme d’équations (7.3) en
utilisant une méthode spectrale. Le principe est trés simple et consiste a approximer
I'ensemble des fonctions inconnues par la somme de N + 1 fonctions de base ¢, (x).
Une fonction inconnue wu(x) s’écrit alors

N

u(@) = uy(r) = Y andn() . (7.7)

n=0

Il s’agit ensuite d’injecter (7.7) dans ’équation que nous souhaitons résoudre que
I’on peut mettre sous la forme

AX =B, (7.8)

ou A est la matrice contenant les opérateurs différentiels linéaires, X est le vecteur
contenant toutes les variables inconnues, et B est le vecteur contenant les seconds
membres des équations différentielles. Le résidu est alors défini comme suit

R(l‘;a,o, ai, ...,bo, bl, ) = AXN — B > (79)

ol Xy est le vecteur X dans lequel nous avons substitué les fonction inconnues par
leur développement en série sur les fonctions de base ¢, (). Ainsi, si X v = X, c’est-a-
dire si u(x) = uy(x) dans (7.7), le résidu est nul. Dans le cas général ot u(z) ~ uy(z),
I’objectif est de minimiser ce résidu. Pour cela il existe plusieurs méthodes, celle qui
nous intéresse est la méthode de collocation (ou méthode pseudo-spectrale) o 'on
impose que le résidu est nul en certains points appelés points de collocation. Ces
points forment une grille dont les noeuds dépendent de la base ¢, choisie.

Le probléme que nous considérons étant a géométrie sphérique, les variables
inconnues (champ de vitesse, température,...) dépendent de trois coordonnées : la
distance radiale 7, la colatitude 0, et la coordonnée azimutale ¢. Dans ce manuscrit
nous nous concentrons sur des écoulements axisymétriques, supprimant ainsi la dé-
pendance des variables avec cette derniére coordonnée. Il nous faut donc choisir deux
grilles, c’est-a-dire deux fonctions de base. En général, ¢’est la géométrie du probléme
qui dicte les fonctions de base a choisir. Ainsi, pour la partie angulaire, nous choi-
sissons une méthode de collocation de Gauss-Legendre sur la base des harmoniques
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sphériques, et pour la partie radiale, nous choisissons une méthode de collocation de

Gauss-Lobatto sur la base des polynémes de Tchebyshev (voir Rieutord & Valdettaro,
1997; Boyd, 2001, par exemple, et I’Annexe H pour plus de détails).

En guise d’exemple, prenons une fonction quelconque f(r, 8, ¢). Sa projection sur
la base des harmoniques sphériques s’écrit

400 +I

Fr0,6) = > > fL)Y™(0,9) (7.10)

l=0m=-1
ot [ est le degré de I'harmonique sphérique, m est son ordre azimutal, et Y;” est la
fonction harmonique sphérique scalaire normalisée et définie comme suit

m _ m+|m|) 20+1 (l B ‘m’) |m| im
Y™, p) = (—1)mHmb/ \/ I U5 ) P™(cos0)e™? (7.11)

ot P"(cosf) sont les polynomes associés de Legendre

d" P,(cos )
d(cos@)m™ ’

et P(cosf) sont les polynomes de Legendre. Ainsi, toute équation aux dérivées par-

Pl|m|(cos f) = sin™ 0 (7.12)

tielles linéaire impliquant des variables scalaires pouvant étre écrites comme un déve-
loppement en série sur les fonctions de base harmoniques sphériques peut s’écrire

AX =B, (7.13)

ot A" est la matrice contenant les opérateurs différentiels linéaires, X' est le vec-
teur contenant les coefficients f! (1), et B’ est le vecteur contenant les coefficients
du second membre de 1’équation. (7.13) est alors une équation sur les parties radiales
uniquement. Les opérateurs différentiels linéaires (projetés sur la base des harmo-
niques sphériques, voir Annexe H.1.2) contenus dans la matrice A’ ne doivent ainsi
étre appliqués qu’a des fonctions de r, donc étre uniquement définis sur la grille de
Gauss-Lobatto. Nous explicitons la maniére dont une fonction est développée sur la
base des polynémes de Tchebyshev, comment calculer ses dérivés, et comment 1'inté-
grer, en Annexe H.3.2.

A ce stade, il est légitime de se demander pourquoi utiliser une méthode pseudo-
spectrale plutdét qu'une méthode des éléments finis. La philosophie de ces deux mé-
thodes est en fait assez similaire, mais la différence principale est que cette derniére
méthode découpe le domaine x en un certain nombre de sous-intervalles, et que les
fonctions de base ¢,(x) sont des fonctions locales, plus précisément des polynomes de
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degrés fixés, et non-nuls uniquement sur quelques sous-intervalles. Lorsqu’il s’agit de
méthodes pseudo-spectrales, ¢, (x) est un polynome de degré élevé qui, dans tout le
domaine, ne s’annule qu’aux points de collocation. Si I’on souhaite améliorer la pré-
cision de la méthode des éléments finis, il y a trois possibilités : (i) subdiviser chaque
sous-intervalle dans tout le domaine, (ii) subdiviser chaque sous-intervalle dans une
région spécifique (a forts gradients par exemple), ou (iii) augmenter le degré des po-
lynémes dans chaque sous-intervalle. Cette derniére option est celle utilisée par les
méthodes spectrales. Cependant, les fonctions de base telles que les polynémes de
Tchebyshev ou les fonctions harmonique sphérique peuvent étre différenciées analyti-
quement et chaque coefficient spectral est déterminé a partir de toutes les valeurs de la
fonction aux points de grille de collocation. Ainsi, contrairement aux différences finies
d’ordre deux correspondant & une expression analytique ot la fonction est évaluée en
trois points, ou d’ordre quatre ou elle est évaluée en cinq points, la différenciation
spectrale est une formule & N points. Ainsi, égaler la précision des méthodes spec-
trales avec N = 10 points de grille, requiert une différence finie d’ordre 10, avec une
erreur d’ordre O(Ax!%). Si 'on considére que Az = O(1/N), alors la précision des

~o((3))- an

impliquant une vitesse de convergence exponentielle (voir Boyd, 2001, et I’Annexe

méthodes pseudo-spectrales est

C.1). Bien str, les méthodes spectrales et pseudo-spectrales ne sont pas sans défauts.
Le principal est certainement le phénoméne de Gibbs apparaissant lorsque la fonction
approximée posséde des discontinuités, et caractérisé par l'apparition d’oscillations
de Gibbs pouvant rendre le schéma temporel utilisé instable (voir Gibbs, 1898; Boyd,
2001; Gottlieb & Gottlieb, 2005; Canuto et al., 2006). Aussi, lorsque ’on s’intéresse a
des géométries complexes, il est difficile de “mapper” le domaine a I’aide des fonctions
de base sans introduire artificiellement des discontinuités, donc sans rendre le schéma
temporel potentiellement instable. Il existe heureusement des méthodes pour palier a
ce probléme (filtrage et détection des singularités, reconstruction spectrale, approche
multi-domaines, utilisation d’algorithmes semi-lagrangiens...) mais I'implémentation
de celles-ci est souvent complexe.

7.2.2 Projection des équations sur la base des harmoniques
sphériques

Nous avons vu dans la section précédente que pour résoudre notre systéme
d’équations, nous devons le transformer en un systéme d’équations purement radiales.
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Pour cela, il nous faut projeter le vecteur quantité de mouvement sur la base des har-
moniques sphériques vectorielles, et les fonctions scalaires a résoudre (température,
scalaire passif,...) sur la base des harmoniques sphériques (Eq. 7.10). Il vient, pour le
champ de quantité de mouvement,

400+l
q=pu=> > ul (R +vh,(r)S]" + wl, (T}, (7.15)
=0 m=—1
ol
R"=Y"e,, S"=VY" T"=V xR, (7.16)

sont les harmoniques sphériques vectorielles. Si I'on revient dans l’espace réel, le
vecteur quantité de mouvement s’écrit alors simplement

U Y/
g = pu = v} Y™ +w!, DsY"| , (7.17)
U D Y™ — W, 06V

ot 'opérateur Dy = (1/5)0,.

Que l'on considére un écoulement incompressible ou anélastique, la divergence
de g est toujours nulle. Ainsi, v/ peut s’écrire comme une fonction de u!, uniquement
(voir Rieutord, 1987, et la projection de 'opérateur divergence en Annexe H.1.2).
L’équation de la vorticité (7.3) peut alors étre projetée sur R;" (ou S}") et sur T7"
uniquement. Nous redéfinissons ’action des opérateurs vectoriels usuels, en les proje-
tant sur la base (R]", S7", T}") en Annexe H.1.2. A partir de maintenant, nous consi-
dérerons uniquement des écoulements axisymétriques (m = 0). Le systéme d’équa-
tions (7.3), projeté sur la base des harmoniques sphériques s’écrit comme le systéme

d’équations purement radiales suivant

or

§ ¢ ! Lo 0 [w! L0290 e gy E 4 org
E(Alm>+Bl—1r or \ pi—1 + Biar 5(7" w )——? f_W )

ou' o (ru! 0
ow AL 1 L (m > w AL S sy | — B

(7.18)
on A = 1(l+1), Al_,, Al.,, Bl |, et Bl sont les coefficients de couplage définis
comme suit
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l -1 1 1 l -1 l(l2 — 1)
A=A = 7\/(21 Dty Pmh s \/(21 ey

De fagon similaire, la force visqueuse projetée sur la base des harmoniques sphé-
riques vectorielles s’écrit

400 41
Fose =D, D) fu(R + g4, (r) S + B, (N T} (7.20)
=0 m=-1
ou
I opl
flzz@/\bv 2bu +le+i 4—pdl |
or r r or \ 3
10 20p 4p
110 N 20P AP
g = 7”87“(”)2 ) + r@r(bu bv') + 3rd : (7.21)
op 0 ([ buw!
W= pAw! +r L[ 22
p lw+r6r8r(r> ’
avec
1orbvt but 1 or2but  Abvt
! !
— S . -2 7.22
L= i or r r2 or r ( )

et ou b(r) = 1/p(r) est la fonction densité inverse. Enfin, les conditions aux limites
sont projetées sur la base des harmoniques sphériques :

ol d;; est le symbole de Kronecker.

Notons que chaque modéle stationnaire, ou atteignant un état stationnaire apreés
une phase transitoire, est vérifié par un test de convergence, et par un test de dissi-
pation. Ces tests sont présentés en Annexe C.
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7.2.3 Schéma temporel

Pour la résolution du systéme d’équations linéaires, nous utilisons le schéma
temporel implicite d’Euler (ou méthode d’Euler régressive) d’ordre 1. Notons que
I’objectif étant d’explorer le régime transitoire jusqu’a un état stationnaire, un schéma
de cet ordre suffit car le pas de temps est choisi relativement grand. Les équations de
la vorticité projetées sur la base (R, T}") sont alors mises sous la forme

JH— AtF = g (7.24)

ol n est le n'®™® pas de temps At. J est la fonction dont on cherche a évaluer la
dérivée temporelle, et [’ est I’ensemble des autres termes de 1’équation considérée.

Ainsi, pour I'équation projetée sur R;" (7.18a), J = w' et

F

L0 [t 5 0
Al ! lg ( T ) + AL ! 25(7“”3#“) + ER', (7.25)

et pour I'équation projetée sur T}* (7.18b), J = Aprul et

0 [ w'! 0 E org'
F=_ Bl Tl_l + Bl T—l—2_ rl+2wl+1 = | - (7.26
-1 rl-1 I+1 or ( ) r f or ( )

Lorsque I’équation a résoudre contient un terme non-linéaire ou un terme d’ad-
vection (ce sera le cas en Sect. 7.6), nous utiliserons un schéma semi-implicite, ¢’est-a-
dire que ce terme sera évalué de maniére explicite tandis que les autres termes seront
traités implicitement (voir Sect. 7.6).

Avant d’étudier ce qui nous intéresse dans ce chapitre, c¢’est-a-dire ’écoulement
résultant d’une contrainte imposée a la surface, nous vérifions, en Annexe D, notre
solution numérique en la comparant a la solution asymptotique de Proudman (1956)
et Stewartson (1966) dans le cas d’un écoulement de Taylor-Couette stationnaire et
a symétrie sphérique.

7.3 L’écoulement incompressible

Comme pour 'étude de I’écoulement de Taylor-Couette sphérique présentée en
Annexe D, nous résolvons ici le systéme d’équations (7.3) avec p = 1 (donc b = 1),
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mais cette fois en utilisant les conditions aux limites (7.6). Contrairement au cas
précédent ou seul 1'état stationnaire a été étudié, nous nous intéresserons aussi a la
phase transitoire durant laquelle la contrainte générant 1’écoulement se propage a
tout le fluide, de la coquille externe jusqu’a la coquille interne. En particulier, nous
tacherons de déterminer 1’échelle de temps associée & cette phase transitoire.

7.3.1 L’écoulement transitoire

Pour évaluer la pertinence de ’approximation stationnaire lorsque ’'on s’intéresse
aux applications géophysiques et astrophysiques, il est important de déterminer les
échelles de temps qui régissent les caractéristiques de 1’écoulement. Pour ce faire,
nous mesurons le temps au bout duquel le moment cinétique total dans le référentiel
tournant cesse d’évoluer. Notons que la variation du moment cinétique total résulte
de la différence entre le couple exercé sur le fluide par la condition aux limites sur la
coquille externe, et le couple que le fluide lui-méme exerce sur la coquille interne. Par
conséquent, un état stationnaire est atteint lorsque

Al'=T(1)-T(n) =0, (7.27)
ou I'(1) et I'(n) sont, respectivement, le couple exercé par la coquille externe sur le
fluide et le couple exercé par le fluide sur la coquille interne, par rapport a 'axe e..
De maniére générale, le couple exercé sur une couche de rayon r, par rapport a I’axe
e, s’écrit

L(r) = L o-e.dS, (7.28)

ou o est la contrainte appliquée sur une coquille de rayon r. Nous projetons mainte-
nant o sur la base des harmoniques sphériques, et le couple devient

Y,

. 1 l
I(r)=-— LT rsinOp(r) Z it EdQ , (7.29)

ou

r_, 9 (v
trar<r>. (7.30)

En utilisant la relation (H.51), (7.29) devient
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AT/T(1)

Figure 7.2: Différence relative entre le couple appliqué sur la coquille externe et le
couple exercé par le fluide sur la coquille interne stationnaire, en fonction du temps
réduit Et. Létat stationnaire est atteint sur une échelle de temps O(E™!), c’est-a-dire
sur une échelle de temps visqueuse, dans le régime asymptotique des petits nombres
d’Ekman. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

['(r) = 4\/§r3p(r)tl(r) , (7.31)

et en injectant les conditions aux limites (7.23), (7.27) s’écrit finalement

T dwt
AT = —44,/=| A 3 32
@(W w ) (732

oll, dans le cas incompressible, p; = 1. Nous représentons I’évolution temporelle de la

différence relative entre les couples AI'/I'(1) pour divers nombres d’Ekman en Fig. 7.2.
Nos résultats montrent que sur une échelle de temps d’ordre O(E 1), la contrainte im-
posée sur la coquille externe est complétement communiquée a ’écoulement intérieur,
et un état stationnaire est atteint.

Bien str, dans le contexte astrophysique ou géophysique, il peut étre nécessaire
de permettre a la vitesse angulaire de la coquille interne d’avoir une dépendance
temporelle. En effet, le couple exercé par le fluide sur cette paroi peut la faire ralentir ;
en particulier, d’aprés le théoréme du moment cinétique

AL dQ,
Pu(nR) = —2— = L—= . (7.33)

ou I. est le moment d’inertie du cceur que 1'on suppose étre en rotation solide, et
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L™ est son moment cinétique total. Puisque notre référentiel est attaché au coeur
(c’est-a-dire a la coquille interne), sa dépendance temporelle engendre une force sup-
plémentaire, la force fictive d’Euler O.e, x r, introduite en Sect. 6.1. Cette force peut
cependant étre négligée si I’échelle de temps associée au ralentissement du coeur est
plus grande que I’échelle de temps visqueuse pendant laquelle le moment cinétique est
redistribué. Dans ce cas, ’écoulement peut atteindre un état quasi-stationnaire. Dans
ce manuscrit, et par souci de simplicité, nous ferons cette hypothése (QC = 0). Nous
la justifions par 'approximation de Roche, souvent utilisée pour les étoiles massives,
ou il est supposé que toute la masse de I’étoile est concentrée dans le cceur (voir aussi

I’Annexe F).

Une autre échelle de temps importante est celle associée & la formation de la
couche de Stewartson. Comme déja mentionné en Sect. 6.4, cette couche apparait en
réponse a 'apparition d’une singularité équatoriale de la couche d’Ekman interne. Il
est bien connu que dans une bande équatoriale de hauteur O(E£?), I'épaisseur de la
couche limite d’Ekman est 5 = O(E??) (voir Sect. 6.3.2, et Roberts & Stewartson,
1963). Par conséquent, cette couche limite équatoriale singuliére devrait étre entiére-
ment développée, et ainsi amorcer le développement de la couche de Stewartson, sur
I'échelle de temps O(6%/E) = O(E~'%), qui est beaucoup plus courte que 1’échelle
de temps visqueuse O(E~1). De méme, la couche de Stewartson centrale d’épaisseur
O(E'3) est entiérement développée sur 1’échelle de temps O(E~'/3) !, 1a encore, beau-
coup plus courte que 1’échelle de temps visqueuse. Nous nous attendons donc a ce que
la couche de Stewartson commence a se former au bout de quelques révolutions de la
coquille interne, et qu’elle soit entiérement développée sur une échelle de temps beau-
coup plus courte que 1’échelle de temps visqueuse sur laquelle nous nous attendons
a ce que l'écoulement cisaillé a 'intérieur de celle-ci évolue vers 1’état stationnaire.
Nous vérifions que la dépendence de 'amplitude de la fonction de courant dans la
couche de Stewartson vis-a-vis du nombre d’Ekman reste inchangée pendant 1’essen-
tiel du transient en figure 7.3 ot I'on représente 'amplitude de la fonction de courant
mesurée a s = 7 et z = 1/2, normalisée par sa valeur a I’état stationnaire /1)y, s et
définie comme suit

f;_¢ = rsin Qug, ﬁ_w = —r?sinQu, , (7.34)
r

00

et normalisée par sa valeur a 1’état stationnaire, en fonction du temps réduit Et pour
divers valeurs du nombre d’Ekman. La fonction de courant projetée sur la base des
harmoniques sphériques s’écrit (voir H.1.3)

1. Ces échelles de temps ne seront pas vérifiées numériquement dans le manuscrit.
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Wh/Wh st
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Figure 7.3: Amplitude de la fonction de courant mesurée & s = net z = 1/2 et
normalisée par sa valeur a I'état stationnaire ¢y, /1y, s, en fonction du temps réduit E't
pour plusieurs valeurs du nombre d’Ekman. Nous constatons que la couche de Ste-
wartson apparait sur une échelle de temps courte devant 1’échelle de temps visqueuse.
Source : Gagnier & Rieutord (2020).

+00 9 1
W(r,0) = ;} L ij\(T) smeay(;ée) . (7.35)

L’analyse de la phase transitoire précédant I’établissement d’un état stationnaire
montre ainsi que 1’écoulement méridien, dans son ensemble, évolue sur une échelle
de temps visqueuse d’ordre E~!. Dans le contexte astrophysique caractérisé par des
nombres d’Ekman extrémement petits (typiquement E < 1071%), une telle échelle de
temps implique que I'enveloppe radiative des étoiles massives n’atteint jamais un état
stationnaire au cours de leur vie.

7.3.2 L’écoulement stationnaire

Méme s’il n’est pas atteint au cours de la vie de I'étoile, I’écoulement stationnaire
vaut la peine d’étre étudié car sa structure est trés similaire a celle de 1’écoulement
transitoire.

D’aprés le théoréme de Taylor-Proudman (6.21), nous nous attendons a une
solution quasi-géostrophique pour le champ de vitesses, dans la limite asymptotique
des petits nombres d’Ekman. C’est ce que nous vérifions en Fig. 7.4 ot 'on représente
la vitesse angulaire normalisée en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s
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Figure 7.4: Vitesse angulaire normalisée en fonction du rayon cylindre s pour F =

1077, n = 0.35, A = 0.01, et pour plusieurs valeur de r. La superpositions de toutes

les courbes indique un écoulement quasi-géostrophique. Source : Gagnier & Rieutord
(2020).

pour E = 1077, n = 0.35, et pour divers rayons 7. La Fig. 7.5, quant a elle, présente
une vue 2D de la circulation méridienne ainsi que de la rotation différentielle dans
le référentiel en rotation, pour le méme modéle. L’écoulement est caractérisé par la
présence d’une couche de Stewartson localisée le long du cylindre tangent a la coquille
interne C ou la circulation méridienne est essentiellement concentrée. Cette étroite
région de cisaillement sépare deux régions ou 1’écoulement est quasi-géostrophique :
le volume a lintérieur et celui a Iextérieur du cylindre C. A lintérieur de C, les
conditions de non-glissement imposées a la surface de la coquille interne, imposent
une rotation quasi-solide, tandis qu’a I'extérieur de C, une rotation différentielle en
colonnes résultant de la contrainte imposée en surface apparait (voir aussi Sect. 6.2).

Ecoulement hors du cylindre tangent C

Nous cherchons maintenant une solution analytique pour ’écoulement géostro-
phique primaire (rotation différentielle) et secondaire (circulation méridienne) hors du
cylindre tangent C (s > 7). Dans cette région, la vitesse azimutale géostrophique, in-
duite par la contrainte tangentielle prescrite sur la coquille externe, est non nulle dans
le référentiel en rotation avec la coquille interne, et I’écoulement secondaire résulte
de la conservation de la masse dans les couches d’Ekman.

Comme nous 'avons vu dans la Section 6.3.2, la solution géostrophique ne satis-
)
fait pas nécessairement les conditions aux limites imposées, et doit donc étre corrigée
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Figure 7.5: Vue méridienne de la fonction de courant ¢ (gauche) et de la rotation
différentielle dans le repére en rotation avec la coquille interne 2 = (Q — Q,.)/29,
(droite), pour E = 1077, = 0.35, et A = 0.01. Nous distinguons trois régions : une
fine couche de cisaillement, tangente & la coquille interne séparant deux régions ou
I’amplitude de la circulation méridienne est faible. La région dans le cylindre tangent
a la coquille interne C est en co-rotation avec cette derniére, et la région hors de C
est en rotation différentielle cylindrique. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

de I’écoulement dans les couches d’Ekman. Il n’est cependant pas nécessaire de faire
une analyse compléte de I’écoulement tri-dimensionnel dans la couche limite d’Ekman
pour obtenir cette solution géostrophique (nous le faisons tout de méme en Annexe G).
Nous présentons ici une dérivation alternative, plus courte. Ainsi, nous décomposons
les variables dynamiques comme suit

u=u+u, and p=p+p, (7.36)

ou, une nouvelle fois, les variables surplombées d’une barre sont associées a I’écoule-
ment géostrophique interne, et le symbole tilde est associé aux corrections de la couche
limite d’Ekman. En introduisant maintenant la coordonnée étirée d’ordre O(1) dans
la couche d’Ekman externe ¢ = (1 —7)/+v/E, et en utilisant la relation d’équilibre géo-
strophique e, x w = —Vp, ’équation du mouvement, ou équation de couche limite
d’Ekman, s’écrit

- op o*u
e, Xu=——mn

oA

ol n = e, est le vecteur unitaire perpendiculaire a la paroi et dirigé vers 'extérieur.

(7.37)

L’intégration de la composante azimutale de (7.37) entre 0 et oo donne, & l'ordre le
plus bas,
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cos 0Q = —% :
S

est le débit volumique dans la couche d’Ekman supérieure, et dans la direction 6. En

ol Q= fo Tigd( (7.38)

0

utilisant la condition aux limites sur la contrainte surfacique horizontale (7.6), (7.38)
peut étre réécrite, a I'ordre le plus bas

cos0Q = VE | 7(6) - a—i <F (5>> , (7.39)

r

r=1
ou F(s) = 1, est la solution géostrophique pour la vitesse azimutale. Afin d’assurer
la conservation de la masse, la divergence de & dans la couche limite, génére un écou-
lement secondaire supplémentaire, de faible amplitude, et perpendiculaire a la paroi,
@,. C’est I'écoulement de pompage/succion d’Ekman introduit dans la section 6.3.1.
Cette vitesse radiale peut étre déterminée en intégrant I’équation de conservation de
la masse dans la couche limite d’Ekman externe

~ VE 0sin6Q
sind 00

E 0 sing ? (F(s))

Uy =

a  sinf o6 cos § 7(0) - or (7.40)

=5

sF" + q(s) (F’ - E) + K (1+ q(S))] ,

1 3
- K = Ay — A1

et 'apostrophe indique une dérivée vis-a-vis de la coordonnée radiale cylindrique

ou

s = rsinf.

L’équation (7.40) montre que pour que la condition aux limites sur la contrainte
tangentielle soit assurée, il doit exister, proche de la coquille externe, et dans la
couche d’Ekman, un écoulement horizontal d’amplitude O(\/E) qui, a son tour, gé-
nére une circulation méridienne interne d’amplitude O(E), hors du cylindre tangent
C. Nous exprimons maintenant la vitesse azimutale géostrophique F'(s) en fonction
de la contrainte tangentielle prescrite 7(#). Pour ce faire, nous écrivons la compo-
sante azimutale de ’équation du mouvement en coordonnées cylindriques (Rieutord,
2006a),
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us = BE(A —1/s*)F | (7.42)

ou A est I'opérateur laplacien que ’on développe pour obtenir

us = E(F" + F'/s — F/s%) | (7.43)

et, en utilisant ’équation de conservation de la masse, nous obtenons la composante
de la vitesse dans la direction z, paralléle a I’axe de rotation

u, = — L ) é%dz’ - —g [(sF') — (F/s)] = . (7.44)

Enfin, nous utilisons la condition d’imperméabilité des parois, c¢’est-a-dire v, = 0
ar=1,

Sug + 2Uy + Up = 0 . (7.45)

Nous obtenons ainsi I’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre suivante
pour F(s)

2 1—82

VE" + (1 +q(s) + = ) (F' — F/s)

1—s

(8 = 1)F" +2(s —

S

(7.46)
=K (1+q(s)) .
qui est en fait trés similaire a l'équation (3.30) de Friedlander (1976) ou elle est

dérivée dans le contexte d'un modeéle de Boussinesq linéarisé quasi-stationnaire. Cette
équation peut étre réécrite

1-s20 (_, 1 , 1 0 (,0F oF
5 (v - ?> F+s <v - 3_2) Pt <s %;) tsq5-— = —K(1+q(s)).
(7.47)

En utilisant les résultats de Friedlander (1976), nous exprimons la solution géo-
strophique F'(s) comme une fonction intégrale de la contrainte prescrite

ro - [ [ () e
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ce qui donne, aprés intégration

- CgS s (749)

K 1 C1+ Cs vV1—-s52+1 CQ\/1—82
F(s)=——=(slns——- )+ sln 5 .

+ —
3 S 2 S
ou (4, Cy et C5 sont des constantes a déterminer. Pour empécher une singularité de

la vorticité a I’équateur, et au niveau de la coquille externe, il faut

CL=Cy=0. (7.50)

La solution géostrophique pour la vitesse azimutale dans le référentiel en rotation
s’écrit alors

F(s) - g (s Ins— é) _ Cys | (7.51)

ol la constante C5 est déterminée en utilisant la condition de non-glissement imposée
sur la coquille interne, c’est-a-dire

K

F(n) = 3 (nlnn - %) —C3n=0. (7.52)

La solution géostrophique pour la vitesse azimutale hors du cylindre tangent C
et dans le référentiel en rotation, s’écrit enfin

F(s) = —g (slns — % + a(n)s) , (7.53)
a(n) = % —Inn, (7.54)

et la rotation différentielle hors du cylindre C (s = n)

50 — —g <ln(s/7]) - _) | (7.55)

Nous comparons les profils de vitesse angulaire obtenus a partir des solutions
numériques a 'expression analytique (7.55), pour divers nombres d’Ekman et pour
deux valeurs de 7 (0.1 et 0.35) en Fig. 7.6. La solution asymptotique analytique (7.55)
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reproduit correctement nos résultats numériques lorsque le nombre d’Ekman est in-
férieur & 1079, Notre analyse de la couche limite prédit également que amplitude de
'écoulement méridien secondaire est d’ordre O(E) en dehors du cylindre tangent C.
Nous représentons la fonction de courant définie en (7.34), en fonction de la coordon-
née radiale cylindrique s et pour divers nombres d’Ekman, en Fig. 7.7. Nous notons
que 1 varie en effet comme F en dehors de la couche de Stewartson, et apparait sous
forme d’oscillations prés de s = 7. En injectant maintenant 'expression (7.53) dans
(7.43) et (7.44), nous obtenons l'expression de 1’écoulement méridien géostrophique a
I’extérieur du cylindre tangent C, a savoir

2KFE
Us =~ et u, =0, (7.56)
et la fonction de courant associée s’écrit
2KF
Q/J(S,Z) == 3 3 (757)

impliquant que les lignes de courant sont des lignes z = Cte dans le plan méridien.
Ainsi, la couche limite d’Ekman externe expulse le fluide dans la direction radiale
cylindrique s, et vers la couche de cisaillement de Stewartson. La fonction de courant
W (r,0) ainsi que les lignes de courant associées, déterminées par (7.57) et obtenues a
partir des solutions numériques sont représentées en Fig. 7.8, ol nous avons masqué
la couche de Stewartson. Nous voyons clairement que les solutions analytiques et
numeériques sont en accord. Il est, de plus, intéressant de noter que ’écoulement (7.56)
se reconnecte a la couche de Stewartson et qu’il alimente, en partie, I’écoulement
ascendant dans cette région.

Nous remarquons enfin que hors du cylindre tangent, 1’écoulement de spin-down
induit par la contrainte tangentielle prescrite est assez différent de 1’écoulement de
Taylor-Couette sphérique présenté en Annexe D. Pour ce dernier écoulement, I’am-
plitude de la circulation méridienne dans cette région décroit exponentiellement en
s’éloignant de la couche de Stewartson (Proudman, 1956; Dormy et al., 1998). Ici, il
existe un écoulement résiduel, perpendiculaire a 1’axe de rotation, dirigé vers celui-ci,
et dont amplitude est O(E).

Ecoulement dans le cylindre tangent C

Examinons maintenant I’écoulement géostrophique a l'intérieur du cylindre tan-
gent C. En introduisant le moment cinétique spécifique ¢ = rsin fug, la composante
azimutale de 1’équation du mouvement et la composante azimutale de 1’équation de

148



CHAPITRE 7. ECOULEMENT DE SPIN-DOWN GENERE PAR UN VENT
RADIATIF

0.05 \ — 0.002 ‘ =
E=10] —— . E-107 ——
E=107 —— E_108 —— |
0 _ 409 1 s
‘ e ko -0.002 | e odho
-0.05 BL theory ----- g 0.004 BL theory - - - - - |
g o1l g 0006 ¢
-0.008 |
-0.15 001 |
02}t -0.012
-0.014
-0.25 : . : . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S s

Figure 7.6: Vitesse angulaire dans le repére en rotation en fonction de la coordonnée
radiale cylindrique s pour divers nombres Ekman, » = 0.7, n = 0.1 (gauche) et
n = 0.35 (droite), et A = 0.01. La ligne en pointillées noire correspond & la solution
analytique issue de I’analyse de la couche limite d’Ekman (voir Eq. 7.55). Source :
Gagnier & Rieutord (2020).

la vorticité s’écrivent, respectivement (e.g. Goldstein, 1938, 1965; Proudman, 1956;
Stewartson, 1966)

oY Loy .~
ECOSQ—TaQ sinf = ED¢
(7.58)
ol 100 . 4
— Ecosé’—k ;%sm@ = ED™Y
ol
0> sinf 0 1 0
2 _ O v =z
D =Gat (smeae) | (7.59)

Les conditions aux limites (7.6) exprimées en terme de fonction de courant et de
moment cinétique spécifique s’écrivent a leur tour

o .
zp_%_e_o a r=mn (7.60a)
Y Y
= o =0
Aor=1. (7.60b)
%—%:—KsinQ@
or
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Figure 7.7: ¥ E~! le long d’un méridien a r = 0.7 en fonction de la coordonnée
radiale cylindrique s pour divers nombres d’Ekman, n = 0.35, et A = 0.01. L’échelle
prédite O(E) pour 'amplitude de 1’écoulement secondaire est vérifiée en dehors de la
couche de Stewartson, qui est située a s = 0.35. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

Dans les couches limites d’Ekman, (7.58) peut étre réécrit

o o
a cosf = 52
4 (7.61)
ol ot
k 3. s = e

Nous intégrons la premiére équation sur r et y injectons la seconde pour obtenir
I’équation différentielle d’ordre quatre sur

ot cos? 6 —
Tv_ ), (762

ot ¢ est une fonction de # uniquement, pouvant étre déterminée a ’aide des conditions
aux limites (Proudman, 1956). Concentrons nous, dans un premier temps, sur la
couche d’Ekman externe située proche de r = 1. Dans cette région, la solution de
I'équation différentielle (7.62) satisfaisant les conditions aux limites (7.60) ainsi que
la condition ¢(¢§ — ) = ¢, oit € = (1 — r)y/cosf/2E est la coordonnée étirée de

couche limite, s’écrit

Y =1 (1 — e “cos f) : (7.63)
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Figure 7.8: Vue méridienne de la fonction de courant et des lignes de courant obte-
nues a partir des simulations numériques (gauche), et de 'analyse de la couche limite
(droite), pour E = 1078, n = 0.1, et A = 0.01. Le cylindre tangent C ainsi que la
couche de reconnexion adjacente sont masqués. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

En injectant cette solution dans la premiére équation de (7.61), il vient

{— 1 =Yae sin(¢ —n/4) , (7.64)

ol @ = 4/cosB/(2E) » 1 dans la limite asymptotique des petits nombres d’Ekman.
Enfin, la condition aux limites (7.60b) peut s’écrire

o _ 20(1) = =20 — 20 + 201) = —K sin? @ | (7.65)
or .
ot / est, elle aussi, une fonction de # uniquement pouvant étre obtenue a l’aide des
conditions aux limites. Ainsi, les composantes azimutale et méridienne de la vitesse
quasi-géostrophique a I'extérieur des couches d’Ekman et de Stewartson ne sont pas
indépendantes et satisfont la condition de saut de couche d’Ekman externe a ’ordre

le plus bas

E _
7 (Ksin?60 — 20) . (7.66)

=

De facon similaire, I’étude de la couche d’Ekman interne a ’aide des conditions
aux limites (7.60a) donne

V=1 (1 — e (cos € + sin f')) , (7.67)
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Figure 7.9: Vitesse dans la direction z (gauche) et vitesse angulaire dans le repére en
rotation (droite) en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s dans le cylindre
tangent C, pour £ = 107" et E = 1078, r = 0.7, et n = 0.35. Les lignes noires
pointillées correspondent aux solutions analytiques géostrophiques (7.70) et (7.71).

ou & = (r —n)a, et la condition de saut de couche d’Ekman au niveau de la coquille
interne s’écrit
(= —2Ya . (7.68)

Ainsi, (7.68) implique ¢ = O(¢+/E) et (7.66) implique ¢ = O(E) et £ = O(VE).

Nous pouvons donc réécrire (7.66) comme suit

. E
Y = 0K51n2 0+ O(E?) . (7.69)

Enfin, la solution géostrophique pour la vitesse dans le cylindre tangent C (s < 7)
s’écrit, a l’ordre le plus bas,

_ 1/4
_ EK s> ] V2EK 2

et la vitesse méridienne géostrophique a l'ordre le plus bas
10Y 10y EK 1
Uy = _w:() et w, = — o _ __EK <1+—> : (7.71)

502 s0s 1 — g2 1—s2

Nous comparons ces profils analytiques pour la vitesse dans la direction z et pour
la vitesse angulaire, avec nos solutions numériques en Fig. 7.9, pour diverses valeurs
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Figure 7.10: Vue méridienne de deux lignes de courant choisies arbitrairement, a
I'intérieur et a 'extérieur du cylindre tangent C. Les fleches indiquent la direction de
propagation du fluide le long de ces lignes de courant. Source : Gagnier & Rieutord
(2020).

de E. Nous notons que nos solutions analytiques sont en trés bon accord avec les
solutions numériques. Il est intéressant de noter que 1’écoulement méridien a l'intérieur
du cylindre tangent est parallele a 'axe de rotation et est dirigé vers la coquille
interne, ce qui est trés différent de I’écoulement a 'extérieur du cylindre C. Une fois
a l'intérieur de la couche d’Ekman interne, I’écoulement se dirige vers I’équateur ou
la couche d’Ekman s’épaissit et finit par changer d’échelle a la singularité équatoriale
(e.g., Roberts & Stewartson, 1963; Stewartson, 1966; Hollerbach, 1994; Dormy et al.,
1998; Marcotte et al., 2016). Le fluide est alors renvoyé vers la couche d’Ekman
externe via la couche de Stewartson. Une vue méridienne de deux lignes de courant
sélectionnées arbitrairement, une a l'intérieur et une autre a l'extérieur du cylindre
tangent C, est représentée en Fig. 7.10. Cette figure illustre la structure différente de
I’écoulement secondaire dans les deux régions, ainsi que la couche de cisaillement de
reconnexion redirigeant 1’écoulement perpendiculaire a ’axe de rotation a ’extérieur
de C vers la couche de Stewartson ot il s’écoule parallélement & ’axe de rotation, vers
la couche limite externe.
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Figure 7.11: Gauche : Energie cinétique méridienne totale de I’écoulement station-
naire en fonction du nombre d’Ekman, pour A = 0.01 et n = 0.1. La ligne poin-
tillée noire correspond au “fit” dans le régime asymptotique (E < 107?), et donne
Ek7t0tocE1'074. Droite : EkvtotEfl'OM en fonction du temps réduit Et, pour divers
nombres Ekman, A = 0.01, et n = 0.35. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

Ecoulement dans la couche de Stewartson

En observant les figures 7.7 et 7.9, nous remarquons que 1’écoulement méridien
n’est plus correctement reproduit par la solution analytique lorsque ’on s’approche de
la couche de Stewartson, c’est-a-dire lorsque ’on approche s = 7. D’aprés la solution
numérique, I'amplitude de la circulation méridienne s’avére en effet étre beaucoup
plus conséquente dans cette couche qu’a 'extérieur. Cela est encore plus évident si
I'on calcule I'énergie cinétique méridienne totale de ’écoulement secondaire

Eptor = Jv,idv = f(|ul|2 + Al P)r?dr | (7.72)

ou V2 = u? + uj. Nous représentons FEj o en fonction du nombre d’Ekman en
Fig. 7.11a. Nous trouvons que I'énergie cinétique méridienne totale Ej, (o4 est de I'ordre
de E dans le régime asymptotique £ — 0, alors que la contribution des écoulements
méridiens en dehors de la couche de Stewartson reste O(FE?). L’écoulement dans la
couche de Stewartson mérite donc d’étre étudiée.

Rappelons tout d’abord que dans I’écoulement de Taylor-Couette sphérique, la
couche de Stewartson est une couche de cisaillement imbriquée qui peut étre divisée
en trois couches d’épaisseur E?7, EY/3 et EY/* (voir Sect. 6.4, Annexe D, et Stewart-
son, 1966). La couche E'/3 est la couche centrale, la couche E?7 se trouve dans le
cylindre tangent C et la couche E'* hors du cylindre (voir Fig. 6.9). Nous souhai-
tons maintenant savoir si ces trois couches imbriquées sont aussi présentes dans nos
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modéles ot 'on impose une contrainte horizontale sur la coquille externe.

Commencgons par remarquer que, d’aprés (7.40), le pompage d’Ekman peut s’écrire
i, = —VE [V x (Qe¢)] e . (7.73)
Ainsi, en introduisant la coordonnée cartésienne sans dimension et d’ordre O(1)

dans la couche de cisaillement d’épaisseur O(E"), £ = E~7(s —n), (7.73) peut étre
réécrite

- ()]
tu, = O (EV (E 8§e¢>) e, (7.74)

— O(E') .

L’équation de conservation de la masse s’écrit, a son tour,

Oug N ou,
o0& 0z

impliquant que dans une couche de cisaillement d’épaisseur O(E?), u, = O(E "uy),

E_'Y

-0, (7.75)

c’est-a-dire u, » us dans le régime asymptotique des petits nombres d’Ekman. Nous
concluons que, dans de telles couches, 'amplitude de la vitesse dans la direction z et
résultant du pompage /succion d’Ekman est d’ordre O(E1~%7)

Quelques manipulations simples des équations du mouvement et de la vorticité
permettent d’éliminer la vitesse u de la théorie, et conduisent a I’équation différentielle
de degré 6 pour la pression suivante (voir Eq. 6.62 et Greenspan, 1968)

022 06

qui représente un équilibre entre la force de Coriolis et les forces visqueuses. L’égalité

0, (7.76)

de ces deux termes nécessite donc v = 1/3, et indique l'existence d’une couche de
cisaillement d’épaisseur O(E3). Ainsi, dans cette couche centrale

u, = O(E*?), et u,=O(EY?) . (7.77)

De plus, la composante radiale cylindrique de 1’équation du mouvement dans
cette couche de cisaillement implique p = O(E?/), et la projection de cette équation
dans la direction z s’écrit
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p — El/?’%

- el (7.78)

indiquant que 1’écoulement dans cette couche d’épaisseur O(E/3) est agéostrophique.

Rappelons maintenant que la couche quasi-géostrophique E/* est associée a
I’équilibre entre ’écoulement de pompage d’Ekman, et la friction interne de I’écoule-
ment azimutal d’amplitude O(1) (e.g., Stewartson, 1966; Barcilon, 1968). Cet équilibre
est, en fait, exactement celui qui est en place dans toute la région a l'extérieur du cy-
lindre tangent C. La couche E'/* n’est donc pas nécessaire pour assurer cet équilibre.
En effet, la composante azimutale de ’équation du mouvement dans une couche de
cisaillement d’épaisseur O(E7) s’écrit

§QU¢
0% 7

ug = B (7.79)
c’est-a-dire que us = O(E'™?7) en considérant que u, = O(1). De plus, (7.75) im-
plique u, = O(E'37). Cependant, le pompage d’Ekman impose u, = O(E'~?7) (voir
Eq. 7.73). Ainsi, v =

la friction interne de ’écoulement azimutal d’amplitude O(1) est assuré dans une
“couche” d’épaisseur O(1) qui est en fait l'intégralité de la région s > 7. Nous no-

0 et I’équilibre entre ’écoulement de pompage d’Ekman et

tons que si nous avions considéré des conditions aux limites de non-glissement au
niveau de la coquille externe, c’est-a-dire le cas d'un écoulement de Couette sphé-
rique, la vitesse dans la direction z résultant du pompage d’Ekman serait de I'ordre
de O(VEWV x Ugey) = O(EY?77). La correspondance entre la vitesse u, et le pompage
d’Ekman implique que 1/2 — v =1 — 3, et donc v = 1/4 comme prévu.

Considérons enfin le cas d'une couche de cisaillement quasi-geostrophique pa-
ralléle & laxe de rotation et d’épaisseur O(E"), localisée dans le cylindre tangent
C et proche de s = 1. Dans une telle région, ¢ est fonction de s uniquement. Nous
notons que dans le cas d'un écoulement de Couette sphérique, v/ = 2/7 et uy(s =
n) = O(EY®) (e.g. Stewartson, 1966; Marcotte et al., 2016). Dans cette région, la
composante azimutale de I’équation du mouvement (7.58a) intégrée sur z s’écrit

0%l
'lb = EZ@ + f(S) y (780)
ot f(s) est déterminé a l'aide de la condition de saut de couche d’Ekman au niveau
de la coquille interne (7.68), & z = 0 et s —n « 1 (Stewartson, 1966). Cette fonction

s’écrit
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f(s) ~ —\/g [2 (1 - %)]1/42 . (7.81)

De plus, la condition (7.66) & z = 4/1 —n?, c’est-a-dire & r = 1 et s = 1), s’écrit

EKn?
=0 (7.82)
1—n?
et (7.80) s’écrit finalement
/ 2
gl N 1_ df _ El/2- 7/4( ) ap _ EKU (7.83)

NI
ol nous avons introduit la coordonnée étirée d’amplitude O(1) dans la couche de
cisaillement considérée, x = (1—s/n)/EY. A ce stade, il est intéressant de déterminer
’équilibre pertinent dans (7.83). Nous notons que le seul équilibre impliquant 1’exis-
tence d'une couche de cisaillement asymptotiquement fine est celui des deux premiers
termes, le troisiéme étant d’ordre supérieur. Cet équilibre impose ' = 2/7, c’est-a-
dire une couche de Stewartson interne standard d’épaisseur O(E?%7). Par conséquent,
I’équation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre pour le moment cinétique spéci-
fique & l’ordre le plus bas et dans la couche de cisaillement E?7 s’écrit

d2€
— — Bz M =0, (7.84)

ou

o (7.85)

TP

Cette équation peut étre transformée en une équation de Bessel modifiée, et
la solution se raccordant a la solution (7.70) lorsque x — 400, s’écrit (voir aussi
Stewartson, 1966; Moore & Saffman, 1968; Marcotte et al., 2016)

U(z) = 0(0)CV/x K4/7< VB qﬁ/g) (7.86)

ot K,(z) est la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce, d’indice v et d’argument
z, et C' est une constante & déterminer. Nous notons que
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Figure 7.12: Gauche : usE~%7 en fonction de la coordonnée radiale cylindrique

~2/7 pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35, z = 0.7, et A = 0.01.

étirée (s —n)E
La ligne noire pointillée correspond a la solution géostrophique analytique (7.86).
Droite : vitesse angulaire dans le repére en rotation en fonction de la coordonnée
radiale cylindrique s. Les lignes pointillées correspondent aux solutions analytiques

(7.70) et (7.86). Source : Gagnier & Rieutord (2020).

T (4/7 47
lim /2Ky /7 (g\/gxm) = 2(52//7) (Z) +0(x)

et donc, a 'ordre le plus bas,

B 262/7 4 4/7
oo () -

Enfin, la continuité de df/ds a travers la tangente a la coquille interne s = 7 est
assurée dans les deux régions quasi-géostrophiques, c’est-a-dire

drl dr
T =7 (7.88)
s=n" s=nt
Le moment cinétique spécifique a s = 7 s’écrit alors
Kn*EY7 [ 2 7\ Y7 T(4/7) )
W0)= - (S +1) ] ==Lt =0(EY). 7.89

Nous vérifions 1’épaisseur de la couche de cisaillement ainsi que le profil ana-
lytique de la vitesse azimutale (7.86) en le comparant aux solutions numeériques en
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Figure 7.13: {)E~%7 en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s pour plusieurs
nombres d’Ekman, n = 0.35, 2 = 0.7, et A = 0.01. Les lignes pointillées correspondent
aux solution géostrophiques analytiques (7.90). Source : Gagnier & Rieutord (2020).

Fig. 7.12a. La solution analytique & l’ordre le plus bas pour la rotation différentielle
dans I’ensemble du domaine s < 7 est représentée en Fig. 7.12b. Enfin, d’aprés (7.80),
la fonction de courant correspondante s’écrit

2K BT (2 4\ 8 1
4= gt G+ ) (7)o (Vo) 5 - - oo

et done

B.E3T 8 7/8 7/8 8 7/8 (791)
U, = x3/4(1 — xE2/7) K4/7 (;\/BLB ) + 4\/3.’17 K3/7 (?\/Bl' > >
dans la couche E7, ou
2K BT (2 A7
Bi=—— = +1] (= 7.92
siram \2 ) \7 (7.92)

et
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Figure 7.14: u,E~?/3 (gauche) et u,E~'/3 (droite) en fonction de la coordonnée
radiale cylindrique étirée (s — n)E~Y/3 pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35,
z=0.7, et A =0.01. Source : Gagnier & Rieutord (2020).
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S ONCGER .

Nous vérifions la validité de la solution (7.90) dans la couche E*7 et loin de la
couche E'/3, en Fig. 7.13. Nous notons que la fonction de courant v et ses dérivés
restent discontinues en s = 7, done, contrairement a la rotation différentielle (7.86),
la solution (7.90) n’est pas valable au voisinage immédiat de s = 7. C’est en fait la
couche ageostrophique E'3 qui lisse ces discontinuités. De plus, puisque 3/7 > 1/3,

nous nous attendons a ce que la composante z de la vitesse soit maximale dans la
couche E'/3,

Nous vérifions numériquement 1’épaisseur des deux couches couches imbriquées
de Stewartson, ainsi que I’amplitude de la vitesse dans la direction radiale cylindrique
et dans la direction z, dans ces deux couches, en Fig. 7.14 pour la couche d’épaisseur
O(E'3), et en Fig. 7.15 pour la couche d’épaisseur O(E%7). Bien que 'amplitude de
la vitesse dans la direction paralléle & I'axe de rotation soit, comme prévu, maximale
dans la couche centrale de Stewartson, nous constatons un léger écart avec les lois
de puissance attendues pour la vitesse, proche de s = 7 et dans les deux couches.
Cet écart n’est en fait pas surprenant, car ces deux couches sont imbriquées (voir
Fig. 6.9). La vitesse dans la région ou les deux coexistent devrait donc suivre a la fois
(7.77) et (7.91). En pratique, nous mesurons

us ~ O(E*") , et u,~O(E") (7.94)

dans la couche d’épaisseur O(El/ 3), c’est-a-dire & mi-chemin entre les amplitudes pré-
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Figure 7.15: u,E~°" (gauche) et u,E~%7 (droite) en fonction de la coordonnée

=27 pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35, z =

radiale cylindrique étirée (s—n)E
0.7, et A = 0.01. Les lignes noires pointillées correspondent & la solution analytique

(7.91). Source : Gagnier & Rieutord (2020).

dites dans les deux couches. Par souci de simplicité, nous considérons que I'amplitude
de la vitesse méridienne dans la couche E'/3 est celle donné par (7.77) en premiére
approximation, c’est-a-dire uy = O(E%?) et u, = O(EY3).

En fin de compte, nos résultats sont cohérents avec 'amplitude de 1’énergie ciné-
tique Ey 101 oCE, qui suggere que la principale contribution provient d’un champ de vi-
tesse d’amplitude O(E'?) réparti sur une couche de cisaillement d’épaisseur O(E"/3).
Cette amplitude du champ de vitesse dans la couche de Stewartson est, en pratique,
vérifiée tout au long de la phase transitoire, comme on peut le voir en Fig. 7.11b.
Cela implique que, malgré le fait qu’'un état stationnaire ne puisse probablement pas
étre atteint au cours de la vie des étoiles massives, 1’échelle de temps pertinente au
transport advectif du moment cinétique et des éléments chimiques & I'intérieur de leur
enveloppe radiative est de 'ordre O(E~2/3). En effet, si I'on considére que la durée de
vie d'une étoile massive est de 'ordre d’une fraction de 1’échelle de temps visqueuse
tyise, alors d’apres la figure 7.3, 1), croit linéairement avec t /tyisc OU tyise = R%/v au
cours de la vie de 1’étoile. Dans la couche d’épaisseur O(E"/3), cela signifie que

te oo
Uy y ~ 20 R—-E713 | (7.95)

et donc que 'échelle de temps d’advection dans la couche de Stewartson d’épaisseur
O( El /3)

R P?
tady = ~ IOt (7.96)
Uy T

)
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7.3.3 En résumé

Dans cette section focalisée sur I’étude de I’écoulement incompressible résultant
d’une contrainte appliquée a la surface de la coquille externe, nous avons vu que 1’éner-
gie cinétique méridienne est essentiellement concentrée dans la couche de Stewartson,
tangente a la coquille interne. En dehors de cette couche, nous avons déterminé une
solution analytique pour I’écoulement méridien géostrophique stationnaire et pour la
rotation différentielle géostrophique, en analysant les couches limites d’Ekman dans la
limite asymptotique F « 1. Ces solutions se sont avérées étre en tres bon accord avec
les solutions numériques. Dans le cylindre tangent a la coquille interne, nous avons
constaté que ’écoulement méridien hors couche de Stewartson provient du pompage
d’Ekman dans la couche limite présente au niveau de la coquille externe. Cet écou-
lement est essentiellement paralléle & I'axe de rotation et est dirigé vers la couche
limite d’Ekman présente sur la coquille interne. Une fois le fluide absorbée par cette
derniére, il est dirigé latitudinalement vers la singularité équatoriale, ot il est ensuite
expulsé parallélement & l'axe de rotation, jusqu’a la couche limite d’Ekman externe.
Hors du cylindre tangent, nous avons vu que cet écoulement méridien généré par la
couche d’Ekman externe est perpendiculaire & 1’axe de rotation, et est dirigé vers la
couche de Stewartson ot les deux écoulements de reconnectent. Hors de la couche de
Stewartson, la circulation méridienne qui est donc entiérement controlée par le pom-
page d’Ekman, est d’amplitude proportionnelle au nombre d’Ekman E. Nous avons
déterminé que, dans notre configuration, la couche de Stewartson qui repose sur C est
constituée de deux couches de cisaillement imbriquées d’épaisseur O(E?7) et O(EY/3).
Nous avons dérivé la solution analytique géostrophique a l'ordre le plus bas dans la
couche E?7, et une simple analyse de la couche agéostrophique E/? se situant le long
du cylindre tangent, révéle qu’elle est le site d’un écoulement ascendant d’amplitude
O(E'?). Malgré son étroitesse, cette couche de cisaillement concentre I'essentiel de la
circulation méridienne du systéme.

7.4 Le role de la stratification thermique

7.4.1 Formulation du probléme

La stratification stable introduit la poussée d’Archiméde qui tend a inhiber les
mouvements verticaux (c’est-a-dire dans la direction radiale) et peut empécher, en
partie ou complétement, que 1’écoulement soit controlé par le pompage d’Ekman.
En effet, la tendance qu’ont les couches visqueuses d’Ekman a générer une circu-
lation méridienne est contrecarrée par la stratification stable. Ainsi, nous pouvons
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nous demander dans quelle mesure ’écoulement a I'intérieur de ’enveloppe radiative,
stratifiée de facon stable, d’une étoile massive perdant du moment cinétique peut
rester correctement modélisé par une solution géostrophique. Pour étudier cette pro-
blématique, nous introduisons une stratification thermique radiale stable, et utilisons
I’approximation de Boussinesq. Une nouvelle fois, nous négligeons les effets centri-
fuges. Les équations de la vorticité et de la chaleur linéarisées s’écrivent

]
é‘% (V xuy) + V x (2Qce, X u, + adT,g) = VAV X u, ,
! (7.97)
00T,
=+, Vg = krAOT,
\ Ed

ou la diffusivité thermique kr est choisie constante. o est le coefficient de dilata-
tion thermique, g = —gr, est le champ gravitationnel, et 07, est la perturbation
de température dimensionnée de I’équilibre thermique. Nous supposons en outre que
le gradient de température a 1’équilibre est produit par une source de chaleur uni-
forme (Chandrasekhar, 1961), ce qui implique VT, . = (AT/R?)r.e,, ou AT est la
différence de température entre les coquilles externe et interne. Ces équations sont
complétées par I'équation de conservation de la masse V - u, = 0.

Dans notre modeéle, la fréquence de Brunt-Viisiald N au niveau de la couche

externe est
agAT

R Y
et nous l'utilisons pour définir AT'(29.)*/N? comme échelle de température. Le sys-

N2 =

(7.98)

téme d’équations sans dimension s’écrit alors

-

%(qu)—l—Vx(ezxu—(ST'r)zEAqu,

(

IV u=0, (7.99)
%—I—Pré’rur = EAIT |

ou le nombre de Prandtl Pr = v/ky n’entre dans 'équation de la température que
combiné au nombre S = N?/(29.)? (Barcilon & Pedlosky, 1967). Dans le reste de
cette section, nous utiliserons le paramétre sans dimension introduit par Garaud
(2002),
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A= Prs (7.100)

pour caractériser la force de la stratification en température. Nous complétons le
systéme d’équations (7.99) avec les conditions aux limites (7.6) pour le champ de
vitesses, et nous imposons les conditions aux limites de Dirichlet 07 = 0 sur les deux
parois. Nous projetons ensuite (7.99) sur la base des harmoniques sphériques, et nous
obtenons le systéme d’équations suivant

ow' 0 [ruttt 5 0
E o Aéflrl lg ( 1 ) +A§+1T l 2§<,’,l+3ul+1) _ EAlwl 7
0 0 [ wt Bl 0
i (Alrul) + Bl r 15 (rl_l > + rll:; g(rl”wl“) + AT = EAApru!
Tl
a&‘_t + /\rul = EAlTl s
) (7.101)
ou
+00
0T (r,0) = > T (r)Yi(60) . (7.102)
1=0

Nous représentons une vue méridienne de la rotation différentielle dans le repére
en rotation, ainsi que de la circulation méridienne pour £ = 1077 et pour diverses
valeurs de \, & I'état stationnaire, en Fig. 7.16. Nous notons qu’a mesure que A aug-
mente, ’écoulement s’éloigne de la solution géostrophique, c’est-a-dire que le champ
de vitesses dépend de la coordonnée paralléle & I’axe de rotation z. A \ élevé, le profil
de vitesse angulaire devient uniquement dépendant de la coordonnée radiale (profil
de rotation en coquilles).

7.4.2 Couches limites horizontales

Dans le cas d’'un fluide thermiquement homogéne, nous avons vu que les couches
limites horizontales, et plus particulierement les couches d’Ekman, jouent un role
crucial sur la dynamique de I’écoulement interne. Nous pouvons donc nous demander
comment ces couches influencent 1’écoulement d’un fluide stratifié en température.
Dans cette section, nous chercherons a déterminer la condition d’existence de ces
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Figure 7.16: Vue méridienne de la fonction de courant i (gauche) et de la rotation

différentielle dans le repére en rotation avec la coquille interne 62 =

(droite) pour £ = 1077, n =

Gagnier & Rieutord (2020).

(Q - Qc)/<2Qc)

0.35, A = 0.01, et plusieurs valeurs de \. Source :
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couches limites horizontales et nous déterminerons leur épaisseur caractéristique en
fonction des parameétres sans dimension pertinents (E et \).

Les couches limites étant, par définition, extrémement fines, leur échelle hori-
zontale est beaucoup plus grande que leur échelle transversale. Nous nous attendons
donc a ce que les dérivées radiales prévalent sur les dérivées horizontales. Ainsi, nous
combinons les équations du mouvements, en supposant que 0, » 0y dans les couches
limites horizontales, et en ne gardant que les dérivées radiales les plus élevées pour
une méme grandeur et pour un méme paramétre (E?, X et 1). Nous obtenons alors
une équation différentielle de degré 6 pour la vitesse latitudinale : I’équation de couche
limite horizontale (voir Raze & Ligniéres, 2017)

Pu 0*u 0*u
i + A b rcos? =2

E2
Tors T o or2

~ 0. (7.103)

Comme nous 'avons fait dans la section 6.4 pour la détermination de I’épaisseur
des couches de Stewartson, nous introduisons la coordonnée d’ordre O(1), ¢ = E~Y2¢
oit ( =1 —r, telle que la dérivée radiale 0y = E~Y ?0z. L’équation (7.103) peut alors
étre réécrite, dans la couche limite externe, et dans la limite asymptotique des petits
nombres d’Ekman,

1 (3%9 62u@ 1 2 82u6‘
E o0 + Err 0 e 0 (7.104)

Nous voyons que si A « 1/E, nous obtenons 1'équation de la couche limite d’Ek-
man ou la force de Coriolis est en équilibre avec le cisaillement visqueux. Comme
le fait remarquer Barcilon & Pedlosky (1967), la structure des couches d’Ekman est
toujours indépendante de la force de la stratification dans la direction transverse
(c’est-a-~dire dans la direction radiale), car les forces qui sont en équilibre dans ces
couches ne dépendent (principalement) que des mouvements horizontaux.

De la méme maniére, si l'on se place dans le régime A » 1, et que 'on introduit
la coordonnée d’ordre O(1) ¥ = v/ Ay ott v = (1 — ) et telle que la dérivée radiale
0y = \f)\ﬁﬁ, I’équation (7.103) peut étre réécrite, dans la couche limite externe,

~0. (7.105)

Ainsi, si 1 « A\ « 1/E? le terme visqueux disparait et la flottabilité est en
équilibre avec la force de Coriolis. Cet équilibre est typique d’'une couche limite ther-
mique d’épaisseur dy = O(1/+/A). Nous notons que dans le régime A « 1, seules les
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couches d’Ekman sont présentes au niveau des deux parois, alors que dans le régime
1 €« A « 1/E les deux couches limites, thermiques et d’Ekman, coexistent. Dans ce
dernier régime, les couches thermiques sont nécessairement beaucoup plus épaisses
que les couches d’Ekman.

7.4.3 Régime pertinent pour les étoiles massives

Nous avons vu, comme dans le cas d'un fluide thermiquement homogéne, que
seules les couches limites d’Ekman se forment au niveau des parois lorsque A « 1, et
que lorsque A » 1, des couches thermiques se forment en plus des couches d’Ekman.
Nous pouvons donc nous attendre a ce que la dynamique des écoulements primaire
et secondaire soit trés dépendante de la valeur de A, c’est-a-dire de la force de la
stratification thermique. Ainsi, il est intéressant de savoir dans quel régime se situent
les intérieurs des étoiles massives en rotation rapide.

Dans I'enveloppe radiative des étoiles massives, la viscosité radiative et la diffu-
sion de la chaleur par radiation dominent largement la diffusion d’origine collisionnelle
(Espinosa Lara & Rieutord, 2013). Ces deux quantités s’écrivent

4aT* dacT?

9 Rrad

(7.106)

Vrad

" 15ckp - 3KkRcy

ou T est la température, kg est 'opacité moyenne de Rosseland, a = 4o/c est la
constante de densité de rayonnement, o la constante de Stefan-Boltzmann, ¢ la vitesse
de la lumiére et ¢, est la capacité thermique spécifique a pression constante. Dans un
tel systéme dominé par la radiation, le nombre de Prandtl radiatif s’écrit

2

Proaa = 1%% , (7.107)
ou ¢, est la vitesse du son dans le cas adiabatique. Ainsi, par définition, Pr.,q <
1. Cependant, la rotation différentielle de I'enveloppe radiative peut étre instable
vis-a-vis du cisaillement associé, et peut donc entrainer un écoulement turbulent a
petites échelles. Zahn (1992) propose I'expression de la viscosité cinématique verticale
turbulente associée a l'instabilité marginale de cisaillement, que ’on peut facilement

déduire de sa condition d’instabilité (6.87),

: 2
)y — Rickr ( s dQ) | (7.108)

3 \WNds

ol Ri. ~ 1/4 est le nombre de Richardson critique, c’est-a-dire la valeur du nombre de
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Figure 7.17: Profils radiaux de Pr et de A mesurés a I’équateur de modéles stellaires
ESTER & deux dimensions, pour une étoile de 15 Mg a différents rapports de vitesse
angulaire w. Le nombre de Prandtl radiatif Pr.,q et le paramétre \ correspondant
sont représentés en traits pleins, et leurs équivalents turbulents sont représentés en
traits pointillés. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

Richardson telle quun écoulement stratifié et non-diffusif est marginalement instable
vis-a-vis de 'instabilité de cisaillement. Nous représentons les profils du nombre de
Prandtl radiatif et turbulent & I’équateur d’une étoile de 15 masses solaires issus de
modéles ESTER a deux dimensions (Rieutord et al., 2016) pour différentes vitesses
de rotation définies comme une fraction de vitesse angulaire képlérienne (cf Eq. 2.21),
en Fig. 7.17. Les profils radiaux de A\ associés sont également représentés. Bien que
le nombre de Prandtl turbulent soit quelques ordres de grandeur plus grand que le
nombre de Prandtl radiatif dans les étoiles & rotation rapide, le nombre A\ turbulent
n’est seulement qu’un ordre de grandeur plus grand, d’aprés les modeéles considérés.
Nous constatons que le paramétre A turbulent est & peu prés indépendant de w, et
qu’il ne dépasse jamais 10~3 dans nos modeéles. Le paramétre \ radiatif, en revanche,
augmente lorsque w diminue, & tel point qu’il peut dépasser 10~* localement, lorsque
w < 0.1. Comme les étoiles massives sont souvent considérées comme des rotateurs
rapides, nous concluons que le régime de stratification thermique dans leur enveloppe
radiative correspond a A « 1.

7.4.4 Reégime de stratification asymptotiquement faible

Concentrons nous maintenant sur le cas d’'un régime de stratification en tempé-
rature asymptotiquement faible, c¢’est-a-dire le régime pertinent a I’étude de I'enve-
loppe radiative des étoiles massives en rotation. Bien siir si l'on s’intéresse au contexte
différent de rotation lente, alors le régime \ « 1 peut également étre atteint si la fré-
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quence de Brunt-Viisila est petite. Nous avons vu que dans ce régime, seules les
couches d’Ekman caractérisées par une vitesse radiale de pompage/succion d’ordre
O(FE) sont présentes au niveau des parois. Nous supposons donc A « 1, mais aussi la
limite pertinente pour les intérieurs stellaires £ « .

L’écoulement stationnaire

Commencgons par 1’étude de ’écoulement stationnaire. La composante radiale de
I’équation du mouvement stationnaire s’écrit

—u¢sin9=—@+5TT+E
r

0 sinf 00

2 1 in 0
s 2 (s 5_)] )
T

ou la rotation différentielle est générée par la contrainte d’ordre O(1) imposée en
surface, c’est-a-dire uy = O(1). Dans le régime asymptotique des petits nombres
d’Ekman, la perturbation de température par rapport a 1’équilibre thermique est donc
au maximum d’ordre O(1). Si tel est le cas, c’est-a-dire si 67" = O(1), I'équation de la
température (7.99) implique que la vitesse radiale hors couches limites u, est de 'ordre
de O(E/)), c’est-a-dire supérieure au pompage Ekman O(FE) (voir Eq. 7.40), dans le
régime de stratification considéré. En raison des conditions aux limites imposées par
les couches d’Ekman, une vitesse radiale d’ordre O(E/\) doit s’annuler & r = n et
r = 1. De plus, la composante radiale de I’équation de la vorticité s’écrit

o,
0z

et indique que la vitesse radiale u, ne dépend pas de la coordonnée z (& O(E) preés, cf

— O(E) , (7.110)

Barcilon & Pedlosky, 1967). Ainsi, une solution cohérente pour I’écoulement intérieur
est u, = O(F) et donc 0T = O(N\), a laquelle s’ajoute les corrections dans les couches

d’Ekman @, = O(E) et iy = O(VE).

Ecrivons maintenant les variables pertinentes & 1’étude de I’écoulement intérieur
comme des séries de puissances du petit paramétre A\, dans le régime asymptotique
des petits nombres d’Ekman. Il vient

.
ur = E(urg + Aupy + ..)
Uy = Up,0 + )\U¢71 + ...
<

6T = NoT) + N20Ty + ...

P=po+Ap1+ ...,

(7.111)

\
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que l'on injecte ensuite dans I’équation du mouvement pour obtenir, aux ordres O(1)
et O(N)

Ipo dpo
= — t 0= — 7.112
u¢70 as Y € (92 Y ( )
et
op1 op1
Up1 = g — 85T1, et 25T1 = g s (7113)

respectivement. Ainsi, & 'ordre le plus bas, et comme pour le cas thermiquement
homogéne présenté en Sect. 7.3, le théoréme de Taylor-Proudman est satisfait, et
la dynamique de I’écoulement géostrophique d’amplitude O(1) est donc entiérement
controlée par ’écoulement de pompage/succion d’Ekman. Ceci est en effet illustré
en Fig. 7.16. D’autre part, 'écoulement d’amplitude O(\) est affecté par 1'écart a
'équilibre thermique induit par la vitesse radiale d’ordre O(FE). Il est ainsi clair que
le role de la stratification thermique sur les écoulements primaires et secondaires quasi-
géostrophiques et stationnaires, dans le régime pertinent a ’enveloppe radiative des
étoiles massives en rotation, est négligeable.

L’écoulement transitoire

Comme pour ’étude du cas incompressible en Sect. 7.3, nous souhaitons mainte-
nant déterminer ’échelle de temps nécessaire pour atteindre un état stationnaire, en
fonction des parameétres sans dimension pertinents, c¢’est-a-dire le nombre d’Ekman et
le paramétre A, dans la limite asymptotique des petits nombres d’Ekman. Pour cela,
nous combinons la composante radiale de 1’équation de la vorticité avec la dérivée
par rapport a la coordonnée z de I’équation de la chaleur, et avec la composante azi-
mutale de I’équation du mouvement (voir Gagnier & Rieutord, 2020, pour les étapes
intermédiaires). Nous obtenons

2zt + cot n@ﬁt nd =
ot \Noz o | OV tantle | =
0 ) 1 E 01
ECOtaDQ% tanﬁ (V — m) U¢ + XZ@;A(sT . (7114)

Ainsi, si 07 reste O(A) pendant la phase transitoire, nous nous attendons a ce
que 'état stationnaire et quasi-géostrophique soit atteint sur une échelle de temps
visqueuse d’ordre O(E~!), dans la limite A « 1. Nous vérifions cela numériquement
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Figure 7.18: Solution numérique de la durée de la phase transitoire (multipliée par le
nombre d’Ekman) E7;, en fonction de A pour E = 1075. Dans les limites fortement et

faiblement stratifiées, I’état stationnaire est atteint en un temps de diffusion visqueuse
O(E™1). Source : Gagnier & Rieutord (2020).

en mesurant cette échelle de temps 7, comme étant le temps nécessaire pour que la
différence relative entre le couple appliqué aux deux coquilles (par la condition aux
limites pour la coquille externe, et par le fluide pour la coquille interne) soit inférieure
2 0.01% (voir Sect. 7.3.1). Nous représentons le temps réduit £7; en fonction de A pour
E = 107%, en Fig. 7.18. Nous constatons qu’en effet, comme pour le cas thermiquement
homogeéne, 1'échelle de temps de la phase transitoire est de l'ordre O(E~!) dans la
limite faiblement stratifiée.

7.4.5 Régime de stratification asymptotiquement forte

Concentrons nous maintenant sur le cas du régime de stratification en tempé-
rature asymptotiquement forte A » 1. Ce régime peut, par exemple, étre pertinent
pour I’é¢tude de l'intérieur des étoiles en rotation lente. Dans ce régime, il est bien
connu que 'échelle de temps d’Eddington-Sweet Tgg = Tru/N?/(40Q2%) associée a la
redistribution du moment cinétique par la circulation méridienne est si longue qu’il
est peu probable que I’écoulement puisse un jour atteindre un état stationnaire. Ainsi,
la dynamique interne des étoiles a rotation lente pour lequel ce régime est pertinent,
dépend certainement en grande partie des conditions initiales choisies ainsi que du
taux d’amortissement des modes baroclines (e.g. Rieutord, 2006¢). Ces deux effets
n’entrent cependant pas dans le cadre de cette étude ot nous cherchons & contraindre
I’écoulement généré par un vent radiatif a la surface d’étoiles massives en rotation.
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Malgré tout, par souci d’exhaustivité et pour comprendre certains effets d’une strati-
fication thermique asymptotiquement forte sur 1’écoulement de spin-down barotrope
résultant d’une contrainte en surface, nous présentons ici un bref compte-rendu du
régime A » 1.

L’écoulement stationnaire

Dans le régime asymptotique des petits nombres d’Ekman, nous avons vu que
parce que u, = O(1) hors du cylindre tangent, '’écart de température par rapport
a I’équilibre est au maximum d’ordre O(1). Cependant, contrairement au cas faible-
ment stratifié, la vitesse radiale hors couches limites associée d’amplitude O(E/)) est
ici inférieure & amplitude de 1’écoulement pompage/succion d’Ekman qui elle reste
O(E), et constitue donc une solution cohérente pour le I’écoulement intérieur. Ecri-
vons maintenant les variables pertinentes a 1’étude de 1’écoulement intérieur, comme
des séries de puissances du petit paramétre 1/ VA correspondant a Pépaisseur de la
couche limite thermique, dans le régime asymptotique des petits nombres d’Ekman.
Il vient

-

1 1
r=FE(—u,1 + —up2 + ...
U (ﬁu 1 )\u 2 )
1 1
Up = E(—UJ@J + STug2 + )

I )

1
§ Uy = Ugppo + \/—XUQM + ... (7.115)
1
0T = 0Ty + —=0T71 + ...

VA

1
=po+ —=pi + ...,
P =Do ﬁpl

\
que l'on injecte ensuite dans ’équation du mouvement pour obtenir, aux ordres O(1)

et O(1/v/))

po opo , 1
Upo = g - SéTO, 20Ty = g, et Ve — 8_2 Up o = 0, , (7.116)
et
0 0 1
o1 = == — 50Ty, z0T) = —ap;, t (v2 - ;) Up1 = Us (7.117)
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Figure 7.19: Profils radiaux de la vitesse angulaire a 1’équateur dans le repére en
rotation avec la coquille externe 62, pour £ = 1077, et pour plusieurs valeur de \. La
ligne en traits pointillés correspond a la solution solution analytique dans la limite
asymptotique A » 1 (Eq. 7.120). Source : Gagnier & Rieutord (2020).

respectivement. Ainsi, pour des valeurs de A élevées, la stratification thermique inhibe
les mouvements verticaux dans 'intérieur, et 1’écoulement de pompage/succion de la
couche Ekman ne controle plus la dynamique de I’écoulement intérieur. Le théoréme
de Taylor-Proudman est remplacé par ’équation du vent thermique

(e, - V)u=7rxViT+ O(Eu) , (7.118)
et l'expression analytique de la vitesse azimutale d’ordre O(1) peut étre obtenue en
résolvant

5, 1
\Y = uy =0, (7.119)
ce qui donne, en utilisant les conditions aux limites (7.23)
K (1 1
up = (ﬁ - E) rsind . (7.120)

Ainsi, a 'ordre le plus bas, la rotation différentielle 6Q = wuy/(rsinf) est pure-
ment radiale dans le régime asymptotique des grands A. Nous représentons les profils
radiaux de vitesse angulaire a I'équateur (6 = 7/2), pour E = 1077 et pour diverses
valeurs de A en Fig. 7.19. Nous remarquons que la limite asymptotique ot les termes
d’ordre O(1/4/\) peuvent étre négligés, correspond a A = 10%.
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Figure 7.20: us(v/AE) ™" en fonction de la coordonnée dilatée (r —1)v/A, pour plu-
sieurs valeurs du nombre d’Ekman et du paramétre A\, n = 0.35, 0 = 7/8, et A = 0.01.
Source : Gagnier & Rieutord (2020).

Une autre caractéristique intéressante du régime A » 1 est que la circulation
méridienne est concentrée dans les couches limites, ceci est illustré en Fig. 7.16 pour
A = 10? (voir aussi Rieutord, 2006a; Raze & Ligniéres, 2017). Hors des couches li-
mites, le mouvement dans la direction radiale est fortement inhibé par la stratification
thermique, & tel point point qu’elle empéche 'existence de la couche de Stewartson
et donc réduit drastiquement le transport advectif vertical.

Comme suggéré dans la section 7.4.2, les gradients radiaux sont augmentés d’'un
facteur v/A dans les couches limites thermiques. Ainsi, ’équation de la chaleur donne,
dans ces couches limites, 4, = O(FE), et I’équation de conservation de la masse donne
iy = O(V/AE), ot le symbole * est associé a 1’écoulement dans la couche thermique.
Nous représentons ug/(E+/\) en fonction de la coordonnée radiale étirée d’ordre O(1),
(r — n)ﬁ, pour diverses combinaisons de nombres d’Ekman et de parameétres A, en
Fig. 7.20. Nous constatons que, en effet, la vitesse latitudinale dans la partie extérieure
de la couche limite d’épaisseur d,, c’est-a-dire dans la région de la couche limite
thermique, en dehors de la couche d’Ekman (typiquement pour (r — n)v/A = 0.5),
est d’ordre O(v/AE). De plus, nous vérifions I'amplitude d’ordre O(v/E) de la vitesse
latitudinale dans la couche limite d’Ekman. En effet, la Fig. 7.20 montre pour des
valeurs fixe de dg/dy, c’est-a-dire les valeurs fixes de VAE, la vitesse latitudinale
est d’ordre O(v/AE) dans la couche limite d’Ekman également. Toutefois, prendre
VAE = D, ou D est une constante, implique VIE = D\/E, et donc gty = O(\/E)
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L’écoulement transitoire

Pour finir, nous déterminons 1’échelle de temps associée a la phase transitoire, en
fonction du nombre d’Ekman et du parameétre A\, dans la limite A » 1. Supposant que
dans ce régime, §7T reste O(1) pendant la phase transitoire, la composante radiale de
I’équation de la vorticité peut s’écrire

0 0 0 1
° -~ ~F 2 Vo 121
o (Cotaneae tan 9u¢> cotan@ae tan 0 ( oy 9) Ugp (7.121)

ce qui indique que I'état stationnaire (agéostrophique) est, une nouvelle fois, atteint en
un temps d’ordre O(E ™). C’est ce que nous vérifions en figure 7.18. Notons que cette
échelle de temps posséde une faible dépendance en A, dans le régime de stratification
intermédiaire.

7.4.6 En résumé

Dans cette section, nous nous sommes focalisés sur I'étude du role de la stra-
tification thermique sur 1’écoulement incompressible résultant d’une contrainte ap-
pliquée sur la coquille externe. Pour cela, nous avons introduit un gradient radial
de température et avons utilisé 'approximation de Boussinesq. Nous avons étudié
les limites asymptotiques de faible stratification en température lorsque le parameétre
A = PrN?/(2Q.)? « 1, et de forte stratification lorsque A » 1. Dans un premier
temps, nous avons remarqué qu’a mesure que A augmente, la rotation différentielle
tend vers une rotation en coquilles, c’est-a-dire que la vitesse angulaire tend & ne plus
dépendre que de la distance radiale . Nous avons aussi remarqué que dans la limite
A >» 1, la circulation méridienne est concentrée dans des couches limites horizontales
dites thermiques d’épaisseur O(1/+/)), au niveau des deux coquilles concentriques.
Dans cette limite, la couche de Stewartson n’est pas présente car les mouvements ver-
ticaux sont inhibés par la stratification. Ce régime de stratification n’est cependant
par pertinent a I’étude de ’enveloppe des étoiles massives en rotation, mais peut I’étre
pour celle des étoiles en rotation lente. Cependant, dans ce régime, il est bien connu
que ’échelle de temps d’Eddington-Sweet associée a la redistribution du moment ci-
nétique par la circulation méridienne est si longue qu’il est peu probable I’écoulement
puisse un jour atteindre un état stationnaire. Ainsi, la dynamique interne des étoiles
a rotation lente pour lequel ce régime est pertinent, dépend certainement en grande
partie des conditions initiales choisies ainsi que du taux d’amortissement des modes
baroclines. Les étoiles massives, souvent en rotation rapide sont, quant a elles, cor-
rectement modélisées par la limite asymptotique A « 1. Dans ce régime, nous avons
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vu que la structure et 'amplitude de I’écoulement stationnaire et incompressible ne
sont pas affectées par la stratification thermique stable.

7.5 L’écoulement dans une enveloppe polytropique

7.5.1 Formulation du probléme

L’étape suivante vers une modélisation réaliste de ’enveloppe radiative dune
étoile massive nécessite d’inclure le fort gradient de densité entre le coeur convectif et
la surface de I’étoile. Typiquement, la densité varie d'un facteur de 10° dans ’enve-
loppe d’une étoile de 15 masses solaires. Pour prendre en compte cette distribution
de densité de maniére simple, nous supposons que le gaz peut étre décrit par une
équation d’état polytropique comme cela se fait habituellement en physique stellaire
(e.g. Maeder, 2009). L’équilibre hydrostatique vérifie donc :

dp, GM r
Gt O e pem o) (712

Comme pour justifier le fait d’ignorer la force d’Euler, nous invoquons I’approximation

de Roche en supposant que le coeur convectif contient toute la masse M de I'étoile.
Dans I'équation (7.122), G est la constante gravitationnelle, s est une constante liée
aux conditions thermiques a la frontiére du cceur convectif, et I' = 1 + 1/n, ou n
est 'indice polytropique. Nous fixons n = 3, une valeur typique pour la modélisation
des enveloppes radiatives. Notons que pour une telle valeur de cet indice, le fluide
est stratifié de maniére stable (voir Dintrans & Rieutord, 2001; Rieutord & Dintrans,
2002, par exemple). Cependant, d’aprés les conclusions de la section précédente, la
faible valeur du nombre de Prandtl dans les intérieurs stellaires en rotation (turbulents
ou non) nous permet de négliger les effets de la flottabilité. Nous supposons donc un
fluide thermiquement homogéne.

L’équation (7.122) peut étre résolue simplement, et donne le profil radial de

densité
p(r) = pe(1 + Bj(ry))" (7.123)
ou
1/n
s — 1 . 1 R
p=2t_"" ) =--2, (7.124)
1/(”) —1 n T
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Figure 7.21: Durée de la phase transitoire (multipliée par le nombre d’Ekman) E7y
en fonction du rapport de densité ps = psurt/pPeore POUr des modeéles avec F = 1076,
pour plusieurs valeurs de ps, n = 3/2 et n = 3. Les traits pointillés correspondent aux
fits de cette durée avec p,. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

et ps = p«(R)/pe est le rapport de densité. Notons qu'un profil de densité similaire est
utilisé dans les simulations numériques de convection dans les enveloppes stellaires
(Raynaud et al., 2018) ou d’atmosphéres planétaires (Gastine & Wicht, 2012).

7.5.2 L’écoulement transitoire

Une nouvelle fois, concentrons nous, pour commencer, sur la phase transitoire
précédant 1’établissement d’un état stationnaire. Dans cette section, nous cherchons
a déterminer si I’échelle de temps 7; est modifiée par les variations de densité impo-
sées. Encore une fois, nous mesurons la durée de la phase transitoire comme étant le
temps au bout lequel la différence relative entre le couple exercé par le fluide sur la
coquille interne et le couple appliqué sur la coquille externe, est inférieure a 0.01%
(voir Sect. 7.3.1). Nous suivons I’évolution de la différence relative entre les couples
AT/T'(1) donnée par (7.32) pour différents rapports de densité encore coquilles in-
terne et externe. Nous représentons les durées de la phase transitoire en figure 7.21
pour les indices polytropiques n = 3 et n = 3/2. Ce dernier indice correspond au cas
d’un gaz monatomique isentropique, donc & une stratification thermique neutre. Nous
notons que le temps nécessaire pour atteindre un état stationnaire dépend du rapport
de densité entre le cceur et la surface. Pour I'indice polytropique n = 3, pertinent a
I'enveloppe radiative des étoiles massives, nous trouvons E7;0cp%3 pour 1072 < p,, et
Eryocpd0

09 pour p, < 1071 Bien entendu, ces lois de puissance dépendent du profil
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de densité choisi, comme nous pouvons le voir dans le cas n = 3/2. Contrairement a
la stratification thermique, la stratification en densité influence donc (légérement) le
temps nécessaire pour atteindre un état stationnaire dans une enveloppe stellaire.

7.5.3 L’écoulement stationnaire

Concentrons nous maintenant sur I’étude de I’écoulement stationnaire. Notons
que si 'on néglige a la fois la viscosité, les non-linéarités, et la flottabilité, alors
I’écoulement stationnaire satisfait un théoréme de Taylor-Proudman appliqué a la
quantité de mouvement plutét qu’a la vitesse, c’est-a-dire

(e.-V)pu=0. (7.125)

Dans 'approximation anélastique, la force visqueuse contient des termes dépen-
dant de la distance radiale r = 4/s2 + 22 rendant ’équation différentielle permettant
d’obtenir une solution analytique pour I’écoulement géostrophique non-séparable. I1
nous est donc impossible de réitérer ’analyse de couche limite faite dans le cas d'un
écoulement incompressible. Nous pouvons cependant observer que, puisque les varia-
tions de densité n’ajoutent pas de nouvelle échelle de longueur, 1’équilibre visqueux
dans les couches de cisaillement reste inchangé, et nous pouvons donc nous attendre
a la présence d’une couche de Stewartson le long du cylindre tangent.

Nous résolvons (7.1) avec la condition aux limites (7.6), et introduisons la fonction
de courant x associée a la quantité de mouvement méridien, a savoir

A
(;—if = rsin Opuy, % = —r?sinfpu, . (7.126)

Fig. 7.22 représente une vue méridienne de la circulation méridienne et de la
rotation différentielle dans le repére en rotation avec la coquille interne, pour £ =
10~7. Nous remarquons que comme pour ’écoulement incompressible, 1’écoulement
méridien est dominé par la contribution de la couche de Stewartson située le long du
cylindre tangent C. Comme prévu, la rotation différentielle, n’est en revanche plus
cylindrique et est maintenant trés dépendante de la coordonnée z. Pour illustrer cette
caractéristique de I’écoulement, nous représentons la rotation différentielle en fonction
de la coordonnée radiale cylindrique pour £ = 10~7 a différents rayons r en Fig. 7.23a.
Enfin, nous montrons que la quantité de mouvement satisfait le théoreme de Taylor-
Proudman (7.125) en représentant cette quantité en fonction de la coordonnée radiale
cylindrique en Fig. 7.23b.

178



CHAPITRE 7. ECOULEMENT DE SPIN-DOWN GENERE PAR UN VENT
RADIATIF

0.0-10°
4.8-10712 -4.0-107*%
4.2-10712 —-8.0-107*
3.6-10712 -1.2-1073
3.0-10712 5 -1.6-1073®
2.4-10712 2 -2.0-1073 %
1.8-10712 = —2.4-102 &
.10-12 ™ —_28.10-3
1.2:10 N 2.8-10
6.0-10713 g -3.2:1073
0.0-10° ‘ -3.6-1073

Figure 7.22: Vue méridienne de la fonction de courant x (gauche) et de la rotation
différentielle dans le repére en rotation avec la coquille interne 2 = (Q — Q,.)/29,
(droite), pour E = 1077, n = 0.35, ps = 107 et A = 0.01. Source : Gagnier &
Rieutord (2020).

En ce qui concerne la circulation méridienne, il s’agit toujours d’'un écoulement
d’amplitude O(F) hors de la couche de Stewartson, comme le montrent les Fig. 7.24a
et 7.25a. Nous notons cependant que hors de cette couche et hors du cylindre tangent
C, les lignes de courant ne sont plus des lignes droites, méme pour le champ de
quantité de mouvement q = pu. En revanche, dans le cylindre tangent et pres de
I’axe de rotation, nous retrouvons encore des lignes de courant paralléles a 'axe de
rotation. Cette derniére caractéristique vient du fait que la couche d’Ekman a la méme
structure que dans le cas d’une densité constante et génére une circulation d’Ekman
qui a une composante paralléle & ’axe de rotation unique. En effet, d’aprés (7.71),

1

dans cette région.

Enfin, la couche de Stewartson semble conserver sa structure lorsque l'on s’in-
téresse a la quantité de mouvement, comme le montre la figure 7.26. Ainsi, ’échelle
dominante reste E'/3.

7.5.4 En résumé

L’enveloppe radiatives des étoiles massives présente une forte variation de densité
entre le coeur convectif et la surface, ce qui rend les approximations incompressible et
de Boussinesq trop restrictives. Ainsi, dans cette section, nous nous sommes focalisés
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Figure 7.23: Vitesse angulaire normalisée (gauche) et vitesse angulaire normalisée
multipliée par la densité p (droite), en fonction de la coordonnée radiale cylindrique
spour £ = 1077, n = 0.35, p, = 107%, A = 0.01, et & plusieurs rayons r. Source :
Gagnier & Rieutord (2020).

sur ’étude de I’écoulement anélastique en imposant un profil radial de densité. Au
vu des conclusions de la section précédente, nous avons négligé la stratification ther-
mique, et nous avons décrit le gaz dans ’enveloppe stellaire par une équation d’état
polytropique d’indice polytropique n = 3. Nous avons constaté que 'amplitude de
I’écoulement méridien hors et dans la couche de Stewartson est inchangé par rap-
port & I’écoulement incompressible, c’est-a-dire qu’il est d’ordre O(FE) a 'extérieur et
O(E"Y3) al'intérieur de celle-ci. En revanche, la structure de I’écoulement hors couche
de Stewartson est modifiée, en particulier hors du cylindre tangent a la coquille in-
terne ou 1’écoulement ne satisfaisant plus le théoréme de Taylor-Proudman dans sa
forme standard, et est donc trés dépendant de la coordonnée z.

7.6 Transport d’un scalaire passif

Nous avons montré, dans les sections précédentes, que le temps d’advection asso-
cié au transport des éléments chimiques par advection dans la couche de Stewartson,

2/3 et qu’il est ainsi probablement plus court que la durée de vie des

varie comme E~
étoiles massives. Aussi, ni la stratification thermique stable de I’enveloppe radiative,
ni sa stratification en densité ne peuvent empécher la formation de la couche de Ste-
wartson. La stratification thermique peut en effet étre négligée au vu de la petitesse
du nombre de Prandtl dans les intérieurs stellaires, et les variations radiales de densité
n’ont que peu d’effet sur le flux de masse essentiellement paralléle a I’axe de rota-

tion dans cette couche, précisément car ce sont des variations a grande échelle. Il est
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Figure 7.24: Gauche : YE~! en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s
pour différents nombres d’Ekman, n = 0.35, r = 0.7, p, = 1074, et A = 0.01.
L’amplitude prédite de 'écoulement méridien d’ordre O(E) est vérifice hors de la
couche de Stewartson. Droite : vue méridienne de la fonction de courant yE~! hors
du cylindre tangent C, pour le modéle avec E = 107°. Source : Gagnier & Rieutord
(2020).

maintenant important de déterminer comment ce transport advectif se compare au
transport diffusif des éléments chimiques. En particulier, il est légitime de se deman-
der si le mélange rotationnel dans I'enveloppe des étoiles massives soumises a un vent
radiatif peut étre modélisé comme un processus purement diffusif, méme en ’absence
de turbulence anisotrope (Chaboyer & Zahn, 1992). Obtenir une réponse définitive
a cette question a 'aide de nos modéles simplifiés n’est cependant pas envisageable.
Nous pouvons tout de méme explorer le probléme afin de percevoir les difficultés nu-
mériques auxquelles nous devrons faire face dans le cadre d’une étude plus poussée,
et de développer une intuition sur 'importance de la couche de Stewartson vis-a-vis
du mélange rotationnel.

Dans cette section, nous résolvons, en plus du systéme d’équations (7.1), I'équa-
tion d’advection-diffusion d’un scalaire passif sans dimension c¢(r, ) pouvant repré-
senter, par exemple, la concentration d’une espéce chimique quelconque. Parce que
nous avons vu que les stratifications en température et en densité ne modifient pas la
maniére dont 'amplitude du champ de vitesse varie avec le nombre d’Ekman, nous
considérerons un écoulement incompressible. L’équation d’advection-diffusion d’un
scalaire passif s’écrit

oc N
Ot
ol k. est le coefficient de diffusion du scalaire passif. Evidemment, nous ne pouvons

(uy - V)e = kAc, (7.127)
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Figure 7.25: Gauche : u,E~! en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s pour
différents nombres d’Ekman, n = 0.35, r = 0.7, p, = 1074, et A = 0.01. Droite : vue
méridienne de la fonction de courant y dans le cylindre tangent C et hors de la couche
de cisaillement d’épaisseur O(E?7), pour le modéle avec E = 1079, Source : Gagnier

& Rieutord (2020).

pas négliger le terme d’advection Fy(r,0) = (v - V)c; la difficulté principale de ce
nouveau probléme réside ainsi essentiellement dans le traitement numérique de ce
terme qui, a priort, nous empéche d’écrire le systeme d’équations a résoudre sous la
forme

AX =B, (7.128)

ou A est la matrice contenant les opérateurs différentiels linéaires, X est le vecteur
contenant tous les coefficients spectraux, et B est le vecteur contenant les seconds
membres des équations différentielles.

Une nouvelle fois, nous utilisons R comme échelle de longueur et (2€.)~! comme
échelle de temps. L’équation sans dimension d’advection-diffusion du scalaire passif
s’écrit alors

oe E
— + fnl(r, 9) = %

= Ac, (7.129)

ot fu(r,0) = (u-V)c, et

Se = — (7.130)

Ke
est le nombre de Schmidt. Nous projetons maintenant (7.129) sur la base des harmo-
niques sphériques. Il vient
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Figure 7.26: Haut : ¢, £~%3 (gauche) et ¢, E~'/3 (droite) en fonction de la coordonnée
radiale cylindrique étirée (s — n)E~Y/3 pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35,
z = 0.7 et A= 0.0l Bas: ¢FE " (gauche) et ¢.E~>7 (droite) en fonction de la

—2/7

coordonnée radiale cylindrique étirée (s —n)FE pour les mémes modéles. Source :

Gagnier & Rieutord (2020).

oct , B AN
g + nl — § (AT - 7”_2) c, (7131)

ou nous avons utilisé la projection de I'opérateur laplacien sur la base des harmoniques
sphériques (H.11) et

c(r.0) = . (r)Yi(0) . (7.132)
=0

La projection du terme d’advection s’écrit simplement

n(r) =/ @l+ DLy fu(r,0) (7.133)
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ou L; est 'opérateur linéaire de transformation de Legendre a l'ordre [ (voir An-
nexe H.2). Ainsi, pour résoudre (7.131), il faut pouvoir évaluer la fonction définie dans
I'espace réel fy(r, 8). Pour cela, nous utilisons un schéma temporel semi-implicite per-
mettant de traiter ce terme d’advection de maniére explicite, et les autres termes de
maniére implicite. Commengons simplement par adopter une méthode d’Euler pro-
gressive pour le terme d’advection, et une méthode d’Euler régressive pour le terme
de diffusion. L’équation (7.131) est alors discrétisée temporellement comme suit

[ - AtF(r)]nH ~ [ - aesh)]” (7.134)

pas de temps At, et

F(r) b (A, - ﬁ) . (7.135)

iéme

oun estlen

Sc r2

Ainsi, le terme d’advection du scalaire passif est évalué dans l'espace réel par
transformation de Legendre inverse du champ de vitesses, puis est projeté dans I'es-
pace spectral par transformation de Legendre. Le traitement du terme d’advection
du scalaire passif fait déja apparaitre une difficulté numérique. En effet, a chaque pas
de temps, deux transformations, numériquement cotiteuses, entre les deux représen-
tations (espaces réel et spectral) sont nécessaires. Pour ce qui est des conditions aux
limites, nous choisissons les conditions de Neumann

de
dr

_dc
dr

r=1

-0, (7.136)

r=1n
telles que l'intégrale volumique de ¢ soit conservée (ce que nous vérifions a chaque
pas de temps), et imposons arbitrairement un profil radial initial gaussien et centré
en n pour le scalaire passif

c(r,0,t =0) = exp <—%> +1, (7.137)

ou 'écart type o est choisi tel que la largeur a mi-hauteur de la gaussienne est égale
a 0.1, c’est a dire 0 = (20v/In4)~!. Le profil initial ¢(r,¢ = 0) étant choisi purement
radial, sa projection sur la base des harmoniques sphériques s’écrit simplement

c(r,0,t=0)=(r,t=0)Y,, (7.138)

ou
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A(r,t = 0) = Var | exp (—@) +1 . (7.139)

Nous représentons une vue méridienne du scalaire passif oll nous superposons les
lignes de courant associées a I’écoulement méridien, pour un modéle avec £ = 1074,
Sc=1, A =0.01, et a différents temps, en Fig. 7.27. Nous voyons que pour ce modéle,
la diffusion domine complétement le transport du scalaire passif, son advection par la
circulation méridienne ne joue pratiquement aucun role. Nous illustrons cette carac-
téristique en représentant les profils latitudinaux du scalaire passifa r = (1—7)/2 et a
différents temps pour ce modéle, en Fig. 7.28. Nous remarquons en effet que pour une
telle combinaison des nombres de Schmidt et d’Ekman et pour une telle amplitude
de la contrainte horizontale imposée, le scalaire passif est uniquement fonction de la
coordonnée radiale, indiquant un transport purement diffusif au premier ordre et ce
méme lorsque la couche de Stewartson est en place.

Intéressons nous maintenant au cas ou Sc = 102, E = 1074, et A = 0.01,
donc pour une amplitude réduite du terme diffusif. Nous voyons en Fig. 7.29 que le
transport du scalaire passif n’est plus purement radial. En effet, bien que sa diffusion
domine toujours, le scalaire passif tend a se concentrer dans la couche de Stewartson
(dés qu’elle est présente) ou il est advecté dans la direction z. Lorsque le champ de
vitesses atteint un état stationnaire (i.e., a t, ~ 1.5-10Q 1), le scalaire passif est
presque entiérement mélangé, a ’exception d’une légére surdensité dans la couche
de Stewartson et a son intersection avec la coquille externe, c’est-a-dire proche de
la colatitude § = arcsin(n). Nous illustrons la présence de cette surdensité et donc
du transport bi-dimensionnel résultant du terme advectif, en représentant les profils
latitudinaux du scalaire passif a r = (1 —7)/2 et a différents temps pour ce modéle
en Fig. 7.30.

Notons qu'une seconde difficulté numérique apparait lorsque I'on augmente le
nombre de Schmidt, ou plus précisément lorsque 'on augmente la contribution du
terme advectif au transport du scalaire passif. En effet, si 'on considére le cas extréme
Sc — oo, I'équation de transport du scalaire passif devient une équation d’advection
quasi-pure et le probléme devient celui de la propagation d’un “front”, donc de la
propagation d’une discontinuité (ou d’un fort gradient de ¢). Parce que les méthodes
spectrales consistent en la représentation des fonctions par un développement en
séries tronquées, cette discontinuité entraine I'apparition d’oscillations de Gibbs (voir
Gibbs, 1898; Boyd, 2001; Gottlieb & Gottlieb, 2005; Canuto et al., 2006) qui peut
rendre le schéma temporel instable. Ce probléme peut potentiellement étre résolu
de plusieurs maniéres. La premiére est d’utiliser un schéma a pas multiples de type
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Figure 7.27: Vue méridienne du scalaire passif et des lignes de courant associées a
I'écoulement méridien, pour un modéle avec £ = 1074, Sc =1, n = 0.35, A = 0.01 et
a différents temps.
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Figure 7.28: Profils latitudinaux du scalaire passif & r = (1 —7)/2, pour un modéle
avec £ = 107%, Sc =1, n = 0.35, A = 0.01 et & différents temps. La ligne en traits
pointillés indique la position de la tangente a la coquille interne et a I’équateur.

Adams-Bashforth pour le terme d’advection. Ce type de schéma numérique permet
d’évaluer les dérivées a l’aide des N pas de temps précédents, ou N est l'ordre du
schéma, ce qui améliore considérablement la précision. L’implémentation de ce schéma
numérique ne nous a cependant pas permis de dépasser un nombre de Schmidt de 102
pour E = 107% et A = 0.01. Une deuxiéme solution consiste a résoudre le probléme
des oscillations de Gibbs en utilisant des techniques de filtrage, de détection des
singularités et de reconstruction spectrale. Enfin, les algorithmes semi-lagrangiens
sont tres efficaces pour résoudre les “fronts”, sont inconditionnellement stables, et sont
explicites. Cependant, ils nécessitent, & chaque pas de temps, d’interpoler la fonction
considérée entre les points de grille de collocation. L’implémentation de chacune de
ces deux derniéres méthodes n’est évidemment pas triviale et ne sera pas traitée dans
ce manuscrit.

Bien siir, ces deux résultats ne sont pas applicables a ’enveloppe radiative des
étoiles massives au vu de la valeur du nombre d’Ekman choisi et du choix arbitraire
de 'amplitude de la contrainte. Aussi, a ce stade, il est intéressant de se demander
dans quel régime du nombre de Schmidt se situent les intérieurs stellaires. Dans ’en-
veloppe des étoiles massives, la viscosité radiative domine largement celle d’origine
collisionnelle, et une valeur typique est v ~ 10*cm? - s~! (Espinosa Lara & Rieutord,
2013). Si 'on considére que notre scalaire passif est une concentration d’Helium pro-
duit dans le coeur convectif d’une étoile massive durant la séquence principale, alors
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Figure 7.29: Vue méridienne du scalaire passif et des lignes de courant associées a
I'écoulement méridien, pour un modéle avec £ = 107%, Sc = 102, n = 0.35, A = 0.01
et a différents temps. Le champ de vitesses atteint un état stationnaire a ¢t ~ 1.5 -
10101
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Figure 7.30: Profils latitudinaux du scalaire passif & r = (1 —7)/2, pour un modéle
avec E = 1074, Sc = 10%, n = 0.35, A = 0.01 et a différents temps. La ligne en traits
pointillés indique la position de la tangente a la coquille interne et a I’équateur.

~! est une valeur réaliste pour son coefficient de diffusion (Richer

Kre ~ 10%cm? - s
et al., 2000). Ainsi, le nombre de Schmidt est typiquement de 'ordre de 1 dans ’enve-
loppe des étoiles massives. Bien siir, si ’écoulement dans I’enveloppe est entiérement
turbulent par instabilité de cisaillement de la rotation différentielle, alors la valeur
de la viscosité cinématique est modifiée. Cependant, du moins si ’on considére une
turbulence isotrope, la viscosité turbulente est de 'ordre du coefficient de diffusion
turbulente d’un traceur passif (Vb =~ Kb, Voir Sect. 6.5.1 et Prat et al., 2016;
Garaud et al., 2017), ce qui indique une nouvelle fois que Sc¢ ~ 1. Ainsi, une combi-
naison réaliste des nombres d’Ekman et de Schmidt est £ = 107¥-10712 et Sc = 1.
Des modeéles avec de telles valeurs du nombre d’Ekman ne peuvent cependant pas
étre considérés car la résolution des couches limites d’Ekman et de la couche de Ste-
wartson serait bien trop cotiteuse numériquement. Nous pouvons tout de méme nous
demander la maniére dont le rapport des contributions du transport advectif et du
transport diffusif dépend des nombres sans dimension controlant la dynamique de
I’écoulement, dans la limite asymptotique £ — 0. Tout d’abord, rappelons que hors
des couches limites et hors de la couche de Stewartson, I'amplitude de la vitesse mé-
ridienne varie comme le nombre d’Ekman (voir Sect. 7.3.2). En réalité, elle dépend
aussi de 'amplitude de la contrainte horizontale imposée sur la coquille externe (et de
la densité de surface dans le cas ou I’écoulement est stratifié en densité), c’est-a-dire
urg = O(AE) (voir Eq. 7.40 et Annexe E). Ainsi, hors des couches limites et hors
de la couche de Stewartson, le rapport d’amplitude entre le terme d’advection du
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Figure 7.31: Gauche : vue méridienne du scalaire passif et des lignes de courant

associées a 1’écoulement méridien, pour un modéle avec £ = 1074, Sc = 10°, n = 0.35,

A =5etat, =2-10%Q,". Droite : Profils latitudinaux du scalaire passif ar = (1—n)/2

at,=2-10°Q." et pour A =0.01 et A = 5.

scalaire passif et le terme associé a sa diffusion, ne dépend pas du nombre d’Ekman *

mais uniquement du nombre de Schmidt, de 'amplitude de la contrainte imposée,
et du profil initial du scalaire passif (et de la densité de surface). Nous illustrons
I'importance de 'amplitude de la contrainte en représentant une vue méridienne du
scalaire passif pour un modéle avec £ = 107%, Sc = 1, et A = 5 en Fig. 7.31a, et les
profils latitudinaux a ¢, = 2 - 10?Q; ! pour A = 0.01 et A =5 en Fig. 7.31b. Ainsi, si
I’on considére un nombre de Schmidt de 1, et une amplitude de la contrainte A « 1
(ou Aps « 1), nous pouvons nous attendre a ce que le transport diffusif domine le
transport advectif hors couche de Stewartson, et a ce qu’ils évoluent tous deux sur
une échelle de temps visqueuse.

Nous avons vu, en Sect. 7.3.2, que 'amplitude de la circulation méridienne est
maximale dans la couche de Stewartson, avec u, = O(E"/3) dans la couche d’épaisseur
O(E'Y3) lorsque celle-ci est entiérement développée (voir Sect. 7.3.2), c’est-a-dire en
un temps O(E~'3). Une nouvelle fois, I'amplitude de ’écoulement dans cette couche
dépend aussi de 'amplitude de la contrainte, c’est-a-dire u, = O(AEY3). Rappelons
que dans cette méme couche, u, = O(AE%?). Introduisons maintenant la coordon-
née radiale cylindrique étirée d’ordre O(1) dans la couche de Stewartson d’épaisseur
O(E'Y®), ¢ = E~Y3(s — 7). Ainsi, au bout d'un temps O(E~?), la couche de Ste-
wartson d’épaisseur 0(E'/?) est entiérement développée et dans celle ci, (7.129) peut

2. Le nombre d’Ekman joue en réalité un roéle car il controle le temps nécessaire au développe-
ment des couches d’Ekman, donc le temps au bout duquel 'advection du scalaire passif se met en
place.
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étre réécrite, a 'ordre le plus bas,

dc _y30c oc  E'Y3 %
o Tt Tt T e

(7.140)

Dans cette couche, le rapport d’amplitude entre le terme d’advection du scalaire
passif et le terme associé a sa diffusion ne dépend donc pas non plus du nombre
d’Ekman, et nous pouvons nous attendre a ce que le transport diffusif domine le
transport advectif dans la couche de Stewartson lorsque A « 1 et Sc = 1, et lorsque
celle-ci est entiérement développée. Nous représentons une vue méridienne du scalaire
passif ot nous superposons les lignes de courant associées & 1’écoulement méridien
ainsi que les profils latitudinaux a r = (1 — 7)/2, pour un modéle avec £ = 1077,
Sc =1, A =0.01, et a différents temps, en Figs. 7.32 et 7.33 respectivement. Nous
constatons, une nouvelle fois, un transport quasi-exclusivement diffusif du fait de
I'indépendance du rapport d’amplitude entre terme advectif et diffusif avec le nombre
d’Ekman. Rappelons cependant que le nombre d’Ekman controle le temps nécessaire
au développement de la couche de Stewartson, et influe donc sur le profil de ¢ au
moment ot I’écoulement d’amplitude O(E"'/?) se met en place. Enfin rappelons que
dans le cas d'un écoulement de Taylor-Couette ot 'on impose une condition de non-
glissement sur la coquille externe, 'amplitude de la vitesse dans la direction z et dans
la couche de Stewartson E'/3 est O(EY/9), et 'amplitude de la vitesse dans la direction
radiale cylindrique est O(v/E) (voir Eq. 6.66). Dans ce cas, I'amplitude du terme
d’advection du scalaire passif dans cette couche est O(EY6) tandis que 'amplitude
du terme diffusif est O(E'/3). Dans une telle configuration, nous pouvons imaginer que
le transport du scalaire passif se fasse par un processus essentiellement advectif dans
la limite asymptotique des petits nombres d’Ekman (et pour un écart des vitesses
angulaires AQ = |, — Q.| suffisamment petit pour que 'approximation linéaire soit
justifiée, mais suffisamment grand pour que AQEYS » E'/3). C'est aussi ce que I'on
trouve hors de la couche de Stewartson avec un terme advectif d’amplitude O(v/E)
et un terme diffusif d’amplitude O(F). La modélisation d'un tel transport dominé
par 'advection nécessiterait cependant I'implémentation d’une méthode numérique
adaptée.

Ainsi nous notons une nouvelle fois que les conditions aux limites jouent un
role crucial sur 'amplitude de I’écoulement dans la couche de Stewartson et que leur
choix peut dicter le processus de mélange dominant, qu’il soit de nature advective ou
diffusive. L’apparition d’un saut de bi-stabilité favorisant largement le flux de masse
dans les régions équatoriales a la surface des étoiles massives, les phases de contraction
et d’expansion, ou encore, par exemple, I’existence d’un champ magnétique fossile en
surface, peuvent dramatiquement modifier la maniére dont I’écoulement de spin-up ou
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Figure 7.32: Vue méridienne du scalaire passif et des lignes de courant associées a
I’écoulement méridien, pour un modéle avec £ = 1077, Sc = 10°, n = 0.35, A = 0.01
et a différents temps.
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Figure 7.33: Profils latitudinaux du scalaire passif & r = (1 —7)/2, pour un modéle
avec E = 1077, Sc = 1, n = 0.35, A = 0.01 et & différents temps. La ligne en traits
pointillés indique la position de la tangente a I’équateur de la coquille interne.

de spin-down est généré au cours de la vie des étoiles. De plus, plusieurs phénomeénes
physiques comme "apparition d’une barriére de poids moléculaire moyen a l'interface
entre le coeur convectif et 'enveloppe radiative, ou la turbulence anisotrope associée
a l'instabilité de cisaillement, peuvent empécher la formation ou détruire la couche
de Stewartson au profit d'un transport essentiellement diffusif®.

Nous ne pouvons donc évidemment pas apporter une réponse définitive au pro-
bléme de la modélisation du mélange rotationnel dans I’enveloppe radiative des étoiles
massives. Cette modélisation en tant que processus purement diffusif ou purement ad-
vectif dépend certainement des conditions de surface et donc de la phase évolutive
de I'étoile considérée, de 'existence ou non d’un vent a sa surface, du régime auquel
appartient ce vent, de I'existence d’'un champ magnétique a sa surface, etc. Pour ce
qui est de notre modeéle linéaire simplifié d’écoulement de spin-down associé a une
perte de masse isotrope a la surface d’'une étoile massive sphérique, isolée et non
magnétique, le processus de mélange dominant semble étre la diffusion.

3. L’existence d’une barriére de poids moléculaire moyen peut, cependant, aussi inhiber le mé-
lange diffusif (e.g. Talon & Zahn, 1997).

193



CHAPITRE 7. ECOULEMENT DE SPIN-DOWN GENERE PAR UN VENT
RADIATIF

7.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant briévement les résultats qui y ont été
présentés. L'un des principaux est que la couche Stewartson joue un réle clé dans
le transport advectif des éléments chimiques produits dans le coeur convectif des
étoiles massives, jusqu’a leur surface; 1’échelle de temps d’advection étant O(EY/3)
fois plus courte que 1’échelle de temps de spin-down. En effet, dans ce chapitre nous
avons considéré un écoulement de spin-down induit par une contrainte horizontale,
et nous avons trouvé que l'état stationnaire est atteint sur une échelle de temps
visqueuse, qui est plus longue que la durée de vie de l'étoile. L’échelle de temps
associée a la circulation méridienne dans la couche de Stewartson est elle beaucoup
plus courte, et permet aux élément chimiques produits dans le coeur convectif d’étre
transportés jusqu’a la surface de I’étoile, et d’y étre potentiellement observables. Nous
avons montré que ni la stratification thermique stable de I'enveloppe radiative, ni sa
stratification en densité ne peuvent empécher la formation de la couche de Stewartson.
La stratification thermique peut en effet étre négligée au vu de la petitesse du nombre
de Prandtl dans les intérieurs stellaires, et les variations radiales de densité n’ont que
peu d’effet sur le flux de masse essentiellement paralléle a ’axe de rotation dans
cette couche, précisément car ce sont des variations & grande échelle. Enfin, notre
exploration du probléme du transport d’un scalaire passif suggére que 'importance
relative du transport par advection et par diffusion dépend fortement des conditions
aux limites choisies. En effet, tandis que dans notre configuration la diffusion est le
processus de transport dominant, c’est certainement le transport par advection qui
prévaut dans le cas d’un écoulement de Taylor-Couette sphérique ot des conditions de
non-glissement sont imposées au niveau de la coquille externe. Il est donc important de
souligner que les variations des conditions a la surface des étoiles massives au cours
de leur vie, pouvant par exemple étre modélisées par une condition de glissement
sans frottement pour une contraction/expansion (Hypolite & Rieutord, 2014), de
non-glissement pour une couche limite supérieure turbulente traversée par un champ
magnétique (Rieutord & Beth, 2014), ou par une contrainte horizontale imitant un
flux de moment cinétique associé a un vent radiatif (Gagnier & Rieutord, 2020),
peuvent entrainer une variation de la nature du transport dominant.
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

L’objectif de ce travail de theése a été d’étudier le role des vents radiatifs a la
surface des étoiles de type précoce en rotation rapide, sur I’évolution de leur rotation
sur la séquence principale, et sur leur dynamique interne.

L’étape préliminaire & ce travail fut de dériver une expression analytique pour
la vitesse angulaire critique des étoiles massives, a la surface desquelles 'accélération
radiative ne peut pas étre négligée. L’objectif étant de clarifier la mesure de la distance
a la criticité. En particulier, nous avons trouvé que cette vitesse critique est toujours
atteinte & ’équateur en premier, est qu’elle est extrémement proche de la vitesse
angulaire képlerienne, du moins pour des étoiles massives de moins de 40 Mg, et a
métallicité solaire. La raison de cette proximité résulte de la faible contribution de
I’accélération radiative a la gravité totale équatoriale, en raison a la fois d'une opacité
réduite et d'un flux radiatif réduit a I’équateur. La réduction du flux radiatif, appelée
assombrissement gravitationnel, est en réalité plus faible que ce que prévoit le modéle
de von Zeipel. Ce dernier point est la principale différence entre ’étude menée dans
ce manuscrit, et les recherches pionniéres de Maeder (1999) et Maeder & Meynet
(2000). La réduction de I'opacité équatoriale provient quant a elle de la diminution
de la densité a 1’équateur, en réponse au fort aplatissement de 1’étoile proche de la
limite képlérienne.

Nous avons ensuite entamé I'étude des vents radiatifs en présentant la problé-
matique, et en définissant ’accélération radiative. En particulier, nous avons montré
I'importance de la contribution de la diffusion des photons sur les raies spectrales
quant a 'accélération du vent radiatif. Nous avons ensuite présenté la maniére dont
cette accélération radiative résultant de la contribution d’un grand nombre de raies
spectrales, et dans une atmospheére en expansion, peut étre modélisée. En utilisant
cette modélisation, nous avons ensuite exposé la dérivation de 'expression du taux
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de perte de masse global pour les modéles sans rotation, ainsi que les corrections
permettant son évaluation plus précise. Nous avons ensuite présenté le concept de
limite de bi-stabilité et décrit notre méthodologie pour estimer la dépendance en
température des parameétres inconnus dans l'expression du taux de perte de masse
global. Enfin, nous avons énoncé les limites de notre modélisation de la perte de masse
a une dimension, au vu des hypothéses considérées, et des diagnostiques X, UV et
infrarouges.

Ayant pour objectif I’étude des vents radiatifs anisotropes, nous avons généralisé
I’expression du taux de perte de masse global a son flux local, en faisant ’hypothése
que celui-ci garde les mémes dépendances vis-a-vis des parameétres stellaires fonda-
mentaux. A I'aide de modeéles ESTER 2D, nous avons alors pu estimer la distribution
surfacique des flux de masse et de moment cinétique, ainsi que leur dépendance vis-a-
vis de la rotation stellaire. La température effective a la surface des étoiles en rotation
pouvant couvrir une large gamme de valeurs entre les poles et I’équateur, la disconti-
nuité dans la relation M1, off, associée a la limite de bi-stabilité, peut étre atteinte a
une certaine latitude de 1’étoile. Nous avons donc montré que le vent stellaire connait
alors deux régimes de vent, 'un centré sur les poles, I'autre a I’équateur. Nous avons
montré que si I'étoile est dans un régime de vent unique (SWR), lextraction du
moment cinétique se produit essentiellement & des latitudes moyennes, et le flux de
masse est maximal aux poéles. Cependant, lorsque cette discontinuité apparait a la
surface de I'étoile (régime TWR), les pertes de masse et de perte de moment ciné-
tique sont toutes deux maximales dans les régions équatoriales. Dans le cas d'un vent
anisotrope, l'existence, ou non, de ce saut de bi-stabilité a la surface des étoiles mas-
sives n’est donc plus déterminé par leur température effective moyenne, mais par leur
température effective équatoriale. Cette derniére dépend de la masse du modéle, de
son stade évolutif, mais aussi de sa distance a la rotation critique, ce qui complique
I’'observation de ce phénomeéne.

Nous avons ensuite étudié I’évolution rotationnelle des étoiles de type précoce sur
la séquence principale, & la fois pour des modeéles d’étoiles de masse intermédiaire dont
I’évolution peut étre considérée comme étant a masse et moment cinétique constants,
et pour des modéles d’étoiles plus massives sujettes a des vents radiatifs anisotropes.
Dans le premier cas, I’évolution séculaire est relativement simple, et nous avons mon-
tré qu’en raison de l'expansion stellaire ainsi que de la redistribution de la masse a
I'intérieur de ’étoile, une rotation critique peut étre atteinte avant la fin de la séquence
principale, & condition que le rapport initial des vitesses angulaires w; = $eqi/Q sOit
suffisamment élevé. L’évolution des étoiles plus massives dont la masse est comprise
entre 7 et 15 Mg sur la séquence principale est, quant a elle, trés dépendante des
conditions initiales & la ZAMS, c’est-a-dire de leur masse initiale, et de leur vitesse
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de rotation initiale. En effet, leur température effective est relativement proche de
la température effective du saut de bi-stabilité. La vitesse angulaire initiale controle
donc le régime de vent dans lequel les modéles stellaires dans cette gamme de masse
commencent leur évolution. Les différents régimes de vent et les transitions entre ces
régimes au cours de I’évolution peuvent avoir des effets trés différents sur 1’évolution
rotationnelle de ces étoiles, d’ott 'importance des conditions initiales a la ZAMS. La
transition la plus courante d’'un régime a 'autre est le passage d’un régime SWR
coté chaud a un régime TWR. Nous nous sommes donc focalisés sur cette transition,
en analysant 1’évolution rotationnelle d’'un modéele ESTER 2D de 15 M tournant
initialement avec une vitesse angulaire équatoriale égale a 50% de la vitesse angu-
laire képlérienne. Nous avons montré que la transition SWR-TWR est suivie de deux
phases d’évolution du rapport des vitesses angulaires. Ces deux phases correspondent
a une augmentation rapide (et continue) des taux de perte de masse et de moment
cinétique, conduisant & une croissance plus lente de w (par rapport au régime SWR),
suivie d'une diminution de w accompagnée d’'une augmentation plus lente des taux
de perte de masse et de moment cinétique. Notons que nous ne trouvons pas de dis-
continuité du taux de perte de masse global a la limite de bi-stabilité, contrairement
aux modeles 1D. Cette discontinuité est cependant présente dans le profil latitudinal
du flux de masse local. Elle apparait a ’équateur puis migre vers les poles au fur et a
mesure de ’évolution, entrainant ainsi une augmentation continue du taux de perte
de masse global en régime TWR. Dans I'’ensemble, nous constatons que les pertes
de masse et de moment cinétique associées aux vents radiatifs sont responsables soit
d’une croissance plus lente, soit d'une diminution du rapport des vitesses angulaires
w, au cours de I’évolution des étoiles massives sur la séquence principale, et peuvent
ainsi empécher les étoiles massives d’atteindre une rotation critique avant la fin de la
séquence principale. Les prescriptions de flux de masse et de moment cinétique locaux
a la surface des étoiles massives, prenant en considération 'existence des deux régimes
de vent résultant de la présence, ou non, d’un saut de bi-stabilité local, peuvent étre
implémentées dans les codes d’évolution 1D a I’aide d’une description analytique des
variations latitudinales du flux radiatif. Cette implémentation est en cours dans le
code de Genéve, GENEC.

Ces travaux préconisent de nouvelles investigations pour confirmer les résultats
obtenus, notamment en ce qui concerne la modélisation de la perte de masse, et en
particulier la modélisation des parameétres des multiplicateurs de force. Nous savons,
par exemple, que ces paramétres dépendent de la métallicité de ’atmosphére stellaire
en expansion, mais les changements a appliquer pour la modélisation d’étoiles de po-
pulation III sont assez incertains (voir Meynet et al., 2008, par exemple). La tentative
de Georgy et al. (2013) suggére qu’une modification de la métallicité n’entraine pas
de changement significatif de I’évolution rotationnelle des modéles de 15 Mg, mais il
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est important de rappeler que leurs modéles sont unidimensionnels. Notons également
qu’il est trés probable que les étoiles massives connaissent des périodes de conditions
super-Eddington (Quataert et al., 2016) durant lesquelles elles sont sujettes a des
vents continus et suffisamment intenses pour étre associés a une perte de masse im-
portante, méme pour les étoiles non métalliques (voir Owocki et al., 2004; Smith &
Owocki, 2006; Owocki et al., 2017, par exemple).

Aprés avoir consacré un chapitre a l'introduction de généralités sur les fluides
en rotation, pré-requises a la suite de I’étude, nous nous sommes concentrés sur le
deuxiéeme objectif du travail de thése, & savoir I’étude du role des vents radiatifs a
la surface des étoiles massives, sur leur dynamique interne. Pour cela, nous avons
examiné le probléme de I’écoulement de spin-down d’un fluide visqueux a l'intérieur
d’une coquille sphérique, induit par une contrainte tangentielle prescrite sur cette
derniére et reproduisant l'effet d’une perte de moment cinétique. Ce probléme est
assez proche de I’écoulement classique de Couette sphérique (Zikanov, 1996; Rieutord
et al., 2012), mais il comporte de nouvelles caractéristiques telles que la stratification
en température et en densité, et I'imposition d’une contrainte horizontale en surface,
qui ont nécessité I’étude présentée dans ce manuscrit. La conclusion de celle-ci est que
la couche de Stewartson est un élément clé dans le transport advectif des éléments chi-
miques entre le coeur et la surface d’une étoile massive. L’échelle de temps d’advection
est en effet considérablement plus courte que 1’échelle de temps associée a ’écoule-
ment de spin-down. Dans la configuration choisie, I’état stationnaire est atteint sur
un temps de diffusion visqueuse, qui est bien plus long que la durée de vie de I'étoile.
L’échelle de temps, beaucoup plus courte, associée a la circulation méridienne dans la
couche de Stewartson, permet aux éléments chimiques produits dans le coeur convec-
tif d’étre transportés a la surface de 1’étoile et d’y étre potentiellement observables.
Nous avons aussi montré que ni la stratification thermique de I'enveloppe radiative
des étoiles massives, ni ses fortes variations de densité n’empéchent I'émergence de la
couche de Stewartson. En effet, les effets de la stratification thermique stable peuvent
étre ignorés en vertu de la petitesse du nombre de Prandtl dans les intérieurs stellaires,
et les variations radiales de densité a grande échelle n’ont que peu d’effet sur le flux
de masse paralléle a I'axe de rotation dans la couche de Stewartson. Enfin, I'explo-
ration du probléme du transport d’un scalaire passif par 1’écoulement incompressible
suggeére que, pour des valeurs réalistes du nombre d’Ekman et du nombre de Schmidt,
et pour une amplitude réaliste de la contrainte horizontale imitant ’effet d’un flux de
moment cinétique, la nature du transport des éléments chimiques synthétisés dans le
coeur convectif des étoiles massives est essentiellement diffusive. Cependant, les condi-
tions a la surface des étoiles massives varient au cours de leur évolution séculaire et
peuvent entrainer I’évolution de la nature du transport dominant.
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Bien siir, la complexité d’une modélisation compléte du mélange rotationnel nous
a poussé a étudier des configurations simplifiées. Ces conclusions ne sont donc pas
exhaustives et d’autres effets pourraient venir compliquer le scénario. Le premier effet
auquel on pourrait penser, est ’anisotropie de la turbulence locale dans ’enveloppe
radiative des étoiles massives. En effet, la rotation différentielle induit un cisaillement
qui peut étre localement instable. Cette instabilité de cisaillement est inhibée par la
stratification stable de I’enveloppe, mais elle est facilitée par la forte diffusion ther-
mique. Zahn (1992) et Maeder & Zahn (1998) suggérent que ces instabilités conduisent
a une turbulence fortement anisotrope, c’est-a-dire & un transport horizontal beau-
coup plus efficace que le transport vertical. Il serait donc intéressant de déterminer
si la couche de Stewartson peut résister & une diffusion turbulente anisotrope. Si I'on
souhaite un modéle encore plus réaliste, 'interface entre le coeur convectif et 1’en-
veloppe nécessite une description plus détaillée. Dans cette région, une stratification
chimique se forme au cours de 1’évolution stellaire. Cette barriére de poids moléculaire
moyen pourrait isoler le cceur convectif de ’enveloppe radiative. Cependant, a cette
interface le gradient thermique est instable et le gradient chimique est stable, ce qui
peut permettre a la convection double-diffusive de s’y développer (Garaud, 2018).
Les effets de la rotation sur cette région sont quant a eux peu connus, mais peuvent
entrainer une instabilité de Goldreich-Schubert-Fricke (GSF, Goldreich & Schubert,
1967; Fricke, 1968; Barker et al., 2019, 2020). Il serait enfin intéressant d’évaluer I'effet
d’un champ magnétique (fossile ou résultant d’'une dynamo) sur la déstabilisation de
I’enveloppe radiative des étoiles massives. En particulier, le couplage entre un écoule-
ment cisaillé et un champ magnétique devrait avoir un effet considérable et subtil sur
le transport interne. Il peut, par exemple, exister des situations ol une rotation dif-
férentielle qui devrait étre instable vis-a-vis du cisaillement, et un champ magnétique
horizontal isolé qui devrait aussi étre instable vis-a-vis de I'instabilité de la flottabilité
magnétique, puissent résulter en un systéme stable lorsqu’ils sont combinés (e.g., Hu-
ghes & Tobias, 2001; Tobias & Hughes, 2004). A contrario, une rotation différentielle
théoriquement stable peut étre déstabilisée par la présence d’un champ magnétique
toroidal (see e.g. Gilman & Fox, 1996; Plummer et al., 2019).

Enfin, tout comme les modeéles 1D, les modeéles multidimensionnels considérés
dans ce manuscrit supposent qu’aucun flux de masse ne quitte la photosphére, c’est-
a-dire que les pertes de masse et de moment cinétique induites par les vents radiatifs
sont estimées par des prescriptions plutot que par le calcul cohérent de I’écoulement
radial associé. Une description plus réaliste de cette interface, et en particulier 1'im-
plémentation d’une atmosphére stellaire permettrait une transition continue entre les
écoulements internes et le vent radiatif. Cette modélisation cohérente du couplage
atmosphére-enveloppe améliorerait l'estimation des pertes de masse et de moment
cinétique, mais impliquerait aussi la modification de ’écoulement de spin-down. Des
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modeéles d’atmosphére considérant les écoulements hydrodynamiques hors équilibre

thermodynamique local ont récemment été développés par Sander et al. (2017); Bjork-
lund et al. (2020), mais restent, a I’heure actuelle, purement unidimensionnels.
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Annexe A

Le code ESTER

blue Le code ESTER calcule la structure axisymétrique a deux dimensions et les
écoulements stationnaires a grandes échelles d’une étoile isolée et non-magnétique en
rotation. La physique implémentée est réaliste (opacités tabulées et équations d’état
OPAL, ou gaz parfait avec ou sans radiation) et tient compte de la déformation de
I’étoile induite par la rotation. Les écoulement a grandes échelles sont calculées de
maniére cohérente dans la limite asymptotique de faible viscosité. Il n’est donc pas
nécessaire d’imposer des contraintes sur le profil de rotation différentielle de 1’étoile,
et des modeles a rotation quasi-critique peuvent ainsi étre simulés. A ce jour, la
convection de surface n’est pas incluse et les calculs sont donc limités aux étoiles
de type précoce, c’est-a-dire aux étoiles ayant une masse supérieure a 1.8 masses
solaires a métallicité solaire. L’évolution de la structure chimique de 1'étoile n’est
pas non plus incluse, mais peut étre simulée en modifiant la fraction d’hydrogéne
dans le cceur convectif. Dans cette annexe, nous présentons briévement les équations
hydrodynamiques résolues, le schéma temporel simplifié, ainsi que la méthode de
résolution numérique utilisée. Nous renvoyons le lecteur intéressé par plus de détails
a Rieutord (2006¢), Espinosa Lara & Rieutord (2013), et Rieutord et al. (2016).

A.1 Les équations a résoudre

Les équations qui gouvernent 1’état stationnaire d’une étoile isolée sont
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A¢ = 4AnGp
0=—-V_-F + pe,
p(v-V)v=—-VP—pVo¢+ Fy
V(pv) =0,

ou ¢ est le potentiel gravitationnel, s est I’entropie,

T
F=—\VT - Xt“Trbvs (A1)

est le vecteur flux de chaleur, ot x = 4acT?/(3kp) est la conductivité thermique radia-
tive, Xub €st la conductivité thermique turbulente, R est le rapport entre constante
des gaz parfaits et poids moléculaire moyen, a = 40/c est la constante de densité de
rayonnement, et o est la constante de Stefan-Boltzmann. €, est le taux de produc-
tion d’énergie nucléaire dans le coeur convectif, et F . est le vecteur force visqueuse
dont I'expression est donnée en Eq. 7.2. La premiére équation décrit la distribution
de masse dans l'intérieur stellaire, la seconde est I’équation de la chaleur ou le terme
d’advection de I'entropie par la circulation méridienne pTv - Vs a été négligé (justifié
dans la limite asymptotique de faible viscosité et pour un cceur convectif isentro-
pique, voir Rieutord, 2006¢; Rieutord et al., 2016). La troisiéme équation est celle du
mouvement dont la composante méridienne se réduit & (Espinosa Lara & Rieutord,
2013)

psQles = VP + pVo | (A.2)
dans la limite asymptotique v — 0, et I’équation de la vorticité s’écrit

002 Vp x Vp

s =e
022 ¢ PE

dans cette méme limite. Enfin, la composante azimutale de 1’équation du mouvement

(A.3)

décrit I'équilibre entre transport du moment cinétique par les forces visqueuses et
transport par la circulation méridienne

V- (ps*Qu) = V - (us*V9Q) | (A.4)

ou u est la vitesse méridienne et p est la viscosité dynamique. La derniére équation
est celle de la conservation de la masse. Ce systéme d’équation est complété par
I'utilisation des tables OPAL pour le calcul de l'opacité et la pour dérivation de
I'équation d’état, en utilisant la mélange solaire de Grevesse & Noels (1993), et par
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les conditions aux limites. Les conditions aux limites de glissement sans frottement
et de non pénétration des parois sont imposées au champ de vitesses, c¢’est-a-dire

v-n =0 et ([o]n,) x ny =0, (A.5)
ou [o] est le tenseur des contraintes, et m est le vecteur unitaire perpendiculaire &
la surface. De plus, il est numériquement souhaitable de ne pas résoudre les couches
d’Ekman, bien que leur role sur I’écoulement intérieur est crucial (voir Sect. 6.3).
Pour cela, Espinosa Lara & Rieutord (2013) montrent que leurs effets peuvent étre
simulés par la condition limite additionnelle & la surface

ps*n, - VQ+yn - V(s°Q) =0, (A.6)
ot ¢ est la fonction de courant associée a la circulation méridienne (voir Eq. 7.34),
et m est le vecteur unitaire tangent a la surface.

Le potentiel gravitationnel doit quant & lui étre régulier au centre de 1’étoile et
tendre vers zéro a l'infini. Pour des raisons numériques, cette derniére condition ne
peut pas étre appliquée a la surface de 1’étoile lorsque celle-ci est proche de la rotation
critique. La solution considérée est d’entourer 1’étoile sphéroidale d’une sphére vide
sur laquelle est imposée la condition. La condition limite appliquée a la projection du
potentiel gravitationnel sur la base des harmoniques sphérique s’écrit alors

opt  Ag _
ot = 0, (A7)
ou A =1(l+1), et (voir Annexe H)
Imax
o(r,0) = > ¢'Yi(0) . (A-8)

=0

La surface est quant a elle définie comme étant 1’isobare ol

P, = 7,30l | (A.9)
Kpsle
et donc T' = T, aux podles uniquement. La partie de 1’étoile au dessus de cette
isobare est considérée comme étant un polytrope de degré n = 3, ce qui implique qu’a
la surface de I’étoile déformeée (Espinosa Lara & Rieutord, 2013),

o () ~1/(n+1)
T (6) = T(R(0)) (gj;?;) ) , (A10)
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ot T'(R(#)) est la température a la surface de la sphére ou I'on applique les conditions
limites

1/(n+1) 1/4
T(R()) - ( Ypole K(9)> (_M) : , (A.11)

geff(8> Rpsle o

Le profil radial d’abondance en hydrogéne dans l'intérieur stellaire s’écrit quant
a lui
X(r) = Xcore pour 7re|0,r,
) pour 7 [0, )
X(r)=Xo pour re€lr,R]

oul Xy et X.ore sont donc I’abondance en hydrogéne dans 1’enveloppe et dans le coeur
convectif, respectivement. Ainsi, a la ZAMS, X ore = Xo. 7.(0) est le rayon du cceur
convectif déterminé par le critére de Schwarzschild.

A.2 Schéma temporel simplifié

Comme indiqué plus haut, il n’y a, a I’heure actuelle, pas d’évolution de la struc-
ture chimique de 'étoile modélisée dans le code ESTER. L’évolution séculaire peut
cependant étre simulée en réduisant I’abondance en hydrogéne dans le coeur convectif
(voir Gagnier et al., 2019b).

Comme nous ne considérons que des étoiles de type précoce, les réactions nu-
cléaires sont localisées dans le coeur convectif qui est entierement mélangé. Nous consi-
dérons la relation entre la fraction massique d’hydrogéne X et le taux de production
d’énergie nucléaire ¢,. La chaleur étant essentiellement produite par la transformation
de protons en noyaux d’*He, nous supposons que localement,

0X dmye
VX = ——22F Al
o T v 0 (A.13)
ot my, est la masse du proton,
Q = (4m, — mpe)® ~ 43 x 10712 J (A.14)

est I’énergie libérée par la fusion de quatre protons, et e, = €,, + ecno est le taux de
production d’énergie nucléaire par unité de masse, pour la chaine pp et pour le cycle
CNO.
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Afin d’obtenir une expression de dX q../dt, ¢’est-a-dire de I’évolution temporelle
de la fraction massique d’hydrogéne dans le cceur convectif, nous évaluons I’évolution
de la masse d’hydrogéne totale dans le coeur convectif

d

d
= McoreXcore = 75 XdV . Al
i )= L,rep v (A.15)

Nous réécrivons cette équation en utilisant la régle de Leibniz,

d

0
_<McoreXcore) = f —(pX)dV + J ,OX’UC -dS s <A16)
dt core 6t Jdcore

ou v, est la vitesse de la frontiere du coeur convectif, et M ... est la masse du coeur
convectif. Nous utilisons ensuite (A.13) et le fait que I'on considére le cceur convectif
comme complétement mélangé, c’est-a-dire que X y est homogeéne.

d 4
— (Meore Xcore) = _ﬂLcore + Xeore <_f div(pv)dV + J

o 0 . P, - dS) . (A17)

Nous utilisons une nouvelle fois la régle de Leibniz et (A.17) devient

d 4 d
_(McoreXcore) = _ﬂLcore + Xcore_ f Pdv

dt Q dt core (A18)
_ _4mp Lo X dMore
- Q core core dt )
ce qui donne enfin
chore 4mp_
= — £ Al
g 0" (A.19)
ou
Lcore «dM
¢ = Leoe _ € (A.20)

M core M core

est la moyenne massique de €, et L.y est la luminosité du coeur convectif. Il suffit
enfin de discrétiser (A.19), et de choisir un pas de temps At pour simuler une évolution
temporelle,

Xeore = XCore _ Ap— Pz (A.21)
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Figure A.1: Evolution temporelle de X e pour des modéles de 5 Mg, Z = 0.02 (mix-
ture solaire de Grevesse & Noels, 1993) sans rotation ni perte de masse, calculés avec
ESTER en utilisant le schéma simplifié pour combustion de 'hydrogéne (Eq. A.21)
et avec le code de Genéve (Ekstrém, communication privée). Source : Gagnier et al.

(20195).

ol n est le n'™ pas de temps At que 'on choisit égal & 10 ans. L’évolution temporelle
consiste alors en une succession de modéles stationnaires pour lesquels I’abondance

en hydrogéne dans le coeur convectif décroit selon (A.19).

Pour vérifier que notre schéma temporel simplifié donne une évolution acceptable
(notamment en termes de durée de vie sur la séquence principale), nous comparons
la variation temporelle de la fraction massique d’hydrogéne dans le coeur convectif
obtenue avec ce schéma implémenté dans le code ESTER, et la modélisation plus
réaliste utilisée dans le code d’évolution stellaire & 1D GENEC (Eggenberger et al.,
2008). La Fig. A.1 montre I’évolution de X/ Xy calculée a la fois avec ESTER
et avec GENEC (Ekstrém, communication privée) pour une étoile de 5 Mg et avec
Z = 0.02 (mixture solaire de Grevesse & Noels, 1993), en fonction du temps. Les
modeéles sont calculés sans overshoot et sans perte de masse. Nous notons que le
temps nécessaire pour que tout 'hydrogene soit transformé en hélium est 1légérement
surestimé par le code ESTER, et donc par le schéma temporel qui y est implémenté.
L’erreur est de l'ordre de 20%. Dans le cadre de ce manuscrit ot 'on ne cherche
pas a donner des prédictions quantitatives, mais plutot & montrer qualitativement les
principales caractéristiques de 1’évolution de la rotation des étoiles de type précoce,
cette différence est acceptable.
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Lorsque nous considérons de la perte de masse et de moment cinétique par vents
radiatifs, alors en plus de réduire X, entre deux modéles successifs, nous réduisons
aussi la masse totale de I'étoile, ainsi que son moment cinétique total (voir Eq. 4.3 et
Eq. 4.4).

A.3 Méthode numeérique

Le code ESTER utilise une méthode de collocation pseudo-spectrale de Gauss-
Legendre sur la base des harmoniques sphériques vectorielle pour la partie angulaire,
et une méthode de collocation pseudo-spectrale de Gauss-Lobatto sur la base des
polynoémes de Tchebyshev pour la partie radiale, sur lesquelles sont interpolées les
fonctions (voir Sect. 7.2.1, Annexe H et Rieutord & Valdettaro, 1997; Boyd, 2001,
pour plus de détails). Cependant, I'un des principaux inconvénients des méthodes de
collocation pseudo-spectrale est qu’elles ne traitent pas correctement les fonctions non
réguliéres. En effet, si la fonction que nous voulons approximer comme des séries de
polynomes de Tchebyshev et d’harmoniques sphériques présente des discontinuités,
méme dans ses premiéres dérivées, la convergence exponentielle associée aux méthodes
spectrales (7.14) est perdue et la fonction approchée peut présenter des oscillations de
longueur d’onde O(1/N) autour des discontinuités ot N est le degré de troncature de
la série (ce sont les oscillations de Gibbs, voir Gibbs, 1898; Boyd, 2001). Il existe de
multiples fagons de traiter ce probléme, 'une d’entre elles, et celle qui est implémentée
dans le code ESTER, est d’utiliser une approche multi-domaines, donc de diviser le
domaine d’intégration en plusieurs sous-intervalles dont les interfaces sont placées aux
discontinuités de la fonction. Ainsi, la fonction considérée est maintenant continue
dans chaque sous-intervalle et la convergence exponentielle typique des méthodes
pseudo-spectrales est retrouvée.

Le nombre de coefficients spectraux utilisés dans nos modéles dépend quant a lui
de la masse et du rapport entre la vitesse angulaire équatoriale et la vitesse képlé-
rienne du modeéle considéré. Les valeurs de N, et Ny choisies sont telles que les séries
de polynoémes de Tchebyshev et d’harmoniques sphériques convergent. Typiquement,
pour un modele de 15 Mg, N, est de 'ordre de 360, c’est-a-dire 12 sous-domaines
contenant chacun 30 points de grille. Nous résumons les valeurs de N, et de Ny pour
des modéles ESTER de 15 M, a la ZAMS dans le tableau A.1, et nous représentons
le spectre 2D de la densité, montrant la convergence spectrale d’'un modéle ESTER a
2D de 15 Mg avec w = 0.9 pour les séries de polyndmes de Tchebychev (axe vertical)
et d’harmoniques sphériques (axe horizontal), en Fig. A.2.

207



ANNEXE A. LE CODE ESTER

Table A.1:: Quelques données montrant 'efficacité numérique du code ESTER pour
le calcul de modeles d’étoiles de 15 Mg pour différentes valeurs de w = Qe /. N,
est le nombre de points de grille radiaux écrit comme le produit entre le nombre de
domaines et le nombre de points par domaine, Ny est le nombre de points de grille
latitudinaux. Chaque modéle a 2D est calculé a partir du modeéle précédent (par
exemple, le modele avec w = 0.5 est calculé a partir du modéle avec w = 0.3), et Nier
est le nombre d’itérations nécéssaires pour que l'argorithme de Newton converge (voir
Sect. A.3.2). La derniére colonne donne, respectivement, le résidu du test du viriel et
du test de I'énergie (voir Sect. A.3.3).

w = Qeq/Q N, Ny Niter Précision

0 12x30 0 58 23x109 91x10°
0.3 12x30 8 6 2.3 x 1071 25 x 1074
0.5 12 x 30 16 7 42 %1079 9.4 x 107°
0.7 12x30 32 7 83x107% 2.7x107°
0.9 12x30 64 9 58x10°% 33x10°7
0.95 12x30 64 9 73x10°%, 2.9x 1070

A.3.1 Coordonnées sphéroidales

Une des particularités du code ESTER est qu’il prend en compte la déformation
de I'étoile induite par les effets centrifuges. La géométrie des modéles ESTER pour
les étoiles en rotation n’est donc pas sphérique mais sphéroidale. Les coordonnées
sphéroidales sont définit comme suit (Bonazzola et al., 1998)

r=r(¢0)
0=0 (A.22)
p=0¢",

ou (r,0, ¢) sont les coordonnées sphériques dans un domaine axisymétrique D dont le
contour 0D peut étre représenté par une fonction R(#). Les coordonnées sphéroidales
(r',0',¢') sont définies telles que la coordonnée ¢ = Cte sur le contour 0D. Parce que
le domaine d’intégration D est divisé en n sous-domaines D;, il existe n + 1 fonctions
R;(0) telles que D; € [R;(0), Ri+1(0)], donc n + 1 frontiéres de sous-domaines. La
coordonnée radiale dans ce systéme de coordonnées s’écrit (Bonazzola et al., 1998)
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Indice de I'narmonique sphérique

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100104108112116120124

Indice du polynéme de Tchebychev

Figure A.2: Spectre 2D de la densité illustrant la convergence spectrale d'un modéle
ESTER a 2D de 15 Mg avec w = 0.9, N, = 360 et Ny = 64, pour les séries de
polynémes de Tchebychev (axe vertical) et d’harmoniques sphériques (axe horizontal).
Nous notons que la convergence spectrale est plus difficile a atteindre dans les couches
les plus superficielles. Celles-ci sont en effet caractérisées par de fortes variations de
Iopacité, et sont trés déformées par les effets centrifuges, contrairement aux couches
les plus internes (Rieutord et al., 2016).

(¢, 0') = @ Ani+ Ri(0) + Ai(§) (AR (0) —a;An;)  pour (€ [Ri(0 =0), Riy1(0 = 0)]

(A.23)
ou
(= Ri(6=0)
An; = Rip1(0 = 0) — Ri(0 = 0)
{ ARi(6) = Ris1(8) — Ri(6) (A.24)
Szc—m
\ An;
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Figure A.3: Représentation de la grille de discrétisation : 1'étoile est divisée en
plusieurs couches : la région externe en blanc est un domaine de vide ou seul le
potentiel gravitationnel est calculé. Source : ESTER Project.

Les fonctions A;(§) et a; définissent la forme du mapping, et doivent étre choisies
telles que 7(n;,0) = R;(0), et 7(n;+1,0) = Ri+1(0). a; est pris égal a 1, et

Ai(6) = —26° +3¢% pour de[l,n—1]

3. 5 (A.25)
Ag(§) = —=€ + =€ .
0(€) = —5€ + 3¢
Ce mapping est représenté en Fig. A.3. Le lecteur intéressé par la représentation
des vecteurs dans ce systéme de coordonnées, ainsi que la définition des opérateurs
différentiels peut se référer & Bonazzola et al. (1998) et a Rieutord et al. (2016).

A.3.2 Algorithme de Newton

La plupart des algorithmes permettant de résoudre des systémes d’équations
non-linéaires sont des variantes de la méthode de Newton. Lorsque 1’'on applique une
méthode spectrale ou une méthode des différences finies a une équation différentielle
non-linéaire, le résultat est un systéeme de N équations algébriques non-linéaires, N
étant le nombre de degrés de liberté du systéme. Pour les méthodes de différences
finies, N est le nombre de points de grilles de la solution u(z;), et pour les méthodes
spectrales, N est le nombre de coefficients spectraux a,,. L'utilisation d'une méthode de
Newton pose cependant quelques difficultés. La premiére est qu’il faut partir d’une
solution approximée choisie de préférence, proche du zéro a trouver; les modéles
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ESTER a une dimension (donc sans rotation) servent généralement de point de départ
car peuvent étre obtenus sans que la solution initiale soit proche de la solution finale.
En effet, les itérations 1D étant trés rapides nous n’avons pas besoin de minimiser
leur nombre (Rieutord et al., 2016). La deuxiéme est qu’il faut déterminer la matrice
Jacobienne du systéme d’équations, et la troisiéme est qu’il faut inverser cette matrice
a chaque itération. Nous reviendrons sur ces difficultés et la maniére dont le code
ESTER les surmonte.

De maniére générale, le systéme d’équations peut étre écrit

E(ao,al, ...,aN_l) =0 1= O, 7]\/v —1 5 <A26)

et les éléments de la matrice Jacobienne s’écrivent

OF;
Ji=—="% §j=0,.,N—1. A27
J aaj (2] ( )

Si nous écrivons la solution sous forme vectorielle X = (ag, ay, ...,ay_1)?, alors
ce vecteur des coefficients spectraux a l'itération i + 1 s’écrit

Xt = X' [J]T'F(XY) . (A.28)

Lorsque l'on utilise des méthodes spectrales, cette étape est certainement la
plus coliteuse numériquement car la matrice Jacobienne est généralement remplie,
et grande lorsque I'on considére des modeéles a résolution élevée. Ainsi, il faut O(N?)
opérations pour obtenir la solution X! & partir de X* (Boyd, 2001). Dans ESTER,
ce probléme est résolu par l'utilisation d’une décomposition LU de la matrice Jaco-
bienne, et d’'une méthode itérative du gradient conjugué (CGS) (Sonneveld, 1989).
La premiére consiste en le pré-conditionnement de la matrice Jacobienne en I’écrivant
comme le produit de deux matrices triangulaires, la seconde permet de résoudre le
systéme d’équations itérativement, sans inverser la matrice Jacobienne, c’est-a-dire
en gardant le systéme d’équations sous la forme

[J]6X = —F(X"), (A.29)

ot 60X = X — X' et en cherchant & minimiser

Vf6X)=[J]6X + F(X") (A.30)

ou
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F6X) — %5XT[J]5X L SXTF(XY) | (A.31)

Ainsi, en annulant le gradient de f(§X), nous obtenons le vecteur § X qui mi-
nimise le résidu [J]6X + F(X"). Cependant, la factorisation LU est cotiteuse. Ainsi,
au lieu d’effectuer ce pré-conditionnement a chaque itération, la méthode CGS est
utilisée pour obtenir la solution en utilisant les matrices triangulaires obtenues a 'ité-
ration précédente (qui ne sont généralement pas trés différentes d’une itération a la
suivante). Si la méthode CGS ne converge pas vers une solution en un certain temps
correspondant & une fraction du temps nécessaire a la factorisation LU, cette derniére
est effectuée. La construction des modéles ESTER a 2D peut finalement étre résumée
ainsi (Rieutord et al., 2016)

1. Génération d’un modéle initial ESTER a4 1D
2. Construction de la matrice Jacobienne [J]

3. Factorisation LU de la matrice Jacobienne
4

. Résolution du systéme d’équations par la méthode itérative du gradient conju-

gué (CGS)

Mise-a-jour du vecteur X

ot

6. Construction de la nouvelle matrice Jacobienne [J] et calcul de F(X")

7. Résolution du systéme d’équations par la méthode CGS avec les matrices tri-
angulaires calculées a l'itération précédente

8. Si la méthode CGS ne converge pas vers une solution en un certain nombre
d’itérations : factorisation LU de la matrice Jacobienne suivie d’une nouvelle
résolution par méthode CGS

9. Si [|[6X]]/||X]|| < e= 1078, la solution est obtenue avec une erreur relative infé-
rieure a €.

En pratique, environ dix itérations sont nécessaires pour calculer un modeéle ES-
TER 2D en rotation a partir du modeéle sans rotation correspondant (voir le ta-
bleau A.1).

A.3.3 Controle qualité

La qualité de tous les modéles ESTER présentés dans ce manuscrit a été vérifiée a
I’aide de deux tests globaux : le test du viriel vérifiant la petitesse du résidu normalisé
du théoréme du Viriel, et le test de I’énergie vérifiant 1’égalité entre la luminosité de
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I’étoile obtenue via l'intégrale volumique du taux de production d’énergie nucléaire
et celle obtenue via l'intégrale du flux d’énergie a la surface de 1’étoile.

Le test du viriel

Le théoréme du viriel est obtenu en intégrant le produit scalaire de r avec I’équa-
tion stationnaire du mouvement dans le repére en rotation, sur le volume (voir Rieu-
tord & Espinosa Lara, 2013, pour plus de détails), c’est-a-dire

J T [2Q X pu + pu- Vu+ pVeo — pQse, — V - [o]]dV =0, (A.32)
1%
ot [o] est le tenseur des contraintes. Cing intégrales sont donc évaluées :

— La composante z du moment cinétique
J r-2Q x pudV = -2QL, . (A.33)
1%
— L’énergie potentielle gravitationnelle
_ f o pVGdV — W (A.34)
1%
— L’énergie cinétique rotationnelle dans le repére en rotation
f r - pQPse,dV = 1907 (A.35)
ou [ est le moment d’inertie. :
— L’énergie cinétique relative
J r-pu-VudV = =21, , (A.36)
ol [/ est le moment d’inertie. i

— L’intégrale volumique de la contrainte
J rV-[oldV = 3. (A.37)
1%

Le théoréme du viriel normalisé par 1’énergie potentielle gravitationnelle s’écrit
alors
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(2Ta + I + W +2QL. + %) /W =0, (A.38)

et son résidu est typiquement < 10~ dans nos modéles.

Le test de 1’énergie

Ce test permet de vérifier I’équilibre entre les sources et les pertes d’énergie,
c’est-a-dire

J XVT-dS + J exdV =0 (A.39)
S \%

dans I’enveloppe radiative et non-visqueuse de 1’étoile. En pratique, 1'utilisation des
opacités tabulées OPAL implique que cet équilibre est vérifié avec une précision infé-
rieure & celle du test du viriel. Le résidu est typiquement supérieur a 10~°-1076.
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Annexe B

Les instabilités centrifuges et
baroclines

B.1 Instabilité centrifuge

L’instabilité centrifuge, ou instabilité de Taylor-Couette est, contrairement a 1'in-
stabilité de Rayleigh-Taylor qui résulte de la superposition de deux fluides de densité
différente, associée a la distribution du moment cinétique dans la direction perpen-
diculaire a ’axe de rotation du systéme. Ici, nous faisons une rapide présentation de
la stabilité d’un fluide incompressible et visqueux emprisonné entre deux cylindres
concentriques de rayon respectif Ry et Ry (> R;) et de vitesse angulaire respective
Q1 et Qy. Fig. B.1 illustre la géométrie du probléme.

Faisons I'hypothése d'un écoulement axisymétrique et stationnaire, 1’équation
linéaire du mouvement dans le référentiel inertiel s’écrit alors simplement

Av=——. (B.1)

Considérons, de plus, que le fluide n’est que trés peu visqueux tel qu’il respecte le
théoréme de Taylor-Proudman, c’est-a-dire dvy/0z = 0 a l'ordre le plus bas. Eq. (B.1)
projetée dans la direction azimutale s’écrit alors

1d d’l)g Vo
2 L2 Y B.2
rdr <r dr ) r2 0, (B.2)

qui peut étre réécrite en terme de vitesse angulaire vg = 7€)
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€.

€0
Ke,.

Figure B.1: Vue schématique du systéme considéré : le cylindre externe de rayon Ry

a pour vitesse angulaire (29, le cylindre interne de rayon R; a pour vitesse angulaire
Q.

1d [ 4d2

Cette équation peut enfin se mettre sous la forme d’une équation d’Euler-Cauchy

d*Q ds2
TW—FZS%:O, (B4)

dont la solution s’écrit simplement

ot A et B sont des constantes a déterminer avec les conditions limites Q(R;) = O
et Q(Ry) = Q. Il vient

_ ot g R - 0) (B.6)

A
1_772 ) 1_772 )

o 7 = Ry/Rs. Nous pouvons maintenant nous demander ce qu’est la condition né-
cessaire et suffisante pour que cet écoulement soit stable. Dans le cas non visqueux,
Rayleigh démontre qu’en 1’absence de viscosité, I’écoulement est stable si
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%(HQF >0 (B.7)

dans I'ensemble du domaine. c’est-a-dire si (r2Q2)? est une fonction croissante du rayon.
Une fagon simple de comprendre cette condition est de faire I'expérience de pensée
suivante (von Karmén, 1934; Chandrasekhar, 1961). Choisissons deux anneaux élé-
mentaires & la méme hauteur entre nos deux cylindres. Le premier est pris a r = rq,
le second & 7 = r5 > r1. Nous choisissons maintenant ’épaisseur élémentaire de ces
anneaux dri et dro telle que la masse de fluide qu’ils contiennent soient la méme,
c’est-a-dire 27wridr; = 2mwredry = dS. Le moment cinétique d’un élément de fluide
dans I'anneau situé en r; s’écrit quant a lui L; = rvp(r;) = 72Q(r;). Intervertissons
maintenant la position de ces deux anneaux, voir Fig. B.2. Par conservation du mo-
ment cinétique, 'anneau maintenant positionné en r, a pour moment cinétique L,
et 'anneau maintenant positionné en r; a pour moment cinétique Lo. Ainsi, I’énergie
cinétique totale dans les deux anneaux est modifiée. En effet, la différence d’énergie
cinétique aprés et avant l'inversion de leur position s’écrit

2 2 2 2
o (5+8) (3 |-z (32
ry T3 LT ryoor

Nous avons choisi 7o > rq, le signe de I'écart d’énergie cinétique totale AFE,
dépend alors de la différence entre Ly et Lo. Si le moment cinétique est une fonc-
tion croissante du rayon, alors Ly > L; et AE, > 0, c’est-a-dire qu’un tel échange
de position entre deux anneaux de fluide ne peut se produire sans source externe
d’énergie. Autrement dit, la configuration est stable. Si, en revanche, L, < L, alors
AFE,. <0, un tel échange de position entre deux anneaux de fluide libére de 'énergie
et la configuration est instable.

Considérons maintenant que le profil de vitesse angulaire déterminé plus haut
dans le cas d’un fluide visqueux est solution des équations non-visqueuses, et déter-
minons sa stabilité. Pour cela, nous injectons (B.5) dans (B.7). Il vient

d, 9.9 5 B
%(7’ Q) :47’A(A+r—2)>0. (B.9)
En remplacant A et B par leur expression (B.6), le critére de stabilité devient
simplement
Qs 5
"2 , B.10
q, " (B.10)
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Figure B.2: Vue schématique des anneaux concentriques localisés a ry et ry et d’épais-
seur respective dry et dry. La figure de droite correspond au cas ot la position des
deux anneaux a été permutée.

Ainsi, pour que I’écoulement soit stable, il faut que le cylindre externe ait une
vitesse angulaire au moins 7?-fois supérieure a celle du cylindre interne.

Lorsque les effets visqueux ne peuvent pas étre négligés, ce critére de stabilité
est modifié, et devient

Ta > Ta, , (B.11)

ou Ta est le nombre de Taylor définit comme suit

40 R4(1 — Q/Q) (1 = Qa/(un?))

2 (1= |
ou Ta. est le nombre de Taylor critique qui lui méme est fonction de n et de Q5/€4
(Chandrasekhar, 1961). Lorsque ces deux quantités approchent 1, alors Ta, ~ 1708

Ta = (B.12)

(Davey, 1962). L’enveloppe radiative des étoiles massives étant trés peu visqueuse
hors des couches limites, nous pouvons considérer le critére (B.7) comme étant le
critére pertinent. Notons que l'extraction de moment cinétique dans les couches les
plus superficielles de I'enveloppe radiative des étoiles massives via les vents radiatifs
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pourrait engendrer une diminution locale du moment cinétique avec la distance a
I’axe de rotation, c’est-a-dire engendrer la déstabilisation de ces couches.

B.2 Instabilité barocline

Nous avons vu, plus haut, que les étoiles en rotation sont baroclines, c’est-a-dire
que leurs isobares et leurs isopycnes ne sont pas alignés. Nous avons aussi vu que
ce non-alignement implique un couple barocline qui lui méme génére un écoulement
méridien. En plus de cet écoulement méridien, plusieurs instabilités peuvent résulter
de cet état. La figure 12.7 de Maeder (2009), que nous reproduisons en Fig. B.3,
illustre de maniére simple le concept. Si, sous ’action d’une perturbation locale, I’'on
déplace une particule fluide adiabatiquement du point A au point B, la densité de
cette particule, supérieure a celle du milieu en son nouveau voisinage, implique quelle
va reprendre sa position initiale. Le systéme réagit alors a cette perturbation de ma-
niére stable. En revanche, si 'on déplace la particule, toujours adiabatiquement dans
un premier temps, du point A au point C, alors la particule fluide en ce point sera
plus chaude que son nouvel environnement ce qui tendra, sous l'effet de la force d’Ar-
chiméde, a ’éloigner de sa position originelle. Un tel déplacement (A — C) est ainsi
instable. Cependant, les effets non-adiabatiques, donc la possibilité pour la particule
fluide de se thermaliser, ainsi que la conservation locale du moment cinétique peuvent
stabiliser un tel processus. C’est ce dont nous allons maintenant discuter en présen-
tant briévement trois types d’instabilités axisymétriques de degré de sophistication
croissant : 'instabilité de Solberg-Hgiland, I'instabilité de Goldreich—Schubert—Fricke
(ou instabilitée GSF), et U'instabilité ABCD.

B.2.1 Instabilité de Solberg-Hgiland

En Pabsence de viscosité et de diffusion thermique, Solberg (1936) et Hgiland
(1941) proposent les conditions (nécéssaires, mais pas suffisantes) de stabilité sui-
vantes, pour un fluide stratifié et en rotation cylindrique € = (s, 2)e,

1 052 ool 11

$os I ey Ts—1

>0, (B.13)

et

;2 2 N
I 05 0 OS) >0, (B.14)

(9 : ez) (gg - gg
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Figure B.3: Illustration de l'instabilité barocline, reproduite a partir de la Fig. 12.7
de Maeder (2009). Tandis que le déplacement d’une particule fluide initialement po-
sitionnée au point A, vers le point B est stable, son déplacement vers le point C ne
I’est pas. Dans le premier cas elle reprend sa position d’origine, dans le second elle
s’en éloigne.

ol j = sQ(s, z) est le moment cinétique spécifique, S est 'entropie spécifique, ¢, et ¢,
sont respectivement la capacité calorifique a pression et volume constant, et I's est une
fonction du rapport entre pression du gaz et pression totale (Tassoul, 1978). Si 'on
néglige la pression de radiation, alors I's = v = ¢,/c,, et (B.13) devient simplement

1052 1
147 Lo vs=o0. (B.15)
s3 0s ¢

Remarquons que dans la limite sans rotation (j = 0), les conditions de stabilité
(B.15) et (B.14) se transforment en la condition unique

—-g-VS>0, (B.16)

c’est-a-dire que lorsque 'on considére une symétrie sphérique, 'entropie spécifique
doit nécessairement croitre vers l'extérieur pour assurer la stabilité du systéme. C’est
le critére de stabilité Schwarzshild. Si 'on se place maintenant dans la limite d’une
étoile homentropique (V.S = 0), on a alors P = P(p) (donc une étoile barotrope) et
d’aprés (6.19), 0§2/0z = 0. La condition de stabilité (B.15) devient alors
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dj?
é >0, (B.17)

c’est-a-dire que 'on retrouve la condition de Rayleigh (B.7).

B.2.2 Instabilité GSF

Le critére de stabilité GSF (Goldreich—Schubert—Fricke, Goldreich & Schubert,
1967; Fricke, 1968) ajoute un degré de sophistication en considérant les effets de
la viscosité et de la diffusion thermique. Les critéres de stabilité (B.13) et (B.14)
deviennent simplement

PrN7 + Ng >0, (B.18)
et
LN paz (B.19)
—_— /r' .
s 0z o
ol
1 ~v—-1 1 052 v
2 _ _q-VS— 2 _ -2 t Pr=—. B.20
Ni g g —1 No s3 0s’ ¢ " KT ( )

N2 est la fréquence de Brunt-Viisild locale et Pr est le nombre de Prandtl
local. Notons que la condition (B.19) est une condition purement barocline associée a
la rotation différentielle parallele a I’axe de rotation. La premiére condition implique
qu'un déplacement A — C (cf Fig. B.3), dans un systéme en rotation, est instable si
Ieffet stabilisateur du gradient de température entre ces deux points, pondéré par les
effets diffusifs, est insuffisant pour compenser 'augmentation de la force centrifuge
associée a ce déplacement. La seconde condition signifie qu'un déplacement vertical
d’une particule fluide dans la direction paralléle & I'axe de rotation est instable si sa
nouvelle vitesse angulaire est supérieur a la vitesse angulaire locale. En effet, dans ce
cas 'excés de force centrifuge éloigne la particule fluide de sa position initiale.

Il est important de considérer l'effet additionnel d’une stratification stable en
poids moléculaire moyen. Une telle stratification se forme proche du coeur convectif
des étoiles massives au cours de leur évolution. Cette stratification a pour effet de
stabiliser le systéme, et la condition de stabilité (B.18) peut étre réécrite
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PriZ + %Nj +ANE>0, (B.21)
m

ou K, est la diffusivité moléculaire. La considération du role de la stratification en
poids moléculaire moyen fait de cette instabilité une instabilité triplement-diffusive.

B.2.3 Instabilité ABCD

Il existe une autre instabilité barocline, I'instabilité ABCD (Axisymmetric-BaroClinic-
Diffusive instability ; McIntyre, 1970; Knobloch & Spruit, 1983) qui est elle aussi une
instabilité triplement diffusive. Elle peut étre décrite simplement comme suit : si 'on
déplace une particule fluide du point A au point C (cf Fig. B.3), dans un systéme en
rotation, la conservation du moment cinétique tend a ramener la particule a sa posi-
tion initiale. Cependant, sa température propre, maintenant supérieure a son nouvel
environnement tend & l’en éloigner. Si l'effet stabilisateur ’emporte, alors la particule
fluide va se diriger vers sa position initiale, mais sa température propre sera plus
faible que ce qu’elle était avant le déplacement, du fait de la diffusion thermique. Elle
va ainsi dépasser puis osciller autour de sa position d’équilibre. Le signe du taux de
croissance de 'amplitude de ces oscillations, donc la stabilité du systéme, dépendra
alors du temps d’ajustement thermique de la particule fluide. L’instabilité ABCD ré-
sulte donc d’une sur-stabilité et est donc par essence différente de I'instabilité GSF.
La condition de stabilité associée s’écrit

Pr (N% + Nj) FANZ>0. (B.22)
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Annexe C

Tests de convergence et de dissipation

C.1 Test de convergence

Pour des raisons numériques évidentes, les développements en série sur la base
des harmoniques sphériques et des polynomes de Tchebyshev présentés en Sect. 7.2.1,
et détaillés dans le formulaire (Eq. H.79 et Eq. H.43) doivent étre tronqués. Nous
choisissons de nous arréter a l'ordre [, pour les harmoniques sphériques, et a I’ordre
n, pour les polynéomes de Tchebyhev. La difficulé consiste alors a choisir les valeurs
minimales de [, et de n, telles que les séries de polynomes de Tchebyshev et d’har-
moniques sphériques convergent. C’est-a-dire pour que

lim a, =€, lim ul = e, et lim w' = e (C.1)

n—mn, l—lmax l—lmax
ol €193 < 1. Pour cela, nous représentons la valeur maximale des coefficients spec-
traux parmi ’autre composante spectrale, en fonction du degré des polyndémes associés
(voir Annexe H). En plus de nous assurer de la convergence du modeéle, ce test per-
met de choisir le nombre de points de grille optimal tel que la précision souhaitée
est atteinte. Nous représentons ces spectres en Fig. C.1 pour un modéle d’écoulement
incompressible présenté en Sect. 7.3, et pour £ = 107°.

C.2 Test de dissipation

Lorsque le test de convergence est réussi, nous voulons nous assurer qu’il n'y a
pas eu d’erreur dans la projection des équations sur la base des harmoniques sphé-
riques, ou, lorsqu’il s’agit d’'un modéle évolutif, qu'un état stationnaire a bien été
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Figure C.1: Spectres des coefficients des harmoniques sphériques (gauche) et des
polynéomes de Chebyshev (droite) pour la composante poloidale de champ de vitesse
(u), et pour sa composante toroidale (w'). Pour toute valeur de [ ou de n, la valeur
maximale du coefficient parmi ’autre composante spectrale a été choisie. Le modéle
considéré est celui d’un écoulement incompressible décrit en Sect. 7.3, pour E = 1075,

atteint. Pour cela, nous vérifions qu’a 'état stationnaire, le flux d’énergie résultant
du forcage imposé au niveau de la coquille externe est égal a la dissipation visqueuse
totale d’énergie. Pour cela, nous multiplions I’équation du mouvement par pu, et nous
intégrons I’équation résultante sur le volume compris entre les deux coquilles. Il vient

) .
fg(?/:; dv+fpu.<ez Xpu)dV=—qu-VpdV+Efpu~#dv, (C.2)

ou la viscosité cinématique v est choisie constante, et F' ;. est définie en Eq. 7.2. Le
second terme du coté gauche est nul, tout comme le premier terme du coté droit ; en
effet,

qu -VpdV = JV(ppu)dV - JpV(p'u,)dV = — fp,ou -dSe, =0, (C.3)

car u - e, = 0 au niveau des parois (condition d’impermeéabilité). Il suffit ainsi de
vérifier que

J - FroedV — 0, (C.4)
a I’état stationnaire. Notons que Fi. = V - o, (C.4) devient alors
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r

quiajUijdV = é’j (pUZO'ZJ)dV — fO'ijaj (puz)dV
J
~

= pUiO'idej — JO’U(’}](pquV
J

(aw» LA\

] 1
= | p(v, G + V909 + V40,4)dS — = JUU oz or;

J 2

(C.5)
ol nous avons utilisé le théoréme de Green-Ostrogradski (voir Annexe H). La pre-
miére intégrale peut-étre projetée sur la base des harmoniques sphériques pour des
écoulements axisymétriques (m = 0)

®© dv’ dw’
F= Jp(vraw—i—vgaw—i—vd)aw)dS - 1//)?;) [z(z + 1)vl(d—1; o) 1+ l)wl(d—t — )
(C.6)
en ayant utilisé u;(r = 1) = 0, ainsi que les relations d’orthogonalité (H.4). Nous

écrivons ensuite la seconde intégrale comme suit

1 dpus)  alpuy) 1 f

ou & = ¢;;G;j, et (voir le formulaire en Annexe H)

Uz’j

cij = é’iuj + é’jui — 2/3(8kuk)(5” = —

) 2 ,
Cij = p (Cz’j + g(akuk)&”) +p (uiéjr + ujair) .

Utilisons maintenant ¢;;d;; = Tr(c;;) = 0, il vient
E=p (cfr + g + Chy + 2(ctg + 2y + c§¢)> + 20/ (Crrtty + Croug + Crpug) ,  (C.9)

ou d;; est le symbole de Kronecker. Nous utilisons ensuite ’expression du tenseur
des contraintes en coordonnées sphériques, ainsi que les relations d’orthogonalité dé-
crites dans le formulaire présenté en Annexe H, et obtenons la dissipation visqueuse
d’énergie, moyennée sur la sphere
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1

d(r) = v f pKdS)

= du! 2
= v, 20H (T = 1/3d)% + p° <2ul —2/3rd; — (I + 1)01) /2 10+ 1)p2(Js2 + |1]?)
=0

d l 1|2 12
+ Qpp'ul(d—i —1/3d)) + 11+ 1)pp (W's' + whth) + (1 — DI+ 1)(1 + Q)pQW
(C.10)
et la dissipation visqueuse totale
D = fd(r)err : (C.11)

Le test de dissipation consiste ainsi a vérifier qu’a ’état stationnaire, F' = D.
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Annexe D

L’écoulement de Taylor-Couette
sphérique

Nous vérifions, dans cette annexe, notre solution numérique en la comparant avec
la solution asymptotique de Proudman (1956) et de Stewartson (1966) dans le cas d’un
écoulement de Taylor-Couette a symétrie sphérique. Dans cette configuration, le fluide
est considéré incompressible et la vitesse angulaire des coquilles sphériques internes
et externes sont imposées ; Q. = (1 +¢€) et (g, respectivement. Nous résolvons ici le
systéme d’équation (7.3) avec p = 1 (donc b = 1) et J; = 0, en imposant les conditions
aux limites de non glissement et de non pénétration au niveau des deux parois

Z_Qﬁ:w:()? Ups = Qs(1+ €)nsing . r=n

4 (D.1)
0_:¢:o, Uy = Qs sind | r=1,

.

ou la fonction de courant v(r,#) est définie en Eq. 7.34 et le symbole * indique une
variable dimensionnée. Pour un fluide incompressible, nous rappelons que la fonction
de courant projetée sur la base des harmoniques sphériques s’écrit

P(r,0) =) ——. (D.2)

Les conditions limites adimensionnées et projetées sur la base des harmoniques
sphériques dans le référentiel tournant avec la coquille interne s’écrivent quant a elles
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W=w=0, u=—=0, ar=mn
dr (D.3)

0, wlz—A(Sl,l ar=1,

ou A est une constante imposant ’amplitude de la rotation différentielle. Elle est
reliée & € comme suit

€

(D.4)

1
- 1.
/3

Notons que dans cette étude, nous pouvons choisir A (ou €) suffisamment petit
pour que 'approche linéaire soit justifiée. Lorsque les termes non-linéaires sont né-
gligés, la valeur de la constante A devient arbitraire, et nous choisissons A = 1. La
Fig. D.1 montre une vue méridienne de la circulation méridienne et de la rotation
différentielle dans le repére en rotation, pour E = 107¢ et n = 0.35. Nous distinguons
trois régions dans lesquelles la structure et 'amplitude de 1’écoulement sont trées diffé-
rentes. La premiére correspond a l'intérieur du cylindre C, tangent a la coquille interne
(s = rsinf < n); cette région est en rotation quasi-solide avec une vitesse angulaire
(Q. + Q)/2 le long de I’axe de rotation (Proudman, 1956). La région hors de ce cy-
lindre (c’est & dire s > ) est elle aussi en rotation quasi-solide mais avec a la vitesse
angulaire de la coquille externe €25 (voir sect. 6.2 pour plus de détails). Contrairement
au cylindre tangent C, cette région est privée de circulation méridienne. Enfin, dans la
limites des petits nombres d’Ekman, il existe une fine couche de cisaillement, tangente
a la coquille interne, appelée couche de Stewartson. Cette couche de cisaillement est
en réalité constituée de trois couches imbriquées d’épaisseur proportionnelles a E%/7,
EY3, et EY* (Stewartson, 1966, et Sect. 6.4).

Dans la limite asymptotique des petits nombres d’Ekman, ’écoulement satisfait
le théoréme de Taylor-Proudman

(e:-V)u=0, (D.5)

impliquant une solution géostrophique a l'ordre le plus bas. L’amplitude du champ
de vitesses est alors (quasi-)indépendante de la coordonnée z (voir Sect. 6.2). Plus
précisément, dans le régime asymptotique des petits nombres d’Ekman, Proudman
(1956) dérive la solution analytique

Q(s) = Qs _ up(s) (1 —s2)l/4
2. -Q s B (1 —s2)V4 4+ [1 — (s/n)2]/4 " (D.6)
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45-107° 0.0-10°
4.0-1075 -5.0-102
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5.0-1076 ~4.0-107
0.0-10° —4.5-107

Figure D.1: Vue méridienne de la fonction de courant v (gauche) et de la rotation
différentielle dans le repére en rotation avec la coquille interne 2 = (Q — Q,.)/29,
(droite), pour E = 107% et = 0.35.

pour la vitesse angulaire dans le cylindre tangent C, et

(QE)—1/2 ) _ - ) _1/2: g2
0—a, VW=V E T = e T T e

pour la fonction de courant. Les quantités marquées - correspondent au formalisme

(D.7)

utilisé par Dormy et al. (1998), c’est-a-dire dans le repére tournant avec la coquille
externe et avec pour unité de temps (Q. — Q)™ = (e€2,)~!. Le nombre d’Ekman Ep
de Dormy et al. (1998) se compare au notre comme suit

Ep == F. (D.8)

Nous pouvons ainsi comparer nos résultats a ceux de Dormy et al. (1998), et & la
solution analytique de Proudman (1956), en représentant ces deux quantités pour des
modéles avec divers nombres d’Ekman, n = 0.35 et r = 0.7, voir Fig. D.2a. Comme
Dormy et al. (1998), nous trouvons que le comportement asymptotique formalisé par
Proudman (1956), proche du cylindre tangent, est atteint pour des nombres d’Ek-
man inférieurs ou égaux a 107%. L’amplitude de la vitesse méridienne est quant a
elle proportionnelle a vE, c'est-a-dire a Pamplitude de la vitesse radiale résultant
du pompage d’Ekman (voir Eq. 6.35). Ce dernier contrdle donc la dynamique de
I’écoulement dans le cylindre tangent C. Nous vérifions aussi le comportement quasi-
géostrophique de I’écoulement hors couche de Stewartson en représentant le profil
de vitesse angulaire normalisée dans le repére en rotation avec la coquille externe, a
différents r, Fig. D.3a.
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Figure D.2: Vitesse angulaire (gauche) et fonction de courant (droite) normalisées
dans le repére en rotation avec la coquille externe en fonction de la coordonnée radiale
cylindrique s pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35, et r = 0.7. Les traits
noirs pointillés correspondent aux solutions analytiques asymptotiques de Proudman

(1956).

Comme Dormy et al. (1998), nous vérifions maintenant 1'épaisseur des trois
couches de Stewartson imbriquées prédites par Stewartson (1966), et justifiées Sect. 6.4.
Pour cela, nous estimons le taux de décroissance exponentielle de la vitesse azimu-
thale (A1) et de la fonction de courant (A2) hors du cylindre tangent, c’est-a-dire
dans la région ou, d’aprés Proudman (1956) et dans la limite asymptotique des petits
nombres d’Ekman, il n'y a aucun écoulement dans le référentiel en rotation avec la
coquille externe. Dans cette région, Stewartson (1966) prédit ’existence de la couche
d’épaisseur O(E"*). Dans la section 6.4.1, nous avons montré que la couche centrale
d’épaisseur O(El/ 3) est agéostrophique, c’est-a-dire qu’a cet endroit, "amplitude de
la vitesse dépend de la coordonnée z. Ainsi, dans cette couche, la solution numérique
ne peut plus étre en accord avec la solution géostrophique et analytique de Proudman
(1956). L’épaisseur de cette couche (§) peut ainsi étre mesurée comme étant la région
ou la vitesse azimuthale est agéostrophique. Cette caractéristique de ’écoulement est
représentée Fig. D.3b. Aussi, nous remarquons que dans cette couche, 'amplitude de
la circulation méridienne est maximale a faibles z dans le cylindre C, et a z élevés
hors de ce dernier, en Fig. D.4. Les résultats sont présentés dans la table D.1 et sont
en accord avec les prédictions théoriques de Stewartson (1966) et avec les résultats
numériques de Dormy et al. (1998). Enfin, pour ce qui est de la couche d’épaisseur
prédite O(E?7), nous étirons la coordonnée radiale cylindrique d’une facteur E~%7

/4 pour s > 0, et nous représentons 1’écart a la solution

pour s < n et d'un facteur £~
asymptotique de Proudman (1956), pour plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35 et
r = 0.7, en Fig. D.5. Nous concluons que I’épaisseur des différentes couches limites

imbriquées, mesurées numériquement, est en accord avec les prédictions analytiques
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Figure D.3: Gauche : vitesse angulaire normalisée dans le repére en rotation avec la
coquille externe en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s pour £ = 1077,
n = 0.35, et a différents r. Droite : vitesse angulaire normalisée dans le repére en
rotation avec la coquille externe en fonction de la coordonnée radiale cylindrique étirée
(s—n)E~'3 pour plusieurs nombres d’Ekman, = 0.35, et 7 = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8,
et 0.9.

de Stewartson (1966) et avec les résultats numériques de Dormy et al. (1998), dans
la limite des petits nombres d’Ekman, typiquement pour £ < 1076,

Table D.1:: § est I’épaisseur de la région ou €2 est agéostrophique. A\; et Ay sont,
respectivement, le taux de décroissance exponentielle de la vitesse azimuthale et de
la fonction de courant a l'extérieur et a l'intérieur du cylindre tangent C. La derniére
ligne donne le scaling de I’épaisseur de ces couches.

E 52 M A

107 0.116 -19.26 25.95
107 0.056 -31.97 49.08
10°7 0.027 -53.91 90.18
1078 0.013 -90.04 161.74

E—0.32 E—0.23 E—0.25

Maintenant que nous avons mis notre modéle numérique a I’épreuve des solutions
asymptotiques de Proudman (1956) et de Stewartson (1966) pour '’écoulement de
Taylor-Couette a symétrie sphérique, nous pouvons nous concentrer sur I’étude de
I’écoulement de spin-down résultant d’une contrainte horizontale simulant un flux de
moment cinétique sortant.
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Figure D.4: Fonction de courant normalisée dans le repére en rotation avec la coquille
externe en fonction de la coordonnée radiale cylindrique s pour £ = 1077, n = 0.35,
et a différents 7.
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Figure D.5: Ecart a la solution asymptotique de Proudman (1956) pour la vitesse
angulaire (gauche) et la fonction de courant (droite) en fonction des coordonnées
radiales cylindriques étirées (s —n)E~%7 pour s < n et (s —n)E~"4 pour s > 7, pour

plusieurs nombres d’Ekman, n = 0.35, et r = 0.7.
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Annexe E

Approximation linéaire

E.1 Condition de validité

Cette annexe présente une justification a posteriori de I'utilisation de I’approxi-
mation linéaire dans le chapitre 7. Par souci de simplicité, nous nous concentrons sur
I’écoulement incompressible. L’équation du mouvement non linéaire, en coordonnées
sphériques et dans le repére inertiel, s’écrit

ou*

ot*

+ (U* ’ V)’U,* = _Vp* + Fvisc 5 (El)

ou

1 2
F. =p* <Au* + §Vdivu*> +2(Vp* - V)u* + Vu* x (V x u*) — §V(u*divu*)
(E.2)
est la force visqueuse dimensionnée. Décomposons maintenant le champ de vitesse

comme la somme de la vitesse de rotation du référentiel Q.e, x r et de la vitesse
résiduel u*" (voir Eq. 6.9)

u* =Qee, xr+u". (E.3)

Dans le cas d'un écoulement axisymétrique, le terme non linéaire peut étre réécrit
(voir Eq. 6.12)

(u* - V)u* = Q%e. x (€. x r) +2Qce, x u*" + (u*" - V)u*" . (E.4)
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Notons que le terme centrifuge dérive d’un potentiel et peut donc étre regroupé
avec la pression en un potentiel II. Enfin, nous écrivons 1’équation du mouvement
non-linéaire et sans dimension dans le repére en rotation avec la coquille interne

ou”
ot

+(u"-Viu" +e, xu =-VII+ FAu" . (E.5)
A partir de maintenant, le champ de vitesses sans dimension dans le repére en

rotation u” sera écrit w. Nous explicitons maintenant le terme non linéaire comme

(- V)u, — (ug +u3)/r

u-Vu=| (u-V)ug+ (ugug —ujcot)/r | . (E.6)

(u- V)ug + (uug + ugug cot ) /r

L’analyse de la couche limite d’Ekman présentée en Sect. 7.3.2 montre que u,
et up sont d’ordre E (hors couche limite d’Ekman et couche de Stewartson). Dans le
cas d'un écoulement axisymétrique, et en négligeant les termes d’ordre O(E?), (E.6)
peut étre simplifiée comme suit

—uj/r

u-Vu = —uj cot 0/r : (E.7)

(u- V)ug + (uruy + ugug cotd)/r

L’accélération de Coriolis, & son tour, s’écrit

— sin Qugy

e, xu= — cos Ouy, . (E.8)

cos Oug + sin Ou,

Puisque nous travaillons avec ’équation de la vorticité, nous avons besoin de
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1/(rsin 6)dy [sin@ (('u, - Vug + (upu, + U¢U6)/T)]

Vx(u-V)u = —1/r0, [r(uw- V)ug + upu, + ugug] , (E9)
i Ay |
et de
_1/(7" sin 0)0p (sin 6 cos fug + sin® fu,) |
V x (e, xu) = —1/r0, (r cos Qug + rsin fu,.) , (E.10)
By
ou
_1/10 2\ o  2u Oug
et

1
B, = . (Opsin® — 0,rcos ) uy = —% . (E.12)

Notons qu’a I’état stationnaire, et hors des couches limites, dus/dz = O(E)
d’aprés le théoréme de Taylor-Proudman, nous pouvons donc écrire

ou

IV % (e x u)| =|| 5

‘ =O(E) and ||V x(u-V)ul|=0(usE). (E.13)

Ainsi, si u, = O(1), alors les termes non-linéaires dans 'équation de la vorticité
sont du méme ordre que 'accélération de Coriolis et ne peuvent donc pas étre négli-
gés. Cependant, dans le cylindre tangent, nous avons trouvé, dans la section 7.3.2,
que ug = O(\/E) Dans cette région, les termes non-linéaires peuvent étre négligés.
Hors du cylindre tangent, 'amplitude de la vitesse azimutale varie comme A (voir
eq. 7.53), et les termes non-linéaires sont donc d’ordre O(AFE). Ainsi, pour des A
suffisamment petits, nous nous attendons a ce que I'approximation linéaire soit per-
tinente pour 1’étude de notre probleme. Nous représentons le rapport entre la norme
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Figure E.1: Vue méridienne du rapport entre la norme euclidienne du terme non-
linéaire de I’équation de la vorticité et celle de du rotationnel de 1’accélération de
Coriolis, pour A = 0.01 (gauche) et A = 1 (droite), et pour un écoulement incom-
pressible. Source : Gagnier & Rieutord (2020).

euclidienne de (E.9) et celle de (E.10) calculé a posteriori, pour A = 0.01 et A = 1,
en Fig. E.1. Nous remarquons que, comme prévu, ce rapport est de 'ordre de A en
dehors du cylindre tangent. La solution linéaire peut donc étre considérée comme une
bonne approximation de la solution de I’équation incompressible et non-linéaire de la
vorticité, lorsque A « 1.

De méme, pour un écoulement anélastique,

IV % plu- V)ul|
[V x (e < pu)]

O(uy) | (E.14)

ot cette fois-ci uy, = O(Aps) & lextérieur du cylindre tangent. Puisque p, « 1, les
conditions de validité de I'approximation linéaire sont plus facilement satisfaites.

E.2 Application aux étoiles massives

Déterminons maintenant une valeur typique de A en considérant que la rotation
différentielle est générée par la perte de moment cinétique associée & un vent radiatif a
la surface d’une étoile massive. Nous considérons que les couches les plus externes, en
expansion accélérée, exercent une contrainte visqueuse sur les couches sous-jacentes de
I’étoile, les faisant ralentir. Par conséquent, nous supposons que le flux radial et local
de moment cinétique est équivalent & un couple appliqué aux couches superficielles
des étoiles. C’est-a-dire
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(., = Rsin 0oy (E.15)

ou l, = m(Rsinf)? est le flux de moment cinétique local, m est le flux de masse
associée, que 'on considére isotrope, et R est le rayon de ’étoile (supposée sphérique).
En combinant I'expression de la contrainte azimutale imposée Eq. (7.6) avec (E.15),
nous obtenons l'amplitude sans dimension de la contrainte de surface résultant du
flux radial de moment cinétique

\_ [Ei0.0r0)
N 3 200t (0)

ol p¥ = psp. est la densité surfacique dimensionnée.

(E.16)

Nous estimons tous les parameétres stellaires avec le code ESTER 2D (Rieutord
et al., 2016; Gagnier et al., 2019a) pour un modeéle de 15 My avec une période
de rotation d’un jour, et nous supposons une viscosité cinématique (turbulente) a
la surface v = 102cm? - s7! (Zahn, 1992; Espinosa Lara & Rieutord, 2013). Nous
représentons 'amplitude de la contrainte pondérée par la densité de surface Ap, en
fonction de la colatitude en Fig. E.2. Rappelons que les étoiles en rotation ne sont pas
strictement sphériques a cause de la force centrifuge, en particulier lorsque la rotation
est rapide. Par conséquent, le rayon stellaire ainsi que la densité de surface ont des
dépendances latitudinales. Outre ces légéres variations latitudinales des parameétres
stellaires, nous constatons que Ap, est de l'ordre de 5-107® « 1 pour ce modéle.
Ainsi, d’aprés les résultats de I’Annexe E.1, 'approximation linéaire peut étre utilisée
pour modéliser les étoiles massives perdant leur moment cinétique, a condition que
la viscosité cinématique & la surface ne soit pas inférieure & ~ 107cm? - s, une
valeur typique dans les couches superficielles des étoiles massives dominées par le
rayonnement (Espinosa Lara & Rieutord, 2013).
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Figure E.2: Amplitude de la contrainte de surface pondérée par la densité de surface
Ap, résultant du flux sortant de moment cinétique, en fonction de la colatitude, pour

un modeéle ESTER 2D de 15 Mg tournant avec une période d’un jour. Source : Gagnier
& Rieutord (2020).
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Annexe F

Force d’Euler

Dans cette annexe, nous introduisons le formalisme associé a ’ajout de la force
fictive d’Euler dans I’équation de la vorticité. Lorsque cette force est prise en compte,
I’équation de la vorticité s’écrit

0 :

—(V x " +V x (e, x + V x *QC 2 X 7Ty) =V X Fyg

LV 5 a) £V (e xa) 4V % (e x ) .
V.q:o7

ol q, = psu,. La projection du rotationnel de la force d’Euler s’écrit

V x (p*chz xry) =V x (p*ch 4—7TT1>

(F.2)
. .1

= — a7 QA | — Ry + —— (p*rch —W> S,
T r 3

ou nous avons utilisé (H.50) et (H.27). De plus, le théoréme du moment cinétique
appliqué & la coquille interne s’écrit

dLCOI‘e dQ
l,=—2 =[—°< F.3

ou I'y est le couple dimensionné exercé par le fluide sur la coquille interne (voir

Eq. 7.28), et I. est le moment d’inertie du fluide qui y est emprisonné. Nous considé-
rons que la sphére interne a une rotation solide et nous choisissons I, = (2/5) Moo (nR)?.
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Nous adimensionnalisons cette équation en choisissant l'inverse de la fréquence
de Coriolis associée a la vitesse angulaire initiale de la coquille interne 29;3 comme
échelle de temps, le rayon de la coquille externe R est choisi comme échelle de lon-
gueur, et la densité a la surface de la coquille interne p. est prise comme échelle de
densité. Nous décomposons ensuite la vitesse angulaire de la coquille interne comme
suit

Qc = QC,O + Qc,l(t*) y (F4)

ol {2, est la vitesse angulaire initiale de la sphére interne, et (2. ; est la perturbation
de vitesse angulaire associée au couple I'y appliqué a sa surface. Il vient alors

ds, ApsE
’1:o< P Y (F.5)

dt 7 T 20, R?

et ol p est la densité sans dimension de la sphére interne. Ainsi, au bout d’un temps

) avec FE

visqueux, la vitesse angulaire de la sphére interne aura varié d’un facteur O(Aps/p).
Nous avons vu, en Annexe E.2, que 'amplitude d’une contrainte réaliste associée a
un flux de moment cinétique est telle que Aps « 1. De plus, d’aprés le modéle de
Roche, toute la masse de 1'étoile est concentrée en son centre, c’est-a-dire p > 1 .
Ainsi, Q.1(Tvise) € 1, et il semble raisonnable de négliger la force d’Euler.
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Annexe G

Analyse de la couche limite d’Ekman

Comme nous 'avons vu dans la Section 6.3.2, la solution géostrophique ne sa-
tisfait pas nécessairement les conditions limites imposées, et doit donc étre corrigée
de l’écoulement dans les couches d’Ekman. Cet écoulement satisfait (6.43). Ici, nous
déterminons la constante C' a ’aide de la condition limite sur la contrainte imposée

ﬁ Uy + iU¢
or r

ou I'on remarque que uy = Uy dans la couche limite. Dans la limite asymptotique des

— —iKsin# . (G.1)

r=1

petits nombres d’Ekman,

C() = \/gu +)D(0) (G.2)

ou

F(e):F(sin&)—sin@F’(sinQ)—Ksin9 7 (G3)

v/ | cos b

F' = 4 est la solution géostrophique pour la vitesse azimutale dans le référentiel

en rotation, et I’apostrophe indique une dérivée. La vitesse azimutale dans la couche
limite est obtenue en prenant la partie imaginaire de (6.43). Il vient

Uy = \/?F(Q)(cosf —siné)e (G.4)

o £ = (4/| cos#]/2. De la méme maniére, la vitesse méridienne dans la couche limite
est obtenue en prenant la partie réelle de (6.43), c’est-a-dire
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g = \/?F(Q)(COS{ +siné)e™t . (G.5)

Cette solution ne satisfait cependant pas nécessairement la conservation de masse.
La divergence de u dans la couche limite génére un écoulement secondaire supplé-
mentaire, de faible amplitude, et perpendiculaire a la paroi, u,. C’est ’écoulement
de pompage/succion d’Ekman introduit dans la section 6.3.1. Dans la couche limite
externe (a r = 1), ’équation de conservation de la masse s’écrit

iy VE 0sin iy
o¢ sinf 00

~0. (G.6)

Nous injectons maintenant (G.5) dans (G.6) intégrons I’équation qui en résulte,
entre 0 et +00. Il vient

ai lsin o7 (6) JOO (cos&(6) + sin&(6)) es(e)dC]

0

E 1 0 (. IN())
/2 sin6 06 (Sln04/|0089|/2> (G7)

= —— (sineF(sin 0) — sin® OF'(sin §) — K sin® 9> :

ou nous avons utilisé 4,(¢ — 4+0) = 0. A partir de maintenant, nous supposons que
6 € [0,7/2] tel que |cosf| = cosf. De plus, en observant que Eq. (G.7) est valide a
r = 1, nous pouvons remplacer sin 6 par la coordonnée radiale cylindrique s = rsin 6.
Ainsi,

ou

B 1
1 —s2

q(s) (G.9)

Nous retrouvons ainsi la solution de pompage d’Ekman (7.40).
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Annexe H

Formulaire

H.1 Les harmoniques sphériques

Toute fonction définie sur une sphére f(r,6,¢) peut se décomposer de fagon
unique sous la forme d’une somme d’harmoniques sphériques comme suit

400+l

Fr0,) => > fLY™(0,9) (H.1)

=0 m=—1

et tout champ vectoriel u peut se décomposer de fagon unique sous la forme d’une
somme d’harmoniques sphériques vectorielles (Rieutord, 1987)

+o0
u = Z ul (MR + ol (r) ST + wl (r)T (H.2)
=0 m=-1
ou
R =Y"e., S'=VY™ T"=VxR", (H.3)

sont les harmoniques sphériques vectorielles. Ces fonctions vérifient les relations d’or-
thogonalité suivantes :

R }’f’szf sr-:r;v’m:f T Ryd2 =0,
4m 4m

Jar
r
| R RYFAQ = Sl (H.4)
Jar
S™8I = | T TR A = Ay b
Jar 4
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et sont définies en coordonnées sphériques comme suit

Y, 0 0
R'=|0|, s"=|avm|, T"=|Dy"|, (H.5)
0 DYy Y

ou lopérateur Dy = (1/s)0,. Les harmoniques sphériques Y;™(6, ¢) sont définies
comme suit

20+ 1 (1 — |m|)!
Y0, ¢) = (—1)0m+imh/ P™ (cos )™ | H.
l ( 7¢) ( ) \/ A7 (l+ |m|) (COS ) ( 6)
ou Pl|m| sont les polynémes associés de Legendre
m A" P(cos )
Pl| |(COS€) = SIn QW s (H?)

et P(cos®) sont les polynomes de Legendre. Si 'on revient dans l’espace réel, le
vecteur vitesse s’écrit alors simplement

U Y)"
w = v}, 0pY™ + wl, DY . (H.8)
b DY — ul Yy

Les fonctions harmoniques sphériques vérifient

1 0 ovm 1 @y
= — sinf L — _AY™ H.
00 = o0 00 T 2o aa2 Lo (H.9)

sur la sphére unité. Ainsi, pour toute fonction scalaire

+oo  +l
Fr0,) => > fLY™0,9), (H.10)
=0 m=—1
+o0  +l
Af(r,0,¢) = > ] ( )fl] Y"(6,9) (H.11)
=0 m=—1
ol
102
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Notons que sous l'opération de parité » — —r, les coordonnées sphériques se
transforment en r — r, § — w—60 et ¢ — 7w+ ¢. Si 'on applique cette transformation
sur les harmonique sphériques, il vient

Y~ 0,6 4+ 7) — (~1)'Y"(6,6) . (H.13)

La parité des harmoniques sphériques est donc indépendante de m : Y, est paire
pour les [ pairs, et est impaire pour les [ impairs. Ainsi, & m donné, il existe deux
séries distinctes, [ = |m|, |m| + 2,... et [ = |m| + 1, |m| + 3,... Si la fonction définie
en (H.1) est paire, c’est-a-dire si f(r) = f(—r), alors seuls les termes de degrés pairs
sont non nuls :

fr)=f(=r) =2, > fa(r)Y5(0,0) , (H.14)
=0 m=—1
et si elle est impaire, c’est-a-dire si f(r) = —f(—r), alors seuls les termes de degrés
impairs sont non nuls :
+o0o  +l
flr)y=fl=r) =2, > [ (r)Ys.(0,0) . (H.15)
l=0m=-1
De plus, notons que l'opération de parité f(r,0,¢) — f(r,m — 0,7 + ¢) implique
que
af(r797¢) af(raﬂ'_977r+¢)
—_— > — : H.1
00 00 (H.16)
et donc
aGYEm(ﬂ- - Q) ¢ + ﬂ—) - (_1)l+169Y2m(97 ¢) ) <H17)

est une fonction impaire pour les [ pairs. Ainsi, toute fonction paire h(r) = h(—7)
projetée sur la base de la dérivée latitudinale de la fonction harmonique sphérique
peut étre évaluée uniquement a partir des degrés [ impairs :

hr) = h(=r) =Y > b (r)aeYsi (9) - (H.18)

C’est le cas de la vitesse azimutale lorsqu’il s’agit d’un écoulement axisymétrique
(voir Eq. H.8).
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H.1.1 Relations de composition

Il existe des relations de composition introduisant des couplages entre les har-
moniques sphériques de différents degrés,

. B m?
Y, (0, ) = aFYy;™ oY (0, ) = —F Y™ + ——— Y™
cos0Y"(0,¢) = a;Y,", sin0Y;"(0,¢) k(k—i—l)ag k +Asin€ ! (1.19)
) )
: m m m m m m
sin00yY;" (6, ¢) =ﬁlkYk , cosB0yY," (0, 0) =7{“Yk + Asin@yl ,
ouk=10+1, et
al— ol — [? —m?
Lot e+ )20 - 1)
) H.20
L= (=Naly, Bl = —(+2)aly, (H.20)
-1 l+1 ,
Y=, N = e

H.1.2 Opérateurs vectoriels

Dans I’espace spectral, nous ne travaillons plus sur la base {e,, ey, €}, mais sur
la base {R}", S]",T}"}. Ainsi, tous les opérateurs vectoriels £, doivent étre redéfinis
comme suit

1
Lrsr = { f Lou- RMdQ, J[mu - S7dQ,

X lfﬁvu.TlmdQ} . (H21)

A
en utilisant les relations d’orthogonalité des harmoniques sphériques vectorielles (H.4).
Prenons l'exemple de l'opérateur divergence, qui fait exception car résulte en un
champ scalaire, appliqué au champ vectoriel w. En injectant (H.8) dans 'expression
de la divergence en coordonnées sphériques, il vient

Yy n UL H.22
Y T sng 0 +rsin26’ op? "’ ( )

+Z: i 10 vl Osinfy™ ol Ry
- 2 or

ot 'on aura reconnu 'opérateur Ay, défini en (H.9). Il vient alors
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+o0  +l +oo  +l 157’ ) UZA
Visr-w=Y Jv wy"dQ = Y ( - )JYle,mdQ
=0 m=-—1 =0 m=—1
+o00 41 1 a inA
_;) Zz : UT .

(H.23)

Notons que si V - u = 0, alors il existe une relation directe entre u!, et v/, :

1 or?ul (r)
Lo — - mu/ H.24
Um Ar  Or ’ ( )

et le champ w peut étre défini sur la base { R;", T}"} ou la base {S]", T}"} uniquement.
Concentrons nous maintenant sur l'opérateur rotationnel. En coordonnées sphériques,

v 41 |1/(rsin)dy (sin6(vl, DpY;™ — wh,0pY;™)) — 1/(rsin0)dg(wh, Dy Y™ + v, 0pY,™)
Vxu = Z Z 1/(rsin6)04(ul,Y;y™) — 1/r(rol, DyY,™ — rw', dpY;™)
(=0m=—1 1/r(rwy, DoY;™ + 105, 00Y)™) — 1/109(w;,,Y;™)
(H.25)
et en utilisant (H.5), il vient

.
+o0  +I

f (Vxu)- RdQ =) > J “wl YY)
=0 m=-1
+oo  +lI
11 f (V xu)-SdQ =)’ Z ——a ) (G6Y,™0gY,™ + DY DyY;™) d2
l= Om——l
1 = H u! 1 orvt
0 J (V xu) T/dQ = lzgﬂ;_l <— - ayj”) (00Y™0pY;™ + DyY" DyY;™) dS2 .
(H.26)
Les relations d’orthogonalité (H.4) donnent enfin
+oo  +1 l 1
u 1orv
v = L), — =4 H.27
RST X% = ZZ(:)mZ:—l{ (rin). ror or } ( )

A partir de maintenant, tous les opérateurs seront implicitement considérés étre
sur la base {R;", S]",T["}, et nous n’écrirons donc plus I'indice RST'. En suivant cette
méthodologie, nous trouvons
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+o00  +l
A'LL—ZZ{AIU (lm—AUl)Aﬂ} +2 Alw},

=0 m=-—I

AVX'U,—+ZOO i {AAlw 167“Alwm A <i_18rvfn>}7

i or r o r or

ou A; est défini Eq. H.11,

+o0o  +l
e, X u= Z Z RTEEN
=0 m=-—1
+00  +1 . k ol
e tmAu By
z - - m? m + - T
e, xu = ;)mz_l{w B —imul | wk L — A (u ob ), —vk AL A
En écrivant
+oo  +l
e, Xxu= Z Z (Ut vt wty
=0 m=—1
il vient
400 41 1 1
U 1orV
V x (e, x {—Wl (FWL), Zm 2 m}
(e w) Z Z m) r r or

=0 m=-I
ol nous avons utilis¢ (H.27).
H.1.3 Autres relations utiles
Tenseur des contraintes
Pour un fluide Newtonien, le tenseur des contraintes s’écrit

Oij = pcij + CORUR0;;

ol  est la viscosité dynamique du fluide, { est sa viscosité volumique, et
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2
Cij = (91'1)]' + 8jvi — gﬁkvkéij .

En coordonnées sphériques,

+0o  +1
=30 2 —1/3d")Y;"
=0 m=-1

+o0  +l
=33 [(
=0 m=-1
oo+l
=2 2 |(
=0 m=-—I
+o0  +1
Cro = Z Z st oY + th DY
=0 m=-1
4+ 4+l
Cro = ), D SmDY" — 1h,0Y"
=0 m=-1
+o00 41

Cg¢—2 Z <U " —w Xl)/r

=0 m=—1

ou

g 1 or*ul, A,
™2 op r
} l

sin = % + (ufn — 2vin)/r
It = Ti %

m or \ r

0 1 Y™

Z" =2— L)

| o0 (sine ¢ )

Les fonction X" et Z" satisfont la relation d’orthogonalité

J (X[”X[,”'* v Z{”Z{f"*) dQ = (1 — D)1+ 1)(L + 2)0u 6 -
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Force visqueuse

Dans le cas ou la viscosité volumique est nulle ( = 0, la force visqueuse s’écrit

1 2
F =p <A’v + §Vdivv) +2(Vp-V)v+Vux (V xv)— EV(,udiV'v) , (H.39)

et nous la projetons sur la base des harmoniques sphériques vectorielles,

4+ 4+l

Fuw=vY, > LR+ gh,(r)S]" + hl, (r)T}" . (H.40)

=0 m=-1

Les coeflicients s’écrivent alors

op Avt — 2! Ap o (4p
P _ m m ! R )
fn = or r m T o \3 )
10 20p 4p
L _+ 9 ! L0p 2P
Im = 5 (rpzn) + -2 (U, = V) + 5 odiy (H.41)
!
hl = pAwl + r@i Ym ;
oror \ r

ol nous avons considéré que le champ de vitesse u est défini en (H.43), que p = p(r),
que v = Cte, et

! l
oo Lo (H.42)

moor or T

Fonction de courant
Considérons la projections de la quantité de mouvement suivante

q=p(r)u = Z Z ul (1R + ol (r) ST+ wl (r)TT . (H.43)

=0 m=—1

La fonction de courant dans le plan méridien associée x est telle que

qg-Vx=0, (H.44)
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c’est-a-dire

aT’X _ do
aGX rq,
Nous choisissons

ox "

—— = rsin

or %

ox 2

= = —r“sinfbq, .

26 ¢

(H.45)

(H.46)

Lorsque I'on considére des écoulement incompressibles ou anélastiques, V-q = 0.

Ainsi, pour un écoulement axisymétrique, v' est fonction de u! uniquement (voir

Eq. H.24), et d’aprés (H.8), (H.46a) s’écrit

oy 13 ol
= =_ 00,Y;(0
or A;) 5 S 006Y(0) ,
c’est-a-dire
400 7’216[
x(r,0) = —sin 00yY;(0)

Autres

donc d’apres (H.5)

/4
e, xr= —WT?.
3

J sin 00,Y,"dS) = fﬁfYkOdQ
= \anpF f Vv 2d0
=V 47T611€5k0

_ _4\ﬁ
3
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H.2 Transformations de Legendre

La transformation de Legendre d’une fonction f(z) définie sur l'intervalle z €
[—1,1] s’écrit

Lif(z) = f(l) = 71f(:t)Pz(:r)dw, (H.52)

ot P(z) est le polynome de Legendre de degré 1 (= 0), et £; est 'opérateur linéaire
de transformation de Legendre, a 'ordre [. Si x = cos @, alors (H.53) s’écrit

Lif(cosf) = f(I) = Lﬂ f(cos@)P,(cosf)sinOdb . (H.53)

La transformation de Legendre inverse s’écrit quant a elle

P(x)dz . (H.54)

N2+ 1 -
-3
=0

Ainsi, si l'on fait la décomposition de la fonction f(z) sur la base des polynémes
de Legendre

0
=Y d'P(a), (H.55)
1=0
il vient
204+ 1 -
o = 2= F) (H.56)
et donc
;o 20+1 (1
«=— f(z)P(z)dz . (H.57)
-1

Sil’on considére maintenant une décomposition de la fonction axisymétrique f(x)
sur la base des harmoniques sphériques

i fY (x (H.58)
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alors, d’apres la définition de la fonction harmonique sphérique scalaire normalisée
(H.6), il vient

fl=~/ Q2+ D)L f(x) . (H.59)

Introduisons maintenant la transformation de Legendre associé d’une fonction
g(x) définie sur l'intervalle x € [—1, 1]

d"Fi(z) ,

H.60
Tom (H.60)

Y

Lang(o) = 0,m) = | g(o)

ou L;,, est 'opérateur de transformation de Legendre associ¢, a I'ordre 1. D’aprés la
propriété des polynomes associés de Legendre (H.7), (H.60) devient

Lung(w) = lm) = | gla)1 =) "R @y, (o)

ou P est le polynome de Legendre associé. La transformation inverse s’écrit quant
a elle (e.g. Debnath & Harrell, 1976)

g(x) = L;,,9(l,m) = Z 21; L = Z;'g}(l,m)(l — a;Q)m/ZPllml(x) : (H.62)

Imaginons maintenant que nous souhaitions projeter une fonction h(cos @) sur la
base de la premiére dérivée des polynémes de Legendre, c’est-a-dire

,dPy(cos )
pl )
. dcost
P 0 (H.63)
bl sin 6% ,

ol

h(cos 0)

~
Il

o

~
Il
o

ol nous avons, une nouvelle fois, utilisé (H.7). Alors, d’aprés (H.61),

204101 —-1)! (7 dP(cosf) .
e Vi ari(cosv)
b = R L h(cos ) Teos sin 6d6 . (H.64)

Ainsi, si 'on projette h(cosf) sur la base des harmoniques sphériques comme
suit
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d Y’ (cos )
h = ' plging—Lt2 277 H.
(cos0) Z(:) sin % , (H.65)
alors
I (l—l)!f7r dP(cosf) .
h' =+/(20 + 1)7r<l )1, h(cos 8>—d0089 sin 6do . (H.66)

Notons que méme si sin 00yY;™(cos #) est une combinaison linéaire de Y;™(cos 6)
(voir Eq. H.19), ce n’est pas le cas de dpY;"*(cos 6). Ainsi, les représentations spectrales
de h(cos ) et de dyh(cos ) ne peuvent pas étre reliées analytiquement.

H.3 L’approximation de Tchebyshev

H.3.1 Les polyndémes de Tchebyshev

Le polynéme de Tchebyshev de degré n est donné par la formule suivante

T, (x) = cos(ncos ™' z) , (H.67)

ou x € [—1,1]. Les premiers polynomes s’écrivent

T[)(l') =1
Ti(x) =x
{ Ty(z) = 22% — 1 (H.68)
Ts(z) = 42 — 3z
| Tu(z) = 8a* —8a% + 1,
et suivent la relation de récurrence
Toi1(x) = 22T () —Th—1(x) n=1. (H.69)

Les polynomes de Tchebyshev sont orthogonaux avec un poids (1 —z2)~"/2 et sur
Uintervalle xz € [—1, 1], c’est-a-dire
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- i #j
L%dm: T2 i=j#0 (H.70)

s 1=7=0,

et il existe aussi une relation discréte pour leur orthogonalité

Vi 0 i # ]
> Tily) () = { N/2 i=j#0 (H.71)
h=0 N i=j=0,

ou xy sont les k zéros des polynomes T (x)

k4 1/2
Ty, = COS <%> k=012 N—1. (H.72)

Les extrema, c’est-a-dire les valeurs de x on T,,(x) = %1 s’écrivent quant & eux

Ty = COS <7T—k> k=0,1,2,..,.N, (H.73)

N
et constituent la grille de Gauss-Lobatto. L utilisation de ces points de grille, plutot
que de ceux ou les Tx(z) s’annulent s’explique en imaginant une fonction variant
fortement entre deux points successifs. Si ces deux points sont deux zéros de Ty(x),
alors il sera difficile de reproduire ces variations. En revanche, si ces deux points sont
des extrema de Ty(z), alors la variation du polynéme est non nulle, en particulier

Tn (i) — Tn (i) = 2.

H.3.2 Transformation de Tchebyshev

L’interpolation d’une fonction u(z) sur la grille de Gauss-Lobatto s’écrit

u(x) = uy(z) = ) ulzr)Crlz) | (H.74)

k=0

ot Cy(x) est la fonction cardinale

Ciula) = (1 — 2y DT 2 i Enles)Tnte). (H.75)

e N*(z —xp) NP, .

m=0
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et (Hussaini et al., 1984)

Pp=2 sik=0ouk=N
Pi | (H.76)
D=2 sike[l,N—-1],
Cin =2
= _ (H.77)
¢, =1 si|k|<N.
Les fonctions cardinales respectent
Cjlar) = dij , (H.78)

c’est-a-dire que ces fonctions ne sont non-nulles qu’aux points de collocation. Si ’on
veut réarranger (H.74) pour I’écrire comme une série de polynoémes de Tchebyshev

u(@) = un(z) = Y a To(x) (H.79)

alors, d’aprés (H.75),

2 fay)
a, = D 5

s
— cos | —jn | , H.80
Np, = (N ) (180)

ot nous avons utilisé T}(xy) = cos(mjk/N).

H.3.3 Quelques opérations
Dérivée

Une nouvelle fois, prenons une fonction quelconque u(x) que 'on écrit comme une
série de polynomes de Tchebyshev (H.79). Sur les noeuds de la grille de collocation

N
n=0
ot uy = u(xg) et Ty, = T (zx). La dérivée de uy s’écrit alors simplement

256



ANNEXE H. FORMULAIRE

N N 92 N u

/ ! / J
up = Z an Ty Z Tin | v= Z —Tjn

n=0 n=0 an j=0 Pj

(H.82)

Ainsi, comme mentionnée en Sect. 7.2.1 et contrairement aux différences finies,
la dérivée de u(z) au point de collocation x) dépend de I’évaluation de la fonction en
tous les autres points de collocation. Aussi, nous pouvons réécrire (H.82) comme suit

N
uj, = > Dyju; (H.83)
j=0
ol
2 L9 1
Dyi = — ——T T . H.84

D est la matrice de dérivation de dimension N + 1. L’opération dérivée seconde
est alors simplement associée & la matrice de dérivation D?. Rappelons cependant que
les polynémes de Tchebyshev sont définis sur I'intervalle [—1, 1]. Dans ce manuscrit,
r € [n, 1], nous faisons donc le changement de variable suivant

~2r—(1+1n)
-
tel que © = —1 lorsque r =7, et x = 1 lorsque r = 1 (e.g., Dintrans, 1999).

Xz

, (H.85)

Intégration

Dans cette section, nous souhaitons évaluer 'intégrale

Jb u(z)dr | (H.86)

a
ou u(z) est une fonction quelconque que 1’on écrit comme une série de polynomes de
Tchebyshev sur la grille de collocation de Gauss-Lobatto (H.79), et a, b € R. Précisons
que nous n’avons aucune connaissance a prior: des éventuelles propriétés de symétrie
ou d’anti-symétrie de la fonction considérée, par rapport au milieu de l'intervalle.
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Notons cependant que si tel était le cas, la fonction u(z) pourrait étre écrite comme
un développement en série de polyndémes de Tchebyshev de degrés pairs ou impairs
uniquement, permettant ainsi une optimisation des calculs numériques. Dans le cas
général, nous utilisons la propriété suivante :

1 (Thn(z)  Toa(x)
T, (x)dx = - te . H.87
J (x)dx 2(n+1+n—1 + Cte (H.87)
Dans le cas ot a = —1 et b = 1, (H.86) s’écrit alors

| ¢

oS

[ o

n=0

N (H.88)
B Z os 7m +1

“ 1 —n?2 '

Notons en particulier que

1
J Toni1(z)dz =0
1

fl Do) = s

et donc (H.88) peut étre réécrite

(H.89)

N/2 9,

fl u(z)de ~ z_;) T @np? (H.90)

Revenons maintenant au cas général (H.86). Pour cela, nous faisons le change-

ment de variable tel que ¢ = —1 lorsque z = a, et ( = 1 lorsque z = b,
20 — (a +b)
== 7 H.91
¢ b—a ( )
et injectons le dans (H.86). Il vient
b _ 1
j u(x)dx = b 5 af u(¢)dC
a -1
Np oo (H.92)
~ (b N CL) 2n
7;) 1—(2n)
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Enfin, si nous voulons écrire (H.92) sous la forme standard associée a la méthode
de quadrature de Gauss, c¢’est-a-dire

b N
J u(x)de ~ Z wju; (H.93)
a =0

ol w; est le poids associé au point de collocation x;, il suffit d’injecter (H.80) dans
(H.92). 11 vient

2b—a) <& cos W]n/N)
wj = Np] Z

n=0,24,..

H.94
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Stress-driven spin-down of a viscous fluid within
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We investigate the linear properties of the steady and axisymmetric stress-driven
spin-down flow of a viscous fluid inside a spherical shell, both within the incompressible
and anelastic approximations, and in the asymptotic limit of small viscosities.
From boundary layer analysis, we derive an analytical geostrophic solution for the
three-dimensional incompressible steady flow, inside and outside the cylinder C that is
tangent to the inner shell. The Stewartson layer that lies on C is composed of two nested
shear layers of thickness O(E*7) and O(E'/?) where E is the Ekman number. We derive
the lowest-order solution for the £*/7-layer. A simple analysis of the E'/3-layer lying along
the tangent cylinder, reveals it to be the site of an upwelling flow of amplitude O(E'/?).
Despite its narrowness, this shear layer concentrates most of the global meridional kinetic
energy of the spin-down flow. Furthermore, a stable stratification does not perturb the
spin-down flow provided the Prandtl number is small enough. If this is not the case, the
Stewartson layer disappears and meridional circulation is confined within the thermal
layers. The scalings for the amplitude of the anelastic secondary flow have been found
to be the same as for the incompressible flow in all three regions, at the lowest order.
However, because the velocity no longer conforms the Taylor—Proudman theorem, its
shape differs outside the tangent cylinder C, that is, where differential rotation takes place.
Finally, we find the settling of the steady state to be reached on a viscous time for the
weakly, strongly and thermally unstratified incompressible flows. Large density variations
relevant to astro- and geophysical systems, tend to slightly shorten the transient.

Key words: rotating flows, free shear layers

1. Introduction

One of the long-lasting problems in stellar astrophysics is the nature of the mechanisms
responsible for the angular momentum and chemicals transport within the stably stratified
radiative envelope of rotating massive stars. Such transport can result from various
physical processes such as internal gravity waves (e.g. Rogers et al. 2013; Lee, Neiner
& Mathis 2014), turbulence from shear instabilities due to differential rotation (e.g. Zahn
1974, 1992; Prat & Lignieres 2013, 2014; Prat et al. 2016; Garaud, Gagnier & Verhoeven
2017; Gagnier & Garaud 2018; Kulenthirarajah & Garaud 2018) and centrifugal driving
of meridional circulations. The latter is usually associated with the steady baroclinic

+ Email address for correspondence: dgagnier@irap.omp.eu
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ABSTRACT

Context. The understanding of the evolution of early-type stars is tightly related to that of the effects of rapid rotation. For massive
stars, rapid rotation combines with their strong radiation-driven wind.

Aims. The aim of this paper is to investigate two questions that are prerequisite to the study of the evolution of massive rapidly rotating
stars: (i) What is the critical angular velocity of a star when radiative acceleration is significant in its atmosphere? (ii) How do mass
and angular momentum loss depend on the rotation rate?

Methods. To investigate fast rotation, which makes stars oblate, we used the 2D ESTER models and a simplified approach, the w-
model, which gives the latitudinal dependence of the radiative flux in a centrifugally flattened radiative envelope.

Results. We find that radiative acceleration only mildly influences the critical angular velocity, at least for stars with masses lower than
40 M. For instance, a 15 M, star on the zero-age main sequence would reach criticality at a rotation rate equal to 0.997 the Keplerian
equatorial rotation rate. We explain this mild reduction of the critical angular velocity compared to the classical Keplerian angular
velocity by the combined effects of gravity darkening and a reduced equatorial opacity that is due to the centrifugal acceleration. To
answer the second question, we first devised a model of the local surface mass flux, which we calibrated with previously developed
1D models. The discontinuity (the so-called bi-stability jump) included in the M — T.g relation of 1D models means that the mass
flux of a fast-rotating star is controlled by either a single wind or a two-wind regime. Mass and angular momentum losses are strong
around the equator if the star is in the two-wind regime. We also show that the difficulty of selecting massive stars that are viewed

pole-on makes detecting the discontinuity in the relation between mass loss and effective temperature also quite challenging.

Key words. stars: rotation — stars: mass-loss — stars: early-type

1. Introduction

Among the numerous problems that need to be overcome when
stars are modelled, those related to rotation are of particular
nature in the frame of classical 1D models because rotation breaks
the imposed spherical symmetry. Rotating stars are indeed not
only distorted by the centrifugal acceleration, but are also per-
vaded by large-scale flows that carry chemical elements and
angular momentum. The importance of these effects has been
appreciated for quite some time now (e.g. Maeder & Meynet
2000, and references therein), and specific modelling simpli-
fications are usually included in 1D stellar evolution codes to
reproduce the expected effects of global rotation. For instance,
the transport of angular momentum that results from small-scale
turbulence and large-scale circulation induced by rotation in
radiative zones is inserted in 1D evolution models either as an
advection-diffusion process following Zahn (1992), Meynet &
Maeder (1997), and Maeder & Zahn (1998) (e.g. Geneva code,
Eggenberger et al. 2008; STAREVOL, Decressin et al. 2009,
Amard et al. 2016; FRANEC, Chieffi & Limongi 2013; CES-
TAM, Marques et al. 2013) or as a purely diffusive process (e.g.
Kepler, Heger et al. 2000; STERN, Yoon & Langer 2005; MESA,
Paxton et al. 2013). The associated transport of chemicals (so-
called rotation-induced mixing) is always treated as a diffusive
process (as justified by Chaboyer & Zahn 1992).

This modelling of rotation effects is only justified for slow
rotators (Zahn 1992). Early-type stars are, however, often con-

sidered to be fast rotators. The hypotheses and approximations
of current prescriptions are therefore no longer valid for such
stars. Be-type stars, for instance, are well known to be fast rota-
tors close to the break-up limit (e.g. Porter & Rivinius 2003;
Bastian et al. 2017), that is, the centrifugal force nearly balances
gravity at equator. These stars show evidence of mass loss that is
associated with their near break-up rotation (Carciofi et al. 2008;
Krticka et al. 2011; Rivinius et al. 2013; Georgy et al. 2013;
Granada et al. 2013; Granada & Haemmerlé 2014). Furthermore,
early-type stars may also be very luminous and therefore have
high radiation pressure at their surface. The induced radiation-
driven wind is responsible for a significant loss of mass and
angular momentum, which notably influences the evolutionary
paths of massive stars (e.g. Langer 1998; Vink et al. 2010).
Because of gravity darkening (e.g. Espinosa Lara & Rieutord
2011), mass loss from rotating massive stars is expected to be
anisotropic (e.g. Owocki et al. 1996; Owocki & Gayley 1997;
Pelupessy et al. 2000; Maeder & Meynet 2000; Georgy et al.
2011). These anisotropies in turn affect the evolution of rotation
and are likely to play a significant role in the interior dynamics
of massive stars (Zahn 1992; Maeder 1999; Lignieres et al. 2000;
Lau et al. 2011; Rieutord & Beth2014).

The treatment of fast rotation thus requires develop-
ments beyond the current model approximations, although this
approach has been extremely useful to make significant progress
in the field (e.g. Maeder & Meynet 2015, and references therein).

AS88, page 1 of 14

Open Access article, published by EDP Sciences, under the terms of the Creative Commons Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0),
which permits unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.



A&A 625, A89 (2019)
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201832581
© D. Gagnier et al. 2019

tronomy
Astrophysics

Evolution of rotation in rapidly rotating early-type stars during the

main sequence with 2D models

D. Gagnier', M. Rieutord', C. Charbonnel?!, B. Putigny!, and F. Espinosa Lara’

! IRAP, Université de Toulouse, CNRS, UPS, CNES, 14, Avenue Edouard Belin, 31400 Toulouse, France
e-mail: damien.gagnier@irap.omp.eu, michel.rieutord@irap.omp.eu

2 Department of Astronomy, University of Geneva, Chemin des Maillettes 51, 1290 Versoix, Switzerland
e-mail: corinne.charbonnel@unige.ch

3 Space Research Group, University of Alcald, 28871 Alcal4 de Henares, Spain

Received 3 January 2018 / Accepted 25 March 2019

ABSTRACT

The understanding of the rotational evolution of early-type stars is deeply related to that of anisotropic mass and angular momentum
loss. In this paper, we aim to clarify the rotational evolution of rapidly rotating early-type stars along the main sequence (MS). We
have used the 2D ESTER code to compute and evolve isolated rapidly rotating early-type stellar models along the MS, with and
without anisotropic mass loss. We show that stars with Z = 0.02 and masses between 5 and 7 M, reach criticality during the main
sequence provided their initial angular velocity is larger than 50% of the Keplerian one. More massive stars are subject to radiation-
driven winds and to an associated loss of mass and angular momentum. We find that this angular momentum extraction from the outer
layers can prevent massive stars from reaching critical rotation and greatly reduce the degree of criticality at the end of the MS. Our
model includes the so-called bi-stability jump of the M — T, relation of 1D-models. This discontinuity now shows up in the latitude
variations of the mass-flux surface density, endowing rotating massive stars with either a single-wind regime (no discontinuity) or
a two-wind regime (a discontinuity). In the two-wind regime, mass loss and angular momentum loss are strongly increased at low
latitudes inducing a faster slow-down of the rotation. However, predicting the rotational fate of a massive star is difficult, mainly
because of the non-linearity of the phenomena involved and their strong dependence on uncertain prescriptions. Moreover, the very

existence of the bi-stability jump in mass-loss rate remains to be substantiated by observations.

Key words. stars: evolution — stars: rotation — stars: early-type — stars: winds, outflows

1. Introduction

The evolution of the rotation rate of stars is one of the open chal-
lenges of current stellar physics. The rotation rate of a star indeed
depends on several un-mastered magneto-hydrodynamic mech-
anisms. The most important ones may be those that transport
and/or extract angular momentum within the stellar interior and
at the surface of the star, and in the first place the losses due
to radiation-driven winds, possibly modified by the presence of
a magnetic field. Angular momentum losses depend on various
phenomena but in particular on the mass loss distribution at the
surface of the star. It is clear that a strong mass loss at the equa-
tor of the star is more efficient at extracting angular momentum
than a strong mass loss at the pole. Moreover, the shape of a fast
rotating star strongly deviates from the spherical symmetry and
its spheroidal shape emphasises the anisotropy of the wind.

Until now, stellar evolution codes cope with this question
using more or less sophisticated recipes. Often, the spherical
symmetry of the models is coupled to a very simplified mod-
elling of mass and angular momentum loss where the star is
pealed off at a given rate (e.g. Woosley et al. 1993; Ekstrom et al.
2012). This rate may depend on some general parameters of the
star (luminosity, effective temperature, etc.).

In the present work we make a step forward in the mod-
elling of the rotational evolution of stars by using the 2D ESTER
models that have been designed by Espinosa Lara & Rieutord
(2013) and Rieutord et al. (2016). These models describe the 2D

steady structure of a rapidly rotating star. They can also be used
to investigate the rotational evolution of early-type stars along
the main sequence, using a simple method that we implement
here to compute the change in the hydrogen mass fraction in the
convective core of the model, and which provides an acceptable
description of the main sequence evolution. With these state-of-
the-art 2D models we have now access to the latitude variations
of surface quantities that matter for mass loss, namely effective
gravity and effective temperature, as the star evolves. We can
thus investigate in some details the consequences of the ensuing
anisotropic radiation-driven winds and in particular the effects
of a mass-flux jump at some effective temperature, as has been
suggested by Vink et al. (2001).

In a preliminary study, Gagnieretal. (2019, hereafter
referred to as Paper I) have revisited the concept of crit-
ical angular velocity for stars with strong surface radiative
acceleration. In this study, we first used the w-model of
Espinosa Lara & Rieutord (2011) to derive an analytical expres-
sion for the critical angular velocity. Briefly, the w-model
assumes that radiative flux and effective gravity are anti-parallel
and that the stellar mass is centrally condensed. We show that
up to 90% of the critical angular velocity, the w-model flux does
not diverge more than 10% from the flux given by a full 2D-
model. Our new expression of the critical angular velocity differs
from that of Maeder & Meynet (2000) pioneer work, and turns
out to be very close to the Keplerian angular velocity for all MS
evolutionary stages, at least for stellar models of mass less that
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Abstract

This paper continues the systematic investigation of diffusive shear instabilities initiated in Part I of this series. In
this work, we primarily focus on quantifying the impact of nonlocal mixing, which is not taken into account in
Zahn’s mixing model. We present the results of direct numerical simulations in a new model setup designed to
contain coexisting laminar and turbulent shear layers. As in Part I, we use the low Péclet number approximation of
Lignieres to model the evolution of the perturbations. Our main findings are twofold. First, turbulence is not
necessarily generated whenever Zahn’s nonlinear criterion JPr < (JPr),. is satisfied, where J = N? / $? is the local
gradient Richardson number, Pr = v/ is the Prandtl number, and (JPr), 2~ 0.007. We have demonstrated that the
presence or absence of turbulent mixing in this limit hysteretically depends on the history of the shear layer.
Second, Zahn’s nonlinear instability criterion only approximately locates the edge of the turbulent layer, and
mixing beyond the region where JPr < (JPr), can also take place in a manner analogous to convective overshoot.
We found that the turbulent kinetic energy decays roughly exponentially beyond the edge of the shear-unstable
region, on a lengthscale ¢ that is directly proportional to the scale of the turbulent eddies, which are themselves of
the order of the Zahn scale (see Part I). Our results suggest that mixing by diffusive shear instabilities should be

https://doi.org/10.3847/1538-4357 /aacd15

CrossMark

Turbulent Transport by Diffusive Stratified Shear Flows: From Local to Global Models.
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1. Introduction

The diffusive shear instability was first discussed in the context
of stellar astrophysics by Zahn (1974) as a potential source of
mixing in stably stratified radiation zones, which extracts its energy
from the star’s rotational shear. Zahn indeed noted that since the
Prandtl number Pr = v/ky (where v is the kinematic viscosity and
Kt is the thermal diffusivity) is very small in stars, v < k7, and
one can always find a scale / such that the Reynolds and Péclet
numbers based on that scale satisfy

Pe; < 1 < Re;, where Pe; = SI2/k7, Re; =SE/v, (1)

and S is the local shearing rate. On that scale, fluid flows are
both strongly diffusive, which implies that they barely feel the
thermal stratification, but also very weakly viscous, a necessary
condition for shear instability to take place. Zahn (1974)
concluded that such diffusive shear instabilities should be fairly
ubiquitous in stars and argued that an appropriate instability
criterion must be of the form

JPr < (JPr),, )

where J = N / $% (where N is the Brunt—Viiisili frequency) is the
local gradient Richardson number, and (JPr). is a universal
constant. He later proposed a simple model for mixing by diffusive
shear instabilities, where the turbulent viscosity 14,4 and the
turbulent diffusivity of a passive scalar Dy, are given by

K
Dturb = Vb = C_T7 (3)
J
where C is another universal constant. The arguments leading
to the derivation of (2) and (3) are reviewed for instance in
Garaud et al. (2017) (Paper I hereafter).

Significant progress has been made in recent years toward
testing Zahn’s model using three-dimensional (3D) Direct
Numerical Simulations (DNSs) with encouraging results,
although much remains to be done. Prat & Lignieres
(2013, 2014), Prat et al. (2016), and Paper I studied uniform
shear flows (i.e., flows where both the background shear and
the Brunt—Viisidld frequency are constant) using different
forcing methods. Garaud et al. (2015) and Garaud &
Kulenthirarajah (2016) studied stratified Kolmogorov flows,
where the background Brunt—Viisilid frequency is constant and
the background shear flow is driven by a spatially sinusoidal
body force. In all cases the Reynolds numbers achieved were
sufficiently high to ensure that the viscous scale was much
smaller than the domain scale.

The findings reported in these papers are remarkably
consistent with one another (given the differences in model
setups), and show that whenever the Péclet number based on
the turbulent eddy scale /, is smaller than one and [, is both
significantly larger than the viscous scale but also significantly
smaller than the domain scale (i.e., whenever the turbulent
dynamics only depend on the local shear) then:

1. Stratified diffusive shear instabilities are only excited
provided (Garaud & Kulenthirarajah 2016; Prat et al.
2016; Garaud et al. 2017)

JPr < (JPr). ~ 0.007, 4)

which not only recovers the criterion proposed by Zahn
(1974) but also estimates the previously unknown
constant (JPr)..

2. Both the turbulent viscosity v, and the turbulent
diffusivity Dy, are roughly equal to one another, and
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Abstract

Shear-induced turbulence could play a significant role in mixing momentum and chemical species in stellar
radiation zones, as discussed by Zahn. In this paper we analyze the results of direct numerical simulations of
stratified plane Couette flows, in the limit of rapid thermal diffusion, to measure the turbulent viscosity and the
turbulent diffusivity of a passive tracer as a function of the local shear and the local stratification. We find that the
stability criterion proposed by Zahn, namely that the product of the gradient Richardson number and the Prandtl
number must be smaller than a critical values (JPr). for instability, adequately accounts for the transition to
turbulence in the flow, with (JPr). ~ 0.007. This result recovers and confirms the prior findings of Prat et al.
Zahn’s model for the turbulent diffusivity and viscosity, namely that the mixing coefficient should be proportional
to the ratio of the thermal diffusivity to the gradient Richardson number, does not satisfactorily match our
numerical data. It fails (as expected) in the limit of large stratification where the Richardson number exceeds the
aforementioned threshold for instability, but it also fails in the limit of low stratification where the turbulent eddy
scale becomes limited by the computational domain size. We propose a revised model for turbulent mixing by
diffusive stratified shear instabilities that properly accounts for both limits, fits our data satisfactorily, and recovers
Zahn’s model in the limit of large Reynolds numbers.
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1. Introduction

Thanks to recent advances in supercomputing it is now
possible to run numerical experiments designed to quantify the
rates of turbulent mixing of selected quantities (heat, angular
momentum, composition, etc.) in the presence of various
hydrodynamic and magnetohydrodynamic instabilities, in
parameter regimes appropriate for astrophysical plasmas that
cannot be achieved in more traditional laboratory experiments.
This raises the engaging prospect of finally being able to
constrain models of non-canonical mixing in stars through first-
principles theory and experiments rather than through observa-
tions alone.

A strong potential candidate for driving vertical mixing in
stellar radiation zones is the shear instability, which has gained
significant popularity since the discovery of relatively strong
radial shear layers via helio- and asteroseismology, in the Sun
(Christensen-Dalsgaard & Schou 1988; Brown et al. 1989) and
in Red Giant Branch stars (Deheuvels et al. 2012, 2014).
However, the radiation zones of these stars are usually too
strongly stratified to be shear-unstable, at least if thermal
diffusion is ignored. Indeed, the standard criterion for
instability of inviscid, non-diffusive stratified shear flows to
infinitesimal perturbations is the Richardson criterion (formally
proved by Howard 1961; Miles 1961), which states that the
local gradient Richardson number

J==. (1)
where N is the Brunt—Viisild frequency and S is the local

shearing rate, must drop below 1/4 somewhere in the flow for
instability. It is sometimes argued that finite-amplitude non-

turbulence

diffusive instabilities may exist for somewhat larger values of
J, but energetic arguments (Richardson 1920) suggest that J
cannot be much larger than 1 for sustained turbulent motions to
exist.

In thermally stratified systems, Townsend (1958) and Dudis
(1974) noted, however, that thermal radiation and/or thermal
diffusion let the perturbed fluid adjust thermally to its
surroundings, thereby reducing its stabilizing buoyancy excess
or deficit compared with the background as it moves up and
down. In an optically thick fluid, the ratio of the thermal
diffusion timescale to the shearing timescale for a shear layer of
vertical lengthscale L is measured by the global Péclet number,

2
Pe, = L, @)

KT
where k7 is the thermal diffusivity. Linear stability analyses
have shown that having Pe; < 1 can destabilize stratified shear
layers that would otherwise be stable in the non-diffusive case
(Jones 1977; Lignieres et al. 1999; Garaud et al. 2015), and
typically raises the critical Richardson number for instability by
a factor proportional to Pe; !. Note that unfortunately there is no
simple formal criterion for linear instability equivalent to the
Miles-Howard theorem when thermal diffusion is accounted
for, even in the inviscid limit. Also note that, in the optically
thick limit, there is no geophysical analog of turbulent and
strongly diffusive stratified shear flows. This is because in
geophysical fluids the Prandtl number Pr = v/ky (where v is
the kinematic viscosity) is always of order one or larger, and

since the global Reynolds number Re; = STLZ, we have
Re; = Pe; /Pr < Pe; < 1. In other words, low Péclet number
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Abstract

Rotation plays a major role in the dynamics, structure and secular evolution

of, often rapidly rotating, massive stars. It leads to the mixing of chemical elements
synthesised in their convective core, and to the transport of angular momentum in
their radiative envelope. Rotation also influences the radiation-driven wind on their
surface, and thus modifies the associated losses of mass and angular momentum.
The objective of this thesis is multifold : we seek to determine the role of rotation
on the mass and angular momentum losses associated with massive stars radiation-
driven winds, to understand the role of such radiation-driven winds on their secular
rotational evolution, and to determine the implications of a loss of angular momentum
on the dynamics of the radiative envelope of these stars.
We show that two different wind regimes can exist, one of them results in a strong
equatorial mass flux, and thus in a high angular momentum loss rate. Such increased
angular momentum loss may prevent massive stars from reaching critical rotation
before the end of the main sequence. Regarding the coupling between radiative winds
and the dynamics of the radiative envelope of massive rotating stars, we show that the
Stewartson layer is a key component for the transport of chemical elements between
the convective core and the surface of massive stars.
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Résumé

La rotation joue un role majeur sur la dynamique, la structure et 1’évolution
séculaire des étoiles massives, souvent rotateurs rapides. Elle implique le mélange
des éléments chimiques synthétisés dans leur coeur convectif, et la redistribution du
moment cinétique dans leur enveloppe radiative. La rotation influence également le
vent radiatif présent a leur surface, et modifie ainsi les pertes de masse et de moment
cinétique associées.

L’objectif de ce travail de thése est multiple : nous cherchons & déterminer le réle de la
rotation sur les pertes de masse et de moment cinétique associées aux vents radiatifs
des étoiles massives, comprendre le role de ces vents radiatifs sur leur évolution ro-
tationnelle séculaire, et déterminer les implications d’une perte de moment cinétique
sur la dynamique de ’enveloppe radiative de ces étoiles.

Nous montrons que deux régimes de vent peuvent exister, I'un d’eux résulte en un
fort flux de masse équatorial, donc en une forte perte de moment cinétique. Cette
perte accrue de moment cinétique peut empécher les étoiles massives d’atteindre une
rotation critique avant la fin de la séquence principale. Enfin, ’étude du couplage
entre les vents radiatifs et la dynamique de I’enveloppe radiative des étoiles massives
en rotation montre que la couche de Stewartson est une caractéristique clé de I’écou-
lement pour le transport des éléments chimiques entre le coeur convectif et la surface
des étoiles massives.
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