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Résumé

Quand on s’intéresse a la propagation des ondes dans un milieu périodique a basse fréquence
(i.e. la longueur d’onde est grande devant la période), il est possible de modéliser le milieu
périodique par un milieu homogene équivalent ou effectif qui a les mémes propriétés macro-
scopiques. C’est la théorie de ’homogénéisation qui justifie d'un point de vue mathématique
ce procédé. Ce procédé est tres séduisant car les calculs numériques sont beaucoup moins
couteux (la petite structure périodique a disparu) et des calculs analytiques sont de nouveau
possibles dans certaines configurations. Les ondes dans le milieu périodique et dans le milieu ef-
fectif sont tres proches d’un point de vue macroscopique sauf en présence de bords ou d’interfaces.

En effet, il est bien connu que le modele homogénéisé est obtenu en négligeant les effets de
bords et par conséquent il est beaucoup moins précis aux bords du milieu périodique. Quand les
phénomenes intéressants apparaissent aux bords du milieu (comme la propagation des ondes
plasmoniques a la surface des métamatériaux par exemple), il semble donc difficile de faire
confiance au modele effectif.

En revenant sur le processus d’homogénéisation, nous proposons un modele homogénéisé
qui est plus riche aux niveaux des bords. Le modele homogénéisé enrichi est aussi simple que
le modele homogénéisé classique loin des interfaces, seules les conditions aux bords changent
et prennent mieux en compte les phénomenes. Nous appliquons ce modele a une équation
elliptique dans le cas de la géométrie simple du demi-plan avec des conditions de type Dirichlet
ou Neumann. D’un point de vue numérique, en plus des problemes de cellule classiques qui
apparaissent en homogénéisation, des problemes de bandes périodiques doivent également étre
résolus. Pour finir, nous appliquons ces résultats a ’homogénéisation de I’équation des ondes en
temps long et en présence de bords.
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Abstract

When we are interested in the propagation of waves in a periodic medium at low frequency
(i.e. wavelength large compared to the period length), it is possible to model the periodic
medium by an equivalent or effective homogeneous medium which has the same macroscopic
properties. It is the homogenization theory that mathematically justifies this process. This
process is very attractive because numerical calculations are then much less expensive (the small
periodic structure has disappeared) and analytical calculations are again possible in certain
configurations. The waves in the periodic medium and in the effective medium are very close
from a macroscopic point of view except in the presence of boundaries or interfaces.

Indeed, it is well known that the homogenized model is obtained by neglecting the boundary
effects and consequently, it is much less precise at the boundaries of the periodic medium. When
interesting phenomena appear at the edges of the middle (such as the propagation of plasmonic
waves on the surface of metamaterials for example), it therefore seems difficult to trust the
effective model.

Returning to the homogenization process, we propose a homogenized model which is richer
at the boundaries. The enriched homogenized model is as simple as the classical homogenized
model far from the interfaces, only the boundary conditions change and take better account of
the phenomena. We apply this model to an elliptical equation in the case of the simple geometry
of the half-plane with Dirichlet or Neumann type conditions. From a numerical point of view, in
addition to classic cell problems that appear in homogenization, periodic band problems must
also be solved. Finally, we apply these results to the long time wave equation.
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Introduction

Contexte de la theéese et motivations

Ce sujet de these a été financé en partie par le Labex Mathématiques Hadamard (LMH)
et par la DGA parce qu’il est en lien avec les thématiques prioritaires de la DGA « métama-
tériaux », « modélisation et simulation » et « modélisation des équations d’ondes en milieu
multi- échelle ». Cette thématique est motivée par des découvertes récentes qui ont montré la
possibilité de réaliser théoriquement et expérimentalement des matériaux électromagnétiques
faiblement dissipatifs, dont les constantes diélectriques et magnétiques effectives ont des parties
réelles négatives. Citons notamment Veselago citeVeselago qui des les années 60 a étudié les
propriétés de matériaux qui auraient des constantes de permittivité électrique et de perméabilité
magnétique négatives méme si on ne savait pas a I’époque comment en construire. Bien plus
tard, David Smith et ses collaborateurs ont en 2000 construit un matériau structuré assez
complexe (la structure est périodique et chaque période est composée d’anneaux de taille tres
petite) présentant une permittivité et une perméabilité négatives sur une bande de fréquences
dans le domaine des micro-ondes [114]. Dans les travaux de Shelby et al. en 2001 [111], on
trouve une expérience de diffraction de ce matériau montrant que I'indice de réfraction effectif
était négatif dans cette gamme de fréquence. Enfin, Pendry [104] a montré que ces matériaux
pourraient étre utilisés pour construire de super-lentilles, c’est a dire des lentilles pour lesquelles
les limites de résolution classiques seraient affranchies. Plus généralement, ces « métamatériaux
», de structure multi-échelle complexe, conduiraient a des phénomenes extraordinaires en ce
qui concerne la propagation des ondes électromagnétiques (réfraction négative, résonance de
cavités « sous longueur d’ondey,...) et suscitent donc un grand intérét en vue de nombreuses
applications potentielles (super-lentilles [61, 84|, revétement furtif [85, 102, 40|, miniaturisation
des antennes [125, 126],...).

La structure de ces métamatériaux présentant en général plusieurs échelles de taille tres diffé-
rente, il est tres coliteux voire impossible de simuler la propagation des ondes dans ces milieux
en prenant en compte toute leur complexité. Une alternative séduisante consiste a modéliser le
métamatériau par un matériau homogene, a constantes physiques de partie réelle négative. Cette
approche qui est connue sous le nom d’homogénéisation est tres utilisée par les physiciens et est
un sujet de recherche en mathématiques tres actif depuis les années 70. Nous renvoyons le lecteur
a une présentation générale de la théorie de ’homogénéisation pour des systemes elliptiques a
coefficients périodiques dans [18, 43, 117, 78, 10]. Ainsi, on trouve dans la littérature que pour
certains milieux périodiques dont la structure présente des mécanismes de résonance (liés a la
géométrie via des résonateurs de Helmholtz par exemple ou aux caractéristiques des matériaux),
la permittivité diélectrique effective ([62, 113]), la perméabilité magnétique effective ([103, 87, 32,
30]) voire méme les 2 ([65, 63, 31, 33, 29]) pouvai(en)t devenir négatives pour certaines gammes
de fréquences. Des techniques spécifiques d’homogénéisation (les techniques d’homogénéisation
réitérées par exemple) ont été introduites pour prendre en compte les phénomenes de résonances



et les multiples échelles. Des résultats de convergence (double-échelle) ont également été prouvés.

Cependant, il est bien connu que le processus d’homogénéisation classique ne prend pas bien en
compte les bords et les interfaces (nous reviendrons un peu plus loin sur ce point) et le modeéle
homogénéisé est connu pour étre en général moins précis en présence de bords ou d’interfaces.
C’est assez problématique pour la modélisation des métamatériaux car un certain nombre de
phénomenes intéressants apparaissent a leur surface (citons notamment les ondes plasmoniques).
Les modeles effectifs qui sont utilisés pour modéliser les métamatériaux sont donc a priori peu
précis pres des bords et des interfaces et ils peuvent méme étre completement faux. En effet,
lorsqu’on considere une interface entre un diélectrique et un métamatériau et que le contraste
de permittivité et/ou de perméabilité est égal a -1, il apparait a I'interface une accumulation
d’énergie qui n’est pas compatible avec le cadre mathématique/physique usuel [48, 101, 99,
100, 86]. En présence de singularités ou coins sur linterface, les travaux [24, 27, 26, 25| ont
montré que les problémes de transmission ne sont pas bien posés dans un cadre classique pour
un intervalle entier de valeurs du contraste de permittivité et/ou perméabilité : pour ces valeurs,
il faut rajouter une condition de type « radiation » au niveau du coin pour le rendre bien posé.
Il semble que ces difficultés soient dues a une description asymptotique insuffisamment fine des
phénomenes de propagation au voisinage des interfaces.

C’est pour ces raisons que nous proposons de revisiter le processus asymptotique d’homo-
généisation afin de proposer des modeles homogénéisés qui sont plus précis prés des bords et
des interfaces mais aussi simples a implémenter. Nous nous concentrons sur des modeles dont
les coefficients ne changent pas de signe. Nous insistons sur les aspects d’implémentation et
d’ailleurs une grande partie de ce travail est consacrée a I'implémentation de ces nouveaux
modeles homogénéisés.

Le sujet de cette theése est évidemment en lien avec la présence de « couches limites » (boundary
layers en anglais) qui apparaissent en général quand on considére des modeles asymptotiques
pres de bords ou d’interfaces. Dans le cadre de 'homogénéisation, ceci a déja été mis en évidence
par exemple dans [18] et a été étudié intensivement dans la littérature. Citons notamment [94,
95, 7, 20, 19, 70, 71, 112, 12| pour des systemes elliptiques avec des conditions de Dirichlet
ou Neumann. Pour les problemes de transmission, il y a moins de contributions, le probléme
est néanmoins largement abordé dans [14] et plus récemment dans [21, 37, 80] et dans [92]
pour des milieux périodiques stratifiés. Dans toutes ces contributions, et excepté peut étre
dans [7], les couches limites sont analysées en fonction des bords ou des interfaces mais on ne
propose jamais des modeles effectifs plus précis qui prendraient en compte d’une quelconque
maniére ces couches limites. C’est exactement ce que nous souhaitions réaliser dans cette
these. De plus, la démarche que nous proposons permettrait de proposer des modeles effectifs a
tout ordre alors que ce sont souvent les couches limites « des premiers ordres » qui sont analysées.

L’approche que nous utilisons est différente de celle utilisée dans les références ci-dessus. Les
développements asymptotiques classiques, dits a double-échelle, qui sont pertinents dans des
milieux périodiques infinis dans toutes les directions, tombent en défaut au voisinage d’un
bord ou d’une interface puisque le milieu n’est plus périodique. Nous proposons d’enrichir le
développement asymptotique proche du bord ou de l'interface. Pour ce faire, il est possible
d’utiliser les techniques de développements multi-échelles composés ou les techniques de dé-
veloppements asymptotiques raccordés [76, 93, 119]. Ces méthodes sont souvent considérées
comme équivalentes (voire notamment [118] pour un probléeme particulier). Ce travail est lar-
gement inspiré de nombreux travaux sur la diffraction par des couches minces homogenes [13,
60, 16, 15, 73, 121, 38, 108, 59] ou périodiques [1, 5, 28, 106, 44, 107, 53, 45, 54, 52, 91] et



les travaux sur les effets de peau en présence de matériaux a forte conductivité [90, 74, 75, 105, 39].

Avant de s’attaquer aux équations de Maxwell 3D et aux modeles effectifs enrichis en pré-
sence de métamatériaux, nous nous sommes intéressés a des milieux 2D présentant deux échelles
(comme dans la théorie d’homogénéisation classique) et a des équations scalaires. Comme ce sont
des phénomenes de propagation qui nous motivent, nous avons étudié ’équation des ondes en
régime harmonique (et partiellement en régime temporel). Notre approche pourrait facilement
étre étendue a d’autres systemes elliptiques, cependant pour 'instant, comme nous allons le
voir, les géométries sont assez simples.

Présentation des problemes traités et de la démarche

Une partie de la these de Valentin Vinoles [123] a été consacrée a 1’élaboration de modeles
effectifs enrichis d’ordre 1 pour un probléme de transmission entre un demi-espace homogene et
un demi-espace périodique quand 'interface coupe le milieu périodique dans une direction de
périodicité. Le milieu périodique est standard dans le sens ou les outils de I’homogénéisation
classique peuvent étre utilisés (au moins loin de Uinterface). Méme dans ce cas simplifié, le
modele effectif classique est moins précis en présence d’une interface et un modele effectif enrichi
a été proposé. Plus précisément, en couplant les développements double échelle classiques dans le
milieu périodique avec des développements asymptotiques raccordés proches de l'interface, nous
avons proposé un modele asymptotique pertinent et précis dans tout le domaine. Il est également
possible d’en déduire des conditions de transmission d’ordre élevé qui sont plus précises que
les conditions de transmissions classiques (correspondant a la continuité de la trace et de la
dérivée co-normale de la solution & travers l'interface). Ces conditions sont moins standards car
elles font intervenir des opérateurs différentiels le long de I'interface. Des estimations d’erreur
confirment la précision. Les résultats numériques obtenus étaient tres encourageants mais la
méthode numérique utilisée n’était pas assez précise pour illustrer completement les résultats
théoriques. En outre, il semblait difficile d’utiliser ce code pour implémenter des conditions
d’ordre encore plus élevés.

Dans cette these, nous avons considéré dans un premier temps I’équation de Helmholtz

{ Trouver u. € H*(Q) tel que )

—div[a.Vu.] — w?p.u. = f dans Q
en présence de dissipation (en d’autres termes Im w? > 0). Cette condition garantira le caracteére

bien posé des problémes considérés. ! Le domaine Q est un demi-espace : 2 := R™ x R. Les deux
fonctions caractérisant les propriétés du milieu a., p. : 2 — (0, +00) sont définis par

X

a-(x) = ap(5) et p(x)=py(5). x€Q

ot ay,, p, € L®(R?) sont tels que A < a,(x) < A et A < p,(x) < A pour tout x € R* (avec les
constantes A, A € (0,+00)) et sont des fonctions 1-periodiques dans les deux directions

ap(1 + 1,29) = ay(x1, 20 + 1) = ap(x1,22) et py(x1 + 1,22) = pp(x1, 22 + 1) = p,(x1, 2).

1. En absence de dissipation, il faudrait rajouter en général une condition de radiation (I’équivalent de la
condition de Sommerfeld pour les milieux périodiques) pour rendre le probléme bien posé. Dans les milieux
périodiques considérés, cette condition n’est pas encore connue. Ainsi les développements formels fonctionnent en
absence de dissipation mais leur justification théorique via des estimations d’erreur reste une question ouverte.
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On notera dans ce manuscrit Y = (0,1)? la cellule de périodicité. Enfin le terme source f est
une fonction de L*(Q2) tel que son support ne touche pas le bord : 9Q N Supp(f) = (). Enfin, on
considerera (dans le chapitre 2) une condition au bord de € de type Dirichlet

u, = gp sur 99, ot gp € HY?*(00) est donnée, (2)
et (dans le chapitre 3) une condition de type Neumann
a-(x)Vu, - €1 = gy sur 9Q, ot gy € H1/2(09) est donnée. (3)

On cherche le comportement de la solution u. quand ¢ tend vers 0. La position du bord qui a été
considérée (c’est a dire x; = 0) est assez importante dans la détermination de ce comportement
limite. Dit autrement, quand ¢ tend vers 0, le milieu périodique est toujours « coupé » de la
méme fagon par le bord. C’est un point important dans notre analyse : les développements
asymptotiques et les modeles homogénéisés enrichis dépendent de la localisation du bord dans
la cellule de périodicité.

Comme mentionné précédemment, ’analyse et I’'étude de ce comportement limite est don-
née dans la théorie de I'homogénéisation. Dans le chapitre 1, nous rappelons les résultats
principaux de ’homogénéisation dans le cas sans bord, c’est a dire le cas ot Q = R%. La méthode
présentée est celle des développements asymptotiques de type double échelle car notre approche
est basée sur ce développement asymptotique. Nous rappelons en particulier les résultats de
convergence et les estimations d’erreurs a tout ordre, sous certaines conditions sur les données.
La présentation du développement a tout ordre est importante pour la suite. Il nous semble
qu’elle n’est pas si connue, méme si on trouve des résultats similaires dans [14, 9]. Ces résultats
théoriques sont également illustrés par des résultats numériques. Nous ne rappellerons donc pas
les résultats concernant la convergence double-échelle [98, 6, 124], la méthode des fonctions test
oscillantes [116, 43], la méthode d’éclatement périodique (plus connue sous le nom de « unfolding
method ») [41, 42], la méthode par ondes de Bloch [47, 46] et la I'-convergence [50, 34, 49] qui
ne sont pas utiles a notre étude.

Dans le chapitre 2, nous expliquons pourquoi le développement asymptotique classique n’est
pas adapté a la présence d'un bord avec condition de type Dirichlet (2) : il n’est pas possible de
proposer une condition au bord cohérente a chaque terme du développement. Nous proposons
d’enrichir ce développement asymptotique double-échelle (que nous appelons « lointain » dans le
manuscrit méme si ce développement existe dans tout le domaine) par un autre développement
asymptotique (que nous appelons « proche » dans le manuscrit) qui va corriger le précédent
développement proche du bord mais qui doit disparaitre loin du bord pour ne pas polluer le
développement « lointain » qui est, comme le montre le chapitre 1, pertinent loin des bords. C’est
en imposant a ce nouveau développement ces conditions que nous obtenons une condition au bord
pertinente pour chacun des termes du développement asymptotique lointain. Cette condition
au bord est de type Dirichlet : elle dépend des dérivées successives des termes précédents et
nécessite la résolution de problemes de type Laplace posés dans une cellule de périodicité (ce
qui est classique en homogénéisation) mais aussi la résolution de problémes de type Laplace
mais posés dans des demi-bandes périodiques. Ce sont ces derniers problémes qui permettent de
prendre en compte la facon dont le milieu périodique est coupé par le bord. La résolution de ces
problémes posés dans des domaines infinis n’est pas facile : nous détaillons ’analyse théorique et
numérique au chapitre 4. Contrairement & la theése de Valentin Vinoles [123], nous n’avons pas
utilisé des développements asymptotiques raccordés mais plutot la méthode des développements
multi- échelle composés. Méme si les 2 méthodes donneraient des résultats similaires, cette
méthode est, il nous semble, plus simple a présenter. Nous présentons la démarche tout d’abord
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pour les premiers ordres puis nous expliquons comment elle s’étend a tout ordre. Cette extension
a tout ordre permet de simplifier la preuve des estimations d’erreur, qui sont effectuées elles
aussi a tout ordre. Ces résultats a tout ordre nous semblent tres originaux par rapport aux
résultats existants (citons [7] dans lequel on trouvait déja une condition au bord pour les 2
premiers termes). Tous ces résultats théoriques sont validés par des simulations numériques.
Nous proposons également dans ce chapitre aux sections 2.6 et 2.7 des modeles homogénéisés
enrichis et approchés d’ordre 1 et 2 qui permettent de calculer une meilleure approximation
de la solution de (1) aux ordres mentionnés. Ces modeles approchés sont obtenus a partir
des développements précédents mais nécessitent en général une « astucieuse » modification de
la condition au bord pour qu’ils soient bien posés. La encore, des estimations d’erreur sont
démontrées et des simulations numériques valident ces résultats.

Le chapitre 3 est consacré a la condition au bord de type Neumann (3). L’approche est
similaire, la différence principale est qu’il y a un décalage entre les termes du développement
lointain et les termes du développement proche qui est lié a la condition au bord. La condition
aux bord pour chaque terme du développement lointain est de type Neumann et dépend des
dérivées successives des termes précédents ainsi que les solutions de problémes de cellule et de
demi-bandes périodiques. Apres avoir présenté les calculs aux premiers ordres, nous étendons
les calculs a tout ordre et établissons des estimations d’erreur. Des simulations numériques
valident encore les résultats théoriques. Dans ce cas, nous n’avons pas proposé de modeles
homogénéisés enrichis, faute de temps mais une étude du chapitre 2 pourrait étre étendue a ce cas.

Dans le chapitre 4, nous expliquons comment résoudre les différents problemes de type
Laplace posés dans des demi-bandes périodiques que nous rencontrons dans les chapitres 2 et 3.
Comme le domaine est infini, il faut adapter le cadre fonctionnel pour que les problémes soient
bien posés (mais c’est classique pour 'opérateur de Laplace) mais surtout, il faut trouver une
méthode numérique pour calculer la solution. Nous avons étendue la méthode de [79, 115] pour
la résolution de I’équation de Helmholtz (sans dissipation) dans des guides périodiques. Nous
précisons que c’est une extension car (1) I’équation de type Laplace correspond & une équation
de Helmholtz avec une fréquence nulle, situation qui n’est pas considérée dans [79, 115] et (2)
nous devons considérer des termes sources non nuls a l'infini, ce qui n’est pas traité dans [79, 115].

Enfin dans le chapitre 5, nous montrons comment la démarche de construction de modeles
homogénéisés enrichis a un certain ordre peut étre appliquée a I’équation des ondes. Ce chapitre
est moins abouti et moins rigoureux que les autres mais il constitue en quelque sorte une
preuve de concept : notre méthode peut permettre de construire des modeles d’ordre élevé pour
I’équation des ondes en temps long en présence de bords. Nous rappelons tout d’abord tous
les résultats existants concernant I’homogénéisation de I’équation des ondes posée dans RY. 1
est bien connu que le modele homogénéisé classique ne fournit une bonne approximation de la
solution multi-échelle qu’en temps court, c’est a dire 0 <t < Ce2. Le défaut d’approximation
vient d’effets de dispersion liés au milieu périodique qui ne sont pas représentés par le milieu
effectif. Les travaux de Santosa et Symes [110] ont proposé un autre modele effectif, construit a
partir des premiers termes du développements. Ce modele a été analysé et modifié par [82] puis
par [57, 8]. Des modeles similaires ont été étudiés dans le cadre elliptique dans [14]. La difficulté
est que dans le modele obtenu par [110], 'opérateur différentiel en espace n’est plus d’ordre
2 (comme dans ’équation de départ) mais d’ordre 4, ce qui rend le probleme sous-jacent pas
toujours bien posé. Différentes méthodes sont utilisées pour proposer un modele approché en
temps long pertinent (c’est a dire que le probléme sous-jacent est bien posé). Citons également
les travaux récents de [4, 3] et de [17] qui proposent des modeles approchés en temps long a tout
ordre. Tous ces travaux n’ont traités que des problemes sans bord. Nous souhaitons dans ce



travail proposer des modeles approchés en temps long a tout ordre avec des conditions aux bord
adaptées. La difficulté étant que les conditions doivent étre adaptées aux opérateurs différentiels
d’ordre élevé. Nous expliquons dans ce chapitre les idées pour un probleme de type Dirichlet 1D.
L’extension au 2D est en cours et est un travail en collaboration avec Timothée Pouchon.

Ce travail a été présenté a plusieurs reprises :

— Présentation d'un poster aux journées Advanced theoretical and numerical methods for

waves in structured media organisées par le groupe thématique Modélisation et Simulation
(GT1) du GDR Ondes 2451 du CNRS, les 13 et 14 mars 2018.

— Présentation d’un poster au 44e Congres National d’Analyse Numérique (CANUM) organisé
par la SMAT du 28 mai au ler juin 2018.

— Présentation d'un exposé « Homogénéisation enrichie en présence de bords » au colloque
GDR Mécawave (section 9 CNRS) du 5 au 9 novembre 2018.

— Présentation d'un exposé « Enriched homogenized models in presence of boundaries » a
WAVES 2019 (International Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave
Propagation) du 25 au 30 aotit 2019.

Un article est en cours de rédaction.
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Dans ce chapitre, nous rappelons les bases de la théorie de I'homogénéisation (voir [14, 18])
appliquées a ’équation de Helmholtz. Nous commencons par expliquer le processus d’homogénéi-
sation en utilisant les développements double-échelle dans la section 1.2 que nous justifierons par
des estimations d’erreur dans la section 1.3. Ces résultats sont ensuite illustrés numériquement.

1.1 Introduction du probléme

Dans toute la suite, nous considérons le domaine Q = R?%, d € N*. Le milieu périodique est
modélisé par des coefficients a. et p. e-périodiques i.e. a.(x) = a(x/e) et p.(x) = p(x/e) ou
a:R?Y—= Ret p:R?— R sont 1-périodiques dans toutes les directions. Nous dirons aussi qu’elles
sont Y-périodiques ott Y = (0,1)? est I’hypercube unité de R que nous appelons cellule. Nous
noterons les bords de cette cellule de la fagon suivante : Vk € [1,d], ¥, = {y € 9Y / yr = 0}
et ¥ ={y € 9Y / yp = 1}. Ainsi a. et p. sont Y -périodiques.

DNONO

0010
LINO N

FIGURE 1.1 — Exemple de fonction a (a gauche) et a. (& droite) dans la cellule Y

On suppose que les fonctions a et p sont bornées et strictement positives :

INA>0, /A<a<A et A<p<A. (1.1)
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Chapitre 1 — Homogénéisation dans un milieu sans bord

Dans la suite, les résultats dépendront de la régularité de a et p.
Nous étudions ’équation de Helmholtz,

—div [a (:) VUE} —w?p (:) u. = f dans R? (1.2)

ou f € H*(R?) est un terme source et w € C tel que Im w? > 0. L’hypothese (1.1) permet de
démontrer par le théoreme de Lax-Milgram le résultat suivant :

Proposition 1.1. Pour f € H*(R%), I’équation (1.2) admet une unique solution u, € H*(R?)
vérifiant

[ell 1Ry < ClS -1 (rey,s (1.3)

ou C' est indépendant de ¢.

Le but de 'homogénéisation est d’étudier le comportement asymptotique de la solution
ue quand ¢ tend vers 0 et de montrer que la limite (dans un sens que nous préciserons) est
solution d’une équation de méme nature que (1.2) mais ou les coefficients sont homogenes. Il est
également possible de déterminer un développement de la solution u. en fonction de €.

Remarque 1.2. Nous nous intéressons a ’équation de Helmholtz avec dissipation pour que le
probléme soit bien posé (sinon il est plus délicat de définir la solution physique dans un milieu
périodique) mais tout ce qui est décrit s’applique & toute équation elliptique et méme a des
équations instationnaires (voir le chapitre 5).

1.2 La méthode des développements a double échelle

1.2.1 Ansatz

Une fagon de comprendre quel est le développement de u. en fonction de € est d’utiliser
la méthode des développements a double échelle. La solution u. dépend a priori d’une échelle
macroscopique liée a la variable x dite « lente » et d’une échelle microscopique liée a la variable

X
y = — dite « rapide ». On postule donc que u. se développe sous la forme
€

ue(X) = ug <X; X) + euy <X; X) + 2y (x; X) 4+ x = (11,19, ,1q) € R (1.4)
5 € 5

ou les u,(x;y) sont des fonctions Y-périodiques en la variable y. Nous représentons ci-dessous

. X
une telle fonction x — u, (X; )
€



1.2. La méthode des développements a double échelle

FIGURE 1.2 — Exemple en dimension 1 d’une fonction u,(x,x/¢) (en vert). On peut observer
les oscillations rapides a ’échelle rapide y = x/e et le comportement macroscopique moyen a
I’échelle lente x (en rouge)

Il est question ensuite de déterminer les équations satisfaites par chacun des termes pour que
ce développement soit valide jusqu’a un certain ordre. Les calculs sont formels et sont justifiés a
posteriori par des estimations d’erreur.

Introduisons H(Y) le sous espace fermé¢ de H'(Y) constitué des fonctions de H'(Y) qui
sont Y-périodiques, et H 4 (Y) le sous-espace fermé de H,(Y) constitué des fonctions & moyenne
nulle sur Y. Nous identifions dans la suite les fonctions de H;E(Y) a leur prolongement par
périodicité & R? tout entier.

Nous allons injecter 'ansatz (1.4) dans 1'équation (1.2). Afin de simplifier les notations, nous
introduisons 'opérateur L. lié a cette équation, que nous écrivons par abus de notation,

vv € H'(RY), L.v = —div [a( ) VU:| — w2p( )U.

€ €
. s \ . . 92 . X N
Nous allons appliquer cet opérateur L. a des fonctions qui s’écrivent x +— v (x;— | ou v €
€

H'(RY; H#(Y)) Grace a la regle de dérivation des fonctions composées :

vx € RY, 0, {v (x; :)] = 0,V (x; :) +e719,v (x; :) : (1.5)

nous pouvons décomposer 'opérateur L. sous la forme

L. {v (X; :)] = 7 2[Lov] (X; :) + e [L1v] (X; :) + [Lov] (x; :) : (1.6)

oll, par abus de notation, ¥(x;y) € RY x Y,

Ly = —divy[aVy] dans H(Y),
Ly = —divy[aVy]|—divk[aVy] dans Hl(Rd; H#(Y)), (1.7)
Ly = —aly-—w?p dans H'(R%; HL(Y)),

ou l'indice sous les opérateurs différentiels désigne la variable par rapport a laquelle ils différen-
cient.



Chapitre 1 — Homogénéisation dans un milieu sans bord

En injectant 'ansatz (1.4) dans ’équation (1.2) et en identifiant formellement les termes en
facteur des mémes puissances de ¢ , nous obtenons une cascade d’équations : Vx € R%,

(Loug) | x; ; =0

(Louy) | x; ; + (Lyuo) | x; ; =0

(Louz) ( x; § + (Lyug) | x; g + (Loup) | x; g = f(x)

(Lous) ( x; ; + (Lyug) ( x; ; + (Louq) | x; ; =0 (1.8)

X
en chaque point (x; > et nous supposons qu’elles sont vérifiées pour tout (x;y) € R? x Y. On
€

voit que pour tout n, on a Louy,to = —Lity+1 — Lou, + 6,0 f donc la suite w,, sera déterminée
par récurrence. On va voir que la construction de la suite va dépendre de Ly. On donne donc
dans le théoreme 1.9 des propriétés sur l'opérateur Ly et son inversibilité.

Théoréme 1.3 (Alternative de Fredholm). Soit F* un élément du dual H,(Y) de HL(Y) .
L’équation
u€ Hy(Y) telleque Lou=F, (1.9)

admet une solution si, et seulement si, la relation de compatibilité

(F, 1>H#(Y)’><H#(Y) =0, (1.10)

est vérifice. Cette solution est définie a une constante pres. Sous la condition (1.10), le probleme
(1.9) est bien posé¢ dans Hy(Y) .

Remarque 1.4. Si F' € L*(Y), alors la condition de compatibilité (1.10) s’écrit / Fdy = 0.
Y

1.2.2 Application aux premiers ordres
Ordre 0
La premiere équation de (1.8) nous donne que ug satisfait,
Lotio(x;y) = 0 (1.11)

pour y € Y avec x € R, ol Ly est 'opérateur différentiel défini dans (1.7) et y ~— uo(x;y) est
Y-périodique. Etant donnée la définition de Ly, x joue le réle de parametre. En multipliant
I’équation par ug et en intégrant par parties dans Y, on obtient que

[ a)I¥yuolx;y) Py = 0,vx € R
La cellule étant connexe et a strictement positive, on en déduit que uy ne dépend que de la

variable lente x. Nous noterons encore uq la solution indépendante de y. Notons que nous venons
de démontrer que le noyau de L, dans H;E(Y) est engendré par les constantes.

10



1.2. La méthode des développements a double échelle

Ordre 1

La deuxieéme équation de (1.8) devient alors

d
Loui(x;y) = > 0y,a(y)dsuo(x), x€RLy€eY. (1.12)

i=1
Une nouvelle fois, la variable lente x joue le role de parametre. Par linéarité de 1’équation,
nous pouvons écrire u; sous la forme

d
vx € RL VY €Y, ui(x;y) = > wi(y)du,uo(x) + 01 (x) (1.13)
=1

ou pour tout ¢ € [1,d], w; est une fonction Y-périodique qui satisfait I’équation
Lyw; = 0y,a dans Y (1.14)
On introduit les probléemes dits de cellule (car ils sont posés dans la cellule V') suivants :
Trouver w; € H;#(Y) tel que Vo € H#(Y),
(aVw;, Vi)y = = (a,0y,9)y (1.15)

ot (+,+), désigne le produit scalaire de L*(Y’). Nous rappelons que H#(Y) est 'espace des
fonctions de H(Y) & moyenne nulle.

L’existence et 'unicité des w; sont justifiées par la proposition 1.3 grace a la périodicité de a.
Le choix de fixer la moyenne de w; a 0 implique que 4, correspond la partie moyennée de u; sur

Y.

Ordre 2

Intéressons nous maintenant & la troisitme équation de (1.8) : pour x € RLy € Y,

Lous(xiy) = zaz Y05, (5:¥)) + s, (a()Dy, 1 (: ) + a(y) 22, o (x)
oy o) + (%) d
S By ¥)) + 0305 (3) + 53] 8 10(x) + 3 0y () ()

ij=1 i=1
+w?p(y)uo(x) + f(x)
(1.16)
D’apres I’Alternative de Fredholm 1.3, il existe une solution a (1.16) si et seulement si le second
membre vérifie la relation de compatibilité (1.10) ce qui donne

[/ Oy, ( y))dy —|—/ y)0y,w;(y) + dija(y )dy} Qiﬂjuo(x)—l—i /Y(‘?yia(y)dy O, U1 (%)
+w? [ p(y)dyuo(x) + f(x) = 0
Pour que us existe, ug doit donc vérifier I’'équation dite homogénéisée suivante,

— div[A*Vuy(x)] — w?p up(x) = f(x), x €R? (1.17)

i,7=1

ou A* = (a;;) est la matrice homogénéisée définie par
aj; = (a(y) Oy, (y; + w;))y (1.18)

et p* = (p)y-
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Chapitre 1 — Homogénéisation dans un milieu sans bord

Proposition 1.5. La matrice homogénéisée A™ est symétrique définie positive et p* est stricte-
ment positif. De plus, on a

= (aV(w; +y;), V(wi + vi))y

Démonstration. La positivité de p* découle de celle de p. Pour A*, on remarque que la formulation
variationnelle (1.15) peut étre réécrite sous la forme Vo) € Hi,(Y), (aV(w; +y;), Vi), = 0. On
en déduit que

(@V(w; +y;), V(wi + i)y = (aV(w; +y5), Vii)y = ajj.

On en déduit que A* est symétrique. Pour le caractére défini positif, on a pour tout £ € R?,

d
ErA*E = > (a&;V (w4 y;), &V (wi + 11))y = (aVwe, Vg,

ij=1
ol Wg = (w; + ;). Alors par coercivité de a, on a bien que ¢7 A*¢ > 0: Par ailleurs, si
13 Z&( i yz) p ) q ) ;

TA*¢ =0, alors Vwe = 0 dans Y qui est connexe. On en déduit donc que w; est constant sur
Y :il existe ¢ € R tel que wg = Z&Z w; + y;) = ¢ qui est équivalent a Z@yl c— Zfzwz Or

le membre de droite est Y- perlodlque Pour que le membre de gauche le soit, il faut donc que
& =0. Donc A" est définie. m

Remarque 1.6. Méme si a est a valeur scalaire, il n’y a aucune raison que A" soit diagonale,
et ce n'est en général pas le cas. L’homogénéisation d’un milieu isotrope peut donc conduire a
un milieu anisotrope.

Revenons au calcul de uy. Grace a cette équation homogénéisée, en remplacant f dans le
second membre de (1.16), on obtient :

d

Loua(5¥) = 3 [u(03)s(3) + aly)yus (v) + Baly) — 03] 2, ual)
+ Z By, a(y) 0,11 (x) + W (p(y) — p*)uo(x)

(x est encore un parametre). Comme pour g, nous utilisons de nouveau la linéarité du probleme
pour écrire us(x; ) a un élément du noyau de Lg pres a partir des dérivées des termes précédents :

Vx € RLVy €Y, uy(x;y) = 'Zd: 0;;(y) )+ Zwl )0, 11 (X) + Wy (y)up(x) + dz(x),
v (1.19)
ol pour tout 7, j € [1,d], 6;; est une fonction Y-périodique qui satisfait I'équation
Lo0i; = ady,w; + 0y, (aw;) + dija — a;;  dans Y (1.20)
et v est une fonction Y-périodique qui satisfait ’équation
Loy=p—p° dansY (1.21)

On introduit les problemes de cellule suivants :

12



1.2. La méthode des développements a double échelle

Trouver 0;; € H;L(Y) tel que Vo € H;(Y),

(aV8,, V), = (adyw;, )y — (awy, 0y, 0)y + (0 — afj, &) (1.22)
et
Trouver v € Hy(Y) tel que Vo € Hy(Y),
@V, Vip)y = (p—p" ¥)y (1.23)

Ces problemes (1.22) et (1.23) sont bien posés car ils vérifient la relation de compatibilité
(1.10) gréace a la périodicité de a , p et des w;.

Par la suite, nous noterons u$* = Z Qij&%ﬂj ug + Z w; 0y, 11 + Wy la partie oscillante de

1] 7
uo, c¢’est-a-dire la partie contenant les solutions de problemes de cellule.

Ordre 3

La quatrieme équation devient

Lous(x;y) = Zayz ¥) 0z, a(X; ) + Or, (a(y)Dy,ua(x;¥)) + aly) 07 ui (x;y)
+w 2ply)ui (x;y)
= Z [0y, (a(¥)0;1(y)) + a(¥) Dy, 01 (¥) + dsa(y)wi(y)] 07,4, 0 (X)

+ Zl w;i(y)) + a(y)dyw;(y) + di5a(y)] 05, (x) + ; 9y,a(y) 0z, 2 (x)
+w? 310, (ay)v(y) + a¥)0y () + p(¥)wi(¥)] Oz, u0 (%) + w?p(y) i (x)

(1.24)
On attire 'attention sur le fait qu’on retrouve devant les dérivées secondes de 7; les mémes
termes que nous avions devant les dérivées secondes de ug dans (1.16).
Une nouvelle fois, nous utilisons I’Alternative de Fredholm 1.3. Le probleme (1.24) admet une
solution ug si et seulement si la condition de compatibilité (1.10) est satisfaite. Ce qui nous
donne une équation pour u; :

d d
—div[A*Vi (x)] — w’p i (x) = > ;00 oy, U0 + w? Yy d,ug  dans R et 4, € H'(RY)
g k=1 i=1
ou ¢y = (ad, O + adjpwi)y et v = (ad,y + pw;)y. U vérifie donc le méme probleme

homogénéisé que uy mais avec un second membre qui dépend de uy.

Proposition 1.7. Les opérateurs Z Uk&i’ 2y, € Zy* ;, sont nuls.
i,5,k=1

Démonstration. En appliquant la formulation variationnelle (1.15) avec 7y comme fonction test,
nous obtenons d’une part que

(aVw;, V'V)Y = —(a, ayﬂ)y
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Chapitre 1 — Homogénéisation dans un milieu sans bord

et d’autre part, en appliquant la formulation variationnelle (1.23) avec w; comme fonction test,
on obtient

(CZV'}/, vwl)Y = (p - p*a wi)Y
donc

o= (a,0,7)y (p,wz)y
= —(aVw;, V7)y + (aVy, Vwy)y — (0", wi)y

= p(wy)y
= 0.

De méme, en utilisant #;;, comme fonction test dans la formulation variationnelle (1.15) satisfaite
par w;, on obtient d’'une part

(ani, vejk)y = - ((Z, ayz‘eﬂf)Y )

et d’autre part en utilisant w; comme fonction test dans la formulation variationnelle (1.22)
satisfaite par 0, on a

(aVOj,, Vw;)y, = (aﬁijk, wi)y — (awk, ﬁiji>y + ((5jka — w,-)y )

On a donc
C?jk = (a, ayz‘ejk)y + (6jka7 wi)y
= —(aVw;, Vlj)y + (aVl, Vw;)y, — (aaijk, wi)y + (awk, 8ij,->y + ajy, (wi)y
= — (aﬁijk, wi>y + (wk, aaiji)y )
On remarque que cj;; = —cg;;- On en déduit donc que l'opérateur chk eizyay, €St nul. ]

ijk
Remarque 1.8. Ce résultat est dii au fait que les solutions de problemes de cellule w; sont

prises & moyenne nulle. En effet, si (w;)y # 0, on trouve dans le second membre le terme
(w;)y O, (div[A*Vug] + w?p ug) = —(wi)y Oy, f-

On en déduit que 4, est solution du probleme
— div[A* Vi, (x)] — w?p* iy (x) = 0 et 4, € H'(RY) (1.25)

On en déduit donc que @7 = 0. Mais cela n’est en général pas le cas en présence de bords comme
nous le verrons dans les chapitres qui suivent. Nous allons donc conserver %, dans les équations
afin de ne pas perdre en généralité.

Finalement, on peut ré-écrire I’équation (1.24) sous la forme

Lous(x;y) = z 10, (a¥)06(¥)) + a(y) Dy 0x(y) + Sinaly)w; — iy | 92, u0(x)
+zl[ wi(y)) + a(y)dyw;(y) + dyaly) — aj;| 82, i (x)

+Zf9 a(y) 0z, o )+w2;[3yi(a(yw(y»+a(Y)5m(Y)+p(Y)wi(y)—ﬁ]axin(X)
e (p(Y) p* )i (x) )

Par linéarité, on écrit us sous la forme

d
Z ﬁl]"? xlx]xk + Z el] aﬁle ( )+ Zwl(y)aﬂﬂza2(x>
=1

1,J,k=1 ,j=1

+w? ; i (y) 0,10 (%) + wy(y)200 (x) + 3(x)
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1.2. La méthode des développements a double échelle

ou pour tout 7,7, k € [1,d], B, est une fonction Y-périodique qui satisfait '’équation
LoBiji = a0y, 01 + 0y, (abjr,) + djpaw; — ¢y, dans Y (1.26)
et «; est une fonction Y-périodique qui satisfait 1’équation
Looy = ady,y + 0y, (ay) + pw; —~; dans Y (1.27)
On introduit les problemes de cellule suivants :
Trouver B, € H;#(Y) tel que Vo € H#(Y),
(aV B, Vib)y, = (a0 0, 0)y — (00 D)y + a0y — (cht),  (128)
et
Trouver «; € HJ%(Y) tel que Vi € H#(Y),
(aVay, Vib)y = (a0y,7,¥)y — (a7, 0y,0)y + (pwi, )y — (7, ¥)y - (1.29)

Ordre 4

Finalement, pour obtenir I’équation vérifiée par 1y, nous nous intéressons a la cinquieme
équation que nous écrivons

Lous(x;y) = Z(’?L ¥)0p,us(x;y)) + On, (a(y)Oy,us(x;y)) + aly) 02 us(x)
+w 2p(y)ua(x)
= “Z_ [0y, (a(y) Bt (y)) + a(y) 0y, Bjr(y) + oraly)0s; ]8§ T T uo(X)
+ 2}; [ayi(a(Y)ejk(Y)) + a(Y)@/ﬁj’f(Y) + 5jka(Y)wi] aiszk%(x)
+ Z wi(y)) + a(y)dy,w;(y) + da(y)] Zf’) a(y)0y,l3(x
+w? 2;1 [0y (a(y)a;(y) + a(y)dy,0;(y) + p(¥)03(¥)] 05, w0 (x)
+w? Y [0y (a(y)r(¥)) + a(y),1(y) + p(y)wi(y)] Os, i (x)

+w?p(y) e (x) + wp(y)y(y)uo(x)
(1.30)

Ainsi, I’Alternative de Fredholm 1.3 nous donne que 1’équation (1.30) admet une solution si et
seulement si 5 est solution du probleme :

- le[A*Vﬁ2<X)] - UJ p u Z dzgk:l xlx]xkxluo + Z C:jk TP xkul + wz Z ez] Tk Uo

ijkl ijk i
+w? D Y 0,0 +w'huy  dans Q et @, € H'(RY) (1.31)

ou les djj;;, e;; et h* sont des coefficients homogénéisés donnés par
* pa—
dij1a = (a0y, Bk + 0ija0k)y

15



Chapitre 1 — Homogénéisation dans un milieu sans bord

e = (a0y, o + di5a7y + pbij)y
et
h* = (p)v.
La encore, 1, vérifie une équation du méme type que ugy avec un terme source qui dépend de uy.
Pour alléger les notations par la suite, nous noterons D 'opérateur d’ordre 4

_ * 4 2 * 02 47 %
D(u) - Z dijklaxi:cja:k:clu +w Z ez‘jagﬁixju + w h*u.

1.2.3 Formalisme pour un développement a tout ordre

Dans cette section, nous détaillons de maniere plus générale le processus pour obtenir direc-
tement les équations des termes a tout ordre afin de mieux appréhender le coté itératif de la
méthode.

Comme précédemment, nous posons l'ansatz
k X d
us(x) = > ey (=), ¥x € R%
€
i

En injectant cet ansatz dans I’équation, on obtient la « cascade d’équation » : Vn > 0,
Loun = 5n72f — Llun_l — Lgun_z (132)
ou Lo, L et Ly désignent les opérateurs différentiels

Lov = —divy[a(y)Vyv],
Lo = —divefaly)Vyo) — divla(y) Vo],
Ly = —a(y)Axv —wp(y)v.

(on pose u_y = u_; = 0). Comme nous l'avons vu précéderriment, X joue souvent le role de
parametre. Nous pouvons donc écrire Ly = L1(0y) et Ly = Ly(0y) ot pour n € C¥ Li(n) et
L (n) sont définis par : Vv € Hy(Y),

Li(mv = —n-[a(y)Vyv] — divy[a(y)nv],
Ly(mv = —a(y)n’v —w’p(y)v.

Pour résoudre la cascade d’équation, il est question d’inverser I'opérateur Lg. Son noyau
étant constitué des fonctions constantes, nous introduisons le sous-espace de H;E(Y) constitué
des fonctions & moyenne nulle sur Y :

(V) = {v e HY(Y) / Ti(v) = 0}

ou

II: HLY) — C

vr—>/vdy
Y

Ainsi, la restriction de Lj a H#(Y) est inversible.

Les calculs précédents incitent a penser que les termes u,, s’écrivent a partir des dérivées
des comportements macroscopiques (ou des moyennes) des termes précédents, modulés par des
solutions de problemes de cellule. De plus, on a vu que des termes qui apparaissent devant ug
a un certain ordre apparaissent a 1’ordre d’aprés devant ;. Ceci donne en quelque sorte une
intuition d’un produit de convolution.

Pour la suite, on introduit la notation dx := (0x,, Ozy, ---s Oy)-
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1.2. La méthode des développements a double échelle

Théoréme 1.9. Soit n > 1. On a I'égalité suivante :

Un(:¥) = 3 O (y: D) (x) (1.33)

k=0

ou on définit pour tout p € [1,n] ©,(-;n) qui dépend de 1 de manieére polynomiale, de degré p et
pour tout n € C*, ©,(+;n) est I'unique solution dans H#(Y) du probleéme défini par récurrence

L(J@p = _zl (n)@p—l(y; 77) - ZQ(T’)@ZJ—Q(Y; 77) + mp—l(n) (134)

(avec ©_1 = 0,0 = 1) ot my(n) est un polynéme de degré p+1 en n (pour p > 1) et est défini
par o B
my(n) = H(L1(7)O,(:; 1) + La(n)Op-1(:;m)).

De plus, u,, satisfait I’équation
n—1
— div[A*Vi,] — w?p i, = 0nof — D Mnr1-k(0x)x  dans R (1.35)
k=0

Par ailleurs, on a par récurrence :

uy € H"™(RY) = Vk € [0,n], @, € H"™F(R).

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, on a vu au paragraphe
précédent que
Z w; (y) 0, o (X)

ol les w; sont les uniques solutions dans H;#(Y) des problemes de cellule
Lyw; = 0y,a dans Y

On pose O4(y;n) sz y)ni, on vérifie que ©; est solution du probléme (1.34) pour p = 1

(on a my(n) =0). On Constate également que O est de degré 1. De plus, on a bien que wu; s’écrit

u1(X;y) = O1(y; Ox)uo(x) + Oo(y; Ox) 1 (X).
Soit n > 2. On suppose que la propriété est vérifiée pour tout p < n — 1. On ré-écrit I’équation
(1.32) sous la forme

Loun = n2f Ll( )un 1 LQ(a )Un 2

= Opaf — L1(0 Z@nlk )k — Lo (0 Z@an Uy,
Or ©_; = 0 ce qui nous donne
n—1
LOUn - n,2f + Z(_Zl(ax>@n—l—k('; ax) - ZQ(ax)Gn—Q—k('; 6,())@]@ (136)

On a donc d’apres I’Alternative de Fredholm 1.3 que u, existe si et seulement si le second
membre satisfait la condition (1.10) qui se traduit par

11 <5n,2 f+ g(—le(ax)@nlk(.; Oy) — Ly(0x)On_op(-; ax))ak> =
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que 'on ré-écrit
n—1
Z mn—l—k<8x)ﬁk: = 5n,2f~ (137)
k=0

Regardons le coefficient m4(n). On a

mi(n) = (Li(m)O:i(;n) + La(1)Oo(-;m))
=~ [ m a0V, (y) + divy[aly)n@u(y: )] + aly)n® + & ply)dy

= — [ n-ay)VyOr(y:) + aly)n? + o oly)dy

Par intégration par partie sur Y. En remplacant ©1(y;n) = > _ n;w;(y), on a

mi(n) = - /Y n - a(y)Vy(3_mwi(y)) + +aly)ndy — w’p"
= =% [ nma(y) @, wi(y) + 8)dy — o’
ij
= =Y agmm; —wp".
]

On a donc, pour k = n — 2 dans (1.37),
A~ _ * ~ 2 kA _ . * ~ 2 kA~
mq(Ox)lp—o = — Zaijﬁxﬁ%un,Q — WP o = —div[A*"V i, o] — wp iy _o.
]
Alors, en utilisant également le fait que mg(n) = 0, on en déduit que u,, existe si et seulement si
Un,_o satisfait I’équation

n—3
—div[A*V i, o] — w?p*li,_o = Spaf — Z Mp_1—1(Ox)ly  dans R?.
k=0

Finalement, en ajoutant (1.37) dans le second membre de I’équation (1.36), on obtient que

n—1

Loun = Z(—fl(ﬁx)@n,l,k(-; 8x) — fg(ax)@n,27k<'; (9x) + mnﬂ,k(@x))ﬁk

k=0

On reconnait le second membre de (1.34) en facteur des @. On définit donc un nouveau poly-
néme O,, solution de (1.34). On constate que comme ©,,_; est de degré n — 1, L1(n)0,,_; est de
degré n et, comme ©,,_5 est de degré n — 2, Ly(1)0,,_» est également de degré n. On en déduit
que LgO,, est de degré n et donc ©,, est de degré n.

On a donc par linéarité

n

Un(X; Y) - Z Gn—k(y; ax>ﬂk(X).

k=0

Il nous reste a montrer le résultat de régularité sur les termes macroscopiques ,,. On suppose
que ug € H ”+1(Rd). Pour p = 1, d’apres ce qui précede, 4, est solution du probléeme

—div[A*Vi,] — w?p* iy = —ma(dx)uy  dans RY.

Comme my est un polynéme de degré 3, on en déduit que mqy(dx)uo € H" 2(R?) et donc, d’apres
I’équation, on en déduit que @; € H"(R?).
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Par la suite, on suppose que pour tout k < p — 1 < n, 4y € H"'7F(R?). On veut montrer que
u, € H n+H1=P(RY). On sait par ce qui précede que 4, satisfait ’équation

p—1
—diV[A*Vﬁp] - w2p*ﬁp = — Z mp+1—kj(ax)ak dans Rd.
k=0

Comme pour tout k, my(n) est un polynéome de degré k£ + 1, on en déduit par hypothese
de récurrence que pour tout k < p — 1, myp1_1(0x)t, € H"P7(R?). On en déduit, d’aprés
I'équation, que 4, € H" P (R?). O
Les ©,, sont des polynémes que nous écrivons
Vy €Y,¥neC’ Ou(y;n) = > Oa(y)n®, aeN.
|a|<n

d

oit a = (ay,-,aq) € N* est un multi-indice et |a| = > a;. Par exemple, on a pour n = 1,
N i=1
07" = w; ou @&; est le multi-indice avec toutes ses composantes nulles sauf la i-eme qui vaut 1.

1.3 Estimations d’erreur

Grace au développement a double échelle que nous venons de généraliser a tout ordre, nous
sommes en mesure de donner des estimations d’erreur a tout ordre sous certaines conditions sur

a et p et le terme source.

Théoréme 1.10. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit n € N* et les familles (ug)xk<n
définie par (1.33).

On suppose (Hy,) : f € H" ' (R?) et que a et p sont suffisamment réguliers pour que pour tout
k< n+ 1, pour tout o € N? tel que |a| < k, ©F € W (Y).

On a alors .
u. — ey <~; ) = O(e").
k=0 €

H!(R4)

On a également

Démonstration. On commence par montrer le résultat pour un n > 1. Pour tout € > 0, on pose
- X
k
el(x) = u(x) — > e uy <x; 8) :
k=0

On va montrer que L.e! = —div]a(-/e)Vel] — w’p(-/e)el = r. tel que ||ro| g-1rey = O(e").
Ainsi, par le théoreme de Lax-Milgram, on aura que

leZ || 1 rey < Ke™
Ll = —div {a (> Ve?} —w?p () el
L \e £
= f- ZEkLsuk
k=0
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Or, en utilisant la décomposition de 'opérateur L. (1.6), on obtient que

n n—2 n—1
k
> " Louy = Y FLowpo+ Y FLiur + E " Louy,
k=—2 k=—1 k=0
n—2

= > ¥ (Loupyo + Litugsr + Loug) +&2 Loug +& ' (Lous + Lyug)
——

k=0
=dk,0f

=0 =0

+&" 1 (Lyty + Loty 1) +€" Louy,

—Loun+1

= f+&" 'divy(a(-)Vytns1) + " Lou,

Or, par la regle de dérivation (1.5), divy, = e(div — divy), donc

zn: e¥Louy, = f+™((div — divy) (a(-)Vytni1) + Louy,)

d’ou

Lee? = —&"((div — divie)(a(-)Vytnt1) + Louy).

€

On en conclut que

ou

:7”6

ro = —"((div — divy) (a(-)Vytni1) + Lou,).

Montrons que pour tout v € H'(R?),

(e, )| < Ke"||v]] g1 (rey.-

Soit v € H'(R?). On a, en appliquant une formule de Green,

(re,v) = —sn/d [(div— divx)(a() Vyuni1) ( €> +L2u"< ’:ﬂ o

= —" {Fi /Rd a (:) Vytn i1 (x; 5) Vo(x)dx
e sta@yt (e Z) () v (3 2) o () e

On en déduit que

—_—

((re,v)] < Ag” [Hvyun-i-l||L2(Rd)d||vv||L2(Rd)‘i + ||diVxVyUn+1||L2(Rd)||v||L2(Rd)

+[Axtn r2ra) |V] 2(ra) + |w2’HunHm(Rd)HU”L?(Rd)}

ou A est la constante de coercivité de a et p.

On a d’apres le théoreme 1.9 de la section précédente,

Un(X3y) = Y Oni(y; Ox

et
n+1

Upt1(X;Y) Z Ons1-1(y; 0
k=0
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Donc
+
IVytniillzgae < Y Do [IVyOnii gl v)all 030kl 2 rey
k=0 |a|<n+1-k
Z Z ||V o5 n+1— ll oo Y)dHa Uk||L2(Rd)
k=0 |a|<n+1—k
et

n+1

[diveVytnillzgey < Do D) ZHa O 1kl Lo (v) | O, O || L2 (Re)

k=0 |a|<n+1—k =1

> > ZHa O 1kl Lo ()0, O Tk || L2 (Ra)

k=0 |a|<n+1—k =1

ou les termes pour k = n + 1 n’apparaissent pas dans 'inégalité car ©y = 1 donc V,0, = 0.
On a également

[Azunllzgey < Do D 195 kllze) 1 Ax0g il L2(ra),

k=0 |a|<n—k
et
n
lunll2rey < Do D0 195 sl 0% k]| L2 ray -

k=0 |a|<n—k

Si 'hypothese (H,,) est satisfaite, alors f € H" () donc ug € H"™(R?) et d’apreés le corollaire
1.9, pour tout k£ < n, pour tout a tel que |a| < n+1—k, on a que [0t 2@ < +00, et
I’hypothese sur a et p nous donne que les normes L* des © sont bornées. On a donc

A IVt (2| V0l arays + [divaeVytin i | gy 0] 2
| Asctin| 200 V] 2(rey + |92 [t | 22y 0] 2rey] - < K.

On en déduit que
|(re, v)| < Ke™||v][ 1 ray.-

D’ou le résultat. On peut également voir que si ’on retire le terme macroscopique ,, on ne
perd pas en ordre de convergence dans la norme H'. En effet,

n—1 n X n
k . ~ k
— E g Uk — " E @j (, 8x> Up—j — E E Uk
k=0 7=1 € k=0

+ &%t 1. Re)-
H1(RY)

H1(R4)

Donc comme 4, est borné en norme H' en utilisant ’hypothese sur f et le théoréme 1.9, on en
déduit qu’il existe K > 0 tel que

n—1 n .
k n . ~
- E euy — € E O, (,8x) (I
k=0 j=1 €

< K&,
H(RY)

Corollaire 1.11. Soit n € N. Sous I’hypothese H,,.1 du théoreme 1.10, on a

= O(e").

n
— Z 5kuk
k=0

L2(RY)
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Démonstration. Soit n € N. Sous I’hypothese H,,.1, on a par le théoreme 1.10 que

n+1

u. — > eFuy, = O(e"™).
k=0 H1(R%)
On a donc
n n+1
u. — Y ey, = Jue = up + Mg
k=0 L2(R4) k=0 L2(R4)

n+1

< |ue — Z €kuk + gntt Hun+1HL2(Rd)
k=0 L2(Rd)
n+1

< ||Ue — Z ¥y, + et Hun+1HL2(Rd)
k=0

< K€n+1 —|—6n+1 HZl(Rdﬁ
X n+1 L2(R4)

Or, dans la preuve du théoréme précédent, on a pu voir que ||, 11]| [2(Rd) < TO0 indépendamment
de €. On en déduit que
= O(e"™).

L2(R9)

n
Ues — Z 5kuk
k=0

1.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous validons numériquement le développement a double échelle dans le
cas de la dimension 2 ainsi que les estimations d’erreur des théoremes 1.10 et 1.11. Ces calculs
ont été réalisés avec la librairie éléments finis XLiFE++ développée au sein de ’équipe Poems

[77, 81] avec I’équipe IRMAR.

Pour un entier N € N*, nous fixons la période e = 1/N. Nous considérons le domaine de
calcul Q = (0,1)? auquel nous ajoutons des conditions périodiques : on peut montrer que tous
les résultats précédent s’étendent & Q = (0,1)% avec des conditions périodiques et € € 1/N*. Le
domaine © contient alors N? cellules de tailles €. Nous prenons comme terme source une fonction
1-périodique dans les 2 directions f(x1,x2) = cos(2mx1) cos(2mxs). Les coefficients périodiques
choisis sont a(y;, y2) = (2+sin(27y;)) (2 +sin(27ys)) et p(y1, y2) = (2+sin(27y;))(2+sin(27ys9) ).
Enfin, on fixe la fréquence w = 14 0, 17.

Nous calculons les solutions de problemes de cellule en utilisant une méthode de pénalisation
qui nous permet d’obtenir une solution avec la contrainte d’une moyenne nulle sur la cellule Y :
on souhaite résoudre des problémes de la forme : Trouver w € Hy(Y) tel que Vi) € Hy(Y),

(aVw, Vi), = (f,¥)y .

La méthode de pénalisation utilisée consiste a choisir un parametre 7 > 0 tres petit devant 1 et
de résoudre le probleme : Trouver w € Hy(Y) tel que Vo € Hy(Y),

@V V9), +(.5), = (£:4), -

Sur la figure 1.3, on représente u., pour € = 1/8, et uy. On remarque que ug correspond bien
au comportement macroscopique de u. mais ne prend pas en compte les oscillations que 1’'on
peut observer sur u., la figure 1.4 représentant u. — ug U'illustre bien.
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' 7.0e-03

- 0,004
—0.002

0

-0.002
-0.004
-7.0e-03

' 7.0e-03

- 0,004
— 0.002

0

-0.002
-0.004
-7.0e-03

FIGURE 1.3 — u. (& gauche) et ug (a droite) dans 2 = (0,1)?

[ 4.8e-04
0.0003

— 0.0002

0.0001

0
-0.0001
-0.0002
-0.0003
-4,8e-04

FIGURE 1.4 — u, — ug dans Q = (0,1)?

En faisant varier €, nous obtenons les courbes d’erreur de la figure 1.5 ot on retrouve bien
une décroissance en O(e) pour la norme L* et en O(1) pour la norme H*.

—0.5
-1 p----0----- O- - - - - o ----------~ - ©
—1.5}
5 o
a
5}
E-B—m -
_3 - /,z///
35 .- o [Jue — uol| 2
i —o— [Jue — uo| 1
4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —— Pente 1
-3 —28-26—-24-22 -2 —1.8-16-1.4-1.2

log(e)

FIGURE 1.5 — Erreur u. — ug en norme L? et H' en échelle logarithmique

Dans la figure 1.6, nous représentons cote a cdte u. et ug + euy pour € = 1/8 (on rappelle
que 41 = 0). On constate que cette approximation & l'ordre 1 capte mieux les micro-oscillations
de u.. En regardant les différences u. — ug et u. — (ug + euy) sur la figure 1.7 avec la méme
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échelle, on constate qualitativement que 'erreur a diminué en ajoutant cu; mais il reste tout de
méme des oscillations non prises en compte par 'approximation d’ordre 1.

[ 7.0e-03 ' 7.0e-03
— 0.004 — 0.004
— 0.002 — 0.002
0 o}
-0.002 -0.002
-0.004 -0.004
-7.0e-03 -7.0e-03

FIGURE 1.6 — u. (& gauche) et uy + cu; (& droite) dans = (0,1)?

FIGURE 1.7 — u. — ug (& gauche) et u. — (ug + euy) (a droite) dans = (0,1)?

Les courbes d’erreur de la figure 1.8 attestent de la décroissance de u. — (ug + cuy) en O(g?)
pour la norme L? et en O(g) pour la norme H'.

1.
—9
3 o
T L
g5 4y
%5
2
5| ) -7
//E//
== |lue — (uo + eur)| g2
=61 = —o— |lue — (uo + ur)| g
b —— Pente 2
7 ‘ ‘ ‘ ‘ —— Pente 1
-3 —2.8-26-24-22 -2 —-18-16—-14-1.2
log(e)

FIGURE 1.8 — Erreur u, — (ug + €u;) en norme L* et H' en échelle logarithmique

Sur la figure 1.9, en comparant les différences u. — (ug + cuy) et u. — (ug + cuy + €2ug“)

a la méme échelle, on constate que I'ajout de la partie oscillante de uy permet de corriger les
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oscillations qui n’avaient pas été prises en compte par I'approximation a l'ordre 1. On observe
également que I'approximation ug 4 eu; + e2u$* laisse une erreur « macroscopique » que 1’on
corrige en ajoutant @, pour obtenir I'approximation d’ordre 2 uy + cuq + £2us.

2.5e-05

l 2e-5
- 1.5e-5
—leb

- 5e-6
0
-5e-6
-le-5
-1.5e-5
-2e-5
-2.5e-056

FIGURE 1.9 — u. — (up+eu;) (a gauche), u. — (ug+cu; +e°us™) (a droite) et u. — (ug+eus +£us)
(au centre) dans Q = (0,1)?

Cette précision de I'approximation a l’ordre 2 est validée par les estimations d’erreur de la
figure 1.10. On remarque néanmoins que u. — (ug + euy + £2uy™) décroit en O(?) en norme L
et I'ajout de iy & I'approximation permet d’obtenir une décroissance en O(£®) en norme L?. En
norme H', les deux approximations décroissent bien en O(g?).

9.
30 |
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—6*/,/0/ ///A///
i P T e = (uo e + )
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f ‘ ‘ —— Pente 2 10 ‘ ‘ —— Pente 2
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log(e) log(e)

FIGURE 1.10 — Erreurs u. — (ug + cuy + £2u3™) (a gauche) et u. — (ug + cuy + £2uy) (a droite)
en norme L? et H' en échelle logarithmique
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 'homogénéisation de I’équation de Helmholtz dans
un demi-plan avec pour condition au bord une condition de type Dirichlet. Nous enrichissons
I’ansatz avec des termes de champ proche permettant de corriger les phénomenes de couches
limites dus a la présence du bord. L’étude de ces termes nous permet de déterminer des condi-
tions au bord satisfaisantes pour les termes macroscopiques ug, 1, Us,etc... . Nous utilisons la
méthode jusqu’aux termes d’ordre 2 puis nous en faisons une généralisation a tout ordre. Nous
confirmons cette méthode par des estimations d’erreur, que nous validons numériquement. Pour
finir, nous étudions des modeles approchés d’ordre 1 et 2.

Le domaine que nous considérons a présent est un demi plan 2 = R, x R.
Nous nous intéressons a une équation de Helmholtz avec condition de Dirichlet sur le bord de

—div {a <:> Vug} — pr <:> u. = f dans (2.1)
u.=g¢g sur ['=0Q

ou :
— Q =R, xR¥!
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

— les fonctions a.(x) = a(x/e) et p.(x) = p(x/e) ot a : R = R et p : R* = R? sont
1-périodiques. Ainsi a. et p. sont e-périodiques. De plus, on suppose que a et p sont
bornées et strictement positives :

INA>0/A<a<A et A<p<A

— f € H Q) est un terme source et g : ' — R.
— w € C tel que Im w? > 0.

On note toujours Y = (0,1)% la cellule de périodicité.

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on montre facilement (car Im w? > 0) le caractére
bien posé du probléme.

Proposition 2.1. Pour f € H Q) et g € HY?(I'), Iéquation (1.2) admet une unique solution
u. € H*(Q) vérifiant

el ey < Cllf -0 (2.2)

ou C' est une constante indépendante de ¢.

2.1 Le cas de la dimension 1

Nous présentons dans cette section le cas particulier, plus simple, de 'homogénéisation
enrichie pour un probléeme posé dans un intervalle avec un bord.

Plus précisément, nous étudions 1'équation de Helmholtz, de solution u. € H'(Q2),

e 1) g e (D)o = 7 amso 23)
u:(0) = g
ou :
— Q= (0,+00).
— les fonctions a.(x) = a(x/e) et p.(x) = p(z/e) ot a : R - Ret p: R — R sont 1-
périodiques. Ainsi a. et p. sont e-périodiques. De plus, on suppose que a et p sont bornées
et strictement positives :

INA>0/A<a<A et A<p<A

— f € H Q) est un terme source et g € R.
— w € C tel que Im w? > 0.
D’aprés la proposition 2.1, le probléme (2.3) est bien posé dans H' ().

Pour étudier le comportement asymptotique de u. quand ¢ tend vers 0, nous utilisons la
méthode du développement double échelle que nous avons détaillée dans le chapitre précédent.

Nous posons donc 'ansatz suivant valable dans tout le domaine (2 :
us(z) = o (x; i) + euy <x; i) + 2uy (ZL‘; x) +--- ,xel (2.4)
€

x
ou les u,, sont des fonctions 1-périodiques en la variable rapide y = —.

En appliquant la méthode double échelle décrite au chapitre précédent, on montre que
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2.1. Le cas de la dimension 1

— wugp ne dépend pas de la variable rapide y et satisfait 1’équation homogénéisée

—a @Uo(x) —wprug(r) = f(z), €
ou a* € R est le coefficient homogénéisé défini par
" ( )d( (y) +v)
a* = (aly)—(w
Y dy Yy) Ty

Y

avec w 'unique solution du probleme de cellule défini par

. d d d
w € Hy(Y) telle que pour tout v € Hy(Y), (ad—yw, d—yv) = —(a, d—yv) (2.5)

et p* = (p)y. Comme nous sommes dans un domaine présentant un bord, il faut déterminer
une condition au bord pour ug. Si I'ansatz est valide jusqu’au bord, on a

g =u:(0) = up(0) + euy (O; 2) + 2uy (O; g) +--- (2.6)

Cette expression est valable pour tout € > 0. On en déduit que ug(0) = g. Ainsi, ug est
solution du probleme

d2

2 %
—a"——ug(xr) —wp upg(z) = dans €2
Tz to() — wp uo(w) f (2.7)
u(0) = g
— uy s’écrit sous la forme
d
uy(z;y) = @uo(:c)w(y) + @y ()
ou w4 satisfait ’équation
() — () = @) + (@), o€ 0
—a"—U1 () — w*p* i (z) = " —=ug(T) + Wy up(x x
a2 P U1 a3 o 7 UL ),
Nous avons vu a la section 1.2.2 que les coefficients ¢* et v* sont nuls. D’autre part, si on

applique l'ansatz a la condition au bord, on trouve d’apres (2.6) que u4 <0; ) =0 dou
€

da;uo(O)w ((g)) + 41(0) = 0. On a donc que 1;(0) = —CZ:UO(O)U} (g) On a donc que 4
est solution du probléme
&2
—a*ﬁﬁ(x) —w?priy(r) = 0 dans € (2.9
0,(0) = —iuo(O)w(O)

dx

On remarque que contrairement au cas de I'homogénéisation dans I’espace tout entier, la
condition de Dirichlet que nous imposons a #; fait qu’il est en général non-nul.
— 1wy s’écrit sous la forme
d2

S u(@)0) + - ()uly) + (o) (y) + iale),

ou 0 et v sont les solutions des problemes de cellule

29



Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

Trouver 6 € H;#(Y) tel que pour tout v € Hy(Y),

d, d

(ad—yG, d—yv) iw, v) + (a —a”,v) (2.9)

d
—v) + (ady

= —(aw, i

et

Trouver vy € H;#(Y) tel que pour tout v € H;E(Y),

d d )
(a@77 @U) = (p - P 7U) (210)

et U9 satisfait ’équation volumique

d2 ~ * A * d4 * d2 *
—a*@w(x) — Wi ptly(z) = d @uo(l’) +w?e @’Uo@) +w'hug(z), = €9

ou les coefficients d*,e* et h* sont donnés par
= {a B tal)y, @ =(aataytpl)y, K= (o)
= {(a— a e =(a—a+a = .
dy Y, dy YT PY)y, Y)Yy
avec « et 3 les solutions des problemes de cellule

Trouver o € H;E(Y) tel que pour tout v € Hy(Y),

d

(adiyav diyv) = _(ar% ddyv) + (GCZ/,}/’ U) + (pwa ?))

et

Trouver 3 € H;(Y) tel que pour tout v € Hy(Y),

d d d d
—v) = —(ab, d—yv) + (ad—yQ,v) + (aw,v).

Par ailleurs, pour la condition au bord satisfaite par s, si 'ansatz est valide jusqu’au bord,
2

0 Cd N 0 0N
on a que U (0; 5) =0 d’on deQUO(O)H (5) + %ul(O)w (5) + wu(0)y <€> +12(0) = 0.

d d

On a donc que 42(0) = —FUO(O)H(O) - d—ﬁl(O)w(O) — w?ug(0)7(0). Finalement, on
x x

obtient que 1y est solution du probleme

* i g 2% * d 2 % d? 47 %
—a ﬁUQ(«T) —wp UQ(IE) = d CCZZ%AUO(:L‘) + w’e gﬂUO(ZE) —+ w h uo(x) dans (2
— 2 (0)8(0) = -8 (0)w(0) = wuo(0)7(0)

0 (0) —
2(0) dz

(2.11)

On voit que les conditions aux bords de chaque terme 4, dépendent des termes précédents et
des valeurs des solutions de problémes de cellule, qui peut varier suivant la maniére dont le bord
coupe la cellule.
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2.2. Les difficultés en dimension d > 2

2.2 Les difficultés en dimension d > 2

Dans cette section, nous allons montrer que I'ansatz (1.4), qui fonctionnait encore en une
dimension, n’est pas adapté en présence de bords en dimension d > 2.

Nous allons partir du méme ansatz que précédemment :

U (X) = up(x) + euy (X; X) + 2uy <X; X) +e-
€ £

et nous allons montrer que nous aboutissons a une incohérence.

Quand nous introduisons 'ansatz dans I’équation volumique, nous trouvons les mémes
équations volumiques pour les termes macroscopiques i, et les mémes problemes de cellule (voir
section 1.2). Il ne manque que les conditions au bord. On introduit I'ansatz dans la condition

au bord :
g = Ugr = Ugr + €U <'; > + e%uy <'; > +
g N g N

et on identifie les puissances de e formellement. Nous trouvons alors pour uy :

{—div[A*Vuo(X)]—wz,O*uo(X) = f(x) dans Q (2.12)

Uy =4 sur I

Ensuite, pour 44, I'identification nous donne

. d *
Uy <.; ) =) = Z@xiuo‘pwi () + dypr = 0.
r i1 £/r

3

d

Or si w; est dépendant de s, le terme Z Oy, UorW; (> oscille & une échelle € dues au facteur

._ & |F
=1

w;(-/e)r alors que 4y est censé avoir des variations macroscopiques. Il y a donc une incohérence

dans les termes de ’ansatz.

L’ansatz n’est donc pas adapté en présence de bord. Dans la littérature ([94, 95, 7, 20, 19,
70, 71, 112, 12]), ce phénomene est connu sous le nom de couches limites. En général dans la
littérature, le terme 4 est supposé nul. On peut montrer que ug + euy (ou u; = ui*®) converge

vers u. en norme H' mais la vitesse de convergence est moins bonne qu’en absence de bord. [18,

78, 43]
= O(Y?).

HY(Q)

U (x) — {uo(x) + ey <x; X)} ‘

3

En effet, en posant z. la solution du probléme

—div {a <:> st] —wp (:) zz=0 dans €

Ze = —Uyq <-; E) sur T

on montre que la différence e, = u. — (ug + euy + €z.) satisfait le probleme

€

{ —div {a (?) Vea] —w’p (X) e. = —e((div—divy)(a(-)Vyua) + Lou;) dans Q

e = 0 sur I’
Alors, en utilisant les techniques de la démonstration du théoreme 1.10 que

|ue — (uo + euy + e2:) || a1 (o) = ezl < Ce
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

ou C' est indépendant de . Par la suite, on en déduit que
e — (uo + eur) || () < |[ue — (uo + eur + €2:) 1) + €llze|lm @) < Cc + €|z 1)

Or, d’apres le probleme vérifié par z., on a que

w52
€/ IHY2(Q)

Izl <C|

et par interpolation, on a

0 (32 ey <1 (52 s (52)
€ HY2(Q) g 9

’ < —, on en déduit que || 2| g1(0) < Ce2, ol le résultat (voir [7] pour
H(Q) €

1
2 2

H(Q) L2(Q)

Comme

()

plus de détails).

Si U'erreur est calculée sur un domaine D CC €2, on a une meilleure convergence

mais ’ajout des termes suivants ne permettent pas d’améliorer cette convergence

us(x) — [uo(x) + euy <x; :)} = O(e).

oo

us(x) — [uo(x) +euy (x; X) + 2uy (X; X)} H = O(e),
2 e/l (o)
et on a aussi bien sir
‘ us(x) — {uo(x) + ey <x; X> + 2uy (X; X)] H = 0(e'?).
2 e/l o)

C’est pour cela que le modele homogénéisé est connu pour étre peu précis pres des bords. Dit
autrement, I’ansatz n’est pas adapté proche du bord.

2.3 Développement asymptotique double-échelle enrichi
Dans cette section, nous nous restreignons a la dimension d = 2 pour une meilleure compré-

hension. Les résultats théoriques s’étendent facilement en dimension d > 2 (avec le domaine
Q =R, x R¥7h).

2.3.1 Présentation du développement enrichi

Afin de prendre en compte les phénomenes qui apparaissent au bord, nous allons modifier
I'ansatz (1.4) en y ajoutant des termes correcteurs. Les termes, appelés termes de champ proche
parce qu’ils ne vont « vivre » que proche de bord, sont construits pour corriger ’ansatz proche
du bord sans le « polluer » loin du bord.

Nous introduisons 'ansatz suivant :
400 x 400 x
us(X) =~ Z e"u, (x; ) + Z e"U, <$2; > ) (2.13)
n=0 € n=0 €
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2.8. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

La premiere partie de 'ansatz est identique & (1.4). Les u,, qu’on appelle terme de champ
lointain, vérifient les équations volumiques du chapitre précédent. Les U, (x2;y1,y2) sont les
termes de champ proche : ils sont supposés définis sur R x R™ x R, sont 1-périodiques par rapport
& 1 (on peut donc les restreindre & R x R* x (0,1)) et doivent tendre vers 0 quand y; tend vers
I'infini. Remarquons que cette derniere hypothese impose que les champs proches ne vivent que
pres du bord et ne pollue pas l'autre ansatz qui lui est tres pertinent loin du bord.

Nous injectons 'ansatz dans I’équation (2.1) (les calculs suivants sont formels et seront
justifiés a posteriori par des estimations d’erreur) :

—div[a(DV;g"un(x;:)]—wp< )Zeun<, ) leld( )VZEU <x27 >]

=f(x)

—w p( )ZSU (a:g, ) f(x)

: —dwla( )vng (::;2, )]—wp( )ZEU (xz, ):0.

Les termes de champs proches étant des fonctions composées de deux variables, on introduit
les opérateurs suivants, similaires a ceux du chapitre précédent mais dans des domaines différents :

Lov = —divy[a(y)Vyv]
Lo = —0,,]a(¥)0y0] — Ola(y)0rs] (2.1
Lyv = —aly)di,v—w’p(y)v

en identifiant les différentes puissance de e, on obtient une nouvelle cascade d’équations satisfaite
par les termes de champ proche : V& > 0,

E()Uk = —ElUk_l — EQUk_Q dans Q = RJr x R (215)

(on pose U_; = U_5 = 0). En introduisant ’ansatz dans la condition au bord et en identifiant
les puissances de £, on trouve : pour tout n € N,

611,09 = Up ('; ) +U, <'; ) .
g/ r /|

Ceci doit étre vrai pour tout € donc formellement

0n.09(72) = 1y (0,225 0, y2) + Upn(x2;0,92). (2.16)

Dans ces équations, notons que x5 joue le role de parametre. Comme U, est périodique par
rapport a ys, ’équation peut donc étre posée dans la demi-bande infinie B = R* x (0,1) en
ajoutant la condition y.-périodique qui signifie que la trace de la fonction et la trace de sa
dérivée normale sont 1-périodiques dans la direction €3. Nous notons I'g = {0} x (0, 1) le bord
gauche de B.
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

FIGURE 2.1 — Demi-bande infinie B.

Ainsi, pour tout n € N, U, vérifie

—divy[a(y)VyUn] = 0u,[a(y)0y,Un-1] + Oy, [a(y) 0z, Up 1]
+a(y)92,Un—s + w?p(y)Un_s dans B
Un(2;") = 0n09(w2) — un(0,22;) sur I'g
U, yo-périodique

(2.17)

Nous allons introduire dans la section suivante le cadre fonctionnel pour que ce probleme soit
toujours bien posé mais la solution ne sera pas toujours exponentiellement décroissante vers
0. On va voir que la solution est exponentiellement décroissante vers 0 si et seulement si une
condition de compatibilité est satisfaite. Cette condition va nous donner une condition au bord
pour .

2.3.2 Etude du probléme type de demi-bande infini

Dans toute la suite, nous dirons qu’une fonction qui vérifie —divy[a(y)VyU] = F est ya-
périodique si elle vérifie les deux conditions de périodicité : sa trace et la trace de sa dérivée
normale sont 1-périodiques dans la direction €.

Les termes de champ proche vérifient des problemes du type :

—divy[a(y)Vy,U] = F dans B
U G sur Iy (2.18)
U yo-périodique

Introduisons tout d’abord I’espace

|ul®
W(B) = {u c H..(B)/ /B Tty + |Vul*dy < +oo ¢,
muni de la norme

Juf?
B1l+vy}

1
2
Vu € W(B), Jullw) = ( + \Vu\zdy> .

Notons que H'(B) C W(B) et que toutes les fonctions constantes sont dans W (B).
Nous notons W (B) le sous-espace de W (B) des fonctions 1-périodiques par rapport a ys :

Wy(B) = {u€ W(B) / =0 = ujyp=1 - (2.19)

On introduit également
W(B) = {u € Wx(B) / up, = 0}. (2.20)
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2.8. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

/2

Enfin, on note H;é (Iy) Pespace des traces sur I'y des fonctions de Wy (B) :

H/* (Do) = {up, . u€ Wy(B)}

dont le dual est (H;/Q(FO))’ = #;1/2(110). On note (-, -)r, le crochet de dualité entre HJ#/Q(FO)

et H;ﬂ(f‘o). Dans toute la suite, i désigne la normale sortante, ici o = —ej.

Théoréme 2.2 (Existence et unicité). Si G € H;/Q(FO) et F\/1+1? € L*(B) alors le probléme
(2.18) est bien posé dans Wy (B).

Ce résultat est basé sur une inégalité de type Hardy ([72, 83, 97, 11]) :
YW eWu(B),  |Vlwm <COIVV]im (2.21)

Intéressons-nous maintenant au comportement a 'infini d’une telle solution.

Proposition 2.3. On suppose que F' est exponentiellement décroissant i.e. il existe 7o > 0 tel
que ™' F € L*(B). Soit U € Wx(B) solution de (2.18). 1l existe v > 0 et une unique constante
Cu € R telles que

U=Cy+e™U, UecHY(B).
Nous faisons la preuve de cette proposition en annexe.

Maintenant que nous savons que notre solution tend exponentiellement vers une constante,
il nous faut chercher les conditions sur F' et G pour que cette constante soit nulle (cela assurera
que U tend vers 0 a l'infini). Pour exprimer cette condition, nous introduisons une fonction
profil i.e. une fonction représentative du probléme, un peu comme les solutions de problemes de
cellule en homogénéisation classique :

Proposition 2.4. Il existe une unique solution N € H}. (B) du probléme

—divyla(y)VyN] = 0 dans B
N =0 sur I'y (2.22)
N yo-périodique

de la forme N = b1+t

+ N ou N € Wy(B).

*

ary

N est donc dans le noyau de l'opérateur £y et a un comportement linéaire modulé par la
fonction oscillante w.

Démonstration. Unicité de N :
Si nous avons deux solutions, leur différence est solution du méme probléme avec terme sources

nul et cette solution est dans W4 (B). Elle est donc nulle par le théoréme 2.2.
Existence de N :

On pose N = N — Lwl(Y)Xl(yl) ou x1 € C®°(R"), Vo < 1,x1(x) =0, Vo > 2, x1(z) = 1.

*

ary

On a alors

*
ary

—divy [a(y) VoA = 20 biy a(y) V3] + 2a(3)7, (“w(y)) Vyu

& support compact
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

olt on a utilisé le fait que —divy[a(y)Vy(y1 + w;)] = 0 dans Y. Comme N = 0 sur Iy, on
en déduit d’apres le théoreme 2.2 qu’il existe un unique N € W;(B) s’écrivant, d’apres la
proposition 2.3, N = Cy+ e Ny ou Ny € H'(B).

On pose & présent N = N — Lgl(y)(l — x1(y1)) qui est donc dans W (B). 1l suffit donc de
a11

poser N =
an aiy

La propriété suivante de N sera utile plus tard.

Lemme 2.5.

(aVyN -1, )y, = 1

Avant de démontrer ce lemme, regardons le lemme suivant :

Lemme 2.6. Pour tout N € N, pour tout ¢ = 1, 2, I'intégrale / } a(y)0y, (yi +w;)dys est
{N}x(0,1)

indépendante de N et vaut

Loy 20000 (0 )y = oy

Démonstration. L’équation (1.14) vérifiée par w; peut se réécrire —divy[a(y)Vy(y; + w;)] = 0.
On multiplie cette EDP par y; et on integre sur la cellule Y, en utilisant que 1 et 9,,w; sont
périodiques par rapport a y, et en utilisant I’expression

ay; = / Oy, (yi + wl)dY>
on a
0 = / divya(y)Vy(yi + wi)yidy
= /Y a(y)Vy(y: +w;) - Vyyidy — /ay a(y)Vy(y; +w;) - iyrdo(y)

= /Y a(y)0y, (yi + w;)dy + a(y)0y, (yi + w;)y1dys — /y B a(y)0y, (yi + w;)y1dys

ok
=ay; =0

y1=0

On en déduit que
ai = [ aly)dy, (s + w)d
y1=

Par périodicité par rapport a y;, on en déduit que pour N € N,

ay, = a(y)o,, (y; + w;)dys.
1i (Nx(0.1) (Y) y1<y ) Y2

]

Démonstration du Lemme 2.5. N vérifie 'équation volumique —div[a(y)VN] = 0 dans B.
Intégrons par parties cette équation dans une bande finie By = (0, N) x (0,1) :

/B a(y) VNV 1dy +(aVN -6, 1)r, — (aVN - &, 1)r, = 0.

=0
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oit Ty = {N} x R est le bord droit de la bande By, d’ou
(aVN ey, )r, = (aVN -e1, I)r,.

Y1 + w1

Or N = + N donc

*

an

" e}, 1>FN + <CLV./\/ . e}, ]'>FN'
ar

(VN - 61, 1), = (aV (yl i wl) : V

w w .

Or par le lemme 2.6, (aV <y1 t 1) -e1, l)ry = / a(y)V (yl i 1) -e1dy, = 1. De plus, N/
a1 'y 11

est exponentiellement décroissant vers une constante. Donc a(y)VAN - €3 — 0 quand y; — 0. En

faisant tendre L vers l'infini, on en déduit que (aVN - €3, 1), = 1. O

La constante Cy de la proposition 2.3 peut étre déterminée explicitement a partir de F' et G
grace a cette fonction profil.

Proposition 2.7.

OU:/BF/\/dy+<aVN~e1,G>FO.

ou n désigne la normale sortante.

Démonstration. On se place dans une portion By = (0, N) x (0, 1) de la bande B pour N € N.

21
: .-
[}
[}
[ ]

Ly By Iy

‘

2o

En multipliant 1’équation (2.18) par A et en intégrant sur By, nous avons

— [ divy[a(y)V,UN]dy = /B FNdy

BN

On utilise une formule de Green une premiere fois,

/B a(y)VyUVyNdy — (aVU - &,N)r, —(aVU - & N)p, = [ FNdy,

By

=0 car Np,=0

puis une seconde fois,

— Uldivya(y)VyN]dy +(aVN -0, U)r, + (aVN -1, G)ry — (aVU -0, N)r, = FNdy

By By

=0

(2.23)
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ou on a utilisé que Ujr, = G. Or (aVU -1, N)r, ﬁ 0 car en utilisant la proposition 2.3, il
—+00

existe une fonction U € H'(B) telle que U = Cy 4+ e 7'U donc

<CLVU . ﬁ,N>FN = (a(?yl (677@110),/\01“1\[ — 0.

N—~+o0

~ w

Par ailleurs, on remarque que A est solution du probléeme (2.18) avec F' =0 et G = —Tl, donc
R ar

par la proposition 2.3, il existe v > 0, O € Ret V € H'(B) tels que N' = Cyg + e 7'V Alors,

en utilisant les propositions 2.3 et 2.4, on a

@VUN 8, Uy = (ady, (Cp + 25U 4 oy oy 4 eV i)y,

aiy
a
= (™14 B, wi(n, ), ey
11

=1 par le lemme (2.6)

*

11

+(a (OUay1(€_WIV) + Gyl(iyl +aw1 ») + e‘”ylV)f]e_VN> Dy

—0
N—+oo
Ainsi

Cy :/BFNdy— (aVN -1, G)r, Z/BFNdyHaVN-elG)ro-
O

Pour toute solution U de (2.18), il est donc possible de déterminer son comportement (qui
est constant) a U'infini & partir des termes sources et de A/ | en particulier pour les termes de
champ proche U, solutions du probleme (2.18) avec des F' et G particuliers. Nous cherchions
des fonctions qui tendent vers 0 a l'infini. On veut donc que leur comportement constant soit
nul, ceci impose donc une condition sur F' et G :

Corollaire 2.8. La solution U du probleme (2.18) décroit exponentiellement vers 0 si et
seulement si F' est exponentiellement décroissante et

/B FNdy + (aVN -6}, G)r, = 0 (2.24)

2.3.3 Application aux premiers ordres
Ordre 0

On cherche une solution Uy € W, (B) exponentiellement décroissante du probléme (xq est
vu comme un parametre) :

—divya(y)VyUy = 0 dans B
Uo = g(x2) —ugr(z2) sur [y
Uy yo-périodique
L'unique solution dans Wx(B) est donnée par

Vg, Up(r2;y) = g(22) — uor(z2).
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On rappelle que U, doit étre exponentiellement décroissant vers 0 quand y; tend vers +oo.
Puisqu’il est constant par rapport a y on en déduit qu’il est nul. Ainsi, on a

Upr = g-

On retrouve donc la condition sur le bord obtenue au début du chapitre.

Ordre 1

En notant pour tout 4, gi = —w;, le probléme vérifié par U; s’écrit alors, pour tout x
—divyla(y)VyUs] = dans B
U1(1‘2; ) = Zgz azluO|F $2) - U1|F($2) sur [y
Il existe une unique solution U; exponentiellement décroissante des que la condition de compati-
bilité (2.24) est vérifiée soit
—(aVyN -1 Zgz Or, gy (w2) — Gayr(72))r, = 0
S > Oy uor( x2)<avy/\/~ ii, g} vy — G (22) (aVyN -1, 1)1, =0

=—1 par le lemme 2.5

Alors, pour que U; tende vers 0 a l'infini, @; doit vérifier la condition au bord

’LALHF == Zdiamilm‘p, (225)
ou ‘
dy = —(aVyN -1, g;)r,.
D’apres ’équation volumique (1.25) et la condition au bord (2.25), 4, satisfait

—div[A*Vi,] — w?p iy = 0 dans Q
@ = Y di0yug sur T

Des que ug et @y sont connus, Uy peut également étre déterminé. Pour tout ¢ € {1, 2}, introduisons
U} € Wx(B) les solutions des problemes

—divy[a(y)VyU;] = 0 dans B
U = g —d sur 'y
Ui yo-périodique
On remarque que U’ m 0 car la condition de compatibilité (2.24) est satisfaite. Par linéarité,
nous avons
U1 33’2, Z U 8 uO|F 332) X9 € R,y € B. (226)

Ordre 2

Commencons par réécrire ’équation vérifiée par le terme de champ proche Us :
_diVY[a<y)va2] = a:m [a<y>ay2 Ul] + ay2 [G(Y>ax2 Ul]
En utilisant (2.26), on trouve que U, vérifie

—diVy[ V U2 ZfQ -uO|F

i<j
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o f2(y) = aly)d,,Ui(y) + 0, (a(y)Ui(y)) et fo' = 0. Pour la condition au bord, on a

U, <-; > = —Uy <-; > . En utilisant I'expression (1.19) de ug et en notant pour i € {1, 2},
e/r e/r
Q?i = —Qu‘, 952 = —01p — Oy et gg = —7, on trouve pour tout zy € R,
2(2; ) Zg xliUOIF(IQ + 39 (1), tlar (22) + w?gs (Jugr(22)  sur L.
1<j %

Ainsi, U, vérifie le probleme

_divy[a(Y)vaﬂ = Z f2 xlxjuow dans B
i<j
Us(ze;-) = Zg zzz Uo\r T2) + Zgz )0z, Ur(z2) sur I'g
i<j
+w?gy(- )UO\F(l’z) — u2|r(332)-
U, Yo-périodique

Us est exponentiellement décroissant si et seulement si la condition de compatibilité (2.24) est
satisfaite, c¢’est-a-dire

S ([, 2Ny ) 0 o (e2) + S @V -5 651,02 e (22)
i<j

i<j

+ Z<GV3’N ’ ﬁ? gz'1>roariﬁ1\r(x2> + w2<avyN ' ﬁv g[2)>Fou0|F<x2) - ﬁQ\F(x2> =0.

On déduit que 5 vérifie la condition au bord

Ugr = Zd Op e + Y 3 0, uor + dyuoyr (2.27)
i<j
01\1 .. .. ..
4 = [ [/ Ndy — (VN -5 g9,
et

dg - _<a’vyN gt gS>F0'
D’apres ’équation volumique (1.31) et la condition (2.27), 4, satisfait
—div[A*Viy] —w?p iy = > d};,0,, L w? Z €02, ;U0 + w'h*uy dans Q

ijkl
ﬂ2 = Zd (‘3 U1|r +Zd2 u0|p + w d UO\F sur I'

i<j
Enfin, des que ug, 4 et o sont calculés, il est possible de calculer U, en utilisant :
— pour 1 <i < j <2 Uy € Wu(B) la solution du probléme

—divy[a(y)VyUgjj]‘ = ;J B dans B
uy = gi—dj sur Ty

Uy Yo-périodique
(qui tend vers 0 d’apres la proposition 2.8),
— UY € W4 (B) la solution du probléme

—divy[a(y)VyUs] = 0 dans B
Uy = g¢5—ds sur I'g
Uy yo-périodique
(qui tend vers 0 d’apres la proposition 2.8).
Par linéarité, Us peut s’écrire sous la forme,
ZL’Q, Z Ul (%Zul‘p IQ + Z xz$]u0|l“(x2) +w U2( )U0|F(ZL’2), To € R,y € B.

i<j
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2.3.4 Formalisme pour un développement a tout ordre

On vient de trouver que :

— iy vérifie la condition au bord @ r = Z d1 0z uo|r,
i

— g vérifie la condition au bord g = Z d10y, 1y r + Zdéja§i$qu‘F + wzdgump.
i i<j

De plus, les termes de champ proche vérifient :

— Uy =Y _U{dyupr ot Uj € Wy(B) est la solution de

—divy [a(y)VyUf]_ =0 A dans B
Uy = gi —d sur I'y
Uy yo-périodique

— Uy = Z Uf@xiﬂ”r + Z Ugjaxiwjumr + W2U§)U0‘F on UY e W4 (B) est la solution de

1<j

—divy [a(y)VyUéj: | = 53 B dans B
Uy = g5 —dj sur Iy
Uy yo-périodique

et Uy € Wy(B) est la solution de

—divyla(y)Vy,U)] = 0 dans B
Uy = gy—ds sur L'y
Uy yo-périodique

De fagon similaire au chapitre 1, il est possible d’étendre a tout ordre ces expressions et conditions
au bord. Avant cela, on remarque que le théoréeme 1.9 du chapitre 1 est toujours valable dans €.
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Théoréme 2.9. Soit n > 1. Il existe une solution U,, solution de (2.17) si et seulement si a,

vérifie la condition au bord .
e

ﬁnu" = Z [cn,k(ax)ﬁk]w (228)
k=0
et U, est donné par
n—1
Vzy € RVy € B, Uy(za;y) = > [Toop(y; 8x)ﬁp]|r (x2).
p=0

ol on définit pour tout p € [1,n] Y,(-;n) qui dépend de 1 de maniere polynomiale, de degré p et
pour tout 7 € C*, Y,,(:;n) est I'unique solution dans Wy (B) du probleéme défini par récurrence

~divy [a(y)Vy T, (m)] = Fy(m) dans B
Tpo(sm) = —6u(sm) —cp(m) sur T (2:29)
T,(;m) yo-périodique

(avec To=T_; =0) avec

Ey(5m) = ma(a(y)dy, + 0y,a(y)) Tpo1(5m) + (a(y)n; + w?p(y) Tp2(:sm),

ou O, est défini dans le théoreme 1.9, et ¢,(n) est un polynéme en n de degré p défini par
= | BmNdy + @V, - 6,0,(y;m)r. (2:30)

De plus, on montre que

uy € H'H(Q) = Vk € [0,n], @ € H™ Q).

Les premiers coefficients ¢,, valent :
— co(m) = —1,
— a(n) = dim + din,
— c(n) = di'ni + di*mne + di'n; + wdy.
Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, on a vu au paragraphe

précédent que

I27 ZUI 8xzuO\F 932)

ot les U sont les uniques solutions dans W#(B) des problemes
—divy[a(y)VyUj] = 0 ' dans B
U = —w,—d; sur [y
Uy yo-périodique
dy = —(aVyN -1, g1)r,
On rappelle que ©1(y;n) = w1 (y)n + w2 (y)n2-
On a donc Uy (x2;y) = Y1(y; Ox)lor(z2) ot Ti(y;n) = Uy (y)m + Ui (y)ne. On constate que Ty
est de degré 1. De plus,
a(n) = dym+ding
= Z(avy/\/-ﬁ, Wi )Ty N

— (VN -8, 0,(m)r.
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On constate que c;(n) est bien de degré 1. Enfin, par linéarité, on a que pour tout n € C?,
T1(-;m) € Wy(B) est solution du probleme

—divy [a(y)VyTi(5m)] = 0 dans B
Ti(sm) = —6i(sn) —a(n) surly
Ti(sm) yo-périodique

Enfin, la condition de compatibilité se réécrit
ﬁl\r = Z dliaziuow
i
= [01(3X)U0]|F

On suppose a présent la propriété vraie pour tout 1 < k < p— 1. L’équation volumique satisfaite
par U, peut se réécrire

—divyla(y)VyU,] = divy,|a(y)VyUp-i] + divy[a(y) Vs, Up-i] + a(Y)agz Up-o + w0 p(y)Up-2

p—2

= 2 [(@(¥)0yTp-1-5(¥3 Ox) + Oy (a(y) Tpo1-#(y; O))) Ouy ] p (2)

k=0

+ Z {G(Y)Tp—Q—k(Y; ax)aizak} Iy (l’g) + wzp(Y) [Tp—Z—k<y; ax)ﬁk]‘p (xQ)

= 2 [Fos(Ox)in]

k=0

(on rajoute Fy = 0 dans la somme pour la suite). D’autre part, sur I'g, d’apres (2.16), U, satisfait

la condition
Uppro (2 +) = e

= _Z p—k (Y Ox ) ] -

Ainsi, en appliquant la condition de compat1b1hte (2.8), on a que U, tend vers 0 quand y; tend
vers +00 si et seulement si

ZE:; K/B Fpi(ys 8x)/\/dy) ﬁk} " + ki; [(aVyN -1, O,k (+; 8x)>Foﬁk]|F =0

p—1
— ¥ K / Fy(y; 0Ny + (aVyN - £, 0,_5(; ax)m) uk} + (aVyN - i, Dy e = 0
k=0 B

T

=—1 par le lemme 2.5

On a donc bien
p—1

pir = Y [cp—1 ()] r-

k=0
Cela nous donne d’apres (2.16) et Oy = 1,

p—1
Upte = = > [0p-#(5 )] — Gpir
= Z [(=Op—k(+;0x) — k(0 ))ﬁkhr
k=0
Comme U, satisfait le probleme
—divya(y)VyU,] = 0Ou,laly )awUp 1]+ 3@12[ (¥)0z,Up—1] dans B
+a(y)o; Up-2 e p(y)Up-2
Up(xe;-) = —upu(0,29;-) sur [y
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et les YT, sont solutions de

{—divy[a(Y)VyTp(-;n)] = F(sm) dans B
T,(5m) = —06,(:m) —cp(n) sur Ty,

Par récurrence, Y,_1(n) est un polynoéme de degré p — 1 et T,_5(m) est un polyndme de degré
p — 2. Par définition de F,(n), on a que F,(n) est de degré p. Comme ©,(n) est un polyndéme
en 1 de degré p, on en déduit par définition de ¢,(n) qu’il est de degré p et donc que Y,(n) est
de degré p.

Par linéarité, on obtient que
p—1

Up = Z [Tp—k<'§ ax)ak]\r-

k=0
Il nous reste a montrer le résultat de régularité sur les termes macroscopiques. On suppose que
uy € H"(€Q). On a pour k = 1 que @, est solution du probléme

—div[A*Vi,] — w?p iy = 0 dans
4 = > diOyug sur T

Or comme ug € H"'(Q), pour tout 4, 0,,ug € H™(Q) et donc Oy, ugr € H”’%(Q). On en déduit
que iy € H”_%(F). On en déduit que 4, € H"(2). Par la suite, on suppose que pour tout
k<p—1<n, € HF(Q). On veut montrer que @, € H"™7(Q2). On a par ce qui précede
que 4, satisfait le probleme

p—1
_diV[A*Vﬁp] - w2p*ﬁp = - Z mp+1—k‘(ax)/ak dans 2
a, = Z [cp,k(ax)ﬁk]‘r sur I
k=0

ou pour tout k, mg(n) est un polynéme en 1 de degré k + 1 défini dans le théoreme 1.9. On en
déduit, par hypothese de récurrence, que pour tout k, m, 11 (0x)a, € H" ' 7P(Q). Par ailleurs,
toujours par hypothese de récurrence, comme cx(n) est un polynéme en 1 de degré k, on a que
[cp—1(Ox) ] - € H”_p+%(F). On obtient donc bien que @, € H"™77(Q). O

Tout comme pour les ©,,, les T, sont des polyndmes que nous écrivons

Vy € B,Vn e C?, T,(y;m) = > YTa(y)n®, a €N

|a|<n

2.4 Estimations d’erreur

Théoréme 2.10. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit n € N* et les familles (ug)r<n
et (Up)r<n définies respectivement par (1.33) et (2.9). On suppose (H,) : f € H" () et que a
et p sont suffisamment réguliers pour que pour tout k < n + 1, pour tout o € N tel que || < F,
O € Whe(Y) et T¢ € Wh*(B). On a alors

v - z o (+2) ()
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Démonstration. La démonstration est trés semblable & celle du théoréme 1.10.
Soit n € N*. Pour tout € > 0, on pose

el(x) = ZE U, (x 5) kz%é‘kUk (xg, :) )

D’apres (2.16), on a que efjp = 0. On va montrer que L.e; = —div(a(-/e)Vel] — w?p(-/e)el = 1.
tel que ||r.||g-10) = O(e"). Ainsi, par le théoreme de Lax-Milgram, on aura que

le2 [ i) < K™

Leel = —div {a () Veg} —w?p (> er
= f=> Loy — > LU,
k=0 k=0

Comme, d’apres la démonstration du théoreme 1.10,

On a

Z ¥ Loug = f + "((div — divy)(a(-)Vyuni1) + Louy,).

(ou 'opérateur Ly est défini en (1.7)) et de la méme maniére, en utilisant les opérateurs définis
en (2.14) et la regle de dérivation des fonctions composées (1.5),

n n—2 n—1 n
Z €kLEUk = Z SkﬁonJrQ + Z SkﬁlUkJrl + Z 5k£2Uk
= k:52 k=-—1 k=0
— Z€k ﬁOUk+2+£1Uk+1 —|—£2Uk) +€_2 £0U0 +€_1 (EOUl +£1Uo)
k=0 \:6_/ =0
e 1 (£1U +£2Un 1) +£ £2U

*l:OUn-Q—l
= " divy(a(-)VyU,ys1) + " LoU,
= " Y(div — div,,)(a(-)VyUni1) + " LU,

On en conclut que
n
L.e' =r,

ou
re = —"((div — divx)(a(-)Vytni1) + Lou, + (div — divy, ) (a(-)VyUnia) + L2U,).  (2.31)
Montrons que pour tout v € Hj(€2),
(1e,v) < Ke"||v]| m e

Soit v € Hy(£2). On a, en appliquant une formule de Green,

X

(re,v) < &" /Q [(div — divx)(a(-)Vytni1) (X; j) + Lou, (x; -
1 (div — dive,)(@()Vy Unsr) (;@; ’;) + LoU, (xz; ’;) v(x)dx‘
< &" —/Qa (:) Vytni1 (x €> Vi(x)dx +/Fa (:) VytUnt1 (x; :) - 00 (x)dxy
—/Q {divx[a(-)vyunﬂ] ( j) +a (j) Axuy, (X; :) + w?p (:) U, (X; :)} v(x)dx
)t o) [ s o2

—/Q {divw2 [a(-)VyUnii] (mg, X) +a ( ) 22U, <x2, X> + w?p <:) U, (mg; :)] v(x)dx‘
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Or v € H}(Q) . Ainsi, les intégrales sur le bord sont nulles. On retrouve donc comme précédem-
ment :

()] < A [I ¥yt el Vel agaye + Iive Pyt |z oyllel 2oy
+l[Axtn || L2 V]| L2(0) + |w2|||Un||L2(Q)||U||L2(Q)}
e [CVy Uil 2 V0] 2y + Clldiva, Vy Unsallzoy ol 2
+C1103,Unll 2@ 0]l 20 + Al [|Unll 20y 10]] 220

ou A est la constante de coercivité de a et p.
De méme que dans la démonstration du théoreme 1.10, on a

A" [V y i 22 Voll 2 + 1divs Yyt |2 0] 2oy

1At ool + |w2|||un||m<m||v||p<m} <K<

si 'hypothese (H,,) est satisfaite. D’autre part,

n—1

Un(z2;y) = Z o1 (y; O ) ke (2).

k=0

Or, Tk(y 1) est polynomiale par rapport a m. On D'écrit alors sous la forme YTi(y;n) =
Z T(y)n® ot a = (a1, ) € N? est un multi-indice, || = a; + ay. Ainsi,
la|<k

n(22y) Xn: > Yo (y)0gtr(x2),

k=0 |o|<n—k

ot 0 = 0;10;2. De plus, par la proposition (2.3), il existe v > 0 tel que, pour tout k > 0 et
pour tout a € N? tel que |a| < k
eNnTy —— 0.
Yy1—>+00

De plus par I'hypothese (H,,), V, T € L>(B) pour k < n+ 1. Donc,

yzy
19y Uil < L9y T (D)= Ple
k:0|a| n+1 k

0%y ()P

_TL o
Z Yo VT e e plle” = Otz
k=0 |a|<n+1-k
d’ou .
IVyUniillrziz <> Y. [IVy Yo € lre(my le 7 0% e || 220

k=0 |o|<n+1—k

<400 par hyp. sur a et p

et de la méme maniere

[1dive, VyUniallzz) < X2 D2 110y Toga we™ e lle™7" Ouy 05 k|| 22(0)-

k=0 |a|<n+1—k

<+o0o

On a également

n—1
102, Unllzze) < D2 D2 ITnore™ [li(m) [l 02, 0% i |20 (2.32)

k=0 |a|<n—k

<400
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et
[Unllz2) < Z > e o (my €7 05 tiyr || 120

k=0 |a|<n—k

<400

Par hypothese de régularité sur f, on a que uy € H" () et ainsi, par le théoréme 2.9, pour
tout k < n, tx € H" *1(Q). Les normes de ces dérivées qui interviennent dans les inégalités
qui précede sont donc bornées. On en déduit qu’il existe K > 0 tel que

(1e,v) < Ke"||v|| (o

Donc ||7.||g-10) = O(e"), d’ot le résultat. O

Corollaire 2.11. Soit n € N. Sous 'hypothese (H,,.1) du théoréeme 2.10, on a
-l s) + ()]
k=0 € €

Démonstration. Soit n € N. Sous I'hypotheése (H,,11), on a par le théoreme 2.10 que

B () o (52

k=0

= O(e"™).

L2(Q)

= O(e"t).
HY(Q)

On a donc

n+1
— UE - Z ek(U/k + Uk;) + 8n+1(un+1 + Un+1)
L2(9) k=0
n+1
Ues — Z &Tk(uk + Uk)
k=0
n+1
ua - Z €k(uk + Uk) + €n+1 Hun+1 + Un+1HL2(Q)
k=0 HY(Q)
< K€n+1 + 5n+1 ||Un+1 ||L2(Q) +€n+1 ||Un+1||L2(Q)
\—,—/

L2()

N\

+ " Jtngr + Ungall 20
L2 (Q)

N

<400
Or, dans la preuve du théoréme précédent, on a pu voir que [|Upt1|2(g) < +00 indépendamment

de € d’apres 'inégalité (2.32). On en déduit que

= O("th).
L2()

Ues — Z €k(uk + Uk)

]

Remarque 2.12. Loin du bord, on retrouve les mémes résultats en n’utilisant que les termes
de champs lointains dans le développement : pour un ouvert D CC €2, on a

— nguk (.; ) — 0(8”),
k=0 o)

o Z z—:kuk <‘; > — 0(€n+1)
k=0 € L2(D)
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2.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques obtenus avec la librairie élé-
ments finis XLiFE++.

1. Calcul d’une solution de référence u, :
Afin de valider les résultats théoriques et les estimations d’erreur, nous allons calculer la
solution exacte ou solution de référence u. qui vérifie

—div {a <:> Vug} —w?p (:) u.=f dans =R, xR (2.33)
u. =g sur ['=0Q

Pour ce faire, nous utilisons la transformée de Floquet-Bloch afin de nous ramener a des
problemes de demi-bande infini. Commencons par définir la transformée de Flochet-Bloch
que nous allons utiliser.

Définition 2.13 (Transformée de Flochet-Bloch). On pose K, ( g, ;) <—7T, W)
e €
On définit la transformée de Flochet-Bloch (TFB) F : Cy(R x R) — L*(R x K_) par
Vr, € R, (x9,k) € K., Fu(xy, 2,k ,/ Z u(zy, xe + ne)e —ikne (2.34)
nGZ

2
Rappelons les propriétés de la TFB qui nous intéressent ici. Si u € Cy(R?), Fu est i
£

périodique par rapport a la variable k et est k-quasi-périodique (k-QP) par rapport a la
variable x5 :

Vo, €R, (20, k) € K., Fu(wy, g + €, k) = ™ Fu(xy, 19, k). (2.35)

De plus, la TFB commute avec les opérateurs de dérivation : pour i = 1,2, F(9,,u) = O, Fu
pour u € C*(Q). Concernant les fonctions périodiques, si a : (z1,72) € R* = a2y, 25) est
une fonction e-périodique par rapport a z,, alors F(au) = aFu. Sur les espaces de Sobolev,
on a également la propriété : pour k € (—7/e,m/e) et u € HY(Q), (k) = Fu(-,- k) €
HYQ) ou Q = Rt x (—¢/2,¢/2) et HX(Q) = {a € HY(Q) / Vx; € R, a(x1,¢/2) =
ez, —¢/2)}.

En appliquant la TFB & I’équation (2.33), on obtient que Fu.(-, k) = @.(k) € H}(Q) est
solution de I'équation

—div {a <:> Vﬂa(k‘)] —w?p <§> i.(k) = f(k) dansQ
= g(k)

sur T (2.36)

o I = {0} x (—¢/2,¢/2).
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2.5. Résultats numériques

- F e/2
Q —A r Q
—&/2

F1GURE 2.2 — Transformée de Flochet-Bloch du demi-plan €2

On montre que ce probleme est bien posé dans H, ;(Q) en utilisant la coercivité de a et p et
le fait que Im w? > 0. Pour résoudre les problémes de demi bande, on utilise la méthode
de [79]. A partir de la solution u.(k) de (2.36), on peut retrouver u. en appliquant la
transformée de Flochet-Bloch inverse définie par

3

£
Vxl < R,V.’L’Q < <—2, 5

> VneZ, u(xy,zy+ne) = \/2?/2 Fula, 22, k)™ dk.
=3

Pour simplifier, nous allons considérer le cas ot f(k) = 0.

. Calcul des solutions des problemes effectifs :
Pour le calcul des solutions de problemes en milieu homogene c’est-a-dire ug, i et s,
nous pourrions utiliser une transformée de Fourier. Pour valider les estimations d’erreur
sans introduire d’erreur de discrétisation supplémentaire, nous faisons le choix de les
résoudre en utilisant une transformée de Flochet-Bloch. Bien que le milieu soit homogene,
on considere qu’il est e-périodique et nous appliquons la méthode précédente. L’avantage
de résoudre les problemes effectifs avec la méme méthode que pour la solution exacte
u. est que nous n’introduisons pas d’erreur de discrétisation supplémentaire entre ces
solutions, ce qui nous permet d’obtenir des estimations d’erreur non détériorées par une
discrétisation différente. Il faut noter que nous pouvons appliquer la méthode de [79] pour
les problemes satisfaits par ug et @; car le terme source de ces problémes est nul (nous
avons choisi de prendre f (k) = 0). En revanche, le terme source du probléme satisfait par
19 est non nul :

—divy [A*Villa] — W0ty = D djj 0y 0o + W7 Y €05, ug +w'hug  dans Q.
ijkl ij

Pour résoudre ce probléeme, nous adaptons la méthode de résolution de probléemes de
demi-bande avec terme source que nous détaillons dans la section 4.2.

. Calcul des solutions de problemes de cellule :

Comme dans la section 1.4, nous calculons les solutions des problemes de cellule en utilisant
une méthode de pénalisation qui permet de trouver une solution avec la contrainte de
moyenne nulle sur la cellule Y.

. Calcul des termes de champ proche et des conditions au bord des termes
macroscopiques :
Le calcul des termes de champ proche nécessite la résolution de problemes posés dans une
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bande. La méthode que nous avons développée est détaillée dans les sections 4.1 et 4.2.
On rappelle la condition au bord satisfaite par 4, :

’al‘r = Zdiaxiuowu
ol , .
& = —(aVyN i, gi)r, = (V4N -, 0,

Pour calculer ces coefficients dj, il n’est pas nécessaire de calculer A/ . En effet, on a que

+w .
s Ly NouN e Wx(B). On peut alors écrire que
aiy

N se décompose s’écrit N =

d = (aVy (yltlerN)-ﬁ,wi)FO

ary

ary

+ - VI
= (aVy (yl ” wl) - 1, wi)Fo —+ (aVyN . n,wi)po.

Nous avons toutes les données pour calculer la premiere intégrale. Intéressons nous a N.
Puisque N satisfait le probleme (2.22), on a que N est I'unique solution dans W (B) du
probleme
—divy[a(y)VyN] = 0 dans B
{ N = —% sur I'y
a1y
Or dans la section 4.1, nous définissons un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN), noté

AP™N " de la maniére suivante : pour tout ¢ € Hl/z( L), AP () = —a(y)Vyu(p) - €1y,
ou u(cp) est 'unique solution dans W (B) de

—divy[a(y)Vyu(p)] = 0 dans B
u(p) = ¢ sur [y
- 1
On en déduit que a(y)VyN - fijp, = AP (— :) = ——AP"™N(w,) car 'opérateur est
a11 a11
linéaire. On a donc que
. = L \pix
dy = —(aVy(y1 + w1) - 0, wi)r, — — (A7 (w1), wi)ry.-
ary a1y

Le calcul de lopérateur DtN AP est détaillé dans la section 4.1.
La condition au bord satisfaite par s que nous avons trouvée s’écrit

U2|[‘ - Z d a u1|l" + Z d ,U0|1" + dglbo‘p

i<j
ol 4 y
= b0 [ (@)DUIY) + 0, a5y — [0V, -5 g,
avec pour i € {1,2}, g7 = —0y, g3> = —015 — 01, et

dg = <aVy/\/ . ﬁ, ")/>p0

Nous venons de voir comment calculer les termes de bord. Le calcul de I'intégrale sur la
demi-bande B des coefficients d3* et d3* se fait grace a notre méthode de calcul des termes
de champ proche et est détaillé dans la section 4.4.
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2.5. Résultats numériques

Nous prenons comme fonctions a(y1, y2) = (2 + sin(27y1))(2 + sin(27ys)) = p(y1, y2) et nous
fixons le paramétre de la forme w? = (k, +1i)? +k§ avec k, = 4.5, k, = 4. Nous prenons également
pour terme source f = 0 et pour condition au bord g(y;) = ¢*¥¥2. Comme pour les calculs
numériques sans bord, nous prenons des ¢ de la forme e = 1/N avec N € N* pour avoir un
nombre entier de cellules dans notre domaine de calcul. Nous représentons les solutions dans le
domaine = (0, 1)%, I'unique bord « physique » & gauche.

OO0O000O0O
O0O0O0O0O0O
O0O0O0O0O0O
O0O0O0O0O0O
O0O0O0O0O0O
OO0000O0O

FIGURE 2.3 — Domaine 2

Sur la figure 2.4, on représente u. pour € = 1/8 et uy. Une nouvelle fois, on voit que ug
représente bien le comportement macroscopique de ..

FIGURE 2.4 — u, pour € = 1/8 (& gauche) et ug (a droite) dans Q = (0,1)?
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1.5e-01
[ 0.1
— 005
o]
-0.05
-0.1
-1.5e-01

FIGURE 2.5 — u. — ug pour € = 1/8 dans Q = (0,1)?

La vitesse de convergence de u. vers ug en norme L? est bien en O(e) et en O(1) en norme
H' comme lillustre la figure 2.6.

—0.5
——————————— o
e o--- - o--
—1.5}
T o
&
g
;50—2.5 5
-3 /m,/
/’//
—-3.5 j/’/ 457““6_/”0”[,2
—o— |lue — ug|| g
—4 ! ‘ ‘ ‘ ‘ —— Pente 1
-3 —28-2.6-24-22 -2 —1.8-1.6—-14-1.2

log(e)

FIGURE 2.6 — Erreur u. — ug en norme L* et H' en échelle logarithmique

La figure 2.7 représente cote a cote les différences u. — ug et u. — (ug + cuy™) pour ¢ = 1/8

a la méme échelle. On constate que les oscillations dans le domaine sont corrigées par la partie

oscillante u7*.

9.7e-02
[ 0.06

0.02

o]

-0.02
-0.04
-0.06
-9.7e-02

9.7e-02
[ 0.06

0.02

0

-0.02
-0.04
-0.06
-9.7e-02

FIGURE 2.7 — u. — ug (a gauche) et u. — (ug + cu*®) (a droite) dans 2 = (0,1)? pour € = 1/8
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2.5. Résultats numériques

En revanche, on observe un comportement macroscopique dans le volume qui n’est pas
corrigé par ui*. D’autre part, on observe des oscillations le long du bord I' correspondant au
phénomene de couches limites dii a la présence de bord. Sur la figure 2.8, nous représentons
ue — (up + €uf®), us — (up + cuq) et u. — (ug + cuy + €Uy) a la méme échelle, différente de celle
de la figure 2.7. L’ajout de @; au développement permet de prendre en compte le comportement
macroscopique que nous avons observé au-dessus. Enfin, il nous suffit d’inclure U; pour corriger

les oscillations au bord.

osc

FIGURE 2.8 — u. — (ug + euf
(au centre) dans © = (0,1)* pour ¢ = 1/8

) (a gauche), u. — (up + euy) (a droite) et u. — (up + euy + €Uy)

La figure 2.9 représente les courbes de convergences de u. — (ug + eu$*®), u. — (up + €uq)

et u. — (up + euy + €U;) en fonction de £ en norme L? et en norme H'. On constate qu’avec
le développement & l'ordre 1, pour obtenir la vitesse de convergence que nous avions dans R?
tout entier, c’est-a-dire une convergence en O(g?) en norme L? et en O(e) en norme H', il est
nécessaire d’ajouter 4, et U; au développement.
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—92 . —1.6
—1.8
3L —2
—2.2
/E,/
= L - ——24
= _4F =)
I &
5] 2.6
& 2 28
—5| i
gf’// =5 [Jue — (uo + euf™)| 2 —-3.2 b’ —5—[Jue — (uo + euf®) | g
e o [lue — (uo + eur)|| 2 o o [lus = (uo + eu)| g
—6¢~ —o— |lue — (up + eur +€Uy)|| 2 —34 —o— |lue — (uop + euy + eUy) || g
‘ ‘ ‘ —— Pente 2 36 L ‘ ‘ ‘ —— Droite de pente 1
—3-2.8-2.6-24-22-2-18-16-14-12-1 -3 -28-26-24-22-2-18-16-1.4-12-1
log(e) log(e)

FIGURE 2.9 — Erreurs u, — (ug + cu*®), ue — (uo + euy) et uz — (ug + cuy + €Uy) en norme L?
(& gauche) et H' (& droite) en échelle logarithmique

Nous arrivons maintenant au développement a l'ordre 2. La figure 2.10 représente les
différences u. — (ug + euy +Uy), ue — (up + euy + €Uy + 2us*), u. — (ug + cuy + Uy + %uy) et
ue — (ug + cuy + Uy + uy + €°Usy) & la méme échelle, différente de celle de la figure 2.8. On
constate une nouvelle fois que u5*® permet de corriger les oscillations dans le volume mais on
observe encore un comportement macroscopique que ’on corrige grace a Gy et un phénomene de
couches limites qui est corrigé par Us.

7.5e-03

l 0.006

—0.004

7.56-03
I» 0.006
— 0.004

. 0002

0

-0.002
-0.004
-0.006
-7.5e-03

- 0002

[¢]

-0.002
-0.004
-0.006
-7.5e-03

FIGURE 2.10 — u. — (ug 4 cuy +eU,) (en haut & gauche), u. — (ug + cuy + Uy + £%u$*®) (en haut
a droite), u. — (ug + euy + Up + uy) (en bas & gauche) et u, — (ug + cuy + Uy + e2uy + £2U,)
(en bas & droite) dans Q = (0,1)? pour £ = 1/8

o4



2.5. Résultats numériques

fois que nous avons ajouté 4 et Uy au développement.

Finalement, nous constatons une nouvelle fois, grace aux courbes de convergence de la figure
2.11, que nous obtenons une convergence en O(g*) en norme L? et en O(c?) en norme H' une

—3.
= .9
4l ////'/ /@ -3 227
_5| »
Phs _4 -
B
= 6 _.B” ™~
=) - =)
2 2 it ,Q:
) mdi s g i e
o0 - o0 o
[} /,/’ o /gi L7
—_— 78 | ///g// — g/ji/é//
g 6t
=9 llue — (up + euy + €Uy + €2u$*®)|| 12 —— ||lue — (ug + euy + Uy + €2us*)|| i
0 —o— |Jue — (ug + eur + U1 + e%uz)|| 2 —o— ||lue — (ug + euy + Uy + 2ua) ||
T o Jlue — (uo + eur + €Uy + €2up 4 2Un) || 2 =T H—|Jue — (uo + eus + €Uy + e%ug + €*Us) || i
1 —— Pente 3 —— Pente 2

~3-2826-24-22-2-1.816-1.4-12—-1
log(e)

~3-2826-24-22-2-1816-1.4-12-1
log(e)

FIGURE 2.11 — Erreurs u, — (ug +euy + Uy +€*us™), ue — (uo + cuy + Uy + £%us) et u, — (ug +
cuy + €Uy + €*uy + €2Us) en norme L? (& gauche) et H' (& droite) en échelle logarithmique

Il est bon de noter que la maniere dont le bord coupe la cellule de périodicité influe sur la
condition au bord des termes effectifs 4y, is,... . Nous illustrons dans la figure 2.12 ’évolution
de la valeur du coefficient d} suivant la position du bord dans la cellule de périodicité. Pour
cela, nous notons pour a € [0,1], a(y1,y2) = a(ys + a, y2) et nous calculons le coefficient d;
associé au probleme avec pour donnée a,,.

0.1

0.08 | e
0.06 |
0.04 |
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—0.04 |-
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# +
& +
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j +
I +
+ +
iy +
J
¥ Y
— 0 [ ++ +
= + T
J
Jhy
h +
+ +
g +
+ +
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i +
+ +
¢ "
A
# +
A
7 ",

~0.08 1+ LA

—0.1 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

«

FIGURE 2.12 — Evolution du coefficient d! suivant la position du bord dans la cellule de
périodicité

On note en particulier que le signe des coefficients intervenant dans les conditions au bord
des termes effectifs varie suivant la maniére dont le bord coupe la cellule de périodicité et ne

peut étre connu a priori.
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A présent, nous explicitons le cas particulier de milieux stratifiés pour lesquels certains termes
du développement asymptotique sont nuls :
— Lorsque le milieu est stratifié parallelement au bord, ¢’est-a-dire dans notre cas une fonction
a indépendante de la variable o, on observe pour les premieres solutions de probleme de
cellule que w; est indépendant de la variable ys et ws est nul puisqu’on le rappelle, wq est
solution du probleme

Trouver wy € H;E(Y) tel que Yy € H#(Y), (aVwy, Vi)y = = (a,0y,7%)y = (Oy,a,v)y = 0.

On observe alors, en injectant 'ansatz classique (1.4) dans la condition au bord satisfaite
par u. et en identifiant les facteurs de €, que

. T ~
U1 <-; E)lp =0« Vl‘g € R, w1|p0 <?2> 85,;1’11,0‘1*(1)2) + U”p(l‘g) =0. (237)

Or w; est indépendant de la variable y, donc wyp, est constant. On obtient alors une
condition au bord satisfaisante pour @; puisque les termes dans (2.37) n’oscillent pas a
I’échelle ¢ ce qui implique également que le terme de champ proche d’ordre 1 U; est nul
car il n’y a plus d’oscillations a corriger. On retrouve ce résultat avec notre modele : on
rappelle la condition au bord satisfaite par

~ 7
tyr =Y _ di 0z ugpr,
7

ol
di = —{aV,N -1, g)r, = (aVyN - i, w;)r, .
Comme w, est nul, alors d7 = 0. Et puisque w; est constant sur le bord Ty, en utilisant le
lemme 2.5, on a que
d% = w1|F0 (aVyN : ﬁ, 1>1’*0 = —w1|p0.

=1
On retrouve bien la méme condition que (2.37). Par ailleurs, comme —wyr, — di =0 et
de méme —wyp, — d; = 0, comme les U] satisfont les problémes

{ —divy[a(y)VyUi] = 0 dans B

U = g/ —d surTy

on a bien que U} = Uf = 0 et alors U; = 0.

Pour T'illustrer numériquement, nous prenons pour fonction a(yi, y2) = 2 + sin(27y; ) et
nous conservons les autres parametres. Dans la figure 2.13, on représente cote a cote les
différences u. — (ug+cuf®) et u. — (ug+euy) a la méme échelle pour € = 1/8. On constate
que u; corrige 'erreur dans le volume et qu’il n’y a pas d’oscillations sur le bord a corriger.

FIGURE 2.13 — u, — (ug + cu*™) (a gauche), u. — (uo + cuy) (a droite) dans Q = (0,1)? pour
e=1/8
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2.5. Résultats numériques

En revanche, apres ajout de la partie oscillante u3* de uy, on a I'apparition d’oscillations
sur le bord, que 'on peut corriger avec Uy, comme le montre la figure 2.14.

2.06-02
Moo
001
— 0.005

2.00-02
Poois
001
— 0.005

-0.005
-0.01
-0.015
-2,.0e-02

-0.005
-0.01
-0.015
-2.0e-02

2.0e-02
I:o‘ms
—001
- 0005

-0.0056
-0.01
-0.015
-2.0e-02

FIGURE 2.14 — u, — (up + euy + €%u$*®) (& gauche), u. — (ug + uy + £%uy) (& droite) et
ue — (ug + euy + £2uy + €2Us) (au centre) dans Q = (0,1)? pour £ = 1/8

— Lorsque le milieu est stratifié perpendiculairement au bord, c¢’est-a-dire dans notre cas si
la fonction a est indépendante de la variable y;, on a cette fois-ci que w; est nul et wq est
indépendant de la variable y;. On va montrer que dans ce cas, 4; = 0. Le fait que w; soit
nul implique tout d’abord que le coefficient d} intervenant dans la condition au bord de
@11 est nul. De plus, en regardant la fonction profil A définie dans la proposition 2.4, on a

alors que N = y*l +NouN e W (B) est I'unique solution du probléme
an
—divy[a(y)V,N] = 0 dans B
N = _Ui1 =0 surly
an

Donc N =0 et N = y—*l Alors, le second coefficient d} intervenant dans la condition au
an
bord satisfaite par #; se ré-écrit

d% = _<avyN'ﬁag%>Fo
= (aVyN'ﬁ,w2>p0

Y1 =
- - vV, 2L . e1d
/Fowza(y) v 1
1

= —— | a(y)wadys.
a1 JTo

Dans le cas ou a possede un axe de symétrie, c’est-a-dire s'il existe ¢ € (0,1) tel que

Yys € R, a(c—1y2) = a(c+1ys), alors I'intégrale / a(y)wadys, est nulle. On a donc également
r

0
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

que d? = 0. Par conséquent, @; est nul. Nous n’avons pas réussi & montrer ce résultat dans
le cas ol a ne présente pas de symétrie.

Pour 'illustrer numériquement, nous prenons pour fonction a(yy,y2) = 2 + sin(27y,) et
nous conservons les autres parametres. Dans la figure 2.15, on représente cote a cote les
différences u. — (ug + cui®) et u. — (up + cui® + €U;) a la méme échelle pour € = 1/8.
Sur la figure de gauche qu’il n’y a pas de comportement macroscopique a corrigé. Sur la

figure de droite, I'ajout de U; permet de corriger les oscillations sur le bord.
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[0‘015
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- 0.005
0

-0.005
-0.01

2.10-02

[ 0015
001

- 0.005

0
-0.005
001
-0.015
2.1e-02

-0.015
-2.1e-02

FIGURE 2.15 — u. — (up + cu?™) (& gauche), u, — (ug + eus* + eU,) (a droite) dans Q = (0,1)?
pour € = 1/8

2.6 Le modele approché a ’ordre 1

Plutot que de calculer une approximation de u. terme apres terme, il est intéressant de

proposer un modele effectif d’ordre élevé qui correspond aux modeles homogénéisés classiques
d’ordre élevé enrichis par des conditions aux limites d’ordre élevé. Ce modele est construit a
partir de la somme tronquée des termes macroscopiques. Plus précisément, le modele a 'ordre 1
est construit a partir de ug + €ty .

A Tordre 1, on souhaite donc avoir une approximation de uy + 1. Pour cela, reprenons les

problemes que vérifient respectivement ug et 4 :

et

—div[A*Vug) —w?p*ug = f dans Q
uyg = g surl

—div[A*Vi] — w?p iy = 0 dans €2
Uy = Zd}@miump sur I

En faisant une combinaison linéaire des deux problémes, on obtient :

— pour I’équation volumique,

—div[A*V (ug + €iy)] — w?p*(up + £tiy) = f  dans
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2.6. Le modéle approché a l’ordre 1

— pour la condition au bord,

Ug + 6@1 = g + c":‘d%awlU()u‘ + €d%(9m2u0|p

= g+ e(d}0y, + di0.,)(up + £tty) + O(£?)
d} diat .

= (anﬁm1 + afy0p, ) (ug + tty) + e(ds — ;* 2)0,, (ug + £1y) + O(e?)

aj 11

dl * ~ — 1 di / 2

= g—saTAV(u0+su1)-n+e d; pr- aiy | g+ O(e%)
11 11

olt on remplace 9,,uq par ¢'.

On en déduit, en négligeant les termes en €2, le probleme approché dit d’ordre 1 :

—div[A*Vv.] —w?p*v. = f dans Q
d% * g 1 d% /
ve+e—AVu.-n = gHeld;— —aj,|g surT

ary 11

Ici, v, est censé approcher ug + et & ordre 2. On écrira v, = ug + ety + O(?) et ce sera justifié
dans les estimations d’erreur.

On constate que nous sommes passés d’un probleme avec condition de Dirichlet sur I' a une
condition mixte faisant intervenir les coefficients d’ que nous avons calculés dans la section
précédente. A présent, nous aimerions savoir si ce probléme est bien posé. La formulation
variationnelle associée est donnée par :

Trouver v. € H'(Q) tel que Yo € H'(Q),

/QA*V%VU — w2p*vevdx+ ? (v, v)p = / fodx + d1< v)r + (dll di — a’{2> (¢, v)r.

De cette formulation variationnelle, on déduit que le probléme est bien posé si a},/(ed;) > 0.
Or comme aj; > 0 car la matrice A* est symétrique définie positive (voir la proposition 1.5), le
probléeme est bien posé si d} > 0. Malheureusement, le signe de ce coefficient peut étre positif
comme négatif suivant les cas (voir la simulation numérique de la figure 2.12).

Nous présentons par la suite deux méthodes afin de rendre le probléeme bien posé : la premiere
consiste a modifier la position du bord ou est imposée la condition d’ordre élevé (décalage
géométrique) tandis que la seconde modifie les problemes de cellules.

Nous n’avons pas testé numériquement la premiere méthode, nous nous sommes concentrés
sur la suivante qui nous a semblé originale et plus simple & mettre en ceuvre.

2.6.1 Premiere méthode : le décalage géométrique

Cette méthode adapte les travaux de B.Delourme [51]. Elle consiste a modifier 1égerement la
position du bord ou est imposée la condition d’ordre élevé.

Pour a > 0, on note I'y. = {ae} x R le bord du domaine Q,. = (ae, +00) x R.
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

FIGURE 2.16 — Domaine €2,.

Afin de connaitre la trace de v, sur I',., on écrit un développement de Taylor :

Uellpe = Vel + ae@mlvdp + 0(52)

1 ay

. s _, 1
qui se ré-écrit en remplacant 0,, v r par —a—*A*VU8 ‘M — a—fﬁmvEW,

11 11

d% * — 2 d% * /
Ver,. = —e—AVu.-npr+g+e dl—aTa12 g —

k
any 11

Qeay,

aE ., .
— A"V, -nr — —;
ar 11

Dy Ve + O(?)

1 . d} asat

= —e—(dj+a)A"Vu. -Or+g+e¢ (d% — :a’b) g — —20p,v.r + O(e?)
a1 a1y a1y

Finalement, en approchant A*Vv, - fijp = A"V, - fijp,. + O(e) et OpyVer = OpyVeir,. + O(e) =

g + O(e), on obtient le probleme

—div[A*Vv.] —w?p*v. = f dans Q.
1 . d +«
v: +e—(di + a)A*Vo. -1 = g+e (d% - 1*a>{2> g sur [y
a11 a1
De maniére analogue au probléme initial, ce probléme est bien posé si et seulement si d} +a > 0.
On voit que pour « assez grand, on a d} + o > 0.

2.6.2 Deuxieme méthode : modification des problemes de cellule

Cette méthode est inspirée des travaux de T.Pouchon [109]. Plutét que de modifier la
géométrie du probleme, nous proposons de modifier directement les conditions au bord du
modele approché en modifiant les problemes de cellule.

D’apres le corollaire 2.8 appliqué a U;, nous avons une expression analytique du coefficient
di :
d% = (aVyN . ﬁ, w1>p0.

Cette expression révele que d; est linéaire par rapport a w; et c’est ce que nous allons exploiter.
On rappelle que w; satisfait I’équation (au sens faible)

—div]a(y)Vw| = 0y,a dans Y
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2.6. Le modéle approché a l’ordre 1

Nous savons que cette équation admet une solution a une constante pres. Nous notons la classe
des solutions w; + R ou w; est la solution du probleme de cellule avec moyenne nulle sur la
cellule Y.

La méthode consiste & choisir une autre solution w?’ dans la classe w; + R. On considere
donc, pour M € R, la solution du probleme de cellule wl = wy + M et nous notons d1 M e
coefficient associé a cette solution :

™ = (aVyN -1, w
= (aVyN -1, wy(
= (aVyN -1, wy)r, + M{(aV N -1, D,

D’apres le lemme (2.5), on a

(aVyN~ ﬁ, 1)1’*0 =—1.

On trouve alors simplement

dy™ =di — M.

Afin de rendre ce coefficient positif, il suffira donc de choisir un M tel que di™ > 0.

Changer la moyenne de la solution du probleme de cellule permet donc de rendre ce fameux
coefficient positif. Le probléme associé est donc bien posé. Etudions maintenant I'impact sur
le développement double échelle du changement de la solution du probleme de cellule w;. On
rappelle que le second terme du développement uq, s’écrit

w(%y) = wi(y)Onuo(x) +ws(y)de,to(x) + i (X)
=( Y (y) = M)y, u0(x) + ws(y) Dy o (%) + G (x)
= W (y)0,,uo(X) + wo(y) Oy tio(X) — MOy, up(x) + 11y (x).
On introduit donc le nouveau terme macroscopique

¥ = 0y — MOy, ug.

Modifier la solution du probléme de cellule a donc changé la partie macroscopique de u;. Etudions
quelle est 'équation vérifiée par 4)7. 9,,uo satisfait I'équation volumique (pour f assez régulier)

—div[A*V Oy, ug) — w?p* Oy uo = Oy, f dans Q
Donc @} satisfait 1’équation
—div[A*VaM] — w?prad = —MO,,f dans Q
L’équation volumique satisfaite par ug + 8@{” est donc
—div[A*V (ug + eti)")] — w?p* (ug + t)!) = f —eMO,,f dans Q.

On peut donc introduire, en choisissant M € R tel que d%’M > 0, le probleme

—div[A*VoM] —w?poM = f—eMO,, f dans Q
" Y 2.38
VM et —AVM R = g+e <d% — 1*a>{2> g surT (2.38)
an an

qui est bien posé dans H'(Q) et véw est censé étre une approximation de ug + 67:6{\/[ a €2 pres.
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

Théoréme 2.14. Pour M assez grand, le probléme (2.38) est bien posé dans H'(Q) et la
constante est indépendante de e.

M
€

1,M
dy

Remarque 2.15. Le choix d’'un M tel que = 0 conduit au cas particulier ou v." est

solution d’un probléme avec une condition de dirichlet plutét qu'une condition mixte :

)

oM = g4 ediy sur I’

£

{ —div[A* Vv ] —w?p M = f—eMO, f dansQ
Finalement, pour obtenir une approximation du comportement macroscopique de u. a €2 pres,
up + €0y, on peut réaliser le post-processing (voir le théoreme 2.16) :

Ug + 6@1 = U+ 8@{‘4 + €Max1uO

oM+ O(E?) +eMO,, (v — a4+ O(?))
= oM 4 eMo,,vM + O(?).

2.6.3 Estimations d’erreur

Théoréme 2.16. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit M tel que le probleme (2.38)
[

soit bien posé dans H'(€2). On note v sa solution et pour tout x € €, v% (x) = oM +

£ [w{” (:) Op, vM (%) + wo (:) O, (%) + Z Ui (:) axivé\fr.]. On suppose que 'hypothese

(H1) du théoréme 2.10 est vérifiée. On a alors

‘ Ue — U% L2(Q) O<€2)7
’ug—vé\ﬁ D O(e).

Démonstration. Nous allons principalement utiliser les résultats du théoreme 2.10 et son corol-
laire 2.11.
Par construction du modele approché, on a que

oM =g + et + &?h,
ou h. est solution du probleme
—div[A*Vh,] — w?p*h. = 0 dans
1,M JM
he +e——AVh.-i = ——AVy) 4 sur D
a1 a1

Ainsi, h. est bornée en norme H' indépendamment de ¢ car la constante de coercivité est
indépendante de €.
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2.6. Le modéle approché a l’ordre 1

On peut alors écrire que

W) = x) 2l () + eha(x)
e [ (2) 0y woo0) + ! () + 2he(x)) (00 + 0 () Do) + 20 () + he(x)
#3008 (%) 2n o) + <0l aa) + (o)
= up(X) + ews <x, 8) b el (xz; ’;)
+e? [hs(x) +uwy! (:) 0, 07" (x) + W (?) )+ Z Ui ( ) ulr(xz)l
e [w{” (’;) Do 1o (X) + w5 (’6‘) Ouuhe () + U ( ) azzhgr(@)]
On a alors

l|ue —

vihllm@ < ‘

e — <u0 +e [ul < 5) + U < 5>D‘ (@)

2 b 4+ wM (E> 8,8 + w, (5) Doyt + S U < ) Oy, 0

HY(9)
8 || ( )8th —|—w2( )amh +0 () o
c HY(Q)
Or d’apres le théoreme 2.10,
U — <U0+E{U1 <,> + U (7>D‘ < Ce.
€ e/ 1) )
Par ailleurs, on a,
. 2 . 2 . 2
ot () 0nat],, ) = ot (2) ot [V [ot" (3) 2mal]
€ HY(Q) € Q) € L2(Q)2
2
< ¥ o 1008 iy + 72 Tyl (2) Dy
LQ(Q)Q
2
+Hw1 ( )V@xl
L2(Q)2
< w1 s v 10wy 1] Hm) e Vgl [F 1008 oy

Lo (Y)?

o v ||V Oy 11

L2(Q)2 '

M

Par hypothese sur a et p, les normes de w;” sont bornées, et il en est de méme pour les normes
de @ par hypothese sur f (d’apres le théoreme 2.9). On en déduit que

< OME_l
HY(Q)

o () it

ou la constante C'y; dépend linéairement de M puisque w{w = w; + M. De maniere analogue, il

en est de méme pour

(ot ot ()

(on
HY(Q)

x1'%€

,et‘

Wa () 8thE
3

HI(Q) ’ H(Q)

rappelle que A, est borné en norme H' indépendamment de ¢).
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

D’autre part, par le théoréme 2.3, il existe v > 0 tel que ™' U! € WH*(B) pour i € {1,2}. En

utilisant ce résultat, on a que
. 2 )
ot () oty = ot ()0t ¥ [o1 () ent]
LQ(Q)Q
vy (2) dnal

2

@
. 2
< JUTe e (5 ||€_775x1 Wipll e +e”

LQ(Q)Q
2

+ HUl ( > V@xluur

LQ(Q)Q
< ||Uf6w1||Loo ||e_”’?8x1 1|F||L2 o te 2”V UleleLOO(B e o T 1|r||%2(9)2
+|’Uli€7yl||L°°(B)He_ 7vamlu1\r||L2(Q)2

Donc par le théoréme 2.3, les normes de U} sont bornées et comme v > 0, par hypothéses sur f,
les normes de 0,1, le sont également (par le théoreme 2.9). On en déduit que

1 (2) it

et de maniere analogue, il en est de méme pour

< Cet

H'(Q)

Ui ( ) Oy M,

HI(Q)
Finalement, on a que

lue — M|y < e+ &2 [||h€||H1(Q)+Hw¥ <5> 0,0

(2) ot
ol )

+ ng () 0,0
H(Q) € H(Q)

HI(Q)]

s )
Hl

1 2

()

HI(Q)]

< Ce+e(C+Cel+Cet 420 ) +¢6° (C +C€ +2Ce™h)
et donc
||u5 — U%HHl(Q) < Ce.
Pour la norme L?, la démonstration est similaire et utilise le résultat du théoreme 2.11. ]

On peut également aller a l'ordre 2 en . La modification de la moyenne de w; a un impact sur
les solutions de problémes de cellule #;; pour i € {1,2}, que nous notons 8. (voir 2.7).

Corollaire 2.17. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit M tel que le probléeme (2.38)

soit bien posé dans H'(£2). On note v} sa solution, vé\ﬁ définit dans le théoréme 2.16 et pour

tout x € 2,

02400 = 240+ 22 |00 (%) 020,000 4 50 () 2200200 4 2 (%) (0
+ZU§7< )az vl (22) + WU (:) vé”r(a:g)]

1<y

On suppose que 'hypothese (Hz) du théoreme 2.10 est vérifiée. On a alors

‘us_ve,2 L2(Q) - (9(82)7
‘us—vé\é B O(&?)
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2.6. Le modéle approché a l’ordre 1

Remarque 2.18. Loin du bord, on retrouve les mémes résultats en retirant les termes de
X X
champ proche. On note o = vM + ¢ [w{w () D ¥M (X) + wy () 83;21)?4(x)} On a, pour un
’ € €
ouvert D CC {2,

lue = 025y = Ofe)

||u5—17£’41\|L2(D) = 0(62).

2.6.4 Résultats numériques

Pour le calcul de v}, nous devons résoudre un probléme avec une condition mixte ne nous
permettant pas d’utiliser directement la méme méthode que pour le calcul de ug. Apres avoir
appliqué une TFB au probleme, on se raméne & un probléeme de demi-bande avec une condition
mixte sur le bord. Nous utilisons la méthode de [79] pour construire I'opérateur DtN AP™N et
restreindre les calculs a la premiere cellule :

—div[A*VoM] —w?p oM = f—eMO,, f dans Cy
JiM JLM
v e —AVM A = g+e (d% - l*a’{2> g sur Ty (2.39)
a1 an
AVoM .7 = APN@M) sur 'y
; .-
e
(]
Lo Co E ADEN

]

Résolution de (2.39)

FIGURE 2.17 — Résolution du probleme (2.38)

Nous prenons comme fonctions a(yy, y2) = (2+sin(27(y1 —y2))), p(y1,¥2) = (2+sin(27y1))(2+
sin(2my2)) et nous fixons le parametre de la forme w? = (k, 4 1)* + k avec k, = 4.5,k, = 4.
Nous prenons également pour terme source f = 0 et pour condition au bord g(ys) = ethvyz

Dans un premier temps, nous fixons le parametre M tel que d%’M = 0.1. Nous représentons
sur la figure 2.18 u. et u. — v & la méme échelle pour £ = 1/8. On constate qualitativement
que ’Ué\/[ approche bien le comportement macroscopique de ..
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condition de Dirichlet

1.0e+00 1.0e+00
[ 08 [ 0.8
06 06
—04 —04
0.2 0.2
0
-0.2

-08
-1.0e+00

-0.8
-1.0e+00

FIGURE 2.18 — u. (& gauche) et v* (& droite) dans Q = (0,1)% pour d;™ = 0.1,e = 1/8

Par la suite, nous représentons sur la figure 2.19 u.

— vé”’l et ue — (up + e(ug + Uy)) cote a
cote, a la méme échelle, différente de la précédente. Une nouvelle fois, les deux différences sont
tres proches qualitativement.

[ 3.5e-02

—002
— 001

0
-0.01
-0.02

-3.5e-02

[ 3.5e-02

—0.02
— 001

0
-0.01
-0.02

-3.5e-02

FIGURE 2.19 — u. — v}] (& gauche) et u. — (up + (us + U1)) (& droite) dans © = (0,1)* pour
M =01,e=1/8

Les courbes de convergence de la figure 2.20 montre que u.

— v} converge en O(£%) en
norme L et en O(¢) en norme H'.
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2.6. Le modéle approché a l’ordre 1

log(erreur)

FIGURE 2.20 — Erreur u,

Enfin, nous présentons dans la figure 2.21 les courbes de convergence de u.

= M

[[ue — Us,lHL‘z
= [l — o2
—— Pente 2

—— Pente 1

—29 —28 -27 -26 -25
log(e)

M

— Uen

-23 =22 =21 -2

en norme L? et H' en échelle logarithmique pour d%’M =0.1

M
— U5 €n norme

L? et en norme H' en fonction de . Nous avons bien une convergence en O(g?) en norme H' et
il en est de méme en norme L.

log(erreur)

FIGURE 2.21 — Erreur u,

= [lue = 02l
= Jue = vl m

—— Pente 2

—29 —28 —27 —26
log(e)

-25 =24 =23 =22 =21 -2

— vé\é en norme L? et H' en échelle logarithmique pour d%’M =0.1

Nous avons vu dans les estimations d’erreur de la section précédente que la constante de

majoration dépend linéairement de M. Pour la suite, nous refaisons les mémes simulations
L. . . 1L,M

numériques avec un nouveau choix de parametre M : nous prenons M tel que di’" = 0.5. Nous

représentons sur la figure 2.22 u,

— v et ue — (up + £(uy + Uy)) & leur échelle respective pour

e = 1/8. On constate qualitativement que les deux erreurs ne sont pas similaires (notamment en
ce qui concerne leur amplitude) contrairement a ce que nous avions précédemment.
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I—SOe—OZ
—0.02

[ 3.5e-02

- 0.02
— 001

0
-0.01
-0.02

-3.5e-02

-0.02

-5.0e-02

FIGURE 2.22 — u. —v2] (& gauche) et u. — (ug +&(uy + Uy)) (& droite) dans Q = (0,1)*, e = 1/8

Lorsqu’on regarde v, qui approche le comportement macroscopique de ., on observe un
déphasage de I'onde par rapport a u., comme le montre la figure 2.23 (le déphasage est visible
en haut a gauche). Ce déphasage se répercute sur v% d’ou la différence que nous observons sur
la figure 2.22.

-08
-1.0e+00

FIGURE 2.23 — u. (& gauche) et v (& droite) dans Q = (0,1)2 pour d; = 0.5, e =1/8

Par ailleurs, les courbes de convergence de la figure 2.24 montre que u,. — vé\ﬁ converge bien
en O(¢) en norme H', comme annoncé dans le théoréme 2.16, mais en norme L?, nous avons

une convergence en O(¢) alors que nous attendions O(g?). De plus, les valeurs sont plus élevées
que sur la figure 2.20.
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2.7. Le modéle approché a l’ordre 2

—0.5
1|
—15}
2|
—2.5
e 3
3
w—3.5
<
4| _\
—4.5 a
5 8
b -
551 5 e — 0|2
= [lue = 024 m
=61 —— Pente 1
—— Pente 1
—6.5 I I I I I I I
-3 —-2.9 —-2.8 —2.7 =26 —2.5 -24 =23 —2.2 —-2.1 -2

log(e)
FIGURE 2.24 — Erreur u. — v% en norme L? et H' en échelle logarithmique pour d%’M =0.5
Il en ressort donc que lorsqu’on souhaite approcher u. par va 1, le choix du parametre M

est important et il semblerait qu’il doit étre choisi pour que le coefficient d1 soit le plus petit
possible.

2.7 Le modele approché a I’ordre 2

Dans cette section, nous souhaitons avoir une approximation plus fine du comportement
macroscopique de u,, ¢’est-a-dire approcher ug + iy + €21y & un O(e”) pres. Regardons tout
d’abord I’équation volumique vérifiée par cette combinaison linéaire :

—div[A*V (ug + etiy + £202)] — w?p*(ug + ety + *ty) = f 4 *D(w)
= f+e*D(ug + ety + %)
—&¥D(1y + etiy)

ou l'opérateur D est défini par

2 47 %
Z d'ljk'l C’715’733’/7@5171“ tw Z 61] 51715'7 u+w h u.
ijkl

Pour la condition de bord, on obtient

ug + ety + %y, = g—l—eeZdil(?ziuo—l—aQ S djoz u0+2d8 Gy + widdug

1<j
— g+52d Ou, (ug + €1ty + €%1lp) —|—52Zd” 2o, (w0 + ety + £205)
1<j
+e deg(uo + ety + £%1ly)
{Zd’@ o+ > dyO? u1+5uQ)+w dS(tiy + eiy)
1<j

On en déduit, en négligeant les termes en €, qu'une solution z., si elle existe, du probléme

—div[A*V z] — Wtz —e*D(z.) = f dans Q
Ze—€y, di0,, 2. — € > d;ﬂaﬁi% 2. —2Wddz. = g sur T

i<j
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

est censée donner une approximation a €® pres de ug + £y + £%4s.

L’opérateur D est d’ordre 4 : pour espérer écrire une formulation variationnelle, il faudrait
une autre condition aux bord. Nous ne sommes pas en mesure de traiter numériquement pour
I'instant 'opérateur d’ordre 4 : les éléments finis de Hermite par exemple, qui ne sont mal-
heureusement pas encore disponibles dans la librairie X1ife++ avec laquelle nous travaillons.
Nous donnons néanmoins quelques éléments/pistes pour des problémes unidimensionnels (voir
le chapitre 5).

Nous nous sommes donc orientés vers une autre stratégie. Afin d’éviter d’avoir a traiter un
opérateur d’ordre 4 appliqué & notre inconnue, nous avons fait le choix de n’avoir non pas un
mais deux probléemes :

— le premier est le probleme homogénéisé vérifié par uyg :

—div[A*Vug) — w’p*uy = f dans Q

uy = g surl (2.40)

— le second est construit de maniére & obtenir une approximation a e preés de @ + ety :

— on a notamment pour 1’équation volumique
—div[A*V (@ + eliz)] — w?p* (T + elip) = eD(up)
— et pour la condition au bord
ﬁ1 + 6@2 = Z dllaa;ZUO + € Z déj(?iimjuo + Z dﬁ@czﬂl + w2d8u0
i i<j i
1 1

dy d;
= Zd(‘? Uy — 5—A*Vu1 i—c|di— a—au Oy iy + ewdyug

11
OrsurI',on a i, = Zd Oy, uo donc 0,1 = Zdl .2, U0- d’ou
: d
ﬁ,l + 5@2 = Zdﬁ@xlu() A*Vﬂ,l — & d2 Z dl z; x2UQ + EWQdSUO
, d
= > di0yug —e— AV (G +elly) - —e | df — Zd 2 U0 + ew’ddug
i an
1

d —
+€2TIA*VU2 ‘n
ary

En négligeant les termes en €2, on obtient donc le probléme suivant

—div[A*V2!] — wp 2l = eD(u) dans 2
dl g
2+ 5aTlA*Vzé.1 B = 0y up+ diOpuo+€ > dg@ix]u
11 z<]

+ewddug + ¢ | df — 1 Z dy02 ,up sur T

Pour les mémes raisons que dans la section précédente, ce probleme est bien posé a
condition que le coefficient d; soit positif. Pour rendre le probléme bien posé, il nous suffit
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2.7. Le modéle approché a l’ordre 2

donc de prendre un M € R tel que d}’M = d; — M > 0. Dans ce cas, le probleme
—div[A* VM) — WP M = eD(w) dans Q
M 5LMA*V,Z§’M A = dyMo, g+ d20up e o2 20 + ew?dug
aiy i<j
€ <d% — jﬁiak) (dy M021x2 up + di02 ,, uo) sur I'

est bien posé dans H'(Q).

Comme expliqué dans la section précédente, la modification du probléeme de cellule vérifié
par w; a différentes conséquences sur les termes macroscopiques et les solutions des

problemes de cellule :

— comme nous l'avons vu précédemment, 1, (x;y) = w (y)0s, uo(X) + w2 (y)Op,tuo(X) +

~ M

a! (x) ot 4! = 4y —

problemes satisfaits

on obtient de nouvelles solutions de problémes de cellule #{1

Mamlu(].

pour les seconds problemes de cellules, on peut voir que w; intervient dans les

par 611 et 091. En prenant en compte la nouvelle solution w{w ,
et 051, toutes deux de

moyenne nulle sur Y, s’écrivant

9%:911—|—M@U1 et 9%:921—1—ng.

Cela entraine également la modification de deux coefficients apparaissant dans la
condition au bord satisfaite par @y : dy' et dy* qui deviennent alors

11,M
d,

=di'+ Mdb et dyM =dt+ M2

pour finir, nous pouvons alors écrire uy sous la forme

up(x3y) = 01(y)0 ., u0(x) + (031 (y) + 012(y)) D, t0(x) + 022 (y) 02, 10 (X)
+wy ()0, 017 (%) 4 wa(y) 0oy 017 (%) + w0y (y)uo(x) + 43" (x)
= (Ouly )+Mw1(3’)) 02, uo(x) + (021 (y) + Mwa(y) + 012(y))2, , uo(X)
( )

+025(y) D2, o (X) + (w

1y) + M axl(ul( ) — MOy, up(x))

+7~U2( ) z2 (ul X) Mo 1UO<X)) ( )

- Z% ¥)02 . uo(x) + sz(y a1 (%) 4 Wy (¥)uo (%)
—|—Mw1( )831901 (X) —|—M’LU2( )aglm ( )_ Mwl( )851901 ( )
M0, >— Mw2< )08, to(x) + ! ()

_ Z% 02, uo(x) + sz )0y i () + wy(y)uo(x)

+ M@xl

iy’ (x) + ' (x).

On a alors un nouveau terme macroscopique d’ordre 2 noté @y’ = iy —

a vu dans la section

—div[A*Val]
On en déduit que 5"

—div[A*Val]

=d2(x)

M9, 4. On

précédente que @ satisfait I’équation volumique

—w?pra =

—MOo,,f dans

satisfait ’équation

—w?pra)! + M?0?

1T

= D(uyp) f dans Q.
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

Cela nous permet de poser le probléme suivant

—diV[A*Vz%’]AV;] wp* M = eD(ug) — MOy, f +eM?D2 . f dans Q
dy
My e A VLM R = dy M&;luo + d20,uo + ez d5Mo xlz U
ai
+ed3? 02, uo + ew’dyug
LM
€ (d% — C;ﬁ ai}) (dy 6:%1@“ + d28§2x2 o) sur [’
(2.41)
On a alors, pour M € R tel que di"" = =di — M >0, que le probléme (2.41) est bien posé

dans H'(Q) et sa solution z2* est censée approcher 4}’ + ey’

Finalement, zé” = Ug + 5zg’M est une approximation a el pres de ug + 5u1 + 52u§” .

Les estimations d’erreur pourraient étre obtenues de la méme fagon que dans la section 2.6.3.

Théoréme 2.19. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit M tel que le probleme (2.41)
soit bien posé dans H'(€2). On note z;’M sa solution, ZM = ug + 521’M et pour tout x € ,

zéwl(x) =2M4e [w{‘/[ < > O, 2M (%) + wo <Z> e e (X) + Z Ui < ) axlza‘p(asg) ] On suppose

que I'hypothese (H3) du théoreme 2.10 est vérifiée. On a alors

‘UE— 5\41 12(9) = 0(52)7
‘ug—z% ‘Hl(ﬂ) = O(e).

Et nous pouvons également avoir un résultat plus précis.

Corollaire 2.20. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit M tel que le probleme (2.41)
soit bien posé dans H'(2). On note 2! sa solution, 2z = uy + 22, z% définit dans le
théoreme 2.19 et pour tout x € €2,

2400 = 2400+ 2[00 (%) 02,5200 + 0 () 02,5200 0 () 200
+ZU§j( ) 020 A (aa) + w208 () g(m)].

i<y

On suppose que 'hypothese (H3z) du théoreme 2.10 est vérifiée. On a alors

‘UE — 5\42 L2(9) 0(53)’
‘ ue = 22 ‘Hl(Q) = 0()

Nous avons simulé ces résultats numériquement. Nous résolvons dans un premier temps le
probléme homogénéisé (2.40) satisfait par 1y comme nous avons pu le faire précédemment (voir
la section 2.5). Dans un second temps, nous résolvons le probléeme (2.41). On remarque que
ce probleme est du méme type que le probleme approché a 'ordre 1 (2.38). Nous utilisons
donc la méme méthode que dans la section 2.6. Enfin nous construisons la solution recherchée
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dans le domaine sont corrigées par la partie oscillante £(w’(-/¢)

2.7. Le modéle approché a l’ordre 2

M
Ze

= ug + ez2M. Le calcul d'une solution exacte est détaillé dans la section 2.5.

Nous prenons comme fonctions a(yi, y2) = (2 + sin(27y;))(2 + sin(27y2)), p(y) = 1 et nous
fixons le paramétre de la forme w? = (k, +1i)? +k§ avec k, = 4.5, k, = 4. Nous prenons également

pour terme source f = 0 et pour condition au bord g(y2) = e*v%2 Nous prenons également des
¢ de la forme ¢ = 1/N avec N € N*.

Nous fixons le parametre M tel que d%’M = 0.1. Nous représentons sur la figure 2.25 u. et

Ue — vé‘/f a la méme échelle pour € = 1/8. On constate qualitativement que zéw approche bien le
comportement macroscopique de u..

-0.8
-1.0e+00

FIGURE 2.25 — u. (& gauche) et z* (& droite) dans Q = (0,1)? pour d;"™ = 0.1, e = 1/8

FIGURE 2.26 — u, — 2 pour ¢ = 1/8 dans Q = (0,1)?

Par la suite, nous représentons sur la figure 2.27 u, — (22 +e(w (-/€) 0y, 2M 4wy (- /2) 04y 22M)) et
Ug —z% coOte a cote, a la méme échelle, différente de la précédente. On constate que les oscillations

Oy 2 + wg(-/s)ﬁmzzy) mais
les oscillations sur le bord se corrige en ajoutant le terme de champ proche Y U{(-/ 6)8%2%‘.

K3
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Chapitre 2 — Homogénéisation enrichie en présence d’un bord avec une condition de Dirichlet

13e-02
[ 0.01

— 0.005

1.3e-02
l: 0.01
— 0.005
0 0
-0.005 -0.005

-001
-13e-02

-001
-13e-02

FIGURE 2.27 — u. — (22 + e(wM(-/€)0p, 2M + wa(-/€)04, 2M)) (3 gauche) et u, — zé”l (a droite)
dans Q = (0,1)? pour ;™ = 0.1, e = 1/8

Enfin, nous représentons sur la figure 2.28 u.— (22} +¢&° Z oM D2 4 2 —i—Z Oin(-/2)02 . 2M)

et u, — zéwz cOte a cote, a la méme échelle, différente de la précédente. Une nouvelle fois, les
oscillations dans le domaine sont corrigées par la partie oscillante 52(2 0N (-/e)0? sy P M+

i

Z Oia( / €)0; xz zM) et les oscillations sur le bord sont corrigées par le terme de champ proche

M
Z 2 . 8 :ci:vjzsw‘

i<
25&03 25e03
I
—UUUW —0.001
0
unm -0.001
-256e-03 -2568-03
FIGURE 2.28 — u. — (2] + € 29 D2 4, 2 +2022 /€)02 4,22 (& gauche) et u. — 22

(& droite) dans © = (0,1)* pour d1 =01,=1/8
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3

Homogénéisation en deux
dimensions avec condition de
Neumann
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Dans ce chapitre, nous allons adapter nos résultats du chapitre précédent a un probleme avec
condition de Neumann. La encore, nous enrichissons I'ansatz avec des termes de champ proche
permettant de corriger les phénomeénes de couches limites dus a la présence du bord. L’étude
de ces termes nous permet de déterminer des conditions au bord satisfaisantes pour les termes
macroscopiques ug, U1, Us,etc... . Nous utilisons la méthode jusqu’aux termes d’ordre 2 mais
comme dans le chapitre précédent, nous développons la méthode a tout ordre. Nous confirmons
cette méthode par des estimations d’erreur, que nous validons numériquement. Faute de temps,
nous n’avons pas étudié les modeles approchés pour ces problemes.

Dans ce chapitre, nous étudions le probléeme suivant :

—div [a (€> Vug} — wzp (€> u. = f dans €

a(é)Vus-ﬁ:g sur  ['=00

(3.1)

ol a et p sont Y-périodiques, bornées inférieurement et supérieurement par des constantes
strictement positives, f et g sont les données du probléme, et n désigne la normale sortante, i.e.

—

n = —e;j icl.

3.1 Développement asymptotique double-échelle enrichi

3.1.1 Présentation du développement enrichi

Comme dans le chapitre précédent, nous enrichissons 'ansatz (1.4) avec des termes de champ
proche U, (z2;y), définis sur R x R* x R, 1-périodiques par rapport a y», qui doivent tendre vers
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

0 quand y; tend vers 400 :

Z&T un(, )—l—Za"U <x2, ) (3.2)

Les termes de champ lointain w, sont les mémes que ceux du chapitre 1 et satisfont toujours la
cascade d’équations (1.8). En prenant cela en compte et en injectant I'ansatz dans 1’équation
volumique du probleme (3.1), on montre que les termes de champ proche satisfont la cascade
d’équations (2.15) a savoir Vn > 0,

LoUp+ LUy + LoU, 2 =0 (3.3)

(on pose U_; = U_5 = 0). Comme précédemment, on constate que si 'on connait U,,_; et U, o,
I'opérateur différentiel £y ne portant que sur la variable y, x5 sera vu comme un parametre.
De plus, les termes de champ proche étant périodiques par rapport a ., nous pouvons alors
restreindre le probléme dans une demi-bande infinie B = R™ x (0, 1).

Pour obtenir le probleme satisfait par U, il nous reste a déterminer la condition au bord qu’il
satisfait. Pour cela, on injecte I’ansatz dans la condition au bord et on développe :

a () Vu.-fapr = —a () Oy Ue|r
€ €

)~ a <> 25 (Ot < ) + aylun ( 5)) LS e, U, ( gﬂ .

€ n=0

€ n=-—1 n=-—1

. +w .
= —a <> > €m0 un (-7 ) + Z "0y, U <-, ) + Z "0y, Uy (-; )]
n=0 £
L T
En identifiant les termes en facteur des puissances de e, on obtient pour tout n € N,

_5n,Og =a () |:ax1un <'; ) + ay1un+1 ('; ) + ayl Un+1 ('; ):|
e £ e €/

Cette condition doit étre vraie formellement donc formellement

—0n09(72) = [[@(Y)(azlun(x; Y) + Oy tni1(X5y) + Oy Ungr (w2 Y))]|y1:0]

|z1=0"
Finalement, on obtient que U,, satisfait le probleme
—divy[a(y)VyU,] = dive,a(y)VyU,_i + divya(y) Ve, Un1 + a(y)9:,Un—s + w’p(y)U,—1 dans B
(aVyU, -1)(x2;) = (6n19 —aVxu,_1 -0 —aVyu, -0) (z2;-) sur [y

U, yo-périodique

(3.4)
La condition « yo-périodique » signifie que la trace et la trace de la dérivée normale sont 1-
périodiques dans la direction ys.
Dans la suite, nous étudions le probleme type satisfait par les termes de champ proche. Nous
déterminons une condition de compatibilité sur le terme source et la condition au bord pour
que le probléme soit bien posé qui, appliquée au probléeme (3.4) nous permet de déterminer des
conditions au bord pour les termes macroscopiques ug, i, etc... .

3.1.2 Etude du probléme type de demi-bande infini

Dans toute la suite, nous dirons qu’une fonction qui vérifie —divy[a(y)V,U]| = F est pério-
dique si elle vérifie les deux conditions de périodicité : sa trace et la trace de sa dérivée normale
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

sont 1-périodiques dans la direction €s.

Les problemes vérifiés par les U,, sont du type

—divy[a(-)V,U] = F dans B
aVyU-n = G sur Iy (3.5)
U yo-périodique

ot F € L*(B) et G € H?;l/Q(FO) = [HJ%/Q(FO)]/. On note dans la suite (-, -)r, le crochet de

dualité entre H;E/Q(FO) et H;/Q(FO).
Nous cherchons une solution dans I’espace W (B) défini dans le chapitre précédent (voir (2.19)).

Proposition 3.1. Le probleme 3.5 admet une solution dans Wy (B) seulement si F' et G
vérifient la condition de compatibilité :

/B Fdy + (G, 1)r, = 0. (3.6)

Démonstration. En effet, en multipliant par 1 qui est dans le noyau de 'opérateur et en intégrant
dans une bande tronquée By = (0, N) x (0,1), N € R" que l'on fait tendre vers +oo,

Fdy = — /B divy[a(y)VyU]dy = / a(y)VyU - 0dy —(a(y)VyU-ﬁ, Lry—(a(y)VyU -1, L),

Bn J BN

=G
=0

Or U € Wy(B) d’ou |VU| P 0 et donc (a(y)V,U -1, 1)1, Fr 0. D’ou le résultat. [
On remarque qu’alors, si une solution existe dans I'espace W (B), celle-ci n’est unique qu’a une
constante pres. Pour contourner cette difficulté, nous allons résoudre un probléme intermédiaire
dont la solution est unique et nous étudions son comportement a 'infini afin d’obtenir la solution
recherchée a savoir une fonction qui décroit exponentiellement vers 0 a I'infini. On cherche donc
U € W4(B) solution du probleme intermédiaire

—divy[a(y)VNym = F dans B
aVy,U-n = G sur Iy
Odys = 0 (3.7)
1)

U yo-périodique

Théoréme 3.2 (Existence et unicité). On suppose que G € H;/Q(FD) et F\/1+y} e L*(B),
et que F' et G satisfont la condition (3.6). Alors le probleme (3.7) est bien posé dans Wy (B).

La démonstration se fait en appliquant le théoreme de Lax-Milgram et en utilisant une inégalité
de type Hardy pour des fonctions & moyenne nulle sur un bord (la preuve peut se faire par
I'absurde en utilisant un résultat de compacité).

A présent, nous supposons donc que F' et G satisfont les hypotheses du théoreme 3.2. 11
existe donc une unique solution U € Wy (B).

Proposition 3.3. On suppose que F' est exponentiellement décroissant : il existe 7o > 0 tel
que e f € L*(B). Soit U € W4(B) solution de (3.7). Il existe v > 0 et une unique constante
Cy € R telles que

(U — Cy) € HY(B)

7



Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

Démonstration. Soit U € Wx(B) I'unique solution de (3.7). En notant G = Uy, U est alors
solution du probléme (2.18) avec pour données F' et G. On obtient alors le résultat en appliquant
le théoréme 2.3. ]

Nous avons donc toutes les hypothéses nécessaires pour obtenir une solution U qui soit
exponentiellement décroissante mais qui pour l'instant, ne décroit pas nécessairement vers 0. Il
nous faut donc déterminer la valeur du comportement constant & l'infini de U pour pouvoir le
retirer, et obtenir une solution du probleme (3.5) qui décroisse exponentiellement vers 0. On va
comme dans le chapitre précédent, utiliser la fonction profil A qui on le rappelle est 'unique
solution du probleme

—divy[a(y)VyN] = 0 dans B
N =0 sur Iy
N yo-périodique

Y1+ wq

de la forme N = "
ary

tend vers une constante C quand y; tend vers I'infini, donnée par

+NouN e Wyx(B). En appliquant le théoreme 2.7, on trouve que U

Cp = /BFNdy— (aVyN -8, U)p,. (3.8)

Finalement, la solution U du probléme (3.5) que nous recherchons est U = U — Cj.

3.1.3 Application aux premiers ordres

Ordre O

On cherche la solution U, exponentiellement décroissante du probléme (x5 est vu comme un
parametre) :
—divy[a(y)VyUs] = 0 dans B
(aVyU - 1) (z2;-) = 0 sur Iy
Uy yo-périodique

On constate que les solutions de ce probléme sont les fonctions constantes. Etant donné que le
terme de champ proche doit décroitre vers 0, la solution que nous recherchons est Uy = 0.

Ordre 1

On cherche la solution U; exponentiellement décroissante du probléme (x5 est vu comme un
parametre) :
—divy[a(y)VyUi] = 0 dans B
(aVyUy - 1) (z2;) = g1(z2;-) sur I’y
U,y yo-périodique

ou g1(xe;+) = g(x2)+al(:) 5x1u0|p($2) + Z 0y1wi(-)8xiu0|p(x2) (2 est vu comme un parametre).

D’apres le théoreme 3.6, ce probleme admet une solution seulement si g; vérifie la condition
de compatibilité :

(g1(x2;-), ), = 0.
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

Cette condition de compatibilité nous donne alors :

0 = <gl(x2;'>’1>Fo
= g(xg) + <CL(> 8x1u0‘p(x2) + Zaylwi(')azilm‘p($2) , 1>1’*0
= g(l’g) + 8x1u0|p(3:2)<a(-)(1 + ay1w1<'))7 1>F0 + 8x2u0|p(x2)(a(-)ﬁylwg(-), 1>F0'

Or par le lemme 2.6,
(a()0y, (yi + wi), Lr, = ay;.
D’ou
0 = g+ aj, 0y, uor + a150.,Uopr- (3.9)

On en déduit donc la condition au bord pour uy :
A*VUO . ﬁ|p =g
ou n = —e;. Ainsi, ug est solution du probleme

—div[A*Vue] — w?p*ug = 0 dans Q
A'Vuy-mjp = g sur [’

Il nous faut désormais calculer U;. Comme U, est déterminé & une constante prés mais que nous
voulons qu’il soit nul loin du bord, on utilise la solution U; du probleme

—divy [a(y)VJUl] =0 dans B
a(y)VyUy-ii = ¢ sur Ty
/ Uldyz =0
To

U, Yo-périodique

puis on calculera la valeur de sa constante a I'infini (grace a la formule (3.8)) qu’on lui retirera
pour obtenir Uj.

Nous utilisons la linéarité du probleme pour décomposer g; sous la forme

g1 = g%am Up|r + Q%axgumr

ou pour ¢ = 1, 2,
91 = a(*)(0n + Oy, w;) — aj;
(on a remplacé g par —A*Vug - €1jp = —aj, 0y, uor — @150, ugr dans 'expression de g;).
On peut ainsi décomposer U; sous la forme

1(22;y ZU )0, uojr (2)

ot Ul est solution du probleme

—divya(y)Vy Ul] =0 dans B
a(y)Vy U1 i =g sur Ty
T

U ! yo-périodique
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

Avant de continuer, notons que les données de ces problemes vérifient bien la condition de
compatibilité (3.6) : en effet, on peut constater que pour i = 1,2, on a

/ gidy, = / a(y) (01 + 9y, w;)dys — aj; = ay; — aj; = 0.

Pour que Uy décroisse exponentiellement vers 0 quand y; tend vers +o0, il nous faut retirer a
chaque U la constante

dll = CU} = —(aVyN : ﬁ, 0@1“0
On obtient donc que
123y ZU )0, o (22).
ou Ul = Ui —di.

Ordre 2

A présent, on s’intéresse au calcul du terme de champ proche Uy € Wy (B) qui satisfait le
probleme

—divy[a(y)VyUg} = fy dans B
(a(-)VyUs - 0)(x2;-) = ga(w2;-) sur Ty (3.10)
Us yo-périodique

f? = disz[CL(')Vy‘le]—FdiVy[CL(")VIQUl]
= > _(a(-)9,,U + 8,,(a(-)U1))3;,,, o

i

golwai) = a() |Ouyunr] (w25-) + al-) |0y, uapr | (w2s )

= |:Z wz xw Uo‘r(l’g) + leu”p 3:2 + Z )8;%%0‘1“(372)

ij
+Zay1wz‘('>amﬁ1|r($2) + WQ@yﬁ(')Umr(fz)] :
Par le théoréme 3.6, le probleme (3.10) admet une solution seulement si

/B fady + (g2, 1)r, = 0.

Or
oty = 5 [ (@)U + Do) UL 00

En faisant une intégration par partie et par périodicité, on a que / 9y, (a(y)U})dy = 0. Donc
B

/ Jady = Z/ aZ,I2U1dy zoa; WOIT-
D’autre part,
(g2(23), Vrg = 3 a0y, (yi + wi), Vg Or, e (x2) + D _{a(0uw; + 9y, 0:5), 1)re0;., 0w (22)
; ij
+w2(aayl’y, L)oo (22)
= —A*Vi, - ﬁ‘r(zTQ) + Z<a(5i1wj + ayleij>7 1>F08§¢xju0|r(x2)
ij
+w?(ady, 7, L), uor(z2).
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

La condition de compatibilité / fady + (g2, 1)r, = 0 nous donne alors une condition au bord
B

pour 7, de la forme

*\T = 11 92 12 952 22 92 2.0
AV, - r = ¢ 0, ugr + ¢y 0y, uor + 3”0y, Ugr + W cyio)r

ou
c(2) = <aay1'77 1>F07
Cél = <a<w1 + aylell)v 1>F07

652 = /B a(y>8y2U11(y)dy + <a’(y) <w2 + ayl (912 + 021))7 1>F0>

& = [ a)0,U(y)dy + (a0, 0. D,

Proposition 3.4. Le coefficient ¢! est nul. I

Démonstration. Prenons 1’équation (1.20) vérifiée par 67, multiplions-la par y; et intégrons sur

Y .

/ —divy[a(y)Vy0i1]yidy = / + a(y)0y, wi(y) + 0y, (a(y)wi(y)) — a1, y1dy.

On a d’une part,

/ ley V 911 yldy / 0y1911dy / aylelldyZ
y1=

en utilisant la périodicité de 6, et de a, et d’autre part,

[ oty 3)mdy = — [ ayyury)ay + [ ay)un()

y1=1

D’ou, par périodicité, pour tout N € N,

/F 0 a(y)(wi(y)+0y,011(y))dy2 = /Y a(y)(wi(y) + 0,011 (y))dy — /Y a(y)(1+0,,wi(y))

— K —
=c111=0

Or en prenant le probleme de cellule vérifié par wy, en le multipliant par 32 et en intégrant, on
obtient que

[ )1+ 0,y = AL

Donc ¢3! =0 []
Alors, 4 satisfait la condition

AV, - B = 3202, tor + 3202, uoir + wug)r. (3.11)
Finalement, on a que 4, est solution du probleme

{ —div[A*Vi] — w?p iy = 0 dans 2

Ao 1252 2.0
AV -0 = ¢"0;, ,,uor + 2 8 ,uor + w cyugr sur T
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

Il nous reste a calculer Us. Comme précédemment, nous utilisons un probleme intermédiaire de
solution Uy € Wy (DB) :

—dlvy[ a(y)Vy U] = fa dans B
y)VyUs - = g9 sur 'y
/ ﬁdyg =0

Uy yo-périodique

Si 1y satisfait la condition au bord (3.11), alors fs et go satisfont la condition de compatibilité
(3.6) et d’apres le théoréme 3.2, ce probléme est bien posé dans Wy (B). De plus, de par la
structure de f5 et go, comme le probléme est linéaire, on aimerait décomposer U sous la forme

= Z Ugijagiijmr + Z 01(“81,1.@1‘{‘ + w2020u0|p

1<J

ott U¥ est solution du probléme

—divy[a(y)Vy ; ] = 53 dans B
a(y)VyUy i = gy sur Iy
/ U%zy2 — 0
Uy Yo-périodique

et UY est solution du probleme

—divy[a(y)Vy U = o dans B
a(y)Vy,U-d = ¢ sur Ty
/ 00y, =0
US Yo-périodique

avec fzij, géj et go définis tels que

Z f2 mgjuou“ = fo, Zgz mfjuou“ + Zgﬁzluur + 92U0|F = g2.

1< 1<)

Par ailleurs, pour que [72“ puisse exister, f2 et 92 doivent satisfaire la condition de compatibilité
(3.6) a savoir
/ fidy + (g5, 1)r, = 0.

Naturellement, on prendra pour i=1,2, f32(y) = a(y)d,Ui(y) + 0,,(a(y)Ui(y)) et
,* = 0. Reste a trouver les g5 et gs. Pour cela, reprenons la relation

Zgéjagmjuow + Zgiaxiﬁur + W293U0|F = ga.

1<J
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

En remplacant gy et les gi par leur expression respective, nous obtenons

292 z; do|r + w’ 92U0\F = - Z ) (015 + ay1wz\f‘o aﬁ)awiﬂllr

i<J

+ Z al(: ﬂwj\ro + 0y, 9@J|r0)3m Up|r + Z )(01; + O lwz'|r0)3x/&1|r

+w?a(-)dy, Yirouojr
= —A*V’ﬂl . ﬁ‘r + Z CL() 11w]|ro + 8y16zj|p0)8 UQ‘F
ij
—l—w2a( )8y17|p0u0|p
= —c320? u0|p —c 8 L,Uor — wQCgump

T1T2

+ Z . ile\Fo + 8y19¢j|p0)8§ixjuo|p + w2a(-)8y1fy|p0u0‘p

= a(-)(wyr, + 9y, 0111r,) 02 4, Uolr
+(a(-)(war, + 3@/1912% + 0y, 021r,) — 5°) 0 4, Uopr
+(a(-)0y, 022 — 52)0%, 4, o + w? (a(-)dy, Y, — €3)ugpr

On pose donc

9o = a(-)0y, v, —

9%1 = a( )(w1|1“0 + aylell\Fo)

92" = a(-)(war, + 9y, 0120, + Iy, 021ir,) — 5°
932 = a(')(ay1022|ro) - 032

et on vérifie, grace aux expressions des c;j et cg, que
/féjder 97, 1)ry =0 et (g5, L)p, = 0.

Ainsi, les Uy’ et UY existent (et sont uniques grace a la condition de moyenne nulle sur le bord)
et tendent respectivement vers les constantes

dy = CU;J' = /B f;j./\/’dy — <aVyN -1, U§j>p0
et
dg = CUS = _<avyN -, g>F0‘

On obtient finalement notre terme d’ordre 2 :

Ua(2,y) = Y (Ui(y) — d3)0n,tiar (w2) + D (U3 (y) — d )02, oyr (w2) + w? (U3 (y) — d3uopr (x2)

% i<j
que 'on réécrit
Us(x2,y ZUl )0r, e (2) + Y U3 (y)03, . uor (w2) + w U (y Juoir (z2).

1<g

Condition au bord pour s,

Pour terminer, il nous reste a déterminer la condition de bord pour i,. Regardons I'équation
vérifiée par le terme de champ proche d’ordre 3, Us € W4(B) :
—divy[a(y)VyUs] = f5 dans B
(a(-)VyUs - 0)(x2;) = a(-)[0zuz(wa;-) + Oy ug(w2;-)] = gs(wa;-) sur I'o
Us yo-périodique
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

ou

fs = divg,[a(-)VyUso] + divy[a ( )V12U2] +a(-)87, Uy +w2p(')U1
= Z(a()@mU{ + awz (a() 1‘2$Zu1‘r + Z aﬂm !+ 8562 (a(‘>U§j)8§2$iiEqu|F

% 1<J

—H’uz(a(')aﬂczUZO + a902 (a()U )aﬂﬁzuo\r + Z UZ ooz, WOIN W Z 10 U 8 ;Uo|r

(on a omis la dépendance en x5 pour simplifier les notations) et

93<ZL’2; O) = [Z 91] J:1a: x; U'O\F 22'2 + Zwl ilm ul\F(:L?) +w 7( )ax1u0|r(aj2) + 8551122‘1‘(1'2)
+ D 0 Bigk ()0, o (x2) + D 0y, 055 (-) 7, e (w2) + Zaylwz )0z, Aoy (2)
ijk i
+w? 0y, v (Yl (z2) + w Z )0, uojr (2)

ol encore une fois 75 est vu comme un parametre.
Il y a existence de Us seulement si / fady + (g3, 1)r, = 0. Avec des calculs similaires & ceux
B

effectués précédemment, on trouve que Us existe seulement si i, satisfait la condition

A Vi - Il|p - ZCQ ;T ul\r + w? CQUHF x2 Z Czjk :1:1:1: xku0|F<x2> + w? Zcéa:v¢“0lF(372)

1< i<j<k %

ou

¢ = [ 8a(y)0,U8(y) + p(3)Ui()dy + (0017 + 0p0): Ly,

¢t = {a(bin + 9y, Bin1), Dy,

ot o= /B a(y)9y, Uy (y)dy + (a(b12 4 021 + 9y, (Bri2 + Br21) + Bonn), 1)1y,

G = /B a(y)9y, Uy (y) + a(y)Urdy + {(a(Bas + 9y, (Braz + Barz) + Baar), L,
2 = [ ay)0UR(y) + aly)Ukdy + (ad,, oz, D,

On en déduit que 4y est solution du probleme

- * ~ 2 kA o 2 47 %
—div[A*Vis| — wp iy = Zdzgkl iy U0 1 W Ze” iz, U0 T W hug  dans

ijkl i
* A — _ 7,] 2 A 2 0~ 3
AViy-d = ) 0, lur +w’Giyr + Y c§ros S VO[T
i< 4 i<j<k
(2
+w? > 0, ur sur I'
i
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

3.1.4 Formalisme pour un développement a tout ordre

Théoréme 3.5. Soit n > 1. Il existe une unique solution de (3.4) qui tend vers 0 a l'infini
seulement si

n—2

ANy - Bip = 0p19 + Y [Cnk(Ox) ] 0 (3.12)
k=0
et U, est donné par
n—1
Vs € RV € C2, Un(wa;y) = Y [Top(y; 8x)p) p (22)
p=0

ot on définit pour tout p € [1,n] Y,(-;n) qui dépend de 1 de maniere polynomiale, de degré

p et pour tout p € C*, Y,,(-;n) est 'unique solution dans W (B) qui tend vers 0 a I'infini du
probleme défini par récurrence

sn)l = Fp(sm) dans B

a(y)VyT, -1 = Gp(;m) —cp(m) sur I (3.13)
T,(5m) ya-périodique

(avec To=7T_1 =0) ou

Fy(5m) = 1a(a()0y, + Dpsa(-) 1 () + (a(n + () Ly a(5m),

Gp('; 77) = a(')@pflﬂ“onl + a(')ayle)p\l“o

ou ©, est donné dans le théoreme 1.9, et ¢,(n) est un polynoéme en i de degré p défini par

) = [ Fy(yim)dy + (Gy(m). Dy (3.14)

De plus, on montre que

up € H™Y(Q) = Vk € [0,n], @, € H™'7F(Q).

Les premiers coefficients ¢,, valent :
— an) = aiﬂh + ajonp,
— () = &Pmne + &Pn; + wie,

— cs(n) = &30} + e3P0 + P mn; + P05 + w?(eym + Ena).

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur p. Pour p = 1, on a que U; s’écrit
$27 ZU1 aﬂcluﬂ\f‘ $2)
ou Uj satisfait

—divy[a(y)Vy,Uj] = 0 dans B

a(y)VyUj - i a(y)(d1; + Oy w;) — ay; sur Iy
Uy yo-périodique

Donc en posant
Ti(y;n) = UL(y)m + Ui (y)ne,
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

(on constate que Y; est bien de degré 1), Fi(;m) = 0 et G1(;n) = a(-)m + a(-)0y, (wirym +
Wa|r,72), on obtient que ci(n) = ajym + ajyne (de degré 1 en n) et on a bien, par linéarité, que
T, satisfait (3.13) et que Uy (xa;y) = T1(y; Ox)uor(22).

On suppose a présent la propriété vraie pour tout 1 < k < p— 1. L’équation volumique satisfaite

par U, peut se réécrire
—divy[a(y)VyU,] =

diva,a(y)VyUp—1 + divya(y)Va,Up—1 + a(y) 92, Un—s + w’p(y)Up_2
p—2

> (a(y)0y, Tp1-k(; Ox) + Oy (a(y) Yp-1-5(¥; Ox))) Oy Tl (w2)

k= 0

+ Z Y p—2—k(y; Ox) 02, Tiyr (22) + w?p(y) Tp—o—k (¥ O) ligyr (2)
p—2 p—1

S Fpei(y; )] = Y [Fpoi(y; Ox) Wi

k=0 k=0

car F; = 0. La condition au bord satisfaite par U, se décompose sous la forme

a(')vap ’ ﬁIFo

(')39:1% 1r + a(+) 0y, Up|r

Z@p 1-k(*; Ox) 16 O, U + - Zayl@p k(Y5 Ox ) jro Ui

a()]ji:(@p —-1- k(? ax>|F08331 + ayl@p - k(? 8X>|F0)ak|r
a() Y [Cpi - i)t

k=0

Ainsi, I'existence de U, impose que

II

!

<~

S (] vty + G500 D =

On en déduit que 1, satisfait la condition sur I

p—1
Yol w(@)i]r = 0
k=0
p—2
> lep—i(0x) i + 1 (Ox)lp—r]r = 0
2 k=0
> _[ep k(@)ax]ir — AVya, 1 - = 0.
k=0
p—2
AV ylip ‘ﬁIF = Z[Cp—k(ax)@k]\r-
k=0

Par la suite, on peut réécrire la condition satisfaite par U, sur Iy se réécrit

p—1

k=0

09IV Uy i, = S (G o D)l — Sl e00)ile = S I(Gy 1055 ) = (B

Ainsi, si Tp est I'unique solution du probleme

—divy, {a(y)VyTp} = F,(sm) dans B

a(Y>VyTp 0= Gy(im) —cp(n) sur o
Y,dy, = 0
Jr, T
T, yo-périodique
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3.1. Développement asymptotique double-échelle enrichsi

en posant

Gm) = [ FmNdy = (@V,N -8, T,)r,,

alors Y, (-;m) = YT,(-;m) — ¢,(n) satisfait le probleme (3.13), tend vers 0 quand y; tend vers 400
et on a, par linéarité du probleme (3.4),

P

Up = Z[Tpfk:('; ax)ak:]ﬂ“-

k=0

Par hypothese de récurrence, T,,_; et T,_o sont des polynomes en 1 de degré respectif p — 1 et
p — 2. Par définition, on en déduit que F,(n) est un polynéme de degré p. De plus, d’apres le
théoreme 1.9, ©,_; et ©, sont des polyndmes en 1 de degré respectif p — 1 et p. On en déduit
par définition que G, est un polynéme de degré p. Finalement, on en déduit que c¢,(n) est un
polynome de degré p. Alors on en déduit que Tp est de degré p et donc que &,(n) est de degré p
et finalement que T, est de degré p.

Il nous reste a montrer le résultat de régularité sur les termes macroscopiques. On suppose
que ug € H"™(Q). Pour p = 1, on a que 4, vérifie le probleme

P 12 42 22 42 2.0
AV -0 = 0, ,,uor + 3 0, ugr + w cquor  sur I’

{ —div[A*Vi] — w?p iy = 0 dans 2

Comme ug € H"(Q), on a que 07, ugr et 0, ugr sont dans H”_%(F). Cela nous donne que

AV, -nr € H™ 3 (I'). Cela nous permet de conclure que i, € H"(2). Par la suite, on suppose
que pour tout 1 < k < p—1, @, € H"M7%(Q). On veut montrer que i, € H"™7P(Q). En
utilisant le théoreme 1.9, on a que @, vérifie le probleme

p—1
—div[A*V,] — w’p*t, = — > myr1k(0x)l dans Q
AV, -0 = Z[Cp+1_k(8x)ﬁk]|p sur I’
k=0

Du fait que pour tout 1 < k < p—1, @ € H"™7*(Q) et que les ¢,(n) sont des polyndmes
p—1

de degré k, on en déduit que A*Va, - fir = > _[cpr1-1(0x)ls)ir € H”_p_%(I’). De plus, les
k=0 -

mk(n) étant de degré k+ 1 (voir le théoréme 1.9), on a que > myy1_x(Ox) 0l € H*'*P(Q). Par
k=0

conséquent, on obtient que 4, € H"'77(Q). H

Remarque 3.6. On peut voir ici que dans la condition au bord pour ,_; apparait le terme ¢,
(quand k = 0) faisant intervenir le terme source et la condition au bord du terme de champ proche
d’ordre n. Autrement dit, contrairement au cas des conditions de Dirichlet, pour déterminer la
condition au bord pour le terme homogénéisé d’ordre n — 1, nous devons étudier le terme de
champ proche d’ordre n.

Tout comme dans le chapitre précédent, les T,, sont des polynémes que nous écrivons

Vy € BVneC’, Y,(y;n)= > Ya(y)n®, a€eN.

|laj<n
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

3.2 Estimations d’erreur

Théoréme 3.7. Soit (u.) la famille des solutions de (1.2). Soit n € N et les familles (ug)r<nt1
et (Ug)k<ns1 définies respectivement par (1.33) et (2.9). On suppose (H,12) : f € H"(Q) et que
a et p sont suffisamment réguliers pour que pour tout k < n + 1, pour tout o € N? tel que
la] <k, ©F € WH(Y) et T¢ € WH°(B). On a alors

> TIRALACH)

Démonstration. La démonstration est trés semblable a celle du théoréme 1.10. Soit n € N. Dans
un premier temps, nous allons montrer que

w(i2)ro(52)

ol on a rajouté les termes d’ordre n + 1, ce qui nous permettra ensuite de montrer le résultat
attendu. Pour tout € > 0, on pose

H1(Q)

n+1
— Z gk - O(@n)
k=0

HY(Q)

n+1 n+1
e"t(x) = Z e"uy, <X ) ZE Uy (xg, ) :

On va montrer que L.el™ = r. avec ||r.| -1y = O(¢"). Ainsi, par le théoréme de Lax-Milgram,
on aura que
2| gy < Ke”

On a

L.e™ = —div

a () vngrl — W2 p ( ) n+1
n+1 < n+

= f- ZékLguk — Ze L.U,
k=0 k=0

On a encore
n+1

ST Lowy, = f 4" ((div — divi) (a(-) Vytni2) + Lot i1).

k=0
et de la méme maniere

n+1 ~
ST EFLUL = e ((div — divy, ) (a(-)VyUniz) + LoUnia).
k=0

On en conclut que
ol
Te = n+l<<le divx)[a(-)vyun+2] -+ Lgun+1 -+ (le — divm)[a(-)vanH] + EQUn+1). (315)
Montrons que pour tout v € H'(Q),
(1e,v) < Ke"||v]|
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3.2. Estimations d’erreur

Soit v € H'(2). On a

|(re,0)| < e

/Q [(div — divy)[a(-) Vyun o] <X3 ?) + Lotni1 (X; z)

+(div — dive,)[a(-)VyUnsa] (xg; ’6‘) + Lol (:@; j)] v(x)dx’

/ a (:) Vytn o (x ) Vu(x)dx +/ ( ) VU2 (x; :) - 00(x)dzy
/ divyea < ) yUnt2 <X; :) 7(x)dx +/ Loty 11 (x; :) U(x)dx

—/ < )V Unio (xg, )Vv dx—i—/ < )V Unio (xg, :) - 00(x)dzy

—/ divg,a (j) VU2 (372; 5) v(x)dx + /Q LoU, 41 (xg; :) v(x)dx‘

a(Y)van+2 : I_1‘|F0 + a(Y)Vyun+2 : I_1‘|F0 + a(Y)qun-i-l . ﬁ\Fo = 0.

n+1
< ¢

Or on a

Donc

/ < ) VyUni2 <x2, :) -0v(x)dzy + /Fa (:) VytUnt2 (X; j) - 00(X)dxy
— / < ) U1 <x; j) - NT(X)dxs
= —/ div]a(-)Vxtn11] < §> v(x)dx — /QCL <:> Vixtnt1 (X; :) Vo(x)dx

= [ (ive + e divy) o) Tt (x5 ) 060)dx = [ 0 (F) Tatnnen (3 ) Vil

X

= [ divelal) Vi) (x 2 ) o) — =7 [ divg[a() Vtins] (x5 %) w(x)dx

X

— [ a <> V41 (x; X) Vi(x)dx.
o \¢ €

[re )l < AT IV nsa 22 | Vol + [diveVytinsal 2o 0] 20)
Fl[Axtnill2@llvll2 ) + |W2|||Un+1|\L2(Q)HU||L2(Q)}
1A IV Ungeall e V0l 2oy + Idive, Vy Ul 1ol 2y
102, Unial| 2oy 1]l 200 + 1 1Tt | 220 1] 220
+e" A (| Ascttna | 2@ 0] 220 + [ Vscttn + 1 202 | V0ll 20002

divy[a(-)Vxtn 1] X;E v(x)dx
J (%)

+e"

De méme que dans la démonstration du théoreme 1.10, en utilisant la décomposition de w,

(1.33) :

n

Un(%55) =D Oni(y; Ox) i (x),

k=0
on a
Ae™ [||Vyun+2||L2(Q)2HVUHL2(Q)2 FH divaVytn ol 2@ [0l 20

HIVttnga |22 IVl 22 + [P [tnsall 2@ llv ey < K™

89



Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

Par ailleurs, puisque O,,( Z O%(y)Je, on peut également montrer que
la|<n
< n+1
[ divyla() Vo] (x: 3 ) 5x)ax| < 35 [ 10, (0()001-0) (v 00) 0 n () dx,
k=0 1
n+1 X
<Y ¥ Z/Mt T (5) 020, (om0l
k=0 |a|<nt1—k i €
n+1
< X 2 2 00(a()En ) e vy 1050wl ooy V]| 2 -
k=0 |a|<n+1—k ¢
<+00
Enfin on a
(25 y ZTn k(Y3 Ox ) ligr (22).

Or, Tk(y 1) est polynomiale par rapport a m. On D’écrit alors sous la forme Ti(y;n) =
Z T¢(y)n® ot a = (ay, ) € N? est un multi-indice, || = a; + ay. Ainsi,
la|<k

W(@ay) =D D Yo (v)0styr(z2),
k=0 |a|<n—k

ou dy = 021022, De plus, par la proposition (2.3), il existe v > 0 tel que, pour tout k£ > 0 et

x1 Yo
pour tout a € N? tel que |a] < k

VT € W),

Donc,
n+1
2 2
IV Unsallfze < 3 3 [ 19y T (D)™ Pl = 0t (a) Pda
k=0 |a|<n+2—k
n+1 ) ey
< Z Z IVy Yo ke’nyHLOO(B)QHe
k=0 |a|<n+2-k
d’ou
n+1
IVyUnsalliz@e < 32 3 IVy T s iz e 0L dnrl 2@ (3.16)

k=0 |a|<n+2—k
<-+o0 par hyp. sur a et p

et de la méme manicre

n+1

Idive, VyUnsalliey < 30 32 100 Toio 4™ o) ll€7" 0,05 ttayr || 120
k=0 |a|<n+2—k

<400

On a également

n
102, Unsallzzy) <D D0 I ey k€ L) €702, 08 0 r | 22(0) (3.17)

k=0 |o|<n+1—k

<+00

et
n+1-1

1Unsallzey < D D T we™ s lle ™ Ot |22 ()

k=0 |a|<n+1-—k

<+o00
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Par hypothése de régularité sur f, on a que ug € H""?(2) et ainsi par le théoréme 3.5, pour
tout k < n, Gp € H""2(Q). Les normes de ces dérivées qui interviennent dans les inégalités
qui précedent sont donc bornées. On en déduit qu’il existe K > 0 tel que

(1e,v) < Ke™||v]| g (o)

Donc ||r.||g-10) = O(e"), d'out

n+1 . .
ue =y e {Uk (,> + U <,>} =0(e")
k=0 c L)
On déduit de ce premier résultat que
n . . ntl
Ue — Z Ek |:uk ('; ) + Uk <‘; >:| = Ue — Z Ek [uk + Uk] - €n+1 [unJrl + Un+1]
k=0 € €/ Mg (o) k=0 H(Q)
n+1
< fue — Yo e [ug + Ui + " [[unt1 + Unsalll g g
k=0 HY(Q)
< Ke"+ e Jung + Un+1||H1(Q)
Or
||Un+1’|§{1(9) = Hun+1||%2(9) + \|Vun+1||%2(9)2.

En utilisant la décomposition de u,,1 et celle des O, on obtient que

n+1

||Un+1||%2(9) < Z Z ||@z+1—k8$@k||i2(9)
k=0 |a|<n+1—k

n+1
< > > enllieyy 0%

k=0 |a|<n+1—k

<400 par hyp sur a et p <+oco par hyp sur f

En utilisant la régle de dérivation de fonctions composées (1.5), on a que
IVt 11222 < 1 Vxtinrill 22y + e Vytinga |22 ()2

En utilisant la décomposition de u,.; et celle des O, on obtient que

n+1
IVatiniillZzz < D D 10041 4 VaOgtinllZ20)

k=0 |a|<n+1-k
n+1

<D D 1051kl Fe iy 1VxOg 7202
k=0 |a|<n+1-k
<400 par hyp sur a et p <400 par hyp sur f
et de méme
n+1
2 ~ 112
||vyun+1||L2(Q)2 < Z Z ”vy@g-i—l—kaiuk”L%Q)?
k=0 |a|<n+1-k
n+1
2 ~ 112
< Z Z ||vy®z+1—k||L°°(Y)2 ||5§fuk||L2(Q)

k=0 |a|<n+1-k
<400 par hyp sur a et p <+4o0 par hyp sur f

donc il existe K > 0 tel que
[l o) < Ke™'.
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Chapitre 3 — Homogénéisation en deux dimensions avec condition de Neumann

De la méme maniere, en la méthode des inégalités (3.16) et (3.17), on montre qu'il existe K > 0
tel que
||Un+1||H1(Q) < K€_1.

On en déduit que

g () ()

< Ke" + Ke"le ™t < Ke™.
HY(Q)

Corollaire 3.8. Soit n € N. Sous I'hypothese (H,,4+1) du théoréme 3.7, on a
n k . .

() )

wm it fue () + 0

Démonstration. Soit n € N. Sous 'hypotheése (H,11), on a par le théoreme 3.7 que

= O(e").

L2(Q)

n+1

Ue — Z z—:k(uk + Uk)

k=0

= O(e"th).
HI(9)

On a donc

n+1
= fue =D M u + Up) + " (unsr + Upr)
L2(Q) k=0
n+1
Ue — Z 5k(uk + Uk)
k=0
n+1
u. — > " (uy, + Uy) + " Jupr + Ungall 2
k=0 HY(Q)
< Kentt 4 gntl ||Un+1||L2(Q) + et ||Un+1||L2(Q)

Ues — Z ék(uk + Uk)
k=0

L2(Q)

N

+ " Jup g + Un+1ll 12 ()
L2(Q)

N

En utilisant les mémes arguments que dans le théoreme précédent, on montre que w41 et U, 1
sont bornés en norme L? indépendamment de ¢. On en déduit que

n

u. — Yy e (ug + Uy)

k=0

= O(e").
L2(Q2)

3.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques obtenus avec la librairie élé-
ments finis XLiFE++.

Pour réaliser ces calculs numériques, nous utilisons les mémes méthodes numériques que dans
le chapitre précédent (voir 2.5) que nous adaptons pour traiter des problémes avec condition de
Neumann.

Pour le calcul de la solution exacte et des solutions de problemes effectifs, nous utilisons a
nouveau une transformée de Flochet-Bloch afin de nous ramener a des problémes posés dans
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3.3. Résultats numériques

une demi-bande infinie. La méthode de résolution de ces problémes venant de [79] permet de
construire un opérateur DtN. Il s’avere que cet opérateur DtN peut étre inversé et son inverse
nous permet d’obtenir une condition de Dirichlet a partir d’une condition de Neumann.

Pour le calcul des termes de champs proches, nous renvoyons au chapitre 4.

Nous prenons comme fonctions a(y1,y2) = (2 + sin(27y1))(2 + sin(27y2)) = p(v1,y2) et nous
fixons le paramétre de la forme w? = (k, +1i)? —|—k§ avec k, = 4.5, k, = 4. Nous prenons également
pour terme source f = 0 et pour condition au bord g(yz) = e’™¥2  Comme précédemment, nous
prenons des € de la forme ¢ = 1/N avec N € N* pour avoir un nombre entier de cellules dans

notre domaine de calcul. Nous représentons les solutions dans le domaine © = (0, 1)?, 'unique
bord « physique » a gauche.

FIGURE 3.1 — Domaine €2

Sur la figure 3.2, on représente u. pour ¢ = 1/8 et uy. Une nouvelle fois, on voit que ug
représente bien le comportement macroscopique de ..

5.0e-02 5.0e-02
[ 0.04 ' 0.04
- 0.03 - 0.03
—0.02 —0.02
0.01 0.01
o] 0
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.03 -0.03
-0.04
-5.0e-02

-0.04
-5.0e-02

FIGURE 3.2 — u. (& gauche) et ug (a droite) dans Q = (0,1)?
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8.6e-03
[ 0.006
- 0.004
- 0.002

-0.002
—-0.004
-0.006

-8.6e-03

FIGURE 3.3 — u. — ug dans Q = (0,1)?

A la différence du probleme avec condition de Dirichlet, on observe a I'ordre 0 des oscillations
sur le bord de Q2. En effet, la condition au bord pour les termes de champs proche s’écrit

—Ono0gd = a <_> |:ax1un ('; _> + 8y1un+1 <'; _> + ay1Un+1 ('; _>] .
g ) IS g/

On a donc pour n = 0, comme a (—) Vu, -njr = g,
£

()t =0 () o () s (1),

Ainsi, la dérivée normale de u. — uq oscille sur le bord, et ¢’est que nous voyons sur la figure 3.3.
Il faut noter qu’il y a deux types d’oscillations : une partie vient de la partie oscillante de uq,
I’autre correspond au phénomene de couches limites que nous corrigerons avec Us.

Les courbes de convergence de la figure 3.4 illustrent que u. — ug converge en O(e) en norme L?
et en O(1) en norme H'.

—0.5
,,,,,,,,,,,, O
SRS PR o -
11l
—1.5} e
:\ -
5
&
5 -2t
w0
2
25 L
//m/
-3t /)z/ —— |Jue — uo|| 72
1,/ ——|Jue — ug|| gt
—— Pente 1
_35 . L | L 1
-3 —28-2.6-24-22 -2 —1.8-1.6—-14-1.2

log(e)

FIGURE 3.4 — Erreur u. — ug en norme L? et H' en échelle logarithmique

La figure 3.5 représente cote a cote les différences u. — ug et u. — (ug + cuy™) pour € = 1/8

a la méme échelle. On constate que les oscillations dans le domaine ainsi qu’une partie des

oscillations sur le bord sont corrigées par la partie oscillante u$™.
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4.5e-03
[ 0.003

—0.002

0.001

0

-0.001
-0.002
-0.003
-4.5e-03

FIGURE 3.5 — u. — ug (& gauche) et u. — (up + u$™) (a droite) dans Q = (0,1)?

Sur la figure 3.6, nous représentons u. — (ug 4+ cui™), u. — (uo + cuy) et u. — (up +cuy +ely)
a la méme échelle, différente de celle de la figure 2.7. L’ajout de 4, au développement permet de
prendre en compte le comportement macroscopique que nous avons observé au-dessus. Puis,
I’ajout de U; permet de corriger une partie des oscillations sur le bord.

1.4e-03
[ 0.001

~ 0.0005

1.4e-03
[ 0.0(e]l

-~ 0.0005
-0.0005 -0.0005

-0.001
L -1.4e-03

-0.001
L -1.4e-03

1.4e-03
[ 0.001

- 0.0005

0
-0.0005
-0.001
-1.4e-03

FIGURE 3.6 — u. — (up + cuf®) (& gauche), u. — (ug + cuy) (a droite) et u. — (ug + cuy + eUy)
(au centre) dans Q = (0,1)?

La figure 3.7 représente les courbes de convergence de u. — (ug + €u$*®), u. — (ug + €uq)

et ue — (up + euy + €Uy) en fonction de € en norme L? et en norme H'. On observe qu’il est
nécessaire d’ajouter i, et U; au développement pour obtenir une vitesse de convergence en
O(£?) en norme L? et en O() en norme H'.
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1
_9l
_3L
= e =
= Phe =
Qsj 0~ 8
) g
o 4L &0
= °-2.
—5F —— |lue — (up + euf®)|| 2 _3 i —— |lue — (uo + u™)|| g
//,,,@ —o— |lue — (ug + eur)|| 12 /,’@ o |lue — (uo + eun)|| i
b o JJue — (uo + euy + €U | 2 . o [lue = (uo + eur + €U
5 ‘ ‘ —— Pente 2 35 ‘ ‘ —— Pente 1
-3 —2.8-2.6-24-22 -2 —-1.8—-1.6—-1.4-1.2 -3 —2.8-26-24-22 -2 —1.8-1.6-1.4-1.2
log(e) log(e)

FIGURE 3.7 — Erreurs u, — (ug + cu*®), ue — (uo + euy) et uz — (ug + cuy + €Uy) en norme L?
(& gauche) et H' (& droite) en échelle logarithmique

Nous arrivons maintenant au développement a l'ordre 2. La figure 3.8 représente les différences
e — (ug + euy +eUy), ue — (up + euy + Uy + 2ug™), ue — (uo + cup + Uy + %uy) et ue — (ug +
euy + €Uy + %usy + 52U2) a la méme échelle, différente de celle de la figure 2.8. On constate une
nouvelle fois que u5* permet de corriger les oscillations dans le volume mais on observe encore
un comportement macroscopique que l’on corrige grace a 4. L'ajout de U, est censé corriger les
oscillations sur le bord. Malheureusement, nous ne sommes pas parvenus a corriger pleinement
ces oscillations. Il est possible que ce soit un bug ou un probleme d’approximation numérique.

8.0e-04
[ 0.0006
- 0.0004
0.0002

-0.0002
-0.0004
-0.0006
-8.0e-04

8.0e-04
' 0.0006
- 0.0004
0.0002

-0.0002
-0.0004
-0.0006
-8.0e-04

8.0e-04
[ 0.0006
- 0.0004
00002
0
-0.0002
-0.0004
-0.0006
-8.00-04

8.0e-04
[ 0.0006
- 0.0004
0.0002
0
- -0.0002
-0.0004
-0.0006
-8.00-04

FIGURE 3.8 — u. — (ug + cuy + €Uy) (en haut & gauche), u. — (ug + cuy + Uy + £2us*) (en haut

a droite), u. — (ug + euy + eUp + uy) (en bas & gauche) et u, — (ug + cuy + Uy + e2uy + £2U,)
(en bas & droite) dans Q = (0, 1)
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3.83. Résultats numériques

Notre soucis dans le calcul des termes d’ordre 2 se manifeste également dans les courbes de
convergences de la figure 3.9 : nous obtenons bien une convergence en O(c?) en norme H' pour
ue — (ug + uy + €Uy + £2uy + €2U,) mais pas une convergence en O(e®) en norme L? comme
nous l'espérions.

9. _9
e —25 |
3 e
-3/
// // ///
’/ // // 3 5
Eldl &S cl
3] e R4 0]
: P S
~— s ’ / ~—
a0 .7 L0 ) 0 L0
S 5 fal e / o A
—~ 5 //, ; /// =~ _45] o
- .16,
6l ——|Jue — (uo + euy + Uy + €2u$%)| 12 =9 (|- lue — (uo + euy + €Uy + €2uS*®)|| g
Pl —— ||u5 — (UO +euy +eUr + E2U2)”L2 55 —— Hua — (UQ +eup +eUy + 821L2)HH1
——||ue — (uo + euy + €Uy + €2ug + €2Us)|| 12 TO0H llue — (uo 4 euy + €Uy + €2ug + €2Us)|| 1
. —— Pente 3 6 —— Pente 2
-3 —2.8—2.6—2.4-2.2 -2 —1.8—1.6—1.4—1.2 -3 —2.8-2.6-24-22 -2 —-1.8—-1.6—-1.4-1.2
log(e) log(e)

FIGURE 3.9 — Erreurs u. — (ug + cuy + Uy + e*u3™), u. — (ug + euy + Uy + e%uy) et ue — (ug +
eup + eUp + e*uy + £2Us) en norme L? (& gauche) et H' (& droite) en échelle logarithmique
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4

Résolution de problemes posés
dans des demi-bandes périodiques
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Dans ce chapitre, nous expliquons la méthode de résolution de problemes posés dans des
demi-bandes périodiques avec conditions de Dirichlet ou de Neumann. Il s’agit d’une extension
de la méthode développée pour des équations Helmholtz dans [67, 68, 79] a des problemes de
type Laplace. C’est une extension car cette méthode a été développée et justifiée pour I’équation
de Helmholtz sauf pour une quantité dénombrable de fréquences correspondant aux fréquences
de coupure du probléme (voir [67, 68, 79] pour une définition précise). Le probléme de Laplace
étudié ici correspond au probleme de Helmholtz a la fréquence w = 0 qui est justement une
fréquence de coupure du probleme. Ce travail est donc bien une extension et non une application.

4.1 Probleme sans terme source et avec condition de Di-
richlet
On considére une demi-bande y = (y1,%2) € B = R" x (0,1) et on note ses bords I'y =
{0} x (0,1), Xg =R" x {0} et ¥y =R" x {1}. On définit I'espace de Hilbert

2
W(B) = {u € H..(B)/ /B l|ji|y% + | Vul*dy < —i—oo}

muni de la norme

Juf?

Bl—l-y%

1
2
Vu € W(B), [ullw) = ( + \vuﬁdy) |

On remarque que cet espace contient H'(B) ainsi que les fonctions constantes sur B. Nous
notons W (B) le sous-espace de W(B) des fonctions 1-périodique par rapport a ys :

Wy(B) = {ueW(B) [ us, = us, }
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

/2

Enfin, on note H;E (Fy) Pespace des traces sur I'y des fonctions de Wy (B) :

A0 = {u,  w € Wy(B)},

et son dual sera noté H;l/ 2(Fo). Dans toute la suite, une fonction sera yo-périodique si sa trace
et la trace de sa dérivée normale sont 1-périodiques dans la direction €5. On fixe une fonction
a : R* = R 1-périodique par rapport a 1 : a(y1 + 1,92) = a(y1,%2) ¥(y1,y2). On suppose que
cette fonction est bornée et strictement positive : 3¢,C' >0 / ¢ < a < C.

Pour une donnée ¢ € H;E/ *(T'y), on cherche une solution u(y) dans W (B) du probléme

—div[a(y)Vu(p)] = 0 dans B
u(p) = ¢ sur [y (4.1)
u(p) yo-périodique

ou une fonction est yo-périodique si sa trace et la trace de sa dérivée normale sont 1-périodiques
dans la direction e3. Pour toute donnée ¢ € H;é/ 2(F0), on montre qu’il y a existence et de unicité
d’une solution u(y) € Wyx(B) au probleme (4.1) en utilisant une inégalité de type Hardy (voir
2.2).

Le but de cette partie est de déterminer une méthode de calcul de la solution u(yp) € W4 (B)
de (4.1) associée a la donnée ¢ € H;E/Q(FO).
Nous commengons par introduire quelques notations : on note pour tout n € N, C, = (n,n+1) x
(0, 1). Ces cellules sont séparées par les segments I';, = {n} x (0, 1). Par la suite, nous identifierons
toutes ces interfaces I';, & T'g. On introduit également les bords inférieurs Xf = (n,n + 1) x {0}
et supérieurs X7 = (n,n + 1) x {1} des cellules C,.

Z ) X X z

FQ Co Pl Cl Fg CQ F3 Cg F4 C4

-- Y,
%0 % 6 b %o

FIGURE 4.1 — Demi-bande infinie B.

A présent, nous introduisons 'opérateur dit « de propagation » R défini par :

R: HY*Ty) — HY*(T)
Y = u(@)\f‘l

ou on le rappelle, I'interface I'; est identifiée a I'y. Notons pour tout n € N I'opérateur de
translation par rapport & la premiére variable 7, : v € Ly, .(B) = v(- +n,) € L} (B). Le terme

loc loc
d’opérateur « de propagation » s’explique par la proposition suivante :

Proposition 4.1. Pour tout n € N, pour tout ¢ € H;&/Q(FO),

Tau(p) = u(R"p).
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4.1. Probléme sans terme source et avec condition de Dirichlet

Démonstration. Cette proposition se démontre par récurrence sur n. Soit ¢ € H;é/ 2(F0). On
remarque que la propriété est vraie pour n = 0 et n = 1 (par définition).

Supposons que 7, 1u(p) = u(R" ). On remarque qu’alors 7,u(¢) € Wy (B) et satisfait le
probleme

—div[a(y)Vru(e)] = 0 dans B
Tu(e) = R sur [y
Tau(p) yo-périodique

car a est périodique et sur Tg, 7,u(p) = Tpo1u(@)r, = R(R™ '¢p) = R"p. Comme le probléme
admet une unique solution dans W (B), on en déduit donc que 7,u(p) = u(R"y). O

Gréce a cette proposition, on constate que nous pouvons connaitre la trace de u(y) sur toutes
les interfaces I';, : pour tout n € N, u(¢)r, = R"p, et on pourrait donc en déduire u(y) dans
chaque cellule.

J J J J
J J J J
J J J J
¥ V Ry IR0 iR’ iR%
F() Fl FQ F3 F4

Attardons-nous sur les propriétés de 'opérateur de propagation R.

Proposition 4.2. R est un opérateur compact de H. ;&/ 2(Fo) dans lui-méme, et de rayon spectral
p(R) égal a 1. De plus, 1 est 'unique valeur propre de R de module 1 et son espace propre est
constitué des fonctions constantes.

Démonstration. Dans le cas ou a est régulier, la compacité de R découle des propriétés de la
régularité intérieure des solutions de (4.1) :

Vo € H*(Ty), ¥0 > 0,Ys > 1, u(p) € H*(Bs), o Bs = {(y1,52) € B [ y1 > }.

Ainsi, on a que pour tout p € H;E/Q(FO), Ry € H*(Ty) pour tout s > 1/2 par théoreme de trace.

Comme H*(Ty) s'injecte de maniére compacte dans H/?(Ty), on déduit que R est compact. Si
a est seulement L™, c¢’est un peu plus technique (voir [115]).

L’opérateur étant compact, le rayon spectral correspond a la borne supérieure des valeurs
propres. Soit r € C une valeur propre de R et ¢ € H;/ 2(Fo) un vecteur propre associé a r. La
propriété (4.2) nous donne pour tout n € N, 7,u(p) = r"u(p). On obtient donc que

[ Ivuteifay = 3 [ 1ute)Pay

+oo

= % [ 1Vnaule) Py
n=0"%0
+o00

= 2P [ 1Vu(e)dy.

n=0

On note C' = / |Vu(p)|*dy indépendant de n. Deux cas se présentent & nous :
Co
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— soit C' > 0. Alors, comme

[ IVu(@)dy < flu(@)llws) < +oo.

et
+oo
| IVu(e)dy = ¢ 3
n=0

on en déduit que

“+oo
/ Vu(p)2dy < +00 & 3 | < +o0 & |r| < 1.
B

n=0

— soit C' = 0. Alors |Vu(p)| = 0 dans Cy. Cy étant connexe, on en déduit que u(p) est
constante dans Cy. Donc 1 est valeur propre de R.

Finalement, on a montré que les valeurs propres de R sont soit de module plus petit que 1, soit

c’est 1. On en déduit que p(R) = 1. O

Revenons au calcul de u(p). La proposition 2.3 nous assure que u(y) tend vers une constante
C, quand y; tend vers 'infini et que cette constante est caractérisée par

C«p = <avyN : e_i; @)FO

ot A\ est une fonction H}. (B) de la forme N = & twl + N avec N' € Wy(B) et vérifiant
a1y
—div[a(y)VN] = 0 dans B
N =0 sur Iy (4.3)

N yo-périodique

(voir 2.3.2 pour plus de détails sur cette fonction). Ceci implique que u(p) décroit exponentielle-
ment a 'infini ssi

(aVy/\f . e], QO>1"0 = 0.

Introduisons la forme linéaire

[ H/*(T) C

ﬁ
5 4.4
o = (VN 6L o), (44)

et notons V5(I'g) = ker( le noyau de cette forme linéaire.

Proposition 4.3. [ est une forme linéaire continue non nulle. De plus, on a que pour tout

l(Ry) = l(p).

Démonstration. En effet, de par le lemme 2.5, on a que [(1) = (aVyN - €1, 1), = 1. Donc [ est
non nulle.
La deuxiéme propriété vient du fait que pour tout ¢ € H ;ﬁ/ 2(Fo),

[(Rp)= lim u(Ry)= lim nu(p)= lim u(y)=1p).

Yy1—>+00 Yy1—>+00 Yy1—>+00
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4.1. Probléme sans terme source et avec condition de Dirichlet

Vo(Tp) est alors un hyperplan et est donc de codimension 1. De plus, on a
H/*(To) = C& Vy(T) (4.5)

ou on identifie C aux fonctions constantes sur I'g. De par la preuve de la proposition précédente,
on sait que C est ’espace propre de la valeur propre 1. Regardons ce que 'on peut dire de la
restriction de R a Vp(Iy).

Proposition 4.4. L’espace V;(I'y) est stable par R. La restriction R de R a V,(I'g) est continue,
compacte et de rayon spectral strictement inférieur a 1.

Démonstration. Soit ¢ € Vy(I'p). On a donc que la solution u(p) décroit exponentiellement &
I'infini. On veut montrer qu'il en est de méme pour u(R¢). On a par la relation de propagation
que

u(Re) = mu(e).

Comme lim u(p) =0, on a également par translation que lim 7u(p) = 0. On en déduit
y1—+00 y1—+o0

que lim wu(Ry) =0 et donc [(Ry) =0 et Ry € Vy(I).

Yy1—>+00

Puisque p(R) = 1, comme Ry est la restriction de R a V;(I'y), on a que p(Ry) < 1. Or on a
vu que si 1 est valeur propre, ses vecteurs propres sont les constantes qui ne sont pas dans
Vo(T'o) donc 1 n’est pas valeur propre de Ry. Donc, par la proposition 4.2 toutes les valeurs
propres de Ry sont de module strictement plus petit que 1. Comme Ry est compact, le seul
point d’accumulation possible de valeurs propres est 0, donc, p(Ry) < 1. O]

Revenons au calcul de u(y). Comme nous I'avons dit précédemment, la connaissance de R
nous permet de déterminer u(y) dans chacune des cellules C,. Par la relation de propagation
(4.2), cela revient a calculer 7,u(p) dans la cellule Cy pour tout n € N.

%] EERTCE R FISPE en— RUo| mule) [R*

Ly %0 | Lo 0 I

Par linéarité, nous allons donc introduire les problémes de cellule suivant :
Trouver eg() et ey(p) dans Hy(Co) = {u € H'(Cy) / upsg = upso} tels que

ZO
1
—div[a(y)Veo(¢)] = 0 dans Cy
eolp) = o sur [y
eolp) = 0 sur I'y 4 0 0
eo(p) yo-périodique
Lo DI Iy
et 2(1)
—div[a(y)Vei(¢)] = 0 dans Cy
e1(p) i 0 sur [y 0 0 o
e1(p) @ sur 'y
e1(p) yo-périodique
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

On montre que ces deux problémes sont bien posés en utilisant une inégalité de type Hardy.
En utilisant ces deux solutions de problémes de cellules, on a donc que

vn € N, 7u(p)ie, = eo(R"p) + er(R" o). (4.6)

Maintenant, il nous faut déterminer 'opérateur de propagation R.

On a obtenu une expression de u(y) dans chacune des cellules mais il ne faut pas oublier
que u(p) € Wx(B) est solution du probleme (4.1) dans toute la bande B. Cela impose donc
la continuité de u(p) et de sa dérivée normale a travers les interfaces I',,. Par la relation de
propagation (4.2), il nous suffit de garantir la continuité a travers I'y pour I'avoir sur toutes les
interfaces. L’expression de u(y) dans chacune des cellules nous assure la continuité de ce dernier
a travers I';. La continuité de la dérivée normale a travers I'; nous donne la relation

a(y)V(u(p)ic,) - exyr, = aly)V(u(p)ie,) - €1pr,
qui est équivalente a
a(y)V(u(p)ic,) - €xyr, = a(y)V(riu(@)ie,) - €1pr,-
Donc en utilisant (4.6)
a(y)V(eo(p) + er(Ry)) - €1, = a(y)V(eo(Ry) + e1(R*9)) - €xyr, (4.7)
Pour 7,5 = 0,1, on pose les opérateurs 7;; définis par

Ty HYP(To) — Hy'"'(T) .
p = (=1 a(y)Vei(p) - e1r;-

ol on a identifié respectivement H;/Z(Fl) et H;/Q(Fl) a H;ﬂ(l“lé et H;/Q(FO).

760@ 76190 Tmsﬁ ﬂ1@
— elp) |— — ealy) —

Iy I' Iy I'
(4.7) est donc équivalente a
Torp + TuRe = —ToRy — TieR*¢.

Cette relation étant valable pour tout ¢ € H;E/ Q(Fo), on en déduit que R est solution de
I’équation de Riccati :

TioR* + (Too + T1i1)R + Tor = 0. (4.8)

Théoréme 4.5. R est 'unique solution dans E(H;/Q(FO)) de (4.8) telle que :

(1) p(R) =1,
(2) sir € o(R) le spectre de R est tel que |r| = 1, alors » = 1 et son espace propre est
constitué des fonctions constantes,

(3) Vo(Ty) est stable par R et sa restriction a V(I'g) est de rayon spectral strictement inférieur
al.
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4.1. Probléme sans terme source et avec condition de Dirichlet

Démonstration. Nous venons de voir que R vérifie (4.8). Nous avons également vu par les
propositions 4.2 et 4.4 que R vérifie bien les propriétés (1), (2) et (3). Montrons que c’est la
seule.

Soit R’ un opérateur continu sur H;é/ *(T'y) solution de Péquation (4.8) et vérifiant les propriétés

(1), (2) et (3). Soit ¢ € H;ﬂ(l“o) et définissons la fonction u'(¢) par
vn €N, 7t (@), = co(R™p) + er(R" ).

De part les problemes de cellules vérifiés par e et e, on a que u'(p) est solution de 1’équation
—div[a(y)Vu'(¢)] = 0 dans chacune des cellules C, et que u(¢)r, = ¢. De plus, u'(¢) est
continu & travers les interfaces I';, et comme R’ satisfait 1’équation (4.8), sa dérivée normale
& travers chacune des interfaces I',, est également continue. On en déduit que u'(¢) € H,.(B)
satisfait ’équation volumique dans B. Montrons que u'(¢) € Wy (B). Comme ey(p) et e1(yp)
sont dans H;E (Co) et que leur dérivée normale est périodique dans la direction €3, u'(p) est
périodique dans la direction ez, de méme que sa dérivée normale. 11 ne reste qu’a montrer
que u'(p) € W(B). Par I'égalité (4.5), il existe des uniques ¢; € R et ¢y € Vo(Tp) telles que
© = 1 + 9. De ce fait, par linéarité, u'(p) = u'(p1) + u'(p2). Nous allons donc montrer que
u' (1) et u'(p2) sont dans W(B).

Commengons par u'(¢1). Comme ¢ est constant, ¢’est un vecteur propre associé a la valeur
propre 1. Ainsi

Vn €N, 7.u'(01)e, = eolipr) + e1(e1).

Or, eg(p1) + e1(p1) satisfait le probléeme bien posé

—div[a(y)V(eo(p1) +er(¢1))] = 0 dans C
(eo(p1) +e1(p1)) = o1 sur Iy
(eopp1) tei(pr)) = ¢ sur T’y
eo(p1) +e1(p1) yo-périodique

Donc comme la fonction constante égale a ¢ est solution, on en déduit que
Vn € N, Tnu/<901>|Co =¥

Donc u'(¢1) est constant dans B et on en déduit que u'(p1) € W(B).
Maintenant regardons u'(ps). Nous allons utiliser le fait que 'application

H/*(Ty) — HL(Co)
¢ = eolp) +e(Ry)

est continue. Il existe donc C' > 0 tel que pour tout n € N,
[ ()1 ) = lTatd (@2) |11 (o) = lea(R™ @2) + ex(R'R™2) I (co) < CIIR™ 02l rir2ry)-

Or la restriction de R" & V4(T'g) est de rayon spectral strictement inférieur a 1 et

TL];I)IEOO || |V0 Fo ||£ VO FO p(R/‘V()(FO))'
Donc pour p. €]p(Rjy,r,))» 1], il existe ng tel que

Vn 2 no, IR vy lleara) < o5
Ainsi, pour n > ny,

lv ()l ey < CIR™@a2ll vy < CPLll@allmam)-
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

Comme p, < 1, on en déduit que u'(¢,) € H(B) C W(B).

On a donc que u'(p) € W(B) et par périodicité de eg(p) et e1(¢), on a méme u'(p) € Wx(B).
Par unicité de la solution de (4.1), on en déduit que u'(¢) = u(p) et donc leur trace sur I'y sont
égales et ce pour tout ¢ € H;!Q(I‘O) :

RSD = u(gp)\Fl = Ul(@)\rl = RISD'
D’ou 'unicité de R. O

Nous avons également montré le corollaire suivante

Corollaire 4.6.

Vo(To) ={¢ € H;/Z(Fo) / u(¢) unique solution de (4.1) est dans Hy(B)}.

Une fois que nous connaissons cet opérateur de propagation R, on peut calculer u(p) cellule
par cellule et la reconstruire dans toute la bande B. On peut également déterminer 'opérateur
DtN (Dirichlet-to-Neumann) AP*™N associé au probleme (4.1) :

APNHA(Dg) - Hy'Y(Do)
¢ = a(y)Vu(p) - €e1jr,.

Proposition 4.7. L’opérateur DtN vérifie les propriétés suivantes :
— (AP 1), = 0 pour tout ¢ € H;/z(f‘o),

— le noyau de AP™ est constitué des fonctions constantes sur I'y.

Démonstration. Soit ¢ € H;#/ Z(FO). Pour la premiere propriété, prenons l’équation volumique
vérifiée par I'unique solution u(y) € W, (B) de (4.1) et intégrons par parties sur une bande
B =(0,L) x (0,1) :

[, aly)Vu(e)Vidy +(aVu(p) -6i.1}r, — {aVuly) - €. e, =0,

—ADtNy,

=0

d’ou
ADtN o L al
< 2 1>F0 - <avu(90) €1, 1>FL'

En faisant tendre L vers -+oo, comme u(p) tend vers une constante, on en déduit que
<ADtN<)0’ 1>F0 = 0. O

On peut I'exprimer aisément grace aux opérateurs R et 7;; :

ADtN

Il
2

Y = a(Y)vu(gp) 'e_iIFO
(¥)V(eo(p) +e1(Ry)) - €1jr,
= —(To0 + T1oR) .

106



4.2. Probléme avec terme source et condition de Dirichlet homogeéene

4.2 Probléme avec terme source et condition de Dirichlet
homogene

A présent, et toujours pour une donnée ¢ € H;/ 2(F0), nous nous intéressons au probleme

suivant :
Trouver v(p) € W4 (B) tel que

—divla(y)Vu(p)] = Lu(p) dans B
v(p) = 0 sur Ty (4.9)
v(p) yo-périodique

ou u(p) est solution du probleme (4.1) et I'opérateur £ est défini par

L: W(B) — W(B)
v = a(y)0y,v + 0y, (a(y)v).

Pour que le probleme (4.9) soit bien posé, il faut s’assurer de remplir les hypotheses de la
proposition 2.2 & savoir que Lu(y¢)\/1 +yf € L*(B). D’apres le comportement des solutions
de (4.1) vu dans la section précédente, cette condition impose que u(p) décroisse exponen-
tiellement vers 0 a l'infini ce qui, d’apres le corollaire 4.6 de la section précédente, nécessite
que ¢ € Vy(I'p). Ainsi, le probleme (4.9) admet une unique solution si et seulement si ¢ € Vi(I'y).

A présent et comme nous 'avons fait pour le probleme sans terme source, nous cherchons a
calculer la solution v(p) du probleme (4.9). Pour cela, nous allons définir un nouvel opérateur
de propagation R :

5 1/2
R: Vo(Ty) — H*(T)
$ = ’U(SO)|F1‘

Pour caractériser ce nouvel opérateur, nous commencons par établir une nouvelle relation de
propagation.

Proposition 4.8. Pour tout n € N, pour tout ¢ € V4(T'y),

Ta0(p) = v(R"p) + u(tn) (4.10)

ol (¢n)nen dépend de ¢ et est définie par récurrence de la fagon suivante :
1o = 0 et pour tout n > 1, ¢, = RR" 1o + Rapp_1.

Démonstration. Soit ¢ € Vy(I'g). On démontre cette propriété par récurrence sur n. On remarque

qu’elle est vraie pour n = 0.
Supposons 7,_1v(¢) = v(R" @) + u(,_1). On cherche le probléme satisfait par 7,v(). Par
translation, 7,,v(p) vérifie I’équation volumique

—div[a(y)Vr.v(e)] = L(mau(p)) = Lu(R"p)).
Au niveau du bord I'y, on a
(@), = T10(@)iry
= UN(Rn_ltp)u‘l + u(wn—l)ln
= RRn_lgp + R¢n—1
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Donc 7,,u(p) € W4 (B) satisfait le probleme
—div[a(y)Vrv(p)] = L(uw(R"p)) dans B

() = RR" Yo+ Rip, 1 sur Ty

Tov () yo-périodique
Ainsi, en décomposant par linéarité en deux problemes : I'un avec terme source et condition de
Dirichlet homogene, et I'autre sans terme source et avec condition de Dirichlet non-homogene,
on obtient alors, par unicité de la solution de ces deux problémes :

Ta0(p) = 0(R"0) + u(RR" ' + Ripn1) = v(R") + u(thn).
O

Comme pour le probléme précédent, il suffit de déterminer R pour calculer v(p) dans chacune

des cellules et par la relation de propagation (4.10), cela revient & calculer 7,,v(¢) dans la cellule
Co pour tout n € N.

% U(@) ¢n+1 E wn Tn“(@) wn—i-l

L, 20 | Lo 0 I

Dans Cy, 1,v(¢) vérifie

—divja(y)Vru(p)] = Lu(R") dans Cy
T0(p) = ¥n sur [y
T0(9) = Yni1 sur I'y
Tav () yo-périodique

Comme pour le probléme (4.1), on aimerait introduire des problémes de cellule. Nous allons
utiliser la structure particuliere du terme source Lu(R"p). En effet, dans la cellule Cy, on a

Lu(R"p) = L(eg(R™p) + e1(R" ™)) = Leo(R" @) + Ley (R ). (4.11)
Par linéarité, nous allons donc introduire les problemes de cellule suivant :
Trouver & () et &1(p) dans Hy(Co) tels que 50
1
—div[a(y)Véo(p)] = Leo(y) dans Cy

o(p) = 0 sur I' 0| Leo(e) | O

éo(p) = 0 sur I' (4.12)

éo(p) yo-périodique

et 2(1)
—div[a(y)Veéi(e)] = Lei(y) dans Cy
éilp) = 0 sur Ty 0| Lei(p) | O
éilp) = 0 sur I'y (4.13)
é1(p) yo-périodique
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4.2. Probléme avec terme source et condition de Dirichlet homogeéene

Tout comme les premiers problemes de cellule, ces derniers sont bien posés (grace a une inégalité
de Poincaré).
Alinsi, par linéarité, nous avons dans la premiere cellule

TaV(9)1c, = €0(Vn) + e1(Vny1) + E(R"p) + &1 (R™ ). (4.14)

Il nous reste & calculer Popérateur de propagation R. Comme v(p) € W (B), cela impose
donc la continuité de v(p) et de sa dérivée normale a travers les interfaces I',,. En utilisant la
relation de propagation (4.10), nous pouvons garantir la continuité seulement a travers I'; pour
l'avoir sur toutes les interfaces. L’expression de v(p) dans chacune des cellules nous assure la
continuité de ce dernier a travers I'; puisque pour tout n € N, v(¢)r,, = V. La continuité de la
dérivée normale a travers I'; nous donne la relation

a(y)V(v(p)ic,) - eir, = a(y)V(v(9)ie,) - €iyr,

qui est équivalente a

G(Y)V(U(SO)WO) : eﬁ:ur1 = G(Y)V(Tlv(@\co) : e_i\l“o'

En utilisant (4.14), on obtient

a(y)V(er(Rep) + éo(p) + &1 (Ry)) - €xpr, =
a(y)V(eo(Re) + e1(RRp + RR) 4 é(Rep) + €1(R%¢)) - €1yr,.  (4.15)
Pour i,j = 0, 1, on introduit les opérateurs ’77]» :Vo(Ty) — H;;I/Q(FO) définis par

Tije = (=1)"a(y)Veile) - €irr,,

Toow| Torp Toe| Ty

— ély) p—

Lo I'y Lo Iy

(4.15) est donc une équation de type Sylvester qui se réécrit

TwRR + (Too + Tia + TwR)R = — [TioR? + (Too + Tin)R + Tau | (4.16)

Proposition 4.9. R est I'unique solution dans £(V;(Ty); H;/Z(FO)) de (4.16).

Démonstration. Soit R’ € L(Vy(Ty); H;/z(FO)) vérifiant (4.16). Soit ¢ € V(I'p). On définit la
fonction v'(yp) par

¥ 20, 7' (@), = eo(¥y) + ex(¥ni) +E(R™p) + &1(R™y)

ot les v/, sont définis par 1), = 0 et pour tout n > 1, 1, = R'R" ‘¢ + Ry, ,. De part les
problémes de cellules vérifiés par eg, e1, € et €, on a que v'(p) est solution de 1’équation
—div]a(y)Vv'(¢)] = Lu(p) dans chacune des cellules C, et que v(¢)r, = 0. De plus, v'(¢) est
continu & travers les interfaces I',, et comme R’ satisfait 1'équation (4.16), sa dérivée normale
A travers chacune des interfaces T, est également continue. On en déduit que v'(p) € H,..(B)

loc
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

satisfait 1’équation volumique dans B. Montrons que v'(¢) € W, (B). Comme eo(p), e1(¢), €o(p)
et €1(p) sont dans H. j% (Co) et que leur dérivée normale est périodique dans la direction €3, v'(y)
est périodique dans la direction €3, de méme que sa dérivée normale. Il ne reste qu’a montrer
que v'(¢) € W(B).

Dans un premier temps, nous utilisons la relation de récurrence vérifiée par les 1)/, pour
décomposer v'(¢) dans chacune des cellules sous la forme

vn >0, 70 (9)ic, = E()) + er(R'R™p) + E(R™p)

ou E et E sont les applications continues définies respectivement par E(p) = eo(p) + e1(Ryp) et
E(p) = éo(p) + é1(Ryp). Pour montrer que v'(¢) € W(B), il nous faut montrer que

[v"(0)I”
B 1+y?

+ |V (¢) P dy < +oo.

On commence par décomposer 'intégrale cellule par cellule et on a

‘U/( )’2+|v ( )|2dy _ Z/

B 1+1y?

+ V() [*dy
|2

|Tn TNT:
= |V, d
Z/CO1+ oyt VT (9)dy

|E(y)|? 9
— E R S A Y E— VE (@) d
/col+ n+y)+‘ (Wn)ldy
ler(R'R™)? ) 2
g —_ Ve, (R'R" d
* c01+(n+y1) T Ve eIl dy

BROP O
————— +|VE(R"p)|"d
Z/COHn+ L+ VB Ply

Nous allons montrer que ces trois sommes convergent.
Commencons par la deuxieme somme. On a

400 |€1(7§/an >|2
N e

+o00
FIVa(RR ) Fdy < 3 [ er(RR") + Ve (RR")1
2 Tt gz TVARR Ay < 3 | 1ea(RRIG)F + Ve (RR") Fdy

—+o00
< D e R R o)

n=0

Or I'application ¢+ e1(R'p) est continue sur Vy(Ty) donc il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout n,

lex(RR™0) ey < CIR™ @l 1172 rg)-
Or ¢ € V(L) et p(Ryvy(ry)) < 1 donc il existe p* €]p(Ryvy o)), 1[ et no € N tel que pour tout
n = no, R cizry) < p™. Ainsi, pour tout n < ng, on a que

e (R'R™0) |11 coy < Co™" ]l vz ry)-

On a donc bien que
+o0 |61(7é/7-\;’n )|2
T 4 Ve (R'R )| dy.
7;)<201+(n—|—y) Ve e)l"dy

En utilisant un raisonnement analogue et la continuité sur V(') de 'application E., on obtient
également que

AN L IVE(R ) Pdy < +oc.
Z/col+n+y + |IVE(R"p)[*dy < +oo
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Il nous reste a montrer que la premiere somme converge. Seulement, nous ne pouvons pas utiliser
directement la propriété p(R,r,)) < 1 puisqu’en général, 1, ¢ V4(I'g). Pour y remédier, nous
allons leur retrancher respectivement [(1);,). On a donc

B, = L))

S [l s vswPy < 3
co 14 (n+yp)? " = e 1+(n+y)
2

Z /CO1+ bl ) +[VE(UW,)) Pdy.

+[VE(Y, — 1(4,)dy

Or pour tout n, [(¢) € R donc E(I(¢);,)) = I(¢},). De plus, on peut montrer que la suite (l(wn))n
converge. Pour cela, on remarque tout d’abord que par récurrence, les 1)/, peuvent s’écrire
explicitement sous la forme : pour tout n > 1,

n—1
Y=Y R"IPR'RP.

p=0
On a donc, en utilisant la proposition 4.3,

n—1
() = D UR"IPR'RYy)

p=0

= Y UR'RPy)

p=0

n—1
= 1| YRR
p=0

La forme linéaire étant continue, on a par passage a la limite que

+oo
: ! _ D/ TP
Jm ) = 1 SRR
= I(R(I-R) ).
Donc comme la suite (1(¢))),, converge, elle est bornée. Donc
e

S [ el Eaw Py = > /CO MRy

1—|— n+y1)
< / d
Z c01+ n+y1) Y

< C’Z 5 < +o0.

Finalement, il nous reste une derniere somme a majorer. On a

i" | (i, = 1(¢r)

)’2 / o 2
L VB, - 1)) Pdy < z / | B, = 1) e,
< cz / It = 1) ey

par continuité de I'application E sur V;(Tg). Or on peut écrire ¢;, — I(1);,) sous la forme
n—1
UL =) = 2RI,
p=0
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

olt @), = R'RPp — I(R'RPp). Nous allons une nouvelle fois utiliser la propriété p(Rjvyry)) < 1.
Pour n > 2ng + 1, on découpe la somme en trois morceaux :

no+1 n—1—ng
w —l ZRn1p~/+ Z Rn1p~/+ Z Rn1p~/
p=0 p=np+2 p=n—ng

Or, pour tout p = ng, [P, g2y < CIRP@l g2,y < Cp™. On en déduit que la suite (&),),
converge et est donc bornée. Il en est de méme pour la suite d’opérateurs (R*),. Donc

no+1 n—1—ng
10, = W) lgemy < D0 IR P& lmecy + 2. IR PE ey
p=0 p=no+2

n—1
+ > HRH?PP@;HHU?(FO)

Z?—T-Ll_no n—1—ng
gczp*nlp_‘_czp*nl—p*p_‘_czp
p=no+2 p=n—ngo
g C(p*n 1+(n_2n0)p*n 1+p*n—no)
On en déduit que
E ey 2
Z E(W, = Uy )2)| +|VE®), —1()*dy < +o0

¢ 1+ (n+uwy)

On a donc que v'(¢) € W(B).
On a montré que v'(¢) € Wy(B) vérifie (4.1). Donc par unicité de la solution, on a que
v'(p) = v(p). En particulier, on en conclut que

R =v'(9)r, = v(@)ir, = Ry
et ce pour tout ¢ € Vy(I'p). O

Une fois que nous avons R, nous sommes en mesure de calculer v(p) cellule par cellule et
finalement le reconstruire dans toute la bande B. Enfin, nous pouvons déterminer 1'opérateur
DtN AP™N - Vy(Iy) — H_l/ (T'y) associé au probléme (4.9)

AP = a(y) V() - €,
que 'on peut exprimer

APN(p) = a(y)Vo(e) -
(¥)

I
o

4.3 Probleme sans terme source et avec condition de
Neumann

Dans cette partie, nous expliquons la méthode de résolution dans le cas d’une condition de
Neumann sur I'y. Dans la pratique, nous nous ramenerons a une condition de Dirichlet.
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4.8. Probléme sans terme source et avec condition de Neumann

4.3.1 Développement de la méthode

Pour une donnée ¢ € H;/ ?(T'y), on cherche désormais une solution w () dans W (B) du
probleme :

—divfa(y)Vw(p)] = 0 dans B
a(y)Vw(yp) - €1 %) sur [’y

/Fw(@)d?h =0

0

(4.17)

w(ep) yo-périodique

Ce probléme admet une solution si et seulement si (¢, 1)r, = 0. On introduit donc I’espace
Vo(To) = {p € Hz'(Ty) / (¢, Vr, = 0}.

Fixons donc ¢ € V(T). Alors le probleme (4.17) admet une unique solution w(p) € Wy (B™)
(grace a la condition / w(p)dyy = 0). Le but de cette section est de d’expliquer comment
T

0
calculer I'unique solution w(y) € Wx(B) de (4.17). Nous allons a nouveau utiliser le découpage
en cellules C, de B et définir un opérateur de propagation P par

H71/2(F0)
a(y)Vuw(p) - €1y,

P %(Fo)

-
QY =

Proposition 4.10. L’opérateur de propagation P a pour image V;(I'y) et pour tout n > 1,

Taw(p) = w(P"p) + M nil Phy (4.18)

k=0

ou 'opérateur M est défini par

Dans cette proposition, My € R,V € V4(Ty). Dans (4.18), M désigne une fonction constante
sur B égale a M.

Démonstration. Soit ¢ € Vy(T). Tl existe un unique w(p) € Wy(B) solution de (4.17). Regar-
dons le probleme satisfait par Tw(p). On peut aisément voir que mw(p) € Wx(B) satisfait le
probleme :
—div[a(y)Vniw(e)] = 0 dans B
a(y)Vriw(p) -e1 = a(y)Vuw(p)-eip,. =Py sur Iy
/r nw(p)dy, = /r w(p)dys = My

0 1

Tw(yp) yo-périodique

(4.19)

On a bien existence d’une solution dans Wy (B) puisque mw(y) satisfait le probleme. Or il y a
existence du probleme si et seulement si (P, 1)p, = 0. On en déduit donc que Py € Vi(Ty), et
ce pour tout ¢ € Vo(I'y). L'unicité de la solution est assurée par la derniére condition.

Enfin, il nous reste & montrer par récurrence la relation (4.18). Pour n = 1, on remarque
que v = nw(p) — My € Wx(B) est solution du probleme (4.17) avec la donnée ¢ = Po.
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Par unicité de la solution, on en déduit que Tw(p) — My = w(Py). Puis, pour n > 1, si

n—1
() = w(P"p) + M D" PFep, on observe que 7,4 1w(yp) satisfait le probleme

k=0
—divla(y) VT, pw(e)] = 0 dans B
a(y)Vw(p)-61 = P(P'p) =Py sur 'y
/F Taprw(@)dys = /F Taw(p)dys = MP"p + M Z Pro =M Z P
0 ! k=0
Tpr1w(p) yo-périodique

Ainsi, v = T w(p) — MY PFp € Wy(B) est solution du probleme (4.17) avec la donnée
k=0

=P " et done T, 1w(p) — MY PFo = w(P" ). O

Finalement, si les opérateurs P et M sont connus, nous serons en mesure de calculer w(y)
dans chacune des cellules.

Proposition 4.11. P est un opérateur continu de %(Fo) dans lui-méme, compact et de rayon
spectral p(P) strictement inférieur a 1.

Démonstration. P est compact pour les mémes raisons que R (voir la preuve de 4.2). Ainsi, son
rayon spectral correspond a la borne supérieure de ses valeurs propres. Soit r € C valeur propre
de P et ¢ € V5(I'y) un vecteur propre associé a r. Par la relation de propagation (4.18), on a

. On

par linéarité que pour tout n > 1, T,w(p) = r"w(yp) + Z r* Mp = 1r"w(p)
k=0
obtient donc que

[, vetotay = 3 [ 1Vuto)Pay
= Z/ |V rw( |dy
= ZW” [ 1Vute

=0

On note C' = / |Vw(p)|*dy indépendant de n. w(y) ne peut pas étre constant dans la premiére
¢

cellule car ¢ = gz(y)Vw(cp) -e1yr, 7 0. Cela implique que C' > 0. Par définition de la norme sur
W(B), on a

[ V(@) Py < w(@)llwes < +ox,
et comme

“+o0o
[ Vu@)E=c X I,
B n=0

on en déduit que

+oo
/ Vu(p)Pdy < +00 & 3 [r2" < +00 & |r| < 1.
B n=0

Finalement, on a montré que |r| < 1 et par passage a la borne supérieure, comme P est compact,
on en déduit que p(P) < 1. O
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4.8. Probléme sans terme source et avec condition de Neumann

Revenons au calcul de w(y). En utilisant la relation de propagation (4.18), calculer w(y)
dans chacune des cellules C,, revient a calculer 7,w(p) dans la premiere cellule Cy. Il est alors
naturel d’introduire les problémes de cellule :
Trouver eg() et ey(p) dans Hy(Co) tels que

ZO
—div]a(y)Veo()] = 0 dans C -
aly)Veols) -6 — sur Ty . ;
a(y)Veo(p) - € = 0 sur I'y (4.20) — 0
. eo(p)dys = 0
0
eo() yo-périodique Ly P Iy
et 2(1)
—div[a(y)Vei (¢ )] =0 dans C
a(y)Vei(p)-e1 = 0 sur I'y 0 0
a(y)Vei(p)- 61 = ¢ sur 'y (4.21) R
61(90)5@2 =0
0
e1(p) yo-périodique Lo I Iy

Ainsi, on peut écrire que dans la premiere cellule

w(p)ic, = eolyp) + e1(Py),

et que pour tout n € N*, par (4.18),

n—1
+ MY Pro.

k=0

Tt (9)ic, = eo(P"¢) + e (P" )

Il ne nous reste plus qu’a caractériser les opérateurs P et M. Tout d’abord, on remarque que
/F w(p)dys = /F eo(p) + er(Pyp)dys = Mep.
1 1

Donc en notant pour ¢ = 0,1, M;p = / ei(p)dys, on en déduit que
Iy

M@D = M()QO -+ M{P(,O.

Ensuite, la relation de propagation (4.18) garantie la continuité de la dérivée normale a travers
chaque interface I';,. Comme w(¢p) est continue a travers chacune de ces interfaces, notamment
a travers I'', on a
(w(90>|C0)|F1 = (w((p)|cl)|rl
ce qui se ré-écrit
w(p)ir, = T1w(P)r,

d’out

(eo() + ex(P))ir, = (eo(Pp) + ex(P*p

Donc en posant pour 7,7 = 0,1 les opérateurs

)+M90)\F0'

St Vo(Ty) — H*(Ty)
Y = €i(<ﬂ)\rj

et en utilisant les opérateurs M;, on montre que P est solution de I’équation de Riccati

S10P%¢ + (Soo — Si1 + M1)P — Sorp + Moy = 0. (4.22)
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Proposition 4.12. P est 'unique solution £(V;(Ty)) de (4.22) de rayon spectral p(P) < 1.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle de 4.5. P € L(Vy(Ty)) vérifie (4.22) et
d’apres la proposition 4.11, p(P) < 1. Montrons qu’il est unique.

Soit P’ un opérateur continu sur V(I'y) solution de équation (4.22) tel que p(P') < 1. Soit
¢ € Vo(Ty) et définissons la fonction w'(¢) par

w'(@)ieo = eolp) + er(P'e),
et .
Vn € N*, an/(30)|co = 60(7)/”@) + €1<Pm+1<,0) + ./\/l/ Z P/kQO

k=0
ou M = Mo+ M;P’. On a que w'(p) est solution de 'équation —div[a(y)Vuw'(¢)] = 0 dans
chacune des cellules C,,. De plus, la dérivée normale de w'() est continue a travers les interfaces
I, par construction et comme P’ satisfait I'équation (4.22), sa trace sur chacune des interfaces
[, est également continue. On en déduit que w'(¢) € H. (B) satisfait '’équation volumique
dans B. Montrons que w'(y¢) € Wx(B). Comme ey(¢) et e1(y) sont dans Hy(Co) et que M’ est
un opérateur a valeur réelle, w'(y) est périodique dans la direction €z. Il ne reste qu’a montrer

que w'(p) € W(B).

Nous posons la fonction intermédiaire @'(p) = w'(¢) — M’ > P, la série étant convergente
k=0
car p(P') < 1. Nous allons montrer que @'(¢) € H'(B). On a

—+o00
vn € N, 7,0 (¢)ic, = eo(P"p) + e (P o) — M' >~ P
k=n

Nous allons utiliser le fait que I'application

VoTo) — Hy(Co)
o = eo(p) +e(Py)

est continue. Il existe donc C' > 0 tel que pour tout n € N,
[ (O ey = 170 ()l co)

+0oo
< Heg(ngD) + el(P’P'ngo)HHl(co) + ‘M/ Z PleD

N

+o00
C”PMQOQHH—U?(FO) + ‘MI Z Plk@‘ .

Or P’ a un rayon spectral strictement inférieur a 1 et

lim [P ooy = POP)-

n—-+o0o L(Vo(T'o))
Donc pour p. €]p(Ply,r,))s 11, il existe ng tel que
v 2 no, [P™ | oy < P5-

Ainsi, pour n > ng,

+oo
[ ()lmen < Collelu-rzwy + IM llewmory 22 P2llellm-1r2ay)

k=n
n Py
< Coillell -2, + 1= M et ory @ E-172(00)-
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4.8. Probléme sans terme source et avec condition de Neumann

Comme p, < 1, on en déduit que @'(¢) € H'(B). Comme @'(p) et w'(p) different d’une
constante, et que W (B) contient H'(B) et les fonctions constantes sur B, on en déduit que
w'(p) € W(B).

On a donc que w'(p) € Wx(B). Par unicité de la solution de (4.17), on en déduit que w'(p) =
w(y) et donc leur dérivée normale sur I'; sont égales et ce pour tout o € Vy(T'y) :

Py = aly)Vuw(e) - éxr, = aly)Vu'(g) - €1p, = P'e.

D’ott 'unicité de P. [
Une fois que nous connaissons cet opérateur de propagation P, on peut calculer 'opérateur
M = Mo+ M;P et enfin calculer w(yp) cellule par cellule et la reconstruire dans toute la bande
B. On peut également déterminer I'opérateur NtD (Neumann-to-Dirichlet) ANP associé au
probleme (4.17) :

ANP V(Do) = Hy*(Ty)

¢ = w(@)r,

On peut I'exprimer aisément grace aux opérateurs P et S;; :

APy = w(p)r,

(eo(p) + e1(Pp))ry
= (Soo + S10P)e.

4.3.2 Alternative utilisant ’opérateur Dirichlet-to-Neumann

En pratique, nous n’utilisons pas cette méthode de résolution pour les problemes avec condi-
tion de Neumann. Nous avons préféré réutiliser ce qui a été fait pour le probléme avec condition
de Dirichlet. L’idée est d’inverser 'opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) et d’appliquer cet
inverse a la condition de Neumann afin de se ramener a un probleme avec condition de Dirichlet.

Soit ¢ € Vp(I'y). Le probléme qui nous intéresse est le suivant :
Trouver v(¢) € Hy(B) vérifiant

—divja(y)Vu(¥)] = 0 dans B
a(y)Vo(y) -e1 = ¢ sur I'y (4.23)
v(1)) yo-périodique

Théoréme 4.13. Le probleme (4.23) admet une unique solution dans H(B).

Démonstration. Considérons l'unique solution w(¢)) € Wx(B) du probleme (4.17) pour la
donnée 1. On note ¢ = w(y)r, la trace de w(z)) sur I'y et on pose

w = w() - U(6).

Alors w' = u(¢,r) Punique solution du probléme dans W4 (B) de (4.1) avec la donnée ¢,y =
w(Y)ir, — I(¢) = ¢ — l(¢). Par linéarité, on a ¢,» € Vy(I'y). Donc par le corollaire 4.6, on en
déduit que w' € H;(B). De plus, par construction, w’" satisfait (4.23). Il nous reste & montrer
qu’il est unique.

Soit W € HJ%(B) satisfaisant (4.23). Alors @' = w — /Fo wdys, satisfait le probleme (4.17) avec

la donnée 1. Donc par unicité, on a @' = w(¢). Donc, comme ¢ = w(¢)r, = Wip,,

wo= 0 - l(ﬁ)fro)
= W —/F wdy, — l(W)r,) +/ wdys
0
= w-— Z(UN)\FO)
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Or @ € H(B) donc l(Wyr,) = 0 et ainsi w' = . O

Soit v(¢)) € H(B) I'unique solution de (4.23). On cherche a résoudre ce probléme numérique-
ment en utilisant la méthode développée dans le paragraphe 4.1.

L’opérateur DtN est défini sur 1’espace H;éﬂ(ljo) a valeur dans H;/Q(FO) par

Vip € Hy/* (L), APNp = a(y) V() - €ir,
ou u(p) est 'unique solution dans Wx(B) de

—div[a(y)Vu(e)] = 0 dans B
u(p) = ¢ sur [y (4.24)
u(p) yo-périodique

Cet opérateur possede un noyau qui est constitué des fonctions constantes. On rappelle que
H#Q(FO) =R ® Vu(Ty) ou Vo(I'y) est le noyau de la forme linéaire [ définie en (4.4), et que Ry
est défini comme la restriction de R sur V4(I'g). Nous notons également AJ™ la restriction de
AP 3 Vi (Ty).
Pour tout ¢ € V4(I'y), on a par la proposition 4.7 que (AP, 1)p, = 0, ce qui implique que
AP™Np € V4(Ty). Done Im (AD™N) = Vi (Iy).
Par ailleurs, Popérateur NtD AN : V) — H;E/ ?(Ty) associé au probléme (4.23) est défini sur
Vo(To) par

NAUNS ‘N/o(Fo), ANtD@/) = U(¢)|Fo-

Pour tout ¢ € Vg(Ty), v(¢)) € H(B) donc par le corollaire 4.6, on a que ANPyp = v(¢)r, €
Vo(To). Donc Im (ANP) = V4(Ty).

Finalement, en utilisant I'unicité des solutions des problemes (4.24) et (4.23), on en déduit que
¥y € Vo(To), AN o Ag™g = o,

et
Vi) € Vo(Ty), APN o ANPy, — 4.

On en déduit donc que Ag™ est inversible et que sont inverse est AN'P.

4.4 Reésolutions et applications numériques

Dans cette partie, nous expliquons la résolution numérique des méthodes établies pour le
probleme avec condition de Dirichlet.

4.4.1 Calcul des opérateurs de propagation

Commencons par le calcul numérique de 'opérateur de propagation R. Nous fixons N € N*
o , 1/2 . -
et nous discrétisons l'espace H, " (I'g) par une base (¢n)n<n. Pour la suite, nous utiliserons
la méme notation pour I'opérateur et sa matrice dans la base. Les sections I'; étant toutes
identifiées a 'y, nous identifierons les discrétisations des espaces H;#/ *(T;) & celle de H;#/ *(To)
Dans un premier temps, il est nécessaire de calculer pour tout n € [1, N les solutions ey(¢p,)
et e1(p,) des problemes de cellule (4.1) et (4.1).
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4.4. Résolutions et applications numériques

Ensuite, nous pouvons calculer les matrices 7Tj;. Le choix d’une base orthonormée permet de
grandement simplifier les calculs. En effet, en utilisant les problemes de cellule et en intégrant
par partie, on aura que pour tout ¢,j = 0,1 et pour tout n,m € [1, NJ,

[ﬁ]nm = <7;jgpn7%0m>Fj
= (=1 NaVeilen) - €1, ej(om)p)r;

- /CO a(y)Vei(0n) Ve (om)dy

Désormais, il reste a résoudre I’équation de Riccati (4.8) pour trouver R.
Soit r une valeur propre de R et ¢ un vecteur propre associé : R¢ = rp. En utilisant ce vecteur
propre dans 1’équation de Riccati, on a

(Trr® + (Too + Ti1)r + Tor)p = 0.

Si on note ¥ = rp(= Rep), on a alors le probleme aux valeurs propres généralisé suivant :

0 1d 3 Id 0 %
Tor Too + Tua (0 0 —To (G
Par le théoreme 4.5, les valeurs propres qui nous intéressent sont celles vérifiant |r| < 1.
Grace aux valeurs propres et vecteurs propres, on peut reconstruire la matrice de R dans la
base des ,,.

Enfin, avec les matrices de R, Ty et 711 dans la base (¢,), on peut donc obtenir celle de
I'opérateur DtN AP™N,

Le calcul numérique de Popérateur R est plus délicat. Cette fois-ci, nous devons discrétiser
I’espace

Vo(To) = kerl = {io € HY*(To)/{aVA - 61, o), = 0}

Nous avons vu que la forme linéaire [ est non nulle car [(1) = 1. Donc pour N assez grand, il
existe ng < N tel que I(pn,) # 0. Quitte & re-numéroter les vecteurs de la base, on prendra
no = N. On pose donc pour tout n € [1, N — 1],

Z(SOn)
(ow) N

Alors 'espace vectoriel engendré par la famille (1,,),<n—1 est une discrétisation de Vo(I). Pour
réutiliser les matrices précédemment calculées, nous calculons les opérateurs T;; dans la base
des ¢, puis nous projetons sur V(I'y) avec une matrice de projection P € My n-1(C) :

77Z)n = Pn — (425)

[Tislam = (TijPn, m)r
= <avgi<¢n)’ej(90m)‘pj>f‘j

= [ ay)Vele) Ve (paldy — [ Ledon)es(on)dy

Revenons & 'équation (4.16) vérifiée par R :
TwRR + (Too + Ti1 + ToR)R = — {710732 + (Too + TR + 761} .

Afin de résoudre 1’équation dans les bons espaces, nous allons utiliser la matrice de projection P
ainsi qu'une matrice I € My_; n(C) de « relevement » correspondant a 'identité de taille N a
laquelle on retire la derniere ligne correspondant a ¢y et nous obtenons :

TwRIRP + (Too + Tix + TioR)R = — | TiR? + (Too + Tit)R + Taa | P

Nous résolvons numériquement cette équation en utilisant la méthode d’Hessenberg-Schur [69].
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4.4.2 Calcul des conditions au bord

Condition de Dirichlet

Dans le chapitre 2, nous avons déterminé une condition au bord pour le terme homogénéisé
ﬂl .

N i
Ul r = § dlaxiuom
i

ol 4
dll = _<avyN -1, gi1>F0'

Pour calculer ce terme, nous décomposons A sous la forme N = it + N ou N est la
aiy
solution dans Wy (B) de
—divy[a(y)V,N] = 0 dans B
5 w
N = *l sur Iy (4.26)
an

N yo-périodique

Y1+ wy
*
a1

On a alors a(y)VyN -l = a(y)V ( ) fi+a(y)VyN . Comme A est solution de (4.26),

~ wq
par définition de Popérateur DtN, on a a(y)VyN -1 = AP < ) On peut alors utiliser

arn,
ce que nous avons fait dans la section 4.1 pour calculer ce terme et ainsi calculer les coefficients dj.

A présent, regardons la condition au bord satisfaite par s :

U2|F - Zd a U1|F+Zd2 iz Uo‘r—f‘d Up|r-

i<j

Dans cette expression, les coefficients dy et d font intervenir un terme de bord qui se calcule de
la méme maniére que pour les d’. Pour les coefficients d3* et d3°, nous avons également besoin
de calculer une intégrale dans la demi-bande infinie :

4 = [ FENdy = (@VN -5 g8,

ou

s = LU} = a(y)d,Ui(y) + 8y, (aly)Ui(y)).

Or les U! sont solutions des problémes respectifs

—divy[a(y)VyUﬂ =0  dans B
Ul =¢1—dy surl

et leur condition au bord ¢’ = g} — d vérifie o' € V5(Ty).
Finalement, pour ¢ € V4(I'g), nous devons étre en mesure de calculer 'intégrale

= | cu(p)Ndy

avec u(y) solution du probleme (4.1).
U —i—w1 +N. On a donc

/E y1+w1d —I—/[,u YWNdy.

On rappelle que N =
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4.4. Résolutions et applications numériques

Regardons la premiére intégrale. Nous avons montré que dans chaque cellule C,,, u(p) s’écrit
sous la forme

u(p)ic, = eo(R™p) + e1(R" ).

On commence par décomposer l'intégrale sur la demi-bande en somme d’intégrales sur chacune

des cellules :
/L Z/1+w1 Z/ Lulyp yl‘i’wldy'

an

On a donc en utilisant la perlodlclte de wy,

/E y1—|—UJ1 Z/ 60 —|—6 (Rn—i-l ))md}’

*
Q1

Donc par linéarité,

“+00 —+00
/ E n +w1dy _ /C Leg (Z Rn(p) + Ley (Z 'R”Hgo) yl;wl
0 n=0 n=0

11

+oo +oo
L / Leg (Z nR”@) + Le; (Z nR”“np) dy.
Co

CL11 n=0 n=0

Bien que pour l'instant les calculs étaient formels, on peut affirmer que les sommes ZR”
et ZnR"‘l sont bien convergentes. En effet, ’espace propre associé a la valeur propre 1 est

constitué des fonctions constantes. Donc sur V5(I'y), le rayon spectral de R est strictement
inférieur a 1. Ainsi, les deux sommes sont convergentes et

+00
ZR”—M R et S RV =(Id—-R)

n=0
Finalement,

/L y1+w1 dy = /C Ley ((Id = R) ™) + Ly (RUId~R) ) .

ai;

1 /C Leg (R(Id = R)*¢) + Ley (R*(Id — R) ) dy.

ary

En revanche, ce procédé ne peut étre appliqué sur la deuxieme intégrale. Cependant, les deux
termes intégrés sont exponentiellement décroissants (Lu(p) tend vers 0 et N vers une constante),
on peut donc avoir une bonne estimation en calculant 'intégrale sur une bande tronquée.

Condition de Neumann

De maniere analogue, nous avons montré dans le chapitre 3 que la condition au bord pour
1 est
AV, -npp = c%@ilmzuow + 202 ,Uojr + wQC?uo‘p.
ol les coefficients ci? et c?? font intervenir le calcul d’intégrale de la forme / Uldy. En utilisant
I'inverse de I'opérateur DtN et la méthode de calcul du probléme de bande avec condition de
Dirichlet, nous avons a calculer une intégrale de la forme /B u(p)dy avec ¢ € Vo(I'y) et u(yp)

solution du probleme (4.1). Par de calculs analogues, on trouve
[ty = [ eI =R)"¢) + er (R = R)g)dy.
0
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Chapitre 4 — Résolution de problémes posés dans des demi-bandes périodiques

Enfin, dans la condition au bord de s, les coefficients font apparaitre des intégrales du type
/ v(p)dy ou ¢ € Vo(Ly) et v(p) € Wx(B) est solution du probleme (4.9). Encore une fois, nous
B

allons décomposer l'intégrale sur les différentes cellules et utiliser la linéarité par rapport a ¢
des problemes de cellule :

/Bv(so)dy = ;/anv(w)dy

= X[ eolthn) + (i) + @(R0) + & (R p)dy
n 0
= /c €o (Z ¢n> + e (Z ¢n+1> + €o (Z Rn<P> +é1 (Z Rn+180> dy
0 n n n n
Nous voyons apparaitre la somme Z ¥,. On rappelle qui sont défini par la relation de récurrence

Yo = 0 et Ypi1 = RR"p + Rib,. On peut obtenir une expression explicite de cette suite de
n—1

fonction : pour tout n > 1, ¥, = Z RPRR" 1 Pp. On en déduit que
p=0

+oo n—1

Sun = 3 S RRR

n=1 p=0
+oo  +4o0

= Y 3 RFRR™ Py

p=0n=p+1
400 400

= Y Y RPFRR"p
p=0n=0

= (I-R)7'R(I-R)¢

Et de méme, comme ¥y = 0, > 1 = (I — R)"R(I — R) 'p. On en déduit que

[ vty = [ eol( =R)RU = R) ) +er(( = R)MRU = R) ) + (I = R) )
+ & (R(I— R) \p)dy.
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5

Homogénéisation de I’équation des
ondes en temps long : prise en
compte d’un bord de Dirichlet
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Dans ce chapitre, nous appliquons notre stratégie de modele enrichi d’ordre élevé a I’homogé-
néisation de I’équation des ondes en régime transitoire en présence de bord avec une condition.
Contrairement aux précédents chapitres, les résultats qui seront présentés ici sont purement
formels.

Plusieurs travaux traitent de ’homogénéisation de I'équation des ondes dans RY. Par exemple,
les travaux de Santosa et Symes [110] proposent un modele effectif construit a partir des premiers
termes du développements qui a été analysé et modifié par [82] puis par [57, 8]. On retrouve
également des modeles similaires dans le cadre elliptique dans les travaux [14]. La difficulté
qui apparait dans le modele de [110] vient de I'introduction dans I’équation d’un opérateur
différentiel en espace d’ordre 4, rendant le probleme pas toujours bien posé. Les travaux récents
de [4, 3] et de [17] proposent un modeéle approché en temps long pertinent (c’est a dire que le
probléme sous-jacent est bien posé). Tous ces travaux considérent I’équation des ondes sans
bord : nous cherchons a proposer des modeles d’ordre élevé en présence de bords.

5.1 Homogénéisation de 1’équation des ondes en temps
long dans R?

5.1.1 Développement asymptotique double échelle

Nous allons utiliser la méthode du développement double échelle comme nous ’avons fait
pour I’équation de Helmholtz : formellement, la démarche est la méme.
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Nous nous intéressons au probléme

X
Ou, — div {a <> Vug} = f dansRT xQ
€
u(t=0;-) = ¢° dansR" (5.1)
Ou.(t=0;-) = g¢g' dansRT
ou :

— Q=R%

— la fonction a.(z) = a(x/e) ot a : R* = R est Y-périodique ot Y = (0,1)? est la cellule de
périodicité. Ainsi a. est €Y -périodique. De plus, on suppose que a est bornée et strictement
positive :

INA>0, /A<a<A
— f est un terme source de R™ x € tel que f(¢;-) est a support compact, et ¢°, g* : Q@ — R.

Comme pour I’équation de Helmholtz, nous faisons I’hypothese que u. se décompose sous la
forme

X X X
ue(t, X) = ug <t;x; ) + cuy (t;x; ) + &%y (t;x; ) 4+ ,x€NteRt. (5.2)
€ € €

ST . . X
avec des termes u, Y-périodiques en la variable rapide y = —.

En appliquant la méthode double échelle, comme nous ’avons fait dans la section 1.2, on montre
que

— wug ne dépend pas de la variable rapide y et est solution du probleme
Otug — div[A*Vue] = f dans R x Q

up(t = 0;-) ¢° dans R" (5.3)
Oug(t =0;-) = g¢' dansRT

ou A" = (aj;) € € R™? est la matrice homogénéisée définie par
az; := (ady,(w; + y;))y
avec pour i € {1,...,d}, w; est 'unique solution du probléme de cellule défini par
Trouver w; € H;#(Y) tel que Vo € H#(Y),
(aVw;, V¢)y = —(a, ayﬂb)y

ol (-, )y désigne le produit scalaire de L*(Y'). Nous rappelons que H;%(Y) est l'espace des
fonctions de H}(Y) & moyenne nulle.

— uy s’écrit sous la forme

1(txy) = sz )0 uo(t;x) + 11 (¢; %)

ou 1 est solution du probleme

Oy —div[A*Vay] = 0 dans RT x Q
41 (t=0;-) = 0 dansR™T (5.4)
Oiiy(t =0;-) = 0 dans RT

Ainsi, on a @y = 0 et ui(t;x;5y) = D Oy, uo(t; x)wi(y).
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— w9 s’écrit sous la forme
us(t;x;y) = 292] o(t; x) —I—Zwl O, (t; %) + Ua(t; %),
ou pour 4,7 € {1,...,d}, 6;; est la solution du probleme de cellule
Trouver 0;; € H;E(Y) tel que Vi € H#(Y),
(aveijv V¢)y = (aayiwja ¢)y - (awj> ayiw)y + ( ij @ 1371/1)

et Uy est solution du probleme

Oty — div[A*Viy] = ) df;,0, - 26”8282 ;ug dans RT x Q

ijkl
Ga(t=0;) = 0 dans R*
Dytia(t=0;-) = 0 dans R

(5.5)

ot les coefficients dj;;, et e;; sont donnés par

ijk
diji = {00y, Bjr + 0ija0m)y,  ei; = (ady,05)y
avec Bi;i les solutions des problemes de cellule

Trouver ;i € H#(Y) tel que Vi € H#(Y),

(aV Bk, V)y = (0,05, ©)y — (abx, y0)y + (Ginaws, )y — (G ),
et «; les solutions des problemes de cellule
Trouver «; € H;E(Y) tel que Vi € H#(Y),

(aVai, Vw)y = (wia ¢)y .

5.1.2 Modele homogénéisé d’ordre élevé

La méthode du développement double échelle nous permet d’obtenir un probleme homogénéisé
dont la solution ug approche le comportement macroscopique de u.. Cette approximation est
valable lorsque le temps final 7" est de 'ordre de O(1). En revanche, en temps long, c’est-a-dire
dans des temps de l'ordre de O(c7?), on observe dans le comportement macroscopique de u, un
phénomene de dispersion (les ondes de longueur d’onde différentes se propagent & des vitesses
différentes), qui n’est pas présent dans la solution ug de I’équation des ondes avec coefficients
homogenes. Plus précisément, dans [109], il est montré que

[1e — wol| L= 0,102(0)) < C(T)e

ot la constante C'(T') dépend linéairement du temps final T. Ainsi, si T° = e *T = O(¢™?), on
obtient la majoration

Hue — UOHLoo(O’Ts;Lz(Q)) < C(T)&?_l.
La convergence de u. vers ug est donc fortement dégradée en temps long. Numériquement, on
voit apparaitre de la dispersion dans u. non présente dans ug. Afin de prendre en compte ce
phénomene de dispersion, il est possible d’utiliser un modele effectif d’ordre plus élevé. L’écriture
d’une équation effective & partir de la somme tronquée des termes macroscopiques (non oscillants)
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dans l'ansatz a été étudiée dans plusieurs travaux (citons notamment [14, 110, 82, 57]). L’idée
serait de modifier ’équation homogénéisée satisfaite par ug en y ajoutant des termes d’ordre
élevé qui reproduiraient le phénomene de dispersion.

Ici, nous donnons I’équation effective d’ordre 2 qui permet d’avoir une meilleure approximation
de la solution jusqu’a des temps en O(e™*). Pour des équations effectives d’ordre supérieurs, il
faut se reporter par exemple a [17, 109, 4].

Cette équation effective d’ordre 2 est obtenue en considérant 1’équation approchée vérifiée
par v, = ug + £24,. Dans ce qui suit, nous présentons le « Boussinesq trick » appliqué a une
équation effective obtenue a partir des équations satisfaites par ug et i,. L’équation volumique
satisfaite par iy s’écrit

Oy — div [A*Vao] = Y djjy0,,0 0¥ ZeZJaQaZ uy  dans RT x (5.6)
ijkl

En additionnant (5.3) et £2x(5.6), on obtient 'équation effective

Ot — div[A*Vu.] — & D*V4u, +e2 O}V - [E* - Vo] = f.
———

= I 292
Zk:L ijlalllﬂzkll - Zz] 6”8 8“‘1%
¥

Le matrice E* est positive (voir [9]). Si le tenseur D* était positif, le probleme associé serait
bien posé. Malheureusement (voir notamment [82, 57, 9]), le tenseur D* a le mauvais signe i.e.

deklfzﬁjfk& < 0, V&€ € R%. Le probleme obtenu n’est donc pas toujours bien posé dans le
ijkl

cadre fonctionnel naturel a ces équations (voir [109] section 2.1.2). Notons que le probleme
effectif obtenu a partir de la méthode par ondes de Bloch peut s’obtenir en ré-écrivant 1’équation
(5.6)(voir [9]) : du fait que 0?uy = div[A*Vue] + f, on obtient alors que

Zezgagagz = Zelj T le ( )VUO} +f)
= Zkl emakl xlszkxluo + Z ezj ;T
ij

On a alors que 1y satisfait ’équation

O}y — div [A*Vily] = Zd”kl A Zew in;/  dans RT x 0
ijkl

ou .
Tk = —dij t e
Ce probleme est malheureusement aussi mal posé (voir [110, 9]).

Pour modifier ces problemes effectifs, on peut utiliser le « Boussinesq trick » ou « astuce de
Boussinesq » (voir [57, 2, 66]).

Comme D* n’est pas positif, on a

2 A &i&iSksi

m = min <0

AN Z a;+&&;j
ij

et > di&ili&é — (O aj;&i&;) (> mér&) = 0. On note dijr = di;1q — maj;. On écrit ensuite
ij ki

ijkl
Z dljk’l wiwjopa Ve = Z dUkl szgﬂvkl‘zvf + Z mo xkl’l Z aU T

ijkl ijkl

= > Jijkl I Z mo wm 821)5 f+ 0

ijkl
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En négligeant les termes d’ordre 2, on obtient la nouvelle équation effective

07 0. —div[A* V. |+e* > C/Z\ijkla;limjkal@a_‘_gzm > 838§ix765+528fv.[E*.Vv€] =f—m)_ ai_xy_f.
ij ' '

ijkl iy

Il est méme possible de proposer une classe d’équation qui garde les mémes propriétés :

2~ AR 2\ je  at ~ 2 A «\a292 ;o2 A a2 7
070 — div[A* Vi + %) 4510000, U= T € > (i +€5;)0; Oppu,0e = f — € > €ij0s,a, f-
ijkl ij iT;
qui est bien posé des que Y dy;p,&&i6k& = 0 avee dfyy = dij, — af;eu.
ijkl
Remarquons qu’en 1D, le Boussinesq trick est plus facile a comprendre. En effet, I’équation
effective d’ordre 2 est dans ce cas

0. — a*Pv. + E2d" 0. = f
Comme d* = —a*d* < 0, alors en réutilisant ’équation, on obtient
d* .
Ofv. — a* 0P, +*—02 (a*0*v.) =f
a* ——
02ve—f+0(e2?)

soit en négligeant les termes d’ordre 4
2~ * 02~ 2d~* 202~ i od
3t Ve — Q 8:21)5 +¢€ ;(f)t 8:51)5 = f +¢€ ;f)mf

Ces modeles sont validés par des estimations d’erreur ([82, 57]). Signalons également les travaux
obtenus par Pouchon et Abdulle ([109, 4]) qui proposent avec une autre approche une classe de
modeles effectifs d’ordre élevé en temps plus ou moins long (ordre 2,4,6,...) et les travaux de
Gloria et Benoit ([17]) qui, & partir d’une approche par ondes de Bloch, proposent aussi des
modeles effectifs d’ordres élevés, 'avantage de leur approche est qu’elle s’étend a des milieux
non nécessairement périodiques (aléatoires par exemple).

5.2 Homogénéisation de I’équation des ondes en temps
long dans R*

Dans cette section, nous appliquons 'approche du chapitre 2 a 1’équation des ondes dans un
domaine unidimensionnel présentant un bord.

Nous nous intéressons donc a ’équation des ondes :

O, — 0,]a <Q€:) Opus] = f dans R™ x R™
u:(0) = g dans R™
N\ d -\ d? (5.7)
0 - 0 N D o, 2n0( ) 9 o +
ue(t = 0;-) g +ew (5) dfg +e 9<€> 729 dans R
ou.(t=0;") = g' +ew (> —q dans R*
e/ dx

ou :
— la fonction a.(z) = a(x/e) ot a : R — R est 1-périodique. Ainsi a. est e-périodique. De
plus, on suppose que a est bornée et strictement positive :

INA>0, /A<a<A
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— f est un terme source, g : R* =+ Ret ¢°, ¢' : R" = R.
[Y 99

On note toujours Y = (0, 1) la cellule de périodicité. Les conditions initiales font intervenir les
solutions de probleme de cellule w et 6. Cette préparation des conditions initiales est essentielle
pour ne pas introduire dans le probleme de phénomeéne de couche limites en temps (voir [109,

g)).

Comme pour 'équation de Helmholtz, nous faisons 'hypothese que u. se décompose sous la
forme

ue(t, z) = ug (t;x; i) + euy (t;x; Z) + &%y <t;x; z) +.-- ,reRT teR™. (5.8)

x
avec des termes u, Y-périodiques en la variable rapide y = —.

En appliquant la méthode double échelle, comme nous ’avons fait dans la section 2.1, on montre
que

— wugp ne dépend pas de la variable rapide y et est solution du probleme

Ofug — a*0*uy = f dans R™ x RT
ug(;0) = g dansRT
up(t =0;-) = ¢° dans R*
Oug(t =0;-) = g¢' dansRT

(5.9)

ou a* € R est le coefficient homogénéisé défini par

e/ d
o),

avec w 'unique solution du probléme de cellule défini par

d d

w e H;#(Y) telle que pour tout v € H#(Y), (ad—yw,

d
d—yv)y = —(a, d—yv)y.

— wu; s’écrit sous la forme
u(t; z3y) = Opuo(t; )w(y) + (L )
ol 1y est solution du probléme

=0 dans R™ x RT
d10,up(+;0) dans R™
= 0 dans R™
= 0 dans R

O,

0

—a*0*0
G1(+;0
0; -

0; -

it~ (5.10)

t
(9tu1 (t

S— N N
|

ol d1 = —w(O)

— uy s’écrit sous la forme
us(t; 3y) = Oouo(t; 2)0(y) + ot (1 2)w(y) + a(t; @),
ou 6 est la solution du probleme de cellule
Trouver 0 € H;#(Y) tel que pour tout v € H;&(Y),

d d d d
(ad—yﬁ, d—yv)y = —(aw, @v)y + (ad—yw, V)y + (a —a*,v)y (5.11)
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et Uy est solution du probleme

Oty — a* 0%ty = d*Opug — €*070%uyg dans RT x RT
Ue(t=0;-) = 0 dans R* '
itia(t =10;-) = 0 dans R*
ou dy = —0(0) et les coefficients d* et e* sont donnés par
d d
d" = (a@ﬁ +al)y, €= <ad—ya)y.

avec a et [ les solutions des problemes de cellule
Trouver o € H#(Y) tel que pour tout v € Hy(Y),

d d
(a’diyav va)y = ('UJ, U)Y

et

Trouver 3 € H;E(Y) tel que pour tout v € Hy(Y),

d d d d

(a@@ @U)Y = —(ab, @U)Y + (ad—yﬁ, v)y + (aw,v)y.

Le modele effectif que nous souhaitons obtenir doit approcher ug + £y + €20y & Uordre 3. A
partir des équations que satisfont ces différents termes, comme nous I’avons fait dans la section
2.7, on obtient une équation de la forme

Otv, — a*0%v, — 2d*Otv. + %" 020%v. = f dans R x RT

Bien que cette équation ne soit pas bien posée (voir la section précédente), nous nous concentrons
pour l'instant sur la condition aux limites.

La présence de 'opérateur d’ordre 4 dans I’équation nécessite deux conditions au bord. La
premiere se déduit naturellement des conditions au bord des termes ug, @ et Uy, qui vérifient
respectivement

uo(50) =g, (5.13)
@1(+50) = d103uo(+; 0) (5.14)

et
@a(+30) = d202u(+; 0) + d10,81 (- 0). (5.15)

En écrivant (5.13) + £(5.14) + £%(5.15), on obtient en omettant les termes d’ordre 3
ve(+0) — ed10,v.(+; 0) — £2da0?v.(+; 0) = g. (5.16)

On remarque que cette premiere condition contient des opérateurs d’ordre au plus 2. Il nous faut
donc trouver une seconde condition au bord faisant intervenir par exemple la dérivée d’ordre 3
de v..

Pour obtenir une telle condition, nous avons cherché a obtenir un modele approché a I'ordre
3, c’est & dire un modele effectif dont la solution approche uy + €@y + €24y + £31i3. L’approche
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du chapitre 2 (voir notamment le développement a tout ordre 2.3.4) nous donne que 3 satisfait
un probleme de la forme

Oty — a* 0%y = d*OMiy — e 02021, dans RT x Rt
G3(;0) = d3Puo(+;0) + de021y(+;0) + d10,1ia(+; 0) + d3070,up(+;0)  dans RT
ﬂg‘tzo = 0 dans R+
Oylizp—g = 0 dans R

(on rappelle que l'opérateur d’ordre 3 appliqué & @y s’annule (voir 1.2.2). On pourrait montrer
que 'opérateur d’ordre 5 s’annule aussi.) A partir de ce probleme et des problemes vérifiés
respectivement par ug, @y et Uy, en procédant comme dans la section 2.7, en négligeant les
termes d’ordre au moins 4 , on obtient la méme équation volumique que précédemment a savoir

O}, — a*0%0, — 2d* 00, + €%e*070%0. = f dans R x RT
ainsi que la condition au bord
0(+0) = d10,0.(+; 0) — £2d2020:(+; 0) — €°d3020.(+; 0) — £°d30;0,0.(-;0) = g

qui fait intervenir un opérateur d’ordre 3. On imagine que ¥, pourrait étre une bonne approxi-
mation a l'ordre 4 de u.. Mais on voulait construire une approximation a l'ordre 3 de wu.. Si on
s’autorise une erreur a ’ordre 3, ¥, satisfait non pas une mais deux conditions au bord :

175('; 0) - Edlafpfjs(-; O) — €2d285175<.; 0) = g,
3030 (-5 0) + d3070,0:(-;0) = 0.

Cela nous permet de construire un nouveau modele effectif d’ordre 2 :

Otw, — a*OPw, — 2d* 0w, + %¢*0}0?w, = f dans RT x RT
we(+;0) — edyOpw.(+;0) — 2dpd?w.(-;0) = g dans R*
d5Pw.(+;0) + d30?0,w.(-;0) = 0 dans R* (5.17)
w.(t=0;-) = ¢° dansR"
Ow.(t=0;-) = ¢g' dansR"

Il reste a montrer que le probleme est bien posé. La difficulté est double : nous avons vu dans
la section précédente que le coefficient d* de I’équation volumique est négatif, et, comme nous
l’avons évoqué dans la section 2.6, les coefficients intervenant dans les conditions risquent de ne
pas avoir le bon signe. Pour résoudre cela, nous pouvons utiliser deux approches :

— la premiere consiste a changer la moyenne de la solution du probleme de cellule w pour
modifier le signe des coefficients intervenant dans la condition au bord (voir 2.6), puis on
applique le « Boussinesq trick » pour I’équation volumique (voir section précédente)

— la deuxieéme approche s’appuie sur le travail [109] qui part d’un probleme bien posé et dé-
termine des solutions de problemes de cellule adaptées. Cette méthode est complémentaire
avec notre approche de la section 2.6 pour modifier les coefficients de la condition au bord.

L’extension au probléme en dimension deux est naturelle. Pour obtenir un modele de la méme
forme que (5.17), il nous faut les conditions au bord satisfaites par les termes macroscopiques.
En appliquant I’approche présentée dans la section 2.3, on montre que

e =) dy 9y, ugpr, (5.18)
et . ..
o = D dy 0y, liyr + D d3 07, uopr (5.19)
i i<j
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ol les coefficients dy et di sont définis dans la section 2.3, et on montre que 13 satisfait une
condition au bord de la forme

e = D2 A" 0}, b vor + Y dY 0L, Qe + 3 diOuoe — 3 d50; Oy uorr (5.20)

i<j<k 1<j

ol les coefficients déj et db sont définis de la méme maniere que les d. et dy en appliquant le
corollaire 2.8 au probléme vérifié par Us le terme de champ proche d’ordre 3 (voir la section
2.3.4).

En utilisant ces trois conditions et en utilisant le « Boussinesq trick », on pose le modele
approché a lordre 2, analogue au modele (5.17) :

jw. — div[A*Vuw,| — > dfjklaiixjmkxlwa +e2)° e?}@f@izjwe = f dansR* xQ
ijkl ' ij -
we —ey didpw. — €Y dfd;, w. = g dansR* xT
S dioE, we— Y di0}d,w. = 0 dans RT xT
i<j<k (
w.(t=0;-) = ¢° dansQ
Oywe(t = 0;-) g' dans Q

(5.21)
L’approche proposée dans cette theése permettrait donc de proposer des conditions aux bords aux
modeles effectifs d’ordre élevé qui apparaissent en homogénéisation en temps long de 1’équation
des ondes. Ce n’était pas évident de trouver comment construire assez de conditions aux bord
pour les opérateurs d’ordre élevé qui apparaissent dans ces modeles. Il reste a :

— montrer que les modeles proposés sont bien posés quitte a utiliser les méthodes données
dans la section 2.6 pour jouer sur le signe des coefficients apparaissant dans les conditions
au bord

— établir des estimations d’erreur pour justifier rigoureusement cette construction formelle

— implémenter une méthode numérique pour ces modeles. Les difficultés principales pro-
viennent de l'opérateur d’ordre 4 dans ’équation volumique demandant d’utiliser des
méthodes numériques adaptées, mais également les conditions au bord font intervenir des
dérivées d’ordre élevé (voir [89] ou des conditions similaires apparaissent).
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6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a I’homogénéisation de problemes posés dans
un milieu périodique présentant des bords, plus précisément dans un demi-espace.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a I’équation de Helmholtz dans un
demi-plan avec une condition au bord de type Dirichlet. La méthode du développement a
double-échelle donne un développement asymptotique ne prenant pas en compte les bords. Nous
avons enrichi ce modele avec des termes dit de champ proche qui nous ont permis de corriger
les erreurs au bord du modele classique mais surtout, en étudiant leur comportement a 1'infini,
de déterminer des conditions au bord adaptées pour les différents termes du développement.
Nous avons appliqué cette méthode aux premiers ordres, puis nous I’avons généralisée a tout
ordre. Afin de pouvoir calculer ces termes de champ proche, nous avons été amenés a résoudre
des problemes posés dans une demi-bande infinie. Nous avons pour cela adapté la méthode de
[67, 68, 79] pour la résolution de problémes de type Laplace dans une demi-bande infinie avec
condition de Dirichlet. Notre méthode nous a permis de déterminer des modeles effectifs bien
posés a l'ordre 1 et a 'ordre 2 (sous forme d’un systeme d’équations).

Dans un second temps, nous avons adapté cette méthode pour I’équation de Helmholtz dans
un demi-plan avec une condition au bord de type Neumann. La méthode est similaire a celle
pour les conditions de Dirichlet et introduit des termes de champ proche dans le développement
asymptotique classique. A la différence du probleme avec condition de Dirichlet, c’est I'existence
des termes de champ proche qui nous permet de déterminer les conditions au bord pour les autres
termes, et non leur comportement a l'infini. Nous avons appliqué la méthode aux premiers ordres,
puis nous 'avons généralisée a tout ordre. Afin de calculer les termes de champ proche, nous
avons proposé une méthode numérique pour la résolution de problémes de type Laplace dans
une demi-bande infinie avec condition de Neumann, ainsi qu’'une alternative utilisant un opé-
rateur Dirichlet-to-Neumann permettant de se ramener a un probleme avec condition de Dirichlet.

Finalement, nous avons appliqué notre méthode a I’équation des ondes dans un demi-plan
avec une condition de type Dirichlet afin de proposer un modele effectif a I’ordre 2 bien posé
permettant d’obtenir une bonne approximation de la solution exacte en temps long, c’est-a-dire

en O(e?).
6.2 Perspectives

Pour finir, nous détaillons dans cette section différentes perspectives qui s’ouvrent a la suite
de ces travaux. Nous les classons par ordre de difficulté croissante.
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Problémes de transmission

Dans cette these, nous avons traité le cas de conditions de Dirichlet et de Neumann. Pour
des problémes de transmission entre deux demi-espaces (deux milieux périodiques ou un milieu
homogene et un milieu périodique), il apparait deux conditions de transmission sur la trace et
la trace de la dérivée normale a la frontiere des deux milieux. Il s’agirait alors de combiner les
deux méthodes (pour condition de Dirichlet et de Neumann) afin d’obtenir des conditions de
transmission pour le modeéle homogénéisé.

Implémentation du modele effectif a ’ordre 2 pour I’équation des
ondes

Dans le chapitre 5, nous avons proposé un modele effectif a 'ordre 2 en . Ce modele,
contrairement au modele homogénéisé classique i.e. le modele satisfait par ug, permet de décrire
le phénomene de dispersion qui apparait en temps long.

Ces résultats étant formels, il reste :

1. a montrer que le probleme obtenu est bien posé ou a le modifier de maniere astucieuse
pour qu’il le soit;

2. a les justifier par des estimations d’erreurs;

3. ales valider numériquement en utilisant une méthode permettant d’implémenter ’opérateur
d’ordre 4 présent dans I’équation volumique, en utilisant par exemple des éléments finis de
type Hermite ([56]), des éléments finis virtuels ou encore des méthodes isogéométriques.

Etude de géométries plus complexes

Dans cette these, nous avons traité le cas simple d’un demi-plan dont I'unique bord est dans
la direction de périodicité du milieu.

Une autre géométrie plus complexe pouvant étre envisagée est le cas d’'un demi-plan dont
le bord ne coupe pas le milieu suivant la direction de périodicité, plus précisément si le coefficient
directeur de la droite représentant le bord est un irrationnel. Notre méthode de construction
des termes de champ proche repose sur la résolution de problemes de demi-bande périodiques.
Si la droite représentant le bord a un coefficient directeur rationnel, on peut se ramener a nos
travaux en modifiant la cellule de périodicité. Dans le cas contraire, cette manipulation n’est
pas possible et donc la méthode de résolution des termes de champ proche ne peut étre utilisée.
Dans [70, 21], ce probléeme est relié a 'homogénéisation dans des milieux quasi-périodiques.
I’analyse mathématique et numérique est en cours d’investigation dans I’équipe Poems et fait
I'objet d’une nouvelle these.
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2
F1GURE 6.1 — Milieu périodique avec un bord de pente 3 On obtient une nouvelle cellule de

périodicité (en gris).

Une autre géométrie plus complexe consisterait a considérer un milieu avec un coin. Notre
méthode, telle qu’elle est congue, permet de déterminer des termes de champs proche ainsi que
des conditions au bord pour les termes macroscopiques 4, sur chacun des bords. La méthode
traite ces bords indépendamment les uns des autres. Ainsi, on peut avoir, pour les termes
macroscopiques 1,,, deux conditions différentes provenant de deux bords différents qui sont
toutes deux valables sur le coin, sans pour autant étre compatibles. Par ailleurs, comme les
termes de champ proche correspondant a chaque bord sont déterminés indépendamment les
uns des autres, ils ne prennent pas nécessairement correctement en compte le phénomene de
couche limite au voisinage du coin. Il faudrait proposer un développement enrichi au niveau
des interfaces d’'une part, et au niveau du coin d’autre part. La question de la construction
de modeles approchés est encore plus épineuse (elle I'est déja pour des problémes de couches
minces homogénéisées avec un coin (voir [38, 122, 55])).

FIGURE 6.2 — Illustration du probléeme apparaissant au coin. Ici, nous représentons la différence
ue — (ug + (uy + Up) + €2(ug + Uy)) dans le domaine Q = (0, 1)%. D’aprés notre modele, nous ne
devrions pas observer de couches limites sur les 4 bords, mais on on remarque que ce n’est pas
le cas au niveau des coins.

Ces deux précédentes études permettraient d’envisager de traiter des milieux dont le bord
n’est plus une droite mais une courbe.
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Extensions aux équations de Maxwell et aux métamatériaux

Comme nous 'avons dit dans I'introduction, ’étude des métamatériaux est tres motivante
d’un point de vue théorique comme expérimental avec de nombreuses applications techniques
(super-lentilles, revétements furtifs, miniaturisation d’antenne,...).

Nous souhaitons tout d’abord étendre cette méthode aux équations de Maxwell puis des
milieux de type métamatériaux. On pourrait également construire des modeles homogénéisés
enrichis en présence de bords quand le milieu périodique possede des inclusions métamatériaux
comme cela est fait dans [35, 36] sans prendre en compte les bords.
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A

Décroissance exponentielle dans la
demi-bande

On peut trouver plusieurs démonstrations de la proposition (2.3). Nous en présentons ici
deux : la premiére est une démonstration constructive inspirée de [7], la seconde ne montre que
le deuxiéme point de la proposition et utilise des outils variationnels [88].

Premieére démonstration :

On s’intéresse au probleme

—divya(y)VyU = 0 dans B
U = h sur I'g (A.1)
U yo-périodique

On note
D(B) = {¢ € Hyoo(B) / IVl z2(m))2 < +o0}-
Par le théoreme de Lax-Milgram, le probléeme est bien posé dans D(B) et

VU282 < Cllbllm2 g

On note a présent pour k € N*
By, = BN ((k,+00) x (0,1)),
Fk:{YEBk/ylzk}

Pour tout k£ > 1, U est également solution du probleme

—divya(y)V,U = 0 dans By,
U = Ulk,yo) sur 'y (A.2)
U yo-périodique

On trouve de méme que
VU (22 < CllU g2,

ou C est indépendant de k. On pose Uy(y) = U(y)— | Udys. Uy est alors solution du probleme
Tk
—divya(y)VyUi, = 0 dans By,
U. = U— | Udyy, surly (A.3)
I
Uk yg—périgdique
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et on a

VUl wase = VUl @z < CIU = [ Udgallpr,,

En appliquant 'inégalité de Poincaré-Wirtinger dans le domaine By\ Byy1, on a

10 = [ Uyl < CIVUl s,
k

avec C indépendant de k. D’ou

IVUII 5,2 < CUNVUIR 5,102 = IVUEL2(5,))2)-
On en déduit que
2 C \* 2
IVUR e < (gog) IVU Ry
C C L
Comme 011 < 1, il existe vy > 0 tel que =e 9. Alors

C+
IVUIIEL25,))2 < _27°k||VU|| (12(B

On en déduit que pour tout 0 < v < 7y, €™¥'VU € L*(B)?. En effet,

k+1
/ VU Rdy = Y / / 21 | VU P dyady:
Bo\Bx =k (0,1)

N

K-1 too
e [ [ w0
o k 0,1)

<em 20K VU2

(L2(B))?

K—1
el Z e2(r=0)k HVUH%LQ(B))Q
k=0

N

<400 qd k—+oc0

D’ou ||67y1VU||?L2(B))2 < +o0.

Maintenant, montrons le premier point : on pose

)

Uy) = / U(z)dz = / U(z1 + 11, 22)dz.
(y1,91+1)%(0,1) ©

1)2

T ()] = |/ 0y, U(21 + y1, 22)dz| < ||[VU|| 2((y1 g1+1)%(0,1)) -

OI‘ (ybyl + 1) (07 1) = y1+1\Byl donc

T ()] < VU228, 41\By, )2 < Ce™ ™.
On en déduit qu’il existe une constante d telle que

lim U(y1) = Cu,

Yy1—>+00

et |U(y1) — Cy| < Ce 0,
De plus, en modifiant un peu 'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on a

1U(y) = Uyl 2wty x0,0) < CIVUE) 22 (ko2 % 0,1))2

138



ou C' est indépendant de k.
On en déduit

1U(y) — Cullzqmrrnxo1y < 1UwW1) — Collrzennx01)) + ClIVU ) L2(k 2y (0,1))2
<

donc en sommant sur k, on a le résultat :
Y0 < vy <9, €°V(U-Cy)e L*(B).
Remarque A.1l. Cette démonstration ne montre que le cas ou f = 0. Dans le cas ou f est

exponentiellement décroissante, on peut se ramener au cas précédent en utilisant des relevements.

Seconde démonstration :

Lemme A.2 (Tartar). Soient V' et V; deux espaces de Hilbert sur R tels que V; C V avec une
injection continue. On note respectivement || - || et || - ||o les normes sur V' et Vg et ((-,-)) et

((+,+))o les produits scalaires associés.
Soient b une forme bilinéaire continue sur V' x Vg, M € L(V; V) surjectif. On suppose de plus
que b est M-coercive : il existe a > 0 tel que pour tout u € V,

b(u, Mu) > alful

Enfin prenons f € Vj.
Sous ces hypotheses, il existe un unique élément u € V' tel que

b(u,v) = (f,v), Yvel.

Démonstration de (2.3). On suppose qu'il existe 7 tel que e f € L*(B).

Soit v < 9. On pose
V ={veLL((0,R) x (0,1))VR < +oo / "'Vuv € (L*(B))*,vr = 0}

et
Vo={veV /evove Ll*B)}).

On note [[v]| = [|e” V|2 et [[vllo = ([]]* + €7 0] Z2) 2.

En écrivant la formulation variationnelle de (2.18) avec g = 0, aprés multiplication par e’¥'v,
on cherche alors une solution u du probleme :

Pour tout v € Vj, / a(y)VuV (e v)dy = / feudy. (A4)
B B
On pose donc naturellement, pour (u,v) € V' x Vj,

b(u,v) :/Ba(y)VuV(erv)dy,

(fv) = [ femudy.
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On voit que v — (f,v) € Vj car v < .

Pour appliquer le lemme de Tartar, il ne nous reste plus qu’a construire 'opérateur M : pour
u €V, on pose

U(yr) = /01 u(y1, y2)dys

et
E,(y1) = 2ye” 2.

Finalement, on définit M par
Mu=u— L, xu.

e Montrons que M € L(V; V) :
L’inégalité de Poincaré nous donne que

lu — (Y1)l 20,1y < cl|Oy,ullL2(0,1)-

Comme €' 9,,u € L*(RT, L*(0,1)), on en déduit que e’ (u —u) € L*(B).
De plus, on peut écrire Mu =u—u+ (0 — E,) x@. Or

d
—FE, +2vE, = 270,

diy
don 1 d 1 d
Mu=u—1u+——F , u=u—u+ —FE., x —T1.
2ydy 2y 7 dy

d d

Comme €', u € L*(B), ¥ d—ﬁ € L*(R"), on a alors "' (E, * d—ﬂ) € L*(B) (indé-
Y1 Y1

pendant de 7). On en déduit que "' Mu € L*(B).

d
De plus, on peut voir que dy, Mu = 9y,u et Oy, Mu = 0y, u — E, % d—ﬂ

Y1
Donc Mu € Vo et M € L(V, V).

e Il nous reste a montrer que M est surjectif :
Pour v € Vj, on cherche u € V tel que u— E,*u = v. On devrait donc avoir u = v+2yH xv
ou H désigne la fonction de Heaviside.
En effet, on a alors @ = (6 + 2yH) v d’ou

u—E, xu=v+ (2yH — E, % (0 + 27H)) V.

=0

e Maintenant que nous avons l'opérateur M, il n’y a plus qu’a montrer que b est M-coercive :
On peut voir que

d
Oy [ (u — B, xu)] = e (d,u— d—EV * ) + 29[ (u — B, x )]
&,_/
=2yu—2vE*u

= (9, u+2y(u — 7))
d’ou
b(u, Mu) = / a(y)e* " |[Vul|*dy — 27/ a(y)e®™ 0, u(u — u)dy
B B

> (o= cy)llull?
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en utilisant la premiere inégalité obtenu par I'inégalité de Poincaré et le fait que a soit
bornée.

Alors b est M-coercive si et seulement si v < min(y, a/c).

On peut donc appliquer le lemme de Tartar : pour v < min(~p, a/c) il existe un unique élément
u € V tel que pour tout v € Vj,

/a(y)VuV(erv)dy:/ feudy.
B B
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Titre : Modeles homogénéisés enrichis en présence de bords : Analyse et traitement numérique
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Résumé : Quand on s’intéresse a la propagation des
ondes dans un milieu périodique a basse fréquence
(i.e. la longueur d’onde est grande devant la période),
il est possible de modéliser le milieu périodique
par un milieu homogéne équivalent ou effectif qui
a les mémes propriétés macroscopiques. C'est la
théorie de I'homogénéisation qui justifie d’'un point
de vue mathématique ce procédé. Ce procédé est
trés séduisant car les calculs numériques sont beau-
coup moins couteux (la petite structure périodique a
disparu) et des calculs analytiques sont de nouveau
possibles dans certaines configurations. Les ondes
dans le milieu périodique et dans le milieu effectif
sont tres proches d’'un point de vue macroscopique
sauf en présence de bords ou d’interfaces.

En effet, il est bien connu que le modele ho-
mogénéisé est obtenu en négligeant les effets de
bords et par conséquent il est beaucoup moins
précis aux bords du milieu périodique. Quand les
phénomenes intéressants apparaissent aux bords du

milieu (comme la propagation des ondes plasmo-
nigues a la surface des métamatériaux par exemple),
il semble donc difficile de faire confiance au modele
effectif.

En revenant sur le processus d’homogénéisation,
nous proposons un modele homogénéisé qui est
plus riche aux niveaux des bords. Le modele ho-
mogénéisé enrichi est aussi simple que le modéle
homogénéisé classique loin des interfaces, seule les
conditions aux bords changent et prennent mieux en
compte les phénoménes. Nous appliquons ce modéle
a une équation elliptiqgue dans le cas de la géométrie
simple du demi-plan avec des conditions de type Di-
richlet ou Neumann. D’un point de vue numérique,
en plus des problemes de cellule classiques qui ap-
paraissent en homogénéisation, des problémes de
bandes périodiques doivent également étre résolus.
Pour finir, nous appliqguons ces résultats a I'ho-
mogénéisation de I'’équation des ondes en temps long
et en présence de bords.

Title : Enriched homogenized models in presence of boundaries : analysis and numerical treatment

Keywords : homogenization, boundary layers, asymptotical model, wave equation

Abstract : When we are interested in the propagation
of waves in a periodic medium at low frequency (i.e.
wavelength large compared to the period length), it is
possible to model the periodic medium by an equiva-
lent or effective homogeneous medium which has the
same macroscopic properties. It is the homogeniza-
tion theory that mathematically justifies this process.
This process is very attractive because numerical cal-
culations are then much less expensive (the small
periodic structure has disappeared) and analytical
calculations are again possible in certain configura-
tions. The waves in the periodic medium and in the
effective medium are very close from a macroscopic
point of view except in the presence of boundaries or
interfaces.

Indeed, it is well known that the homogenized model
is obtained by neglecting the boundary effects and
consequently, it is much less precise at the bounda-

ries of the periodic medium. When interesting phe-
nomena appear at the edges of the middle (such as
the propagation of plasmonic waves on the surface of
metamaterials for example), it therefore seems diffi-
cult to trust the effective model.

Returning to the homogenization process, we pro-
pose a homogenized model which is richer at the
boundaries. The enriched homogenized model is as
simple as the classical homogenized model far from
the interfaces, only the boundary conditions change
and take better account of the phenomena. We ap-
ply this model to an elliptical equation in the case of
the simple geometry of the half-plane with Dirichlet or
Neumann type conditions. From a numerical point of
view, in addition to classic cell problems that appear
in homogenization, periodic band problems must also
be solved. Finally, we apply these results to the long
time wave equation.
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